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LA CONJECTURE DE LANGLANDS LOCALE POUR GL(3)

Guy HENNIART

Résumé
Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Nous prou-

vons l'existence et l'unicité d'une application de l'ensemble G ° ( 3 ) des classes
d'équivalence de représentations continues irréductibles de degré 3 du groupe de
Weil de F, dans l'ensemble A ° ( 3 ) des classes d'équivalence de représentations
admissibles irréductibles supercuspidates de G L ( 3 , F ) , application qui conserve
les facteurs e et soit compatible à la torsion par les caractères de F*. Nous
montrons que cette application est bijective.

Dans le cours de la démonstration, nous obtenons une construction explicite
des éléments de A ° ( 3 ) et utilisons une théorie du changement de base modéré pour
ces éléments.

Abstract
Let F be a locally compact non archimedean field. Me prove that there exists

a unique map from thé set G ° ( 3 ) of équivalence classes of continuous irreducible
degree 3 représentations of thé Weil group of F, into thé set A ° ( 3 ) of équiva-
lence classes of admissible irreducible supercuspidat représentations of G L ( 3 , F ) ,
a map which is to préserve e-factors and be compatible with torsion by characters
of F*. We prove that this map is a bijection.

Meanwhile we obtain an explicit construction for thé éléments of A ° ( 3 ) and
we use for them a tame base change theory.

Guy HENNIART. Université de Paris-Sud, Centre d'Orsay, Bâtiment Mathématiques 425E . R . A . 653, 91405 ORSAY-cédex FRANCE

0249-633X/830403/186/S3.86/® Gauthier-VUlars.
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1 . Introduction.
1 . 1 . Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. On fixera
dans toute la suite une clôture séparabte algébrique F de F, un caractère ad-
ditif non trivial ^ de F, la mesure de Haar dpX sur F autoduate pour ipp,
et on notera qp le nombre d'éléments du corps résiduel de F.

Notre but est de prouver une généralisation, conjecturée par R . P . Langlands,
de la théorie locale du corps de classes. Rappelons que celle-ci [Se2,We] donne
une bijection canonique entre les caractères continus du groupe de Galois de F
sur F et les caractères d'ordre fini du groupe multiplicatif F" de F. La
généralisation consiste à relier, d'une part les représentations continues de de-
gré donné n du groupe de Galois de F sur F, et d'autre part certaines repré-
sentations (de dimension finie ou infinie), dites admissibles, du groupe localement
compact totalement discontinu G L ( n . F ) . Pour l'élégance des résultats, il faut rem-
placer le groupe de Galois de F sur F par une variante : le groupe de Weil"
Deligne Wp de î sur F. Le lien entre les deux types de représentations men-
tionnées ci-dessus se fait à l'aide d'invariants, les facteurs L et c, qu'on
leur attache. L'alinéa suivant précise la nature de ces invariants et le paragra-
phe 1 . 2 donne notre résultat.

En fait, à une représentation o du groupe de Weil-Deligne Wp [ T a ] , on sait
associer le facteur L(o ) qui. fonction d'un paramètre complexe 4 , est une fonc-
tion rationnelle de q?4. et le facteur e^pdpx). que nous noterons en abrégé
c( o ) et qui, comme fonction du même paramètre A , est un monôme non nul en q? .
Ces facteurs ne dépendent que de la classe d'équivalence de o. De même. pour cha-
que entier n^1, on sait associer à une classe d'équivalence TT de représentations
admissibles irréductibles de GL(n.F) des facteurs L(Tr) et cCir.ippdpx) (noté
chr)) ayant des propriétés analogues [ G J ] . La théorie locale du corps de classes
[Se1,We] nous permet d'identifier les classes d'équivalence de représentations de
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degré 1 de Wp et les classes d'équivalence de représentations admissibles irré-
ductibles de G L ( 1 . F ) . i . e . les caractères (continus) de F " . On peut ainsi fai-
re agir le groupe F* des caractères (continus) de F*, par torsion, sur les re-
présentations de Wp (on notera \a la représentation obtenue par torsion de o
par le caractère x^*) et sur les représentations admissibles irréductibles de
GL( n , F ) (notation : yir).

1 . 2 . Le but de cet article est de prouver le théorème suivant, cas particulier
de conjectures générales de Langlands.

Théorème. Soit n « 3 .

1 . Il existe une unique application o H- ir(o) de l'ensemble des classes
d'équivalence de représentations «t—semis impies, de degré n , de W- , dans
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréduc-
tibles de GL(n,F), qui vérifie, pour tout caractère continu x de F

L(xo) • L(xir(o))

e(xo) - e(xTr(o)) .

2. Cette application est une bijection, et fait se correspondre les repré-
sentations irréductibles (de degré n) de W- et les représentations admis-
sibles irréductibles cuspidales de GL(n,F) •

3. Les conducteurs de o et ir(o) sont les mêmes, et le déterminant de o
correspond, par la théorie locale du corps de classes, au caractère central
de •ff(o) . Enfin, l'application o •*• -ff(o) est compatible au passage aux repré-
sentations contragrédientes.

Remarque. L'énoncé analogue, pour n « 1 , reformule la théorie locale du corps
de classes; pour n - 2 , il a été prouvé par Kutzko [Ku2l, après des résultats
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partiels de plusieurs mathématiciens, cf. [Tu2. Ct2], En fait les résultats des
chapitres 5 et 7 de cet article peuvent être généralisés, et. quand n est la
caractéristique résiduelle p de F. l'auteur a prouvé, début 1983. à l'aide
de résultats de D. Kazhdan, les énoncés en ce cas des parties 1 à 3 du théorème
précédent, sauf l'unicité de l'application o \—> T r ( o ) . Des résultats sembla-
bles quand n est un nombre premier distinct de p sont dus à A. Moy [ M o ] ,
le cas n = p ayant aussi été traité par Ph. Kutzko et A. Moy.

1 . 3 . Le chapitre 2 ne contient rien d'original; il a pour but de fixer
les notations et conventions, de rappeler au lecteur les.définitions et
propriétés des facteurs L et e » et d'énoncer de façon précise les pro-
priétés de la correspondance conjecturée par Langlands.

Le chapitre 3, pour l'essentiel, rassemble des résultats connus. Notons
G°(3) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations continues irré-
ductibles de degré 3 de W-, et A°(3) l'ensemble des classes d'équivalence
de représentations admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,F). On
se ramène tout d'abord à prouver l'existence, l'unicité et la bijectivité d'une
application TT de G°(3) dans A ° ( 3 ) , qui conserve les facteurs £ et soit
compatible à la torsion par un caractère de F*. On prouve aussi que, l'élément
0 de G°(3) étant donné, il existe au plus un élément de A°(3) qui puisse cor-
respondre à 0; si un tel élément existe, on le note ir(o) et on dit que îr(o)
existe. On prouve également, utilisant [JPSi] que Tr(o) existe si 0. est impri-
mitive, ou si F est de caractéristique non nulle. On obtient ainsi une applica-
tion TT' de G'(3) dans A ° ( 3 ) . où G'(3) est égal à G ° ( 3 ) . sauf si F est
une extension de ((„ auquel cas G'(3) est formé des éléments imprimitifs de
G ° ( 3 ) . Suivant une idée de H. Jacquet [Ja3], nous prouvons que l'application TT'

est injective.
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1 . 4 . La partie la plus nouvelle de ce travail concerne l'existence de 11(0) quand
F est une extension de QL et que 0 est primitive. L'observation cruciale est
qu'il existe une extension modérée K de F, quadratique ou composée de deux ex-
tensions quadratiques, telle que la restriction 0.. de 0 -au groupe de Weil-
Deligne de F sur K soit imprimitive. On dispose alors de la classe 11(0..) de
représentations admissibles irréductibles supercuspidales de G L ( 3 , K ) , classe qui
est invariante par l'action du groupe de Galois de K sur F. Il est alors naturel
d'essayer de construire ir(o) à partir de ir(o..), à l'aide d'une théorie du chan-
gement du corps de base analogue à celles développées par Langlands [La3] ou Kutzko
[Ku2]. En fait, on utilise une théorie du changement de base modéré analogue à cel-
le de Kutzko, le succès de cette technique dans notre cas a priori compliqué repo-
sant en dernière analyse sur le fait que l'extension K de F est de degré premier
à 3.

1 . 5 . La théorie du changement de base modéré utilise une construction explicite
des éléments de A ° ( 3 ) , construction qui procède en deux étapes.

H. Carayol [Ça] a donné un procédé permettant d'obtenir, par induction à par-
tir de sous-groupes de GL(3,F) compacts module le centre, des éléments de A ° ( 3 ) ,
que nous dirons très cuspidaux. Nous donnons une construction explicite très détail-
lée de ces éléments très cuspidaux, au chapitre 5 pour ceux d'exposant premier à 3,
et à l'appendice 4 pour ceux d'exposant multiple de 3. Nous calculons également les
facteurs e.

La seconde étape nécessite l'introduction d'un corps D de centre F et de
dimension 9 sur F.

Une version simple de la formule des traces, due à P. Deligne et D. Kazhdan
( [ D K ] , voir aussi [Ro2]) permet de prouver, en suivant les techniques de Flath [ F a ] ,
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l'existence (Tune bijection, conservant les facteurs c et compatible à la torsion
par un caractère de F , entre A ° ( 3 ) et l'ensemble des classes d'équivalence de
représentations continues irréductibles, de degré> 1 , de D . Mais H. Carayol a
montré [Ça] que ces .représentât ions de D* sont toutes obtenues par un procédé ana-
logue à celui qui donne les éléments très cuspidaux de A ° ( 3 ) . On en déduit alors
que tous les éléments de A ° ( 3 ) sont, à torsion près par un caractère de F , très
cuspidaux.

1 . 6 . Par manque de références publiées, nous donnons au chapitre 4 une démonstration
détaillée de la formule des traces et de ses conséquences, en tirant avantage et
simplifications des renseignements donnés par [JPS1]. De plus nous donnons une ver-
sion des théorèmes fort et faible de multiplicité un pour les représentations auto-
morphes d'un corps gauche de centre un corps global et de degré 9 sur ce centre.

En outre, nous montrons dans ce chapitre comment les arguments de comptage de
Tunnell [ T u l ] , Koch et Zink [Ko2, Z i ] , et la comparaison avec les représentations
de D entraînent que si l'application "iï : G ° ( 3 ) —^ A ° ( 3 ) que nous cherchons
est injective, alors elle est bijective.

En particulier dès la fin du chapitre 4, nous avons prouvé notre résultat
principal si F n'est pas une extension de ( ( „ . Si F n'est pas de caractéristi-
que résiduelle 3, on peut d'ailleurs donner une construction explicite des éléments
de G ° ( 3 ) (ils sont imprimitifs) et de ceux de A ° ( 3 ) (cf. chapitre 5 ) . On peut
alors décrire explicitement l'application TT : G ° ( 3 ) — > ' A ° ( 3 ) , ce qui est fait
aux appendices 4 et 5.

1 . 7 . La description explicite du chapitre 5 fournit une paramé frisât ion de A ° ( 3 ) .
Le changement de base pour une extension quadratique modérée est défini et étudié
au chapitre 6 , à partir de cette paramétrisation, pour les éléments de A ° ( 3 ) d'ex-
posant minimal premier à 3.
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Plus précisément, on donne une paramétrisation des éléments de A°(3) d'ex-

posant minimal premier à 3 par des données (c,9,x), où c est un élément de

GL(3,F) qui engendre une extension ramifiée de degré 3 de F. e un caractère

de FEc]* possédant une certaine propriété de compatibilité avec c, et \ un

caractère de F*. Soit K une extension quadratique modérée de F. Si TT est

un élément de A?(3), d'exposant minimal premier à 3, attaché aux données

(c»0,x)» on montre que les données (c,6 o N.yr..-i/cr,.p X°Ni,/r) définissent un

élément de Ajî(3). cet élément TT./ ne dépendant pas du choix des données (c,e,x)

pour TT. L'application qui à TT associe -rr^ est le changement de base modéré

de F à K. Au chapitre 6, on décrit l'image et les fibres de cette application.

et également le lien entre -rr et TT^ en termes des facteurs c.

Au chapitre 7, on prouve (Théorème 7 .1 ) que le changement de base modéré reflè-

te bien la restriction des représentations des groupes de Weil, en ce sens que si

H est une extension quadratique modérée de F et 0 un élément de G°(3) d'ex-

posant minimal premier à 3 tel que 11(0.,) existe, alors -ff(o) existe et est l'uni-

que élément de A°(3) qui par changement de base donne •ff(o^) et dont le caractère

central corresponde, par la théorie locale du corps de classes, au déterminant de 0.

Si 0 est un élément primitif de G°(3), il suffit alors de considérer un ou deux

changements de base modérés pour obtenir l'existence de Tr(o). On a donc prouvé

l'existence de l'application TT cherchée; on en prouve l'injectivité en utilisant

les propriétés du changement de base et l'injectivité de l'application TT' de 1.3,

et on en prouve la surjectivité en utilisant les arguments de comptage signalés en

1.6.

1.8. La démonstration du théorème 7.1 dans le cas difficile où F est de caracté-

10
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ristique résiduelle 3, utilise une technique originale. Soit o € G ° ( 3 ) d'exposant
minimal premier à 3, et supposons que 'iï(o.,) existe. Soit 'iï l'élément de A ° ( 3 )El

qui donne 'iï(Og) par changement de base et dont le caractère central a) correspon-H
de au déterminant de o ; l'existence et l'unicité de •iï sont assurées par les ré-
sultats du chapitre 6 . Par comparaison des facteurs c de 0 et a d'une part,H

de "iï et 71(0.,) d'autre part, on prouve qu'on a

2 2 xe(X^) " cCx71) pour tout caractère )( de F .

Il ne reste plus alors qu'à prouver l'égalité de ces facteurs £ module les racines
de l'unité d'ordre une puissance de 3, ce qui se fait par un calcul explicite mon-
trant qu'on peut exprimer ces facteurs en termes de x» de œ et d'invariants at-
tachés à 0,. et 7r(o.J. Signalons que l'invariant attaché à 0., est déjà apparu
dans [DH].

1 . 9 . Les trois premiers appendices traitent de résultats utilisés dans le texte
et pour lesquels nous n'avons pas trouvé de référence commode. Les appendices 4
et 5 donnent, dans des cas particuliers, une version explicite de la correspon-
dance donnée par le théorème 1 . 2 (à l'appendice 4 est traité le cas des classes
de représentations irréductibles de W- induites à partir de l'extension non ra-
mifiée de degré 3, à l'appendice 5 celui où F est de caractéristique résiduelle
distincte de 3 ) .

Soit K une extension quadratique séparable de F. La restriction à W des
représentations de W_ se traduit par un changement de base de F à K pour
les éléments de A-, (3) (qui coïncide, dans le cadre du chapitre 6 , avec le chan-
gement de base modéré qui y est défini). L'appendice 6 s'attache à comparer ce
changement de base avec celui qui peut être défini par des méthodes globales (uti-
lisant les fonctions L et la théorie de Hecke, ou une théorie à la Langlands
cf. [ F k ] ) . On obtient des résultats sur les facteurs L et c de paires d'élé-
ments de A_ (cf. Proposition 3 . 2 5 ) .

11
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2. Facteurs L et e .

2 . 1 . Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Nous
fixerons jusqu'à la fin de 1 article une uniformisante ï de F et un
caractère non trivial ip du groupe additif F ; désignant par û- l'anneau
des entiers de F , nous noterons n(i^ ) et appellerons exposant de ip le
plus grand entier n € 2 tel que -̂. soit trivial sur ÎL11 0 . Nous fixerons
également sur F la mesure de Haar • d x autoduale pour ^ . Nous noterons
q- le nombre d'éléments du corps résiduel k- de F ; p- la caractéris-
tique de k-, ; v la valuation de F qui prend la valeur 1 sur S_ ;
| | p la valeur absolue de F qui vaut q sur S- . Pour chaque nombre
complexe 4 C Œ , nous noterons enfin a-, l'homomorphisme x »-»• | x | _ de
Fx dans B̂  . Pour tout entier n> 1 , nous poserons U" • l-hS" 0 . On/ "~ F t r
notera P l'idéal maximal de 0 , et U ou U° le groupe des unités de 0 .
Remarque. Dans cet article, de nombreux objets dépendant de F auront
des notations naturellement indexées par F • Nous nous permettrons» quand
aucun risque de confusion n'existe, de supprimer l'indice F •

2 . 2 . Soit n un entier, n > 1 . On s'intéresse aux représentations
admissibles irréductibles du groupe localement compact totalement discontinu
GL(n,F) (notre référence pour cette étude sera [ C t 1 ] ) . On note A-(n)
l'ensemble des classes d'équivalence de telles représentations, et A-.
la somme disjointe des A-(n) , pour n _̂ 1 . U n élément TT de A- sera
dit de degré n , et on écrira deg(-iï) » n , si v appartient à A_(n) .
On note A° le sous-ensemble de A- formé des classes de représentations
cuspidales. et A^.(n) • Ap(n) n A^. .

Remarques 1 . Dans cet article» l'expression représentation cuspidale

*) La lettre A est l'initiale du mot automorphe !

12
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signifiera toujours représentation admissible irréductible absolument cuspidale
[ C t 1 , 1 . 6 ] .

2. Un caractère d'un groupe topologique H est pour nous un homomorphi sine con-
tinu de H dans Œ " ; s'il est à valeurs dans le groupe des nombres complexes

/\
de module 1 , on parlera de caractère unitaire. L'ensemble F des caractères de
F s'identifie donc à A - ( 1 ) . Le centre de GL(n,F) s'identifie à F , et,
pour toute représentation admissible irréductible TT de G L ( n , F ) , il agit dans
TT par un caractère de F , le caractère central de TT, qu'on note œ,

3. De nombreux objets associés aux représentations admissibles irréductibles de
GL(n,F) ne dépendent que des classes d'équivalence correspondantes. Par exemple,
nous pourrons parler du caractère central a) d'un élément TT de A-. De façon
analogue, si TT est une représentation admissible irréductible de GL(n,F), et
TT la représentation contragrédiente [ C t 1 , 1 . 5 ] , la classe d'équivalence u' de
¥ ne dépend que de celle, disons œ, de •iï; on écrira donc aussi 0) au lieu
de 0 ) ' . Le même phénomène, et le même usage de notations, se produira encore par
exemple pour les facteurs L et £, sans que nous prenions la peine de le signa-
ler à nouveau au lecteur.

2 . 3 . Soient \ un caractère de F* et TT une représentation admissible irré-
ductible de GL(n,F). On notera yiï la représentation admissible irréductible
de GL(n,F), dans le même espace que TT, qui à g€GL(n,F) associe l'endomor-

\̂
phisme \ o det(g) • ' i ï ( g ) . On obtient ainsi une action (x^) l—> X^ ^e F sur

^L(n), laissant stable A ° . ( n ) , qu'on appelle torsion par les caractères y.

Une représentation admissible irréductible TT de GL(n,F) est dite de
carré intégrable si son caractère central est unitaire et que ses coefficients
sont de carré intégrable module le centre de G L ( n , F ) . Elle est dite essentiel-

13
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lement de carré intégrable s'il existe un nombre complexe A tel que a TT

soit de carré intégrable.

2•4. Godement et Jacquet ont défini [Gj] , pour chaque représentation

admissible irréductible de GL(n,F) , des facteurs L et c , dont nous

rappelons ci-dessous quelques propriétés; nous suivons les conventions de

[Jal] ^ ) .

Soit TT € A (n) . Le facteur L(ir) , noté L(A,ir) dans [Jal], est

fonction du paramètre complexe ^ 9 et de la forme P(q ) où P € Œ [ x ] vérifie

P(0) - 1 . Le facteur e(TT,^,dx) , qu'on notera e(ir) puisque ^ et dx

sont fixés, est un monôme non nul en q s .En fait on a les propriétés

suivantes :

i) LCaSo^) - LOOCA-t-t) ,

eCaSrXA) - e(ir)(4-«-t) pour t, A € B .

ii) Le degré de e(ir) comme monôme en q est n-n(^) •*'a(ir) , où

a(7r) est un entier appelé exposant de TT . On sait qu'on a a(ir) ^ 0 et

a(ir) - 0 si et seulement si ir contient la représentation unité de

GL(n, Op)[JPS3].

2.5. Jacquet, Piatetski-Shapiro, et Shalika [JPS2] ont attaché des facteurs

L et e à un couple (^..TT^) d'éléments de A . Le facteur L('ff. x v^)

est aussi de la forme P(q^)""1 , avec P € C[X] . P(0) - 1 , et le facteur

Le lecteur remarquera que dans [Jal], p.64, il faut, à la ligne 5, remplacer
Z(»,A,f) par Z(*,A+(n-l)/2,f) , et, dans la proposition 3.13, L(A,-r)
par LCA.Txa1""1)

14
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e(ir. x TT^) est aussi un monôme non nul en q *7

On a les propriétés suivantes, pour ir. et TT^ dans Ap

L(n xir^) -L(ir^ xirp et e(^ x î ) - e(ir^ x ir? ;

L(^l x X) "L()(iTp , £ ( f f ^ x x ) " eCx^i) »

LCx^i X 1 ^2^ " L^! x X1T2^ et e^x1Tl X 1 T 2^ " ̂ 1 x ̂ ^ '

pour tout caractère \ de F ; enfin pour tout A et tout t dans C ,

LCaSr. xir^)(4) - L(ir^ x ir^) (A+t)

eCaS^x^XA) - eO^xi^) (A+t) .

Pour iî,,Tr» dans Ap , on posera, pour A € C,

ïO^x^^ "^l X1r2)(4) 'L(^! XÏ2 ) (1~A) * ^^l x 1r2)(A)]'l

et

Y(irp(4) • e( i rp(A)- L(^)O-A)- [L(irp (A)]'1 .

2.6. Nous fixerons dans toute la suite une clôture séparable algébrique

Ï de F , et nous noterons G- le groupe de Galois de F sur F , W?

le groupe de Weil de Ï sur F . et Wy le groupe de Weil-Deligne de

î sur F ; en ce qui concerne W- , notre référence constante sera [Ta].

*^Ces facteurs L et e ne sont définis dans [JPS2] que pour ir générique
([Ja 3 ] ; les représentations génériques sont aussi appelées non-dégénérées,
cf. par ex. [Z]).Mais les définitions et les propriétés énoncées ici
s'étendent au cas général (cf. [JPS4] et [JPS5]).
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Nous normaliserons l'application de réciprocité de la théorie locale

du corps de classes,

^ ! «F " F

de sorte que les éléments de Frobenius géométriques correspondent aux
uniformisantes, et munirons Wy de la norme || | | p , pour laquelle on a

||w||p - I-TF^IF pour tout w € w? •

2.7 Une représentation de Wy sera pour nous ce qui dans [Ta] est
appelé une représentation »-semi-s impie, sur C , de Wy , c'est-à-dire
un couple ( p , N ) formé d'une représentation continue semi-simple p de
W dans un espace vectoriel complexe V(p) de dimension finie, et d'un
endomorphisme (niipotent) N de V(p) tel que

p(w) Np(w)" 1 - | ! w | l p N pour w € W .

Deux telles représentations ( p . N ) et ( p ' . N ' ) sont dites équivalentes,
s'il existe un isomorphisme a : V ( p ) -*• V ( p ' ) des espaces de p et p ' .

vérifiant

op(w) -p'(w)o

oN - N'o pour tout w € Wy .

La remarque 3 de 2.2. s'applique aussi aux représentations de Wy .

Nous identifierons une représentation ( p , N ) de W? pour laquelle

N - 0 , à la représentation continue semi-simple p de Wp (et pour nous

16
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une représentation de W , sera toujours une représentation continue semi-
simple dans un espace vectoriel complexe V ( p ) de dimension finie)• Rappelons
que si p est irréductible» alors on a forcément N " 0 , qu'on sait définir
le produit tensoriel de deux représentations de W- , que toute représentation
de W.P est somme directe de représentations indécomposables, chaque repré-
sentation indécomposable étant équivalente à une représentation du type
p ® Sp(d) où p est une représentation irréductible de W et Sp(d) la
représentation spéciale de degré d [Ta, 4 . 1 . 4 et 4 . 1 . 5 ] .

2 . 8. A toute représentation o " ( p , N ) de W- est attaché son degré deg(o) qui
est la dimension sur Œ de l'espace de p • Pout tout entier n > 1 ,on
note G_(n) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations de
degré n , et G- la somme disjointe des G-(n) ; on note G° le sous-
ensemble de G_ formé des classes de représentations irréductibles et,
pour tout entier n ̂  1 , on pose G°(n ) " ^•e.(11) ^ ̂  •

Une représentation de degré 1 de W_ est irréductible, et Gp(l)
s'identifie à l'ensemble des caractères de W_ • Si x est un caractère
de F , x o Tp est un caractère de W-, et si o est une représentation
de W.P , on notera \a la représentation (y e T-) P̂ o •

A toute représentation o - ( p , N ) de W_ , on associe son déterminant
det o , qui est le caractère det.,/ ^° p de W_ , où det.., v désigne

x *)l'homormorphisme déterminant du groupe linéaire de V ( p ) dans C . On
lui associe aussi (cf. [Ta ] , 4 . 1 . 6 . ) un facteur L(o) , un facteur

**)e(o,^,dx) noté e(o) , un exposant (d'Artin) a(o) » qui ne dépendent
que de la classe d'équivalence de o •

*) ^ x . .On notera Det o le caractère de F vérifiant Det o ° Tp = det o .
**) En fait c(o) désigne dans [Ta] ce qui pour nous est £ < o ) ( 0 ) . On a pour

ces facteurs L et e des propriétés analogues à celles énoncées en . 2 . 4 ,
en particulier, on a c ( o ) ( s ) « e(a so)(0)- c(o) (o)q-s(a(o)+deg(o)n(ip)) ^

17
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On définit également la contragrédiente '6 de o qui est le couple
( P , N ) formé de la représentation Ï sur le dual V ( p ) * de V ( p ) , contra-
grédiente de p (c*est-à-dire qu*on a

< "p(w)(v*) , v > " < V^^w'^v >

pour w € W , v € V(p) , v *€V(p ) * , < > désignant l'accouplement entre
^

V(p)* et V(p)) , et de 1'endomorphisme N de V(p) vérifiant

<N(v* ) ,v>= - < v * N v > pour v ç v(p) . v* € V(p)*

Si deux représentations de W.*, sont équivalentes» leurs contragrédientes

le sont aussi, et on parlera de la contragrédiente ^ d*un élément o de

^

2.9. A tout caractère \ de W » associons le caractère v(\) dé F

caractérisé par l* égalité •n(\) ° T- * \ . On obtient ainsi une bijection

X "' ^(x) de ^p(l) dans A-( l ) , qui conserve les facteurs L et les

exposants, et est compatible au passage à la contragrédiente. C'est par

définition que cette bijection conserve les facteurs £ .

Les conjectures locales de Langlands proposent la généralisation

suivante de la théorie locale du corps de classes :

Conjecture 1 . Il existe une unique application de Gp dans Ap

o »^ -iï(o)

qui prolonge la bijection \ ̂  n(x) de G ( 1 ) dans A-(l) et vérifie

pour tous o » T dans G-

18
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i) deg(o) «de£(r(o))

ii) L(og»ï) • L(7î(o) X T T ( T ) )

iii)c(o^T) «B e(Tr(o) x TT(T) ) .

2. Cette application est une bijection et vérifie

ce / v • Tî(det o) (autrement dit (A) , „ « Det o )1T\,0; 7T(0/

3 ( 1 1 ( 0 ) ) = a ( o ) pour tout o^Gp

/v\ / \vÎTIO) = TT(o)

3. La représentation •iï(o) est cuspidale si et seulement si o est
irréductible, elle est essentiellement de carré intégrable si et seulement
si a est indécomposable.

Remarque. Supposons un instant que F soit un corps commutât if localement
compact archimédien, i . e . F " 3R ou F '• Œ . Alors Langlands [Lai] définit
une application o ̂  ir(o) de l'ensemble des classes d'équivalence de repré-
sentations complexes de dimension finie de Wp , continues et semi-simples,
dans la somme disjointe pour n > 1 des ensembles de classes d'équivalence
de représentations admissibles irréductibles de GL(n,F) . Cette application
vérifie l'analogue de la conjecture précédente, les facteurs L et e étant
définis dans [Ta ] pour une représentation de W et dans [JPS 4] pour une
représentation de GL(n,F) .

2 . 1 0 . Le but de cet article est de prouver le théorème suivant :
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Théorème. Soit n = 3 .

1 . Il existe une unique application o •-»• "iï(o) de Gp(n) dans

A (n) qui vérifie

L ( x T r ( a ) ) = L(xo)

^
cCx^o)) as E;(xo) pour tout y € F •

2. Cette application est une bijection, et on a '

^(o)' Deto

a(îr(o)) » a(o)

N/ V
•iï(o) " TT(o)

7r(xo) '= x^o) pour x € î' •

3. La représentation •r r ( o ) est cuspidale si et seulement si o est

irréductible, elle est essentiellement de carré intégrable si et seulement
si o est indécomposable.

Remarque 1 . Comme nous l*avons d i t , l'analogue de ce théorème pour n « 1
refonnule la théorie locale du corps de classes.

2. L'analogue pour n = 2 a été tranché en 1979 par Kutzko [ K u 2 ] .

20



FACTEURS L ET ê

Nous en donnerons d'ailleurs une esquisse de démonstration, différente
de celle de Kutzko, au chapitre 3. (de 3 . 1 6 à 3 . 1 8 ) .

Remarque 3. On peut montrer que la bijection du théorème 2 . 1 0 , (pour n " 3)
est compatible à l'action du groupe des automorphismes du corps Œ sur les
espaces des représentations.

2 . 1 1 . Nous serons amené à considérer des extensions finies de F dans F .
À une telle extension K , les considérations et notations précédentes
s'appliquent; on affecte les notations d'un indice K , si nécessaire. Le
caractère ^ fixé sur K sera toujours le caractère ^ eTr , , et les
facteurs c relatifs à K seront toujours avec ce choix de ŷ , et le choix
de la mesure de Haar sur K autoduale pour »̂ •

Pour toute extension finie K de F , le théorème 2.10 nous donne
une bijection notée ir.. ou simplement TT de Gy(3) sur Ay(3) . Si K
est galoisienne sur F , cette bijection est compatible à l'action naturelle
du groupe de Galois de K ' sur F , sur Gy(3) et A.. (3) . Cela sera prouvé
au chapitre 3; on peut d'ailleurs remplacer 3 par 1 ou 2 et l'assertion reste
vraie.

2 . 1 2 . Si K est une extension finie de F dans F , nous identifierons
W.. au sous-groupe de Wp fixant K . Si E est une extension finie de K
dans F , on peut restreindre à W une représentation p de Wy : on noteraEj Jv
V )(Res_(p) ou p- la représentation obtenue. Si Y est un caractère de K
& E*

on notera parfois y-, le caractère x o N . de E : on a
(x ° ̂ E " ̂  ° " E •
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De façon duale, on peut induire à Wy une représentation p de W_ : onIx. E
K Knotera î-̂ pP ou P la représentation obtenue. Si \ est un caractère de

n v vE on écrira Ind \ au lieu de Ind ()( o Tg) .

Il n'est pas facile de décrire à quoi doivent correspondre, du côté automor-
phe, ces opérations. La restriction à une extension E de F des représentations
de W doit se traduire par une opération communément appelée changement de base
[cf. La 3, Fk] et notée "iï I—> TT?.. Au chapitre 6 et dans l'appendice 6 nous exami-
nerons un cas particulier de cette situation, où l'extension E/F est quadratique.

2 . 1 3 . De 2.13 à 2 . 1 6 , nous rappelons les résultats principaux de [ D H ] , qui nous se-
ront utiles aux chapitres 3 et 7.

Nous munissons les groupes de Weil de la filtration par les groupes de ramifi-
cation en numérotation supérieure.

Soit t un nombre réel positif ou nul. Soit T une représentation de W-.,
sans vecteur non nul fixé par le groupe de ramification W_.

Alors il existe un élément c de F , unique à multiplication près par des
t/2éléments du groupe U-, (formé des unités de F vérifiant v,,(u - 1 ) > t/2) , telr r —

que, pour toute représentation p de W_ triviale sur le groupe de ramification
W^2. on ait

C(P®T)« Detp (cr^T)^^.

Si P est donnée par un caractère )( de F , cela signifie qu'on a

e(XT)- X^)"^).

La constante c est caractérisée module U- par ces dernières égalités, quand \

x t/2parcourt les caractères de F triviaux sur U-, .
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De plus, si p est une représentation de W triviale sur W^, alors

c(pÇÇ)T)Det p ((^(T)"^^

est une racine de l'unité d'ordre une puissance de p. Par exemple, si \ est

un caractère de F* d'exposant a()() < t + 1 , alors

£(XT)X<c)/e(T)

est une racine de l'unité d'ordre une puissance de p.

Si t>0 , la constante c est caractérisée, module U1 , par la propriété qu'on

vient d'énoncer, quand \ parcourt tous les caractères modérés de F* (i.e. les

caractères triviaux sur U1 ) .

2 .14 . Si T € G° , et a(ï) > 0 (ce qui est automatique si T n'est pas

un caractère de W_) , alors le plus grand indice de ramification supérieur

t tel que T soit sans vecteur non nul fixe par W_ est aussi le plus

grand indice de ramification supérieur tel que T soit non trivial sur

W . Si on note ad) cet indice, on a a(-r) - dim(T) (a (-0+1) . On notera

alors c la constante correspondant au choix de t - a(r) • On a

Vp(c^) - -a(î) - din(î)nW

Si a(-r) • 0 , on notera c n'importe quel élément de F de valuation -n(^)

et on posera a(ï) • -1 d'oû a(î) " a(T)+l .

Des considérations précédentes, on retiendra en particulier, que si y

est un caractère de F , on a

£(XT)« DetT (c ..-r1^)^'0 si deg(T)a(x)^2a(T)
X p

et C(XT) " xCc^r^T) si si 2deg(ï)a(x)^a(T).

Ces égalités illustrent le comportement des facteurs c sous torsion par

un caractère. D'autres informations sur la torsion par un caractère suivent
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maintenant, que nous utiliserons le plus souvent implicitement.

On dit qu'un élément T de A ou G est minimal si on a a()(f)^a(T)

pour tout caractère x de F . Pour tout élément T de A ou G, on ap-

pelle exposant minimal de T et on note a . (ï) le plus petit des expo-

sants a(xï)» quand )( parcourt les caractères de F . Ainsi T est mi-

nimal si et seulement si on a a . (ï) as a(f).min

Si TeG°(n) est minimal, et si x est un caractère de F , on a

a(\T) m sup(a(T),a(x))

a()(T) * sup(a(-r), na()()).

Supposant a(ï) > 0, on a c = c mod IL. si na(y) < a(r)

et et c = c mod Up si na(x)>a(ï).

Le numéro suivant indique comment calculer la constante c .

2.15 . Si x est un caractère de Fx , on notera c^ n'importe quel

élément de Fx de valuation -a(x)-nW tel qu'on ait

X<x) • ip(c^(x-l))

pour x 6 F vérifiant 2v (x-1) ^ a(x) . Si la représentation T est de

la forme ^ ° T? , on peut prendre c • c . Si T est une représentation

de W comme en 2 .13, sans vecteur non nul fixé par W^ , on peut calculer

la constante c de 2 . 1 3 comme suit : on écrit T comme combinaison linéaire
Vf

à coefficients entiers de représentations induites T - T. n^ Ind̂  (y^°T^.)
- i€I , 1 x 1

où L. est une extension finie de F dans F , ^ un caractère de L^

tel que y. oT , soit non trivial sur W1 fl W , et on peut prendre^ A^ L. ———————————————— 1< LI1 n.
c - n N- ,..(c ) 1 . Ceci s'applique bien sûr à T € G° et t - ad) .

i€I ̂  ^
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2.16 . Une propriété très importante pour la suite est la suivante, qui découle

de [DH, 4 .21.3 ] . Soit T €G° tel que a(ï) >0. Soit K une extension de F

dans F, modérément ramifiée d'indice de ramification e.

Alors on a

oi(ïir) SE ea(T)

et c E c module U^^2.
TK T K

Autrement dit, si T est sauvagement ramifiée, c ne dépend que de la res-

triction de T au groupe de ramification sauvage de W-.

2.17. Donnons, pour mémoire, le calcul des facteurs e d'un caractère \ de

F* [GeK, p. 4]. Ce calcul nécessite quelques rappels sur les gommes de Gauss,

rappels qui seront utilisés de nombreuses fois au chapitre 7.

Soient V, W, deux espaces vectoriels de dimension 1 sur un corps fini

r à q éléments, Q une application quadratique non nulle de V dans W,
q

ip un caractère non trivial du groupe additif sous-jacent à W. On pose

G(Q) .q-d^W/2 ^(Q(x));
x€V

la quantité G(Q) s'appelle la somme de Gauss de ^ o Q . On sait que si q

est impair, on a G(Q)2 • (-l)^'072 et que si q- 21", on a G(Q)4 - (-1)1 '.

Si q est impair et qu'on remplace Q par a Q avec aCP , alors

G(Q) est remplacée par (^GCQ) où (-) désigne le symbole de Legendre dans

r : (a). 1 si a^"072 - 1 et (â)" - 1 sinon.q q q

Le cas usuel est celui où V - W - f et Q(x) • ax avec a € f^ . On

va voir maintenant d'autres exemples.
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2.18. Soient x un caractère de F et c un élément de F fixé comme
j\

plus haut. Posons v« n(^). Si a(x) est pair, on a

G(X)(S)- q^2-8^^-1^)^) .

Si a(x) " 1 , on a

S(x)(s)» q072-^1^1^^)

G<(X.c )• q"172 £ x'^xWcx).
' x ^UF/UF x

où la somme sur x € U-/U_ désigne en fait une somme sur un système de repré-

sentants dans F* de Up^F" sl en outre X est d'ordre 2 (donc q impair),

GI<X.C )« q"172 Z ^(cx2)
1 X x€ûp/Pp x

(un exemple de somme de Gauss).

Si a()() est impair, a(y)^3, on a,

en posant a()() • 2a + 1 ,

c(x)(s) - q(1/2-8)(a(x)+v)X-1(c^^(c^G(x.^)

avec G ( x . c ) - q • 1 / 2 Z x'1 (1*x)l^(cx)
x xC^/^' x

(où la somme, à nouveau, porte sur un système de représentants dans F).

Si q est impair, on peut choisir c de sorte que pour x € P4 on ait
2 X ^

X(1 +x+y) « lp(c x). On a alors
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2
i V

X (1 +xMc x)« ^(-^-)

et G( \ ,c ) est un autre exemple de somme de Gauss.

2 .19 . Les sommes du type G()(,C ) apparaissant assez souvent, il nous sera

utile devoir la notation suivante. Pour tout entier m, on notera m la

partie entière de m—— et m" la partie entière de m. Si m est pair,

on a donc m * m as ^. Si m est impair, on a m ^ m + l * —r—. On a

dans tous les cas m» m +nT.
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3. Injectivité.

3 . 1 . Le but de ce chapitre est de rappeler les résultats déjà connus, ou faci-
les à obtenir, en ce qui concerne l'existence de l'application o 1—> Tr(o)
[ J P S 1 ] , et de donner un résultat d'injectivité (théorème 3 . 9 ) dont l'idée de
la démonstration est due à Jacquet.

Plus précisément, nous prouvons d'abord que, o €G(3) étant donné, il
existe au plus un élément TT de A(3) vérifiant les conditions imposées à
TT(o) (Proposition 3 . 2 ) . Puis nous prouvons que si 0 est irréductible (et
en outre monomiale si F est une extension de Q») alors un tel élément
îr(o) existe (Proposition 3.8) et que, restreinte à l'ensemble des éléments
irréductibles de G(3) (et en outre monomiaux si F est une extension de QL)
l'application 0 \—^ Tr(o) est injective. Nous donnons en 3.16-3.18 une brève
démonstration de la conjecture locale de Langlands pour GL(2) ( i . e . nous prou-
vons le théorème 2.10 avec n « 2 ) , qui permet de traiter ensuite (Théorème 3 . 1 9 )
le cas des éléments non irréductibles de G ( 3 ) .

Nous terminons ce chapitre par un résultat sur les facteurs L et e de
paires d'éléments de A (Proposition 3.25) qui a un intérêt évident au vu de la
conjecture énoncée en 2 . 9 , et qui sera complété à l'appendice 6 .

Les théorèmes essentiels de ce chapitre sont obtenus par une technique de
passage du global au local, qui remonte à [JL] et à la preuve, par Deligne [ D e l ] ,
de l'existence des facteurs C locaux. Nous utiliserons sans commentaire les
notions et notations de la théorie (globale) des représentations automorphes,
pour laquelle le lecteur pourra consulter [ C o ] .

3 . 2 . Si o est un élément de G ( 3 ) , nous voulons prouver qu'il y a au plus un
candidat pour 11(0). Rappelons d'abord le lenme 7 . 5 . 3 et la proposition 5. 1 de
IJPSI],

28



INJECTIVITÈ

Lemme 3 . 2 . 1 . Soient TT^ et TT^ deux éléments de A(3), ayant le même-carac-

tère central. Si pour tout caractère x de F*, on a

L(XT^) « L(XT^)

et £<X^) • eC-X^»

alors TT « îr«.

Lemme 3.2.2. Soient H une algèbre centrale simple sur F, de degré r2, et

•iï une représentation admissible irréductible de H*, de caractère-central

œ(*). Soient X p - * - » X r des caractères de F" dont le produit soit 0). Pour

tout caractère x de F" d*exposant assez grand, on a

L(xTr)« 1

r
et e(x7r) • n c(xx,)-

L»1 1

Corollaire. Pour tout caractère x de F* d'exposant assez grand, on a

c(X-iï) « ù) (c ^(x)1' (où c est choisi comme en 2.15) .
/» X

En effet, 2 .13 nous dit qu'on a £(xX^) • X^cJeCx) si a(x) ^2a(x.) •

Lemme 3.2.3. Soient a» un caractère de F , n un entier, n >2. Si pour

tout caractère x de F* tel que a(x)^n^, on a œ(c ) « 1 , alors on a

0»= 1 .

Démonstration. Soit n un entier, n > n . Tout élément c de F" de valua-

tion - n - n(^) définit par la formule

Xc° +x) " iHcx) pour x € ï Ç

(*) Le groupe H des éléments inversibles de H est localement compact tota-
lement discontinu. On a donc une notion de représentation admissible de H^Ct].
Les facteurs L et £ sont définis dans [ G J ] , Le centre de H étant isomorphe
à F , le caractère central d'une représentation admissible irréductible est con-
sidéré comme un caractère de F^. Enfin, si x est un caractère de F*, et TT une
représentation admissible de H , la notation \'n désigne la représentation qui à
g associe \o^(g) • T î ( g ) » où N est la norme réduite de H à F.
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n—1
un caractère de U" trivial sur U î et non trivial sur Up . Ce caractère

peut se prolonger en un caractère de F" d'exposant n, et par suite, sous

les hypothèses du lemme, on a o>(c) « 1 . Faisant varier c. on voit que aï

est trivial sur les unités de F; prenant un élément c de valuation

-n-l-n(l^), on voit que œ est trivial sur une uniformisante de F. Donc

0) » 1 . o

Proposition 3.2. Soient -iï et TT^ deux éléments de A(3). Si pour tout ca-

ractère x de F , on a

LQ(î^)« L(XT^)

et £(X'1^) ' e^X^

alors 7^ et •iï̂  sont égaux.

Démonstration. A cause du lemme 3.2.1. il suffit de montrer que les caractères

centraux œ et h; sont égaux. Posons (*)• 0)̂ . uÇ1. Le corollaire du lemme
^1 ^2 1 2 x

3.2.2 implique alors qu'on a h)(c ) « 1 pour tout caractère x de F d ex-

posant assez grand. On a donc 0) « 1 grâce au lemme 3.2.3. o

3.3. La définition suivante est justifiée par la proposition 3.2.

Définition 3.3. Soit o€G(3). S'il existe nCAO) tel qu'on ait

L(XTT) • L(X^)

et £(XTO • £(X^) pour tout caractère x de F ,

on dit que ir(o) existe et on pose TT » ir(o).

Proposition 3.3. Soit o€G(3). On suppose que -iï(o) existe. Alors on a

i) œ^)« Delà;

ii) pour tout caractère x de Fx» ^X^) existe et vaut )(-iï(o);

30



INJECTIVITÉ

iii) a(o) « a(Tr(o));

iv) -rr(î() existe et vaut ^(o)^

Remarque. Sous les hypothèses de la proposition, "ff(o) est cuspidale si et seu-

lement si o est irréductible. En effet, on voit facilement (cf. 3.20 à 3.23)

que les éléments 0 de 6° (3) sont caractérisés par le fait qu'on a L()(O) ae 1

pour tout caractère \ de F* et que les éléments "iï de A°(3) sont caracté-

risés par le fait qu'on a L()("iï) " 1 pour tout tel caractère \.

Preuve de la proposition, ii) est clair, et iii) découle de la définition des

exposants en termes de facteurs e (cf. 2.4 et 2.8).

Prouvons i). Pour tout caractère x de F* d'exposant assez grand, on a

£(XO)« e(x)11 Deto(c ) 1 (cf. 2.13)
A

et e(xTî(o)) • e(x)11 ^(o/S^"1 par le corollaire du l®""*®

3.2.2. Les caractères Det0 et 0) , . coïncident donc sur c et on con-

clut par le lemme 3.2.3.

Prouvons iv). Pour cela, rappelons (cf. [De1,5.7.1]) que si o€G(n) on a

^.^^((^(aS.i^.dxKO) • 1

où a désigne le caractère valeur absolue de F (cf. 2 .1) . Compte tenu de

[De1,5.4], cela se traduit par l'égalité

e(o)(s)e(S)(1-s)« Deto(-l).

D'autre part, pour ir€A(n), on a [Jal, p. 65]

e0r)(s)erf)(1-s)- t^M).

Si c€G(3) et TT • îr(o), on déduit de ces égalités et des parties i) et ii)

de la proposition, qu'on a
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e(X^) at e(x^) pour tout caractère \ de F*.

D'autre part, on vérifie facilement (cf. 3.20 à 3.23) l'égalité

L(x^) " L(x^), pour tout tel caractère )(.

On a donc prouvé iv)•

Remarque :

Soient E un corps local et 4) un isomorphisme continu de E sur F.

On peut faire agir (p sur les coefficients des matrices de GL (E) ce qui

donne un isomorphisme de GL (E) sur GL (F). On en déduit une bijection

notée <p. ou <p : A^ûtAp,. Si Ê est une clôture algébrique séparable de E

et (p une extension de tp en un isomorphisme de E sur F, alors <p per-

met d'identifier W-y à W-, d'où une identification G- -^ G- qui ne dépend

que de (p (car (p est unique à autoaorphismes «saenttellement intérieure

près) et qu'on note tpp ou (p. Pour tout caractère \ de F )(£A-(1) on a

(pç(XoTp)- 4^(x) oTg.

On vérifie aisément que, pour irçA-, on a

LOp^Or)) • L(-iï)

£(<P^OO.^o4)) • e(Tr,i|/)

(remarquer que ^ o (p est un caractère additif non trivial de E)

et ^(yff) " ^(y)^^ P0111" tout caractère x de Fx

De même» pour o€G-, on a

L((pç(o))- L(o)

e(<pç((?) ,̂  o ip) " £(o,i^)

et (pp(xo) " ^>tW^(o) pour tout caractère \ de î .
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Par suite si o€G-(i), i^3 et que "iï(o) existe, alors •iï((pp(o))

existe dans Ap(i) et on a Tr((pç(o)) « <P^(Tr(o)).

Soit maintenant K une extension galoisienne finie de F. Les explica-

tions précédentes montrent que Gal(K/F) opère sur A.. et G-. L'action

d'un élément g de Gal(K/F) sera notée par un g en exposant. De plus, si

o6G.,(i), i^3, et que -iï(o) existe, alors -ffCc^) existe pour tout

g€Gal(K/F) et on a •iï(o^) " 'ff(o)^. Cette remarque nous sera fort utile au

chapitre 7.

3.4. Nous examinons maintenant dans quels cas l'on sait que ïï(o) existe. Rap-

pelons la proposition 14.3.2 de [JPS1].

Proposition 3.4. Soient K une extension cubique séparable de F,n un carac-

tère de K* et o la représentation induite à W- du caractère n e Ty de

W^. Alors Tr(o) existe, o

Remarquons que si la caractéristique résiduelle de F n'est pas 3, tout

élément 0 de G°(3) est de ce type (cf.[Kol], Th. 1 ) .

Corollaire. Si la caractéristique résiduelle de F est distincte de 3, •iï(o)

existe pour tout o€G°(3).

3.5. Mous voulons montrer qu'en fait ce résultat subsiste si F est de carac-

téristique 3. Pour cela, il nous faut rappeler le théorème 14.2 de [JPS1],

Théorème 3.5. Soient F un corps global, F une clôture séparable algébrique

de F, W- le groupe de Weil de F sur F, Z une représentation unitaire

continue de degré 3 de W-, telle que la fonction L associée L(yZ) soit

entière pour tout caractère \ de W-. Pour chaque place v de F» notons

£ la composante en v de E, qui est une (classe d'équivalence) de représen-

33



Guy HENNIART

talions du groupe de Weil absolu de F • Alors, pour toute place finie v de
F, •iï(£ ) existe. Posant ir(E ) » ir pour toute place v ' de F où, si v
est infinie, l'application TT est celle définie par Langlands [ L a 1 ] , il existe
une représentation automorphe cuspidale II de GL^(Ar) dont la composante en
toute place v de F soit "ff ; II « ®TT .v v v

Remarquons que, à cause du théorème fort de multiplicité 1 pour GL(n,Ar)
( [ J S ] , Th. 4 . 8 ) , si S est un ensemble fini quelconque de places de F, II
est la seule représentation automorphe cuspidale de GL(3,Ar) dont la compo-
sante en v soit IT pour toute place v hors de S.

Nous voulons appliquer ce théorème à une représentation continue unitaire
irréductible Z de degré 3 du groupe de Galois de F/F, qui vérifie la conjec-
ture d'Artin, ce qui signifie que, notant encore E la représentation
de W- associée à Z, les fonctions L()(Z) sont entières pour tous les carac-
tères y de Wp. Cela nous permettra d*obtenir des informations locales, en
utilisant le petit exercice de théorie des nombres formulé dans le prochain nu-
méro.

3 . 6 . Lemme. Soit E une extension galoisienne finie, dans F , de notre
corps local F fixé. Alors il existe un corps global F , une extension
galoisienne E de F , une place v de F , une place w de E au-dessus
de F , un isomorphisme 4) du complété E sur E qui induise un isomor-
phisme de F sur F , tels que le groupe de décomposition en w de l'exten-
sion E/F soit le groupe de Galois de E sur F tout entier.

Démonstration. Soient n le degré de E sur F . et Q un polynôme unitaire
de degré n , à coefficients dans F , tel que E soit le corps de décompo-
sition de F dans T . Soient H un corps global, u une place de H ,

34



INJECTIVITÉ

et £ un isomorphisme de H sur F . Soit P un polynôme unitaire de
degré n » à coefficients dans H , tels que les coefficients de g(P) soient
très proches de ceux de Q . Par le lemme de Krasner [Lg p.43] on sait que le
corps de décomposition de B(P) dans F est E. Soient E un corps de décom-
position de P , w une place de E au-dessus de u ; on peut prolonger 3
en un isomorphisme <P de F sur E . Notons alors F le corps fixé
dans F par le groupe de décomposition en w de l'extension E/H » et
v la place de F induite par w . Il est alors clair que la restriction de
4> à F induit un isonorphisme de F̂  sur F . et que le groupe de
décomposition en w de l'extension E/F est Gal(E/F) tout entier. •

Dans la situation du lemme, 1 ' isomorphisme 0 induit un isomorphisme
6 des groupes Gai(E/F) et Gai(E/F) .

3 .7. Rappelons qu'une représentation (continue) de dimension finie de W?

se prolonge à G-, i.e. est la restriction d'une représentation de Gp ,
si et seulement si son image est finie. De plus si o est une représentation
irréductible de W dans un espace vectoriel V , l'image de o dans
PGL(V) est finie ( [ D e l ] , $ 4.10) et il existe une représentation T , d'image
finie, de W dans V , qui définisse le même homomorphisme de Wp dans
PGL(V) que o ([Ta ] , 2 . 2 3 ) et donc qui diffère de o par un caractère
de Fx . On a donc prouvé le résultat suivant :

Lemme 3 . 7 . Soit o un élément de G°(3 ) . Il existe un caractère y de F
tel que \o soit d'image finie.

3.8. Proposition. Soit o un élément de G ° ( 3 ) . Si F est une extension
de CL , on suppose que o est monomiale. Alors w(o) existe.
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Démonstration. Supposons d'abord a d'image finie. Il existe alors une
extension galoisienne finie E de F dans T , telle que a se factorise
par Gal(E/F) - Wy/Wg .

Utilisons le lemme 3 . 6 , et avec les notations de ce lenme. posons

r -oe B

où B désigne 1 ' isomorphisme de Gal(E/F) sur G.al(E/F) déduit de 0 .
Alors S est une représentation continue d'image finie de Gal(E/F), donc
définit une représentation unitaire irréductible de degré 3 de W-. , encore
notée î . On peut appliquer alors le théorème 3.5. En effet, si F est de
caractéristique non nulle, E vérifie la conjecture d'Artin [We2, 5 V ] .
Si F est de caractéristique nulle, o est monomiale (par hypothèse si
F est une extension de fl}^, et par les résultats de H. Koch [Ko1] sinon)
donc Z est aussi monomiale et vérifie la conjecture d'Artin. On peut dor\c
considérer la représentation (cuspidale) •ff(Z ) de GL^(F ) . Il est alors
clair, en composant avec 8 , qu'on obtient un élément TT de A ° ( 3 ) qui
vérifie toutes les conditions imposées à 'iï(o) : TT " 'ff(o).

Si a n'est pas d'image finie, choisissons (lemme 3 . 7 ) un caractère \
de F tel que T « \a soit d'image finie. Alors ird) existe et on a
•ÎT(O) • X'1^)- °

3 . 9 . Nous avons prouvé l'existence de ir(o) pour beaucoup d'éléments
de G°(3) , tous si F n'est pas une extension de ̂  . Nous voulons prouver,
suivant Jacquet [Ja3] , le résultat d'injectivité suivant (voir [Geî.} pour
le cas de G ° ( 2 ) ) .
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Théorème 3.9 (Jacquet). Soient o. , o« deux éléments de G ° ( 3 ) . Si F
est une extension de Q« , on suppose a. et o» monomiales. Alors»
ir( o . ) « irCo^) implique o. - a y .

Lenme 3 . 9 . Soit o € G ° ( 3 ) . Alors, o est d'image finie si et seulement
si Det a est d'image finie.

Démonstration. Si a est d'image finie, Det d l'est aussi. Choisissons
une représentation de W dans un espace vectoriel V , de classe o . et
notons 1 son image dans GL(V) . O n sait que l'image de 1 dans PGL(V)
est finie, donc aussi 1 H SL(V) . Mais l'image de Deto est en bijection
avec I/I n SL(V) , et 1 est finie,si l'image de Deto l'est. D

Ramenons la démonstration du théorème 3. 9 au cas où o, et o^
sont d'image finie. Supposons d'abord o^ d'image finie. On a ^(g ) " ^(o ) '
d'oû Det o. • Det o. [Prop. 3 . 3 . ] . Par suite [leome 3 . 9 ] , o_ est aussi
d'image finie. Si a. n'est pas d'image finie, choisissons un caractère, x
de Fx tel que yo. soit d'image finie. On a alors ir(xo.) m w()(0^) . Si
on connaît le théorème dans le cas où a. et Oy sont d'image finie, on
peut l'appliquer à \a, et xo^ et conclure yo, • x^» d'où o. " a y .

3.10. Nous déduirons le théorème 3.9 de la proposition suivante :

Proposition, i) Soient •iï. , TT. € A°(3) . Alors,

L(i^ xir^) - n L(x) ,
X

où le produit porte sur les caractères x àe Fx tels que -^ soit

équivalent à TT- .
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ii) Soient o , o €G°(3) . Alors,

L((^®o^) - n L(x)

où le produit porte sur les caractères x de Fx tels que x^. soit

équivalent à o^ .

iii) Soient o o € G°(3) , d'image finie. Si F est

une extension de QL » on suppose a. et a_ monomiales. Alors on a

L(ir(op x ir(o^)) - L(o^ 0 o^)

et e(ir(op x ir(o^)) - e(o^ ® o^) . o

Démonstration du théorème. On a w(o.)-ir(o ) d'où w(o.) " w(o^) » et

Tr(o-) » TT(S^) par la proposition 3.3.

On a L(ir(op x ir(^)) - L(ir(op x ir(o^)) d'où. par iii).

L(7r(o.) xir(op) • L(o^ • o^) . Mais, par i), le facteur L(ir(ap xir(op)

•-a ••1 v
a un pôle en s " 0 , car il est divisible par (l-q ) . Donc, L(o.^o^) a

un pôle en s - 0 . Mais les caractères x de î^ tels que x^i 80it

équivalent à ïy et que L(x) soit différent de 1 sont non ramifiés, et

le seul caractère non ramifié de Fx tel que L(x) ait un pôle en s - 0

v v
est le caractère trivial; donc, par ii)̂  on a o^ • o^ et °i " °2 •

Remarque 1 . On peut prouver la partie iii) de la proposition sans supposer

o, et o< d'image finie, cf. 3.24.

Remarque 2. Il découlera de notre résultat principal qu'on a x^o? -ir(o^)
y

si et seulement si x°i " °o •

38



INJECTIVITÉ

3 . 1 1 . Prouvons les assertions de la proposition. L'assertion i) provient

de [JPS2] . Pour prouver ii), on remarque que L(o, ®o«) est le déter-

minant de 1 -Fr q s agissant sur l'espace Hom- (Sî,,o^) des homoBorphismes
F

de l'espace de X, dans celui de o« , qui respectent l'action du groupe

d'inertie. Sur cet espace Hom- (o.,o.) ,1e groupe ^/Lp agit par une sonne

de caractères de degré 1 , non ramifiés . Si x est un caractère de Fx

trivial sur U-. , le sous-espace de Hom- (î?.,cU sur lequel W- agit par

X ° T- est canoniquement isomorphe à HOOL, (x^nO^) ; comme Xi et Oy

sont irréductibles, cet espace est de dimension au plus un. Comme de plus

on a L()() " 1 si x est un caractère de F non trivial sur U- 9 on

a bien

L(o^o^) -n L(x) ,
X

où x parcourt les caractères de F tels que x^i" Oy •

3.12. Prouvons la partie iii) de la proposition. Soit E une extension

galoisieime finie de F dans F , contenant les corps fixés par les noyaux

de o, et o, . Utilisons à nouveau le leume 3.6 (et ses notations). Comme

dans la proposition 3.8, posons

r! - ° 1 ° (î

Î2 - 02 ° ?

et considérons les représentations automorphes cuspidales n. et II- de

GL.(Ar) correspondant à r. et î, • Choisissons un caractère additif
non trivial V du groupe des classes d'adèles de F , de composante Y^

L'action de y € W /I-. sur l'élément f € Hom (Ï. ,05) associe a (ù),f)
l'élément o^u») 0 t • "̂  (h)-1) . ip 1 z
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en une place a de F, et pour chaque place a de F prenons sur F

la mesure de Haar additive d^x autoduale pour ip . On sait [JPS5] que

la produit infini

n ̂ V^ (s)
a

converge pour s de partie réelle assez grande et se prolonge en une

fonction méromorphe L(IÎ  xl^) du paramètre complexe s*\

De plus on sait que sauf pour un nombre fini de places a, on a

^Id^a^oi' ̂  " 1 ) et que» ^osant

£(11^ xn^) • ï ïc OI^xn^. ^,d^x), on a l'équation fonctionnelle
a

LOI, xI^)(A) • £(n^ XIL, ) (A)L(^ x^)(l -A)

le signe v désignant la contragrédiente.

On peut également considérer l'équation fonctionnelle globale

attachée à la représentation Z. ® E« de Wr :

L(2^<&^)(A) - e(^fi>2^)(A) L(^<8>^> (1-4) .

Pour toutes les places finies a de F , sauf un nombre fini d'entre

elles, les représentations Z, , F» ,1 l , , n» sont non ramifiées. Pour
1(X &(X 1(X ^>CX

une telle place a , et pour i " 1 ou 2 , soient V , y? , v? les

caractères non ramifiés de F tels que Z. soit équivalente à
Q L(X

V^ o Tp ® v^ o T p © u^ <» Ty: . On a alors
a a a

3 3

^la'^-^la'^ - n ^W

[JS^, p. 511, formule (2)] et

*) bornée à l'infini dans les_bandes verticales si F est un corps de nombres,
et fonction rationnelle de q~ si F est un corps de fonctions sur f .

q
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^la®^' \ ' ̂  • ^"la x "2, • \ • "a10 - '

si n(f ) " 0 [JPS3] , ce qui est vrai pour presque toute place a de F .ex

Supposons, conne on en a le droit, que pour a archimédienne, on ait

Y (x) " exp(2îrix) si F est isomorphe à ]R et

^(x) - exp(cnri(x+x))

si F est isomorphe à C , la barre désignant la conjugaison complexe;
a

on déduit de [JPS4] que si a est une place archimédienne de F , on a

^la®^ - ̂ "la x ̂

^1,^20 '\1 ̂  - ^"la^a '\' "a30 •

Par suite, il existe un ensemble fini S de places finies de F , contenant

la place fixée v de F (cf. notations du lemme 3.6), tel qu'on ait l'égalité

L(S •S.) e(E, ®E« .V ,d x) L(S. ®S, )
n LTi———A ̂  - n la 2a a a W n ————^ 0-^) .

a€S la 2^ a€S .(n^ x n^ , d^x) a€S L(ÏI^x X^)

3.13. A ce stade, il nous faut rappeler les résultats suivants.

Lemme 3 . 1 3 . 1 . Soient F un corps global, S un ensemble fini de places

finies de K et m une fonction de S dans W . Il existe un caractère

X du groupe do>classes d'idoles de F (ou encore du groupe de Weil Wp>

tel que, pour a € S , l'exposant de x vaille au moins m(a) , et que

pour tout place finie a hors de S , x 80it non ramifié. On peut imposer

à x d'être unitaire, et trivial en une place finie fixée hors de S .
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Démonstration. Seule la dernière phrase ne découle pas du lemne 4.14 de
[De1], Mais, utilisant la torsion par une puissance du caractère norme de
Wp , on voit facilement qu'on peut imposer les conditions supplémentaires
demandées. •

Lemme 3 . 1 3 . 2 . Soient K un corps local, ^ un caractère additif non trivial
de K , dx la mesure de Haar sur le groupe additif K , autoduale pour f »

TT. un élément de \(n? . ̂  un êlêment de ̂ ^ • si x est un carac"
tère de Kx d'exposant suffisamment grand, on a

L(x^ xir^) • 1

niÛQ n! n! -1e(x^ ^^.dx) - e(x,y.<ix) " ̂  ^ (c^ )

où c est un élément de Î  tel qu'on ait
X

x(x ) - y(c (x-1)) pour x € Kx , 2v^(x) ^ a(x) .

Démonstration. Cela découle immédiatement de [JPS 3 , p. 61] et de 2.13.

3 . 1 4 . Revenons à la situation de 3.12 et choisissons, grâce au lemme 3 . 1 3 . 1
un caractère unitaire y de Wp , non ramifié hors de S^{v} , trivial en v ,
et d'exposant suffisamment grand en les places a de S^{v} , pour qu'on
puisse appliquer le lemme 3.13.2 à ̂  - n^ et ̂  - n^ . et le lemme 3.3

à o - E. ̂  r^ . Grâce à la remarque que ̂ ^la®1̂  vaut

(Det £. )3 • (Det Z, )3 , on voit que pour x choisi comme indiqué, etla 0̂1
a € S^îv} , on a

où il faut remplacer u et n par (D et n , ce qui se voit déjà
pour les représentations de la série principale.
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L<Mla^2a> - ̂ a "la x ̂

^a1 ̂  9 ^a> - ^X:1 ̂  x ̂ )

^a ^la ® ^a » ̂  • ̂  • ̂ a "la x ̂ a^a'^ •

Reprenant le raisonnement de 3 .12 avec \î au lieu de Z. , on obtient

l'égalité

L(o.®o.) e(o.®<L»ii».dx) L(î.®Ï,)
——!——L (̂  . ___J————— (̂  ——1——1- (1-^) ,
L(ir^xir^) edr^x^.^.dx) L(ir^xir^)

où l'on a posé v "'ff(o.) , Vy • 'ff(Oy), et où on a supposé, ce qui est

loisible, que ¥ correspond à 4> par 1 ' isomorphisae de F et F .

3.15. Partons de l'égalité obtenue en 3.14. Il est clair que si x est

un caractère de F tel que x°i " °o » on a aussi yff, " ^n • On a donc

d'après la proposition 3.10 i) et ii), l'égalité

L(ir xir )
——1——2- - nL(x)
L(o,®o^)

où le produit porte sur les caractères non ramifiés \ de F tels que

X< 1 " ^2 nais xo! ïl °2

De même. on a

L(ï. ^ if,) .
——————— - ^(X >
L(5j,®^)
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où le produit porte sur les mêmes caractères de Fx . Supposons qu'on ait

r ^ 1 tels caractères Xr...»Xr et posons X^p) -a. € l" , pour

i • l,...,r . On a alors

H 0-a_q"4) - aq84 S (1-a:1 q4'"1)
i-1 l i-1 1

avec a € Œ^ , B € 2, d*où

H 0-a_q"4) - yq64 ^ (l-a q q'4)
i-1 •L i-l 1

avec Y € Cx , 6 € Z . Posant q"4 - X on obtient, dans C[X,X"'1] , l'égalité

r . r
n (1-a.X) - YX0 n (1-a.q X)

i-1 1 i-1 1

Par suite» on a ô " 0 (prendre X • 0)• Le premier membre de l'égalité

précédente est un polynôme en X ayant pour racines les a. , le second

membre un polynôme en X ayant pour racines les a. q • C'est impossible,

q n'étant pas une racine de l'unité. On a donc bien

L(ir. x TT^) " L(o^ 0 o«) et

L(X^ x ^) - L(^ ®^) . d'îù

e(Tr^ x 7r^,4»,dx) - e(o^ S) o^,^,dx) ,

ce qu'il fallait démontrer. Ceci achève la preuve de la proposition 3.10 iii).



INJECTIVITÉ

3 . 1 6 . Indiquons brièvement comment on peut prouver» selon les lignes précé-
dentes, la conjecture de Langlands locale pour GL(2) , c'est à dire l'énoncé
du Théorème 2.10 pour n " 2 . Grâce à la théorie de Hecke pour GL(2) [JL]
et des considérations simples semblables à celles du début de ce chapitre, on
prouve que pour o € G(2) , au plus une seule représentation TT € A(2) peut
vérifier les conditions imposées à ir(o) . Si une telle représentation existe,
on la note Tr(o) et on dit que Tr(o) existe.

Pour o € G°(2), l'existence de 'iï(o) découle de la construction d'un
relèvement de o au cas global, construction en tout point analogue à celle
que nous avons faite pour n • 3 , et du fait que la conjecture d'Artin est
vraie pour de tels relèvements [Tu3] . L'injectivité de o H- ir(o): G°(2) -»-A°(2)

se prouve alors comme nous l'avons fait. Les arguments de comptage de Tunnell
[Tul] permettent alors de montrer que l'on obtient une bijection de G°(2)
sur A ° ( 2 ) .

3 . 1 7 . Si o € 6(2) ̂  G ° ( 2 ) , alors o peut être réductible

o -(x^ ° Tp)®(X2 ̂ p)»

pour des caractères x, et XQ de F .

En ce cas •iï(o) existe et est la représentation traditionnellement
notée irCxpX^ [GeL» appendices] . On peut aussi avoir o indécomposable
o " X * Sp(2) pour un caractère y de F ; alors ir(o) existe et est la
représentation spéciale o(x»ax) [loc.cit] . Comme toute représentation
dans A(2) . non cuspidale, est soit de la forme oCxpX^î 80it de la forme
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o<X»ax) » on a une surjection de 6(2)^0° (2) sur A(2) ̂  A ° ( 2 ) . On a même
une bijection puisque v détermine la paire de caractères <XpX^ dans

le premier cas, et le caractère \ dans le second. Ainsi o ̂  ff(o) donne
une bijection de G(2) sur A(2) d'où la partie 1) du Théorème 2.10 pour
n • 2 .

3 . 1 8 . Pour o € G(2) , on prouve l'analogue de la Proposition 3 . 3 . , ce qui
donne la partie 2) du Théorème 2.10. La troisième partie est claire puisque
les seules représentations essentiellement de carré intêgrable de
A(2) ̂  A ° ( 2 ) sont les représentations spéciales, donc les représentations
ir(o) pour o € G(2) indécomposable non irréductible . On a donc bien la
conjecture de Langlands locale pour GL(2) •

3 . 1 9 . Mous prouverons au chapitre 7 que ir(o) existe pour tout o € G°(3)
(le seul cas litigieux, après ce chapitre 3, est celui où F est une extension
de flL et a primitive), et,grâce au chapitre 4, qu'on obtient ainsi une
bijection de G°(3) sur A ° ( 3 ) . On aura alors prouvé le Théorème 2.10
complètement, puisqu'on a le résultat suivant :

Théorème, i) Pour o € G(3) ̂  G°(3) , 11(0) existe.

ii) On obtient ainsi une bijection de G(3) ̂  G°(3) sur
A(3) ̂  A ° ( 3 ) qui fait correspondre aux représentations indécomposables non
irréductibles de W- les représentations essentiellement de carré intêgrable
non cuspidales de GL(3,F).

Ce résultat utilise le fait que la conjecture de Langlands locale
pour GL(2) est vraie; on le prouve dans les numéros suivants.
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3.20. On utilisera les résultats de [Jal] » article auquel le lecteur se
reportera pour les faits que nous énonçons sans démonstration. On peut aussi
utiliser [JPS1] et [Z] .

Décrivons d'abord les représentations de A(3) ̂  A ° ( 3 ) qui sont
essentiellement de carré intégrable. Notons B le sous-groupe de GL^(F)
formé des matrices triangulaires supérieures. Pour tout caractère n de F

9 ^la représentation induite (notations de [ J a l ] ) l ( G , B ; n . a n , a n) a un unique
quotient irréductible TT , qui est essentiellement de carré intégrable. La
représentation TT détermine le caractère r\ et on obtient ainsi les repré-
sentations essentiellement de carré intégrable dans. A(3)^A°(3) • Pour tout
caractère x de F » on a

2L(xir) " L(xa n)

et y(x^) • y(xr\)y^ftr\)'>f(\a n) (voir 2 . 6 pour la notation y( ) ) •

Comme î est l'unique quotient irréductible de I(G , B , a n ,a 'ri ,n )
la dernière égalité implique

2e(xi0 - e(xn) e(xan) e^Xtt nî B

où B(s) • I si xn est ramifié

B(s) • x2^ T^C^q"28 si xn est non ramifié.

Par suite, posant o - n*Sp(3) € G(3) ̂  G ° ( 3 ) , on vérifie innédiatenent
r̂îce à [Ta] , 4 . 1 . 6 » qu'on a ir • 'n(o) • On obtient ainsi une bijection entre
éléments indécomposables dans G(3) ̂  G* (3) et éléments essentiellement de
carré intégrable dans A(3) ̂  A ° ( 3 ) .
*) Rappelons cf. 2 . 1 que a désigne le caractère x V-> | x | de F*.
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3 . 2 1 . Décrivons ensuite les représentations tempérées de A(3) , non essentiel-
lement de carré intégrable. Deux cas sont alors possibles et s'excluent l'un
l'autre. Ou bien il existe des caractères unitaires n. , n« , n« de Fx tels
que TT • I(G,B;r^ ,r^,r|-) , ou bien il existe une représentation unitaire
p € A(2) , de carré intégrable, et un caractère unitaire n de Fx tels que
TT " I ( G » P . ; p » n ) , où on a noté P, le sous groupe de GL^(F) formé des matrices
triangulaires supérieures par blocs ( 2 , 2 ) et ( 1 , 1 ) . De plus, dans le premier
cas, TT détermine le triplet {ni.n^.n^} et pour tout caractère x de Fx

on a

L(xir) • L(xni) L(XT^) I^xr^)

e(xTr) - e(xnp eCxn^) e(xn3)

et par suite T r " i r ( o ) où o - (ni • Ho e r\..) o Tp est déterminée par ir .

Dans le second cas, TT détermine p et n et pour tout caractère
y de F , on a

L(xTr) - L(xp) L(xn)

e(xTr) - e(xp) e(xn)

et par suite TT • Tr(o) où o •• T • ( n ' ^ T y ) » T étant l'unique représentation
de G(2) , indécomposable, telle que p -_7r(T) ; ainsi o est déterminée
par TT .

3.22. Supposons maintenant TT essentiellement tempérée, non essentiellement
de carré intégrable. Alors il existe un nombre réel t unique tel que a TT
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soit tempérée, non de carré intégrable. Il est clair par ce qui précède que

TT • •iï(a) où o est déterminée par ir.

3.23. Supposons enfin TT non essentiellement tempérée. On a alors trois cas

qui s'excluent mutuellement [Jal] ou [JPS1, S6],

Premier cas : II existe des caractères unitaires ri.» r\y, r\^ de F et des

nombres réels t., t^, t^ vérifiant t, > t^ > t^, tels que -ff soit l'unique
^1 ^2 3

quotient irréductible de Ind(G,B,a n<»ix U^»01 ^ ' on a alors

TT« TT(o) où

t! t! ^o" (a r^ea n^ea ^3)°^

est déterminée par ir.

Second cas : II existe une représentation tempérée p £ A(2), un caractère uni-

taire n de F , et des nombres réels t.» t^, vérifiant t. >t», tels que
t! ^2TT soit l'unique quotient irréductible de Ind(G,P.;a p,a n). On a alors

t t^
•iï " Tr(o) où o* a p^(a n o T..) est déterminée par ir.

Troisième cas : II existe une représentation tempérée p€À(2) , un caractère

unitaire ri de F , et des nombres réels t., t^ vérifiant t. > t^, tels
t t

que ir soit l'unique quotient irréductible de Ind(G,P«,,a ri,a p), où P

désigne le sous-groupe de GL..(F) formé des matrices triangulaires supérieures
tf) t^

par blocs ( 1 , 1 ) et (2,2). On a alors -n » 7r(o) où o - a p • (a n ° T )

est déterminée par TT.

3.24. On remarqué alors que toutes les représentations a de G(3)^G°(3)

sont apparues» une fois et une seule, dans la liste précédente. On a donc prou-

vé que "iï(a) existe pour o6G(3)^G°(3) et que o \-^> 7r(o) donne une bijec-

tion de G(3)^G°(3) sur A(3)^A°(3). De plus on a vu que les o indécomposa-
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blés correspondaient bien aux TT essentiellement de carré intégrable. Ceci
prouve le Théorème 3 . 1 9 .

3.25. Nous terminons ce chapitre par un résultat sur les facteurs L et c
de paires de représentations corollaire de notre théorème principal 2.10 ,
qui généralise la partie iii) de la proposition 3 . 1 0 . L'intérêt de ce résul-
tat est évident au regard de la conjecture énoncée en 2 . 9 . Nous ne pouvons pas
malheureusement prouver la partie b) de la proposition, quand F est une ex-
tension de fli^» sans faire l'hypothèse sur 0. et 0^. A l'appendice 6 , on
traite un cas qui n'est pas couvert par la proposition 3.25. Le cas général de
b ) , i.e. sans hypothèse sur 0. et o», serait démontré si l'on savait prou-
ver la conjecture d'Artin pour des représentations du groupe de Weil d'un corps
global dont proviendraient 0. et 0^, ce qu'on ne sait pas faire à l'heure
actuelle si 0. ou 0̂  est irréductible primitive de degré 3.

Proposition. Soient o, € G(i) , i ̂  3 , et o., € G ( j ) » j ̂  3 .

a) On a

L0r(op x ir(o^)) - L(o, « o^)

b) Dans le cas où F est extension de QL et où o, € G°(3) » on

suppose que o, est monomiale; dans le cas où F est extension de flL et

où o» € G°(3) » on suppose que o» est monomiale. Alors on a

e(w(o? XTT(O^) ) - e(o^o^) .

Nous nous contentons de donner au numéro suivant une esquisse de démonstration.

*) Nous n'utiliserons pas cette proposition dans la suite !
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3.26. Supposons d'abord o. et a y irréductibles. Alors on a

L((^ ^ o^) • nL(x),

x ^
le produit portant sur les caractères x de F tels q11® xo^ m °i ' » et

L0r(op XTr(o^) - IIL(x)

x V
le produit portant sur les caractères x de F tels q"® X^crp • ^(op •

Si les produits sont non vides, on a deg o, " deg o^ • Mais on a

alors \if(i^ m -n(o,) si et seulement si x^L " o^ » puisque v est injec-

tive sur G(i) i ^ 3 . D'où a) si <^ et o^ sont irréductibles. Si o,

ou o» n'est pas irréductible,alors on calcule facilement les facteurs L

de o. ®o^ et Tr(o,) XIT(O«) en fonction des facteurs L de représentations

dans G de degrés plus petits, en utilisant [Ta] et [JPS2] . Cela donne

a) sans difficulté.

Dans le cas b), supposant d'abord o. et 05 irréductibles, on se

ramène à o. et o5 d'image finie par torsion par un caractère de la forme

o^ , t € C . On utilise alors un raisonnement analogue à la démonstration de

3.12, le point crucial étant que o. et o5 proviennent de représentations

du groupe de Galois d'un corps global vérifiant la conjecture d'Artin. On se

ramène au cas où o, et o^ sont irréductibles comme précédemment. D'où b).
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4. Surjectivité.

4 . 1 . L'idée sous-jacente à notre preuve de la surjectivitê remonte à [ T u l ] .
On utilise une correspondance entre G ° ( 3 ) et l'ensemble des classes d'équi-
valence de représentations du groupe multiplicatif d'un corps (gauche) de
centre F et de dimension 9 sur F . Des arguments de comptage permettent
alors de prouver que l'injectivité de l'application ot—>- w(o) de G° (3)
dans A ° ( 3 ) entraîne sa bijectivité. La première étape, due à Jacquet et
Langlands [JL ] pour n - 2 , est basée dans notre cas sur la théorie de
Hecke pour GL(3) [JPS1] et une version "élémentaire" de la formule des
traces» qui est une adaptation au cadre adélique de calculs de traces d'opé-
rateurs de Hecke dans les espaces de formes modulaires.

Une telle formule a été établie pour la première fois dans le cadre
adélique et pour tout groupe réductif par Deligne et Kazhdan [De3, DK ] et
plus récemment par Rogawski [Ro2] pour étudier la correspondance entre A ° ( n )

9et représentations de corps gauches de centre F et de degré n sur F
(voir [Vi] pour une exposé simplifié de ces méthodes). Par manque de réfé-
rences publiées, au moment où nous écrivons, nous donnerons une démonstration
de cette formule des traces. De plus, nos connaissances sur la théorie de
Hecke pour GL(3) nous permettent d'obtenir plus facilement les résultats
concernant la correspondance, notamment en caractéristique 3, où on ne dispose
pas (encore) de l'intégrabilité locale des caractères des représentations de
la série discrète. Signalons que dans le cas de caractéristique nulle, une
formule des traces pour GL(3) a été énoncée par Arthur [Ar ] et utilisée
par Flath [Fa ] et Flicker [Fk] . Nous avons bénéficié de la lecture du
m&nubi.rll [De3] et de 1« pcepublication [Ru2] et surtout dfe nombreuses con-
versations sur ce sujet avec M.-F. Vigneras et J.-P. Labesse. Qu'ils en
soient remerciés ici.
*) Une fois la formule des traces établie, notre utilisation suit [ F a ] .
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4.2. Jusqu'à la fin du chapitre, D désignera un corps gauche de centre
F , de degré 9 sur F , et Dx son groupe multiplicatif. On note P(3)
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréduc-
tibles de Dx ; elles sont de dimension finie, et celles de dimension 1 sont les
caractères x01^ ou X est un caractère de F et où N désigne la norme
réduite de D à F . On note P° (3) l'ensemble des éléments de P(3) de
dimension > 2 . Un élément T de P(3) possède un caractère central
œ € F" , et des facteurs L(-r) et £<T) - e(T,i|/,dx) [ G J ] . Le facteur c(-r) est
un monôme en q~8 de degré a(-r) + 3nW » où a(T> est un entier positif
ou nul, appelé l'exposant de T . Si j(-r) est le plus petit entier j
positif ou nul tel que T soit trivial sur le groupe des unités de l'anneau
des entiers 0 de D , congrues à 1 module la puissance j me de l'idéal
maximal de 0 , on a a(-r) - j ( î ) + 2.

Si TT est une représentation admissible irréductible de D et x
un caractère de T^ , yir est la représentation de D sur le même espace
que TT . qui à g € Dx associe x01^) • w(g) • On obtient ainsi une action

<X»TO — X^ de F" sur P(3) .

Théorème. a) II existe une unique application T -»• ^(•0 de P(3)
dans l'ensemble A 2(3) des éléments essentiellement de carré intégrable de
A ( 3 ) , telle qu'on ait

L(XTTp(ï)) • MXT)

\̂et e(x^(T)) - e(xT) pour x C F .

b) On a TT ( P ° ( 3 ) ) c A ° ( 3 ) et l'application de P ° ( 3 ) dans A ° ( 3 )
ainsi obtenue est caractérisée par l'égalité précédente des facteurs £.
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c) On a

\(T)- ^

a(^(T)) - a(T)

V^ " v^ -

4.3. Démontrons le théorème 4•2. La proposition 14.3 .1 de [JPS1] nous

dit que si T est une représentation unitaire de D » de caractère central

0) , il existe un unique élément TT de A(3) de même caractère central,

vérifiant

L(xir) - L(x-r) ,

L(xÏ) • L(xï)

et eCx^) " c^X"^ pour tout caractère x de F .

De plus» TT est unitaire et de carré intégrable. En outre la preuve
de cette proposition nous apprend que ir est cuspidale si et seulement si
T est de dimension au moins 2 » et si T est un caractère (unitaire) de
x xD , i . e . s i T " X ° N pour un caractère x ^e F » alors w " x*St où
St est la représentation de Steinberg de GL(3,F) •

II est clair par le lemme 3 . 2 . 1 que la condition sur les contragré-
dientes est inutile» et par la proposition 3.3 que les conditions d*égalité
des facteurs L et e entraînent celle d'égalité des caractères centraux.
De plus, les éléments de P°(3) comme ceux de A ° ( 3 ) sont caractérisés par
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la propriété L(x"ff) " 1 pour tout caractère x de F . Comme, pour tout

T € P(3), il existe t € C tel que aS soit unitaire» (où a désigne

le caractère x »—»• |x| de F ), et que cette torsion par a se traduit

sur les facteurs L et e d'éléments de P(3) ou A(3) par une simple

translation par t du paramètre complexe s » on voit qu'on a a) et b).

Les égalités de c) proviennent alors pour la première» du résultat cité

plus haut; pour la seconde,de l'égalité ([Jal] p. 65)

£(TT)(s)erî)(1-s) - ^(-1) pour ir € A(3),

et de l'égalité correspondante

£(T)(s)e( ï ) (1-s) " (^(-1) pour T € P(3) ^

égalités qui sont des conséquences immédiates de l'équation fonctionnelle

des fonctions Z [GJ] ; pour la troisième,de la définition des exposants

en termes des facteurs e • o

Théorème 4.4. i) L'application v^ : P(3) -»• A (3) est surjective, et

induit une surjection de P°(3) sur A ° ( 3 ) .

ii) S'il existe une application injective f de G°(3)

dans A ° ( 3 ) telle que

a(f(o)) - a(o)

^(0) - Det °

alors f et TT^ sont bijectives.
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Remarque. L'hypothèse de il) est vérifiée si F n'est pas une extension
de OL , d'après le chapitre 3; nous la prouvons au chapitre 7 si F est
une extension de OL •

Si on sait que TT : P°(3) -»• A°(3) est surjective, alors il découle
2 xdu fait que les seuls éléments de A (3)^A°(3) sont les \St pour x € F

(fait vu en 3.20) , que TT-. : P(3) -»- A2^) est aussi surjective.

: Tout le reste de ce chapitre sera consacré à la démonstration de la
surjectivité de ff_ : P °(3) -»• A ° ( 3 ) . Dans le numéro suivant» nous prouvons
ii) à partir de i ) .

4 . 5 . Il nous faut rappeler le résultat suivant, dû à H. Koch et E. W. Zink
(voir [KZ] pour le cas où F est de caractéristique résiduelle première à
3 et [Ko 20 pour F de caractéristique résiduelle 3 ) •

Théorème. Soient a un entier positif ou nul, b un nombre complexe non
nul. Le nombre d'éléments ir de P°(3) d'exposant a et tels que
CD (î ) " b est fini, égal au nombre d'éléments o de G°(3) d'exposant
a , vérifiant Det a(S-y) m b . o

Fixons donc a et b comme dans ce théorème, et notons C(a,b) le
sous-ensemble de A ° ( 3 ) formé des v tels que a(ir) • a » œ (Sp) • b .
Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 4.4. Comme f est injective,
f " ' l ( C ( a , b ) ) est fini et a au plus autant d'éléments que C(a,b) (et exacte-
ment autant seulement si f ( f ~ 1 ( C ( a , b ) ) ) - C(a»b)) . Conne wp est surjec-
tive. C(a»b) a au moins autant d'éléments que v^ ( C ( a , b ) ) (et exactement
autant seulement si Hp est injective sur ir-.1 ( C ( a , b ) ) ) . D'après le théorème
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rappelé plus haut, f'^CCa.b)) et TT-^CKa.b)) ont le même nombre d'éléments

qui est alors égal au cardinal de C(a,b) . Ceci étant vrai quels que soient

a et b , on voit que f est surjective et ir injective. o

4.6. Comme nous l'avons dit, le reste de ce chapitre est consacré à la

preuve de la surjectivité de -n-^ • Elle se fera par voie globale» à l'aide de

la formule des traces déjà signalée. Pour cela» il est nécessaire de rappeler

la construction de ^r/"^ donnée dans [JPS1]. On se donne donc le corps D

et une représentation admissible irréductible T , unitaire» de degré au moins

2, de Dx . On fixe également un corps global F , un corps P de centre F

et de degré 9 sur F , une place finie a de F et un isomorphisme <P de

P et D , et enfin un caractère unitaire a) du groupe des classes d'idoles
a

de F , dont le composant (D en la place a corresponde, via 1'isomorphisme

de F et F déduit de (p , à (D . Alors le groupe V (Ap) des points

adéliques de ^ opère, par translations à droite, dans l'espace

L^P^F)^^) ,u>) (noté L .̂U))) .

Les étapes de la construction de ^r/'O sont les suivantes»
1 x

On montre d'abord qu'il existe un composant T de L (î? ,hï) , T " ̂  7^ ,

tel que T donne, via <P, une représentation équivalente à T ' . Pour

presque toute place v de F , l'algèbre P^ est déployée, et Py est

isomorphe à GL(3,F ) [puisque P est de degré 9 sur F , c'est vrai en

particulier pour les places v à l'infini].

La composante T <n une telle place définit un élément unique de

^ L'existence de V et <P découle immédiatement de la théorie globale dû
corps de classes.

(**)
Voir l'appendice 2 de cet article pour un énoncé général.
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Ap (3) > que no1" noterons ir(T ) .On prouve, grâce à la théorie de Hecke
v

pour GL(3) » qu'il existe une représentation automorphe cuspidale
9

n - e n de GL(3,Âp) > dans L (GL(3,F)»û)) . telle que pour presque toute

place v où P est scindée, n soit dans la classe d'équivalence v(J^) •

Grâce au théorème fort de multiplicité un pour GL(3) , H est unique. On

prouve enfin que, pour toute place v où V^ est déployée^ n^ est dans

la classe v(7' ) , et qu'en une place v où P^ n'est pas déployée, la classe

de n n'est autre que v^ (T ) i.e. vérifie les égalités nécessaires de

facteurs L et £ . En particulier, ^(•0 n'est autre que H^ , transportée

via <p .

4.7. Nous allons d'abord établir la version de la formule des traces qui nous

servira. Mous nous placerons dans un cadre assez général, où G est un groupe^

réductif connexe sur le corps global F , Z son centre, (D un caractère uni-

taire de Z(F)^Z(Ap) , p la représentation par translations à droite

de G(/Ap) (et de l'algèbre de Hecke correspondante) sur L (G(F)^G(Ap) »u»)

noté I^CG,*») . et p° sa restriction à l'espace invariant LQ(G,Ù)) des

fonctions cuspidales. Nous fixerons une mesure de Haar sur Z(Ap)^G(/Ap) ,

produit de mesures de Haar locales. De la façon habituelle, on fixera pour

presque toute place v un sous-groupe compact maximal standard K de

G(F ) " G , et pour ces places on notera f° la fonction nulle en dehors de

Z^, et vérifiant f;(z^) - ^^^ pour zvç•21v9 ^"v-

On considérera des fonctions f sur G(/A-) , produits de fonctions

locales f . On impose à f^ d'être lisse, à support compact module Z^ ,

de se transformer par u»"1 sous Z^ , et, pour presque toute place v ,
2 2

d'être égale à f° . De telles fonctions f agissent sur L (G,ti)) et L^G.œ)
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par

P(f)4>(g) - f^ ^ ç,^ . f(h)<P(gh)dh pour <p € L^G,!*)) .

(Elles agissent aussi sur toutes les représentations automorphes de G(Ar-) »

de caractère central œ ) •

On sait que l'opérateur P°(f) est un opérateur à trace,

et que p(f) est donnée par le noyau

K-(x,y) -îfCy'^x)
r Y

où la somme porte sur un système de représentants dans G(F) de Z(F)^G(F)

p(f)<P(y) - Jz^GCO^AF)^^00^

pour <p € L (G,œ) .

Le but de la formule des traces est de donner une expression de trp°(f)
en termes d'intégrales orbitales de f . Ce n'est possible simplement que
si on fait des hypothèses supplémentaires sur f •

4.8. On dira que f est supercuspidale si, pour tout x et tout y dans
G(/A«) » et pour tout radical unipotent N d'un sous-groupe parabolique rationel
propre de G, on a

^N(Ap) «"y)'10 - ° •

C'est le cas par exemple si l'une des fonctions f vérifie la condition

locale correspondante, en particulier si f est un coefficient d'une

représentation cuspidale.
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Proposition. Si f est supercuspidale, on a

P(f) L^G.u») c L^(G,u,) .

Démonstration. Il s'Agit de prouver que pour tout (p € L (G,ù)) , p(f)<P

est cuspidale, i.e. que pour tout radical unipotent N d'un sous-groupe

parabolique rationnel propre de G, on a

J (p(f)tp)(ng)dn " 0 pour presque tout g€G(Ar )
N(F)^N(/Ap)

On peut supposer que (p est lisse [Co, Part 1, p. 194]. On a alors

i(F)^N(/A^) (P^X0^ - ^(D^NC/A^zCA^-GCAp)^11^11811^11

.J dn J ( S f(g'"1n'1Yh)^p(h))dh
N(F) ^N(jkp) N(F)Z(Ap) ̂ G^) y€N(F)

w f 4)(h)dhJ ( E f(g'" în"'Yh)dn
N(F)Z(^)^Gû(lp) N(F)-N(A,:) Y€N(F)

« f tp(h)dhj f(g"'nh)dn " 0
N(F)Z(Ap)^G(Ay:) N(Ap)

où l'interversion des intégrales à l'égalité marquée (*) est justifiée

parce que

f , - J | £ fCg^n'^KhpOOldh
N(F) ^N(Ap) N(F)ZC^G(Ay:)Y€N(F)

vaut au plus

; dnJ |f(h)y>(ngh)|dh dn
N(F)^N^) Z(Ap)-G(Ap)
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intégrale qui est finie puisque f est à support compact modulo Z(Ap)9

qu'elle est continue et que N(F)^N(Ar) est compact, o

4.9. Du lemme précédent» on déduit que l'opérateur P°(f) est donné par

le noyau K- . Comme on sait que P°(f) est un opérateur à trace et que

K- est manifestement séparément continu» on déduit du théorème d*analyse

harmonique énoncé en ([Wa] th. 4.10) que K, est intégrable le long de la

diagonale et qu'on a

tr p(f) - Jp/r.7/A \N.n/À ^ ( z f(g"^g))dg .
G(F)Z(A^G(AF) ^z(F)^G(F)

Supposons désormais qu'en une place v. , f soit un coefficient d'une
—————— • v!

représentation cuspidale, et qu'en une autre place v, , f ait son
2

support dans l'ensemble des élément elliptiques réguliertf. Alors on peut

appliquer la formule précédente, et la somme sur Y ne porte que sur les

éléments elliptiques réguliers modulo Z(F) , et même sur ceux qui restent

elliptiques réguliers dans G . Mais d'après le résultat de l'appendice 2,
"2

la fonction g ->• E|f(g Yg) I est continue et à support compact modulo
Y

G(F) Z(Ar) . On peut alors regrouper les éléments Y en classes de conju-

gaison dans Z(F)^G(F) , et intervertir somme et intégration, pour obtenir

les formules suivantes,

tr p°(f) • Z L Kg^Yg) dg
^ ?^(F)Z(Ap)^G(Ap)

tr p°(f) - Z—————!———— vol (Z(F)Z(Ar)^Z(Ar) )J Hg'̂ dg
Yl^(F) :Z^(F)] Y r Y ' Z^(Ap)-G(Ap)

(*) On peut montrer, en caractéristique 0, que K, est à décroissance rapide
dans les domaines de Siegel, cf. [Ro2].

(**) Un élément de G(F) (resp. G(Fy )) est dit elliptique régulier si la compo-
sante connexe de son centralisateur est un tore maximal de G, anisotrope modulo Z
sur F(resp. F ).
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où la somme sur y porte sur un ensemble F de représentants dans G(F)

des classes de conjugaison dans Z(F)^G(F) d'éléments elliptiques régu-

liers de G(F), où Z désigne le centralisateur de y dans G, et

? (F) l'ensemble des éléments de G(F) dont la classe dans Z(F)^G(F)

centralise la classe de y.

Remarque. Dans les formules précédentes, on a choisi des mesures de Haar sur

Z(Ar)^Z (Ap) et ZCAr^^Ar). La mesure invariante sur Z (Ap^GCAp)

est alors la mesure quotient. D'autre part, sur les ensembles discrets

Z(F)\zf (F). Z(F)^Z (F) et Z(F)\G(F), on met les mesures donnant la mas-

se 1 à chaque point, et les mesures invariantes utilisées sur

G(F)Z(Ap)^G(Ap), ? (F)Z(Ap)^G(Ap) et - Z (F)Z(Ap) ^G(Ap) sont les mesu-

res quotients. Le volume de Z (F)Z(Ar) ̂ ^(Ap) est fini puisque, y étant

elliptique régulier, Z^Z° est anisotrope.

4.10. On a vu apparaître au paragraphe précédent les intégrales orbitales en

des éléments elliptiques réguliers, qui sont les intégrales

J fCg'^dg.
Z^(Ap)^G(Ap)

Remarquons que f étant produit de fonctions locales f , l'intégrale se dé-

compose en produits d'intégrales locales. Notre but est de comparer les formu-

les des traces obtenues quand G» GL(3) et G' m P*, P corps gauche de di-

mension 9 sur F, en choisissant des fonctions f (pour G) et f (pour G')

dont les intégrales orbitales locales soient reliées.

Il sera clair au lecteur que tout ce que nous disons jusqu'à 4.18,

où nous utilisons la théorie de Hecke pour GL(3), est valable pour la

comparaison des formules des traces pour GL(n) et le groupe A des

éléments inversibles d'une algèbre centrale simple A quelconque de degré

n sur F. Ce cas général est appliqué dans [Vi] à la correspondance entre
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représentations de GL(n) et représentations de A

4 . 1 1 . Plaçons-nous d'abord dans le cas local. On prend donc un corps
gauche D sur un corps local p » de centre F et de degré 9 sur F» et
on note G le groupe réductif GL(3) sur F » G* le groupe réductif
sur F défini par Dx . Notons G (resp. G ' ) l'ensemble des éléments
elliptiques réguliers de G(F) (resp. G ' ( F ) ) . A chaque élément de G
(resp. G ' ) associons son polynôme caractéristique. On obtient ainsi des
bijections des ensembles de classes de conjugaison d'éléments de G , ou
G* » avec l'ensemble P des polynômes unitaires de degré n » irréductibles
et sêparables, à coefficients dans F •

G^/Ad G (F) •=-<• P ̂  G^/Ad GW .

Fixons des ensembles T et T* de représentants des classes de conjugaison
de tores maximaux elliptiques de G , G* (ce sont les centralisateurs des
éléments elliptiques réguliers). On a une bijection canonique entre T* et T
deux tores T et T* se correspondant étant isomorphes (et isomorphes au
tore défini par le groupe multiplicatif d'une extension sêparable de degré
3 de F ) . N'importe quel isomorphisme des corps dont T et T' sont les grou-
pes multiplicatifs donne un isomorphisme canonique entre lès espaces

C(^/œ et C(T^-)

des fonctions localement constantes dans l'ouvert des éléments réguliers du
tore considéré invariantes par le groupe de Weyl W( ) de ce tore, et à
support compact module le centre Z(F) de G(F) . On peut aussi se restreindre
aux fonctions se transformant sous Z(F) selon un caractère u donné, et l'on
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W(T)obtient ainsi un isomorphisme canonique entre le sous-espace C(T ,0))

de C(T^ )W(T) et le sous-espace C(T^ .O))^1'^ de C(T^ )W(TÎ).

4.12. On sait [Fa, lemme 2.1.2] que si T est un tore maximal de G» et

T l'ouvert des éléments réguliers de T(F) (ce sont ceux dont toutes

les valeurs propres sont distinctes), l'application

T ( F ) N . G ( F ) X T —^ G(F)

( x . y) h-^x^yï (où Ï€G(F) relève x)

<•<
est localement un isomorphisme analytique. Notant T son image» on obtient

^»
en fait un revêtement T(G)^G(F) X T —> T , de groupe le groupe de Weil

W(T).

Quand T parcourt T, les T sont des ouverts disjoints de G(F) qui re-

couvrent l'ensemble G des éléments elliptiques réguliers de G(F). Fixons

un tore maximal T de G, une mesure de Haar dg sur T(F)^G(F), et un ca-

ractère œ de Z(F), et notons C(T ,0)) l'ensemble des fonctions sur T »

localement constantes, se transformant par ù) sous Z(F), et à support compact

modulo Z(F). A toute fonction f dans C(T ,h)) on associe son intégrale

orbitale F(f) qui est une fonction sur T définie par

F(f)(t). f ^g'̂ dg pour t € T .
T(F)^G(F) reg

Comme dans [Fa, lemmes 2.1 à 2.3] on démontre le fait suivant (voir aussi [Vi]).

P W^T)
Lemme. Pour f €CCT ,0)). on a F( f )€C(T ,,œ) ' , et toute fonction de———— reg reg

C(T ,u)) invariante par W(T) est obtenue.

4.13. Les résultats du n° 4 .12 sont également vrais si l'on remplace G par

G', et T par un tore maximal T' de G'.
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Nous voulons maintenant comparer les intégrales orbitales pour G
et G* • Choisissons une mesure de Haar dx sur F • Cela détermine des
mesures de Haar, encore notées dx, sur M^(F) et rf*? Si N désigne la
norme réduite de D à F , on peut prendre sur G(F) la mesure de Haar
——dx—- et sur G* (F) la mesure de Haar —d̂ - . On dit que ces mesures
|detx Ip INXJF
sont associées (elles le sont au sens de Jacquet et Langlands [ J L ] , § 1 4 ) .
On identifiera le centre de G' à Z et on mettra sur Z(F) la mesure
de Haar ̂  .

Si T € T et T* € T* sont deux tores isomorphes, on mettra sur
T(F) et T ' ( F ) des mesures de Haar se correspondant par un isomorphisme
de T et T' , et on mettra sur T(F)^G(F) et T'CD^G'CF) les mesures
quotients.

Si f et f sont des fonctions localement constantes sur G^ et

G* respectivement, se transformant par u sous Z(F) , et à support com-

pact module Z(F) , on dira que f et f* ont les mêmes intégrales orbi-

tales» si pour tout choix de tores T € T et T* € T* isomorphes, notant
r G*

f (resp. f_.) la restriction de f à 1 (resp. de f à Ty ) »
TJ/T^ U^T*^

les fonctions F ( f ) € C ( T . ( A ) ) ' ' et PCf-^ECCr . 0 ) ) ' ) se corres-
W(T) W(T ' )pondent par l* isomorphisme canonique de C(T ,o>) et C(T' ,(A))

4 . 1 4 . Les préliminaires locaux étant acquis, revenons au cas global, où

(*) Si dx est autoduale pour ^, la mesure obtenue sur M^(F)(resp. P)
est la mesure de Haar autoduale pour le caractère ^ oTr, (resp. pour le
caractère ^ oTr«, où Tr- désigne la trace réduite de D à F ) .
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G est le groupe GL(3) sur le corps global F, G* le groupe des éléments
inversibles d'un corps V de degré 9 sur F et de centre F. Comme en 4 . 6
on fixe un caractère unitaire h) de Z(F)\Z(Ar) • Notons S l'ensemble
des places de F où P n'est pas déployée : ces places sont finies, et en
nombre fini valant au moins 2.

Nous fixons un caractère ^ non trivial du groupe additif F"<Ar» pro-
duits des caractères locaux V (sur F ) . Pour chaque place v de F, on met
sur F la mesure de Haar autoduale pour f , d'où l'on déduit des mesures de
Haar sur Z(F^), G(F^). G'(F^) et Z(Ap) , G(Ap) . G ' ( A p ) . et des mesures in-
variantes sur les espaces quotients considérés.

Nous considérons des fonctions f sur G(Ap) » f sur G ' ( A r ) » produits
de fonctions locales f et f» auxquelles on impose les conditions suivantes :

i) Pour tout v» f et f sont lisses, se transforment par œ sous Z(F )
et sont à support compact modulo Z(F ) •

ii) Pour presque toute place v,f (resp. f) est égale à la fonction f°
introduite en 4.7 (resp. la fonction correspondante pour G ' ) .

iii) II existe une place w^S telle que f et f soient des coefficients
de représentations cuspidales.

iv) Pour v € S , f et f ont leur support dans l'ensemble des éléments
réguliers elliptiques.

4. 1 5 . Pour de telles fonctions f et f, on peut appliquer la formule des
traces obtenue en 4 . 9 . Nous disons que f et f se correspondent si

i) pour v î S , il existe un isomorphisme de G et G' transformant f
en f (ceci est compatible avec les conditions ii) et iii) de 4.14)

ii) pour v € S , f et f ont les mêmes intégrales orbitales au sens de
4. 1 3 .
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L'expression donnant trp°(f) est une somme de termes indexés parG
Y € F » celle donnant trp^Cf) somme de termes indexés par Y* € F* .G

On peut supposer que T ne contient que des éléments qui restent elliptiques
réguliers dans G pour tout v € S . Mais on voit alors facilement que si

pour chaque Y^r» on choisit Y* dans G* ( F ) ayant même polynôme
caractéristique sur F que y , alors on peut prendre pour F* l'ensemble
des y* • Alors, Z et Z , sont isomorphes et on a

l^(F) : Z^(F)] " [Z^.(F) : Z ^ . ( F ) ]

par le théorème de Skolem-Noether.

De plus, comme f et f se correspondent, on a, pour toute place

v de f .

J f(g ' lYg)dg • J f'Cg'^dg .
V^"^ ^y)-^)

d*où le résultat

(*) trpç(f) • trpç.a') .

4 . 1 6 . Nous voulons appliquer cette formule à la preuve de la surjectivité
de TT : P ° ( 3 ) -»• A ° ( 3 ) . Par un argument de torsion par un caractère non
ramifié utilisé en 4 . 3 , il suffit de prouver que toute représentation cuspi-
dale unitaire TT € A ° ( 3 ) est atteinte. Plaçons-nous dans la situation de
4 . 6 , avec les notations y introduites. Choisissons une représentation auto-

o
morphe cuspidale n - ® II dans L (G,u) telle que n se transforme
en TT via 1'isomorphisme de F et F . On supposera de plus que pour
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v € S , II est cuspidale, ainsi que II pour une place v fixée hors de
S . Tout ceci est loisible d'après l'appendice 1.

On considère des fonctions f et f' comme en 4.15, se correspondant.

On suppose de plus que g <—*• f (g ) est un coefficient de n

2 2 2On sait que L (G,(*0 comme L (G',ûQ (" L (G',U))) se décomposent

en somme directe de représentations irréductibles H » chacune apparaissant

avec multiplicité finie m(n) • De plus cette multiplicité vaut 1 dans le

cas de L^G.O)) (voir [GGP, p. 83 ] et [JS, Thm. 4.8]).

4 . 1 7 . Soit T l'ensemble des places où n est ramifiée. On a Se T e t w € T .
Utilisant le théorème d'indépendance des caractères dans le cas non ramifié
(théorème 4.2 de [Fa ] ) , on déduit de la formule (*) de 4.15 qu'on a

n tr n (f ) - z m(n') n tr n,(D
V€T n'ex^di) V€T v v

où la somme de droite» absolument convergente, porte sur l'ensemble X_(n)
5

des représentations n' -911' intervenant dans L (G',a») et telles que

n' et n soient équivalentes pour v pris hors de T .

Utilisant alors le théorème 5.2 de [Fa ] , qui donne l'indépendance
des caractères dans le cas général, on déduit qu'on a

n tr n (f^) - E m(n ' ) n tr n ' ( f ' )
v€SU{w) • "'^SUCw}00 v€SU(w} v v

(ces arguments sont standard; nous renvoyons à [Fa] §6 pour les détails).
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Mais pour v « w , f est un coefficient de IT . On a donc

tr n^(f^) - 0

si II* n'est pas équivalente a n et

tr ^(fl») - tr V^)

sinon. On a donc

n trn ( f ) • s m ( n ' ) n tr n ' ( f ) .
v€S v v n'€Xg(n) v€S v v

4 . 1 8 . On montre au numéro suivant, en utilisant les résultats de l'appendice 3 de
cet article , que l'on peut choisir les f de sorte que le terme de gauche
soit non nul. On en déduit que la sonne de droite est alors non nulle.
L'ensemble X (n) est alors non vide. Si n ' € Xg(n) alors n^ est équiva-
lente à n pour v (É S . Par suite n* n'est pas de dimension 1 , et on
peut appliquer à n' la théorie de [JPS1], rappelée en 4 . 6 . On obtient
alors une représentation n"' dans L^(G,U)) telle que 11̂  et n̂  soient
équivalentes pour v f S ; par suite du théorème fort de multiplicité 1 , on a
n" - n. De plus, on a alors n - TT? W) pour v € S ; en particulier

V Xn * ïïr> ( n ' ) et TT « TT-(T) où T est la représentation de D déduitea v a D
de n' par l'isomorphisme de V et D . Ceci prouve la surjectivité de

Cl (X

^D •

4 . 1 9 . Prouvons le fait utilisé au numéro précédent, que l'on peut choisir
les f pour v 6 S , de sorte que tr n^(f^) ^ 0 . Pour plus de commodité.
nous omettrons, dans ce numéro seulement, l'indice v . Le résultat de
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l'appendice 3 montre que,sur l*ouvert des éléments elliptiques réguliers de
G , la distribution tr-n coïncide en fait avec une fonction
\ qui est une constante non nulle T au voisinage de l'élément neutre.
Si on choisit un ouvert !ï de G formé d'éléments elliptiques réguliers de
G » et suffisamment proche de 1 pour que \ soit égal à r sur Çt » et
qu'on définisse la fonction f par

f(g) - 0 si g t S2Z

f(gz) - aT^z) si g € !i , z € Z .

on a alors

tr n(f) - r^ voKZft/z) ^ o .

4.20. Il découle des résultats de H. Carayol rappelés en 5 . 1 que ir̂  donne
en fait une bijection de P ° ( 3 ) sur A ° ( 3 ) donc une bijection de P(3) sur
A 2(3) » ensemble des classes de représentations de A(3) essentiellement de
carré intégrable. Pour la commodité de l'exposé, nous tirons dès maintenant
les conséquences globales de ce fait. Comme nous n'utiliserons pas ces résultats
dans la suite, nous ne ferons qu'esquisser les démonstrations.

4.2 1 . On se place dans la situation globale de 4 . 6 . Ainsi, on a fixé un corps
global F , un corps V de centre F et de degré 9 sur F , un caractère
unitaire u du groupe des classes d'idoles de F . On note S l'ensemble
fini des places (finies) où P n'est pas déployée. A tout composant T de
L 2^,!!)) de dimension > 1 , on a attaché un composant n - ̂ pCO de

L^G.u) , où G désigne le groupe GL^ sur F . Le composant n est

^ i.e. sur les fonctions f dont le support est contenu dans cet ouvert.
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caractérisé par le fait qu'on a n • T pour toute place v ( S , sauf
peut-être un nombre fini (en identifiant V^ et GL(3,F^) pour v ( S) .
En fait on a n " T pour toute place v ( S , et n - ffp (T^) pour toute
place v dans S .

Remarque. Un composant de L (f^iu)) de dimension 1 est de la forme y o N
où x est un caractère du groupe des classes d*idoles de F vérifiant
X3 • <*> » N désignant la norme réduite de P/F . On lui associe la représen-
tation automorphe irp(x ° N) de G de composantes x̂  e det en v ( S
et TTp (x e N) • x • St en v € S (où St̂  est la représentation de

v
Steinberg de G ) .

4.22. Théorème fort de multiplicité 1 pour V .

Grâce à la Proposition 5 . 1 (bijectivité de TT ) on voit que si T et»•
T' sont deux composants de L (P^o») de dimension > 1 » tels qu'on ait
, ( 7 - ) • TT^CT*), alors on a T - T̂  pour toute place v de F et par suite
T et T* sont équivalentes.

2 xPar suite, si T et T* sont deux composants de L (P ,<*)) , de dimen-
sion quelconque, tels que T̂  - T̂  pour presque toute place v de F . alors
on a T * T* pour toute place v de F (Théorème fort de multiplicité 1
pour f^) . Cela découle du Théorème fort de multiplicité 1 pour L^(G»œ)
et du résultat précédent si T et T1 sont de dimension > 1 ; si T et T*
sont de dimension 1 , cela découle de théorèmes bien connus sur les caractères
du groupe des classes d'idoles de F ; si T est de dimension 1 et T* de
dimension > 1 . alors ^i^7'*) e»t cuspidale^ donc ses composants sont géné-
riques. et ne sont pas de dimension 1 si v ( S : on ne peut donc avoir
T • T* pour aucun v ̂  S .v v
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4.23. Un cas particulier du théorème faible de multiplicité 1 sur P " .

On peut prouver que si T est un composant irréductible de L (P ,o) )
et qu'il existe une place w hors de S telle que T soit cuspidale,

2 xalors T apparaît avec multiplicité 1 dans L (P , ( . 0 ) . Donnons une esquisse
de la démonstration. On pose 11= 7T^(T). On peut utiliser la formule des
traces comme en 4 . 1 6 et 4.17 et déduire une égalité :

n trn (f ) = 2; m ( n ' ) n t r ( n * ( f ) ) .v€s v v n'€Xg(n) v€s v v

où les fonctions f sur G et f sur P sont localement constantes,
se transforment par oT sous Z(F ) , ont leur support compact module Z(F^)
et contenu dans l'ouvert des éléments réguliers elliptiques, et ont les mêmes
intégrales orbitales au sens de 4 . 1 3 . .

Mais on a vu au numéro précédent que X-,(II) ne comporte qu'un seul élé-
0

ment qui est T. On va prouver aux numéros suivants qu'on peut choisir f

et f, pour v € S , de sorte qu'on ait

tr n (f ) » tr T ( f ) i- 0. (pour tout v ç S)

Cela implique bien qu'on a m(T) « 1 .

2 xRemarque. Il est clair qu'un composant de L (P ,o)) de dimension 1 intervient

avec multiplicité 1 .

Le théorème faible de multiplicité 1 sera vrai pour toutes les représen-
tations de L (P^O)) (et prouvé par la démonstration précédente) pourvu que
l'on sache que la formule 4 . 9 donnant Tr p ° ( f ) est valable si, au lieu de
supposer qu'en une place finie v . , f soit supercuspidale et qu'en une place

• v!
v», f ait son support dans l'ouvert des éléments elliptiques réguliers, on
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suppose qu'en deux places finies distinctes v et v « , f et f ont
' - v } "2

leur support dans l'ouvert des éléments elliptiques réguliers. Une telle for-y
mule des traces est annoncée sans démonstration dans [Ar2], quand F est de
caractéristique 0. Il ne fait pas de doute qu'elle est également vraie si F
est un corps de fonctions.

4.24. Nous allons énoncer dans ce numéro un résultat local qui implique trivia-
lement l'énoncé dont on a besoin en 4.23. On fixe donc un corps gauche D de
centre F et de degré 9 sur F. On note G le groupe GL«(F), Z le cen-
tre de G ou D̂  a) un caractère de Z « F . Soit -ff€A(3) essentielle-
ment de carré intégrable, de caractère central œ. Si TT est cuspidale, on
sait que la distribution tr •iï sur les fonctions f€C(G ,œ ) est donnée
par une fonction localement constante x̂  : t r ir(f) 2 J f(g)X^(g)dg*« si ÎT

Z^G ̂
n'est pas cuspidale, alors il existe un caractère \ de F tel que -ff « x • St
où St est la représentation de Steinberg de G, et la distribution trTT
est donnée, comme précédemment, par la fonction localement constante

\' ydet.

Dans tous les cas, le résultat de l'appendice 3 montre qu'au voisinage de
1 , cette fonction Y est constante, de valeur F • d(St) . La fonction y^
est bien entendu invariante par conjugaison et peut donc aussi se considérer
comme une fonction sur l'ensemble P des polynômes de degré 3, à coefficients
dans F, irréductibles unitaires et séparables (cf. 4 . 1 1 ) .

Une représentation T de P(3) est de dimension finie, donc possède un
caractère X » q"1 est une fonction localement constante sur D . La distri-
bution trT est donnée par la formule t r ï ( f ) - j^Qxf(g)X^(g)(ig• La fonc-
tion )L. est aussi invariante par conjugaison, et on peut donc la considérer

*) On note C(G ,û)~ ) (resp. CCD^oT ) ) l'espace des fonctions localement cons-
tantes sur G (resp. D^, se transformant par h)~^ sous Z, et à support compact
module Z.
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également comme une fonction sur P.

Théorème. Soient T € P(3) et TT € A (3) , (rr essentiellement de carré
intêgrable) ayant le même caractère central œ . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes

1) TT = TT^(T) .

2) tr Tï(f) « trT(f ' ) où f € . (G •oT1) et f 'C 'D^oT1)

ont les mêmes intégrales orbitales.

3) x " X comme fonctions sur P .

Remarques. H L'équivalence de 1 et 3 est vraie, même si on ne suppose pas

que T et TT ont le même caractère central. En effet x^(resp. x^) se

transforme sous Z par le caractère central de v (resp.-r) : X^(zx) •(^(z)x(x)

pour z € Z , x € G

2) II découle immédiatement de ce théorème que les relations

d'orthogonalité des caractères [HC p. 92] , valables pour des représentations

unitaires de D^-. le sont aussi pour des représentations de carré intêgrable

de GL(3,F) .

4.25. Indiquons un schéma de démonstration. L'équivalence de 2) et 3) découle
facilement des formules d'intégration de Hermann Weyl [HC p . 86, lemme 4 . 2 ] .
Si on sait que 1 ) implique 3) on a l'implication réciproque car si on a
y. - x sur P . écrivant TT - ^r/f') . T ' C P ( 3 ) . on obtient x^ • X^t
sur P ( si 1 ) implique 3 ) ) , d ' o û T « T* grâce aux relations d'orthogonalité
des caractères pour D^ (on se ramène aisément au cas où a» donc T et
TT sont unitaires). Il reste donc à prouver que 1 ) implique 3 ) . Mais on se
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place alors dans une situation globale 4 . 2 1 , où on suppose donnée une
place a € S telle que P " D , . et une représentation T dans L (P , œ )
telle que T - i . On utilise alors la formule (*) de 4.23, en fixant les
f et f* pour v € S^{a} de sorte qu'on ait

tr n^(fy) ^ 0, tr Ty(f^) ^ 0 .

On en déduit alors l'existence d'une constante À ^ 0 telle que, pour

f € C ( ( G ) ,^~})et f € C C C D * ) , ^ payant mêmes intégrales orbitales, onci ex c (x oi u e u
ait

tnr(f ) -À t rT ( f ' )a a

d'où x • Xx sur P .

Mais on a»près de l'élément neutre,

. d(^)^ zisty

et ^ - dim(T) .

Or, si on choisit la mesure de Haar sur Z^G de sorte que d(St) • 1 , la
mesure de Haar associée sur Z^D est telle que le degré formel de T
coïncide avec sa dimension. Par la proposition 5 . 1 , on a donc d(lT) = dimT
On en déduit que \ vaut 1 , ce qui termine la preuve du théorème 4.24.
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5. Représentations très cuspidales,

5 . 1 . Soit D un corps de centre le corps local F et de degré 9 sur F. Nous
avons vu au chapitre précédent que tout élément i r € A ° ( 3 ) est de la forme TT»t(T)
pour un élément T de P ° ( 3 ) . Ce fait va nous permettre de montrer (proposition
5 . 1 ) que les éléments minimaux de A ° ( 3 ) sont ceux considérés par H. Carayol [Ça]
et que nous dirons très cuspidaux; c*est-à-dire que, si TT est un élément minimal
de A ° ( 3 ) , il existe un sous-groupe fermé H de GL(3, F ) , en contenant le centre,
et dont l'image dans PGL(3,F) soit un sous-groupe compact maximal de PGL(3,F), et
une représentation p de H, très cuspidale au sens de Carayol, telle que TT soit
la classe de représentations cuspidales de GL(3,F) obtenue à partir de p par in-
duction compacte de H à GL(3,F).

Le reste du chapitre est consacré à une étude précise des représentations très
cuspidales des groupes H. En 5.2 nous renvoyons à l'appendice 4 le cas des éléments
minimaux de A ° ( 3 ) d'exposant multiple de 3, c'est-à-dire le cas où on peut prendre
pour H le groupe F GL(3,0_); ce cas facile, essentiellement, est déjà traité dans
la littérature [ G e 1 ] .

Le cas des éléments minimaux de A ° ( 3 ) d'exposant premier à 3 est examiné dans
le reste du chapitre. De 5.3 à 5 . 6 , on rappelle la notion de représentation très cus-
pidale des groupes H correspondants.

En 5 . 7 , nous énonçons quelques rappels de la théorie de Clifford qui nous se-
ront utiles pour la construction explicite de ces représentations très cuspidales,
construction qui est effectuée de 5.8 à 5.17 et dont les résultats sont résumés en
5 . 9 et 5.18.

Le reste du chapitre est consacré au calcul des facteurs e()(Tr), pour
^

Tr€ A ° ( 3 ) et x€F . Les résultats en sont résumés en 5.23.
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Proposition 5 .1 . a) Soit D un corps de centre le corps local F, de degré 9

sur F. Alors l'application 7T_ définie au chapitre 4 donne une bijection de

P°(3) sur A°(3). Pour T€P°(3) et TT « ^(ï)» les degrés formels de TT

et T par rapport à des mesures de Haar associées (cf. 4.13) sont égaux.

b) Tout élément minimal de A°(3) est très cuspidal (i.e. est

un de ceux considérés dans [Ça]). Tout élément de A°(3) est obtenu à partir

d'un élément très cuspidal par torsion par un caractère de F . Si 'iï€A°(3)

est minimal et si y € F , on a

a(x-iï) = sup(3 a (\) , a(ir)).

Démonstration. On a prouvé au chapitre précédent que l'application

^ ; p°(3) —^ A°(3) est une surjection qui conserve les caractères centraux et

les facteurs e. De plus T€P°(3) est minimal si et seulement si TTp(ï) l'est.

Mais pour a€lN et b € C donnés, le nombre d'éléments très cuspidaux Tr€A°(3)

vérifiant a(ir) =a et œ (îîp.) «b est, d'après la proposition 8.3 de [Ça], égal

au nombre d'éléments minimaux T de P°(3) vérifiant a(T) * a et (^(Sip)^.

Il en découle que les éléments minimaux de A°(3) sont tous très cuspidaux (d'où

la première assertion de b)) et que chacun d'eux est image d'un seul élément mi-

nimal de P°(3). Comme l'application TTp est compatible à la torsion par les ca-

ractères de F", on en déduit facilement la première assertion de a). Il suffit

évidemment de prouver la seconde assertion de a) pour T et -ff minimaux, auquel

cas il est prouvé dans [Ça § 5 et 6] que le degré formel est déterminé par l'expo-

sant (minimal), et les calculs montrent alors l'égalité [cf. Ça § 7].

La seconde assertion de b) découle trivialement de la première, et la troisiè-

me assertion découle de l'assertion analogue

a()(ï) » sup(3a(x) , a(-r))
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pour tout élément minimal T de P ° ( 3 ) et tout caractère \ de F*, ce qui dé-
coule des précisions sur les exposants des éléments de P(3) données en 4.2.

5.2. Les éléments de A ° ( 3 ) d'exposant minimal multiple de 3 seront dit non ra-
mifiés (cette terminologie peu orthodoxe est cependant commode et possède la justi-
fication que ces éléments sont construits à partir de caractères de l'extension non
ramifiée de degré 3 de F dans F cf. appendice 4 ) . On voit en fait facilement
que les représentations très cuspidales de [Ça] sont en ce cas obtenues par les cons-
tructions de Gérardin [ G e l ] . Cela est prouvé dans l'appendice 4, et on en tire le
résultat suivant :

Théorème 5.2. Pour chaque élément o de G ° ( 3 ) d'exposant minimal multiple de 3,
7r(o) existe» et on obtient ainsi une bijection a (—> "iï(o) de l'ensemble des élé-
ments de G ° ( 3 ) d'exposant minimal multiple de 3 sur l'ensemble des éléments de
A ° ( 3 ) ayant la même propriété.

5.3. Comment sont obtenus les éléments de A ° ( 3 ) d'exposant premier à 3 ? Ces
éléments sont minimaux d'après la formule de la proposition 5 . 1 b ) , et sont par
suite très cuspidaux, i.e. donnés par les considérations de [Ça]» que nous déve-
loppons de 5.3 à 5.5.

Soit V un espace vectoriel de dimension 3 sur F. Nous allons construire
des (classes de) représentations cuspidales du groupe G des F-automorphismes
de V. Tout choix d'une base de V permet d'identifier G à GL(3,F) et ainsi,
à partir d'une représentation cuspidale de G, d'obtenir une représentation cus-
pidale de GL-(F), dont la classe dans A ° ( 3 ) ne dépende pas du choix de la base
de V. Il s'agit donc bien d'.une construction d'éléments de A ° ( 3 ) .

On notera M l'algèbre Endp(V) dont G est le groupe des éléments inver-
sibles, Tr et Det la trace et le déterminant dans M, et Z le centre de G
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que l*on identifiera parfois à F .

Un réseau dans V est un -̂.-module libre de rang 3 dans V. Une ligne de

réseaux dans V est une suite L- (L . ) . -— de réseaux dans V vérifiant

a) L^=>L^ pour i € Z ;

b) L^ « '^vLi P0111" i€2z;

c) L./L. , est un espace vectoriel de dimension 1 sur k-.

Une ligne de réseaux correspond donc à une chambre de l'immeuble de PGL(V)

et le groupe G est transitif sur les lignes de réseaux.

Soit L une ligne de réseaux dans V. Nous allons définir des groupes atta-

chés à L, notés avec un indice L*); nous nous permettrons de supprimer l'in-

dice L si aucune confusion n'en résulte*

On note H° le fixateur de L dans G; c'est l'ensemble des x € G tels

que xL. • L. pour tout i€Z . On note H- le stabilisateur; c'est l'ensemble
1 1 L

des x € G tels que pour i €Z , il existe j( i)€Z vérifiant XL.m ^mî on

voit facilement que i h->- j(i) est une translation : j(i) • i+j pour un entier

j . On peut trouver un élément z- de H- tel que j vaille 1 pour x • z (on
«a ^

peut même imposer à z de vérifier z " fa)- 1..); pour tout choix d'un tel élément

z H- est le produit semi-direct de H° par le groupe engendré par z^.

Pour tout entier m, on note A°1 l'ensemble des éléments x de M tels que

xL.cL. pour tout i€Z
1 l+TO

Alors A° est une sous-^-algèbre de M, dont H° est le groupe des éléments in-

m m o o m
versibles. Pour tout entier m on a A - ' ^ ^ T " ̂ z T •

*) Le lecteur remarquera que si l'on effectue une translation des indices dans une
ligne de réseaux, on obtient uœautre ligne de réseaux» mais les groupes correspon-
dants ne changent pas.
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Pour tout entier m^ 1 , on pose H°« 1+A?'» alors H" est un sous-groupe

distingué de H- et on obtient ainsi une filtration décroissante séparée de H .̂

Pour tout entier m, on a

TrCA")» pt^2)/3! (où [ ] désigne la partie entière)

et, pour m^ 1 ,

DetOÇ)= I.P^733.

5.4. Tout choix d'une uniformisante S y de F permet d'identifier L^ et L^

pour tout entier i. Pour i et m entiers, notons D î) l'espace vectoriel

Hom. (L./L. .,L. /L. ^ ) qui est de dimension 1 sur ky; alors D^(i) s'iden-

tifie à ^(1+3), et cette identification est canonique i.e. ne dépend pas du choix
L

de 3 . On identifiera donc ces espaces, qu'on notera D î) pour i € 2 / 3 2 . On

a alors un isomorphisme naturel

A? /^ 1 - • ^u " i€2/32 L

Le groupe IL agit par conjugaison sur A" / A""*"1 (ZH^ agissant trivialement)

en permutant les trois droites iÇd). Si x € H^ est donné, on peut toujours choi-

sir une base de chacune des droites D^d) de sorte que x agisse par une permu-

tation (paire) des coordonnées dans la base ainsi formée de A^ / A^ .

Notons [ ] le crochet de Lie dans M :

[x,y] at xy-yx

On a, pour m et m' entiers. [A^. A^'] cA""^1. d'où une application

A?/A®'*'1 xA^/A®*'* '1 —> A®4111* /A"'*'1111'*'1, qu'il serait facile d'écrire en termes

de la décomposition en droites D. En particulier, pour m=m', on a une appli-
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cation k-bilinéaire antisymétrique A"/A"*1 x A"/A"*1 --^ A^" I A^"*1, qui dé-

finit un isomorphisme

A^A^A^/A^1)?^-/^1 .

m+1
5.5. Soit m un entier. On dit qu'un élément u de A, / A. est cuspidal si

m est premier à 3 et que pour i € Z / 3 2Z l'image de u dans D-(i) est non

nulle. Par extension (et abus) on dira d'un élément u de M qu'il est L-cus-

pidal s'il existe un entier m tel que u appartienne à A" et que la classe
_ ni+1

de u dans A- / A. soit cuspidale.

L'action par conjugaison de H- transforme éléments L-cuspidaux en éléments

L-cuspidaux.

Les faits suivants nous seront utiles.

A) Soit u€G; posons m» v-, ( Det u ) ; alors les conditions suivantes sont équi-

valentes :

a) u est L-cuspidal;

b) u€H^ZH°;

c) 3^m et z-^uEA0;

d) 3'Tm et uGA"

B) S.i u € G est L-cuspidal alors tout élément de u H° l'est aussi.

C) Si u € G est L-cuspidal, l'extension F[u] engendrée par u est de degré 3

et elle est soit inséparable soit séparable totalement ramifiée [Ça, prop. 3.3].

De plus, on peut reconstituer L à partir de u, à translation près des indi-

ces : dans F[c] on dispose de la ligne de réseaux (Ppîçi)^ç 3 ; tout choix

d'une base de V comme F[c]-espace vectoriel (de dimension 1) donne une ligne

de réseaux dans V qui n'est autre que L à translation près des indices. On

a donc une notion d'élément cuspidal de H.
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D) Si u et u' sont des éléments L-cuspidaux de G conjugués dans G, ils
sont conjugués dans Ĥ  [Ça, prop. 3 . 4 ] .

E) Soit u un élément L-cuspidal de G, et posons m» v? ( Det u ) . Soit r
un entier ^1. Pour l'action par conjugaison de Ĥ  sur A^ / A^ le sta-
bilisateur de la classe de l'élément u de A" est Flu]"!^ [Ça, prop. 3 . 6 ] .

5 . 6 . Nous disposons sur le groupe additif F d'un caractère non trivial l̂  fixé.
Notons v son exposant. Sur M on dispose alors du caractère additif non trivial

ip o Tr. L'accouplement

MX M —> C*
(x.y) h-̂  ̂  o Tr(xy)

met en autodualité le groupe abélien localement compact M. Pour tout entier m.
m —m—2—3vl'orthogonal de A, est A^

Pour des entiers m et r vérifiant 2r^m^r^1. le groupe K^ / K^ est abé-
lien. naturellement isomorphe à A^ / A" (par l'application x h-^x-ly). Par sui-
te le groupe des caractères de K[ / K" s'identifie à A^0" / A^

Soit p une représentation admissible irréductible de H^. Elle est de dimen-
sion finie (IL étant compact module son centre), et, pour un entier m^2, trivia-
le sur le groupe K". Sur K " " 1 . elle se décompose en somme de caractères qui par
l'identification précédente correspondent à des éléments de

-m-2-3\) , -m-1-3v
\ ' " L

Soit m un entier ^2. On dit que p est très cuspidale de type m si p
est triviale sur K" et que sur K"" 1 elle se décompose en caractères correspon-
dant à des éléments cuspidaux de A^"2'3^ / A^1"^. (il suffit qu'un de ces élé-
ments soit cuspidal et tous le sont alors). Remarquons qu'on a forcément alors
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m^ 1 mod3.

Rappelons le théorème 4.2 de [Ça] :

Théorème 5.6. Soit m un entier, m^2, m^1mod3 , et soit p une représenta-

tion admissible très cuspidale de type m de H— Alors l'induite compacte de p

de H. à G est une représentation cuspidale minimale •nr(L»p) de G. Son ex-

posant est m+2. Si p et p* sont deux représentations admissibles irréduc-

tibles très cuspidales de type m de H-, alors -ff(L,p) et Tr(L,p') sont équi-

valentes si et seulement si p et p* le sont.

Comme nous l'avons vu, toutes les classes de représentations cuspidales mini-

males de G d'exposant m+2 s'obtiennent sous la forme Tr(L,p), et, faisant va-

rier m, on obtient toutes les classes de représentations cuspidales de G d'expo-

sant premier à 3.

Remarque. Si L' est une autre ligne de réseaux dans V, et que g € G est tel

que gL«L', alors on a H-,« g~ H- g. Si p' est la représentation de H ,̂

définie par p ' (x)= p(gxg~1) pour x€H^,, alors p' est une représentation

admissible irréductible très cuspidale de type m de H-, et Tr(L,p), -iï(L',p')

sont équivalentes. Remarquons aussi que g est défini à un élément de H^ près,

et que la classe d'équivalence de p' ne dépend donc pas du choix de g.

5.7. Nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre des résultats de la théorie

de Clifford, tels qu'ils sont résumés dans [DL, § 2]. Mais comme nous considérons

des représentations de groupes qui ne sont pas nécessairement finis, nous répétons

ici, dans un cadre plus général qu'il n'est nécessaire, les faits qui nous seront

utiles, en répondant parfois aux questions qui pourraient se poser naturellement

au lecteur. Le lecteur n'aura aucune peine à étendre à notre cas les démonstrations

classiques. Dans ce numéro, nous appellerons représentation d'un groupe G un ho-
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momorphisme p : G —•>• GL(V) de G dans le groupe des automorphismes linéaires
d'un espace vectoriel complexe de dimension finie. Les notions de morphisme, d'iso-
morphisme ou équivalenceçd'irréductibilité, d'isotypie, de complète réductibilité
sont les notions habituelles. Les représentations de G forment une catégorie
C ( G ) , qui contient la catégorie Cr(G) formées des représentations complètement
réductibles*^. Nous notons R(G) le groupe de Grothendieck correspondant, qui est
engendré comme 2-module par l'ensemble G des classes de représentations irréduc-
tibles de G.

Si H est un sous-groupe de G, on a un foncteur de restriction
Res : C(G) —> C ( H ) , p 1—> p., d*où un homomorphisme de groupes, noté de même

Res^ : R(G) —^ R(H). p (-^ pg.

Remarque 1 . Si H est distingué dans G, ou si H est d'indice fini dans G, et
que p appartienne à Cr(G), alors p.. appartient à Cr(H). Réciproquement, si
H est d'indice fini dans G, et que p€C(G) soit telle que p.. appartienne à
Cr(H), alors p est complètement réductible : p € Cr(G).

Si K est un sous-groupe d'indice fini de G, on a un foncteur d'induction
Ind̂  C(K) —^ C( G ) . défini de la façon suivante : si p : K —^ GL(V) est une re-
présentation de K, l'induite p de K à G est la représentation de G, par
translations à droite, dans l'espace des fonctions f de G dans V vérifiant
f ( k g ) " p(k) f (g) pour k € K , g € G .

On obtient ainsi un homomorphisme de groupes

Ind ° : R(K) —^ R(G).

*) Dans les numéros suivants nous n'aurons affaire qu'à des représentations complè-
tement réductibles.
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Remarque 2. a) Si p € C r ( K ) , alors p^CrCG).
b) Si H est un sous-groupe de G, alors pour tout élément p de

R ( K ) , on peut calculer Res Ind „ p par les formules de Mackey [Se2,7.4 ] . On
a également la loi de réciprocité de Frobenius [Se2,7.3 ] .

Si H est un sous-groupe distingué de G, alors G agit par conjugaison
sur C(H)^r(H),H et R ( H ) , (H agissant trivialement sur H et R ( H ) ) . Si
P : H —> GL(V) est une représentation complètement réductible de H, alors
pour tout T€H on note V le composant isotypique de V de type T. Si
Z(ï) désigne le stabilisateur dans G de T, alors V est stable par Z ( T ) ,
et on obtient donc une représentation p de Z(ï) sur V , dont la restriction
à H est isotypique de type T. Si p est la restriction à H d'une représen-
tation 0 de G, et si V est non nul, alors Z(ï) est d'indice fini dans G.

Soient a : G —> GL(V) une représentation complètement réductible de G, H
un sous-groupe distingué de G; notons p la restriction de o à H. Les consi-
dérations précédentes s'appliquent, p étant complètement réductible. Si TCH
est tel que V soit non nul, alors comme nous l'avons dit, Z(ï) est d'indice fi-
ni dans G, et par suite P7/-\ et sa sous-représentation p sont complètement
réductibles. La représentation induite p est une représentation complètement ré-
ductible de G et, si on choisit un ensemble T de représentants des classes de
H ïnodulo G , on a, dans R ( G ) , l'égalité

( x ) o« • p , où la somme porte sur les T€T tels que V soit non nul.
T€T T T

Dans la suite, nous n'utiliserons guère que la conséquence suivante de cette
égalité : si 0 est irréductible, alors les types des composants isotypiques non
nuls de sa restriction à H forment une orbite sous G; si T est un tel type,

p
alors p est irréductible et on a 0 = p .

o o
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5.8. Dans la suite de ce chapitre. jusqu'en 5.18, nous fixons la ligne de réseaux

L dans V et un entier m>2, m^ l mod 3 . Nous voulons construire toutes les

classes de représentations admissibles irréductibles très cuspidales de type m de

«L-

Pour la commodité de l'expression nous dirons désonnais : représentation au

lieu de classe de représentations, et une représentation très cuspidale de H^ sera

toujours supposée admissible et irréductible.

Comme en 2 .19, nous poserons m" n^+m" où m" « [m/2]. Nous verrons que

le cas où m est pair est beaucoup plus facile que l'autre cas.

Soit p une représentation très cuspidale de type m de H. Sa restriction

à H" se décompose en caractères, puisque H" /H" est abélien. Choisissons un
—m—2—3\)

de ces caractères n et choisissons en outre un élément c de A dont la

classe dans A"""2""3^ / f^~2'3^ corresponde à n. i.e. tel qu'on ait

+
n ( 1 + x ) « i^oTr(cx) pour x € A .

L'élément c est L-cuspidal, et d'après 5.5 E), le stabilisateur dans H

du caractère n est Fie]* H" . Par suite de la théorie de Clifford rappelée au

numéro précédent, p est l'induite à H d'une représentation irréductible de

Fie]* H" . dont la restriction à H"1 est isotypique de type n, et toute repré-

sentation irréductible de Fie]* H" , isotypique de type n sur H1" . induit à

H une représentation très cuspidale de type m.

5.9. Supposons d'abord m pair, et posons A « m* « m". Alors Ftc^Kern / Ker n

est central dans Fie]* H^ / Ker n, car si xeFic]*. y € A , on a

x(1 +y)x"1(1 +y)"1 CH^

et n(x(1 -^x^O +y)"1) « i|;oTr(c(xyx'1 -y))

« l|; ̂ rCCx^cx^y) « 1
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puisque x et c commutent.

Par suite les représentations irréductibles de FEc]*!! isotypiques de

& x fftype T) sur H ne sont autres que les caractères de F[c] H prolongeant

r\, et ils correspondent bijectivement aux caractères 9 de FEc]* prolongeant
^

la restriction de n à U r ,x i.e. vérifiant 6 ( 1 + x ) = ^ °Tr(cx) pour

x€Ppr -i . Réciproquement, soit c un élément cuspidal de M vérifiant

v (Detc) s - m - 2 - 3 v . Notons L(c) une ligne de réseaux attachée à c comme

en 5.5 C); comme L(c) est bien définie à translation près des indices, les grou-

pes IL/ <. et A - / s , ainsi que leurs filtrations, sont bien définis.

Un caractère de F[c] vérifiant

90+x ) " ^°Tr(cx) pour x € P" ,

sera dit compatible à c. A tout caractère 6 de F[c] compatible à c, on
x i, xassocie le caractère K(c,6) de F[c] H-/ . égal à 6 sur F[c] et vérifiant

< ( c . 9 ) ( 1 + x ) « ^oTr(cx) pour xEA^r ,.

Alors il est clair que l'induite p(c, 9) de K(c, Q ) à H, / \ est irréduc-

tible (cf. 5.7 remarque 3) et même très cuspidale puisqu'elle est triviale sur

H" v et que sa restriction à H"" x contient le caractère correspondant à l'élé-

ment L(c)-cuspidal c. L'induite compacte, de H-/ s à G, de la représentation

très cuspidale p(c, 0 ) sera notée ir(c,6); elle est cuspidale d'exposant m+2.

On a donc prouvé la partie a) du théorème suivant (où m est un entier pair et & « m/2).

Théorème 5.9. a) Les représentations très cuspidales de type m de H- sont les

représentations p(c ,6) , où c parcourt les éléments L-cuspidaux de M vérifiant

Vp(Detc)» - œ - 2 - 3 v et 6 parcourt les caractères de FEc]* compatibles à c.

Les représentations cuspidales de G d ' exposant . m •»• 2 sont les représentations
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•iï(c,9) correspondantes.

b) Soient c et c* deux éléments cuspidaux de M vérifiant

v-( Det c) « v-( Det c ' ) « -m-2-3v, 9 un caractère de F[c] compatible

à c, 0' un caractère de F[c*] compatible à c* . Alors on a

71(0,8)= 'iï(c',9*) si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) il existe un élément g € G tel que ^

gc 'g - 1 «cmodH^

(on a alors g Fie* ]' H^.^ g"1 . FEc^H^).

ii) t^c'^'Kg^xg) « K(c,9)(x) pour xeFEc^H^^ .

c) Avec les hypothèses de b) supposons en outre ^/p) * ^T{c ' ) '

Alors on a P(c,Q) " P^'^') si et seulement si les deux conditions suivantes

sont réalisées

i) il existe un élément g€H° ^ tel que

gc 'g^ «cmodH^

(on a alors gFic'^H^ g"1 « Fic]^^) .

ii) K(c',9 t)(g"'1xg)« K(c.9)(x) pour x CFic]1 ' H^^^ .

Remarque. Soient c un élément cuspidal de M vérifiant Vp(Detc)» -m-2 -3V ,
A

et 9 un caractère de Fie]* compatible à c. Soit c 1 un élément de cï4,(p^ •

On voit facilement qu'alors il existe un caractère 9* de Fie*] , compatible à

c', tel qu'on ait K(c,9)« «(c*^').

Il nous reste à prouver les parties b) et c) du théorème. La partie b) découle

de la partie c),du théorème 5.6 et du fait que G est transitif sur les lignes de ré-

seaux. La partie c) découle aisément de la théorie de Clifford (voir 5 . 1 8 pour le cas
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plus difficile où m est impair).

5. 10. Supposons maintenant, et jusqu'en 5 . 1 8 , que m soit impair, et posons

i* m1' (d'où m « A - 1 ; remarquons que m" est premier a 3). Plaçons-nous

dans la situation de 5.8, où l'on se donne une représentation très cuspidale p

de H^ et un élément L-cuspidal c de H. correspondant à un des caractères,

noté r(, composant de la restriction de p à H- • Le stabilisateur Z(ri) de
x Î.—1

ce caractère est F[c] H^ (cf. 5.5.F ), et p est l'induite à H- d'une re-
n

présentation K de Z(ri) isotypique de type r| sur IL . Posons

— x P.— 1 + x fi,
H « ^^pfel^L * ^ " ^^Ficl^L et cons hérons la suite exacte de groupes

1 —»• H'1'/ Ker (n) —>• H"/ Ker (n) —>• H'/ H'*' —^ 1.

Considérons également l'application (p .suivante, induite par le commutateur

dans H^"1

C p : H^/H^x H^/H^P^/P^

( 1 + x . 1 + y ) h-̂  Tr(c(xy-yx))

pour x € A ^ , y € A ^ . Quand on munit EL" / IL de sa structure d'espace vecto-

&—1 Ariel sur k-, provenant de l'isomorphisme canonique avec A- / A- , l'application

(p est une application kp-bilinéaire alternée.

Lemme 5.10. a) H"^/Ker (n) est central dans Z(r|)/ Ker (n).

A Jl—1 Ab) (p induit un accouplement non dégénéré sur H-/ U-r iH- .

c) Le commutateur dans H induit un accouplement 2Z -bilinéaire anti-

-- + Asymétrique non dégénéré de H / H dans H- / Ker (ri ) •

n ^ ^ a»^
Démonstration, a) Le commutateur d'un élément de H* et d'un élément de H"

est dans H. et donc est annulé par T}' Comme en 5.9 on voit que le commutateur

d'un élément de H5' et d'un élément de Ftc]* appartient à H5' et est aussi annu-
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lé par r|. Il reste à prouver que le commutateur d'un élément x de F U-r ,

fi.—1 fi.et d'un élément y de H. appartient à H et est annulé par n. Mais cela

A-1 &découle du fait que x agit trivialement par conjugaison sur H. /H. (car

x € F H- ) et d'un calcul analogue à celui de 5.9.

A—l ib) Nous voulons montrer que les éléments x de P-r , A- sont
0_1

les éléments de A- qui vérifient

Tr(c(xy - yx)) 3S 0 module P_ pour tout y € A -

fi.—l fi.Il est clair que les éléments de P-.r ..A- vérifient bien cette propriété.

On voit que ce sont les seuls de la façon suivante :

l'application k_ -linéaire

AT1/A? -> P^/P"^"L / \ F / "F

x h-̂  Tr(cx)

a pour noyau un sous-espace vectoriel de dimension 2 de A. / A. . Puisque i - 1

est premier à 3, on a un isomorphisme (cf. 5.4) A- : A (A, / A- ) ^ A" /A.

donné par le crochet de Lie, et le noyau précédent correspond à un sous-espace de

2 A—1 &dimension 2 de A (A- / A- ). L'orthogonal de ce sous-espace pour l'accouplement

canonique de A^A^/A^) avec A^/A^ dans A^A^/A^.) est de dimension 1
fi. fi,~1

sur k-, et est formé des classes module A- des éléments de A- que nous cher-
fi.—l fi- fi.

chons. Mais P-r iA , /A- est de dimension 1 sur k-, et on a donc la propriété vou-

lue.

c) La partie c) découle immédiatement de b) en remarquant que l'in-

clusion de IL dans H donne un isomorphisme de H / H avec H- / U-r -. HL .

Appliquons ce lenrae à notre situation, où on considère la représentation K
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de Z(n). Le sous-groupe F U_r -j est central et agit donc dans K par un ca-

ractère 9. On notera ri(c,0) le caractère de H prolongeant 9 et ri. Com-

me d'après c, l'accouplement sur H'*7 H" donné par (hp h^) 1—^ n(h. h, h"1 h"1)

est non dégénéré, il découle de [Ça 5.2] (ou de la théorie bien connue des groupes

de Heisenberg) que l'induite de r|(c,9) à H se décompose en q fois*) une même

représentation irréductible K(c,?) de H » de dimension q. De plus K(c,?)

possède trois prolongements non équivalents à Z(ri) se déduisant l'un de l'autre

par torsion par les 3 caractères de F[c] H- triviaux sur H . Ces prolonge-

ments sont les seules représentations irréductibles de Z(r|), isotypiques de type

r|(c,ï) sur H et, par suite, K est l'une d'entre elles.

5. 1 1 . Nous savons maintenant de quelle forme sont les représentations très cuspi-

dales de type m de H-. Réciproquement nous allons voir que toutes les représen-

tations de H. construites par la méthode obtenue en 5.10 sont très cuspidales de

type m.

Partons d'un élément cuspidal c de M vérifiant v ( Det c) » -m-2-3v

et considérons le caractère n de IL/ . donné par n (1+x) » ^oTr(cx) pour
Q "̂  x.

x € A - r i. Considérons aussi un caractère 9 de F U-r i compatible à c i.e. vé-

rifiant ?(1+x)« ^oTr(cx) pour x€U^^. posons H^ « Fx ̂ [cl ̂ (c) et

H~« ^^r 1^7 V Alors il existe un unique caractère nCc,?) de H"̂  prolon-

geant r\ et '9, et par le même raisonnement qu'en 5.10, on voit que l'induite de

nCc,?) à H~ se décompose en q fois une même représentation irréductible ic(c,?)

de dimension q; qu'il y a trois représentations irréductibles de Ftc^IL/ v iso-

typique de type n(c,9') sur H ; qu'elles se déduisent l'une de l'autre par torsion

par les caractères de Ftcl'H^" v triviaux sur H ; enfin que l'induite de chacu-

ne d'elles à HT / \ est une représentation très cuspidale de type m de H-/ x ,

*'» Rappelons que q désigne le cardinal de k_.
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dont l'induite compacte à G est une représentation cuspidale d'exposant m+2.

Remarquons qu'il y a trois façons d'étendre ? en un caractère 6 de F[c]

et que ces trois caractères se déduisent l'un de l'autre par torsion par les carac-

tères de FEc]* triviaux sur ^ll-r i ; de plus l'inclusion de Fie]* dans

Ficl'H^1 donne un isomorphisme Fie]*/ F" Uy^ ^ Fie]11 H^)/ H^. Il est donc

raisonnable de penser que le choix de 0 prolongeant ? permet de fixer un prolon-

gement K(c,6) à Ftcrii^ de la représentation K(c,î) de iÇ.

Nous verrons dans les paragraphes suivants, en examinant successivement les

cas où p>5, p«2, p«3*) que tel est bien le cas, pourvu que dans le cas p«3

on fasse l'hypothèse que 8 est strictement compatible à c, i.e. qu'on a

0( 1 + x) - ip ° Tr(cx) pour x € A , .

5.12 . Plaçons-nous donc dans la situation où on a fixé un élément cuspidal c de

M vérifiant v ( D e t c ) « -m-2-3v, et un caractère 6 de Fie]* compatible

à c. Notons ? la restriction de 9 à F^yr , et H^ le groupe

F* U 1^7^ î on a attaché à c et 0 une représentation <(c,0) de H^ de

dimension q : K(c,?) : H" —^GL(q,ff).

Notons H le composé de K(c,?) avec la projection canonique de GL(q,C)

sur PGL(q,C), et P l'image de K. Alors K induit un isomorphisme de

W°~1 U^iH^ sur P, qui est donc muni ainsi d'une structure d'espace vec-
FIcJ L(c)

toriel de dimension 2 sur k_.

On a un diagramme commutât if

*) Rappelons que p est la caractéristique résiduelle de F.
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HL^) /HL^c)x^)^L^c)^^1^

[< ^ ^

P x p -^ œ*

où f est l'application ZZ-bilinéaire alternée sur V induite par le commutateur

dans GL(q,C). On notera 4) l'accouplement k-bilinéaire alterné non dégénéré sur

P, à valeurs dans P^^/P^, déduit de (p.

Soient H l'image inverse de V dans GL(q,C), et R le normalisateur de

^. On sait [Ko1, théorème 3.1] qu'on a une suite exacte

1 —^ H —^ R —^ Sp(P,f) —^ 1

où Sp(P,f) désigne le groupe symplectique associé à la forme alternée f sur l'es-

pace vectoriel P sur F . Cette suite est canoniquement scindée si p est impair

[Ge2]. Le groupe symplectique Sp(P,ip) associé à la forme alternée ip sur l'espace

vectoriel V sur 14. est un sous-groupe de Sp(P,f) et si S désigne son image

inverse dans , on a une suite exacte

1 —^ H -^ S —^ Sp(P,(p) —>• 1.

L'action par conjugaison de c sur IL" î /^r ) définit un élément Y de Sp(P,5).

Pour toute extension K de K(c,?) à ^^ttTTc)» l'image dans R de <(c) se

projette sur Y dans Sp(P,f). L'élément Y est d'ordre 3 dans Sp(P,ip); en fait

l'élément c est dans le centre de Fie]* H - / N (lemme 5.10) et agit donc par le

scalaire 9(c) dans K(c,?).

5 .13. Supposons d'abord p impair distinct de 3. Alors le groupe R s'identifie au

produit semi-direct H»Sp(P,f) et donne donc une représentation fidèle de ce groupe

dite représentation de Weil. Le caractère de cette représentation n'est non nul que

sur les conjugués de CXSp(P,f).
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Soit j une racine cubique de l'unité non triviale dans une clôture algébri-
que de le-. Alors on voit facilement (par exemple en écrivant c sous la forme
z , / \ x où z / v est choisi comme indiqué en 5.3 et où x€H° v ) que l'en-
domorphisme y du k--espace vectoriel P a pour valeurs propres j et j . En
particulier le déterminant de y-1 comme élément de End_ (P) vaut
( ( j - 1 ) ( j - 1 ) ) où d désigne le degré de k- sur F . En particulier, on dé-
duit de [Ge2, théorème 4 . 9 . 1 ( a ) ] que la trace de y dans la représentation de
Weil vaut

trace(y) « (^^ (où (-) désigne le symbole de Legendre)
<l'où trace(y)- (J)^ ( | ) .

'w x t.— 1Montrons en outre que si K est une extension de K ( c , 9 ) à F[c] H-/ v ,
alors K(c) est conjugué sous H à un unique élément de R de la forme zy
avec z€C » y étant considéré comme un élément de K. En effet puisque l'endo-
morphisme y de P n'a pas de point fixe non nul, l'élément y de R possède y
dans ^j q conjugués sous H distincts, et ces conjugués s'écrivent sous la for-
me hy, où les éléments h de H obtenus ont des images distinctes dans P. Com-

5
me K(c) s'écrit sous la forme h y avec h €H et que P a q éléments, un de
ces éléments h (et un seul) diffère de h par un scalaire z, et K(c) est
bien conjugué à zy pour un unique élément z de C " .

Dans les conditions précédentes, on a

trace K(c) « z trace(y)
et z3. 6 ( c ) 3 .

On notera < ( c , 9 ) l'extension K de K(c,?) telle que la trace de K(c) vaille
9 ( c ) trace(y)» c'est-à-dire vaille ( j ) 6 ( c ) .
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5.14. Supposons maintenant que p vaille 2. Alors l'extension

1 -^ H —^ R —•>• Sp(P,f) —^ 1

n'est plus scindée canoniquement, ni même en général scindée. Mais comme précédem-

ment, on remarque que y est un élément elliptique régulier d'ordre 3 de Sp(P,f).

On peut alors mettre sur P une structure d'espace hermitien sur (F, de sorte que

y agisse par un scalaire, et que la forme f se déduise de la forme hermitieime i

sur P par la formule f(v,w)« i(v,w) - i(w,v) pour v,w€P. On dispose alors

(Ge2] de la représentation de Weil, dans GL(q,C), du groupe unitaire U(P,i) et mê-

me du produit semi-direct par H : on a un diagramme commutatif

1 —»- H —> HxU(P , i ) —>• U(P,i) —> 1
1$ 1 l

1 —^ H —^ R —————> Sp(P,f) —^ 1

De cette façon on considère Y comme un élément de GL(q,C). Il vient alors com-
«f X Î.—1

me dans le cas p^5, que si ic est une extension de ic(c,6) à F[c] H - / v ,

alors K(c) est conjugué sous H à un unique élément de R de la forme zy avec

z C Œ ' .

On notera <(c,6) l'extension K de K(c,?) telle que la trace de K(c)

vaille 6(c) traceCy). Comme la trace de y vaut (-1) où d« [k- : F^] par

[Ge2, Cor. 4.8.2] et que (-1) est égal à (|), la condition précédente signifie

comme pour p > 5 que la trace de y vaut

(|) e (c) *)

*) Si p > 5 et que 3 ne divise pas p- 1 , on peut aussi utiliser un groupe uni-
taire pour définir ic(c,9).
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5.1 5 . Supposons enfin que p vaille 3. L'extension

1 —>. H —^ R —^ Sp(P.f) —>• 1

est donc canoniquement scindée. Alors y est un élément unipotent de Sp(P,ip),
n'ayant qu'un vecteur propre à homothétie près. Notons W l'espace des vecteurs
de P fixés par Y, et W l'image inverse de W dans H.

Remarque. On voit facilement que W est l'ensemble des éléments de H qui commu-
tent à y, et aussi que ÎÏ est engendré par C et les commutateurs de y avec
les éléments de H.

Nous calculerons en 5.17 la trace de y ®t verrons qu'elle est non nulle.

»•>» x î—1Soit K un prolongement de < ( c , 6 ) à F[c] UT/C)* sl K^ est conjugué
sous H à un multiple scalaire de y (condition qui ne dépend pas du choix de < ) ,
alors on peut définir K ( c , 6 ) comme le prolongement de K(c,0) tel que c ait
pour trace 9(c) trace(y).

La condition précédente sur K(c) signifie que K(c) commute à W; comme
nous verrons en 5 . 1 6 , cette condition est une restriction sur le couple ( c , 6 ) .
Néanmoins, nous ne perdons aucune généralité, dans les constructions des représen-
tations très cuspidales de type m de IL/ s , en faisant cette restriction. En
effet K(c) se projette sur y dans S p ( P , f ) , donc il existe un élément g de
H 5 ' 1 tel que <(cg) » Çy avec CGC*. Posant c ' « cg. on a Ĥ ^ • ^(c')
et F i c ' ] * ! ! ^ ^ " F [ c ] X H - ~ 1 \ et on voit aisément qu'il existe un unique caractè-H,c; L(c)
re ?' de F^U-r , 1 tel qu'on ait K ( c ' , ? ' ) « K ( c , ? ) . Ainsi K est un prolon-
gement de K ( c ' , ? ' ) et < ( € ' ) commute à ÏÏ : la condition est donc vérifiée pour

K C c ' . ? ' ) .

5 . 1 6 . Exprimons cette condition en termes de c et 6 . Nous allons montrer qu'elle
équivalente au fait que 6 est fortement compatible à c, c'est-à-dire par défini-
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tion qu^n a

9 ( 1 + x ) - i|/<»Tr(cx) pour xeu^T1

En effet soit h^H^ tel que ic(h) €Ï i.e. h^c hc"1 CU^T1 H^ ..

Ecrivons h chc " 6(1+u) avec o€U-7 i et uSA-r •,. La condition sur

K(c) signifie que pour tout tel choix de h, on a

Kdi^chc""1)'6!

i.e. 6(6)lpoTr(cu) - 1 .

Comme on a également

^oTrCcOi^chc"1 - 1)) • 1

et ^oTr(cu(6-D) • 1

cela équivaut à 6(6)* ^ oTr(c(ô - 1 ) ) » condition qui est vérifiée par construc-

tion si o^U^r ,. En faisant varier h, on fait parcourir à 6 U~ , l'ensemble

A—1 £>des classes de U-^r i modulo U-r i et la condition imposée est donc bien que 6

soit fortement compatible à c.

5.17. Calculons maintenant la trace de y dans la représentation de Weil de

Sp(V.tp).

On a Vp (Si. *Det c ) • -v- 1 ; par suite on peut considérer la somme de

Gauss

G-,(Detc)- q"172 Z ip (S2^*1 . Det c . Ç2)
^ F

où» comme il est d'usage, la sonne sur e€k« signifie qu'on somme sur un système

de représentants dans 0 de k_.
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Proposition 5.17. La trace de Y dans la représentation de Weil de Sp(P,4>)

vaut q^G^Detc).

Démonstration. D'après [Ge2.théorème 4.9.1 d)3, on a

trace (y)- S <p(x,yx).
x€P/Ker(y-1)

Choisissons un élément t de A^ et posons y « S^c t . On a alors

yCA^1 . Choisissons t de sorte que c n'agisse pas trivialement (par conju-

gaison) sur y^tl]11^)- Alors l'image de 1 + y dans P engendre le ky-

espace vectoriel P/Ker(y- 1 ) et on a donc

trace(y)» I ^olpO+Çy. 1 + Ç c y c " )
Ç€kp

trace(y)- 1 ^ o Tr^^Y t c2 t c-1 - c3 t2 ))

^

Remarquant qu'on a c^Det c CUy^p on obtient

trace(Y) « Z ^ o Tr(Ç2 œ^ÎDet c •(c-1 t c2 t c"1 - t2)).
^

Choisissons une base de V telle que A^/A^) s'identifie aux matrices dia-

gonales (3,3) sur kp. c agissant par conjugaison en permutant circulairement

les coefficients diagonaux (cf. 5.4). Ecrivant t. (a^) dans A^/A^ avec

a,6.Y€k^ on trouve Tr(c-1 t c2 t c-1 - t2) = aB ̂ Y ̂ a- a2 - B2 - Y2 = -(Trt)2

mod Pp.

î — 1 £.
Dire que c n'agit pas trivialement par conjugaison sur yPFEc^Uc) si"

gnifie dans notre cadre qu'on a T r t ^ O m o d P p ; on peut donc choisir t de sor-

te que Trt vaille 1 , d'où le résultat.

5.18. Rappelons qu'on a fixé un réseau L. un entier m impair m^2 et qu'on a
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posé A » m . Pour tout élément cuspidal c de M vérifiant v-(Detc) «-œ-2-3v,

et pour tout caractère 6 de F[c] compatible à c (fortement compatible à c

si p vaut 3), on a défini une représentation irréductible »c(c,9) de F[c] H. / v ;

l'induite p(c,9) de K(c,9) à Hr/ \ es! une représentation très cuspidale de

type m de IL / s ; l'induite compacte 'îr(c,9) de p(c,8) à G est une représen-

tation très cuspidale d'exposant m+2 de G. On a prouvé la partie a) du théorème

suivant, où on rappelle que m est impair et A * (m+1)/2.

Théorème 5.18. a) Les représentations très cuspidales de type m de H, sont les

représentations p(c,9), où c parcourt les éléments L-cuspidaux de M vérifiant

v (Det c ) SB -m-2-3\/, et 6 parcourt les caractères de F[c] compatibles à c

(fortement compatibles à c si p vaut 3). Les représentations cuspidales d'expo-

sant m + 2 de G sont les représentations 'iï(c,0) correspondantes.

b) Soient c et c' deux éléments cuspidaux de M vérifiant

v (Det c ) s v (Detc' )« -m-2-3\;, 6 un caractère de F[c] compatible à c (for-

tement si p vaut 3), 6' un caractère de F[c'] compatible à c' (fortement si

p vaut 3). Alors on a Tr(c,6) « Tr(c',9') si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

i) il existe un élément g € G tel que

gc ' g'1 ï c mod U^cAc) (mod ^(c) si p vaut 3)

(on a alors g F [ c ' ] X H & .^ g"1 « ^^"^(c)^ et qui vérifie

ii) trace K(c ' ,9 ' ) (g'^g) = trace <(c,9)(x) pour xÊFEc ]^^ , . .

c) Avec les hypothèses précédentes, supposons en outre H^ ,v "^(c')*

Alors on a p(c,8) s p(c',9') si et seulement si les conditions i) et ii) de b) sont

vérifiées avec g € H°/ s.
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Remarques.

1 . La seconde condition exprime en fait, comme c'était le cas en 5.9, l'équivalence

de la représentation K(c,9) et de la représentation x I—»» K(c',6')(g xg) de •

FEc]*^'"1 groupe égal à g ̂ '^Tc^1 • Autrement dit la condition ii) équi-

vaut à la condition suivante, a priori plus forte :

iii) trace ic(c'.O'Xg^xg) • trace K(c,0)(x) pour xeFic]*!^^.

Cette équivalence découle de la remarque que la trace de ic(c,9) est nulle en de-

hors des conjugués d'éléments de Fic^lL, . et de la propriété analogue pour

K(c',9').

2. D'un autre côté, la condition ii) peut s'exprimer de façon plus pratique,̂  di-

rectement en termes de c et 6 (ce qui était immédiat pour la condition ii) de

5.9). C'est d'ailleurs sous cette forme que sera utilisé le théorème 5.18 au chapi-

tre 6, n° 6. La condition ii) s'exprime par la condition iv) suivante :

iv) pour xCFic ' ]* , yeFCc]* . z€H^ tels que g^xg- yz.

on a 6'(x)- e(y)4»oTr(c(z-D).

L'équivalence de ii) et iv) découle de la construction de ic(c,0) et K(c',8') :

on remarque que F^ r ,11^ v agit. dans K(c,9). par le caractère égal à 9 sur

F^ r , et donné par 2 1—^ ^oTr (c (z - 1 ) ) pour zÇH^^, et que les traces de

c et c sont connues en fonction de 6.

Passons à la démonstration du théorème. La partie a) a déjà été prouvée» et la par-

tie b) découle de la partie c), du théorème 5.6 et du fait que G est transitif

sur les lignes de réseau. Grâce à la remarque 1 il est clair que les conditions i)

et ii) de c sont suffisantes pour qu'on ait p(c,6) - p(c',6'). Si réciproquement

on a p(c,9) • p(c',6'), alors c et c' sont conjugués module H^^^ puisque
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les caractères correspondants de H^/ . interviennent tous deux dans p(c,9).

Il existe donc g€H^^ tel que »c(c,9) et x h-̂  <(c',9') (g^xg) coïncident
^

sur ^(c)' La théorie de Clifford appliquée au sous-groupe distingué H./ v de

H^^, impose qu'on puisse choisir g dans H-/ v , conjugant c* en
A-1

c module H^^ et vérifiant la condition iii) de la remarque 1 . On peut choi-

sir g dans H^(^\ puisque c stabilise K(c,9). Comme on peut en outre modi-

fier g par un élément de H^~^ , on voit, en suivant 5 .13 et 5 . 1 4 si p^3 ,

ou 5 . 1 5 si p«3 qu^n peut supposer que g conjugue c* en c, module

&—1 Si i
le groupe ^[^^(c) si P ^ 3 » modul() ^(c) si P '3 - La condition iii) équi-

vaut alors à la condition ii), ce qui prouve le théorème.

Remarque. Soient c un élément cuspidal de M vérifiant v-.(Det c ) « -m-2-3v,

et Q un caractère de Fie]* compatible à c (strictement compatible si p vaut

A-13). Soit c* un élément de c H - / v , qui vérifie de plus si p vaut 3,

î  o Tr(cx) « l l /oTrCc'x) pour x€P-r i. Alors on voit facilement qu'il existe un

caractère 9* de F[c*] , compatible à c* , (strictement compatible si p vaut

3), tel qu'on ait

K(c,9) « KCc'^ ') .

5 .19 . Soit m un entier, m^2, m ^ 1 mod 3 . Soient c un élément cuspidal de M

vérifiant Vp.(Det c ) « -m-2-3v, et 9 un caractère de F[c] compatible à c

(fortement compatible si p vaut 3). Fixons un caractère x de F , et posons

•iï « )(ir(c,9). Nous allons calculer le facteur £('rr) « e(7r,^,dx) où 4/ est le ca-

ractère additif de F fixé, et dx la mesure de Haar sur F autoduale pour l^«

Les résultats seront résumés en 5.23.

Dorénavant les indices relatifs à c et à la ligne de réseaux attachée à c

seront omis, et on pose \> • nW.

Pour les calculs nous utilisons l'équation fonctionnelle [Jal]. Soit <i> une
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fonction de Schwartz-Bruhat ( i . e . une fonction localement constante et à support
compact) sur M. Soit $ sa transformée de Fourier par rapport à ^ o Tr et à
la mesure de Haar dg sur M déduite de la mesure de Haar sur F (c'est la me-
sure de Haar sur M autoduale pour ^ o Tr) :

î(h) - f $ (g)ip o Tr(gh)dg pour hCM.
•'M

Considérons l'intégrale f $ (g)|Det g | 8 f (g) d* g, où d^ est une mesure
G

de Haar fixée quelconque sur G. Cette intégrale converge pour s de partie ré-
elle assez grande, et se prolonge analytiquement en une fraction rationnelle en
q" 5 , notée Z($, s , f ) . On a l'équation fonctionnelle [Ja1, p . 6 3 ]

z^2-8^. edr.^.dxXs) ̂ V^ .
L(X)(1-s) Lw(s)

Dans le cas où nous plaçons, TT est cuspidale et par suite on a L('iï) * L('iï) • 1 ;

on a donc

Z(î,2-s,r)- e (TT) (s )Z ($ , s+1 , f ) .

Supposons que TT soit l'induite compacte d'une représentation T, de dimen-

sion finie, d'un sous-groupe ouvert T de G. Alors on peut prendre pour coeffi-

cient f de TT un coefficient quelconque de T, prolongé par 0 hors de T. On

peut alors facilement transformer l'équation fonctionnelle précédente en l'équation

f $ (g )T (g'hiDetg ^"Vg» e(< f f)(s)f $ (g )T (g)|Detg l8"'^^.
JT •'T

où les intégrales sont prises dans l'espace de dimension finie End(S), S désignant

l'espace de la représentation T. Comme e(îr)(s) est un scalaire, on peut prendre

les traces dans End(S) des deux membres et obtenir

( 1 ) f ^(gHraceTCg'biDetgl^Yg» c(Tr)(s)f <Kg) trace t(g) |Detg|s+1dxg.
JT •'T
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Le calcul s'effectue alors en choisissant <î> de sorte que l'intégrale portant

sur $ soit facile à calculer (par exemple on prendra le support de $ contenu

dans le noyau de T) et en évaluant alors le premier membre.

5.20. Dans le cas qui nous interesse,on prend comme groupe T le groupe F[c] H

et pour T la représentation )(K(c,6) définie par

)(K(c,9)(g)« \oDet(g) •K(c,6)(g); cette représentation est de dimension 1 ou q

selon que m est pair ou impair. On posera, pour la simplicité de l'écriture,

a« a()() et a(-ff) « k + 2 ; on a alors k « sup(m,3a(\) - 2) d'après la pro-

position 5.1 b).

On prendra pour $ la fonction caractéristique de H . Alors ^ a son support

dans A^"2"^ et y vaut i|/ o Tr(x) f ^ dg . Comme T est triviale sur H .̂ le

coefficient de c(Tr)(s) dans l'équation fonctionnelle (1) vaut alors

dimT • f d'g.J gfc

On prendra sur G la mesure de Haar d*g» |Det g | dg.

On a alors f , d^ « f . dg et par suite :Jgk JgK

(2) £0r)(s). J^^^^^rCgXDetgl^d'g.

1'intégrale portant sur T 0 A

Mais on sait que c(lT) est un monôme en q"8 de degré k + 2 + 3v. On peut donc

se contenter d'intégrer sur les éléments g de T U A qui vérifient

v-(Det g ) m -k-2-3v. Un tel élément étant donné, les autres s'en déduisent

par multiplication par les éléments de THH .

Choisissons un élément c de F , de valuation -a-\/ , tel qu'on ait
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X(x)« i^(c (x-D) pour xer". 2vp(x-1)^a. .

On a alors

c + c €T et Vp(Det(c+c ))" -k-2-3v.
A A

On obtient donc

, ,, , (2-.)(^2^) f trace(T((c^)g)-\ , Tr((c.c )g) |Det g |2-8 d-g
£W\s; = q ^^ .̂ X

où l* intégrale porte sur TOH 0» ^[c] Hm •

k'*' . k'*'
On va calculer cette intégrale en intégrant d*abord sur H . Soit hCH ; de

l'inégalité k4 > m"*" on déduit facilement, étant donnée la façon dont K(c,9) est

construite, que T(h) est une homothétie de rapport

XoDet(h)^oTr(c(h-D).

On utilise alors le lennne suivant.

Lemme 5.20. Soit hCl^ ; on a alors )(oDet(h)« ip o Tr(c (h - 1) ) .

Démonstration. On vérifie aisément par un calcul direct que Det h et 1 +Tr(h- 1)

[2k'*' + 2l
ne diffèrent que par un élément de la forme 1 +a, avec Vp(a)^ —^—J.

Mais on a également 2k'1'+ 2^k + 2^3a. donc X est trivial sur 1 +a et on a

XoDet(h) = x0 +Tr(h- 1) ) .

Mais on a aussi v^(Tr(h - 1 ) ) ̂  [k-?-2] et 2 LT22.a» et ^T suite

XoDet(h)« ^ ( cT r (h -1 ) )« ^ o Tr(c (h - 1 ) ) ,
X "•

ce qu'il fallait démontrer.

,+
Par suite, pour h€H , T(h) est l'homothétie de rapport

l | /oTr((c+c )(h- 1 ) ) .
À
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Soit g€TnH°. On a alors

J.+ trace(T(gh)~1)^oTr(gh)dxh• trace (ï (g'1))^ • Tr(g)J.+^ o Tr((g-c-c )u)du,
H" A" x

et l'intégrale de droite est nulle sauf si g £ (c +c )H et vaut en ce dernier

cas J^du.q-31^3-3^2. x

A"

Pour calculer £(^)(s), il nous suffit donc de calculer

1 trace(T((c+c )g)'1)^ e Tr((c + c )g)
e /v J\

k~ k'*'où la somme porte sur des représentants des classes de H module H

5.21. Si k est pair, on trouve immédiatement

£00(8). q^-'X^^œ-X.DetXc.^)-1 • « . Tr(c . c^)

puisque T est un caractère et que la somme à calculer n'a qu'un terme. Si k est

impair, la situation est plus délicate. Supposons d'abord k impair, k>m. On a

alors k'^m"*" et pour g€H , T(g) est l'homothétie de rapport

X oDet(g)^» Tr(c(g-1) ) . De même, comme c + c € F^pr^, ,T(c + c ) est l'homothétie

de rapport x ° I>et(c + c )~1 6 (c + c )~1.

On trouve donc alors

eW(8). q^-^^e-x'detKc^-^.TrCc.c^A

où la quantité A vaut

«-a/5 «i
q — — Z x o D e t O +x) ' ^ ,T r ( cx ) ,

J\,

k" k'1'la somme portant sur des représentants des classes de A module A • Hais on

remarque alors que puisque k est impair, k>m, on a k « 3a - 2 « 6a~ + 1 d'où
— k" »w a~ r»

k* « 3a • Tout élément x de A s'écrit sous la forme 0)-, z avec z dans A •
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Quand z parcourt un ensemble de représentants des classes de A° module A 1 , x

k"" k4'parcourt un ensemble de représentants des classes de A modulo A . On peut

choisir une base de V de sorte que dans cette base A° soit représenté par les

matrices à coefficients dans 0 dont la réduction module P- est triangulaire

supérieure, et que A soit formé des matrices qui sont triangulaires supérieures

strictes module P . On en déduit que A vaut G(x» c ) où

—1 /? —i
G(X. c ) « q ' ^Zx ' ( 1 + x ) ^ ( c x )

À. * À

la somme portant sur des représentants de P8 modulo P8 . Par suite» pour k

impair, k > m, on a trouvé

£(TT) (S)« q^'^^^œ-x^etXc+c )'1 • ^ o Tr(c + c ) • G(x.c )3.
A /v /C

5.22. Il nous resteà examiner le cas où k est impair, égal à m (i.e. 3a<m+2) .

Utilisons les notations de 5 . 1 1 à 5.18, et en particulier, désignons par Y

l'élément du groupe symplectique Sp(V,f) image de T(c) (ou de T(c + c ), ce qui
J\

revient au-même puisque 1 +c c appartient à U-r i et donc T(1 •*• c c ) est

une homothétie).

Supposons d*abord p^3. Utilisant 5 .13 et 5 .14 , on voit alors qu'on peut

k~ k*choisir les représentants g des classes de H modulo H de sorte que 1'ensem-

ble des T ( ( c + c )g) soit l'union, pour x parcourant un ensemble U de représen-
X

k"' k 2 . , k"~tants de U r ., modulo U-r i, des ensembles formés des q conjugués sous T(H ) de

T ( ( c + c )x). On obtient alors, puisqu'on a

trace T ( ( c + c )x) » ( 6 - X o D e t ) ~ ((c+c^)x) trace (y)

et trace (y) « (j)»

l'égalité
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eOrKs). q^-^^^-Ce.x^etKc^cr^.Tr^c)^
A X

où

B « q'172 Z ^ o T r ( ( c + c X x - 1 ) ) • (e-x°I>et)(x'1) .
x € U x

Mais pour x€U, x o Det(x) vaut i|/ o Tr(c ( x -1 ) ) et on a donc
/v

B= q Z ip o Tr(c(x - 1 ) ) 0 (x ), une somme de Gauss qu'on notera G(0,c).
x € U

Supposons ensuite p^S . On a

C(TT)(S). q(1/2-s)<k+2+^v)q-5/2jt^ace(T((c^)g)-1^oT^((c^)g).

k~ k'*'où g parcourt un ensemble de représentants de H module H • On calcule cette

k" k*somme en sommant d'abord sur un ensemble de représentants h de U_r iH module

k"*" k"H . On peut prendre ces représentants dans U-, ,. Comme r(h) est alors une

homothétie de rapport )(oDet(h) 8 (h), on voit pour g€H que la somme

S trace (T((c-»-c)gh)~1) • ip o Tr((c+c )gh) vaut
h X X

trace(T((c+c ̂ g)"1)^ o Tr((c+c )g) Zx o Det(h) 6 (h)lp o Tr((c-t-c )g(h-D) .
X X h X

Mais cette dernière somme n'est non nulle que si l'on a

X ° Det(h) 9 (h) 3B ^) o Tr((c-»-c )g(h-D) pour tout h,

c'est-à-dire cf. 5 . 1 6 si T((c+c )g) est conjugué sous H à un multiple scalaire

de y, auquel cas la somme vaut q. De plus» on a q telles possibilités pour g.

On en déduit l'égalité

cOOCs). q (1 /2""s) (k+2+3v)(e•xoDet^(c+c )~1 • ip o Tr(c+c )G-.(Det c )
J\ X

où

GpCDet c ) » q'^traceCY) « q'172 î ^(S2^11"1 • Det c • Ç2).
Ç€k,
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5.23. Résumons les résultats obtenus.

Soit m un entier, m^2, m ^ l mod 3.

Soient c un élément cuspidal de M, vérifiant v«.(Det c ) « -m-2 -3v et 6

un caractère de F[c] compatible à c (fortement si p vaut 3) i.e.

9 ( 1 + x ) « ip o Tr(cx) pour x C P ^ r i (et pour x € P" i si p vaut 3).

Soient x un caractère de F , et c un élément de F de valuation - a(x) -V,
À

tel qu*on ait

X(x)« ip.oTr(c ( x -1 ) ) pour x€F\2vp(x - 1 ) ̂ a(\) .

Posons TT • Tr(c,6). Alors on a

i) a(7r) « m + 2

ii) a(xTr)- sup(3a(x).a(ir))

iii) C(XTT)(S). q (1 /2-s )<a(X1^ )+3v )(e•XoDet)(c*c)-^,Tr(c*c)•A
A A

où la quantité A vaut

1 si a(xî0 est pair

G(x,c)3 si a(xîr) est impair et a(xTr) > a0r);
A

(j)G(9,c) si a(xTT) est impair, a(x7r) • a(ir), et p^3;

Gp(Det c ) si a(x'iï) est impair, a(x^) • a(-iï), p"3;

avec les définitions suivantes des sommes de Gauss :

G(x,c )• q'^Zx^O-^i^cx)
A A

a(Y)~ a(y)+

la somme portant sur des représentants de Pp module Pp A »

G(6.c)« q"172^"^!+x)l^oTr(cx)
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T»1B"" T»m
la somme portant sur des représentants de 'p.r.,1 module r r , .

G(Det c ) • q'172!^^^'1 • Det c • Ç2)

la somme portant sur des représentants de 0- module P-.

5.24. Remarques.

1 ) Soit x un caractère de F* vérifiant 3a(x) < a(Tr). Alors on a

X-iï(c,9) as irCc-t-c ,6 • X r •?• cela découle des calculs précédents et du lenme

3 . 1 . 1 , et peut également se vérifier directement à partir de la construction de

•iï(c,9).

Soit x un caractère de F* vérifiant 3a(x)>a(-iï). Alors on a

c(Xir)(s) « £(x)(s)3 • e'^c+c^X'î Det(1+cc"'1)lpoTr(c). Cela découle immédiate-
X A

ment de 5.23 et 2.18.

2) Quand p est distinct de 3, on peut prouver, et ce sera fait dans l'appendice

5 de ce travail, les faits suivants :

Soient - E une extension finie de F dans F

- a un F-isomorphisme de E sur F[c]

-a. l'induite à Wp du caractère B e c i o T g de Wg.

Alors, si E/F est cyclique, Tr(c.e) est la représentation ^(Oç) attachée à

6 par la correspondance de Langlands et, si E/F n'est pas cyclique, Tr(c,9)

est la tordue de TT(O«) par le caractère non ramifié de degré 2 de F .
v

Notons qu'à cause des remarques de 5.9 et 5.18, toutes les représentations cus-

pidales d'exposant m + 2 de G sont de la forme -ff(c.e), où c engendre une

extension séparable de F; alors l'extension E et 1'isomorphisme a considé-

rés plus haut existent.

3) La remarque précédente souligne que quand p est distinct de 3 la donnée de
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F[c] séparable sur F et de 6 détermine l'élément c de A""" v

module A""111 . En fait on voit alors facilement que 9 est d* exposant m

et que c est l'élément de P-î i , bien défini module -̂m i » tel qu*on

ait e ( 1 + x ) « ^FEc^030 pour ^^[c]*

4) Pour "iï = Tr(c,6), Det c est l'élément c de F*, bien défini modulo IL.»

tel qu'on ait

cCX^) = X(c )~ c(-iï) pour tout caractère modéré \ de F*.

En effet, y étant modéré, on a alors X oDetO + c c~ ) « 1

et 6(1 + c e h» ^ o T r ( c c c 1 ) - ^ 0 Tr(c ) d'où

l'égalité eexTr)» x(I>et c )~1e(^T).

5) Le lecteur aura remarqué que le caractère central de Tr(c,6) n'est autre que la

restriction de 6 à F !
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6. Changement de base modéré.

6 .1 . Dans ce chapitre, nous reprenons une idée de Kutzko [Ku2] pour définir un chan-

gement de base modéré. On fixe une extension quadratique K de F dans F, modéré-

ment ramifiée . A chaque élément ir de A°(3) d'exposant minimal premier à 3,

on va associer un élément TT de A°(3), dont on prouvera au chapitre suivant que

si TT est de la forme TT(o) pour o€G°.(3), alors TT n'est autre que ^C^) où

0

CL.CG..(3) est obtenue par restriction de 0 à W.. (cette restriction est irréduc-

tible, comme on le voit aisément).

Le plan de ce chapitre suit [Ku2, S2], mais nous avons dû adapter et plusieurs

fois modifier les démonstrations.

En 6.2 et 6.3 nous montrons comment associer à une ligne de réseaux dans F

une ligne de réseaux dans K . A une représentation cuspidale ir de A°,(3) de

la forme 'rr(c,6) construite au chapitre précédent, on associe en 6.5 la représenta-

tion cuspidale i r « lT(c,6..r i) de A»(3), et on prouve que cette opération

•iï I—> TT est bien définie (lenme 6.5).
Ix

On établit en 6.7 et sq. le lien entre les facteurs c de TTy et ceux de TT (liensl\

qui laissent bien augurer que TT I—>• ïï., reflète la restriction du côté galoisien).

La proposition 6 . 1 1 décrit les fibres de l'application "ff | > TT.., et le théorème

6.13, fondamental pour nous, son image.

*) Plus généralement, on geut définir un tel changement de base pour toute extension
modérée K de F dans F, dont l'indice de ramification est premier à 3. Cela ne
nous sera pas utile ici. On peut d'ailleurs définir un changement de base analogue
pour les représentations considérées par Carayol [ Ç a ] .
**) Comme à la fin du chapitre précédent nous dirons représentation au lieu de clas-
se de représentations.
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6.2. Soit V_ l'espace vectoriel F , L la ligne de réseaux standard

in- o^o^

L,-OF^.^

'-2- ^F^F

3 KOn note Vy l'espace vectoriel K = K ® V et on définit une ligne de réseaux LK F

dans Vy par les mêmes formules que précédemment, l'indice K remplaçant F, si

K est non ramifiée sur F, et par les formules qui suivent sinon :

L^ ^K^K

LK- ^K^K

^ °K ^K^K

On note G- le groupe GL-(Vp), G^ le groupe GL^(V^). On note e (valant 1 ou

2) l'indice de ramification de K sur F, G le groupe de Galois Gal(K/F), 0

son élément non trivial. Le groupe G agit sur End-CV,.) (par action sur les coef-

ficients des matrices) et on dispose d'une trace Tr.r/p ; End^(V^) —> Endp(V ). On

note b) le caractère quadratique de F définissant K.

6.3. Conservons les notations du chapitre précédent en ce qui concerne les groupes

H1, A1 attachés à une ligne de réseaux.

Lemme. On a H ^ n G? = H^

H^nG,- H^

Pour tout entier n € 2 , on a aussi A^HEndpCVp) • ^K/F^K^ " ̂  où r vaut

"M-
1 1 2



CHANGEMENT DE BASE MODÉRÉ

La preuve de ce lemme est immédiate.

Définition. Si L est une ligne de réseaux dans V , et g un élément de G
tel que L- gL, alors, grâce au lemme précédent, on sait que la ligne de réseaux
K Kgl ne dépend pas du choix de g; on la note L , et on l'appelle le relèvement

(à K) de la ligne de réseaux L de V .

Remarques. 1 - II est alors clair que le lemne précédent est valable si l'on rem-
place L par L et ̂  par 1^.

2 - Soient c un élément L-cuspidal de G-, et v une base de l'es-
pace vectoriel F sur le corps F [ c ] , telle qu'on ait, pour i € 2 , L. " P^r . . v .

K î ">"Alors on a L. « ï^r ..v pour tout entier i, et bien sûr cette propriété caracté-
rise 1̂ .

3 - Dans le cas où on se donne un élément cuspidal c de G-, on pour-
ra omettre de la notation les indices L ( c ) , où L(c) est la ligne de réseaux dans
V_ déterminée par c à translation des indices près, et on mettra un indice K à

K Kla place de L(c) . L'élément c est alors L(c)-cuspidal dans G-, et L(c) -
cuspidal dans G».

^6 . 4 . Nous poserons v • n(lL-) " en + e - 1 (Rappelons que l'on a posé v " n ( ^ ) ) .
Pour tout entier r, on posera r " er - e •»• 1 .
Soit m un entier, m^2, m ?É 1 mod 3. Soit c un élément cuspidal de G-, véri-
fiant v_(Det c ) » -m-2-3v. Alors c est un élément cuspidal de G.., vérifiant

K*)v^(Det c ) » -m..-2-3v . De plus, on a égalité des sous-corps K*F[c] et K[ c ]
de End^(V^).

Lemme 6 . 4 . Soient m un entier, m ̂2, m ? 1 mod 3, et c un élément cuspidal de
G- vérifiant v (Det c ) « -m-2-3v.

*) On notera Tr et Det la trace et le déterminant, aussi bien dans End-(V_)
——.- -1--- TÏ—-Ï /«T \ C Cque dans End..(V..).
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H m
a) Soit x € A ^ . Alors Tr^^x^A et on a

^oTr (c •Tr^. (x)) « i^oTr(cx).

b) Soit 8 un caractère de Fie]* compatible à c (fortement compatible si p

vaut 3). Alors le caractère 6,.r i de Ktc]* est compatible à l'élément c de

KEc]* (fortement compatible si p vaut 3).

Démonstration, a) découle immédiatement du lemme 6.3.

Prouvons b) pour p^3; posons r= ("R^- soit ^^[cP et ecrivons

^[cl/Ftc]0*30- ^Kicimc]*11-

On a RCP^ e Si d est l'exposant différentiel de F[c] sur F, on a

a(6) < sup(m+2 - d,m ), puisque 6 est compatible à c, donc donné par
+

9 ( 1 + x ) « ^•[c]^30 pour ^^[c]'

Tenant compte de m ̂ 2, on en déduit 2r/e^a(6) et

e^^d^x). eo^Tr^/^(x)).

Mais Tr r i,-.r •• (x) appartient à A® par a), d'où le résultat. On prouve b) de

manière analogue si p»3, en utilisant en outre d^3 (puisque F[c] est alors

sauvagement ramifiée sur F).

6.5. Soit (c,6,)() un triplet formé

- d'un élément cuspidal c de Gp vérifiant v^(Det c ) » -m-2-3\> où m

est un entier, m^2, m? 1 module 3;

- d'un caractère 6 de Fie]* compatible à c (fortement compatible à c

si p vaut 3);

- d'un caractère \ de F .

A un tel triplet, on associe le triplet ^•^[cT^K^ qui est formé
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Y
- de l'élément c de G , qui est cuspidal et vérifie v..(Detc)« -m..-2-3\/ ;

- du caractère 8 r i de K[c] compatible à c par le lemme précédent (for-

tement compatible à c si p vaut 3) ;

- du caractère y., de K .

A ces triplets, on associe respectivement la représentation cuspidale )("iï(c,6)

de G-, d'exposant minimal m+2, et la représentation cuspidale Xv^^f^vf P ^e

G , d'exposant minimal m..+2.

Lemme 6.5. Soient (c,6,x) et (c',9',)(') deux triplets (relatifs à G-). Si on

a vrr(c,9) = x'Tr(c,6') dans Ap(3), alors on a aussi

X^(c.e^)- X^(c.e^) dans A^(3).

Ce lemme nous permet de définir, pour tout TTGA^O) d'exposant minimal m + 2 non

multiple de 3, une représentation cuspidale TT de A°(3), d'exposant minimal

m.. + 2 « em+3-e . En effet on a vu au chapitre précédent qu'il existe un triplet

(c,6,)() comme plus haut tel que TT » )(-iï(c,0). On pose alors

^v " XY'^^QYr i^» ce <ïul ne ^P611^ P^ ^es ch01*

effectués.

L'opération faisant passer de TT à TT s'appelle le changement de base (modé-
ré) de F à K. Nous verrons au chapitre 7 que ce changement de base correspond
effectivement, par la correspondance de Langlands, à l'opération de restriction
0 |—> a sur les représentations de groupes de Weil (cf. 2 . 1 2 ) . Une première indi-
cation en est donnée par la proposition 6 . 7 .

Remarquons dès maintenant un résultat qui nous servira par la suite; il se dé-
duit immédiatement de 5.24, Remarque 4.
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Corollaire. Soit -ff une représentation cuspidale de A°(3), d'exposant minimal

premier à 3. Soit c un élément de F* tel qu'on ait C(XTT) " X^)"1^) pour

tout caractère modéré x de Fx- Alors l'élément c de K*, bien défini modu-
K

lo U ,̂ tel qu'on ait eCx^ " X<c^ ^eOr^) pour tout caractère modéré x de Fx»

n'est autre que c .

Remarque 1 . Si TT « x^0»^ comme plus haut et que c est choisi comme en 2.15,
J\

on a c » c « De t (c+c ) mod Uy.
Tr \ X K

Remrque 2. Le caractère central de TT^ est ^o^/p*

6.6. Démontrons le lemme utilisé en 6.5. En tensorisant par le caractère \ , on

se ramène au cas où x e8t trivial. Mais alors x17^'»9') est miniœale» puisque

Tr(c.9) l'est, et. remplaçant c' par c ' + c . e ' par ^ •X^c ]» on peut sup-

poser que x* ^1 trivial (cf. 5.24. Remarque 1) . L'hypothèse devient donc que

•Tr(c,9) et Tr(c',0') sont équivalentes, et la conclusion que '^^[cP et

7r(c,e.'r ,•,) sont équivalentes. Grâce à 5.9 et 5.18, on voit que l'hypothèse signi-

fie qu'il existe g € G tel que, en posant Vp(Det c ) - -m-2-3v, on ait

gc'g"1 = c mod ^[^^(c) si P Î É 3 et mod ^(c) si p vaut 3»

(d'où gF[c'] H^^.^g"1- Fic]^)) et

trace K(c'.9') (g^xg) « trace K(c.6)(x) pour xCFic]^^^

Remplaçant c' par gc'g"1 et 9' par le caractère xh-^e'(g'xg) de F[gc'g ],

on peut supposer qu'on a g " 1 » et l'hypothèse se traduit alors par la condition
+

suivante (où H désigne H^,v) : pour g^FEc]*. g 'CFic ' ] * , aC^ . tels que

g' " ga, on a

9 ' (g* ) - e(g)l^Tr(c(a-1)).
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De la même façon, le résultat qu'on veut prouver sous cette hypothèse s'exprime

ainsi :
(̂

pour g€K[c ] , g ' € K [ c ' ] , a çH^ , tels que g'- ga, on a ,

"Kicl^- e^(g)^.Tr(c(a-D)

Notons 0 l'élément non trivial de Ç« Gal(K/F), groupe auquel nous identifie-

rons Gal(K[c]/F[c]) et Gal(K[c']/F[c']). On a alors, si g CK[c] , g ' C K[c ' ]
(m^

et a €H-^ vérifient g '» ga,

, .0 0 0 0, -o 0 Osg'g' « gag a • gg"(g a g a ) .

On a g 'g^eFEc' ]" et gg0 ç ?[£],* et donc l'élément g^ag^0 de G appartient

(my)'*' m'*'à H-" nG , donc à H (cf. lemme 6.3). On a donc par hypothèse

e'Cg'g'0)» eCgg^eTrCcg^ag^-c).

Posant a « 1 + a» cela se traduit par

e^.^g')- ^^(g^oTrCcCg'W^a^g'Wa0)).

Mais comme g0 commute à c, on a

Tr^g^ag0)- TrCg'^ag0)» Tr(ca).

2^mK^+ mD'autre part, puisque g og a appartient à A.. nEnd,.(V..) donc à A (cf.

lemme 6.3), on a

TrCcg'Wc0) = 0 modP^, d'où

^ o TrCcCg^og0 + a0 + g'̂ a0)) • i|/ ° Tr(c(a + a0))

« ik. o Tr(ca)

« ^oTr(c(a- 1 ) ) ,

ce qui prouve le résultat voulu.
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u .7 . PropositL-: ". 7. Soit T r £ A ° ( 3 ) , d'exposant minimal premier à 3. Notant a)

le caractère de F définissant K, on a

£(ff^»^) £(7r,ip)£(onr,^)

e(1^.^)3 eOp.ip)3^.^3

Remarque. Si o€G°(3) et si Oy désigne sa restriction à Wy, on a, grâce aux
• r K Ix.

propriétés d'inductivité en degré 0 des facteurs C galoisiens

e(o^,^) c(o,if0e(œa,4/)

c(l^)3 cOp^eOi).^)3

Au chapitre suivant, nous prouverons, en utilisant cette similitude, qu'on a

TT(O^) SK \ Si TT = TT(0) .

Dans la démonstration qui suit, nous omettrons les caractères additifs <p et ip..

de la notation, ce qui ne pourra créer de confusion. Nous traitons d'abord en 6.8

le cas où F est de caractéristique résiduelle p distincte de 3, puis en 6.9 le

cas où p vaut 3 et où e« 1 , et enfin en 6.10 le cas où p*3, e*2 .

6.8. Si la caractéristique résiduelle p de F est distincte de 3, le fait à dé-

montrer découle de l'appendice 5. En effet, écrivons "ff « )(ir(c,9), où le triplet

(c,0,x) est choisi comme en 6.5, et notons Og la représentation de W induite

par le caractère 9 o T-r i de VL.r p Si F[c]/F est cyclique, on a TT « X^^û)

et sinon "ff " X^^o^ ou ^ est ^e caractère non ramifié d'ordre 2 de F . La

restriction de Og à W étant l'induite du caractère Q^r^i «» '^[cl de ^[cT

on a T T " Xv^^û^ si ^G]^ est cyclique, et

TT » Xy^'^^^û^v^ sinon, où B' désigne le caractère non ramifié d'ordre 2

de K*. Si F[c]/F n'est pas cyclique et que K[c]/K l'est, alors K/F est non

ramifiée et par suite B»r • 1 ; si F[cl/F n'est pas cyclique et que K[c]/K ne

l'est pas non plus alors K/F est ramifiée et on a 0' as EL. Par suite, en écri-

*) c étant supposé séparable sur F.
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vant TT sous la forme •iï(o) pour OCGp(3), on obtient •iï^" 'ff(o^), et on con-

clut par la remarque 6.7.

6.9. Supposons maintenant p«3 et, dans un premier temps, K/F non ramifiée, i.e.

e « 1 . On a alors

n(^) « v

a(Tr^) « a(ir)

e(1,)- .i072-8^

e(^)- q^-25^

e(») - (-l)^072-8^

Choisissons un triplet (c,6,x) comme en 6.5 tel que TT « x-ff(c,9), et soit

a . (•ff) l'exposant minimal de TT. Utilisant les résultats de 5.23, on obtient iœ-
min

médiatement

e(o)TT)- (-D^^^eW et

C(-iï-,) = B£(TT)2, OÙ
i\.

B= 1 si a(Tr) est pair;

g» — ^ y si aC-iï) est impair et aC-rr) >a^^^) î
GCx^y)
G^De^c)

B= G (Detc) si a(7T) est impair et a(ÎT)iB •min00-

II s'agit donc de prouver l'égalité B« (-l)3 <IT . ce qui est clair si a(7r) est

pair. Supposons donc a(-rr) impair et tout d'abord a(ir) > a^^/70 • utilisant l'ex'•

pression de c(y) en termes de G()(.C ). de c()(^) en termes de G(^.c^). et

la propriété d'inductivité

c(x)c(oïX) C<XK)

c(1-)c(uï) as cd^)
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on obtient G(x.r»c ) « (-1)8 G(x,c ) ; comme en ce cas on a a(7T) « 3a(x),

on obtient bien B« (-l)800.

Supposons alors a(ir) impair et a('n') « a . (Tr) • On amm

G_(Detc). q-172 E ^^^-^Detc • Ç2)
^ ^

et

G (Detc ) - q~1 £ ^û^800"1 - Det c • Tr, „ (Ç2)).
K Ç€k^ r V^

Pour ^^\, et a, b€kp , on a

( a Ç + b ) 2 » a2Ç2+b2*2abÇ

et Tr , (aÇ+b) 2 . a^r, „ (Ç2)-b2-abTr , (Ç).l^/Kp ic^/fcp k^/kp

On peut choisir Ç engendrant k-. sur k«, de sorte que Ç « - 1 ; on a alors

^îr /ir <^"° et Trl. /v <S2)SB -Ç2 car ^ei^.. On trouve donc
V-^F VF r

Gy(Detc)« q'1 E £ ^( - û2v+a(^- 1 . Det c .(a^ + b2)),
a€k, b€k,

où 6 * Ç . On a donc, par 2 .17,

7 0 1
G^(Det c ) « Gy(Det c ) (-) « - G (Det c )

d'où le résultat B« - 1 - (-D^10.

6 .10» Toujours dans le cas où p vaut 3, supposons maintenant K/F ramifiée,'i.e.

e « 2. On a alors

n(ip )̂ • 2v + 1'K'

« 2a(^) • 2a(Tr) - 3

(1/2-s)v
£(!?)• q

C(^). q(1/2-s)(2v.1)

c(o)) - q072-8^1^^172 Z a>(r1^(aÇV-1Ç).
^4
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Ecrivant comme en 6.5 TT » X^Cc.ô), on obtient grâce à 5.23

c(ayTr) « a)*» Det(c+c )£("ff)

e(TT ) edOeConr)
et ———5 - ———«———5 ùî o Det(c -• c ) • G" • B .

£(1^)3 eO^eCh))3 x h)

où C(o))- qd/2-s)(^

et B - Gy(Det c ) si a(ir) est pair et a(7r) « a . (TT)K min
G (Det c )

B" Gy(Detc) 8i a(1r) ^t impair et aW - a^(îr)

B « G(x^,c) 3 si a(Tr) est pair, aOO > a^^W

G(XK^-) 3

B « ————&— g^ a(Tr) est impair, a(ir) > a . (ir).

Il s'agit de prouver que (*) o Det(c-»-c ) •G •B vaut 1 .

Dans les deux premiers cas des lignes précédentes, on a o ) o D e t ( c + c ) - œoDet (c ) ,
}\

dans les deux derniers, u)eDet(c+c ) " o)oDet(c )* (i)(c ) " ù)(c ). Il reste à
/V /V À À

calculer G B .

Supposons d'abord a('iï) > a . (-iï). On a

e(x). q072-8»8^^)-1^^ et e(^)-a,(^)e(x),

avec G" 1 si a()() est pair,

G« G^cy) si aW est ^P»11'»

C(XK) • ^'^«^^'^^(^-^(^^(x,,^.

De la propriété d'inductivité

C(XK) g(x)g(û>y)
?TÇÎ " e(1p)e((d) >
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on déduit alors l'égalité voulue : û)(c ) G^B« 1 .

Il reste donc uniquement à traiter le cas où a(ir) « în^ ' on a alors

G^Detc). q-172 £ ^Tr^a^^.Detc.Ô.

où SL. est une uniformisante de K, qu'on peut supposer choisir de sorte qu'on

ait û2 = - û,y (quitte à changer le choix de ûp). On obtient alors

G,(Detc). q-172 S ^a^^.Detc.C-O^Ç2)

s^
et, si a(ir) est impair,

Gp(Detc)- (^(DetcX-l)^'072 (cf. 2.17).

On a N^p(û^)= -S^- Sp d'où h)(ûp) - 1 ; d'autre part, b)(Ç) - Ç q-1 si

Ç est une racine (q - 0e de l'unité dans F. On a donc

G^- q"172 !: . iKSÇ^'OtùCS"1)

puis ^^-^^^Ç2)-^^"1^)]

où fi^-072- - 1 dans F.

De 2 . 1 7 on tire alors aisément, en tenant compte de (d(Sip) - 1 ,

G - q"172 Z AdC'"^2)- G„(Detc)M((-1)a(T)Detc).
Ç€k^ r

On a donc

û)oDet(c+c ) •G3 •B« G^Detc)4-8 ! si a(Ti) est pair
/V

« G (c)2^)^'072- 1 si aQr) est impair.
1C

On a bien prouvé l'égalité de la proposition 6.7 dans tous les cas.
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6 . 1 1 . Proposition. Soient TT , 1T-£A°.(3) d'exposant minimal premier à 3. Une con-

dition nécessaire et suffisante pour que T^ir* ^w est qu'il existe un caractère

H de F* trivial sur N /-.(K ), tel qu'on ait n-rr^ « TT^.

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant, qui servira à nouveau

par la suite.

v

Lemme. Soient L une ligne de réseau dans V_, L la ligne de réseaux correspon-

dante dans V .

a) Pour tout r € 7L et pour i € 7L , on a

H^G.A^/A^1)» 0

b) Pour r € Z , r^1 et pour i aB 0 ou 1 , on a

H^C,^)- 0

c) Soient c un élément L-cuspidal de Gp, et r un entier ^0. On a, pour

i « 0 ou 1 ,

«^•"Kic]^ - Hi(G•kK)•

Démonstration. Comme 6 est d'ordre 2, toutes ces assertions sont claires si p

est impair, par des arguments standard de cohomologie (non abélienne), puisque les

0-ensembles dont on prend la cohomologie sont essentiellement des p-groupes. Si p

vaut 2. alors K/F est non ramifiée. A^/A^'*'1 s'identifie à k^ par le choix

d'une base, d'où a) et b), et la partie c) provient de ce que ^[c^Ktc] sti-

dentifie à \\ç\ " \ P0^ tout entier s !1-

6.12. Prouvons maintenant la proposition 6 . 1 1 . Comme en 6.5, choisissons des triplets

(c^.e^.x,) et (c^.e^X^ tels qu'on ait

•iï^» Xi^i»9^ P0111" i* 1 ou 2.
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Cornue dans la preuve du lemme 6.5, on se ramène au cas où Xi " Xo " ^ » et on

peut supposer que c. et c- définissent la même ligne de réseaux L. Posons

a(7T.) « m+ 2.

Supposons d' abord p ^ 3.

Comme on a ^^r^Qi^vf -p " ' iï^c2'^2^K^ 1 ^ ' il existe un élément 8 de H^

tel qu*on ait

-) (1BK)-

c, = gc;g wd H^ .

-1 0 -0 ^"K^On a alors g" g c,g~ g = c« mod H-. , d'où

^'^"Kic,/^ etmêffie

— 1 n 1 ^^
8 ^CU^H^ si e vaut 2.

1 n 1 (lnK)"
Alors l'élément g g définit un élément de H'(e,U^ ̂  ) dont l'image

dans H1^,!^) est nulle puisque g" g° appartient à lL.r iH.. si e "2

l x 2 1 (lnK)'
et que H' (6. k? « 0 si e - 1 . Par le lemne 6 . 1 1 , l'élément de H'(6,Ur ^ )

- l a (^1K)'' • î^
défini par g" g est trivial, et il existe donc h € U..r -jH.. tel qu'on ait

g-V- h1-0.

d'où (gh)0- gh i.e. gh€Gp,

-1 -1 (îaK)"et ghcji g S e . mod Hy ,

d'où (gh)c^(gh)"1 = c^ mod H" .

Conjugant par gh, on se ramène au cas où

Grâce aux remarques de 5 . 9 et 5 . 1 8 , on voit alors qu'il existe un caractère ©'
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de F [ c , ] tel qu'on ait

•ff(c^,6p • Tr(c^e^).

L'équivalence de 7r(c^ .O^rç ]) et Tr(c^, (ô^r^ p se traduit par l'égalité

de ^^^[c 1 et ^PRÊC ]' l'e" par ^existence d'un caractère n de F*

trivial sur N ,_(K ) tel que

^ VMcr
On a alors Tr(c^.0p« Trr(c,.9.)

d'où TT« « n-rr,, ce qu'il fallait démontrer.

Le cas où p = 3 se traite de la même manière, en remarquant grâce à 5 .18 qu'on

peut remplacer dans ce qui précède (m..) par (m..) et m" par m .

6.13. Théorème. Soit II ç iC(3), d'exposant minimal premier à 3. On suppose 11° "II.

Alors il existe 7r€A°(3) d'exposant minimal premier à 3 tel que Tr.-» II.

Corollaire. Soit n un des deux caractères de F tels qu'on ait œ-* rL.. Alors

il existe un unique élément "iï de A°(3) tel que ^y " II et ^hr*^.

Le corollaire découle immédiatement du théorème de la proposition 6 . 1 1 puisqu'on a

û)/ y « ^Tr^K P0111' ^GA^O) d'exposant minimal premier à 3.

Prouvons le théorème. On peut écrire, comme en 6.5, II sous la forme )(ir(c,9) où

c est un élément cuspidal de G.., 6 un caractère de KCc]* compatible à c (for-

tement si p « 3 ) e t x un caractère de K . On peut supposer que la ligne de ré-
^

seaux définie par c, est, à translation des indices près, la ligne de réseaux L

de 6.2.

Posons a« a , (ir) ; comme on a 11° «II, on a aussi \~ ^•iïCc.e)0» 7r(c,6), donc
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X \ 7r(c,6) est minimale et on a 3a(x \ ) < a. La restriction-de \ a

U a est donc invariante par o. Comme on a a ̂ 4, cette restriction se

factorise par la norme de K à F, puisqu'alors, K/F étant modérée» le grou-

pe H^C.UJ^1) est nul.

Par suite on est ramené au cas où \ vaut 1 , i.e. au cas où

Tr(c,e)= TrCc^e0).

Posons a» m + 2 et supposons d'abord p^3 . D'après 5.9 et 5 .18 , il existe un

élément g de IL. tel qu'on ait c = gcg mod H» . En particulier, on a

Det c = Det c mod IL.. Si e * 2, la valuation de Det c est donc paire, et

on en déduit aisément qu'on a c = c module H-,. Supposons qu'on ait c as ch
Jv

avec hSH^H0^1. O^oKrn", et en outre a^ 1 si e«2. On a alors

gcg"1 = c mod H^

d'où g € Kic]^,

et on peut supposer que g est dans IL. On a alors

o -1 o « , ..a+1g gcg g = c œod H^ ,

g^'eu^1.

Le groupe U" •.H01'1'1 est stable par Ç et l'élément g définit un élément deKLc J ^

H^Ç.R), où R» H^/U^r i^1- Mais on prouve aisément qu'on a H^Ç.^^O,

et par suite il existe h € H .̂ "CU0,, J^H^'*'1 tels que g» h'"°huj. On en

tire l'égalité (hch""1)0 = hch mod H0^ . De cette façon, on se ramène au cas

où c0 S c mod iÇ .
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Mais, grâce au lemme 6 . 1 1 , on a H (6,11° ) s 1 et on peut donc trouver un élément
K

h' de H" vérifiant (ch')0- ch'. On a donc ch'eA"^3^ nEnd-,(V_).
Iv ' Iv C S

Remarquons que si e vaut 2, cela implique que a est impair; en effet, dans le

cas contraire, on aurait

K K
End^V^nA^"^ « EndpO^nA^"3^

et l'élément c ne pourrait vérifier v.,(Detc) = - a - 3\) ; ce qui est nécessaire

puisque a(iT(c,9)) = a. Par suite, écrivant a as 2b - 3 si e vaut 2, et a«b si

e vaut 1 , on voit que ch est un élément L-cuspidal de G- vérifiant

Vp(Det(ch)) « -b-3v.

Il est clair qrr'on peut remplacer c par ch, et supposer que n est de la

forme TT(c,9) avec c^c. Par suite, on a Q° »Q et, comme H (Ç.Ktc]*) est

nul, 6 se factorise par la norme, c'est-à-dire qu'il existe un caractère 0 de

F[c] tel que 6= CLr -1. Comme la norme de K[c] à F[c] est surjective sur

U r •«, on déduit facilement de la compatibilité entre c et Q qu*on a, pour

x € P _ r -i, 0 ( 1 + x ) = ^oTr(cx). On peut donc considérer la représentation TT^T^C.O)

de G-., et on a Ils T T , ce qu'il fallait démontrer.

Le cas où p vaut 3 se traite de la même façon en remarquant que grâce à 5 .18 on

peut alors remplacer m par m dans ce qui précède. .
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7. Comparaison.

7.1. Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant, et d'en déduire

notre théorème principal 2.10.

Théorème 7 .1 . Soit K une extension quadratique modérée de F. Soit o un élé-

ment de G°(3), d'exposant minimal premier à 3. Supposons que ^(Oy) existe.

Alors ^(^v) est cuspidale, 'iï(o) existe et est l'unique élément ir de A°(3)

tel que

^. Tr(o^)

et œ_, " Det o .»

Remarque. Il est clair que o.. est invariante par l'action du groupe de Galois de

K sur F. Par conséquent il en est de même de TT(o..). De plus» o,, est irréduc-

tible, et on a a(o,.) « ea(o) -3(e- 1) , où e désigne l'indice de ramification de

K sur F; par suite 11(0,,) est cuspidale, et d'exposant minimal premier à 3. Com-

me on a Det(o ) « (Det 0 ).., l'existence et l'unicité de l'élément TT de A°,(3)

tel que TTym 'ff(Oy) et ai. « Det 0 découlent du théorème 6 .13 et de son corollaire.
1S>. IV M

II reste seulement à vérifier que cet élément TT est bien 'ir(o).
7.2. Montrons maintenant comment déduire le théorème 2.10 du résultat précédent. Rap-

pelons que grâce au théorème 4.4 ii) et aux résultats du chapitre 3, il ne s'agit

plus que de prouver l'assertion suivante.

Proposition 7.2. Supposons que F soit une extension de QL.

a) Pour tout élément primitif o de G°(3), "îT(o) existe (alors ir(o) existe pour

tout o€G°.(3));

b) L'application 0 h-̂  TT(o) de Gp(3) dans A-(3) est injective.

Remarque. Le théorème 7 .1 exprime donc que pour cî€G°(3) d'exposant minimal premier

à 3, et pour toute extension quadratique modérée K de F, on a Tr(o..) « 7r(o).,.

*) cf. la remarque de 3 . 3 .

128



COMPARAISON

Le changement de base du chapitre 6 reflète donc bien la restriction des représen-
».

. talions de groupes de Weil.
Prouvons d'abord l'assertion a ) . Soit o un élément primitif de G ° ( 3 ) . (alors o
est d'exposant minimal premier à 3 ) . Il découle facilement des résultats de [Kol]
(voir 7 . 1 0 ) qu'il existe une extension modérée E de F, galoisienne de groupe
Z/2Z ou 2Z I17L x 2 /2Z , telle que la restriction 0., de o à W- soit ir-£• £
réductible et monomiale. Alors 7r(0p) existe. Il suffit d'appliquer, une ou deux
fois selon le cas, le théorème 7 . 1 , pour obtenir l'existence de -iï(o).

Prouvons l'assertion b ) . Soient o^, 0̂  des éléments de G-(3). vérifiant
•iï(CT-) « îr(o«). Si o. et a» sont monomiales, on a o. » a» par les résultats
du chapitre 3. On peut donc supposer o. primitive, donc d'exposant minimal pre-
mier à 3; alors ô  sera aussi d'exposant minimal premier à 3. Soit E la plus
petite extension modérée de F dans F telle que ( ( ? , ) „ et (o,)_ soient mono-1 6 2. Ci

miales. Le corps E est quadratique sur F, ou galoisien de groupe 7L 117L x z/22 .
Par application, répétée si nécessaire, du théorème 7 . 1 , on trouve

T T ( ( o ^ ) g ) « 7r(o^)g« ^^E" ̂ Ê̂

d'où (^E" ^°7\ P" le chapitre 3. Mais il n'y a qu'un seul élément o de
Gp(3) vérifiant ô  « (°^K et Det a " Det ° i • par suite on a o « 0.. C . Q . F . D .

7 . 3 . Le reste du chapitre est consacré à la preuve du théorème 7 . 1 . Bien entendu, si
F est de caractéristique résiduelle distincte de 3, le théorème 7 . 1 découle sans
peine du résultat de l'appendice 5; l'existence de TK0) a été prouvée au chapitre
3. Nous supposerons désormais que F est de caractéristique résiduelle 3. Dans ce
numéro et le suivant, nous réduisons la démonstration de 7.1 à des calculs de fac-
teurs c pour 0, qui sont effectués à partir de 7.5 .

Soient donc K une extension quadratique modérée de F et o un élément de
^O) d'exposant minimal premier à 3. Nous avons déjà remarqué que Tr(o.,.) est cus-
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pidale, invariante par Gal(K/F), et d'exposant minimal premier à 3, et qu'il exis-

te par conséquent un unique élément TT de A°(3) tel qu'on ait IL, s 71(0..) et

(A) « Det o. On veut prouver que pour tout caractère x de F , on a

c(X"ïO • c(XO)-

Soit x un caractère de F . De la proposition 6.7 et de la remarque qui suit, on

déduit qu'on a, en désignant par 0) le caractère de F définissant K,

( 1 ) C (x"»0 C (û )̂ s C (X^) £ <^X°) •

Soit c (resp. c ) un élément de F tel qu'on ait

£(nxo)aB n<c ^"^(x^)

(resp. e(nxTT) - n(c ^'^(x^».

pour tout caractère modéré r\ de F ; l'existence de c découle de 2 . 1 3 (re-

marquer qu'on a a(yo) >3 et donc que yo n'a aucun vecteur non nul fixé par Wp7 )

et l'existence de c découle de la remarque 4 de 5.24.

Pour tout caractère modéré n de K , on a alors

C^XK^" ^xo^^K0^ (cf- 2 ' m 9

et C^XK^ = ^STT^^V^ (cf' 6'5' corollaire)-

Comme X^K = ^^V^v}9 on a CX^ = CX'iï œod UK' et par suite

c(o) ^)/c(x'î0 = ù)(c )~1 = o)(c )~1 = c(o)xo)/e:(xo). On a donc

(2) t^X'rO2'6 e(xo)2.

Soit M le groupe des racines de l'unité de Œ* d'ordre une puissance de 3. Vu

l'égalité (2) il nous suffit de prouver dans B^/M l'égalité des facteurs

c(x^)0/2) et c(x(ï)(1/2). Dorénavant, nous noterons e' la classe dans C /M
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de la valeur en 1 / 2 d'un facteur c. De plus nous supposerons, ce qui est loi-

sible, que CT, donc aussi "iï, sont minimales, d'exposant premier à 3.

7.4. Remarquons que dans Œ^M, un élément x a une unique racine cubique, que

1 /3nous noterons x

Choisissons un élément c de F tel qu'on ait

c(TTff) s TiCc,)1^)
TT

et un élément c de F* tel qu'on ait

c(ri)() » ri(c )~ c(x)» pour tout caractère modéré n de F

Proposition 7.4.

a) Si a (x7r )>a(Tr ) . on a £' (yTî) at (^(c^)"1^ (\)3

b) Si a(x-iï) -aW, on a c1 (x-iï) « (^(c^r^x^r1 G

où G = 1 si a(Tr) est pair

G» G^)» q-172 î ^^a(7rM • c^ Ô sinon.
ÇCkp

Cette proposition se vérifie sans peine en utilisant 5.23 et 5.24, Remarque 1 .

L'hypothèse a()(TT) > a(7r) équivaut à a(\o) > a(o) et on a alors

£'(XO) « Deto (c î ' ^ 'Cx) 3 par 2 . 1 3
A

d'où C'Cxo) ' C'(x'ff) en ce cas.

Il nous suffit donc de vérifier qu'on a aussi ^(yo)» C'(XTT) au cas où

a(yo) " a(o) et par conséquent (quitte à remplacer 0 par \a) et tenant compte

de l'égalité de c et c module U1 , de prouver la proposition suivante.
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Proposition 7.4 bis. Soit (J un élément de -G0(3) d'exposant premier à 3. On a

alors c ' (o)« DetoCc^'^G

où G « 1 si a(o) est pair

G» ^v^r^ s111011-

Le reste du chapitre est consacré à la preuve de cette dernière proposition. On po-

se v» n(ip).

7.5. Supposons d'abord 0 monomiale. Il existe alors une extension cubique E de

— x F
F dans F et un caractère r\ de E , tels que o* Ind-(ri o Tp.). Comme o est

d*exposant premier à 3, l'extension E/F est ramifiée, donc sauvagement ramifiée.

Supposons dans un premier temps que E soit cyclique sur F. Notons ^ "n

caractère de F* définissant E. On a, d(E/F) désignant l'exposant différental

de E sur F, a(o) aB a(n) + 2a(<|)) s a(n)+d(E/F),

Det o » U j - x ,

£(n) e(o)
et

edg) e(lp)c(0)c(4>2)

On calcule C 'Og)" C 'Op)" 1,

c'Wc' (<f)2) « e 'We 1^)- <()(-1)- 1 .

d'où c'(n) s c'(o).

De plus on a c = Ng,-(c ) mod Up, où c est choisi comme en 2 .15, d'où

c = c3 mod U1
0 E

Si a(o) est pair, a(n) l'est aussi et on a

e ' (n ) 1 - U'^cJ d'après 2.18,

d'où l'égalité voulue e(o) « Det0 (c )~ .
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Si a(o) est impair, a(n) l'est aussi. Choisissons c CE* de sorte qu'on_ n •
ait nO+x+x 2 ^ )» ^(cx) pour XÊ^^ . On a alors cf. 2 . 1 8i-« ri ci

c 'Cn)- n'^c^GCn.c^)

avec G(n,c ) » q Z ^E^SÀ ^ ^' ^ étant une uniformisante de E.
ÇCkp

Soit f un polynôme irréductible unitaire de degré 3 sur F tel que

f(ûp) = 0. Alors f'(ûp) engendre la différente de E/F, et comme on a

n(4'-) ss 3n(^) +d(E/F), on peut écrire

^a(n) - ^("E)"1^''"11' -^ ^eug

d'où, par les relations d'Euler,

^E/FS^')-^1-0^;'-

et G(n,c )• q"172 2: ^(-aÇ^^Ç2)
n Ç€kp r

D'autre part, écrivant c « û-, a v' avec v' SU-, on tire de la congruence

- 3 . ,,1
^ = ^ lDod ̂

la congruence v' = v ^^^'(oL.)"3 mod Ug.

Comme E est cyclique sur F, le discriminant de E sur F est un carré et par

suite - Np,-(f(ûp)) est un carré dans F. On a donc

-f'(ûg)"3 = 1 mod (Ug)2

et v' = -v mod (Up) .&

Comme on a G-,(c.)« q"172 £ ^(û-'^v'Ç2), on en déduit G_(c )« G(n,c ),
~ u rcv - 0 T)S.feKp
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d'où l'égalité demandée e ' ( o ) « Det 0 (c^)~1 ^̂ ô
Ceci prouve la proposition 7.4 bis quand E/F est cyclique.

7 . 6 . Supposons toujours o monomiale, induite à partir du caractère n de.l'exten-
sion cubique E de F, mais supposons maintenant que E ne soit pas cyclique sur
F. Notons H l'extension quadratique de F telle que EH soit la clôture galoi-
sienne de E sur F, 9 le caractère de F définissant H, ^ un caractère de

a(o) = a(n) +d(E/F)

et Det(o) • 6 • T l j px .

On a aussi

c(n) . £(a)
e(1g) eOpednd^W)

eW £(Ind^(((>))
et

e(1y) £(1p)£(9)

e(n) c(o)£(1.,)
d'où

c(1g) c(1p)2c(9)cW

On en tire aisément £ ' (o)- £'(n)c'(9)c'((()).

On utilisera aussi

^ = "E/F^ mod ̂

^ = ̂  aod "E.

où c est un élément de E tel qu'on ait
TI

nd ^x+x2^) - ^g(cx) pour xep^
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Lemme. Dans la situation précédente, on a £'(40 « 1

Démonstration. Comme E est sauvagement ramifié sur F, on a a(<(>) > 2. Si a(0)

est pair, la formule de 2 . 1 8 donne immédiatement £*(<(>) « 1 puisque 4> est d'or-

dre 3. Supposons a(4>) impair (donc a(4>)>3) . Choisissant c . C H * de sorte qu*on— ^ •

ait

( )>0+x+x 2 /2 ) = ik-(c.x) pour xCP^^
n (p 11

on obtient £ ' (0 )s G(<t>,c.)
<P

G(+,^)-q^^^C-c^W-^2)

n

où OL, est une uniformisante de H. En fait, je dis que comme a((()) est impair,

H est non ramifiée sur F (et on prendra û., « û-). En effet Gai(H/F) transfor-

me <f> en 0 donc agit de façon non triviale sur U8 <p /U^ (p , ce qui est im-
n n

possible si H/F est ramifiée et a(4>) impair.

On a donc

e'W. q"1 !: ^(-ca^^ç2).
çekg

Ecrivons c , " û _ a T v avec v6U.,, et notons l l'élément non trivial de
y F ci

Gai(H/F). On a

^ = -^^"H'

d * où v E - v mod Uy •
H

Si v désigne la classe de v module U.,, on a dans k—

v"-1. -1 et v^2-^2- (-l)^072,

d'où e - W - q-^-l)^072 î ^(-aÇ^Ç2).
çe^11 "1F
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Mais tout élément Ç de k— s'écrit de façon unique sous la forme Ç * a + (3v

avec a,B€l4., et ont Tr . (Ç ) = -a2-^2^2 . Par suite, on a
f V^F

c'W. q-^-D^072 Z ^(^(aWv2))
a.B€ky F r

. (.0^1)/2^)(q-1)/2^

• (""1) * 1 , c e qui prouve le lemme.

Grâce à ce lemme, on obtient £'((j)« £*(r|)c*(6). On va prouver le théorème

7.4 bis en le cas présent en deux temps, d'abord en supposant K/F non ramifiée

(en 7.7) puis en supposant K/F ramifiée (en 7.8).

7.7. Gardons les hypothèses de 7.6, mais supposons en outre K/F non ramifiée. On

a alors a(o) » a(n) + 2a(4>) et £' (0) m (-1)^. Si a(o) est pair, a(n) l'est

aussi et on a

£'(n)- n^"1- ^c^"173

d'où £'(0)« DetO^'^e^K-l)^- DetO^)"173.

Si a(o) est impair, on a

e'^)» n^r^n,^) • TKc^r^GOi.c^)

e'(o)« -Deto(c^)''1/3G(n.c )

et on prouve l'égalité de G-(c ) et -G(n,c ) comme en 7.5, en tenant compte du

fait que cette fois le discriminant de E sur F n'est pas un carré.

7.8. Gardons les hypothèses de 7.6, mais supposons cette fois K/F ramifiée. On a

alors a(o) " a(n) + a(4>) + 1 et nous avons vu que a(<^) est pair. Supposons d'abord

a(o) pair; alors a(n) est impair et on trouve
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c'(o)« Deto(c^)'1/39(c^)e l(e)G(n,c ).

Il s*agit donc de prouver Inégalité eCc^e* (9)G(n,c ) * 1 .

Or on a»par 2.18»

£• (9) . q^e^) L iKC^Ô
r ^ UT

et G(n,c^). q-172 Z ^(-c^^-^2)
Ç€ky

où OL, est une uniformisante quelconque de E. Soit f le polynôme minimal de

ùLy sur F. Ecrivons

c^^'1- f^r^uÇ^v avec v C Ug • UyUg

On a alors G(n,c)- q"172 E ipC-vû-^Ç2)
n Ç^F

et, notant v la réduction de v module Pp,

£'(e)G(n.c^)- e(^1)^).

Il reste à calculer 9(c ). On a

c^ N^^f.^))-^^^)3-33^3^3 -dU,

d'où Q^o^ (Y)e(Ng^(ft(ûg))e((^+1).

Mais le corps H est engendré par la racine carrée de - Ng^pCf*(ùg)) et

N (f*(û-.)) est donc une norme de K à F. Par suite on a

e(N^p(f'(ûg))) - 1

e(c^)c'(e)G(n.c^) • 1

d'où c ' C o ) » Deto(c )~ , ce qu*on voulait démontrer.

137



Guy HENNIART

Supposons maintenant a(o) impair; alors a(n) est pair et on trouve

c'(o)- Deto^r^eCc^e'œ).

Il s'agit donc de prouver l'égalité 9(c ^'O)» G (c ).

Pour cela, on écrit c m ÙL. a v avec v€U- et on trouve

G ( c ) . Àq-^2 Z ^(^ÇV-1Ç2).
F ° q ^

Comme on a £ ' (9) - q'^eCû^"1'1) î ^(û-^'Ç2), on obtient
f ^ WF

e(c^)e'(e)« ecvX^GpCc^)- Gy(c^).

On a bien £ ' ( o ) - Det 0 (cJ^G ( c ) , C . Q . F . D .
Jusqu'à maintenant nous avons prouvé la proposition 7.4 bis pour 0 monomiale.
Dans la suite nous supposerons au contraire que a est primitive (et minimale).

7 . 9 . Soit o € G ° ( 3 ) primitive et minimale. La démonstration de 7.4 bis en ce cas
nécessite une bonne connaissance de 0 et pour cela nous devons bien décrire son
image. Nous choisirons une représentation dans la classe d'équivalence a, la no"
ferons également 0, et ainsi nous ne distinguerons pas entre 0 et sa classe
d'équivalence; cet abus ne prêtera d'ailleurs pas à confusion.

Soit V l'espace de la représentation o. Notons G l'image de o dans le grou-
pe projectif linéaire PGL(V); cette image est finie. La structure du groupe G
a été étudié et décrite dans [ K o 1 ] . Si G. est le groupe de ramification sauvage
de G, le groupe quotient G/G. est, soit le groupe 7L /42Z , soit le groupe des
quatemions H « {±1 , ± i , ± j , ± k } . Le groupe G est abélien, en fait un espace vec-
toriel de dimension 2 sur T«, muni d'une application bilinéaire alternée à valeurs
dans le groupe M~ des racines cubiques de l'unité dans C, forme donnée par le
commutateur de relèvements dans GL( V ) . Le groupe G/G, agit fidèlement par conju-
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gaison sur G , , en respectant cette application bilinéaire et G/G,, dans le cas
où il est d'ordre 4, est un tore maximal anisotrope du groupe spécial linéaire de
l'espace vectoriel G, sur T^ ; s*il est d'ordre 8, c'est le normalisateur d'un
tel tore.

Tous ces faits, nous l'avons dit, sont établis dans [ K o l ] , dans un cadre d'ail-
leurs beaucoup plus général (voir aussi [ C t 3 ] ) . On peut aussi très facilement les
déduire de la connaissance de tous les sous-groupes finis de PGL(3,Œ) [ M i ] .

7.10. Notons R l'extension de F qui correspond à G : G « Gal(R/F), et H la
sous-extension de R fixée par G , . Le groupe G/G^ possède un unique élément
d'ordre 2, que nous noterons g et nous noterons E la sous-extension de H fi-
xée par g . Il est<»lair que 0- n'est pas primitive (son image dans PGL(V) n'é-
tant pas du type voulu); l'extension E/F est modérée, galoisienne de groupe 7L /27Z.

si G/G. est cyclique, et de groupe 2 /22 x 7L fï7L sinon. (Cela justifie le fait
utilisé dans la démonstration de 7 . 2 ) .

La restriction de o à R est multiple d'un caractère de W^ (appelé le ca-
ractère centrique de o) qui définit donc un caractère n de R .

Le groupe G est produit semi-direct du groupe G. et d'un groupe F isomor-
phe à G/G . En fait on dispose même d'un relèvement canonique F de G/G. dans
GL(V), obtenu comme suit : on considère G, comme un espace vectoriel de dimension
2 sur T . , et G/G. comme un sous-groupe de SL(G^); la représentation 0 nous
fournit une représentation projective irréductible de G ^ , et F est l'image de
G/G par la représentation de Weil de SL(G^) associée à cette représentation pro-
jective. Nous prendrons pour F l'image de F dans PGL(V), et nous noterons L
le sous-corps de R fixé par le sous-groupe F de G « Gal(R/F).

Si F est d'ordre 4, on tire de ( G e 2 , 4 . 9 . 1 a ) ] que la représentation de F
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sur V est somme de la représentation triviale et des deux caractères fidèles de
F. Il existe donc un caractère n de L , tel que ri « TL,, et que o, soit
somme de T\ o 1, » (Î2, n) e T, et Î L r i o T . , Î2 étant un des caractères (d'ordre 4) de
F définissant H, SL définissant alors l'extension R de L; alors l'induite
p, à W-, de n o T. est somme de 0, Î2o et H 0.r L

Si F est d'ordre 8, la même référence permet de prouver que la représentation
de F sur V est somme de la représentation triviale et de la représentation irré-
ductible de degré 2 de P. Par suite il existe un caractère n de L , tel que
n« rip, et que o, soit somme de n e T. et de la tordue par n de la représenta-
tion irréductible de degré 2 de W. triviale sur W. , ; l'induite p de n o T àL K. L
W- est alors somme de 0 et du produit tensoriel de o par la représentation ir-
réductible de degré 2 de W- triviale sur W-, qui est modérée et de déterminant
trivial.

On a donc, que F soit d'ordre 4 ou 8,

eW3» £ ( p ) .

(Deto) « Det p • Hipx.

et, si dans chacun des cas, on choisit un élément c de L tel qu'on ait
n(1 +x+x2/2) « ip (c x) pour x€P^ n . on a aussi ĉ  = c3 mod U^. (en effet

l'égalité £(o) 3» c(p) donne ĉ  = N^?^) = c^ mod ̂

Enfin, on note u le plus grand indice de ramification supérieure de G. tel
que G" soit non trivial (on a alors G" « G . ) . L'indice u est un entier, u ^ l ,
et on tire sans problème les égalités suivantes, où e est l'indice de ramification
de H sur F.
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a(o) « 3+4u/e,

a(0y)» 3+4u,

a(n) « 1 +4u/e.

a(a) s 1 + u pour tout caractère a 4 1 de W.,, trivial sur W«,

(x(nT>) s 1 + 4u.

Remarque. Si e ^ l , alors u est impair. En effet H/E est alors ramifiée. Com-

me Gal(H/E) doit agir non trivialement sur G" on voit que ce n'est possible

que si u est impair, puisque G. est un quotient de UU/UM • En particulier,

si e=4 , a(o) et a(n) sont pairs; c'est le cas si F est d'ordre 8.

7 . 1 1 . Dans un premier temps, nous supposerons que G/G. est cyclique, et nous no-

terons ft un caractère (modéré) de F* définissant H. Le groupe G/G^ agit sur

les caractères de G,, et y possède trois orbites, dont l'une est formée du carac-

tère trivial, et les deux autres sont de longueur 4. Nous choisirons un élément dans

chacune de ces deux orbites et noterons a et B les caractères de H correspon-
F Fdants. On vérifie que Ind..a et Ind̂  & sont irréductibles et qu'on a

Ind̂  1 ^ « 1p • Ind̂  a • Ind̂  B .

De la relation ——^-|-—— « c • , on tire par conséquent
e(Ind[l^) c(l^)

c ' (p)« c'^c'CoOc'WCe'^e'œ^e'œ3))2 .

Mais on a e'œ)c'(n3)- £ 'œ)e'œ)- n(-D,

d'où c ' (p)« £'(n)c'(a)£'(B)(c'(î22))2.

De plus e'(n) vaut 1 si î2 est non ramifié, c'est-à-dire si e^4 , et vaut

(-l)^"1)/2 (comme carré d'une sonne de Gauss relative à 3F cf. 2 .17 ) si !î2

est ramifié, i.e. si e"4 .
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Lemme 7 . 1 1 . On a e'(a)= e' (6) et £'(a)2» e ^ e ) 2 ^ ! .

Démonstration. C'est clair si u est impair, car alors a(a) et a(B) sont pairs,

et on utilise 2 . 1 8 et le fait que a et B sont tordre 3. On peut donc supposer

que H est non ramifiée sur F et que u est pair. Il existe un élément y géné-

rateur de G/G. tel qu'on ait B= oa .̂ Si on choisit c CH* tel qu'on ait

aO+x+x 2 ^ ) ^ ^ ( c x) pour xeP"^2. on a aussi
n u n

6 (1+x - ^ • x 2 / 2 ) = ^(c^+c^x) pour xEP^2. d'où. par 2 .18. on tire. par comparai-

son des sommes de Gauss intervenant dans C'(a) et e'(3), qu'on a c'Ca)'8 C'(0)

v—1si et seulement si l'image de 1 +c ' dans k^ est un carré dans k^. Mais on

a o^ « a" et par suite

^. -c^modU;.

Y— 1 Y Y— 1 Y"" 1On a donc (c' )' » c' et l'image d de c' dans k., appartient au sous-
u (X (X H

corps de k^ fixé par y . On a donc (1 +d)q ~ « 1 et a fortiori

(1 +d)(q "1) /2 » 1 . L'égalité c'(a)2 - 1 découle de l'expression du carré de la

somme de Gaus-s associé à £'(a), carré qui vaut (-1) - ~ ;/ s i .

Corollaire. On a c'(o)3» C'(n)c'œ2)2 o

Supposons d'abord a(o) pair; alors e vaut 4, u est impair, et a(n) est pair

également. Comme l'extension H de F est totalement ramifiée, q - 1 est divisi-

ble par 4 et on a donc

£-(iï2)2- (-D^-072 - 1 .

Par suite on a dans Œ /M,
K

e^o)3. c'(n)« n<^)'1- n^)"17338 Deto(c^)"1,

ce qui prouve la proposition 7.4 bis en ce cas.
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Supposons ensuite a(o) impair; on a vu qu*alors e est distinct de 4, et par

2 2 2suite, !î étant non ramifié, que c'(^ ) vaut 1 • On a alors

e'(n) • n(c ^GOi.c) - Deto (c^GOi.c )

avec G(ri,c ) s q Z î/"0 ^ ^ ^' ^ etant une uniformisante de L.

Il s*agit donc de prouver l'égalité

<W3- G(n,c^).

ou encore» puisque G (c ) a pour carré (-1) ^ , de prouver qu'on a

Gp(c^). (-D^^^G^c^.

On utilise pour cela un raisonnement semblable à celui de 7.5.

Soit f le polynôme minimal de OL sur F. On écrit

•wa(n)-1 ci/- ^-1.^8^-v-l ,--,c œ. • f (ùir) tMûp v avec v€U,,

d'où Tr^Cc^^-^.^-'v^dP^.

3 1On utilise alors la relation c = c mod IL, et, écrivant
0 T} c

c û2^^-1 « oÇ^v' avec v '€Up, on trouve

v* = v^f^^)-1^^^1)3^3^ mod l̂

d'où V E v^^-^^^^-^'C^)-3 mod U^.

Mais on remarque que la représentâtiori de permutation de G sur G/F est

équivalente à la représentation de G (par conjugaison) sur G.. Celle-ci a une

orbite de longueur 1 et deux de longueur 4, et par conséquent le discriminant de
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L sur F est un carré, et il en est de même de N-,-,(f (ÛL )) . On'en déduit

qu'on a

v' S v mod(U )2,

et on conclut que G-.(c ) et G(n,c ) diffèrent de (-1) - » ce qu'il fal-

.lait démontrer.

On a donc prouvé la proposition 7.4 bis pour 0 primitive, avec G/G. d'or-

dre 4.

7.12. Il nous reste seulement à prouver la proposition 7.4 bis dans le cas où a

est primitive, et G/G. d'ordre 8. On a alors e«4, u est impair, et a(o),a(n)

sont pairs.

Notons J l'extension non ramifiée de degré 2 de F dans H, 4> le caractère

de F* définissant J. ft un caractère de J* définissant H, et a un caractè-

re de H*, non trivial, et trivial sur N-^(R ). On a alors

Ind̂ l « 4 - 1 +34>+<|)'+4)<()'+IndF(a-1^)+2Ind^ ( î î -1 j ) ,

où <()' définit une sous-extension de H quadratique sur F, distincte de J. Com-

me on a

£(P) . £(n)
e(lnd[l^) e(l^)

on en déduit

e'(o)3- e'(p)- e'We'W^'O^e'OM^e'^e'œ)2.

Mais on calcule aisément
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e 'W- (-1)^;

£'(<M)')- (-D^e* (<()*);

e'(^')2- M)^072;

e'(a)« 1, car a(a) • u + 1 est pair;

£'(n)- n(c) " 1 - Deto(c^)"1 car a(n) • u + 1 est pair;

plus, on remarque que (-1) q" vaut - 1 ; en effet, Gal(J/F) transformeDe

Î2 en Î2 , c'est-à-dire qu'on a

«^ "^ •Dod<-*2-1>
i.e. 4 | ( q+1 ) .

On obtient'donc e'(a)" Det0 (c )~ si l'on prouve le dernier le

Lemme 7.12. On a e'œ)2-!.

Démons trat ion. D'après 2«18 , on a

e'($î)- îKSL,)^ '̂1 z ncOlMC^O.
^j

Mais Sî est transformé en Î2 par l'élément non trivial de Gal(J/F); on a

sLi
donc e'(î î)" £'(Q3), d'où e'œ)2- î2(-1) • (-1) 4 « 1 .

La preuve de ce lemme est achevée, donc aussi la preuve de la proposition 7.4 bis

et celle de notre théorème principal.
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Appendice i. Sêties de Poincarê.

Théorème. Soient F un corps global, G un groupe réductif connexe sur F ,
Z son centre, u un caractère unitaire de Z(F) ̂  Z(A.p) , S un ensemble
fini non vide de places finies de F , et pour v € S , une représentation P̂
admissible irréductible unitarisable de G « G(F ) , de caractère central
u) » et possédant un coefficient non nul à support compact modulo Z " Z ( F ) .
Alors il existe une représentation automorphe irréductible cuspidale
n • ® n de G(àp) » d® caractère central u , telle que n et o
soient équivalentes pour v € S .

Démonstration, (folklore)

Pour toute place v dans S , on choisit un coefficient f de
p , non nul en 1 et a support compact modulo Z • Pour toute place v non
dans S , on choisit une fonction lisse f sur G non nulle en 1 , se trans-
formant par u) sous Z , et à support compact modulo Z(F )
Pour presque toute place v , on impose en outre à f d'être la
fonction nulle hors de Z K où K " G (Or ) est le compact maximal stan-

v
dard de G , et valant u (z) sur les éléments zk , z € Z et k € K .
Pour toute place v on impose à f de vérifier f (g) • f (g ) , ce qui
est loisible puisque p est unitarisable . On forme alors la série de
Poincaré

Pf(g) - 2: f(Yg) pour g 6 G(Ac)
Y€Z(F)^G(F)

où f est le produit des fonctions locales f . (La somme est prise sur un
ensemble de représentants dans G(F) de Z(F) ̂  G(F) mais ne dépend pas de
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ce choix puisque (i) est trivial sur Z(F)). Pour g dans un ensemble com-

pact modulo Z(Ar) » la somme définissant Pf est finie; a fortiori elle

converge, et la fonction Pf est continue. De plus, la fonction |Pf|

est intégrable sur Z(Ar) G(P) ^G(Ar-) ; en effet on a

\ffW\2< î |f(Yg)||Pf(g)|.
~ y€Z(F) ^G(F)

et donc |Pf(g)|2 est intégrable sur Z(AT-) G(F) ^G(Ar) si et seulement

si la fonction f(g) Pf(g) est intégrable sur Z(Ar)^G(Ar)» ce qui est

clair puisque f est continue et à support compact modulo Z(Ap) •

Nous allons prouver que la fonction Pf est cuspidale, c'est-à-dire
5

appartient à l'espace L_(G,b)). Soit N le radical unipotent d'un parabo-

lique rationnel de G, et fixons g€G(Ap) • Pour n variant dans un en-

semble compact la fonction y —> f(Yng) est nulle sauf pour un nombre fini

de Y- Ecrivant

Pf(ng) - E £ fCTY'ng)
y€G(F)/Z(F)N(F) y'€N(F)

et tenant compte du fait que N(F) ^N(Ap) est compact, on a

J Pf(ng)dn- Z J (Z f(YY'ng)) dn
N(F)^N(Ap) YH(F)^N(Ap) Y'

- I J f(yng)dn
Y N(Ap)

- S H (; f (yn g )̂dn ).
Y v N(F^) v vv v

Mais pour v € S , la fonction t 1—^ f (Y8..) e8^ un coefficient de p ,̂

donc L,p x f (yng)dn • 0. Donc la fonction Pf est bien cuspidale.

Considérons fTiîPf(g)- I fCg'^fCyg).
Y€Z(F)^G(F)
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Comme le support de f est compact, il est clair que l'on peut restreindre

le support d'une des fonctions f (v ( S) de façon à avoir f(g~ )f(-yg) -0
v

si y ( Z(F) • On voit alors que la fonction f de l'algèbre de Hecke rela-

tive à <i) » n'annule pas la fonction cuspidale Pf ; en effet on a

J ^g'^P^dg - J îTiTf(g)dg ^ 0 .
Z(Ap)^G(Ap) ZC^^Ap)

v
et la transformée de Pf par f ne s'annule pas en 1 . Il existe donc une

2 v

sous-représentation irréductible H de L (G,(I)) que f n'annule pas. En

particulier f n'annule pas la composante n en v ; pour v € S » ce

n'est possible que. si n et P sont équivalentes, puisque f est un

coefficient de p •
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Proposition. Soient G un groupe réductif connexe sur un corps global

Z son centre

ce un caractère unitaire de Z(F) ̂  Z(Àr.)

f une fonction sur G(kp) , à support compact module
Z(Ar) et se transformant par u> suivant ZC^f) • On suppose que f s'écrit
comme produit de fonctions locales f » f étant pour presque toute place
v comme dans la démonstration de l'appendice 1 . Alors» la fonction qui à
g € G(Ar) associe E|f(g~ Yg)| . où la somme porte sur des représentants
des classes modulo Z(F) des éléments elliptiques réguliers de G(F) , est
à support compact modulo G(F)Z(Ar)» et est continue et intégrable sur
G(F)Z( A p ) ^ G ( A y : ) .
Démonstration. Je ne connais pas de référence qui traite à la fois les
corps de nombres et les corps des fonctions. Nous allons donc séparer ces
deux cas. Le premier est mieux connu, et le lecteur trouvera dans [Ar2] des
lemmes qui» en fait, généralisent la proposition ci-dessus. Supposons donc
que F soit un corps de nombres» et raisonnons conme dans [Ar2]» p. 941.
Pour ne pas encore surcharger le texte» nous adoptons sans commentaire
les notations de [Ar2]. En particulier, nous remplaçons G par sa restric-
tion des scalaires à B} , et considérons donc un groupe réductif G sur
(Q . On rappelle au résultat standard de théorie de la réduction, contenu
dans la preuve du Leone 2.12 de [La2f . Soit h» un sous ensemble compact
de N CtQM (A) 1 et T un élément de Ot̂  . Pour tout sous-groupe parabolique
standard P. , soit o T̂ ,u») l'ensemble des éléments de G ( A ) de la forme

pak . p € <*> . a € A^(3R)° , k € K

Langlands étudie la situation à l'infini, mais ses résultats impliquent
facilement ce qui est dit ici, par les techniques du S12 de [Go ] .
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tels que a(H (a)-T ) > 0 pour a € A . O n sait [Go ] qu*on peut trouver

ui et T de façon à obtenir, pour tout choix de P.,

P.
G<A) • PI«) o (T^.o») .

Si P et P, sont des sous groupes paraboliques (standard) de G , P
p!

contenant P. . et x . 5x des éléments de o (T^,u») avec 6 € f((0 .

vérifiant

a(H^(x)-T) > 0

p
a(H^(6x)-T)> O^ pour a € A^ A^ .

alors 5 appartient à P.W •

Fixons T et o de sorte que G(à) • G((Ç) o (T ,u)) . Appelon»
o °

C le support de f . et prenons x € o^T^.t*)) . et y € GW » Y elliptique

régulier, tels que x Y x € C . Alors on a

•yx • x • x Y^ € xC .

Coume C est compact nodulo Z(Ap) . pour tout choix de T €OC^ suffisanment

régulier, il existe T' €ot^ tel que, pour toute racine simple a,

a(H (x)-T') > 0 implique a(H^(yx)-T) > 0 et a(H^(x)-T) > 0 . Choisissons

T de sorte que pour tout sous groupe parabolique propre maximal Ï^ de G ,

la condition rappelée plus haut. avec P • G , soit vérifiée. Soit P^ un
G 1

tel parabolique, a la racine simple correspondante (i.e (a) - A^ ^ A^ \ et

5 un élément de P,W tel que

-1 p!6 YX € o (TQ.Û») •

^Cette seconde condition est omise dans lAr2], mais elle est nécessaire car
sinon on pourrait démontrer que 6 € P(Q) implique 6 € P^(Q) .
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Alors a(H (x)-T') > 0 implique

a(H^(Yx)-T) > 0 et a(H^(x)-T) > 0 .

a(H (y))
Mais on a e - |a(m)| si y - nmk , n € N (A) m € M (A) . h € K ,

a (Hp (y)) ° 0

et aussi e « |a(m)|

a (Hp (y)) a (H (y))
d'où e 1 • e °

a(Hp (ôy)) a(H (6y))
et également e - e

Mais comme 6 € P.(Q) , on a IL, (6y) • IL (y) et on obtient, pour y « 6~ YX,

a(H^(Yx)) • aO^Ô'^x)) et

a(H^(6' lYx)-T))> 0 . -

On a alors S" y € P,((Ç) d'où y € P,W , ce qui contredit le fait que y

est elliptique régulier.

Par suite les éléments x de o (T ,o») qui vérifient

x'^x € C

pour un Y € G((Q) elliptique régulier» vérifient également

a(H^(x)-T») ̂  0

pour toute racine simple a • Mais alors il est clair qu'ils forment dans

GCÀ) un ensemble relativement compact modulo Z(A) . Donc le support de

x -+ Z|f(x yx)| est compact modulo G(fl}) Z(A) • De plus cette fonction de x
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est manifestement continue (pour x dans un compact, on n'a qu'un nombre fini

de termes); elle est donc intégrable sur G(F)Z(A) ^G(A). Ceci termine la dé-

monstration pour les corps de nombres.

Supposons maintenant que le corps F soit de caractéristique positive; la

référence sera [Ha], et nous adopterons ses notations dans la suite de la démons-

tration. On uti^.se le théorème 2.3.3 de [Ha]. Notons encore C le support de

f et choisissoiït x€G(A ) et y elliptique régulier dans G(F), vérifiant

x '^xÊC. Choisirons une constante c , > 0 telle que, pour tout g€G(A) , il

il existe un sous-fci.•pe parabolique minimal P. rationnel sur F tel que

''•R8)^. pour tout i.

(où R est un sous-grou compact maximal standard fixé).

Choisissons le sous-g »»upe parabolique P de sorte qu'on ait

^(P.R* ^.c< P0111' tout i-

On a alors v.^,^ ^^i pour tout i.

Mais x"1^» x^yx •x~1 €Cx"1 . et il est clair que R 0 k^Rk est d'indice
k€C

fini dans R. On déduit alors du lemme 1.3.3 de [Ha] qu'il existe une constante

c , 0 < c < 1 , ne dépendant que de C, telle qu'on ait pour tout i
o o

v.CP^.R* )^ ^(P^R* ^).

Choisissons une constante c^ telle que le théorème 2.3.3 de [Ha] soit appli-

cable à c^ et c^. Si on a, pour un i,

^(P.R* ^c^c^.

on a aussi ^.(P^R* )^c^, d'où P^P^ d'après ce Théorème 2.3.3,
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où P^ est le sous-groupe parabolique propre maximal contenant P, déter-
miné par i. On en déduit P^» P. et Y € P . » ce qui est impossible
puisque y est elliptique régulier. On a donc pour tout i

c! 1 ̂ .^ >1^S

et par suite |a_(x~ ) | est borné pour tout i. On conclut alors, à l'aide
du Théorème 2. 2 . 2 et des Leomes 2.2.3 et 2.3.5 de [ H a ] , que x appartient
à un ensemble compact module G(F)Z(A) • La fonction x h-^ZlfOx"^)) est
donc à support compact module G(F)Z(A) . Comme dans le cas des corps de nom-
bres, elle est manifestement continue, et par suite intégrable sur G(F)Z(A) .
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Appendice 3. Calculs de germes.

A . 3 . 1 • Soit TT une représentation cuspidale de GL (F) . On sait que sur
l'ouvert G des éléments elliptiques réguliers» le caractère de TT est
donné par une fonction localement constante x . Il est prouvé dans [Hol]
que cette fonction est constante au voisinage de l'élément neutre. Nous
voulons prouver dans cet appendice que cette constante r est non nulle
et vaut (-1) , ^ i . où d désigne le degré formel par rapport à une
mesure de Haar fixée quelconque sur PGL (F) , et où St est la représen-
tation de Steinberg. (Remarquer que le rapport des degrés formels ne dépend
pas du choix de la mesure de Haar). Il sera prouvé dans [Ho2] que r
est non nul. Pour obtenir en outre le renseignement plus précis sur la valeur
de r^. » il nous faut rappeler le lien établi dans [Hol] avec le dévelop-
pement en germes d'intégrales orbitales [Sk] .

À. 3.2. Soit (i) le caractère central de ir • Soient T un tore maximal

elliptique de GL (F) et T l'ouvert T(F) n G des points réguliersn 6 e

de T(F) . Pour toute fonction f € C (GL (I0,u»), soit F(f) la fonction sur

T définie par

F(f)(t) "J ^gtg'^dg .
PGL^(F)

On sait qu'il existe un voisinage V de l'unité dans GL (F) , et pour

chaque partition a de n une fonction r définie sur V 0 T » telso, e

que pour toute fonction f € C (GL (F),cï) , il existe un voisinage W de

l'élément neutre dans GL (F) tel que pour t € W n T , on ait

F(f) - r a^(f) r^(t)
a
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où les a sont des distributions attachées à la classe d'unipotent de
partition a . Il nous suffira de savoir que l'élément neutre est attaché
à la partition (n) et qu'on a a, . ( f ) " f ( l ) .vu/

Dans [Hol] , R. Howe prouve qu'on a

^•^^(n)^

pour t proche de 1 dans T •

En particulier I , . ( t ) est» comme germe de fonction sur T au
voisinage de l'élément neutre» une constante indépendante de T • Cette
constante est clairement indépendante de TT , et même de (D puisque o)(z)
vaut 1 pour z proche de 1 . C'est donc une constante attachée à PGL(n,F)
et nous voulons prouver qu'elle vaut (-1)11 d(St)

A . 3 . 3 . Dans le cas où F est de caractéristique nulle» ce résultat est
démontré par J. Rogawski [Roi] • Nous allons voir que, moyennant quelques
transformations minimes, sa démonstration reste valable pour F de caracté-
ristique p non nulle. Nous plaçant dans ce cas, prenons pour groupe G
le groupe PGL sur F , et pour tore T un tore elliptique non ramifié
de G : l'image inverse de T(F) dans GL (F) est le groupe des éléments
inversibles d'une extension non ramifiée E de degré n de F • Fixons
une racine primitive (q -l)ème ç de l'unité dans T(F) , et un entier pair
j assez grand. Notons x l'image dans Ç(F) de l'^Ço»,,'1 » et posons U " x p0 nk nk * ^. nk ° -
et, pour k ̂  0 , IL " x P » X i " x ̂  image de 1 + Ço»^^ . Alors,
les lennes 1 à 5 de [Roi] restent valables (l'essentiel étant que tout
élément de U sauf l'élément neutre est elliptique régulier). On remplace
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le Lemme 6 de [Roi] par l'assertion que si,comme dans [Rolj,£ est la

fonction caractéristique du sous-groupe d'Iwahori fixé de PGL (F) » et

c(k) le nombre des chambres de l'imneuble X de PGL (F) fixes par x, ,

on a

FCf^Xx^) - nc(k) .

A,5.4. La propriété (*) de [Roi]» p. 421 est à remplacer par la propriété

d*homogénéité des germes suivantes, qui se démontre sans problème : pour

1+y elliptique régulier suffisament proche de 1 » on a

r^l+ty) - Itl^^^r^d+y) pour t €0^ .

où d(a) est la dimension de l'orbite unipotente attachée à la partition a .

En particulier, on a

àWÎ^-l)

Y^ " o ^^ >

d'où comme dans [Roi] p. 4-21 O*) , une relation

M A^-i)
F(f )0c) • ï q m,

K i-0

(si j a été choisi assez grand), où les m. sont des nombres complexes.

Pour k " 0,...,M F(fJ(x.) est rationnel par l'assertion de A.3.3. Mais

le déterminant de la matrice (M+1,M+1) de terme général

J^-l) l(q^-i) i

^k • q " <<l )
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vaut

n (qJ/^-O.^Cq111-!))
i.k

o<i<k<M

et est donc rationnel non nul. Par suite les m. sont rationnels et le
Lemme 8 de [Roi] est valable :F(^)(x^) tend vers m dans Q pour k
tendant vers l'infini. La fin de la démonstration est conme dans [Roi]
p. 422-423.
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Appendice 4. Représentations cuspidales non ramifiées»

A. 4 . 1 . Dans cet appendice, nous nous intéressons aux éléments minimaux non rami-
fiés de A ° ( 3 ) considérés par H. Carayol [Ça] (Rappelons qu'un élément de A ° ( 3 )
est dit non ramifié si son exposant minimal est multiple de 3 ) . Nous montrerons
brièvement dans les numéros suivants que ces éléments sont aussi obtenus par les
constructions de P. Gérardin [ G e l ] , On en tire le théorème 5.2 que nous répétons
ici pour la commodité du lecteur.

Théorème. Pour chaque élément 0 de G ° ( 3 ) dont l'exposant minimal est multiple
de 3, 7r(o) existe, et on obtient ainsi une bijection 0 •—> 'iï(o) de l'ensemble
des éléments de G ° ( 3 ) d'exposant minimal multiple de 3 sur l'ensemble des élé-
ments de A ° ( 3 ) possédant la même propriété.

Démons trat ion. Le résultat de surjectivité de la proposition 5 . 1 implique que tout
élément non ramifié de A ° ( 3 ) est obtenu en tordant par un caractère de F un
élément minimal non ramifié considéré par Carayol, donc (comme nous le prouvons
dans les numéros suivants) s'obtient par les constructions de Gérardin.

Soit E l'extension non ramifiée de degré 3 de F dans F. Notons M la
F-algèbre End-(E) des endomorphismes de E considéré comme espace vectoriel sur
F, et G le groupe des éléments inversibles de H, formé des automorphismes du
F-espace vectoriel E. Gérardin construit, pour chaque caractère 9 de E qui
ne se factorise pas par la norme de E à F, une classe Q-u/v ^e représentations
cuspidales non ramifiées de G, donc un élément "n- de A ° ( 3 ) (cf. 5 . 3 ) . Le théo-0
rème 1 . 2 de [Ge1] dit, en substance, que si/ OQ désigne l'élément de G ° ( 3 ) que0
l'on obtient en induisant de W à W-, le caractère 6 ° T p . de W-, alors on a
TÎQ * 'iï(oQ)- Ainsi, tout élément non ramifié de A ° ( 3 ) est de la forme •iï((Jû)v 0 . 0

pour un choix de caractère 9 de E " , ne se factorisant pas par la norme de E
à F.
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Mais on sait aussi que tout élément non ramifié de G ° ( 3 ) est de la forme
On [Kul, théorème 1 . 3 . 3 ] . Par suite, pour tout tel élément 0 de G ° ( 3 ) , ir(o)o
existe (ce qui découle aussi de la proposition 3 . 4 ) , et on obtient ainsi tous
les éléments non ramifiés de A ° ( 3 ) , chacun d'eux étant obtenu une seule fois
à cause du résultat d'injectivité du théorème 3 . 9 (ou encore à cause de la pro-
position 4 de [ G e l ] ) .

En À . 4 . 2 nous rappelons les définitions de [ Ç a ] , en A.4.3 les constructions
de [Gel] ; enfin en A. 4.4 nous effectuons la comparaison. Nos indications seront
brèves, les techniques utilisées étant tout à fait analogues à celles mises en
oeuvre au chapitre 5 pour traiter le cas plus compliqué des représentations cus-
pidales ramifiées. Par abus de langage, on utilisera le terme représentation pour
signifier classe d'équivalence de représentations; aucune confusion ne devrait en
résulter.

A. 4.2. Soient V un espace vectoriel de dimension 3 sur F, M l'algèbre des en-
domorphismes de V, G le groupe M* des automorphismes de V, Z le centre de
G, formé des homothéties, et qu'on pourra identifier à F ; on identifiera éga-
lement le centre de M au corps F. Posons \ï • n(lp).

Soient L un 0-réseau dans V et H le stabilisateur de L dans G.
Pour tout entier m> 1 , H. Carayol définit une notion de représentation très cus-
pidale de niveau m du groupe Z H . L'induite compacte, de ZH à G, d'une
représentation irréductible très cuspidale de niveau m de Z H est une repré-
sentation cuspidale de G, minimale et d'exposant 3 m . Nous qualifierons les
représentations ainsi obtenues de très cuspidales. Deux choix distincts du réseau
L conduisent aux mêmes représentations cuspidales de G.

Notons B la sous-0-algèbre de M formée des éléments x € M tels que
xL<=L ; alors H est le groupe des éléments inversibles de B. Pour tout entier i,
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posons B i»û lB et, pour i^l. H1- 1+B 1. On pose aussi H «H. Pour
i > 0, H1 est donc un sous-groupe distingué de H, et B un idéal bilatère de
B. L'anneau B/B1 s'identifie à l'anneau des endomorphisnes du kp-espace vec-
toriel L/SL.L « L • k,. et le groupe H/H au groupe des automorphismes de cet

OJf
espace, donc à un groupe linéaire sur le corps fini kp.

Soit m un entier m > 1 . Rappelons la définition [Ça, S 4 . 1 ] des représen-
tations très cuspidales de niveau m de Z H .

Une représentation très cuspidale de niveau 1 de ZH est une représentation
(de dimension finie) de Z H , triviale sur H 1, et dont la restriction à H dé-
finit, par passage au quotient, une représentation cuspidale du groupe H/H .

Supposons m > 2 . Une représentation très cuspidale de niveau m de ZH est
une représentation (de dimension finie) de Z H . triviale sur H", et dont la res-
triction à H"" 1 se décompose en caractères cuspidaux, i.e . de la forme
x —^ ̂  oTr((i-?"vv (x-D), où v est un élément de H dont la classe dans H/H
est elliptique régulière, ce qui, on le voit aisément, signifie que l'extension
F[v] de F engendrée par v est non ramifiée de degré 3.

A . 4 . 3 . Rappelons maintenant les constructions de Gérardin [ G e l ] . Comme 3 est un
nombre premier, celles-ci se simplifient un peu, et le lecteur se convaincra sans
trop de peine que les pages 160 et 161 de [Gel] décrivent bien. dans notre cas par-
ticulier, les constructions de ce numéro.

Soit E l'extension non ramifiée de degré 3 de F dans F. Notons F le
groupe de Galois de E sur F. et F' l'ensemble F privé de l'élément neutre.
Nous conservons les notations de A. 4.2, mais nous prenons cette fois pour V l'es-
pace vectoriel E et pour L le réseau Og de V. Alors E. agissant par multi-
plication sur E, s'identifie à une sous-algèbre de M. F à un sous-groupe de G
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et k« à une sous-algèbre de M/M,. On a

M- Z yE
ver

et pour tout entier i

Bi8s z ^p^y e r E

Soit 9 un caractère régulier de E (i.e. un caractère de E* ne se fac-

torisant pas par la norme de E à F). On pose m* inf a ()(-9), \ parcourant

les caractères de F . On a m^ 1 et, pour yçr ' , m» a ( 9 o y / 9 ) . Gérardin

construit une représentation KQ de E'V1 dont l'induite (compacte) à G four-

nit une représentation cuspidale ô^i/p de G, d'exposant minimal 3m, donc un

élément de A°(3) qui, nous l'avons dit, n'est autre que 11(0^).

Nous allons maintenant décrire la construction de Ko.y

Supposons dans un premier temps qu'on ait a(9) «m. Si m vaut 1 , on pose

KO* F*, K «H; on a donc KpK « ZH. La restriction de 9 à U- est triviale

sur Up donc définit un caractère 9 de k_ ne se factorisant pas par la norme

de k- à k_. Notant T le tore elliptique de H/H défini par k-., on sait

associer à 9 [cf. DL, théorème 8.3] une représentation cuspidale R-.(9) de H/H ,

on obtient donc une représentation K*. de H. En imposant que chaque élément x

de KO* F agisse par multiplication par le scalaire 9(x), on prolonge KQ en

une représentation de Z H , qui est Kp.

Supposons maintenant m>2 , on pose alors K/^» F*, K " U_, K. " U1 pour
— U 1 t, 1 L

i entier. 1 < i < m . et K « 1 + ï Ç - ^ S yP? • On a alors KnK,K • E'V1 et
— m E Y€F' m

Vi- Elt-
Soit î p un caractère additif de F tel qu'on ait
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6 ( 1 + x) « l̂  o Tr^.F (x) pour x € îÇ .

On construit la représentation Kg de K K. K de la façon suivante : Si m
est pair, Kp est un caractère, donné par 6 sur E et par la formule
K . ( 1 + x ) « ii/ûoTr(x) pour x€B° 1 . Si m est impair, la représentation de
9 +

H" définie par la formule 1 +x —>- ̂ Q o Tr (x) pour x € B" s'étend de ma-
nière unique en une représentation Kç de K̂  (Kg est notée K^ dans [ G e l ] ) .
Sur l'espace de cette représentation, on a une représentation canonique Kç (no-
tée K dans [ G e l ] ) du groupe H/H1 (qui s'identifie aussi à Ug/Ug). Le lec-
teur prendra garde que la représentation Kg n'est pas une extension de la repré-
sentation Kg. En fait on définit l'extension Kg de Kg à K^K^ K̂  en impo-
sant que chaque élément x de K agisse par multiplication par 6(x) et cha-
que élément x de K^ par l'opérateur e ( x ) K ç ( x ) .

On vient de décrire la construction de Kç lorsqu'on a a(9) «m. Si mainte-
nant on ne fait plus cette hypothèse, on peut choisir un caractère x de F tel
que a(Xp. 6 ) " m ; alors K g est définie, et on pose Kg(x) • /̂ Det (x)K g(x)

Ê ^
pour x € KQ K- K •

A. 4 . 3 . Gardant les notations précédentes, nous allons montrer que pour tout entier
m > 1 , les représentations très cuspidales (non ramifiées) de G d'exposant 3m
sont les représentations 9 ,- de G construites par Gérardin, quand 6 parcourt
les caractères de E* vérifiant a ( 6 ) «m et a( 9 ) ̂ (y^e) pour y"* (ces ca-
ractères sont forcément réguliers). Les autres représentations cuspidales non rami-
fiées de G s'obtenant à partir des représentations très cuspidales par torsion
par les caractères de F*, on a bien le résultat annoncé (et utilisé) en A . 4 . 1 .

Nous allons montrer plus précisément que pour tout entier m^1 et toute re-
présentation très cuspidale irréductible p, de niveau m de Z H , il existe un
caractère 6 de E*. vérifiant les conditions précédentes, tel que p soit l'in-
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duite à ZH de KQ. Remarquons d'abord que pour un tel caractère 6 de E*,

d* exposant m, l'induite pg de Kg à HZ est bien très cuspidale de niveau

m (elle est irréductible puisque Q^/r l'est). C'est clair si m vaut 1 . Si m

vaut au moins 2, choisissons un élément c de E tel qu'on ait

m-1 ^9 ( 1 + x ) « ip oTr-y-Ccx) pour x € P- . Comme on a a(0)^a(x-,6) pour )(€F ,

on voit que c engendre E sur F; par suite un des caractères intervenant dans

la restriction de pp à H (à savoir le caractère défini par la formule

TO—11 +x »—> ^ oTr(cx) pour x € B ) est cuspidal, et po est donc très cuspidale

de niveau m.

Examinons maintenant l'assertion réciproque. Soient m un entier > 1 et p

une représentation très cuspidale de niveau m de H Z .

Supposons d'abord que m vaille 1 . La restriction de p à H définit une

représentation cuspidale de H/H qui, comme on sait» ([Bo] p. 1 1 7 et [DL] S 8)

est de la forme R-,(9) pour un caractère régulier de k_. Si 6 est l'unique
x 1 ""

caractère de E trivial sur U_, définissant 6 par passage au quotient» et

coïncidant sur F avec le caractère central de p, on a bien p" p«.

Supposons désormais m^2. .La restriction de p à H contient un carac-

m'*' o-m-Vtère cuspidal r\ : r| ( 1 + x ) " ^ o Tr(cx) pour x € B , où c€û-, H engendre

une extension non ramifiée de degré 3 de F. Par suite c est conjugué dans M

à un élément de E"; il est donc conjugué è cet élément dans ZH [Ça, Prpp. 3.4.]

et par suite on peut supposer que c appartient à E, donc engendre E. Le sta-

bilisateur dans ZH de n est E* H" . Par la théorie de Clifford (cf5.7), p

est l'induite à ZH d'une représentation irréductible K de E* H"1 , dont la

m^restriction à H est isotypique de type T\ •

Si m est pair, E^erdi )/Ker(Tl ) est central dans E'V1 /Ker(Tl ); par

suite K est un caractère de E'H" ; sa restriction à E* définit un caractère 6
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de E et on voit aussitôt qu'on a K * K-, d'où P«PQ; on a également a(9) "n

et a()(p6)^a(6) pour tout caractère \ de F , puisque 6 coïncide avec ri

sur U"-1.
6

Si m est impair, il n'y a qu'une représentation irréductible K' de K
m+

dont la restriction à u soit isotypique de type r| (cela découle de A.4.3

car il est immédiat que ri est de la forme ip-. pour un caractère 6 de E ).

Le groupe F'^-KerCri )/Ker(n ) est central dans E^ /ker(n ); par suite F^-£1 c c m e Ct

agit dans l'espace de K par multiplication par des scalaires» Soit 6 le ca-

ractère de F IL, ainsi obtenu. On étend K' en une représentation de F^- KL c c> m

en imposant que F U_ agisse via 6 • Alors K est un composant de l'induite
- 3

à E^ ( = E H1" ) de cette représentation. Mais 6 possède ^ J". extensions

en des caractères 0 de E qui fournissent ^ _" représentations K« dis-

tinctes, qui sont aussi des composants de cette induite. Comme F U K est d'in-^ & m

dice ^—— dans E^ ,K est l'un des KQ. Comme précédemment on voit qu'on aq — 1 m U

a(9) =m et a(XpQ)^ a(9) pour tout caractère \ de F*. CQFD.
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Appendice 5. Le cas modéré.

A.5.1. Nous voulons prouver ici les faits signalés en 5.24 Remarque 2). On garde

les notations de 5.3 et on suppose F de caractéristique résiduelle p distincte

de 3; on pose v » n(lp).

On se donne donc un entier m, m^2, mf 1 mod 3, un élément cuspidal c de

M vérifiant v-(Detc) • -m-2-3v, et un caractère 9 de Ftc]* compatible à

c. On a construit au chapitre 5 une représentation cuspidale ir(c,9) d'exposant

m+2.

On fixe une extension E de degré 3 de F dans F» et un F-isomorphisme a

de E sur F[c]. On note Oç, l'induite è W- du caractère 6 e a o T- de W-.»

et 0 le caractère non ramifié de degré 2 de F •

Théorème. On a 7r(c,9) • ""^o) sl F[c]/F est cyclique

Tr(c,6) • BirCOû) sinon.

Remarque 1 . On a DetCo^) " 6| si Fie]/F est cyclique
——— 9 Ip»

et Det(o^) • @ • 6[ sinon, ce qui est compatible à la torsion par

£ dans la formule du théorème, puisqu'on a œ / a\ • 6|
"\C, v) | pi*

La représentation TT - •ff(c,9) est cuspidale. De plus 9 est d'exposant

m3? 1 mod 3 donc ne se factorise pas par la norme de E à F, et par conséquent

OQ est irréductible. Par suite, on a, pour tout caractère y de F ,

L(vTr) « L()(0û) * 1 et, pour prouver le théorème, il suffit de vérifier, pour tout
v

caractère \ de F", l'égalité

e(X^) • c()(B 0..) où &-0 ou 1 selon le cas.

*) Comme aux chapitres 5, 6 , 7 nous dirons représentation au lieu de classe de re-
présentations.
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Le reste de l'appendice est consacré à la vérification de cette égalité.

Remarque 2. On vérifie trivialement l'égalité des exposants

a(xTT) • a C y O g ) - supOaCy). a(9)+2) .

Il suffira donc de prouver l'égalité précédente pour les valeurs des facteurs

e en s s 1 /2 , par exemple. Nous noterons c' la valeur d'un facteur £ en

s» 1/2.

A. 5.2. Rappelons les résultats obtenus en 5.23 et 5.24.

Pour tout caractère x de F choisissons c EF* comme en 2.15.

On a alors £' ()(TT) » (6 • X ° Det)~ (c + G)() • i|/ e Tr(c + c\) • A

où A vaut 1 si a()(7r) est pair,

G(x,c )3 si a(x"ff) est impair, a(xTr) > a(ir),
A

(1) G (6,c) si a()(Tr) est impair, a(x"ir) • a(7r).

D'autre part c(x°û) se calcule, grâce aux propriétés d'induction des facteurs £0

galoisiens, à partir de c(8 • x-,r i) (ce dernier facteur étant relatif au caractère

additif ^[c]^

On trouve (cf. 2.18)

^^FicP' < e •XF(c ] ) " 1 < c + c x ) • 4 ' O T r ( c + C X ) 'B

«
où B vaut 1 si a(xir) est pair

G(Xp^pc) si a(XTT) est impair, a(xTî) > a(Tî)

G(6,c) si a(xir) est impair, a(xTr) s a(ir).

A. 5.3. Supposons d'abord F[c] cyclique sur F, et notons œ un générateur du

groupe des caractères de F triviaux sur les normes de F(c] à F. Par la pro-

priété d'inductivité en degré 0 des facteurs c galoisiens, on obtient
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^X^ ^XFEcP

e(1p)e(u))e(a2) ^pic])

Mais comme on a 0) « iS, on obtient e'Cû)) •e'(ù)2)» 1 par [Del, 5.4](cf. aussi

3.3). De plus on calcule aisément, utilisant 2.18,

e'dp)- e'Op^)- 1 . d'où on tire

e'Cxcïe^ £*(exp^).

La même propriété d'inductivité donne l'égalité

c(y)£(Ya))£(Ya2) . ^[cp
e(1p)£(a))e(u2) c(1F[c])

Comme on a £(Yh)) » 0)(c )£()() pour a(y) > 1 (cf. 2.13, (jû étant modéré) on en dé-
Â

duit £(Xp^])» £(X)3 si a(x) > 1

d*où facilement, si a(x) est impair, a(x)^.3

G(X,(,I,^)- G(x,^)3.

Par suite on déduit de A.5.2 les relations

C'CXTO • e ' ( xOQ) • c

avec C » 1 si a(x'ïï) est pair ou si a(x"ff) est impair, a(x'ff) > adr), et C « (S|)

si a(x) est impair, a(xTT) * a(7r).

Mais, puisque F[c] est une extension cyclique de degré 3 de F, totalement rami-
q

fiée, on a 3|(q- 1 ) et donc (^) B 1 . Par suite on a l'égalité voulue TT " •iï(cïû).•j u

A. 5.4. Supposons désormais que F[c]/F ne soit pas cyclique. Alors 3 ne divise pas

(q - 1 ) . Notons K l'extension non ramifiée de degré 2 de F dans F. La clôture

galoisienne de E dans F est KE. On note LU un caractère de K* définissant

KE. Par inductivité, on trouve
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^X^p) ^ g < e - X F [ c ] )

£(1y)£(Ind^O)) ^Ftc^

et
ednd^aï) e((*))
co^cce) m ?rÇT •

De plus on calcule e*(1p) « ^^i^" c ' (1F[c] ) 'B 1

c'(8)- ( -1 )^ .

On prouvera en A. 5.5 le lenane suivant

Lemme. e * (a)) " 1.

De ce lemme on déduit c ' e x O g ) " £' (6 • Xp[c]^ " 1^*

D'autre part, on a

£(x)£(X^4tD) gO^Xp^] )

edpednd^u)) c(1F[c])

Mais Ind-O) étant modéré, on a par 2.13, si a(x) > 1 »

e(xlnd^o))- (Kc^^x)2- (-1)a(x)^c(x)2

puisque B* Det(Ind^ù)) (cf. A. 5 . 1 , Remarque 1) .

On en tire donc ^Fic^ m ( - 1 )a x C(X)

et, si a(x) est impair, G(XF[c]'cy^" " G ^ X » 0 ) •

Des calculs de A. 5.2 on conclut alors

e'(X^) • C ' ( X O Q ) • D

avec D- ( -1)^ si a(x-ff) est pair,

D « (-D^1 si a(xTr) est impair. a(xTr) > adr),
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D = (JX-D^ (-D^1 si a(xTî) est impair, a(xTî) « a0r).

On a donc D» ( - i)30^^

et C ' (X70« C ' C B x O g ) . C.Q.F.D.

A. 5.5. Il reste à prouver le lemme de A.5.4. On a

c'(o))« ^(ÛU^q'"1 Z œCO^C^O

^K^K

^
Mais ù) est transformé en œ sous l'action de l'élément non trivial y de

Gal(K/F). On a donc (i)(F ) « 1 . Il s'agit donc de prouver que la somme E au mem-

bre de droite de l'égalité précédente vaut q.

Si Ç€U^/U^ vérifie 0 ) (Ç)^1 , on a œ^) « û)2^) et O)^) + 0)(0 « - 1 .

On a donc

Z- E ^ ( a Ç ^ ^ r / C Ç ) ) - Z ^(oÇ^^r (Ç)) .
Ç€U^/U^ r K/F ^^K^K

0)(0«1 ^(O-j

où j est une racine primitive cubique de l'unité fixée dans C. Identifions

IL./U à ky, où k-. est le corps résiduel de K, extension de degré 2 de k-..

Alors Tr ,„ s'identifie à Tr. „. On peut découper les sommes précédentes en

classes module k , puisque 0) est trivial sur F . La classe des éléments de tra-

ce nulle contribue alors d'un facteur q- 1 à la somme où elle apparaît, les q

autres classes contribuant d'un facteur - 1 . Il nous suffit donc de voir que si

Ç€k^ est de trace nulle, alors U ) (Ç ) -1 . Mais soit p une racine primitive cubi-

que de l'unité dans k^. On a 1 .̂ • ^Pl et 1 + 2p est de trace nulle. Par suite,

on a 0)(Ç) SB 1 si et seulement si (1 + 2p)(q "1) /3 « 1 dans k^. Si p«2. c'est

clair. Si p > 5 alors q + 1 est divisible par 6, et comme (1 + 2p) "B -3, on a

d^p)^2-073- (^i2-0^. (-a)^-1)^1)/6., i
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puisque -3€k-..

A. 5.6. Remarque. Le résultat de cet appendice et celui de l'appendice 4 permettent,

quand p est distinct de 3, de décrire explicitement la correspondance de Lan-

glands G°(3) —>A°(3). Voir [Mo] pour des résultats dans le cas de G°(n), quand

p ne divise pas n.
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Appendice 6. Facteurs L e^ e de paires et changement de base quadratique.

A.6.1. Dans cet appendice, nous donnons quelques compléments à la proposition 3.25.

Quand F est une extension de ^ et qu'on prend un élément a. de G°(2) et

un élément primitif a» de G°(3), on aimerait prouver l'égalité

(1) £ ( 'ff(o^) xir(o^)) « e(o-eo^)

ou même plus simplement (ce qui répond à une question de H. Yoshida) prouver l'éga-

lité obtenue en regardant les exposants de q s dans la formule précédente :

(2) a (TT(O^) XTT(CT^)) - a(o^o^).

Remarquons que comme F est une extension de Q^, l'élément 0, s'obtient

par induction : il existe une extension quadratique K de F dans F et un ca-

ractère 6 de K* tels qu'on ait

0. • Ind- (0 e T ) et par suite-1 — — K ^ - y

(3)
£(o^ eo^) e(6(o^)^)

e(Ind^l^)3 e^)3

Posant TTg " •iï(o.), TT« TT(O^) et m.m TT((O,)..), il s'agit donc de prouver qu'on

(4)
£ ( T T û X T r ) COlT..)

___0_____ ___K

e(lnd^)3 e(^)3 '

II est naturel de penser qu'une bonne théorie du changement de base de F à K
devrait permettre de prouver une telle égalité. Le changement de base défini au
chapitre 6 (et qui s'appliquerait à TT puisque K est modérée sur F et que
o^, étant primitive, a son exposant minimal premier à 3) ne suffit malheureuse-
ment pas à notre propos. Il nous faudra développer une version globale du change-
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ment de base quadratique (théorème A. 6.3) pour obtenir le résultat suivant :

A. 6.2. Proposition, Supposons que F soit une extension de Q~. Soit K une

extension quadratique de F dans F et 0 un élément primitif de G°(3).

Pour tout caractère n de K*, notons n l'élément Ind (̂n oT^) de Gp(2)

et TT l'élément •iï(n1') de A-,(2).n r

a) Pour tout caractère n de K , on a

a(-rr î<ir(o)) » aOi^o).

b) Supposons 0 minimale. Soit c un élément de F tel qu'on ait

€(xa)" x^)"1^)

pour tout caractère modéré \ de F*. Supposons en outre que pour tout caractère

modéré n de Kx on ait

-1 2(5) £(-iï X T T ( ( J ) ) « DetTT (c) c(a) .

Alors on a, pour tout caractère r\ de K ,

(6) C(TT X T r C o ) ) 1 6 cCn^o).

Remarques 1 - Les méthodes qui permettent de prouver le lemme 3 . 1 2 . 1 devraient

également prouver que l'hypothèse exprimée par la formule (5) est toujours véri-

fiée. Nous espérons revenir sur ce point dans un travail prochain.

2 - La relation (5) est vraie si r^ est réductible, en particulier

si n est non ramifié.

A.6.3. Soit M/L une extension finie de corps locaux. Conformément à notre usage

antérieur (voir 2 .12) nous notons 0 h-̂  0^ l'application de restriction de G^

dans G et pour chaque entier i^.3, nous notons TT t—^ TT^ l'application cor-
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respondante de A-(i) dans A_(i), appelée changement de base de L à M.

Théorème. Soient F un corps global, K. une extension quadratique séparable de

F, R une représentation automorphe cuspidale de GL(3,Ar)» ^ son caractère

central. Soit S un ensemble fini de places de F contenant l*ensemble Z des

places finies v de F, non scindées dans K. et telles que F soit une exten-

sion de Q» et que R soit de la forme Tr(o ) où a est un élément primitif

de Ap (3).
v

a) II existe une unique représentation automorphe cuspidale T de GL(3,Aiy) tel-

le que pour toute place v de F hors de S et pour toute place w de K au-

dessus de v, on ait

(7) \- (\)^.

Le caractère central de T est îî «> Ni^yp.

b) L'égalité précédente a en fait lieu pour toute place v de F hors de S et

pour toute place w de K au-dessus de v.

c) Soient v une place de F, w une place de K au-dessus de v. Pour tout

caractère n de K posons ir m irdndy ( U e T ^ ) ) . Ona alors
w n "w "W

(8) LOr î<^ )« L(nT^)« L(n0^)(ç )

^.^
c(^)3 c0)3

où on a noté 1 le caractère trivial de K .

A. 6.4. Corollaire. Gardons les notations de la proposition A.6.2 et du théorème

précédent. Soit v une place de F appartenant à £, w la place de K. au-

dessus de F. Supposons donné un isomorphisme a de ^ sur K qui envoie F^

sur F et fasse correspondre Tr(o) à R . Supposons enfin que o vérifie les
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conditions de la partie b) de la proposition À. 6.2. Alors on a

\- <RV\•

Prouvons la proposition A.6.2 à l'aide du théorème et de son corollaire. Il est

clair que, quitte à tordre 0 par une puissance de la norme sur F*, on peut

supposer 0 unitaire. On peut trouver une extension quadratique de corps globaux

K/F, une place w de K et un isomorphisme de K sur K qui envoie F sur

F, On peut également trouver (cf. appendice 1) une représentation automorphe cus-

pidale R de GL(3,Ar) ^nt le composant en v corresponde, via a, à l'élé-

ment •îr(o) de A°(3)» Plaçons-nous d'abord dans la situation de la partie b) de

la proposition. On a alors T * (R )^ par le corollaire et«grâce à la formule
w

(9)y on a aussi

COT^R,) ^<^>

c(TT,)3 e0)3

pour tout caractère T) de K •

Transportée via a, cette formule donne la formule (4) avec ir " TT(o) et

9* n oa, d'où immédiatement (6). Démontrons maintenant la partie a) de la pro-

position.

Notons T l'élément de A..O) qui correspond à T via a. Grâce à (8)»

on voit que T est cuspidal, et (9) se traduit par

£(TT x-f fCo)) ^ .
(10) ——î———— - ̂

£0r,r cor

pour tout caractère r\ de K » où l'on note 1 le caractère trivial de K . Soit

\ un caractère de F* tel que y 0 soit minimal. On a alors )(TT « TT pour
"K

tout caractère n de K", d'où e(-iï xir(o))" £(iT XTr()( o)) etTI TIX^
e(rrr) • eCux^ X^T).
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On peut donc remplacer 0 par \ a et supposer dans (10) que 0 est minimale.

En prenant n » 1 on obtient

a(T) ae a(o) si K/F est non ramifiée

a(ï) » 2a(o) - 3 sinon.

On a donc a(ï) s a(o,.) et a(T) n'est pas multiple de 3 puisque, 0 étant pri-

mitive et minimale, a(o) n'est pas multiple de 3. Par suite pour tout caractère

n de K , on a

a(rrr) » sup (3a(n), a(T)).

Si K/F est non ramifiée, on en déduit :

a0r xir(o))- 2 sup (3a(n) . a(o)) « supOaOr^), 2a(o)) « aOi^o).

Si K/F est ramifiée, on trouve :

a(TT X T T ( O ) ) « sup (3a(n) . a(-r))+3- sup ( 3(a(n) + 1) , 2a(o))

« sup OaCn1') . 2a(o)) - aCn^o).

où, dans les deux calculs précédents, la dernière égalité découle du calcul des

exposants en termes des indices a( ) de 2 .14.

A.6.5. Prouvons maintenant le corollaire A. 6.2, en gardant les notations précéden-

tes. On a donc la formule (10) pour tout caractère r\ de K* et il s'agit de prou-

ver qu'on a T « irCo,,). Comme o est primitive et minimale, on voit comme précé-
K

demment que T est minimale, d'exposant premier à 3. Comme T^ est pour presque

toute place w invariant par Gal(<(/F), il découle du théorème fort de multiplici-

té 1 que cela est vrai pour toute place w et ainsi T est invariante sous

Gal(K/F). Par conséquent, il existe un unique élément p€A-.(3) tel que T « p^
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et h» » 0) . Il s'agit donc de prouver qu'on a p* Tr(o).

*Soit c un élément de F tel qu'on ait

e(XP) " X^c )~ ^P) P0^ tout caractère modéré \ de F*.

On a alors

e(UT) m n(c ^cCT) pour tout caractère modéré n de K", et par suite
P

£(TT x-rr(o))« n(c ̂ "^(Tr^ XTT(O)) - rKCpr^cr^Co)2,

où Ç désigne le caractère de F* définissant K.

Mais, par l'hypothèse faite sur 0, on a

e(ir x7r(o))« nCc)'"1^)'"1^)2

d'où l'on tire

n(c) - n(c ) pour tout caractère modéré n de K

et donc c « c mod U-.

Pour tout caractère x de Fx» on a \ " T^X^X) d'où, grâce à (10).
^

e(X^> e <XÇo) K e<XP) e (X^P)•

On utilise alors la même démarche que dans le chapitre 7. La congruence

c«c mod IL. implique qu'on a

e()(0)2 m C(XP) P0111" tout caractère \ de F*,

et il suffit de prouver e (yo) - c (\P) dans/ C^M, ce qui découle de la congruence

c « c mod U1 et de l'égalité h^ " 0) .
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A. 6.6. Il nous reste à prouver le théorème»

Remarquons tout d'abord que l'assertion d'unicité dans la partie a) découle

du théorème fort de multiplicité 1 .

Notons T' la représentation de GL(3,A^) dont la composante en une place

w de K au-dessus d'une place v de F soit

T' » (R )„ .w v Kw

Si îî est le caractère central de R, celui de T' est Î2^,m !î o N^yp. En

particulier, il est trivial sur les idoles principaux de K-, et les conditions du

paragraphe 1 3 . 1 de [JPS1] sont satisfaites, de sorte que nous pourrons faire usage

des théorèmes 13.8 et 13.9 de [JPS1].

Soient \ un caractère du groupe des classes d'idèles de K et "iï la repré-
A

sentation automorphe de GL(2,Ar) correspondant à )(• son composant en une place

v de F est l'élément noté TT dans la partie c) du théorème, s'il n'y a qu'une
"w

place w de K au-dessus de v, et vaut ir( • \^) s'il y en a deux.
w|v

On peut considérer la fonction L globale L('rr x R, s) produit des composants

locaux L((TT ) x R )(s), et, si on fixe un caractère additif non trivial ^ de
x v v

Ar/^ 1e facteur c(7r x R, s) produit des composants locaux c((7T ) x R^ ^)(s).

On sait [JPS5] que la fonction s h->-LC-iïx R, s) est entière, bornée dans les ban-

des verticales si F est un corps de nombres, et qu'elle vérifie l'équation fonction-

nelle

v v
(11) L(TT x R . s) = £(TT x R , s )L (ir x R . 1-s) .

X /\ À

Soit v une place de F n'appartenant pas à £. Si v est scindée dans K, on

vérifie qu'on a

(12) n L(X^)- L^V.^)
w|v A
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^Vw^K ) ^^ ^v'V
et (13) n ——————^ - ————————.

wlv e(1^ ,̂  )" e(1p ,^)°
w w v

Si v est inerte dans K on a aussi, en désignant par w la place de K au-

dessus de v •

(1*) ^Xw1'^' ^'xVV

e(^,V ) e(Or ) X R V )
W

et (15) ——————î- • ———?——————— .

^W ^<^.V3
w w

En effet toutes ces égalités découlent des identités analogues pour les représenta-

tions des groupes de Veil locaux Wp et W^ grâce à la proposition 3.27.
v w

Remarquons maintenant que, si n est un caractère unitaire du groupe des clas-

ses d'idèles de F, alors pour prouver le théorème pour la représentation cuspidale

R, il suffit de la prouver pour la représentation cuspidale n R. Si A est un

entier positif, on peut choisir r\ de sorte que n et TL. soient d'exposant
w

> A pour toute pla.-.e v de F appartenant à E. Nous choisirons A (et n) dé

sorte que pour tout caractère y du groupe des classes d'idoles Cjç de <C, rion

ramifié hors de E, on ait, pour chaque place v de E, les relations (14) et

(15) : cela est possible à cause des propriétés de dégénérescence exprimées par le

lemme 3.13.2.

Comme nous l'avons dit, on peut remplacer R par nK, et par suite supposer

que pour tout caractère \ de Ci^, non ramifié en les places appartenant à Z,

on ait

L(xT1, s ) « LOr x R , s )
A

v v v v
L (xT \8 ) « L(^xR,s)

et e(xT'. s ) • eOï^. s ).
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(en effet ces égalités découlent immédiatement des égalités (1 2 ) à ( 1 5 ) ) . Pour tout
tel caractère x de C^, on a donc l'équation fonctionnelle traduction de ( 1 1 ) :

v v
( 1 6 ) L ( x T ' , s ) « c(xT' . s ) L ( x T ' . 1 - s ) .

Par suite des théorèmes 13.8 et 1 3 . 9 de [JPS1], pour chaque v € I, il existe
un unique élément générique T de A^(3) (où w est la place de K au-dessus

w w
de v) tel que, en posant T» e T ® T' , (I' désignant l'ensemble deswer vwt^ w
places de K au-dessus de celles de F appartenant à Z) on ait, pour tout carac-

tère x de C.ç :
v v

( 1 7 ) L ( x T . s ) « c(xT. s ) L ( x T. 1 - s ) .

Pour w € I ' , T a même caractère central que T̂  et par suite T a pour
caractère central Cl o N . , , r . Par construction, la formule (7) est vraie pour toutef</ r
place v de F hors de Z, et on a donc les parties a) et b) du théorème.

Les formules (8) et ( 9 ) sont également vraies par construction pour toutes les
places v de F hors de E, à cause des formules ( 1 2 ) à ( 1 5 ) . Il nous reste donc
seulement à prouver (8) et ( 9 ) en une place VQ fixée de E. w^ désignant la place
de K au-dessus de v/.. Il suffit encore de prouver (8) et ( 9 ) quand n est un
caractère unitaire de K . On peut donc supposer que n est la composante en w^

^
d'un caractère (unitaire) X de C^, très ramifié en les places de S' autres
que w,.. On a alors les formules ( 1 2 ) et ( 1 3 ) avec T remplaçant T ' , et aussi
les formules ( 1 4 ) et ( 1 5 ) , sauf peut-être en la place VQ de F.

Mais la comparaison des équations fonctionnelles ( 1 1 ) et ( 1 7 ) donne, par un
raisonnement entièrement analogue à celui utilisé en 3.14 et 3 . 1 5 . la première éga-
lité de la formule (8) et la formule ( 9 ) en la place VQ. Enfin la seconde égalité
de la formule (8) est facile car (Ry ) étant cuspidale, on vérifie aussitôt

° S
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qu'on a L(n(R^ ) ) « 1 et, de même. L(ir xR ) « 1 .
0 S vo

Cela prouve la partie c) du théorème, et achève la démonstration.
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