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LA CONJECTURE DE LANGLANDS LOCALE POUR GL(3)
Guy HENNIART

Résumé

'Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Nous prou-
vons 1'existence et 1'unicité d'une application de 1'ensemble G°(3) des classes
d'équivalence de représentations continues irréductibles de degré 3 du groupe de
Weil de F, dans 1'ensemble A°(3) des classes d'équivalence de représentations
admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,F), application qui conserve
les facteurs e et soit compatible 2 la torsion par les caractéres de F*. Nous
montrons que cette application est bijective.

Dans le cours de la démonstration, nous obtenons une construction explicite
des éléments de A°(3) et utilisons une théorie du changement de base modéré pour
ces éléments.

Abstract

Let F be a locally compact non archimedean field. We prove that there exists
a unique map from the set G°(3) of equivalence classes of continuous irreducible
degree 3 representations of the Weil group of F, into the set A°(3) of equiva-
lence classes of admissible irreducible supercuspidal representations of GL(3,F),
a map which is to preserve e-factors and be compatible with torsion by characters
of F". We prove that this map is a bijection.

Meanwhile we obtain an explicit construction for the elements of A°(3) and
we use for them a tame base change theory.

Guy HENNIART, Université de Paris-Sud, Centre d'Orsay, Bitiment Mathématiques 425
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1. Introduction.

1.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. On fixera
dans toute la suite une cléture séparable algébrique F de F, un caractére ad-
ditif non trivial be de F, 1la mesure de Haar de sur F autoduale pour Ves

et on notera L1 le nombre d'éléments du corps résiduel de F.

Notre but est de prouver une généralisation, conjecturée par R.P. Langlands,
de la théorie locale du corps de classes. Rappelons que celle-ci [Se2,We] donne
une bijection canonique entre les caractéres continus du d}oupevde Galois de F
sur F et les caracteres d'ordre fini du groupe multiplicatif F* de F. La
généralisation consiste a relier, d'une part les représentations continues de de-
gré donné n du groupe de Galois de F sur F, et d'autre part certaines repré-
sentations (de dimension finie ou infinie), dites admissibles, du groupe localement
compact totalement discontinu GL(n,F). Pour 1'élégance des résultats, i1 faut rem-
placer le groupe de Galois de F sur F par une variante : le groupe de Weil-
Deligne Hg de F sur F. Le lien entre les deux types de représentations men-
tionnées ci-dessus se fait & 1'aide d'invariants, les facteurs L et &, qu'on
leur attache. L'alinéa suivant précise la nature de ces invariants et le paragra-

phe 1.2 donne notre résultat.

En fait, & une représentation o du groupe de Weil-Deligne Hﬁ [Ta], on sait
associer le facteur L(o) qui, fonction d'un paramétre complexe 4, est une fonc-
tion rationnelle de q;b, et le facteur e(o,wF,de), que nous noterons en abrégé
e(o) et qui, comme fonction du méme paramétre &, est un mondme non nul en q;A.
Ces facteurs ne dépendent que de la classe d'équivalence de o. De méme, pour cha-
que entier n>1, on sait associer a une classe d'équivalence m de représentations
admissibles irréductibles de GL(n,F) des facteurs L(m) et elm,pp.dex)  (noté
e(n)) ayant des propriétés analogues [GJ]. La théorie locale du corps de classes

[Se1,We] nous permet d'identifier les classes d'équivalence de représentations de
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degré 1 de N,': et les classes d'équivalence de représentations admissibles irré-
ductibles de GL(1,E), i.e. les caractéres (continus) de F*. On peut ainsi fai-
re agir le groupe F* des caracteres (continus) de F", par torsion, sur les re-
présentations de H,': A(on notera xo la représentation obtenue par torsion de o
par le caractére xeF') et sur les représentations admissibles irréductibles de
GL(n,F) (notation : ym).

1.2. Le but de cet article est de prouver le théoréme suivant, cas particulier

de conjectures générales de Langlands.

Théoréme. Soit n = 3 .

1. 1I1 existe une unique application o » n(c) de 1'ensemble des classes
d'équivalence de représentations ¢-semisimples, de degré n , de Wé , dans
1'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréduc-

tibles de GL(n,F), qui vérifie, pour tout caractére continu x de F

L(xo) = L(xn(0))

e(xo) = e(xn(a)) .

2. Cette application est une bijection, et fait se correspondre les repré-
sentations irréductibles (de degré n) de W% et les représentations admis-

sibles irréductibles cusp{dales de GL(n,F) .

3. ‘Les conducteurs de o et n(o) sont les mémes, et le déterminant de ©
correspond, par la théorie locale du corps de classes, au caractére central
de (o) . Enfin, l'application o -+ m(0) est compatible au passage aux repré-

sentations contragrédientes.

Remarque. L'énoncé analogue, pour n=1, reformule la théorie locale du corps

de classes; pour n=2, il a été prouvé par Kutzko [Ku2], aprés des résultats
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partiels de plusieurs mathématiciens, cf. [Tu2, Ct2]. En fait les résultats des
chapitres 5 et 7 de cet article peuvent étre généralisés, et, quand n est la
caractéristique résiduelle p de F, 1'auteur a prouvé, début 1983, a 1'aide
de résu}tats de D. Kazhdan, les énoncés en ce cas des parties 1 & 3 du théoreme
précédent, sauf 1'unicité de 1'application o > m(c). Des résultats sembla-
bles quand n est un nombre premier distinct de p sont dus & A. Moy [Mo],

le cas n=p ayant aussi été traité par Ph. Kutzko et A. Moy.

1.3. Le chapitre 2 ne contient rien d'original; il a pour but de fixer
les notations et conventions, de rappeler au lecteur les.définitions et
propriétés des facteurs L et ¢ , et d'&noncer de fagon précise les pro-

priétés de la correspondance conjecturée par Langlands.

Le chapitre 3, pour 1'essentiel, rassemble des résultats connus. Notons
G°(3) 1'ensemble des classes d'équivalence de représentations continues irré-
ductibles de degré 3 de W!, et A°(3) 1'ensemble des classes d'équivalence
de représentations admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,F). On
se raméne tout d'abord & prouver l'existence, l'unicité et la bijectivité d'une
application 7 de G°(3) dans A°(3), qui conserve les facteurs € et soit
compatible a la torsion par un caractére de F*. on prouve aussi que, 1'élément
0 de G°(3) étant donné, il existe au plus un élément de A°(3) qui puisse cor-
respondre & O; si un tel élément existe, on le note m(0) et on dit que w(0)
existe. On prouve également, utilisant [JPS1] que m(0) existe si 0. est impri-
mitive, ou si F est de caractéristique non nulle. On obtient ainsi une applica-
tion 7' de G'(3) dans A°(3), ou G'(3) est égal a G°(3), sauf si F est
une extension de @,, auquel cas G'(3) est formé des éléments imprimitifs de
G°(3). Suivant une idée de H. Jacquet [Ja3], nous prouvons que 1'application '

est injective.
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1.4. La partie la plus nouvelle de ce travail concerne l'existence de m(0) quand
F est une extension de Q3 et que O est primitive. L'observation cruciale est
qu'il existe une extension modérée K de F, quadratique ou composée de deux ex-

tensions quadratiques, telle que la restriction 0, de O .au groupe de Weil-

K
Deligne de F sur K soit imprimitive. On dispose alors de la classe n(OK) de
rebrésentations admissibles irréductibles supercuspidales de GL(3,K), classe qui
est invariante par l'action du groupe de Galois de K sur F. Il est alors naturel
d'essayer de construire m(0) & partir de ﬂ(OK), a4 1'aide d'une théorie du chan-
gement du corps de base analogue a celles développées par Langlands [La3] ou Kutzko
[Ku2). En fait, on utilise une théorie du changement de base modéré analogue a cel-
le de Kutzko, le succés de cette technique dans notre cas a priori compliqué repo-

sant en derniére analyse sur le fait que l'extension K de F est de degré premier

a 3.

1.5. La théorie du changement de base modéré utilise une construction explicite

des éléments de A°(3), construction qui procéde en deux étapes.

H. Carayol [Ca] a donné un procédé permettant d'obtenir, par induction i par-
tir de sous-groupes de GL(3,F) compacts modulo le centre, des éléments de A°(3),
que nous dirons trés cuspidaux. Nous donnons une construction explicite trés détail-
lée de ces éléments trés cuspidaux, au chapitre 5 pour ceux d'exposant premier a 3,
et 4 l'appendice 4 pour ceux d'exposant multiple de 3. Nous calculons également les

facteurs €.

La seconde étape nécessite l'introduction d'un corps D de centre F et de

dimension 9 sur F.

Une version simple de la formule des traces, due & P. Deligne et D. Kazhdan

([DK], voir aussi [Ro2]) permet de prouver, en suivant les techniques de Flath [Fal,
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1'existence d'une bijection, conservant les facteurs € et compatible & la torsion
par un caractére de F‘, entre A°(3) et 1'ensemble des classes d'équivalence de
représentations continues irréductibles, de degré > 1, de D*. Mais H. Carayol a
montré [Cal] que cesreprésentations de D" sont toutes obtenues par un procédé ana-
logue a celui qui donne les éléments trés cuspidaux de A°(3). On en déduit alors
que tous les éléments de A°(3) sont, a torsion prés par un caractére de F!, trés

cuspidaux.

1.6. Par manque de références publiées, nous donnons au chapitre 4 une démonstration
détaillée de la formule des traces et de ses conséquences, en tirant avantage et

simplifications des renseignements donnés par [JPS1]. De plus nous donnons une ver-
sion des théorémes fort et faible de multiplicité un pour les représentations auto-

morphes d'un corps gauche de centre un corps global et de degré 9 sur ce centre.

En outre, nous montrons dans ce chapitre comment les arguments de comptage de
Tunnell [Tul], Koch et Zink [Ko2, 2i], et la comparaison avec les représentations
de D" entrainent que si 1'application m : G°(3) —> A°(3) que nous cherchons

est injective, alors elle est bijective.

En particulier dés la fin du chapitre 4, nous avons prouvé notre résultat
principal si F n'est pas une extension de Q3. Si F n'est pas de caractéristi-
que résiduelle 3, on peut d'ailleurs donner une construction explicite des éléments
de G°(3) (ils sont imprimitifs) et de ceux de A°(3) (cf. chapitre 5). On peut
alors décrire explicitement 1'application m : G°(3) —> A°(3), ce qui est fait

aux appendices 4 et 5.

1.7. La description explicite du chapitre 5 fournit une paramétrisation de A°(3).
Le changement de base pour une extension quadratique modérée est défini et étudié
au chapitre 6, & partir de cette paramétrisation, pour les éléments de A°(3) d'ex-

posant minimal premier & 3.
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Plus précisément, on donne une paramétrisation des éléments de A°(3) d'ex-
posant minimal premier & 3 par des données (c,0,x), ou ¢ est un élément de
GL(3,F) qui engendre une extension ramifiée de degré 3 de F, 6 un caractére
de Flcl® possédant une certaine propriété de compatibilité avec c, et x un
caractere de F". Soit K une extension quadratique modérée de F. Si m est
un élément de A§(3), d'exposant minimal premier & 3, attaché aux données
(c,8,%), on montre que les données (c,6 °NK[c]/F[c]’ X °NK/F) définissent un
é1ément de A§(3), cet élément m ne dépendant pas du choix des données (c,6,x)
pour 7. L'application qui a8 = associe m est le changement de base modéré
de F a K. Au chapitre 6, on décrit 1'image et les fibres de cette application,

et également le lien entre = et Ty en termes des facteurs e.

Au chapitre:7, on prouve (Théoréme 7.1) que le changement de base modéré reflée-
te bien la restriction des représentations des groupes de Weil, en ce sens que si
H est une extension quadratique modérée de F et O un élément de G°(3) d'ex-
posant minimal premier a 3 tél que ﬂ(OH) existe, alors m(0o) existe et est 1'uni-
que élément de A°(3) qui par changement de base donme W(UH) et dont le caractére
central corresponde, par la théorie locale du corps de classes, au déterminant de O.
Si O est un élément primitif de G°(3), il suffit alors de considérer un ou deux
changements de base modérés pour obtenir 1l'existence de 7(0). On a donc prouvé
1'existence de 1'application 7 cherchée; on en prouve 1l'injectivité en utilisant
les propriétés du changement de base et 1l'injectivité de 1'application 7' de 1.3,
et on en prouve la surjectivité en utilisant les arguments de comptage signalés en

1.6.

1.8. La démonstration du théoréme 7.1 dans le cas difficile ou F est de caracté-

10
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ristique résiduelle 3, utilise une technique originale. Soit 0€G°(3) d'exposant
minimal premier 3 3, et supposons que ﬂ(ou) existe. Soit T 1'élément de A°(3)
qui donne n(oﬂ) par changement de base et dont le caractére central w correspon-
de au déterminant de 0 : 1l'existence et i'unicité de T sont assurées par les ré-
sultats du chapitre 6. Par comparaison des facteurs € de O et Oy d'une part,

de T et ﬂ(GH) d'autre part, on prouve qu'on a
2 2 N x
e(xo)“ = e(xm) pour tout caractére ¥ de F .

I1 ne reste plus alors qu'a prouver 1'égalité de ces facteurs € modulo les racines
de 1'unité d'ordre une puissance de 3, ce qui se fait par un calcul explicite mon-
trant qu'on peut exprimer ces facteurs en termes de X, de w et d'invariants at-
tachés a og et ﬂ(OK). Signalons que 1'invariant attaché a Oy est déja apparu

dans [DH].

1.9. Les trois premiers appendices traitent de résultats utilisés dans le texte
et pour lesquels nous n'avons pas trouvé de référence commode. Les appendices &
et 5 donnent, dans des cas particuliers, une version explicite de la correspon-

dance donnée par le théoréme 1.2 (& 1'appendice 4 est traité le cas des classes

de représentations irréductibles de Wé induites & partir de 1'extension non ra-

mifiée de degré 3, 3 1'appendice 5 celui ou F est de caractéristique résiduelle

distincte de 3).

Soit K une extension quadratique séparable de F. La restriction a Wé des

F

les éléments de AF(3) (qui coincide, dans le cadre du chapitre 6, avec le chan-

représentations de W) se traduit par un changement de base de F a K pour
gement de base modéré qui y est défini). L'appendice 6 s'attache & comparer ce
changement de base avec celui qui peut €tre défini par des méthodes globales (uti-
lisant les fonctions L et la théorie de Hecke, ou une théorie a la Langiands.
cf. [Fk]). On obtient des résultats sur les facteurs L et € de paires d'élé-

ments de AF (cf. Proposition 3.25).

1
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2. Facteurs L et ¢.

2.1. Soit F un corps commutatif localement compact non archimédien. Nous

fixerons jusqu'a la fin de 1'article une uniformisante ;% de F et un

caract@re non trivial ¥p du groupe additif F ; désignant par 0F 1'anneau
des entiers de F , nous noterons n(wF) et appellerons exposant de wF le

plus grand entier n € Z tel que Vg soit trivial sur m;“ OF . Nous fixerons

également sur F la mesure de Haar-de autoduale pour . Nous noterons

wF
a le nombre d'éléments du corps résiduel kF de F ; Py la caractéris-

tique de kF 3 v la valuation de F qui prend la valeur 1 sur o 3

F F
| IF la valeur absolue de F qui vaut q;l sur B% . Pour chaque nombre
complexe 4 € T , nous noterons enfin u; 1'homomorphisme x IxI; de
Fx dans Ex . Pour tout entier n> 1 , nous poserons U; - l+'§f; OF « On

notera PF 1'idéal maximal de OF’ et U ou Ug le groupe des unités de OF.

Remarque. Dans cet article, de nombreux objets dépendant de F auront
des notations naturellement indexées par F . Nous nous permettrons, quand

aucun risque de confusion n'existe, de supprimer 1l'indice F .

2.2. Soit n un entier, n>1 . On s'intéresse aux représentations
admissibles irr&ductibles du groupe localement compact totalement discontinu
GL(n,F) (notre référence pour cette &tude sera [Ct1]). On note AF(n)*)
1'ensemble des classes d'@quivalence de telles représentations, et AF

la somme disjointe des AF(n) s pour n > 1 . Un Elément m de AF sera
dit de degré n , et on écrira deg(r) = n , si m appartient 2 AF(n) .

On note A; le sous-ensemble de AF formé des classes de représentations

cuspidales, et A;(n) - AF(n) n A; .
Remarques 1. Dans cet article, 1'expression représentation cuspidale

*) La lettre A est l'initiale du mot automorphe !

12
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signifiera toujours représentation admissible irréductible absolument cuspidale

[ct1,1.6].

2. Un caractére d'un groupe topologique H est pour nous un homomorphisme con-
tinu de H dans C€%; s'il est a valeurs dans le groupe des nombres complexes
de module 1, on parlera de caractére unitaire. L'ensemble ;§ des caractéres de
F* s'identifie donc 3 AF(I). Le centre de GL(n,F) s'identifie 3 F, et,

pour toute représentation admissible irréductible 7 de GL(n,F), il agit dans

N x .
T par un caractére de F , 1le caractére central de 7, qu'on note W

3. De nombreux objets associés aux représentations admissibles irréductibles de
GL(n,F) ne dépendent que des classes d'équivalence correspondantes. Par exemple,
nous pourrons parler du caractére central Wy d'un élément T de AF‘ De facon
analogue, si T est une représentation admissible irréductible de GL(n,F), et
¥ 1a représentation contragrédiente [Ct1,1.5], la classe d'équivalence w' de

¥ ne dépend que de celle, disons w, de ™; on écrira donc aussi $ au lieu

de w'. Le méme phénoméne, et le méme usage de notations, se produira encore par
exemple pour les facteurs L et €, sans que nous prenions la peine de le signa-

ler & nouveau au lecteur.

2.3. Soient Y un caractére de F* et T une représentation admissible irré-
ductible de GL(n,F). On notera xm la représentation admissible irréductible

de GL(n,F), dans le méme espace que 7, qui & g€GL(n,F) associe 1'endomor-
phisme Y odet(g) *m(g). On obtient ainsi une action (x,m) > xm de ;} sur

AF(n), laissant stable A;(n), qu'on appelle torsion par les caractéres ¥.

Une représentation admissible irréductible m de GL(n,F) est dite de
carré intégrable si son caractére central est unitaire et que ses coefficients

sont de carré intégrable modulo le centre de GL(n,F). Elle est dite essentiel-

13
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lement de carré intégrables'il existe un nombre complexe 4 tel que oln

soit de carré intégrable.

2.4. Godement et Jacquet ont défini ([GJ] , pour chaque représentation
admissible irréductible de GL(n,F) , des facteurs L et ¢ , dont nous

‘rappelons ci-dessous quelques propriété&s; nous suivons les conventions de

[Jal] *).

Soit m € AF(n) . Le facteur L(7) , noté L(4,7) dans [Jal], est
fonction du paramétre complexe 4 , et de la forme P(q-‘)_l ol PE ElX] verifie
P(0) = 1 . Le facteur e(m,y,dx) , qu'on notera c(w) puisque ¢ et dx
sont fixés, est un monéme non nul en q" . En fait on a les propriétés

suivantes :

1) L(a"m4) = L(n) (s+t) ,

e(atu)(é) = g(n)(4+t) pour t, 8 ET .

ii) Le degré de e(m) comme monfme en q-‘s est nen(y) +a(r) , ol
a(n) est un entier appelé exposant de = . On sait qu'on a a(n) >0 et
a(n) = 0 s8i et seulement si = contient la représentation unité& de

GL(n, OF) [Jps3].

2.5. Jacquet,Piatetski-Shapiro, et Shalika [JPS2] ont attaché des facteurs

L et € 2 un couple ('rrl,wz) d'&léments de AF . Le facteur L("rl *ﬂz)

est aussi de la forme l?(q'-b)'-l , avec P € C[X] , P(0) =1, et le facteur

*)

Le lecteur remarquera que dans [Jal] p.64, il faut, 2 la ligne 5, remplacer
2($,4,f) par Z($,8+(n-1)/2,f) , et, dans la proposition 3.13, L(4,1)
par L(4,1 x af-1)

14
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e('rrI Xﬂz) est aussi un mondme non nul en q_6 *)
On a les propriétés suivantes, pour "o oet m dans AF :

L(n]xwz) -L(ﬂzx'nl) et S("l’l X'nz) -e(ﬂzxﬂl) H
L(m xx) =L(xm)) , e(m; xx) = elxm)) ,
L(x'nl X‘rrz) - 1.(1!] x)('rrz) et e(x'n‘ x'nz)-e(ﬂl x x1r2) »

pour tout caractdre x de Ff ; enfin pour tout 4 et tout t dams T,
L(a®r, x7,) (8) = L(x, xn,) (4+t)
elatn x 7)) (8) = e(n) xmy)) (49t) .

Pour TyaT, dans AF , on posera, pour 4 € €,

¥, x1,) (8) =e(n) x 7)) (&) * L(¥) x¥,) (1-8) + [L(my x 1) ()]
et

Y1) @) = et @) - LEDA-8) + LGOI .

2.6. Nous fixerons dans toute la suite une cldture séparable algébrique

F de F , et nous noterons GF le groupe de Galois de F sur F , WF

le groupe de Weil de F sur F , et Hé le groupe de Weil-Deligne de

F sur F ; en ce qui concerne W% , notre référence constante sera [Ta].

*)Ces facteurs L et ¢ ne sont définis dans [JPS2] que pour = générique
([Ja3); les représentations génériques sont aussi appelées non-dégénérées,
cf. par ex. [Z]).Mais les définitions et les propriétés &noncées ici
s'étendent au cas général (cf. [JPS4) et [JPSS5]).
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Nous normaliserons l'application de réciprocité de la théorie locale
du corps de classes,

X
Tp ¢ WF -+ F

de sorte que les &léments de Frobenius géométriques correspondent aux

uniformisantes, et munirons W, de la norme || [ , pour laquelle on a

F

Il"”F - ITF(W)IF pour tout w € W .

2.7 Une représentation de W% sera pour nous ce qui dans [Tal est
appelé une représentation ¢-semi-simple, sur € , de W% , c'est-a-dire
un couple (p,N) formé d'une représentation continue semi-simple p de

WF dans un espace vectoriel complexe V(p) de dimension finie, et d'un

endomorphisme (nilpotent) N de V(p) tel que
p(w) Np(w) | = I!wIIFN pour w € W,

Deux telles représentations (p,N) et (p',N') sont dites &quivalentes,
s'il existe un isomorphisme o : V(p) + V(p') des espaces de p et p',

vérifiant

ap(w) =p'(w)o

oN = N'oc pour tout w € LA

La remarque 3 de 2.2. s'applique aussi aux représentations de We -

Nous identifierons une représentation (p,N) de wé pour laquelle

N =0, 2 la représentation continue semi-simple p de WF (et pour nous

16
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une représentation de WF , sera toujours une représentation continue semi-
simple dans un espace vectoriel complexe V(p) de dimension finie). Rappelons
que si p est irrdductible, alors on a forcément N = 0 , qu'on sait définir
le produit tensoriel de deux représentations de W% » que toute représentation
de W% est somme directe de représentations indécomposables, chaque repré-
sentation indécomposable &tant &quivalente 3 une représentation du type

p ® Sp(d) ol p est une représentation irréductible de WF et Sp(d) 1la

représentation spéciale de degré d [Ta, 4.1.4 et 4.1.5]

2.8. A toute représentation ¢ = (p,N) de WI', est attaché son degré deg(c) qui
est la dimension sur € de 1l'espace de p . Pout tout entier n > 1 ,on

note GF(n) 1'ensemble des classes d'équivalence de représentations de

degré n , et GF la somme disjointe des GF(n) s on note G; le sous-
ensemble de GF formé des classes de représentations irré&ductibles et,

pour tout entier n > 1 , on pose G;.(n) = GF(n) n G; .

Une représentation de degré 1 de W! est irréductible, et GF(I)

F
s'identifie 3 1'ensemble des caractéres de WF . Si x est un caractére
de Fx, X° Tp est un caractére de HF et s8i o est une représentation

de Wi. , on notera xo0 la représentation (xeo 'rF) ®o .

A toute représentation o = (p,N) de Wl':. , on associe son déterminant

det 0 , qui est le caractére detv(p)°p de WF , ol detv(p) désigne

. *
1'homormorphisme déterminant du groupe linéaire de V(p) dans c ). On
lui associe aussi (cf. [Ta ], 4.1.6.) un facteur L(o) , un facteur

ok
e(o,¥,dx) noté e(o) ,) un exposant (d'Artin) a(o) , qui ne dépendent

que de la classe d'équivalence de o .

* On notera Det o le caractére de F' vérifiant DetgoTp= deto.

*%) En fait ¢€(0) désigne dans [Ta] ce qui pour nous est Efc) (0). On a pour
ces facteurs L et € des propriétés analogues a celles g’ngnc?’ei in)g.lo,
en particulier, on a €(0)(s) = €(a%0)(0) = €(0) (O)q'S(a(c +deglo/niy))

17
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On définit également la contragrédiente b de o qui est le couple
3,N) formé de la représentation » sur le dual V(p)* de V(p) , contra-

grédiente de p (c'est-3a-dire qu'on a
<H@WH , v = < vhom Dy >

pour w € HF , VEV(p), v¥EV(p)* , < > désignant 1'accouplement entre

v .
V(p)* et V(p)) , et de 1'endomorphisme N de V(p) vérifiant

v
<N(v*¥),v>= -<v¥Nv> pour V € V(p) , v*¥ € V(p)*

Si deux représentations de WF

sont équivalentes, leurs contragrédientes

le sont aussi, et on parlera de la contragrédiente ¥ d'un &lément o de

GF'

2.9. A tout caractére x de WF , associons le caractére w(x) de Fr
caractérisé par 1'égalité m(y) ° Tp = X - On obtient ainsi une bijection
x » m(x) de GF(I) dans AF(]) , qui conserve les facteurs L et les
exposants, et est compatible au passage 3 la contragrédiente. C'est par

définition que cette bijection conserve les facteurs € .

Les conjectures locales de Langlands proposent la généralisation

suivante de la théorie locale du corps de classes :

Conjecture 1. Il existe une unique application de G dans AF
o v n(o)

qui prolonge la bijection x » m(x) de GF(I) dans AF(I) et vérifie

pour tous o0, 1 dans GF

18
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i) deg(o) =deg(n(0))
ii) L(o®1) = L(n(0) x 7(1))

iii) e(o®1) = e(n(o) x n(1)) .
2. Cette application est une bijection et vérifie

“r (o) = n(det 0) (autrement dit ©o) = Det o)

a(n(o)) = alo) pour tout 0€Gp

(&) = n(o)¥

3. La représentation n(0) est cuspidale si et seulement si ¢ est
irréductible, elle est essentiellement de carré intégrable si et seulement

si o est indécomposable.

Remarque. Supposons un instant que F soit un corps commutatif localement
compact archimédien, i.e. F = R ou F = € . Alors Langlands [Lal] définit
une application o #» m(c) de 1'ensemble des classes d'équivalence de repré-
sentations complexes de dimension finie de We continues et semi-simples,
dans la somme disjointe pour n > 1 des ensembles de classes d'équivalence
de représentations admissibles irréductibles de GL(n,F) . Cette application
vérifie 1'analogue de la conjecture précédente, les facteurs L et € &tant

définis dans [Ta ] pour une représentation de W_ et dans [JPS 4] pour une

F
représentation de GL(n,F) .

2.10. Le but de cet article est de prouver le théoréme suivant :
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Théoréme. Soit n =3 .
1. Il existe une unique application o~ n(c) de GF(n) dans

AF(n) qui vérifie

L(xm(0)) = L(x0)

N
e(xm(o)) = e(xo) pour tout x € F-

2. Cette application est une bijection, et on a

w1(0)= Det 0

a(n(o)) = a(o)
ﬂ(\é) = n(%)

AX
m(xo) = xn(c) pour x € F.

3. La représentation (o) est cuspidale si et seulement si o est
irréductible, elle est essentiellement de carré intégrable si et seulement

si o est indécomposable.

Remarque 1. Comme nous 1'avons dit, 1'analogue de ce théoréme pour n = |

reformule la théorie locale du corps de classes.

2. L'analogue pour n =2 a &té tranché en 1979 par Kutzko [Ku2].
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Nous en donnerons d'ailleurs une esquisse de démonstration, différente

de celle de Kutzko, au chapitre 3. (de 3.16 a 3.18).

Remarque 3. On peut montrer que la bijection du théoréme 2.10, (pour n = 3)
estcompatible 3 1'action du groupe des automorphismes du corps T sur les

espaces des représentations.

2.11. Nous serons amené 3 considérer des extensions finies de F dans F .
A une telle extension K , les considérations et notations précédentes
s'appliquent; on affecte les notations d'un indice K , si nécessaire. Le

caractére wK fixé sur K sera toujours le caractére y°7Tr , et les

R/F
facteurs € relatifs 3 K seront toujours avec ce choix de Vg o et le choix

de la mesure de Haar sur K autoduale pour Vg ¢

Pour toute extension finie K de F , le théoréme 2.10 nous donne

une bijection notée L simplement 1 de GK(3) sur AK(3) .81 K

est galoisienne sur F , cette bijection est compatible 3 1l'action naturelle
du groupe de Galois de K" sur F , sur GK(3) et AK(3) . Cela sera prouvé
au chapitre 3; on peut d'ailleurs remplacer 3 par 1 ou 2 et 1'assertion reste

vraie.

2.12. Si K est une extension finie de F dans F , nous identifierons

wK au sous-groupe de WF fixant K . Si E est une extension finie de K

dans F , on peut restreindre 3 W_ une représentation p de W,  : on notera

E K
Res:(p) ou pp la représentation obtenue. Si x est un caractére de K"

on notera parfois XE le caractére °NE/K de E" :ona

(xetgdg = xg°Tg -
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De facon duale, on peut induire a Wy unme représentation p de HE : on
K K . . . N
notera IndEo ou p la représentation obtenue. Si X est un caractére de

E* on écrira Indgx au lieu de Indg(x o Tg)-

I1 n'est pas facile de décrire a quoi doivent correspondre, du cdté automor-
phe, ces opérations. La restriction 2 une extension E de F des représentations
de ﬁF doit se traduire par une opération communément appelée changement de base
[cf. La 3, Fk] et notée T > Mg+ Au chapitre 6 et dans 1'appendice 6 nous exami-

nerons un cas particulier de cette situation, ou 1l'extension E/F est quadratique.

2.13. De 2.13 & 2.16, nous rappelons les résultats principaux de [DH], qui nous se-

ront utiles aux chapitres 3 et 7.

Nous munissons les groupes de Weil de la filtration par les groupes de ramifi-

cation en numérotation supérieure.

Soit t un nombre réel positif ou nul. Soit T wune représentation de WF’

oz ces . t
sans vecteur non nul fixé par le groupe de ramification WF'

s

Alors il existe un élément c de Fx, unique & multiplication prés par des

t/2

éléments du groupe UF

(formé des unités de F vérifiant vp(u-1)>t/2), tel

que, pour toute représentation p de W, triviale sur le groupe de ramification

F
wt/2

F » on ait

eG®T) = Detp (o) (98P,
Si p est donnée par un caractére X de F', cela signifie qu'on a

exn) = x(e) le(.

/2

La constante c¢ est caractérisée modulo ut par ces derniéres égalités, quand ¥

F
parcourt les caractéres de F* triviaux sur U;/z.
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De plus, si p est une représentation de WF triviale sur H;, alors

e(p®T)Det p (c)e (1) 9e8(P)

est une racine de 1'unité d'ordre une puissance de p. Par exemple, si ¥ est

un caractére de F d'exposant a(x) <t+1, alors
e(xt)x(c)/e(T)
est une racine de 1'unité d'ordre une puissance de p.

Si t>0, 1la constante c¢ est caractérisée, modulo U;, par la propriété qu'on
vient d'énoncer, quand ¥ parcourt tous les caractéres modérés de F* (i.e. les

caractéres triviaux sur U;).

2.14. Si 1 €G°, et a(t) >0 (ce qui est automatique si 1 n'est pas
un caractére de WF) , alors le plus grand indice de ramification supérieur
t tel que T soit sans vecteur non nul fixe par H; est aussi le plus

grand indice de ramification sup&rieur tel que 1 soit non trivial sur

W; . Si on note a(t) cet indice, on a a(t) = dim(t) (a(t)+l) . On notera

alors . la constante correspondant au choix de t = a(t) . On a
VF(CT) = -a(1) - dim(1)n(y)

Si a(t) =0 » onnoterac_ n'importe quel &lément de F* de valuation -n (y)
et on posera a(t) = -1 d'olt a(r) = a(r)+l .
Des considérations précédentes, on retiendra en particulier, que si ¥

est un caractére de Fx, on a
-1 deg(T) .
e(xt) = DetT (c)< o) EXO si deg(T)a(y) >2a(r)
F
et e(xt) = x(cT)"e(-r) si si 2deg(T)a(y) <a(1).

Ces égalités illustrent le comportement des facteurs € sous torsion par

un caractére. D'autres informations sur la torsion par un caractére suivent
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maintenant, que nous utiliserons le plus souvent implicitement.

On dit qu'un élément T de A ou G est minimal si on a a(xt) >a(1)
pour tout caractére ¥ de F*. Pour tout élément T de A ou G, on ap-

pelle exposant minimal de T et on note amin(T) le plus petit des expo-

s x o . .
sants a(xT), quand X parcourt les caractéres de F . Ainsi T est mi-

nimal si et seulement si ona a_. (T)= a(T1).
min
Si TEG°(n) est minimal, et si X est un caractére de F', on a
alxt) = sup(alt),alyx))

a(xt) = sup(a(t), na(y)).

- 1 .

Supposant a(1) >0, on a ¢t % mod Uy si na(y) < a(1)
= 1 :

et L mod Uy si na(x) >a(1).

Le numéro suivant indique comment calculer la constante c -

X .
2.15. Si x est un caractére de F , on notera c_ n'importe quel

X

&lément de F  de valuation -a(x)-n(Y) tel qu'on ait

x(x) = w(cX(X°l))

pour x € F  vérifiant ZVF(X‘I) > a(y) . 8ila représentation .t est de
la forme y °tp » OB peut prendre c‘t = cx . Si 1t est une représentation

de WF comme en 2.13, sans vecteur non nul fixé par W; , on peut calculer

la constante ¢ de 2.13 comme suit : on écrit <t comme combinaison lingaire

3 coefficients entiers de représentations induites t= f n, Ind{ (x; ® TL-)
ier * i M
o L. est une extension finie de F dans F , x; um caractére de L;

tel que . o T soit non trivial sur wE N W ., , et on peut prendre
* i o F Li
c= T N (c. ) ' . Ceci s'applique bien sfir 2 T € G° et t = a(r) .
ier M/Xy
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2.16. Une propriété trés importante pour la suite est la suivante, qui découle:
de [DH, 4.21.3]. Soit TEG® tel que a(T)>0. Soit K une extension de F

dans F, modérément ramifiée d'indice de ramification e.
Alors on a

a(TK) = ea(T)

et c = c¢_ modulo Uea(T)/Z.
T K

®
Autrement dit, si T est sauvagement ramifiée, ¢, ne dépend que de la res-

triction de T au groupe de ramification sauvage de HF.

2.17. Donnons, pour mémoire, le calcul des facteurs € d'un caractére ¥ de
Fr [GeK, p. 4]. Ce calcul nécessite quelques rappels sur les ommes de Gauss,

rappels qui seront utilisés de nombreuses fois au chapitre 7.

Soient V, W, deux espaces vectoriels de dimension 1 sur un corps fini
Fq a4 q éléments, Q une application quadratique non nulle de V dans W,

Y un caractére non trivial du groupe additif sous-jacent & W. On pose

-dim(V) /2

G(Q) = q I yQxx));

x€V
la quantité G(Q) s'appelle la somme de Gauss de YoQ. On sait que si gq

(g-1)/2

est impair, on a G(Q)2= (-1) et que si q= 2%, on a G(Q)I" -nt.

Si q est impair et qu'on remplace Q par a Q avec aGF; , alors
G(Q) est remplacée par (E)G(Q) ot (-) désigne le symbole de Legendre dans

alan/z

a . a .
F :(5)=1 si 1 et (3)=-1 sinon.
q (q) : q

Le cas usuel est celui o V =W = l?':l et Q(x)= axz avec aEF: . On

va voir maintenant d'autres exemples.
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2.18. Soient X un caractére de F* et CX un élément de F" fixé comme

plus haut. Posons Vv= n(y). Si a(x) est pair, on a

e(x) (s) = q(”z”’“‘X)*"’x“ux)w(cx) )

si a(x) =1, ona

(1/2-S)(1+\J)X-

1
e(x)(s) = q (CX)G_‘(X’CX)

avec

- 12 -1
6 (xe) = q z u1X Gle x),

X€UL /Uy
ol la somme sur x€UF/U; désigne en fait une somme sur un systéme de repré-
sentants dans F. de UF/UI'?' Si en outre ¥ est d'ordre 2 (donc q impair),

on a

1/2

- 2
G1(x,cx) = q z w(cxx )

xEOF / PF

(un exemple de somme de Gauss).
Si a(x) est impair, a(x) >3, on a,
en posant a(x)= 2a+1,

(1/2-8) (a(x)+v)

=1
e(x)(s) = q X (cx)w(cx)c(x,cx)

1/2

- -1
avec G(x,cX)A q ZF/P;HX (1+x)w(cxx)

x€p?

(ot la somme, a nouveau, porte sur un systéme de représentants dans F).

Si q est impair, on peut choisir cx de sorte que pour x€P'; on ait

2
x(1 +x+x7) = w(cxx). On a alors

26



FACTEURS L ET g

cx2
X

2

x o +0V(e ) = W=

et G(x,cx) est un autre exemple de somme de Gauss.

2.19. Les sommes du type G(x,cx) apparaissant assez souvent, il nous sera

. . . . . +
utile d'avoir la notation suivante. Pour tout entier m, on notera m 1la

m+ 1

partie entiere de et m la partie entiére de ;. Si m est pair,

2
m m+ 1

+ -~ . . . +
on a donc m=m = 3. S1 m est impair, ona m = m+1= 2.Ona

+ -
dans tous les cas m= m +m .
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3. Injectivité.

3.1. Le but de ce chapitre est de rappeler les résultats déja connus, ou faci-
les a obtenir, en ce qui concerne l'existence de 1l'application o > 7(0)
[JPS1], et de donner un résultat d'injectivité (théoréme 3.9) dont 1'idée de

la démonstration est due a Jacquet.

Plus précisément, nous prouvons d'abord que, o0€G(3) étant donné, il
existe au plus un élément T de A(3) vérifiant les conditions imposées i
m(0) (Proposition 3.2). Puis nous prouvons que si O est irréductible (et
en outre monomiale si F est une extension de q3) alors un tel élément
m(0) existe (Proposition 3.8) et que, restreinte a 1'ensemble des éléments
irréductibles de G(3) (et en outre monomiaux si F est ume extension de QB)
1'application 0 > m(0) est injective. Nous donnons en 3.16-3.18 une bréve
démonstration de la conjecture locale de Langlands pour GL(2) (i.e. nous prou-
vons le théoréme 2.10 avec n=2), qui permet de traiter ensuite (Théoréme 3.19)

le cas des éléments non irréductibles de G(3).

Nous terminons ce chapitre par un résultat sur les facteurs L et € de
paires d'éléments de A (Proposition 3.25) qui a un intérét évident au vu de la

conjecture énoncée en 2.9, et qui sera complété a 1'appendice 6.

Les théorémes essentiels de ce chapitre sont obtenus par une technique de
passage du global au local, qui remonte a [JL] et & la preuve, par Deligne [Det],
de 1'existence des facteurs € locaux. Nous utiliserons sans commentaire les
notions et notations de la théorie (globale) des représentations automorphes,

pour laquelle le lecteur pourra consulter [Co].

3.2. Si o est un élément de G(3), nous voulons prouver qu'il y a au plus un
candidat pour 7(o). Rappelons d'abord le lemme 7.5.3 et la propositiom 5.1 de

[JPs1].
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Lemme 3.2.1. Soient T, et m, deux éléments de A(3), ayant le méme' carac-

1

tére central. Si pour tout caractére' X de F*, ona

L(Xﬂ*) - L(xﬁz)
et E(X'",) = elxm,),

alors 171 = ‘nz ¢

Lemme 3.2.2. Soient H une algébre centrale simple sur F, de degré r2, et
T une représentation admissible irréductible de H', de caractére-central
w(*). Soient Xys+++sX, des caractéres de F- dont le produit soit w. Pour

. x
tout caractére x de F d'exposant assez grand, on a

L(xm) = 1

r
et e(ym)= 1 e(xxi).
L=1
Corollaire. Pour tout caractére Y de F d'exposant assez grand, on a
e(xm) = m-t(cx)(-:()()r (ou cx- est choisi comme en 2.15).
En effet, 2.13 nous dit qu'on a e(xx;) = x;1(cx)e(x) si a(x)>2a(x;)-

Lemme 3.2.3. Soient  un caractére de Fx, n, un entier, “OZZ' Si pour
tout caractére X de F' tel que a(x)_)_no, on a w(cx)- 1, alors on a

w= 1.

. . . . £12 x
Démonstration. Soit n un entier, “Z“°° Tout élément ¢ de F  de valua-
tion -n-n(y) définit par la formule

-+

xc(1+x)= Y(cx) pour xGP;,1

(*) Le groupe H* des éléments inversibles de H est localement compact tota-
lement discontinu. On a donc une notion de représentation admissible de H [Ct].
Les gacteurs L et € sont définis dans [GJ]. Le centre de H étant isomorphe
a F, le caractére central d'une représentation admissible irréductible est con-
sidéré comme un caractére de F_. Enfin, si X est un caractére de F , et T une
représentation admissible de H , la notation Xm désigne la représentation qui 2

g associe X oN(g)°m(g), ou N est la norme réduite de H a F.
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+
un caractére de U; trivial sur U; et non trivial sur U;—1. Ce caractére
peut se prolonger en un caractére de F d'exposant n, et par suite, sous
les hypothéses du lemme, on a w(c) = 1. Faisant varier c, on voit que w
est trivial sur les unités de F; prenant un élément c de valuation

-n-1-n(y), on voit que w est trivial sur une uniformisante de F. Donc

w=1.0

Proposition 3.2. Soient m, et m, deux éléments de A(3). Si pour tout ca-

. x
ractere X de F, ona

L(xTr‘) = L(X‘ﬂ'z)

et (-:()(1!1) = E(Xﬂz)

alors w

1et:1t

, sont égaux.

Démonstration. A cause du lemme 3.2.1, il suffit de montrer que les caractéres

centraux W et sont égaux. Posons w= W w-1. Le corollaire du lemme
™ ™2 ™ T

3.2.2 implique alors qu'on a w(cx) = 1 pour tout caractére Y de F* d'ex-
posant assez grand. On a donc w = 1 gradce au lemme 3.2.3. O
3.3. La définition suivante est justifiée par la proposition 3.2.

Définition 3.3. Soit O€G(3). S'il existe wWEA(3) tel qu'on ait

L(xm) = L(x0)

et e(xm) = e(x0) pour tout caractére X de Fr,
on dit que (o) existe et on pose T= w(0).

Proposition 3.3. Soit O0€G(3). On suppose que m(0c) existe. Alors on a
i) W) = Det 0 ;

ii) pour tout caractére x de F~, m(xo) existe et vaut xm(0);
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iii) a(o) = a(w(o));

iv) 7(¥) existe et vaut m()".

Remarque. Sous les hypothéses de la proposition, m(0) est cuspidale si et seu-
lement si O est irréductible. En effet, on voit facilement (cf. 3.20 a 3.23)
que les éléments O de G°(3) sont caractérisés par le fait qu'on a L(xo) = 1
pour tout caractere X de F* et que les éléments 7 de A°(3) sont caracté-

risés par le fait qu'on a L(xm) = 1 pour tout tel caractére ¥.

Preuve de la proposition. ii) est clair, et iii) découle de la définition des

exposants en termes de facteurs € (cf. 2.4 et 2.8).

Prouvons i). Pour tout caractére ¥ de F d'exposant assez grand, on a

ex) = e necc(cx)" (cf. 2.13)

et e(xm(@) = (O™ w

-1 .
(o) (cx) par le corollaire du lemme

3.2.2. Les caractéres Deto et (u,"(a) coincident donc sur c¢_ et on con-
clut par le lemme 3.2.3.

Prouvons iv). Pour cela, rappelons (cf. [De1,5.7.1]) que si 0€G(n) on a
€(0,¥,dx) (0)e (e, v™",dx) (0) = 1

ot o désigne le caractére valeur absolue de F (cf. 2.1). Compte tenu de

[De1,5.4], cela se traduit par 1'égalité
€(0) (8)e(®) (1 -8) = Deta (-1).
D'autre part, pour WEA(n), on a [Jal, p. 65]
(M (8)e@ (1 -8) = w (=1).

Si 0€6(3) et m= w(0), on déduit de ces égalités et des parties i) et ii)

de la proposition, qu'on a
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e(xM) = e(x¥) pour tout caractére X de F.
D'autre part, on vérifie facilement (cf. 3.20 & 3.23) 1'égalité
L(x*) - L(x&). pour tout tel caractére X.

On a donc prouvé iv).

Remarque :

Soient E un corps local et ¢ un isomorphisme continu de E sur F.
On peut faire agir ¢ sur les coefficients des matrices de GLn(E) ce qui
donne un isomorphisme de GLn(E) sur GLn(F). On en déduit une bijection
notée @y ou ©: AFNAE. Si E est une cldture algébrique séparable de E
et @ une extension de @ en un isomorphisme de E sur f, alors G) per-
met d'identifier WE a WF d'ou une identification GF > GE qui ne dépend
que de ©® (car @ est unique a3 automorphismes essentiellement intérieurs
prés) et qu'on note g ou ®. Pour tout caractére X de F XEAF(‘I) on a

@gX o Tp) = V(X)) o Tg-
On vérifie aisément que, pour TrEA.P, on a
L(gy(m) = L(m
€@, (m,Yo0) = e(m,y)
(remarquer que Yo@ est’un caractére additif non trivial de E)
et wA(ﬁ) = wA(x)wA(ﬂ) pour tout caractére ¥ de F".
De méme, pour: °€GF’ on a

L(«.pG(c)) = L(0)
e(wG(o) W) = €(o,y)

et wG(xc)- coA()()wG(c) pour tout caractére x de F.
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Par suite si OGGF(i), i<3 et que m(0) existe, alors 'n'(wG(o))

existe dans AF(i) et on a ﬂ(wG(O))' ‘DA(‘"(O)).

Soit maintenant K une extension galoisienne finie de F. Les explica-
tions précédentes montrent que Gal(K/F) opére sur AK et GK' L'action
d'un élément g de Gal(K/F) sera notée par un g en exposant. De plus, si
OEGK(i), i<3, et que m(0) existe, alors m(c®) existe pour tout
g€Gal(K/F) et on a (0% = m(0)8. Cette remarque nous sera fort utile au

chapitre 7.

3.4. Nous examinons maintenant dans quels cas l'on sait que m(0) existe. Rap-

pelons la proposition 14.3.2 de [JPS1].

Proposition 3.4. Soient K une extension cubique séparable de F,n un carac-
tére de K' et O la représentation induite 3 Wp du caractére p T, de

WK. Alors 7(0) existe. O

Remarquons que si la caractéristique résiduelle de F n'est pas 3, tout

élément o0 de G°(3) est de ce type (cf.[Kot1l, Th. 1).

Corollaire. Si la caractéristique résiduelle de F est distincte de 3, w(0)

existe pour tout O€G°(3).

3.5. Nous voulons montrer qu'en fait ce résultat subsiste si F est de carac-

téristique 3. Pour cela, il nous faut rappeler le théoréme 14.2 de [JPS1].

Théoréme 3.5. Soient F un corps global, F une cldture séparable algébrique
de F, WF le groupe de Weil de F sur F, I une représentation unitaire
continue de degré 3 de "F' telle que la fonction L associée L(xI) soit
entiére pour tout caractére X de WF. Pour chaque place v de F, notons

Zv la composante en v de I, qui est une (classe d'équivalence) de représen-
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tations du groupe de Weil absolu de Fv. Alors, pour toute place finie v de
F, H(Zv) existe. Posant w(I ) = m, Ppour toute place v’ de F ou, si v
est infinie, 1'application T est celle définie par Langlands [Lal], il existe
une représentation automorphe cuspidale II de GLa(AF) dont la composante en

toute place v de F soit m, s 0= em .
v

Remarquons que, a cause du théoréme fort de multiplicité 1 pour GL(n,AF)
([JS], Th. 4.8), si S est un ensemble fini quelconque de places de F, I
est la seule représentation automorphe cuspidale de GL(B,AF) dont la compo-

sante en v soit m, Pour toute place v hors de S.

N

Nous voulons appliquer ce théoréme a une représentation continue unitaire
irréductible I de degré 3 du groupe de Galois de F/F, qui vérifie la conjec-
ture d'Artin, ce qui signifie que, notant encore I la représentation
de WF associée 2 I, les fonctions L(xI) sont entiéres pour tous les carac-
téres x de WF. Cela nous permettra d'obtenir des informations locales, en
utilisant le petit exercice de théorie des nombres formulé dans le prochain nu-

méro.

5.6. Lemme. Soit E une extension galoisiemne finie, dans F , de notre
corps local F fixé. Alors il exil‘te un corps global F , une extension
galoisienne E de F , une place v de F, une place w de E au-dessus
de F , un isomorphisme ¢ du complété Ew sur E qui induise un isomor-
phisme de Fv sur F, tels que le groupe de décomposition en w de 1'exten-

sion E/F soit le groupe de Galois de E sur F tout entier.

Démonstration. Soient n 1le degré de E sur F , et Q un polyndme unitaire
de degré n , 2 coefficients dans F , tel que E soit le corps de décon?o-

gsition de F dans ¥ . Soient H un corps global, u une place de H ,
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et B un isomorphisme de Hu sur F . Soit. P un polyndme unitaire de

degré n , 2 coefficients dans H , tels que les coefficients de B(P) soient
trés proches de ceux de Q . Par le lemme de Krasner [Lg p.43) on sait que le
corps de décomposition de B(P) dans F est E. Soient E un corps de décom-
pﬁéition de P ,¥w wune place de E au-dessus de u ; on peut prolonger 8

en un isomorphisme ¢ de l-'w sur E . Notons alors F 1le corps fixé

dans £ par le groupe de décomposition en w de 1l'extemsion E/H , et

v la place de F induite par w . Il est alors clair que la restriction de

$® a Fv induit un isomorphisme de Fv sur F , et que le groupe de

décomposition en w de l'extension E/F est Gal(E/F) tout entier. =

Dans la situation du lemme, 1'isomorphisme g induit un isomorphisme

B des groupes Gal(E/F) et Gal(E/F) .

3.7. Rappelons qu'une représentation (continue) de dimension finie de "l-‘

se prolonge 2 Gpy i.e. est la restriction d'une représentation de Gp »

si et seulement si son image est finie. De plus si o est une représentation
irréductible de WF dans un espace vectoriel V , l'image de o dans

PGL(V) est finie ([De1), §4.10) et il existe une représentation 1, d'image
finie, de HF dans V , qui définisse le méme homomorphisme de Ve dans
PGL(V) que o ([Ta 1,2.23) et donc qui différe de o par un caractére

de F* . On a donc prouvé le résultat suivant :

Lemme 3.7. Soit ¢ un &lément de G°(3) . I1 existe un caractére yx de F

tel que xo soit d'image finie.

3.8. Proposition. Soit o un &lément de G°(3) . Si F est une extemsion

de Q3 , On suppose que o est monomiale. Alors w(oc) existe.
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Démonstration. Supposons d'abord ¢ d'image finie. Il existe alors une
extension galoisienne finie E de F dans F , telle que o se factorise

par Gal(E/F) = WF/WE .

Utilisons le lemme 3.6, et avec les notations de ce lemme, posons

I=ge B

ol é désigne 1'isomorphisme de Gal(E/F) sur Gal(E/F) d&duit de g .
Alors I est une représentation continue d'image finie de Gal(E/F), donc
définit une représentation unitaire irréductible de degré 3 de “F , encore
notée I . On peut appliquer alors le théor2me 3.5. En effet, si F est de
caractéristique non nulle, I vérifie la conjecture d'Artin [We2, § V].

Si F est de caractéristique nulle, ¢ est monomiale (par hypoth&se si

F est une extension de @, et par les résultats de H. Koch [Kol] sinon)
donc I est aussi monomiale et vérifie la conjecture d'Artin. On peut donc
considérer la représentation (cuspidale) W(Zv) de GL3(FV). I1 est alors
clair, en composant avec 8-1, qu'on obtient un élément 7 de A°(3) qui

vérifie toutes les conditions imposées 3 w(o) : = m(0).

Si 0 n'est pas d'image finie, choisissons (lemme 3.7) un caractére Y
de F* tel que T= X0 soit d'image finie. Alors m(T) existe et on a

™Mo = X '), o

3.9. Nous avons prouvé 1'existence de n(c) pour beaucoup d'Eléments
de G°(3) , tous si F n'est pas une extension de Q3 . Nous voulons prouver,
suivant Jacquet [Ja3] , le résultat d'injectivité suivant (voir [Gel] pour

le cas de G°(2)).
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Théoréme 3.9 (Jacquet). Soient 9y 0y deux &léments de G°(3) . Si F
est une extension de Q3 » on suppose d, et 9 monomiales. Alors,

ﬂ(ol) - w(cz) implique g, =0, -
Lemme 3.9. Soit o € G°(3) . Alors, o0 est d'image finie si et seulement

si Det 0 est d'image finie.

Démonstration. Si o est d'image finie, Det ¢ 1'est aussi. Choisissons

une représentation de W_ dans un espace vectoriel V , de classe o , et

F
notons I son image dans GL(V) . On sait que l'image de I dans PGL(V)
est finie, donc aussi I N SL(V) . Mais 1'image de Deto est en bijection

avec I/I N SL(V) , et 1 est finie.si 1'image de Detg 1l'est. D

Ramenons la démonstration du théordme 3.9 au cas ol o, et o,
sont d'image finie. Supposons d'abord 9, d'image finie. On a N“(ci) = w"(cz)'
d'ol Det o, = Det o, [Prop. 3.3.]. Par suite [lemme 3.9] , g, est aussi
d'image finie. Si 9, n'est pas d'image finie, choisissons un caractére. ¥
de F tel que X9, soit d'image finie. On a alors w(xul) - "(on) . Si
on connait le théor2me dans le cas ol o, et o, sont d'image finie, on

1
peut 1'appliquer 2 X0, et xo, et conclure X0; = X0y, d'od o) =0, .

3.10. Nous déduirons le th&orime 3.9 de la proposition suivante :
Proposition. i) Soient Ty s T, € A°(3) . Alors,

L(m, x7,) = ;l L) ,

oll le produit porte sur les caractires x de F' tels que x% soit

équivalent 2 T, -
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ii) Soient 9,50, € G°(3) . Alors,
L(c,®0,) =T L(x)

ol le produit porte sur les caractéres x de F* tels que x‘é.l soit

équivalent 2 o, -

iii) Soient 9, 9 € G°(3) , d'image finie. Si F est

une extension de m3 » On suppose O, et % monomiales. Alors on a

L(w(al) x w(az)) - L(al 002)

et C(ﬂ(dl) x m(c,)) = E(Ol 002) R o

2)

Démonstration du théordme. On a (o) =w(c,) d'od ﬂ(d,)v- ﬂ(dz)v’ et
11(31) - W(&Z) par la proposition 3.3.

On.a L(n(al) xx(gl))- L(ﬂ(ol) xw(\éz)) d'ol, par iii),

L(vr(ol) xw(gl)) - L(al ® gz) . Maig, par i), le facteur L(u(al) xw(xl))
aun pdle en s = 0 , car ilest divisible par (l-q.')-l . Donc, L(ole‘c’lz) a
un pSle en s = O . Mais les caractéres x de F' tels que xxl soit
équivalent 2 gz et que L(x) soit différent de ] sont non ramifiés, et
le seul caractre non ramifié de F tel que L(x) ait un pSleen s =0
b

est le caractére trivial; donc, par ii),on a ‘c’rl -

2 eF .01-02.

Remarque |. On peut prouver la partie iii) de la proposition sans supposer

o, et o, d'image finie, cf. 3.24.

Remarque 2. Il découlera de notre résultat principal qu'on a X"(X]) -n(cz)

si et seulement si x‘él =0, -
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3.11. Prouvons les assertions de la proposition. L'assertion i) provient
de [JPS2] . Pour prouver ii), on remarque que L(ul&az).l est le déter-
minant de 1 -Fr q-' agissant sur 1l'espace llomI (Xl.az) des homomorphismes
de 1'espace de 81 dans celui de oy s qui tespeitent 1'action du groupe
d'inertie. Sur cet espace HomIF(gl,oz) » le groupe wF/IF agit par une somme
(*)

de caractéres de degré 1, non ramifiés Si x est un caractére de F

p a8it par

XeTg est canoniquement isomorphe 3 Hom“F(xXI,az) 3 comme 81 et o,

trivial sur U, , le sous-espace de HomI ¥%,,0,) sur lequel W
F F 1°72

sont irré&ductibles, cet espace est de dimension au plus un. Comme de plus

ona L(x) =1 si x est un caractére de F' non trivial sur Up s on

a bien

L(o, ®0,) =1 L(x) »
X
ol x parcourt les caractdres de F* tels que xéls o, -

3.12. Prouvons la partie iii) de la proposition. Soit E une extension
galoisienne finie de F dans F , contenant les corps fixés par les noyaux
de o, et g, . Utilisons 2 nouveau le lemme 3.6 (et ses notations). Comme

dans la proposition 3.8, posons

et considérons les représentations automorphes cuspidales m, et 1, de
GL3(/AF) correspondant 2 }:l et 22 . Choisissons un caractdre additif

non trivial ¥ du groupe des classes d'ad2les de F , de composante Yu

(.)L'action de w€ W_/I_. sur 1'Elément f € llomI (:1",52') associe 3 (w,f)
F

1'élément op(w) *Eo "6, (w)) .
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en une place a de F, et pour chaque place a de F prenons sur F
la mesure de Haar additive dax autoduale pour ‘P“- On sait [JPS5] que
la produit infini

gl‘mm"“m) (s)
converge pour s de partie réelle assez grande et se prolonge en une

*
fonction méromorphe L(l'[1 XIIZ) du paramétre complexe s ).

De plus on sait que sauf pour un nombre fini de places a, on a
e(IImxﬂza,wa, dax) = 1, et que, posant

t»:(II1 XIIZ) = ge (meHZa’ wu,dux), on a 1'équation fonctionnelle

LA, X1, (8) = (Il xT,) (&) L (I, x 1) (1 - )

le signe V désignant la contragrédiente.

On peut également considérer 1'équation fonctionnelle globale

attachée 3.la représentation ):l 0):2 de HF :
L(Z, ®I,)(8) = €(Z,@5,)(8) L ety -8 .

Pour toutes les places finies o de F , sauf un nombre fini d'entre
elles, les représentations zla , 226 , nlu N 1'(20 sont non ramifiées. Pour
une telle place « , et pour i =1 ou 2 , soient u; N u% R “2 les

caractéres non ramifiés de F: tels que Ziu soit &quivalente 2

1 2 3
ug e T Gui'*'rF Gui'*'tF . On a alors
a a a

3 3 .
. ik
L(Z)xTpp) = LIy, x Tp,) P e

[Js, p. 511, formule (2)] et

*) bornée & 1'infini dans les_bandes verticales si F ‘est un corps de nombres,

et fonction rationnelle de q si F est un corps de fonctions sur Fq‘
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e(tla®zzu, Y, dax) = e(nlu x Ty s ¥y ,dux) =]
si n(‘l’“) = 0 [JPS3] , ce qui est vrai pour presque toute place o de F .

Supposons, comme on en a le droit, que pour o archimédienne, on ait

v (x) = expQwix) si Fu est isomorphe 3 R et
a

¥, (x) = exp(ami (x+x))

si F est isomorphe 3 T , la barre désignant la conjugaison complexe;
a

on déduit de [JPS4] que si o est une place archimédienne de F , on a
L(zy 5, ) = Llmy x M)

e(Z um: . dax) - e(nluxnzu . Yu' dax) .

1 2a ’ ¥a
Par suite, il existe un ensemble fini S de places finies de F , contenant

la place fixée v de F (cf. notations du lemme 3.6), tel qu'on ait 1'égalité

\4 \
L(Ela”z«x) e(zlcezh,va R dax) L(zm@zza)
el xm,y W= 1 @y,
a€s la 2a a€S E(nlo x n2u’va . dux) a€S L(nmx 2cl)

3.13. A ce stade, il nous faut rappeler les résultats suivants.

Lemme 3.13.1. Soient F un corps global, S un ensemble fini de places
finies de K et m une fonction de S dans N . Il existe un caractére

x du groupe des classes d'id2les de F (ou encore du groupe de Weil HF) .
tel que, pour o € S , 1'exposant de Xq vaille au moins m(a) , et que
pour tout place finie o hors de S, Xq soit non ramifié. On peut imposer

8 x d'étre unitaire, et trivial en une place finie fixée hors de S .
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Démonstration. Seule la derniére phrase ne découle pas du lemme 4.14 de
[De1]. Mais, utilisant la torsion par une puissance du caractére norme de

WF , on voit facilement qu'on peut imposer les conditions supplémentaires

demandées. ®

Lemme 3.13.2. Soient K un corps local, Y un caractére additif non trivial
de K, dx 1la mesure de Haar sur le groupe additif K , autoduale pour VY ,
m un &lément de AK(nl) » M, un élément de AK(nZ) . S1 x est un carac-
tére de K* d'exposant suffisamment grand, on a
Lxmy xmp) =1
nn, n
t-:()(‘rrl xwz,‘l’,dx) = ¢(x,¥,dx)
oll cx est un &lément de K« tel qu'on ait
x(x ) = \y(cx(x-l)) pour x € K , 2vK(x) > ax .

*
Démonstration. Cela découle immédiatement de [JPS 3 , p. 61]( )et de 2.13.

3.14. Revenons 2 la situation de 3.12 et choisissons, grce au lemme 3.13.1

un caractre unitaire yx de Wp , non ramifié hors de s~{v} , trivial en v,

et d'exposant suffisamment grand en les places o de S~{v} , pour qu'on

puisse appliquer le lemme 3.13.2 2 LI II‘ et m, = n2u , et le lemme 3.3

a
a o= tlu ® Zzu . Grdce a la remarque que Det(EIQQZZQ) vaut
(Det zlu)3 « (Det 226)3 , on voit que pour x choisi comme indiqué, et

a €S~{v} , on a

(*)
ol il faut remplacer w et n par o' et nm, ce qui se voit déja
pour les représentations de la série principale.
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L(X @ -

( ‘1;‘“ z2<:) L(Xu nla * n2a)

L -1V v -1V v
Xq zlu ® z2cx) - L(xu nlu x II2(:)

E(xu zlu ® 2‘.2u . ‘#u , dax) - e(xa nla XIIZQ,‘Ya,dax) .

Reprenant le raisonnement de 3.12 avec le au lieu de Z, » on obtient

1'égalité

L(0, ®0,) e(0.®q, ¥, dx) LS, 89.)
L1 (g -2 @ ——% a-9 ,
L(vr] x1r2) s(vrlx 1&,\9, dx) L(‘H‘ x'nz)

ol 1'on a posé L8 'w(ol) > Ty = w(oz), et oll on a supposé, ce qui est

loisible, que ¥, correspond 3  par l'isomorphisme de Fv et F .

3.15. Partons de 1'égalité obtenue en 3.14. Il est clair que si x est
un caractire de F  tel que x0, =0, , 0na aussi XTy =Ty . On a donc
d'aprés la proposition 3.10 i) et ii), 1'égalité

L(w, xw,)
L(olﬁaz)

oll le produit porte sur les caractéres non ramifiés x de F' tels que
x¥ =7, mais xJ, # o
1 2 1 2

De méme, on a
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oll le produit porte sur les mémes caractdres de F. . Supposons qu'on ait
r > 1 tels caractéres Xps+e+sX, et posons xi(EF) =a, ec” , pour

i=1,...,r . On a alors

T r

1 (l—aiq 4) =- uq' i (]-a?l qé-l)
. . i

i=] i=]

avec u€¢:x,B€Z, d'od

r T
-4 88 -
M (18,0 %) = v*® 1 (1-a,q %)
i=] ’ im] 1

avec Yy € tx , 8§ € Z . Posant q-4 = X on obtient, dans l![x,X-I] , 1'égalité

r s T

I (1-a.X) = yX 1 (l-a.q X)
. i . i
i=] i=]

Par suite, ona § = 0 (prendre X = 0). Le premier membre de 1'8galité

précédente est un polyndme en X ayant pour racines les a;} , le second

membre un polynéme en X ayant pour racines les a;l q-l . C'est impossible,

q n'étant pas une racine de 1'unit&. On a donc bien
I.(1rl x m,) = L(o, @cz) et
L¥, x ¥,) =18, @¥) , a'an
e(m) x my,9,dx) = e(o) & 0y,¥,dx) ,

ce qu'il fallait démontrer. Ceci achive la preuve de la proposition 3.1C iii}).
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3.16. Indiquons briévement comment on peut prouver, selon les lignes précé-
dentes, la conjecture de Langlands locale pour GL(2) , c'est 3 dire 1'é&noncé
du Théoréme 2.10 pour n= 2. Gréce 3 la théorie de Hecke pour GL(2) [JL]

et des considérations simples semblables 2 cellesdu début de ce chapitre, on
prouve que pour ¢ € G(2) , au plus une seule représentation = € A(2) peut
vérifier les conditions imposées 2 m(oc) . Si une telle représentation existe,

on la note m(o) et on dit que m(o) existe.

Pour o € G°(2),1'existence de w(c) découle de la comstruction d'un
relévement de ¢ au cas global, construction en tout point analogue 3 celle
que nous avons faite pour n = 3 , et du fait que la conjecture d'Artin est

vraie pour de tels reldvements [Tu3] . L'injectivit& de o » m(0): G°(2) +A°(2)

se prouve alors comme nous 1l'avons fait. Les arguments de comptage de Tunnell
[Tul] permettent alors de montrer que 1'on obtient une bijection de G°(2)

sur A°(2) .
3.17. si o € G(2) ~G°(2) , alors o peut &tre réductible

g -(x1 e TP, ° Tp)s

pour des caractéres X; et X, de F* .

En ce cas m(0) existe et est la représentation traditionnellement
notée n(xl,xz) [Gel, appendices] . On peut aussi avoir o indécomposable
o = x *Sp(2) pour un caractére x de F ; alors n(o) existe et est la
représentation spéciale o(x,ax) [loc.cit] . Comme toute représentation

dans A(2) , noncuspidale, est soit de la forme u(xl,xz), soit de la forme
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o(x,ax) , on a une surjection de G(2) ~G°(2) sur A(2) ~ A°(2) . On a méme
une bijection puisque = dE&termine la paire de caractires {il.xz} dans
le premier cas, et le caractdre x dans le second. Ainsi o = w(g) donne
une bijection de G(2) sur A(2) d'old la partie 1) du Théoréme 2.10 pour

n=2,

3.18. Pour o € G(2) , on prouve 1l'analogue de la Proposition 3.3., ce qui
donne la partie 2) du Théoréme 2.10. La troisiéme partie est claire puisque
les seules représentations essentiellement de carré intégrable de

A(2) ~ A°(2) sont les représentations sp&ciales, donc les représentations

n(c) pour ¢ € G(2) indécomposable non irréductible . On a donc bien la

conjecture de Langlands locale pour GL(2) .

3.19. Nous prouverons au chapitre 7 que w(c) existe pour tout o € G°(3)
(le seul cas litigieux, apr2s ce chapitre 3, est celui ol F est une extension
de Q3 et ¢ primitive), et,grdce au chapitre 4, qu'on obtient ainsi une
bijection de G°(3) sur A°(3) . On aura alors prouvé le Théordme 2.10

complétement, puisqu'on a le résultat suivant :

Th&or2me. i) Pour o € G(3) ~ G°(3) , n(o) existe.

ii) On obtient ainsi ume bijection de G(3) ~ G°(3) sur
A(3) ~ A°(3) qui fait correspondre aux représentations indécomposables non
irréductibles de H; les représentations essentiellement de carré intégrable

non cuspidales de GL(3,F).

Ce résultat utilise le fait que la conjecture de Langlands locale

pour GL(2) est vraie; on le prouve dans les numéros suivants.
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3.20. On utilisera les ré&sultats de [Jal] , article auquel le lecteur se

reportera pour les faits que nous éndngons sans démonstration. On peut aussi

utiliser [JPS1] et [Z] .

Décrivons d'abord les représentatiomsde A(3) ~ A°(3) qui sont
esgsentiellement de carré int&grable. Notons B 1le sous-groupe de GL3(F)
formé des matrices triangulaires supérieures. Pour tout caractére n de F
la représentation induite (notations de [Jall) I(G'B;n’an’GZn)ﬁ a un unique
quotient irréductible = , qui est essentiellement de carré intégrable. La
représentation n détermine le caractére n et on obtient ainsi les repré-
sentations essentiellement de carré intégrable dams. A(3)~A°(3) . Pour tout

caractére x de ‘Fx » O a
2
L(xm) = L(xa"n)

et y(xn) = Y(xn)y(xan)y(xazn) (voir 2.6 pour la notation Y( )).

1 1

Comme ¥ est 1l'unique quotient irréductible de I(G,B,a-zn- a'n ,n-')

la derniére égalité implique
e(xn) = e(xn) e(xan) e(xuzn) B
oll B(s) =1 si xn est ramifié
B(s) = xza nZCBF)q-Zs si yn est non ramifié.

Par suite, posant o = n°Sp(3) € G(3) ~ G°(3) , on vérifie immédiatement

grice 2 [Tal , 4.1.6, qu'on a = = n(g) . On obtient ainsi une bijection entre
&léments indécomposables dans G(3) ~ G°(3) et Eléments essentiellement de
carré intégrable dans A(3) ~ A°(3) .

*) Rappelons cf. 2.1 que a désigne le caractére x > lxIF de F.
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3.21. Décrivons ensuite les représentations tempérées de A(3) , non essentiel-
lement de carré intégrable. Deux cas sont alors possibles et s'excluent 1'un
1'autre. Ou bien il existe des caractéres unitaires N s Ny s Ng de F tels
que T = I(G,B;n1,n2,n3) » ou bien il existe une représentation unitaire

p € A(2) , de carré intégrable, et un caractdre unitaire n de F* tels que

= I(G,Pl;p,n), oli on a noté P1 le sous groupe de GL3(F) formé des matrices
triangulaires supérieures par blocs (2,2) et (l,1). De plus, dans le premier
cas, n détermine le triplet {nl,nz,n3} et pour tout caractére x de F

on a
L(xm) = L(xn}) L(xn,) L(xny)
e(xm) = e(xn;) elxny) elxngy)
et par suite 7=n(c) od o= (n @®n,® n3) oTp est déterminée par w .

Dans le second cas, n détermine p et n et pour tout caractére

x de F*, ona
L(xm) = L(xp) L(xn)
e(xm) = e(xp) e(xn)

et par suite 7 = (o) ol o = 1 ®(n °1F), t @&tant 1l'unique représentation
de G(2) , indécomposable, telle que p = m(t) ; ainsi o est déterminée

par = .

3.22. Supposons maintenant © essentiellementtempérée, non essentiellement

de carré intégrable. Alors il existe un nombre réel t unique tel que atﬂ
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soit tempérée, non de carré intégrable. Il est clair par ce qui précéde que

m= m(0) ol O est déterminée par .

3.23. Supposons enfin T non essentiellement tempérée. On a alors trois cas

qui 8'excluent mutuellement [Ja1] ou [JPS1, §6].

Premier cas : Il existe des caractéres unitaires Nys Ngs Ng de F* et des
nombres réels t ty, tg vérifiant t >t2>t,€, tels que 7 soit 1'unique
t t

. . . 2 3
quotient irréductible de 1Ind(G,B,a 1n1,u Ny»0 n3) . On a alors
m= (o) ol
t t t
1 2 3
o= (a 'n,8a "n, @0 n3)otl,

est déterminée par .

Second cas : Il existe une représentation tempérée p€A(2), un caractére uni-

taire n de F', et des nombres réels tys ty vérifiant t1 > tys tels que
t t
T soit 1l'unique quotient irréductible de Iud(G,P1;a 1p.(!. 27’1). On a alors
t t
= 7(0) ou o= a 1pO(u zna‘rr) est déterminée par .

Troisiéme cas : Il existe une représentation tempérée p€A(2), un caractére
unitaire n de Fx, et des nombres i-éels t1, t, vérifiant f‘l > ty, tels

t

que T soit l'unique quotient irréductible de Ind(G,Pz,,a 1r\,cy. 2p), ou P2

désigne le sous-groupe de GL3(F) formé des matrices triangulaires supérieures
t t
par blocs (1,1) et (2,2). On a alors 7= 7(0) od 0 = q 2po(u 1n«:‘l',,)

est déterminée par T.

3.24. On remarque alors que toutes les représentations o de G(3)~G°(3)
sont apparues, une fois et une seule, dans la liste précédente. On a donc prou-
vé que m(0) existe pour 0€G(3)~G°(3) et que o > m(0) donne une bijec-

tion de G(3)~G°(3) sur A(3)~A°(3). De plus on a vu que les O indécomposa-
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bles correspondaient bien aux T essentiellement de carré intégrable. Ceci

prouve le Théoréme 3.19.

3.25. Nous terminons ce chapitre par un résultat sur les facteurs L et ¢

de paires de représentations,corollaire de notre théoreme principal 2.10*),

qui généralise la partie iii) de la proposition 3.10. L'intérét de ce résul-
tat est évident au regard de la conjecture énoncée en 2.9. Nous ne pouvons pas
malheureusement prouver la partie b) de la proposition, quand F est une ex-
tension de Q3, sans faire 1'hypothése sur g, et 0,. A 1'appendice 6, on
traite un cas qui n'est pas couvert par la proposition 3.25. Le cas général de
b), i.e. sans hypothése sur o, et 0, serait démontré si l'on savait prou-
ver la conjecture d'Artin pour des représentations du groupe de Weil d'un corps
global dont proviendraient O, et Oy, ce qu'on ne sait pas faire a 1'heure

1

actuelle si o, ou O, est irréductible primitive de degré 3.

Proposition. Soient o, € G(i) , i<3, et o, €6G() ,j<3.

a) On a
L(n(ol) x "("2)) - 1--(0l ® 02)

b) Dans le cas ol F est extension de Qa et ol o) € G°(3) , on
suppose que o, est monomiale; dans le cas ol F est extension de Q3 et

oil oy € G°(3) , on suppose que o, est monomiale. Alors on a
e(n(o)) xm(oy)) = €(0,®0,) .

Nous nous contentons de donner au numéro suivant une esquisse de démonstration.

*) Nous n'utiliserons pas cette proposition dans la suite !



INJECTIVITE

3.26. Supposons d'abord o, et o, irréductibles. Alors on a

L@, & o)) = ML(X),
le produit portant sur les caractéres x de F' tels que ;;2 =o', et

L(ﬂ(ol) xw(oz) = NL(x)

le produit portant sur les caractéres x de F tels que xn(&é) - w(cl) .

Si les produits sont non vides, on a deg o) = deg o, . Mais on a
alors xw(ﬁz) - n(al) si et seulement si X$2 =0y puisque « est injec-
tive sur G(i) i <3 .D'od a) si o) et o, sont irréductibles. Si o
ou o, n'est pas irréductible,alors on calcule facilement les facteurs L
de aldbcz et n(ul) xw(uz) en fonction des facteurs L de représentations
dans G de degrés plus petits, en utilisant [Ta] et [JPS2] . Cela donne

a) sans difficulté.

Dans le cas b), supposant d'abord o, et o, irréductibles, on se
raméne 3 o, et o, d'image finie par torsion par un caractdre de la forme
at , t €EC . On utilise alors un raisonnement analogue 3 la démonstration de
3;12, le point crucial étant que o, et o, proviennent de représentations

du groupe de Galois d'un corps global vérifiant la conjecture d'Artin. On se

raméne au cas ol o, et g, sont irréductibles comme précédemment. D'ol b).
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4. Surjectivité.

4.1. L'idée sous-jacente 3 notre preuve de la surjectivité remonte 3 [Tul].
On utilise une correspondance entre G°(3) et l'ensemble des classes d'équi-
valence de représentations du groupe multiplicatif d'un corps (gauche) de
centre F et de dimension 9 sur F . Des arguments de comptage permettent
alors de prouver que 1l'injectivité de 1'application o+ w(c) de G°(3)
dans A°(3) entraine sa bijectivité. La premidre &tape, due 3 Jacquet et
Langlands [JL ] pour n = 2 , est basée dans notre cas sur la théorie de
Hecke pour GL(3) [JPS1] et une version "élémentaire" de la formule des
traces, qui est une adaptation au cadre adélique de calculs de traces d'opé-

rateurs de Hecke dans les espaces de formes modulaires.

Une telle formule a été &tablie pour la premidre fois dans le cadre
adélique et pour tout groupe réductif par Deligne et Kazhdan [De3, DK ] et
plus récemment par Rogawski [Ro2] pour &tudier la correspondance entre A°(n)
et représentations de corps gauches de centre F et de degré n2 sur F
(voir [Vi] pour une exposé simplifié de ces méthodes). Par manque de ré&fé-
rences publiées, au moment ol nous &crivons, nous donnerons une démonstration
de cette formule des traces. De plus, nos connaissances sur la théorie de
Hecke pour GL(3) nous permettent d'obtenir plus facilement les résultats
concernant la correspondance, notamment en caractéristique 3, oll on ne dispose
pas (encore) de 1'int&grabilité locale des caractires des représentations de
la série discréte. Signalons que dans le cas de caractéristique nulle, une
formule des traces pour GL(3) a &té &noncée par Arthur [Ar ] et utilisée
par Flath [Fa ] et Flicker [Fk]*? Nous avons bénéficié de la lecture du
manuscrit [De3] et de la prépublication [Kuz] et surtout de nombreuses con-
versations sur ce sujet avec M.-F. Vigneras et J.-P. Labesse. Qu'ils en
soient remerciés ici.

*) Une fois la formule des traces établie, notre utilisation suit [Fa).
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4.2, Jusqu'a la fin du ghapitte, D désignera un corps gauche de centre
F , de degré 9 sur F , et D* son groupe multiplicatif. On note 0(3)
1'ensemble des classes d'&quivalence de représentations admissibles irréduc-’
tibles de D~ ; elles sont de dimension finie, et celles de dimension 1 sont les
caractéres x°N ou x est un caractére de F* etod N désigne la norme
réduite de D 2 F . On note 0°(3) 1'ensemble des &léments de D(3) de
dimension > 2. Un élément <t de D(3) posside un caractére central
NT €F" , et des facteurs L(t) et e/t) = e(t,¥,dx) [CJ]. Le facteur e(1) est
un mondme en q-"l de degré a(tr) + 3n(y) , o a(r) est un entier positif
ou nul, appelé l'exposant de <t . Si j(1) est le plus petit entier j
positif o;x nul tel que T soit trivial sur le groupe des unités de 1'anneau
des entiers 0D de D , congrues 3 1 modulo la puissance jéIlle de 1'idéal
maximal de OD ,ona a(t) = j(r) + 2.

Si m est une représentation.;;imiuible irréductible de D et Y
un caractére de F" , XT est la représentation de D* sur le méme espace
que T , qui da g€ D associe x o N(g) - 7(g) . On obtient ainsi une action

[
(x,m) — xn de F sur D(3) .

Théoréme. a) Il existe une unique application T -+ uD(-r) de D(3)

dans 1'ensemble A2(3) des éléments essentiellement de carré intégrable de

A(3), telle qu'on ait

L(xm D(T)) = L(x1)

%
et e(x ﬂn('r)) = ¢(xt) pour x €F .

b) On a ﬂD(D°(3))¢:A°(3) et 1'application de D°(3) dans A°(3)

ainsi obtenue est caractérisée par 1'égalité précédente des facteurs €.



Guy HENNIART

c) On a
“’Trn('r) = W
a(my (1)) = a(1)
NI

4.3. Démontrons le théoréme 4.2. La proposition 14.3.1 de [JPS1] nous
dit que si Tt est une représentation unitaire de D , de caractire central

w, il existe un unique &lément 7w de A(3) de méme caractére central,

vérifiant
L(x® = L(xt) ,
L(x¥) =- L(x¥)
et e(xm) = e(xt) pour tout caractére yx de .

De plus, = est unitaire et de carré intégrable. En outre la preuve
de cette proposition nous apprend que n est cuspidale si et seulement si
v est de dimension au moins 2 , et si <t est un caractdre (unitaire) de

x

D , i.e. 8i T =xeN pour un caractére x de F', alors n = x-St ol

St est la représentation de Steinberg de GL(3,F) .

Il est clair par le lemme 3.2.1 que la condition sur les contragré-
dientes est inutile, et par la proposition 3.3 que les conditions d'égalité
des facteurs L et ¢ entrainent celle d'&galité des caractires centraux.

De plus, les &léments de D°(3) comme ceux de A°(3) sont caractérisés par
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la propriété L(xm) = | pour tout caractére x de: F. Comme, pour tout
T € D(3), il existe t € T tel que utt soit unitaire, (ol & dé&signe
le caractére x =+ ]xl de Fx), et que cette torsion par ut se traduit
sur les facteurs L et ¢ d'&léments de D(3) ou A(3) par une simple
translation par t du paramétre complexe s , on voit qu'on a a) et b).
Les Egalités de c) proviennent alors pour la premiére, du résultat cité

plus haut; pour la seconde,de 1'égalité ([Jal] p. 65)
e(M()e(M(1-5) = w (-1) pour = € A(3),
et de 1'égalité correspondante
e (e (1-5) = w (-1) pour 1 € 2(3),

égalités qui sont des conlghuences immédiates de 1'&quation fonctionnelle
des fonctions Z [GJ] ; pour la troisieme,de la définition des exposants

en termes des facteurs ¢ . D

Théoréme 4.4. i) L'application np 7(3) — A2(3) est surjective, et

induit une surjection de D°(3) sur A°(3) .

ii) S'il existe ume application injective f de G°(3)

dans A°(3) telle que

a(f(o)) = a(o)

uf(o) = Det o ,

alors f et m, sont bijectives.
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Remarque. L'hypoth&se de ii) est vérifiée si F n'est pas une extension
de Qa , d'aprés le chapitre 3; nous la prouvons au chapitre 7 si F est

une extension de QB .

Si on sait que LN D°(3) +» A°(3) est surjective, alors il découle
du fait que les seuls &léments de A2(3)\A° (3) sont les xSt pour ¥ € F

(fait vu en 3.20) , que LA 0(3) » A2(3) est aussi surjective.

Tout le reste de ce chapitre sera consacré 3 la démonstration de la

surjectivité de m_, : D°(3) + A°(3) . Dans le numéro suivant, nous prouvons

D
ii) 2 partir de i).

4.5. Il nous faut rappeler le résultat suivant, dii 3 H. Koch et E. W. Zink
(voir [KZ] pour le cas ol F est de caractéristique résiduelle premidre 2

3 et [Ko2] pour F de caractéristique résiduelle 3).

Théoréme. Soient a un entier positif ou nul, b un nombre complexe non
nul. Le nombre d'éléments © de D°(3) d'exposant a et tels que
w"(EF) = b est fini, &égal au nombre d'éléments ¢ de G°(3) d'exposant

a , vérifiant Det O(JF) =b .0

Fixons donc a et b comme dans ce th&oréme, et notons ((a,b) le
sous—-ensemble de A°(3) formé des n ‘tels que a(s) = a , m"G;F) =-b .
Plagons - nous dans les hypoth&ses du théor&me 4.4. Comme f est injective,
f_l(C(g,b)) est fini et a au plus autant d'éléments que ((a,b) (et exacte-

ment autant seulement si f(f-l(c(a.b))) = C(a,b)) . Comme ., est surjec-

D

tive, C(a,b) a au moins autant d'&léments que n;l(c(a,b)) (et exactement

autant seulement si est injective sur w;](C(a,b))). D'aprés le théoréme

"D

56



SURJECTIVITE

rappelé plus haut, f-l(C(a,b)) et ﬂ;l(C(a,b)) ont le méme nombre d'éléments
qui est alors €gal au cardinal de C(C(a,b) . Ceci &tant vrai quels que soient

a et b, on voit que f est surjective et w_ injective. o

D

4.6. Comme nous 1'avons dit, le reste de ce chapitre est consacré 2 la

preuve de la surjectivité de mp - Elle se fera par voie globale, 2 1'aide de
la formule des traces déja signalée. Pour cela, il est n&cessaire de rappeler
la construction de WD(T) donnée dans [JPS1]. On se donne donc le corps D

et une représentation admissible irréductible t , unitaire, de degré au moins
2, de D* . On fixe &galement un corps global F , un corps D de centre F
et de degré 9 sur F , une place finie a de F et un isomorphisme ¢ de

D“ et D(*) , et enfin un caractére unitaire w du groupe des classes d'ideles
de F , dont le composant w, en la place a corresponde, via 1'isomorphisme
de Fa et F déduit de ¢ , 2 wo oo Alors le groupe DX(AAF) des points

adéliques de D" opére, par translations 3 droite, dans 1'espace
20" () ~0"(Ap) ) (mots L2(0%,w) .

Les &tapes de la construction de wD(r) sont les suivantes.
On montre d'abord qu'il existe un composant T de Lz(vx,w) y T= Qb Tv .

(x%) . Pour

tel que Tu donne, via ¢, une représentation &quivalente 3 T
presque toute place v de F , l'algdbre Dv est déployée, et ﬂv est
isomorphe 2 GL(3,FV) [puisque D est de degré 9 sur F , c'est vrai en

particulier pour les places v 2 1l'infini].

La composante Iv en une telle place définit un &lément unique de

*) L'existence de D et ¢ découle immédiatement de la théorie globale du

corps de classes.
(%

Voir 1'appendice 2 de cet article pour un &noncé général.
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AF (3) , que nous noterons w(Tv) . On prouve, gréce 3 la théorie de Hecke
porxt GL(3) , qu'il existe une représentation automorphe cuspidale

= @v lIv de GL(3,/AF) , dans LZ(GL(S.F),m) , telle que pour presque toute
place‘ v ol Dv est scindée, I, soit dans la classe d'&quivalence w(Tv) .
Gréce au théoréme fort de multiplicit& un pour GL(3) , I est unique. On
prouve enfin que, pour toute place v ol Dv est déployée, N, est dans

la classe ﬂ(Tv) » et qu'en une place v ol Dv n'est pas déployée, la classe
de Hv n'est autre que L) (Tv) i.e. vérifie les égalités nécessaires de
facteurs L et €. En put:i:ulier, ﬂD(T) n'est autre que na , transportée

via ¢ .

4.7. Nous allons d'abord &établir la version de la formule des traces qui nous
servira. Nous nous placerons dans un cadre assez g&néral, ol G est un groupe
réductif connexe sur le corps global F , Z son centre, w un caractére uni-
taire de Z(F)\Z(/AF) » p la représentation par translations 3 droite

de G(/AF) (et de 1'alg2bre de Hecke correspondante) sur LZ(G(F)\G(AF) »w)
noté Lz(G,u) , et p° sa restriction 2 1'espace invariant Lg(c,u) des
fonctions cuspidales. Nous fixerons une mesure de Haar sur Z(AF)\G(/AF) N
produit de mesures de Haar locales. De la fagon habituelle, on fixera pour
presque toute place v un sous-groupe compact maximal standard Kv de
G(Fv) = G,, et pour ces places on notera f; la fonction nulle en dehors de

e ° - -1
Z K , et vérifiant fv(zvkv) w, (zv) pour z €Z , k €K .

On considérera des fonctions f sur G(/AF) , produits de fonctions
locales fv . On impose 2 fv d'étre lisse, 3 support compact modulo 2v .
de se transformer par m;l sous Zv , et, pour presque toute place v ,

d'étre égale 2 f; . De telles fonctions f agissent sur Lz(G,w\ et Lg(c.w)
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par

p(£)w(g) = IZUAF)\ S £(h)o(gh)dh pour © € L2(C,w) .

(Elles agissent aussi sur toutes les représentations automorphes de G(AAF).

de caractére central w).

\

On sait que 1'opérateur p°(f) est un opérateur a trace,

et que p(f) est donnée par le noyau
Re(x,y) =I £y 'vx)
Y
oll la somme porte sur un systéme de représentants dans G(F) de Z(F)NG(F):

p(E)o(y) = !Z(AF)G (F)~G(AP K¢ (x,y)0(x)dx

pour ¢ € LZ(G,N) .

Le but de la formule des traces est de donner une expression de trp°(f)
en termes d'int&grales orbitales de f . Ce n'est possible simplement que

si on fait des hypothé&ses supplémentaires sur £ .

4.8. On dira que f est supercuspidale si, pour tout x et tout y dans
G(AAF) , et pour tout radical unipotent N d'un sous-groupe parabolique rationel

propre de G, on a

It f(xny)dn = 0 .
N(/AF)

C'est le cas par exemple si 1'une des fonctions £, vérifie la condition
locale correspondante, en particulier si f, est un coefficient d'une

représentation cuspidale.
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Proposition. Si f est supercuspidale, on a
2 2
p(f) L7(G,w) & LO(G.m) .

Démonstration. Il s'agit de prouver que pour tout ¢ € LZ(G,w) , p(£)®
est cuspidale, i.e. que pour tout radical unipotent N d'un sous-groupe

parabolique rationnel propre de G, on a

J (p(£)9) (ng)dn = O pour presque tout gEG(AF)
N(F) ~N(/Af)

On peut supposer que ¢ est lisse [Co, Part 1, p. 194]. On a alors

bo <N(ap © OO @D = [y yonsSaap siaptIomean

1

- dn f ( 1 £ 'n 'yn)oh))dn
N(F) NN(Ap) " N(F)Z(AR) “G(Ap) YEN(F)
e #(h)dhf ( £ £ 'n 'yhan
NF)Z(AL) NGAp N(F) ~N(Ag) YEN(F)
= J ®(h)dhf £(g 'nh)dn = 0
N(F)ZAp) NG N(Ap)

ol 1'interversion des intégrales 2 1'&galité marquée (*) est justifiée

parce que

I an | | = £g7's 'y nom|dan
N(F) SN N(FZB~ G YeN(F)

vaut au plus

J dan/ | £ (h)@(ngh) |dh dn
NNNGD) 2(A) ~GA)
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intégrale qui est finie puisque f est 3 support compact modulo Z(AF),

qu'elle est continue et que N(F) \N(LF) est compact. O

4.9. Du lemme précédent, on déduit que 1l'opérateur p°(f) est donné par
le noyau Kf . Comme on sait que p°(f) est un opérateur 2 trace et que
K est manifestement séparément continu, on déduit du théoréeme d'analyse
harmonique énoncé en ([Wa] th. 4.10) que K; est intégrable le long de la

) ® ,
diagonale et qu'on a

tr p(f) = f f(s-lYg))dg .

I
sHzp ~ehp ek k< ocry

Supposons désormais qu'en une place vy £, soit un coefficient d'une
1
représentation cuspidale, et qu'en une autre place vy f ait son

v
support dans 1'ensemble des &lément elliptiques téguher(‘*)uou on peut
appliquer la formule précédente, et la somme sur Y ne porte que sur les
&léments elliptiques réguliers modulo Z(F) , et méme sur ceux qui restent
elliptiques réguliers dans G, - Mais d'aprés le résultat de 1'appendice 2,
la fonction g —=> Zlf(g-le)| est continue et & support compact modulo

G(F) Z(Ag) . On peZt alors regrouper les &léments Y en classes de conju-

gaison dans Z(F) NG(F) , et intervertir somme et inté&gration, pour obtenir

les formules suivantes,

tr p°(f) = I | £ 've) dg
v Z (P2 NGy

tr p°(f) = L 1 vol(z_(FZ(Ap) ~Z, (Ap) £(g" 'yg)dg
YIZ (P :2 (P)] hf Y z (Ap) ~G(Ap)

(*) On peut montrer, en caractéristique 0, que Kf est a décroissance rapide
dans les domaines de Siegel, cf. [RoZ]

(**) Un élément de G(F) (resp. G(Fy est dit elliptique régulier si la compo-
sante connexe de son centrahsateug est un tore maximal de G, anisotrope modulo Z
sur F(resp. sz)
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ou la somme sur Y porte sur un ensemble I de représentants dans G(F)
des classes de conjugaison dans Z(F) NG(F) d'éléments elliptiques régu-
liers de G(F), ou ZY désigne le centralisateur de y dans G, et
'iy(F) 1'ensemble des éléments de G(F) dont la classe dans 2Z(F)~G(F)

centralise lAa classe de Y.

Remarque. Dans les formules précédentes, on a choisi des mesures de Haar sur
Z(AF)\ZY(AF) et Z(AF)\G(AF). La mesure invariante sur ZY(AF)\G(AF)
est alors la mesure quotient. D'autre part, sur les ensembles discrets

Z(F)~ 'ZY(F), Z(F)\Zy(F) et Z(F)~G(F), on met les mesures donnant la mas-
se 1 a chaque point, et les mesures invariantes utilisées sur
G(F)Z(AF)\G(AF), EY(F)Z(AF)\G(AF) et~ Zy(F)Z(AF)\G(AF) sont les mesu-
res quotients. Le volume de ZY(F)Z(AF)\ZY(AF) est fini puisque, Yy étant

(o]

elliptique régulier, Z\ZY est anisotrope.

4.10. On a vu apparaitre au paragraphe précédent les intégrales orbitales en

des éléments elliptiques réguliers, qui sont les intégrales

S £(z"'vg)dg.

ZY(AF) \G(AF)

Remarquons que f étant produit de fonctions localt;.s fv,b 1'intégrale se dé-
compose en produits d'intégrales localles. Notre but est de comparer les formu-
les des traces obtenues quand G-QGL(B) et G'= D%, D corps gauche de di-
mension 9 sur F, en choisissant des fonctions f (pour G) et f' (pour G')

dont les intégrales orbitales locales soient reliées.

I1 sera clair au lecteur que tout ce que nous disons jusqu'a 4.18,
ol nous utilisons la théorie de Hecke pour GL(3), est valable pour la
comparaison des formules des traces pour GL(n) et le groupe A® des
éléments inversibles d'une algébre centrale simple A quelconque de degré

n2 sur F. Ce cas général est appliqué dans [Vi] & la correspondance entre
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représentations de GL(n) et représentations de A

4.11. Plagons-nous d'abord dans le cas local. On prend donc un corps
gauche D sur un corps local F , de centre F et de degré 9 sur F, et
onnote G le groupe réductif GL(3) sur F, G' 1le groupe réductif
sur F défini par D* . Notonms Ge (resp. G;) 1'ensemble des éléments
elliptiques réguliers de G(F) (resp. G'(F)). A chaque &lément de Ge
(resp. G;) associons son polyndme caractéristique. On obtient ainsi des
bijections des ensembles de classes de conjugaison d'éléments de Ge , ou

Gl

. » avec 1'ensemble P des polyndmes unitaires de degré n , irréductibles

et séparables, 3 coefficients dans F .
G,/Ad G(F) == P < G!/Ad GYF) .

Fixons des ensembles T et T' de représentants des classes de conjugaison
de tores maximaux elliptiques de G , G' (ce sont les centralisateurs des
éléments elliptiques réguliers). On a une bijection canonique entre T''et T
deux tores T et T' se correspondant &tant isomorphes (et isomorphes au

tore défini par le groupe multiplicatif d'une extension séparable de degré

3 de F). N'importe quel isomorphisme des corps dont T et T' sont les grou-

pes multiplicatifs donne un isomorphisme canonique entre les espaces

w(T) v yW(TY)
C(Treg) et C(Treg)

des fonctions localement constantes .dans 1'ouvert des &léments réguliers du
tore considéré invariantes par le groupe de Weyl W( ) de ce tore, et 2
support compact modulo le centre Z2(F) de G(F) . On peut aussi se restreindre

aux fonctions se transformant sous Z(F) selon un caractére w donn&, et 1l'on
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obtient ainsi un isomorphisme canonique entre le sous-espace C(Treg,m)w(r)
L] Al
de C(Treg)wu) et le sous-espace C(T' ,w)w(T) de C(T' )W(T ).

reg reg
4.12. On sait [Fa, lemme 2.1.2) que si T est un tore maximal de G, et

Treg 1'ouvert des éléments réguliers de T(F) (ce sont ceux dont toutes

les valeurs propres sont distinctes), 1'application
T(F) ~G(F) XTteg —> G(F)
(x, YVF>X'yX (ot X€GEF) releve x)

est localement un isomorphisme analytique. Notant T(r;eg son image, on obtient

en fait un revétement T(G)~G(F) xTres - T(:eg’ de groupe le groupe de Weil
w(T).
Quand T parcourt T, les Tgeg sont des ouverts disjoints de G(F) qui re-

couvrent 1'ensemble (;e des éléments elliptiques réguliers de G(F). Fixons
un tore maximal T de G, une mesure de Haar dg sur T(F)~G(F), et un ca-
ractére w de Z(F), et notomns C(Tgeg,m) 1'ensemble des fonctions sur Tgeg’
localement constantes, se transformant par w sous Z(F), et & support compact
modulo Z(F). A toute fonction f dans C(Tgeg,w) on associe son intégrale
orbitale F(f) qui est une fonction sur Treg définie par

FE(t) = £(g 'tg)dg pour t€T__ .
T(F) N G(F) res

Comme dans [Fa, lemmes 2.1 2 2.3) on démontre le fait suivant (voir aussi [Vil]).

w(T)

G .
Lemme. Pour fe'C(Treg’w)’ on a F(f)EC(Treg’w) et toute fonction de

C(Treg,w) invariante par W(T) est obtenue.

4.13. Les résultats du n° 4.12 sont également vrais si l'on remplace G par

G', et T par un tore maximal T' de G'.
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Nous voulons maintenant comparer les intégrales orbitales pour G
et G' . Choisissons une mesure de Haar dx sur F . Cela détermine des
mesures de Haar, encore notées dx, sur M3(F) et 6*? Si N désigne la

norme réduite de D 3 F , on peut prendre sur G(F) la mesure de Haar

___9&__3 et sur G'(F) 1la mesure de Haar dx3 . On dit que ces mesures
|det x |5 [Nx| 5

sont associées (elles le sont au sens de Jacquet et Langlands [JL], §14).

On identifiera le centre. de G' 2 Z et on mettra sur Z(F) la mesure
dx
de Haar 1;[-; .

Si TET et T' €T' sont deux tores isomorphes, on mettra sur
T(F) et T'(F) des mesures de Haar se correspondant par un isomorphisme
de T et T', et on mettra sur T(F)~G(F) et T'(F)NG'(F) les mesures

quotients.

Si f et f' sont des fonctions localement constantes sur Ge et
G; respectivement, se transformant par w sous Z(F) , et 3 support com-
pact modulo Z(F) , on dira que f et f' ont les mémes intégrales orbi-
tales, si pour tout choix de tores TE T et T' € T' isomorphes, notant

\J
£ (resp. f%.) la restriction de £ 2 Tseg (resp. de f' 2 T'G ),

T reg
. w '
les fonctions F(fl) EC(Treg,m) m et F(f!,) €C('l‘;'e8,m)w('r ) se corres-

W(T) w(T")

pondent par 1'isomorphisme canonique de C(T_  ,w) et C(T' ,w)
reg reg

4.14. Les préliminaires locaux étant acquis, revenons au cas global, ol

(%) Si dx est autoduale pour Y, la mesure obtenue sur M. (F)(resp. P)
est la mesure de Haar autoduale pour le caractére Yo Tr, (resp. pour le

caractére .TrD, ou TrD désigne la trace réduite de D a F).
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G est le groupe GL(3) sur le corps global F, G' 1le groupe des éléments
inversibles d'un corps D de degré 9 sur F et de centre F. Comme en 4.6
on fixe un caractére unitaire ® de Z(F)-Z(AF).v Notons S 1'ensemble
des places de F ol U n'est pas déployée : ces places sont finies, et en

nombre fini valant au moins 2.

Nous fixons un caractére Y non trivial du groupe additif F\"AF' pro-
duits des caractéres locaux ¥, (sur Fv). Pour chaque place v de F, on met
sur Fv la mesure de Haar autoduale pour Wv, d'ou 1'on déduit des mesures de

] ' P,
Haar sur Z(Fv), G(Fv), G (Fv) et Z(AF), G(AF), G (AF). et des mesures in

variantes sur les espaces quotients considérés.

Nous considérons des fonctions £ sur G(AF), £' sur G'(AF), produits
de fonctions locales fv et f;, auxquelles on impose les conditions suivantes :
i) Pour tout v, fv et f; sont lisses, se transforment par w;1 sous Z(Fv)

et sont a support compact modulo Z(Fv).

ii) Pour presque toute place v,fv(resp. f;) est égale a3 la fonction f;

introduite en 4.7 (resp. la fonction correspondante pour G').

iii) I1 existe une place w¢S telle que fv et f& soient des coefficients

de représentations cuspidales.

iv) Pour vES, fv et f"] ont leur support dans l'ensemble des éléments
réguliers elliptiques.
4.15, Pour de telles fonctions £ et £', on peut appliquer la formule des

traces obtenue en-4.9. Nous disons que f et f' se correspondent si

i) pour v§¢S, il existe un isomorphisme de Gv et G; transformant f

en f' (ceci est compatible avec les conditions ii) et iii) de 4.14)

ii) pour VES, fv et f; ont les mémes intégrales orbitales au sens de

4.13.
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L'expression donnant trpa(f) est une somme de termes indexés par
Y €T, celle donnant trpe.(f') somme de termes index&s par Yy' € T'' .
On peut supposer que [ ne contient que des &léments qui restent elliptiques
réguliers dans Gv pour tout Vv € S . Mais on voit alors facilement que si
pour chaque YE€T, on choisit y' dans G'(F) ayant méme polyndme
caractéristique sur F que y , alors on peut prendre pour T' 1'ensemble

des y' . Alors, ZY et ZY, sont isomorphes et on a

IZY(F) : ZY(F)] = [Zy.(F) : ZY.(F)J
par le théoréme de Skolem-Noether.

De plus, coome f et f' se correspondent, on a, pour toute place

v de f ,

£,(s ' va)dg = | ' £ (g ' ve)dg .
z (F)~G(F) z 1 (F)NG'(F)

d'oli le résultat
(%) trpa(f) - trpa,(f') .

4.16. Nous voulons appliquer cette formule 3 la preuve de la surjectivité

de : D°(3) + A;(B) . Par un argument de torsion par un caract@re non

"
ramifié utilisé en 4.3, il suffit de prouver que toute représentation cuspi-
dale unitaire m € A;(3) est atteinte. Plagons-nous dans la situation de

4.6, avec les notations y introduites.Choisissons une représentation auto-

morphe cuspidale I -@v nv dans L:(G,w) telle que na se transforme

en m via 1'isomorphisme de F:1 et F . On supposera de plus que pour
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veEs, Hv est cuspidale, ainsi que nw pour une place w fixée hors de

S . Tout ceci est loisible d'aprés 1'appendice 1.

On considére des fonctions f et f' comme en 4.15, se correspondant.

On suppose de plus que g f“(g_l) est un coefficient de 1'[w .

On sait que Li(G,m) comme L(Z,(G' W) (= LZ(G',m)) se décomposent
en somme directe de représentations irréductibles 1N , chacune apparaissant
avec multiplicité finie m(1) . De plus cette multiplicité vaut 1| dans le

cas de ch’(G,m) (voir [GGP, p. 83 ] et [JS, Thm. 4.8]).

4.17. Soit T 1'ensemble des places oi IIv est ramifiée. On a ST et wCT.
Utilisant le théor&éme d'indépendance des caractéres dans le cas non ramifié

(théoréme 4.2 de [Fa ]) , on déduit de la formule (*) de 4.15 qu'on a

N trN (£)= I m(n') 0 tr n'(f')
vET vV '€, (1) vET v

ol la somme de droite, absolument convergente, porte sur l'ensemble XT(H)
des représentations 1’ -@II"' intervenant dans L2(G',w) et telles que

l'[", et nv soient équivalentes pour v pris hors de T .

Utilisant alors le théor@me 5.2 de [Fa ], qui donne 1'ind&pendance

des caractlres dans le cas général, on déduit qu'on a

T tr Hv(fv) - I m(n'y 1 tr n"’(f",)
vESU{w} “'exsu{w)(“) ves Uw}

(ces arguments sont standard; nous renvoyons 2 [Fa ] §6 pour les détails).
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Mais pour v = w , ¥w est un coefficient de Hw . On a donc
1] 1] -
tr nw(f w) [0}
si n; n'est pas équivalente 3 nw et
1] 1] -
tr Hw(f w) tr Hw(fw)
sinon. On a donc

vgs trnv(fv) - n'eis(n)m(ﬂ')vgs tr H;(f;).
4.18. On montre au numéro suivant, en utilisant les résultats de 1'appendice 3 de
cet article , que 1l'on peut choisir les fv de sorte que le terme de gauche
soit non nul. On en déduit que la somme de droite est alors non nulle.
L'ensemble XS(H) est alors non vide. Si 1' € xs(n) alors n; est &quiva-
lente 2 I, pour v ¢ S . Par suite II' n'est pas de dimension 1, et on
peut appliquer 2 II' 1a théorie de [JPS1], rappelée en 4.6. On obtient
alors une représentation N dans Li(G,w) telle que H: et n; soient
équivalentes pour v §S ; par suite du théoréme fort de multiplicité 1, on a
n" = 1. De plus, on a alors nv = (H;) pour v € S; en particulier
I, =7y (H;) et m= nD(r) ol T e:t la représentation de D* déduite
de H; ¢ par 1'isomorphisme de Da et D . Ceci prouve la surjectivité de

‘HD.

4.19. Prouvons le fait utilisé au numéro précédent, que 1l'on peut choisir
les fv pour v € S , de sorte que tr nv(fv) # 0 . Pour plus de commodité,

nous omettrons, dans ce numéro seulement, 1l'indice v . Le résultat de
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1'appendice 3 montre que,sur 1'ouvert des &léments elliptiques réguliers de
G S*) la'distribution trm  coincide en fait avec une fonction

X qui est une constante non nulle Pﬂ au voisinage de 1'élément neutre.
Si on choisit un ouvert 2 de G formé d'éléments elliptiques réguliers de

G , et suffisamment proche de ! pour que Xq soit &égal 2 T, sur G ,et

qu'on définisse la fonction £ par

f(g) =0 si g¢qz

f(gz) = m-l(z) si g€ ,z€2,
on a alors
tr N(f) = P“ vol(2Q/Z) # 0 .

4.20. Il découle des résultats de H. Carayol rappelés en 5.1 que donne

L
14
en fait une bijection de D°(3) sur A°(3) donc une bijection de D(3) sur
A2(3) , ensemble des classes de représentations de A(3) essentiellement de
carré intégrable. Pour la commodité& de 1'expos&, nous tirons dé&s maintenant

les conséquences globales de ce fait. Comme nous n'utiliserons pas ces résultats

dans la suite, nous ne ferons qu'esquisser les démonstrations.

4.21. On se place dans la situation globale de 4.6. Ainsi, on a fix& un corps
global F , un corps D de centre F et de degré 9 sur F , un caractére
unitaire w du groupe des classes d'id2lesde F . On note S 1'ensemble
fini des places (finies) ol D n'est pas déployée. A tout composant T de
LZ(Ux,w) de dimension > 1 , on a attaché un composant I = ﬂv(T) de

Li(c,w) , ol G désigne le groupe GL, sur F . Le composant Il est

(*)

i.e. sur les fonctions f dont le support est contenu dans cet ouvert.
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caractérisé par le fait qu'on a Hv - Tv pour toute place v € S , sauf
peut-étre un nombre fini (en identifiant Dv et GL(3,FV) pour v € 8S) .
En fait ona 0= Tv pour toute place v € S , et n, =y (Tv) pour toute

v
place v dans S .

Remarque. Un composant de LZ(D",N) de dimension | est de la forme yoN
ol y est un caractire du groupe des classes d'id2les de F vérifiamt

X3 =w , N désignant la norme réduite de D/F . On lui associe la représen-
tation automorphe ﬂv(x °oN) de G de composantes x, cdet en V €s

et 'nvv(xv oN) = Xy 'Stv en v€ES (ou Stv est la représentation de

Steinberg de Gv)'

4.22. Théoréme fort de multiplicité 1 pour D".

Grace 2 la Proposition 5.1 (bijectivité de m_ ) on voit que si T et

D

v
T' sont deux composants de Lz(Dx,m) de dimension > 1 , tels qu'on ait

nD(T) - nD(T'), alors ona T =T pour toute place v de F et par suite

7 et T' sont &quivalentes.

Par suite,si T et T' sont deux composants de Lz(Dx,w) , de dimen-
sion quelconque, tels que Tv - T; pour presque toute place v de F, alors

on a T, - T; pour toute place v de F (Théoréme fort de multiplicité 1

pour D*) . Cela découle du Théoréme fort de multiplicité 1 pour Lg(c,w)

et du résultat précédent si T et T' sont de dimemsion > I ; si T et T'
sont de dimension 1, cela découle de théor2mes bien connus sur les caractéres
du groupe des classes d'id2les de F ; si T est de dimension | et T' de
dimension > 1 , alors wv(T') est cuspidale, donc ses composants sont géné-
riques, et ne sont pas de dimension )} si v € S : on ne peut donc avoir

- '
Tv Tv pour aucun v € S .
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4.23. Un _cas particulier du théoreme faible de multiplicité 1 sur D”.

On peut prouver que si T est un composant irréductible de Lz(Dx,m)
et qu'il existe une place w hors de S telle que Tw soit cuspidale,

- s s sz X .
alors T apparait avec multiplicité 1 dans LZ(U ,0). Donnons une esquisse
de la démonstration. On pose Il = ﬂD(T). On peut utiliser la formule des
traces comme en 4.16 et 4.17 et déduire une égalité :

M trll (£)= z m(I') I ex(@'(£')).
ves VU Mrex ves VY
. X
ou les fonctions fv sur Gv et f; sur Dv sont localement constantes,
se transforment par w;1 sous Z(Fv), ont leur support compact modulo Z(Fv)
et contenu dans 1l'ouvert des éléments réguliers elliptiques, et ont les mémes

intégrales orbitales au sens de 4.13.

Mais on a vu au numéro précédent que XS(H) ne comporte qu'un seul é1é-
ment qui est T. On va prouver aux numéros suivants qu'on peut choisir fv

et f;, pour vE€S, de sorte qu'on ait

= 1]
tr Hv(fv) tr Tv(fv) # 0. (pour tout vE€S)
Cela implique bien qu'on a m(T) = 1.

Remarque. Il est clair qu'un composant de Lz(vx,m) de dimension 1 intervient

avec multiplicité 1.

Le théoreme faible de multiplicité 1 sera vrai pour toutes les représen-
tations de Lz(Dx,w) (et prouvé par la démonstration précédente) pourvu que
1'on sache que la formule 4.9 donmnant Tr p°(f) est valable si, au lieu de
supposer qu'en une place finie Vis fv soit supercuspidale et qu'en une place

1

Vs fv ait son support dans 1'ouvert des éléments elliptiques réguliers, on
2
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suppose qu'en deux places finies distinctes v, et v,, f et f ont
1 2 vy vy

leur support dans 1'ouvert des éléments elliptiques réguliers. Une telle for-p
mule des traces est annoncée sans démonstration dans [Ar2), quand F est de
caractéristique 0. Il ne fait pas de doute qu'elle est également vraie si F

est un corps de fonctions.

4.24. Nous allons énoncer dans ce numéro un résultat local qui implique trivia-
lement 1'énoncé dont on a besoin en 4.23. On fixe donc un corps gauche D de
centre F et de degré 9 sur F. On note G le groupe GL3(F), Z le cen-
tre de G ou Dx, w un caractére de Z = F.. Soit TEA(3) essentielle-
ment de carré intégrable, de caractére central w. Si 7 est cuspidale, ca
sait que la distribution trm sur les fonctions £'€C(Ge,m-1)*) est donnée
par une fonction localement constante Xy ¢ trm (f) = g\\é(g)x“(g)dg“ Si =
n'est pas cuspidale, alors il existe un caractére X de F tel que T = xSt

ou St est la représentation de Steinberg de G, et la distribution trm

est donnée, comme précédemment, par la fonction localement constante
X‘"‘ X o det.

Dans tous les cas, le résultat de 1'appendice 3 montre qu'au voisinage de

1, cette fonction xﬂ est constante, de valeur F“ = ;?gzg . La fonction )(,'r

est bien entendu invariante par conjugaison et peut donc aussi se considérer
comme une fonction sur l'ensemble P des polyndmes de degré 3, & coefficients

dans F, irréductibles unitaires et séparables (cf. 4.11).

Une représentation T de 0D(3) est de dimension finie, donc posséde un
X . .
caractére XT' qui est une fonction localement constante sur D . La distri-
bution trT est donnée par la formule trT (f)= Iz\\nxf(S)XT(S)dS- La fonc-

tion X est aussi invariante par conjugaison, et on peut donc la considérer

*) On note C(G ,m.1) (resp. C(Dx,w-1)) 1'espace des fonctions localement cons-
tantes sur Ge(resp. D:), se transformant par w! sous Z, et & support compact
modulo Z.
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également comme une fonction sur P,

Théoréme. Soient 1 € D(3) et 7 € A2(3) , (r essentiellement de carré
intégrable) ayant le méme caractire central . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes
| ™=
) p{

2) tr n(f) = trr(f') ou f € -.'(ce,w") et £'¢ DXuh)

ont les mémes intégrales orbitales.

3) Xp = X comme fonctionssur P .

Remarques. 1) L'équivalence de 1 et 3 est vraie, méme si on ne suppose pas
que T et T ont le méme caractére central. En effet x“(resp. xT) se
transforme sous Z par le caractére central de = (resp.t) :x"(zx) -m"(z)x(x)

pour z€ Z , x € Ge .

2) 1I1 découle immédiatement de ce théoréme que les relations
d'orthogonalité des caractéres [HC p. 92] , valables pour des représentations
unitaires de D'+ le sont aussi pour des représentations de carré intégrable

de GL(3,F) .

4.25. 1Indiquons un schéma de démonstration. L'équivalence de 2) et 3) découle
facilement des formules d'intégration de Hermann Weyl [HC p. 86, lemme 4.2].
Si on sait que 1) implique 3) on a 1'implication réciproque car si on a

Yp = X Sur P, écrivant 7 = nD(1') , ' € D(3), on obtient Xp = Xgo

sur P (si 1) implique 3)),d'ol 1 = t' grdce aux relations d'orthogonalité

- x - 2 2
des caractéres pour D (on se raméne aisément au cas ol w donc T et

m sont unitaires). Il reste donc 3 prouver que 1) implique 3). Mais on se
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place alors dans une situation globale 4.21, oll on suppose donnée une
place a € S telle que Du = D,. et une représentation T dans x.z(v".u)
telle que Tu = 1 . On utilise alors la formule () de 4.23, en fixant les

f, et f", pour v € SN\{a} de sorte qu'on ait

tr I (£y) # 0, tr T (£]) #0 .

On en déduit alors 1l'existence d'une constante ) ¥ 0 telle que, pour
g -1 ' x -1 a . s
fu € cv((Ga)e’ma et fu € C((Da)e’wu )ayant mémes intégrales orbitales, on
ait
trn(f ) =2trr(f')
a a

[N -
d'ol Xg xxT sur P.

Mais on a,prés de 1'&lément neutre,

- d(n)
Xy = d(St)

et x, = dim(r) .
Or, si on choisit la mesure de Haar sur Z~\G de sorte que d(St) = 1, la
mesure de Haar associée sur Z\D>< est telle que le degré formel de T

coincide avec sa dimension. Par la proposition 5.1, on a donc d(m)= dimT.

On en déduit que A vaut 1, ce qui termine la preuve du théoréme 4.24.
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5. Représentations trés cuspidales.

5.1. Soit D wun corps de centre le corps local F et de degré 9 sur F. Nous
avons vu au chapitre précédent que tout élément wEA°(3) est de la forme ﬂD(T)
pour un élément T de UDV°(3). Ce fait va nous permettre de montrer (proposition
5.1) que les éléments minimaux de A°(3) sont ceux considérés par H. Carayol [Ca)
et que nous dirons trés cuspidaux; c'est-a-dire que, si T est un élément minimal
de A°(3), il existe un sous-groupe fermé H de GL(3,F), en contenant le centre,
et dont 1'image dans PGL(3,F) soit un sous-groupe compact maximal de PGL(3,F), et
une représentation p de H, trés cuspidale au sens de Carayol, telle que T soit
la classe de représentations cuspidales de GL(3,F) obtenue & partir de p par in-

duction compacte de H a GL(3,F).

Le reste du chapitre est consacré & une étude précise des représentations trés
cuspidales des groupes H. En 5.2 nous renvoyons a l'appendice 4 le cas des éléments
minimaux de A°(3) d'exposant multiple de 3, c'est-a-dire le cas ol on peut prendre
pour H 1le groupe FxGL(3,0F); ce cas facile, essentiellement, est déja traité dams

la littérature [Gell.

Le cas des éléments minimaux de A°(3) d'exposant premier & 3 est examiné dans
le reste du chapitre. De 5.3 & 5.6, on rappelle la notion de représentation trés cus-

pidale des groupes H correspondants.

En 5.7, nous énoncons quelques rappels de la théorie de Clifford qui nous se-
ront utiles pour la construction explicite de ces représentations trés cuspidales,
construction qui est effectuée de 5.8 & 5.17 et dont les résultats sont résumés en

5.9 et 5.18.

Le reste du chapitre est consacré au calcul des facteurs e(xm), pour

TEA®(3) et xE?. Les résultats en sont résumés en 5.23.
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Proposition 5.1. a) Soit D un corps de centre le corps local F, de degré 9
sur F. Alors 1l'application T définie au chapitre 4 donne une bijection de
D°(3) sur A°(3). Pour TED®°(3) et m= '!rD('r), les degrés formels de T

et T par rapport a des mesures de Haar associées (cf. 4.13) sont égaux.

b) Tout élément minimal de A°(3) est trés cuspidal (i.e. est
un de ceux considérés dans [Cal). Tout élément de A°(3) est obtenu 3 partir
d'un élément trés cuspidal par torsion par un caractére de F . Si mEA°(3)

est minimal et si )(EFX, on a
a(xm) = sup(3a(y),a(m).

Démonstration. On a prouvé au chapitre précédent que 1l'application

T ¢ D°(3) —> A°(3) est une surjection qui conserve les caractéres centraux et
les facteurs €. De plus TED°(3) est minimal si et seulement si TID(T) 1'est.
Mais pour a€EN et bEC donnés, le nombre d'éléments trés cuspidaux wEA°(3)
vérifiant a(m) =a et w,"(mF) =b est, d'aprés la proposition 8.3 de [Ca], égal
au nombre d'éléments minimaux T de D°(3) vérifiant a(t) =a et wT('(EF) =b.
Il en découle que les éléments minimaux de A°(3) sont tous trés cuspidaux (d'ol
la premiére assertion de b)) et que chacun d'eux est image d'un seul élément mi-

nimal de D°(3). Comme 1l'application . est compatible & la torsion par les ca-

D
ractéres de F , on en déduit facilement la premiére assertion de a). Il suffit
évidemment de prouver la seconde assertion de a) pour T et T minimaux, auquel

cas il est prouvé dans [Ca § 5 et 6] que le degré formel est déterminé par 1'expo-

sant (minimal), et les calculs montrent alors 1'égalité [cf. Ca § 7].

La seconde assertion de b) découle trivialement de la premiére, et la troisie-

me assertion découle de 1l'assertion analogue

a(xt) = sup(3a(y) , a(t))
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pour tout élément minimal T de D°(3) et tout caractére X de F', ce qui dé-

coule des précisions sur les exposants des éléments de D(3) données en 4.2.

5.2. Les éléments de A°(3) d'exposant minimal multiple de 3 seront dit non ra-
mifiés (cette terminologie peu orthodoxe est cependant commode et posséde la justi-
fication que ces éléments sont construits 2 partir de caractéres de 1l'extension non
ramifiée de degré 3 de F dans F cf. appendice 4). On voit en fait facilement

que les représentations trés cuspidales de [Cal sont en ce cas obtenues par les cons-
tructions de Gérardin [Gel]. Cela est prouvé dans 1'appendice 4, et on en tire le

résultat suivant :

Théoréme 5.2. Pour chaque élément ¢ de G°(3) d'exposant minimal multiple de 3,
m(0) existe, et on obtient ainsi une bijection 0 > m(0) de l'ensemble des élé-
ments de G°(3) d'exposant minimal multiple de 3 sur l'ensemble des éléments de

A°(3) ayant la méme propriété.

5.3. Comment sont obtenus les éléments de A°(3) d'exposant premier a 3 ? Ces
éléments sont minimaux d'aprés la formule de la proposition 5.1 b), et sont par
suite trés cuspidaux, i.e. donnés par les considérations de [Ca], que nous déve-

loppons de 5.3 a 5.5.

Soit V un espace vectoriel de dimension 3 sur F. Nous allons construire
des (classes de) représentations cuspidales du groupe G des F-automorphismes
de V. Tout choix d'une base de V permet d'identifier G a GL(3,F) et ainmsi,
a partir d'une représentation cuspidale de G, d'obtenir une représentation cus-
pidale de GL3(F), dont la classe dans A°(3) ne dépende pas du choix de la base

de V. 11 s'agit donc bien d'une construction d'éléments de A°(3).

On notera M 1'algébre EndF(V) dont G est le groupe des éléments inver-

sibles, Tr et Det 1la trace et le déterminant dans M, et Z 1le centre de G
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que 1l'on identifiera parfois a Fr.

Un réseau dans V est un OF-module libre de rang 3 dans V. Une ligne de

réseaux dans V est une suite L= (L )iEZ de réseaux dans V vérifiant

i
a) Li:LiH pour i€Z;
b) Li+3- wy L, pour i€Z;

c) Li/LiH est un espace vectoriel de dimension 1 sur kF

N

Une ligne de réseaux correspond donc & une chambre de 1'immeuble de PGL(V)

et le groupe G est transitif sur les lignes de réseaux.

Soit L une ligne de réseaux dans V. Nous allons définir des groupes atta-
chés 2 L, notés avec un indice L*); nous nous permettrons de supprimer 1'in-

dice L si aucune confusion n'en résulte.

On note H: le fixateur de L dans G; c'est l'ensemble des x€G tels
que xLi = Li pour tout i€Z . On note HL le stabilisateur; c'est 1'ensemble
des x€G tels que pour i€Z, il existe j(i)€Z vérifiant xLi = Lj(i.); on
voit facilement que i k> j(i) est une translation : j(i)= i +j° pour un entier
j (on

. On peut trouver un élément z, de HL tel que jo vaille 1 pour x= 2z

o L

peut méme imposer a z de vérifier 213‘- We 1v); pour tout choix d'un tel élément

ZL, H.L est le produit semi-direct de H: par le groupe engendré par ZL.
Pour tout entier m, on note A: 1'ensemble des éléments x de M tels que
XLiCLiﬂn pour tout 1i€Z

Alors A.z est une sous-or-algébre de M, dont H.: est le groupe des éléments in-

versibles. Pour tout entier m on a A.:- z:A:- A:z:.

*) Le lecteur remarquera que 8i 1'on effectue une translation des indices dans une
ligne de réseaux, on obtient ume autre ligne de réseaux, mais les groupes correspon-
dants ne changent pas.
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. m
Pour tout entier m>1, on pose HL- 1+A:~, alors F{ est un sous-groupe

distingué de B et on obtient ainsi une filtration décroissante séparée de H .

Pour tout entier m, on a

Tr(A.:) = Pé(m*-Z)/ﬂ (ot [ ] désigne la partie entiére)
et, pour m>1,
Det(H) = 1+ pg(m+2)/3]’

5.4. Tout choix d'une uniformisante & de F permet d'identifier 1..i et L

F i+3

. . . . m, . .
pour tout entier i. Pour i et m entiers, notons DL(:L) 1'espace vectoriel

HomkF(Li/L. /L

. . . . m, . ' _
1+1’Li+m ) qui est de dimension 1 sur kF, alors DL(I) s'iden

i+m+1
tifie a D:(i+3), et cette identification est canonique i.e. ne dépend pas du choix
de '(;F. On identifiera donc ces espaces, qu'on notera D:(i) pour i€Z/3Z. On

a alors un isomorphisme naturel

m , m+i
o>

ALTA

® D:(i)
i€z /3zZ

Le groupe HL agit par conjugaison sur AT/A:”(ZH: agissant trivialement)

en permutant les trois droites l'):(i). Si xEHL est donné, on peut toujours choi-
sir une base de chacune des droites D:(i) de sorte que x agisse par une permu-

tation (paire) des coordonnées dans la base ainsi formée de A:/A:”.

Notons [ ] le crochet de Lie dans M :
[x,y]= xy-yx

Al Al
On a, pour m et m' entiers, [A:, Af ]cA;"wm , d'ou une application
L] L] 1 \J
A:/A‘_‘m'H xA?/AIm R Agm /A:m H, qu'il serait facile d'écrire en termes

de la décomposition en droites D. En particulier, pour m=m', on a une appli-
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cation kF-bilinéaite antisymétrique A:/A:” x

8
e

finit un isomorphisme

2m+1

m ,2,m,,ml, ~ 2m
AL.A (AL/AL )-oAL /AL .

5.5. Soit m un entier. On dit qu'un élément u de A:/A.:N'1 est cuspidal si

m est premier a4 3 et que pour i€Z /3Z 1'image de u dans D‘;(i) est non
nulle. Par extension (et abus) on dira d'un élément u de M qu'il est L-cus-

pidal s'il existe un entier m tel que u appartienne a A: et que la classe

m , ,m+1

de u dans AL/AL

soit cuspidale.

L'action par conjugaison de H.I transforme éléments L-cuspidaux en éléments

L-cuspidaux.
Les faits suivants nous seront utiles.

A) Soit u€G; posons m= Ve (Detu); alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :
a) u est L-cuspidal;
b) u€ HL N2 H.E ;
c) 34m et z;m u€ A:;

d) 34m et UEA:.
B) Si u€G est L-cuspidal alors tout élément de uﬁz 1'est aussi.

C) Si u€G est L-cuspidal, 1'extension F[u] engendrée par u est de degré 3
et elle est soit inséparable soit séparable totalement ramifiée [Ca, prop. 3.3].
De plus, on peut reconstituer L a partir de u, 2 translation prés des indi-
ces : dans F[c] on dispose de la ligne de réseaux (PF%c])iEZ; tout choix
d'une base de V comme F[c]-espace vectoriel (de dimension 1) donne une ligne
de réseaux dans V qui n'est autre que L & translation prés des indices. On

a donc une notion d'élément cuspidal de M.
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D) Si u et u' sont des éléments L-cuspidaux de G conjugués dans G, ils

sont conjugués dans H'L [ca, prop. 3.4].

E) Soit u un élément L-cuspidal de G, et posons m= vF(Detu). Soit r
un entier >1. Pour 1'action par conjugaison de H.L sur A:/A:ﬂ- le sta-

bilisateur de la classe de 1'élément u de A: est F[u]xH{ [Ca, prop. 3.6].

5.6. Nous disposons sur le groupe additif F d'un caractére non trivial y fixé.
Notons Vv son exposant. Sur M on dispose alors du caractére additif non trivial

Yo Tr. L'accouplement

MxM — ¢~

(x,y) > ¢ o Tr(xy)

met en autodualité le groupe abélien localement compact M. Pour tout entier m,

1'orthogonal de A‘: est A;m_z_3\’.

"Pour des entiers m et r vérifiant 2r>m>r>1, le groupe K;/K: est abé-

lien, naturellement isomorphe a A{ /A: (par 1l'application x > x- 1V). Par sui-

te le groupe des caractéres de l&r/ld: s'identifie a AL—m—2-3v/A;r-2-3\)_

Soit p une représentation admissible irréductible de H.L Elle est de dimen-

sion finie (l-lL étant compact modulo son centre), et, pour un entier m>2, trivia-

le sur le groupe K'Ln. Sur K'I’:q, elle se décompose en somme de caractéres qui par

1'identification précédente correspondent a des éléments de

-m-2-3v , ,-m-1-3v

A T4, .
Soit m un entier >2. On dit que p est trés cuspidale de type m si p

est triviale sur K: et que sur K:-1 elle se décompose en caractéres correspon-—

-m-1-3v

A

ments soit cuspidal et tous le sont alors). Remarquons qu'on a forcément alors

-2-3v /

dant a des éléments cuspidaux de AL‘“' (i1 suffit qu'un de ces €élé-
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m# 1 mod 3.

Rappelons le théoréme 4.2 de [Ca) :

<

Théoréme 5.6. Soit m un entier, m>2, méi1mod3, et soit p une représenta-
tion admissible trés cuspidale de type m de H.L Alors 1'induite compacte de p
de HL a2 G est une représentation cuspidale minimale w(L,p) de G. Son ex-
posant est m+2. Si p et p' sont deux représentations admissibles irréduc-
tibles trés cuspidales de type m de H , alors w(L,p) et mw(L,p') sont équi-

valentes si et seulement si p et p' le sont.

Comme nous 1'avons vu, toutes les classes de représentations cuspidales mini-
males de G d'exposant m+2 s'obtiennent sous la forme m(L,p), et, faisant va-
rier m, on obtient toutes les classes de représentations cuspidales de G d'expo-

sant premier a 3.

Remarque. Si L' est une autre ligne de réseaux dans V, et que g€G est tel
que gL=L', alors on a H'L' = g-1 HLg. Si p' est la représentation de HL'

définie par p'(x) = p(gxg-1) pour x€HL., alors p' est une représentation
admissible irréductible trés cuspidale de type m de B.L, et w(L,p), m(L',p")
sont équivalentes. Remarquons aussi que g est défini a un élément de BL pres,

et que la classe d'équivalence de p' ne dépend donc pas du choix de g.

5.7. Nous aurons besoin dans la suite de ce chapitre des résultats de la théorie
de Clifford, tels qu'ils sont résumés dans [DL, § 2]. Mais comme nous considérons
des représentations de groupes qui ne sont pas nécessairement finis, nous répétons
ici, dans un cadre plus général qu'il n'est nécessaire, les faits qui nous seront
utiles, en répondant parfois aux questions qui pourraient se poser naturellement

au lecteur. Le lecteur n'aura aucune peine & étendre & notre cas les démonstrations

classiques. Dans ce numéro, nous appellerons représentation d'un groupe G un ho-

83



Guy HENNIART

momorphisme p : G —> GL(V) de G dans le groupe des automorphismes linéaires
d'un espace vectoriel complexe de dimension finie. Les notions de morphisme, d'iso-
morphisme ou équivalence,d'irréductibilité, d'isotypie, de compléte réductibilité
sont les notions habituelles. Les représentations de G formeht une catégorie
C(G), qui contient la catégorie Cr(G) formées des représentations complétement
réductibles*). Nous notons R(G) 1le groupe de Grothendieck correspondant, qui est
engendré comme Z -module par 1'ensemble G des classes de représentations irréduc-

tibles de G.

Si H est un sous-groupe de G, on a un foncteur de restriction

Resg : C(G) => C(H),p > (N d'oll un homomorphisme de groupes, noté de méme

G 3
Res . : R(G) — R(H), p > Py

Remarque 1. Si H est distingué dans G, ou si H est d'indice fini dans G, et
que p appartienne a C(Cr(G), alors Py appartient & Cr(H). Réciproquement, si
H est d'indice fini dans G, et que p€C(G) soit telle que Py appartienne a

Cr(H), alors p est complétement réductible : p€Cr(G).

Si K est un sous-groupe d'indice fini de G, on a un foncteur d'induction
Ind: C(K) = C(G), défini de la facon suivante : si p : K —> GL(V) est une re-
présentation de K, 1'induite pG de K a G est la représentation de G, par
translations a droite, dans 1'espace des fonctions f de G dans V vérifiant

f(kg) = p(k) £ (g) pour kEK, g€G.

On obtient ainsi un homomorphisme de groupes

Indg : R(K) —> R(G).

*) Dans les numéros suivants nous n'aurons affaire qu'a des représentations complé-
tement réductibles.



REPRESENTATIONS TRES CUSPIDALES

Remarque 2. a) Si p€Cr(K), alors pG€Cr(G).
b) Si H est un sous-groupe de G, alors pour tout élément p de
R(K), on peut calculer Resglndgp par les formules de Mackey [Se2,7.4 ]. On

a également la loi de réciprocité de Frobenius [Se2,7.3 1.

Si H est un sous-groupe distingué de G, alors G agit par conjugaison
sur C(H),Cr(H),ﬁ et R(H), (H agissant trivialement sur H et R(H)). si
p ¢ H —> GL(V) est une représentation complétement réductible de H, alors
pour tout '[Eﬁ on note VT le composant isotypique de V de type T. Si
Z(t) désigne le stabilisateur dans G de T, alors V. est stable par z(1),
et on obtient donc une représentation o de 2Z(T) sur VT’ dont la restriction
a2 H est isotypique de type T. Si p est la restriction @ H d'une représen-

tation 0 de G, et si VT est non nul, alors Z(T) est d'indice fini dans G.

Soient 0 : G —> GL(V) une représentation complétement réductible de G, H
un sous-groupe distingué de G; notons p 1la restrictionde 0 a H. Les consi-
dérations précédentes s'appliquent, p étant complétement réductible. Si T€H
est tel ql;te V‘r soit non nul, alors comme nous l'avons dit, Z(t) est d'indice fi~-
ni dans G, et par suite pz(_[) et sa sous-représentation p_l_ sont cémpl‘etement
réductibles. La représentation induite pg est une représentation complétement ré-
ductible de G et, si on choisit un ensemble T de représentants des classes de
4 modulo G , on a, dans R(G), 1'égalité
(x) o= e pG , ou la somme porte sur les TET tels que V_ soit non nul.

T€T T T

Dans la suite, nous n'utiliserons guére que la conséquence suivante de cette
égalité : si O est irréductible, alors les types des composants isotypiques non
nuls de sa restriction & H forment une orbite sous G; si T, est un tel type,

alors p,r est irréductible et ona O= pTG .
o o
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5.8. Dans la suite de ce chapitre, jusqu'en 5.18, nous fixons la ligne de réseaux
L dans V et un entier mZZ, m#¥1 mod3. Nous voulons construire toutes les

classes de représentations admissibles irréductibles trés cuspidales de type m de

Pour la commodité de 1'expression nous dirons désormais : représentation au

lieu de classe de représentations, et une représentation trés cuspidale de H = sera

toujours supposée admissible et irréductible.

Comme en 2.19, nous poserons m= m++m- ot m = [m/2). Nous verrons que
le cas ol m est pair est beaucoup plus facile que l'autre cas.
Soit p une représentation trés cuspidale de type m de H. Sa restriction

m* . s . Hm+ m oy s
a4 H se décompose en caractéres, puisque /H" est abélien. Choisissons un

-m-2-3v

de ces caractéres 1N et choisissons en outre un élément c¢ de A dont la

“m-2-3v / -m*-2-3v

classe dans A A corresponde & 7N, i.e. tel qu'on ait

+
n(1+x)= PoTr(cx) pour x€A® .

L'élément c est L-cuspidal, et d'aprés 5.5 E), le stabilisateur dans H
du caractére n est F[c]xﬂm- . Par suite de la théorie de Clifford rappelée au
numéro précédent, p est 1'induite 3 H d'une représentation irréductible de
Fle]"#™ , dont la restriction a B est isotypique de type n, et toute repré-

+

sentation irréductible de Fl[c]*H™ , isotypique de type n sur H® , induit a

H une représentation trés cuspidale de type m.

5.9. Supposons d'abord m pair, et posons &= m = m. Alors F[c]!Kern/Kern

est central dans F[c]'HR'/Kern, car si x€F[e]”, yeAg', on a

x(1+9)x (1 +y)”! e

et n(x(1 +y)x"(1 +y)") = Po Tr(c(xyx" )

= Yo Tr((x-1cx -cly) =1
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puisque x et c commutent.

Par suite les représentations irréductibles de F[c]xﬂz isotypiques de
type 1N sur H!' ne sont autres que les caractéres de F[c]!Hl prolongeant
n, et ils correspondent bijectivement aux caractéres O de F[c]' prolongeant
la restriction de n a Ul'y:[c]' i.e. vérifiant 6(1+x)= Ye°Tr(cx) pour
x€ Pé'[c] . Réciproquement, soit c¢ un élément cuspidal de M vérifiant
vF(Detc )= -m-2-3v. Notons L(c) une ligne de réseaux attachée & c comme
en 5.5 C); comme L(c) est bien définie & translation prés des indices, les grou-

pes H‘L(c) et AL(c)’ ainsi que leurs filtrations, sont bien définis.
Un caractére de F[c]x vérifiant
8(1+x) = YoTr(cx) pour xePg[c]

sera dit compatible 3 c¢. A tout caractére 6 de Flc]” compatible & ¢, on

associe le caractére k(c,0) de F[c]xl-.{'(c) égal & 6 sur Flc]® et vérifiant
K(c,B)(1+x)= YoTr(cx) pour xEAé[c].

Alors il est clair que l'induite p(c,0) de x(c,0) a HL(c) est irréduc-
tible (cf. 5.7 remarque 3) et méme trés cuspidale puisqu'elle est triviale sur
H: et que sa restriction a !-L}_‘n_"| contient le caractére correspondant -a 1'élé-
() (c)
ment L(c)-cuspidal c¢. L'induite compacte, de HL(c) a G, de la représentation
trés cuspidale p(c,8) sera notée m(c,8); elle est cuspidale d'exposant m+2.

On a donc prouvé la partie a) du théoréme suivant (ol m est un entier pair et L =m/2).

Théoreme 5.9. a) Les représentations trés cuspidales de type m de HL sont les
représentations p(c,6), ou ¢ parcourt les éléments L-cuspidaux de M vérifiant
VF( Detc)= -m-2-3v et O parcourt les caractéres de Flel” compatibles a c.

Les représentations cuspidales de G d'exposant m+2 sont les représentations
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m(c,0) correspondantes.

b) Soient c et c¢' deux éléments cuspidaux de M vérifiant

VF( Detc) = VI-'( Detc')= -m-2-3v, 8 un caractére de F[c]* compatible
a4 c, 6' un caractéere de F[c']"™ compatible 2 c'. Alors on a

m(c,8) = m(c',8') si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

i) il existe un élément g€G tel que

g_1 = c modﬂf(c)

gc
(on a alors gF[c']xl{i’(c,) 3-1 = F[c]'Hf:(c)).
ii) K(c',e')(g_ixg) = k(¢,8)(x) pour xEF[c]xH{’(c) .

c) Avec les hypothéses de b) supposons en outre uL(c) = HL(c')'
Alors on a P(c,8) = p(c',8') si et seulement si les deux conditions suivantes

sont réalisées
i) il existe un élément gEHg(c) tel que

, -1 L
Be's ! e maiy)

11X 48 -1_ x %
(on a alors gF[c'] B ()8 Flc] HL(c)) .

ii) K((:',6')(3-'1xg)m k(c,8)(x) pour x€F[c]‘Hi(c) .

Remarque. Soient c un élément cuspidal de M vérifiant VF( Detc)= =-m-2-3V,

et 8 un caractéere de Flc]” compatible & c. Soit c¢' un élément de cﬁfj(c) .
x . s

On voit facilement qu'alors il existe un caractére 0' de Fl[c'l , compatible a

c', tel qu'on ait K(c,8) = k(c',0").

I1 nous reste 3 prouver les parties b) et c) du théoréme. La partie b) découle

de la partie c),du théoréme 5.6 et du fait que G est transitif sur les lignes de ré-

seaux. La partie c) découle aisément de la théorie de Clifford (voir 5.18 pour le cas
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plus difficile oU m est impair).

5. 10. Supposons maintenant, et jusqu'en 5.18 , que m soit impair, et posons
2= m* (d'ol m = £-1; remarquons que m est premier & 3). Placons-nous
dans la situation de 5.8, ol 1'on se donne une représentation trés cuspidale p
de H'L et un élément L-cuspidal c de H.L correspondant & un des caractéres,
noté n, composant de la restriction de p a H: Le stabilisateur 2(n) de
ce caractére est F[c:]xlil_‘ﬂ'—l (cf. 5.5.F ), et p est 1'induite a B d'une re-
présentation K de Z(n) isotypique de type n sur H: Posons

H = F‘UF[C] H%q, i = F‘UF[C] !l: et considérons la suite exacte de groupes

1 —>H"/Ker (n) — H /Rer (n) —H /8 — 1.

Considérons également 1'application ¢ .suivante, induite par le commutateur
2-1

dans l-].L
2-1,..% -1, L -V=1, =V
©: HL/KLxHL /H.L-—>PF /PF

(1+x s 1+y) > Tr(c(xy-yx))

pour x€A§_1, y€AL2'-1. Quand on munit H:-ilﬂ.z de sa structure d'espace vecto-
riel sur kF provenant de l'isomorphisme canonique avec Aiq/A: , 1'application

@ est une application kl__-bilinéaire alternée.

Lemme 5.10. a) H'/Ker (n) est central dans 2Z(n)/Ker (n).
c . PP L, =1 &
b) © induit un accouplement non dégénéré sur HL/ UF [c]HL .
¢) Le commutateur dans H  induit un accouplement Z -bilinéaire anti-

symétrique non dégénéré de H /8"  dans H.f/ Ker (nc).

Démonstration. a) Le commutateur d'un élément de Hf“ et d'un élément de H{q

est dans H‘Ln et donc est annulé par p. Comme en 5.9 on voit que le commutateur

d'un élément de Hf et d'un élément de F[c]” appartient a H{ et est aussi annu-
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a prouver que le commutateur d'un élément x de Fu

L
L

découle du fait que x agit trivialement par conjugaison sur H.f:_‘/H.f: (car

1é par n. 1I1 reste Fle]

et d'un élément y de H.i_l appartient 3 H_ et est annulé par n. Mais cela

xEF'H.Ll‘) et d'un calcul analogue & celui de 5.9.

b) Nous voulons montrer que les éléments x de Plfl] Ai sont

les éléments de A%q qui vérifient

Tr(c(xy - yx)) = 0 modulo P;v pour tout y€A€-1.
: 9z -1 % e . .z
I1 est clair que les éléments de PF[c] AL vérifient bien cette propriété.
On voit que ce sont les seuls de la facon suivante :

1'application kP -linéaire

PRI MaV]
x > Tr(cx)

a pour noyau un sous—espace vectoriel de dimension 2 de A:-l/A: . Puisque L-1
est premier 3 3, on a un isomorphisme (cf. 5.4) Aﬁ'-' : Az(AiqlAi) 3 A:-'/A:
donné par le crochet de Lie, et le noyau précédent correspond & un sous—-espace de
dimension 2 de AZ(A{'- /Aé). L'orthogonal de ce sous-espace pour l'accouplement
canonique de Az(Ai'—1/Aﬁ') avec A{'-I/Af dans A3(Ai_1/A£'-) est de dimension 1
sur kF et est formé des classes modulo AI!: des éléments de Ai-l que nous cher-

2-1 . . gz
chons. Mais P [c] AL/AL est de dimension 1 sur k,F et on a donc la propriété vou

lue.

c) La partie c) découle immédiatement de b) en remarquant que 1l'in-
clusion de H{'q dans H donne un isomorphisme de H/H avec H:-ilﬂgfl] H‘L

Appliquons ce lemme & notre situation, ou on considére la représentation K
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de Z(n). Le sous-groupe FXUF[C] est central et agit donc dans Kk par un ca-
ractére 9. On notera n(c,'é') le caractére de H' prolongeant 6 et n. Com-

me d'aprés c, 1'accouplement sur H+/ H  donné par (hI' h2) > n(h‘ h2 h:l h;‘)

est non dégénéré, il découle de [Ca 5.2] (ou de la théorie bien connue des groupes
de Heisenberg) que 1l'induite de n(c,'é‘) 3 H se décompose en q fois*) une méme
représentation irréductible K(c,'é') de H, de dimension q. De plus K(c,'é')
posséde trois prolongements non équivalents a Z(n) se déduisant 1'un de 1'autre
par torsion par les 3 caractéres de I"[c]’(ﬂf.‘l triviaux sur H . Ces prolonge-
ments sont les seules représentations irréductibles de 2Z(n), isotypiques de type

Tl(c,'é‘) sur H' et, par suite, K est 1'une d'entre elles.

5. 11. Nous savons maintenant de quelle forme sont les représentations trés cuspi-
dales de type m de H‘L Réciproquement nous allons voir que toutes les représen-
tations de H.L construites par la méthode obtenue en 5.10 sont trés cuspidales de

type m.

Partons d'un élément cuspidal ¢ de M vérifiant VF( Detc)= -m-2-3v
et considérons le caractére n_ de H%(c) donné par nc(1+x) = Yo Tr(ex) pour
XEAf[c]. Considérons aussi un caractére 8 de F*UF[C] compatible & ¢ i.e. vé-
rifiant B(1+x) = Yo Tr(ecx) pour xGU%[C]. Posons H:- F‘UF[C] H'Lg(c) et
H;- F ul’[c] H%Zl) Alors il existe un unique caractére n(c,d) de H: proton-
geant .nc et O, et par le méme raisonnement qu'en 5.10, on voit que 1'induite de
n(e,® a H; se décompose en q fois une méme représentation irréductible g(c,d)
de dimension q; qu'il y a trois représentations irréductibles de F[c]‘H.f:zl) iso-
typique de type n(c,B) sur H:; qu'elles se déduisent l'une de l'autre par torsion
par les caractéres de F[c]'&ﬁz::) triviaux sur H:; enfin que l'induite de chacu-

' R . : R :
ne d'elles a H‘L(c) est une représentation trés cuspidale de type m de H'L(c)'

*) Rappelons que q désigne le cardinal de kl-‘
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dont 1'induite compacte & G est une représentation cuspidale d'exposant m+2.

Remarquons qu'il y a trois facons d'étendre T en un caractére 0 de F[c]‘
et que ces trois caractéres se déduisent 1'un de 1l'autre par torsion par les carac-
teres de Flc]” triviaux sur F" uF[c]; de plus 1'inclusion de Flc]® dans

x -1 : . X, X ~ x 2~ -

Flecl HL(c) donne un isomorphisme F[c] /F Uele] = Flel HL(c)/Hc' Il est donc
raisonnable de penser que le choix de 6 prolongeant ? permet de fixer un prolon-

gement Kk(c,0) a F[c]x!{'z;) de la représentation k(c,8) de H;.

Nous verrons dans les paragraphes suivants, en examinant successivement les
cas ol p>5, p=2, p=3%) que tel est bien le cas, pourvu que dans le cas p=3

on fasse 1'hypothése que 6 est strictement compatible & ¢, i.e. qu'on a

-1
8(1+x)= p°Tr(cx) pour x€ Fle)
5.12. Placons-nous donc dans la situation ou on a fixé un élément cuspidal c de
M vérifiant vF(Det c)= -m-2-3v, et un caractére 6 de Flc]® compatible
2 c. Notons © la restrictionde 0 a FxUF[c] et H; le groupe

x 2-1 PN . . ~, -

F UF[C]H'L(C) ; on a attaché 3 ¢ et 6 une représentation «(c,6) de Hc de

dimension q : k(c,®) : H; —> GL(q,@).

Notons x le composé de k(c,8) avec la projection canonique de GL(q,¢)
sur PGL(q,C), et P 1'image de K. Alors K induit un isomorphisme de
-1, -1 % . e e , _
H'L(c)/UF[c] HL(c) sur P, qui est donc muni ainsi d'une structure d'espace vec

toriel de dimension 2 sur kF

On a un diagramme commutatif

*) Rappelons que p est la caractéristique résiduelle de F.
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-1 2 -1 L V-1 Vv
Hoo)/BLee) * B/ Bre o 7 T
[ I [

P x P - ¢

ou f est 1'application Z -bilinéaire alternée sur V induite par le commutateur
dans GL(q,C). On notera @ 1'accouplement kF-bilinéaire alterné non dégénéré sur

P, a valeurs dans P;v-1/P;v, déduit de .

Soient H 1'image inverse de V dans GL(q,C), et R 1le normalisateur de

H. On sait [Kotl, théoreme 3.1] qu'on a une suite exacte
1 —>H —> R—> Sp(P,f) —> 1

ot Sp(P,f) désigne le groupe symplectique associé & la forme alternée f sur l'es-
pace vectoriel P sur Fp. Cette suite est canoniquement scindée si p est impair

[Ge2]. Le groupe symplectique Sp(P,p) associé & la forme alternée @ sur 1'espace

vectoriel V sur kl-‘ est un sous-groupe de Sp(P,f) et si S désigne son image

inverse dans , On a une suite exacte
1 —> H—> S—> Sp(P,0) —> 1.

. . . =1 ,.2 - P -
1 . z
L'action par conjugaison de ¢ ‘-sur “L(c)/HL(c) définit un élément Y de Sp(P,V).
2-1
L(c)’
projette sur Y dans Sp(P,f). L'élément Y est d'ordre 3 dans Sp(P,G); en fait

1'élément c3 est dans le centre de F[c]‘lli;l) (lemme 5.10) et agit donc par le

Pour toute extension k de «(c,8) a Fle)l™H 1'image dans R de «(c) se

scalaire 6(c)3 dans K(c,g).

5.13. Supposons d'abord p impair distinct de 3. Alors le groupe R s'identifie au
produit semi~direct H»Sp(P,f) et donne donc une représentation fidéle de ce groupe
dite représentation de Weil. Le caractére de cette représentation n'est non nul que

sur les conjugués de C€’Sp(P,f).
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Soit j une racine cubique de 1'unité nom triviale dans une cl3ture algébri-
que de lﬁ.- Alors on voit facilement (par exemple en écrivant c¢ sous la forme

-m-2-3v N e s s ¢ N o '
zL(c) x ou zL(c) est choisi comme indiqué en 5.3 et ou er’L(c)) que 1'en-

domorphisme Yy du kF-espace vectoriel P a pour valeurs propres j et j2. En

particulier le déterminant de Y- 1v comme élément de End_ (P) vaut

F
(- 1)(52— 1))d ot d désigne le degré de kp sur l-‘p. En particulier, on dé-
duit de [Ge2, théoréme 4.9.1(a)] que la trace de Yy dans la représentation de

Weil vaut

trace(y) = (-FB)d (o (l—’) désigne le symbole de Legendre)

d'ou trace(y) = (g)d- (%).

Montrons en outre que si K est une extension de K_(c,'é') a F[c]’ﬂ%}l),
alors k(c) est conjugué sous H & un unique élément de R de la forme zy
avec z€c', Y étant considéré comme un élément de R. En effet puisque 1'endo-
morphisme Yy de P n'a pas de point fixe non nul, 1'élément Y de R posséde,
dans R, q2 conjugués sous H distincts, et ces conjugués s'écrivent sous la for-
me hy, ol les éléments h de H obtenus ont des images distinctes dans P. Com-
me K(c) s'écrit sous la forme hoY avec h°€H et que P a q2 éléments, un de

ces éléments h (et un seul) différe de ho par un scalaire 2z, et k(c) est

bien conjugué & zy pour un unique élément z de c*.
Dans les conditjons précédentes, on a

trace k(c) = z trace(y)

et 2 - 6(c)3.

On notera k(c,8) 1l'extension k de k(c,B) telle que la trace de k(c) vaille

8(c) trace(y)s c'est-a-dire vaille (%) 6 (c).
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5.14. Supposons maintenant que p vaille 2. Alors 1'extension
1 —> H —> R —> Sp(P,f) — 1

n'est plus scindée canoniquement, ni méme en général scindée. Mais comme précédem-
ment, on remarque que Y est un élément elliptique régulier d'ordre 3 de Sp(P,f).
On peut alors mettre sur P wune structure d'espace hermitien sur Fl. de sorte que
Y agisse par un scalaire, et que la forme f se déduise de la forme hermitienne i
sur P par la formule f(v,w)= i(v,w)-i(w,v) pour v,wEP. On dispose alors

Ge2] de la représentation de Weil, dans GL(q,C), du groupe unitaire U(P,i) et mé-

me du produit semi-direct par H : on a un diagramme commutatif

1 —> H —> Hx»u(P,i) —> U(P,i) —> 1

5 l

1 —>H —> R ———> Sp(P,f) —> 1

De cette facon on considére Yy comme un élément de GL(q,C). Il vient alors com~
me dans le cas p>5, que si Kk est une extension de k(c,®) a F[c]‘ﬂle),
alors k(c) est conjugué sous H & un unique élément de R de la forme =zy avec

z€C".

On notera «k(c,0) 1l'extension k de K(c,'é') telle que la trace de «(c)
vaille 6(c) trace(y). Comme la trace de Y vaut (‘1)"'l ou d= [kl-‘ : FZ] par
[Ge2, Cor. 4.8.2] et que (-1)d est égal a (%), la condition précédente signifie

comme pour p>5 que la trace de Y vaut

o »

*) Si p>5 et que 3 ne divise pas p-1, on peut aussi utiliser un groupe uni-
taire pour définir «(c,6).

95



Guy HENNIART

5.15. Supposons enfin que p vaille 3. L'extension
1 => H{ —> R —> Sp(P,f) —> 1

est donc canoniquement scindée. Alors y est un élément unipotent de Sp(P,9),
n'ayant qu'un vecteur propre a homothétie prés. Notons W 1l'espace des vecteurs

de P fixés par Yy, et W 1'image inverse de W dans H.

Remarque. On voit facilement que W est 1l'ensemble des éléments de H qui commu-
tent 3 Yy, et aussi que W est engendré par ¢ et les commutateurs de Y avec

les éléments de H.
Nous calculerons en 5.17 la trace de Y et verrons qu'elle est non nulle.

Soit k un prolongement de «k(c,8) a F[c]xﬂfz;). Si k(c) est conjugué
sous H 2 un multiple scalaire de Yy (condition qui ne dépend pas du choix de «),
alors on peut définir k(c,8) comme le prolongement de k(c,8) tel que c ait

pour trace 6(c) trace(y).

La condition précédente sur k(c) signifie que k(c) commute a W; comme
nous verrons en 5.16, cette condition est une restriction sur le couple (c,0).
Néanmoins, nous ne perdons aucune généralité, dans les constructions des représen-
tations trés cuspidales de type m de H'L(c)’ en faisant cette restrictién. En
effet «k(c) se projette sur Y dans Sp(P,f), donc il existe un élément g de
Hiz::) tel que k(cg) = £y avec EEC‘. Posant c¢'= cg, on a H'L(c)- uL(c')
et F[c']lﬂi-('::)- F[c]’um)
re 8' de FxUF[c'] tel qu'on ait «(c',8') = k(c,B). Ainsi Kk est un prolon-

et on voit aisément qu'il existe un unique caracté-

gement de k(c',8') et k(c') commte 3 W : la condition est donc vérifiée pour

x(e', M.

5.16. Exprimons cette condition en termes de ¢ et 6. Nous allons montrer qu'elle

équivalente au fait que 6 est fortement compatible 3 c, c'est-a-dire par défini-
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tion qu'on a

6(1+x) = Yo Tr(cx) pour XEU:.'[::].

-1 2
Flel¥L(e)”

Ecrivons h 'che '= §(1+u) avec GEU:;'E:] et uEA:[c]. La condition sur

En effet soit hE}H‘LZL) tel que (h) €W i.e. hlene”! (i}

k(c) signifie que pour tout tel choix de h, on a

K(h-lc h c—1) =1

i.e. 0(8)Y o Tr(cu) =1.
Comme on a également

Yo Tt(c(h-‘chc-'1 -1)) =1

et YoTr(cu(d=-1)) =1

cela équivaut & 0(8) = Yo Tr(c(6-1)), condition qui est vérifiée par construc-
. . L . . : i 2 '

tion si 5€UF[c]' En faisant varier h, on fait parcourir a GUF[c] 1'ensemble

des classes de U%E::] modulo U:.'[c] et la condition imposée est donc bien que 6

soit fortement compatible a c.

5.17. Calculons maintenant la trace de Y dans la représentation de Weil de

Sp(V,®).
On a vF(miw*!Det ¢c)= =-v-1; par suite on peut considérer la somme de
Gauss
GF(Det c)= cl-”2 Iy (’512,""“‘ .Detc. Ez)
€k

ol, comme il est d'usage, la somme sur EGkF signifie qu'on somme sur un systéme

de représentants dans OF de kF.
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Proposition 5.17. La trace de Y dans la représentation de Weil de Sp(P,(B)

vaut q‘I /ZGF(Det c).

Démonstration. D'aprés [Ge2,théoréme 4.9.1 d)], on a

trace(y) = z @ (x,vx).
x € P/Ker(y-1)

o 292 [ ~L+y

Choisissons un élément t de AL(c) et posons y wp ¢ t. On a alors

yEA%z::). Choisissons t de sorte que c¢ n'agisse pas trivialement (par conju-
. 2-1 2 '

gaison) sur y PF[c]HL(c)' Alors 1'image de 1+y dans P engendre le kF

espace vectoriel P/Ker(y-1) et on a donc

trace(y) = I Yo@(1+¢&y, 1+£cyc_1)

2 ~ 2y4m+1 2

trace(y) = I YeTr(E wg (?ec tet-c3e? )
11

Remarquant qu'on a c3/Det c €U11?[c]' on obtient

trace(y) = I Yo 'l'r(E2 wf,vmlbet c* (c-l t c:2 t (:'-1 - tz)) .

< e o 1 ': tgs : s
Choisissons une base de V telle que AL(c)/AL(c) s'identifie aux matrices dia
gonales (3,3) sur kF’ c agissant par conjugaison en permutant circulairement
les coefficients diagonaux (cf. 5.4). Ecrivant t= (aBY) dans Az/A:- avec

1

a,B,YGkF, on trouve Tr(c tcztc_l-tz)E af + BY+Ym-u2-BZ-Y25 -(Trt)z

mod PF’

-1 2 .
. s s . : H _
Dire que c¢ n'agit pas trivialement par conjugaison sur yPF[c] L(c) St
gnifie dans notre cadre qu'on a Trt # 0 mod PF; on peut donc choisir t de sor-

te que Trt vaille 1, d'ou le résultat.

5.18. Rappelons qu'on a fixé un réseau L, un entier m impair m>2 et qu'on a
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posé £=n'. Pour tout élément cuspidal ¢ de M vérifiant vF(Detc)=—m-2—3v,
et pour tout caractéere 6 de Flc]® compatible 3 c¢ (fortement compatible & ¢
si p vaut 3), on a défin.i une représentation irréductible «(c,0) de F[c]lﬂiz;);
1'induite p(c,8) de «(c,8) a H’L(c) est une représentation trés cuspidale de
type m de H‘L(c); 1'induite compacte m(c,0) de p(c,8) & G est une représen-
‘tation trés cuspidale d'exposant m+2 de G. On a prouvé la partie a) du théoréeme

suivant, ol on rappelle que m est impair et £= (m+1)/2.

Théoréme 5.18. a) Les représentations trés cuspidales de type m de HL sont les
représentations p(c,8), ol c parcourt les éléments L-cuspidaux de M vérifiant
vF(Detc )= -m-2-3v, et 0O parcourt les caractéres de Flel® compatibles & ¢
(fortement compatibles &8 ¢ si p vaut 3). Les représentations cuspidales d'expo-

sant m+2 de G sont les représentations m(c,8) correspondantes.

b) Soient ¢ et c¢' deux éléments cuspidaux de M vérifiant
vF(Detc)- vF(Det ¢')= -m-2-3v, B un caractére de F[c]” compatible 3 ¢ (for-

tement si p vaut 3), 6' un caractére de Flc']" compatible 3 c' (fortement si

p vaut 3). Alors on a 7(c,8) = w(c',06') si et seulement si les deux conditions

suivantes sont vérifiées :

i) il existe un élément gE.G tel que

-1 _ =1 L L .
ge'g = comod Up[o)Hy o) (mod Hy(.) si p vaut 3)

x 2 -1 2 e g
(on a alors gF [c'] HL(c') g = F[c]lHL(C)), et qui vérifie
ii) trace K(c',e')(g-1xg) = trace k(c,0)(x) pour xEF[c]'Hi(c).

c) Avec les hypothéses précédentes, supposons en outre HL(c) -Hl..(c')'
Alors on a p(c,8) = p(c',08') si et seulement si les conditions i) et ii) de b) sont

vérifiées avec gEHZ(c).

99



Guy HENNIART

Rematgues .

1. La seconde condition exprime en fait, comme c'était le cas en 5.9, 1'équivalence
de la représentation k(c,0) et de la représentation x > K(c',e')(g-1xg) de

x £-1 . N -1 =1 . cos . -
Flc] H‘L(c)’ groupe égal &8 g Flc ]H'L(c)g . Autrement dit la condition ii) équi

vaut 2 la condition suivante, a priori plus forte :
iii) trace K(c',e')(g_1xg)- trace k(c,0)(x) pour xEF[c]xﬂiz;).

Cette équivalence découle de la remarque que la trace de (c,0) est nulle en de-
hors des conjugués d'éléments de F(c]xﬂé(c) et de la propriété analogue pour

k(c',0'").

2. D'un autre cdté, la condition ii) peut s'exprimer de facon plus pratique, di-
rectement en termes de ¢ et 6 (ce qui était immédiat pour la condition ii) de
5.9). C'est d'ailleurs sous cette forme que sera utilisé le théoréme 5.18 au chapi-

tre 6, n° 6. La condition ii) s'exprime par la condition 1iv) suivante :
iv) pour x€F[c'), yeFle)”, zEHi(c) tels que g-lxg- yz,
on a 0'(x) = 8(y)y o Tr(c(z-1)).

L'équivalence de ii) et iv) découle de la construction de «(c,8) et «k(c',8') :
x L : N )

on remarque que F UF[c]HL(c) agit, dans «(c,0), par le caractére égal 3 O sur

x . _ € L

F UF[c] et donné par z > Yo Tr(c(z-1)) pour =z 'H'L(c)’ et que les traces de

c et ¢:2 sont connues en fonction de 6.

Passons 3 la démonstration du théoréme. La partie a) a déja été prouvée, et la par-
tie b) découle de la partie c¢), du théoréme 5.6 et du fait que G est transitif
sur les lignes de réseau. Grace a la remarque 1v il est clair que les conditions i)

et ii) de c¢ sont suffisantes pour qu'on ait p(c,0) = p(c',0'). Si récii&t_:oquement

on a p(c,0)= p(c',0'), alors c et c' sont conjugués modulo 1{'2(‘:) puisque
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les caractéres correspondants de HL(c) interviennent tous deux dans p(c,0).
I1 existe donc 3“1.(:) tel que «k(c,0) et x> K(c',e')(g-lxg) coincident
sur HL(c)' La théorie de Clifford appliquée au sous-groupe distingué HL(c) de
HL(c)’ impose qu'on puisse choisir g dans El..(c)' conjugant c' en

2-1 ces cos
¢ modulo HL(c) et vérifiant la condition iii) de la remarque 1. On peut choi-

: o . cqs

sir g dans HL(c) puisque c stabilise x(c,6). Comme on peut en outre modi-
fier g par un élément de l-%zl), on voit, en suivant 5.13 et 5.14 si p#3,
ou 5.15 si p=3 qu'on peut supposer que g conjugue c' en c, modulo

-1 % . L : s I
le groupe UF[c]HL(c) si p#3, modulo HT..((:) si p=3. La condition 1iii) équi-

vaut alors a la condition ii), ce qui prouve le théoréme.

Remarque. Soient c¢ un élément cuspidal de M vérifiant vF(Detc) = -m-2-3y,
et 6 un caractere de Flc]” compatible & ¢ (strictement compatible si p vaut
3). Soit c¢' un élément de cﬂ{'?l), qui vérifie de plus si p vaut 3,
YoTr(cx) = YoTr(c'x) pour x€P§E(‘:]. Alors on voit facilement qu'il existe un

caractére 06' de Fl[c'] , compatible & c', (strictement compatible si p vaut

3), tel qu'on ait
k(c,8) = x(c',0').

5.19. Soit m un entier, m>2, m#1 mod3. Soient c un élément cuspidal de M
vérifiant vF(Detc)c -m-2-3v, et O un caractéere de Flc]® compatible a ¢
(fortement compatible si p vaut 3). Fixons un caractére X de F*, et posons
= 'xﬂ(c,e). Nous allons calculer le facteur e(mw) = e(m,),dx) ou Y est le ca-
ractére additif de F fixé, et dx 1la mesure de Haar sur F autoduale pour VY.

Les résultats seront résumés en 5.23.

.

Dorénavant les indices relatifs 4 c¢ et a la ligne de réseaux attachée a c

seront omis, et on pose v= n(}).

Pour les calculs nous utilisons 1'équation fonctionnelle [Jal)}. Soit ¢ une
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fonction de Schwartz-Bruhat (i.e. une fonttion localement constante et a support
compact) sur M. Soit ¢ sa transformée de Fourier par rapport 3 YoTr et a
la mesure de Haar dg sur M déduite de la mesure de Haar sur F (c'est la me-

sure de Haar sur M autoduale pour VYo Tr) :
®(h) = I ® (g)Y o Tr(gh)dg pour hEM.
M

Considérons 1'intégrale I ¢ (g)|Det g |s £ (g) a g, ou dxg est une mesure
G
de Haar fixée quelconque sur G. Cette intégrale converge pour s de partie ré-
elle assez grande, et se prolonge analytiquement en une fraction rationnelle en

q~ 5, notée Z(d,s,f). On a 1'équation fonctionnelle [Jal, p.63]

~ v
2($,2-5s,f) e, ¥, dx) (s) Z(¢,s +1,£)

LD (1-s) Lm(s) -~

Dans le cas ol nous placons, T est cuspidale et par suite on a L(m) = LGh =1;

on a donc
2(8,2-5,8) = e(m)(s) 2 (3,8 +1,£).

Supposons que T soit 1'induite compacte d'une représentation T, de dimen-
sion finie, d'un sous-groupe ouvert T de G. Alors on peut prendre pour coeffi-
cient f de T un coefficient quelconque de T, prolongé par 0 hors de T. On

peut alors facilement transformer 1'équation fonctionnelle précédente en 1'équation

l8*1d!

f 8 (g) T (g ") |Det g |2 %a"g = M ()] ()T (p)|Der g g,
T T

ol les intégrales sont prises dans l'espace de dimension finie End(S), S désignant
1'espace de la représentation T. Comme €(m)(s) est un scalaire, on peut prendre

les traces dans End(S) des deux membres et obtenir

) I;’(g)trace 1(3_1)|Detg|2-sd'g= e(w)(s)J’ ¢(g)trace‘t(g)IDethSdeg.
T T
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Le calcul s'effectue alors en choisissant ¢ de sorte que 1'intégrale portant
sur ¢ soit facile a calculer (par exemple on prendra le support de ¢ contenu

dans le noyau de T) et en évaluant alors le premier membre.

5.20. Dans le cas qui nous interesse,on prend comme groupe T 1le groupe Flc) "™
et pour T la représentation ¥k(c,0) définie par
X<(c,0)(g) = X oDet(g) *k(c,8)(g); cette représentation est de dimension 1 ou

selon que m est pair ou impair. On posera, pour la simplicité de l'écriture,

a= a(y) et a(m)= k+2; on a alors k= sup(m,3a(x) -2) d'aprés la pro-
position 5.1 b).

~

On prendra pour ¢ 1la fonction caractéristique de Hk. Alors ¢ a son support
dans A-k—2—3\) et y vaut oTr(x)I kdg . Comme T est triviale sur lth, le
H

coefficient de €(m)(s) dans 1'équation fonctionnelle (1) vaut alors
x
dimT dg.
[

On prendra sur G 1la mesure de Haar d’g- IDet g |-3dg.

x .
On a alors J’de g= Iﬂk dg et par suite :

-1
t T(g 2-8 .x
(2) e(m(s) = I nc:im'f' ) voTr(g)|Detg|“ " d'g,
1'intégrale portant sur TnA_k-z-:’V.

Mais on sait que €(m) est un mondme en q-s de degré k+2+3v. On peut donc
se contenter d'intégrer sur les éléments g de TﬂA-k-z-:w qui vérifient
vF(Detg) = -k-2-3v. Un tel élément étant donné, les autres s'en déduisent

par multiplication par les éléments de Tne°.

Choisissons un élément cx de F , de valuation -a-v, tel qu'on ait
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x(x) = q;(cx(x-1)) pour xSFx, ZVF(x—l)Z_a.
On a alors
c+cx€'1‘ et VF(Det(c+cx))'- -k =2-3v.

On obtient donc

[ erace(x( (mx)g)" )

dim T

(2-5) (k+2+3V) Yo Tr((c+cx)g) |Det g |2—s d'g

e(m(s)= q

N A tsaes o _ m
ou 1l'intégrale porte sur TNH UF[c]H .

+ +
On va calculer cette intégrale en intégrant d'abord sur Hk . Soit hEHk ; de
1'inégalité k* zm* on déduit facilement, étant donnée la facon dont «(c,8) est

construite, que T(h) est une homothétie de rapport
X e Det (h)Y o Tr(c(h = 1)).
On utilise alors le lemme suivant.
Lemme 5.20. Soit henk*; on a alors ¥ oDet(h) = ll)o'rr(cx(h- ).

Démonstration. On vérifie aisément par un calcul direct que Deth et 1+Tr(h-1)

+
ne différent que par un élément de la forme 1+a, avec vF(a)z_[gk—:;—z].

Mais on a également 2k++22k+223a, donc X est trivial sur 1+a et on a
X o Det(h) = x(1+Tr(h=-1)).

K +2 K +2
Mais on a aussi vF(Tr(h— 1))2[-3—] et 2 328, et par suite

X o Det(h) = !J)(cx'rr(h -1))= Yo Tr(cx(h -1),
ce qu'il fallait démontrer.
+

Par suite, pour hEHk , T(h) est 1'homothétie de rapport

v .Tr((c+cx)(h- ).
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Soit ge€T nHE°. On a alors
Ik" trace(t(gh)” ')y« Tr(gh)d*h = trace(t(g "))y e Tr(g)I +¥ o Tr((g=c=c_)u)du,
H Ak X

et 1'intégrale de droite est nulle sauf si g&€ (c‘*cx)l{k et vaut en ce dernier

- +_ -
cas Jk+ du= g 3K'-3-3v/2
A

Pour calculer €(m)(s), il nous suffit donc de calculer

}g: trace(t((c + CX)S)-1)1P o Tr((c + cx)g)

- +
ol la somme porte sur des représentants des classes de Hk modulo Hk .

5.21. Si k _est pair, on trouve immédiatement

(1/2-8) (k+2+3v) ®-x

e(m(s) = q o Det) <c+cx)“ beTrlere)

puisque T est un caractére et que la somme 3 cal¢uler n'a qu'un terme. Si k est
impair, la situation est plus délicate. Supposons d'abord k impair, k>m. On a
alors k >m* et pour gGHk-, 7(g) est 1'homothétie de rapport

X o Det(g)y e Tr(c(g=-1)). De méme, comme c + cx€ qu;[c] ,T(c+ cx) est 1l'homothétie

de rapport X e Det(c+ cx)-1 8 (c+ cx)-1 .

On trouve donc alors

(1/2-:;)(|u2+3v)(e “x

e(m(s) = q °det)(c+cx)-1 . w.‘rr(cﬂ:x)'A

ol la quantité A vaut

q-':“2 ;x o Det (1 +x)-1w ° Tr(cxx) .

- +
la somme portant sur des représentants des classes de Ak modulo Ak . Mais on

remarque alors que puisque k est impair, k>m, ona k= 3a-2= 6a"+1 d'ou

k s'écrit sous la forme W= z avec z dans A°.

k™= 3a . Tout élément x de F
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Quand 2z parcourt un ensemble de représentants des classes de A° modulo A‘, x

parcourt un ensemble de représentants des classes de Ak modulo Ak*. On peut
choisir une base de V de sorte que dans cette base A° soit représenté par les
matrices & coefficients dans 01-‘ dont la réduction modulo PF "est triangulaire
supérieure, et que A1 soit formé des matrices qui sont triangulaires supérieures

strictes modulo PF' On en déduit que A vaut G(Y, x:)()3 ou

1/

-1/2 -1
G(X, cX)= q X (1*x)w(cxx)

- +
la somme portant sur des représentants de P; modulo P; . Par suite, pour k

impair, k>m, on a trouvé
e(m)(s) = q(1/2—5)(k+2+3v) (6 xodet)(c+ cx)-1 *YoTr(c+ cx) . G(x,cx)3.
5.22. Il nous restea examiner le cas oi k est impair, égal 3 m (i.e. 3a<m+2).

Utilisons les notations de 5.11 & 5.18, et en particulier, désignons par Yy
1'élément du groupe symplectique Sp(V,f) image de T(c) (ou de 'r(c+cx), ce qui

1

revient au-méme puisque 1~"<:X<:_1 appartient & Ul]"[c] et donc T(1 +cxc- ) est

une homothétie).
Supposons d'abord p#3. Utilisant 5.13 et 5.14, on voit alors qu'on peut
- +
choisir les représentants g des classes de Kk modulo Hk de sorte que 1l'ensem-
ble des ‘r((c+cx)g) soit 1l'union, pour x parcourant un ensemble U de représen-

+ -
tants de U;[c] modulo U;[c], des ensembles formés des q2 conjugués sous 'I.'(Hk ) de

T((c+cx)x). On obtient alors, puisqu'on a
=1
trace T ((c + cx)x) = (8*XoDet) ((c+ CX)X) trace(Y)
et trace (y) = (g),

1'égalité
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e(m)(s) = q(1/2~s)(k+2+3v) . (g) *(8-xe°Det)(c+ cx)-‘I «PoTr(c +cx) *B

B= q-”2 Z YoTr(c+e Xx-1)) " (O'X°Det)(x.l).

x€U

Mais pour x€U, XoDet(x) vaut V¥ oTr(cx(x— 1)) et on a domc

q.—‘/2 I PoTr(c(x=-1))06 (x—1), une somme de Gauss qu'on notera G(6,c).

x€U

B=

Supposons ensuite p=3. On a

e(m)(s) = ql1/278) (k+243V) -5/2 I crace(r((mx)g)")w o Tr((eve,)8) s
- +
oi g parcourt un ensemble de représentants de Hk modulo Hk . On calcule cette
- +
somme en sommant d'abord sur un ensemble de représentants h de Ul;[c]lik modulo

+ -
B . on peut prendre ces représentants dans U:.[c]. Comme T(h) est alors une

homothétie de rapport ¥ o Det(h) 8 (h), on voit pour gEHk que la somme

z trace('l‘((c-rcx)gh)-1) "o Tr((eve dgh) vaut
uacem(mx)g)")w » Tr((eve )8) IX o Det(h) 6 (WY « Tr((eve Dg(h=1)).
Mais cette derniére somme n'est non nulle que si 1l'on a
XoDet(h) 8(h) = Yo Tr((c+cx)g(h-l)) pour tout h,

c'est-a-dire cf. 5.16 si T((c+cx)g) est conjugué sous H a un multiple scalaire
de Y, auquel cas la somme vaut q. De plus, on a q telles possibilités pour g.

On en déduit 1'égalité

(1/2-s)(k'r2+3\))(e “x

e(m)(s) = q ° Det) (c*cx)-'1 Yo Tr(c+cX)G1_.(Det c)

GF(Det c)= q-”zttace('v) = q_”2 I w(‘&i"”“" *Detc 62).
11
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5.23. Résumons les résultats obtenus.
Soit m un entier, m>2, m¥ 1 mod 3.

Soient ¢ un élément cuspidal de M, vérifiant VF(Det ¢)= -m-2-3v et 9
un caractére de F[c]® compatible 3 ¢ (fortement si p vaut 3) i.e.
= Polr m’ m .
0(1+x)= ¢ (cx) pour x€P Fle] (et pour x¢€ PF[c] si p vaut 3).
Soient X un caractére de F*, et cx un élément de F* de valuation - a(x) -v,

tel qu'on ait
x(x) = Yo Tr(cx(x— 1)) pour xEF',ZvF(x- 1) >a(x).
Posons mw= 7(c,8). Alors on a

i) a(m) = m+2
ii) a(xm) = sup(3a(y),a(m))
iii) e(ym(s) = q(”z-S)(a(x")ﬂ“) ®°Xo Det)(c+cx)-'w o Tr(c+cx) “A

ol la quantité A vaut

1 si a(xm) est pair
G()(,c:x)3 si a(xm) est impair et a(ym >a(m;
(g)c(a,c) si a(ym) est impair, a(xm)= a(m), et p¥3;
Gp(Detc) si a(xm) est impair, a(xm)= a(m), p=3;

avec les définitions suivantes des sommes de Gauss :

1/

-1/2 -1
G(x,cx) = q X (1+x) ¢y (cxx)

pat” a(x)"
F ’

la somme portant sur des représentants de modulo PF

1/

6(8,e) = q /2 I 8”1 (1 + )y o Tr(ex)
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- +

. m m
la somme portant sur des représentants de PF[c] modulo PF[c]'

G(Detc) = q'”zgw(’«if.""“"‘ *Detc * 52)

la somme portant sur des représentants de OF modulo PF'

5.24. Remarques.

1)

2)

3)

Soit X un caractére de F' vérifiant 3a(yx) <a(m). Alors on a

xm(c,0) = 'n'(c+cx,6 . XF[c])' Cela découle des calculs précédents et du lemme
3.1.1, et peut également se vérifier directement a partir de la construction de
m(c,9).

Soit ¥ un caractére de F* vérifiant 3a(x) >a(m). Alors on a

e(xm)(s) = E:()()(s)3 . 6_1(c+cx) 'x-l Det(Hcc;‘)WoTr(c). Cela découle immédiate-

ment de 5.23 et 2.18.

Quand p est distinct de 3, on peut prouver, et ce sera fait dans 1'appendice

5 de ce travail, les faits suivants :
Soient - E une extension finie de F dans F
- a un F-isomorphisme de E sur F[c]

_ v . N
% 1'induite a WF du caractére 0 °cQoTy de WE.

Alors, si E/F est cyclique, m(c,0) est la représentation n(oe) attachée a
0 par la correspondance de Langtands et,si E/F n'est pas cyclique, 7(c,0)

est la tordue de ﬂ(ce) par le caractére non ramifié de degré 2 de Fr.

Notons qu'a cause des remarques de 5.9 et 5.18, toutes les représentations cus-
pidales d'exposant m+2 de G sont de la forme m(c,8), ol c engendre une
extension séparable de F; alors l'extension E et 1'isomorphisme a considé-

rés plus haut existent.

La remarque précédente souligne que quand p est distinct de' 3 la donnée de
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Flc] séparable sur F et de 6 détermine 1'élément c de A-m-2-3v
+— -
modulo A-m_ 2 3V, En fait on voit alors facilement que 6 est d'exposant m
+
et que c est 1'élément de P;?ci 3\), bien défini modulo P;'Tclz 3\’, tel qu'on

ait 0(1+x) = WF[C](cx) pour XEP:IC].

4) Pour m= m(c,0), Detc est 1'élément - de Fx, bien défini modulo U;,

tel qu'on ait
e(xm) = x(c“)-1e(ﬂ) pour tout caractére modéré X de F .
En effet, X étant modéré, on a alors X oDet(1 +cxc-1) =1
-1 -1
t 6(1+ = Tr = YoTr(c,) d'oh
e ( cyc )= VYo (ccxc )= X

1'égalité e(xm) = x(Detc )-1e(n).

5) Le lecteur aura remarqué que le caractére central de m(c,0) n'est autre que la

restriction de 8 a F'!
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6. Changement de base modéré.

6.1. Dans ce chapitre, nous reprenons une idée de Kutzko [Ku2] pour définir un chan-

gement de base modéré. On fixe une extension quadratique K de F dans F, modéré-

*
ment ramifiée ). A chaque élément T de A;(3) d'exposant minimal premier a 3,

on va associer un élément M de A§(3), dont on prouvera au chapitre suivant que

si T est de la forme m(0) pour <J€G;(3), alors m, n'est autre que ﬂ(cx) ol

K

o
GK(EGK(3) est obtenue par restriction de o0 a “K (cette restriction est irréduc-

tible, comme on le voit aisément).

Le plan de ce chapitre suit [Ku2, §2], mais nous avons di adapter et plusieurs

fois modifier les démonstrations.

En 6.2 et 6.3 nous montrons comment associer a4 une ligne de réseaux dans F3

t*)

une ligne de réseaux dans K>. A une représentation cuspidale T de A;(3) de

la forme m(c,0) construite au chapitre précédent, on associe en 6.5 la représenta-
tion cuspidale e = ﬂ(c,OK[c]) de A£(3), et on prouve que cette opération

T = m, est bien définie (lemme 6.5).

On établit en 6.7 et sq. le lien entre les facteurs ¢ de Ty et ceux de 7 (liens

qui laissent bien augurer que T > e refléte la restriction du cdté galoisien).

La proposition 6.11 décrit les fibres de l'application m > Tgs et le théoréme

6.13, fondamental pour nous, son image.

*) Plus généralement, on peut définir un tel changement de base pour toute extension
modérée K de F dans F, dont 1l'indice de ramification est premier a 3. Cela ne
nous sera pas utile ici. On peut d'ailleurs définir un changement de base analogue
pour les représentations considérées par Carayol [Ca].

*%) Comme a la fin du chapitre précédent nous dirons représentation au lieu de clas-
se de représentations.
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6.2. Soit VF 1'espace vectoriel F3, L 1la ligne de réseaux standard
L0= OFOOFOOF
Ll = OFoOFc»T»‘F

L2= OFoPFoPF

On note VK 1'espace vectoriel K3 = K:_V et on définit une ligne de réseaux LK
dans VK par les mémes formules que précédemment, 1'indice K remplagant F, si

K est non ramifiée sur F, et par les formules qui suivent sinon :
ng- P;‘QOKOOK
5= 7 le0 07,
Ls= 0, ®0, 0P,

On note G, le groupe GLF(VF)’ G

2) 1'indice de ramification de K sur F, 6 1le groupe de Galois Gal(K/F), ©

le groupe GLK(VK)’ On note e (valant 1 ou

son élément non trivial. Le groupe & agit sur EndK(VK) (par action sur les coef-
. . . 3 ' . \
ficients des matrices) et on dispose d'une trace TrK/F : EndK(VK) —_ EndF(VF). On

note w le caractére quadratique de F* définissant K.

6.3. Conservons les notations du chapitre précédent en ce qui concerne 1les groupes

Hl, A' attachés a une ligne de réseaux.
Lemme. On a HLKHGF- HL
o o
et HLKﬂGF HL

Pour tout entier n€Z, on a aussi AnKﬂEndF(VF)- Tr (AnK) = AI, ol r vaut
L L. -

1+[“;'].

K/F
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La preuve de ce lemme est immédiate.

Définition. Si L est une ligne de réseaux dans VF, et g un élément de Gp

tel que L= gL, alors, grace au lemme précédent, on sait que la ligne de réseaux
gLK ne dépend pas du choix de g; on la note LK, et on l'appelle le relévement

(34 K) de la ligne de réseaux L de VF'

Remarques. 1 - Il est alors clair que le lemme précédent est valable si 1'on rem-

place L par L et LK par LK.

-
2 - Soient ¢ un élément L-cuspidal de GF’ et V une base de l'es-

pace vectoriel F3 sur le corps Fl[c], telle qu'on ait, pour i€Z, Li- Pll?[c];'

3 -+
Alors on a Lli(- Plt[c]v pour tout entier i, et bien sir cette propriété caracté-

rise LK.

3 -~ Dans le cas ol on se donne un élément cuspidal c de GF’ on pour-
ra omettre de la notation les indices L(c), ol L(c) est la ligne de réseaux dans
vF déterminée par c¢ a translation des indices prés, et on mettra un indice K 2

la place de L(c)K. L'élément c est alors L(c)-cuspidal dans G et L(c)K-

F,
cuspidal dans Gy~
6.4. Nous poserons W a n(wx) = en+e-1 (Rappelons que 1'on a posé v= n(y)).

Pour tout entier r, on posera " er-e+ 1.

Soit m un entier, m>2, m#1 mod 3. Soit c un élément cuspidal de GF véri-

fiant vF(Det ¢c)= -m=-2-3v. Alors c est un élément cuspidal de GK, vérifiant
*
vK(Detc )= -1::.[(-2—3\)K ). De plus, on a égalité des sous-corps K°Fl[c] et Kic]

de End, (VK) .

Lemme 6.4. Soient m un entier, m>2, m# 1 mod 3, et c un élément cuspidal de

Cp vérifiant vF(Detc)- -m=-2-3v.

*) On notera Tr et Det 1la trace et le déterminant, aussi bien dans EndF(VF)
que dans EndK(VK).
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(EK) * +

. m
a) Soit x €A . Alors TrK/F(x)GA. et on a

wAa Tr(c * Tr,

K/F(x)) = Vg Tr(cx).

b) Soit © un caractére de Flc]” compatible 3 ¢ (fortement compatible si p
vaut 3). Alors le caractére eK[c] de K[c]x est compatible & 1'élément c de

Klc]* (fortement compatible si p vaut 3).

Démonstration. a) découle immédiatement du lemme 6.3.

Prouvons b) pour p#3; posons r= (mK)+. Soit x€ Pl!(-[c]’ et écrivons

Nerel/Flelt = 1V Trer ypfe] YR

On a R€Pz’:/e Si d est l'exposant différentiel de F[c] sur F, on a

Flc]”
a(e)ssup(m+2—d,m+), puisque 6 est compatible & ¢, donc donné par
+
0(1 +x) = wF[c](cx) pour x€ P:[c]'

Tenant compte de m>2, on en déduit 2r/e>a(f) et

el([c]“ +x)= 0(1 *TrK[c]/F[c](x))'

. ,mt

. : . PRy
Mais TrK[c]/F[c] (x) appartient 3 A par a), d'ou le résultat. On prouve b) de
maniére analogue si p=3, en utilisant en outre d>3 (puisque Flc] est alors

sauvagement ramifiée sur F).

6.5. Soit (c,8,x) un triplet formé
- d'un élément cuspidal c¢ de GF vérifiant vF(Detc )= -m=-2-3v ou m
est un entier, m>2, m¥ 1 modulo 3;
- d'un caractére O de Flc]* compatible 3 c¢ (fortement compatible a c
si p vaut 3);

. x
- d'un caractére ¥ de F .

A un tel triplet, on associe le triplet (C’el([c]’xl() qui est formé

114



CHANGEMENT DE BASE MODERE

- de 1'élément c de GK’ qui est cuspidal et vérifie vK(Detc )= -nk'-Z-BvK

- du caractére eK[c] de K[c]l compatible & ¢ par le lemme précédent (for-
tement compatible 3 ¢ si p vaut 3);

- du caractére Xg de K.

A ces triplets, on associe respectivement la représentation cuspidale ¥m(c,6)
de G, d'exposant minimal m+2, et la représentation cuspidale XK"(c’eK[c]) de

GK’ d'exposant minimal mK-+2.

Lemme 6.5. Soient (c,8,x) et (c',0',X') deux triplets (relatifs a GF)' Si on

a xm(c,8) = x'n(c,8') dans A§(3), alors on a aussi
xxw(c,ex[c])- x]'(ﬂ(c,el'([c]) dans AE(S).

Ce lemme nous permet de définir, pour tout 1I€A;(3) d'exposant minimal m+2 non

multiple de 3, une représentation cuspidale m,6 de A§(3), d'exposant minimal

K
mK-FZ = em+3~e. En effet on a vu au chapitre précédent qu'il existe un triplet

(c,8,%X) comme plus haut tel que m= xm(c,0). On pose alors

L wa(c,eK[c]). ce qui ne dépend pas des choix

effectués.

L'opération faisant passer de T a % s'appelle le changement de base (modé-

ré) de F a K. Nous verrons au chapitre 7 que ce changement de base correspond

effectivement, par la correspondance de Langlands, a 1'opération de restriction
g b Oy sur les représentations de groupes de Weil (cf. 2.12). Une premiere indi-

cation en est donnée par la proposition 6.7.

Remarquons dés maintenant un résultat qui nous servira par la suite; il se dé-

duit immédiatement de 5.24, Remarque 4.

115

»



Guy HENNIART

Corollaire. Soit T wune représentation cuspidale de Al',(3), d'exposant minimal
premier a 3. Soit c, un élément de F. tel qu'on ait e(xm) = x(cﬂ)-‘e(‘n‘) pour
tout caractére modéré X de F'. Alors 1'élément S de Kx. bien défini modu-
lo U:(, tel qu'on ait e(xﬂx) - x(c"K)-1e(1rK) pour toﬁt caractére modéré X de Fx,

n'est autre que Ce

Remarque 1. Si 7= xm(c,0) comme plus haut et que cX est choisi comme en 2.15,

1
ona c. cﬂxs Det(c+cx) mod Up.

Remrque 2. Le caractére central de L est wﬂ.NK JE*

6.6. Démontrons le lemme utilisé en 6.5. En tensorisant par le caracteére x-1,' on
se raméne au cas ou ¥ est trivial. Mais alors x'mn(c',8') est minimale, puisque

m(c,0) 1l'est, et, remplacant c'

' ' eyt -
par c'+cy, @' par O X'p[c]® ©OP Peut sup
poser que X' est trivial (cf. 5.24, Remarque 1). L'hypothése devient donc que
m(c,8) et m(c',0') sont équivalentes, et la conclusion que "(°'°x(c]) et

n(c,e;([c.]) sont équivalentes. Grace & 5.9 et 5.18, on voit que 1'hypothése signi-
fie qu'il existe gEGF tel que, en posant vF(Detc)- -m=-2-3v, on ait
S Um- * . o .
ge'g = c mod F[c]‘{:(c) si p#3 et mod B'L(c) si p vaut 3,
+ +
'as 1] -1, x m
(d'ou gFlc') HL(C.)g Flc) HL(c)) et

+
trace K(c',e')(g-1xg)~ trace k(c,8)(x) pour xeF[c]'H:(c)-

Remplacant c' par gc'g-‘ et O' par le caractére x > 9’(3-1!!8) de F[gc'g-1],
on peut supposer qu'on a g=1, et l'hypothése se traduit alors par la condition

+
suivante (ou H désigne BL(c)) : pour g’EF[c]', g' €F[c']”, acu™ , tels que

g'= ga, ona

8'(g') = 8(g)yeTr(c(a-1)).
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De la méme facon, le résultat qu'on veut prouver sous cette hypothése s'exprime
ainsi :

. x x (mK)+
pour gE€K[c], g'€K[c'], aghy , tels que g'= ga, on.a .
ell([c](g') = eg[c](s)ﬂlx.’l'r(c(a- 1)

Notons O 1'élément non trivial de 6= Gal(K/F), groupe auquel nous identifie-

rons Gal(K[s]/F[c]) et Gal(K[c']/Flc')). On a alors, si g€K[c], g'€K[c']
(m,)
et a€HKmK

vérifient g'= ga,

(o] g0 . g, -0_0CO
g'g' = gaga = gg (g aga).

On a g'g'oeF[c']x et ggoeF[c]f et donc 1'élément g-cagoaa de GK appartient
(my )+ +
a HKmK) ncF, donc 3 H™ (cf. lemme 6.3). On a donc par hypothése

8'(g'e'%) = 0(gg%y . Tr(cg%ag%% -c).

Posant a= 1+, cela se traduit par

Bkfer 18" = Brpo) BV e Tr(e(e %0g” + a7+ g °as%)).

Mais comme go commute 3 c, on a

Tr(cg %ag® = Tr(g %ag® = Tr(ca).
+

- 2(m,)
D'autre part, puisque g Cog’c’ appartient a Ay K nEndK(VK) donc a3 A" (cf.

lemme 6.3), on a

Tr(cg’cagoao) =0 mod P;_), d'ou

¥oTr(c(g %ag” +a® + 8 %g%%)) = yeoTr(c(a+a®))

= wxo'rr(ca.)
= o Tr(c(a=-1)),

ce qui prouve le résultat voulu.

117



Guy HENNTART

v.7. Propositi.: -.7. Soit TIEA;(B), d'exposant minimal premier i 3. Notant w

N x P
le caractere de F définissant K, on a

e(me, W) e(m, W e(wn,P)
e ¥)? e, iew,n’

Remarque. Si OEG;.(S) et si Ox désigne sa restriction a WK, on a, grace aux

propriétés d'inductivité en degré O des facteurs € galoisiens

s(cK,uzK) e(o,P)e(wo,¥)

e’ elip e’

Au chapitre suivant, nous prouverons, en utilisant cette similitude, qu'on a

n(oK)t m, si w= w(o).

K

Dans la démonstration qui suit, nous omettrons les caractéres additifs ¢ et wl(
de la notation, ce qui ne pourra créer de confusion. Nous traitons d'abord en 6.8
le cas ou F est de caractéristique résiduelle p distincte de 3, puis en 6.9 le

cas ot p vaut 3 et ou e=1, et enfin en 6.10 le cas ol p=3, e=2.

6.8. Si la caractéristique résiduelle p de F est distincte de 3, le fait a dé-

montrer découle de 1'appendice 5. En effet, écrivons m= xm(c,8), ou le triplei:
*)

(c,8,X) est choisi comme en 6.5,) et notons O la représentation de WF induite

par le caractére e"TF[c] de wF[c]' Si F[c]/F est cyclique, ona 7= xn(oe)

et sinon T= xB‘n(oe) o B est le caractére non ramifié d'ordre 2 de F . La

étant 1l'induite du caractére 6 de W

restriction de 06 a W K[c]"TK[c] Kle]’

K
ona M= xKn((oe)K) si K[c]/K est cyclique, et

L XKB'-n((ce)K) sinon, ou B' désigne le caractére non ramifié d'ordre 2
de K*. si F[c]/F n'est pas cyclique et que K[c.]/l( 1'est, alors K/F est non
ramifiée et par suite BK- 1; si F[c]/F n'est pas cyclique et que K[c]/K ne

1'est pas non plus alors K/F est ramifiée et on a B'= BK Par suite, en écri-

*) c étant supposé séparable sur F,
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vant T sous la forme m(0) pour 0€G;.(3), on obtient Lo Tr(OK), et on con-

clut par la remarque 6.7.

6.9. Supposons maintenant p=3 et, dans un premier temps, K/F non ramifiée, i.e.

e=1. On a alors

n(wK) = v

a(m) = a(m

x-:(lF) = q(”2 -8V

e(1y) = -2 v

e(w) = (-1)\’q(1/2 - S)v.

Choisissons un triplet (c,0,X) comme en 6.5 tel que w= xm(c,0), et soit

amin(ﬂ) 1'exposant minimal de 7. Utilisant les résultats de 5.23, on obtient im-

médiatement
ewm = D2 MVem e
e('rrK)a Be(ﬂ)z, ol
B= 1 si a(m) est pair;
G(XK,C )3
B= _XT si a(m) est impair et a(1'r)>amin(1r);
G(x,c,)
GK(Det?(c)
B= E;(D—et_c) si a(n) est impair et a(x) = amin(")'

I1 s'agit donc de prouver 1'égalité B= (-l)a("), ce qui est clair si a(q) est
pair. Supposons donc a(m) impair et tout d'abord a(m) >amin(1r). Utilisant 1'ex-
pression de ¢e(x) en termes de G(X,cx), de e(XK) en termes de G(XK,cX), et

la propriété d'inductivité

e(xelwy)  elxg)
epe@ ~ ey
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on obtient G()(K,cx) = (_1)3()()

a(m)

G(x,cx)z; comme en ce cas on a a(m) = 3a(X),

on obtient bien B= (-1)

Supposons alors a(m) impair et a(m) = amin(")' On a

1/2 (a:\»a(ﬂ)-1

GF(Detc)- q Ty * Det ¢ 'Ez)

£y

et

"z op@Y M epere o1r, B2,

E€l ky /g

Pour £€lﬁ(' et a,b€k!_., on a

GK(Det c)=q

(aE+b)2 = a2£% +b% + 2abE

et Tr, (at + b)2 = aZTr (52) - b2 -abTr (£).

kg/kp kg/kp ky/ kg
On peut choisir § engendrant kK sur kF de sorte que qu = -1; on a alors
2 2
€H= -¢
kg/kp ky kg

Geete)= g ' T I (-

aEkF bEIrT

ot 6= 52. On a donc, par 2.17,

Tr, () =0 et Tr car EZQKF- On trouve donc

a‘:wa(ﬁ- ! Detc -(326 + bz)) ’

2,8 2
GK(Det c)= GF(Det c) (a) GF(Det c)
d'ol le résultat B= =-1= (-l)a(“).

6.10. Toujours dans le cas oi p vaut 3, supposons maintenant K/F ramifiée, i.e.

e=2. On a alors

n(wK) = 2v+1

a('rrK) = 2a(m) -3

E(‘F) - q(l/Z-s)\)

) q(1/278) 2v+1)

(1/2-s) (""‘)w(mF>"*‘q“ /2

ew = q . L wE @ e,
€kp
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Ecrivant comme en 6.5 7= X7m(c,0), on obtient gréce a 5.23

e(wn) = we Det(c+ cX)E(W)

e('nK) e(me(wm) 3
et 3" 3 3 WeDet(c+c )G *B,
e(1p) e(1p)"e(w) x v
ot e(w) = q“/z-s)(VH)Gu’
et B= GK(Det c) si a(m) est pair et a(m = amin(")
GK(Det c)
B= W si a(m) est impair et a(m) = am:.m(ﬂ)
B= G()(K,cx)3 si a(m) est pair, a(m) > amin(n)
G(XK,C )3
B= _L6 si a(m) est impair, a(m)>a_, (m).
G(XTCX) min

I1 s'agit de prouver que woDet(c+cX) 'Gi"B vaut 1.

Dans les deux premiers cas des lignes précédentes,on a woDet(c+c )= weoDet(c),
dans les deux dermiers, woDet(c+cx) - woDet(cx) - m(cx)3' w(cx). I1 reste a
3
calculer GwB'
1]
Supposons d'abord a(m) >am'.n(")' On a

= o(1/2=8) (a(x)+V) -1 -
e(x) = q X(cx) W(cx)c et e(wx) w(cx)e(x),

avec G= 1 si a(y) est pair,

G= G(x,cx) si a(y) est impair,
- (1/2-8) (2a(x)+2v+2) -2 2
et e(xK) a . x(cx) w(cx) G(Xl(’cx)'
De la propriété d'inductivité

elxg) e(x)e(wx)
e(ly) " eCipde(w) ’
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on déduit alors 1'égalité voulue : w(cx) GzB- 1.

Il reste donc uniquement a traiter le cas ou a(m) = amin('n). On a alors

1/2 ~4v+2a(m)-2

- 2
G, (Detc)= g L YoTr,,.( eDetce £7),
K £a K/F K

ol (T)K est une uniformisante de K, qu'on peut supposer choisir de sorte qu'on

ait E)lz(= -(T,\F (quitte a changer le choix de E)F). On obtient alors

1/2 ~2v-a(m)-1 a(m)

P w(wF
€kF

GK(Det c)=q *Detc *(-1) 52)

et, si a(m) est impair,

(q-1)/2

GF(Detc)= GK(Detc)(-ﬂ (cf. 2.17).

On a NK/F(EXK)S -Exé- E’F d'old w((T)F)-H d'autre part, ()= E(q-!)/Z si

£ est une racine (q- 1)¢ de l'unité dans F. On a donc

6= a % 1 wa ouE™
EGkF
. 1/2 1 ~=v-1.2 ~=v-1.2
puis q G-—[).'. P( £)- ¢ W 55)]
w 2 EEKF W CEkF W
ol é(q-l)n* -1 dans F.

De 2.17 on tire alors aisément, en tenant compte de w(&xp) =1,

1/2 a(m)

G =q T w(m;""gzh GK(Detc)w((-l) Detc).
w
E€kp
On a donc
Det(c+c )-G3-B= G (Detc)l‘-1 si a(w) est pair
we X » K

= GK(c)z(-1)(q-l)/2-1 si a(m) est impair.

On a bien prouvé 1'égalité de la proposition 6.7 dans tous les cas.
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6.11. Proposition. Soient 1r1, ﬂZEkEG) d'exposant minimal premier 4 3. Une con-
dition nécessaire et suffisante pour que T, = T, est qu'il existe un caractére

x .. x . .
n de F  trivial sur NK/F(K ), tel qu'on ait nm o= m,.

Pour la démonstration, nous aurons besoin du lemme suivant, qui servira 2 nouveau

par la suite.

Lemme. Soient L une ligne de réseau dans V LK la ligne de réseaux correspon-

F,
dante dans VK'

a) Pour tout r€Z et pour i€Z, on a

r+1

H(6,A /A ) = 0
b) Pour r€Z, r>1 et pour i=0ou 1, on a
H'(6,H) = 0

c) Soient ¢ un élément L-cuspidal de GF' et r un entier >0. On a, pour

i=0out,
i r i x
H (G.UK[C]KK) = H (6,kx).

Démonstration. Comme & est d‘or.dre 2, toutes ces assertions sont claires si p
est impair, par des arguments standard de cohomologie (non abélienmne), puisque les
G-ensembles dont on prend la cohomologie sont essentiellement des p-groupes. Si p
vaut 2, alors K/F est non ramifiée, A;/A;” s'identifie a ki par le choix

s+1

Kic] s'i-

d'une base, d'ou a) et b),et la partie c¢) provient de ce que us

K[‘:]/u

dentifie a kl([c]‘ k'l( pour tout entier s> 1.

6.12. Prouvons maintenant la proposition 6.11. Comme en 6.5, choisissons des triplets

(cI.ei,x') et (cz,ez,xz) tels qu'on ait

m = xiﬂ(ci,ei) pour i= 1 ou 2.
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Comme dans la preuve du lemme 6.5, on se raméne au cas ou Xy= X = 1, et on
peut supposer que c, et c, définissent la méme ligne de réseaux L. Posons

a('rri) = m+2,

Supposons d'abord p ¥ 3.

Comme on a "(ci’(e1)l([c1])- “(CZ'(GZ)K[cZI)’ il existe un élément g de H{Z
tel qu'on ait
CH = gczg-I mod H;mx)-.
On a alors g“goczg-og = <, mod H;mk)_! d'ou
g-1g°€UK[c2]R(mK)- et méme
:-18°€Ué[czlﬂl((nx) si e vaut 2.

(m,)
Alors 1'élément g_1g° définit un élément de Hi(G’UK[c ]H.Kmx ) dont 1'image
2 ()™

1 x . -1 0 : .
dans H (G,lﬁ() est nulle puisque g g appartient 2 UK[CZ]HK si e %mx)_
et que u' (6, k;) =0 si e=1, Par le lemme 6.11, 1'élément de H'(G,UK[‘: ]HK )
. _ (m,)~ 2
défini par g 130 est trivial, et il existe donc h€U, H‘K tel qu'on ait
Kle,]
-1 1=
g 8= 1o
d'ou (gh)c- gh i.e. gheG,,
(m,)”
et ghczh 13 ! = <, mod HKmK N
N -1 _ m
d'ou (gh)cz(gh) N mod H .

Conjugant par gh, on se raméne au cas ol

_ m
¢y = ¢y mod H .

Grice aux remarques de 5.9 et 5.18, on voit alors qu'il existe un caractére 6;
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de F[cili tel qu'on ait
M -
1T(c1,81) 1r(c2,92).

L'équivalence de 1r(c1,(61)K(c1]) et ‘rr(cz,(ez)x[czl) se traduit par 1'égalité
de (el)K[c1} et (e;)K[c1], i.e. par l'existence d'un caractére n de F

. . x
trivial sur NK/F(K ) tel que

' - .
% el "Fle)”
On a alors w(cl,e;) = n1r(c1,e‘)

d'ou m,y= nm,, ce qu'il fallait démontrer.
Le cas o p=3 se traite de la méme maniére, en remarquant gridce a 5.18 qu'on

peut remplacer dans ce qui précéde (mx)- par (mx)* et m par o'.

6.13. Théoréme. Soit HGAI‘EO), d'exposant minimal premier & 3. On suppose II°=].

Alors il existe 1r€AE.(3) d'exposant minimal premier a 3 tel que = I

Corollaire. Soit TN un des deux caractéres de F* tels qu'on ait wp = M- Alors

il existe un unique élément T de A£(3) tel que M =1 et Wp=n.

Le corollaire découle immédiatement du théoréme de la proposition 6.11 puisqu'on a

w(“l() - (wn)K pour 'neA;(3) d'exposant minimal premier a 3.

Prouvons le théoréme. On peut écrire, comme en 6.5, I sous la forme xm(c,8) ou
¢ est un élément cuspidal de Gy» 6 un caract'erg de K[c]* compatible 3 c¢ (for-
tement si p=3) et X un caractére de K. On peut supposer que la ligne de ré-
seaux définie par c¢, est, & translation des indices prés, la ligne de réseaux LK

de 6.2.

Posons a= amin(w); comme on a N%=II, on a aussi x"x°n(c,e)°- m(c,6), donc
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)(-1)((:‘1|’(<:,6)cJ est minimale et on a 3a()(_1x°) <a. La restriction-de ¥ a

a/3]+1 . . o s
Ul[( /3] est donc invariante par O©. Comme on a a>4, cette restriction se

factorise par la norme de K a F, puisqu'alors, K/F étant modérée, le grou~

[3/3]"'1)

pe H1 (G,UK est nul.

Par suite on est ramené au cas ou X vaut 1, i.e. au cas ol
g 40
m(c,0) = 7n(c ,0).

Posons a= m+2 et supposons d'abord p#3. D'aprés 5.9 et 5.18, il existe un

élément g de Hz tel qu'on ait &f = gcg-1 mod l-l: . En particulier, on a

Det c® = Det c mod U:(. Si e=2, 1la valuation de Det c est donc paire, et

P - 1 .
on en déduit aisément qu'on a ¢ = ¢ modulo BK Supposons qu'on ait = ch

o o+
’

avec h'EH.K\HK

0iu<m-, et en outre a>1 si e=2. On a alors

gcg-1 = ¢ mod H:

x..Q

Hys

d'ou g € Kle]

et on peut supposer que g est dans H](:' On a alors

o, 10 1
g'gcg 8 = c mod Hy

. .
donc g € U?([c]“l(: .

Le groupe U;[C]H.:H est stable par €& et 1'élément g définit un élément de
H‘(G R), ou R= % a+1. Mais on prouve aisément qu'on a H1(G,R) =90,
R, /g 11k
. . . a o : et = 1O s
et par suite il existe hSH.K, uGUK[c], j ‘HK tels que g= h "huj. On en

tire 1'égalité (hch—1)° = hch-1 mod H:”. De cette facon, on se raméne au cas

on Z=¢ modl‘.:.
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Mais, grace au lemme 6.11, on a l'l‘l((;,!‘lr(I )= 1 et on peut donc trouver un élément
- K

' m e N . . ' -a-3v
h' de H'K vérifiant (ch') ch'. On a donc ch €AK nEndF(VF).

Remarquons que si e vaut 2, cela implique que a est impair; en effet, dans le

cas contraire, on aurait

K K
-a-3v 1-a=-3v
End (Vp) NAY End (V) N A
et 1'élément c ne pourrait vérifier vK(Detc )= —a-3\)x; ce qui est nécessaire
puisque a(m(c,0)) =a. Par suite, écrivant a= 2b-3 si e vaut 2, et a=b si

e vaut 1, on voit que ch est un élément L-cuspidal de Gl-‘ vérifiant

VF(Det(ch)) = -b-3v.

I1 est clair qw'on peut remplacer c¢ par ch, et supposer que I est de la
forme m(c,B) avec c®=c. Par suite, on a ) et, comme H'(G,K[c].) est
nul, 6 se factorise par la norme, c'est-a-dire qu'il existe un caractére 0O de
Flc] tel que 6= eK[c]' Comme la norme de K[c] & Flc] est surjective sur
U;[c], on déduit facilement de la compatibilité entre ¢ et 6 qu'on a, pour

+
x € Flcl’ O0(1+x) = YoTr(cx). On peut donc considérer la représentation ™ =m(c,0)

de G, etona M= Te» ce qu'il fallait démontrer.

Le cas ol p vaut 3 se traite de la méme facon en remarquant que grace a 5.18 on

- + . P
peut alors remplacer m par m dans ce qui précede. .
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7. Comparaison.

7.1. Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant, et d'en déduire

notre théoréme principal 2.10.

Théoréme 7.1. Soit K une extension quadratique modérée de F. Soit o0 un élé-
ment de G;(3), d'exposant minimal premier & 3. Supposons que 'n(UK) existe.
Alors ‘R(UK) est cuspidale, m(0) existe et est l'unique élément T de A;.(3)

tel que
e = mog)
et = Deto.

Remarque. Il est clair que o est invariante par l'action du groupe de Galois de
K sur F. Par conséquent il en est de méme de ‘n(cx)*.) De plus, o, est irréduc-
tible, et on a a(oK) = ea(0) -3(e-1), ot e désigne 1l'indice de ramification de
K sur F; par suite ‘IT(OK) est cuspidale, et d'exposant minimal premier & 3. Com—
me on a Det(0y) = (Det o)y, l'existence et l'unicité de I'élément m de Az(3)

tel que T, = Tr(GK) et w = Deto découlent du théoréme 6.13 et de son corollaire.

K
I1 reste seulement a vérifier que cet élément 7 est bien m(0).

7.2. Montrons maintenant comment déduire le théoréme 2.10 du résultat précédent. Rap-
pelons que grdce au théoréme 4.4 ii) et aux résultats du chapitre 3, il ne s'agit

plus que de prouver l'assertion suivante.

Proposition 7.2. Supposons que F soit une extension de Q3.
a) Pour tout élément primitif o de G;.(3), m(0) existe (alors (o) existe pour
tout 0€G;.(3));

b) L'application o0 > m(g) de G;.(S) dans A;.(3) est injective.

Remarque. Le théoréme 7.1 exprime donc que pour 0€G;;(3) d'exposant minimal premier

3 3, et pour toute extemsion quadratique modérée K de F, on a H(OK) = ﬂ(O)K.

*) cf. la remarque de 3.3.
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Le changement de base du chapitre 6 refléte donc bien la restriction des représen-
,;ations de groupes de Weil.

Prouvons d'abord 1'assertion a). Soit O un élément primitif de G§(3). (alors o
est d'exposant minimal premier & 3). Il découle facilement des résultats de [Kol]
(voir 7.10) qu'il existe une extension modérée E de F, galoisienne de groupe
Z[2Z ou Z/2Z XZ [2Z, telle que la restriction Og ‘de o0 a “E soit ir-
réductible et monomiale. Alors N(OE) existe. Il suffit d'appliquer, une ou deux

fois selon le cas, le théoréme 7.1, pour obtenir 1l'existence de m(0).

Prouvons l'assertion b). Soient 0y» 0, des éléments de G;(3), vérifiant

n(cl) = n(az). Si o, et o, sont monomiales, on a o, =0, par les résultats
du chapitre 3. On peut donc supposer U1 primitive, donc d'exposant minimal pre-
mier & 3; alors o, sera aussi d'exposant minimal premier & 3. Soit E 1la plus
petite extension modérée de F dans F telle que (OI)E et (02)E soient mono-

miales. Le corps E est quadratique sur F, ou galoisien de groupe Z /2Z xZ /2Z .

Par application, répétée si nécessaire, du théoréme 7.1, on trouve
(o)) = (o )p= mo)p= m((o,)p)

d'ob (01)E = (02)E par le chapitre 3. Mais il n'y a qu'un seul élément o de

G;(3) vérifiant oy = (01)K et Deto = Deto,. Par suiteona O

1 = 0,. C.Q.F.D.

1

7.3. Le reste du chapitre est consacré a la preuve du théoréme 7.1. Bien entendu, si
F est de caractéristique résiduelle distincte de 3, le théoréme 7.1 découle sans
peine du résultat de 1'appendice 5; 1'existence de T(9) a été prouvée au chapitre

3. Nous supposerons désormais que F est de caractéristique résiduelle 3. Dans ce

numéro et le suivant, nous réduisons la démonstration de 7.1 & des calculs de fac-

teurs € pour O, qui sont effectués a partir de 7.5.

Soient donc K une extension quadratique modérée de F et O un élément de

3;(3) d'exposant minimal premier 3 3. Nous avons déja remarqué que ﬂ(OK) est cus-
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pidale, invariante par Gal(K/F), et d'exposant minimal premier a 3, et qu'il exis-
te par conséquent un unique élément T de A§(3) tel qu'on ait My = n(OK) et

W, = Det 0. On veut prouver que pour tout caractére X de F‘, on a
e(xm) = e(xo0).

. N x A . .
Soit X wun caractére de F . De la proposition 6.7 et de la remarque qui suit, on

déduit qu'on a, en désignant par w le caractére de F* définissant K,
1) e(xme(wxm) = e(xo)e(wyo).
Soit o (resp. CX“) un élément de F* tel qu'on ait
-1
e(nxo) n(cxo) e(xo)

(resp. e(nym) = n(cxﬁ)qe(xw)),

pour tout caractére modéré n de Fx; 1'existence de cxc découle de 2.13 (re-
marquer qu'on a a(xo) >3 et donc que XO n'a aucun vecteur non nul fixé par W;/3)

et 1'existence de Cym découle de la remarque 4 de 5.24.

Pour tout caractére modéré n de Kx, on a alors
-1
e(nxxox) n(cxo\ e(chK) (cf. 2.17),
-1 .
et e(nxgmg) = n(cX“) elxgmg) (cf. 6.5, Corollaire).

- 1
xo = CX" mod UK’

-1 -1
e(wx.n)/s(x'n)= m(cxﬂ) = w(cxo) = e(wxo)/e(x0). On a donc

Comme ¥, M = m(x0,), ona c et par suite

2) exm? = e(x?.

Soit M 1le groupe des racines de 1'unité de ¢ d'ordre une puissance de 3. Vu
1'égalité (2) il nous suffit de prouver dans t*/M 1'égalité des facteurs

e(xm)(1/2) et e(xo)(1/2). Dorénavant, nous noterons €' 1la classe dans t/M
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de la valeur en 1/2 d'un facteur €. De plus nous supposerons, ce qui est loi-

sible, que 0, donc aussi T, sont minimales, d'exposant premier a 3.

x o 2 . . .
7.4. Remarquons que dans @ /M, un élément x a une unique racine cubique, que

/3,

nous noterons x
Choisissons un élément S de F tel qu'on ait

e(nm = n(e)”e(m
et un élément CX de F" tel qu'on ait

e(ny) = n(cx)_1€(x), pour tout caractére modéré n de Fr.

Proposition 7.4.

1

a) Si a(yxm)>a(m), ona e'(xm= w“(c.")‘ s'()()3

=-1/3

b) si axm=a(m, oma e'Gm= w ) Pxep'e

ol G= 1 si a(m) est pair

-1/2 (G:_wa(n)-—i .

2 .
G= G (c_ )= q Ly c_*£E°) sinon.
F'n £l m

Cette proposition se vérifie sans peine en utilisant 5.23 et 5.24, Remarque 1.

L'hypothése a(ym) >a(m) équivaut & a(xo) >a(g) et on a alors
(] -1 ' 3
g€'(xo) = Deto (cx) e'(x)” par 2.13
d'ou €'(x0) = €'(xm) en ce cas.

I1 nous suffit donc de vérifier qu'on a aussi €'(x0) = €'(xm) au cas ol

a(xo) = a(0) et par conséquent (quitte 3 remplacer G par X0) et tenant compte

de 1'égalité de €, et ¢ modulo U' de prouver la proposition suivante.

o F’
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2

Proposition 7.4 bis. Soit O wun éiément de G;.(3) d'exposant premier a 3. On a

alors €'(0) = Deto (l’:o)_”3 G

ol G= 1 si a(o) est pair

G= GF(CO) sinon.

Le reste du chapitre est consacré a la preuve de cette derniére proposition. On po-

se v= n(Y).

7.5. Supposons d'abord O monomiale. Il existe alors une extension cubique E de
F dans F et un caractére n de E‘, tels que o= Indg(noTE). Comme O est

d'exposant premier 3 3, l'extension E/F est ramifiée, donc sauvagement ramifiée.

Supposons dans un premier temps que E soit cyclique sur F. Notons ¢ un
caractére de F' définissant E. On a, d(E/F) désignant 1'exposant différental
de E sur F, a(o)= a(n)+2a(¢) = a(n) +d(E/F),

Det o = nIFx,
e(n) e(o)

et =

(i) e(e@ed

On calcule E'(1E) = e'(lF) = 1,
2 v
€' (Pe' (7)) = €' (Ple'(P) = d(-1) = 1,
d'ou e'(n)= €'(0).
De plus on a s = NE/F(cn) mod U;., ou n est choisi comme en 2.15, d'ou

-3 1
co Z ¢~ mod UE'

Si a(o) est pair, a(n) 1'est aussi et on a

e'(n)t' Tl-‘(cn) d'aprés 2.18,

d'ol 1'égalité voulue €(0) = Deto (co)-lla.
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Si a(o) est impair, a(n) 1'est aussi. Choisissons anE’ de sorte qu'on

ait n(1+x+x2/2)= \pE(cnx) pour x€P;(n) . On a alors cf. 2.18

[ - -1
e'(n)=n (cn)G(n,cn)

-1/2 ~2a(m)7 .2, o~ - .
avec G(n,c )= g L Y (-c £9), étant une uniformisante de E.
n g€k E nwE mE

F

Soit f wun polynOme irréductible unitaire de degré 3 sur F tel que
f(C)E) = 0. Alors f'(iBE) engendre la différente de E/F, et comme on a

n(wE) = 3n(y) +d(E/F), on peut écrire

cﬂaga(n) - f'(ﬁE)-1‘7’§‘7‘;\’-1" avec V€UE

d'ol, par les relations d'BEuler,

~2a(n)”y - ~=v-1 -v
TIE/F(CnmE ) = g v modPF .
et 6ln,c ) = <2 w(-&'s;v"viz)
E€ky
o L. ~=3v-a(g)_, . - .
autre part, écrivant cy= Up v' avec v cUF, on tire de la congruence
- 3 1
ey = cn mod UE
la congruence v S v aga(wf.(%)ﬂ mod Ué.

Comme E est cyclique sur F, le discriminant de E sur F est un carré et par

. _ . .
suite NE/F(f (mE)) est un carré dans F. On a donc

-f'(ExE)'3 Z 1 mod (UE)Z

et v' = -v mod (UE)2 .

1/2 2

Comme on a GF(CO) - q L w(&;;v-1v'£

z ), on en déduit GF(CG) = G(n,cn),
F
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-1/3

d'ol 1'égalité demandée €'(0) = Deto (co) GF(cc)

Ceci prouve la proposition 7.4 bis quand E/F est cyclique.

7.6. Supposons toujours O monomiale, induite a partir du caractére n de.l'exten-
sion cubique E de F, mais supposons maintenant que E ne.soit pas cyclique sur
F. Notons H 1l'extension quadratique de F telle que EH soit la cldture galoi-
sienne de E sur F, 06 1le caractére de F* définissant H, ¢ un caractére de

H* définissant EH. On a alors
a(o) = a(n) +d(E/F)
et Det(o) = © -an..
On a aussi

e(n) e(0)

e(1y)  e(ipe(Indg (4))

@)  e(Indy(4))
et =
e(1y)  e(1p)e(®)

e(n) e(0)e(1y,)
() etpe@ec®

d'ol

On en tire aisément €'(0) = €'(n)e'(B)e'(¢).

On utilisera aussi

- 1
ey = NE/Fcn mod UF

- 3 1
cc s cn mod UE’

ou cn est un élément de E° tel qu'on ait

n(1+x+x2/2)- wE(cnx) pour x €P;(n) .
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Lemme. Dans la situation précédente, on a €'(¢) = 1

Démonstration. Comme E est sauvagement ramifié sur F, on a a(¢)>2. Si a(¢)
est pair, la formule de 2.18 donne immédiatement €'(¢) = 1 puisque ¢ est d'or-

dre 3. Supposons a(¢) impair (donc a(¢)z3). Choisissant c, £H" de sorte qu'on

¢
ait
¢(1+x+x2/2)= wa(c¢x) pour xEP;(w
on obtient e'(9) = G(¢,c¢)
-1/2 ~a($)-1._2
avec G(¢,c,) = q L ¢, (-c £%)
® B e, 1 %%

ou (T)H est une uniformisante de H. En fait, je dis que comme a(¢) est impair,

H est non ramifiée sur F (et on prendra @, = W.). En effet Gal(H/F) transfor-
b i

a(¢)-1, a(¢)

U /IJH ’

me ¢ en ¢2 donc agit de facon non triviale sur U ce qui est im-

possible si H/F est ramifiée et a(¢) impair.

On a donc
@ = a7 T yleam®eh.
E€ky
Ecrivons c‘b- E);v_a(¢)v avec vEUH, et notons 1 1'élément non trivial de

Gal(H/F). On a

1oL 1
CQ = t:¢ mod UH’
d'ou v -v mod U:l'

Si v désigne la classe de v modulo U:!, on a dans kﬂ

2
3977, o1 et Ja-n/nz, (_‘)(q+l)/2,
d'ou C'(¢)' q'I(_l)(Q'F])/Z T wu(_a;\;-"E ).

£y
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Mais tout élément & de kH s'écrit de facon unique sous la forme E£= a+Bv
avec a,BEkF, et ont TrkH/kF(Ez)= -(22-82\-72. Par suite, on a

e @= g WD 5y G 6 825

a, BEky

=2
(_1)(q+1)/2(_1)(q—1)/2(§)
= (-l)q+‘ = 1, ce qui prouve le lemme.

Grdce a ce lemme, on obtient €'(0) = €'(n)e'(6). On va prouver le théoréme
7.4 bis en le cas présent en deux temps, d'abord en supposant K/F non ramifiée

(en 7.7) puis en supposant K/F ramifiée (en 7.8).

7.7. Gardons les hypothéses de 7.6, mais supposons en outre K/F non ramifiée. On
a alors a(0) = a(n) +2a(¢) et e'(®) = (-1)V. Si a(o) est pair, a(n) 1'est

aussi et on a

erm = ntep™' = (e

d'ob £'(0) = Deto (ep)”3o(e ) (-1)V= Deto )™/,

Si a(0) est impair, on a

-1/3

' = -1 =
e'(n) n(cn) G(n,cn) n(cc) G(n.cn)

-1/3

€'(c) = -Deto (co) G(n,cn)

et on prouve 1l'égalité de GF(cU) et ‘G(n,cn) comme en 7.5, en tenant compte du

fait que cette fois le discriminant de E sur F n'est pas un carré.

7.8. Gardons les hypothéses de 7.6, mais supposons cette fois K/F ramifiée. On a
alors a(o) = a(n) +a(¢) +1 et nous avons vu que a(¢) est pair. Supposons d'abord

a(o) pair; alors a(n) est impair et on trouve
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-1/3

€'(0) = Deto (co) e(co)e' (O)G(n,cn).

I1 s'agit donc de prouver 1'égalité 9(cc)e'(9)G(n,cn) = 1,

Or on a,par 2.18,

=-1/2 2

e@=q e@™h 1 v@'eh
2

1/2 2

- ~a(n)-1
et G(n,c )= q T Y (-c o £
n £€l E nmE

ol E)E est une uniformisante quelconque de E. Soit f le polyndme minimal de

Wy sur F. Ecrivons

cnm;(n)-l‘t f'(GxE)_IG)gG);V_‘v avec VEUE' UFUé

1/2 2

- ~=v=1
On a alors G(n,cn) = g T w(-va £%)

et, notant vV 1la réduction de v modulo PF’
: - e
€ (G)G(n.cn) G(ml_. )(q).

' I1 reste i calculer S(CO). On a

- ven yy 1 ~ y3-3a(n).-3v-3 3 1
¢y = NE/F(f (wE)) NE/F(“E) g v” mod Up
' s v . v+
d'ou G(CO) (q)G(NE/F(f (mE))e(mF ).
Mais le corps H est engendré par la racine carrée de -NE/F(f'(G)E)) et
NE/F(f'(&E)) est donc une norme de K a F. Par suite on a
e(NE/F(f'(&E))) =1

e(co)c' (G)G(n,cn) =1

-1/3

d'od €'(0) = Deto (co) , ce qu'on voulait démontrer.
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Supposons maintenant a(0) impair; alors a(n) est pair et on trouve

€'(g) = Deta (co)-”3

8(c )e'(8).
I1 s'agit donc de prouver 1'égalité B(CO)E'(B) = GF(CG)°

ux;3v-a(°)v avec VEUF et on trouve

L v@ D).
£€

Pour cela, on écrit g
» v, -1/2
GF(CO') (q)q

Comme on a €'(8) = q-”Ze(tﬁ;.)H) z ill(ﬁ;v-152), on obtient
11

8(c e (8) = e(v)<§>cl,<c°) = Gple)).

On a bien €'(0) = Deto(c ) '/3

Gplcy)s C.Q.F.D.
Jusqu'a maintenant nous avons prouvé la proposition 7.4 bis pour O monomiale.

Dans la suite nous supposerons au contraire que O est primitive (et minimale).

7.9. Soit 0€G;.(3) primitive et minimale. La démonstration de 7.4 bis en ce cas

nécessite une bonne connaissance de O et pour cela nous devons bien décrire son
image. Nous choisirons une représentation dans la classe d'équivalence 0, la no-
terons également O, et ainsi nous ne distinguerons pas entre O et sa classe

N

d'équivalence; cet abus ne prétera d'ailleurs pas a confusion.

Soit V 1'espace de la représentation ¢. Notons G 1'image de ¢ dans le grou-
pe projectif linéaire PGL(V); cette image est finie. La structure du groupe G

a été étudié et décrite dans [Ko1]. Si G‘ est le groupe de ramification sauvage

de G, 1le groupe quotient G/Gl est, soit le groupe Z /4Z , soit le groupe des
quaternions HB- {#1,+i,+j,+k}. Le groupe G1 est abélien, en fait un espace vec-
toriel de dimension 2 sur F3, muni d'une application bilinéaire alternée a valeurs

dans le groupe My des racines cubiques de 1'unité dans €, forme donnée par le

commutateur de relévements dans GL(V). Le groupe G/(;1 agit fidélement par conju-
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gaison sur Gl’ en respectant cette application bilinéaire et G/GI' dans le cas
ou il est d'ordre 4, est un tore maximal anisotrope du groupe spécial linéaire de
1'espace vectoriel G, sur Fy3 s'il est d'ordre 8, c'est le normalisateur d'un

tel tore.

Tous ces faits, nous l'avons dit, sont établis dans [Kol1], dans un cadre d'ail-
leurs beaucoup plus général (voir aussi [Ct3]). On peut aussi tres facilement les

déduire de la connaissance de tous les sous-groupes finis de PGL(3,E) [Mi].

7.10. Notons R 1'extension de F qui correspond 8 G : G= Gal(R/F), et H 1la
sous-extension de R fixée par G‘. Le groupe G/G1 posséde un unique élément
d'ordre 2, que nous noterons g, et nous noterons E 1la sous-extension de H fi-
xée par 8y I1 est -elair que g n'est pas primitive (son image dans PGL(V) n'é-
tant pas du type voulu); 1'extension E/F est modérée, galoisienne de groupe Z /2Z
si G/G1 est cyclique, et de groupe Z /2Z xZ /2Z sinon. (Cela justifie le fait
utilisé dans la démonstration de 7.2).

La restriction de 0 & R est multiple d'un caractére de W, (appelé le ca-

R

s . o qzess | ~ x
ractére centrique de O) qui définit donc un caractére T de R .

Le groupe G est produit semi-direct du groupe GI et d'un groupe I isomor-
phe a G/G]. En fait on dispose méme d'un relévement canonique T de G/G1 dans

GL(V), obtenu comme suit : on consideére G, comme un espace vectoriel de dimension

2 sur F et G/G] comme un sous-groupe de SL(G‘); la représentation O nous

3,
fournit une représentation projective irréductible de G1. et T est 1'image de

G/G, par la représentation de Weil de SL(GI) associée a cette représentation pro-

1
jective. Nous prendrons pour I 1'image de T dans PGL(V), et nous noterons L
le sous-corps de R fixé par le sous-groupe I de G= Gal(R/F).

-~

Si T est d'ordre 4, on tire de [Ge2,4.9.1 a)] que la représentation de T
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sur V est somme de la représentation triviale et des deux caractéres fidéles de

T'. Il existe donc un caractére n de Lx, tel que fi= Ng» et que 0 soit
somme de no 1L,(9Ln) °T, et ﬂin °Tys Q étant un des caractéres (d'ordre 4) de

F* définissant H, SZL définissant alors l'extension R de L; alors 1l'induite

p, @ W

P de nNotT est somme de g, 0 et 030.

L

Si T est d'ordre 8, la méme référence permet de prouver que la représentation

de T sur V est somme de la représentation triviale et de la représentation irré-

ductible de degré 2 de TI'. Par suite il existe un caractére n de Lx, tel que

n= NRs et que OL soit somme de n °TL et de la tordue par n de la représenta-

tion irréductible de degré 2 de W, triviale sur W_; 1l'induite p de not1, &

L R L

WF est alors somme de O et du produit tensoriel de ¢ par la représentation ir-

réductible de degré 2 de WF triviale sur WH, qui est modérée et de déterminant

trivial.
On a donc, que I soit d'ordre 4 ou 8,
e@3= e,

(Det0)3- Detp = an"’

. P 29 2 x .
et, si dans chacun des cas, on choisit un élément cn de L tel qu'on ait

2 m~ . .3 1
n(1+x+x°/2) = v.pL(cnx) pour xEV.I: n » omaaussi cg = cn mod UL' (en effet
9

e 3 3. - 1
1'égalité €(o)” = e(p) donne eg = NL/F(Cn) =ep mod UL)

Enfin, on note u 1le plus grand indice de ramification supérieure de G, tel

1
u '

u . A
que G, soit non trivial (on a alors G1

1 G1). L'indice u est un entier, u>1,

et on tire sans probléme les égalités suivantes, od e est l'indice de ramification

de H sur F.
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a(og) = 3+4u/e,

a(oy) = 3+4u,

a(n) = 1+4u/e,

a(a) = 1+u pour tout caractére a%1 de Wy» trivial sur Wes
alng) = 1 +4u.

Remarque. Si e#1, alors u est impair. En effet H/E est alors ramifiée. Com-
me Gal(H/E) doit agir non trivialement sur G‘:, on voit que ce n'est possible

u

{ est un quotient de U:/Uu\H

que si u est impair, puisque G b En particulier,

si e=4, a(o) et a(n) sont pairs; c'est le cas si T est d'ordre 8.

7.11. Dans un premier temps, nous supposerons que G/G1 est cyclique, et nous no-
terons £ un caractére (modéré) de F- définissant H. Le groupe Cv/G1 agit sur
les caractéeres de Gl’ et y posséde trois orbites, dont 1l'une est formée du carac-
tére trivial, et les deux autres sont de longueur 4. Nous choisirons un élément dans
chacune de ces deux orbites et noterons o et [ 1les caractéres de ' correspon-

dants. On vérifie que Ind:a et Ind:B sont irréductibles et qu'on a

F F F
Ind 1L= 1FoIndHa. OIndHB.

L
De la relation E(g) - £ on tire par conséquent
E(IndL 1 L) €(1L)

€'(p) = ' (me' (e’ (B) (e' e’ @D’ @2,
3 v
Mais on a e'(e' (@) = €' (e'(Q) = Q(-1),
. , v o202
d'ou e'(p)= e'(Ne'(ae'(B)(e'(Q7))".

De plus e'(Qz)z vaut 1 si 92

est non ramifié, c'est-a-dire si e¥4, et vaut
(comme carré d'une somme de Gauss relative a l-‘q cf. 2.17) si 92

est ramifié, i.e. si e=4,
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Lemme 7.11. On a ¢'(a) = €'(B) et e'(mZ= e' (8% = 1.

Démonstration. C'est clair si u est impair, car alors a(a) et a(B) sont pairs,

et on utilise 2.18 et le fait que a et B sont d'ordre 3. On peut donc supposer

que H est non ramifiée sur F et que u est pair. Il existe un élément Y géné-

rateur de G/Gl tel qu'on ait B= oa’. Si on choisit CQGH‘ tel qu'on ait

a(l +x+x2/2) = wﬂ(cux) pour x€ P:/Z, on a aussi

B(1 + +22 ( Y)x) ,Pu/2 ' s . .
x+x/2) = q;H eyt ca)x pour x&P. 7, d'ol, par 2.18, on tire, par comparai-

son des sommes de Gauss intervenant dans €'(a) et €'(B), qu'ona e'(a)= €'(B)

si et seulement si 1'image de 1+cl_"" dans ‘ﬁ-l est un carré dans k'ﬂ Mais on
2 - .
a o = 01 et par suite
2
V= -c mm'lll1 .
(v1 o F
v-1.v2 -1 . y-1 .
On a donc (ca ) o= c et 1'image d de Sy dans kﬂ appartient au sous-

corps de kH fixé par Yz. On a donc (1+d)% -1 =1 et a fortiori
4
(1+4d) (@-07z2 _ L'égalité s'(a)2 = 1 découle de 1'expression du carré de la

somme de Gauss associé 3 €'(a), carré qui vaut (-1)(q vz 1.

Corollaire. On a E'(G)3= e'(n)E'(Qz)z D

Supposons d'abord a(0) pair; alors e vaut 4, u est impair, et a(n) est pair
également. Comme 1'extension H de F est totalement ramifiée, q-1 est divisi-

ble par 4 et on a donc

er@he (-n@D/2

. x
Par suite on a dans € /M,
.

-1/3

e @%= e = e = nleT? = peta e,

ce qui prouve la proposition 7.4 bis en ce cas.
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Supposons ensuite a(0) impair; on a vu qu'alors e est distinct de 4, et par

suite, 02 étant non ramifié, que e'(Qz)z‘ vaut 1. On a alors

YR -1 - -1
€'(n) "(cn) G(n,cn) Deto(co) G(n,cn)

1/2 .xa(n)-15 ), &

T Y (-c | étant une uniformisante de L.
e, LM vy,

Il s'agit donc de prouver 1'égalité

avec G(n,cn)= q

Gple)’ = ctn,cp),

-nlan/2,

ou encore, puisque GF(co) a pour carré de prouver qu'on a

opleg) = (=09 Zen,c .

On utilise pour cela un raisonnement semblable & celui de 7.5.

Soit f 1le polyndme minimal de G)L sur F. Omn écrit

~a(n)-1) = ~=v-1

' -V
d'ou TrL/F(cnmL oo mod PF .

On utilise alors la relation s = cf‘ mod U; et, écrivant

&2\»3(0)-1_ ~=v=1_,

1
L s v' avec v €UP' on trouve

-1 0o - 3
V' = v3(f.(mL) 1;{ a(n)vaﬂ) mgwa(c) mod U},

n

d'ot v v3a§(“'°‘"”m;(°)“3

f'(ExL)'3 mod "11.'

Mais on remarque que la représentatior de permutation de G sur G/T est
équivalente 2 la représentation de G (par conjugaison) sur G‘. Celle-ci a une

orbite de longueur 1 et deux de longueur 4, et par conséquent le discriminant de
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L sur F est un carré, et il en est de méme de NL/F(f'(GL)). On en déduit

qu'on a
vz v mod(UL)z,

NV

et on conclut que GF(CO) et G(n.cn) différent de ce qu'il fal-

.lait démontrer.

On a donc prouvé la proposition 7.4 bis pour O primitive, avec G/G‘ d'or-

dre 4.

7.12. Il nous reste seulement & prouver la proposition 7.4 bis dans le cas ot ©
est primitive, et G/G‘ d'ordre 8. On a alors e=4, u est impair, et a(0),a(n)

sont pairs.

Notons J 1'extension non ramifiée de degré 2 de F dans H, ¢ le caractére
de F" définissant J, 0 un caractére de J* définissant H, et a un caracté-

re de Hx, non trivial, et trivial sur NR/n(R'). On a alors
Ind’1 = 4+1_+30+¢' +¢¢' +Ind (a-1.) +2Ind’ @-1.)
d'y F dy @ =1y J »o

ot ¢' définit une sous-extension de H quadratique sur F, distincte de J. Com-

me on a

e(p) _ £(n)
e(Ind{iL) e(lL)

on en déduit
L] 3 L] L L] 3 1] L] L] 1 L] L] 2
€'(@) = €' (p)= €' (nNe'(P) ' (¢")e'(¢¢")e' (@)e' ().

Mais on calcule aisément
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e = 1Y
e ) = -DVTer(en);
e on2a (o1 (D2,
€'(a)= 1, car a(a)= u+1 est pair;

e'(n)= n(c“)-1 = Detn:;(ca)'1 car a(n) = u+1 est pair;

De plus, on remarque que (-1)("]-1)/2 vaut -1; en effet, Gal(J/F) transforme
Q en 93, c'est-a-dire qu'on a
?-1 . _g*-1 2
qig— == mod(q” - 1)
i.e. 4|(q+1).

On obtient donc €'(Q) = l)et(:r(ca)-1 si 1'on prouve le dernier lemme.
Lemme 7.12. On a e'(ﬂ)2-1.

Démonstration. D'aprés 2.18, on a

e@= 2@V 1 amv,a ',
133

J

Mais Q est transformé en 03 par 1'élément non trivial de Gal(J/F); on a

-1
donc '@ = €'(@%), dob e (@I= Q== (1) ¢ = 1.

La preuve de ce lemme est achevée, donc aussi la preuve de la proposition 7.4 bis

et celle de notre théoréme principal.
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Appendice §. Sé&éries de Poincaré.

Théordme. Soient F un corps global, G un groupe réductif connexe sur F,
Z son centre, w un caractére unitaire de Z(F) ~ ZOAF) » S un ensemble
fini non vide de places finies de F , et pour v € S , une représentation Py
admigsible irr&ductible unitarisable de Gv= G(Fv)’ de caractére central

wy» et possédant un coefficient non nul 3 support compact modulo Zv-Z(Fv).
Alors il existe une représentation automorphe irréductible cuspidale

= G% I, de GOAF) , de caractiére central o , telle que =x_ et »p

v v

soient &quivalentes pour v € S .

Démonstration. (folklore)

Pour toute place v dans S , on choisit un coefficient fv de
Py » mon nul en 1 et 3 support compact modulo zv . Pour toute place v non
dans S , on choisit une fonction lisse fv sur Gv non nulle en 1, se trans-
formant par v, sous zv . et & support compact wmodulo Z(Fv)
Pour presque toute place v , on impose en outre 2 fv' d'étre la
fonction nulle hors de szv ol Kv - G(OF ) est le compact maximal stan-
v

dard de Gv , et valant mv(z) sur les &léments zk , z € Zv et k € Kv .

Pour toute place v on impose & fv de vérifier fv(g) - fv(g-l) » Ce qui
est loisible puisque p, st unitarisable . On forme alors la série de

Poincaré

Pf(g) = £(vg) pour g € GUAL)

z
YEZ (F)~G(F)

ol f est le produit des fonctions locales fv . (La somme est prise sur un

ensemble de représentants dans G(F) de 2Z(F) ~ G(F) mais ne dépend pas de

146



SERIES DE POINCARE

ce choix puisque w est trivial sur Z(F)). Pour g dans un ensemble com-
pact modulo Z(AF) s, la somme définissant Pf est finie; a fortiori elle
converge, et la fonction Pf est continue. De plus, la fonction |Pf |2
est intégrable sur Z(AF) G(F) \G(AF) ;s en effet on a

LHOIERE l£(ve) | |P£Co) |,

YEZ(F) ~G(F)

et donc |I’f(g)]2 est intégrable sur Z(AF) G(F)\G(AF) si et seulement
si la fonction f£(g) Pf(g) est intégrable sur Z(AF)\G(AF), ce qui est

clair puisque f est continue et 2 support compact modulo Z(AF) .

Nous allons prouver que la fonction Pf est cuspidale, c'est-a-dire
appartient a 1'espace Lg(c,w). Soit N le radical unipotent d'un parabo-
lique rationnel de G, et fixons gEG(AF) . Pour n variant dans un en-
semble compact la fonction Y —> f(yng) est nulle sauf pour un nombre fini

de Y. Ecrivant

Pf(ng) = £(yy'ng)

L L
YEG(F) /Z(F)N(F) Y'€N(F)
et tenant compte du fait que N(F)\N(AF) est compact, on a

f Pf(ng)dn= I f (£ £(YY'ng)) dn
NCF) SRCAD) Y KD SNCAD) Y*

=If f(yng)dn

= LI ( f (yn_g )dn ).
YV N(Fv) v TR 8y dn,
Mais pour VvES, la fonction g, = fv(ygv) est un coefficient de p,
donc IN(FV) fv(yngv)dn = 0. Donc la fonction Pf est bien cuspidale.

. Considérons  F(p)Pf(g)= I £(g"Heyg).
YEZ(F) ~G(F)
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Comme le support de f est compact, il est clair que 1'on peut restreindre

le support d'une des fonctions £, (v £ S) de fagon 3 avoir f(g.l)f(yg)-()
v

si y € Z(F) . On voit alors que la fonction f de 1'algdbre de Hecke rela-

tive 2 w , n'annule pas la fonction cuspidale Pf ; en effet on a

f £ Hee(pag = f T@t(e)dg 4 0,
ZAp~G(AD) Zp)NG(AD)
et la transformée de Pf par g ne s'annule pas en 1 . Il existe donc une
soua-représéntation irréductible N de Lz(c,u) que ¥ n'annule pas. En
particulier gv n'annule pas la composante nv en Vv ;pour v€S , ce
n'est possible que si nv et P sont équivalentes, puisque fv est un

coefficient de Py*
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Proposition. Soient G un groupe réductif connexe sur un corps global
Z son centre
w un caractére unitaire de Z(F) ~ Z(AF)

f une fonction sur G(AF) , & support compact modulo
Z(AF) et se transformant par w suivant Z(Af) . On suppose que f s'é&crit
comme produit de fonctions locales fv . fv étant pour presque toute place
v comme dans la démonstration de 1'appendice 1. Alors la fonction qui a
g € G&F) associe £|f(g-lyg)| , ol 1a somme porte sur des représentants
des classes modulo Z(F) des &léments elliptiques réguliers de G(F) , est
3 support compact modulo G(F)Z(AF), et est continue et intégrable sur

G(F)Z(Ap) ~G(Ap).

Démonstration. Je ne connais pas de référence qui traite 2 la fois les
corps de nombres et les corps des fonctions. Nous allons donc séparer ces
deux cas. Le premier est mieux connu, et le lecteur trouvera dans [Ar2] des
lemmes qui,’en fait, généralisent la proposition ci-dessus. Supposons donc
que F soit un corps de nombres, et raisonnons comme dans [Ar2], p. 941.
Pour ne pas encore surcharger le texte, nous adoptons sans commentaire

les notations de [Ar2]. En particulier, nous remplagons G par sa restric-
tion des scalaires 2 Q , et considérons donc un groupe réductif G sur

@ . On rappelle au ré&sultat standard de théorie de la réduction, contenu
dans la preuve du Lemme 2.12 de [LaZ](*). 'Soit w un sous ensemble compact
de NO(A)MO(A)l et '1‘0 un élémentdeO‘L: . Pour tout sous-groupe parabolique

P
standard I»‘1 , 8oit ¢ l('I‘o.m) 1'ensemble des éléments de G(A) de la forme

pak , pEW , a €A (R’ , k€K

*
(* Langlands &tudie la situation 2 1'infini, mais ses résultats impliquent
facilement ce qui est dit ici, par les techniques du §12 de [Go ].
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tels que u(ﬂo(n)-To) >0 pour a € A‘l, . On sait [Go ] qu'on peut trouver

w et To de fagon 3 obtenir, pour tout choix de Pl’

P
) = 2@ o (1,0 .

Si P et I’l sont des sous groupes paraboliques (standard) de G , P
P
contenant 1’l , et x , 6x des ¢léments de o ,(To,w) avec 6§ € ¥(Q) ,

vérifiant

a (Ho (x)-T) >0

P
u(llo(éx)-'r)> 0(‘) pour a € A§ ~ Aol .

alors ¢ appartient 2 PI(Q) .

Fixons T, et w de sorte que G(A) = G(Q) OG(To,w) . Appelons
C le support de f , et prenons x € UG(To,w) , et y€G(R ,Y elliptique

-1
régulier, tels que x Yx € C . Alors on a
-1
YX = x°x yxExC .

Comme C est compact ;odulo Z(AF) , pour tout choix de T €0(-: suffisamment
régulier, il existe T' GUL; tel que, pour toute racine simple a,

a(Ho(x)-T') > 0 implique a(Ho(yx)-T) >0 et a(Ho(x)-—T) > 0 . Choisissons
T de sorte que pour tout sous groupe parabolique propre maximal 1’l de G,

la condition rappel&e plus haut, avec P = G , soit vérifie. Soit Pl un

G

P
tel parabolique, a la racine simple correspondante (i.e {a} = 8~ Aol). et

§ un élément de Pl(Q) tel que

-1 Pl
§ yx€o (To,u) .

*
( )Cette seconde condition est omise dans [Ar2], mais elle est nécessaire car
sinon on pourrait démontrer que 6 € P(Q) implique & € PI(Q) .
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Alors u(Ho(x)-T') > 0 implique

a(ﬂo(Yx)-T) >0 et a(Ho(x)-T) >0 .

a(d_(y))
Mais on a e

G(“pl )
et aussi e

= |a(m)] si y=nmk , n€ NA) meEM @D , heEK,
= Jam|

a(Hp (¥)) G(HO(Y))
d'ol e " e e

aiip, (5y))  a(H (6))

et &galement e e .

Mais comme & € Pl(Q) , on a HP (8y) = 15, (y) et on obtient, pour y= 6"Yx,
1 1

-~

a (%) = a(d (67 yx)) et
a(Ho(G-lyx)-T))> o .-

On a alors '5-17 € Pl(Q) d'od vy € Pl(Q) , ce qui contredit le fait que vy

est elliptique régulier.
Par suite les €léments x de aG(To.u) qui vérifient
x-lyx €C
pour un y € G(Q) elliptique régulier, vérifient &galement
o(Ho(x)-T') <0

pour toute racine simple o . Mais alors il est clair qu'ils forment dans
G(A) un ensemble relativement compact modulo Z(A) . Donc le support de

X » 2|f(x-lyx)| est compact modulo G(Q) Z(A) . De plus cette fonction de x
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est manifestement continue (pour x dans un compact, on n'a qu'un nombre fini
de termes); elle est donc intégrable sur G(F)Z(A)~G(A). Ceci termine la dé-

monstration pour les corps de nombres.

Supposons maintenant que le corps F soit de caractéristique positive; la
référence sera [Ha], et nous adopterons ses notations dans la suite de la démons-
tration. On uti' se le théoréme 2.3.3 de [Hal. Notons encore C 1le support de
f et choisissoni: x€G(A) et Y elliptique régulier dans G(F), vérifiant
x-1Yx€C . Choisi:ons une constante c, >0 telle que, pour tout g€G(A), il

il existe un sous-g1- 'pe parabolique minimal P rationnel sur F tel que
’,RS)ZC‘ pour tout 1i.
(o R est un sous-grou. compact maximal standard fixé).

Choisissons le sous-g oupe parabolique P . de sorte qu'on ait

\):.L(l’,lzx .>c, pour tout i.

1

-1
On a alors \)i(l’Y,Rx Y 2e, pour tout i.

Mais x_1Y- x-17x ’x-1 €Cx-1, et il est clair que RN k-lkk est d'indice
keC
fini dans R. On déduit alors du lemme 1.3.3 de [Ha] qu'il existe une constante

oo 0<c°< 1, ne dépendant que de C, telle qu'on ait pour tout i
Y Y ox 'Y
v (PR e v (BYL,RY D).

Choisissons une constante <, telle que le théoréme 2.3.3 de [Ha] soit appli-

cable 2a c,cq et cy. Si on a, pour un i,
Ry
\)i(P, )_>.co cys

-1
on a aussi \:i(l’y,ﬁ’x )_>_c2, d'ob I’Yt:l’i d'aprés ce Théoréme 2.3.3,
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ou Pi est le sous-groupe parabolique .propre maximal contenant P, déter-
miné par i. On en déduit PI- Pi et Y€Pi, ce qui est impossible
puisque Y est elliptique régulier. On a donc pour tout i

1

3 -1
e < vi(P,Rx ) < e, <,

et par suite lai(x-l)l est borné pour tout i. On conclut alors, a 1l'aide
du Théoréme 2.2.2 et des Lemmes 2.2.3 et 2.3.5 de [Ha], que x appartient
4 un ensemble compact modulo G(F)Z(A) . La fonction x l—»EIf(x-'Yx)I est

donc & support compact modulo G(F)Z(A) . Comme dans le cas des corps de nom-

bres, elle est manifestement continue, et par suite intégrable sur G(F)Z(A) .
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Appendice 3. Calculs de germes.

A.3.1. Soit w une représentation cuspidale de GLn(F) . On sait que sur
1'ouvert Ge des &léments elliptiques réguliers, le caractére de = est
doﬂné par une fonction localement constante X, I1 est prouvé dans [Hol])
que cette fonction est constante au voisinage de 1'&lément neutre. Nous
voulons prouver dans cet appendice que cette constante F“ est non nulle

et vaut (-l)n.1 ;éﬁ% ol d déZsigne le degré formel par rapport 3 une
mesure de Haar fixée quelconque sur PGLn(F) , et ol St est la représen-
tation de Steinberg. (Remarquer due le rapport des degrés formels ne dépend
pas du choix de la mesure de Haar). Il sera prouvé dans [Ho2] que r“

est non nul. Pou;.obtenir en outre le renseignement plus précis sur la valeur

de T, il nous faut rappeler le lien &tabli dans [Hol] avec le dévelop-

pement en germes d'intégrales orbitales [Sk].

A.3.2. Soit u 1le caractére central de w . Soient T un tore maximal
elliptique de GLn(F) et Te 1'ouvert T(F) N Ge des points réguliers
de T(F) . Pour toute fonction £ € C (GLn(F%m), soit F(f) 1la fonction sur

Te définie par
F(E) () =f £(gtg dg .
PGL_(F)

On sait qu'il existe un voisinage V de 1'unité dans GLn(F) , et pour
chaque partition & de n une fonction ru définie sur V N '1‘e , tels
que pour toute fonction £ € C (GLn(F),m) , il existe un voisinage W de

1'élément neutre dans GLn(F) tel que pour t EWNT, , on ait

F(f) = 3 (f) ru(t)
a
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oll les a, sont des distributions attachées 2 la classe d'unipotent de
partition a . Il nous suffira de savoir que 1'€lément neutre est attaché

3 la partition (n) et qu'on a a(n)(f) = £(1) .
Dans [Hol) , R. Howe prouve qu'on a

F" = d(m) r(n)(t)

pour t proche de | dans Te .

En particulier F(n)(t) est, comme germe de fonction sur Te au
voisinage de 1'élément neutre, une constante indépendante de T . Cette
constante est clairement indépendante de = , et méme de w puisque w(z)
vaut 1 pour z proche de ! . C'est donc une constante attachée & PGL(n,F)

et nous voulons prouver qu'elle vaut (-I)“—ld(St)-l .

A 3,3, Dans le cas ol F est de caractéristique nulle, ce résultat est
démontré par J. Rogawski [Rol] . Nous allons voir que, moyennant quelques
transformations minimes, sa démonstration reste valable pour F de caracté-
ristique p non nulle. Nous plagant dans ce cas, prenons pour groupe G

le groupe PGL~ sur F , et pour tore T un tore elliptique non ramifié
de G : l'image inverse de T(F) dans GLn(F) est le groupe des &léments
inversibles d'une extension non ramifiée E de degré n de F . Fixons

une racine primitive (qn~l)éme g de l'unité dans T(F) , et un entier pair

. /A
j assez grand. Notonsx_1'imagedans G(F) de Il+ry ), et posons U =x P
° nk nk ¥ . nk °c °
et, pour k>0, y, = xoq Zp » X " xoq image de 1+ E9% . Alors,

les lemmes | 3 5 de [Rol] restent valables (1'essentiel &tant que tout

€lément de Uo sauf 1'élément neutre est elliptique régulier). On remplace
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le Lemme 6 de [Rol] par l'assertion que si,comme dans [Rol],ib est la
fonction caractéristique du sous-groupe d'Iwahori fixé de PGLn(F) , et

c(k) le nombre des chambres de 1'immeuble X de PGLn(F) fixes par X s

on a
F(fo)(xk) = nc(k) .

A.5.4., La propriété (*) de [Rol], p. 421 est 2 remplacer par la propriété
d'homogé&néité des germes suivantes, qui se démontre sans probléme : pour

l+y elliptique régulier suffisament proche de 1 , on a

-d(a)/2

Fa(l+ty) - |t|F Pa(l+y) pour t GOF .

ol d(a) est la dimension de 1'orbite unipotente attach&e 2 la partition a.

En particulier, on a

d@j(g™=1)
rg) =g 2 rx) ,

d'od comme dans [Rol] p. 421 (*%) , une relation
u g™
F(fo)(xk) - ifo q m,
(si j a &té choisi assez grand), ol les m, sont des nombres complexes.
Pour k = 0,...,M F(f&(xk) est rationnel par 1l'assertion de A.3.3. Mais
le déterminant de la matrice (M+1,M+]1) de terme général

™y f@*n !
q = (q )
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vaut

. nk . ni
2 -1 2 -
n (qJ/ (q )_qJ/ (q l))
ik
0<i<k<M
et est donc rationnel non nul. Par suite les m, sont rationnels et le
Lemme 8 de [Rol] est valable :F(fo)(xk) tend vers LR dans Qp pour k
tendant vers 1'infini. La fin de la démonstration est comme dans [Rol]

p. 422-423.
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Appendice 4. Représentations cuspidales non ramifiées.

A.4.1. Dans cet appendice, nous nous intéressons aux éléments minimaux non rami-
fiés de A°(3) considérés par H. Carayol [Ca] (Rappelons qu'un élément de A°(3)
est dit non ramifié si son exposant minimal est multiple de 3). Nous montrerons
briévement dans les numéros suivants que ces éléments sont aussi obtenus par les
constructions de P. Gérardin [Gei1]. On en tire le théoréme 5.2 que nous répétons

ici pour la commodité du lecteur.

Théoréme. Pour chaque élément O de G°(3) dont 1'exposant minimal est multiple
de 3, m(0) existe, et on obtient ainsi une bijection 0 > 7(0) de 1l'ensemble
des éléments de G°(3) d'exposant minimal multiple de 3 sur 1'ensemble des élé-

ments de A°(3) possédant la méme propriété.

Démonstration. Le résultat de surjectivité de la proposition 5.1 implique que tout
1qz cess s x
élément non ramifié de A°(3) est obtenu en tordant par un caractére de F un
élément minimal non ramifié considéré par Carayol, donc (comme nous le prouvons

dans les numéros suivants) s'obtient par les constructions de Gérardin.

Soit E 1'extension non ramifiée de degré 3 de F dans F. Notons M 1la
F-algébre EndF(E) des endomorphismes de E considéré comme espace vectoriel sur
F, et G le groupe des éléments inversibles de M, formé des automorphismes du
F-espace vectoriel E. Gérardin construit, pour chaque caractére 6 de E qui
ne se factorise pas par la norme de E & F, une classe 6

M/F

cuspidales non ramifiées de G, donc un élément g de A°(3) (cf. 5.3). Le théo-

désigne 1'élément de G°(3) que

de représentations

réme 1.2 de [Gel] dit, en substance, que si, %

1'on obtient en induisant de "E a WP le caractére 6 °Tg de "E’

= w(ce). Ainsi, tout élément non ramifié de A°(3) est de la forme ﬂ(Oe)

alors on a
o
pour un choix de caractére 0 de E‘, ne se factorisant pas par la norme de E

a F.

158



CUSPIDALES NON RAMIFIEES

Mais on sait aussi que tout élément non ramifié de G°(3) est de la forme
% [Kut, théoréme 1.3.3]. Par suite, pour tout tel élément ¢ de G°(3), m(0)
existe (ce qui découle aussi de la proposition 3.4), et on obtient ainsi tous
les éléments non ramifiés de A°(3), chacun d'eux étant obtenu une seule fois
a cause du résultat d'injectivité du théoréme 3.9 (ou encore a cause de la pro-

position 4 de [Gel]).

En A.4.2 nous rappelons les définitions de [Ca), en A.4.3 les constructions
de [Ge1]; enfin en A.4.4 nous effectuons la comparaison. Nos indications seront
bréves, les techniques utilisées étant tout & fait analogues & celles mises en
oeuvre au chapitre 5 pour traiter le cas plus compliqué des représentations cus-
pidales ramifiées. Par abus de langage, on utilisera le terme représentation pour
signifier classe d'équivalence de représentations; aucune confusion ne devrait en

résulter.

A.4.2. Soient V un espace vectoriel de dimension 3 sur F, M 1'algébre des en-
domorphismes de V, G 1le groupe M des automorphismes de V, Z le centre de
G, formé des homothéties, et qu'on pourra identifier & F"; on identifiera éga-

lement le centre de M au corps F. Posons Vv= n(y).

Soient L un OF-réseau dans V et H 1le stabilisateur de L dans G.
Pour tout entier m>1, H. Carayol définit une notion de représentation trés cus-
pidale de niveau m du groupe ZH. L'induite compacte, de ZH & G, d'une
représentation irréductible trés cuspidale de niveau m de ZH est une repré-
sentation cuspidale de G, minimale et d'exposant 3m. Nous qualifierons les

représentations ainsi obtenues de trés cuspidales. Deux choix distincts du réseau

L conduisent aux mémes représentations cuspidales de G.

Notons B 1la sous-OF-algébte de M formée des éléments xEM tels que

xLclL; alors H est le groupe des éléments inversibles de B. Pour tout entier
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posons BI-G');B et, pour i>1, B = 143 On pose aussi HO-H. Pour

i>o, H' est donc un sous-groupe distingué de H, et B' un idéal bilatére de
B. L'anneau B/B1 s'identifie 3 1'anneau des endomorphismes du kF-espace vec-
toriel L/K)FL = L 8Fk.F, et le groupe ll/l-l1 au groupe des automorphismes de cet

espace, donc & un groupe linéaire sur le corps fini kE"

Soit m un entier m> 1. Rappelons la définition [Ca, § 4.1] des représen-

tations trés cuspidales de niveau m de ZH.

Une représentation trés cuspidale de niveau 1 de ZH est une représentation
(de dimension finie) de ZH, triviale sur H‘, et dont la restriction a H dé-

finit, par passage au quotient, une représentation cuspidale du groupe H/H1.

Supposons m>2. Une représentation trés cuspidale de niveau m de ZH est
une représentation (de dimension finie) de ZH, triviale sur Hm, et dont la res-

triction & Hm_1 se décompose en caractéres cuspidaux, i.e. de la forme

x —> Y .rr(m;'”“’v (x-1)), ol v est un élément de H dont la classe dans H/H'
est elliptique réguliére, ce qui, on le voit aisément, signifie que 1l'extension

F[vl] de F engendrée par v est non ramifiée de degré 3.

A.4.3. Rappelons maintenant les comstructions de Gérardin [Gel]l. Comme 3 est un
nombre premier, celles-ci se simplifient un peu, et le lecteur se convaincra sans
trop de peine que les pages 160 et 161 de [Gel] décrivent bien, dans notre cas par-

ticulier, les constructions de ce numéro.

Soit E 1'extension non ramifiée de degré 3 de F dans F. Notons T 1le
groupe de Galois de E sur F, et T' 1'ensemble I privé de 1'élément neutre.
Nous conservons les notations de A.4.2, mais nous prenons cette fois pour V 1'es-
pace vectoriel E et pour L 1le réseau OE de V. Alors E, agissant par multi-

N

plication sur E, s'identifie a une sous-algébre de M, T & un sous-groupe de G
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et kE a une sous-algébre de H/H1. On a
M= I YE
YET

et pour tout entier i

i i
B'= I YPg.

YET
Soit 6 un caractére régulier de E" (i.e. un caractére de E* ne se fac-
torisant pas par la norme de E & F). On pose m= infa (XEe)’ X parcourant
les caractéres de F'. On a m>1 et, pour YET', m= a(Boy/O). Gérardin
construit une représentation Kg de Eme- dont 1'induite (compacte) 3 G four-
nit une représentation cuspidale BH/ de G, d'exposant minimal 3m, donc un

F

élément de A°(3) qui, nous 1'avons dit, n'est autre que ‘rr(ce).
Nous allons maintenant décrire la construction de Kg-

Supposons dans un premier temps qu'on ait a(f) =m. Si m vaut 1, on pose
Ko= Fx, K1 =H; on a donc K0K1 = ZH. La restriction de 6 & UE est triviale
sur Ué donc définit un caractére 6 de k; ne se factorisant pas par la norme
de kE a kF Notant T 1le tore elliptique de H/H1 défini par kE' on sait
associer a 5 [cf. DL, théoréme 8.3] une représentation cuspidale RT(S) de H/H',
on obtient donc une représentation Ké de H. En imposant que chaque élément x

de K,= Fr agisse par multiplication par le scalaire 6(x), on prolonge Ké en

une représentation de ZH, qui est Kg*

i+
Supposons maintenant m>2, on pose alors Ko= Fx, K1 = “E’ Ki- U; pour
+ , - -
i entier, 1<i< m, et K = 1472 + ¢ YPm. On a alors KOKK = E'H® et
- m E Yer: E "m
x
K0K1- E.

Soit we un caractére additif de F tel qu'on ait
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+
8(1+x) = \pe,TrE/F(x) pour xel"::I .

On construit la représentation Kg de KOKI Km de la facon suivante : Si m

est pair, Kg est un caractére, donné par 6 sur E' et par la formule

Ke(I +x) = dle.,'l‘r (x) pour x€Bm*. Si m est impair, la représentation de

Hm+ définie par la formule 1+x —> xpe o Tr (x) pour x€Bm+ s'étend de ma-
niére unique en une représentation Ké de Km (Ké est notée ¥n dans [Ge1]).
Sur 1'espace de cette représentation, on a une représentation canonique EB (no-
tée Em dans [Ge1]) du groupe w/n' (qui s'identifie aussi a UE/U:‘:)' Le lec-
teur prendra garde que la représentation Ee n'est pas une extension de la repré-
sentation Ké. En fait on définit 1'extension Kg de Ké a l(ol(1 Km en impo-

sant que chaque élément x de Ko agisse par multiplication par 6(x) et cha-
que élément x de K, par 1'opérateur 6(x) Ee (x).

On vient de décrire la construction de ) lorsqu'on a a(B) =m. Si mainte-
nant on ne fait plus cette hypothése, on peut choisir un caractére X de F' tel
R i - ol
que a(xE 6)=m; alors KXE g est définie, et on pose Ke(x) X o Det (x)KXE e(x)

pour xEKOK‘ Km.
A.4.3. Gardant les notations précédentes, nous allons montrer que pour tout entier
m>1, les représentations trés cuspidales (non ramifiées) de G d'exposant 3m

sont les représentations 6 de G construites par Gérardin, quand 6 parcourt

M/F
les caractéres de E vérifiant a(8) =m et a(G)f_a(xEG) pour XEF" (ces ca-
ractéres sont forcément réguliers). Les autres représentations cuspidales non rami-

fiées de G s'obtenant & partir des représentations trés cuspidales par torsion

par les caractéres de Fx, on a bien le résultat annoncé (et utilisé) en A.4.1.

Nous allons montrer plus précisément que pour tout entier m>1 et toute re-
présentation trés cuspidale irréductible p, de niveau m de ZH, il existe un

caractére O de E‘, vérifiant les conditions précédentes, tel que p soit 1'in-.
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duite 3 ZH de Kg- Remarquons d'abord que pour un tel caractére 6 de E',
d'exposant m, 1'induite Pg de e a HZ est bien trés cuspidale de niveau
m (elle est irréductible puisque °u/r 1'est). C'est clair si m vaut 1. Si m
vaut au moins 2, choisissons un élément c¢ de E" tel qu'on ait

0(1+x)= ¢ °TrE/F(Cx) pour x€ P:;‘. Comme on a a(e)f_a(xze) pour x€l{>.
on voit que c¢ engendre E sur F; par suite un des caractéres intervenant dans

a m-1

la restriction de Py H (a savoir le caractére défini par la formule

m—1)

1+x > | oTr(cx) pour x€B est cuspidal, et Py est donc trés cuspidale

de niveau m.

Examinons maintenant 1'assertion réciproque. Soient m un entier>1 et p

une représentation trés cuspidale de niveau m de HZ.

Supposons d'abord que m vaille 1. La restriction de p & H définit une
représentation cuspidale de B/I-l1 qui, comme on sait, ([Bo] p. 117 et [DL] § 8)
est de la forme &r(é) pour un caractére régulier de k;. Si 6 est 1'unique
caractére de E. trivial sur Ué, définissant par passage au quotient, et
coincidant sur FX avec le caractére central de p, on a bien p= pa.

+
Supposons désormais m>2. .La restriction de p a H®  contient un carac-

tére cuspidal n : nc(l +x)= Y, Tr(cx) pour x€Bm+, ol c€&;m-v8 engendre
une extension non ramifiée de degré 3 de F. Par suite ¢ est conjugué dans M

a2 un élément de E‘; il est donc conjugué A cet élément dans ZH [Ca, Prop. 3.4.]
et par suite on peut supposer que c appartient & E, donc engendre E. Le sta-
bilisateur dans ZH de n_ est E*HY . Par la théorie de Clifford (c£5.7), p
est 1'induite &4 ZH d'une représentation irréductible «x de E Hm- , dont la

+
restriction a H™ est isotypique de type Nee

Si m est pair, E‘Ker(nc)/l(et(nc) est central dans E H® /Ker(nc); par

. x m . . o s
suite Kk est un caractére de E H" ; 8a restriction a E" définit un caractére 8
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de E* et on voit aussitdt qu'on a K= Ke d'ol p-pe; on a également a(f) =m
et a(er)ia(e) pour tout caractére ¥ de Fx, puisque 8 coincide avec N

ser U2

Si m est impair, il n'y a qu'une représentation irréductible K:: de Km
dont la restriction a Hm+ soit isotypique de type n. (cela découle de A.4.3
car il est immédiat que n. est de la forme we pour un caractére 6 de EY).
Le groupe F U; Kér(nc)/xer(nc) est central dans Eme/ker(nc); par suite F'Ué
agit dans 1'espace de K par multiplication par des scalaires. Soit o' 1e ca-
ractére de FXUI]': ainsi obtenu. On étend K(': en une représentation de F’Ué Km
en imposant que FXUE‘: agisse via G‘ Alors K est un composant de 1'induite

a E" K (=E Hm) de cette représentation. Mais 6‘ posséde %1- extensions

en des caractéres 6 de E qui fournissent %—T représentations g dis-
txnctes, qui sont aussi des composants de cette induite. Comme F UE1!K est d'in-
dice 3— dans E K ,K est 1'un des Kg* Comme précédemment on voit qu'on a

a(B)-m et a(xEB)i a(B) pour tout caractére X de Fr. CQFD.
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Appendice 5. Le cas modéré.

A.5.1. Nous voulons prouver ici les faits signalés en 5.24 Remarque 2). On garde
les notations de 5.3 et on suppose F de caractéristique résiduelle p distincte

de 3; on pose v= n(y).

On se donne donc un entier m, m>2, m#¥ 1 mod 3, un élément cuspidal c de

M vérifiant vF(Det ¢c)= -m-2-3v, et un caractére 6 de Fle]™ compatible a
*

c. On a construit au chapitre 5 une représentation ) cuspidale m(c,08) d'exposant

m+ 2.

On fixe une extension E de degré 3 de F dans F, et un F-igomorphisme «

de E sur F[c]. On note % 1'induite a W du caractére OoQoT

et B le caractére non ramifié de degré 2 de F.

de W_,

E E

Théoréme. On a m(c,0) = Tr(oe) si F[c]/F est cyclique

n(c,0) = B'n’(cre) sinon.

Remarque 1. On a Det(ce) - elp" si F[c]/F est cyclique
et Det(ue) = B 6| « simon, ce qui est compatible & la torsion par
F

. ' -
B dans la formule du théoréme, puisqu'on a w’tr(c,a) elF"

La représentation m= m(c,0) est cuspidale. De plus 6 est d'exposant
m#1 mod 3 donc ne se factorise pas par la norme de E & F, et par conséquent
Oy est irréductible. Par suite, on a, pour tout caractére ¥ de F‘,
L(xm) = L(xoe) = 1 et, pour prouver le théoréme, il suffit de vérifier, pour tout

caractére Yy de F*, 1'égalité

e(xm) = c(xB"oe) ol 2£=0 ou i selon le cas.

*) Comme aux chapitres 5, 6, 7 nous dirons représentation au lieu de classe de re-
présentations.
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Le reste de 1'appendice est consacré a la vérification de cette égalité.
Remarque 2. On vérifie trivialement 1'égalité des exposants
a(ym) = a(xoe) = sup(3a(x), a(8) +2).

I1 suffira donc de prouver 1'égalité précédente pour les valeurs des facteurs
€ en s= 1/2, par exemple. Nous noterons €' 1la valeur d'un facteur € en

s= 1/2,

A.5.2. Rappelons les résultats obtenus en 5.23 et 5.24.

Pour tout caractére X de F* choisissons cXEF‘ comme en 2.15.
On a alors €'(xm) = (8+xoDet) '(c+ey) *YoTrlc+cy) *A
ou A vaut 1 si a(xm) est pair,

G(x,cx)3 si a(xm) est impair, a(xm) >a(m),

(g) G (6,c) si a(xm) est impair, a(xw) = a(m).

D'autre part e(x(:e) se calcule, grice aux propriétés d'induction des facteurs ¢
galoisiens, & partir de ¢€(8 .XF[c]) (ce dernier facteur étant relatif au caractére
additif wF[c])'

On trouve (cf. 2.18)

' -1
€ (er[c])= (e'XF[c]) (c+cx) -onr(c+cX) *B

ot B vaut 1 si a(ym) est pair
G(XF[c]'cx) si a(xm) est impair, a(ym) >a(m)

G(8,c) si a(ym) est impair, a(ym) = a(m).

A.5.3. Supposons d'abord Flc] cyclique sur F, et notons w un générateur du

groupe des caractéres de F* triviaux sur les normes de F[c] & F. Par la pro-

priété d'inductivité en degré O des facteurs ¢ galoisiens, on obtient
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E(Xoe) . E(OXF[c])

.

e(lF)e(w)e(mz) e(1F[c])

Mais comme on a u)z- tY), on obtient e'(w) °E_'(w2)= 1 par [Detl, 5.4)(cf. aussi

3.3). De plus on calcule aisément, utilisant 2.18,
t—:'(1F) = E'UF[C]) = 1, d'ol on tire
' = '
€ (Xc e) € (exF[C]).

La méme propriété d'inductivité donne 1'égalité

e(x)e(xm)e(xwz) - exppe))

s(lF)e(w)e(wz) eUp[e)
Comme on a e(xw) = m(c;i)s(x) pour a(x)>1 (cf. 2.13, w étant modéré) on en dé-
duit e(xﬂc])- e:()()3 si a(y)>1
d'od facilement, si a(y) est impair, a(y)>3

3
G(XF[c],cX)- G(x,cx) .
Par suite on déduit de A.5.2 les relations
e'(xm) = s'(xoe) C

avec C=1 si a(xm) est pair ou si a(xm) est impair, a(ym)>a(m), et C= (%)

si a(x) est impair, a(xm) = a(m.

Mais, puisque F[c] est une extension cyclique de degré 3 de F, totalement rami-

q ez
fiée, on a 3|(q-1) et donc (5) = 1. Par suite on a 1'égalité voulue m= n(oe).

A.5.4. Supposons désormais que F[c]/F ne soit pas cyclique. Alors 3 ne divise pas
(q=-1). Notons K 1'extension non ramifiée de degré 2 de F dans F. La cldture
galoisienne de E dans F est KE. On note  un caractére de K* définissant

KE. Par inductivité, on trouve

167



Guy HENNIART

s(xce) e(6 -xF[C])

F
6(1F)e(1ndxw) e(lF[c])

e(indgw) e
et s(1F)s(85 = sZ1K5 :

' = ' - ' =
De plus on calcule € (IF) € (1K) € “F[c]) 1

e'® = (-nV.
On prouvera en A.5.5 le lemme suivant

Lemme. €'(w)=1.
De ce lemme on déduit e‘(xoe) = ¢'(6 'XF[c])(- nv.

D'autre part, on a

e(x)e(xIndiw) 4(:] 'XF[c])
F = .
s(ip)e(lndkm) e(1F[c])

Mais Indll:w étant modéré, on a par 2.13, si a(y) >1,

e(xIndfw) = 8(c;1)€(x)2 . (- 120y

puisque B= Det(Indzu)) (cf. A.5.1, Remarque 1).
On en tire donc E(XF[c]) = (- l)a(x)E(x)3
et, si a(x) est impair, G(XF[c]’cx)- -G(x,cx)3.

Des calculs de A.5.2 on conclut alors
e'(xm) = e'(xoe) *D

avec D= (-1)\’ si a(xm) est pair,

D= (- DY si a(xm) est impair, a(xm >a(m),
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D= (g)(_”v; (-'l)w1 si a(xm) est impair, a(ym)= a(m).

On a donc p= (-1)3(xm+3v

et e'(xm) = e'(one). C.Q.F.D.

A.5.5. Il reste 3 prouver le lemme de A.5.4. On a

e = 0@)V g 1 w(E)y, @V 'E)
Wp wallﬂ K \Yr

K

Mais w est transformé en wz sous 1'action de 1'élément non trivial Yy de
Gal(K/F). On a donc w(F*)=1. Il s'agit donc de prouver que la somme I au mem-

bre de droite de 1'égalité précédente vaut q.

Si EE€U /Uy vérifie w(®)#1, ona (V)= WP(E) et w(E) +w(® = -1.
On a donc
t= I o @', @) - @, @Y e, () .
EEUK/U:( Wp K/F geuk/ui'( Wp K/F

w(E) =1 w(g) = j

ol j est une racine primitive cubique de 1'unité fixée dans (€. Identifions
UK/UII( a kK’ ol kK est le corps résiduel de K, extension de degré 2 de kF
Alors TrK/F s'identifie a TrkK/kF. On peut découper les sommes précédentes en
classes modulo kF’ puisque w est trivial sur F'. La classe des éléments de tra-
ce nulle contribue alors d'un facteur gq-1 & la somme ol elle apparait, les q
autres classes contribuant d'un facteur - 1. Il nous suffit donc de voir que si
EGkK est de trace nulle, alors w(f) =1. Mais soit p une racine primitive cubi-
que de 1'unité dans kg. Ona ky= kF[p] et 1+2p est de trace nulle. Par suite,

2
-0/3_,

ona W()=1 si et seulement si (1+Zp)(q dans kl(' Si p=2, c'est

clair. Si p>5 alors q+1 est divisible par 6, et comme Q1 +2p)2- -3, on a

2 2
(1+Zp)(q N3, (gy@-D/e (_3)Sq;'1)(q+1)/6.‘ 1
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puisque -3€ k;.

A.5.6. Remarque. Le résultat de cet appendice et celui de 1l'appendice 4 permettent,
quand p est distinct de 3, de décrire explicitement la correspondance de Lan-
glands G°(3) —> A°(3). Voir [Mo] pour des résultats dans le cas de G°(n), quand

P ne divise pas n.
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Appendice 6. Facteurs L et € de paires et changement de base quadratique.

A.6.1. Dans cet appendice, nous donnons quelques compléments & la proposition 3.25.

Quand F est une extension de Q3 et qu'on prend un élément o, de G°(2) et

1

un élément primitif o, de G°(3), on aimerait prouver 1'égalité
(¢D) € (m(o)) xm(0,)) = e(o, 80,)

ou méme plus simplement (ce qui répond & une question de H. Yoshida) prouver 1'éga-

lité obtenue en regardant les exposants de q-s dans la formule précédente :
) a (m(g,) xm(0,)) = a(o, 80,).

Remarquons que comme F est une extension de Q3 1'élément g, s'obtient
par induction : il existe une extension quadratique K de F dans F et un ca-

ractére 6 de K= tels qu'on ait

F .
o,= Ind, (60 TK) et par suite

e(cJl ooz) e(e(oz)x)
(3) 3 3" 3
e(IndK 11() e(1K)

= - - i ' 1 '
Posant L -n(c]), b 'rr(cz) et m, n((cz)K), il s'agit donc de prouver qu'on

a

S(‘"e x 1) e(e‘nK)

) - )
3 3
e(indp 1) (1)

I1 est naturel de penser qu'une bonne théorie du changement de base de F a K
devrait permettre de prouver une telle égalité. Le changement de base défini au
chapitre 6 (et qui s'appliquerait & n puisque K est modérée sur F et que

0y, ¢€tant primitive, a son exposant minimal premier & 3) ne suffit malheureuse-

IS

ment pas a notre propos. Il nous faudra développer une version globale du change-
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ment de base quadratique (théoréme A.6.3) pour obtenir le résultat suivant :

A.6.2. Proposition. Supposons que F soit une extension de Q3. Soit K wune
extension quadratique de F dans F et O un élément primitif de G;(3).
Pour tout caractére 1 de Kx, notons nF 1'élément Indll:(n o'rK) de GF(Z)

et ™ 1'é1lément w(nF) de AF(Z).

a) Pour tout caractére n de K‘, on a
aﬁHXWwD = a(nf 0 0).
b) Supposons O minimale. Soit ¢ un élément de F* tel qu'on ait
e(x0) = x(e) 'e(o)

. 2’ ’ X .
‘pour tout caractére modéré X de F . Supposons en outre que pour tout caractére

modéré n de K* on ait
-1 2
(5) e(nnXW(cr))- Det'nn(c) e(@”.
Alors on a, pour tout caractére n de Kx,
F
(6) e(nnxn(c))- e(n e0).

Remarques 1 - Les méthodes qui permettent de prouver le lemme 3.12.1 devraient
également prouver que l'hypothése exprimée par la formule (5) est toujours véri-

fiée. Nous espérons revenir sur ce point dans un travail prochain.

2 - La relation (5) est vraie si nF est réductible, en particulier

si N est non ramifié.

A.6.3. Soit M/L une extension finie de corps locaux. Conformément 3 notre usage
antérieur (voir 2.12) nous notons O > Oy 1'application de restriction de GL

dans GM et pour chaque entier i<3, nous notons F—>-nM 1'application cor-
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respondante de AL(J'.) dans AH(i), appelée changement de base de L a M.

Théortme. Soient F un corps global, K une extemsion quadratique séparable de
F, R une représentation automorphe cuspidale de GL(S,AF), 2 son caractére
central. Soit S un ensemble fini de places de F contenant 1l'ensemble I des
places finies v de F, non scindées dans K et telles que Fv soit une exten-
sion de Q3 et que Rv soit de la forme w(cv) ou o, est un élément primitif

de A;- 3).
v

a) Il existe une unique représentation automorphe cuspidale T de GL(3,AK) tel-
le que pour toute place v de F hors de S et pour toute place w de K au-

dessus de v, on ait

N Tw- (RV)K .
1

Le caractére central de T est Q;N.K/F'

b) L'égalité précédente a en fait lieu pour toute place v de F hors de I et

pour toute place w de K au-dessus de v.

c) Soient v une place de F, w une place de K au-dessus de v. Pour tout

s x v
caractére n de Kw posons T ‘n(Inde(n.'er)). On a alors

(8) L(nanv)- L(nT) = L("(RV)K")
e(anx Rv) ) e(nTw)

9)
e(ﬂl)3 e(l)3

. . s . x
ol on a noté 1 1le caractére trivial de Kw'

A.6.4. Corollaire. Gardons les notations de la proposition A.6.2 et du théoréme
précédent. Soit v une place de F appartenant 3 I, w 1la place de K au-
dessus de F. Supposons donné un isomorphisme a de Kw sur K qui envoie Fv

sur F et fasse correspondre m(o) a Rv' Supposons enfin que 0 vérifie les

173



Guy HENNIART

conditions de la partie b) de la proposition A.6.2. Alors on a
Tw- (RV)KV°

Prouvons la proposition A.6.2 i 1'aide du théoréme et de son corollaire. Il est
clair que, quitte a tordre O par une puissance de la norme sur F", on peut
supposer O unitaire. On peut trouver une extension quadratique de corps globaux
K/F, ‘une place w de K et un isomorphisme ée K“ sur K qui envoie Fv sur
F. On peut également trouver (cf. appendice 1) une représentation automorphe cus-
pidale R de GL(3,AF) dont le composant en Vv corresponde, via a, a 1'élé-
ment m(o) de A°(3). Placons-nous d'abord dans la situation de la partie b) de
la proposition. On a alors Tw- (RV)K par le corollaire et,grdce a la formule
(9), on a aussi v

E(ﬂnxkv) ] e(n(Rv)Kw)

e(ﬂ1)3 e:(l)3

pour tout caractére 1n de K:.

Transportée via o, cette formule donne la formule (4) avec m= w(0) et
0= nea, d'ou immédiatement (6). Démontrons maintenant la partie a) de la pro-

position. -

Notons T 1'élément de AK(3) qui correspond a Tw via a. Grace a (8),

on voit que T est cuspidal, et (9) se traduit pai

4o e(n_xm(o)) )
en,)’ e(n3

pour tout caractére 10 de K', ot 1'on note 1 le caractére trivial de K*. Soit

X un caractére de F* tel que x_io soit minimal. On a alors xm, = 'nnx pour
K

xm(x o)) et

tout caractére n de Kx, d'ou e(m_x7(o)) = e(n
n X

e(n) = elny, x;"l‘).
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-1
On peut donc remplacer O par X O et supposer dans (10) que O est minimale.

En prenant n=1 on obtient

a(t) = a(o) si K/F est non ramifiée

a(t) = 2a(o) -3 sinon.

On a donc a(T) = a(cK) et a(t) n'est pas multiple de 3 puisque, O étant pri-

mitive et minimale, a(0) n'est pas multiple de 3. Par suite pour tout caractére

n de K', on a

a(nt) = sup (3a(n), a(1)).
Si K/F est non ramifiée, on en déduit :
a(wnx m(0)) = 2 sup (3a(n) , a(o)) = sup (3 a(nF). 2a(0)) = a(nF 80).
Si K/F est ramifiée, on trouve :
a(nnx m(0)) = sup (3a(n) , a(t)) +3= sup (3(a(n) +1), 2a(o))
= sup (3a(nF), 2a(0)) = a(nf ),

ou, dans les deux calculs précédents, la derniére égalité découle du calcul des

exposants en termes des indices a( ) de 2.14.

A.6.5. Prouvons maintenant le corollaire A.6.2, en gardant les notations précéden-
tes. On a donc la formule (10) pour tout caractére n de K" et il s'agit de prou-
ver qu'on a T= 'rr(oK). Comme ¢ est primitive et minimale, on voit comme précé-
demment que T est minimale, d'exposant premier 3 3. Comme Tv est pour presque
toute place w invariant par Gal(K/F), il découle du théoréme fort de multiplici-~
té 1 que cela est vrai pour toute place w et ainsi T est invariante sous

Gal(K/F). Par conséquent, il existe un unique élément pEA;(3) tel que T= P
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et wy = g I1 s'agit donc de prouver qu'on a p= w(0).
'Soi‘.t ¢, un élément de F. tel qu'on ait
.e(xp)- x(cp)-1€(p) pour tout caractére modéré ¥ de F.
On a alors

e(nt) = n(cp)_1e('r) pour tout caractére modéré n de K', et par suite

e(ﬂn><1r(o)) = 11(cp)-1e:(1r1 xm(0)) = n(cp)_1E(C)-1€(c)2.

ot £ désigne le caractére de F* définissant K.

Mais, par 1l'hypothése faite sur 0o, on a
e(n, x7(@)) = n@) e e(@)?
d'ou 1'on tire
n(e) = n(cp) pour tout caractére modéré n de K"

et donc clcp mod U;..

Pour tout caractére X de F‘, on a “XK- m(xeEx) d'ou, grace a (10),
e(x0) € (xE0) = e(xp) € (XEP).

On utilise alors la méme démarche que dans le chapitre 7. La congruence

c lcp mod Ul'-‘ implique qu'on a

e(xo)z- t—:()(p)2 pour tout caractére X de Fr,

et il suffit de prouver €(x0) ~e(xp) dans. €¢"/M, ce qui découle de la congruence

1 Vioals .
c!cp mod UF et de 1'égalité Wy mp.
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A.6.6. I1 nous reste 3 prouver le théoréme.

Remarquons tout d'abord que l'assertion d'unicité dans la partie a) découle

du théoréme fort de multiplicité 1.

Notons T' 1la représentation de GL(3,AK) dont la composante en une place

w de K au-dessus d'une place v de F soit
'-
Tw (RV)K .
w

Si Q est le caractére central de R, celui de T' est QK- Q"NK/F' En
particulier, il est trivial sur les idéles principaux de K, et les conditions du

paragraphe 13.1 de [JPS1] sont satisfaites, de sorte que nous pourrons faire usage

des théorémes 13.8 et 13.9 de [JPS1].

Soient ¥ un caractére du groupe des classes d'idéles de K et 'rrx la repré-
sentation automorphe de GL(Z,AF) correspondant & X. Son composant en une place
v de F est 1'élément noté dans la partie c¢) du théoréme, s'il n'y a qu'une

place w de K au-dessus de v, et vaut w( e Xw) s'il y en a deux.
wiv

On peut considérer la fonction L globale L(TIXXR, s) produit des composants
locaux L(('nx) va) (s), et, si on fixe un caractére additif non trivial Y de
AF/F, le fac:eur t-:(‘erXR, s) produit des composants locaux e((ﬂx)vav, ‘l’v)(s).
On sait [JPS5] que la fonction s > L(‘ITXXR, s) est entiére, bornée dans les ban-

des verticales si F est un corps de nombres, et qu'elle vérifie 1'équation fonction-

nelle
v v
(11) L(ﬂXXR,s)fe('erXR,s)L(vrxxR,1-s).

Soit v une place de F n'appartenant pas & L. Si v est scindée dans K, on

vérifie qu'on a

(12) n L(X‘,T"'.)' L((Trx)vXRv)

wiv
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e(waw,‘l’K ) E((vrx) x Rv . \!’v)
et (13) n "3 = = .
. wiv el ,¥ ) €Qp ,¥)
w w \'4

Si v est inerte dans K on a aussi, en désignant par w la place de K au-

dessus de v

(14) ' L(wa"’) = L((ﬂx)v x Rv)

€ (wa"’,‘l’ ) e( (nx)v x Rv,\l‘v)
W
et (15) 3" F .
e(l, ,¥, ) v 3
Kw Kw e(Inde 1 )

K ’wv
w

En effet toutes ces égalités découlent des identités analogues pour les représenta-

tions des groupes de Weil locaux WF et “K grace a la proposition 3.27.
v w

Remarquons maintenant que, si 1N est un caractére unitaire du groupe des clas-
ses d'ideles de F, alors pour prouver le théoréme pour la représentation cuspidale
R, il suffit de 12 prouver pour la représentation cuspidale nR. Si A est un
entier positif, on peut choisir n de sorte que n, et ny soient d'exposant
>A pour toute plave v de F appartenant 3 I. Nous chonirous‘ A (et n) de
sorte que pour tout caractére X du groupe des classes d'idéles CK de K, non
ramifié hors de I, on ait, pour chaque place v de I, 1les relations (14) et
(15) : cela est possible a cause des propriétés de dégénérescence exprimées par le

lemme 3.13.2.

Comme nous l'avoas dit, on peut remplacer R par nR, et par suite supposer
que pour tout caractére ¥ de CK’ non ramifié en les places appartenant a I,

on ait

L(xT', 8) = L('nXXR,s)
Vv vV v
L(xT,s) = L(ﬂXXR,s)

et e(xT,s) = t-:('vrxxR,s).
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(en effet ces égalités découlent immédiatement des égalités (12) a (15)). Pour tout

tel caractéere ¥ de Cy» on a donc 1'équation fonctionnelle traduction de (11) :
vv
(16) L(xT',s)= e(xT',s)L(xT',1-5s).

Par suite des théorémes 13.8 et 13.9 de [JPS1], pour chaque v€EZI, il existe
un unique élément générique Tw de AK(3) (o w est la place de K au-dessus
de v) tel que, en posant T= @ Tw @ T', (' désignant 1'ensemble des

wer' “wer ¥

places de K au-dessus de celles de F appartenant & X) on ait, pour tout carac-

téere x de Cy :
vV
an L(xT,s)= e(xT,s)L(x T, 1-5s).

Pour we€ZX', Tw a méme caractére central que Tv'z et par suite T a pour
caractére central Qo NK/F' Par construction, la formule (7) est vraie pour toute

place v de F hors de I, et on a donc les parties a) et b) du théoréme.

Les formules (8) et (9) sont également vraies par construction pour toutes les
places v de F hors de I, & cause des formules (12) a (15). Il nous reste donc
seulement 2 prouver (8) et (9) en une place v, fixée de I, v, désignant la place
de K au-dessus de Vo I1 suffit encore de prouver (8) et (9) quand n est un
caractére unitaire de K: . On peut donc supposer que T est la composante en Yo
d'un caractére (unitaire) ¥ de Cy» trés ramifié en les places de I' autres
que w,. On a alors les formules (12) et (13) avec T remplacant T', et aussi

les formules (14) et (15), sauf peut-&tre en la place vy de F.

Mais la comparaison des équations fonctionnelles (11) et (17) donne, par un
raisonnement entiérement analogue a celui utilisé en 3.14 et 3.15, la premiére éga-
1lité de la formule (8) et la formule (9) en la place Vo Enfin la seconde égalité

de la formule (8) est facile car (RVO)K étant cuspidale, on vérifie aussitdt
W
0
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qu'on a L(n(Rvo) )=1 et, de méme, L('rrnx Rv )=1,
Ky )
0
Cela prouve la partie c) du théoréme, et achéve la démonstration.
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