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GEOMETRIE DES SCHEMAS DE HILBERT PONCTUELS

Michel GRANGER

Résumé : Dans ce travail, on &tudie les schémas de Hilbert ﬂilbnt{xl, « »Xy } paramé-
trant les « points &pais » de support {o} dans LT, et 1'existence de germes de défor-
mations plates d'un type donné de ces points. Pour r=2, on montre que tout idéal
d'ordre v de €{x;,x2} peut se déformer sur des idéaux dé m8me colongueur nd'ordre v-1.
On en déduit que le lieu singulier de Hilb"E€ {x;,x;}(réduit) paramdtre les ideaux
d'ordre v22. Pour r23, la méme méthode (minoration de dimensions) montre qu une inter-
section compldte n'est presque jamais alignable (déformable en points de dimension de
plongement un). Dans la dernilre partie on aborde 1'étude de la partition en strates
(1isses) d'Hilbert Samuel de_ﬂilb“l{xl,xg} et des relations d'incidence entre ces

P

strates. -

Summary : In this paper we study Hilbert schemes ﬂilbnl(xl....,xr} parametrizing

« thick points » supported by {o} in €T and the existenceof germs of flat deformations
of these points havinga given type. For r=2, we prove that every ideal of order v in
€{xi,x:} can be deformed to ideals of order V, same colength n. We deduce that the
singular locus of Hilb®€ { x;, x3}(reduced) parametrizes ideals of order 22. For r23 ,
the same method (minimization of dimensions) shows that almost all complete intersec-
tions are non alignable. In the last part we begin to study the partition of
Hilbt"C { x;,x2} in (smooth) Hilbert-Samuel strata,and incidence relations between them.
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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est l'étude des déformations plates de "points” ou germe
d'espaces analytiques (non réduits !) de dimension zéro, dans un espace analytique
r
complexe X. En pratique, on considére un point z & l'origine de € de longueur

n= di.mC Oz o' et les germes de déformations plates & un paramétre de ce point
’

(les fibres sont alors de longueur constante). On se pose les problémes suivants :
1) - En premier lieu peut-onlissifier z ? Il s'agit de trouver une déformation
dont la fibre générale z,, t#0, soit lisse c'est & dire constituée de n
points simples.

Dans les questions 2), 3), 4) on cherche une fibre & support constant (zt)red = {0}

2) - Peut on aliﬂ' er z, c'est A dife trouver z, de dimension de plongement un

o €] /06 pour tro 2

(Le.
Ozt,
3) - Peut-on diminuer l'ordre v(z), c'est & dire réaliser v(zt) = y(z)-1,
si v(z) > 2 ? On note ici v(z) la multiplicité minimum en O € ¢ a‘une

hypersurface contenant z.

4) - Quels sont les types possibles pour z, ? On appelle type de z la donnée

(to, eeest ,...) des dimensions des composantes de 1'algébre graduée

Jj
associée a 0210.

5) -six¢g Cz est un espace analytique contenant z comme sous-espace, étudier
les questions 1) 4 4) en exigeant en plus que X contienne z ¢ Pour tout t (voir
par exemple[B.G.S.] pour chz, courbe plane).

Voici un exemple illustrant ces questions
Considérons le point z de longueur 9, défini par unidéal Ide &{x,y} engendré

par deux polynémes homogénes f et g de degré udisipriers entre eux. (La dimension
sur € de Oz,o - c{x,y}/I est la multiplicité d'inter‘section en zéro de f et g).
Son type est 'ro = (1,2,3,2,1). Les types possibles pour zt, tels que

V(zt) = V(z) - 1 = 2, sont & chercher parmi les suivants :

T, = (1,2,2,2,1,1)

(1,2,2,1,1,1,1)

3
]

3
"

(1,2,1,1,1,1,1,1)
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Pour fixer les idées supposons f =y~ + cx, g = x'y, ¢ # 0. Il s'agit de trouver
F(x,y,t) et G(x,y,t) déformations de f et g, dont la multiplicité d'intersection
en zéro pour t fixé reste constante. On trouve facilement une déformation de type
Tl H
F=y3+cx3+txy,(;-x2y.

et aussi une déformation de type T

F = y3 + cx3 + t(y-mx) (y- 58_m x)

3 H

G = x2y - —‘:7 (y-mx) (y-4mx), avec c = - “:1—3
6m
‘Par contre une déformation de type '1‘2 est impossible dés que I ne contient pas
d'élément non nul de la forme (ax + by)3, a,bEC. (cf. Partie 2 VI.4).

Le cadre naturel pour exprimer ces problémes est celui des schémas de Hilbert
ponctuels : L'espace analytique Hilbnx paramétre les sous-espaces de dimension zéro
et de longueur n de l'espace analytique complexe X.L'existencede Hilb'X résulte de
théorémes généraux de A. Douady ([D]) ou, dans un cadre algébrique, de A.Grothendieck
(E;r 1] ) Hilbnx est une réunion de composantes connexes de 1'espace H(X) paramétrant
les sous espaces analytiques de X, construit par A. Douady, et si X est une variété
projective, c'est aussi le schéma de Hilbert associé au polynome constant Q=n. Pour
étudier les questions 2) & 4) on est amené & introduire le schéma de Hilbert Hilbnl\,
d'une algébre analytique locale d'idéal maximal . On définit Hilb"A comme étant
HilbnYA ol YA = Spec A/Jln: On paramétre ainsi les idéaux I de colongueur n de A, ou

encore,si A = ()

X, x est l'anneau local de X en x, les points z; de X de support x ,
’ .

) , -
de Iongueur n et d'anneau local ozI,x (')x,x/I.

Les questions présentées au début s'énoncent alors en termes de sous ensembles
ou "strates" de Hilb"X ou de Hilb" (Dx,x et de relation d incidence entre ces strates.
On est ainsi amené a étudier la “géométrie" de Hilb"X (resp Hilb" G’x,x) et de ces
sous ensembles : Connexité, irréductibilité, détermination des lieux singuliers,
calcul ou encadrement des dimensions. L'exemple du début permet par exemple de dire

que la strate ZT c Hilbn (‘.‘{x,y} paramétrant les idéaux de type 'I'o est contenue dans

o
les adhérences des strates 2 et Z mais non dans celle de Z_ .
T1 '1‘3 T2
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Précisément nous notons :

. Hx Qﬂilbnx 1'ouvert des sous-espaces réduits constitués de n points
simples de X.

.LQuU¢c Hilbn C{xl,...,xr} nW r les ouverts constitués respectivement
par les points alignés et les :m:ersections complétes, contenus dans le
fermé des points lissifiables de Hilb" €{x,,....x }.

Les problémes de la lissification dans X et de 1l'alignement reviennent alors .

respectivement 4 déterminer les adhérences i.x et T de Hx et L.

Avant de résumer la contribution du présent travail divisé en parties O,
1 et 2, nous rappelons d'abord quelques résultats connus. Dans ces rappels,
o = e . -

nous distinguons le cas de x=¢:2, pour lequel on dispose des réponses les plus

détaillées.

Signalons auparavant un résultat général de connexité di & R. Hartshorne
([H]) et J. Fogarty ([F] Proposition 2.2 et 2.3): Si X est connexe, Hilp"x
est connexe. En particulier, pour toute algébre analytique locale A,

Hilbnh est connexe.

Rappels sur Hi lb"tz (ou Hilb"F, F surface Llisse) et sur Hilb €{x.y}

Théoréme R-1. Si F est une surface lisse, Huan est lisse réduit de dimension 2n,

connexe _si F est connexe.

Ce résultat a été démontré d'abord par Hartshorne (non publié) et Fogarty ([F])
et implique que Hilan = FF' c'est-A-dire que tout point de F est lissifiable :
Il suffit de remarquer que WF est un ouvert lisse de dimension 2n. On trouve
dans [B.G] , [Lk] , [S] , des constructions explicites variées d'une lissifica-
tion des points de Cz.

Le théoréme suivant est le résultat principal de [_-BZ] et s'obtient en démontrant

que les points de cz sont alignables :

Théoréme R-2. (J. Briangon sz] ) L'espace analytique Bilbnct{x,y)red est irrédu-

ctible de dimension pure n-i.
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La démonstration de ce théoréme s'appuie sur une description précise des strates
d'Hilbert-Samuel de Hilb" ¢{x,y}. Rappelons certaines définitions (valables aussi

pour r > 3). On note 0: 1'anneau c{xl,....xr} et./4 son idéal maximal:

Définition R-3. On appelle ordre de f € q‘ l'entier V(f) = sup{v'€ m.fe//:'}

et ordre d'un idéal I de l!'tr l'entier V(I) = inf {V(f), £ € I} , ou encore

V(1) = sup {V'ERN, Ig.l:'}

On note in f le polynome homogéne de degré V(f), appelé partie initiale de £, tel
que :

f -inf Elrv(f)“ , et in I 1'idéal engendré par lesinf f € I, appelé idéal

o - o

initial de I. c;/inI est 1l'algébre graduée (par rapport a "dr) associée & 01:/1'

Définition R-4.

a) On appelle fonction d'Hilbert-Samuel de I la suite T(I) = (to,...,tj,...) '

.113 +I
définie par : t, = dim A —————o
SRR T e e

b) Si I est de longueur finie n (t).-o pour 3 > net I tj = n), on appelle

' - - n
strate d'Hilbert-Samuel de I le sous-espace Zpq) Qe (Hilb wr)red’ paramétrant

les idéaux J de 0r tels que T(J) = T(I).

Rappelons au passage que I et in I ont la méme fonction d'Hilbert-Samuel.
Remarquons que l'ordre v(I) d'un idéal I tel que zI € Z‘T ne dépend gque de sa
fonction d'Hilbert Samuel T = T(I). On le note V(T) :

r+j-1

J < viT) & t:j il = 3 {monomes de 0: de degré j}

Lorsque r=2, on a donc "j = j+1 pour j < V et on peut montrer que z,r est non vide
si et seulement si T satisfait aux conditions suivantes :
. t.,=n
J
. Il existe v = y(T) tel que
tj = j+1 pour j £ v-1

tj > tj+1 pour j 2 v-1
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De plus on a les résultats suivants, démontrés indépendemment par J. Briangon et

A. Iarrobino :

Théoréme R-5.( [_pz] théoréme III.3.1, &2—"' Th.2.12). Lorsque r=2, chaque strate

d'Hilbert-Samuel z,r est lisse et connexe de dimension :

dim z = n-v - P s [B-1)2
§ 2 v-1

oa &8(j) = tj-tj+l.

En particulier dim Z_ < n-V et l'égalité dim 2, = n-V n'a lieu que si, pour tout d,

T T

§(d) < 1. Cette condition équivaut au fait que ZT contient des intersections com-

plétes qui forment alors un ouvert densede 2, (cf. Partie 1, remarque II.3.).

T
Rappels sur Hilt"e" et Hilt"O. pour r>3
Dans [I!] . A. Iarrobino montre que @

dim (8i1b" @) 2 a(r) n2-2/t
ol a(r) > O ne dépend que de r, et Briangon et Iarrobino ont montré qu'on a aussi
(EB‘T]) :

dim BL1L" €F < b(r) a2/
Le résultat de Iarrobino implique que pour tout r > 3 fixé et n assez grand:

dim Hilb" € > nr = dim W
cr

aim Hilb" O, > (n-1) (r-1) = dim L
Il en résulte que Hilb" 0: contient des points z, qui ne sont pas lissifiables
(resp. alignables) et d'autre part que Hilb"c" et milb" (9r sont réductibles,
puisque w r et L respectivement en sont des composantes irréductibles. Ce résul-
tat entratne d'autre part l'existence d'algébres artinienne de dimension > 2
"presque rigides”, c'est & dire n'admettant comme déformations que des algébres
artiniennes, de méme type.
Dans [I.E] , Iarrobino et Emsalem donnent explicitement une famille de telles
algébres (avec n=8, r=4). La dimension de cette famille est égale &
dim L = (n-1) (r-1). Dans le cas d'un point de W grona la minoration suivante,

C
pour la dimension de Hilp" 0:: :
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Proposition R-6. (T.- Gaffney) Dés que z; est lissifiable on a :

dim (Bilb" Q.2 2 (n=1) (r-1)

Dans le cas général le probléme d'une minoration de la dimension locale de

Hilb" 0: reste ouvert.

Considérons le cas particulier des intersections complétes, qui sont évidemment
lissifiables : Dans [I‘], Iarrobino considére les intersections complétes
(fl,...,fr)générales de type (vl,...,vr), c'est A dire telles que v(fi) = vi
et de colongueur minimale vmin = vl...vr. Il calcule la dimension de 1l'ensemble

le""’vr) paramétrant ces idéaux et obtient :

Proposition R-7. Pour "presque tout" (vl,.';.,v:), tel que \)1 22, r >3 (de fagon

précise différent de (2,a,b), (3,3,3), (2,2,2,2) on a :

dim H(\’l""'\’r) 2 (n-1) (r-1) = dim L.
Cette inégalité entraine que dans presque tous les H(\Ji,...,vr) les points
paramétrant des idéaux alignables ne sont pas denses. Dans la partie 1 (§ V),
nous étendons ce résultat & "presque toutes" les intersections complétes.
En résumé on a la situation suivante pour r > 3 et n assez grand :

O n n

LGgU &Hcrﬂ Hilb 0: g Hilb 0!
ce qui contraste avec le cas r=2 ol on a :

T = milb" e{x,y}.
Partie 0: Danscette partie,denature préliminaire,et qui reprend de fagon plus systé-

matique la partie 1 de [B.G.S.], nous commengons par donner les propriétés universelles

caractérisant HilB'X puis le germe de HilB'X enun point z. Si le support zred dez est

. . ng

{x1,...,xk} ce germe est isomorphe au produit 11-!1 (Hilb X,zi). ol "i'dmc (DZ'x1 et

z, est le point de X de support {x.} tel que @ =0 . On peut donc se con-
i i ZyoXy 20Xy

tenter d'étudier le germe de HilD'X au voisinage d'unpoint z; de HilD" 0: x*
’

Dans le cas ou (X,x) -(cr,O), la propriété universelle caractérisant
(l-u.lbn Cz.zl) permet de présenter ce germe comme le platificateur local

(El, L, T] ) d'un germe de morphisme naturellement associé & un systéme de généra-
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teurs de I et une base sur € de ¢3{x1,....xr}/I (Proposition 0.4).

n

Moyennart une inclusion naturelle Bilb'Y < Hilb X pour tout sous-espace
Y de X (Proposition 0.1), on en déduit une présentation analogue comme platificateur .
local de (Hilbn‘l,zi) y 00 YQC ¢" est un sous-espace analytique contenant O et

I= I/I est un idéal de colongueur n de 0¥ o Gr&ce & un calcul explicitedu pla-~
Y,0 ’

tificateur d'un germe de morphisme fini donné dans [6512] , on a ainsi la possibi-
1ité d'exprimer les équations locales d'un schéma de Hilbert au voisinage de tout
point et particuliérement les équations du germe de Bilbn¥ en zI, comme sous-germe
de (Bilb" c ' zI) , 810 €YC O (proposition 0.6). Cette présentation est utilisée

dans la partie 1 avec I, o"lrn' o
, s

n

Partie 1: L'objet de cette partie est 1'étude du schéma de Hilbert Hilb 0{
o, = c{xl,.. . ,xr}) . Dans un premier temps nous déterminons la partie

lisse de Bilb" c{x,y} , et si r > 3 de l'cuvert des intersections complites

de B1LD" O, :

Proposition I.2. Si r=2, L est la partie lisse de Bilbn c{x,y} , et 8ir> 3,

n
L est la partie lisse de l'ouvert des intersections complétes de Hilb 0:

(Rappelons que L paramétre les idéaux isomorphes & (x';,le...,xr))-

Pour démontrer ce résultat on utilise la caractérisation suivante des points
singuliers de Hilp" 0: :

. n
dim -er (Hilb" @) > dim (Hilb" UREMP

ol Tz désigne 1l'espace tangent de Zariski en zI. On vérifie aisément que
I
si zI €L :

dim T_ (Hilb" @) = dim L = (n-1) (r-1).
ZI r
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Comme Hilb" CL n'est pas en général réduit, la détermination du lieu singulier
de (Hilbn c})red nécessite d'autres méthodes (cf. Remarque 1.6). Dans les trois
paragraphes suivants (II, III et IV) on résoud ce probléme pour r=2.

Oon note zv 1'ensemble des zy € Hilbn d; tels que I soit d'ordre v et

E Z ., 1'ensemble des idéaux d'ordre au moins V . On voit facilement

v =v'z v TV
. n
que Ev est un sous espace analytique fermé de Hilb d& (en utilisant par exemple

la proposition 0.4). Chaque Zv est une réunion de strates d'Hilbert-Samuel :

z = U =z , E, = U =z, -
Voum=v T Vovmzv T

La démonstration du théoréme R.2 consiste & montrer que pour r=2,

de 2,. L'irréductibilité de E

...n
Hilb € {x,y} rea = E 1 1 1

, est égal & 1'adhérence z

résulte alors du fait que, comme r=2, Z1 coincide avec L = 2(1 1.0 ) donc
est lisse connexe de dimension n-1 (théoréme R5).

Dans le paragraphe II nous généralisons cette "relation d'incidence" !-:1 = 51 ce qui

répond positivement & une conjecture de J. Briangon ([Bz], vV.1.3) :

Théoréme II-1. L'espace E, est pour r=2, et tout v en* égal a 1'adhérence Z,,
de Z .
=%
Ceci donne en particulier pourv = 2 :
= n
z, = E, = Hilb olx.yl 4 -1

Dans le paragraphe suivant nous démontrons alors :

Théoréme III-1. Le lieu singulier de Hilbnc{x,y} red est égal & 1'ensemble

Z2=E2 paramétrant les idéaux de t{x,y) d'ordre au moins 2.

Lorsque I(fx'f2) est une intersection compléte, on peut interpréter n comme étant
le nombre de Milnor de (fl’f2)' (z,zI) étant alors une déformation verselle et
(z’,zI) la strate & y=n constant. On obtient ainsi tous l;s cas de non-lissité
de cette strate pour les points intersection compléte de €, en contraste avec le

cas des courbes planes ol la strate a& U constant est lisse.
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Pour démontrer ce dernier théoréme on se raméne, par déformation, a I :Avg,
ou A une intersection compléte d'ordre deux d'un type particulier.

La strate d'Hilbert Samuel zT(I) est alors de dimension n-2 et on peut montrer

qu'une section transverse de Hilb" €{x,y} au voisinage de z, est un germe de

courbe singuliére. (Preuve de la proposition III.3).

La démonstration du théoréme II.1 utilise principalement un théoréme de
A. Grothendieck (voir théoréme I1I1.4) sur l'ordrg_ye connexité d'un germe de
sous-espace analytique défini par p équations dans un germe irréductible. On
trouve dans [?f] ’ [;] des applications analogues de ce théoréme. La présen-
tation des schémas de Biibett comme platif}cnteurs locaux dj germes de morphié-
me finis (proposition 0.4), joue un r8le essentiel dans l'utilisation qui en‘est
faite ici.

Dans le paragraphe IV nous donnons quelques calculs explicites de défor-

mations du type Z, © 22 dont le paragraphe II démontre l'existence. Ceci fournit

3

en particulier une méthode pour déformer dans 22 un idéal d'ordre trois et de
colongueur < 13. Remarquons, pour terminer, gue la démonstration donnée dans les
paragraphes II et III permet d'expliciter les composantes irréductibles du lieu
singulier Z

de Hilbnt{x,y}re (cf. Partie 2 proposition VII.2).

2 d
Dans le dernier paragraphe nous donnons quelques résultats sur Hilbnd; dans
le cas r > 3 (obtenus par la méme méthode que le théoréme II.2) concernant seu-

lement les intersections complétes. Le résultat principal est le suivant :

Proposition V.1. Soit I un idéal de définition intersection compléte,d'ordre V'.

Pour tout entier V tel que 1 < V < V' on a :

dim (Hilp" 0..2)) 2 dim(E,,z;) 2 (n-1) (r=1) + £(v,1) avec

- V+r-1
f(v,r) =v -1I r + r-1.
Ce résultat implique que si I est une intersection compléte d'ordre vV > 2, on a

. n .
dim(Hilb d;'zl) > dim L dés que (v,r) n'est pas dans la liste suivante :

(v,r) = (2,3) (3,3) ou (2,4)

10
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Ainsi pour "presque toute" valeur de vV > 2 et r > 3, les idéaux non alignables sont

denses dans Ev (cf. la proposition R7).

Remarquons pour terminer que tout point de H(2,2,2) contient un voisinage
paramétrant des idéaux alignables et que les valeurs exceptionnelles dev et r que

nous donnons ne peuvent &tre toutes écartées.

Signalons qu'il reste de nombreux problémes & résoudre sur Hilb" 0:’ parmi
lesquels on peut citer (voir aussi [12] )
Pour r=2, étude des relations d'incidence entre les ZT, probléme abordé dans
la partie 2.
Pour r 2 3. Détermination:des lieux singuliers de Hilbncr, de Eilbn 0{, de leurs
réduits associés et des strates d'Hilbert Samuel (Quand sont elles lisses ?).

. Détermination ou du moins encadrement de la dimension des strates z_r '
de leurs composantes connexes, de leurs composantes irréductibles.

. Détermination des T telles que z,r;! @, que z,r contienne des intersections

complétes.

Partie 2: Le schéma de Hilbert l-.li:l.l'.»nc:{x,y)r oq admet une decomposition finie en
variétés lisses, les strates d'Hilbert Samuel z,r (cf. théoréme RS).

Pour n < 5 on obtient ainsi une stratification, mais pour n > 6 la condition

de frontiére n'est plus satisfaite comme le prouvent les contre-exemples suivants
(voir aussi L_Bz] remarque III.3.6):

Soit I = (yz,xuy,xe) avec 0 > 2, B> a+2, n=a+B . On a:

T(I) = (1,2,...,2 , 1,...,1, 0, ...)
o R-a-1

La déformation It = (yz,xo'y,x8+txay) est plate ce qui montre que zI € ET., avec

T'-T(It) = (1, 2,002 Leo.ogl, O,..l)

a-1 (B-a+1)
Ceci prouve que ZTH'TT, ¢¢ , alors que, T et T' étant des fonctions d'Hilbert-

Samuel d'intersections complétes (cf. la remarque suivant le théoréme R.5), on a :

11
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dim ZT = dim ZT, = n-2

Dans [12] , larrobino considére une relation d'ordre sur les fonctions d'Hilbert-

Samuel & n fixé :

) )
<T t +...4 < +... j
T<T' si ‘o tj _to + tj pour tout j

ol T = (to,...,cj,...) ;T = (té,...,ti,...)
cette relation d'ordre a les propriétés suivantes (cf. [Iz] lemme 4.12, théoréme

4.13)

et U V4 sont des sous variétés fermées de

. Les réunions U ZT' - o

™37 >
Hilb e {x,y}.

-SizynZ #@onaT 27T
— o

On ne connait pas en général la dimension de z'l" al ZT ni des conditions suffisantes

pour que zT, s ET ¥ ¢ , ni une réponse compléte au :

Probléme ; Déterminer les (T,T') tels que z,C Z,r.. Dans la partie 2 sont abordés

quelques aspects de cette question :
1) Dans un premier temps nous donnons trois conditions numériques nécessaires &

1]
1'inclusion zT (= z,r.

(1) dim z,< dim Zp

(2)r > T (cf. les remarques ci dessus)

(3) r(T) 2 r(T') o) r(T) est le nombre minimum de générateurs d'un élément
de z,r,,invariant numérique qu'on peut calculer en fonction des tj (cf I_-52] ou [Iz]
et la partie 2,§VI).

Ces conditions ne sont pas suffisantes comme le montrent deux contre-exemples donnés
dans le §VI :
. Un contre-exemple simple (VI.3) pour n=7 (valeur minimum) -
. Un deuxiéme contre.exemple (VI.4) pour n-v2 et tout v 2 3, plus intéressant
par le fait qu'il concerne des strates d'intersections complétes.
Ces deux contre exemples font apparaitre une obstruction au niveau de l'espace
vectoriel in I des formes initiales d'ordre v=v(I), d'éléments de I : L'exemple du

début de cette introduction détaille le cas VvV = 3, n=9,

12
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- /
2) La relation 2, C 2,4 démontrée dans le partie 1 (§ II) peut &tre considérée
comme un rdsultat plus grossier que des relations d'incidence entre strates puisque

z\) est une réunion de certains ZT.
Dans ce paragraphe sont données quelques propriétés simples des Z\) en particu-

lier de 22, lieu singulier de Hilbn C(x,y)ted H 22 est de dimension pure n-2, ses

composantes irréductibles étant les ZT correspondant aux intersections complétes

(leur nombre est la partie entiére de 35—2-) dés que n > 4. Par contre, si v > 3,
Z\) n'est pas en général de dimension pure, mais Z et Z sont connexes.
\Y v

Soit T une fonction d'Hilbert Samuel d'ordre V . On sait déja que ZTC- 2.\)_1,

d'aprés la partiel (IL1)mais on peut, en raffinant la méthode de démonstration
»

- 3

de ce théoréme associer & T des strates 2

o d'ord'r-e'w V-1,telles que

r1eoerd
- _ 1 Ts
z.C2. U...UZ, . Il convient de remarquer que Z U...UZ est en général dis-
T '1‘1 Ts Tl Ts

tinct de z\)—i' Dans certains cas on trouve méme s=1, donc un exemple de réponse

positive:2_ CZ_

au probléme posé plus haut.
T Tl'

A titre d'exemple, il en est ainsi si z,r est la strate des idéaux intersections

complétes généraux de type (V,V), de colongueur \)2

T= (1,2,...,V,v-1,...2,1,0...)

T1 = (1,2,...,V=1,v-1,v=-1,v=2,...,2,1,1,0,...)

3) Le schéma de Hilbert Hilbn d!{x,y}/J (réduit) ou J est un idéal de définition
de €{x,y} contenant #" paramétre les idéaux de colongueur n de €{x,y} tels que

I DJ. Il est connexe d'aprés [!-‘J , prop. 2.2.

Considérons le cas J-.Ilp (p"e voisinage infinitésimal de O dans cz).x.a condi-
tion I = J a alors la particularité de ne dépendre que de T(I) et le schéma de Hil-
bert correspondant (noté par la suite Hilb;) est donc une réunion de strates ZT.

contenue dans 72 = lull:»:_1 dés que p < n.

En fait l-lilbn contient une strate minimum 2 et on a nnb" = U ¥4
P To P o 2T

Cette remarque raméne le probléme de déterminer les valeurs de (n,p)

e
o

telles que Hilb; soit irréductible & un cas particulier du probléme posé au début de

la partie 2 :

13
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Caractériser les (n,p) tels que quel que soit T > Tor ON_ait 2gq Cir
-_— o

Nous montrons ainsi que Bilb: est généralement réductible en utilisant les conditions
nécessaires du paragraphe VI: Il reste trois listes exceptionnelles et cing

cas "isolés" de valeursde (n,p) pour lesquelles ces conditions nécessaires sont

remplies par tous les T > To’ tels que z,r ¢ ¢

Pour démontrer l'irréductibilité de H:le;, on doit alors montrer par des
calculs explicites que pour chacune de ces strates on a z_r C 2’1‘ .
]
Ce travail a été réalisé partiellement jci pour deux listes exceptionnelles

(pour lesquelles le résultat est immédiat), les premiéres termes de la troisiéme

1
liste (n=2p-2 ou 2p-3, pour 6 < n < 9) et quatre cas isolés : Hilb“, Hilbsle
14 17
H11b6 et l@i:Llh6 .
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amis Joél Briancon, Frédéric Pham, André Galligo, et Jean-Paul Speder
pour leurs nambreux encouragements dans la préparation de ce travail

Je remercie particuliérement Joél Briancon & qui je dois le sujet de
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de NICE qui a accepté de la diriger.

Ma reconnaissance va également & André Galligo et Tony Iarrobino dont
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partie 1.

°

(1) pont le présent mémoire reprend les parties 0,2 et 3, la partie 1 ayant
été publiée dans[B.G.S.].



NOTATIONS
1) Ce travail utilise fréquemment le théoréme de division par un idéal de
0: = C{xl,...,xx}, obtenu & partir du théoréme de division de Weierstrass selon
la méthode de Hironaka([nl] ). A tout idéal I et toute direction L on peut
associer l'ensemble des exposants privilégiés EL(I) de I, l'escalier FL(I) qui est

le sous ensemble minimum (et fini) de Il! tel que

r
EL(I) =F (1) + W
(voir [B!] . [.Galz'] ' [Bz, ch. f_] consacré au cas r=2).
Rappelons que si AL(I) =N - EL(I) ¢ 11 existe une unique base de I appelée base

standard de I relativement & L et indexée par F, (I), {fa) telle que :

£ =x*+ E a x® , si a€r (.
a - B = L
B€AL(I) a a
) 4

(On note x = (x -/x ) et sia= (ul,...,cr)ear, _:_g“ désigne le mondme xll ceex )

100
_Rappelons enfin que tout élément de 0: est équivalent modulo I 2 un unique élement
de ar de la forme °*

B

g =

SGAL(I)

En particulier, si I est de colongueur finie n, {56} est une base sur €

BEAL(I)

de C’r/x et o AL(I) =n.

Signalons enfin qu'on dispose d'un théoréme de division avec paramétres (EGalJ )
utilisé dans la partie O (proposition 0.6), pour calculer explicitement un

platificateur local, et des notions d'escalier et de base standard génériques
([sa1,] ).

2) Si X est un espace analytique (non nécessairement réduit), et x € X on note
(X,x) son germe en x et :

.0 1l'anneau local de X en x
X,x

'«(,x 1'idéal maximal de Ox'x.

. Pour (X,x) = (¢7,0), 0r = t{xl,...,xr} est noté 0: et son idéal maximal
¢ ,0
‘lr ou simplement 4 (notamment si r=2).

15



3)

4)

Michel GRANGER

xx'ed désigne l'espace analytique réduit associé i X.

On note généralement si X est un espace analytique :

Hilb"X = 2

et si x € X.

Hilb" (Dx X" z;( (ou simplement Z' lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité sur x
’

en général x = 0 € Cr).

Soit I C 0x < un idéal de colongueur n :
’

L] . =
On note z, 1'élément de 2. ,C2  , de support (z;) .4 {0} , tel que

= L]
o GI/I. On dit que zp est le point de z;ed "paramétrant 1'idéal 1",

zI:O ]

et on dit parfois par abus de lméage que I est alors un élément de 2;_

(ou de zv ,ou de z,r).

On note v, la valuation naturelle de c{t}.

Si I= (fl""'fr) est une intersection compléte de 0!, ,on a:
n=dim OI/I- .? "t(fl(’”t») ~ ol les 7 sont les

paramétrages irréductibles des branches de la courbe fz- ceomf am©
(éventuellement comptées plusieurs fois).

ed



Partie 0

GENERALITES SUR LES SCHEMAS DE HILBERT PONCTUELS
Description en termes de platificateurs locaux

Soit X un espace analytique complexe. Pout tout entier n>0, on peut définir
un espace analytique Z=HilB'X, appelé schéma de Hilbert de X (cf.[D],9.1)
possédant les propriétés suivantes :

(1) - Les points de l'espace ré&duit spus-jacent & Z sont les sous-espaces z de X
de dimension zéro et de longueur n, c'est-a-dire que :
dimg O =p F dimp G p=n.
red

(2) - Il existe un sous-espace analytique Z de X% 2 tel que la projection
n: Z * 2z soit plate finie de fibre au-dessus de z égale & zx {z}.

(3) - Ces données sont caractérisées par la propriété universelle suivante :
Pour tout morphisme ¢: T d'espaces analytiques complexes, plat fini
4 fibres de longueur n tel que T soit un sous-espace de X% T et que ¢ soit
la restriction de la projection sur T, il existe un unique morphisme
A: T 2Z tel que T-E;T (si on identifie (Xx2) 3T qui contient

ZxT, A XxT).

Ceci revient & dire que le diagramme :

est commutatif, les carrés étant cartésiens.

Soit xEX et I un idéal de Ox x tel que dmc 0x x/I appelé colongueur de I
’ ’
. - -
soit égal & n. On associe & I 1l'élément z=z de 2, de support z  , {x}
tel que 0:'x- 0x’x/1.

Le germe d'espace analytique (Z,z) est caractérisé par la propriété suivante

analogue & (3):

17
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(3') Soit (T,t) un germe d'espace analytique conpiexe et (%,g) ol 't\:' -‘ (x,t) un
germe de sous espace analytique de XxT en 2’, tel que la projection
¢ (:l\",'t\:') — (T,t) soit une déformation plate de z x za{t} = 1), 11 existe
un unique germe de morphisme A : (T,t) — (2,2) tel que :
dH - @D Xm0 T x.

Soit Y un sous-espace analytique de X. On note z' = Bilb"y et 2'le sous-espace
de YxZ' (donc de XxZ2') fourni par la condition (2). On déduit de (3) 1l'existence
d'un morphisme naturel z'-—i-; Z tel que %" = % § 2'.

Montrons que 2' apparait ainsi comme un sous espace analytique de Z. D'abord

est associée 3 i, 1l'inclusion évidente z; ed

{x,¢...,x } associé auxfi;élux I' =1 C ae O ~ @ T n'est autre
1 *x 3 j/IY,zj ‘l,x:j ox,xj/ Y'xj

que l'élément z € zr

- o . ' 0
C zxed : L élén_ent 2' € zred de support

ed associé aux Ij'

Rappelons d'autre part que le germe (Z,z) (resp (2',z)) est naturellement iso-

: n n
morphe au produit des (Hilb jx,zx ) (resp. des (Hilb j‘l.zx.
b bl

Ainsi il suffit de démontrer la proposition suivante (z-zx. 1C Ox <’ idéal gde
’

)) od nj - ¢liﬂ|c %,xj/xj

colongueur n, x €Y) :

Proposition O.1. Le germe (2',z) est isomorphe au platificateur local du morphisme

n "
' : (2 N(YxZ),z) = (2,z) obtenu par restriction de ™ . Le morphisme naturel i

restreint au germe (2',z), s'identifie alors 3 l'inclusion de ce platificateur

dans (2,z).

Démonstration. Soient "i", ¢, T comme dans (3'). On suppose de plus que (3",’1\:’) est
contenu dans (Yx'l‘,%).b'nprts (3", (‘i‘.'&’) = (2 i’r,’i’) et l'image du morphisme
(:F,'t\:') — (2,'%’) est contenue dans (Ida)\) (\'x'r,'t\:') C (¥YxZ,z) donc dans le germe
de 2 N (YxZ) en }' (cf. le diagramme).

D'aprés la platitude dey et la définition du platificateur (P,z) de 7',
ceci implique 1l'existence d'un worphisme X : (T,t) — (P,2) tel que ) = 120 3’
ol 1: : (P,z) & (2,z) est 1l'inclusion. L'unicité de ’A\‘ résulte de celle de A

et on a le diagramme suivant ol les carrés sont cartésiens (Par souci de clarté
les points spéciaux des germes sont omis).

18
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VxT > ¥YXZ

LY a ~ n
Il en résulte que (T,t) = (zl; )Pf T,t), avec (%P',z) C (Y:P,;') ce qui montre
que (P,z) satisfait 3 la propriété universelle qui caractérise (2',z) et

L "
comme de plus (Zl;,z) = (zp,z) (considérer le diagramme pour T=P) le morphisme

naturel i : Z' —» Z s'identifie au voisinage de z & iz' ]
" = .”n .
Considérons en particulier ¥ = Specan Ox,x/ X.x on.lx'x est 1'idéal

maximal de 0x X L'espace réduit sous jacent & Hj.lbn Yx est 1l'ensemble des

idéaux de colongueur n de (Dx X’ d'aprés le lemme classique :
‘

Lemme 0.2. Tout idéal I de colongueur n dans(?( x contient,l;: e L4
_— . — .

On note Hilb" 0}( x le schéma de Hilbert Hilbn\'x qu’'on peut ainsi associer & toute

algébre analytique (O _.
X%

Remarque O.3. Pour tout idéal de définition J de 0)( x' considérons

YJ = Specan 0)( x/.:r L'espace réduit sous-jacent a !-li.].bnY'J est l'ensemble des
’

idéaux I de C”( X de colongueur n tels que I D J.

Si X est lisse en x, T est minimum parmi les idéaux J tels que

X, x

(aub"vd)red = mub"vx)!ed = {1 ideal ge €, . 13/{; o dim G /1 =n} .
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En effet soit f¢.l§,x. Dans un systéme de coordonnées convenables de X en x,
on peut supposer que f(O,...,O,xr) = x‘;, P <n, od r = dim(X,x). Ceci entraine

n n
que f ¢ I = (xl,....xx_l,xt) donc que zy ¢ (Hilb YJ):“1 dés que f € J.®

Dans ce qui suit on suppose X = cr et on note Z2' = Hilbn 0‘__ ou
Hilbnc{xl,...,xr} le schéma de Hilbert de Yo = Specan q_/.llrn dont le réduit
’

sous-jacent est 1l'ensemble des idéaux de colongueur n de C{xl" .e ,xr}.

Soit I un tel idéal. On considére un systéme de générateurs (fl"" .fp) et
une base du C-espace vectoriel (Dr /!., notée {61, e .En},les e, (x) i=1,...,n étant

des représentants dans 0: des éléments de cette base.

n
On note : F.x‘(_{,g) - fi(i)*j‘-jlf»‘ij ej(i) ol ii-_l,...,p
avec : 5-(xl,...,xr)€ 'y

a=(a,y, 1<i<p, 1<3<pn) €cP”

Proposition 0-4. Soit (Z,0) le germe (lisse) de sous espace analytique de (czxtpn,o)

défini par Fy =...=F =Oet T: (£0) — (5,0 = (¢®",0) la projection naturelle

Alors le germe de Hllbncr en z_ est isomorphe au platificateur local de 7,noté (P,0).

I

Cette proposition est utilisé dans la partie 1 avec {El,... ,En} base monomiale de
OI/I. D'autre part pour un calcul pratique des équations de (P,0) (voir plus loin)
il est utile de supposer que les ei sont les monomes ga ’ uEAL(I) et que

(fl,... ,fp) est la base standard associée a4 une direction L ([82], [Galz]) .

Soit € > O et Be la boule de cr de centre O de rayon € . Il existe des représentants
assez petits PE et ZE des germes (P,0), (Z2,z) et un isomorphisme PE —_— ZE
(d'aprés la proposition 0.4), tel que (a,b) € PE corresponde au sous espace de B

€
défini par les équations

Fl(’_‘.'i)"---' Fp(_x_,g)-o .
Cette précision sur la proposition 0.4 sera utilisée dans la démonstration du
théoréme II.1 de la partie 2.

Démonstration de la proposition 0-4.

N r 2
Il suffit de montrer que pour (T,t),¥,(T,t) C (€ xT,t) comme dans (3'), il
existe un unique germe de morphisme :
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A: (T,t) — (S,0), tel que

Y = @x1.0)
S

En effet par définition du platificateur, il existe un unique morphisme

M : (T,t) — (P,0) tel que A = iol , d'ol :

Y = @xexnd = @ x O

s P P
ol on note .'l"p = (2 xP,0) le germe obtenu a partir de (Z,0) par le changement

. S
de base (P,0) —(5,0). On a (%,,0) C €'xP

Ceci montre que (P,0), et 1la projection canonique ﬂp : (1‘9,0) — (P,0)
plate, & fibres finies de longueur n,satisfont & la propriété universelle (3°')

qui caractérise le germe de Hilbntr en zI.

Il reste & montrer 1'existence et l'unicité de A : Comme 0% ,t\:' est un module plat
'
de type fini sur 0’1‘ ¢+ 1l est libre et la base {61,...,€n} de Or/I permet d'en
'
~ "
définir une base {ei,...,Sn) . Précisément, le plongement F,0) > (€ xT, (0,1))
fournit une présentation de 0:)‘,%: : 0;}"% = oT,t {xl,...,x!}/?, et la projection
Y — (1,0 correspond & 1‘'inclusion 0’1‘ e O:ig Y naturellement obtenue a
’ ’

1'aide de cette présentation.
Considérons d'autre part la surjection canonique.

s
X: 06 {x} — O et lasection O — O {(x}de x telle que six;) = x;.
On note f 1'image de sf € s(0x) dans 0% ™

’

D'aprés une propriété bien connue de la platitude, (voir par exemple [Galzj

F F Fr=f eeT=@ F)
annexe) il existe F ,...,Fp tels que X(Fi) =f et1Is= ( 17 oFple

1

~ ~ e €0
Comme e reees€ est une base de 0%[% surq,'t, il existe d'uniques )‘i.j

1 T,t
tels que :
n
A -~
(1) fi = - A}Z )‘ij ej i=1,...,p
i=1 n

N A A
ou encore F, = £ (x) + jfl A‘j ej(x) E(Fl,...,!’p)
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Il est clair que X(A, .) = O, donc x(’E“'i) =f = X(;i)

i,3
. A n
On en déduit que les idéaux (Fl,...,Pp) et I, ont la méme image par X, et on

LY N
a (l-'l,...,l-‘p)c I , donc ces idéaux sont égaux (cf. [Galz-] annexe, lemme 3).

Notons A : (T,t) — (S,0) le germe de morphisme défini par les xij'

ona: Op = OT{E}A'I-\"I,...,E"F) = ar,t{*}/x’(rl,...,rp)

donc (T,8) = (T x 4,)
s

L'unicité de A résulte du fait que la relation Oy 7y = GT(X}/A’(F F)
’ 1' “ ooy p

implique immédiatement les égalités (1) ®

Considérons un germe d'espace analytique (Y,0) C (Cr,o) d'équations

gi(xl,...,xr) = 0, ol giG 01,1 = 1,...,k.

Soit I un idéal de 0: contenant g,,...,9, et I' = I/ (81""'51;)' 1'idéal
dant .
correspondant de GY,O

on note ' C xS le sous espace de & d'équations Fl-...Fp- gy=...= g, = 0.

Proposition O-5. Le germe de Hilb"yY en z_, est isomorphe au platificateur local

I
(P',0) de la projection ' : a',0) — (5,0) = (cp",O)

Démonstration : Le germe (&,’é‘) s'identifie a (.fp,o) = (Z X P,O). Notons :
S

LAY SERY & %

On a le diagramme suivant ol les carrés sont cartésiens
r,
> C€'XS

s

« > Yxs

vl
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Le platificateur de (@",0) — (5,0) est isomorphe & celui de (Q';'),o) - (P,0).

r

N
Comme :I;, -IP X (YxP) le germe (!!',,0) s'identifie & (2 N (vnp),}') et
C Xp

la proposition en résulte d'aprés la proposition 0.1. ®

Remarquons que 1'inclusion (P',0)&— (P,0) s'identifie ainsi a l'inclusion iz

de la proposition 0.1.

On suppose maintenant que (fl""'fp) est une base standard de I pour une direction L

aeAL(I)

du platificateur (P,0) peuvent alors étre calculées de la fagon suivante d'aprés

de 0:'// .Les équations

et que {El""';n} est la base monomiale (_)'50'} T

[Galzj , proposition 1.4.7. : o

On considére un systéme de générateurs

T, = (ul,l""'ul,p) L= x1’,...,5
du module des relations entre les fi (z up fi = 0) et les éléments
i=1 !
suivants de (')S()_() :
m =
% l.l’z”1 F1+...¢ uﬂ”p l-‘p
On construit alors les restes de la division des " par la famille (Fl" .o ,Fp)

(voir [(_;ai:lz théoréme 1.2.7) qu'on note :

a

h (a) x

aE(n *°

N.B.:Ce reste n'est pas nul si 05{5}/(1, n'est pas un Qs-module plat .

greee .Fp)
Les équations de (P,0) sont alors (dans S)

hl'a(5)=o, L=1,...,s, aEAL(I)

Les équations de (P',0) s'obtiennent de la méme facon en considérant les relations

entre f ,...,fp, Gyre-e o9y et en divisant par la famille (Fl....,F‘

1 ,gll....gk)

P

Dans la proposition suivante on détermine les égquations de (P',0) dans (P,0)

. AN P o
donc a isomorphisme prés du germe de HilbnY dans celui de Hilb € en 2,
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Proposition 0O-6. Soient (Fl""'Fp) comme dans (0.4), avec (fl""'fp) base stan-

dard de I pour une direction L. Alors (P',0) est le germe de sous espace de (P,0)

défini ': . a
fini par 1'idéal (hi,a)l <i<k, o€ AL(I) ou GEQ(I) hi,tx (a) x est le

reste de la division de 9, par la famille (Fl""'Fp)'

Démonstration : Le module des relations entre (fl,... £, CPRREE ,gk) est engendré

P

par les relations rl,...,r entre fl,. ..,fp et des relations du type :

s

g, = v, £, +...+

i i1 71 i=l,....k

v, £
i,p P’
Le platificateur (P',0) s'obtient donc en divisant les Mg L=1,...,8 ,

' = -
et les mi 95 ( I-‘p) (gar (Fl""'F

P

’ gl,...,gk). .
Comme 95 € (fl""'fp) = I pour i=l,...,k cela revient au méme que de diviser

Vi Pt Ve

par la famille (Fl""

les équations de (P,0) dans (S,0) et les équations de (P',0) dans (P,0) sont données

,l-‘p). Ainsi les restes des divisions des m, fournissent

0

par les h P,0

ol h :_(0' est le reste de la division dem par
ia i
a € AL(I)

(Fl,...,r-’p) . Il est immédiat de constater que ce reste est le méme gque celui

i,a’

de la division de g; par la famille (Fl,...,l-‘p). ™

Exemples O-7.

1) Si 1 est une intersection compléte, on peut supposer p=r et le morphisme 7 de la
proposition 0.4 est plat. On a donc (P,0) = (Cnt,O) et Hilb'¢® est lisse en z

de dimension nr. ,

2) Les considérations des propositions 0.5 et 0.6 s'appliquent en particulier au
germe (Hilb" 0,-2z). 11 suffit de prendre pour {gl,. .. ,gk} 1'ensemble des mondmes
{xu}lal' a qui engendrent .l:

+...+0_=n
1 r
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Partie 1
SINGULARITES DES SCHEMAS DE HILBERT PONCTUELS Hi lbnl {x1 oo -xr}

I - CALCUL DE DIMENSIONS D'ESPACES TANGENTS

Proposition I-1 (voir [D] 9.1 Remarque 3)

L'espace tangent de Zariski de 2 = Hilb" X en un point 2z =z, de_support x ,
. = I) =
% est : TZ(Z) Homox x(I,C)x'x/)

’

x€X , ou I est un idéal de colongueur n de 0X
Soient z =Hilb" €, z' =Hilb" @r et I un idéal de colongueur n de O)r. Les espaces
tangents de Zariski de Z et 2' sont donc respectivement -

Tz(Z) =nomor(1,t9:/1)

J= = n =
Tz(Z )-Homor/4n (I.Or/I) {GPETZ(Z), ¢ () =0}

Soit LC2Zz, , l'ensemble des idéaux de dimension de plongement un, c'est-a-dire

1
isomorphes a (xl,...,x ,x:) (L=2, sir=2).

r-1 1

Dans ce paragraphe on se propose de démontrer le résultat suivant :

Proposition I-2. Si r=2, L est la partie lisse de Hilb" c{x,y} et si r23,

L est la partiz lisse de l'ouvert des intersections complétes de Hilb" (r(xl,...,xr}

La démonstration de cette proposition consiste & montrer que dim(Tz(Z'))>dim(Z' ,2) ,
inégalité équivalente au fait que Z' est singulier en 2z, ou z=zI paramétre un
idéal I de dimension de plongement d(I) # 2, et intersection compléte lorsque

d(1) = 3.

Lemme I-3. On a la relation (x?) +12 =.l:+12 dans chacun des cas suivants :

>3 et v >2), ou (r=2, v>3), pour un systéme générique de coordonnées.

Démonstration. Considérons l'escalier générique de I pour la direction canonique
(cf [Gall }th.2,§3) noté F(I).
On note E(I) =F(I) +Nr l'ensemble des exposants privilégiés exp f ou f€1I,

E() CN =N x N ! et : A =n - E(D
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Considérons le sous-ensemble de N° !

{uu , u€A' (1)} définis par :

noté A’ (I) et la famille d'entiers

{o}x A' (1) = A(D) N{o} xN""}

 Am={BweENx N, ued (D , 0<B <ay)
ona n= # A(I) = E L
u €A (1)
On remarque que # A'(I)# 3, sous chacune des hypothéses du lemme I-3, d'od

(1) n>e + @ quelque soit u € A'(I) - {o} .

Considérons 1l'ensemble E(Iz) des exposants privilégiés des éléments de 12. Il
est clair que :
E(1) D B(D) +E(D) (& [B;] chapitre T)
done Aa®) cam+@MUF@D)
' (1% € AN +@" (1) U F* (D)
Tout élément de A(Iz) est du type
B,u+v) , o0 vEA'(I), u€EA'(I)V F'(I)

Soient £, gEI tels que exp f-(a“,u) , exp gs(av,v) ;@ =0 si u€F' (1)
On a exp fg-(au+ uv , u+v) € E(Iz),d'ou :

2
~
(2) B {a +a si (B,u+v) € A1)

Il résulte de la description de l'escalier générique ([Gal 1] th.2, §3) que

si u,v€ A'(1) , u-v € Nr"i,ona:

3 a Sa - |u-v] o
(od |ul= uy+...4u  siu=(uy,...u)EN ).
Supposons que dans (2) , v¥ o, on a :
B+ |u| +|v| <au+|u[+ cv+|v| d'aprés (2)
’ <a, + a, +1 d'aprés (3)

i

ou €, = (Gy..vs1,...,0) représente le mondme x, et i est choisi tel que v, ¥o

i
(v-(vl,...,vr)).
Ainsi dés que u+v ¥ oon a:

B+ |u] +|v| <a+a, +1<n d'aprés (1)
i

et les seuls mondmes Ep tels que pGA(Iz) ' ]pl 2 n sont donc de la forme

x;"'i , 120, ce qui démontre le lemme I-3. Remarquons que l'ensemble de ces
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monomes peut &tre vide, si M C 12 . .

Proposition I-4.
1) Pour tout idéal I de 0!, d'ordre v 22 tel que r 2 3 , la codimension de

Tz(Z') dans 'rz(z) satisfait a :
codim T_(z') € (a-s)’ = sup(a-s,0) od

1] 2 1]
s=sup(s',.,l:C.l:I+I }, e= inf(a',l: c 1}

2) Si de plus I est une intersection compléte, on a 1'égalité :

dim T_(2') =n r- (a- s)’.

Démonstration.
1) Dp'aprés le lemme I-3 un idéal de dimensfion de plongement  d(I) 2 3 satisfait
a: (x’l‘) + Izz.l: +1% .
ponc pour ¢ € 'rz(z) , ona:
y € 'rz(Z') "!P(xl;) =0 .

Reprenons les notations de la démonstration du lemme I-3. On remarque que a= a et
que pour (f,u)€ A(I) tel que u # o (u:l ¥ 0), ona:
B+|ul < @ + Jul< a‘1+|“|-lu-€1[ = aei-f 1.
ponc : ﬁ*lu[<a€ <n-e,=n-a d'aprées (1).
i
On en déduit par le méme argument que dans la démonstration du lemme I-3 que les

mondmes de degré @ n-a correspondant aux points de A(I) sont du type xf ,

n-a

V4

+ 1= (x?‘“) + 1

Or s n-a, d'aprés 1'inclusion .l: ._ltn-c‘l: C.,lrn.c I donc on a aussi
s s

(xl)+1=.lr +1 ou s= +

* Si s=+%, on a par définition de s :.lrn c1? ,

donc codim 'rz(z') =0 car pour tout ¥ € 'rz(z) on a alors up(..lrn) C¢(12) =0

+ Sisest fini, ona s<a, car s 2 a implique :

.ll;‘CJ(:xnz-Iz , d'od s=+

Tout élément de .l(rs Gr/I a alors un représentant de la forme :
a-s-1

2o

i=o
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En particulier comme xTE .l: I+ IZ, donc qp(x'l') € .l: . 0!/1 -

existe a-s formes linéaires ui(w) sur 'rz(Z) telles que :

a-s-1
- i - y a, ) 5t
i=o

. 'rz(z') est défini dans 'rz(z) par les (a-s) équations ai('ﬁ) =0 .

Ceci démontre la premiére partie de la proposition I-4.

2) soitI= (000008 4 VIEY 2 2, une intersection compléte d'ordre ¥V & 2
telle que s <a. On peut définir a-s éléments vie'rz(z) , i=0,...,a-s-1 ,
de la fagon suivante :

g =7 . e
"1“1’ = X

wi(fj) =0 pour j=2,...,r .

D'autre part il existe Upoeeepu € Jl: tels que

n 2
x4 =u, f1+...+urfr (mod 17).

Aprés division des u':l par I on est ramené &
-]
u \q(xl)xl ,q=1,...,xr , XqE [ [xll.

De plus on peut supposer (aprés réindexation éventuelle des f£fj) que Xl(o) ¥ o.

En effet si on avait pour tout q , A (o) =o , on aurait x? € ":4-114’12 donc

.l{: Cc .Il: + 12- (x‘;)-'- 12 C.l:+1+ 12 , contrairement 4 la définition de s.
On a 'n,_ o T es+i
'pi(xi) u, wi(fl)' )‘1 X donc :
-aj(wi)to si 0 €3 <i<a-s-1
-ai(vi)-\x(o)y‘o, sio<i<oas-1

ceci prouve que (dés que s <a) les a, définis dans la premiére partie de la

i
démonstration sont linéairement indépendants. Ceci termine la preuve de la

proposition I-4. L]

Preuve de la proposition I-2 dans le cas r & 3 .

Soit I une intersection compléte d'ordre V 2 2 et ¥ : (% ,0) —» (5,0) le

morphisme de la proposition 0.4. Le germe de Z en z=2z, s'identifie & (S,0)

(exemple 0.7.1), et on note (a) = (ay )ygygy les coordonnées sur S qu‘'on
1<j<n

28



GEOMETRIE DES SCHEMAS DE HILBERT PONCTUELS

identifie a Tz(Z) .

L'idéal définissant le germe (Z ) ,,z) dans (S,0) contient des €léments A (@,

o Kk Sa-s-1 (si @ > s) dont les parties linéaires sont les formes linéaires
ay (p) considérées daps la démonstration de la proposition I-4. D'autre part il

contient les a;y i=1,...,r car le fait que l'idéal engendré par les Fi(x,a)
s a

a pour support {o} implique a, .= o , si on suppose que el(i) =1.

i1
Le systéme (Ak , k=0,...,a~-s-1 , ai 1 i=1,...,r) est de rang r si s=+% et
+ aAk
i i a-s) + r-1.
sinon de rang au moins (a-s) r-1. En effet lamatrice -5?1—;(0)
’

o«k,8-1 Ta-s-1

2-1 -
(ol on suppose que € (x) =x, )est triangulaire & déterminant )\l(o)a s

1
dans le cas s <a (cf. Démonstration de 1-4.2)).

On a donc dim (2',2)< dim Tz(Z') - (r-1)
< dim T,(2")

Ceci prouve que Z' est singulier en z.

Il reste & étudier le cas d'une intersection compléte de dimension de plongement
a(r) , 2<d(r) <r .

esi 3<a(1) <r, le rai précédent s'applique sans

changement, le lemme I-3 restant valable.

* Si d(I) =2 on peut méme montrer que (z',zI) est singulier sans
supposer que I est intersection compléte.
Montrons comment ce résultat se déduit du méme résultat pour r =2
qui fait l'objet de la proposition I-5 qui suit :

Soit I-(fl,...,fp ., X ...,xr) ou £, 6€ ¢{x1,x2}, et r 2 3, un idéal de colon-

3’ i
gueur n. Appliquons la proposition I-5 & I'C c(x‘ , "2)’ I'= (fx""'fp)’

' ' n = -
dimg ngz”zn (1',0,/1') > aim Hilb" €l{x  , x,} =n-1 .
D'autre part on trouve facilement

dim T (2') = (n-1) (r-2) +dim, "“02/.12" (r',c)z/x')

d'od dim T (2') > (n-1) (x-1).
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Soit, dans les notations de la proposition 0.4, p:S - S', la projection sur
1'espace des paramitres de déformation des f =x,, i=3,...,r:

i
n
xi(x,g_) = x1+11'1 + 32-2 a“ °j("1'x2)

st = c1’:(::-2)

p(Z') est 1'ensemble d'équations a  =..=a =0, chaque fibre de 2'~ p(2')
’ ’

étant isomorphe au germe de Hilb" CI:{x1 ' xz) en z

.

II

Il en résulte dim(z',z) = (n-1) (r-2) +dim Bilb" ix, ,x,}
= (n-1) (r-1) < dim 'rz(z')

donc Z' est sinqulier en z. L

o= b e

Pour terminer la démonstration de la proposition I-2, il reste donc a& examiner

le cas r=2.

Proposition I-5. Le lieu singulier de Hilb" ¢{x,y} est 1'ensemble E, des
idéaux I d'ordre »(I) 2 2 .

Démonstration. Si »(I)# 3, le lemme I-3 et donc le raisonnement de la
démonstration de I-4 1) s'appliquent :
dim T_(2') 2 aim T (2) - @-5)* = 2n- (a-s)"
> n-1 = dim(2',2).

Donc 2' est singulier en z. Il reste donc 4 traiter le cas V(I) = 2

(FI1G.1)

F(I)

a, a; 2,y n 20,

L'escalier générique F(I) ayant la forme indiquée (Fig.l), soient ar'l,...,«x'4

tels que celui de I° soit F(I%) =((0,4), @],3), (@},2), (@} ,1), (@,,0)). on a
comme dans la démonstrationde I-3 ,E(Iz) D B(I) +E(T) ,
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, - - i . . -
c'est-a-dire : al <¢1=n e,

) < inf (2, a))

' < =
e;<a +a,=n

' <
a, <=

® ler cas :

Supposons :Lnf(2¢!l , az) <n-2= a, + c2-2

Cette inégalité équivaut & :

a1<a2-2 , ou o<a1-2

1 2

i

et exclut donc seulement lecas a =1, a =2 (I= .l{2 ol N est 1'idéal

maximal de €{x,y}). i
On a donc sous cette hypothése

> ' -

a, 23 et a, < n-2

ai <n-a2 < n-3

donc 12+ ﬂn/IZ est engendré par les classes modulo 12 de x" et xn-ly.

Notons d'autre part que \p(xa’) € M . ceci résulte du fait que si I est une
intersection compléte x ‘€.# (£, . £)) et sinon ¢(I) C MH /1 , pour tout

¢ € TZ(Z) » d'aprés [B.G.S.] proposition II.1.

On a donc : ay-a;-1
n Jn-Qz ay oy +1i
P(x) = x Pilx “)= Z ai(qp) x
i=1
az=0=1
ey = g G o™ - b, @it

1=1

od x et 3.( sont les classes de x et y modulo I .

Dans ces égalités on utilise le théoréme de division pour écrire la classe

(modulo I) d'un élément de .lalﬂ comme un polynéme en x.

On a évidemment :'up(xn-ly) = y ¢(x™) , donc :

a; -a; -2
PN s = xea™ly = 2 I
i=1

n-1 otz =1
- Y(x y) = ba,-a.-l"’) x
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2 2

Ainsi on a puisque 47+ 1%= (x", xn-ly) +1

P(MM =0 * pixM) = pix" 1y =0

* a@=.ma @b @) =0

Finalement ’rz(Z') est défini dans '1‘z (Z) par a;-a; équations, donc
dim T_(2') >2n-a;+ a; =n+2a,

> n-1 = dim (2',2)
ce qui montre que Hilb" €{x,y} est singulier en z .

o 2*™ cas : 1M’

On a ¢(I)C # /1, d'aprés la partie 1 (proposition II-1 rappelée plus haut), ou
par un calcul élémentaire.

ponc @( M) = (MY =p M IC M M1 2o a

on a donc Tz(z) -'rz(z') . qui est donc de dimension 2n=6>dim 2'=2 ., Ainsi
Zg2  est encore un point singulier de Hilb> ci{x,y}. ®

Remarque I-6 : Les calculs faits dans ce paragraphe ne donnent pas de renseigne-

ments suffisants sur z; si r=2 ou (z'ﬂu)“d si r>3.

ed

- Il est facile de construire des exemples ol 12 SM" ce qui implique
Tz(z) -'rz(z') . Il suffit de s'assurer que n 2 2« (cf. proposition I-4). Dans un
. ’ L)
red) S Tz(z ) car zud
a, ;=0 (cf. preuve de la proposition I-2) ; Z' n'est donc pas réduit en un tel z,

tel cas on a 'rz(z est contenu dans 1'espace d'équations

et on ne peut donc affirmer que z;ed est singulier en z, en utilisant seulement

le fait que Z' l'est.

- Dans le §V, on montrera que pour r>3, L n'est pas dense dans U
qui contient donc des composantes irréductibles entiérement singulidres.
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IT - DEMONSTRATION DES RELATIONS D'INCIDENCE 2z, C Z,

Dans ce paragraphe on suppose r =2, Rappelons que z, (resp. Ev) est
1'ensemble des idéaux d'ordre V (resp.> V) de 2Z' =Hilb" Or . Il s'agit dans
ce paragraphe de démontrer :

Théoréme I1I-1. L'espace Ev est pour r=2, et tout ¥ € N*, la fermeture

> [
ZV de zp dans zred .

A - Réduction au cas des intersections complétes

l'ensemble des z=2z_ tels que I soit une intersection compléte

c L]
Soit U, zre a 1

d'ordre ¥

Pons

Lemme II-2. Pour tout ¥ 22 , on a z, C l_Jv vz,

Démonstration. Soit I un idéal d'ordre ¥ de €{x,y} de fonction d'Hilbert - Samuel
T=T(I) = (to,...,tj 1Opece).

Deux cas sont & distinguer :

1) I1 n'existe par d'intersection compléte I' telle que T(I') =T (ou

encore U, Nz, = ¢). Ceci équivaut A l'existence de jFEN tel que tj— "j+1> 2.
Dans ce cas zIG z”_1 , d'aprés [B;] , proposition II-3.1.

2) Pour bouij R tj- tj+1 <1 .
Dans ce cas, on a zIE U, eten fait une affirmation plus précise résulte de la

preuve de la proposition II-3.3 de [Bal:
Soit JC z;ed l'ensemble des touffes, c'est-d-dire des intersections complétes de
la forme :

v v
[1[_]1 T, 0¥ n5i(x,y)] '

i=1

les 7;‘(0), i=1,..,v (resp. 5;1(0) , i=1,...,V) étant des germes de courbes

lisses 3 tangentes distinctes.

= (a}
on note J, 4 2,Cu, , etona zxef;, (donc zIG T(I)Cul'

-t’ﬂ <1 pour tout j € N équivaut A :

)

En effet l'hypothése tj
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® "% 2 pour i=1,...0-1 od F(I)={(o),...,(a $V=i),..u, (@, ,0) ) est

l'escalier générique de I, c'est-a-dire A la condition (C) de la proposition

11-3.3 de [B;]. soit fi-xaiqi i=o,...,/ , la base standard pour la direction

canonique dans un systéme de coordonnées génériques.
D'aprés la preuve de cette proposition on peut trouver une déformation

It- (Fo,...,r’v) B !-‘i-x"“‘«'s:l de I telle que :

¢« Pour t ¥ 0, It est une intersection compléte précisément engendrée
par (F ,F,) ([B2] proposition 1I-2.2).

i (o) est constitué par V-i droites distinctes.

* Le cone tangent de G

En particulier Fi est d'ordre a +V-i 2 v , F, est d'ordre V et It- (polpl)

i
est pour t ¥ o une touffe d'ordre V. L]

asal o s

Remarques II-3 :

a) Le lemme II-2 peut se préciser ainsi : Si 2

T(I)n uté, 115.7‘;. Cette forme

sera utilisée au paragraphe III.

b) Dans la déformation It ci-dessus, l'exposant privilégié de I-‘1

ce qui implique que 1'escalier générique, ou ce qui revient au méme, pour r=2 ,

est constant,

la fonction d'Hilbert-Samuel de I est constante. Ainsi on a montré que si

n -
Z, Ure, z,= ZT”UV-ZTH?‘, ou que z,rn.f" est dense dans Z,

B - Minoration de la dimension de Ev

On utilise le résultat suivant, d'aprés un théoréme de Grothendieck ([eral sGa 2
théoréme XI1II.2.1)

Théoréme II-4. Soient (X,x) un germe & espace analytique irréductible de dimensionn

et f1,...,pr 0x x + Le sous-espace Y de X défini par les p équations
’

fi- o ,i=1,...,p, est connexe en dimension  n-p-1.

Dire que Y est connexe en dimension @ k signifie que si W est un sous-espace de
Y et si dim W<k, alors Y-W est connexe. On appliquera le théoréme 4.2

sous la forme suivante
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si !!1 est une réunion de composantes irréductibles de Y, distincte de Y ,
et si Y-Yl v Yz ' Y2 -Y——_‘il étant la réunion des autres composantes on a
dim ¥, Ny, 2 n-p-1 .

L'énoncé de Grothendieck concerne en fait des spectres d'anneaux locaux
complets. Pour en déduire une version analytique complexe remarquons d'abord
que si (X,x) est irréductible, donc 0)('x intégre, le complété é\x,x de 0x'x pour
la topologie .lx'x-adique est aussi intégre. C'est une conséquence facile d'un
théoréme de Artin (cf.[To] p.62, cor.4.4).

A A N\
' é . L. = reccy
Ainsi,d'aprés [Gra, th.XIII.2.1], Spec Oy’x Spec (9,(”‘/(f1 fp)ox,x est connexe

en dimension # n-p-1 , et il en résulte a fortiori que Spec OY x est connexe en
’

dimension # n-p-1.

I1 suffit d'appliquer les résultats suivants (cf [ab), (17.5)) %

Si of est un idéal de OY xR ,ona
N A A
SROR=o, R/ =R/IAR

N
et de remarquer que si &f est premier S R est aussi premier (d'aprés le fait que
R/of est intégre).

Remarquons enfin que la connexité de Y-W pour la topologie de Spec 0‘! x entrafne
’
la connexité pour la topologie usuelle . ce qui serait faux avec des espaces analyti-

ques réels.

On se propose d'utiliser d'autre part la proposition 0-4 pour donner une présenta-
tion de Ev comme sous-espace de (czn,o) , au voisinage d'un point 2z -zI de
H:I.lbn c{x,y} tel que I= (fo ’ fl) soit une intersection compléte d'ordre

V(I)=v'2 ¥ : on peut supposer que e =1 , que e!,...,e sont les mondmes

N
v
de degré S v-1 de e{x,y}, o1 N-——‘T‘:l—),et que e,,...,e sont des

monomes .
n n
On note F_=f - a, + ;2 a, ei(x,y) ) Fy=f,-b, + 12=2 b, ei(x,y) ol

2
od (a; b) = (-a, ,ay,...,8 1 =D ,by,...,b)EC .

a' = (az,...,au) B _a_"=(aNﬂ ,...,an) P g’=(b2....,bN) + b"=1(b ,bn)

N+1 /
E(x,y ; a';a") =F_(x,y,0; a'; a")
Fi(x,y i B';b") =F (x,y;jo;b'; b"

Folx,y;a") = Fl(x,y;0;a") ; Filx,y ; b") = Fjlx,y ; o i b") .
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La projection (x,y, -a;; a';a";-b, ;b';b") > (x,y,0:b':b";0;:a';a")

définit un isomorphisme (% ,0) - (tzn,o) . Ceci permet de remplacer l'application
n:(%Z,0) = (czn,o) considérée dans la proposition 0.4 par :

x
@, o) ——w(@®™,0) ; mix,yra';a";b’ ;b =(Fy ,F!

ea® ca"" .h' . K"
78 :a";b';b")

Considérons la restriction de 11 , notée l'” a4 l'ensemble a'=b'=o0:

c (242 (n-N)

L : ( , 0) = (s',0) == (s',0)

7, (x,y;a";b") = (R’ (x,y s a") ,Fy(x,y ;a") ;2" ; b")
Soit R (*,) l'ensemble des (x,y,a",b") =u€S' tels que le degré local de ¥,

en u soit 2 k+l. C'est un espace analytique tel que Oenk(tv) pour k =0,...,n-1
et 0¢ Rn(iy )et appelé& kié“'e ensemble’ de ramification de L

Lemme II-5. Les germes de E, et de ¥, (Rn-1 (x,) N {o} x ¢2(n-N)) en 0 sont
isomorphes.

Démonstration. Pour que (a ; b) € c2n corresponde a z, € E, il faut et

asb
il suffit que 1'idéal de €{x,y} engendré par{}"i(x,y ;ja;b) 1 =1,2} soit d'ordre
v'2pv ,(i.e. aj; =by =a' =b' =0), et de colongueur n , ce qui équivaut a

(olols_" 79_") € Rn-l('v)-

Il résulte de la proposition 0.4 que le germe de Bilb" c{x,y} en z; s'identifie

ensemblistement au germe de !1[ an (11) N {x=y=0}] en 0

et (g, . zI) = (B11b" c{x,y},zI) N {a'=b'= o}

-[‘lu(Rn.l(tv) N {x=y=0}),0] , selon cette identification.
-

Proposition II-6. La dimension de Ev' U zv, en zI ,» I intersection
A 3]
compléte de a{x,y} est égale & n-V . Ainsi E, est de dimension pure n-¥.

Démonstration. D'aprés le lemme précédent et le fait que ’v est fini, il
suffit de montrer que dim(Rn-l(tp) N {o} x g2 (v , 0) 2n-v. En effet on
en déduit que dim(!-:u , zI) 2 n-v et la proposition II-6 en découle car 1'iné-
galité opposée dim(E, ,z;) € n-V résulte du théoréme R.5 de 1'introduction.
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2
2(n-N pe-1
Remarquons que {o} x € (n-N) W,C R w,) .

En effet la colongueur d'un idéal (go ’ 91) intersection compléte d'ordre ¥ (I) >v

-1 -1
est égale & la multiplicité d'intersection des germes de courbes 9 (o) et 9, (o).
Cette colongueur satisfait donc & : dim €{x,y}/1 2 v,

On se propose de démontrer par récurrence sur k 1'affirmation suivante :

si oSk S«n -v? , il existe W, C oW, oW irréductible et contenant (0,0)

tel que : « codim W < 2+k (codimension dans S')

2
yPe-1+k
. W C R ("v) .

Comme codim wo =2, wo satisfait & ces hypothéses.
Supposons Wk construit pour k tel que o <k <n -v?, on se propose de trouver

C . b
un tel wk+1 wk

Considérons 1'application # X ® : W xS —»= s' xs', A= {(uu) ,u€s'} la

-1
diagonale de S' et w,"- < %) (4A) , enfin ﬁ( ={(u,u) , uewk) C w)" la diagonale
de wk .

Comme w;( est défini dans wk x §' par un nombre d'équations égal & dim S' ,

w)" est connexe en dimension # (dim wk-l) , d'aprés le théoréme de Grothendieck

(théoréme 1I1I1-4), appliqué a Yaw)'( c x-wkx s'.

Distinguons deux cas :

Cas 1) Ak n'est pas une composante irréductible de wl‘c .
, (u,u) € w)'(~g< . Onadonc u= lim u = lim u' on
P+ p*+

Alors pour tout u € Wk

(u_ ,u') est une suite de ints de W, > S' telsque u #u' et® (u)= =7 (u').
P’ P po X e Uy 7 Y pip) = T, tup)

Or le degré local satisfait la propriété suivante

Soit € > o0 tel que u soit isolé dans

w;l(wv (u))ﬁse () ou B (u) = {u'€s', lu'-ul <e€).
(%) Alors il existe 7 > o tel que si |v-1v(u)| < q

degu(iry) =

deg , (7 )
u'Gﬂ;‘(v)ﬁ Bg(u) wiow

Il en résulte que deg ) > deg (7,)+ deg ,(7,) > v pour p assez grand,

2 P
RS
donc u€R k(iv)
w R e -
Donc k u) et on peut prendre wkﬂ —wk .
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Cas 2) Ak est une composante irréductible de we -

p2 4
a) Si HRCR k(lv) on conclut comme précédemment.

v2 4
b) si W ZR ll‘(l’v) ' H)'( n'est pas irréductible.

En effet il existe alors une suite up dans wk telle que 1lim up =0
et deg (7)) = vZex <n .
P
D'aprés la propriété (%) et le fait que: deg,(¥,) =n il existe donc
' e 0 ) - . 0 - "YEW' -
up S' , tel que up ¥ v.xp ', (up) L (up) c'est-a-dire (up ,up) wk Ak ,
et lim up', =0.

€ W' -
Donc (0,0) Wk Ak .

e 2
Il reste & remarquer que si (u,u) Eﬁﬁwi—ﬁ( on a wer’ +k(1rv) par le
méme raisonnement que dans le premier cas. Soit Wk +1 une composante irré-

ductible de Ak nwe '—Ak de dimension > dim wo-1, dont 1'existence est
assurée par la connexité de Wy en dimension 2 dim W -1. soit W ., c W
isomorphe & wkﬂ défini par wk+1 ={(u,u) ,1.:Ewk"_1 }; Hk+1 satisfait &
1'hypothése de récurrence car:

€ dim S' - (dim W -1 = codim wk+1< 2+k+1 .

En appliquant ce résultat pour k =n-v2, on obtientw-wn_vzcl{‘_l(v ﬂw,zg
tel que codim W< n-»*+ 2 , donc :

dim W2 dim S'-n+»? -2 = 2(n -g%ﬂ)-nd- v2

codj.ms ' Wk +1

= n-V , ce qui termine la

démonstration de la proposition II-6. L

C - Démonstration du théoréme II-1

D'aprés le lemme 1II-2 il reste & montrer que si z=zIE U, on a zEZ”_1

pour tout P > 2.

D'aprés la proposition II-6, dim(Eb_ ,2)=n-V et dim(Ev_ ,Z)=n-vV+1 ,

1

. “E =2 -
donc : zGE:u_1 E, Zv_l.
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III - LE LIEU SINGULIER DE Hil>" «l:{x,y}md

Dans ce paragraphe on se propose de démontrer le résultat suivant, version

améliorée (cf. remarque I-6) de la proposition I-2, dans le cas r=2:

Théoréme III-1. Le lieu singulier de Hilb" G{x,y}red est égal 3 1'ensemble

22 -Ez paramétrant les idéaux de @{x,y} d'ordre au moins 2 .

L'égalité 22=Ez résulte du paragraphe II et le lieu singulier de Hilb" G(x,y}red

(noté Zz‘—ed par la suite) est fermé dans z"re . Il suffit donc de démontrer qu'il

d
contient une partie dense Zé de 22 , ce qui est 1'objet de deux propositions qui
suivent.
o ST -

Proposition ITI-2. Soit 2; C 2z  , paramétrant 1'ensemble des idéaux de c{x,y}

2
de colongueur n d'ordre 2 qui sont isomorphes & 1'un des idéaux Ip q= (xP+ yq, xy)
’
od p?q>2, ptq=n dans le cas n 24 . Pour n=3, on note zy=2,= VRl

Alors zi est dense dans 22.

Démonstration. Remarquons que si n 24 , zi = _72' est l'ensemble des touffes

d'ordre 2. Soit I un idéal d'ordre 2. Il s'agit de montrer que zIE 25 .
Soit F(I) = ((0,2),(ar1 ', @, ,0)} 1l'escalier générique de I , et soit
fo ’ f1 = x“'t;l ’ f2 = xm2 , la base standard pour la direction canonique dans un

systéme de coordonnées génériques.
e Sia; - a #2, on est dans le deuxiéme cas de la preuve du lemme II-2 , donc I
peut étre déformé sur une touffe d'ordre 2 , d'aprés cette preuve.

¢ Sia; =a;+1, on a nécessairement :
[ oy +1 ay +1
I=(f°.f1=x'y,x' )"(fc,)+««.l
On peut supposer, aprés un changement de coordonnées que fo est sans terme en x’:
£ (x,)= 2+ax+ (x,y) a€c 513
° ’ b4 b4 9° 124 » ’ gO

L'idéal I peut étre déformé de la fagon suivante :

Fo=f ,F =f , F,o=xte !

o (] 1 1 t

5 =
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Pour t #0 , on a 1= (fo oy, R txa'-ly)

= (fo  t xa'-l y + xa‘+1, xa'+2)

on peut vérifier facilement que pour t ¥ o , It est encore de colongueur n =2a;+1
(donc la déformation est plate), d'escalier générique :

{(0,2), (@;-1,1), (142 ,0)} ,

ce qui montre d'aprés le premier cas que Ite ?2 donc aussi 1 € .7—5 . L
Proposition III-3. Pour tout idéal I C ¢ {x,y} du type Ip qon pPq>2,
’

2 .
ou égal &3 H° , 2.4 oSt singulier en z=2z .

Démonstration. Considérons le cas I -Ip q°
L'application # de la proposition 0.4 s'écrit(sous la forme utilisée dans II-B) :
LI e . ¢2n » W lx,y;ai;b;a';b') = (Fo +Fiiaibsa’;b")
P q-1
q i J
avec Fo-xp+y+2lix +£bjy
i=1 j=1
P q-1
i L] j
F o= xy+ Zaix+zbjy
i=1 j=1
La strate de Hilbert-Samuel z'l‘(I) de z s'identifie au voisinage de z & un germe de
sous-variété en O,de dimensionn-2(cf.Intr.th.R-5),de S, = {o} x g?""? paramétré

par le systéme de coordonnées (o0,0,a,b,a’',b’'), et (z;ed ,0) est aussi un germe
de sous-espace analytique, de (51,0) de dimension n-1.

On peut matérialiser n-2 vecteurs tangents & 2, + indépendants par les défor-

T(I)
mations suivantes, contenues dans 2

T(I)

i-14q

. (xp+yq-¢i(-aix ) ,xy+aixi) 2<i<p

avec Eicl si q(i-1) <p , € =o sinon.

. (xp+yq,xy+b:"yj) , 2<3<g-1.

. (xp+yq+ap xp,xy) .

) —= (
+ b

c2n+2 ,0 o)

On en déduit que 1'application G : ( c2"+2,

définie par : G':;o':l"l""'ap-l p-}""'bq-l'.l ,:1:
ol :Go = +y +a1x+...+ ap-l x +).:\1 y+...+ bq-l y
G, =xy+ a'x+ biy

1 1
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est une déformation de 1 transverse a ZT m c'est-a-dire que i(tn) ou

n 2n-2
i:" —» ¢ = S, est le plongement 1(51,...,bi)-(a1,...,ap_1, ©,b,aj, 9,bj,0)
est transverse & ZT(I) .

Pour démontrer la proposition’ III-3 danslecasol I-‘.[p q il suffit donc demontrer

’
que (2",2)= (z;-ed ,2)0 (i (a:n) ,0) n est pas un germe de courbe lisse,car la dimension de

L]
zred est 1 +dim ZT(I) .

Dans ce qui suit on identifie le germe de 2" en z; 4 un germe en 0 de sous-espace de
c” (par i'l) . L'application G est quasi homogéne les poids des variables étant :
‘D(ai) = (p-i)q , @ (b

tifs pq et p+q.

j) = (g-3)p, 'D(ai) =p, G’(bi) =q,et G, G, sontde poids respec-

D'autre part si (a:l,...,bi)E a” représente un pointde z"~{o},on a ai#o et bi#o .

En effet la colongueur n' de 1l'idéal (G_,G,)
4 ° l(al'

b,)de ¢{x,y} est lamultiplici~
«rby - .

des germes de courbes G-l(o) B G-l(o) donc :

té d'intersection en 0O, notée G_°*G
[} 1 o 1

1) si a -b1 =0
n'=G exy= inf{i,ai#o) + inf{j 'bj # o}
et n' < p+tg=n dés que (al,...,bi) $o

1
n'=G - x €gq<n (resp n'S p <n)

2) si ai # o, b! =0 (resp ai =0 bi #0)

Remarquons que dim(z" ,z ) 2 1. Soit (5'1,...5;) un point de 2" - {o}. Comme G est

quasi homogéne 2" 1l'est aussi et contient donc la branche irréductible paramétrée:
A ~ ~ ~ ~ . (p-1) ~ ~ . (g-1) ~ ~ &

F:(a (t),..., By (&)=t (&) .., B =(F, £ P79, o &, B eI7VP, L, B t5 &) 5, B) e

ot t . (a ..,B';) est l'action de €* sur c” provenant de la quasi homogénéité

17"
On en déduit que 2" contient un germe de courbe singuliére de la fagon suivante :

d
1) Si d=pgdc(p,q@ <q (Sp) , T est singuliére paramétrée par u=t

2) Sinon il existe A€ N-{o} tel que p=Agqg.

Soit ¢ une racine qiéme de 1'unité et (G° K G1 f) la déformation de I :
’ .
p-1 q-1
G =G (x,E-ly)= xP+ y3+ 2 a, xt+ 2 b E-j yj
o, o = =

\

-1 N ' '
Gy ¢ =f Gl(x,E y) =xy+ a1fx*b1 y
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Soit ¢y : ¢" —»= ¢" 1'endomorphisme

Y = -1 -(q-1) ' '
WE(axr-o-'bl) (5:5 bil....E bq-l'E al'bl)

Comme Gi,E (x,y,2) 4eeey bl) et Gi(x ,E‘l'y, qu (al,...,bi)) sont proportionnels,
pour i=1,2 , les idéaux de €{x,y} (<;°,E (x,y,u) , Gl,tx,y,u)) et
(Go(x'Y'¢g(“)) ’ GI( x,y,we(u))) sont isomorphes pour tout u€c®. on en déduit que
Z" est invariant par le groupe {cPE ,EP =1}, Les deux derniéres coordonnées de la
paramétrisation de wE(F) . 2y =£ '5'1' tP, b} -S’i t? sont non nulles et satisfont
3 ai/bix =f 3'{/5'{)\ . Ceci montre que les branches lisses ¢E(|‘) sont deux a4 deux
distinctes et que 2" contient la courbe singuliére GPL:J1 GPE(I') .

Il reste & traiter le cas de I= .112 , lorsque n=3.

Les déformations suivantes Ade I: o -
2

(1) . 2 (2)
I x“+ty , xy,y ) et It

= (x2 .xy,y2+tx)

sont plates et définissent donc deux vecteurs v et w ducéne tangent noté cz(z;
zl

de r flz

était lisse en z , on aurait cz(z;ed) =T (2' .) et v+w serait aussi

z “red
). Ceci est impossible car il existerait alors

ed)
eq M Z°=

)
Ssi zred

un vecteur du céne tangent C_(Z'
2 z "red
une déformation de .#° de la forme :
. 2 2
It= (x2+ty+ t:zh1 , XY+ :2h2 , Yo+tx +t h3)

avec h1 B h2 , h

assez petit un tel idéal I

5 € .lx v ¢{x,y,t} , & colongueur constante, alors que pour tout t
’

t est égal .3 # . Ceci termine la démonstration de la

proposition III-3 . L)

Un calcul plus détaillé aboutit en fait au résultat suivant :

Proposition III.4. Au voisinage de Ip q z'-ﬂub"c{x,y} est isomorphe au produit
’

' P 9.
sz cp'(i ou cp,q est le gerne de courbe d'équation x +y =o.

Comme tous les idéaux de l'ouvert dense .72 n Z,r de ZT sont isomorphes entre eux,

et & Ip q’ le type analytique du germe (Z', zI) est constant lorsque z; parcourt
’

.72 n 2, (ie. T = Ip q) .Ceci implique que Z' est localement analytiquement trivial
’

le long de ZT (c'est-a-dire : (Z',zI) ?-'(z,rxz” ,zIXzI) ) d'aprés le :
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Lemme III-5. Soit W un espace analytique complexe , Y un sous-espace lisse de W

tel que pour Yy + ¥y quelconques dans Y 1les germes (w,yi), (w,yz) soient iso-
morphes. Alors W est localement analytiquement trivial le long de Y.

Ce lemme est une conséquence d'un résultat analogue (cf. [Te] théoréme 2-1) ou on
suppose que le type analytique (x:‘-:l (y) ,y) des fibres d'une projection

r : WY (définie localement) est constant. Il suffit d'appliquer ce résultat a
W X Y pour obtenir la trivialité analytique de W x Y le long de la diagonale de

Y. Le lemme III-5 s'en déduit finalement.

Il reste & montrer que 2" est isomorphe a Cp g :
'

Calculons le résultant R(x) de Go et G considérés comme des polynOmes en y. On

1
trouve :
q -1 ", a-1,.p, . p-1 \d
R = (-a, +b -a! x ! ' '
( ay x) q-l( ay ) (b1+x)+ +b1(-a1x)(bl+x) Hx +ap_1x + +aix)(bi+x)
La condition vx(R) =p+q=n équivaut & (n-1) équations aljébriques qui déterminent
un germe (5,0) de sous-espace de Gn en 0 de dimension 2 1
si u= (;1, .. .,Sl') €5 ,o0na par définition du résultant pour U,x,y assez petits
GO(X:Y,\T) = G1 (X,Y:m =0 ™x=0 .

I1 en résulte que si S'i $0,etu€Fs
Gi(x,y,?i) =o0(i=1,2) * x=y=0 .
Ainsi ona : SN {bi #o0l=2"N {bi # o}
= zu - (O}
cette derniére inégalité résultant de la preuve de la proposition III-3.

Pour obtenir les équations de 2" = ) (bi # 0} il suffit donc de calculer celles

de S en simplifiant autant qu'il est possible par bi.On trouve des équations du

type suivant :

a =), b;p-i i=1,...,p-1
bj'“j a{q'J j=1,...,9-1

q WP
a'l +5b1 =0

Il est nécessaire que B # o, car d'aprés la preuve de la proposition III.3 tout
point (al,...,bi) de z2"-{o} satisfait a: ai#o et b;;‘o.

Il est clair qu'on obtient ainsi une courbe isomorphe & la courbe plane d'équation

q WP, i [ ]
aj? + B bi®= o , donc aussi a Cp'q .
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On peut remarquer que ce calcul fournit des exemples de points zI en lesquels le

L]
germe de zte a est réductible.

\~.

Iv - QbELQUES EXEMPLES EXPLICITES DE DEFORMATIONS DU TYPE Zv C Zv 1

L'objet de ce paragraphe est de donner dans quelques cas particuliers une répon-
se au probléme suivant :
Probléme IV-1.

Trouver une méthode permettant de déterminer explicitement pour un idéal I
d'ordre ¥ de @{x,y} une déformation 1, telle que pour t ¥ o , I,  soit

d'ordre V-1 et de colongqueur n (en abrégé une déformation dans z"_ ).

L'existence d'une telle déformation est assurée par les résultats du § II.

On peut montrer par une méthode calquée sur [Bilch.v que U 2, C52U§3 -EZU .;3
v>2
(cf. lemme 4.1 remarque 1). Pour obtenir une démonstration de la relation E_=Z

2 "2
(donc du théorédme III-1) différente de celle du § II il suffirait de donner une

solution au probléme plus particulier suivant :

Probléme IV-2.
Déterminer pour tout I € 53' (touffes d'ordre 3) une déformation
dans 2

2"

Dans ce qui suit on donne une réponse & ce probléme, dans un grand nombre de cas.
La déformation de I est donnée, aprés avoir choisi par des opérations explicites
une forme standard pour des générateurs de I, dans un systéme de coordonnées conve-

nable. De fagon plus précise, on sera fréquemment amené A utiliser le lemme techni-
que suivant :
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Lemme IV-3. Soit I= (fo ' fl) un idéal de définition,intersection compléte, de

colongueur ;\,E ¢{x,y} et g un élément de €{x,y} tel que £, divise une
puissance g de g. Alors la déformation It' (f°+cg . fl) est dans 2°'

(c'est-a-dire pour t # o It reste de colong'ueur n).

a a B B
‘En effet si £ =u urf ona g=u 1...ur
‘ 1 1 "t 1 r

la colongueur de It est n(It) = (fo +tg) - f1 (multiplicité d'intersection)

avec Bi#o ,i=1,...,r et

r

Oli[(fod-tg) . ui]= 1; «i(fo- u1)=n .n

-

-

i=

Pour obtenir une déformation de I dans 2 v-1 il suffit donc de trouver une pré-

sentation de I et g d'ordre ¥ -1 satisfaisant aux hypothéses de ce lemme.
. -1
Soit I€ .93' Ona I=(f,£).f =7, 7,7 £ -81 52 83,, C;=17, (o) (resp.

Diz 8;1(0) ) étant les branches (lisses) de C-f(;1 (o) (resp. D-le(o) ) .

Les seules paires de branches tangentes peuvent &tre choisies commes étant :
{(Ci , Di) 1<i<k}, od k=0,1,2 0u 3 est le nombre de tangentes communes
4 Cet D (k ne dépend que de I).

IV-4. Solution du probléme IV-2 pour k =o0,1 ou 2

Soit V=(f-ay3+ bxy2+c xzy +dy3} , 1l'espace des formes homogénes de degré 3 .

3

Ssi £ € v-{o)} , notons [f] son image dans P> (V) =Hilb Pl(c),espace des "triplets"

e pl (@)

Soit SCP° (V) 1l'ensemble des [f] dégénérés (f“1 (o) contient une droite double).
C'est une hypersurface de degré 4 de l"3 (V).

Soient in fo' in fl € V les formes initiales de fo et fl' Dés que k ¥ 3 c'est-a-

dire [infol #[in f1] , on considére la droite projective :

A= {[A inf + Minfll i A\, # (0,00}

Soit g=A f°+l7 £, tel que :
fingls(A tnf_+ H in £l Ans.

Comme [in iol , [in fllﬁ s , g¢ fo g ¥ £, donc 1 est engendrée par fo et g.

Choisissons un systéme de coordonnées tel que ing= x2y (resp. x3) .
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Iv-4 a) Etude du cas o0 k=0 ou k=1

Montrons qu'il existe un systéme de coordonnées (x,y) et un systéme de générateurs
2

(fo +g) de 1'idéal I tel que ing=xy (ou x3) et que ‘o soit de la forme sui-

vante.

3 2
(1) fo-y +al(x) y + uz(x) y+ ‘J(X) , ol vx(ai) i

Si la droite x=0 est transverse & la courbe C -f;l (o), le systéme de coordon-

nées précédemment choisi convient. Il en est ainsi dés que k =o.

Sinon, k=1 et x divise in fo :

info- x(ay2+ bxy+cx2) a¢¥o

On a alors : - o .

1n(f°+7;.g) = x(a y2+ (b+\) xy + cxz)
(resp.= x(ny2+bxy+ (c+\) xz))

d'od l'existence de A et @« € € tels que :
in(f+Ag) = ax(y+a x)z

Soit g'=f+Ag: [ing'] € ANsS. 11 suffit de faire le changement de coordon-
nées y'=x , x'=y+ax et de remplacer g par g' pour &tre ramené au premier
cas, car y+a x ne peut pas diviser in fo . (Si y+ax divise 1nf°, la droite
y +ax =0 est une deuxiéme tangente commune contrairement 4 1'hypothése k< 1).

Soit h E.IA tel que g=ing+h, et h, le reste de la division de h par fo :

1

2 4
hy =b,(x) ¥+ bi(x)y + b, (x) eH® |

ona vib,) 21, donc x? divise h.

On en déduit que I = (fo B 91) , ol g1 = ing+h, est divisible x2 , précisément

1
9, '-x2 2(x,y) , 2(x,y) d'ordre un.

La construction d'une déformation de I dans 'z2 est alors immédiate d'aprés le

lemme 1IV-3 :
Fo(x,y,t) -fo(x,y) +tx(x,y)
G, (x,y,t) =g, (x,y) -x? L(x,y) .
1 i“
Iv-4-b b) Etude du cas od k=2
On peut supposer que xy divise in fo et in f1 :

into- xy(y#a‘:i)\”‘ . ..

1nfl-xy(y+bx)‘ “"ado , bgp ,ku'#b .
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