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RÉSUMÉ
On applique à l'arithmétique des courbes elliptiques à multiplica-

tion complexe les méthodes d'Iwasawa sur les 2_ extensions et Ton re-
lie la série caractéristique du groupe de Selmer relatif à un nombre pre-
mier ordinaire sur une 2 -extension aux hauteurs p-adiques construites
de manière analogue à la hauteur complexe de Néron-Tate.

ABSTRACT
We apply thé methods of thé theory of S -extensions of Iwasawa to

study thé arithmetic of elliptic curves with complex multiplication. We
link thé characteristic power séries of thé Selmer group of thé elliptic
curve, relative to an ordinary prime p , to a canonical p-adic height
on thé curve which is analogous to thé archimedean canonical height of
Néron-Tate.

Bernadette PERRIN-RIOUU. E. R. 48Tour 45-46, Sème étageUniversité Pierre et Marie Curie4, place Jussieu75230 PARIS CEDEX 05
FRANCE

Texte reçu le 19 décembre 1983, révisé le 13 décembre 1984

0037-9484/8404/OU30/Î 130/0 Gauthicr-Villars

1



Bernadette PERRIN-RIOU

Je dois tout d'abord remercier J. Coates qui m ' a initié aux cour-
bes elliptiques. Mes remerciements vont également è G. Poitou qui m ' a
introduit à l'arithmétique, à D. Bertrand pour l'intérêt q u ' i l a bien
voulu accordera ce travail, à P. Cassou-Noguès pour avoir accepté de fai-
re partie du jury et à J. Sjôstrand qui m ' a donné un sujet de seconde
thèse. Je remercie D. Bernardi pour de nombreuses discussions fructueu-
ses, en particulier à propos des exemples numériques.

C'est Mme Le Bronnec qui a assuré la frappe de ce texte. Je la
remercie pour le goût et la gentillesse avec lesquels elle l ' a fait.



COURBES ELLIPTIQUES ET THÉORIE D'IWASAWA
Introduction

Le résultat fondamental dû à Mordell et Wei1 concernant une courbe
elliptique E définie sur un corps de nombres F est que le groupe
E( F ) de ses points rationnels sur F est un groupe abélien de type fi-
ni. En fait, trouver un algorithme pour calculer le groupe E ( F ) et son
rang est un problème remontant à Diophante qui n'est toujours pas réso-
lu. Dans la recherche du rang de E(F) par 1a méthode classique de la
descente apparaissent naturellement d'autres invariants arithmétiques
comme le groupe de Shafarevitch et Tate de E sur F et la hauteur ca-
nonique de Néron et Tate qui est une forme bilinéaire sur E(F ) module
torsion à valeurs dans R non dégénérée sur E(F) « 9 .2Dans les années trente. Masse et Wei1 ont associé à ta courbe ellip-
tique E/F une fonction L ( É , s ) d'une variable complexe construite
comme produit sur les places v de F des fonctions zêta de la courbe
réduite en v et conjecturé que cette fonction admet un prolongement
analytique et une équation fonctionnelle pour le changement de s en
2-s. Inspirés par les travaux de Siegel» Birch et Swinnerton-Dyer ont
ensuite conjecturé que le comportement de L ( E , s ) au point critique
s = 1 est lié aux invariants arithmétiques précédents. Dans 1e cas des
courbes elliptiques à multiplication complexe, l'existence d'un Grôssen-
charakter associé à E/F montrée par Deuring et Wei1 permet de démon-
trer ta conjecture de Hasse-Meil. Par contre, nous connaissons très peu
de choses sur le moyen de démontrer la conjecture de Birch et Swinnerton-
Dyer.

Nous prenons dans cette thèse 1e point de vue p-adique qui a été
inspiré à la fois par les travaux de Artin et Tate sur l'analogue géomé-
trique de ta conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et par les idées
d'Iwasawa sur tes S -extensions de corps de nombres. Nous supposons
que E est une courbe elliptique à multiplication complexe et que p
est un nombre premier têt que E a bonne réduction ordinaire en toute
place de F au dessus de p. Soit F^s F(E <J le corps obtenu en ra-
joutant à F les points de Rétorsion de E ( n ^ l ) . Appelons dans
cette introduction module d'Iwasawa de E/F̂  1e duat de Pontryagin du
groupe de Set mer de E sur F̂  relatif è p00. C'est un
2p [l6(F^/F)]]-modu1e de type fini. L'objet de cette thèse est l'étude
de ce module et de sa série caractéristique lorsqu'il est de torsion.
Nous commençons donc par donner des conditions pour que le module d'
Iwasawa de E/F̂  soit de torsion. Ces conditions sont liées aux conjec-
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turcs de Leopoldt. Nous montrons aussi, toujours sous des hypothèses de
Leopoldt, qu' i l est de dimension projective inférieure à 1 .

La série caractéristique de ce module est conjecturalement liée aux
fonctions L p-adiques à deux variables construites par Katz. Nous mon-
trons pour cette série caractéristique l'analogue p-adique de 1a conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théorème V . 1 7 ) . Remarquons qu'il est
possible de formuler cette conjecture p-adique même si le groupe de
Shafarevitch-Tate n'est pas fini. La démonstration consiste à construire
une famille de formes bilinéaires algébriques sur E ( F ) , associées aux
caractères de G(F^/F) à valeurs dans 2 . Elles se déduisent en fait
d'un pseudo-isomorphisme canonique entre le module d'Iwasawa de E/F̂
et une version tordue de son adjoint (remarquons que ce pseudo-isomorphisr
me permet aussi de montrer une équation fonctionnelle sur sa série carac-
téristique (Théorème V . 6 ) , version fidèle des équations fonctionnelles
des fonctions L complexes et p-adiques). D'autre part» ont été cons-
truites des formes bilinéaires appellées hauteurs p-adiques, analogues
de la hauteur complexe de Néron-Tate, de nature analytique et facilement
calculables. Le coeur de la démonstration est de montrer l'égalité entre
ces deux familles de formes bilinéaires.

Enfin, pour égayer cette introduction de quelques exemples numéri-
ques, remarquons que la connaissance des propriétés arithmétiques de E/F
et de ces formes bilinaires donne des renseignements sur la croissance du
rang de E le long d'une 2--extension de F contenue dans F . LesP 2 3exemples sont choisis parmi les courbes elliptiques E : y = x - dx
( d € Z ) à multiplication complexe par K= d ( i ) . On prend comme nombre
premier p = 5 . Une Zg-extension de K joue un rôle particulier : c'est
Tunique Zr-extension de K galoisienne sur Q et non abélienne sur
Q; on la note K^.
E : y2^ x^x. Le rang de E ( ( ( ) sur 2 est nul. Pour toute Zç-
extension L̂  de K, E(L^) module torsion est nul.
E : y2» x^Sôx. Le rang de E ( ( D ) .sur Z est 1 . Pour toute 7L^ -
extension L̂  de K sauf peut-être K^, E(L^) module torsion est de
type fini.
E : y2^ x^Zx. Le rang de E ( ( ) sur 2 est 1 . Pour toute Zç-
extension L̂  de K sauf peut-être K^, E(L^) module torsion est de
type fini. De plus si N^ est Tunique 2g-extension de K non rami-
fiée au dehors de ( 2 + i ) , E(N^) module torsion est de rang 2 sur 7L.
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E : y^ x^Kx. Le rang de E ( Q ) sur 2 est 2. Pour toute 2^-
extension L̂  de K sauf peut-être pour deux d'entre elles, E(L^) mo-
duto torsion est de rang fini. Les niveaux finis de ces deux 2c-exten-
sions peuvent être calculés explicitement.
E : y2» x^ZZôx. Le rang de E ( ( ) sur 2 est 3. Pour toute 2g-
extension i^ sauf peut-être K^, E(LJ modulo torsion est de type fini.

Finalement, donnons un résumé de chacun des chapitres. Dans le cha-
pitre I , on rappelle les résultats sur les 2 [ [ T - , . . . , T p ] ] - m o d u l e s qui
seront nécessaires par la s u i t e - ; . Dans le chapitre II, après avoir in-
troduit les objets qui seront utilisés (par exemple divers groupes de
Selmer) et les avoir comparés, on étudie la structure de G(F^/F)-modu1e
du groupe de Selmer de E/F̂  et on montre que son duat de Pontryagin
est de dimension projective sur 2 [[G(F^/F)]] inférieure ou égale à
1 sous certaines hypothèses reliées è la conjecture de Leopoldt que
nous supposerons par la suite. Dans le chapitre III, on définit les hau-
teurs p-adiques attachées à une 2 -extension et on donne un moyen
pratique de les calculer. Dans le chapitre IV, on construit une forme
bilinéaire algébrique attachée à la 2 -extension particulière N^ et
on 1a relie à la hauteur p-adique définie dans le chapitre III. Dans 1e
chapitre V , on étudie le cas d'une 2 -extension quelconque de F con-
tenue dans F̂  et on démontre l'analogue p-adique de la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer pour la série caractéristique du module d'
Iwasawa de E/F̂  et l'équation fonctionnelle p-adique.

Certains des exemples numériques s'appuient sur les calculs faits
dans [ 3 ] . D'autre part, précisons que, dans le but d'être complet, nous
avons repris les démonstrations de résultats précédemment parus ( [ 2 5 ] ,
[ 2 6 ] ) , la partie réellement nouvelle étant le chapitre V .

( 1 ) voir aussi la thèse de 3ème cycle de Patrick Billot (Orsay 1984).
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Appendice. Théorème de Cassels.
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Notations.
Si M est un ensemble fini, on note nKM) son cardinal.
Si L est un sous-Z--module de L' d'indice fini, on note

[ L ' : L] cet indice.
Si F'/F est une extension finie, on note Np.yp la norme de

F' sur F et t * c , , p la trace.
Si F'/F est une extension galoisienne, G(F'/F) désigne le grou-

pe de Galois de F' sur F.
ys

Si M est un 7L -module, on note M son dual de Pontryagin :
M= Hom^ ( M , œ / 2 ) .

PSi A est un anneau commutatif intègre unitaire et a et b deux
éléments de A, le symbole a^b signifie que a = ub avec u unité
de A; si M est un A-module, M_ désigne le noyau de la multiplica-ation par a sur M et M ( a ) est la réunion des M pour n € H ;a
l'expression " M est un A-module de torsion" signifie que M est un
A-module de A-torsion.

Si M est un 7L -module et G un groupe opérant sur M , Mg dé-
signe le plus grand 2 -module quotient de M sur lequel G opère tri-
vialement et M le plus grand sous 2--module de M sur lequel G
opère trivialement. Le dual de Pontryagin M est muni de l'action de G
suivante

(g<(>)(m)= ^(g^m)

pour g € G , 4>€M, m€M.
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Chapitre I. Généralités sur les A-modules.
Soit A un anneau local régulier complet de dimension r et de

corps résiduel fini de caractéristique p. Tous les A-modules considé-
rés dans ce paragraphe sont supposés compacts et de type fini. Ils sont
caractérisés de la manière suivante : si m est l'idéal maximal de A ,
un A-module compact M est de type fini si et seulement si M/mM est
fini.

1 . Généralités ( [ 5 ] ) .
1 . 1 . Définitions.

Si ï{ est un idéal premier, le localisé A de A en q
est défini comme le sous-anneau du corps des fractions de A formé des
éléments x/y avec x et y appartenant à A et y n'appartenant
pas à q. Le localisé M d'un A-module M est M»A . On peut de
même définir le localisé d'un homomorphisme de A-modules. Un A-module
est dit pseudo-nul si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1
est nul. Cela est équivalent à ce qu'il est annulé par deux éléments de
A premiers entre eux. Un homomorphisme de A-modules est dit pseudo-
isomorphisme si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1 est
un isomorphisme. Cela est équivalent à ce que son noyau et conoyau sont
pseudo-nuls. Un A-module sans torsion est dit réflexif si il est égal
à l'intersection de ses localisés en tout idéal premier de hauteur 1
(les localisés étant plongés dans l'espace vectoriel engendré par le
A-module sur le corps de fractions de A ) .
Exemple 1 . Si r = 1 , les modules pseudo-nuls sont nuls; si r est égal
à 1 ou 2, les A-modules réflexifs sont les A-modules libres.

1 . 2 . Théorème de structure.
Les A-modules compacts de type fini sont caractérisés à

pseudo-isomorphisme près par le théorème de structure bien connu suivant
Théorème 1 . ( i ) Sj^ M est un A-module compact de type fini sans tor-
sion, i1 existe un homomorphisroe injectif de M dans un A-module ré-
flexif dont 1e conoyau est pseudo-nul et déterminé à isomorphisme près
par M.

( i i ) ST^ M est un A-module compact de type fini de A-
torsion, il existe un unique A-module de la forme
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s e,
E ( M ) = • A / q 'i=1 ^

(où les q- sont des idéaux premiers de hauteur 1 et où les e. sont
des entiers positifs) pseudo-isomorphe à M.

Les modules de ta tonne E(M) sont appelés élémentaires. Soit f-
un générateur de q _ . L'élément

s e.
^ M " n f1M i=1 1

est appelé série caractéristique de M. Il est défini à une unité près
de A. La notation f^g pour f et g appartenant à A signifiera
que f/g est une unité de A. Remarquons que, si M n'admet pas de
sous-A-modules pseudo-nuls non nuls, fx appartient à Tannulateur de
M. La série caractéristique dépend multiplicativement de M» c'est-à-
dire que si Ton a une suite exacte de A-modules de torsion

0 —>• M —^ M' —^ M" —> 0.

alors ^M*^M"^M'

1.3. Modules de torsion.

Soit q un idéal de hauteur 1. Si M est un A-module com-
pact de type fini, M/qM est un A/q-module de type fini. Si de plus M
est de A-torsion et que q est premier à la série caractéristique f^
de M, alors M/qM est un A/q-module de torsion. Réciproquement, on a
1e 1emme suivant.

Lemme 2. î_ M/qM est un A/q-module de torsion, alors M est un A-
roodule de torsion.

Démonstration. On remarque d'abord que si X est un A-module sans A-
torsion de rang d, il s'injecte dans un A-module libre de rang d et
Ton peut choisir cette injection de manière à ce que le conoyau ait un
annulateur premier à q :

O -^X-^ - ^Y -^O

On en déduit 1a suite exacte

0 -^ X/qX -^ (A^ -> Y/qY -^ 0 .

10
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Le A/q-module Y/qY est de A/q-torsion et le rang du A/q-modute
X/qX est donc égal à celui du A-module X. Revenons au A-module M
du lemme. Si d est son rang sur A» on a la suite exacte

0—^T—^M—^X—^O
où X est un A-module sans torsion et de A-rang d et où T est 1e
sous-module de torsion maximal de M. On en déduit de nouveau ta suite
exacte de A/q-modules

0 —>• T/qT -̂  M/qM —^ X/qX —^ 0 .
Le rang du A/q-module M/qM est donc supérieur à celui du A-module
M. D'où le lemme.

Donnons maintenant un exempte fondamental d'anneau A.
Soit e un 2 -module isomorphe à Z^'1 . Définissons 2 [ [ e ] l

comme la limite projective des algèbres de groupe 2 [0/U] pour U
sous-groupe ouvert de 0 (donc d'indice fini dans 6 ) . C'est un
anneau local régulier de dimension r isomorphe non canoniquement à
l'algèbre des séries formelles à r-1 variables à coefficients dans
2 . Un têt isomorphisme correspond à 1a donnée d'une base
Y= (Y p - . - . Y r . - i ) au 2 -module libre e:

Y, -^1^ .

C'est dans ce cadre que le terme de "série caractéristique" prend sa si-
gnification. Nous n'utiliserons en fait cet anneau que pour r= 1 , 2 ou
3. On posera quelquefois Ag= 2 [ [ 0 ] ] .
Lemme 3. Supposons r=2 (c'est-à-dire G isomorphe à 2 ) . Posons
a) = y^ -1 sĵ  y est un générateur topologique de 0. Alors, M est
un A-module de torsion si et seulement si M/u^M est de 2 -rang borné
par rapport à n.
Pour la démonstration» voir [ 1 7 ] .

Supposons maintenant r>^2. Soit H un sous-groupe de 0 tel que
e/H soit isomorphe à 2̂  (si r est égal à 2, H est donc néces-
sairement égal à e ) . Notons AQ/U l'anneau 2 [[e/H ] ] et

11
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"H : A "̂  ^/H

la projection canonique. Si M est un A-module, soit M- (resp. M^
le plus grand quotient (resp. sous-module) de M sur lequel H agit
trivialement. Le ÀQ^^ule M- est aussi isomorphe canoniquement à

^/H-

Lemme 4. Soient M un A-module de torsion et f sa série caractéris-
tique.

^ Le. AQ/u"K)du1e Mu est de torsion si et seulement si îïu(f)
est non nul, ce qui est encore équivalent à f premier à h - 1 o\^ h
est un générateur topologique de H.

2. ST^ M- est de A-y., -torsion, M est un A-module pseudo-nul
et un AQ^j-module de torsion. Sĵ  f H (resp. f^ ) désigne alors la

série caractéristique de M (resp. M-) en tant que A^u-module, on a

( 1 ) îîu^) ^ f^ /f H .

Remarque. Dans le cas où r est égal à 2» cela redonne un résultat
classique : par exemple, si MQ est fini, alors

f(0) ^(M^/^M9) .

Démonstration. La partie 1 et le début de la partie 2 se vérifient fa-
cilement. Pour montrer ( 1 ) , supposons d'abord que M est pseudo-nul.
Alors, il existe un sous-groupe H' de G tel que 0/H'»2 et
0= H»H* et tel que M soit un A-, -module de type fini et de tor-
sion. On a alors la suite exacte de A»,-modules de torsion

O - ^ ^ — ^ M - ^ M — ^ M u — ^ O .

D'où l'égalité des séries caractéristiques de Mn et de M" en tant
que A».-modules et donc de f H et de f^ puisque H agit triviale-

ment sur M- et sur M . Comme ^u(^) est une unité lorsque M est
pseudo-nul, on en déduit que ( 1 ) est vérifié dans ce cas. On montre en-
suite que ( 1 ) est vrai dans le cas des A-modules du type A/(f) puis
dans le cas général en utilisant le théorème de classification des A-
modules de type fini à modules pseudo-nuls près.

12
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Remarque. Supposons r = 3 et soient y= (y-, y?) une base de 0 et
(y) : A —>• Z [[T-, T^l] Tisomorphisme associé. A un générateur h
de H, on peut associer le générateur T^ de 0/H vérifiant

•bT. S y. mod H

a
T. 2 y? mod H

si h= yîy?. Alors, Thomomorphisme

^y.h : VI^" ^2Zp[[T]]

T^ H^d+rr^i

Tg h^d+T)3-!

fait commuter 1e diagramme
^A ——> A^^

(Y) t j (T,)

2p[[T^T^]] ^h^ 2p[[T]] .

D'autre part, les éléments de A peuvent aussi s'interpréter com-
me fonctions du groupe des caractères de © dans Z* . En effet, soit
p un caractère de © dans 2* . Il s'étend en une fonction de A
dans 7L que Ton notera de la même manière. A un élément f de A,
on peut alors associer la fonction f du groupe des caractères de ©
dans Z* définie de la manière suivante

f (p)= p(f )= ( ( y ) f ) ( p ( y i ) - 1 .p (Y2 ) - 1 ) -

Maintenant, si p est un caractère de © se factorisant par H, on a
simplement

TiH(f)(p)= f(p).

13
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2. Adjoint.
2 . 1 . Dimension projective ( [ 3 3 ] . [ 6 ] ) .
Rappelons que Ton appelle dimension projective (appelée dimension

homologique dans [33] et notée d h . ( M ) ) d'un A-module M de type fini
la borne supérieure d p . ( M ) des entiers p tels que Ext^ ( M , N ) est
non nui pour au moins un A-module N de type fini. Par exempte, com-
me A est un anneau local, d p . ( M ) est nul si et seulement si M est
libre.
Lemme 5. Ŝ  M n'a pas de A-sous-module pseudo-nul non nul, alors
dp. ( M ) s d p . , ( M / i ï M ) pour presque tout idéal premier q de hauteur 1
tel que A/q soit régulier.

Avant de démontrer le lemme 5, rappelons les faits importants sui-
vants. On appelle M-suite régulière toute suite { a - , . . . , a } d'éléments
de l'idéal maximal de A telle que pour tout i , a- n'est pas diviseur
de 0 dans M/(a , . . . , a , j M (on pose a = 0 ) . On montre que toutes
les M-suites régulières maximales ont le même nombre d'éléments que
Ton note c o d h . ( M ) et que Ton appelle codimension homologique de M.
Ici, A est un anneau local régulier; on a donc ta relation

dp^(M) + cod h^(M) s r
( [ 3 3 ] , IV- A-4, IV- D-1).
Démonstration du lemme 5. Soit q= ( g ) un idéal premier de hauteur 1
tel que A/n soit régulier. Supposons-le premier à la série caractéris-
tique de M. Alors, la multiplication^ par g est injective sur M.
On en déduit en revenant à la définition de la codimension homologique
que

cod h^ (M/iïM) = cod h^(M) - 1 .
Comme la dimension de A/q est r - 1 , on en déduit que dp^(M) est
égal à dp^(M/qM).
Proposition 6 (Oesterlé). Les conditions suivantes sont équivalentes :

( i ) dp^(MKl ;
( i i ) M n ' a pas de sous-module pseudo-nul non nul et il existe une
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infinité d'idéaux premiers q de hauteur 1 tels que A/q soit régu-
lier et qu'on ait dp^, (M/qMKl;

(i i i) M n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul et pour presque
tout idéal premier q de hauteur 1 tel que A/q soit régulier, on a
dp^(M/qMKl.

Démonstration. La hauteur des idéaux premiers associés à M est majorée
par dp^(M) ([33]. p. 80). Donc, si dp.(M) est inférieure à 1 , M
n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul. La proposition résulte alors
du lemme 5.

Notons encore le lemme suivant dans le cas où A est de la forme
2p[[e]]. n sera utilisé dans la démonstration du théorème 11.25.

Lemme 7. Supposons que A = 2 [[0]] et que M est un A-module de
torsion, sans A-modules pseudo-nuls non nuls. Soient H et H' deux
sous-groupes de 0 tels que e/H ex e/H' ex 2 et tels que M- (resp.
^'^ soit un AQ^-(resp. Agyu,- Nodule de torsion. Alors,
(M^)97" et (M^.)0/"' sont des Z -modules isomorphes.

Démonstration. On suppose d'abord que H et H' engendrent topologi-
quement 6. Les hypothèses faites impliquent que ^ et MH sont
pseudo-nuls donc nuls. On a alors le diagramme commutatif exact suivant

0 0

i i
0 — ^ M —^ M —^ Mû -^ 0i i i
0 —^ M —^ M — ^ M u — ^ Oi i [

•^«.-•jo

0 0 0

Par 1e lemme du serpent, on en déduit que le noyau de M- —^ M- est
isomorphe au noyau de M-. —^M..,, d'où Tisomorphisme
(M^)07" ^ (M^,)07"'. Si H et H* n'engendrent pas topologiquement
0, il suffit d'introduire un troisième sous-groupe.

1 5
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2.2. Adjoint.
On suppose désormais que tous les A-modules considérés sont de

A-torsion. On appelle adjoint de M le A-module compact de type fini
et de torsion

a^(M)= Extjj(M.A).
De manière générale» si A est un anneau et M un A-module, on pose

a^(M)= Ext^(M.A).
L'importance de cette notion ici est que les équations fonctionnel-

les sur les fonctions L p-adiques algébriques que nous définirons plus
loin proviennent d'un pseudo-isomorphisme entre un certain module d'
Iwasawa et une forme tordue de son adjoint. Nous construirons au chapi-
tre V un tel pseudo-ispmorphisme canonique qui contiendra toutes les in-
formations arithmétiques dont nous avons besoin ici.

Proposition 8. L'adjoint de M vérifie les propriétés suivantes :
( i ) ̂  M est pseudo-nul, ^(M) est nul;
( n^ l'adjoint a » ( M ) de M n'a pas de sou s-A-modules pseudo-nuls

non nuis;
( ' m ) il est pseudo-isomorphe à M.

Démonstration, ( i ) Si a . ( M ) est nul, il en est de même de a . ( M ' )
pour tout quotient M' de M. Comme tout module pseudo-nul est un quo-
tient de sommes directes de modules du type A/a où a est un idéal
de hauteur supérieure à 2, il suffit de montrer que a.(A/a) est nul
pour un tel idéal a. Mais a.(A/a) peut se calculer grâce à la suite
exacte suivante

0 —> Hom^(A.A) —^ Hom^(a,A) —^ a^(A/a) —^ 0 .
Un A-homomorphisme de a dans A est la multiplication par un élément
f du corps de fractions de A vérifiant facA. Pour tout idéal pre-
mier q de hauteur 1 , le localisé de a en q est A . Donc f ap-
partient à l'intersection des A pour tout idéal premier q de hau-
teur 1 , il appartient donc à A et a.(A/a) est nul.

( i i ) et (n i i ) Considérons d'abord le cas où M est de la forme
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A/(f) avec f appartenant à A. De la suite exacte

0 -^ A -^ A —>• A/(f) —^ 0 ,

on déduit ta suite exacte

Horo^(A.A) -^Hom^(A,A) -^ Ext^(A/(f).A) -^ 0 .

En utilisant un isomorphisme entre A et Hom.(A,A). on en déduit que
a^(A/(f)) est isomorphe à A/(f).

Si maintenant M est quelconque, il existe un homomorphisme injec-
tif de E(M) dans M de conoyau pseudo-nul D. On a alors la suite
exacte

0 -^ a^(D) -> a^(M) -^ a^(E(M)) -^ Ext^(D.A).

Comme a.(D) est nul d'après (i) et que Ext"(D,A) est pseudo-nul,
(ii) et (iii) s'en déduisent facilement.

Exemples. Si A = 2 [G] où G est un groupe fini et si M est un
2Zp [G]-module fini, a^(M) est le dual de Pontryagin de M muni de la
structure de A-module donnée par

(À<|>)(m)= <)>(Àm)

comme on le voit en utilisant la suite exacte

0 -^ 2p IG] —i. (p[G] —^ tp/Zp [G] —i. 0

et 1'isomorphisme canonique

Hom^ ^(M. (p/2p [G]) ^ Hom^ (M. (p/Zp) .

2.3. Propriétés et calculs d'adjoint.

Nous allons ici donner quelques lemmes permettant de comparer des
adjoints calculés pour divers anneaux.

Lemme 9. Soit A' un anneau contenant A et plat sur A. Si M est
.un A-module, on a Tisomorphisme canonique

a.(M) • A -^a..(M® A' ) .
A n » A •A A
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(démonstration dans [ 3 3 ] , IV-31, proposition 1 8 ) .

Par exemple, si R est un anneau qui est en même temps un 2 -
module libre de dimension finie. A ' = R [ [ e ] ] est plat sur
AQ= 2Z [ [ 0 ] ] . En particulier, l'anneau des entiers d'une extension
finie de ( convient.

Dans les lemmes qui suivent, on supposera toujours que q est un
idéal premier de hauteur 1 et que M est un A-module de torsion tel
que M/qM soit de A/q-torsion.
Lemme 10. On a 1'isomorphisme

a^(M/qM) -SL̂  Ext^M.A/q) .

Démonstration. Soit

0-^L' — ^ L — ^ M — ^ 0

une présentation de M avec L module libre sur A. Soit L" le
noyau de

L/qL -^ M/qM .

Comme M est de A/q-torsion, on a

Hom^(L",A/q)= Hom^(L'/qL',A/q) .

D'autre part, pour tout A-module R, on a 1'isomorphisme

Hom^R.A/q) -^ Hom^ (R/q-R.A/q).

De plus, L/qL est libre sur A/q. On en déduit le diagramme commuta-
tif exact suivant et 1'isomorphisme voulu :

0 -^ Hom^(L,A/q) —^ Hom^(L' .A/q) —^ Ext^(M,A/q) —^ 0

l" l" l
0 -^ Hom (̂ L/qL,A/q) -^ Hom^(L'/qL',A/q) -^ a^(M) -^ 0

Lemme 1 1 . Si de plus M est un A-module pseudo-nul, il existe un iso-
morphisme

a^(M/qM) ̂  Ext^M.A)^ .

18
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dépendant du choix d'un générateur de q.

Démonstration. Soit f un générateur de q. De la suite exacte

0 —> A -^ A —> A/q —> 0 .

on déduit la suite exacte

Ext^(M,A) -^ Ext^M.A/q) ->• Ext^(M.A) -^ 0

Comme M est pseudo-nul, le premier module est nul. Le lemme 1 1 se dé-
duit alors du lemme 10.

Proposition 12. Soit M un A-module de torsion sans A-sous-modules
pseudo-nuls non nuls. On suppose que M/qM est de A/q-torsion. Alors
a^(M)/qa^(M) s'injecte dans a.y (M/qM) avec un conoyau pseudo-nul. S^
de plus dp.(M) <_ 1 , c'est un isomorphisroe.

Démonstration. De la suite exacte

0 — ^ A - ^ A — ^ A / q r - ^ O ,

on déduit la suite exacte

0 -^ a^(M)/qa^(M) -^ Ext^(M,A/q) -^ Ext^(M,A) .

Le second module est isomorphe à a.y (M/q) d'après le lemme 10. Si M
n'a pas de sous A-modules pseudo-nuls non nuis, 1e calcul des séries
caractéristiques montre que a.(M)/qa.(M) et a.y (M/qM) ont même sé-
rie caractéristique en tant que A/q-modules. On en déduit que le co-
noyau de

a^(M)/qa^(M) —^ a^(M/qM)

est pseudo-nul. Si de plus M est de dimension projective inférieure ou
égale à 1 , le A-module Ext^(M.A) est nul. D'où la dernière affirma-
tion de 1a proposition.

Corollaire 13. Soit M un A-module de torsion de dimension projective
inférieure ou égale à 1 . Soit (q.) une suite d'idéaux emboîtés pre-
miers à la série caractéristique de M. Alors, on a Tisoreorphisme
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a^(M)= l^a^/H. (M/^M).

Cela redonne un moyen de calcul de l'adjoint montré par Iwasawa
dans le cas où A = Ay . Plus précisément, si M est un A^ module,

P
notons M le Ag module dont le Z -module sous-jacent est M et sur
lequel 6 opère par

Alors, dans le cas particulier A = A^ , on a
P

a^(M)= lim (M/^M).

Revenons d'autre part au lemme 1 1 . Supposons A = AQ avec e iso-
morphe à 22 et soit M un 2--module de type fini sur lequel eP P
agit trivialement. Il est donc pseudo-nul. Soit h un élément de e en-
gendrant topologiquement un sous-groupe H de 0 tel que G/Ho<Z et
T un générateur topologique de e/H. On peut alors attacher au couple
(h,-r) un isomorphisme

Hom^ (M,2p) —^ Ext^(M.A)

déduit des deux suites exactes

0—^ A ̂  A —^A^—^0

Q-^ô/H^^/H-^p -^°-

Nous en aurons besoin dans le chapitre Y.

2.4. Dualité.

Proposition 14. Soit M un A-module compact de type fini et de A-
torsion. 11 existe un horoomorphisree naturel de A-modules

M —^a^(M))

qui est un isoroorphisroe dès que la dimension projective de M est infé-
rieure ou égale à 1.
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Démonstration. Si L est un A-module, on pose

^(L)= Hom^(Hom^(L.A).A).

L'homomorphisme cherché se déduit du A-homomorphisme canonique
L —^ B.(L) (qui est un isomorphisme dès que L est libre sur A) de

A
ta manière suivante : soit

0 — ^ L ' — ^ L — ^ M — ^ 0

une présentation de M avec L module libre. On en déduit les suites
exactes

0 -^ Hom^(L.A) -^ Hom^(L'.A) -> a^(M) -^ 0

puis

(2) 0 -> ^(L') -> ^(L) -̂  ̂ A^ w> Ext^(Horo^(L;A).A).

Les A-homomorphisroes L — ^ B^(L) et L ' — ^ ^ ( L 1 ) induisent un A-
homomorphisme

M —^a^(M)) .

Lorsque la dimension projective de M est inférieure à 1 . celle de
L' est nulle. Donc L' est libre et le dernier module de la suite exac-
te (2) est nul. Les A-homomorphismes L —^ ^(L) et L' —^ B^(L')
sont des isomorphismes; il en est donc de même du A-homomorphisme

M —^a^(a^(M)).
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Chapitre II. Arithmétique des courbes elliptiques et théorie d'Iwasawa.

1 . Généralités.
1 . 1 . Notations.

Les notations introduites ici seront utilisées dans tout le
reste du texte.

Soient K un corps quadratique imaginaire d'anneau des entiers 0
et F une extension finie de Q. Fixons une clôture algébrique F de
F. Considérons une courbe elliptique E définie sur F et ayant mul-
tiplication complexe par l'anneau des entiers 0 de K, ce qui veut
dire que l'anneau Endp(E) des endomorphismes de E définis sur F
est isomorphe à 0. Cet anneau est alors aussi égal à l'anneau des en-
domorphismes de E définis sur F et on l'identifie à 0. L'action de
0 sur l'espace des formes différentielles invariantes de E définies
sur F fixe un plongement i de K dans F de la manière suivante :
si a est un endomorphisme de E et (D une forme différentielle inva-
riante de E définie sur F, a*ù)= i(a)u). On supposera désormais K
contenu dans F de cette manière.

Si L est une extension algébrique de F, 1e groupe des points de
E(F) rationnels sur L est noté E( L ) . ' Si B est un G(F/L)-modu1e
discret, H^L.B) désigne le groupe de cohomologie de G(F/L) agissant
sur B. De plus, si B est le groupe E ( F ) . on notera ce groupe
H^L.E). Si L est une extension de Q non nécessairement finie et si
v est une place non archimédienne de L, on définit L comme la réu-
nion des complétés en v des extensions finies de Q) contenues dans L;
on note L le corps résiduel de L en v et Nv le cardinal de
L si celui-ci est fini. On désigne par v. la valuation associée à v
et vérifiant v.tL1^ 2 lorsque L est une extension finie de Q).
On note E_ la courbe réduite en v et E- . , le noyau de Thomomor-V l »Yphisme de réduction module v.

Si a appartient à 0. on écrira E pour le groupe E ( F ) des
points de E(P) annulés par a. Pour tout idéal entier h de 0, on
notera E. l'intersection des E pour a€b. On pose

\-•tww•^•
Si M est un 0-module, on note T ( M ) la limite projective des M p ,
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les applications de transition étant données par la multiplication par
a. On posera

T^(E)= T ^ ( E ( F ) ) = T^(EJ .a
On le notera même T lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté.

Si M est un sous-ensemble de E(F) et L une extension de F,
L ( M ) désigne le plus petit sous-corps de F tel que les éléments de M
soient contenus dans E ( L ( M ) ) .

On choisit désormais un nombre premier p impair se décomposant
dans K en deux idéaux distincts p et p* et tel que E a bonne ré-
duction en toute place de F au dessus de p. La courbe E a donc
bonne réduction ordinaire au dessus de p, c'est-à-dire que le noyau de
réduction E< est un groupe formel de hauteur 1 . On choisit un élé-

1 ( V Lment n de 0 divisible uniquement par p : ( n ) = p ( h ^ l ) . Si a
est un élément de K, son conjugué sur $ est noté a* et sa norme
N ( a ) . La norme N(a) est aussi le degré de Tendomorphisme a agis-
sant sur la courbe elliptique E. On pose q= mr* = N ( i r ) . On note i
Tisomorphisme topologique du complété K de K en p avec Q . Si
M est un 0-module, on considère M • 0 comme un Z -module à tra-

0 r K
vers i . On considère de même Tisomorphisme i * de K * avec 9 .
La conjugaison complexe a —^ a* sur K induit un isomorphisme
de K sur K * noté de la même manière et on a ip*(x*)= iy(x) pour
x€Kp.

Notons F le corps obtenu en rajoutant à F la composante p-
primaire E ̂  de E ( F ) . ̂  (resp. N^) le corps obtenu en rajoutant àp
F la composante p-primaire (resp. p*-primaire) de E( F ) :

^= ̂ J. ^= ̂ J. M;= F(E ) .P P P
Nous verrons plus loin que la courbe E ayant bonne réduction partout
sur F ( E ) , F ( E ) et F ( E j , l'extension F^/F(E) est non ramifiée
en dehors de p, l'extension ^/F(E ) en dehors de p. On peut en
fait montrer que F̂  (resp. Mj est le composé de F(Ep) (resp. F(E^))
avec Tunique extension de K non ramifiée en dehors de p (resp. de p)_*)et de groupe de Galois topologiquement isomorphe à 7L (resp. 2 ) .
Toute place de F au dessus de p (resp. de p*) se ramifie donc dans
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N̂  (resp. M^). On note F^ Tunique Z2-extension de F contenue
dans F̂  et N^ (resp. N )̂ Tunique 2 -extension de F contenue
dans N^ (resp. M^).

L'action de G^= G(F^/F) sur T (E) définit un homomorphisme
p de G^ dans Aut^(T (E)) de conoyau fini. Il admet comme direc-
tions propres L/^) et ^ *(E). On note p et p ^ les homomor-
phismes correspondants

Pp ^ G,—^Aut^(E))= ûp^Zp

Pp* : ̂  —^ Aut^(T^(E)) = 0^ ̂  2Zp .

En particulier, le groupe de Galois A » G(F(E )/F) qui est canonique-
ment isomorphe à G(F^/F^) est donc produit de deux sous-groupes cycli-
ques, chacun d'ordre divisant p - 1 . Notons \ (resp. \*) la restric-
tion de p (resp. p *) à A. Tout 7L [Aï-module M se décompose
en somme directe de sous-espaces propres correspondant aux caractères
^x*3. Si ^ est un tel caractère, on note M1— le sous-module maxi-
mal de M sur lequel A agit à travers i|/. Le caractère K (resp. ic*)
défini par »c= py'1 (resp. <* » pg*x*"1) se factorise par G(N^/F)
(resp. par G(N^/F)). On pose

0= G(F^/F(Ep)).

Ce groupe de Galois est produit direct de r= G(M^/F(E )) et de
r*= G(M^/F(E ^)). Le groupe 0 sera aussi considéré comme le groupe
de Galois de F^/F. On convient de prolonger un élément y de F à
Poe ^àr Y^) = x S1 x€F (E *) et de faire de manière identique pour
les éléments de F*.

Récapitulons tes corps définis par les diagrammes suivants :

^

A

"/r'̂ ":
r ^p / r *
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1 . 2 . Théorie de la multiplication complexe.
Nous allons rappeler ici quelques résultats bien connus rela-

tifs à la multiplication complexe. Soient L une extension finie de F
et R ( L ) l'ensemble des places de L de mauvaise réduction pour E.

a. Les résultats suivants portent sur les points de torsion de E
et sur la division de points par un endomorphisme de E.
( 1 ) Soit v une place de L de bonne réduction et a un élément
de 0 premier à v ; Thomomorphisme de réduction

E(L^) -^(^)
est injectif sur E(L^ et le noyau de la réduction E^ytL^) est
uniquement divisible par a.
( 2 ) Soit a un idéal de 0; l'extension L(E^)/L est abélienne
et non ramifiée au dehors de R ( L ) et des places de L divisant a.
(3 ) Supposons que E est contenu dans E ( L ) ; pour tout point P
de E ( L ) , soit Q un élément de E(F) tel que oQ» P. Le corps
L(Q) ne dépend pas du choix de Q; c'est une extension abélienne de L
non ramifiée au dehors de R(L) et des places de L divisant a.

b. Faisons maintenant quelques rappels concernant le Grëssencharak-
ter i|/. attaché à la courbe elliptique E sur L. Son existence a été
montrée par Deuring. Soit v une place finie de L qui n'est pas dans
R ( L ) . Alors, on montre qu'il existe un unique élément de 0 (que Ton
note i|/. ( v ) ) dont la réduction modulo v en tant qu'endomorphisme est
T endomorphisme de Frobenius sur ?^v^ I1 vérifie

( 4 ) ( 1 - ^ ( v ) ) ( 1 - ^ ( v ) * ) « ^(^}) .
On définit alors par multiplicativité un homomorphisme ̂  du groupe
des idéaux fractionnaires de L premiers à R(L ) dans K*. On montre
de plus que l'idéal engendré par la norme sur K de v est principal
et engendré par i p . ( v ) . En particulier, on en déduit que F contient
le corps de Hilbert de K et que la norme de tout idéal de F sur K
est principal.

En fait. ^ est un Grôssencharakter de L au sens de Hecke c'est-
à-dire qu'il existe un idéal f de L divisible uniquement par les pla-
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ces de mauvaise réduction de R(L) tel que, pour tout élément B de L
vérifiant 8 = 1 mod^, on a

^((B))= N^(B).

Le plus petit idéal f convenant est appelé conducteur de il/-

On peut aussi interpréter i)/. comme donnant l'action du symbole
d'Artin de v sur les points d'ordre fini : précisemment, si a est un
idéal entier de K et b un idéal de L premier aux places de R(L)
et à a, pour tout point P de E , on a

(5) (b,L(E^)/L)(P)= i^(h)P

où (h,L(E )/L) désigne le symbole d'Artin de b pour l'extension abé-
lienne L(E^)/L.

Le comportement du Grôssencharakter par extension des scalaires est
le suivant : si L'/L est une extension finie,

^L^L'/L' ^L* •

La courbe elliptique t ayant multiplication complexe a bonne ré-
duction potentielle partout. On peut montrer qu'elle a en fait bonne ré-
duction partout sur le corps F(E ) en utilisant le critère de Néron-
Ogg-Shafarevitch et le caractère de Serre-Tate e. dont nous allons
maintenant expliquer le lien avec le Grôssencharakter i|/. ([34]). Soit
I. le groupe des idèles de L. Il existe un unique homomorphisme e.
de I. dans K* vérifiant les trois conditions suivantes

1 - e. est continu, c'est-à-dire que son noyau est ouvert dans I.;

2 - e. (a)= N.,..(a) pour tout aCL*.

3 - si x est un élément de I. tel que x - 1 pour toute place
v appartenant à R(L) et pour toute place infinie, on a

v,(x)
e.(x) = n ^.(v) L
L v?R(L) L

v finie

A partir de 1'homomorphisme e., on obtient les représentations p-
adiques attachées à la courbe elliptique E/L de la manière suivante.
Soit q une place finie de K; on note Ln 1e produit des complétés
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de L aux places de L divisant q c'est-à-dire L = L • K et N
q K q q

la norme de L dans K induite par 1e produit des nonnes locales; si
x appartient à I.» x désigne l'image de x dans L par la pro-
jection naturelle. Posons alors

c^(x)= ^(x)N^r1 .

Cela définit un homomorphisme de I. dans JÇ* trivial sur L*. Compo-
sé avec 1'homomorphisme d'Artin de la théorie du corps de classes global,
il détermine l'action de G(C/L) sur E et se factorise par
G(L(E oo)/L). Par exemple, si L est F et si q est égal à p, on

H
retrouve Thomomorphisme p de G^ défini précédemment.

Exemples 1 . Considérons la (-courbe A(A) définie par Gross dans [15 ]
pour un nombre premier A différent de 2 et 3 et congru à 3 modu-
1o 4. Elle est à multiplication complexe par d)( /^E), est définie sur
le corps de Hilbert H de (( ̂ î) et même sur son sous-corps totale-
ment réel et est isogène à toutes ses conjuguées sur Q. La courbe A(&)
a mauvaise réduction uniquement en &. Par exempte, un modèle de A(&)
pour SL = 7 et 1 1 est donné par :

A(7) : y^xy» x^x^Zx- 1

A ( 1 1 ) : y^xy» x^x^yx+IO .

Soit e le caractère de (O/i^TO)* dans {±1 } composé de Tin-
versé de 1'isomorphisme

(Z/AZ)11 —> (O/^lO)*

avec le caractère quadratique associé à l'extension Ç( ^î)/^ :

e(a-^b/" î )= (|)

où (|) est le symbole de Legendre ( a € x Z ) . Pour toute place v de
H premièreà A. i|^(v) est le générateur de Nu^(v) qui est dans le
noyau de £. Le conducteur de i|/u est l'idéal de H engendré par
^î.

Par exemple, calculons le nombre de points de la réduction de
A(59) en une place de H au dessus de 3 et 5. Ces deux nombres pré-
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miers sont décomposés dans (( î HS?). Le nombre de classes de Q( ^35)
est 3. Les idéaux de (( /- 59) au dessus de 3 et 5 ne sont pas

2 ?principaux car les équations a +59b = 12 (ou 20) n'ont pas de solu-
tions entières. Il n'y a donc qu'un seul idéal au dessus de chacun d'eux
dans H. Des équations

"- w^'
<"• w21^' •

on déduit que pour l'un des deux idéaux q^ (resp. qg) de H au des-
sus de 3 (resp. 5), on a

^(,3). LL^S
w- ̂

On en déduit que ïKA^XF^)) = 21

^(At^XF^ç))» 105

si F désigne le corps fini à q éléments.

Donnons ici trois temmes qui nous seront utiles par ta suite.

Lerone 1. Soit L une extension finie de F. Pour toute place v de *L
divisant p, 1'homomorphisme de réduction induit un isomorphisme

E(L^(p*) ̂ i^)(p) .

ip,(v)
et on a ^(L^)) - 1^(1 -J^).

Démonstration. Ce lemme précise ( 1 ) qui affirme que 1'homomorphisme de
réduction est injectif sur E(L)(p*). Il suffit donc de montrer l'égali-
té des cardinaux de E(L)(p*) et de E.(tj(p). Le groupe E _ est

V Y g*1"

isomorphe en tant que 0-module à 0/p*1". Donc la propriété (5) du Grb's-
sencharakter montre que E est contenu dans E(L ) si et seulementp*m v
si ip.(v) est congru à 1 modulo p*"1. Le cardinal de E(L)(p*) est
donc égal (à une unité de 0 près) à 1 -^.(v)*. Il en est de même de
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celui de E^tL^Kp) grâce à la relation (4) et au fait que ^ . ( v ) ap-
partient à p. La dernière affirmation du lemme 1 se déduit alors sim-
plement de

^(v)^(v)*= Nv.

Lemme 2. Soit l une 7L -extension d'une extension finie L de F,
ne contenant pas N^. Alors, si v est une place de l au dessus de
p. E(L^)(p*) est fini.
Démonstration. On peut supposer pour la démonstration que E ( L ) con-
tient E . Le corps l ne contient pas M^; donc v se ramifie dans
l (sinon LA^ serait non ramifié en v sur L ) . La place v est
alors totalement ramifiée dans l/l_ pour. n assez grand si L_ dési-n *̂gne le sous-corps de l fixé par 6(L/L)P . Le corps résiduel L de
L en v est donc fini et E(l ) ( ? * ) étant plongé dans î (T^)(p) est
lui aussi fini.
Lemme 3. Il n'y a qu'un nombre fini de places au dessus de p dans F^.
Démonstration. Supposons qu'il y ait une infinité de places au dessus de
p, par exemple» dans F^. Alors, il existerait une extension finie L
de F et une place v de L se décomposant totalement dans F^. On
en déduirait que E(L ) ( ? * ) serait infini, ce qui est impossible.

1 . 3 . Groupes de Mordell-Weil.
Par 1e théorème de Mordell et Meil, le groupe de Mordell-Weil

E( L ) des points de E rationnels sur un corps de nombres L contenant
F est un 2-module de type fini. Dans le cas où L est une 2Z -
extension de F, cela n'est plus toujours vrai ( [ 1 8 ] . [201, [ 1 6 ] ) . Ce-
pendant, des résultats de finitude du rang de E ( L ) pour certaines 2Z •
extensions ont été donnés par Greenberg ( [ 3 ] ) et par Rubin et Miles
( [ 3 0 ] ) . Nous montrerons nous-mêmes quelques résultats dans cette direc-
tion au chapitre Y. De toute façon, i1 ne peut y avoir de parties indé-
finiment divisibles dans E ( L ) à part la partie de torsion. On notera
ft(L) le sous-groupe de torsion de E ( L ) .
Théorème 4. Pour toute 2 -extension L̂  de F» le groupe abélien
E(L )Aî(L ) est libre. Il en est de même de E(FJA2(FJ.

Nous ne démontrerons le théorème que pour l'extension F^, le cas
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d'une 2 -extension se faisant de même. Démontrons d'abord deux lemmes.

Lemme 5. Soient e un 2-module isomorphe à Z^ et Y un 0-module
————————————— ———— p ———————————————————————————£————————— ? ———— ———— — — — — — — — — — —

sans 7L -torsion. Sî  0' est un sous-groupe de 0, le quotient Y/Y
est sans torsion.

Démonstration. Supposons qu'il existe un élément y de Y et m€2
tels que my appartient à Y° . On a alors

m(yy-y) = y(my) -my= 0

pour tout y € Ô ' . Donc yy - y est un élément de torsion de Y. 11 est
donc nul et y appartient à Y9 ', ce qui démontre le temme.

Rappelons que Ton a noté e le groupe de Galois de F^/F.

Lemme 6. Le groupe de cohomotogie H^O^tF^)) est fini.

Démonstration. Montrons d'abord que la composante î2(F ) '(p) d'ordre
premier à p de î2(F^) est finie. L'extension F^/F est non ramifiée
au dehors de p. Mais, si A est premier à p, l'extension F(E )/F
est non ramifiée en p car E/F a bonne réduction aux places divisant
p. Donc F(î2(F^)'(p)) est une extension abélienne non ramifiée de F.
Elle est donc finie sur F et le groupe Sî(F ) '(p) est nécessairement

1fini. Montrons maintenant que H (0,E(F^)(p)) est fini (la composante
p*-primaire de H^O^FJ) se traiterait de la même manière). Si F
ne contient pas E ,E(F^)(p) est nui et la finitude est triviale; sinon
E(Fj(p) est égal à E ^. Soit m l'entier tel que E e = E _. un a

P P P
la suite exacte d'inflation-restriction :

0 -^ H^E J/F,E ) -^ H^O.E J -^ H^FJFCE J.E J .
P* P P P* P

Le dernier groupe est nul (voir par exemple le lemme 15 qui suit). Quant
au premier groupe, i1 est fini d'ordre p". Cela termine la démonstra-
tion du lemme.

QU

Passons à la démonstration du théorème 4. Posons 0 = 0 ' et soit
F le sous-corps de F^ fixé par 0 . Posons encore Y = E(F )A2(F )
et Y^= E(FJA2(FJ. De la suite exacte

0 -^n(Fj -^E(FJ -^Y^-^0 ,
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on déduit la suite exacte de cohomologie

0^\ -^Y^ -^(^(FJ) .

D'après le théorème de Mordell-Weil, Y est un groupe abélien de type
fini. Comme H ^ O - n t F ) ) est fini d'après le lemme 6 appliqué au corps

Onde base F , Y^ est un groupe abélien de type fini qui est de plus
sans torsion donc libre. D'autre part, Y^ /Y^ est sans torsion
(lOn). Donc Y^1 est facteur direct dans Y^". Il existe des 2-
modules libres R tels que

0 0v n+1 . v n A DY " ' = Y " • R _ .oo oo n

On a donc

0 n-1
L = e R,i=0 1

e
et Y^ qui est la limite inductive des Y^" est libre.

Remarque. Dans le cas où p est inerte dans K au lieu d'être décompo-
sé, le théorème 4 reste vrai pour E(F^)Aî(Fj.

1.4. Descente et groupes de Sel mer.

Soit L une extension de F, non nécessairement finie. Pour
tout élément a de 0, la suite de G(F/L)-modules

0 ̂  E^ ̂  E(F) -^ E(F) ̂  0

est exacte de même que la suite de cohomologie qui s'en déduit

(6) 0 -^ E(L)/aE(L) -^ H^L.E^) -^ H^L.E)^ -^ 0.

Le groupe de Shafarevitch-Tate 1U.(L) de E sur L est défini comme
l'intersection des noyaux des homomorphismes de restriction

H^L.E) -^(L^E)

pour toute place v finie c'est-à-dire qu'il vérifie la suite exacte

0 -^ ui(L) -^ H^L.E) -^ n H^L.E).
v
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Le groupe de Selmer S(L) relatif à E/L et à a est alors l'image
réciproque de liL(L) dans H (L,E ). C'est donc le noyau de 1'homo-
morphisme naturel

H^L.E) —^n H^L.E) .
0 v

et on a la suite exacte

0 -^ E(L)/aE(L) -> SO)^ -^ M(L)^ -^ 0 .

Deux autres types de groupes de Selmer joueront un rôle important.
Soit d'abord S'd.)^ le-noyau de

H^L.E) -^ TT H^L.E)
a v^Tci v

où le produit est pris sur les places v de L premières à a. Le
groupe SCLr— est un sous-groupe de S'tD^7 . L'autre groupe que
Ton notera £(L) est lui un sous-groupe de S(L) . Par défini-
tion du groupe de Selmer S(L) ,, l'image par restriction d'un élément
de SCL)100 dans H^L^.E^) est en fait dans E(L^)/aE(L^) grâce à la
suite exacte locale analogue à (6) :

(7) 0 -^ E(L^)/aE(L^ -^ H^L^) ̂  H^^a ̂  0-

On note £(L) ; le noyau de Thomomorphisme

SO)^ —^ n E(L)/aE(Lj .
via* v v

On n'utilisera ici ces groupes que pour a= n" ou TT*". Les in-
clusions E —>- E ^ induisent des applications sur tous ces grou-

a a
pes. On note leur limite inductive S(L), S'(L), £(L) pour ( X = T T et
S*(L), S'*(L). £*(L) pour a= TT*. De même, la multiplication par
a : E , —^ E induit des applications sur les groupes de Selmer. On

ex ex v y v
notera leur limite projective S(L), S'(L), E(L) pour a= n et
S*(L), S'*(L), Ï*(i) pour a= TT*. On pose D = KJO . Les suites
suivantes sont exactes :
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O ^ E ( L ) » D -^S(L)-^ lii(L)(p) -^ 0
0 •

0 -^ E(L) • 0 . -̂ *i) ̂  T* (UL(L) ) ̂  0
0 '

(en général, on distingue une place p et Ton n'écrit pas les suites
exactes de manière symétrique en p et p*). On notera encore Y(L)
(resp. Y*(L)) le dual de Pontryagin de S(L) (resp. S*(L)).

Enfin, notons E<(L) le noyau du produit des homomorphismes de ré-
duction

E(L) —^(^)

sur les places v divisant p (lorsqu'on voudra être plus précis, on
le notera E^ (L)).

Pourquoi introduire ces différentes versions du groupe de Selmer ?
Le groupe StL)^^ est le groupe de Selmer classique. Cependant, le
groupe S'tL)^") obtenu en oubliant les places au dessus de p est
plus facile à calculer et s'interprète en termes de groupe de Gai ois
lorsque E est contenu dans E(L) car le groupe E est étale en

toutes les places de L différentes de p. Le groupe Z(L) ' / jouera
un rôle très important pour nous et intervient naturellement dans la sui-
te exacte fondamentale (chapitre IV). Par dualité de Cassels, il apparaît
lorsqu'on cherche à calculer l'indice de StL)^") dans S'tL)^").

y
Dans le paragraphe suivant, on comparera les indices de Z*(L) dans

S*(L) et de S(L) dans S ' (L) dans le cas où L est une extension
finie. Dans le paragraphe 1.6, on étudie les rapports entre les trois
groupes de Selmer dans le cas d'une extension infinie. Enfin dans le pa-
ragraphe 1.7, on comparera les groupes de Selmer relatifs à 2 corps dif-
férents .

1.5. Comparaison des groupes de Selmer relatifs à une extension
finie.

On suppose donc dans ce paragraphe que L est une extension finie
de F. Nous allons comparer S(L) et S'(L). Ï*(L) et ^*(L).

Notons X^L)^*"^ l'image de !:(L)^* ^ dans X(L) et jîq(L)
/ —*n\

1a limite projective des JJL(l-) . Alors, on a le lemme suivant.
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Lemme 7. Le groupe Z*(L) est d'indice fini dans S*(L). La suite

0 —> E^(L) • 0^ —^ ^(L) —^ JÏL^(L) —^ 0

est exacte et on a l'égalité d'indices

[^(L) : ^(L)]= [E(L) • 0. : E.(L) • OJ [T ^(JU.(L)) : JÏLÎ(L)].
0 r 0

Démonstration. Si v est une place au dessus de p, n* induit un auto-
morphisme sur E^^(L^). On en déduit que EtL^Î/TT^EtL^) est isomorphe

à ÎY^V^^^^V^ et que E^Lv^ ^ °û* est isomorPhe à 1a composante
p-primaire de E^(L^). On montré alors facilement les suites exactes

0-^ ^(L) -^ ^(L) -1. n î.,(U(p) ,
vip v v

0 ̂  E,(L) • 0 * -^ E(L) • 0. ̂  n îjl:J(p) .
0 r 0 r vip • v

0 -^ z*(L) -^ S*(L) ^ n L,(U(p)
Ylp v v

(la dernière suite exacte ne servira pas pour le lemme mais sera utile
par la suite). Comme E^Oy) est fini, ^(L) est d'indice fini dans
Ï*(L) (et même d'indice divisant n § (UU(p))). Par définition de

vip v v

X^L), on a le diagramme commutatif suivant :

0 0

, f î
X^(L) —» T^(X(D)

o —». Ï*(L) —»- ^*(L) —»> n i.,a.,)(p)
t + vu» v* v

0 ——^ E,(F) • 0 « —*. E(F) • 0 * ——>. n E (L,)(p)
' (} " • .0 p vip v. v

0 0
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D'où la suite exacte du lemme 7 et l'égalité d'indices par application
du lemme du serpent.

L'étude de la comparaison de S(L) et de S ' ( L ) est très liée à
celle de Ï*(L) et de Ï*(i) grâce à un théorème de Cassels. Afin de
ne pas alourdir le texte, nous nous contenterons d'énoncer ici les ré-
sultats qui se déduisent de ce théorème et de démontrer celui-ci en an-
nexe.

Soit B ( L ) 1e conoyau de 1'homomorphisme canonique

S'(L) —^ n ^(L.E)^)." *-v
vip v

On a donc Ta suite exacte

0 -^ S(L) -> S'(L) -^ n ^(L.EHp) -^ B(L) -1- 0 .
vip v

Proposition 8. Le dual de Pontryagin de B(L) est isomorphe canonique'
ment à 1'image de S*(L) dans n E(L ) • 0— On a donc l'égalité
d'indices ^ 0 '

[^(L) : ^(L)HS'(L) : S(L)]« n ^(îjîj(p)) .
vip v v

Remarquons que lorsque E (L ) est d'ordre premier à p pour tou-

te place v divisant p, S' (L) et S(L) sont égaux (il en est en

fait de même de JO)^ ) et S'tL)^) et §*(L) et Ï*(L) sont
égaux. Lorsque E (L ) est d'ordre divisible par p, les groupes S(L)
et S'(L) peuvent aussi bien être égaux que différents.

Exemples 2. Considérons les courbes E définies sur ( et à multiplica-
tion complexe par (|(i) d'équation

y^ x^dx

où d est un entier non divisible par une puissance quatrième. Prenons
comme nombre premier p = 5 et pour n, 2+i . Alors, n = 2+ i est
non anormal (c'est-à-dire que Eq(Fg) est d'ordre premier à 5) si et
seulement si d n'est pas congru à 2 module 8 (on suppose bien sûr
que 5 ne divise pas d afin que E ait bonne réduction en 5).
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Le point P = ( - 1 , 1 ) appartient à la courbe y = x -2x. Comme
P n'appartient pas à E,(K) » 0 *, l'indice de Z*(K) dans ^*(K)
est divisible par 5. Donc S(K) et S ' (K) sont égaux. Par contre,
considérons 1a courbe y2 = x -2662x. Elle contient le point
P= (-50,90). Comme 2P appartient à E-(K), P appartient à
E.(K) • 0 *. Mais le point P n'est pas divisible par 5 (ou par

1 0 r

n= 2 + i ) dans E(K) ou dans EW : il suffit pour le voir d'écrire
les formules de multiplication par 2+i . On aurait

50= .3(a^2662(2 i -1?) 2 ̂  ,,̂  ^
( (2+i la"--26621)'-

ce qui impliquerait que n divise a et que TT divise 50, ce qui
est impossible. On en déduit que si J]i(K)(5) est fini, S*(K) et
Ï*W sont égaux et que l'indice de S(K) dans S ' (K) est égal à 5.

1.6. Comparaison des groupes de Selmer relatifs à une extension in-
finie.

Lemme 9. ^ L^ est une Z -extension de F différente de N^ ou si
L^ est égale à F .̂ S(Lj et S'(Lj sont égaux.

Démonstration. Il suffit de démontrer que le groupe H1^ ^,E)(p) est
nul pour toute place v de L^ au dessus de p. Soit L^ le sous-
corps de L^ fixé par G(L^/F)P et soit L^ ^ le complété de L^
pour la restriction de v à Ly^. Comme par définition L^ est é9a1

à la réunion des L^ ^ P01^ n !1» H1(Loo,v'E) est la limite inductive
des H^L ,E) relativement aux applications restriction. Par la dua-
lité locale de Tate ([35]), le dual de Pontryagin de H1^ ^^)(y) est
égal à

^n.vî- ^n.v^^^n.v)

et le dual de Thomomorphisme de restriction est Thomomorphisme de nor-
me. Il suffit donc de montrer que

(8) l̂ in Ê (L^)

est nul, où la limite projective est prise relativement aux applications
normes. Or, on a les isomorphismes

^.v^^v^^^'-n.v)
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pour une place au dessus de p. Dans le cas où L^ est une 2Z -exten-
sion différente de N ,̂ Ë(L ) est un groupe fini d'ordre borné sur
lequel le groupe de GaTois de L sur L agit donc trivialement«sv n,v
pour n assez grand. La limite projective (8) est donc nulle. Dans le
cas où L est égale à F , Ê(L_ . „) est d'indice au plus p dansoo ao p» i ^Y

E(L^ ,,) et la norme de l'extension L _ / L ^ . < agit par multiplicationn y v f\ n n— i
par p sur E(L^, _ ) pour n assez grand. On en déduit facilementn»v
que (8) est encore nulle, ce qui démontre le lemme.

Il reste le cas où L est égal à N*. Les groupes de cohomologie
, 00 00

H (N^ »E)(p) ne sont alors pas toujours nuls. C'est ce que nous allons
étudier maintenant.

Introduisons d'abord quelques nouvelles notations. Si G est le
groupe de Gai ois sur F d'une extension abélienne L de F et si v
est une place de F, soit G le sous-groupe de décomposition de G
relatif à un prolongement choisi de v à L, que Ton note encore v.
Soit M un 7L [[G ]]-module; on pose

IndG(M)= M • 7LA[W ,
V^y" p

muni de sa structure naturelle de 2 [[G]]-module. On rappelle d'autre
part que le dua1 de Pontryagin d'un 2 -module M est noté M.

Lemme 10. 1 . Il existe un G(NyF)-module U^ dont 1e dua1 de Pontryagh
est isomorphe à

G(N*/F)
^ ^v V^.v»

(où le produit est pris sur les places de F au dessus de p) et qui
vérifie la suite exacte de G(N^/F)-modules

(9) 0 ^S(N^) ^S'(N^) -^U, ;

2. Si Ton suppose de plus que le dua1 de Pontryagin de
S*(N^) est un 2 [[G(NyF)]]-module de torsion, le dua1 de Pontryagin
du conoyau de S'(N^)—^U^ est isomorphe à 1\y*(E), c'est-à-dire que
1 'on a la suite exacte

G(N*/F) ^\ ^^
0 -> T^(E(N^)) ^ n Ind^ 00 T^(E(N^)) ^ S'(N^) ^ S(N^) ^ 0 .
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Démonstration. Prenons pour U^ le G(N^/F)-module

n H^. E)(p)
vip >v

où le produit est pris sur les places v de N^ divisant p. Il véri-
fie la suite exacte (9) et le dual de Pontryagin de U^ est isomorphe à

G(N;/F)
n Ind \

v i p

où 1e produit est ici pris sur les places v de F divisant p et où
M est le dual de Pontryagin de H^N^ ^,E)(p) (on a alors choisi un
prolongement de v à N^). Le calcul fait dans la démonstration du lem-
me 9 montre à Taide du lemme 1 que M^ est égal à 1^*(E(N^)), ce
qui donne le résultat 1 .

De plus, par la proposition 8, on peut identifier le dual du concyau
B(N*) de Thomomorphisme

S'(N*) -> n H^N* ...E)(p)
n vip n>v

avec l'image de î*(^) dans n E(N^) g °p* (où ^ est ici 1e

corps fixé par 6(NyF)P"). L'hypothèse que S^) est un
2 [[G(N^/F)1]-module de torsion implique que les 2p -rangs de

E(N*)tB\ et de T *(1A1(N*)) sont bornés. Comme E(N*) modulo torsiœn Q p TT" n 00

est un groupe abélien libre, on en déduit qu'il est de type fini et que
lim E(N^) • 0 ^ est égal à T^(E(N^)). D'un autre côté, T^(J1L(N^))

est un 2 -module libre de type fini. On montre facilement que la limi-
te projective des T^(UL(N^)) est nulle. Cela démontre que }m S*(Nj^)
est isomorphe à T^(E(N^)) et finit la démonstration.

Nous allons maintenant comparer les groupes 2; et S. Cependant.
nous serons obligés d'utiliser des résultats énoncés dans la suite.

Lemme 1 1 . Soit L^ une 2 -extension de F différente de N^ et tel-
le que LJE J vérifie l'hypothèse p*-adique faible de Leopoldt (para-
graphe 2.2). Alors S*(LJ et S*(Lj sont égaux.

Démonstration. On déduit de la suite exacte

0 ̂  E*(LJ ̂  S*(LJ ̂  ̂  ^oo.v^P5
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et du lemme 2 que le conoyau de S*(L^) —^ S*(L^) est fini si L^ est
différente de N .̂ Mais sous l'hypothèse p*-adique faible de Leopoldt
pour LJEJ, S^ÏÎ^T n'a pas de 2 l[G(L^/F)l]-modules finis non
nuls. On en déduit donc que S*(L^) et S*(L^) sont égaux»

1 - 7 . Théorie de Galois pour les groupes de Sel mer.

Nous allons étudier dans ce paragraphe le lien existant entre
le groupe de Selmer sur F^ et le groupe de Selmer sur une Z -exten-
sion L de F contenue dans F ou sur F.

00 00

Proposition 12. Sj^ L^ est différente de N ,̂ Thomomorphisme de res-
triction induit un isomorphisme

s.a.i^s,?.)6^1-'.
Démonstration. Remarquons que S'(L^) est le noyau de Thomomorphisme

H1^^) -^^(L^E)

et que S(F^) est le noyau de 1'homomorphisme

"^V'^v?/^'10

grâce au lemme 9. Il est alors facile de voir que la proposition résulte
des deux lemmes suivants.

Lemme 13. Sĵ  L^ est différente de N^ et si v est une place de F^
ne divisant pas p, Thomomorphisme de restriction

H^^^ ^"^oo.v^^

est injectif.

Démonstration. Le noyau de Thomomorphisme de restriction est
"^oo v^.v'^^.v"- Llextension ^.v^.v étant non ramifiée et 1a
courbe ayant bonne réduction en v au moins sur F(E ), la composante
p-primaire de ce^dernier groupe est nulle.

Enonçons maintenant le second lemme.

Lemme 14. S_[ L^ ne contient pas E „. Thoroomorphisme de restriction
induit un isomorphisme
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H .̂E^H^E/̂ .

Démonstration. Par la suite exacte d'inflation-restriction, il suffit de
montrer que H^F^/L^E (Fj) est nul pour i = 1 et 2. Or EjFj
est soit nul et le lemme est trivial soit égal à E . On peut alorspi
conclure par passage à la limite à partir du lemme suivant (qui nous a
d'ailleurs déjà servi).

Lemme 15 . Soit A un groupe cyclique d'ordre une puissance d'un nombre
premier impair et A un groupe d'automorphismes de A. Alors H (A,A)
est nul pour i ̂  1 .

Démonstration. Si ^ est Tordre de A» on peut déjà supposer que A
est d'ordre p^s^). Soit 6 un générateur de A. On a alors

ôa= (1 +pr~su)a

avec u premier à p. On en déduit que

N ( a ) = Z ô a = d^'y5"1 a = p^Uu'pja
A Ô€A 9 u

avec u' premier à p et que N^(A) est exactement le sous-groupe de
A d'ordre p^5. D'autre part le sous-groupe des éléments de A inva-
riants par A est contenu dans ce sous-groupe. On en déduit que
H^A.A) qui est isomorphe à A^N^A) et H^A.A) pour i^1 sont nuls.

On montre de même la proposition suivante.

Proposition 16. L'homomorphisme de restriction induit Tisomorphisme

G(N^/F)
S'(F)^S(NJ œ .

Lemme 17. L'homomorphisme de restriction

G(F«/F)
S.(p) —I.S(FJ

a un noyau et conoyau finis.

Démonstration. Nous n'aurons en fait besoin que de la finitude du noyau.
Ce noyau est contenu dans H^L^E JLJ) pour une 2 -extension L^

P •
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contenue dans F^ et différente de N^ et ce dernier groupe est évidem-
ment fini. Quand à la finitude du conoyau, elle vient de la finitude du
groupe H1^ ^/F^,E)(p) ( [ 19 ] ) . Nous en verrons une autre démonstra-
tion au paragraphe 2.3.

2. Le A-module S(FJ.

2 .1 . Groupe de Selmer et groupe de Calots.

Pour toute extension L de K, notons M. ta p-extension
abélienne non ramifiée au dehors de p maximale de L et X(L) le
groupe de Galois de M. sur L. Le groupe de Galois G(F^/F) opère
sur X(FJ par automorphismes intérieurs de 1a manière suivante : si
Y appartient à G^= G(F^/F) et si 7 est un prolongement de y à
Mp , alors on pose

00

yx = 7x7" pour tout x€X(F^) .

Rappelons d'autre part que x est 1e caractère de A = 6(F^/F^) iden-
tifié à G(F(E )/F) donnant l'action de ce groupe sur E .

Théorème 18. 1- Le groupe de Selmer S(NJ est G(N_/F)-isomorphe è
Hom^ (X^J^.E^).

2- Le groupe de Selmer S(FJ est G(F_/F)-isomorphe à
Hom^ (XtFj^.Ej.

P P
Démonstration. Les deux démonstrations sont tout à fait similaires. Dé-
montrons par exemple la deuxième assertion. La démonstration repose sur
le fait que si E a bonne réduction en une place v d'une extension L
sur F. le groupe de cohomologie H^L^/L^EO^)) est nul si L^
désigne l'extension non ramifiée maximale de L .

Il est clair que Ton a les égalités

Hom, (XtFj^.Ej -^Hom, (X(FJ.E ̂
p y p ?

S(FJ ̂  StF^ ,

A étant d'ordre premier à p. On peut donc supposer pour la déroonstra- '
tion que E est contenu dans E(F). Alors, S(Fj et Hom- (X(F ),E Jp oo ^ oo œ

P P
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sont tous deux des sous-groupes de Hom^ (6(F/^),E ^). Soit x un
P y

élément du second groupe. Par définition de X(F^), pour toute place v
de F ne divisant pas p, la restriction de x au sous-groupe de dé-
composition de v se factorise par le groupe de Gatois de F^/F

œ^v <»,V
L'image de x dans H (F^ ,E) est donc nulle et x appartient à
S'(F^) donc à S(F^) grâce au temme 9. Réciproquement, tout élément x
de S(FJ provient d'un élément x de StF^)^ ; pour un certain n.
La restriction x de x au groupe de décomposition de v appar-
tient à l'image de' E(F J/T^EtF J. Si v ne divise pas p, x. .,»' .»«, ~»v ' '»•
se factorise à travers G(F^ /F^ ) et x appartient à
Hom, (X(FJ,E ) et x à 'Hom^ (X(Fj.E ).

^p n'1 "-p ^
Exemples 3. La démonstration montre qu'une propriété analogue est vraie
à un niveau fini, plus précisemment on a Tisomorphisme :

S'tN^^Hom^ (X^^.E ^)
P TT

si N est le sous-corps de N = F(E ) fixé par A. Par la théorie

du corps de classes, X(Np) - est lié au groupe des classes d'idéaux
de N . En particulier, savoir que p ne divise pas 1e nombre de clas-
ses de F(E ) permet souvent de calculer la composante p-primaire du
groupe de Shafarevitch-Tate. C'est en fait le principe de la descente.
Nous allons donner des exemples dans cette direction. Afin de montrer
dans quelques cas particuliers que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de F(E ), nous allons utiliser les bornes sur le discriminant d'un
corps de nombres démontrées par Odiyzko et Poitou (on utilisera les ta-
bles de Diaz-y-Diaz [ 1 1 ] ) . On suppose ici que F est 1e corps de Hiîbert
H de K et que p est différent de 2 et 3 (et toujours décomposé
dans K). Si K est différent de <(/"I) et de d( ^r!) et si f
est le conducteur du Grôssencharakter ^\\ de E sur H, le discrimi-
nant de H(Ep) sur H est ^P-1)/2??-2. on en déduit que si Ton no-
te d(L/M) le discriminant de L sur M on a

[UtE1):^ 1ogd(H(Ep)/()» ̂ ^ ̂ W^^l^ 1ogp^1ogd(K/d|) .

En comparant ce nombre avec tes bornes sur tes discriminants des corps
totalement imaginaires de degré p(p-1)[H:(], on montre que p ne di-
vise pas le nombre de classes de H(E ) pour les courbes elliptiques et
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nombres premiers suivants

A(7) p= 1 1 , p= 23 (H= ((^"7)) ;

A ( 1 1 ) p= 5 (H= ((^TT)) .

Le produit U des unités locales de H(E ) congrues à 1 module v
pour les places v divisant p est un ZL [G(H(E )/H)]-modu1e de rang
[H : KL On en déduit que le 2 -rang de U^ est égal au degré h de H
sur K et que sous l'hypothèse que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de H(E ), on a

rg.E(H) + dimp (llL'œî/pllL'tHÏKh.
P

Le 0-rang de A(7)(K) est nul; donc le rang de llL'(H)/plll.'(H) sur
F est inférieur à 1 pour p= 1 1 et 23. Le 0-rang de A ( 1 1 ) ( K )
est égal à 1 ; donc ilL'(K)(5) est nul.

Nous allons maintenant nous intéresser à X(F<J et nous en dédui-
rons les propriétés correspondantes de S(F ) quitte à remplacer F py

F(E,).

2.2. Premières propriétés du A-module X(FJ.

L'action de 9= G(F^/F) sur le a-module X(Fj par auto-
morphismes intérieurs permet de munir X(F^) d'une structure de
Z [[ell-module compact. Si G est un 2Z -groupe, on pose
Ap= TL [[G]]. En particulier, on pose A = AQ lorsqu'il n'y a pas de
confusion possible. Le premier résultat élémentaire est le suivant.

Lemme 19. Le A-module X(FJ est de type fini.

Démonstration. Soit M' l'extension abélienne maximale de F contenue———————— o
dans M? . Nous allons d'abord montrer la suite exacte

00

( 1 0 ) Sp -^ X(FJQ -^ G(M^) -^0.

Pour cela. introduisons une 7L -extension L^ de F contenue dans F .̂
On a alors facilement Tisomorphisme

^w ̂  ̂ V^
si M/ est l'extension abélienne maximale de L^ contenue dans Mp ,

00 °°
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ce qui peut s'écrire par la suite exacte

0 -'- ^'-^(FJLJ -" ̂ V--5 -" G(F-/L«) -" °-

On a de même 1'isomorphisme

^Y^Gd^/F) ̂  ̂ c/^ f

d'où la suite exacte

^p ̂  ̂ Je -^ ̂ c/^ -^ .̂Aoo) -^ 0

et (10 ) . Comme M' est contenu dans la p-extension abélienne non rami-
fiée au dehors de p maximale, le groupe de Galois de M. sur F est
un 2 -module de type fini. Il en est donc de même de W^Q et
X(F^) est un A-module de type fini.

On se demande maintenant si le A-module X(F^) est un A-module
de A-torsion. Pour répondre, nous devons d'abord parler de la conjectu-
re p-adique de Leopoldt. Si L est une extension finie de K et v
une place de L, soit U(L ) le groupe des unités locales du complété
L de L en v. Soient E. le groupe des unités globales de L
congrues à 1 module toute place v de L au dessus de p et i^

l'injection diagonale de E. „ dans n u(L ). On note 6 (L) 1a dif-
Ltp vip r

férence entre le 2 -rang de la clôture de i^ p^n) P0^ 1a topolo-
gie p-adique et le 2Z-rang de E. . La conjecture p-adique de Leo-
poldt pour l'extension finie L de' F est que 6 (L) est nulle. Elle
a été montrée par Brumer dans le cas d'une extension abélienne de K
par les méthodes de Baker.

On appellera ici

Hypothèse p-adique de Leopoldt pour une extension finie L : le nombre
6 (L) est nul.

Si L est une 7L -extension, nous n'aurons besoin que d'une pro-
œ p

priété plus faible des nombres 6 (L) où L est une sous-extension fi-
nie de L .̂ Nous appellerons donc

Hypothèse p-adique de Leopoldt pour une 2Z -extension L^ d'une exten-
sion finie de F : les nombres entiers 6 (L) sont bornés lorsque L
parcourt les extensions finies de F contenues dans L .̂
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Nous utiliserons aussi les versions p-adiques et p*-adiques de ces
hypothèses.
Proposition 20. Soit L̂ /F une g -extension de groupe de Gai ois H.
Alors le A^-module X(LJ est de Au-torsion si et seulement si l'hy-
pothèse p-adique de Leopoldt pour L̂  est vérifiée.

Démonstration. Soit L le sous-corps de L̂  fixé par H - ̂  . Le
module X(LJ est de A^-torsion si et seulement si X(LJ^ est de
2 -rang borné. Or le nombre de places de L̂  ramifiées dans L̂ /F
étant fini, il estfacile de voir que la différence du 2 -rang de
X(L^)^ et de X(L^) est bornée. Mais la théorie du corps de classesn
donne une description de ce dernier module : on a la suite exacte de mo-
dules

0 ~" vîp "^'^X^n^ ~" x(Ln) ~" A(Ln) ~" °

où A(L^) désigne la composante p-primaire du groupe des classes
d'idéaux de L et où la barre désigne la clôture pour la topologie p-
adique. Le 2 -rang de X(L ) est donc ^(l-.î-^l» d'où la proposi-
tion.

Proposition 21 . Le A-module X(F^) est de A-torsion si l'hypothèse
p-adique de Leopoldt pour N^ est vérifiée.

Démonstration. D'après 1e lemme 1.2, il suffit de montrer que
X ( F ^ / c /M \ est un Ap-module de torsion (on rappelle que F est le
groupe d? Gallois de N^ sur F). Posons H= G(F^/N^). Nous allons
faire le lien entre X(F^)- et X(N^) et voir qu'ils sont simultané-
ment de Ap-torsion. On terminera alors la démonstration avec la propo-
sition 20.

Soit M- l'extension abélienne de N^ contenue dans Mp maxi-
male et soit "J.,. le composé des sous-groupes d'inertie aux places de
N^ au dessus de°° p* dans l'extension abélienne M » /N^. Comme chacun
de ces sous-groupes est isomorphe à 2 et qu'il n'S? a qu'un nombre fi-
ni de places au dessus de y* dans N ,̂ J.. est un Ap-module de tor-
sion. On a d'autre part les deux suites exactes

( 1 1 ) 0-^JN -^ ̂ N ̂  -^ x(Noo) ^0
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( 1 2 ) 0 -^ X(F )„ -^ G(M;, /N ) —> G(F /N ) -^ 0 .oo n p( oo oo oo
00

Donc si X(NJ est un Ap-module de torsion, il en est de même de

^JH-

Remarque. En remplaçant F par F(E ), on a montré que le A-module
^F^) est de A-torsion si l'hypothèse p-adique de Leopoldt pour M
est vérifiée.

2.3. Sur les A-modules pseudo-nuls de X(F^).

Notons X(L) le groupe de Galois de la p-extension abélien-
ne de L non ramifiée au dehors de p maximale sur L. Nous ramenons
dans ce paragraphe l'étude des sou s-A-modules pseudo-nuls de X(F^) à
l'étude de ceux de X(FJ. L'étude de ces derniers a été faite par
Greenberg ( [12 ] ) .

Commençons par relier les A-modules X(F^) et X(F^).

Lemme 22. Il existe un A-module U(F^) vérifiant tes propriétés sui-
vantes :

(i) on a la suite exacte de A-modules

(13 ) U(FJ -^ X(FJ -^ X(FJ -^ 0 ,

(ii) U(F^) s'injecte dans un A-module libre de rang r^(F)
(c'est-à-dire le nombre de places imaginaires de F) avec un conoyau
pseudo-nul isomorphe à

GdV^
T(F,)= n Ind, " T ( M J F ) )

vjp* • p '

où le produit porte sur les places v de F au dessus de p*.
n

Démonstration. Soit F le corps fixé par 0' . Appelons M^ (resp. R^)
la p-extension abélienne non ramifiée en dehors de p (resp. de p) maxi-
male de F et U le groupe des unités locales congrues à 1 modulen n y v
v de F . . . Posonsn,v

"n D' n "n v^n a' n "n v ^P0" P^-tp v j p ' ' • vlq '

Soit E (resp. E ) le groupe des unités globales de F congrues à
1 module toutes les places v divisant p (resp. p). On a les injec-
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tions naturelles

Vp : ̂ p ^ ̂.p

VP : ^.p > " n , ? •
Si A^ est la composante p-primaire du groupe des classes d'idéaux de
F"p» grâce à la théorie du corps de classes, les suites et diagramme
suivants sont exacts et commutatifs :

0 -" "n,p / ^.p^n.pî -^ ̂ W -^ ̂  -^ 0

!_ l "
0 ̂  "n.,/ 'n.!,'6,,,' — UW -* \ -^ » •

i
0

La première application verticale pr est induite par la projection
naturelle. Le noyau K de l'application quotient

G(W ->. G(M^)

est égal au noyau de pr . D'autre part, comme E est un sous-Z-
module de E d'indice premier à p, Thomomorphisme

Vp^.p) -* ^.p^n.p)

est surjectif et K^ est un quotient de U^ *. Soit U(F^) la limite
projective des U - -,* pour n > 1 relativement aux homomorphismes de

Uffi ——

norme. Comme X(F^) (resp. X(F^)) est la 1 imite projective des groupes
G(R /F ) (resp. G(M /F )), on déduit de ce qui précède la suite exacte

U(FJ -^ X(FJ -1- X(FJ -^ 0 .

Il ne reste plus qu'à montrer que U(F^) vérifie (ii). Il est immédiat
que l'on a l'isomorphisme de A-modules

G(F,/F)
UtFjc. n^ Ind^ U(F^) ,

où le produit est pris sur les places v de F divisant p* et où

47



Bernadette PERRIN-RIOU

U(F ) est égal à la limite projective des U , relativement aux«^v n , v
normes des extensions locales F , pour un prolongement choisi de vn»và F^. Elle est étudiée par Wintenberger qui généralise les résultats
d'Iwasawa ( [ 3 7 ] . [ 1 7 ] ) et cela donne tout de suite le résultat.

Remarquons que, dans le cas d'une TL -extension L^, on peut de
même montrer qu' i l existe un Ag/. ypv-module U(L^) sans torsion de
rang r?(F) sur Ap/, yp\ tel qu? 1a suite de Ag/. yp\-modu1es

U ( L ) -̂  x(L ) -̂  X ( L ) -̂  0

soit exacte en utilisant les résultats d'Iwasawa concernant les 2 -
extensions ( [ 1 7 ] ) .

Enonçons maintenant les résultats obtenus par Greenberg dans [ 1 2 ] .
Dans toute la fin de ce paragraphe, L̂  sçra une 2 -extension de F.

1- L'extension F̂  contenant 1a TL -extension cyclotomique, le
A-module X(F^) est un A-module compact de type fini de A-rang r ? ( F )
sans A-sous-modules finis.

2- Si L̂  vérifie l'hypothèse p-adique de Leopoldt, le Ag/. yr-x-
module X(L^) est de rang r? ( F ) sans Ag/. yp^-sous-modules fini? non
nuls. w

3- Si L̂  vérifie l'hypothèse p-adique de Leopoldt, le Ag/. /px-
module X(L^) est un Ag/. /p\-modu1e de torsion sans AQ/. yp\-soïïs-
modules finis non nuls. 00 co

4- Si F vérifie la conjecture p-adique de Leopoldt, le A-module
X(F ) n ' a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls.00

On déduit de ces résultats et de la proposition 1 . 6 que la dimen-
sion projective de X(F^) est inférieure à 1 dès que la conjecture p-
adique de Leopoldt est vraie pour F.
Théorème 23. Supposons que X(F^) est un A-module de torsion. Alors
X(F ) n ' a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls si et seulement si
X(F^) n'en a pas.
Démonstration. Comme le A-module X(F^) est de torsion, le noyau de
Thomomorphisme U(F ) —^ X(F ) Test aussi. Mais U(F ) n ' a pas de
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torsion grâce au lemme 22. Donc ce noyau est nul et on a la suite exacte
0 -̂  U(FJ ̂  X(FJ -̂  X(FJ -̂  0 .

Il est alors clair que si X(F^) a un module pseudo-nul non nul, celui-
ci s'injecte dans X(F^). Réciproquement, soit B le sous-module pseu-
do-nul maximal de X(F^) et soit C son image réciproque dans X(F ) .
Le A-sous-module de torsion de C s'injecte dans B ; comme X(F^)
n ' a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls, C est sans torsion.
Il est donc contenu dans un A-module réflexif R avec un conoyau D
pseudo-nul. Si K est le conoyau de 1'homomorphisme composé

U(FJ ̂  C ̂  R ,

la suite 0 —^ B —^ K —> D —>• 0 est exacte. Comme B et D sont
pseudo-nuls, K Test aussi. Il est donc isomorphe à T(F^) (lemme 22).
Mais pour presque tout sous-groupe H de 0 tel que 0/H » 7L , B , K
et D sont des Au-modules de torsion et T(F^)u est fini. On en dé-
duit que B^ est fini. De plus, B étant le sous-module pseudo-nul ma-
ximal de X(F^), Bu est un sous-module de X ( F L pour presque tout
H et donc de X(L^) si L̂  est le sous-corps de F̂  fixé par H.
Pour un tel H , B^ est donc nul dès que X(L^) est de ÂQ/u-^rsion
(c'est-à-dire dès que L̂  vérifie l'hypothèse de Leopoldt) et un tel H
existe car X(F^) est de A-torsion. Donc B est nul lui aussi, ce qui
démontre le théorème.

Lemme 24. Supposons que N^ vérifie 1'hypothèse p-adique de Leopoldt.
Alors, le Ap-module J». défini dans la démonstration de la proposi-
tion 21 est isomorphe à co

n Ind1' 7L .v pvip*

Démonstration. Si L est une extension de K, soit R, la p-exten-
sion abélienne non ramifiée en dehors de p de L. On a 1'isomorphisme

^^(^/NJ ot ̂ V^

et les suites exactes

0 -^ "^^(F./NJ -^ W -^ ̂ JV -^ °
0 -»• U(NJ -» X(NJ -*• X(Nj -> 0 .
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On en déduit que 1e conoyau de

"^(^/NJ -" "^

est isomorphe à J- . Mais la structure de ce conoyau est donnée dans
le lemme 5.2 (ii) de [37]. On en déduit le lemme.

Nous allons maintenant traduire les résultats obtenus en termes du
duat de Pontryagin Y(FJ de S(FJ.

Théorème 25. On suppose que M^ vérifie l'hypothèse p-adique de
Leopoldt et que F(E ) vérifie l'hypothèse p-adique de Leopoldt. Alors,
Y(F^) est un A-module de A-torsion et de dimension projective infé-
rieure à 1 .

Démonstration. Nous avons déjà vu que Y(F^) est de A-torsion. Par le
théorème 23, il n'a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls. Grâce à la
proposition 1.6, il suffit donc de montrer que pour une infinité de sous-
groupes H de 8 tels que 0/H ex 2 , Y(FJ^ n'a pas de AQ^ sous-
modules finis. Cela est vrai pour H= G(F^/Nj grâce au lemme 24 et
aux suites exactes suivantes :

(14) 0 -». Y(FJe(F./Nj -^ GC^J^-I) ̂  T^E) -^ 0

(15) 0 -»• J^M) -» G(^ /NJ^-I) ->- Y(NJ -» 0
00 00

où Ton pose M ( - 1 ) = Hom^ (T^(E).M). Déplus. Y(Fj^ n'a pas de

Ap^-modules finis si et seulement si (YtFj^)67" n'a pas de sous-mo-
dules finis. Le lemme 1 .7 permet alors de finir 1a démonstration.
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Chapitre III. Hauteurs p-adiques.

Les premières constructions de hauteurs p-adiques ont été faites
par D. Bernardi ( [ 2 ] ) dans 1e cas des courbes elliptiques en suivant une
idée d'Abramov et Rosenblum et par Néron dans 1e cas des variétés abé-
tiennes. Cependant, ta canonicité de ces hauteurs n'apparaissait que
dans 1e cas de multiplication complexe. La définition de ces hauteurs
p-adiques repose sur ta construction de fonctions o p-adiques aux pla-
ces divisant p. D'autres constructions s'inspirent de 1a méthode
qu'utilise S. Btoch pour construire 1a hauteur quadratique complexe de
Néron-Tate à partir des extensions de groupes algébriques de la variété
abétienne par un tore. Elles ont été faites par B. Gross dans le cas des
courbes elliptiques à multiplication complexe mais surtout par P.
Schneider dans 1e cas générât des variétés abétiennes à bonne réduction
ordinaire en p. Enfin, Mazur et Tate ont défini les fonctions o p-
adiques canoniques aux places au dessus de p où la courbe elliptique
a réduction ordinaire. Dans 1e cas des variétés abétiennes à réduction
ordinaire en p , ils ont aussi défini des hauteurs canoniques en utili-
sant la théorie des bi-extensions de groupes (c'est-à-dire un point de
vue analogue à celui de B1och) et retrouvent les résultats de P.
Schneider.

Nous allons ici nous borner au cas particulier où 1a courbe ellip-
tique E a multiplication complexe et nous garderons 1a présentation des
fonctions a faite par D. Bernardi en allant un peu plus loin dans les
propriétés d'intégralité. Par contre, nous adopterons 1e point de vue de
Mazur et Tate d'associer à toute représentation continue du groupe des
classes d'idètes de F dans 7L une hauteur p-adique. Nous donnons
ensuite un procédé de calcul de ces hauteurs qui fait apparaître une ex-
pression que Ton peut qualifier à posteriori de hauteur naïve.

1 . Définition des hauteurs p-adiques.
Soient L une extension finie de F et S un ensemble de places

de L au dessus de p. On utilise un modèle de Weierstrass de E sur
l'anneau des entiers de L ayant bonne réduction aux places de S,
c'est-à-dire une équation de la forme

( 1 ) y^a^xy+a^y» x3 + a^x2 •»• a^x + âç
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(où les a. appartiennent à l'anneau des entiers de L) et de discri-
minant A premier aux places de S. Si v est une place finie de L,
on normalise la valuation associée par v. (L*) = 2 et on note a).

L L ,V
une uniformisante de L en v. Définissons les fonctions suivantes sur
la courbe

Y(P,Q)« A '^x tP l -xCQ)) 6

Y ( P ) = n A ' ^x tP Î - xCr ) ) 6

rCE^-{0}

pour a appartenant à 0. Elles ne dépendent pas du modèle choisi.

1 . 1 . Facteurs locaux de Néron-Tate.

Si v est une place finie de L, Néron et Tate ont démontré
qu'il existe une unique fonction \, ., de E ( L ) - { 0 } dans Q (muni

L,V V
de la topologie usuelle sur 1 R ) , continue pour la topologie v-adique
tel le que

(i) la limite pour P tendant vers 0 de X. ^(P) - v^(t(P))
existe pour un, donc pour tout«paramètre uniformisant t de E à l'ori-
gine;

(ii) pour tout couple (P,Q) de points de E(L^) - {0} tel que
P ± Q ^ O , on a

(2) X^(P+Q)+X^(P-Q)= 2\^(P)+2X^(Q)+g v^(y(P.Q)).

La fonction À. vérifie aussi la propriété suivante pour a ap-
L»V

partenant à 0 et P et aP non nuls :

(3) ^ ^(aP)= N(a)^ ^(P)+^ v^(P)a12).

Lemme 1 . Soient v une place finie de L oC[ E a bonne réduction et
(x,y) les coordonnées des points de E dans un modèle ayant bonne ré-
duction en v. Alors,

^(p)= ^P^-S v^(x(P))) .

En particulier, X, (P) est un entier qui est non nul si et seulement
11 p appartient au noyau de 1'homomorphisme de réduction module v.
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Si E n'a pas bonne réduction en v mais que P ne se réduit pas
au point singulier en v dans le modèle considéré, on a la formule

^ ^ ( P ) = Sup(0.-J v^ (x (P ) ) )+^ v^(A).

^ • ̂  • ^o^^ons o p-adiques.

Fixons une place v de S. Comme le modèle ( 1 ) de E a bon-
ne réduction en v, t= - x/y est un paramètre uniformisant de E à
l'origine. Soient L, le logarithme de E- ., et 4»., la série entière

V 1 , V V
réciproque de L . Alors z = L (t) est un paramètre uniformisant du
groupe formel additif. On définit les séries formelles suivantes

PV^' x(<^(z))+(a^4a^)/12

0 00 ?k.9
= I /Z^ZY. Z2^ z

2 k

o^(z)= z exp ( - ^ z2-^ z^ktZk-D)

^(z)= A o ^ ( z ) 1 2 .

Donnons la définition de s? et montrons en même temps l'invarian-
ce de 6 par rapport au modèle. Pour chaque plongement de L dans la
clôture algébrique de Q contenue dans C, on a une équation de E
sur C et un réseau L. Soit alors

s^(L)= lim Z œ^lœl"25.
- s-^0 œ€L

a)î<0

Comme E est à multiplication complexe, il est bien connu que s^(L)
est un nombre algébrique, image par le plongement de L dans. C d'un
élément de L qui ne dépend pas du plongement et que Ton note s^. Il
en est de même pour les y^ qui sont reliés de manière analogue aux sé-
ries d'Eisenstein E^t^). L'étude du comportement de s^, y^, t par
changement de modèle montre facilement que e^(l^(t(P))) est indépen-
dant du modèle choisi. Remarquons que Ton peut calculer s^ de la ma-
nière suivante. Soit a un élément de 0 qui n'est pas dans 2. A1ois

(a^aa^s^ î (x(r) + (aÇ +4a^)/12).
r€Ea
nœ
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Exemples 1. Si K est égal à ((/n) et (( /"3), s^ est nul : en
effet, le réseau l étant invariant par multiplication par une racine
de l'unité de K. on a s^(L) = s^(çL) = ç^d) pour ç1 2 = 1 et

ç € K . La réciproque a été montrée par Masser (Springer L.N. 437).

Donnons quelques autres valeurs de Sp calculées dans [29] (table BII,
EIII ).

y2^ 4x 3 -35x -49 K= d|( ^"7) s^ = 1/2

y 2^ 4x 3 - 152x -361 K= <(/"T9) Sg » 2

y 2^ 4x3 - 3/5(4+/5)x-7(3+2/5) K= (((/~T5) s^= g ( 1 + 2 - ^ 5 ) .

La série < ï ( z ) converge dans L., pour v, (z) >v. (p)/(p-1). De
Nf(î)plus, pour a impair, o (oz)/o (z) ' / est égal à une fonction g^(P)

rationnelle sur la courbe et de diviseur Z ( ( r ) - (O) ) . Le 1emme sui-
^a

vaut se déduit des résultats de Mazur et Tate sur les fonctions o p-
adiques mais nous en donnons ici une démonstration indépendante.

Lemme 2. La série o (L (t)) comme série en t appartient à
1(1 + tR[ [ t l ] ) où R est l'anneau des entiers de L^.

Démonstration. Supposons par exemple que v divise p. Comme la réduc-
tion module v est injective sur E *, la fonction g^ s'écrit comme
série en t sous la forme

g^(t)= ct'^-^utt)

où u(t) appartient à 1 + tR l[tll et où c est une unité de R
(en fait n*). Donc si Ton pose h(t) = o^(t)/t, h vérifie l'équa-
tion

^W) .çu.(t)
h(t)P

(ici [n*] désigne la multiplication par v* dans le groupe formel
E, ). Remarquons que l'on peut écrire h de manière unique sous ta' »v
forme

h(t)= îî ( l -a- t " )
1 "
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avec a appartenant à L et que si a appartient à R - le quo-
tient

l-a^Kt))"
(l-a^P

appartient à 1 + t R [[t]L Donc si m est le plus petit entier tel
que a n'appartienne pas à R et si Ton pose

h^( t )= ^ (l-a^t"),
in

h. vérifie

^Ktn^tR^Et]] .
^(^

Mais ce quotient commence par 1 - (n^-pïa^t1"-»1... car
[TT*]( t)= ir*t+... . Comme n* est une unité dans R^. a^ appartient
à R , ce qui finit la démonstration du lemme 2.

Lemme 3. Soit v une place au dessus de p appartenant à S. Il exis-
te une fonction D. de E^ ^(L^) à valeurs dans R^ continue et vé-
rifiant les deux propriétés suivantes pour P et Q non nuls

^(P^.y(P-Q) ^

\~^\^

(9, ,,(P+Q)0. JP-Q) \6
(i) {•^——g Ltv g ° Y(P.Q)
[\^\^)

(il) (OLv^^Lv^^"^12' Ya(p)a12

pour tout a appartenant à 0. Elle est unique a une racine douzième
de 1'unité près.
Démonstration. Les propriétés usuelles de la fonction e permettent de
montrer que la fonction

"L.v^' ̂ C-v̂ 1̂

convient. L'unicité se montre grâce au lemme suivant.
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Lemme 4. Soient v une place de S et D une fonction sur
E! «(L») " W à valeurs dans R . continue et vérifiant

1 »V V Nfr»1———————————— ————————————————————
D(aP) = D(P) va/ pour tout a appartenant à 0. Alors, D est iden-
tiquement égale à 1 .

Démonstration. Soit a un élément de 0 qui n'est pas dans 7L . Soit
k une suite d'entiers de 2 dont la limite dans 0 pour 1a topolo-
gie v-adique est a et telle que k P est non nulle. Alors, aP est
la limite de la suite k P dans E. (L ). Donc

k2 2
D(aP) = 1 i m D ( k ^ P ) = 1im D(P) "= D(P)01 .

n-w n-*°o

D'autre part, D(aP) est égale à DtP)^^. Cela implique que D(P)
est égale à 1 .

^ • ^ * Hauteurs p-adiques.

Considérons un homomorphisme continu p du groupe d'idèles
I. de L dans 2 , trivial sur l/. L'ensemble S des places de
ramification de p est un sous-ensemble non vide de l'ensemble des pla-
ces de L divisant p. On suppose cet ensemble contenu dans S. On
note p le composé de p avec l'injection canonique de L* dans I.

^ V V L
et p 1'homomorphisme du groupe des idéaux de L premiers aux places
de S à valeurs dans 2. associé à p. Soit El ç(L) le sous-grou-p p « »^
pe de E(L) formé des points qui sont dans le noyau de Thomomorphisme
de réduction de la courbe elliptique module toute place de S et qui ne
se réduisent pas en un point singulier de la courbe en toute place. A
tout point P de E. ç(L), on associe un idèle i(P) de I. vérifiant
les conditions suivantes

1 (v archimédienne)

i ( P ) y =

P^(P)12 ( v € S )

VL( i (P)y )= ^\ v(P) ( Y ^ 5 » v non archimédienne).

On pose alors

hp(P)= ^ p(i(P))
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pour P appartenant à E. ç(L). C'est la hauteur p-adique associée à
Thomomorphisme p. Elle est à valeurs dans g 2 sur E^ ^(L).

Proposition 5. La fonction h est une fonction quadratique, c'est-à-
dire qu'elle vérifie

hp(P+Q)+hp(P-Q)= 2hp(P)+2hp(Q) .

Elle vérifie aussi l'équation

h (aP)= N(a)h (P) pour a€0.

De plus, si L' est une extension finie de L et p' la restriction
de p à_ L' , on a

hp.(P)= [L ' :L ]hp(P) pour P€E^(L).

Démonstration. Les deux premières propriétés se déduisent de la proprié-
té (2) et du lemme 3-(i) d'une part et de la propriété (3) et du lemme
3-(ii) d'autre part et de la nullité de p sur l/. La dernière pro-
priété se déduit de la définition.

La forme quadratique h se prolonge naturellement à E(L) et
prend alors ses valeurs dans (p. Considérons maintenant la forme bili-
néaire symétrique ( . ) sur E (L )xE(L ) à valeurs dans (p associée
à \'-

(P,Q)p= \ [hp(P+Q)-hp(P)-hp(Q)l.

Elle se prolonge en une forme b-ilinéaire sur

E(L) ^ 2Zp x E(L) ^ 2p.

De la décomposition 0 • 2 ^ 0 x 0 *, on déduit Tisomorphisme
7Z. ' ' '

E(L) • 2Z —^ E(L) • 0 ^ E(L) • 0 - .
2 p 0 p 0 r

La forme bilinéaire ( , ) vérifiant

(ax,ay) - N(a)(x.y) ,
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on a aussi

(ox,y) - (x,a*y)p

et la restriction de ( . ) , à E(L) • 0 x E(L) • 0 ou à
p 0 ' 0 r

E(L) e 0 ^ x E(L) • 0 * est nulle. On notera < . > la restriction
0 r 0 r • ' •

de (.), à

E(L) • (L x E(L) e 0 .
0 r 0 '

et < , > * la restriction de ( . ) à

E(L) • 0 ^ x E(L) • 0 .
0 r 0 r

Si i désigne Tisomorphisme de K sur ( induit par le plongement
p-adique de K dans ( . on a donc l'équation

<ox.y>^= <x.a*y>^= ip(a)<x.y>p^

pour tout a appartenant à 0. De plus, ( . ) étant symétrique,
< , > est égale à la transposée de < , >, „*. On montre en fait fa-

P»P P»»1

cilement 1e 1emme suivant.

Lemme 6. Soit h une forme quadratique sur E(L) à valeurs dans (
et vérifiant

h(oP) = N(a)h(P) pour a€0 .

11 existe une unique forme bilinéaire B vérifiant

(i) B(P.P) = h(P) .

(ii) B(aP.Q)= B(P,a*Q) = iJa)B(P,Q) pour P.Q appartenant
à^ E(L) et a appartenant à 0.

Remarque. Le lien calculatoire entre (P,Q)p et <P.Q>p^ est le sui-
vant

^^p.P' ^l\w(?^p'(p9?)pî

2r
où 8 est un élément de 0-7L. Enfin, si • ZQ^ est un sous 0-
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module libre de E ( F ) d'indice fini dont une 0-base est P - , . . . , P , on
a

d e t ( ( ( Q , . Q . ) ) ) - d e t ( « P , . P , > , ) ) 2 .« .1 p ' J P»p
Donnons quelques exemples fondamentaux. Remarquons d'abord que si

L est 1e composé des Z-extensions de L, un homomorphisroe :
p : I. —^ 2 se factorise par GtL^YL). Son noyau détermine une
2 -extension L de L. Nous noterons de la même manière l'homomor-
phisme de G(L /L) dans 7L qui s'en déduit. D'autre part, si p'
est un homomorphisme de G(L /L) dans 7Z^ tel que log p' = p, on
notera par abus ( , ) , = ( , ) , < , > , = < , > . Par exemple, si «
est le caractère de G(F^/F) déduit de l'action de G(F^/F) sur E ,
Thomomorphisme p: Ip —^ S correspondant à log K vérifie :

ï s log^ Np^

( Vp(x)log Np^(v) si v^p
p ( x ) =
v VF(x)1ogpNF^(v)-1ogpNp^(x) si vin.

où Ton a posé log = log o i (on rappelle que F contenant le corps
de Hilbert de K. Np^(v) est un idéal principal de K ) .

Le problème fondamental qui se pose ici est celui de la non-dégéné-
rescence des formes bilinéaires ( , ) et ( , ) *. Dans tous les exem-
ples numériques calculés, ces deux formes bilinéaires sont non dégéné-
rées. D'autre part, D. Bertrand ( [ 4 ] ) a montré le résultat suivant par
des méthodes de transcendance p-adique : si E est définie sur K et
si P est un point de E ( K ) qui n'est pas de torsion, ( P , P ) et
( P , P ) * sont non nuls. On conjecture que ( , ) et ( > L* «̂̂  non

dégénérées sur E ( F ) • 7L module torsion. Nous verrons au chapitre V
2 p

qu'un tel résultat apporte des renseignements sur le comportement du
rang de la courbe elliptique le long de certaines 7L -extensions.

2. Hauteur naîve et procédé de calcul des hauteurs p-adiques.
Nous allons maintenant exprimer les hauteurs h en termes d'une

fonction hauteur naïve m sur 1a courbe elliptique. La fonction m
est dite naïve au sens où elle s'exprime de manière élémentaire (et sans
fonction de type transcendant comme la fonction o) en fonction des co-
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ordonnées du point.

Nous distinguerons deux cas : le premier (cas I) sera en fait le
cas général, le second (cas II) sera celui où S est contenu dans l'en-
semble des places divisant p (le cas où S est contenu dans l'ensem-
ble des places divisant p* se traiterait bien sûr de la même manière).
Le calcul fait dans le cas (I) n'utilise pas la multiplication complexe
et se généralise aux cas des courbes elliptiques sans multiplication
complexe ( [27]) .

On garde les mêmes notations que dans le paragraphe précédent et on
choisit toujours un modèle de Weierstrass généralisé ( 1 ) de E sur l'an-
neau des entiers de L, minimal aux places de S . On note ET ç (L)P i»->p
le sous-groupe de E(L) formé des points qui sont dans le noyau de l'ho-
momorphisme de réduction en toute place de S et qui ne se réduisent
pas en un point singulier pour toute place de mauvaise réduction du mo-
dèle ( 1 ) . Le dénominateur de x(P) est le carré d'un idéal h(P) de L.
Notons d'autre part p(P) la fonction de Weierstrass usuelle

p(P)= x(P)+(a^4a^) /12 ,

et posons a(P) = btPî^ptP)). Lorsque P appartient à Eï ç (L),
"'P

c'est un idéal premier aux places de S sauf peut-être pour p = 3 , où
cela est certainement vrai pour l'idéal atS"?) avec n assez grand.
Pour un point P de E'.' ç (L) tel que a(P) est premier aux places de

"'P
S , on définit la hauteur naïve du point P relative au modèle ( 1 ) par

nip(P)= ^(a(P)) (cas I)

mp(P)= ^(MPÎ^xtP))) (cas II)

où ? désigne Thomomorphisme du groupe des idéaux fractionnaires de L
premiers aux places de S à valeurs dans 7L associé à p.

Introduisons une dernière notation technique : soit r l'unique
homomorphisme de L dans Q prolongeant le composé de p avec l 'ex-
ponentielle de L .

Théorème 7. Soit P un point de Eï ç (L) qui n'est pas de torsion;
alors ' p
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h ( P ) = l immCp^ /p 2 " - ! Z r (s .L( t (P))2 ) (cas I)
' n-w ' v€S

P

h ( P ) = lim m'tAî/N^)1^ lim mdT"?)/^)11 (cas II).
p n-x» p n-x» p

Démonstration. On a les développements suivants en fonction de
t= -x/y :

^(t)= t + a ^ t^Z+ta^a^) t3^ + ...
2

o^(^(t))= t+^ t2^8!?-^)!3^...

x(t) = t^d -a^t-a^t^.. .)

^(^(t))^!)^ l - s^ t 2 ^ . . .

Notons que les coefficients de cette dernière série sont dans - R .
Supposons a(Q) premier aux places de S . Comme p est trivial sur
I/, on a

hp(Q)= 1 Z v^(a(Q))p^(^^)+^ £ Q^L^tW))2^})
P P

= mp(Q)^ £ P^d^KQ)))2^)).
p

On a de plus

o^(t(Q)))^(Q) « l -s^KC^modt tQÎ^SR^Et tQ) ] ] .

Comme h est une fonction quadratique et vérifie h (nP) = N(n)h (P),
le théorème se déduit du lemme suivant

Lemme 8. Soit v une place de S.

1 -S i fCDel+t^SR^Ct/â] ] . lim p^(f(t(p^P)))/p2^=0.
n-K»

2 - Si f^Cl+t^R^lt/SIL lim p^f( t (TTnP))) /N(TT)n=0.
n-*<o

3 - ST. d€L^ lim p^(1 - dtCp^)2)/?2" = -r^(d^(t(P))2).
n-»co
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Démonstration. Pour n assez grand, l'unité f(!(?"?)) (resp. fd^F))———————— ^
dans le cas 2) est une uni té-de R^ congrue à 1 modulo v n avec
k = 3 v . ( p ) n + c (resp. 2v. (Tr)n+c^) et c^ € 2 . Or 1'homomorphisme
p vérifie

(v.(p)k+c ) k+c-
Py^v ) <= (P) (Pour c ^ € 2 . k»0).

si U^ est comme d'habitude le groupe des unités de L^ congrues à
1 module v1". On en déduit que

n 9n "^i
p^(f(t(p P)))/?2" « 0 mod p '

v. (TT)/V. (p)n+c-
(resp. p^fdt^PÎÎÎ/Ndr)" « 0 mod p L L ').

D'où les parties 1 et 2 du lemme 8. Pour démontrer 3, on remarque que

p^l-dKp"?)2)^ r^logpd-dttp"?)2))

pour n assez grand. Mais

log (1 -dtîp"?)2) «-dt(p"P)2 mod t(p"P)3 o^

(pour un c € 2 Z ) . Comme d'autre part l^(t(P)) est la limite de
tCp'^PÎ/P'1 lorsque n —^ ». on en déduit le résultat.

Remarque. Dans le cas où p est inerte dans K (cas super-singulier).
l'existence d'une fonction du type o^L^t)) e^(c^{t)2) appartenant
à t ( 1 + t R [lt]]) pour v divisant p n'a pas été montrée. Une telle
fonction appartient en tout cas à t(1 +tR^«t») où R^«t» désigne
le sous-anneau de L^lt]] formé des séries formelles Z a^ t" avec
n! a € R . On peut construire une fonction h sur E(L) à valeurs
dans Qj à partir de ces fonctions de la même manière qu'au paragraphe
1.3. Une telle fonction h est encore quadratique et vérifiep

h (aP)= N(a)h (P) pour a€û .

On peut alors montrer que

h ( P ) = • l immtp"?) /? 2 "^ S *\(a^(t(P))2)
p n-w ' v€Sp
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avec (XY défini par

o^(z) exp(c^ z2) = z exp(a^ z2 + ... )

s.
c'est-à-dire a^= • -g- * c^. La démonstration est identique lorsqu'on

a remarqué que \(^) ^ v^(^) pour v^(t) assez grand (indépendam-
ment de n).

Revenons au cas décomposé. La démonstration du théorème 7 est tout
à fait effective. Donnons un exemple. Supposons que E est défini sur
K et prenons pour homomorphisme p Thomomorphisme log K. Si P est
un point de E^(K) ne se réduisant pas en un point singulier du modèle.
on a en choisissant n de valuation 1 sur K :

v^(t(iîP)) = v^ ( t (P ) )+1 (vip) .

^(^(ttP)))^?) . 1 mod KP^

avec h =2 en général, h =3 si s ^ s a . = a ^ = 0 , h s 4 si
s^a^ = a ^ = a 3 = 0 ,

v.(z)+1
1og^ (1+z ) • z mod p •s si v^(z)>0.

On en déduit que pour tout n^O,

i „ (h-Dn+hv.dtP))
(4) h ( P ) • -L log., adT"?) modulo p K

K 2p" p

où P est un point de E^(K) ne se réduisant pas en un point singulier
de ( 1 ) et où a(Q) désigne le numérateur de x(Q) (défini à une racine
de l'unité près de K).

La deuxième remarque qui facilite l'utilisation de cette formule
pour calculer numériquement la hauteur d'un tel point est le fait classi-
que que a(TîP) se calcule comme un polynôme en a(P) et
bfP)^ a(P)x(P)'1 comme le montrera le lemme 9. Il est donc possible
de calculer a^P) non pas en entier mais p-adiquement. Avant d'énon-
cer le lemme 9, faisons quelques rappels. Soit a un élément impair de
0. La multiplication par a se décrit de la manière suivante. Il exis-
te deux polynômes ^ et ^ appartenant à Ola^.a^.a^.a^.aç.x] tels
que
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K(aP)= ^(x(P))^(x(P))'2

et vérifiant les propriétés suivantes :

a) i^(x) est de degré N !̂ et <^(x) est de degré N(a);
ils sont homogènes en a^,... a^ et x si Ton donne à a. le poids i
et à x 1e poids 2; le coefficient du terme de plus haut degré de i|/
est a, celui de <j> est 1 ;

b) ^ et <(^ sont premiers entre eux sur K et le restent
sur tout corps résiduel de 0 où E a bonne réduction et dans lequel
a est non nul.

Notons ^ et é les polynômes homogènes en deux variables (au
sens ordinaire) associés à ^ et <)> :

ii^(X,Z)= z^00-11/2 ^(X/Z)

«^(X.Z) » Z^ ^(X/Z)

Lemme 9. Soit P un point de E.(K) ne se réduisant pas en un point
singulier aux places de mauvaise réduction du modèle ( 1 ) . Alors, on a

a(nP)= ^(a(P).b(P)2) .

Démonstration. Posons a= a(P). b= b(P). Il suffit de montrer que les
deux entiers ^(a.b2) et b^ta.b2) de 0 sont premiers entre eux.
Prenons d'abord q= p; comme i1 divise b et ne divise pas a, il ne
peut diviser ^(a,b ). Supposons ensuite que q est un idéaî premier
de 0, premier à p et pour lequel le modèle a bonne réduction. Les
polynômes homogènes réduits de ZiJ;(X,Z)2 et ï (X,Z) étant premiers

H n
entre eux sur le corps résiduel 0/q, q ne divise pas le p.g.c.d. de
^(a.b2) et de b^ta.b2)2.

Soit finalement q un idéal premier de 0 où le modèle ( 1 ) de E
a mauvaise réduction. On peut par un changement de modèle du type
x = x ' + r , y = y' +sx ' •*-t supposer que la réduction du modèle est
x^ y2, c'est-à-dire que q divise a .̂ (i = 1,2,3,4,6). Si q divi-
se le p.g.c.d. de ^(a,b2) et de b^ta.b2) dans l'ancien modèle. ,i1
le divise aussi dans le nouveau. Grâce à a), le p.g.c.d. de la réductbn
de ^(X.Z) et de Z^(X,Z) est X. Donc q divise a et P se ré-
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duit au point singulier qui est (0,0).

Exemple 2. Montrons d'abord sur un exemple que l'hypothèse que P ne se
réduit pas en point singulier est fondamentale pour la validité de 1a
formule (4). Considérons la courbe y2 s x3-49x. p = 5 et les points

p^s ^S9 ^Ï^» ?2S (25» 1 2 0 )» ̂  (°»°) •

Le point P^ est d'ordre 2 et on a les relations

^^ ^

x(2Pj= x(2Pj» 33^ .
' z 1202

Le point P^ est singulier et on a

g logç a(P^) • 100 mod 125

g logg a(2P^) . 60 mod 125 .

donc h(P^)« h(P^) • 60 rood 125

et h(P^) ^ \ logg a(P^) rood 125.

Exemples 3. Donnons ici quelques valeurs de hauteurs de points pour des
courbes elliptiques y^x^dx à multiplication par 2[i] et de
rang 1 sur ( :

y2» x3- 2x Ps ( - 1 . 1 ) p = 5 h^(P) • 77 mod 625 ;

y2» x3-^. P= (8.20) p = 5 h^(P) • 290 mod 625 ;

y2= x3^ 9x . Ps (4.10) p = 5 h^(P) • 150 mod 625 ;

y2» x^âlx. P= (^.^). p=5 h^(P) • 250 rood 6 2 5 ;

y2» x3-54x P= ( 2 7 , 1 3 5 ) . p = 5 5 h^(P) • 5401 rood 15 625

(rappelons que si 11= 2+i, on a

a(iîP)= atPHatP)2^^^^?)4)2

b(nP)= ((2+i)a(P)2-idb(P)4)b(P)2) ;
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y 2^ x^x P= ( - 1 . 1 ) 3P= ( -J -^ j î .p^ .h tP Î .Omod^ 4

13" 13° K

y2^ x3-2662x P= (-50,90) ,p=5 h^(P) « 220 mod 625.

Exemples 4. Donnons quelques exemples choisis parmi les courbes A(Jl);
dans ce cas, l'entier h de 1a formule (4) est égal à 2 :

A ( 1 1 ) : P= (4,5) , x(9P)= Ç^. p= 5. h^(P) • 20 mod 25

x(5P)= - j , p= 3. h^(P) « 0 mod 9 .

Exemples 5. Donnons des exemples où le rang de E(() est supérieur à 2.

y 2^ x^^x; P ^ = (2.6). P^= (j.^); le rang de E«») est 2;
prenons toujours p=5 ; alors la matrice

^•^.p
est congrue module 625 à

f 80 340- 1 2 0 1 1

\ 340+1201 290 /

et son déterminant est congru à 25x 103 module 5 .

y^ x 3 -226x : un système libre maximal de E(() est
P ^ = ( - 1 . 1 5 ) . P^= t1!1,1^5). P3= (-8.36); la matrice de < . >^p
pour ce système est

5 x 3 8 5 x 5 3 5 x 5 \

5 x 1 0 2 5 x 8 0 5 x 1 0 0 ) module 625

5 x 5 3 5 x 8 4 5 x 1 1 3 /

pour p= (2 - i ) (calculs effectués par D. Bernardi); le déterminant
est donc congru à 5 x 107 module 5 .

Note. Une généralisation de ce paragraphe se trouve dans "Hauteurs p-
adiques". Séminaire de Théorie des Nombres 1982-83, à paraître dans Bir-
khâuser.
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Chapitre IV. Hauteurs algébrique et analytique associées à la 2 -
extension N .

Dans ce chapitre, nous construisons une forme bilinéaire algébrique
canonique attachée à la 2 -extension N^ qui permet de calculer une
partie de la série caractéristique du dual de Pontryagin Y(N^) de
S(N^) et nous ta lions à la hauteur p-adique analytique associée au
caractère K définie dans 1e chapitre précédent.. Le point de départ de
cette construction est la suite exacte ( 1 ) de la proposition 1 , obtenue
grâce à une exploitation de la théorie de Kummer sur la courbe ellipti-
que et de 1a théorie multiplicative. Cette suite exacte permet de relier
entre eux des groupes de Selmer relatifs à p et à p*. On l'utilisera
de nouveau dans 1e chapitre V pour construire un pseudo-isomorphisme en-
tre Y(FJ et t'adjoint de Y*(FJ et pour attacher à chaque 2p-ex-
tension une forme bilinéaire. Le contenu de ce chapitre est dans [26].

1 . Hauteurs algébriques.

I - 1 * Suite exacte fondamentale.

Nous utiliserons dans tout ce chapitre les notations suivan-
tes : on pose

^ ^n)' ^ ^n)- S.- ^V^ rs ^V^

Soit 1 le groupe des idètes de M , V le sous-groupe des idèles de
N dont les composantes sont égales à 1 en toute place divisant p
et une unité ailleurs. On pose

S,' W^ V ."p^n.v1-

Ce dernier groupe est d'ordre borné. Le noyau de Thomomorphisme naturel

Hom(E^)-^Hom(E^C,)

est Hom(E ^.M n^n^-

Proposition 1 . Il existe une suite exacte naturelle

( 1 ) 0-Hom(E -M .(MJ) "-HomtE _.îU ^HomtE _.CJ "-^(D^^O.
Tr" q'1 " v" n ir' n
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On notera n^ 1 'homomorphisme Hom(E ^.C^)6"-^ ZtF)^*"1.

Le reste de ce paragraphe est consacré à ta démonstration de la
proposition et aux propriétés de fonctorialité par changement de corps.
Les corollaires et la construction de la forme bilinéaire algébrique an-
noncée seront donnés dans le paragraphe 1.2.

On définit d'abord l'accouplement de Weil

""!E."•'E..'^",B
de la manière suivante. Soient u un élément de E ̂  v un élément de
E et u' Télément de E _ tel que 11*%'= u" II existe une fono-
n*" ÎTn

tion f (resp. g - „) rationnelle sur Mp de diviseurn yU n >u

q^ tu ï - tO) )

(resp.
E (u'fr)-(r)).

r€E -
n*"

On a évidemment la relation

div(f^o^)= q'divtg^) ;

donc quitte à changer f par une constante, on peut supposer que

.̂u^ s "n../̂ "-

On pose alors

(2) . W^(u.v)= gn.u^^^n.u^^

Propriétés 2. 1 - L'accouplement W^ définit un isomorphisme de
G(P/F)-modu1es

^-^Hom(E^^)

v (—^ (u r-^ W^(u.v)) .

2 - Si a appartient à 0, W^(ou,v) « W^(u,a*v).
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3 " ai u appartient à E et v à^ E ,
Tt TT*

W^,(u,v). W^(u,n*v).

Démonstration de 3. La comparaison des diviseurs de g^ y et de
9n y montre que

Sn^.u^' ^n.u^^

où C est une constante. D'où

W"^' Sn.l.u^^^Sn.l^^

= gn.u^'^^Sn.u^^

= W^(u,n*v).

On analyse maintenant les propriétés des éléments de rtN,,)'"

et de KF)^.

Lemme 3. On a un isomorphisme de G(^/F)-modu1es

H^^.E^Ï-^HomtE^.^/^")

que 1'on notera f l— -̂ f.

Démonstration. Le lemme 1 1 . 1 5 montre la nullité de

"^"•y

pour i > 1 . On en déduit que Thomomorphisme de restriction

, . WM
"^"•^-^"^n'^n)

est un isoroorphisme. Hais l'on a

H^.E^)» Hom(G(F^),E ^).
TT "

L'accouplement de Weil W induit alors un isomorphisme
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"^^^^—^"""^n^^n^n"'
TT TT q

1 ^rA^Toujours grâce au 1emme 1 1 . 1 5 , les groupes H (F^.u ^) et
q

H'(M ,M ) sont isomorphes car F - M-(u - ) . La théorie de Kummern -n • " " f"
q • I

multiplicative donne alors un isomorphisme de H (^,u ^) dans

M*/^ . D'où le 1emme 3.n n
On peut de même établir un isomorphisme analogue dans 1e cas local.

Lemme 4. Pour toute place v de M » on a un isomorphisme canonique

"^•^^"^Av/^-
TT "

Par définition, un élément h de H^^.E J appartient à
/ *n\ TT*

S(M r^ ï si et seulement si ses images par localisation appartiennent
à E(M )/n*"E(^ ^) pour v ne divisant pas p et son^ nulles pour
v divisant p. Donc pour toute place v divisant p. h(u) appartiert
à M^" pour u € E . Le 1emme suivant permet de comprendre quelle
propriété locale vérifie ï(u) pour une place ne divisant pas p. On
conviendra de noter U(k) le groupe des unités d'un corps local k et
d'identifier udO/Utk)^ à son image dans k^k^ .

Lerome 5. Soit v une place de ^ ne divisant pas p. On a Tisomor-
phisme

E(N^)/n*"E(^) -^ Hon .̂U^ /̂lK^y).

Démonstration. Considérons tes deux suites exactes :

0 -^ E(^)/n"E(^) -H1^^^) -"^.E)^ ^0

0 ̂  E(^^)/n*"E(^^) ̂  "^^.v.E^) ̂  "'^n.V^^n - 0>

Les deux groupes du iinlieu sont en dualité exacte et l'orthogonal de

E(N^)/n*"E(^)

est exactement
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^Vv^Vv)

(dualité de Tate, [35]). Soit M"*^ l'extension non ramifiée maximalen»v
^e N^ u- Comme v ne divise pas p, la suiten»v

0 - \n - ̂ 0 - ̂ v) - 0

est exacte. On déduit alors de la nullité de

•̂ On.v. ̂ v"

1'isomorphisme

^Vv^Vvî^^O^v^n)-

L'orthogonal de ce dernier groupe dans

"^n.v^ ̂  """^Av/^

est alors exactement par ta théorie du corps de classe local

Hom(E^.U(^)/U(^y).

ce qui démontre le lemme.

Rappelons que si h est un élément de H (M.E „), ïï est son
TT

image dans Hom(E y,»^7^ ^ Le 1emme 5 adînet comme coro11aire 1e 1ero"
me suivant. 1Î

Lemme 6. Un élément h de H^^E J appartient à EtMj^* ^ si et———^—— _ n ^n ————— n ———
seulement si ïï(u) appartient à M*' pour toute place v divisant p
et si v., (h(u)) est divisible par q" pour toute place v (pour u

n
quelconque dans E ).

H

Nous allons donner maintenant la description de 1'homomorphisme r\ .
Remarquons que dans le cas où E(F) contient E c'est-à-dire dans le

cas où F est égal à H , elle se fait facilement de la manière sui-
vante. Notons d la projection sur f du produit direct F^ consi-
déré comme un sous-groupe de la réunion des groupes d'idèles des exten-
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sions finies de F contenues dans F. Soit f un élément de
Hom(E ,C ) n. Si u appartient à E , soit f . un représentant de

TT 1T
f ( u ) dans 1 . Alors,

On^- \ avec V^ •
n

a,, est défini modulo M q et vérifie les propriétés du temme 6. Il
u n (11*")existe donc un élément h de £(M F / tel que

îT(u) « ây module ^q .

On vérifie alors facilement que l'application f ^> h vérifie les pro-
priétés demandées pour n. Dans 1e cas générât, nous démontrerons ta
proposition 1 de deux manières différentes. La première est simplement
un raffinement algébrique de l'argument précédent; 1a seconde qui nous a
été indiquée par P. Billot est plus dans la ligne des théorèmes de dua-
lité globale (voir par exemple [28]) mais utilise la théorie du corps de
classe globale. Remarquons que la démonstration de P. Schneider dans le
le cas sans multiplication complexe utilise les théorèmes de dualité pla-
te de Artin et Mazur et semble être une généralisation de cette secon-
de méthode.

Considérons 1e composé des homomorphismes

HonKE ̂ ) —^ Ext^E ̂ ) ̂  Ext^E ̂ )
Tî TT TT

G_
et soit g l'image d'un élément f de Hom(E ^C^) . Si f^ est un

TT
représentant de f(u) dans 1 , c'est par définition 1a classe de

(u,v)^d,(f^/f^).

D'autre part, comme F* est p-divisible. Thomomorphisme de connection

HomtE^F'/^) —^Ext^E ̂ )
TT TT

est surjectif. Donc i1 existe un élément 0 de Hom(E p.^/^) dont
TT

l'image est g, ce qui veut dire qu'il existe des représentants By de
B(u) dans F* tels que que l'application u —^ f!fiu'} S01t un hom0'u^u
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roorphisme de E ^ à valeurs dans I^^n* De P1US' deux te1s choix de

TT

6y diffèrent d'un homomorphisme de E dans F*. D'autre part, comme
f est invariant par G(P/F), Tidèle"

^'-1 f;.'1 '̂:i &uo u o u

appartient à F*^ pour o€G(F/F). Notons t (o) sa projection sur
F*. Alors u —> ^î0) est un homomorphisme de E dans F* (donc

dans M _ ) . Il existe donc un élément s(o) de E tel que
q" IT*"

Wn(".s(o))= ty(o).

De la relation

ty(or)= ot ̂  (T)t^(o) ,
0 U

on déduit que s est un 1-cocycle de G(F/F) à valeurs dans E .
1 ÎT

Sa classe s dans H ( F , E ) ne dépend que de f. On vérifie facile-
^ 4

ment que la restriction de s à H^N^E -) est exactement Télément
w* n

h construit précédemment et que s appartient en fait è E(F)^* \

En posant n«(f) = s, on définit ainsi un homomorphisme r\

n^Hon.tE^.C/"-^^)^"».

Le calcul du noyau se fait aisément. Nous allons plutôt détailler la
surjectivité. Soit î un élément de Z(F)^* ^ et s un cocycle 1e
représentant. Posons

ty(o)= W^(u.s(o)) pour o€G(F/F).

Il existe ByCF1 1 tel que t ( o ) = o6y/6y pour o€G(F/^). Déplus,

^ ̂

XQ"appartient à M ' pour toute place divisant y et est de valuation— » •
divisible par q" pour tes autres places par 1e 1emme 6. D'autre part,
la restriction de s à G(F /F ) étant un cobord pour v divisant p,
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on a

ty(o)= CTÇ^0'1"^"^1 pour ^^v7^

avec ^ dans Hom(E ,u «)• Posons
' n q"

S.u- °^-1^u'1 tu(0^1•

Alors, pour toute place v de F divisant p, si Ton choisit un pro-
longement v de v à F, on a

(3) Su'^'-l ^v(a"1u^1)/((3u çv(ll^1) pour ^G^v /^ ) -

On définit maintenant un idèle fy de ^ par

(t^w = 1 si wlœ

w^ ((fy^)3 w^ (ay)/q" si wxp . wx»
n n

(^v = ^v1^'1 ^ si v"1
0

^"^ = ^'a-^^o C01•u si *"'' w ï ovo

La relation (3) assure que f*. appartient à 1^, que sa classe f(u)
dans C ne dépend pas des choix de v et de o et que u —^ f(u)
est un élément de

Hon .̂C,/"

tel que n (t) = s, ce qui termine la première démonstration de la pro-
position 1 .

Comme annoncé, nous allons maintenant en donner une seconde.

Soit M^ la p-extension non ramifiée au dehors de p de F pinaxi-
mâle. De manière analogue au théorème 11 -18 , on montre que StF)^
est contenu dans H'(M/F.E J. D'autre part, le groupe

n îî*
U(M )/U(M )q fait partie d'une suite exacte analogue à (11 .7 ) . Enn .v n y v
effet la suite

74



HAUTEURS ASSOCIÉES A LA Z -EXTENSION N^

(4) 0 -^ U(»^)/U(^y -^ N^ ;̂ -^ H^ .̂U ,̂))̂  -^ 0

est exacte (et 1e se déduit de 1a suite exacte de cohomologie de la suite
exacte

0 _^n-^ U(N^)-^ U(N^)-^ 0).

Les leinnes 4 et 5 et la suite exacte (4) donnent alors l'idée d'intro-
duire Thomomorphisme naturel

(5) H^/F.E ) -^ n Hom(E n.H .̂UtN,,̂ )) .
TT" v | p TT

II est en fait facile de voir que ZtF)111* ) est égal à l'inter-
section du noyau de 1'homomorphisme (5) et du noyau de Thomomorphisme

(6) H^F.E ) —^ n H^F ,E )
1T* V|}î TT*

Nous allons maintenant mettre (6) dans une suite exacte. Introdui-
sons d'abord quelques notations complémentaires. Si L est une exten-
sion de F contenue dans M ,̂ notons E (L) 1e groupe des p-unités
de L (c'est-à-dire des éléments de L qui sont des unités au dehors
des places divisant p), I. 1e groupe des p-idèles de L (c'est-à-
dire des idètes dont les composantes sont 1 aux places non divisibles
par p) et V. le sous-groupe des idèles de L dont tes composantes
sont égaies à 1 en toute place divisant p et une unité ailleurs.

Lemme 7. La suite

(7> o ̂  Hom(E .E (Mj) -^ Hom(E ̂  ) ̂  Hom(E ̂  ) -^ 0
TT - TT 00 IT œ

est exacte (avec C., = I.. /M* V.. ).—————— —— M^ M^ » M^

Démonstration. On montre d'abord que la suite

0 - E,(*U - \,, - ̂  -* °

est exacte. Le seul point délicat est la surjectivité. Soit x un élé-
ment de C.( et (x ) un représentant de x dans le groupe des idèles
I. d'une extension finie de F. Quitte à passer au corps de Hilbert de
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L, on peut supposer que x est une unité pour toute place v et x
est donc représenté par un élément de Î p module V^. On en déduit
alors le lemne 7 en remarquant que E (Mj est un groupe divisible par

P.
En prenant les invariants de la suite exacte (7) par G(M^/F). on

obtient ta suite exacte

G(M/F) GCM^) 1
H-(E .̂Î ) J -Hom(E^) - H (M,/F.E )̂

.î, "'(F••E..')
De la nullité du groupe de cohomologie H^M .̂Î  /M^) par la théorie
du corps de classes, on déduit la suite exacte

G(H/Mj i
(8) 0 ̂  C^ -^ C^ w n -^ mM .̂V^) ̂  0.

On voit alors que H^V^^M ) = n ̂ ^^v^n.v^^^.v1^

l'extension M /̂N étant non ramifiée au dehors de p. On a alors le
diagramme commutatif exact suivant

01 '„Hc(E ,,,(;„)
TT

HO .̂C,/̂  -^ ^\^———^\^

\ ^ 1 -
Ho»(E „. n ^1(N„^.U(N„^)) ^^Hom(E^.H (^v.U(^)

et la suite exacte ( 1 ) se déduit de ce diagramne et de la suite exacte

(8).
Nous allons maintenant comparer les homomorphismes n^ lorsque n

varie ou lorsque le corps de base change. Notons N^ ̂  la norme de

\ à Vl (sur (:„ ou sur H^).
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Lemme 8. Pour n assez grand, i1 existe un unique homomorphisme t

t^Ho^.C/^Ho^E,..^./"-1

Tl Tî

vérifiant

tn^W- Vn-l^""-

On a pour cela besoin du lemme.

Leirone 9. Soit i Thomomorphisme de C - dans C_ induit par Tin-—— n —————•-————— n-1 —— n ————c-————
clusion I < —> I . Pour n assez grand, i est injectif sur""-'',"• '
Démonstration. Soit x un élément de I - tel que

n
x4 = ay avec a€A^ . y€V^

x = bz avec b€^ » z € V ^

Alors, a est égal à 0e1 et a appartient à M^ pour toute place
v divisant p. Mais le noyau de Thomomorphisme de restriction

^Wl^n^n» — ̂ WVl.v^n^n.v"

est nul pour n assez grand. Cela implique que a appartient à M^
et que x appartient à Mp.iV .

Démonstration du lemme 8. Il suffit de voir que si Ton définit t^(h)
par

ty/hKqu)» N^ ^(h(u)),

il ne dépend pas du choix de u, c'est-à-dire que si u appartient à
E , N i(h(u)) est égal à 1 . D'après le lemme 9. il suffit de mon-TT n^ n— i
trer que

i,(N^(h(u)) » 1.

Mais cela est égal à
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n oh(u) = hd^ = 1 .
o€G(y^)

On montre facilement les trois temmes suivants.

Lemme 10. ̂  r est Thomomorphisme

^ : î;(F)(n*")-^(F)^"'1)

induit par la multiplication par TT*, on a

r_ o n s n . o t (pour n assez grand).n n n'~i n ——— • — — - —
/ _*n\ /Tr*11'1"^

Lemme 1 1 . L'homomorphisme ZtF)1 / —^ ^(F)1 ' induit par Tin"
clusion E „ —^ E _ . et Thomomorphisme
———— n*" n*^1 ————————-———

6 G
^^"^Ho^E^.C^)^1

TT TT

4> \—^ (u r-̂  i^(<(>(nu)))

font commuter le diagramme

G n /w*1^
Hom(E ̂ ) " —^ EtF)111 )

" 1

^E;.,.^)6""^^)'-"''.
Lemme 12. (changement de corps de base). Soit L une extension finie de
^ L'homomorphisme restriction

,(F)(n*") -^ ,(L)^")

et 1'homomorphisme

G_ G(^ L/L)
Hom(E ̂ ) n —^ Hom(E n^^^n^

TT TT

induit par Tinclusion du groupe des idètes de N dans celui de LN
font commuter le diagramme
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Hom(E ^.C^6" -^-^ EtF)^*"1

" 1

" G(N/L) n-O) T (_*n,
HomtE n,C(NnL) " -S—» SO)111 )

TT

(avec des notations évidentes).

1.2. Corollaires et hauteurs algébriques.

Soit n* Thomomorphisme déduit de n par passage au quo-
tient par le noyau de r\^ et posons

'„• »-'--\-'
où 6 est le degré de l'extension F(Ep)/F. Rappelons que Ton a noté

^*(F) la limite projective de SKF)^ ).

Proposition 13. Les homomorphismes E forment un système compatible
d'homomorphismes qui induisent un isomorphisme Sp

Sp : ^(F) —^Hom^ (T^^mC^p))6^007^

où la limite projective des C (p) est prise relativement è la norme.

Démonstration. La première partie de la proposition se déduit du lemme
10. On a en effet

Vn-l^»""' W^»^-
G

Comme Hom(E ,î2 ) n est un groupe fini d'ordre borné par rapport à n

(isomorphe à n E ( F ) ) , l'ensemble d'arrivée de 5p est isomorphe
^ vip TT*"

1^m ̂ ^^} .

Mais ce 2 -module est aussi isomorphe à
P

iw H o m ( T . ( C ) J6^ - Un. Hom^.C^p))6^^ .
q
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En effet, si (f^) est un élément de ce dernier groupe, l'image de f
dans C^ est nécessairement d'ordre divisant q" car f est invariart
par G(IW^) :

^n' ̂  fn(Y) pour Y€G(A/^)

et K(y) est exactement congru à 1 module q" pour y générateur de
G(M^/^). D'où la proposition.

Rappelons que Ton a noté M la p-extension abélienne non rami-
fiée au dehors de p maximale de N et X le groupe de Galois de
M^ sur M^. L'homomorphisme d'Artin ( ,M /M ) induit un homomorphis-
me surjectif de I / V W sur X de noyau fini d'ordre premier à p.
On en déduit un homomorphisme surjectif

A : Hom^ (T^lyi C^(p)) —^Hom^ (T^lyi X^(p)) .
P P

Remarquons que l'on a l'égalité

Hom^ (T^mX^p))^00^ -^ Hom, (T^X^JÎ^^^
P P

où X(MJ est la limite projective des X : un élément de ce dernier
groupe est en effet toujours d'ordre fini. Le composé ^>c= A o Sp est

donc un homomorphisme surjectif de ^*(F) sur Hom^ (T^.XtNj)6^00^.
p

Rappelons que, d'après le théorème 1 1 . 1 8 , Hom^ (T ,X(M^)) est le dual
de Pontryagin Y(Mj de S(Nj. p

Théorème 14. L'homomorphisme $,-

^ : ^(F) —^ YtNj1'

est un isomorphisme si et seulement si N^ vérifie 1'hypothèse p-adi-
que de Leopoldt.

Démonstration. Notons E le groupe des unités globales de M congrues
à 1 moduto toute place v au dessus de p et E son adhérence dans
n U(^ ^). Le 2-module E^ est p-divisible car E^ = E^E^

pour tout entier r. On a donc la suite exacte
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(9) 0 -^ É^(p) -^ C^(p) -». (VW(P) -^ 0 .

De plus. si Ton pose M ( - 1 ) = Hoirie t 1 » ^ P01^ un Ap-"*odu1e M,
p 4

E^(p)(-1)p est nul. En effet, si y appartient à G^» ic(y) y - l
agit sur É /E comme une puissance de p à un automorphisroe près et
E /E est p-divisible. On a donc 1a suite exacte (à l'aide de Thomo-
morphisme d'Artin) :

0 -^É^/E^pH-l)1' -i.C^pX-l)1' -^X^pît-l)1 ' -^0.

Le théorème 14 est alors équivalent au lemme suivant.

Lemme 15. Le groupe Iĵ m E^/E^pH-.l)11 est nul si et seulement si ^
vérifie 1'hypothèse p-adique de Leopoldt.

Démonstration. Supposons d'abord l'hypothèse de Leopoldt vérifiée pour
N .̂ Si E' est le quotient de E par son sous-groupe de torsion, on
a

~W-^- ~W-^ W-^n-

Nous allons montrer que si r est un entier tel que le défaut <Sp(^
de la conjecture p-adique de Leopoldt soit constant pour n^r (et
égal à 6), on a

(10 ) W\n- ^r^n

a,
Soit (e,,...,e^ ) une base du Z-module E^ telle que e^ = e^ ....,

a.
e . = e, soit une Z-base de E'.. On pose s = a<...a^. Onh h • i n
peut extraire de (e«...,e.) un système TL -libre maximal, par exem-
ple supposons que c'est (e^,...,e^). Alors (e^,...,e^ ) est un

système Z -libre maximal de E^.
— n"Soit x un élément de E^ tel que ^ appartient à E^ :

n a- -
x = l im n e . * ' 3 (a- , €2 )

j^x» i»1 1 1•J
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-n ^ B,
^ = n e 1 ( 8 - € 2 Z ) .

i=1 1 1

On a une relation du type

h y, , ^ u(a, .q"-^)
lim n e 1 1 0 n e . ^ = 1 .
j-H» 1=0+1 ' i=h+1

Comme ( e . ^ , . . . e ^ ) est 7L -libre, ^ est divisible par q" pour

i>h. Donc x peut s'écrire de la façon suivante :

\ ^
x = y n e-

i=h+1

avec y^?, e'.EZ. Comme E^/Ey. est un 2 -module p-divisible, x
est donc congru à un élément de E .̂ module E^. D'où l'égalité (10 ) .
On en déduit que F/E'M^ est fini d'ordre borné par rapport à n
et que la limite projective des ^/^î-1)1^ est ""11e-

Réciproquement, supposons que l̂ m En/^-l^ n'est pas réduit à
1 . Nous allons montrer que pour tout r^O, il existe n^r et un
élément de (îp/E^) ^ n'appartenant pas à (^/Ey.) y,, ce qui contredi-

ra ( 1 0 ) et finira la démonstration du lemme 15. Soit x = (x^) un élé-
ment de Ijm r/E'(-1)^ différent de 1 ; supposons que x^ appartient
à ÎT/E' pour tout n^r. L'équationr r

yx^= x^ pour Y€G(V^)n n
r

implique que x^ = 1 . On a d'autre part

Vn-W- ̂  avec "^î-

On en déduit que Xy. = 1 ce qui est absurde.

Les trois corollaires suivants du théorème 14 sont donnés sous
l'hypothèse p-adique de Leopoldt pour N .̂

Corollaire 16. Les rangs des g -modules llL(F)(p) et lll(F)(p*) sont
égaux. En particulier. Ui(F)(p) est fini si et seulement si HL(F)(p*)

est fini.
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Démonstration. On a la suite exacte

( 1 1 ) 0 -^ E^(F) » (̂  -^ S*(F) -^ T^(M(F))

et le conoyau de la dernière flèche est un sous-groupe du conoyau de
1'homomorphisme

E(F) • 0 * —> n E(F ) «> 0..
0 p vip 0 p

Comme E(F ) • 0 ^ est fini pour toute place v divisant p, le rangv 0 p
i/v

2 de Z*(F) est égal à 1a somme du 0-rang n? de E(F) et du
rang sur 7L de S^^}. D'autre part, comme Y(N^) est un Ap-
module de torsion, les 2_ rangs de Y(NJp et de YtNj1^ sont égaux,
et égaux à la somme du rang sur 2 de lir(F)(?r et de n? L'iso-
morphisme $? entre £*(F) et YtN^)1^ permet alors de terminer 1a dé-
monstration.

sur

Corollaire 17. Le Ap-module Y*(Nj est un Ap-module de type fini et
de Ap-torsion.

Démonstration. Grâce au corollaire 16, pour toute extension f i n ieL de
F contenue dans N ,̂ les 2 -rangs de iiHîTîîî et de mTÎ'ÏÏP7)
sont égaux. D'autre part, Thomomorphisme de restriction

S*(L) —> S^Nj^œ71"1

a un noyau et conoyau finis. On en déduit que le 2 -rang de
Y*(N L/M ,. ^ est borné lorsque L parcourt les extensions finies de

oo ÛVH^/U

F contenues dans N^ et donc que Y*(N^) est de Ap-torsion.

Corollaire 18. S^ Ul(F)(p) est fini, les 2 -modules E^(F) • 0^ et

YtN^ sont canoniquement isomorphes.

Démonstration. L'hypothèse implique que T^(lll(F)) et T^(U1(F)) sont

nuls. On utilise alors la suite exacte ( 1 1 ) et le théorème 14.

On construit maintenant à partir de Thomomorphisroe <^p une forme
bilinéaire

B,̂  : S(F) x ^(F) -^ (p
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que nous noterons Bp lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible.

Si M est un 2 -module, on note div(M) le sous-groupe p-divisible
maximal de M et M/div le quotient de M par div(M). Rappelons que
nous avons montré (proposition 1 1 . 1 6 ) l'existence d'un homomorphisme sur-
jectif de Y(N ) sur S^î?). En le composant avec 1'homomorphisme sur-
jectif évident

S^) —^ dî^T?»

et en prenant les invariants par F, on construit Thomomorphisme a?

op : YtN^ —^div(S'(F)) .

D'autre part, div(S'(F)) est égal à div(S(F)) et son dual de Pont-
ryagin est canoniquement isomorphe à

Hom^ (T^(S(F)) .2Zp) .

En partant des suites exactes
n"

0-^-^-^——0.

on montre facilenient que les homomorphisines

Stp)^") —^ S(F) „
'n

qui s'en déduisent sont surjectifs et de noyau E ^(F)/TT"E ^(F). Ils
TT n

induisent par passage à la limite projective un homomorphisme surjectif
de noyau fini E(F)(p)

S(F) —^(S(F)) .

Donc Oc P®"t être considéré comme un homomorphisme

^NO/ —^Hom^ (S(F) .2p) .YtNj1' —^ Hom^
P

On déduit alors du composé op o $p :

op o ̂  : ^(F) —i- Hom^ (S(F) . 2p)
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une forme bilinéaire Bp „= Bc
• »F r

l(n x ^*(F) —^ Zp

(x.y) 1—> Bp(x.y)= dp o ^(yHx)

v v v
que Ton peut prolonger à S(F) x s*(F) (à valeurs dans (J, î:*(F)

v P
étant d'indice fini dans S*(F). Remarquons que E(F) • û et

V V 0 r
E(F) • 0 ^ étant des sous-groupes de S(F) et de S*(F) respective-
ment, Br „ induit une forme bilinéaire ( > }r- „

' »F ' >r

{ . }^ : E(F) ^ 0, x E(F) ^ 0^ -^ ̂ .

Si P et Q sont deux points de E(F), on posera

{P,Q}p^= <?•! •O» 1^ .?-

La construction faite permet de donner des formules "explicites" pour
BC (x,y) et en particulier pour {P,Q}p g lorsque P appartient à
E(F) et Q appartient à E<(F). Soit p le composé de $p avec la
projection

Hom^ (T^ . l̂ m C^p))1' -^ HomtE^.I,/^)1'

et n"^5 Tordre de Télément u de E ^.
TT

Lemme 19. 1 - Pour tout u € E » on a

( 1 2 ) ^F.̂  ^W^VW'^

s^ P est un point de E(F) tel que TT^ = P.

2 - (Décomposition locale). Soient S (Q) un représentant
de n,'(Q)(u) dans I,. et (P.Q}^ Tunique élément de O/^^O tel
___ yj ___>^ y| -̂̂  li ( V —i———~———^ -^——— 'n
gué

{p•^}nuvu= ^n.u^v^n.v^n.v^^^n
,(u)

pour tout u € E . Alors,
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(13 ) 6 ^"{P.Q^p « S {P.Q}^ module TT"^

ou. v parcourt les places finies de M^.

Remarque. On verra par la suite qu'il est possible de choisir S^(Q)
de manière à ce que l'application Q —^ S^ ^(Q)^ soit continue sur
E-(F) pour la topologie v-adique (vip).

Démonstration. 1 - La formule (12 ) provient immédiatement du diagramme
commutatif exact suivant

E.(F) • 0. ^ YtNj11 X Homy (E(F) • D ,D )
' | 0 v i P | 0 •

E^D/n^E^F) -^Hom(E ^ly/Vn^ -^ "o^EtD/^EÎD.O/Tî^).

La seconde application de la ligne inférieure est

fl_^ (pmod AtF) >—^ (u^ (^"^V^n^n^n^

où Ton a identifié canoniquement O/T^O et Hom(E ^,E ^) par
. . TT 1Te h-̂  (u i—^ eu).

2 • La formule (13) provient de la décomposition du sym-
bole d'Artin par la théorie du corps de classes

(y.W- ; (yy'Vv/Vv5 si ^n-
Propriétés 20. S^ a appartient à 0, on a

V00 ^.p^'^" BF.p(ax'y)

Bp n(ax,y) = Bp (x.a*y) .
' »r • 9r

Démonstration. La première formule se voit immédiatement. La deuxième se

déduit du fait que

SptxXeu)» 2p((3*x)(u)
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v
pour x€Z* (F) , qui provient lui-même de la propriété analogue de l'ac-
couplement de Weit

W^(u.6*u')= W^(Bu.u').

Donnons maintenant unepropriété des formes bilinéaires B. vraie
sans aucune hypothèse de Leopoldt.

Proposition 21 . Les rangs des formes bilinéaires B. sont bornés lors-
que L parcourt les extensions finies de N^/F.

Démonstration. Le rang de B. est majoré par le 2-rang de
Y(N^) ' "/ /. Celui-ci est borné lorsque L parcourt les sous-exten-
sions finies de N /̂F : on rappelle en effet que si M est un Ap-module
compact de type fini et t(M) son Ap-module de torsion, le 2 -rang
de M "^o/1^ est égal au 2 -rang de t(M)g/.. ,.^ qui est borné pour
L contenu dans N . °°

00

1.3. Hauteur algébrique et série caractéristique.

On suppose dans ce paragraphe que M^ vérifie l'hypothèse
p-adique de Leopoldt. Le Ap-module Y(N^) est donc de Ap-torsion.
Soit t(N^J) sa série caractéristique (définie comme toujours à une
unité de Ap près). Notons np 1e 0-rang de E(F) et r? le 2 -
rang de T (1U(F)); c'est aussi le S -rang de T^(H1(F)) d'après le
corollaire 16.

Si M et N sont deux 2Z -modules de type fini de même rang et
si B est une forme bilinéaire de M x N à valeurs dans Q , on dira
par abus de langage que B est non dégénérée si sa restriction à des
sous-modules libres M' et N' de rang maximal l'est. On pose alors

det(B(m.,n;)L -
dise B(M,N) = fM.M^fMJM»^3

[M^HN:^

où m', (resp. n.) est une 2 -base de M' (resp. N'). Ce nombre n'est
en fait défini qu'à une unité près. Par contre, si P4,...»P^ est une
0-base d'un 0-module libre E' contenu dans E(F) et de rang maximal,
le nombre

det({P.,P.}p ) , .
^^F.^ [WW IJ

87



Bernadette PERRIN-RIOU

a la même valuation que dise {E(F) • On.E(F) • 0 ^}p ^ mais ne dépend
0 ' 0

pas du choix de E' et de sa base.
np+r?

Théorème 22. 1- La série f(N ,T) est divisible par T • .
np+r?

2- Elle est exactement divisible par T si et seule-
ment si ta forme bilinéaire Bp est non dégénérée.

3- On a la formule

Uc+rci ^i-^) v v

( 14 ) f(N^T)/T • r! -^(E(F)(p)) n ip(1--^-)disc Bp^(S(F).S*(F))

•^(M(F)(iï)/div).

S^ ill(F)(p) est fini, la formule devient

"c. ^r^î
^(N»J)/T • ^(E(F)(p)) n i (l--,—)disc { . } p ^(llL(F)(p)).

'T=0 vip " '•

Démonstration. L'homomorphisme Y(Nj —^ div(S(F)) étant surjectif et
dT7(sTFT) ~étant de Z -rang np+rF, f(N^T) est toujours divisible
par T"^^. Soit Z^ le noyau de cet homomorphisme. La suite suivante
est exacte

0 ̂  (ZJ1' -^ Y(NJ^ ̂  dîïS?)) -^ (ZJj, ̂  Y(NJr -^ d^S^) ̂  0 .

Mais par la proposition 1 1 . 1 6 , le noyau de la dernière flèche est
S^TîTTîTv qui est fini. D'autre part. la multiplicité de T dans
f(N^J) est np+rp si et seulement si (Z^)p est fini., ce qui est le
cas si et seulement si l'indice de Yd^/ dans dî^ÏT) est fini.
Cette dernière condition est équivalente à la non-dégénérescence de
Bp . Lorsqu'elle est réalisée, comme Y(NJ n'a pas de. Ap-sous-module
fini non nul. (î^ est nul et on a

^/D/T"^! ^(ZJp^(S'(F)/div)[<î^iî?)) : YtNj1'].

Mais, d'après la proposition 11 .8 et le lemme 1 1 . 1 , on a

^(S'(F)/div) = ^(S(F)/div)[S'(F) : S(F)]
^r^) v v l

^ill(F)(p)/div) n ip(1-n^)lS*(F) :Z*(F)] '.
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D'autre part,

ldïvîi(?)) : YtNj1'] = (T^(S(F)) : $p(^(F))]
v v v v

dise Bp^(S(F).S*(F» • [S*(F) : 2:*(F)]^(E(F)(p))

v
(on rappelle que le noyau de S(F) —^ T^(S(F)) est isomorphe à
E(F)(p)). En mettant ensemble les trois formules précédentes, on obtient
(14) et le théorème 22.

Il nous reste maintenant à comparer la forme bilinéaire algébrique
{ , }- que nous venons de construire et la forme bilinéaire analytique
p-adique < ,> construite au chapitre III et associée à Thomomor-

K.yfl

phisme log K. C'est ce que nous allons faire dans le paragraphe sui-
vant. Auparavent, donnons quelques exemples en supposant déjà démontré
le lien entre les deux formes bilinéaires, c'est-à-dire

{.}p^ ^(FtE^Hp))-1^^.

Exemples. Il est fondamental de comparer la fonction f(N ,T) et la sé-
rie d'Iwasawa G^ associée à la fonction L p-adique analytique ([3]).
Nous allons donner des exemples où il est possible d'en montrer l'égali-
té. Les trois premières courbes citées ont un 0-rang sur K égal à 1.

2 3y = x -2x. Il est montré dans [3] que la composante 5-primaire
de ill(Ç) est nulle. On a alors

^(N»J)~T (pour p= (2-H)).

11 en est de même de G<(K(y) (1+T) - 1 ) . On a donc

f(N^T)~G^(K(y)(1+T)-1)

De plus, l!i(N )(5) est nul pour toute extension N contenue dans N^
et le rang de E(N^) est égal à 1 .

y^ x^lx. On ne sait pas ici si JU(K)(5) est fini. Donc, soit T2

divise f(N^T). soit

f (T)= Tg(T)

avec g(T) une série telle que 52 divise g(0). Il est démontré dans
[3] que 6^(»c(Y)(1+T)-1) est de même égal à T(T-».B) avec 8 divisi-
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0

blé par 5 . Mais,on ne peut prouver l'égalité de f et de
G^(K(Y)(I+T)-IL

y2 = x^Sôx. De nouveau, le calcul du second membre de (14 ) montre que
soit T2 divise f(N^,T), soit f(T) est égal au produit de T par
une série g(T) telle que g(0) est divisible par 5. De plus il est
montré dans [3] que G^(K(Y)(I+T)-I) est égal à T(T + B) avec B-5.
On est donc dans la même situation que pour l'exemple précédent. Cepen-
dant, dans ce cas un élément nouveau permet de conclure. Il est facile
de voir que 2 divise le nombre de classes de K(E ) et que grâce aux
minorations d'OdIyzko 5 ne le divise pas. Grâce au théorème de Coates
et Miles démontré dans [10 ] , on en déduit que f(T) divise
G^( iç (Y) (1+T) -1) . Donc f(T) est exactement divisible par T et égal
à une unité près à G^( (c (Y) (1+T) -1) . De plus. Jll(K)(p) est fini et de
cardinal égal à 1 .

y^ x^lAx. Ici. n^ est égal à 2. Ul(K)(p) est trivial pour
p= (2+i) toujours d'après [3] et t(N^.T) est égal à T2 à une unité
près.

2. Comparaison des deux formes bilinéaires.

Théorème 23. Les deux formes bilinéaires { . )p n et < » >^ n sur
-——————————————————-—— r fj* — I^T

E(F) sont proportionnelles :

^F.p' t^)~'<1>^

où t (F) est le cardinal de la composante p-primaire de E(F(E )).

Démonstration. Les deux formes bilinéaires vérifiant les propriétés (i)
et (ii) du temme 11.6, il suffit de montrer que si P est un point de
E(F). l'expression tptF'HP^F.p est égal à h^(P) = <P.P\ - on

remarque ensuite qu'il suffit de'vérifier cela pour un sous-groupe d'in-
dice fini de E(F), par exemple pour E^(F). On commence alors par cal-
culer {P,P} pour toute place v ne divisant pas p. On montre en-
suite que Ton peut éviter de le calculer pour les places au dessus de
y* puis par un argument différent pour les places au dessus de p.

Rappelons que la fonction f^ y est de diviseur

q^u)-^)).
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que g est de diviseur
S (u'-»T) - (r) avec TT^U' = u

r€E .
Tî*"

et que les deux fonctions sont reliées par

W*"^ VuC^"-

Lemme 24. Soit P un point de E-(F) qui n'est pas de torsion et
h p le cocycle associé dans H (F,E ). Alors, Thomomorphisme cor-

respondant ^ dans Hom(E ^/M^") est donné par

^n.P^ • f^ modu10 C"-

Démonstration. Soit P* un point de E(F) tel que ^"P-. = P. On a
alors

h^p(o)= oP^-P^

et on cherche un élément h. p(u) de M* tel que sin f i n

aqns ^.p(u)•
on ait pour o€G(F/N^)

oa/a= M^t"»^ p to) )

Mais, par définition de W , on a

W^(u.h^p(a))= gn.^^-^/gn.^ÏP

= ^n.u^^/Sn.u^^
.n

et g^ u(P^)q étant égal à f^ ^(P), le lemme est démontré.

Posons

C fD\ rr X(P-U') - x(r)
^^(p)s n x ( ^ ) - x ( r )

où le produit est étendu aux classes r de E - - {0 } module ± 1 et où
TT* n

u' est toujours Tunique élément de E p tel que TT* u' = u. Cette
TT
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fonction ne dépend pas du modèle de Weierstrass choisi. Remarquons que
T on a

•^.u^12' ^-"'̂ nC')

et que Ton a l'égalité des diviseurs suivants

div(g^)= divtF^+q^u'î-tO)) .

On pose

\,u- ^Au-^n.u^' Yu ;̂/ '

On a donc

^n.P^ " an.u(p) modu10 C" •

Lemme 25. Supposons que v ne divise pas p. Alors

• v^a^îPn/q" • X^(P-u) -X^(P) mod q" TL .

Démonstration. Soit S2^= ^^n^ Llextension V^n est non ramifiée
en v d'où

^^^ - ̂ ^n.u^^^^^n.u^^" mod ('"z •

D'après (III.3), on a

Vn.uC'n» = ^.v^-^-^.v^î

-""l^.v^^^-^.v^^l

• A,, ..(P-u) - X. ..(P) mod q" 2Z .
"n^ n^

D'autre part, on a

f^^- "n.o-^" avec ^n- ^
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et l'extension ^(PSJ/^L est non ramifiée en v. D'où

^n.u'^n"-0"10^"2-

Cela termine la démonstration du lemme.

On considère désormais les expressions { » r^ (lemme 19) calcu-
lées à partir de Tidèle S^ y(P) vérifiant

1 si vl«

( 1 5 ) Yu^v =

Vu^n^ si ^

^n.u^v^ ^n.u^"^ sinon

où P* est Tunique élément de E, (M ) tel que TT^P* - P_"»• i » v n » v n » v n
(l'existence et l'unicité viennent de ce que n* est un automorphisme
sur E. (M )). L'application P —> S ..(P)., est alors continue poirl y V i i ^ v n y u v
ta topotogie v-adique si v est au dessus de p.

Proposition 26. Supposons que v ne divise pas p. Alors, pour P
appartenant à E-(F) et qui n'est pas de torsion, on a

(16 ) ^Pff"' ̂ '\ .v^-^10^ (v)]u

pour tout u € E .
-————— TT"

Démonstration. Pour simplifier les notations, on pose ip= ip., . Par dé-
———————— "n
finition, si œ est une uniformisante de M en v, on a

(P,P};";u' v^.u^/^^Vv/Vv»1^ -^

où T T " ? - P. Notons P (—^P^ la réduction module v sur E(M (P ) ).
Elle induit une injection sur E . D'autre part» par définition du
Grôssencharakter, on a

^•Vv^.v^n^ ^n-

Comme E(^U contient E p,4/(v) est congru à 1 module ir11 et log ip(v)
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est congru à i (i(/(v)-1) module q2". D'où

{P.P)^îr= q'\ (a^^PÎ^Wvî-l^

= ^N .v^'^'^ .v^^'"109? ^V)F;

(la première ligne est en fait vraie dès que^ v ne divise pas p).
D'autre part. par le lemne III.1. X^ ^(p)p est ^"J011^ nu1 de même

^ ̂  n'
que X., (P-u)(P-u). D'où

"n^

{P,?}^^ X. JP-uhT^log ip(v) ïï
n ) v »» *

et la proposition.

Lemme 27. Choisissons un entier m tel que TT" annule E(Fj(p) ÊOUJ;
toute place œ de F au dessus de p*. Alors, pour tout n>m et
pour toute place v de N^ au dessus de p*, on a

(i) ^{P.P^.O module ir"̂

(ii) ^ y(P-u) = 0 pour tout u € E -E .N^ n TT

Démonstration. Le début du calcul fait dans la démonstration du lemme
précédent montre que {P,P}^^ est un multiple de 'P et donc appar-
tient à E('F )(p). On en déduit (i). Quant à (ii), il se déduit du lem-

me III.1.

On peut réécrire (ii) de la manière suivante

A. ,,(P-u)u= 0 pour tout u € E .
"n^ 7T

Effectuons maintenant le calcul de {P.P^p en utilisant la for-
mule (13 ) . Posons K^ pour la restriction de K à G(N^). On a
alors pour un point P de E^(F) :

h (P-u) = h,, (P) = W : FI h^(P)
^ n

= ôq^JH'1 h - ( P ) -r '^

On déduit alors de la définition h^ . de la proposition 26 et du lemme

94



HAUTEURS ASSOCIEES A LA 2-EXTENSION NP a

27 la formule

ÔITV^P,?},- u^F.p"

= Tî"1 £ "P.P^v"^"00^ ̂  ̂ ^"^ .v^-^10^^»"

+ TT"1'" h (P -U )U .
S

D'où une égalité du type

^•^p-V^'1^ " D^Dmodq^Zp.

où Dp(P) est une fonction quadratique sur E.(F) à valeurs dans
2 /p"""1^ vérifiant

D^(aP)= N(a)D^(P)

pour a appartenant à (? et continue pour la topologie induite par
l'inclusion

E,(F)^E,^).

On en déduit que D est nulle et que

{P.P)p^= ^(F)-\(P)

et le théorème 23.
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Chapitre V . Hauteurs algébrique et analytique associées à une 7L -
extension contenue dans F̂  et série caractéristique à 2 variables.

Dans ce chapitre, nous démontrons les théorèmes IV.22 et IV.23 pour
une 7L -extension L̂  contenue dans F̂  et donnons une formule analo-
gue à 2 variables pour la série caractéristique de S(F^) (paragraphe
5 ) . Les formes bilinéaires algébriques utilisées sont construites à par-
tir d ' u n pseudo-isomorphisme $ (F ) entre S*(F ) et l'adjoint^\ ^^. P °° œ
a ( S ( F ^ ) ) de S(F^) ( l e . signifiant que l'action de 0 a été chan-
gée par 6 —> 6 ) . Ce dernier se démontre à partir de la suite exac-
te ( I V . 1 ) . Il peut être considéré comme une dualité entre S(F^) et
S*(F^) et Ton en déduit une équation fonctionnelle entre les séries
caractéristiques. De plus, afin de montrer l'égalité entre ces formes bi-
linéaires algébriques et les hauteurs p-adiques définies au chapitre III,
nous montrons que les A-homomorphismes

^ ( F » ) '' ̂  ——^ ̂ ^"

V^J '- ̂  ——^ ^(SÎT))

sont adjoints l ' u n de l'autre.
Cependant, nous n'irons au bout de ce programme qu'en supposant que

les conjectures p-adique et p*-ad1que de Leopotdt sont vraies pour
toute extension finie de F contenue dans F^, ce qui est par exemple
vérifié dès que F(E ) est abélien sur K.

1 . Equation fonctionnelle.

1 . 1 . Rappels et notations.
On reprend les notations utilisées dans le chapitre IV . On po-

se donc en particulier

^ ̂ 'V ̂ '^ ̂ n5-

Si L est une extension abélienne de F et M un 7L [[G(L/F)]-modu1e
compact et de type fini, on pose

a ^ ( M ) = a^ [ [ G t L / F ) ] ] ^ •
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De plus si L est une 7L -extension d'une extension finie F' de F,
M est pseudo-nul s'il est pseudo-nul en tant que Ap/ . ,p,\-module.

Dans le cas où L est une extension finie de F contenant N ,
la suite exacte ( 1 ) de IV devient

( 1 ) . 0 -^ Hom(T M .(D) -^ n Hom(T u ( L ) ) -^
L^n TT q" vip TT q" v

-^ Hom(T^.X(L) ^ -^ ZO)^ -^ 0 .

En effet, l'hypothèse p-adique de Leopoldt pour L implique que
E. /E. (p) est nul et donc, grâce à la suite exacte (IV.9), que
X(L) est isomorphe à C(L) par 1'homomorphisme d'Artin. Le dernier

q q
homomorphisme de ( 1 ) . „ est noté ru(L).L , n n

1 .2 . Equation fonctionnelle pour N .̂

Proposition 1 . Soit L une extension finie de F. Les homomorphismes
n (LA/ ) permettent de construire un Ag/ . - « ^ pseudo-isomorphisme
^(LNJ injectif

à(L^) : Y*(L^) ^-^a^ (Y(L^)) .
00

Le dual de Pontryagin de son conoyau T*(LM^) vérifie la suite exacte

0 -^ Hom^ (T ,MJLMJ) -^ n Hom^ (T M J(LMj )) ̂  f^) -^0
p P vip p P

Démonstration. Pour simplifier les notations, on supposera que L est
égale à F dans la démonstration. La limite inductive des E(^ )
relativement aux homomorphismes induits par les inclusions
E ^ —> E ^ et ^ (-^ ̂  est égale à ï.*(Nj qui grâce au lem-

me 1 1 . 1 1 est encore égale au dual de Pontryagin de Y*(^). D'autre
part, la limite inductive des X(M ) relativement aux homomorphismesn qti
de norme est égale à 1 w X ( ^ ) ( p ) . Mais, X(^)(p) est exactement
X ( A / L / ^ ^ \ qui est fini puisque nous avons supposé que N vérifie

l'hypothèse p-adique de Leopoldt. Donc d'après le corollaire 1 . 1 3 ,
1 jmX(^ ) (p ) est égal au dual de Pontryagin de à.. (X(^)). Grâce aux

00

lemmes I V . 1 1 et IV.12, les suites exactes (1 ) . , entraînent alors parN^,n
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passage à la limite inductive la proposition.

1 .3 . Equation fonctionnelle pour F^.

Proposition 2. Les homomorphismes <t> (L^) permettent de construire un
A-pseudo-i somorphi sme ^(FJ injectif

VJ '- Y^oo)^^ (^J)-
00

Remarque. La structure du conoyau de <î> (F^) sera donnée au cours de la
démonstration. D'autre part, 1'existence d'un tel A-pseudo-isomorphisme
a été démontrée indépendamment par Greenberg ( [ 1 3 ] ) .

Démonstration. On fait maintenant varier L le long d'une Z -exten-
sion L^ de F(Ep) différente de ^(E.,*). On note L les corps in-
termédiaires. De l'étude des homomorphismes de transition faite au lem-
me IV .12 , on déduit la suite exacte

(2) 0 -^ Y*(FJ -^ Fun a^ ^ (Y(L^J) -^ T*(FJ -^ 0
n 00

où le dual de Pontryagin de T*(F ) vérifie la suite exacte
00

0 -^ Hon^ (T^.y^) -^ n Hom^ (\,U^^)) ->• T )̂ -̂  0.

Il reste à comparer le module du milieu de la suite exacte (2) avec
l'adjoint de Y(FJ. D'après le corollaire 1 . 1 3 , l'adjoint de Y(FJ
peut se calculer par la formule

a,(Y(Fj)= U^L '̂̂ F./L^-

Soit M' .. l'extension abélienne maximale de L ̂  contenue dans
n °°

Mp et J le composé des sous-groupes d'inertie aux places de L^
divisant p*. Pour n assez grand (n^n ), Thomomorphisme de pro-
jection

ùp -^ ̂ JW
est surjectif. Soit J' son noyau. On a alors la suite exacte

0 ̂  ̂  -^ ̂ G(^W -^ ̂ W -^ °-
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Le groupe G(M.. , / M L ) est produit direct de G(M., , /F ) et de
"«•-n n Vn

6(F^/MJ^). L'homomorphisme de transition sur X(MJ^) est induit par
la multiplication par la somme des éléments de G(L i^/L M ) sur
^«^(F / M L ) et 1^^u1t ^a roultiplication par q sur G(F^/MJ- ).

Supposons n>n et notons v, „ les places de L - M au dessus de y*'~~" o i fiï n —
et T, „ un générateur du groupe d'inertie de v- „ se projetant

''"o 9 o
sur un générateur y fixé de G(F^/L Mj. On vérifie que

o o
n-n n-n

-r^ ° - ( T v)v Tq °
^"o ' yCGtL^/L^J"1 ^"o

o
n-n

avec y , çX (F ) et que T, a T ' est un générateur du groupei °° i,n ' Q
d'inertie de v, „. Donc l'image de T, - par Thomomorphisme de Iran-i »n i »n
sition est T- - et Thomomorphisme de transition

^-^1
est un isomorphisme pour n»0. Posons alors

T(FJ» Hom^ (T^.lj.mà^ „ (J^)).
p n 00

C'est un A-module pseudo-nul et on a la suite exacte de Ag/p yc\-modu-
les

^(F^/F)'

(3) o -^ IJm à^ ^ (Y(M^)) -^ àp (Y(FJ) -^ T(FJ -^ 0.
p oo oo

On déduit de (2) et (3) la proposition 2.

Remarque. Le premier module de (3) peut aussi être décrit comme le dual
de Pontryagin de

Hom^ (T^, lyi X(F^)(p)) .
P

On déduit de 4> (F^) un A-homomorphisme injectif et à conoyau
pseudo-nul

V^^u—^^J)-
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Corollaire 3. Pour toute 2 -extension L^ de F contenue dans F^,
i1 existe un pseudo-isomorphisme injectif 4>g(Lj de Ag/. ^-modules

^J •• ^(^GCF^LJ -- îJ^GtF./Lj)

dès que Y(F^)g/p /i ) est un Ag/. yç\-modu1e de torsion.

Rappelons que si L est différent de N et de N*, on a

^^(FA») Bt ̂ ^

^ (̂F./LJ at ̂  •

Pour 1a démonstration du corollaire 3, on applique la proposition 1 . 1 2
et le théorème 11.25.

Remarque. La construction de la proposition 2 aurait pu être faite à par-
tir de n'importe quelle 2 -extension L^ de F contenue ou non dans
F .̂ En particulier pour toute 2 -extension L^ de F, il existe un
Ag/. ypx-homomorphisme injectif de Y*(L^) dans a. (Y(L^)) à conoyau

pseudo-nul dès que Y(L^) est de ^(i/c)"^^10"* De "*ême, la cons-
truction des hauteurs algébriques qui suit est valable pour n'importe
quelle 2 -extension de F. Cependant, dans ce cadre général, nous ne
savons pas pour l'instant lier ces hauteurs algébriques aux hauteurs ana-
lytiques définies dans le chapitre III. Aussi, nous limitons-nous dans
l'exposition aux 2 -extensions contenues dans F .̂

2. Hauteurs algébriques.

Nous allons d'abord montrer comment Ton retrouve à partir de
4> (N^) la forme bilinéaire Bp du chapitre IV. Rappelons que, d'après
la proposition 1 . 1 4 et le théorème 11 .25 , a., o S.. (Y(N )) est canoni-

"oo "«» 00

quement isomorphe à Y(N^). En prenant l'adjoint a(4) (N^)) de Thomo-
morphisme 4>g(N^), on obtient la suite exacte

0 -^ Y(NJ -^ a^ (Y*(NJ) -^ fî^ -^ 0 .

Ce dernier module étant fini, l'image de YtN^ dans a.. (Y^NJ)1' est
00

d'indice fini. D'autre part, notons Z*(N^) le noyau de Thomomorphisme
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canonique

Y(N) —^div(S*(F))

et U* son Image. Grâce au lerome 1 1 . 1 7 , U* est d'indice fini dans
div(S*(F)). Par passage à l'adjoint, on obtient un homomorphisme injec-
tif

^ (U*) —^ (Y*(NJ)1' .

Ce premier module est isomorphe à Hom^ (U*,Z ) . Plus précisemment,

comme U* est un Zp-module de type fini sur lequel F agit triviale-
ment, à chaque générateur y de T est associé un isomorphisme

Hom^ (u*.2Z) —> a. (u*)
? r co

déduit de 1a suite exacte 0 —> Ap 1^ Ap —> 7L—^ 0. Considé-
rons alors le diagramme suivant

(4) Hom^ (u*.2p) -^ a^ (U*) —i. a^ (Y^Nj)1'

'î " w! '
V(S*(F)) YtNj1'

,î~ . ^
S*(F) Hom^ (S(F).Zp) <-=-Hom^ (T^(S(F)LZp) .

le symbole ~ indiquant que T homomorphisme est à noyau et conoyau fi-
nis. On en déduit une forme bilinéaire sur S(F) x S*(F) à valeurs dans
d que Ton note pour l'instant B .

Lemme 4. Les deux formes bilinéaires Bp et B sont proportionnel-
_les :

log iç(y)

^p2 •-^r8^
Démonstration. La forme bilinéaire Bp g se calcule à partir de Thoroo-
morphisme
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Y(M ^ —^ Ï*(F)

qui se décompose ainsi

YtNy—^Hom^ nijnXt^H-I^.Sp) ——> HomtZ^) . 2p)

^(F)

L'homomorphisme 11/4 se calcule de la manière suivante : soit un élément
x = (x^) de lyn Hom^ (T^,X(^) ^T et ^ . un élément de

P q
1 y n X ( ^ ) ( - 1 ) . Alors

^(x)(<^) «q^tx^modq^p.

La forme bilinéaire B se calcule à partir de Thomomorphisme

Yt^o/ —^ ^(F)

(diagramme (4)) décomposé ainsi

Y(N l1' -^ à^ o â^ (YtMj)1' ̂  HomOijnX (^ît-l)1 ' .Zp) J^ ^(F) .
r r_________t

L'homomorphisme ̂  se calcule de la manière suivante :
- a a , , N - 1^(x-)(4)) s ( (> (x . ) £ _ K ( Y ) Y ( K ( Y ) " y - 1 ) mod q"2Z

€- " ' • a m r̂l r»"' 1-^=1 ra mod p Y=1

si p*" est le degré de ^ sur F(E ) (on a donc p"̂  q^tF)"1).

La comparaison entre î  et ^ montre alors que

- 1 ,i^= -1ogpK(Y)t^(F)" ^^

d'où le lemme.
On peut de la même manière qu'au début de ce paragraphe associer à

un générateur T d'une 2 -extension L̂  de F une forme bilinéaire
B dépendant de T sur ^(F) x S*(F) en utilisant Thomomorphisme
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<t)p(Lj. Nous allons plutôt faire une construction légèrement différente
de ces formes bilinéaires algébriques (donnant le même résultat) qui per-
met de comprendre comment elles varient avec la S -extension.

On fixe une paramétrisation du groupe G c'est-à-dire une 2 -
base 6= (y»Y*). 11 sera commode de supposer que y est un générateur
topologique de G(F^/N^) et Y* un générateur topologique de G(F /̂Nj.
On a vu ( 1 . 1 . 3 ) qu'un tel choix permet d'associer à tout élément h de
9 tel que le quotient de 0 par 1e sous-groupe H topologiquement en-
gendré par h soit isomorphe à 2 un générateur T(Q)(" ) de 0/H
vérifiant

ï /Q\ (h) " « y moduto H

T(Q)(h)8 « Y*n»odu1o H

si h= y^ • Remarquons que si 9= (Y*»ï)» on a

T(^(h)= T^(h)-1.

Soit de nouveau u* l'image de Y*(FJ dans div(S*(F)). D'après
la remarque de la fin du paragraphe 1.2.3, on peut associer à (9) un
isomorphisme que Ton notera H/^

"(9) : "̂  ^V -^ ̂  (^A)•

Notons Z*(FJ le noyau de Y*(FJ —> u*. On a donc la suite exacte

0 -^ Z^oo) -> Y*(FJ -^ u* -^ 0 .

Comme U* est pseudo-nul et que la dimension projective de Y*(F^) en
tant que A-module est égale à 1 . la suite

0 -> a^WJ) -^ a^(Z*(Fj) -^ Ext^(U*,A) -^ 0

est exacte. Soit H un sous-groupe de Q et h un générateur topolo-
gique. On déduit (par exemple du temme du serpent) 1a suite exacte

(5) a^Z^Fjî^^^Ext^.Aï^a^tY^tFjî^a^tZ^Fjî^Ext^u^Ai-^O .
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La seconde flèche dépend du choix de h dans H; on la note r..
D'autre part, Thomomorphisme at^nt^)) induit un homomorphisme de 2Z -
modules

(6) (YtPjH^" ——" (^(^(FJ)»)07"

dont on voit facilement que le conoyau et le noyau sont finis d'ordre
borné indépendamment de H. On a 1e diagramme suivant

M v*

(7) Hom, (U*,ZJ -§^ Ext^U*^) —^ (â.CY^FjÎH)9^
P * +

T^(S*(F)) (^(FJH)67"

î- I
^(F) Hom^ (S(F)).2)<——Hom^ (T^(S(F)).2) .

P ' P

On construit alors à partir de (7) une forme bilinéaire

^(F) x ^(F) —^ (p

que Ton note pour l'instant B/gx ^.

Lemme 5. La forme bilinéaire B/^ . dépend linéairement de h et on a

^eî.h' ^(Q^h) •
v\

Démonstration. Soit x un élément de Ext.(U*,A) tel que r.(x) appar-
tienne à l'image de (YtFj^)07" par â(<l»(Fj) pour tout h (le sous-

groupe des éléments de Ext^U^A) vérifiant cette propriété est d'in-
dice fini) et soient h< et h? deux éléments de 0. Il existe
zçâ,(Z*(F )) dont l'image est x. On a alors

A °°

r^(x)= hz -z dans a^(Y*(Fj)^.

De l'égalité

h-h^z - z = h<(h^z - z) ^h^z - z,
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on déduit alors le premier résultat. Pour montrer l'égalité de B,ox .\ \ j ) ,n
et de B / . N , on remarque d'abord que H/gx peut se calculer en

(Q)
utilisant les homomorphismes et suites exactes suivants

0—^ A —————^ A —^A^—i.0

T,e)(h)-1
o——AQ/HJâ2———^/H-^o — — ° -

L'égalité se déduit alors de la comparaison de (7) et du diagramme défi-
nissant B / . x (analogue à (4)).^er"7

3. Hauteurs algébriques et séries caractéristiques.

Nous montrerons dans te paragraphe 4 Te lien entre B^ . et les
hauteurs analytiques définies dans le chapitre III. Auparavant, nous al-
lons lier ces formes bilinéaires et les séries caractéristiques.

3.1. Notations.

Considérons une série caractéristique de Y(F^). On peut la
voir soit comme une série de deux variables à coefficients dans 7L
grâce à l'identification de A avec 2 [[T«,T^]] associée au choix
d'une base (Y<,yo) de 6 et on la notera alors ^^.T^T?), soit
comme fonction sur le groupe des caractères de 9 à valeurs dans 2*
(en fait dans 1 +p2Z ) et on la notera alors H

^(P)3 ^oo îP tY l î - l .p tYg)- ! ) •

De plus, on appelle fonction d'Iwasawa une fonction analytique g sur
0

Z telle qu'il existe une série f appartenant à 7L [[T-,T^]] telle
que

g(SpS^)= f(u } ' } ,u ^D

pour un générateur u de 1 + p 2 . La série caractéristique peut donc
aussi être vue comme une fonction d'Iwasawa :

(s.s*) ——>H^^) .

Nous utiliserons l'une ou l'autre de ces formulations.
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Posons L ( p ) = H(pK'1) . La fonction Ly appartient à A et est
une série caractéristique du A-module XtFj1^. Rappelons d'autre part
que si L^ est une TL -extension de F contenue dans F ,̂ la fonc-
tion H restreinte aux caractères de 0 triviaux sur G ( F / L ) estp oo »
une série caractéristique de Y ( F L / c i\ y on introduit de même 1a

fonction H *(p), série caractéristique de Y*(F^) et

L^(P)= H^(P<*"1).

Si p est un caractère de 0 à valeurs dans Z* trivial sur un
sous-groupe H de 0 tel que 0/H a< 2 et engendré topologiquement
par h, on pose avec T^ = ^û^")

Bp,̂  -^pP^8^ ^^p^h^e)^ •

Cette forme bilinéaire sur S(F) x S*(F) ne dépend plus que de p.

3.2. Résultats.

Théorème 6. Les fonctions H et H vérifient l'équation fonctionnel-

2e

^(p^)' uCsîH^p3)

où u est une unité de l'algèbre des fonctions d'Iwasawa à une variable.

Corollaire 7. Posons N» KK*; alors

Lp(p)= UpL^p^N)

avec u unité de TL^.—— p ————— p

Démonstration. C'est une conséquence simple de l'existence d'un pseudo-
isomorphisme entre Y(FJ et à^(Y*(Fj) et de la proposition 1.8.

Rappelons que n? désigne le 0-rang de E(F) modulo torsion et
r? le 2 -rang de T^(10(F)).

Théorèmes. 1 . La fonction Hjp5) a un zéro en s = 0 de multiplicité
supérieure ou égale à Uc+rp.

2. Ce zéro est de multiplicité exactement "p^rp si et •
seulement si la forme bilinéaire B _ „ est non dégénérée.

1—————————————————————————————————————' Pïf ———————————
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3. On a la formule

l^y^5"^-
ïpctv) ^r(v)* v V

V n ̂ 'liv^ "^'IRT )) disc Bp^StFLSW^dUtFHpî/div).

Démonstration. Soit H le noyau de p, L^ la 2 -extension fixée par
H et h un générateur topologique de H. Si Y(F^)., n'est pas de
Ap^-torsion, H (p 5 ) est nulle et la forme bilinéaire B est dégé-
nérée. Nous reviendrons sur ce fait dans le paragraphe 5. Supposons main-
tenant que Y(F^).. est un ÀQ^j-module de torsion.

Soit u l'image de Y(FJ dans Hom^ (S(F),2) et Z(FJ le
P ' ïc+np

noyau de cet homomorphisme. On vérifie facilement que T divise
exactement la série caractéristique f« de Y(F )„ si et seulement si

Q/H V 00 n

l'indice de (Y(F )..) dans Hom,, (S(F),2Z ) est fini et on a alors00 " -p p

f^D/A^I ~ ^(ker((YjQ -^ U))[U : (YtFj^)07"]

- c [Hom^ (S(F).Zp) : (YtFj^)07"]

où c est une constante indépendante de H. Calculons maintenant ce
dernier indice.

Lemme 9. Si B „ est non dégénérée, on a—— p,p ————————————2——————————————

dise B(Q)^(S(F)^*(F)) ~c'[Hom^ (^(F),Zp) : (YtFj^)07"]

[^(F) : Ext^(U*,A)] HtTtFjH)07"] ̂ [(KFJ")^]
ou c ' ^(ker(Y(Fj,, -^ â,(Y*(F )_ ) )

«» 1 ^ 00 I

est une constante indépendante de H et T(F^) est le conoyau du A-
homomorphisme a(<l> (F^)).

On déduira du 1emme 9 que l'on a

f^D/A^I - ce'"1 dise B(Q)^^(F).^(F)).
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Démonstration. La structure de ^(F^) est donnée dans la démonstration
de la proposition 2. Il est facile de voir qu'il vérifie les propriétés
suivantes :

T^J^ 0 . (^JH^" ^î

KFJ^ 0 si H est différent de G(F^/Nj et de G(F^);

^((^UH^ •^^«/W ^P®"^^ de "•

D'autre part, de la suite exacte

0 -^ Y(FJ -^ a^(Y*(Fj) -> T(Fj -^ 0 .

on déduit la suite exacte de AQyu"10^11^

0 ̂  T(FJ" -i. Y(FJH ^â^(Y*(Fj)^ ̂  T(FJH ̂  0 .

Un calcul facile d'indices montre que

o/H e/H ^WW^ • ̂ (T(FJH)e/H)
(8) [(à.tY^FjD^^tYtFj..)97"]^ ———=-"—————:^——o /n .

A " " ^(ker(Y(FjQ -1. â^(Y*(Fj)Q))

D'autre part de la suite exacte (5) et du fait que a^(Z*(F^))^ n'a pas
de sous-AQ/u-modules finis non nuls (prop. 1 . 1 2 ) , on déduit que Thomo-
morphisme r^

ExtJ[(u*.A) —^ (â^tY^Fj)^07"

est un isomorphisme si et seulement si la série caractéristique de
Z*(F^),. n'est pas divisible par ^(Q)^) • 1 ce aui est vrai si et seu'
lement si la série caractéristique de Y*(FJ^ (et de Y(FJ^) est
exactement divisible par

np+rc
^(e)^-1 5

et donc si et seulement si B^v . est non dégénérée. On en déduit donc
que
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(9) dise Bte).^^»^" -

^(F)/T^(S(F))) • [Hom^ (T^(F)) . 2 ) : (YtFjJ07"]
P •

x [^(F) : Ext^.AnKâ^Y^Fj)^" : (YtFj^)07"].

Les formules (8) et (9) donnent le lemme.

On déduit du lemme 11 .24 et des suites exactes ( 1 1 . 1 4 ) et ( 1 1 . 1 5 )
le lemme suivant.

Lemme 10. Soit p v l'indice du sous-groupe de décomposition de G(N^/F)
en v dans G(N^/F) et S* l'ensemble des places v de F au dessus
de p* tel que Fy œntienne E . On pose r^(T) = (tctyXi+T))15" - 1 .
Alors, si f(N^.T) est une série caractéristique de Y(FJ. une série
caractéristique de Y(F^)g/p ,.. x est donnée par

g(N^T)= (n r (DVtD^ftN^T)
\wçç' "v /'V€S' V

avec r(T)= fr^) ^_ E^cE(F)

1 sinon

g(^.T) vî^v1^^1 5" f(N,J)
Corollaire 1 1 . ———— = ^———————— ————

A rF T=0 ^)W ^ T-O

On déduit maintenant du théorème IV.22 et du corollaire 1 1 que 1e
théorème 8 est vrai pour la 2 -extension N^ et que de plus la cons-
tante c/c' vaut

^c(v) iMv)*
V n {}•J^r) n ^-^r )) ^(HL(F)(p)/div) .p vip Nv v|p* Nv

ce qui démontre 1e théorème 8 en remarquant que

^ (piT)5 - ! ) ] = 1o9pp(T) .

4. Symétrie et comparaison des hauteurs algébriques et analytiques.

Notons C et C les restrictions des formes bitinéaires B et B
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à E(F) • 0 x E(F) • 0 *. Nous avons déjà comparé les formes bilinéai-
res C et < , > . On a en effet

Ky|J K»yl

C^p= -1o9pK(y)^ (y€G(VF))

= tp(F){ . Jp^ (lemme 4)

= < » > ^ o (théorème IV.23).•^»y

On désire de même montrer que l'on a

(1 0 ) ^ <*>?.»>
pour tout homomorphisme p se factorisant par 0= G(F^/F). Remarquons
d'abord qu'il suffit de le faire pour <*. En effet, on voit facilement
que

C , = XC _ .
P\P (>tv

II suffit donc de montrer (10) pour tout homomorphisme p^ vérifiant
p.(h) s 1 et telle que '•"SoPh^e)^^ s 1 ' clest•à•dire

log p^» a(1og •c*(Y*))'1^ogplc*-b(1ogple(Y))'11ogpK

si h= y^*1'. On a alors

Si'11' ^(e)^^ c(9)•h

= ac(9).Y+bc(9),y*

' -a^.bC^

» adogp^tï'D'^.^-bdogpK^))"^,^^

^^P,.?-

Ceci montre d'ailleurs que C „ est linéaire en p.
Pir

Nous devons donc montrer que

^.p- <9>^^
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Mats ta théorie analogue relative à p* et à l'accouplement de We11

*"»' • )-1 ; E,» - t.- - ",n

donne une forme bilinéaire C ^ ^

E(F) • 0^ x E(F) • 0 —^ (L
0 r 0 r r

qui est égale à < , > * „ * = t < , > * „ d'après l'analogue du théorème
K ,P K ,P ^

IV.23 (la transposée d'une forme bilinéaire f est notée f). Ce qui
conduit à penser qu'il y a un lien entre at^n^oo^ e^ ^n*^oo^" ^ous

allons en effet montrer un tel lien. On rappelle que, Y(FJ étant de
dimension projective inférieure ou égale à 1 , Y(F^) est canoniquement
isomorphe à à. o â.(Y(F^)).

Théorème 12. Les deux A-homomorphismes a($ (F^)) et ^(Fj

Y(FJ ——^(Y*(FJ)

sont égaux.

Corollaire 13. Les deux formes bilinéaires B * et B

Ï(F) x ^(F) —^ tp

sont égales.

Démonstration du corollaire. Il suffit de comparer les deux diagrammes de
définition des formes bilinéaires ^ * et B (où T est un gé-
nérateur de 0/Kerp). Le passage de l'un à l'autre se fait par les ho-
momorphismes du type suivant pour un AQ,«module M

a (M)0/"^;, (M0/")
^e/H "e/H

induit par

M^^M.

11 .1



Bernadette PERRIN-RIOU

Passons à ta démonstration du théorème. Le noeud de la démonstra-
tion est la loi de réciprocité. Nous allons d'abord nous ramener à un
niveau fini. Si z est un élément de lijn H , on note z un élément
de H dont il provient pour n assez grand.
Lemme 14. Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer que, si z
(resp z*) appartient à

Hom^(T,,1ynX(F,.)^)

(resp.

H^(T^.1ynX(F^^)),

on a pour n assez grand

( 1 1 ) ^•V2^^"*^' "n^n^n^n1^ 9 { ï i t )

pour tout u € E , u*€E .
TT TT*

On a noté n* l'analogue de n^ relatif à la théorie pour p*.

Ecrivons l'égalité ( 1 1 ) d'une autre manière. Soit a (z ) un re-
présentant de 1'image de z dans

"•^n^n/^

et idem pour z* (voir paragraphe IV.1.1). On a alors

W^(u.^(2n)(z^(u*)))« ^(u^"/^))/1'"^^) ,

W^(z^(z^(u)).u*)= z^"/^))/1'"/^) .

D'autre part, si L est un corps de nombres contenant les racines q1"-
ièmes de l'unité, on note

( , L010 : L' x L' —^ Mv ' 'L,v v v ' m
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le symbole de Hilbert de L^ relatif à q1" et

(a.b)^ £ (a^.b)^ pour ad^bCL'.

La loi de réciprocité affirme que

(a.b)^10» 1 si a .beL" .

Pour simplifier les notations, on pose

^= ^^ -^ = ^^ •

( • ̂  = ( • ^.v » ^ = ^ » Vv ""^o^sante de F^.n y v n

La formule ( 1 1 ) peut s'écrire alors

(12 ) n S"̂ ".̂ "; n (Y^Y^);";
v^ï n'v •' "»' v tp

x n fi/"^"^ Y*)(n) n (v Y*^"5 - 1'' ^n v ' ̂ n'n v ^n ' ' n ' n vy^p* "tY " "»' Y|p* '' ' '»'

Lemme 15. 1 - S^ v ne divise pas p*. on a

^n^i-1 ^rtout ^^n-

2 - Si v divise p* et si n est assez grand (pour que le
groupe de décomposition de G(^n./^) e" v soit égal à G(F^/F^) pour
lOn), on a

f l3) (v c)^^- [(Y c')^^!*1
U3} ^m^'m.v" '^n^ 'n.V

ave^ î ; ls ^ (u )/F (ç) £^ ^m •
n q"* " q

Démonstration. La première propriété vient de ce que la vaiuation de y^
est divisible par q" et que si v divise p. y est une puissance
q^ième dans F- . Si v divise p*, on remarque que y_ est congrun ( Y '"
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m-n .m
à ^ moduto F q . L'égalité (13) se,déduit alors des propriétés
classiques du symbole de Hilbert.

Coronaire 15. Pour n assez grand, y ejt Yp sont des normes dans
l'extension F^(u gp)/^-

q
Démonstration. Il suffit de montrer que pour n»0,

^n^n.v = 1

pour toute place v de F et pour toute racine de l'unité ç de M ^
q

(l'extension F^(u ^) = ^{q"/^) pour . ç d'ordre q" étant cyclique
q

sur F ), ce qui se déduit du lemme 1 .

Notons 6 (resp. 6*) un élément de F^(u ^) de norme ^
q

(resp. y*) sur F et posons pour simplifier encore y= y^. Y*= y^.
Alors par la loi de réciprocité,

,. ̂ \W . ,
(6tY ^nt^n) ' 1 •

Pour démontrer le théorème, il suffit donc de montrer le lemme suivant.

Lemme 16. L'expression de gauche de ( 1 1 ) est égale à (ô.Y*)? ̂  )•
q

Démonstration. Posons L= F (M 9,,). Si v est une place de F^, on——————————- n £.n
pose

(a.b);2^ n (a,.b)^
L»V ^ w Lïw

où le produit est pris sur les places de L au dessus de v et où a
appartient à n L (de composante a^).

w lv
La démonstration du lemme 16 se fait par calcul de chacun des com-

posants de (ô.ô*)^.

Soit v une place de F^. Montrons d'abord que (<S»Y*)i_^ est
une racine q^ième de l'unité. On a en effet

((6^)^)^ (6.Y*)K' (..Y*);";.
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et ceci vaut 1 parce que v^(y) • v.,(y*) « 0 mod o^TL et que Y ou y*
xo"appartiennent à F ^ si v divise p. On a alorsn,v

(Ô.Y*)^"^ n Ttï-^ô*)^
l••v T€G(L/F^) l-•v

= n (.-Ifi.s*)^). ^.5*)(2") .
T€G(L/F^) '-^ l••v

D'où

(14 ) (ô.Y*)^ (Y.ô*)^^ .

Supposons maintenant que v ne divise pas p. On a alors

<«^2;'- ^"r'̂ 2;'- "."̂ •'̂ «."•e'
• .̂":Br)/q"';"; <->t2;1

V^Y*)
avec Y* ïc ^ Y "*•

Mais u* est une norme dans n L , par exemple de u'*. D'oû
wlv "

(ôu*)^- (vu'*)^"5 - {^)/qr} u•*)(n)
V Ô Ï M ^L.v • V Y Ï M ^L.v " ^n.v ÏM ^L.v

• ( .̂"^
• ^ '̂̂ -'K

car v (y*) s 0 mod o^TL. Donc

<"> ^^-^'^e^^ ^-
Si maintenant v divise p*, on a

(16 ) (ô.y*)^ (ô//^)^= (Y^^P)^ (vip*)
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et si v divise p, on fait de même en utilisant (14) :

( 1 7 ) (ô.y^2^ (^^Y*)^ (VIP).

Des égalités (15 ) . (16) et (17 ) . on déduit le temme 16 et donc le théorè-
me 12.

5. Conclusion.

Nous allons d'abord réécrire une partie des résultats obtenus sous
une forme qui se prête à une conjecture p-adique à deux variables de
Birch et Swinnerton-Dyer des fonctions L p-adiques de Katz. Nous don-
nerons ensuite quelques conséqences sur la croissance du 0-rang du grou-
pe des points rationnels de E- le long d'une 2 -extension.

Soit toujours p un homomorphisme continu de 0 dans 2 . Au
chapitre III, nous avons construit une forme bilinéaire p-adique analy-
tique sur E(F) • 0 x E(F) • 0 ^ à valeurs dans d) que nous avons

ô r 0 r • v v
noté ^ , > . Dans ce chapitre, nous l'avons prolongé à S(F) x S*(F).
On note maintenant < » > ce prolongement (au lieu de B ). Rap-
pelons d'autre part que n? est le, 0-rang de E(F), tp le Z -rang
de T^(U1(F)) (ou qui revient au même de T^(HL(F))) et que H
(resp. H J est une série caractéristique de Y(FJ (resp. Y*(FJ).
On a de plus posé

lp (p)= H^(pK'1) , L ^ ( p ) = H^(pK*'1) .

Rappelons d'abord l'équation fonctionnelle vérifiée par ces fonctions
d'Iwasawa.

Equation fonctionnelle., 11 existe des unités u et^ u' de 1'algèbre
des fonctions d'Iwasawa tels que

H^K*5*)^ uts.S^H^K^K*^*) .

L^K*5*)^ U'ÎS.S*)^1"^*1'5*).

Rappelons maintenant une partie du théorème 8 , c'est-à-dire la
formule :

1 1 6
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H-CP')
(18) lim

s-^O ,V'F

*c(v) fUv)*
"P Vvîp0"7'7'^0"^" " '̂̂ '̂ ^^p.p

où dise <.>p^s :lisc<S(F),S*(F)> .

Théorème 17. La fonction d'Iwasawa H (ic5»:*5 ) admet le développement
en s et s* suivant

(19 ) H (x5^*) = u i ( n d-"^) n (i-^*)) x
r r vip Nv vip* Nv

x i»(ili(F)(p)/div)disc«,> s + < , > s*)
K»p K,P

nc+rc+1
module (s,s*) • ' ,

avec u appartenant à 7L* .

Démonstration. Soit P(s,s*) le polynôme homogène de degré Uc+rp tel
———————— np+rc+1 ' •
que H (s,s*) soit congru à P(s,s*) modulo (s,s*) et notons
Q(s,s*) le second membre de la formule (19) . On a pour le moment montré
que P(s,s*) et Q(s,s*) ont même valuation p-adique pour tout couple
(s,s*) d'éléments de 2 . Mais les constructions faites s'étendent
par extension des scalaires. Soit R l'anneau des entiers d'une exten-
sion finie de ®. On pose A' = R_[[e]] = A • R,,. Si M est un A-

P P 2 P
P

module. M' = M • R est un A'-module et par le lemme 1.9, on a
V

a^'(M')- ̂ ^v
p

L'étude de H (p5) pour un homomorphisme continu p de © ' = 0 • R
P BpP

montre alors que P(s,s*) et Q(s,s*) ont même valuation p-adique pou"
(s,s*) appartenant à R2 On en déduit que les deux polynômes homogènes
P(s,s*) et Q(s,s*) ont même factorisation dans une clôture algébrique
de d et donc diffèrent d'une unité de 7L , ce qui termine la démons-
tration.
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Notons L^ la 2Z -extension de F telle que 1e noyau de p soit
égal à G(F^/LJ. La construction de la forme bilinéaire B a été
faite indépendamment de toute hypothèse sur le Ag/. ,c\-rang du module

Y(LJ.

Proposition 18. Si^ < » > est non dégénérée sur S(F) x S*(F), ^
Ap/. .p^module Y(L^) est de torsion et E(L^) module torsion est un
7L -module de type fini.

Démonstration. Posons H= G(L /F). Si < , > „ est non dégénérée sur•^————ç——— œ P«P v ,T(S ( F ) x S * ( F ) , il existe un homomorphisme à noyau fini de S(F) dans
YtLj". Donc YtLj" est de rang supérieur à np+r? sur Z . Mais
il est de manière générale inférieur au 2Z -rang de Y(L^)^ qui est
égal à np+rp. On en déduit que les 7L -rangs de Y(L^) et de
Y ( L L sont égaux et donc que Y(L^) est un A^-module de A^-torsion.
La dernière affirmation se déduit alors du fait que 1e 2 -rang de
E ( L ) • 0 est alors borné lorsque L parcourt tes extensions finies de

0 vF contenues dans L̂  et que d'autre part E(L^) module torsion est un
groupe abélien libre (théorème 1 1 . 4 ) .

Dans le cas où E est une courbe définie sur Ç, une des 2 -
extensions de K contenue dans K^= F̂  joue un rôle particulier. C'est
Tunique S -extension de K galoisienne sur Q et non abélienne sur
( . appelé anticyclotomique dans [2 0 ] . Notons-la K^. Le groupe de Ga-
lois de K" sur Q est un groupe diédral. L'extension K^ est aussi
caractérisée par la propriété arithmétique suivante : c'est Tunique 2-
extension contenue dans la réunion des extensions abéliennes de K asso-
ciées par la théorie du corps de classes à Tordre de K de conducteur
p" pour n>_1 (ring class field). C'est principalement cette propriété
et le fait que E est une courbe modulaire qui permet de montrer que
pour une extension finie convenable F de K, E(FK^) est de rang in-
fini ( [ 1 8 ] , [ 2 0 ] , [ 1 6 ] ) . Greenberg a récemment obtenu des résultats fon-
damentaux sur E ( K ' ) par des méthodes différentes. Nous allons nous con-
tenter de donner des exemples d'application de la proposition 18.

vSupposons que E est définie sur Q. Notons S ( ( ) la limite
projective desgroupes de Selmer StO^ pour n^1 relativement à la
multiplication par p. Les isomorphismes suivants sont canoniques

^ ( Ç ) , o —^ S ( K ) —> ÏW ^ Ï*W.P S P
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Notons t(resp. t*) la projection de S (K) sur S(K) (resp. S*(K))
et choisissons un système libre maximal (x-,...,x ) du Z -module
S (Q) (avec n= n»), Le discriminant de < , > peut être calculé
à Taide des systèmes libres t(x^...,t(x^) et 't*(x^).....t*(x^).
Posons donc

D^= det(«t(x,).t*(Xj)>^)),^ .

Comme E est définie sur ((, on a la propriété fonctorielle

< Z • Z ' > K . P = <T Z•T Z (>K^p*= ^'-^.P

où T est Tautomorphisme non trivial de G(K/(). Si p= K\^, on a
donc

OtÀ .M) - D - dettÀM+M^)
P»r

où M est la matrice («t(x^).t*(x,)>^ )) (c'est une matrice carrée
d'ordre r.+n^). Posons DQ= D(0,1) s '0(1.0) . On peut faire les re-
marques suivantes (essentiellement triviales) sur 1a dégénérescence
éventuelle de < » > .

a) Si r.+n.. est égal à 1 . la seule 2 -extension dégénérée
(c'est-à-dire correspondant à une forme bilinéaire < , > dégénérée)
est la Z -extension anticyclotomique K^ dès que la 2 -extension
N^ est non dégénérée. Ainsi, dans ce cas. pour toute Zp -extension L^
de K différente de K .̂ E(Lj modulo torsion est de type fini.

Exemples, y2 = x3 - 2x, p = 5

y2= x3* 9x. p = 5

y2= x3-49x. p=5 . 13. 17.

b) Oe manière générale, si r^n^ est impair, la 2 -extension
anticyclotomique K^ est toujours dégénérée.

c) Etudions le cas particulier où r^+n^ est égal à 2. Si M
est la matrice (a J . on a

?
0(X.u)= (ad-bclÀ^XMtad-bc-^^ )+(ad-bc)M 2 .
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Le discriminant de cette équation étant

(b-cl^b-c)2^)

(avec DQ = ad-bc), on en déduit que

i) si b=c , la seule 2 -extension dégénérée est l'extension K^

ii) si (b-c)^ 4Do, la seule 2 -extension dégénérée est la
2 -extension cyclotomique;

iii) si (b-c)2^» n'est pas un carré et si b est différent de
c, aucune 7L -extension de K n'est dégénérée;

0

iv) si ( b - c ) -4ÛQ est un carré non nul et si b est différent
de c, il y a exactement deux 2 -extensions dégénérées (distinctes).

Les deux exemples que nous avons calculés donnent le cas iv) :

y 2 ^ x^Mx , p = 5

y 2^ x3-^ . p =. 5.

d) Nous avons encore étudié un cas où 1e rang de E(Q) est 3 :

y2» x^ZZôx . p = 5.

On a ici trouvé que

D(À.u) « (X+uXiOP^+SSXu+lOyu 2 ) rood 125 .

On en déduit que la seule 2 -extension dégénérée est K^ et que pour
toute 2 -extension L^ différente de K^, E(Lj module torsion est
de type fini.
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APPENDICE : THÉORÈME DE CASSELS

Appendice

Nous allons ici démontrer 1e théorème de Cassels énoncé dans le
chapitre 1 1 . 1 . 5 en nous bornant au cas de multiplication complexe uti-
lisé ici et en nous inspirant d'une démonstration donnée par Bashroakov
( 1 1 ] ) .

1 . Accouplement de Wei1.

Rappelons la définition de l'accouplement de Wei1 utilisé ici

""•E.»'•E^^",^•
Soient u un élément de E , v un élément de E et u' l'élé-

ment de E tel que n*"u' = u. Il existe une fonction f^ y
n

(resp. g ) de diviseur

q"((u)-(0))
(resp.

S (u'+r)-(r)) .
r€E -,

TT*"

et telles que

^u^ - Sn.u^"" •

On pose alors

^"•^ W^Vu^ •

2. Accouplement local de Tate ([35])

Soit k une extension finie de F ou le complété en une place
d'un tel corps. L'accouplement de Wei1 induit grâce au cup-produit un
accouplement

^n.k : H 1 ( k ï E ^ x H 1 ( k ï E ̂  ̂ "^k^ n5 •

Lorsque k est un corps local, le dernier groupe est isomorphe à
TL/q^TL et l'accouplement est non dégénéré. D'autre part, notons i^
l'injection canonique
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i- : E(k)/n*"E(k) —»> H^k.E ,)n ^ f ' .nii

et p la projection

p^H^k.E,.) -^(k.E),,.
v "

Si k est un corps local, l'orthogonal de EdO/ir^EdO pour ( . )^
est Etkî/T^Etk) et 1 ' accoupt ement qui s'en déduit est l'accouplement
de Tate T .n,K

T , : H^k.E) , x Etkî/iT^Etk) —> •B./^TL .n.K ^n

On a donc

W^Vy»' ^'-^.k
avec Pp(x') s x .

Fixons une extension finie L de F. Si v est une place finie
de L. on pose ( . )y^ = ( . )n.v'--- • La théorie du groupe de

Brauer montre que si f appartient à H^L.E ^) et g à H (L.E ^).
TÎ ^

on a

Uf,g)^»o

où la sonne est prise sur toutes les places de L.
Remarquons d'autre part que si k est un corps local contenant

E^, on a

Hl(k,E^) -S—Hoii^k^/kLE „)
TT ^

Hl(k,E _ ) -2^Hom(E .,,k'>/k>'q )
n*" 11

et que si Ton identifie Hom(E ^,E „) avec 2/q"Z. on a
n v

(x.y), . - u = ^xîWyXuî.k^/k) pour u € E
n,K ^

(( . k^/k) désigne le symbole d'Artin de k* dans le groupe de Galois
de l'extension abélienne de k maximale k36 sur k).
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3. Théorème de Cassels.

Soit T un ensemble de places de L que l'on suppose pour Tins-f-n\
tant fini. On note Ry / le noyau de Thomomorphisme

H^L.E J —^ n H^L.E)
n" v<T v

et (L T Thomomorphismen» i

^n) —^ n H^L .E)
• VCT v n"

On définit de la même manière R^11* ^ et B* y. Soient maintenant Miy
le noyau des homomorphismes de restriction

H^L.E) —^ n ^(L.E)
v^T v

et Y^, T. Thomomorphismen» i

^\' ^.ÏT"''1'-6'.»-

Soit enfin Thomomorphisme

5* : s^*^ —<. n EtU/n^Ea)nj ^ v v

où Ton a posé pour simplifier S^* ^ StD^* ).

L'accouplement somme des accouplements T „ pour v € T est exactn»v
et induit par la somme des ( , ) - . , pour v € T . On notera le premier— » *
T ,. et le second ( , ) y. On identifie à Taide de ( » )p -r ^ dual
de* n H^L ,E ) avec * n H^L.E - ) . De la suite exacte

v€T v n" v€T v TT*"

0 ̂  S^-. R^ —— H H^E) ,.
• v€T v ir*"

/ *n\
on déduit que le dual de S' ' est isomorphe au quotient du dual de

R^*^ par 6 ,( n EtLj/AtL.,)) où 6 , est l'application trans-
* V€T

posée de ̂
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Lemme 1 . Soit z un élément de n H^L ,E ). Il est orthogonal à
fn*"^ i V€T TT

1 ' image de S'" / dans n H ' ( L . E *J si et seulement si il est la
V€T ' TT ''

somme d'un élément de l'image de R' ; et d'un élément de
n EtLj/AOJ.

V€T v v

Démonstration. Soit T' 1a réunion de T et de l'ensemble des places
de L au dessus de p. Soit Ly, l'extension de L non ramifiée au
dehors de T' maximale. Les théorèmes de dualité globale de Poitou et
Tate affirment que la suite

H^./L.E „) -^ n H .̂E „) -^ H^./L.E ^)
n Vfc 1 TT TT

est exacte (si l'on identifie E avec Hom(E _ , n _ ) par Taccouple-
n*" TT" q"

ment de Weil). On en déduit facilement que la suite

«f"'^^^)^.^
est exacte. Le noyau de

n H ^ L - E J —^S^*"1

v€T v TT"

est donc égal à la somme de l'image de R^ ) et de n EOJ/Aaj.
n V€T

(„*")
Ce noyau est aussi l'orthogonal de l'image de S' ' dans
n H^L.E J, ce qui démontre le lemme 1 .

v€T v TT*"
Théorème 2 (Cassels). L'image de y y

VT • <%'.« - ;, "1'^.".»

est orthogonal à 1'image de 6 -r

6.. : s(1T*n) —^ n Ed-J/TT^EtLj.n.T vçT v v

i
ce qui peut encore s'exprimer par : le dual du conoyau de Y., T est iso-
morphe à 1'image de 6 y.

Démonstration. Soit f un élément de (My) et x = (x ) un élément
TT
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de l'image de 6^ -r. Nous devons d'abord montrer quen» i

^n.T^^-0 •

Soient F un élément de R^"^ dont l'image dans H^L.E) est f et
G un élément de S— ; dont les composantes locales sont x pour
v € T . On note F (resp. G ) la composante locale de F (resp. G) dans
H^L.E _ ) (resp. H^L.E J). Comme F., (resp. G ) appartient à

n n* '
EO^/Ad^) (resp. EO^/n^Ed^)) le symbole

^v'^n.v

est nul pour toute place v n'appartenant pas à T. On a donc

^.A^^ ^Wn.v- ;(Wn.v

et cette dernière expression est nulle car F et G sont des éléments
globaux. Donc, l'image de Y T annule l'image de 6 ,.. Réciproque-
ment, soit f= (f.,) un élément de n H^L ,E) , annulant l'image

' v€T v n*"
de 6_ , et soit F un relèvement de f dans n H^L.E ,). IlnJ ^ v ^n

est orthogonal à l'image de S111* } dans n H^L.E ) pour Taccou-
v€T v ^*"

ptement ( , ) -r. On en déduit par 1e temme 1 qu'il est égal à ta somme
d'un élément de n Eaj/i^Eaj et d'un élément de l'image de R^

v€T v v •
dans n H^L.E J. Donc f appartient lui à l'image de (111,.) ^

V€T v TT" ' IT'1

par y. T» ce qui démontre le théorème.n» i
Donnons maintenant deux corollaires.

Corollaire 3. Soit C (L) le groupe défini par la suite exacte

0 -^ ill(L) ^ -^ ^(L.E) ^ ̂  S H^.E) ^ ̂  C^(L) -^ 0.
Tt TT V Tl

Alors, le dual de C^(L) est isomorphe à StL)^* ).

Démonstration. Le corollaire s'obtient par passage à la limite sur les
ensembles finis T. Si T(L) est l'ensemble de toutes les places de L,
Thomomorphisme 6 y / . \ est alors injectif et lli(L)y/.^ est égal à
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H^L.E).

Corollaire 4. Soit B (L) le groupe défini par la suite exacte

0 -^ SO)^ -^ S'O)^ -i. n H^L.E) -, -1- B ( L ) ̂  0.
vip v lî'1 n

Alors 1e dual de B^(L) est isomorphe à l'image de S(L)^* ^ dans
n EtD/ir^EtL).

vip v v

Démonstration. On prend ici pour T l'ensemble des places au dessus de
p. Il est facile de voir que B (L) est aussi le conoyau de y ,..•• n f i

La proposition 1 1 . 8 s'en déduit, les homomorphismes de transition

"n^——W-)

induites par les inclusionsE." —E."*'
correspondant par tes accouplements T ^ aux homomorphismes de transi-n» i
tion

sa^^sa)^")

induites par les multiplications par TT*

En*n+1 "̂  En*n
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