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ARITHMETIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES
ET THEORIE D'IWASAWA

Bernadette PERRIN-RIOU

RESUME

On applique a 1'arithmétique des courbes elliptiques a multiplica-
tion complexe les méthodes d'Iwasawa sur les Z_-extensions et 1'on re-
lie la série caractéristique du groupe de Selmer relatif a un nombre pre-
mier ordinaire sur une Z_-extension aux hauteurs p-adiques construites
de maniére analogue & la hauteur complexe de Néron-Tate.

ABSTRACT

We apply the methods of the theory of ZZp -extensions of Iwasawa to
study the arithmetic of elliptic curves with complex multiplication. We
link the characteristic power series of the Selmer group of the elliptic
curve, relative to an ordinary prime p, to a canonical p-adic height
on the curve which is analogous to the archimedean canonical height of
Néron-Tate.
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COURBES ELLIPTIQUES ET THEORIE D' IWASAWA

Introduction

Le résultat fondamental di & Mordell et Weil concernant une courbe
elliptique E définie sur un corps de nombres F est que le groupe
E(F) de ses points rationnels sur F est un groupe abélien de type fi-
ni. En fait, trouver un algorithme pour calculer le groupe E(F) et son
rang est un probléme remontant 3 Diophante qui n'est toujours pas réso-
lu. Dans la recherche du rang de E(F) par la méthode classique de la
descente apparaissent naturellement d'autres invariants arithmétiques
comme le groupe de Shafarevitch et Tate de E sur F et la hauteur ca-
nonique de Néron et Tate qui est une forme bilinéaire sur E(F) modulo
torsion a valeurs dans R non dégénérée sur E(F) E.Q .

Dans les années trente, Hasse et Weil ont associé a 1a courbe ellip-
tique E/F une fonction L(E,s) d'une variable complexe construite
comme produit sur les places v de F des fonctions zé&ta de la courbe
réduite en v et conjecturé que cetfe fonction admet un prolongement
analytique et une équation fonctionnelle pour le changement de s en
2-s. Inspirés par les travaux de Siegel, Birch et Swinnerton-Dyer ont
ensuite conjecturé que le comportement de L(E,s) au point critique
s=1 est 1ié aux invariants arithmétiques précédents. Dans le cas des
courbes elliptiques a multiplication complexe, 1'existence d'un Grbssen-
charakter associé 8 E/F montrée par Deuring et Weil permet de démon-
trer la conjecture de Hasse-Weil. Par contre, nous connaissons trés peu
de choses sur le moyen de démontrer la conjecture de Birch et Swinnerton
Dyer.

Nous prenons dans cette thése le point de vue p-adique qui a été
inspiré 3 la fois par les travaux de Artin et Tate sur 1'analogue géomé-
trique de la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et par les idées
d'Iwasawa sur les Z_-extensions de corps de nombres. Nous supposons
que E est une courbe elliptique & multiplication complexe et que p
est un nombre premier tel que E a bonne réduction ordinaire en toute
place de F au dessus de p. Soit F_= F(E ,) le corps obtenu en ra-
joutant @ F 1les points de p"-torsion de E (n>1). Appelons dans
cette introduction module d'Iwasawa de E/F_ 1le dual de Pontryagin du
groupe de Selmer de E sur F_ relatif 2 p. C'est un
Zp ([G(F_/F)]1]-module de type fini. L'objet de cette thése est 1'étude
de ce module et de sa série caractéristique lorsqu'il est de torsion.
Nous commencons donc par donner des conditions pour que le module d'
Iwasawa de E/F_ soit de torsion. Ces conditions sont liées aux conjec-
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tures de Leopoldt. Nous montrons aussi, toujours sous des hypothéses de
Leopoldt, qu'il est de dimension projective inférieure a 1.

La série caractéristique de ce module est conjecturalement liée aux
fonctions L p-adiques a deux variables construites par Katz. Nous mon-
trons pour cette série caractéristique 1'analogue p-adique de la conjec-
ture de Birch et Swinnerton-Dyer (Théoréme V.17). Remarquons qu'il est
possible de formuler cette conjecture p-adique méme si le groupe de
Shafarevitch-Tate n'est pas fini. La démonstration consiste & construire
une famille de formes bilinéaires algébriques sur E(F), associées aux
caracteres de G(F_/F) a valeurs dans Zﬁ . Elles se déduisent en fait
d'un pseudo-isomorphisme canonique entre le module d'Iwasawa de E/F_
et une version tordue de son adjoint (remarquons que ce pseudo-isomorphis-
me permet aussi de montrer une équation fonctionnelle sur sa série carac-
téristique (Théordme V.6), version fidele des équations fonctionnelles
des fonctions L complexes et p-adiques). D'autre part, ont été cons-
truites des formes bilinéaires appellées hauteurs p-adiques, analogues
de la hauteur complexe de Néron-Tate, de nature analytique et facilement
calculables. Le coeur de la démonstration est de montrer 1'égalité entre
ces deux familles de formes bilinéaires.

Enfin, pour égayer cette introduction de quelques exemples numéri-
ques, remarquons que la connaissance des propriétés arithmétiques de E/F
et de ces formes bilinaires donne des renseignements sur la croissance du
rang de E le long d'une Zp -extension de F contenue d;ns ;w. Les
exemples sont choisis parmi les courbes elliptiques E : y~ = x" -dx
(deZ) a multiplication complexe par K= Q(i). On prend comme nombre
premier p=5. Une 25 -extension de K joue un rble particulier: c'est

1'unique Zs-extension de K galoisienne sur Q et non abélienne sur
®; on la note K.

E: y2= 3-x. Le rang de E(Q) sur Z est nul. Pour toute Z-

extension L_ de K, E(L_ ) modulo torsion est nul.

E: y2= x3-36x. Le rang de E(@) sur Z est 1. Pour toute 25-

extension L_ de K sauf peut-&tre K_, E(L_) modulo torsion est de
type fini.

E: y2= -2x. Le rang de E(Q) sur Z est 1. Pour toute 15-

extension L_ de K sauf peut-étre K;, E(L_) modulo torsion est de
type fini. De plus si N_ est 1'unique 25 -extension de K non rami-

fiée au dehors de (2+1i), E(N_) modulo torsion est de rang 2 sur Z.
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E: y2= S+ 1ax. Le rang de E(Q) sur Z est 2. Pour toute 25-
extension L_ de K sauf peut-8tre pour deux d'entre elles, E(L ) mo-
dulo torsion est de rang fini. Les niveaux finis de ces deux 225 -exten-
sions peuvent étre calculés explicitement.

E: y2= x3-226x. Le rang de E(Q) sur Z est 3. Pour toute 25-
extension L_ sauf peut-gtre K_, E(L_) modulo torsion est de type fini

Finalement, donnons un résumé de chacun des chapitres. Dans le cha-
pitre I, on rappelle les résultgts sur les lp [{7y,...,Tp.1]-modules qui
seront nécessaires par la suite‘”
troduit les objets qui seront utilisés (par exemple divers groupes de
Selmer) et les avoir comparés, on étudie la structure de G(F_/F)-module
du groupe de Selmer de E/F_ et on montre que son dual de Pontryagin
est de dimension projective sur Z_[[G(F_/F)]] inférieure ou égale 2
1 sous certaines hypotheses reliées & la conjecture de Leopoldt que
nous supposerons par la suite. Dans le chapitre III, on définit les hau-
teurs p-adiques attachées a une Ip -extension et on donne un moyen
pratique de les calculer. Dans le chapitre IV, on construit une forme
bilinéaire algébrique attachée 3 1a Z -extension particulieére N et
on la relie a la hauteur b-ad‘ique définie dans le chapitre III. Dans le
chapitre V, on étudie le cas d'une Zp -extension quelconque de F con-
tenue dans F_ et on démontre 1'analogue p-adique de la conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer pour 1a série caractéristique du module d'

. Dans le chapitre II, aprés avoir in-

Iwasawa de E/F_ et 1'équation fonctionnelle p-adique.

Certains des exemples numériques s'appuient sur les calculs faits
dans [3]. D'autre part, précisons que, dans le but-d'étre complet, nous
avons repris les démonstrations de résultats précédemment parus ([25],
[26]), 1a partie réellement nouvelle étant le chapitre V.

(1) voir aussi la these de 3eme cycle de Patrick Billot (Orsay 1984).
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Notations.
Si M est un ensemble fini, on note #(M) son cardinal.

Si L est un sous-lp -module de L' d'indice fini, on note
[L' : L] cet indice.

Si F'/F est une extension finie, on note NF'/F 1a norme de
F' sur F et trF'/F la trace.

Si F'/F est une extension galoisienne, G(F'/F) désigne le grou-
pe de Galois de F' sur F.

Si M est un Z_-module, on note ﬁ son dual de Pontryagin :
M= H s .

omlp (M Qp/Zp)

Si A est un anneau commutatif intégre unitaire et a et b deux
éléments de A, le symbole a~b signifie que a= ub avec u unité
de A; si M est un A-module, Ma désigne le noyau de la multiplica-

tion par a sur M et M{(a) est la réunion des M n Pour n€N;
a
1'expression "M est un A-module de torsion" signifie que M est un

A-module de A-torsion.

Si M est un Zp -module et G un groupe opérant sur M, MG dé-
signe le plus grand Z_-module quotient de M sur lequel G opére tri-
vialement et MG le plus grand sous lp -module de M sur lequel &
opére trivialement. Le dual de Pontryagin M est muni de 1'action de G
suivante

(g0)(m) = ¢(g"'m)

pour g€G, ¢€ﬁ, meE M.



- GENERALITES SUR LES A-MODULES

Chapitre I. Généralités sur les A-modules.

Soit A un anneau local régulier complet de dimension r et de
corps résiduel fini de caractéristique p. Tous les A-modules considé-
rés dans ce paragraphe sont supposés compacts et de type fini. Ils sont
caractérisés de la manidre suivante : si m est 1'idéal maximal de A,
un A-module compact M est de type fini si et seulement si M/mM est
fini.

1. Généralités ([5]).

1.1. Définitions.

Si g est un idéal premier, le localisé A_ de A en g
est défini comme le sous-anneau du corps des fractions de A formé des
éléments x/y avec x et y appartenant a A et y n'appartenant
pas a g. Le localisé Mq d'un A-module M est M Aq. On peut de
méme définir le localisé d'un homomorphisme de A-modules. Un A-module
est dit pseudo-nul si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1
est nul. Cela est équivalent a ce qu'il est annulé par deux él1éments de
A premiers entre eux. Un homomorphisme de A-modules est dit pseudo-
isomorphisme si son localisé en tout idéal premier de hauteur 1 est
un isomorphisme. Cela est équivalent & ce que son noyau et conoyau sont
pseudo-nuls. Un A-module sans torsion est dit réflexif si il est égal
a 1'intersection de ses localisés en tout idéal premier de hauteur 1
(les localisés étant plongés dans 1'espace vectoriel engendré par le
A-module sur le corps de fractions de A).

Exemple 1. Si r=1, 1les modules pseudo-nuls sont nuls; si r est égal
a 1 ou 2, les A-modules réflexifs sont les A-modules libres.

1.2. Théoreéme de structure.

Les A-modules compacts de type fini sont caractérisés a
pseudo-isomorphisme prés par le théoréme de structure bien connu suivant

Théoreme 1. (i) Si M est un A-module compact de type fini sans tor-
sion, il existe un homomorphisme injectif de M dans un A-module ré-
flexif dont le conoyau est pseudo-nul et déterminé & isomorphisme prés

par M.

(ii) Si M est un A-module compact de type fini de A-
torsion, i1 existe un unique A-module de la forme
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A/ g,
1 i

E(M) = i

"new

i
(ol les q; sont des idéaux premiers de hauteur 1 et ou les e; sont
des entiers positifs) pseudo-isomorphe &3 M.

Les modules de la forme E(M) sont appelés élémentaires. Soit f,
un générateur de gq;. L'élément
s e
f,= n f.
M j=1 1
est appelé série caractéristique de M. I1 est défini a une unité prés
de A. La notation f~ng pour f et g appartenant a A signifiera
que f/g est une unité de A. Remarquons que, si M n'admet pas de
sous-A-modules pseudo-nuls non nuls, fM appartient a 1'annulateur de
M. La série caractéristique dépend multiplicativement de M, c'est-a-
dire que si 1'on a une suite exacte de A-modules de torsion

0—=>M—=>M —aM —0,
alors fM . fM“ "’fM' .

1.3. Modules de torsion.

Soit g un idéal de hauteur 1. Si M est un A-module com-
pact de type fini, M/qM est un A/gq-module de type fini. Si de plus M
est de A-torsion et que g est premier & la série caractéristique fM
de M, alors M/gM est un A/gq-module de torsion. Réciproquement, on a
le lemme suivant.

Lemme 2. Si M/gM est un A/g-module de torsion, alors M est un A-
module de torsion.

Démonstration. On remarque d'abord que si X est un A-module sans A-
torsion de rang d, il s'injecte dans un A-module libre de rang d et
1'on peut choisir cette injection de mani2re & ce que le conoyau ait un
annulateur premier &8 g :

d - Y —> 0

0—>X—A
On en déduit la suite exacte
0 — X/ax — (A/5)¢ — Y/ay — 0 .

10
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Le A/gq-module Y/gY est de A/q-torsion et le rang du A/g-module
X/gX est donc égal & celui du A-module X. Revenons au A-module M
du lemme. Si d est son rang sur A, on a la suite exacte

0 —=>T—=>M—>X-—>0

ot X est un A-module sans torsion et de A-rang d et ou T est le
sous-module de torsion maximal de M. On en déduit de nouveau la suite
exacte de A/g-modules

0 —> T/qT —> M/gM —> X/gX —> 0 .

Le rang du A/gq-module M/gqM est donc supérieur 3 celui du A-module
M. D'ou le Temme.

Donnons maintenant un exemple fondamental d'anneau A.

Soit © un Zp -module isomorphe 2 Z;'1 . Définissons Zp[[(-)]]
comme la limite projective des algébres de groupe Zp [(e/ul pour U
sous-groupe ouvert de © (donc d'indice fini dans ©). C'est un
anneau local régulier de dimension r isomorphe non canoniquement a
1'algébre des séries formelles @ r-1 variables a coefficients dans
Z . Un tel isomorphisme correspond & la donnée d'une base
Y= (YyseersY,q) du Zp -module libre ©:

Yy > 14T

C'est dans ce cadre que le terme de "série caractéristique" prend sa si-
gnification. Nous n'utiliserons en fait cet anneau que pour r= 1, 2 ou
3. On posera quelquefois Ae= zp[[e]].

Lemme 3'.1 Supposons r=2 (c'est-a-dire © isomorphe & Zp ). Posons
Wy = yp -1 si y est un générateur topologique de ©. Alors, M est
un A-module de torsion si et seulement si M/w M est de lp-rang borné

par rapport & n.

Pour la démonstration, voir [17] .

Supposons maintenant r>2. Soit H un sous-groupe de © tel que
©/H soit isomorphe a Z;'z (si r est égal & 2, H est donc néces-

sairement égal & ©). Notons Ae/H 1'anneau Zp[[e/H]] et

1
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e A —>AO/H
la projection canonique. Si M est un A-module, soit MH (resp..MH)
le plus grand quotient (resp. sous-module) de M sur lequel H agit
trivialement. Le Ae/H-module MH est aussi isomorphe canoniquement a

e Ao
Lemme 4. Soient M un A-module de torsion et f sa série caractéris-
tique.

1. Le AO/H-module M, est de torsion si et seulement si wm,(f)

est non nul, ce qui est encore équivalent & f premier 3 h-1 ol h
est un générateur topologique de H.

2. 51 My est de AG/H-torsion, M est un A-module pseudo-nul
et un Ay, -module de torsion. Si fy (resp. fMH) désigne alors la

série caractéristique de MH

(resp. MH) en tant que AG/H-module, on a

(1) nH(f) " fMH/fMH .

Remarque. Dans le cas ou r est égal & 2, cela redonne un résultat
classique : par exemple, Si Me est fini, alors

£(0) ~ #(Mg) / #(H°) .

Démonstration. La partie 1 et le début de la partie 2 se vérifient fa-
cilement. Pour montrer (1), Supposons d'abord que M est pseudo-nul.
Alors, il existe un sous-groupe H' de © tel que e/H'mlp et

0= HeH' et tel que M soit un AH.— module de type fini et de tor-
sion. On a alors la suite exacte de AH.-modules de torsion

0 —> MH

—> M —>M -’-MH —0 .
D'ou 1'égalité des séries caractéristiques de MH et de MH en tant
que AH.-modules et donc de fMH et de fMH puisque H agit triviale-

ment sur M, et sur MH. Comme nH(f) est une unité lorsque M est

pseudo-nul, on en déduit que (1) est vérifié dans ce cas. On montre en-
suite que (1) est vrai dans le cas des A-modules du type A/(f) puis
dans le cas général en utilisant le théoréme de classification des A-
modules de type fini a modules pseudo-nuls prés.

12
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Remarque. Supposons r=3 et soient y= (71, Yz) une base de © et
(y) : A = lp [[T1, T2]] 1'isomorphisme associé. A un générateur h
de H, on peut associer le générateur T de ©/H vérifiant

-b
L 2y, mod H
a
™ ‘:‘YZ mod H

si h= y?yg. Alors, 1'homomorphisme

v

b | Zp LTl = Z, 10T

T (1+1) 0 -1
T2 — (1+T)a-1

fait commuter le diagramme

"y
A —> Mgy

(v) l l (t,)

v
z, 1Ty, 7,01 Lz 1

D'autre part, les éléments de A peuvent aussi s'interpréter com-
me fonctions du groupe des caractéres de © dans Z% . En effet, soit
p un caractére de © dans Z.. Il s'étend en une fonction de A
dans lp que 1'on notera de la méme maniére. A un élément f de A,
on peut alors associer la fonction f' du groupe des caracteres de ©
dans l; définie de 1a manidre suivante

f'(p) = o(f) = ((Y)F)(ply,) - 1,0(y,) - 1).

Maintenant, si p est un caractére de © se factorisant par H, on a
simplement

(o) = £ (o).

13
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2. Adjoint.

2.1. Dimension projective ({331, [6]1).

Rappelons que 1'on appelle dimension projective (appeléedimension
homologique dans [33] et notée dhA(M)) d'un A-module M de type fini
la borne supérieure dpA(M) des entiers p tels que Extx (M,N) est
non nul pour au moins un A-module N de type fini. Par exemple, com-
me A est un anneau local, dpA(M) est nul si et seulement si M est
libre.

Lemme 5. Si M n'a pas de A-sous-module pseudo-nul non nul, alors
dpA(M) = dpA/q(M/qM) pour presque tout idéal premier g de hauteur 1

tel que A/q soit régulier.

Avant de démontrer le lemme 5, rappelons les faits importants sui-
vants. On appelle M-suite réguliére toute suite {a1,...,ap} d'éléments
de 1'idéal maximal de A telle que pour tout i, a n'est pas diviseur
de 0 dans M/(ao,...,ai_1)M (on pose a°==0). On montre que toutes
les M-suites réguliéres maximales ont le méme nombre d'éléments que
1'on note codhA(M) et que 1'on appelle codimension homologique de M.
Ici, A est un anneau local régulier; on a donc l1a relation

dp,(M) +codh, (M) = r
([33], Iv- A-4, IV- D-1).

Démonstration du lemme 5. Soit g= (g) un idéal premier de hauteur 1
tel que A/q soit régulier. Supposons-le premier & la série caractéris-
tique de M. Alors, la multiplication®par g est injective sur M.

On en déduit en revenant a la définition de la codimension homologique
que

cod hA/q(M/qM) = cod hA(M) -1.

Comme la dimension de A/q est r-1, on en déduit que dpA(M) est
€gal 2 dp, /q(M/qM).

Proposition 6 (Oesterlé). Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) dp,(M) <1 5

(ii) M n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul et i1 existe une
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infinité d'idéaux premiers g de hauteur 1 tels que A/q soit régu-
lier et qu'on ait dpA/q(M/qH)gu

(iii) M n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul et pour presque
tout idéal premier g de hauteur 1 tel que A/q soit régulier, on a
dpy /o (M/aM) <1.

Démonstration. La hauteur des idéaux premiers associés & M est majorée
par dpA(M) ([331, p. 80). Donc, si dpA(M) est inférieure 3 1, M
n'a pas de sous-module pseudo-nul non nul. La proposition résulte alors
du lemme 5.

Notons encore le lemme suivant dans le cas ou A est de la forme
Zp [[0]1]. 11 sera utilisé dans la démonstration du théoreme II1.25.

Lemme 7. Supposons que A= Zp[[G]] et que M est un A-module de
torsion, sans A-modules pseudo-nuls non nuls. Soient H et H' deux
sous-groupes de © tels que O/H « O/H' ~ Zp et' tels que MH (resp.
MH.)e/:mt un Ay~ Sresp. AG/H.-)module de torsion. Alors,

(My) et (MH.)O/ H" sont des Z, -modules_isomorphes.

Démonstration. On suppose d'abord que H et H' engendrent topologi-
quement ©. Les hypothéses faites impliquent que MH et MH sont

pseudo-nuls donc nuls. On a alors le diagramme commutatif exact suivant

0 0
[

0—>M —M —>MH—->0
[N

0—>M —M —>MH—>0
b
MH‘ —>MH. —>Me
rrod
0 0 0

Par le lemme du serpent, on en déduit que le noyau de MH —> MM est
isomorphe au noyau'de MH. — MH., d'ou 1'isomorphisme

(MH)O/Hu (MH.)Q/H . Si H et H' n'engendrent pas topologiquement
0, i1 suffit d'introduire un troisiéme sous-groupe.

15
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2.2. Adjoint.

On suppose désormais que tous les A-modules considérés sont de
A-torsion. On appelle adjoint de M 1le A-module compact de type fini
et de torsion

_ 1
aA(M)- ExtA(M.A).
De manitre générale, si A est un anneau et M un A-module, on pose
_ 1
aA(M)- ExtA(M,A).

L'importance de cette notion ici est que les équations fonctionnel-
les sur les fonctions L p-adiques algébriques que nous définirons plus
loin proviennent d'un pseudo-isomorphisme entre un certain module d'
Iwasawa et une forme tordue de son adjoint. Nous construirons au chapi-
tre V un tel pseudo-isqmorphisme canonique qui contiendra toutes les in-
formations arithmétiques dont nous avons besoin ici.

Proposition 8. L'adjoint de M vérifie les propriétés suivantes :
(i) si M est pseudo-nul, aA(M) est nul;

(i1) 1'adjoint aA(M) de M n'a pas de sous-A-modules pseudo-nuls

non nuls; .

(ii1) i1 est pseudo-isomorphe a M.

Démonstration. (i) Si aA(M) est nul, i1 en est de méme de aA(M')

pour tout quotient M' de M. Comme tout module pseudo-nul est un quo-
tient de sommes directes de modules du type A/a ol a est un idéal

de hauteur supérieure & 2, i1 suffit de montrer que aA(A/a) est nul

pour un tel idéal a. Mais aA(A/a) peut se calculer grdce a la suite

exacte suivante

0 — HomA(A,A) S HomA(a,A) —_ aA(A/a) — 0.

Un A-homomorphisme de a dans A est la multiplication par un élément
f du corps de fractions de A vérifiant facA. Pour tout idéal pre-
mier q de hauteur 1, 1le localis€é de a en g est A_. Donc f ap-
partient & 1'intersection des A_ pour tout idéal premier g de hau-
teur 1, 11 appartient donc a3 A et aA(A/a) est nul.

(i1) et (iii) Considérons d'abord le cas ou M est de la forme

16
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A/(f) avec f appartenant 3 A. De la suite exacte
0 — A > A — A/(f) =0,
on déduit la suite exacte

Hom, (A,A) T Homy (A,8) —> ExtA(A/(£),0) —> 0 .

En utilisant un isomorphisme entre A et HomA(A,A), on en déduit que
aA(A/(f)) est isomorphe 3 A/(f).

Si maintenant M est quelconque, il existe un homomorphisme injec-
tif de E(M) dans M de conoyau pseudo-nul D. On a alors la suite
exacte

0 = 2,(D) —> a,(M) —> 2, (E(M)) —> Ext2(D,A).

Comme aA(D) est nul d'aprds (i) et que Extlz\(D,A) est pseudo-nul,
(ii) et (iii) s'en déduisent facilement.

Exemples. Si A= Zp [G) ou G est un groupe fini et si M est un
Zp [G]-module fini, aA(M) est le dual de Pontryagin de M muni de la
structure de A-module donnée par
(2)(m) = ¢(xm)
comme on le voit en utilisant la suite exacte
0 Z (G
—_— p[ ] —> QP[G] —_ Qpllp [G) — O

et 1'isomorphisme canonique

Hong (1M 8/Z, [61) o Hong (M, &/Z,)

2.3. Propriétés et calculs d'adjoint.

Nous allons ici donner quelques lemmes permettant de comparer des
adjoints calculés pour divers anneaux.

Lemme 9. Soit A' un anneau contenant A et plat sur A. Si M est
un A-module, on a 1'isomorphisme canonique

(M) o A — (Me A").
3 o 3 s
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(démonstration dans [33], IV-31, proposition 18).

Par exemple, si R est un anneau qui est en méme temps un lp-
module libre de dimension finie, A'= R[[0]] est plat sur
Ay= Zp [[e]). En particulier, 1'anneau des entiers d'une extension
finie de Qp convient.

Dans les lemmes qui suivent, on supposera toujours que g est un
idéal premier de hauteur 1 et que M est un A-module de torsion tel
que M/gM soit de A/g-torsion.

Lemme 10. On a 1'isomorphisme

o 1
aA/q(M/qM) —_— EXtA(M,A/Q) .
Démonstration. Soit
0—>L'"—=>L~—=>M—>0

une présentation de M avec L module libre sur A. Soit L" le
noyau de

L/qgL —> M/gM .
Comme M‘I est de A/g-torsion, on a
HomA/q(L ,A/g) = HomA/q(L /aL',A/q) .

D'autre part, pour tout A-module R, on a 1'isomorphisme

HomA(R »A/q) = Hom, /q(R/qR,A/q).

De plus, L/gqL est libre sur A/gq. On en déduit le diagramme commuta-
tif exact suivant et 1'isomorphisme voulu :

0 — HomA(L,A/q) —_ HomA(L' ,A/g) — Ext}\(M,A/q) — 0

! ! 1

0 — HomA/q(L/qL,A/q) — HomA/q(L'/qL‘ JA/q) —> aA/q(M) — 0

Lemme 11. Si de plus M est un A-module pseudo-nul, il existe un iso-
morphisme

o 2
aA/q(M/qM) —_— ExtA(M,A)q ,
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dépendant du choix d'un générateur de g.

Démonstration. Soit f un générateur de gq. De la suite exacte
0 —A —f>A - A/q —> 0,
on déduit la suite exacte
Ext!(M,A) —> Ext!(M,A/q) —> ExtZ(M,A)  —> 0
A ’ A 9 q A ’ q

Comme M est pseudo-nul, le premier module est nul. Le lemme 11 se dé-
duit alors du lemme 10.

Proposition 12. Soit M un A-module de torsion sans A-sous-modules
pseudo-nuls non nuls. On suppose que M/qM est de A/g-torsion. Alors
aA(M)/qu(M) s'injecte dans aA/“(M/qM) avec un conoyau pseudo-nul. Si
de plus dp,(M)<1, c'est un isomorphisme.

Démonstration. De la suite exacte
0 =—>A=—>A—>Ags~~0,
on déduit 1a suite exacte

0 — aA(M)/qu(M) —_ Ext}\(M,A/q) —_— Extlz\(M,A) .

Le second module est isomorphe 2 an(M/q) d'apreés le lemme 10. Si M
n‘a pas de sous A-modules pseudo-nuls non nuls, le calcul des séries
caractéristiques montre que aA(M)/qu(M) et aA/q(M/qM) ont méme sé-
rie caractéristique en tant que A/g-modules. On en déduit que le co-
noyau de

a,(M)/ga, (M) —> aA/q(M/qM)

est pseudo-nul. Si de plus M est de dimension projective inférieure ou
égale a 1, le A-module Extﬁ(M,A) est nul. D'ou la dernitre affirma-
tion de la proposition.

Corollaire 13. Soit M un A-module de torsion de dimension projective
inférieure ou égale 3 1. Soit (qi) une suite d'idéaux emboités pre-
miers & la série caractéristique de M. Alors, on a 1'isomorphisme
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a,(M) = 1im a’V“i (M/q;M).
Cela redonne un moyen de calcul de 1'adjoint montré par Iwasawa

dans le cas ou A= 1\Z . Plus précisément, si M est un Ae-module,

notons M le Ae-module dont le Zp -module sous-jacent est M et sur
lequel © opére par

6.m= 6 'm.

Alors, dans le cas particulier A= 1\2 , Ona
p

. N\
3,0 = Vim (W/a M)

Revenons d'autre part au lemme 11. Supposons A= Ae avec © iso-
morphe a Z§ et soit M un lp -module de type fini sur lequel ©
agit trivialement. I1 est donc pseudo-nul. Soit h un élément de © en-
gendrant topologiquement un sous-groupe H de © tel que G/Haslp et
T un générateur topologique de ©/H. On peut alors attacher au couple
(h,t) un isomorphisme

Homlp MZ) —> Extﬁ(n,i\)

déduit des deux suites exactes

0 —> A @ A —>Ae/H—>0

=1
0—>Ae/“——>Ae/H——>lp —> 0 .

Nous en aurons besoin dans le chapitre V.

2.4. Dualité.

Proposition 14. Soit M un A-module compact de type fini et de A-
torsion. I1 existe un homomorphisme naturel de A-modules

M— aA(aA(M))

qui_est un isomorphisme dés que la dimension projective de M est infé-
rieure ou égale & 1.
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Démonstration. Si L est un A-module, on pose

BA(L) = HomA(HmnA(L,A),A).

L'homomorphisme cherché se déduit du A-homomorphisme canonique
L —> BA“') (qui est un isomorphisme dés que L est libre sur A) de
la maniére suivante : soit

0—=>L'—=>L—=>M—>0

une présentation de M avec L module libre. On en déduit les suites
exactes

0 — HomA(L,A) — HomA(L',A) —_ aA(M) -0
puis

(2) 0 —> B8,(L') —> B,(L) —> a,(ay(M)) —> Ext}(Hom, (LiA),A).

Les A-homomorphismes L—>BA(L) et L' —>BA(L') induisent un A-
homomorphisme

M — aA(aA(M)) .

Lorsque la dimension projective de M est inférieure 3 1, celle de

L' est nulle. Donc L' est libre et le dernier module de la suite exac
te (2) est nul. Les A-homomorphismes L —-8,(L) et L' —> BA(L')
sont des isomorphismes; il en est donc de méme du A-homomorphisme

M — aA(aA(M)).
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Chapitre II. Arithmétique des courbes elliptiques et théorie d'Iwasawa.

1. Généralités.

1.1. Notations.

Les notations introduites ici seront utilisées dans tout le
reste du texte.

Soient K un corps quadratique imaginaire d'anneau des entiers 0
et F une extension finie de Q. Fixons une cldture algébrique F de
F. Considérons une courbe elliptique E définie sur F et ayant mul-
tiplication complexe par 1'anneau des entiers 0 de K, ce qui veut
dire que 1'anneau EndF(E) des endomorphismes de E définis sur F
est isomorphe 3 0. Cet anneau est alors aussi égal a 1'anneau des en-
domorphismes de E définis sur F et on 1'identifie & 0. L'action de
0 sur 1'espace des formes différentielles invariantes de E définies
sur F fixe un plongement i de K dans F de la manidre suivante :
si a est un endomorphisme de E et w une forme différentielle inva-
riante de E définie sur F, o*w= i(a)w. On supposera désormais K
contenu dans F de cette manidre.

Si L est une extension algébrique de F, 1le groupe des points de
E(F) rationnels sur L est noté E(L). Si B estun G(F/L)-module
discret, H'(L,B) désigne le groupe de cohomologie de G(F/L) agissant
sur B. De plus, si B est le groupe E(F), on notera ce groupe
H’(L,E). Si L est une extension de @ non nécessairement finie et si
v est une place non archimédienne de L, on définit Lv comme la réu-
nion des complétés en v des extensions finies de @ contenues dans L;
on note t; le corps résiduel de Lv en v et Nv le cardinal de
Lv si celui-ci est fini. On désigne par VL la valuation associée a3 v
et vérifiint vL(Lx) = Z lorsque L -est une extension finie de Q.
On note Ev la courbe réduite en v et E1,v le noyau de 1'homomor-
phisme de réduction modulo v.

Si o appartient 3 0, on écrira E  pour le groupe E(F)cl des
points de E(F) annulés par a. Pour tout idéal entier b de 0, on
notera Eh 1'intersection des Eu pour a€hb. On pose

E= E(F)(B)= UVE .
b neN b

Si M est un O-module, on note Ta(M) la limite projective des Ma"’
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les applications de transition étant données par la multiplication par
a. On posera

T(E) = T (E(F)) = TolE o) -

On le notera méme Ta lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité.

Si M est un sous-ensemble de E(F) et L une extension de F,
L(M) désigne le plus petit sous-corps de F tel que les éléments de M
soient contenus dans E(L(M)).

On choisit désormais un nombre premier p impair se décomposant
dans K en deux idéaux distincts p et p* et tel que E a bonne ré-
duction en toute place de F au dessus de p. La courbe E a donc
bonne réduction ordinaire au dessus de p, c'est-a-dire que le noyau de
réduction l»:1 v est un graupe formel de hauteur 1. On choisit un él1é-
ment n de 0 divisible uniquement par g : (n) = ph (h>1). Si a
est un élément de K, son conjugué sur Q est noté a* et sa norme
N(a). La norme N(a) est aussi le degré de 1'endomorphisme o agis-
sant sur la courbe elliptique E. On pose gq= wn*= N(m). On note iF
1'isomorphisme topologique du complété KF de K en g avec Qp. Si
M est un O-module, on considére M 5 OF comme un Zp -module a tra-

vers iﬂ' On considére de méme 1'isomorphisme ip,, de K;',.,r avec Qp.
La conjugaison complexe o —> a* sur K induit un isomorphisme

de KF sur Kp* noté de 1a méme maniére et on a ip*(x*) = ip(x) pour
xel(p. .

Notons F_ 1le corps obtenu en rajoutant @ F 1la composante p-
primire E _ de E(F), N_ (resp. N*) 1le corps obtenu en rajoutant 2

p
F la composante p-primaire (resp. p*-primaire) de E(F) :

F = F(E_), N = F(E_), N*= F(E ).

P P p*
Nous verrons plus loin que la courbe E ayant bonne réduction partout
sur F(Ep), F(EF) et F(E_,), 1'extension FJF(Ep) est non ramifiée
en dehors de p, 1'extension Na/F(E ) en dehors de p. On peut en
fait montrer que F_ (resp. N_) est le composé de F(Ep) (resp. F(Ep))
avec 1'unique extension de K non ramifiée en dehors de p (resp. de p)
et de groupe de Galois topologiquement isomorphe 2 z2 (resp. Zp) .
Toute place de F au dessus de g (resp. de p*) se ramifie donc dans
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N, (resp. NX). On note F_ 1‘'unique z° -extension de F contenue
dans F_ et N_ (resp. N*) 1'unique Zp -extension de F contenue
dans N_ (resp. N*).

L'action de 6_= G(F_/F) sur Tp(E) définit un homomorphisme
pp de 6, dans Aut)(T (E)) de conoyau fini. Il admet comme direc-
tions propres T"(E) et T",(E). On note Pp et Ppr les homomor-
phismes correspondants

i
pp ¢ 6y —> Auty(T (E)) = 0 —A z,

Pgr 6, — Auto(Tn,(E)) = Op,, 1L*> Zp .

En particulier, le groupe de Galois A= G(F(Ep)/F) qui est canonique-
ment isomorphe 3 G(F_/F_) est donc produit de deux sous-groupes cycli-
ques, chacun d'ordre divisant p-1. Notons x (resp. x*) 1la restric-
tion de Pq (resp. pp*) a A. Tout Zp [Al-module M se décompose

en somme directe de sous-espaces propres correspondant aux caractéres
xix*j. Si ¢ est un tel caractere, on note M(u’) Te sous-module maxi-
mal de M sur lequel A agit a travers Y. Le caractére k (resp. x¥
défini par x= p x'1 (resp. x*= p,,x*'l') se factorise par G(N_/F)
(resp. par G(N*/F)). On pose

0= G(F/F(ED)).

Ce groupe de Galois est produit direct de T= G(NQ/F(EF)) et de

I*= G(N;/F(Ey*)). Le groupe © sera aussi considéré comme le groupe
de Galois de F_/F. On convient de prolonger un élément y de T 2a

F_ par y(x)= x si xeF(EF,) et de faire de manidre identique pour

les é1éments de T*.

Récapitulons les corps définis par les diagrammes suivants :

/r‘,° F
N, ' \NO 4
r I F(E,) | re F,
F(EF)/ \F(E’*) N - N

N "~
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1.2. Théorie de 1a multiplication complexe.

Nous allons rappeler ici quelques résultats bien connus rela-
tifs & la multiplication complexe. Soient L une extension finie de F
et R(L) 1'ensemble des places de L de mauvaise réduction pour E.

a. Les résultats suivants portent sur les points de torsion de E
et sur la division de points par un endomorphisme de E.

(1 Soit v wune place de L de bonne réduction et o un élément
de O premier a v; 1'homomorphisme de réduction

E(L,) = E,(T)

est injectif sur E(Lv)cl et le noyau de la réduction E1 v(Lv) est
uniquement divisible par a.

(2) Soit a un idéal de 0; 1'extension L(Ea)/L est abélienne
et non ramifiée au dehors de R(L) et des places de L divisant a.

(3) Supposons que E_ est contenu dans E(L); pour tout point P
de E(L), soit Q un élément de E(F) tel que aQ= P. Le corps

L(Q) ne dépend pas du choix de Q; c'est une extension abélienne de L
non ramifiée au dehors de R(L) et des placei de L divisant a.

b. Faisons maintenant quelques rappels concernant le Grissencharak-
ter WL attaché a la courbe elliptique E sur L. Son existence a été
montrée par Deuring. Soit v une place finie de L qui n'est pas dans
R(L). Alors, on montre qu'il existe un unique élément de 0 (que 1'on
note wL(v)) dont la réduction mqulg v en tant qu'endomorphisme est
1'endomorphisme de Frobenius sur EV(LV). 11 vérifie

(4) (1= (V1 -y (V)*) = #(E, (L) .

On définit alors par multiplicativité un homomorphisme LY du groupe
des idéaux fractionnaires de L premiers & R(L) dans K. On montre
de plus que 1'idéal engendré par la norme sur K de v est principal
et engendré par wL(v). En particulier, on en déduit que F contient
le corps de Hilbert de K et que la norme de tout idéal de F sur K
est principal.

En fait, Y est un Grissencharakter de L au sens de Hecke c'est-
a-dire qu'il existe un idéal £ de L divisible uniquement par les pla
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ces de mauvaise réduction de R(L) tel que, pour tout élément B8 de L
vérifiant B8 = 1 mod'f, on a

v ((8)) = N (B).

Le plus petit idéal f convenant est appelé conducteur de wL.

On peut aussi interpréter ¥, comme donnant 1'action du symbole
d'Artin de v sur les points d'ordre fini : précisemment, si a est un
idéal entier de K et h un idéal de L premier aux places de R(L)
et & a, pour tout point P de Ea’ on a

(5) (B,L(E,)/L)(P) = y (b)P

ol (h,L(Ea)/L) désigne le symbole d'Artin de b pour 1'extension abé-
lienne L(Ea)/L.

Le comportement du Grossencharakter par extension des scalaires est
le suivant : si L'/L est une extension finie,

¢L°NL|/L= WLu .

La courbe elliptique E ayant multiplication complexe a bonne ré-
duction potentielle partout. On peut montrer qu'elle a en fait bonne ré-
duction partout sur le corps F(Ep) en utilisant le critére de Néron-
Ogg-Shafarevitch et le caractére de Serre-Tate € dont nous allons
maintenant expliquer le lien avec le Grossencharakter wL ([34]). Soit
IL le groupe des idéles de L. I1 existe un unique homomorphisme €
de IL dans K* vérifiant les trois conditions suivantes

1 - € est continu, c'est-a-dire que son noyau est ouvert dans Iﬁ
2-¢la)= NL/K(a) pour tout o€L”;

3 -si x est un élément de IL tel que Xy =1 pour toute place
v appartenant 3 R(L) et pour toute place infinie, on a

L
EL(X) = n 'IJL(V) .
vER(L)
v finie
A partir de 1'homomorphisme g > ON obtient les représentations p-
adiques attachées a l1a courbe elliptique E/L de la manidre suivante.
Soit g une place finie de K; on note Lq le produit des complétés

26



COURBES ELLIPTIQUES ET THEORIE D' IWASAWA

de L aux places de L divisant g c'est-a-dire Lq= Le Kq et Nq
K

la norme de Lq dans Kq induite par le produit des normes locales; si
x appartient a IL’ x_ désigne 1'image de x dans l.‘l par la pro-
Jection naturelle. Posons alors

-1
eq(X) = eL(x)Nq(xq) .

Cela définit un homomorphisme de IL dans K; trivial sur L”. Compo-
sé avec 1'homomorphisme d'Artin de la théorie du corps de classes global,
i1 détermine 1'action de G(L/L) sur E et se factorise par

G(L(E &)/L). Par exemple, si L est F et si g est égal a g, on
retrouve 1'homomorphisme pp de G défini précédemment.

Exemples 1. Considérons la Q-courbe A(L) définie par Gross dans [15]
pour un nombre premier & différent de 2 et 3 et congru @ 3 modu-
lo 4. Elle est & multiplication complexe par Q(v-2), est définie sur
le corps de Hilbert H de Q(v/=%) et méme sur son sous-corps totale-
ment réel et est isogéne 2 toutes ses conjuguées sur Q. La courbe A(%)
a mauvaise réduction uniquement en £. Par exemple, un modeéle de A(%)
pour 2=7 et 11 est donné par :

3-x2-2x-1

A(7) :y2+xy= X
A(11) = y2+xy= x3-x2-7x+10 .

Soit € le caractere de (0//-20)* dans {x1} composé de 1'in-
verse de 1'isomorphisme

(z/z)* —> (0/ /=2 0)*

avec le caractere quadratique associé a 1'extension Q(v=1£)/Q :

ela+bv=2) = (%)
ou (%) est le symbole de Legendre (aeél). Pour toute place v de
H premiéred &, wH(v) est le générateur de NH/K(V) qui est dans le
noyau de e. Le conducteur de by est 1'idéal de H engendré par
/~%. ‘

Par exemple, calculons le nombre de points de la réduction de
A(59) en une place de H au dessus de 3 et 5. Ces deux nombres pre-
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miers sont décomposés dans Q( /=59). Le nombre de classes de Q( v~53)
est 3. Les idéaux de @(v=59) au dessus de 3 et 5 ne sont pas
principaux car les équations a2 +59p2 - 12 (ou 20) n'ont pas de solu-
tions entizres. I1 n'y a donc qu'un seul idéal au dessus de chacun d'eux
dans H. Des équations

7+ /=53

27 = NK/Q('LT—)
21+ /=59

125 = NK/Q(__‘L,Z._) .

on déduit que pour 1'un des deux idéaux a3 (resp. qs) de H au des-
sus de 3 (resp. 5), ona

¢H(43) = hTFig
On en déduit que #(A’(.E;)(FU)) = 21

~J
#(A(53) (F55)) = 105

si Fq désigne le corps fini a q €léments.

Donnons ici trois lemmes qui nous seront utiles par la suite.

Lemme 1. Soit L une extension finie de F. Pour toute place v gg'l.
divisant p, 1'homomorphisme de réduction induit un isomorphisme

E(L) (%) =>E (L,)(p) ,

~ ~ ) wL(v)
et on a #(,Ev(l'v)) ~ 1#“ -

Démonstration. Ce lemme précise (1) qui affirme que 1'homomorphisme de
réduction est injectif sur E(L)(p*). I1 suffit donc de montrer 1'égali-
té des cardinaux de E(L)(p*) et de 'Ev(t'v)(p). Le groupe E . est

]
isomorphe en tant que (-module a 0/;x*m. Donc la propriété (5) du Gris

sencharakter montre que E m ©st contenu dans E(Lv) si et seulement

m
si g (v) est congrua 1 modulo p*". Le cardinal de E(L)(p*) est
donc égal (2 une unité de oy prés) & 1-y (v)*. Il en est de méme de
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celui de E;(t;)(p) grice 3 la relation (4) et au fait que wL(v) ap-
partient 8 p. La derniére affirmation du lemme 1 se déduit alors sim-
plement de

Y (Vy (v)* = Nv.

Lemme 2. Soit L une Ip -extension d'une extension finie L de F,
ne contenant pas N*. Alors, si v est une place de L au dessus de
B, E(L,)(p*) est fini.

Démonstration. On peut supposer pour la démonstration que E(L) con-
tient E . Le corps L ne contient pas NX; donc v se ramifie dans
L (sinon LN* serait non ramifié en v sur L). La place v est
alors totalement ramifiée dans L/Ln pourﬁ n assez grand si an dési-
gne le sous-corps de L fixé par G(L/L)P . Le corps résiduel L, de
L en v est donc fini et E(L )(p*) étant plongé dans E;(I;)(p) est

Tui aussi fini.

Lemme 3. I1 n'y a qu'un nombre fini de places au dessus de p dans F_.

Démonstration. Supposons qu'il y ait une infinité de places au dessus de
p, par exemple, dans F_. Alors, il existerait une extension finie L
de F et une p]éce v de L se décomposant totalement dans F_. On
en déduirait que E(L )(p*) serait infini, ce qui est impossible.

1.3. Groupes de Mordell-Weil.

Par le théoreme de Mordell et Weil, le groupe de Mordell-Weil
E(L) des points de E rationnels sur un corps de nombres L contenant
F est un Z -module de type fini. Dans le cas ot L est une Z_ -
extension de F, cela n'est plus toujours vrai ([18], [20], [16]). Ce-
pendant, des résultats de finitude du rang de E(L) pour certaines Zp-
extensions ont 6été donnés par Greenberg ([3]) et par Rubin et Wiles
([30]1). Nous montrerons nous-mémes quelques résultats dans cette direc-
tion au chapitre V. De toute facon, il ne peut y avoir de parties indé-
finiment divisibles dans E(L) a part la partie de torsion. On notera
(L) le sous-groupe de torsion de E(L).

Théoréme 4. Pour toute lp-extension L, de F, 1le groupe abélien
E(L_)/a(L_) est libre. I1 en est de méme de E(F )/a(F,).

Nous ne démontrerons le théoréme que pour 1'extension F_, le cas
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d'une Zp -extension se faisant de méme. Démontrons d'abord deux lemmes.

Lemme 5. Soient © un lp -module isomorphe a Z; et Y un ©-module
sans Z -torsion. Si ©' est un sous-groupe de ©, 1le quotient Y/Y
est sans torsion.

Démonstration. Supposons qu 11 ex1ste un élément y de Y et meZ
tels que my appartient a Y . On a alors

m(yy -y) = y(my) -my= 0

pour tout y€©'. Donc yy-y est un élément de torsion de Y. I1 est
donc nul et y appartient 2 Y , ce qui démontre le lemme.

Rappelons que 1'on a noté © le groupe de Galois de F_/F.

Lemme 6. Le groupe de cohomologie H1(@,9(Fw)) est fini.

Démonstration. Montrons d'abord que 1a composante Q(F_)'(p) d'ordre
premier @ p de Q(F ) est finie. L'extension F_/F est non ramifiée
au dehors de p. Mais, si & est premier 8 p, 1'extension F(Ez)/F
est non ramifiée en p car E/F a bonne réduction aux places divisant
p. Donc F(Q(F_)'(p)) est une extension abélienne non ramifiée de F.
Elle est donc finie sur F et le groupe Q(F_)'(p) est nécessairement
fini. Montrons ma1ntenant que H! (0,E(F_)(p)) est fini (la composante
_p*-primaire de H (e,Q(F )) se traiterait de la méme maniare). F
ne contient pas Ep LE(F_)(p) est nul et la finitude est tr1v1a1e, sinon

E(F_)(p) est égal @ E _. Soit m 1'entier tel que E . ¢ on a

o

P
la suite exacte d'inflation-restriction :

0 — HU(F(E )/FLE ) = H'(0,E ) —= HI(F/F(E_),E ) .
p* p ] P op

Le dernier groupe est nul (voir par exemple le lemme 15 qui suit). Quant
au premier groupe, il est fini d'ordre p’". Cela termine 1a démonstra-
tion du lemme.

n

Passons 3 la démonstration du théoréme 4. Posons Op = oP" et soit
F, le sous-corps de F_ fixé par ©,. Posons encore Y= E(Fn)/sz(Fn)
et Y_= E(F )/Q(F_). De la suite exacte

0 —q(F ) —>E(F) =Y —0,
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on déduit la suite exacte de cohomologie
en 1
0—Y — Y ' —H(0,aF)) .

D'aprés le théoréme de Mordell-Weil, Yn est un groupe abélien de type
fini. Comme H1(9n,Q(Fm)) est fini d'aprés le lemme 6 appliqué au corps
de base Fn, Ym" est un groupe abélien de type fini qui est de plus
sans torsion donc libre. D'autre part, VY_ /Ywn est sans torsion
(m>n). Donc YS" est facteur direct dans YS’". I1 existe des Z-

modules libres R _ tels que

n
YS“*‘ - Yi" oR .
On a donc
Ye" = n;1 R;
i=0

o
et Y_ qui est la limite inductive des YGP est libre.

Remarque. Dans le cas ol p est inerte dans K au lieu d'étre décompo-
sé, le théortme 4 reste vrai pour E(F_)/Q(F_ ).

1.4. Descente et groupes de Selmer.

Soit L une extension de F, non nécessairement finie. Pour
tout élément o de 0, la suite de G(F/L)-modules

0 —E, —E(F) 2y E(F) =0
est exacte de méme que la suite de cohomologie qui s'en déduit
(6) 0 — E(L)/aE(L) —= H'(L,E ) — H'(L,E), — o.

Le groupe de Shafarevitch-Tate Wl (L) de E sur L est défini comme
1'intersection des noyaux des homomorphismes de restriction

HY(LLE) — HI(L,,E)
pour toute place v finie c'est-a-dire qu'il vérifie 1a suite exacte

0 — (L) — H'(L,E) =1 H1(LV,E).
v
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Le groupe de Selmer S(L)(a) relatif 2 E/L et d o est alors 1'image

réciproque de .LU.(L)a dans H1(L,Ea). C'est donc le noyau de 1'homo-
morphisme naturel

1 1
H (L,Eu) —"rv] H (LV’E) ’
et on a la suite exacte
0 — E(L)/aE(L) — s — w), —o.

Deux autres types de groupes de Selmer joueront un rdle important.
Soit d'abord S'(L)(®) le-noyau de

WULE) — 1 H'(L,.6)
vA¥a

ol le produit est pris sur les places v de L premiéres a a. Le
groupe S(L)(“) est un sous-groupe de S‘(L)(“). L'autre groupe que
1'on notera E(L)(a) est lui un sous-groupe de S(L)(“). Par défini-
tion du ?roupe de Selmer S(L)‘%/, 1'image par restriction d'un é1ément
de S(L) @) dans H1(Lv,Ea) est en fait dans E(Lv)/uE(Lv) griace a la
suite exacte locale analogue a (6) :

1 1
(7) 0 —> E(Lv)/u.E(Lv) —> H (Lv’Eu) —> H (LV’E)a —> 0.
On note Z(L)(a) le noyau de 1'homomorphisme

s — 1 B eEL)
via*

n

On n'utilisera ici ces groupes que pour o= W Ou ™", Les in-

clusions E n—> E n+l induisent des applications sur tous ces grou-

a
pes. On note leur limite inductive S(L), S'(L), Z(L) pour a=mn et
S*(L), S'*(L), Z*(L) pour o= n*. De méme, la multiplication par

a: E —E n induit des applications sur les groupes de Selmer. On

un+1 o v v

notera leur limite projective S(L), g‘(L), (L) pour a= mw et
§*(L), §'*(L), E*(L) pour o= u*. On pose Dp= Kp/oﬂ. Les suites
suivantes sont exactes :
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0 — E(L) 5 D, — S(L) — W(L)(s) —0

p

0 —E(L) 0 0, —S*0) — T, (W(L)) — 0
oF n

(en général, on distingue une place p et 1'on n'écrit pas les suites
exactes de maniére symétrique en g et p*). On notera encore Y(L)
(resp. Y*(L)) 1le dual de Pontryagin de S(L) (resp. S*(L)).

Enfin, notons E1(L) le noyau du produit des homomorphismes de ré-
duction

E(L) —E,(T)

sur les places v divisant p (lorsqu'on voudra étre plus précis, on
le notera E, p(L)).

Pourquoi introduire ces différentes versions du groupe de Selmer ?
Le groupe S(L)(“n) est le groupe de Selmer classique. Cependant, le
groupe S'(L)(™) obtenu en oubliant les places au dessus de p est
plus facile & calculer et s'interpréte en termes de groupe de Galois
lorsque E“n est contenu dans E(L) car le groupe E p est étale en

toutes les places de L différentes de p. Le groupe Z(L)(“*n) Jjouera
un rdole treés important pour nous et intervient naturellement dans la sui-
te exacte fondamentale (chapitre IV). Par dualité de Cassels, il apparait
lorsqu'on cherche a calculer 1'indice de S(L)(“n) dans S'(L)(“n).

Dans le paragraphe suivant, on comparera les indices de §*(L) dars
g*(L) et de S(L) dans S'(L) dans le cas ou L est une extension
finie. Dans le paragraphe 1.6, on étudie les rapports entre les trois
groupes de Selmer dans le cas d'une extension infinie. Enfin dans le pa-
ragraphe 1.7, on comparera les groupes de Selmer relatifs a 2 corps dif-
férents.

1.5. Comparaison des groupes de Selmer relatifs a une extension
finie.

On suppose donc dans ce paragraphe que L est une extension finie
v v
de F. Nous allons comparer S(L) et S'(L), ZI*(L) et S*(L).

R n
Notons 1n4(L)(" " 1'image de Z(L)("* ) dans JU(L) et iﬁﬁ(L)

n
la limite projective des ﬂ11(L)("* ). Alors, on a le lemme suivant.
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v
Lemme 7. Le groupe I*(L) est d'indice fini dans g*(L).

La suite

0 — E1(L) 5 0. . —> E*(L) o _IILT(L) —> 0

est exacte et on a 1'égalité d'indices

v \% \%
(s*(L) : z*(L))= [E(L) 5 Op* : Eq(L) 5 OF*][T“*(JU.(L)) Wy,

Démonstration. Si v est une place au dessus de p, n*

induit un auto-

morphisme sur E1 v(Lv)‘ On en déduit que E(Lv)/u*"E(Lv) est isomorphe

3 EV(LV)/n*"EV(Lv) et que E(Lv) 5 OF* est isomorphe & la composante

p-primaire de Ev(fv). On montre alors facilement les suites exactes

0> L) — W - 1 EE)m .,

vipg

0 — E(L) 60, — E(L) o0
LI o ¥ In

—_ v" EV(LV)(p) ,

0= ) —> s — 1 E @)

vip

(1a derniere suite exacte ne servira pas eour le lemme mais sera utile
par la suite). Comme Ev.(Lv) est fini, ZI*(L) est d'indice fini dans
§*(L) (et méme d'indice divisant T # (EV(LV)(p))). Par définition de

vig
_11L*1'(L), on a le diagramme commutatif suivant :

0 0

T

Wi — 7))

T

0 — (1) — 1) — 1 E(L(p)
|

I . Vig

0 — E(F) o0, —> E(F) o0,
1 0 . g
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D'ol la suite exacte du lemme 7 et 1'égalité d'indices par application
du Temme du serpent.

L'étuse de la compacaison de S(L) et de S'(L) est trés liéde 2
celle de S*(L) et de I*(L) grdce & un théoreme de Cassels. Afin de
ne pas alourdir le texte, nous nous contenterons d‘'énoncer ici les ré-
sultats qui se déduisent de ce théoréme et de démontrer celui-ci en an-
nexe.

Soit B(L) le conoyau de 1'homomorphisme canonique

' L) — 1 HULE)R).
vig

On a donc 1a suite exacte

0 —S(L) = S'(L) = n H‘(LV,E)(F) — B(L) =0 .
vig

Proposition 8. Le dual de Pontryagin de B(L) est isomorphe canonique-
ment 3 1'image de (L) dans n E(Lv)o Oy,. On a donc 1'égalité
d' indices vig 0

[S*(L) : TH(LIIS (L) : S(L)] = n # &[T )0 .
vip

Remarquons que lorsque Ev(Lv) est d'ordre premier & p pour tou-
te place v divisant g, S'(L) et S(L) sont égaux (il en est en

n n
fait de méme de S(L)(“ ) et S'(L)(" )) et S*(L) et §*(L) sont
égaux. Lorsque Ev(Lv) est d'ordre divisible par p, les groupes S(L)
et S'(L) peuvent aussi bien &tre égaux que différents.

Exemples 2. Considérons les courbes E définies sur Q@ et & multiplice
tion complexe par @(i) d'équation

y2= x3-dx
ou d est un entier non divisible par une puissance quatriéme. Prenons
comme nombre premier p=5 et pour n, 2+i. Alors, mn= 2+i est
non anormal (c'est-a-dire que ES(PS) est d'ordre premier a2 5) si et
seulement si d n'est pas congru @ 2 modulo 8 (on suppose bien sir
que 5 ne divise pas d afin que E ait bonne réduction en 5).
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Le point P= (-1,1) appartient a8 la courbe yz = x3-2x. Comme
P n'appartient pas a E1(K) 8 Op*, 1'indice de %*(K) dans g*(K)
est divisible par 5. Donc S(K) et S'(K) sont égaux. Par contre,
considérons la courbe y2 = x3 - 2662x. Elle contient le point
P= (-50,90). Comme 2P appartient a E1(K), P appartient a
E1(K) 3 Op,. Mais le point P n'est pas divisible par 5 (ou par

n= 2+3) dans E(K) ou dans E(Q) : i1 suffit pour le voir d'écrire
les formules de multiplication par 2+i. On aurait

s0- g 22 + 266221~ 1))2
((2+1)a - 2662i)°

avec acgZ[i] ,

ce qui impliquerait que w divise a et que n3 divise 50, ce qui
v

est impossible. On en déduit que si JII(K)(5) est fini, S*(K) et

v

I*(K) sont égaux et que 1'indice de S(K) dans S'(K) est égal a 5.

1.6. Comparaison des groupes de Selmer relatifs a une extension in-
finie.

Lemme 9. Si L_ est une Z_ -extension de F différente de Ni ou si

L, est égalea F_, S(L) et S'(L,) sont égaux.

Démonstration. I1 suffit de démontrer que le groupe H’(L°° v,E)(;:) est
nul pour toute place v de L_ au dessus de p. Soit L; le sous-
corps de L_ fixé par G(L_/F)P et soit Ly,y le complété de L
pour la restriction de v a L . Comme par définition Lw,v est égal
ala réun1on des Ln y Pour n> 1, H (Lw’v,E) est la limite inductive
des H' (Ln v E) relativement aux applications restriction. Par la dua-
1ité locale de Tate ([351), le dual de Pontryagin de H1(L E)(p) est
égal a

n,v’

BlL, )= VmE(L ) /m™EW, )

et le dual de 1'homomorphisme de restriction est 1'homomorphisme de nor-
me. I1 suffit donc de montrer que

(8) Yim E (Ln’v)

est nul, ol la limite projective est prise relativement aux applications
normes. Or, on a les isomorphismes

L )

v n,v n,v
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pour une place au dessus de p. Dans le cas ou L, est une Z -exten-
sion différente de NX, E(Ln,v) est un groupe fini d'ordre borné sur
Tequel le groupe de Galois de Lw,v sur Ln,v agit donc trivialement
pour n assez grand. La limite projective (8) est donc nulle. Dans le
cas ou L_ est égaled F_, E(Ln-1,v) est d'indice au plus p dans
E(Ln,v) et la norme de 1'extension L /L _, agit par multiplication
par ,p2 sur E(Ln,v) pour n assez grand. On en déduit facilement
que (8) est encore nulle, ce qui démontre le lemme.

I1 reste le cas ol L_ est égal @ Ni. Les groupes de cohomologie
H1(N; v,E)(F) ne sont alors pas toujours nuls. C'est ce que nous allons
étudier maintenant.

Introduisons d'abord quelques nouvelles notations. Si G est le
groupe de Galois sur F d'une extension abélienne L de F et si v
est une place de F, soit Gv le sous-groupe de décomposition de G
relatif & un prolongement choisi de v a L, que 1'on note encore v.
Soit M un Zp[[Gv]]-module; on pose

Ind3(M) = M_s Z 161 ,
Zp [[Gv]]
muni de sa structure naturelle de Z_[[G]]-module. On rappelle d'autre

part que le dual de Pontryagin d'un Zp -module M est noté M.

Lemme 10. 1. I1 existe un G(N;/F)-modu]e U_ dont le dual de Pontryagn
est isomorphe a

G(N*/F

v

)

n Ind T (E(NZ D)

vipg

(ou_le produit est pris sur les places de F au dessus de p) et qui
vérifie 1a suite exacte de G(N*/F)-modules

(9) 0 — S(N*) — S'(N*) —U_ ;

2. Si 1'on suppose de plus que le dual de Pontryagin de
S*(N*) est un Z_[[G(N*/F)]]-module de torsion, le dual de Pontryagin

du conoyau de S'(N*) — U_ est isomorphe & T",(E), c'est-a-dire que
1'on a la suite exacte

G(N*/F)
0 - T“,,(E(N;)) -> 1 Indv

N\
T (E(N ) > ST (%) > $(N) >0 .
V'F n LAY © o
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Démonstration. Prenons pour U_ le G(N*/F)-module

moHNE L E)R)
vip ’
ou le produit est pris sur les places v de N: divisant p. 11 véri-
fie la suite exacte (9) et le dual de Pontryagin de U, est isomorphe a
G(N*/F)

m Ind M

vig v v
ou le produit est ici pris sur les places v de F divisant p et ou
M, est le dual de Pontryagin de H1(N; V,E)(P) (on a alors choisi un
prolongement de v a N;). Le calcul fait dans la démonstration du lem
me 9 montre & 1'aide du lemme 1 que M, est égal a T“,.(E(N; v)), ce
qui donne le résultat 1.

De plus, par la proposition 8, on peut identifier le dual du congau
B(N;) de 1'homomorphisme

S (N%) n KN LE)(p)
n _’Vlﬂ n,v B

avec 1'image de \S,*(N;) dans T E(N; v) 00 ,
n v ? 0 p/\

corps fixé par G(N;/F)p ). L'hypothése que S$*(N*) est un

Zp [[G(N*/F)]]-module de torsion implique que les Zp -rangs de

(ol Nr est ici le

m, et de T“,(m(N;)) sont bornés. Comme E(N*) modulo torsim

est un groupe abélien libre, on en déduit qu'il est de type fini et que
1im E(N*) @ 0_, est égal a T_,(E(N*)). D'un autre c6té, T_,(UL(N*))
« n 0 g n © w n

est un Z_-module libre de type fini. On montre facilement que 1avh'm1'-
te projective des T ,(lL(N*)) est nulle. Cela démontre que lim S*(Nx)
est isomorphe a T"*(E(N;)) et finit la démonstration.

Nous allons maintenant comparer les groupes I et S. Cependant,
nous serons obligés d'utiliser des résultats énoncés dans la suite.

Lemme 11. Soit L_ une Z -extension de F différente de N; et tel-
le que L,,(Ep*) vérifie 1'hypothese p*-adique faible de Leopoldt (para-
graphe 2.2). Alors ZI*(L_) et S*(L ) sont égaux.

Démonstration. On déduit de la suite exacte

0 =) > $HL) —> £, )0
vip ’
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et du lemme 2 que le conoyau de ZI*(L) —> S*(L,) est fini si L_ est
différente de N*. Mais sous 1'hypothése p*-adique faible de Leopoldt
pour L (E;.), S*(L) n'a pas de Z, L[6(L/F)1]-modules finis non
nuls. On en déduit donc que ZI*(L_) et S*(L_) sont égaux.

1.7. Théorie de Galois pour les groupes de Selmer.

Nous allons étudier dans ce paragraphe le lien existant entre
le groupe de Selmer sur F_ et le groupe de Selmer sur une Zp -exten-
sion L_ de F contenue dans F_ ou sur F.

Proposition 12, Si L_ est différente de N_, 1'homomorphisme de res-
triction induit un isomorphisme

s'(L,) = S(F) .

Démonstration. Remarquons que S'(Lw) est le noyau de 1'homomorphisme

1 1
H'(L,E )= m H(L_ .,E)
@ ﬂm V’rﬂ ®,V

et que S(F_) est le noyau de 1'homomorphisme

WUFLE ) — n HI(F, .E)
td vigp ’

grace au lemme 9. I1 est alors facile de voir que la proposition résulte
des deux lemmes suivants.

Lemme 13. Si L_ est différente de N et si v est une place de F_
ne divisant pas p, 1'homomorphisme de restriction

KL, WE)(B) — HI(F, ,E)(R)

w,y’

est injectif.

Démonstration. Le noyau de 1'homomorphisme de restriction est

1 : cos
H'(F, v/t V,E(Fm v)). L'extension F_ /L étant non ramifiée et la
i ’ , ?

©,V

courbe ayant bonne réduction en v au moins sur F(EF)’ la composante
p-primaire de ce dernier groupe est nulle.

Enoncons maintenant le second lemme.

Lemme 14. Si L_ ne contient pas E _, 1'homomorphisme de restriction
induit un isomorphisme F
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1 o 1 G(F /L)
H'(LGWE ) = H'(F_,E )

p ¥
Démonstration.-Par la suite exacte d'inflation-restriction, il suffit de
montrer que H'(F_/L_,E (F,)) est nul pour i=1et2. Or E_(F)
est soit nul et le lemme est trivial soit égal @ E _. On peut alors
conclure par passage & la limite a partir du lemme suivant (qui nous a
d'ailleurs déja servi).

Lemme 15. Soit A un groupe cyclique d'ordre une puissance d'un nombre
premier impair et A un groupe d'automorphismes de A. Alors H'(a,A)

est nul pour i>1.

Démonstration. Si pr est 1'ordre de A, on peut déja supposer que A

est d'ordre p°(s<r). Soit & un générateur de A. On a alors
sa= (1+p " Su)a

avec u premier @ p. On en déduit que

s
r-s \p~ .
NA(a)= I éa= “—*L—_—‘;L—l a= pS(1+u'p)a
u

S€A pr

avec u' premier a p et que NA(A) est exactement le sous-groupe de
A d'ordre pr-s- D'autre part le sous-groupe des éléments de A inva-
riants par A est contenu dans ce sous-groupe. On en déduit que

HZ(A,A) qui est isomorphe 2 AA/NA(A) et H'(a,A) pour i>1 sontnuk

On montre de méme la proposition suivante.

Proposition 16. L'homomorphisme de restriction induit 1'isomorphisme

G(N_/F)
S'(F) == s(N) .

Lemme 17. L'homomorphisme de restriction

6(F_/F)

S'(F) —> S(F_)

a un noyau et conoyau finis.

Démonstration. Nous n'aurons en fait besoin que de la finitude du noyau.
Ce noyau est contenu dans H1(Lw/F,E (L)) pour une Zp -extension L_
p

40



COURBES ELLIPTIQUES ET THEORIE D' IWASAWA

contenue dans F_ et différente de N_ et ce dernier groupe est évidem
ment fini. Quand & la finitude du conoyau, elle vient de la finitude du
groupe H1(Lm’V/Fv,E)(p) ([191). Nous en verrons une autre démonstra-
tion au paragraphe 2.3.

2. Le A-module S(F_).

2.1. Groupe de Selmer et groupe de Galois.

Pour toute extension L de K, notons ML la p-extension
abélienne non ramifiée au dehors de p maximale de L et X(L) 1le
groupe de Galois de ML sur L. Le groupe de Galois G(F_/F) opere
sur X(Fm) par automorphismes intérieurs de la maniére suivante : si
vy appartient & G_= G(F_/F) et si ; est un prolongement de vy a
MF , alors on pose

oo

1

= Yx¥ pour tout x€X(F) .

Rappelons d'autre part que x est le caractére de A= G(FQ/FQ) iden-
tifié a G(F(Ep)/F) donnant 1'action de ce groupe sur Ep.

Théoréme 18. 1- Le groupe de Selmer S(N ) est G(N_/F)-isomorphe a

(x)
H X(N ,E ).
omlp( (N,) p“’)

2- Le groupe de Selmer S(F_) est G(F_/F)-isomorphe a
Homo, (x(rw)(x),s o)
p P

Démonstration. Les deux démonstrations sont tout & fait similaires. Dé-
montrons par exemple la deuxieme assertion. La démonstration repose sur
le fait que si E a bonne réduction en une place v d'une extension L -
sur F, le groupe de cohomologie H1(Lcr/Lv,E(L3r)) est nul si Lcr
désigne 1'extension non ramifiée maximale de Lv'

11 est clair que 1'on a les égalités

(x) o A
H (X(F )X JE ) —> Ho (X(F_),E )
°'“zp o -~ “‘zp oty

S(F,) = s(F),

A étant d'ordre premier @ p. On peut donc supposer pour la démonstra-'

tion que Ep est contenu dans E(F). Alors, S(F)) et Hom, (X(F),.E )
p B
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sont tous deux des sous-groupes de Homy, (G(F/E)),E ). Soit x un
p

P
é1ément du second groupe. Par définition de X(F ), pour toute place v
de F ne divisant pas g, 1la restriction de x au sous-groupe de dé-

composition de v se factorise par le groupe de Galois de F:rv/F°° v

L'image de x dans H’(Fw V,E) est donc nulle et x appartient a

’
S'(F,) donc a S(F)) grice au lemme 9. Réciproqgement, tout élément x
de S(F) provient d'un élément x, de S(Fm)(" ) pour un certain n.

La restriction X0 v de X, au groupe de décomposition de v appar-

tient 2 1'image de’ E(F v)/n"E(F°° ). Si v ne divise pas §, X

sV n,v

se factorise a travers é(F:rv/F°° v) et Xn appartient a
Hom, (X(F_),E ) et x a Hom, (X(F),E_).
Zp M omzp el

Exemples 3. La démonstration montre qu'une propriété analogue est vraie
a un niveau fini, plus précisemment on a 1'isomorphisme :

s 0™ wbom (v )X e )

n lp n ’ i

si Nn est le sous-corps de N = F(E ) fixé par A. Par la théorie
du corps de classes, X(Nn)(x) est 1ié au groupe des classes d'idéaux
de Nn. En particulier, savoir que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de F(Ep) permet souvent de calculer la composante p-primaire du
groupe de Shafarevitch-Tate. C'est en fait le principe de la descente.
Nous allons donner des exemples dans cette direction. Afin de montrer
dans quelques cas particuliers que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de F(E_), nous allons utiliser les bornes sur le discriminant d'un
corps de nombres démontrées par Odlyzko et Poitou (on utilisera les ta-
bles de Diaz-y-Diaz [11]). On suppose ici que F est le corps de Hiltbert
H de K et que p est différent de 2 et 3 (et toujours décomposé
dans K). Si K est différent de Q(v/=1) et de Q(v/-3) etsi ¢
est le conducteur du Grossencharakter yy de E sur H, Tle discrimi-
nant de H(Ep) sur H est f(p'1)/2pp'2. On en déduit que si 1'on no-
te d(L/M) 1le discriminant de L sur M ona

1

TTELy=qy 109 d (HE)/R) = prpigy TogMy o(f) + 75y Togp+ } log d (K/Q).
mE :

En comparant ce nombre avec les bornes sur les discriminants des corps
totalement imaginaires de degré p(p-1)[H:Q], on montre que p ne di-
vise pas le nombre de classes de H(Ey) pour les courbes elliptiques et
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nombres premiers suivants

A(7) p= 11, p= 23 (H=Q(/~7)) ;
A(11) p= 5 (H= Q(/=TT) .

Le produit U des unités locales de H(E_ ) congrues a2 1 modulo v
pour les places v divisant g est un Zp [G(H(E’)/H)]-module de rang
[H:K]. On en déduit que le lp -rang de U x) est égal au degré hdeH
sur K et que sous 1'hypothése que p ne divise pas le nombre de clas-
ses de H(Ep), ona

rg,E(H) + dim}-p (u' (H)/pW' (H)) <h,

Le O-rang de A(7)(K) est nul; donc le rang de Ill'(H)/pll'(H) sur
l-'p est inférieur 3 1 pour p= 11 et 23. Le O-rang de A(11)(K)
est égal & 1; donc MI'(K)(5) est nul.

Nous allons maintenant nous intéresser & X(F,) et nous en dédui-
rons les propriétés correspondantes de S(FQ) quitte & remplacer F pa
F(Ey).

2.2. Premidres propriétés du A-module X(F_).

L'action de ©= G(F_/F) sur le Z_-module X(F ) par auto-
morphismes intérieurs permet de munir X(F_) d'une structure de
Zp [[0])-module compact. Si G est un Zp -groupe, on pose
AG= Ep [[G]]. En particulier, on pose A= AG lorsqu'il n'y a pas de
confusion possible. Le premier résultat é1émentaire est le suivant.

Lemme 19. Le A-module X(F_) est de type fini.

Démonstration. Soit MC'J 1'extension abélienne maximale de F contenue

dans MF . Nous allons d'abord montrer la suite exacte
0

(10) lp —_ X(Fm)o —_ G(Mé/FO) — 0.

Pour cela, introduisons une lp -extension L_ de F contenue dans F_,
On a alors facilement 1'isomorphisme

o )
si Mi est 1'extension abélienne maximale de L_ contenue dans MF ,
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ce qui peut s'écrire par la suite exacte
0 — X(Fw)G(Fm/Lm) — G(Ml'.w/Lw) — G(F_/L) — 0.
On a de méme 1'isomorphisme
G /L)g ) = G(M/L,) .
d'ol la suite exacte

Z, —> X(Fy)g —> GM/L) —> G(F /L) —>0
et (10). Comme Mé est contenu dans la p-extension abélienne non rami-
fiée au dehors de p maximale, le groupe de Galois de Mé sur F est
un Ep-mmdule de type fini. I1 en est donc de méme de X(Fm)e et

X(F_) est un A-module de type fini.

On se demande maintenant si le A-module X(F_) est un A-module
de A-torsion. Pour répondre, nous devons d'abord parler de la conjectu-
re p-adique de Leopoldt. Si L est une extension finie de K et v
une place de L, soit U(Lv) le groupe des unités locales du complété
Lv de L en v. Soient EL,p le groupe des unités globales de L
congrues 3 1 modulo toute place v de L au dessus de p et iL,p
1*injection diagonale de EL,; ~dans 1N U(Lv). On note GF(L) la dif-

vip
férence entre le Zp-wang de la cldture de iL p(EL F) pour la topolo-

gie p-adique et le Z -rang de EL,p‘ La conjecture p-adique de Leo-
poldt pour 1'extension finie L de F est que GF(L) est nulle. Elle
a été montrée par Brumer dans le cas d'une extension abélienne de K
par les méthodes de Baker.

On appellera ici

Hypothese p-adique de Leopoldt pour une extension finie L : le nombre
GF(L) est nul.

Si L, est une Z -extension, nous n'aurons besoin que d'une pro-
priété plus faible des nombres Gp(L) ol L est une sous-extension fi-
nie de L_. Nous appellerons donc

Hypothése p-adique de Leopoldt pour une Z_-extension L_ d'une exten-
sion finie de F : les nombres entiers BF(L) sont bornés lorsque L
parcourt les extensions finies de F contenues dans L_.
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Nous utiliserons aussi les versions p-adiques et p*-adiques de ces
hypotheses.

Proposition 20. Soit L _/F une Z_-extension de groupe de Galois H.

Alors le A, -module X(L_) est de Ay-torsion si et seulement si 1'hy-
pothése p-adique de Leopoldt pour L_ est vérifiée.

n
Démonstration. Soit L le sous-corps de L fixé par Hn= P, Le
module X(L,) est de Ay-torsion si et seulement si X(L ), est de

n

Zp -rang borné. Or le nombre de places de L_ ramifiées dans L_/F

étant fini, i1 estfacile de voir que la différence du Z_-rang de

X(L)y et de X(L)) est bornée. Mais la théorie du corps de classes
n

donne une description de ce dernier module : on a la suite exacte de mo-
dules

0— m UL, )i (g, ,) —X(L ) —A(L)—0
vip n,v Ln,p Ln,p n n
ou A(Ln) désigne la composante p-primaire du groupe des classes
d'idéaux de Ln et ou la barre désigne la cléture pour la topologie p-
adique. Le Zp-wang de X(Ln) est donc ap(Ln)+1’ d'ol la proposi-
tion.

Proposition 21. Le A-module X(F_) est de A-torsion si 1'hypothése
p-adique de Leopoldt pour N_ est vérifiée.

Démonstration. D'aprés le lemme 1.2, i1 suffit de montrer que

X(Fw)G(F IN) est un Ap-module de torsion (on rappelle que T est le
groupe de Galois de N_ sur F). Posons H= G(F_/N,). Nous allons
faire le lien entre X(Fw)H et X(N_)) et voir qu'ils sont simultané-
ment de Ar-torsion. On terminera alors la démonstration avec la propo-
sition 20.

Soit Mﬁw 1'extension abélienne de N_ contenue dans MFO maxi-
male et soit 'JN le composé des ous-groupes d'inertie aux places de
N, au dessus de” p* dans 1'extension abélienne M'\ /N,. Comme chacun
de ces sous-groupes est isomorphe & Z_ et qu'il n'? a qu'un nombre fi
ni de places au dessus de p* dans N_, JN est un Ar-module de tor-
sion. On a d'autre part les deux suites exactes

(11) 0 —Jy — G(My /N)) —X(N) —0
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(12) 0 —» X(Fm)H — G(Mr" IN) — G(F/N) —0.

Donc si X(N_) est un Ar-module de torsion, i1 en est de méme de
X(Fw)H.

Remarque. En remplacant F par F(Ep), on a montré que le A-module
S

) est de A-torsion si 1'hypothese p-adique de Leopoldt pour N,
est vérifide.

2.3. Sur les A-modules pseudo-nuls de X(F_).

Notons X(L) 1le groupe de Galois de la p-extension abélien-
ne de L non ramifiée au dehors de p maximale sur L. Nous ramenons
dans ce paragraphe 1'étude des sous-A-modules pseudo-nuls de X(F ) a
1'étude de ceux de X(Fw). L'étude de ces derniers a été faite par
Greenberg ([12]).

Commencons par relier les A-modules X(F_ ) et X(F ).

Lemme 22. I1 existe un A-module U(F_) vérifiant les propriétés sui-
vantes :

(i) on a la suite exacte de A-modules

(13) U(F) — X(F_)) — X(F_)) =0,

(i1) U(F_) s'injecte dans un A-module libre de rang rz(F)
(c'est-a-dire le nombre de places imaginaires de F) avec un conoyau
pseudo-nul isomorphe a

T(F.) I dG(F"" F) T (u (F_.))
= N
= vip* " P uF’a° =V

ou le produit porte sur les places v de F au dessus de p*.

n

Démonstration. Soit Fn le corps fixé par of . Appelons Mn (resp. Rn)
la p-extension abélienne non ramifiée en dehors de p (resp. de p) max+
male de Fn et Un v le groupe des unités locales congrues a 1 modulo
v de Fn,v‘ Posons

U . (a=pou p*).

= 1
na g MY

U = mou U
v ]

Py M

Soit E p (resp. E, F) le groupe des unités globales de F_ congrues 2
1 modulo toutes les places v divisant p (resp. g). On a les injec-
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tions naturelles

Si An est la composante p-primaire du groupe des classes d'idéaux de

Fn’ grice 3 la théorie du corps de classes, les suites et diagramme
suivants sont exacts et commutatifs :

1,p np)—>~G(R/F)—>A — 0

/
1 o
/1ny(ny)—->G(M/F)—>A — 0

0

La premiére application verticale Pr, est induite par la projection
naturelle. Le noyau Kn de 1'application quotient

G(R /F,) —> G(M,/F,)

est égal au noyau de Prye D'autre part, comme E n,p est un sous-Z-
module de En 8 d'indice premier & p, 1'homomorphisme

'P( ﬂ,p) — i ,F(En,p)

est surjectif et K est un quotient de Un,p*’ Soit U(F)) 1la limite
projective des U « pour n>1 relativement aux homomorphismes de

norme. Comme X(F ) (resp. X(F_)) est la limite projective des groupes
G(Rn/Fn) (resp. G(Mn/Fn)), on déduit de ce qui précéde la suite exacte

U(F_) = X(F_) — X(F_)) —0 .
I1 ne reste plus qu'a montrer que U(F ) vérifie (ii). I1 est immédiat
que 1'on a 1'isomorphisme de A-modules
G(F_/F)
U(F) = T Ind, U(F, ) »
vip* ’

ou le produit est pris sur les places v de F divisant p* et ol
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U(F ) est égal a la limite projective des U, relativement aux
normes des extensions locales F v pour un pro]ongement choisi de v
a F_. Elle est étudiée par N1ntenberger qui généralise les résultats
d'Iwasawa ([37], [17]) et cela donne tout de suite le résultat.

Remarquons que, dans le cas d'une Z_-extension L, on peut de
méme montrer qu'il existe un AG(L /F)—module U(L ) sans torsion de
rang rZ(F) sur AG(L /F) tel que la suite de AG(L /F)-modules

u(L,) — x(L) — X(L)) —0

soit exacte en utilisant les résultats d'Iwasawa concernant les Zp-
extensions ([17]).

Enohcons maintenant les résultats obtenus par Greenberg dans [12].

Dans toute la fin de ce paragraphe, L_ sera une Zp-extension de F.

1- L'extension F_ contenant la Z_-extension cyclotomique, le

A-module X(F_) est un A-module compact de type fini de A-rang rz(F)
sans A-sous-modules finis.

2- Si L_ vérifie 1'hypothése p-adique de Leopoldt, le AG(L /F)
module X(L_) est de rang 2(F) sans Ag( /F)—sous—moduIes finis non
nuls.

3- Si L_ vérifie 1'hypotheése p-adique de Leopoldt, le AG(L /F)”
module X(L_) est un AG(L JE)” -module de torsion sans AG(L /F)-sous-
modules finis non nuls.

4- Si F vérifie la conjecture p-adique de Leopoldt, le A-module
X(F ) n'a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls.

On déduit de ces résultats et de 1a proposition 1.6 que la dimen-
sion projective de X(F_ ) est inférieure a 1 d&s que la conjecture p-
adique de Leopoldt est vraie pour F.

Théorzme 23. Supposons que X(F_) est un A-module de torsion. Alors
X(F_) n'a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls si et seulement si
X(F_) n'en a pas.

Démonstration. Comme le A-module X(Fm) est de torsion, le noyau de
1'homomorphisme U(F_) — X(F_) 1'est aussi. Mais U(F_) n'a pas de
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torsion grdce au lemme 22. Donc ce noyau est nul et on a la suite exacte
0 — U(F) — X(F)) = X(F_) — 0.

I1 est alors clair que si X(F_) a un module pseudo-nul non nul, celui-
ci s'injecte dans X(F_). Réciproguement, soit B le sous-module pseu-
do-nul maximal de X(F_) et soit C son image réciproque dans X(F_).
Le A-sous-module de torsion de C s'injecte dans B; comme X(F_)

n'a pas de A-sous-modules pseudo-nuls non nuls, C est sans torsion.
I1 est donc contenu dans un A-module réflexif R avec un conoyau D
pseudo-nul. Si K est le conoyau de 1'homomorphisme composé

U(F) —-C —R,

la suite 0 —B — K — D — 0 est exacte. Comme B et D sont
pseudo-nuls, K 1'est aussi. I1 est donc isomorphe & T(F_ ) (lemme 22.
Mais pour presque tout sous-groupe H de O tel que O/H ~ Zp , B, K
et D sont des AH-modules de torsion et T(F@)H est fini. On en dé-
duit que BH est fini. De plus, B étant le sous-module pseudo-nul ma-
ximal de X(Fm), BH est un sous-module de X(Fm)H pour presque tout
H et donc de X(Lw) si L, est le sous-corps de F_ fixé par H.
Pour un tel H, By est donc nul dés que X(L) est de AO/H-torsion
(c'est-a-dire dés que L_ vérifie 1'hypothase de Leopoldt) et un tel H
existe car X(Fm) est de A-torsion. Donc B est nul lui aussi, ce qui
démontre le théoréme.

Lemme 24. Supposons que N_ vérifie 1'hypothése p-adique de Leopoldt.
Alors, le Ar-module JN défini dans la démonstration de la proposi-
tion 21 est isomorphe a

r

n Indv

z .
vig* P

Démonstration. Si L est une extension de K, soit RL la p-exten-
sion abélienne non ramifiée en dehors de p de L. On a 1'isomorphisme

X(FG)G(FN/NE) o~ G(RNG/Fm)
et les suites exactes

0 — U(F&)G(F Ny > X(N,) —> G(My /N,)) — 0
0 — U(N_) — X(N_) — X(N) — 0.
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On en déduit que le conoyau de
U(Flg(r ) — VN
est isomorphe a JN . Mais la structure de ce conoyau est donnée dans

le lemme 5.2 (ii) de [37]). On en déduit le lemme.

Nous allons maintenant traduire les résultats obtenus en termes du
dual de Pontryagin Y(F ) de S(F ).

Théor2me 25. On suppose que N_ vérifie 1'hypotheése p-adique de
Leopoldt et que F(Ep) vérifie 1'hypothese p-adique de Leopoldt. Alors,
Y(F_) est un A-module de A-torsion et de dimension projective infé-
rieure a 1.

Démonstration. Nous avons déja vu que Y(Fm) est de A-torsion. Par le
théoréme 23, i1 n'a pas de A-modules pseudo-nuls non nuls. Grace a la
proposition 1.6, i1 suffit donc de montrer que pour une infinité de sous
groupes H de © tels que O/H x Zp ’ Y(Ew)H n‘a pas de AG/H-sous-
modules finis. Cela est vrai pour H= G(Fm/Nm) grice au lemme 24 et
aux suites exactes suivantes :

(1) 0 = Y(F)ge ) — 6y W)X — T () — 0

(15) 0 — Jf,x)'(-n — G(My, w)X (1) =) =0

ol 1'on pose M(-1)= Honth(T"(E),M). De plus, Y(Fm)H n'a pas de

AO/H-modules finis si et seulement si (Y(F‘,‘,)H)e/H n'‘a pas de sous-mo-
dules finis. Le lemme 1.7 permet alors de finir la démonstration.



HAUTEURS p-ADIQUES

Chapitre III. Hauteurs p-adiques.

Les premiéres constructions de hauteurs p-adiques ont été faites
par D. Bernardi ([2]) dans le cas des courbes elliptiques en suivant une
idée d'Abramov et Rosenblum et par Néron dans le cas des variétés abé-
liennes. Cependant, la canonicité de ces hauteurs n'apparaissait que
dans le cas de multiplication complexe. La définition de ces hauteurs
p-adiques repose sur la construction de fonctions o p-adiques aux pla-
ces divisant p. D'autres constructions s'inspirent de la méthode
qu'utilise S. Bloch pour construire la hauteur quadratique complexe de
Néron-Tate & partir des extensions de groupes algébriques de la variété
abélienne par un tore. Elles ont été faites par B. Gross dans le cas des
courbes elliptiques a multiplication complexe mais surtout par P.
Schneider dans le cas général des variétés abéliennes a bonne réduction
ordinaire en p. Enfin, Mazur et Tate ont défini les fonctions o p-
adiques canoniques aux places au dessus de p ou la courbe elliptique
a réduction ordinaire. Dans le cas des variétés abéliennes & réduction
ordinaire en p, ils ont aussi défini des hauteurs canoniques en utili-
sant la théorie des bi-extensions de groupes (c'est-a-dire un point de
vue analogue a celui de Bloch) et retrouvent les résultats de P.
Schneider.

Nous allons ici nous borner au cas particulier ol la courbe ellip-
tique E a multiplication complexe et nous garderons la présentation des
fonctions o faite par D. Bernardi en allant un peu plus loin dans les
propriétés d'intégralité. Par contre, nous adopterons le point de vue de
Mazur et Tate d'associer a toute représentation continue du groupe des
classes d'ideles de F dans Zp une hauteur p-adique. Nous donnons
ensuite un procédé de calcul de ces hauteurs qui fait apparaftre une ex-

pression que 1'on peut qualifier a postériori de hauteur naive.

1. Définition des hauteurs p-adiques.

Soient L une extension finie de F et S un ensemble de places
de L au dessus de p. On utilise un modele de Weierstrass de E sur
1'anneau des entiers de L ayant bonne réduction aux places de S,
c'est-a-dire une équation de la forme

(1) y2+a1xy+a3y= x3+a2x2+a4x+a6
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(ou les a; appartiennent & 1'anneau des entiers de L) et de discri-
minant A premier aux places de S. Si v est une place finie de L,
on normalise la valuation associée par vL(L')= Z et on note 0y
une uniformisante de L en v. Définissons les fonctions suivantes sur
Ta courbe

v(P,Q) = a1 (x(P) - x(Q))®

vy P = n a7 x(P) - x(r))®
rGEa—{O}

pour a appartenant @ 0. Elles ne dépendent pas du modele choisi.

1.1. Facteurs locaux de Néron-Tate.

Si v est une place finie de L, Néron et Tate ont démontré
qu'il existe une unique fonction AL,v de E(Lv) -{0} dans Q (muni
de la topologie usuelle sur R), continue pour la topologie v-adique
telle que

(i) 1a 1imite pour P tendant vers 0 de A v(P) -vL(t(P))
’
existe pour un, donc pour tout,parametre uniformisant t de E a 1'or+
gine;

(i1) pour tout couple (P,Q) de points de E(L,)-{0} tel que
P+Q#0, ona

() A (PR wd (PQ) = 22 (PY+2h (Q) 4 v (¥(P,Q)).

La fonction AL vérifie aussi la propriété suivante pour o ap-
partenant a 0 et P et aP non nuls :

(3) A o(@P) = N (P) + 75 v (v (P)a'?).

Lemme 1. Soient v une place finie de L ou E a bonne réduction et
(x,y) 1les coordonnées des points de E dans un modele ayant bonne ré-
duction en v. Alors,

A, y(P) = Sup(0, - § v (x(P))).

En particulier, (P) est un entier qui est non nul si et seulement
si P appart1ent au noyau de 1'homomorphisme de réduction modulo v.
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Si E n'a pas bonne réduction en v mais que P ne se réduit pas
au point singulier en v dans le modéle considéré, on a 1a formule

ALy (P) = Sup(0, -3 v (x(P))) + 75 v, (a).

1.2. Fonctions o p-adiques.

Fixons une place v de S. Comme le mod2le (1) de E a bon-
ne réduction en v, t= -x/y est un paramétre uniformisant de E a
1'origine. Soient L, le logarithme de E1,v et ¢, la série entiére
réciproque de L . Alors z= Lv(t) est un paramétre uniformisant du
groupe formel additif. On définit les séries formelles suivantes

p,(2) = X(¢v(z)) + (a$+4a2)/12

= 1/22‘+Z Y sz-Z
2

S oo
) S22 2 }
ov(z) = 2 exp ( ¥ 2 )2: Yy 2 /2k(2k-1))

ev(z) = A cv(z)12.

Donnons la définition de Sy et montrons en méme temps 1'invarian-
ce de ev par rapport au modéle. Pour chaque plongement de L dans la
cldture algébrique de @ contenue dans €, on a une équation de E
sur € et un réseau L. Soit alors ’

sp(L)= lim = w'zlwl-zs.
s+0 wel
w#0

Comme E esta multiplication complexe, il est bien connu que sz(L)
est un nombre algébrique, image par le plongement de L dans. € d'un
é1ément de L qui ne dépend pas du plongement et que 1'on note Sp- n
en est de méme pour les Yk qui sont reliés de manidre analogue aux sé-
ries d'Eisenstein EZk(L)' L'étude du comportement de Sps Yy t par
changement de modéle montre facilement que ev(Lv(t(P))) est indépen-
dant du modele choisi. Remarquons que 1'on peut calculer Sy de la ma-
niére suivante. Soit a un élément de 0 qui n'est pas dans Z . Aloss

(a2 -aa*)sz = L (x(r)+ (a? +4a2)/12).
reky
r#0
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Exemples 1. Si K est égal a Q(v=1) et @Q(/-3), s, est nul : en
effet, le réseau L étant invariant par multiplication par une racine
de 1'unité de K, ona s)(L)= s,(cL)= t%s,(L) pour g'i= 1 et
z€K. La réciprogue a été montrée par Masser (Springer L.N. 437).

Donnons quelques autres valeurs de Sy calculées dans [29] (table BII,
EIID).

y2= ax3-35x-49 = QT s,= 172
yZ= ax3 - 152x - 361 K= Q(/T3) s,= 2
yi= 43 -3/8(4+/B)x-7(342/5) K= QU TB) s,= § (142 -‘é—g).

La série ov(z) converge dans L pour vL(z) )vL(p)/(p-ﬂ. De
plus, pour o impair, cv(az)/ov(z)ﬂ(“) est égal a une fonction ga(P)
rationnelle sur la courbe et de diviseur £ ((r)-(G)). Le lemme sui-

ret

a
vant se déduit des résultats de Mazur et Tate sur les fonctions o p-

adiques mais nous en donnons ici une démonstration indépendante.

Lemme 2. La série ov(Lv(t)) comme série en t appartient 3
t(1+tR [[t]]) ou R, est 1'anneau des entiers de L, .

Démonstration. Supposons par exemple que v divise p. Comme la réduc-
tion modulo v est injective sur E"*, la fonction 9 s'écrit comme
série en t sous la forme

g a(t) = ce-(p-1) u(t)

ot u(t) appartient a 1+tR, [[t)] et ot c est une unité de R,
(en fait w*). Donc si 1'on pose h(t)= ov(t)/t. h vérifie 1'équa-
tion

R 3(8)) | ¢ yo(e)
h(t)P

(ici [n*] désigne 1a multiplication par =* dans le groupe formel
E1 v). Remarquons que 1'on peut écrire h de manidre unique sous la
forme

h(t)= T (1-a,t")
1
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avec a, appartenant a Lv et que si a
tient

r appartient a Rv’ le quo-

1-a,([n*](t))"
-athP
(1 a.t )
appartient a 14-th [[t)]. Donc si m est le plus petit entier tel

que a, n'appartienne pas a Rv et si 1'on pose

ho(t)= T (1-a.t"),
1 » n
h1 vérifie
hy ([w*1(t)) ¢ 1+tR [[t]) .

h, (t)P

Mais ce quotient commence par 1 -(n*m-p)amtm-v... car
[n*](t)= n*t+... . Comme w* est une unité dans Ry»
a Rv’ ce qui finit 1a démonstration du lemme 2.

- appartient

Lemme 3. Soit v une place au dessus de p appartenant & S. Il exis-
te une fonction o, de E, v(Lv) 3 valeurs dans R, continue et vé-
rifiant les deux propriétés suivantes pour P et Q non nuls

o, (Ps0n,  (P-Q) \P
() |ty
DL,V(P) DL,V(Q)

= y(P,Q)

(1) (o P/ (PN)Ze y (p)a'?

pour tout o appartenant @ 0. Elle est unique a une racine douziéme
de 1'unité pres.

Démonstration. Les propriétés usuelles de la fonction 6 permettent de
montrer que la fonction

B, y(P)= &, (L,(t(P)))

convient. L'unicité se montre grice au lemme suivant.
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Lemme 4. Soient v une place de S et D une fonction sur

E, v(LV) - {0} a valeurs dans R,» continue et vérifiant

D(&P)= D(P)N(“} pour tout o appartenant 3 0. Alors, D est iden-
tiquement égale a 1.

Démonstration. Soit o un élément de 0 qui n'est pas dans Z . Soit
kn une suite d'entiers de Z dont la limite dans 0 pour la topolo-
gie v-adique est a et telle que knP est non nulle. Alors, oP est
la limite de la suite k P dans E1,V(Lv)’ Donc
K 2
D(aP) = 1im D(kP)= lim D(P) "= D(P)* .
N N

D'autre part, D(aP) est égale 2 D(P)N(a). Cela implique que D(P)
est égale a 1.

1.3. Hauteurs p-adiques.

Considérons un homomorphisme continu p du groupe d'ideles
I, de L dans Z , trivial sur L*. L'ensemble S, des places de
ramification de p est un sous-ensemble non vide de 1'ensemble des pla-
ces de L divisant p. On suppose cet ensemble contenu dans S. On
note‘~ Py le composé de p avec 1'injection canonique de L: dans IL
et p 1'homomorphisme du groupe des idéaux de L premiers aux places
de S a valeurs dans Zp associé 3 p. Soit E;’S(L) le sous-grou-
pe de E(L) formé des points qui sont dans le noyau de 1'homomorphisme
de réduction de la courbe elliptique modulo toute place de S et qui ne
se réduisent pas en un point singulier de 1a courbe en toute place. A
tout point P de Ei,S(L)’ on associe un idele i(P) de IL vérifiant
les conditions suivantes

1 (v archimédienne)

i(p), =
)12

DL,V(P (ves)

vL(i(P)v)= 12)‘L,V(P) (vgS, v non archimédienne).
On pose alors
| .
hp(P)- Lyl p(i(P))
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pour P appartenant & E; S(L). C'est la hauteur p-adique associée 2
1'homomorphisme p. Elle est & valeurs dans ;Zp sur Ei s(L).

Proposition 5. La fonction hp est une fonction quadratique, c'est-a-
dire qu'elle vérifie

hp(P+Q) + hp(P-Q) = 2 hp(P) +2 hp(Q).

Elle vérifie aussi 1'équation

hp(aP)= N(a)hp(P) pour a€O0.

De plus, si L' est une extension finie de L et p' la restriction
de p a L', ona

hor(PY= [L':LIn (P)  pour PEE; ((L).

Démonstration. Les deux premigres propriétés se déduisent de la proprié-
té (2) et du lemme 3-(i) d'une part et de la propriété (3) et du lemme
3-(ii) d'autre part et de la nullité de p sur L*. La derniere pro-
priété se déduit de la définition.

La forme quadratique hp se prolonge naturellement 3 E(L) et
prend alors ses valeurs dans QP. Considérons maintenant 1a forme bili-
néaire symétrique (, )p sur E(L)xE(L) a valeurs dans Qp associée
a hp:

=] +0) - -
(P.Q)p- Zlhp(P Q) hp(P) hp(Q)].

Elle se prolonge en une forme bilinéaire sur

E(L) .Z zZ, x E(L) % Z,,.

De 1a décomposition 0 e lp ~ 0;: x Op*, on déduit 1'isomorphisme
z
E(L) e Z —>E(L) @ 0_x E(L) # 0, 