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INTRODUCTION

L'origine de ce travail remonte à 1979 : Y. Flicker venait de prouver (par
des moyens globaux) l'existence d'une correspondance biunivoque entre les clas-
ses de représentations admissibles irréductibles spécifiques du groupe métaplec-
tique G d'ordre n sur GL ( F ) ( 1 ) et certaines classes de représentations admis-
sibles irréductibles de GL ( F ) , lorsque F est de caractéristique 0. P. Gérardin,
qui avait calculé avec P. Kutzko les facteurs locaux des représentations super-
cuspidales irréductibles de GL ( F ) en utilisant leur construction explicite par
induction à partir de sous-groupes ouverts et compacts module le centre ( ^ K " Q ,
[ G K ] ) , fut alors convaincu de la possibilité d'obtenir cette correspondance lo-
cale par des moyens purement locaux, et de façon très explicite : le cas des re-

^présentations non supercuspidales de G étant décrit explicitement par Y. Flicker,
il fallait étudier les représentations supercuspidales de G . avec l'espoir que
leur construction par des méthodes analogues à celles de [KlJ et [^GKJ permît d '
obtenir la correspondance et de la décrire entièrement. Il me demanda de travail-
ler cette question, et les résultats escomptés sont maintenant établis, po'-'r tout
corps F localement compact non archimédien de caractéristique ou caractéristiQue
résiduelle première à n. J'ai montré dans fs] que des constructions voisines de
celles effectuées pour GL ( F ) donnaient naissance à des représentations supercus-
pidales irréductibles spécifiques de G , et que toutes ( à isomorphisme près) étaient
obtenues par ces constructions. L'objet de cet article est d'utiliser ces cons-
tructions (que l'on rappellera) pour prouver le résultat suivant :

( 1 ) Soit F un corps local non archimédien, et n un entier strictement positif tel

que le groupe U(F) des racines n-ièmes de l'unité dans F* ait pour cardinal

n. Le groupe métaplectique d'ordre n sur G s GL (F) est l 'extension centrale

topologique G de G par A4. (F) construite par T. Kubota ( (K2J). Ses représen-

tations spécifiques sont celles dans lesquelles le noyau P- (F ) je 1 ' ex ten -/ n
sion opère par un caractère injectif i donné.
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Théorème :

II existe une uniQue application î|——» T de l'ensemble des classes d'éaui-
valence de représentations supercuspidales irréductibles spécifloues de G dans
l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles admissi-
bles de G , vérifiant :

C) A(g") ©^".sCgV1) = Y A(h) Q^(h) (2)

.n nh sg

pour tout élément régulier g de^ G tel pue g" soit régulier.

Cette application est une injection dont l'image est constituée des classes

de représentations irréductibles supercuspidales de G de caractère central trivial

sur Â-L(F) et, si n est pair. des classes de représentations spéciales de G asso-

ciées aux caractères de F* non triviaux sur H(F) dont le carré est trivial sur

a(F).
/ n

Dans le I, on rappellera la construction du groupe métaplectique d'ordre n
sur GL-(F) ( 1 . 1 ) et ses propriétés essentielles ( 1 . 2 ) . On donnera en 1.3 la des-
cription de l'action des éléments réguliers de G sur l'arbre de G L p ( F ) . qui sera
beaucoup utilisée dans la suite. On rappellera en 1.^ quelques définitions et ré-
sultats classiques sur les représentations supercuspidales et induites.

Le II est consacré à la construction des représentations supercuspidales ir-
réductibles de G : après avoir défini en 11.1 les sous-groupes compacts utilisés,
on donnera en 11.2 la construction des représentations de la série ramifiée, en
11.3 celle des représentations de la série non ramifiée, puis on rappellera en
II. •4 que ces constructions sont exhaustives.

Le III est consacré à la démonstration du théorème ci-dessus. On montrera en
III.1 que le caractère d'une représentation admissible spécifique de G est nul en
tout élément régulier qui n'est pas, à une racine n-ième de l'unité près, puissan-
cen-ième d'un élément régulier (les éléments réguliers de G étant ceux dont la
projection sur G est un élément régulier de G ) , résultat qui explique l'injecti-

( 2 ) On désigne par fy*: (resp. Q ) le caractère de T (resp. T) ; c'est une fonc-
tion localement intégrable (cf III.2).

La section g«———» (g,s(g)~ ) est définie en 1 . 1 .

(-b)2 ^
On pose A(h) s ———— si a et b sont les valeurs propres de h dans F ou

ab F

dans une extension de F.
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vite de la relation ( • ) . On expliquera en III.2 comment les arguments de Jacquet-
Langlands ( [jLj chapitre 7) se généralisent au groupe nétaplectique et montrent
que les caractères des représentations supercuspidules irréductibles spécifiques
de G sont des fonctions localement intégrables, localement constantes sur les élé-
ments réguliers ; puis on énoncera le théorème ci-dessus, assorti de quelques re-
marques. Pour démontrer ce théorème, on choisira dans chaque classe d'équivalence
de représentations supercuspidales irréductibles spécifiques de G une représenta-
tion obtenue par les constructions de II ît on lui associera une représentation
de G obtenue par les constructions de [GKj , ou bien spéciale, de sorte que la re-
lation ( • ) soit vérifiée. La démonstration reposera donc essentiellement sur la
comparaison des caractères de représentations induites T = Ind TT et T s Ind-ffH H
(où H estun sous-groupe ouvert, compact modulo le centre, de G ) ; c'est pourquoi
nous établirons en III.3 des formules donnant de façon aussi semblable que possi-
ble le caractère de î ou T en fonction de celui de TT ou 1T : pour les éléments
elliptiques, ce sont les formules de caractère induit classiques ; pour les élé-
ments hyperboliques, en revanche, on obtiendra des formules compliquées mais se
prêtant très bien à une comparaison terme à terme, le but recherché. Ces formules
redémontrant au passage 1 existence d'une fonction localement constante donnant le
caractère de T ou T sur l'ouvert des éléments réguliers, le résultat d'intégrabi-
lité locale de III.2 ne sera utilisé que pour montrer que l'application î.___»T
obtenue définit une injection par passage aux classes d'équivalence de représenta-
tions. On utilisera les formules obtenues en III.^ pour montrer qu'à toute repré-
sentation irréductible supercuspidale spécifique de la série ramifiée de G corres-
pond une représentation irréductible supercuspidale de la série ramifiée de G , puis
en III.5 pour montrer qu'à toute représentation irréductible supercuspidale spéci-, ,•/fique de la série non ramifiée de G correspond une représentation irréductible su-
percuspidale de la série non ramifiée, ou bien une représentation spéciale, de G .
Les calculs permettant d'aboutir à la formule ( • ) sont parfois longs ; ils sont
détaillés en I I I . ^ , ne le sont plus en III.5. On verra que les représentations spé-
ciales de G obtenues (si n est pair) correspondent à des représentations non rami-<̂ >̂fiées de G construite? à partir de caractères "exceptionnels" d'une extension non
ramifiée E" de F : ce sont des caractères de conducteur relatif 1 dont la puissan-
ce n-ième est le composé d'un caractère de F* avec la norme de E* sur F " . Si n=2,
on obtient ainsi ( I I I . 5 ) une nouvelle construction des représentations de Weil im-
paires.

Les résultats de II et III permettent de préciser le théorème ci-dessus, d'une
part par les théorèmes III.^4. 1 et I I I . 5 . 1 qui décrivent explicitement la correspon-
dance, d'autre part par quelques remarques :
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- si l'on normalise les mesures de Haar sur G/F»" e^_ G/F* de sorte que F^K/F*"

t̂ fK/F* aient même volume, et si T correspond à T (par ( l t ) ) , alors leurs degrés
formels d(Ï) ̂  d ( T ) vérifient d('Ï) s n d ( T ) .

Cela résulte des théorèmes III.^.1 et III.5.1 : les degrés formels des repré-
sentations considérées sont donnés en II ( 2 . ^ , 2 . 7 , 3.^ et 3.7 ; le deyé formel
d'une représentation spéciale de GL ( F ) est i( q - 1 ) si la mesure de Haar sur G/F»
donne à F^K/F» le volume 1 ) .

- le caractère d'une représentation irréductible supercuspidale spécifique? de^
^
G est constant au voisinage de 1 sur l'ouvert des éléments elliptiques réguliers
^ î'.

C'est en effet le cas pour le caractère d'une représentation irréductible ad-
missible de carré intégrable de G (cf [n] et [JL] ) . Or si 7 correspond à T , la
relation C) devient, pour g elliptique régulier voisin de 1 et g régulier :

© ^ ( g " ) = n Q^(g).
- les résultats de P. Kutzko ( [Ko2j ) sur les caractères des représentations

supercuspidales de GL ( F ) permettront de dresser une table complète des caractères
des représentations supercuspidales spécifiques de GL ( F ) .

Je ne puis terminer sans remercier P. Gérardin, qui fut l'instigateur de ce
travail et me conseilla tout au long de sa réalisation, et F. Rodier, dont l'aide
patiente et les encouragements me permirent de mener cette étude à son ferme. De
nombreuses conversations avec P. Barrât, H. Carayol et tous les participants du
séminaire sur les groupes réductifs et les formes automorphes de l'Université
Paris VII. m'ont aussi beaucoup aidée. Je remercie enfin P . J . Sally et P. Kutzko
de l'intérêt bienveillant qu'ils ont manifesté pour mon travail durant l'été 1983
à l'Université de Chicago.
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Notations:

n : entier strictement positif.
F : corps local non archimédien, de caractéristique résiduelle première à n.
U : anneau des entiers de F.
y : idéal maximal de QT.
k : corps résiduel de F, i.e.O/T^.
p : caractéristique de k.
q : cardinal de k.
6& : une uniformisante de F.

E : extension quadratique séparable de F, d'anneau des entiers CL ayant pour
idéal maximal _p^_ , de corps résiduel kp.

N : la norme de E*dans F9, de noyau Ker N.
Tr: la trace de E sur F, de noyau Ker Tr.

Les notions de conducteur d*un caractère de F, F, E, E, et de conducteur
relatif ( par rapport à F ) d'un caractère de E*sont définies en [GKJ» ainsi
que celle de caractère régulier de E.Ici, caractère signifie homomorphisme
continu dans U-.



I. LES PROPRIETES FONDAMENTALES.

1 . 1 . LE GROUPE MÉTAPLECTIQUE PERDRE n SUR GL ( F ) .

a) Les revêtements de SL^(F).
Soit G et C deux groupes topologiques localement compacts séparables, le groupe C

étant commutatif. On appelle extension centrale de G par C la donnée d'une suite exacte
de groupes : 1—» C—!-> E — ~ ^ G — » 1 , telle que i ( C ) soit contenu dans le centre de E. L'ex-
tension centrale est dite topologique si i est un homéoroorphisme de C sur un sous-groupe
fermé de E , et si p induit un isomorphisme de groupes topologiques de E / i ( C ) sur G . Deux
extensions centrales E et E' de G par C et C' respectivement sont isomorphes s'il existe
un isomorphisme de groupes P̂ : E—»E' tel que le diagramme suivant soit commutatif :

1—^C-i-^E-^G--»!
1 If ItlUU-* < » » p » »

1_^C'i^E'±+G—»1

Dans le cas d'extensions centrales tôpologiques, on demande que r̂ soit un homéoroorphisme.

Une extension centrale topologique E de G par C est un revêtement de G si le sous-groupe

des commutateurs de E est dense dans E (C. Moore["Mo '] ). Un revêtement E de G de noyau C
i' D'est dit universel si pour toute extension centrale topologique 1_^C'—^E'—»G—^1, il

existe un unique homomorphisme ^P : E—»E' rendant le diagramme C) commutatif. Si le

groupe G possède un revêtement universel (ce qui suppose en particulier que le sous-groupe

des commutateurs de G soit dense dans G ) , celui-ci est unique à isomorphisme unique près.

Soit G un groupe simple simplement connexe (comme groupe algébrique) déployé défini

sur un corps topologique infini k. R. Steinberg F St~[ » C. MoorerMo"] » P"is H- Matsurooto

["Matjont étudié les extensions centrales du groupe G(k) des points de G sur le corps k.

En utilisant la décomposition de Bruhat de G pour définir des sections particulières de ces

extensions, ils ont ramené leur détermination à celle de certains cocycles sur k*. Nous

voulons rappeler ici ces résultats dans le cas du groupe SL«(F), où F est local non ar-

chimédien. sous la forme donnée par H. Matsumoto.

Définition 1 . 1 :

On appelle cocycle de 3teinberg bilinéaire sur F* à valeurs dans C, groupe commutatif

localement compact séparable, toute application À de F*xF* dans C vérifiant les propriétés

suivantes. pour x , y. z€F* :

( H ^ ) A ( x y . z ) s Y (x.z) ^ ( y . z )

(H ) À (x .yz ) s X ( x . y ) À ( x . z )

(H ) À(x . l -x ) s 1 si xil.

Un cocycle de Steinberg \ sur F" à valeurs dans C est topologique s'il vérifie de plus :
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(H^) L'application (x,y)i—^A(x,y) est continue sur FW et, quand on con-

vient que À ( 1 , 0 ) s X ( 0 , 1 ) s 1 , l'application (x ,y)»—>A(x,1-xy) , définie

sur un voisinage de l'origine dans FxF, est continue à l'origine.

Proposition 1 .2 ( [Mat] corollaire 5 .12) :

Le groupe des cocycles de Steinberg bilinéaires sur F* à valeurs dans C est isomor-

phe au groupe H (SL^(F),C) des classes d'isomorphismes d'extensions centrales de SL,(F)——————————— d ———————————————————————————————-————————————————— 2
par C, par l'application qui associe au cocycle de Steinberg A , la classe d'extensions

correspondant au cocycle suivant sur SL«(F) :

^
0^(g,6') = À ( ) [ ( g ) J (g ' ) ) A () [(gg*). "A ( g t ) )'1 ,

J((g)

^)((g) J^^0 pour g ̂  ^êSL^F).
(d sinon —— \c d /

Une extension centrale de cocycle c(. est topologique si et seulement si le cocycle de
Steinberg X l'est.

Il reste à décrire les cocycles de Steinberg bilinéaires sur F*. Certains d'entre
eux jouent un rôle fondamental : les symboles de Hilbert. Soit M ( F ) le groupe des raci-
nes de l'unité contenues dans F, et m son ordre. Pour tout diviseur n de m , on définit
(voir | M i ^ ou F^l) le symbole de Hilbert d'ordre n sur F* : c'est un cocycle de
Steinberg bilinéaire topologique sur F* à valeurs dans le groupe H ( F ) des racines/ n
n-ièmes de l'unité de F, noté ( , ) p. En plus de ( H ) - ( H . ) , il vérifie les propriétés
suivantes :

( H - ) ( a . b ) -. ( b . a ) - = 1 pour tous a,bCF 1 1
3 n , r n , F

( a . b ) - (-b/a. a-b) - = 1 si a-b 10n , F n , F
( a , - a ) = 1 .

*( H , ) ( a , b ) _ = 1 pour tout b€ F» si et seulement si afcF* .b n , r
Le théorème suivant, dû à C. Moore ( [ M o " ] î voir aussi f" Mat ~] et [ St J ) » montre

qu'il suffit de s'intéresser aux extensions centrales topologiques de SL ( F ) par les
groupes A^ ( F ) , où n est comme ci-dessus.

Théorème 1 . 3 î
Soit m l'ordre du groupe ^ > ( F ) des racines de l'unité dans le corps F , et ( , )

le symbole de Hilbert d'ordre m sur F*. Alors :
a ) Le groupe SL«(F) possède un revêtement universel, dont le noyau est U ( F ) .
b ) Soit C un groupe abélien localement compact séparable. Tout cocycle de

Steinberg bilinéaire topologique sur F* à valeurs dans C se factorise de
manière unique à travers ( , ) p en un homomorphisme continu de ĴL ( F ) dans C
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Remarque :

Plus généralement, le groupe G(F) des points sur F d'un groupe G simple, simplement

connexe, déployé sur F, possède un revêtement universel de noyau <LL(F), associé au sym-

bole de Hilbert d'ordre m de la manière indiquée dansrMolou |Mat"|.

Corollaire 1 . 4 :

Soit n un entier tel que F contienne n racines n-ièmes de l'unité distinctes.

Il y a exactement n classes d'extensions centrales de SL (F) par LL (F), le groupe des

racines n-ièmes de l'unité de F. Elles sont associées aux cocycles sur SL^(F) à valeurs

dans H- (F) suivants :——— f n ———————

<<,(r,.6') = ( ^ (g) . / ^ ) ) 1 F ( ^ x ( g > ) J îgg' ) )1 ?n.r ^ ̂  n.r

= ( x^^ X^J. )i , pourg.g'C S L ( F ) . 1^n.> (g) y (g * ) t — 2

Ha b \ f c si ciO
c d / ] d sinon.

d'ordre n ;Soit n tel que M (F) soit d'ordre n ; on pose </= o< . Alors :

Définition 1 .5 :

On appelle revêtement métaplectique d'ordre n de SL (F) , l'extension centrale de

SL (F) p^ar P- (F.) : 1_» H (F) _» SÎ^TF) —^SL (F) —» 1 . définie par la loi :

(g. ^ ) (g ' . ^) = (gg*. ^'o((6.g')). 6 .g '€SL^(F) . < f , ^ 'c^(F) .

C'est une extension centrale topologique, associée au symbole de Hilbert d'ordre n sur F*.

Remarques :

- Cette extension de SL-(F) par A^ a été construite directement par T. KubotarKall

indépendamment des travaux de C. Moore.

- Le cocycle oC est trivial sur les deux sous-groupes unipotents standard.

b) Passage à CL ( F ) .

On ne parlera pas de revêtements pour le groupe CL (F) , qui n'est pas engendré par

ses commutateurs. Cependant, partant du revêtement métaplectique d'ordre n de SL ( F ) ,

H •on va construire, comme l ' a fait Kubota dans Ka2 , le groupe métaplectique d'ordre n
sur CL ( F ) :

Théorème 1 . 6 :
Soit n un entier tel que <X ( f ) soit d'ordre n . Il y a . à laomorphisme près, une

unique extension centrale topologique de CL ( F ) par A^ ( F ) vérifiant les deux conditions
suivantes :

9
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a) Au dessus de SL^(F), l'extension est le revêtement métaplectique d'ordre
n ̂  SL^(F).

b) Sur le tore déployé standard, le cocycle est donné par :
( / - 0\ / c 0 V )__^

\0 b ) , \ 0 d; ntF

Preuve :

Le groupe GL,(F) est produit semi-direct P^xSL^F) par :
fc . 1 4 f\ \ c-

( A ,s)€F»xSL p(F)»-J 1 ° \ s €GL (F) .
\ o A / c-

L'injection \\—^| » i de F<1 dans G1-^1'*) est une section de l'application déterminant,
\0 ^1

et Inaction de F* sur SL-(F) correspondante est :

g^ . ( 1 C ^ g f 1 ^f 3 ^) . p o u r g J 3 ^ e S L r D . Â C F . .
Vo À / \ 0 À / \ c À" d / V c d/ ~

Soit 1—»M (F)_»E^GL (F)_^1 une extension centrale topologique de GL (F) par U (F)

vérifiant les propriétés a) et b). Par composition avec le déterminant, on obtient la

suite exacte :

I^P'^SL^F))__,F dét ° ^F*__,1.

Par b) on peut trouver une section 5 : F*—y£ de la forme Ç" ( À ) = (T ( | , qui soit
\ 0 À /

un homomorphisme, avec dét o p o <T ( À) s À pour À € F*. L'extension E est donc produit

semi-direct F^xp'^SL (F)) , avec la topologie produit. Par a). p'^SL (F) )^ SL ( F) est

connu. On note aussi (T une section de SL^(F) dans SL«(F) telle que le cocycle correspon-

dant soit o( . L*extension E sera parfaitement déterminée par l'action de F* sur SL^(F).

c'est-à-dire par l'application ^ : F^xSL.ÎF)—^/^(F) définie par :c 1 n .
y ( À ) ( r ( u ) < r O ) = v ( A . u ) ^ r ( u ) . A é F » . UCSL (F).

On voit aisément que Y ( A ,uu') = -< (u ,u"1 ) o( (u.u')"1 ^ ( À .u) ^ ( \ .u' ) C).

Il suffit donc de déterminer ^ ( A ,.) sur des générateurs de SL-(F). L'hypothèse b)

donne = ^ ( À . / 1 - ' 1 ° \ ) . (A.t )^pour A.t fcF. .

D'autre part, on a pour u€.F. t€F* :

1 u ( 1 - t 2 ) ^ / 1 u \ / t 0 \ / 1 -u | / t"1 0/ 1 u ( 1 - t 2 ) ^ / 1 u \ / t 0 \ / 1 -u / t"1 0\

lo i ; V o i j \ o i-1/ ^ i j V o t /

Par application de la formule C ) . ^ ( Â . ( u ~ ) s e transforme en produit de
V O 1 /

î ( ^ ( 1 "1 î ^ ^ . f 1 ""l ) par des quotients du type ^ (^ ̂ > )

\ 0 1 / l o i / c< (g.g')
( ^ . ( " 1 ^ (^ . l " '"1 ) par des quotients du type ———^—^——)- où g et g'

0 1 / Y O I

sont toujours des matrices triangulaires supérieures. L'action de A n'affectant pas

10
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A(6 )» ) f (6 ' )» J( (66'). ces quotients sont égaux à 1 . Pour la même raison, on voit en
appliquant (•) que ^ ( \ . / 1 " \ ) î ( \,[ 1 -u \ ) s i, d'où :

' 0 1 ï \ 0 l /

v(U1 "^L.i.V o 1 /

et finalement v (A ,.) est triviale sur le sous-groupe unipotent supérieur. On montre de

façon analogue que ^ ( A » . ) est triviale sur le sous-groupe unipotent inférieur. L'appli-

cation ^ est ainsi entièrement déterminée, il en est de même de E, et le théorème est
démontré.

La décomposition d 'un g £ G L (F) sur le produit semi-direct F^xSL (F) s'écrit

g = (dét g, g ) où g s ( 1 ° \ g.
V 0 dét g ;

Gardant les notations de la démonstration précédente, on vérifie facilement que le co-

cycle correspondant à la section (T(g) s ?(dét g) <T (g ) de GL (F) est :

(6.6') *—^ ^det ^.6^) ^(dét g', g^).
De plus on peut expliciter ^ de la manière suivante :

v ( Â . g ) = ( 1 8iclK) . o ù g J 3 b ) 6SL,(F).A€F..
H A.d ) si csO V c d / £

v. ^»^

En fait, suivant T. Kubota [Kaj , on choisira un cocycle équivalent au précédent. Posons,

pour g s f 8 b\é GL.(F) :
\ c d / 2 ^

I(c, ^^ ) - si cd^O et si n ne divise pas la valuation de c

1 sinon.

Alors :

Définition 1 .7 :

Soit n un entier tel que M- (F) soit d'ordre n. On appelle groupe métaplectique d'or-

dre n sur GL?(F) l'extension centrale topologiQue :

1——^(F)«^GÏ^Tn-^GL^(F)_»1, définie par la loi :

(6»^ ) (g* . Y ) = (gg*. ^ Y p(g.g')). 6 .6 '€CL^(F) .^ . Ï 'C^^ (F ) .

aï&c. : fi (6.6') = ^^o61 6 * . 6 * ) ^ (dét g'.g ) s(g) s(g ' ) s(gg')-1 .

On notera encore dL le cocycle sur GL^ défini par : •( (g.g*) s ̂ ^et ^'.g') ^(dét g'^.).

1.2. PROPRIÉTÉS DU GROUPE MÉTAPLECTIQUE.

L'entier n étant fixé (tel que A-t^(F) soit d'ordre n). on note simplement ( . )

le symbole de Hilbert ( . ) . et ÎT le groupe métaplectique d'ordre n sur CL (F)sG.n, r ^

n
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a) Propriétés élémentaires.

Elles découlent des propriétés du symbole de Hilbert d•ordre n sur F* :

Proposition 2.1 :

Soit /î e^ g' €GL (F) :

a) Le cocycle A est trivial sur les deux sous-groupes unipotents standard

' u^ | ( 1 ^ c F l e ^ : ) 1 0 ) , x e r ( .
t \ 0 1 / j ^ \ x 1 / J

b) ^ g = i a b } e^ g* = / at b t ^ , alors A ( 6 . 6 1 ) = (a»d')p,.

c ) Soit r ( ̂  ), r ( g ' ) des relèvements de g et g * dans GL-(F). Alors :— — ——^ ^ ———
- le commutateur de r(g) e^ r(g') dans G,

^
- 1'automorphisme intérieur de G défini par r(g),

n ^
~ l'élément r(g) de G

sont indépendants des relèvements choisis.

d) On note ^g = ( g . 1 ) f c Ï, et on identifie A C F» avec Isolément ( A ° ) du centre
\ 0 \1

d^ G. Alors : A ^gl'1 i"1 = ( A ,dét g) .

e) Le centre de GL (F) est le produit direct : F^x u .

f) Pour a^'CF»". on a : 8 (ag,a'g' ) = 6 (g,g') .

Preuve :

a) découle de la propriété analogue du cocycle c< sur SL-(F), ou d'un calcul direct.

b) provient de a) et de la détermination de 6 sur le tore déployé standard, ou bien

d*un calcul direct facile.

c) Les deux premières propriétés proviennent de ce que LL est central dans G. la
/ "

troisième de ce que AA. est d'exposant n./ n
d) Le commutateur considéré appartient au noyau de l'extension, car F* est central

dans G, d'où une application : F*xG———> /^
/ n « ^ i

( A . g ) f — — ^ T g / ^ ' êT . qui est bimultiplicative
o^/

puisque IL est central dans G./ n
Pour ç fixé. on obtient un homomorphisme de F* dans LL . qui est trivial sur F*"

puisque fJL^ est d'exposant n. Or Hom (F^ /F*" ,^ ) s'identifie à F'/F»". par

1'isomorphisree inverse de : F*/F*"——» Hom (F^/F*".^ )
/ n

a i———» ( A ̂  ( A ,a)p.).

On définit donc une application ^f : G——^F' /F* " . par ï g ̂ T ^g*1 s ( À . ^ P ( g ) )

pour tous A C F* et 3 C C ; c 'est un homomorphisme par bimultiplicativité du com-

mutateur. On vérifie aisément que ^f (g) = 1 si g est dans l'un des sous-groupes

unipotents standard ; pour a, si l on a •
V O b/

Ï^J-1^1 . f^ '^ = lÂ-ilir , ( A .ad) . d'où le résultat.
& (g . A ) (a. \ )p.

1 2
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e) découle de d) et de la propriété (H6) du symbole de Hilbert citée en 1 . 1 .

f) Multiplier g et g* par des éléments de F*" a pour effet de multiplier ^ (g),

J^g*) et ^(gg*) par des puissances n-ièmes, ce qui ne change pas les symboles

de Hilbert dans lesquels ils interviennent.

Remarque :

Si gCGL (F), on note g' le relèvement ( g , 1 ) de g dans Ï. Par contre, lorsque H est
, ^ ^

un sous-groupe de G, on désigne par H son image réciproque dans G, c*est-à-dire le sous-
-^ , ^/

groupe de G forme des h^ pour h C H , ^ ^ LL .

b) Relèvement du sous-groupe compact maximal standard.

Commençons par des lemmes fort utiles ( c f | cF [pour le premier, Mi|ou( S2|pour le
second) :

Lemme 2.2 :

^ n est premier à la caractéristique résiduelle de F, alors pour tout i \ 1 , tout

élément de 1 + p est puissance n-ième d'un unique élément de 1-t-l1.

Lemme 2.3 :

î n est premier à la caractéristique résiduelle de F, on peut calculer le n-ième

symbole de Hilbert dans le groupe des racines n-ièmes de l'unité du corps résiduel k.

canoniquement isomorphe à P- (F) dans la projection de \ff* sur (^•/I+ÎT :

s^ a et bCF». l'élément c = (-D^1 a val b a———— est une unité,"~—~ —~——^—^— val a —————i^———
^1 b

et (a ,b)p est l'image de c " dans y/l+'p ^ k».

Lemme 2.^ :
Sous les hypothèses du lemme 2 . 3 . le n-ième symbole de Hilbert est trivial sur

0^x0^. et même sur F* " xF* n ) .^ F» n ) est formé des éléments de valuation multi-
ple de n.

Ces résultats permettent de montrer que l'hypothèse ( n . p ) = 1 confère à î des pro-
priétés agréables . En particulier :

Proposition 2.5 :
Soit K = GL-( \j} le sous-groupe compact maximal standard de G . Si n est premier à

la caractéristique résiduelle de F , alors le cocycle & est trivial sur K x K .

Remarques :
- Ce résultat est obtenu par Kubota dans [_KaJ . On peut aussi faire les calculs

13
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directement en utilisant les lemmes 2.2 et 2.^ ci-dessus. L'avantage du cocycle ô est

précisément d'être trivial sur KxK.
- On trouve dans C. Moore ^Mo]p.55 et H. Matsumoto [Matjp.58 le résultat suivant :

Lorsque le corps résiduel k possède au moins 4 éléments, l'extension centrale universelle

1-^M.(F)—»E(SL^(F)) J^SL^F)^ devient au-dessus de SL^O^) :

1^^L(F) ^p'1(SL^((y'))--^SL^((/)_J,

où (u-(F)) est le p-sous-groupe de Sylow de U(F).
On en déduit en particulier qu'une extension de SL^(F) par /^(F) où n est premier à p,

est triviale au-dessus de SL^((^), lorsque k possède au moins ^ éléments (cette condition

assure que SL-((/) est égal à son groupe des commutateurs).

c) Relèvement des extensions quadratiques.

Lemme 2.6 (Bass-Tate. cf LBTJ) :

Soit L un corps commutât if, et E une extension de L de degré premier d, tel que L

n'admette pas d'extension de degré compris strictement entre 1 et d. Alors K^(E) ^s_b

engendré par les symboles | ^ ,b^ ^ <( C E» e^ b CL».

On utilisera ce lerarae sous la forme suivante :

Lemme 2.6 bis :
,Soit E une extension quadratique de F. Toute application bimultiplicative de E^xE*

dans un groupe ^ommutatif, triviale sur les couples (x ,1 -x ) avec x£ .E* ,x^1 , est entiè-

rement déterminée par ses valeurs sur E^xF».

Proposition 2.7 :
Soit E une extension quadratique de F contenue dans M (F). Alors, pour tous x e^ y

dans E ^ C G , on a : x ? x'1 7"1 = (x .y) . ^L < . îg désigne le n-ième symbole

de Hilbert sur E, ^ y(—» y la conjugaison de E sur F s^ E est séparable, l'identité sinon.

Preuve :
L'application (x .y)—»x y x'1 7'1 est bimultiplicative de E^xE* dans /^<F), car E»

est commutatif et /^ central dans*?. Pour appliquer le lemme ci-dessus, il faut montrer
/ n - ^

que le commutateur de x et 1-x dans G est trivial (pour x < 1 ) . c'est-à-dire que :

p(x . l - x ) = 6 ( 1 - x . x ) .

Si x 6 F * , x < 1 . c' est clair : p(x. l-x) « (x. l -x)p s 1 s A ( 1 - x . x ) .

Si x€E*-F*, on peut l'écrire x s (a b] avec ciO. On constate alors que A (x ) = J ( 1 - x ) s

s \ ( x ( 1 - x ) ) = c. et un calcul facile donne le résultat voulu. Le lemree 2.6 bis assure

que 1'application considérée est caractérisée par ses valeurs sur E^xF*. La proposition

2.1 (d) donne, pour x€.E* et y€ F* :

? 71T1 'ST1 « 3r1 7yir1 s (y"\N(x)) s ^.yîp Puisque le n-ièœe
symbole de Hilbert sur E est relié à celui de F par : (x .y)g s (N(x) .y )p ^ x £ E * ,

14
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yC-P* (où N ( x ) = xx) . D'où le résultat.

Remarque :
Cette démonstration m'a été suggérée par P. Barrât .-elle remplace avantageu-

sement un calcul direct fastidieux.

proposition 2.8 :

L'image réciproque dans G du sous-groupe E* formé des puissances n-ièmes des

éléments de E*, est le centre de E*. On a, pour tous x et y dans E* :
'̂»'n /^n ^*ji . ^ • •xy = x y si n est impair

Sy" = (x ,y ) - 'x" ^n ̂  n est pair, où ( , ) _ désigne le symbole de Hilbert
& y tli —— C » E»

d'ordre 2 sur E*.

Preuve :

Le fait que E* soit le centre de E* découle de la proposition 2.7 et de la proprié-

té (H6) du symbole de Hilbert. Par la proposition 2 .1 .c ) , on a :
^- n .—-^.n «.<ww -»»xy = ( x y ) = xyxy . . .xy .

Or (Proposition 2.7) : ? " Ï = ( y , x ) p X 7»

,, ^ /-^n , -xi(n-1 )n ^n —nd'ou xy = ( y » x ) g x y .

Si n est impair, alors ^n(n-l) s n.i(n-l), d'où le résultat.

Si n est pair, on a ^n(n-l) = ^n.(n-1) congru à -^n roodulo n. Il reste donc :
^n ,- ^n ^n ^nxy = ^'y^ x y •

II est facile de voir que (x ,y ) 2 = (x ,y)^ p, au moins si n est premier à p. C.Q.F.D.

Les propositions 2.7 et 2.8 jouent un rôle fondamental dans toute la suite de ce
travail : on construira les représentations irréductibles supercuspidales de G à partir
des caractères des groupes E* , d'une façon analogue à celle dont les représentations
irréductibles supercuspidales de G s'obtiennent a partir des caractères des groupes E*
(cf LGK J ) . L'application xi——> "x joue également un rôle fondamental, comme dans le
travail de Y. Flicker ( [^ 3 ) . d'où est extrait le :

Lemme 2 . 9 :
^ ^nL'application de G dans G : x i——» x préserve les classes de conjugaison. On a :

^n / n \^ / n ~ 1 . « y / , \ i i 2. / , n ~ 1 .x = ( x , / s ( x ) ) . o u ' s < / ( x . x ) « ( ( x . x ) . . . » / ( x , x ).
' n . x . . , .Lorsque x est régulier, l'élément y ne dépend que de la classe de conjugaison

de x.

Dans toute la suite, on supposera toujours n premier à la caractéristique résiduelle
de F.
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1.3. L'ARBRE DE GLp(P) .

a) Définitions et notations.

Ce paragraphe est essentiellement constitué de rappels. Les définitions manquan-

tes et les démonstrations figurent dans le livre de J.P. Serre S 1 ] , et l*article de

J. Tits ["Tj .

- A tout plan vectoriel V sur le corps F, on associe un graphe, dont les sommets sont

les classes modulo F* de y-réseaux de V, deux classes de réseaux étant liées par une

arête si et seulement si elles possèdent des représentants Aet-A.' vérifiant A.* C -A-

et A/-A»' s (57^ . Ce graphe est un arbre, l'arbre de V, noté ̂  . C'est un arbre homo-

gène, le nombre d'arêtes partant d'un sommet donné est q+1.

Le groupe linéaire GL(V) opère à gauche naturellement sur les réseaux de V, et aussi

sur leurs classes module F*, en respectant la liaison définie plus haut. Il opère donc

naturellement sur l'arbre de V.

- Le groupe GL (F) opère naturellement sur l'arbre de FxF, appelé aussi arbre de GL (F)

(arbre standard), et noté ̂ . Le centre F* de GL-(F) agit trivialement sur^V .

- Le choix d'un F-isomorphisme de V sur FxF, c'est-à-dire d'un repère (base ordonnée)

de V, détermine à la fois un isomorphisme de l'arbre de V sur l'arbre de FxF, et un

isomorphisme de groupes de GL(V) sur GL.(F). Ces isomorphismes sont compatibles avec

les actions des deux groupes. En particulier, si E est une extension quadratique sépa-

rable de F, il sera parfois plus aisé d'étudier l'action de E* sur l'arbre de E, que

de faire agir E* directement sur l'arbre de GL-(F), via un plongement dans GL (F).

- Soit L un sommet de-r". On note S(L ,m) la sphère de centre L . rayon m, formée des
0 ^ 0 0 .

points deSrà distance m de L . Elle s'identifie à l'ensemble des sous- \J/^- ^-modules± o y Q

libres de rang 1 facteurs directs de-A. / ,A étant un représentant quelconqueo i m o
P Ao

de L . En particulier S(L . 1 ) est en bijection avec tP,(k).o o 1
On note B(L ,ro)la réunion des sphères de centre L , rayon i^ m.o o <1

Si L et L, sont deux sommets voisins de l'arbre, on note S(L ,L,,m-»-^) la sphère
0 . ^ { \ °de rayon m^ centrée au milieu de l'arête } L ,L, ) . i.e. :

( \SJ 1 ° 1 1
S(L ,L,.m^) = 1 L € | » / d(L.L )=m et d(L .L , )sm^1.

ou d(L.L )sre-1 et d(L.L , )=m lo 1 \
On note B(L ,L-,mt^) la boule correspondante, soit :

B(L ,L,.m'4) = B(L .m) U B(L,.ro) s B(L .m^DH B(L , ,m<*-1 ) .
0 i 0 1 0 1

- L'ensemble des bouts d e i (que l'on peut définir comme limite projective des sphè-

res de centre donné), est en bijection av?^ l 'espace projectif [P ( V ) . Cette bijection
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étant compatible avec l'action de G L ( V ) , les stabilisateurs des bouts de ̂  sont les
sous-groupes de Borel de G L ( V ) .

- On appelle ici géodésique de j" tout chemin doublement infini sans aller-retour de
k? . Toute géodésique est associée de manière unique à une paire de droites distinc-
tes de V . Rappelons le résultat suivant [ T . ] :

Lerame 3 . 1 :
Un automorphisme u d'un arbre Jvérifie une et une seule des trois conditions

suivantes :
( i ) u fixe un sommet de ̂ .

( i i ) u échange deux sommets voisins.
( i i i ) u induit sur une géodésique de T une translation non triviale.

- Soit S un sous-ensemble de j » » et S le sous-arbre qu*il engendre dans i » . Alors
le fixateur de S et le fixateur de S dans G L ( V ) coïncident, et leur normalisateur dans
G L ( V ) est le stabilisateur de S. En particulier, si S est fini, on a le lemroe suivant
( C S 1 : ) :

Lemme 3.2 :
Un sous-arbre de diamètre fini pair (resp. fini impair) possède un sommet (resp.

une arête) conservé par tout automorphisme.

- Il y a dans G L ( V ) deux classes de conjugaison de sous-groupes qui, module le centre
F*, sont compacts maximaux ; ce sont d'une part les fixateurs des points de l'arbre,
d'autre part les stabilisateurs des arêtes de l'arbre. Ils sont ouverts dans G L ( V ) .

- Soit L un sommet de J . , . - Le sous-groupe Fix L de G L ( V ) agit transitivement sur les
bouts de l'arbre. D'autre part l'espace homogène GL(V)/Fix L s'identifie a l'arbre
TV Dar :

t . ( F i x L ) i——> t Lo o

- Soit JL , L \ une arête de J[ . Le sous-groupe Stab 1 L , L | de G L ( V ) agit aussi
transitivement sur les bouts de l'arbre. L'espace homogène G L ( V ) / S t a b J L , L Â s'iden-^ l ° 1)tifie a l'ensemble des arêtes (non orientées) de j_ par :

t.Stab J L . L , | »———> (t L , t L , l .\ o 1 J l o 1 j

- Dans l'arbre de GL ( F ) on privilégiera souvent les éléments suivants :
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^ La classe du réseau ((ï,^) ̂  FxF, notée L . Son fixateur dans GL (F) est H=F»GL ((5^).

On notera souvent K le sous-groupe compact maximal GL?((5) de GL^(F).

^ La géodésique orientée (L.). y associée aux droites (F,0) eĵ  (0,F) de^ FxF. le som-

met L étant la classe du réseau ( ]ï1 .0 ). Son stabilisateur est le groupe

/F» 0 \ / 0 F»^ ^ ^ élément du type ( a °\ . a. bCF», induit sur la géodé-
Vo F»/ \F» 0 / \ 0 b /

I 0 b \
sique la translation d'amplitude (val a - val b), et un élément du type j

\ a 0 /

a, bCF», induit sur la géodésique la symétrie par rapport à L,^^ ^ ^ ̂  ̂  si

val b - val a est pair, la symétrie par rapport au milieu de l*arête

L L,, , ,.l si val b - val a est impair.
^(val b - val a - 1 ) ' sîval b - val a - 1 ) j

{^ 0 \-Le fixateur de la géodésique est le groupe l ,, l .
V o U /

., L'arête IL ,L,l d e j , dont le fixateur dans GL^(F) est le groupe F»K', où
* —————————— A 0 1 1 ——— J- <-

f .^ ^ \

K* = \ ~ ' j (sous-groupe d'Iwahori). Son stabilisateur dans GL^(F) est le

/ o cy \groupe JK*, ou J est engendre par ) .
V 1 Q ! / \ \[ i^li1 P \

• Les sphères S(L ,i), ie IN» de fixateur F^K.. avec K^ = ^ i^ > ^ j . et de
0 \ f ^ ) /

stabilisateur F'K. / , ^ \

, Les sphères S(L ,L,.i^^). i€ ùj . de fixateur F»K 1 , avec K' = ( 1^ ) ) | . et
0 ' \) ^f )

de stabilisateur JK'.

o) Classification des éléments de GL-(F) par leur action sur l'arbre.

L'action de GL (F) sur les bouts de l'arbre, en bijection a v e c J F ^ ( F ) , donne une

première classification :

Lemme 3'3 î

Un élément de CL«(F) est :

- scalaire s*il fixe tous les bouts de l'arbre J_ .

- régulier hyperbolique s'il fixe exactement deux bouts de l'arbre J^.

- unipotent (roodulo F*), s'il fixe un bout et un seul de^V .

- régulier elliptique s'il ne fixe aucun bout de-r , et si ses valeurs propres
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dans une extension de F sont distinctes.
Il n ' y a pas d'autre possibilité en caractéristique nulle ou impaire. Si F est

de caractéristique 2, il y a de plus des éléments radiciels, qui ne fixent aucun bout
JÎ^LÎ* mais dont les ̂ g111'^ caractéristiques sont confondues dans une extension de F.

Les scalaires sont les éléments du centre F* de G L , , ( F ) , Faction du groupe sur
jse réduisant à une action de GL ( F ) / F * . Les unipotents ont la propriété suivante

(bien connue par ailleurs) :

Lemme 3.^ :
Soit D un bout de J. . Le sous-groupe des éléments unipotents ou scalaires de

GL ( F ) fixant D agit transitivement (et simplement transitivement modulo F*) sur l'en-
semble des bouts de ^ distincts de D.

On utilisera souvent cette propriété sous la forme particulière suivante :

Lemne 3-5 :——— / 1 v\f 1 >%c4(
\ 0 1 / "

Le sous-groupe y \ de^ G L - ( F ) ( m € 2 ) agit transitivement sur chacun des

arcs de sphère de centre L suivants :——.——_—__—__——____-_______ ^ — — — , — -
S(L^,i) - ( S(L^.i-1) n S(L .i) ). i ^1 .

Soit g un élément de G. On note j^ l'ensemble des points fixes de g dans

l'arbre ̂ P , et on pose . , . ,2 ^-L j (a-b)
A (6) = ———ab |

où a et b sont les valeurs caractéristiques de g (i.e. les racines, dans une exten-

sion convenable de F, du polynôme X - X Tr g •»• dét g) et où | x | = q^ x , x^F,

est la valeur absolue de F. Ainsi g est régulier si et seulement si A(g) est non nul

On s'intéresse à présent a l'action sur l'arbre des éléments réguliers de C.

Le cas le plus facile est celui des éléments hyperboliques :

Lemme 3'6 :

Soit g un élément hyperbolique régulier, de valeurs propres a e .̂ b.

(i) jy Z \ (ç) > 1 (cas où a e_l b ont. des valuations d is t inc tes) , alors g n 'a aucun

point fixe dans l'arbre.

(ii) ^ A(g)=q pour un entier k ^0 (cas où 1-a /b a pour valuation k ) . alors^ ————— ———————————— ———
Z est constitue de la géodésique associée aux deux droites propres de g.

et de tous les points à distance au plus k de cette géodésique.
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Pour traiter le cas des éléments elliptiques, il est commode d'étudier direc-

tement l*action de E*, où E est une extension quadratique séparable de F, sur l'ar-

bre TE-

Proposition 3.1 :
Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F, et L la classe

du réseau ^p de^ E. Pour tout entier k \ 1 , l'application :

S(L ,k)————^ Ker N/ .
0 /(1 '*'hE)n Ker N

L l————^u/umod. ^-p^)»

où u € (3^ et (3^-11^ est un représentant de L. est une bijection qui transforme l'ac-
— J
tion de gfcE» sur la sphère en la multiplication par l'image de g/g dans le groupe fi-

Hl Ker N/
/ 0-pg) n Ker N

Le groupe E* agit transitivement sur chacune des sphères de centre L , et sur

l'ensemble des bouts de |p»

Preuve :
Chaque point L de S(L ,k) possède un unique représentant contenu dans (jg et non

dans j3^. qui s'écrit (^^ pour un u € ̂  bien déterminé module (^(l^). d'où

une bijection L l—^ u de S(L ,k) sur 0^ / (^d-]!^). D'autre part. l'application

ui_^ u/u détermine, par le théorème 90 de Hilbert (voir QszJ p .158) . un isoroorphis-

me de groupes de /• / (^( l^t^) sur Ker N / . d'où la première par-
E / E / (uhg)nKer N

fie de la proposition.
Les bijections ainsi définies pour k ^ 1 sont compatibles avec les projections évi-

dentes de S(L .k-,1) sur S(L .k). et de Ker Ny . . sur Ker N / \
0 ° / ( 1 ^ n p Î ^ K e r N / ( I ^ U ^ n K e r N

d'où une bijection de l'ensemble des bouts d e ^ p sur Ker N, transformant l'action de

.30 E* sur les bouts de ^- (c'est-à-dire la multiplication par g dans (P ( E ) 2 1 E * / F * ) .

en la multiplication par g/g dans Ker N. Le théorème 90 de Hilbert affirme que ul—»u/u

est un isoroorphisme de E^/F* sur Ker N. d'où le résultat.

Corollaire 3.'\ :
Soit g un élément régulier elliptique non ramifié de CL^(F). Alors ̂  est une

boule de rayon k tel que Atgïsq^. De plus le sous-groupe (F [g ] )• d^ GL^(F) agit

transitivement sur les bouts de l'arbre ̂ . et sur chacune des sphères de même cen-

tre que ̂ g.
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Preuve :
II suffit de remarquer que A (gîsq'^E0*87^. où EsF [g] est l'extension qua-

dratique séparable non ramifiée engendrée par g.

On traite de manière analogue le cas ramifié :

Proposition 3,2 :
Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, de conducteur d , et L

tion :
(resp. L ) la classe du réseau Op (resp. ? ) de E. Pour tout entier k^O, l'applica"

'/<••)?
-)'

S(L .L .k+s)———>Ker N / ^
0 1 /(up^HKer N

L 1———^u/umod. (I+Û^),

^ uC E* et (y\l-•p2k+valEU est un représentant de L. est une bijection qui transforme

l'action de g€ E* sur la sphère en la multiplication par l'image de g/g dans le groupe

f^ni Ker N / ,
/ (up^-înKer N

Le groupe E* agit transitivement sur chacune des sphères s(L ,L,,k^), k> 0. et sur—————— —————^———————————————————————— o 1
l'ensemble des bouts de | p.

Preuve :

C*est la même que celle de la proposition 3 . Î » puisque le théorème 90 de Hilbert

affirme, là encore, que l'application u|—^ u/u est un isoroorphisme de E*/F* sur Ker N.

Cet isomorphisme passe aux quotients en un isomorphisme de E^/F^ 1-»- p ) sur

yn^h^nKer N'
Ker N / , , . .

/(^}^^+d)nKe^ N

Remarques : (E extension quadratique séparable ramifiée de F, de conducteur d)

1 ) On a pour k > 1 : 0"(^h^) = (?•( l^^'1'1 ).
/ •»»

et pour k ^ O : ( l^^21'"1 )0 Ker N s ( uR^^n Ker N.

2) Le groupe Ker N est contenu dans 1--hp~ » et 1® quotient

Ker N/ ^ est isomorphe à Z 12TL. la surjection u»—>u/u de E*
/ Ker Nn(U 0°)

sur ce quotient pouvant se lire u(—^( -1) a E". de noyau F * ( 1 - » p ). Pour

ces propriétés, voir["S2j , chapitre V.S3.

3) Un point L de S(L .L-.k-i), représenté par le réseau Uu-P^^^E". est du
0 1 ) L

côté de L (i.e. d(L,L )sk) si val-u est paire, du côté de L, (i.e. d (L .L , )=k )o o E 1 «
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si val u est impaire. La sphère S(L ,L,,k-»-i) est ainsi divisée en deux moitiés,

conservées par l'action de F^d+p ), échangées par celle des éléments de E»

de valuation impaire ; ces deux moitiés correspondent aux deux classes du grou-

pe Ker N / . module Ker N n d^) y \ .
/ Ker N O d + P 2 d) / ' /Ker NUd+p2——)

Corollaire 3.2 :

Soit g un élément régulier elliptique ramifié de GL-(F), et^ d le conducteur de

l'extension quadratique séparable ramifiée F [^g] qu'il engendre. Le sous-groupe

(F [g] )• ̂  GL (F) conserve une unique arête 1 L,L^ de ^ , ̂  A (g) ne peut pren-

dre que les valeurs suivantes :

- A(g)=q^ ( d ' "1 ) . Alors ^g est vide, et g échange L et L'.

- ACg):^"^"2^. pour un entier k ^ O . Alors ^^BCL.L'.k^).

De plus le sous-groupe (F ^g J)• agit transitivement sur chacune des sphères

S(L,L' ,k-4), k>0 . et sur 1 ' ensemble des bouts de ̂  .

Preuve :

On a Atg^q-^E0-^, où E=F [g3 .

Pour établir en III la formule des traces que l'on a en vue, on aura besoin de com-
parer les ensembles de points fixes f et ̂ V' , lorsque g est un élément régulier de
GL^(F) tel que g soit aussi régulier. Nous allons le faire maintenant :

Proposition 3.3 :
( i ) Soit g un élément hyperbolique régulier de GL ( F ) , dont les valeurs propres

sont des puissances n-ièmes de F. Il y a exactement n classes module A^ ( F )i —-————«__«««_—• " " • ———————————— —i—————————i— y n
d'éléments h de^ GL ( F ) vérifiant h^g. De plus :

a ) jy. z est vide, alors ̂  est vide pour tout h tel que h =g.
b ) î ̂  est une géodésique, alors ̂  est la même géodésique pour

tout h tel que h sg.
c ) ̂  ̂  est constitué d'une géodésique et des points à distance infé-

rieure ou égale à k (k entier \ 1 ) , alors il y a une et une seule
telle classe d'éléments h vérifiant ^ =j_ » pour les autres classes,
l'ensemble des points fixes est réduit à la géodésique.

( i i ) Soit g un élément elliptique de G L ^ ( F ) . tel que g" soit régulier. Soit E
l'extension quadratique séparable engendrée par g dans M ( F ) . Alors :

a ) Si n est impair, g e_t g ont mêmes points fixes dans l'arbre.
b ) Si n est pair, deux cas sont possibles :
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- ̂  g/g y ^UE^ ' alors 8 .et 6" ont mêmes points fixes dans
l'arbre.

- jâi 8/6 = -1 L^v] * alors 6 n'a qu'un point fixe si E est non rami-

fiée,et aucun point fixe si E est ramifiée. L'action de g sur l'en-

semble des points fixes de g" est une involution.

Preuve :
———— n n \

(i) On se ramène à l'étude des points fixes de g s a ) , a, bC F* et de
0 b";

v(1 :)-i6^
On a A(g)=q-v a l ( 1-a n / b n ) .^ (h^ )-q-val(1 - ̂  /b ), et il reste à remarquer que si

val( 1 - a^b^sk > / 1 , il y a un unique | e A tel que a Ï /b C I+P^ et ai / b € 1--Ïç & ) ° / " >° 7 ^ /
pour f i f . O n fait alors usage du lemme 3.6.

(ii) Grâce aux corollaires 3 .1 et 3.2, il suffit de comparer A (g) et A(g"),

c'est-à-dire val ( 1 - g/g) et val ( 1 -(g/g)").

- Si g n'a aucun point fixe (cas ramifié) ou un seul point fixe (cas non rami-

fié), il en est également de même pour g.

- Si val ( 1 -(g/g) )=k, avec k ^ l dans le cas non ramifié, k V d dans le cas ra-

mifié, alors(g/g) appartient à 1 + p , qui est formé de puissances n-ièmes.
6 V^k - ( -II existe donc F dans U . et a ^Np» te^3 q"® 6/6= ( a. Puisque g/g est de

norme 1 , on a <t = ^ 1 .

- si i = 1 (seule possibilité si n est impair) alors g et g" ont mêmes

points fixes.

- si Ç =-1 (donc n est pair), alors g/g = -1 LR^J .

L'action de g/g sur les groupes Ker N / ^ . avec 1 ^ i ^ k , est donc la multi-
/ Ker N n d ^ P ^ )

pllcation par - 1 , d'où le résultat, en utilisant les propositions 3 . 1 et 3.2.

Renarque :

Si l 'extension engendrée par e, est ramifiée, on a g/g K -1 [_>T J si et seule-

ment si val^ est impaire.

Pour terminer, disons quelque: mots des éléments radiciels, qui n'apparaissent

qu'en caractérisliqje r. Un lel cl^npn*. a pour polynôme caractéristique X -a, où

a€F*-F* , et ses valeurs caracten si iqups sont confondues dans l 'extension F [^/S J ,

non séparable.De tels éléments ne sont pas réguliers, et n'interviendront pas dans

la suite. Quant a leur comportement, sur l 'arbre, ils agissent comme une symétrie

par rapport à un sommet ou au milieu d'une arête.
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I.2». LES REPRÉSENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE G.

a) Définitions.

On s'intéresse ici aux représentations de '5 dans des espaces vectoriels complexes
•̂

qui ne proviennent pas d'une représentation de G (via la surjection G———»-G), ni

même d'une représentation d'une extension intermédiaire deG par un sous-groupe pro-

pre de A^ (F) : dans une telle représentation, le noyau A (F) de la surjection

(f———^G doit opérer de façon injective. Pour simplifier les notations, on fixe une

fois pour toutes un isomorphisme de /À (F) sur AA (Œ ), par lequel on identifie lesy n / n ^^
deux groupes, parfois notés simplement Â4-. Une représentation T de G, ou d'un sous-

groupe de S" de la forme î, sera dite spécifique si T(g,T ) =^T (g ) pour '? € iA^.geG.

Précisons maintenant quelques définitions. Soit G un groupe localement compact totale-

ment discontinu. Les notions de représentation lisse, admissible, de G, et de représen-

tation contragrédiente sont définies par exemple par P. Cartier dans [Cr "L Si T est
v ^

une représentation lisse de G dans un espace vectoriel V, et (T ,V) la représentation

contragrédiente, les coefficients de T sont les fonctions de G dans (L définies par :

c^ v^ = ^ ̂  ̂ ^^ • pour v € v^ v € v et K€G9

Une représentation T de G sera dite supercuspidale si elle est admissible, si le

centre Z de G opère par homothéties, et si les coefficients de T sont à support compact

module Z ( j^Cr"]).

Enfin une représentation de G dans W sera dite irréductible si elle est algébri-

quement irréductible, c'est-à-dire si W n'a aucun sous-espace vectoriel propre invariant

par G.

b) L'induction.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, soit H un sous-groupe

ouvert de G, compact modulo le centre de G. et TT" une représentation lisse de H dans

un espace vectoriel V. On appelle représentation induite (compacte) deTT à G, et on

note ind TT (notation standard) ou T^ (notation souvent utilisée ici), la représenta-

tion de G par translations à droite dans l'espace W des fonctions f de G dans V véri-

fiant les deux conditions suivantes :

- f est localement constante, à support compact modulo H.

- f(hg) =T Î (h ) f (g ) pour tous h & H . g€ G.

On a ainsi (T^(g) f ) (x) s f(xg). pour x. g € C et f £ W .
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La représentation T^ est lisse, et tout coefficient deÏT' , prolongé par 0 sur

G-H, est un coefficient de ind0 TT (cf H. Carayol.fd 1 ).

Pour g€G, on définit une représentation TT g du groupe g" Hg par :

TT^x) sTTCgxg"1). xCg^Hg.

On a le critère d'irréductibilité suivant (H. Carayol, ["Cl]) :

Proposition 4.1 :
»

Si ̂  est une représentation lisse irréductible de H, sous-groupe ouvert et

compact modulo le centre de G, et si pour tout g é G-H, les restrictions de T e^

TT6 a_ H = Hng" Hg sont disjointes (i.e. Hom (TT ̂ s) s 0), alors la représentation

ind^ Tf est irréductible. g
M ^"™—

H. Jacquet a montré dans ^ J J que toute représentation lisse irréductible d'un

groupe réductif p-adique était admissible. Au lieu d'essayer d'adapter sa démonstra-

tion au groupe métaplectique, on utilisera le critère d'admissibilité suivant :

Proposition 4.2 :

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, de centre Z.

Soit T une représentation lisse irréductible de G, de caractère central \ , telle que :

1° ) )[ peut se prolonger en un caractère de G.

2°) Au moins un coefficient non nul de T est à support compact modulo Z.

Alors T est admissible supercuspidale.

preuve :

L'hypothèse 1 ° ) permet de se ramener au cas où j[ est unitaire, en tordant T

par l'inverse d'un prolongement de |)L| à G.

Soit W l'espace de T, et g \——^ ^a, T(g)v \ un coefficient non nul de T à support
» y vcompact modulo Z (ou g € G , ac W et v € W ) . Supposant \ unitaire, on définit sur W une

forme hermitienne définie positive et invariante par G en posant (cf [~JL~| . proposition

2.20 ) : /

< v , w > = J ^ a, T(g)v) / a . T (g)w^ dy. v .w e W

^ Z / G

Cette intégrale a un sens, car tous les coefficients ^ a, T(g)v^ pour v £ W sont a

support compact modulo Z : l'irréductibilité de T entraîne que W est engendré par les

T(g)v , g € G . Le même argument, lié au fait que T est lisse, montre que ^.v,v'> > 0

si v^O. La représentation T est donc préunitaire, et en utilisant les résultats de

Harish-Chandra (^HCJ. corollaire du théorème 2, ou théorème 3) on voit qu'elle est

admissible. Alors la représentation contragrédiente T est. comme T. admissible et irré-
v ^

ductible, et son espace W est engendré par les T(g)a. g€ G. On en déduit que tous les

coefficients de T sont à support compact modulo Z. donc T est supercuspidale.
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Résumons maintenant ces résultats sous la forme qui nous sera utile pour la suite

Théorème ^.3 :

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, unimodu»

laire, et Z son centre. Soit H un sous^groupe ouvert de G, contenant Z, et compact

modulo Z, ^et Tf une représentation lisse irréductible de H vérifiant les propriétés

suivantes :

1 ) \/ g€G-H, les restrictions de TT et TT5 à HUg^Hg sont disjointes.

2) Le module | j[ | du caractère )[ de_ Z tel que Tf (z) = Y (z).Id pour z6 Z, jse^

prolonge en un caractère de G.

Alors la représentation ind TT ^e G est irréductible admissible supercuspidale.

Remarque :

Nous appliquerons ce théorème aux groupes GL (F) et GL (F) pour lesquels la

condition 2) est toujours vérifiée:

un prolongement est donné par g (ou (g,T ))i___^ (X^®1 6)| •
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II. CONSTRUCTION DES REPRÉSENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE G

11.1. SOUS-GROUPES REMARQUABLES DU COMPACT MAXIMAL STANDARD (cf F G K " j )

Soit E une extension quadratique séparable de F, plongée dans M (F) de l'une des

deux façons suivantes (qui ne diffèrent que d*un automorphisme intérieur de G, par le

théorème de Skolem-Noether) :

a) On choisit une base de E sur F et on écrit la représentation régulière gauche

de E* dans cette base.

b) On se donne a priori E* comme sous-groupe de GL«(F).

Le groupe G agit sur E», dans le cas a) de façon évidente (E* s•identifiant à

FxF- ( OJ par choix d'une base), dans le cas b) de la manière suivante : on choisit
J -1 - , 2un élément 0' de G vérifiant <r x (T = x (conjugué de x) pour x 6 E*, et (T sid (l'exis-

tence d'un tel v est assurée par le théorème de Skolem-Noether pour la première con-

dition, et par conjugaison du cas a) pour la seconde ; un tel (Test déterminé à Ker N .p

près) ; alors M (F) apparaît comme somme directe E ® (T E, les éléments de (T E étant de

trace nulle, et G agit sur E* par (u -» -<Tv ) ( x ) = ux+vx. xeE* . u , v€E, dét(u-»> rv)^0.

Dans l'une ou l'autre de ces situations, on définit les groupes suivants :

U = | g € G / val-g(x) = val-x pour tout x 6 E * }
l r E- E j l

A*(m) = j g € U / val-(g(x)-x) ,̂ m-t-valp.x, pour tout x€ E* V , pour ro^ l .

Proposition 1 . 1 :

a) Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F. On suppose E* plongé

dans GL (F) de telle sorte que l'arête de l'arbre de GL (F) conservée par E*
{ \soit l'arête standard j L ,L, {, . Alors :

————————————————l ° 1 ) ————

U = K * = l V J \ . A » ( 2 m ) = K' = [^ J si m >, 1 .[v y l a \r 'r/
( i. m-t'1 'h m<»-1 \

et A » ( 2 m * 1 ) = K" = ^ -r , si m\0.y ^m.ll ^

l / \ -1
(Remarque : K" est le groupe engendré par K , et [ \ K 1 )

m.1 ^ ^ m-1 \ 1 o )

b) Soit E une extension quadratique aéparable non ramifiée de F. On suppose E*

plongé dans C de telle sorte que le sommet de l'arbre de G fixé par E* soit le

sommet standard L,.. Alors :

/ -l, m -h m \
U = K -- GL^). A^rt = K^ = ^ J" pour m> ,1 .

[ î ^ J
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Preuve :

Elle s*appuie sur les résultats du 1.3. Remarquons que les hypothèses faites ne

sont pas restrictives : une extension ramifiée (resp. non ramifiée) conserve une uni-

que arête (resp. sommet) de l'arbre, et on peut se ramener par une conjugaison au cas

où cette arête (resp. sommet) est ï LQ,L^ (resp. Lç).

a) On a K' s l g€G/gAo=AQ et gA -A^ pour tous réseaux A ̂  e tA^ représen-
* tants de L^ et L ^.

Si m^l . K^ = ( g€G/ (g-I) A^C T^ A^ et (g-I)A^ cT? ^ A^ pour tous représentants
m 1 A ^ A ^ e t A ^ de l^e t L \ .

Si m>,0. K" = ( g € G / (g-DA.cJ^A et (g-I)A .C^^A^ avec 1 i.j ( = 0 . 1 ,
l - i A ' A ^ A A A Ïpour tous représentants .A et A. de L^ et L vérifiant ÇT.A^cA.cA^ ^ .

Il est; clair que les conditions demandées pour l'appartenance à K * » K^ ou K^ sont

vérifiées pour tout choix des représentants A p et A ^. si et seulement si elles le

sont pour un choix particulier, par exemple (7g et l g. Or les définitions de U et

A^dn) peuvent s'écrire : .

U s ( g6 G / (g-I)O^ = (̂ g et (g-Dje =Jî g ^

A^m) = j g € G / (6-1)0^ 1^ et ^^^E0^^1 l ' n>'1 c.q.f.d.

b) La démonstration est semblable. J

II faut maintenant préciser la structure de A^dn) (pour ce qui suit, voir [^GK J).

Soit H le fixateur de la trace de E sur F : H = | g 6G / Tr g(x) = Tr x pour tout x£ E* | .
( i lAlors H s } 1 - ( T - 1 ) x / x£ E. Tr x i 1 j . Posant pour x€ E. avec Tr x i 1 , h (x )= 1^ ( CT-1 )x.

les éléments h(x) vérifient les relations suivantes :

dét h(x) = 1-Tr x

h(x)h(y) = h(x-»-y-yTr x) = h(y^yx-xy)h(x) s h(yx-xy)h(y)h(x)

h(x)"1 s h( 'x )
1- Tr x

De plus, tout élément de G se décompose de manière unique en produit t h (x ) . teE*.

h (x )€H. et :

t h(x) = h( x ( 1 ^ j ( t ) ) ( I f x j t t ) ) " 1 ) t ( I^J(t)x)

x N(x)
h(x) t = t ( 1 - ———— j(E) )' h(x(UJ( î ) ) < ———— J(E) ).

1-Tr x 1-Tr x
î

où tC E*. et j ( t) = - - 1 .
t

Soit d le conducteur de E si E est ramifiée (i.e. d=valp( f- g) pour toute uniformi-

sante o d e E), ou dsl ai E est non ramifiée. On pose, pour m^l :
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H(m) = u«r-1)j3^1 .

= | h(x) / x cjT g^1 . 1-Tr x c ̂  l .

La décomposition avec unicité de 1 écriture G=E*H induit les décompositions :

et H(0) = HUU = l h(x) / x €~ff p^1 . 1-Tr x € (7^

A^dn) = (1^}"î) H(")» Pour m^l , et U = 0^ H(0).

Lemme 1.2 :
a) Pour tout h ( x ) € H . et tout r € M , on a :

hCx)" * = h(x ̂  (-D^1 f (Tr x ) 1 " 1 ) .
i=1 r

b) Pour m ^1 , tout élément de A* (m) s'écrit sous la forme u^x)", avec u £ ^Ïp»

h(x) 6 H(m).

Preuve :

a) s'obtient facilement par récurrence.

b) L'élévation à la puissance n-ièroe est un isomorphisme de l-'-Ïp sur lui-même

puisque (n ,p)=1 (Lemme 1.2.2). Reste à résoudre, pour h(y)€'H(m) : h(y)=h(x) avec

h (x )6H(m) . L'égalité des déterminants donne 1-Tr y s (1-Tr x)". ce qui détermine

uniquement 1-Tr x dans 1 ̂  "h r^ J ou If'h"1 (selon que E est ramifiée ou non) pour

la même raison que ci-dessus. Posons u=Tr x et

^ ( ^ - £ ( -D^C^ " 1 •
* / i=1 n /

Puisque ^( / J l) est- congru à n module "h . il appartient à y* , et x est déterminé par

x ^ ( ^ ) s y. (On vérifie aisément que Tr x=N.) c.q.f.d.

Proposition 1 . 3 ;

Soit E une extension quadratique séparable de F. e^ E" C CL (F) un plongement

tel que E* conserve l 'arête standard dans le cas ramifié, le sommet standard dans le

cas non ramifié. Alors :

a) Les sous-groupes U e^ A * ( œ ) de_ G sont normalisés par E* et U.

b) Le sous-groupe de U engendré par lea puissances n-ièmes des éléments de U est

normalisé par E* dans G.
^ ^ ^

c) Pour m ^1 , le normalisateur dans G du sous-groupe A " ( m ) de G est E*U.

Preuve :

a) est clair.

b) Le cocycle 6 étant trivial sur U (proposition 1 .2 .5) . on note encore U le
i l ) ^

sous-groupe ( ( u . 1 ) . u € U | de G. Le résultat découle de l'égalité suivante :

29



C. BLONDEL

pour tous x € E 1 1 , u CU. on a : ̂ u^"1 = xu^"1. où l'on note 'x=(x, 1 ).

Pour l'obtenir, on remarque que u"^" (car 6 est trivial sur U), d'où

A-1 . (îar1)". v

D'autre part, on a (prop. 1.2.1 c) :

(xsr1)" = (xux^)". ^-^
Enfin E» normalise U dans G, donc xux"1 appartient à U et (xux"1)" = (xux"1)". C.Q.F.D.

c) provient de b) et du lemme 1.2.

Proposition 1 . ^ :

Soit m ^ 1 .
a) Le groupe CÎE^Hdn)) des commutateurs de E^Htm) est contenu dans A ^ C r n ) .

b) Le groupe des commutateurs de E^Hdll) dans ? est (CCE^Hdn). 1 ) contenu dans A^dn).

c) ̂  u €E». h(x) éH(m) , alors uh(x)" est congru à^nTx')" modulo OÎE^^m)) .

Preuve :

a) provient immédiatement de la proposition 1.3.a).

b) provient de la proposition 1 .3 .c ) et du fait que E*" est commutatif (proposi-

tion 1.2.8) : le commutateur Cî^hîx) ̂ "hty) ), avec u.veE», h(x) ,h(y) € H(m) , se trans-

forme aisément en produit du commutateur (îî ,v ), trivial, et du commutateur

(u h(x),v h(y)) dans G.

c) On a unïî)" = (uhïx'))" = Ti(nîx')TÎ)hTx) ... 'ûhT?). Or n?xVu'=uh7x') c, où

c = h(x) tf" h(x)Ï = (h(x)~ u~ h ( x ) u , 1 ) appartient à C(E*H(m)) , qui est contenu dans

A ^ C r o ) donc normalisé par Î^Htm). On a donc cnT?) (îhTx^) î""2 = îîTx') ('uhTx')n"2ct . où

c* CCtE^Hdn)). En itérant, on obtient le résultat.

Remarque 1. 5 :
Lorsque p est impair, on peut choisir tout simplement E = FL ô 3 • avec

î - { 0 a

1 0
et :

- dans le cas non ramifié, a est une unité de F*, et n'est pas un carré.
- dans le cas ramifié, a est une uniformisante de F.

La classe de a module les carrés de F* détermine alors E à F-isonorphisroe près.

Pour <T = ( 1 » alors H est le groupe ( ^ :
\ 0 -1 / \ F F" /

: ^ ) = ( 1 ° )
\-2y 1 -2x /

on a h(x-»-y

30



11.2. CONSTRUCTION DE LA SÉRIE RAMIFIÉE.

Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, telle que E^cGL^CF)

conserve l* arête standard | L-.,L \ de l* arbre. On va construire la série supercus-
•̂  l » "̂"'n

pidale ramifiée de G à partir de certains caractères des groupes E* H(m), m^l . Pour

cela, on commence par étudier les caractères spécifiques de E* . On note 5 une uni-

formisante de E, vérifiant J" =3T (uniformisante de F) si n est pair. On note E.. le

sous-groupe des éléments de E* de valuation paire, i.e. F * ( 1 + H p ) .

Proposition 2.1 :

1 ° ) L'application x»—^ (x^sîx")" ) est un horaomorphisme. de noyau U (E) ,
y^ ^n / "

de E* dans E* si n est impair, de E- dans E* ĵ. n est pair.

Si n est pair. on a ( J ",s( l V1 )2 = (-1 î^-1 ^JT2"^ î2")-1 ).

Dans tous les cas, on a s(x ) = 1 si x&E* est de valuation paire.

2°) A tout caractère Y de E* trivial sur U (E), on peut associer un caractère————————^——^— ———————— y n
spécifique Y ûe_ E* en posant :

a) n impair : 7 (x'^.sîx")"1 ) = J((x) pour x&E»

b) n pair : ̂  (x^stx")"1 ) = )( (x) pour x^E^

^r^ïV1) = 6(X))((^ avecg()L)2 = (-D^^.

On obtient ainsi, si n est impair, ou si n est pair et si J^(——>• g,( )L ) est

donnée, telle que .̂ ()L ) ne dépende que de la restriction de \ a^ E-, une

bijection de l'ensemble des caractères de E* triviaux sur ^ (E ), sur—————————————————————;—————————^ ———————— ) n ——
l'ensemble des caractères spécifiques de E* .

Preuve :

1 ° ) Remarquons tout d'abord que l'on a montré un résultat voisin dans la pro-

position 1.2.8, et l'on aurait pu songer à poser J(.(x) = J((x ) si x ^ E* et n im-

pair, ou si x f iE et n pair. Il se trouve qu'une telle définition ne conduit pas

au résultat de correspondance voulu (cf III.^).

Il s'agit de montrer que l'on a :
, , / n n, , n , , n . . n n , - 1 , , n n,B ( x .y ) = s (x )s (y )s (x y ) . i.e. d ( x .y ) = 1 .

pour n impair et x . y € E * , ou n pair et x , y € E.. . Or si x est de valuation paire.

alors x"€ F^t 1^Tl,JC F"" ( ' . F î \ (cf Proposition 1 1 . 1 . 1 ) . donc s tx " )^ . Par laJ V (? 1 - } /
proposition 1.2.5, le cocycle 6 est trivial sur F* CL ((^). donc :

fl (x ,y ) = 1 s s ( x îsîy '^stx '^y")" si x et y sont de valuation paire.
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Dans le cas impair, il suffit alors (en utilisant la propriété (Passociativité des

2-cocycles) de montrer que »< (\ ,x ) s c(. ( S , u ) = 1 si ̂ est une uniformisante

de E et x € EQ . C'est une vérification facile, en utilisant le fait que - 1 ^ /JL »

que x" = ^ " 1 ^ f\ . A C F » , (S 6J1 .ïeO^^e l^hcO^". et que 5 n est de la
V » o '

forme/0 fflT i(n+1)! u, avec u é K' .

\,yi("-1) o l
Dans le cas pair, il reste à montrer que :

^".X^")-2 - (-l)^-1^2")-1 -. (-D^-^ i.e. que

««r.F) . (-D^-11.
Or ,\" z/a'4" 0 \ . donc :

\ ° S^l

•v" ar "
^(S"^")^^ —— ) = (^".-1) = ((-l)^)^-1^" = (-D^^^. C.Q.F.D.

ar^ ûr^
2°) Clair par 1 ° ) .

•

Rappelons maintenant quelques définitions et résultats fondamentaux de |̂  GK J

(chapitre V) :

Le groupe des commutateurs de H(m) est N(m) s 1 f ( < r - 1 ) ( î - ^)tf m•d'>•1

= H(2m)n N

= H(2m+1)nN.

Une représentation de degré 1 de H(m) est triviale sur N(m). On montre qu'elle s'induit

à H en une représentation irréductible ne contenant aucun vecteur fixe par N, si et

seulement si elle n'est pas triviale sur N(m-1) .

Définition 2 . 2 :
Un caractère de H ( m ) (resp. E^Hdn). resp. E* H ( m ) ) est dit non dégénéré s'il est

non trivial sur N ( r o - 1 ) .

Puisque N(m) s H(2m)nN. tout caractère fn de H(m) est produit d'un caractère m

de H(m) trivial sur H(2œ), par un caractère du déterminant. Mais H(m)/H(2m) est

isomorphe à Ï ""^^/l 2ro-d*1 via l'application h( t )>——»t ; ainsi m s'identifie à

un caractère de p p ^ trivial sur p m"" ^ . Le caractère^ est non dégénéré si et

seulement si T\ ^ est de conducteur 2m-d-*-1 exactement.
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Lemme 2.3 î
1°) Soit Q un caractère de E*, e^ ftn un caractère de H ( m ) ( m ^ 1) :

m(h(t)) = /nQ(t)Yd-Tr t). te'b^1.
o^ f^Q est un caractère de J '̂*'1 trivial surjl210"^1. e^^ un caractère
de. * • Alors 9»^ est un caractère de E^Hdn) si et seulement si :

OCfoNr^Uy^^y) = 1 pour tout 1^°

2°) Pour qu'un caractère de E* se prolonge en un caractère non dégénéré de

E^Hdn) ( m ^ 1 ) . il faut et il suffit que :

a) sri m( d, ce soit le relèvement (via la norme) d'un caractère de F*.

b) sj^ m^d, son conducteur relatif soit 2(m-d-»-1).

Théorème 2.4 :

Toute représentation de G induite par un caractère non dégénéré de E*H(m)

( "^D» est irréductible admissible supercuspidale, et son degré formel pour la

mesure de Haar sur G/F* qui donne à E^K* /F* la masse 1 est q^^^q-l).

On étudie à présent les caractères spécifiques de E^Hdn) (m> 1 ) :

Lemme 2.5 :

Soit^ un caractère spécifique de E* . et rf) un caractère de H(m)

^ (h( t ) ) = ^(t)rn-Tr t).

où T" est un caractère de F» e^ m un caractère de II n'd'('1 trivial sur 1 2m-d->\ Alors

^(^"hCx)) = ^ g^ î y th î x ) ) . UCE». h(x)^H(n).

défini.t un caractère spécifique de E^HtB) si et seulement si sa restriction à

(3^ H(m) est prolongeable en un caractère de E^Udn), c'est-à-dire si et seulement si :

'Q . (•roN)""1 ( 1 ^ x J ( u n ) ) ^ (x j tu " ) ) = 1

Pour h(x)6H(ra) . uC E* (où J(u") = ^"/u" - 1 ) . Tout caractère spécifique de E^HCc)
est de cette forme.

Preuve :

La spécificité étant assurée, il faut avoir :

8ru")m(h(x)) = ï 9^^) '5(h(y)) si'u"hTx) = f nî^)'v".

De l'égalité î h(x) sî hT^)^". on tire d'une part u"h(x) s hCy îv " , d'où

v" s u"( ^fj(un)x). et d'autre part hTT^hTSo'u'"" s 'rV^îr". soit (proposition 1 . 3 )

^"u-" = (htyî-^^txîu'".!) = (l.xjîu").!).
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Inégalité à obtenir devient alors :

(Ïd-xjCu")) = <T9(h(x)h(y)"1).

égalité équivalente, comme on le voit facilement, à celle de la proposition, qui est

exactement la relation de compatibilité pour les caractères de E^Hdn) (cf ^ GK ]).

Remarque :

ai n est impair, alors l'application xf——»x est un isomorphisme de

Ker N sur lui-même. Les éléments j(u") et j(u), pour u£E 1 1 , décrivent donc le même

sous-ensemble de p ~ , et la condition donnée s1écrit :

^(roNÎ'^l^yî^Cy) = 1 si ycl^.

ce qui signifie que J( est obligatoirement trivial sur les commutateurs de E^Hdn).

^ n est pair, alors val- j(u )^d pour u£ E*, (cf 1 .3 .3 )» et la condition

s'écrit :

6 (roNr^Uy)^ (y) = 1 si Y^ Ï^ 1 -

On aura besoin par la suite de supposer de plus J( trivial sur les commutateurs de

E»H(m).

Proposition 2.6 :——————————— ^ ^ ^
A tout caractère spécifiQueÏ de E* H (m) ( m Y 1 ) trivial sur les commutateurs

de^ E*H(m), on peut associer un caractère X d®. E*H("i) en posant :

a) n impair : ̂  (x) = ^(x'^.sCx")"1 ) pour x ^ E ^ H Î m ) .

b) n pair : J(x) = ^".stx")'1 ) pour xCE^Htm) .

J((^) = Ê t î î J t r ' . s C ^ ) - 1 ) . avec 6 (Ï )2 = (-D^-^.
•s^

On obtient ainsi, si n est impair, ou si n est pair et s:, ç (}C ) ne dépend que

de la restriction de X à E^H(m), une bijection de l'ensemble des caractères spéci-

fiques de E* H(m) triviaux sur les commutateurs de E*H(m), sjr l'ensemble des carac-

tères de E*H(re) triviaux sur JUL(E).—————————— ——————————————— y p ^

De plus,Y est non dégénéré si et seulement si J^ l'est.

Preuve :

La restriction de )( à E* est un caractère par la proposition 2 . 1 .

D'autre part. pour m ̂  1 . le groupe H(m) <?st contenu dans ( T ^ ) (cf 1 1 . 1 . 1 ) .

V ff ^1
donc le cocycle ft et la fonction s sent triviaux sur H(m) d'où, pour h(x)€. H(m) :

X^x^ .sChîx) " ) " 1 ) = y C h C x ) " ^ ) ^Yth tx î . l ) ] " .

et la restriction de [̂ à H(n) est un horoomorphisoe. De plus l'application :
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N ( m - 1 ) / N ( m ) — — > N ( m - 1 ) / N ( m )
h(x) »——^h(x)"

est un isomorphisme car (Lemme 11 .1 .2 ) h(x)"=h(nx) si Tr x = 0. et val n = 0. Le carac-

tère J^ de H(n) est donc non dégénéré si et seulement si }[ l'est.

Il faut maintenant montrer que l'on a bien :

^(u^sCuV^JChîx)",!) s j ((uhtxn^s^uMx))")'1),

pour uCE» et h ( x ) € H ( m ) si n est impair, pour uc E et h(x)é.H(m) si n est pair.

Or, d'après la proposition 1 1 . 1 . 4 , on a :

J^uîiïî)") = Î^Xî îTx)") , car

un^D" = •tfVrîAa.l) avec aCA^dn).

Posant ^"sCz",^ (2 )s (2 " )~ 1 ) (cf Lemme 1.2.9). on a donc :

^(uh(x))s((uh(x))V1 = /(uîs^V^u^Mx^a).

soit : ^(uh(x)) == ^(uX^u'^hîx^a) (car (uh(x) ̂ uVx^a. et s (h(x) "a)=1) .
D'autre part :

^(ufKxn^auMxn^s^uMx))")"1) s •[(u^u^sîuVîJ^hÇx)".!).

Il ne reste donc plus qu'à montrer que ^(u^k)^ si ké-A^dn), et u é E* si n est impair,

u6 EQ si n est pair. ce que l'on vérifie exactement comme dans la démonstration du

lemme ^.2, en utilisant le fait que A^dn) est contenu dans ( 1 ^ rP \ et que 1 ^

est formé de puissances n-ièroes. \ (7 l̂

ne dans la démonstration di

( ̂  J \ et que ̂

\ (7 ^1 -1

Enfin, la trivialité de J( sur les commutateurs de E^Hdn). contenus dans A^dn),

assure celle de J . Ainsi )̂  est bien un caractère de E*H(m) : la relation de compa-

tibilité donnée en 2 .3 .1 ° ) équivaut à la trivialité sur les commutateurs de E^Hdn)

puisque si vh(y) = h(x)u. on a vh(y) = u o ( h ( 6 ) h ( x ) . où o< h( 6 ) est le commutateur
-1 -1 »» T

u h(x)uh(x) . Il faut remarquer que l'hypothèse j trivial sur les commutateurs de

E^Hdn) (toujours vérifiée si n est impair) sert effectivement à la construction de J^ .

L'application X'——>-J est clairement injective (sous les conditions données

pour E . ( X ) ) . De plus. étant donné un caractère ^ de E*H(m) trivial sur /^-(E).

décomposé en j[ s 9 '^n comme dans le lerame 2 .3» on peut lui associer, par la proposi-
î? n ^^tion 2 . 1 . un caractère spécifique Q de E* . et un caractère m de H(m) :

m (htx)" . ! ) = W ( h ( x ) ) .
^ " J / ^

Posant alors JC s Q .m. on vérifie aisément que ̂  est un caractère spécifique de

E* Hdn) trivial sur les commutateurs de E*H(re) (cf Lemroe 2.5). Par les formules de«•«̂
la proposition 2.6, on associe alors à Y un caractère de E^Hdn) qui a mêmes restric-

tions à E* et à H(a) que J[ . donc est égal à ï , ce qui donne la surjectivité.

C.Q.F.D.
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Théorème 2.7 :————— ^ ^\^
Soit J un caractère spécifique de E* H(m) trivial sur les commutateurs de

E^Hdn).
^^ -^

1° ) La représentation induite à E*H(n) de J est multiple d'une unique représen»

tation spécifigue irréductible Tf (}( ) de EIIH(m). Le degré de Tf ( )( ) est

n, et sa multiplicité dans l'induite est n également. Le caractère de Tf ( )^)

est nul en dehors de E* H(m), et vaut :

Tr TI^X^^ = nÏ^ ^ gCE^Hdn).

^ ^w ^/
2°) Si jf est de plus non dégénéré , la représentation T(JC) de^ G induite par

Tf(Ï ) est spécifique irréductible admissible supercuspidale. Son degré
- — _ — — ^ ^ " ^ n — ^ ^ ^—e*

formel pour la mesure de Haar sur G/F* qui donne à E^'yF* la masse 1

est nq^q-l).

Preuve :

1 ° ) Le résultat découle de la construction standard d*Heisenberg ; il suffit d*établir

les points suivants :
^n 2 '^a) E* H(n) est distingué d*indice n dans E*H(m), le quotient est commutatif,

isomorphe à E^/E»".

En effet, la proposition 1 . 3 - c ) assure que l'application :

Ê^Hdn) ___^E^/E*"

(uh(x). î )i——> u

est bien définie, et est un homonorphisme, de noyau E^Hdn).

b) Inaction de E*H(m) par conjugaison fixe ï .

En effet, avec les notations de la proposition 2.2, on a, pour u et v6 E* :

Q(ïvV1) s ©ij"^")^ s ^^"J (^ûP- Ï-2^)
\ (îihîx)TT1) = ^ (uhCxïu '^Cx)" 1 )^ (h (x ) )

= )( (uhtxîu'^x)'1,!) J [ (h (x ) ) ,

et le résultat découle de l'hypothèse : X trivial sur les commutateurs de E^dn).

c) L'application (x .y ) *———»J((xyx y" ) sur É^HdnîxÈ^Hdn) passe au quotient en

une application bimultiplicative alternée non dégénérée sur E^E*".

En effet, pour x^^E». on a : Ï ('xî'x'"L?'1 ) = )L ( ( x .? )c ) = ^'^p p:3Lr la

proposition 1.2.7. d'où la non-dégénérescence. Il faut remarquer que la non-dégénérescen-
ce ici découle de la spécificité, et n'a aucun rapport avec une éventuelle non-dégéné-

rescence de F au sens de la définition 2.2.
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2°) La spécificité est claire ; par le théorème 1.4.3. il suffit de montrer

queTf(JU est disjointe de ses conjuguées par G-E^dn). Puisque îsE*H, on se ra-

mène à conjuguer tf ( J( ) par les éléments de H-H(m), et on va montrer un peu plus :

Pour tout h(x)6 H-H(m), les représentations TT(X) etT^JL) sont disjoin-
tes sur HWnhTx^HTnOhTx').

En effet, la restriction deTf (X ) à H(m) est n fois le caractère JC ; on va
donc comparer J( et )( h(x). or pour h(y)CH(m), on a :

hTîOh(7)h7Ï)~1 s î h(yx-xy)h(y) pour un t & M -
Lorsque cet élément appartient à H(m), c*est-à-dire lorsque h(^x-xy)€ H(m)0 N,

on a ^^(hî^)) = î 31 (h(^x^-xy))^(hT7)). distinct de ̂  si Y(h(yx-xy)) i 1 (en

effet, la restriction dej^ à H(ro)nN est d'ordre une puissance de p, et ne peut

être neutralisée par un T € A^ ) •

Par non-dégénérescence de ^ (et multiplication éventuelle de y par un élément

de Qf*), tout revient à montrer que l'on peut trouver h(y)fcH(ro) vérifiant :

h(yx-xy)€H(m)nN

h(yx-xy)^N(m).

ce qui est clair (par exemple, val-y s 2m-2d+1-valpX convient).

Quant au degré formel pour la mesure de Haar indiquée, il est produit de l'in-

dice JE^K : E^Hdn)] = q^^q-l) (d'après le théorème 2.4) par le degré deTf()l)
qui vaut n. C.Q.F.D.

Remarque : ^
H 7On a montre au passage que la représentation Ind.-î-.J^ est irréductible, et que

Res^()[)^n lnd^j[.

11.3 . CONSTRUCTION DE LA SÉRIE NON RAMIFIÉE.

Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F ; on plonge E* dans

CL (F) de sorte que E* fixe le sommet standard L^ de l'arbre, i.e. soit contenue dans

F*K. On note E- le sous-groupe F*(1-»-l ) de E* : c'est le sous-groupe des éléments

de E* fixant au moins deux points de l'arbre, noyau de l'homomorphisroe de E* dans

Ker N / Ker Nn(l- 'b_) qui à x associe la classe de x /x (cf 1 .3 ) .
. -TE . -~îLes caractères spécifiques de E* sont très faciles a décrire :
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Proposition 3 « t ;
1° ) Le centre E»" de^ E» est produit direct E^xM^. La restriction à E»"

met en bijection les caractères spécifiques de E* avec les caractères

de. E»".

2°) A tout caractère 9 de^ E» trivial sur ^ (E) on associe un caractère Q de,
E<tn en posant Q ( x" ) = Q ( x ), x 6 E*. On obtient ainsi un isomorphisme

du groupe des caractères de E* triviaux sur ijL (E) sur le groupe des ca-

ractères de E*". Cet isomorphisme préserve le conducteur relatif, à une

exception près : si n est pair, les caractères de E* de conducteur rela-

tif 1 mais triviaux sur (Ker N)" proviennent, par cet isomorphisme, de

caractères non réguliers de E*. à savoir les caractères j[oN j^Ï est un

caractère de F* non trivial sur ÂA. (F), mais dont le carré est trivial————————— ———————————/-n •—————————————————————
sur U. ( F ) .
—— / "

Remarque :
Dans cet énoncé, le conducteur relatif d*un caractère 9 de E* est défini

relativement à E* : c'est le conducteur relatif d'un prolongement quelconque de 6

JL E* ; il vaut 0^0 est trivial sur Ker NUE»", sinon c'est le plus petit entier
1 ^1 tel que § soit trivial sur Ker NUd-t1). On profite ici du fait que Ker N

est contenu dans ^"î e" effet 1-Jfp. est formé de puissances n-ièmes. et par ail-

leurs le noyau de la norme résiduelle de k* sur k» est formé des puissances

(q-D-ièroes de k» (Théorème 90 de Hilbert). qui sont des puissances n-ièmes puis-

que n divise q-1. Par contre, on ne définira pas la notion de conducteur pour un

caractère de E" , pour éviter les ambiguïtés.

Preuve :
1 ° ) Par les propositions I.2.1.f et 1.2.5. le cocycle à est trivial sur

E*" = F^y". contenu dans F^K.

2°) L'isoroorphisme x»——» x" de E^/u. (E) sur E*" détermine 1 * isomorphisme

annoncé entre les groupes de caractères. Il se restreint en des isoroorphismes

de Ker NOd^'h1) sur lui-même pour i^l. et de Ker N /^ (E) sur (Ker N)".

On en déduit aisément que les conducteurs relatifs de Q et Q ne peuvent différer .

que si Çcst trivial sur (Ker M)" et non sur Ker NUE"" : le conducteur relatif de

9 vaut alors 1 . celui de © vaut 0. Ce cas suppose que (Ker N) soit distinct de

Ker N, donc que n soit pair : le noyau de la norme résiduelle de k* dans k" est

d'ordre q-1 ; si 1'homomorphisne x»—^ x" n 'y est pas surjectif. c'est que n et

q^l ne sont pas premiers entre eux ; puisque n divise q -1 . cela implique que n

est pair, et le p.g.c.d. de n et q--1 est alors 2. Dans ce cas (Ker N)" s(Ker N)
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est d'indice 2 dans Ker N. Le caractère Q de E* est alors de la forme )^oN, où

)[est un caractère de F». De j ( ( N ( x ) ) s Q (x"), x C E » , on déduit que f2 est

trivial sur U. (E). D'autre part 6 doit être non trivial sur Ker N ; si a est un
5 i

élément de E* d'ordre q -1 , l'image de a^ engendre Ker N / Ker Nn(1-»-'h ), et

§(a11-1)^ s'écrit JîoNta^-117")^, soit JCta^-1 ̂ '^"Xl. Mais ''

a q^ q" n est précisément un générateur de Al (F), d'où le résultat.

§

Di^inition 3.2 :

Un caractère de E»" est dit exceptionnel s'il est trivial sur (Ker N)" et non

-"•ivial sur Ker N.

Les caractères exceptionnels n'existent que lorsque n est pair.

Rappelons maintenant comment on obtient la série supercuspidale non ramifiée
de GL (cf [ GK J et[_ B ] ) :

Proposition 3.3 :

Soit Q un caractère régulier de E*.

1 ° ) ^ Q est de conducteur relatif 2m, m ̂  1 , il se prolonge en une unique

représentation irréductible TL de degré 1 de^ E^K = E*H(n).
v ^ ln

2° ) ^_ Q est de conducteur relatif 2n-»-1, m ̂  1 » il détermine une unique repré-

sentation irréductible TT^ , de degré q, de E*K , caractérisée par :-———————————————— ^ ————— — ^ ——————————*——

( 0 s^ g6.E (H(m) - H(m^D)

Tr TT^ (g) = q9(g) ^1 geEQ"^"1 1

-6(8) 21 CCE^-EQ
(où l'on note encore Q l'unique prolongement défi a E^Hdn^l) ).

De plus. la restriction de '7Tû a^ E^K est encore irréductible.

3°) Si fl est de conducteur relatif 1 , il détermine une unique représentation

irréductible TT de F*K. de degré q-1.

Notant Q = 0^.T^oN. ou Ç^ est de conducteur 1 e^ T^ un caractère

^e_ F*, on a. pour \ c F* e^ uC K, d'image u dans CL (k )

^
t q -DÔC À )T^(dét u) O^tUp) J

-6 (^ )r(dét u ) (9o (uQ)< .©Q( ;Q) ) si u^»^ - *<•

Tr 7f ( A u ) s -Q( X )T (dét u) ai u est conjugué à / 1 ) , a € k1

0 2Â "0 est conjugué à / a °\ , a.b€ k*. a^b
\ 0 b;
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Tnéorène 3.^ :

Soit B un caractère régulier de E». Alors la représentation T.. induite de X.

à G est irréductible admissible supercuspidale. Son degré formel pour la mesure

de Haar sur G/F* gui donne à fK/F» la masse 1 est q^'^q-l) 5^ 9 est de conduc-

teur relatif 2m ( r a ^ 1 ) , q "(q-l) s^ 9 est de conducteur relatif 2n+1 (m ^ 1 ) . q-1

il 9 est de conducteur relatif 1 .

Soit 9 un caractère régulier de E*". c'est-à-dire la restriction à E*" d'un

caractère régulier de £•• Si 9 est de conducteur relatif 2m ou 2m-»-1 avec r o > 1 , on

noteTC. l'unique représentation irréductible de E^Hdn) qu'il détermine (en effet.

les restrictions à E^HÎm) des représentations TL définies en 1° ) et 2°) de la

proposition 3.3 étant irréductibles, leurs restrictions à E^dn) le sont également.

et ne dépendent évidemment que de la restriction du caractère Q à E*"). Alors

TTg fl Id est une représentation spécifique irréductible de E^Hdn) = E^Hdn) x u. ,
w i n

et on a :

Proposition 3.5 :

Soit 9 un caractère de E* de conducteur relatif 2m o^ 2m*1, avec m ^ 1 . Alors

la représentation induite à E»H(ro) de^ Tf, Sa Id est multiple d'une unique représen-

tation spécifique irréductible T?(S ) de^ Ê^H(m). Le degré de V (9 ) est n fois

celui de TT- . et sa multiplicité dans l'induite est n. La trace de ̂  ( @ ) est nulle

en dehors de E* H(n). et vaut :

Tr%(§ )(g.^ ) = n^TrTTg(g) si, &€ E^Htm). t 6 M.

Preuve :

La démonstration du théorème 2.7 .1° ) donne le résultat si ô est de conducteur

relatif 2ro ; on voit de la même façon que E^Hdn) est distingué d'indice n2 dans

E*H(n). le quotient étant commutatif. isomorphe à E^/E»".

En fait. dans le cas non ramifié, on peut procéder différemment, exploitant

le fait que le sous-groupe E H(m) (où E désigne le sous-groupe des éléments de

E* dont la valuation est multiple de n). intermédiaire entre E^Hdn) et E*H(m),

est encore produit direct E H(m)xM (car E s F^O»).-^- n / n n E
Ainsi, ai 6 est de conducteur relatif 2œ ou 2m+1, on note Q * un prolongement

quelconque de fi à E . et T^, la représentation irréductible de E H(m) qu'il déler-
" v n

nine par la proposition 3.3. Alors :

^ Ê^H(m)
TT. s Ind.̂  TT , fi Id est irréductible, de degré n.d°Tf- .

9 E^H(m) 9 8
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^/ ^^
En effet. E H(m) est distingué d'indice n dans E^Hdn), et pour te E^-E , et u&E ,

n n n
on a :

Tr Tr_.fil(îut"1) s (t.")^ Tr TlQ,fiI(ï) (Proposition 1.2.7).

Si t é E est fixé, on peut toujours trouver u € 0'S tel que' n &

(t,G)g = (S^E*-)^-1^" (mod. Ujg)
•»^ ' ^

soit non trivial ; or la trace de ^Q, est non nulle sur les éléments de E , d*ou

l*irréductibilité par le critère de Mackey.

?H(m)
La multiplicité de Tf dans Ind^— Tî- fi Id est la multiplicité deN- fi Id

9 E^HdD) 8 8

dans la restriction de Tf ^ , à E^Hdn). Or E^Hdn) = E^A^dD) est normalisé par

E^HÎTI) dans? (Proposition 1 . 3 ) , et Tfg est prolongeable à E^Hdn) (Proposition 3.3).

donc 'n-r fi Id est fixée par conjugaison par E*, et sa multiplicité dans la restric-

tion de Tt^ , est n. On en déduit que TT. , est la représentation TT ( 9 ) cherchée,

de multiplicité n dans l'induite de T^g fi Id ; en particulier elle est indépendante
~ ''n'"""''

du prolongement 9 ' choisi. Le calcul de la trace provient alors de ce que E* H(n)

est distingué dans E^HÎn).

C.Q.F.D.

Si ô est de conducteur relatif 1 , on voudrait obtenir une représentation spé-

cifique de E»K = F»K par induction à partir de E*\ s ^"K, qui est produit direct

F^Kxu . Pour cela on choisit un prolongement ® * de'&à E* " = ^"Q^, et on

note ^TÛ» la représentation irréductible de degré q-1 de F* K qu'il détermine

par la proposition 3.3.30 ) .

Proposition 3»6 ;
Soit Q un caractère de £•" de conducteur relatif 1 .

1 ° ) La représentation induite à F^K de^ TT ,fl Id est irréductible si et seu-
—. v

lement si 9 n'est pas exceptionnel.

2°) Si § n'est pas exceptionnel, cette représentation spécifique irréductible

est indépendante du prolongement Q ' de^Q utilisé pour la construire ; on

la note -ft ( 9 ) . Elle est de degré n ( q - 1 ) . et a pour trace :

-^ - 1 ° il si FanK o^ si dét éiî""
TrTT (e) (?) = < . /

( n Tr Wû.(g) si g6 F* K et dét gC F*v y —

30) si 6 est exceptionnel, alors ^^.fi Id adnet deux prolongements non iso-
•y»,̂  U

morphes à F* K. Ces prolongements se distinguent par leur trace sur les
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éléments de la forme (3?" [ \ , a (, ff*, de la façon suivante ;
V a 1 /

soit ^ e^ m? les deux racines carrées dans(L de ( -1 ) q" Q (S"),

et soit y un caractère additif non trivial de k fixé ; on appelle

TT , (i = 1 o^ 2) le prolongement de TT^ ,fi Id tel que :
v

Tr -TT1 (S^ ( } °\ ) - ^, ( Y Y ( X a ) - V ^ (L
0 ^a 1 Y /i ,.-,.2 * i/;T..2'
. i (S2" f 1 °'P = n). ( > Y (^a) - ) H ' ( X a ) )
e ^a J /i ^.2l ÀC^-k.21

pour tout a C 0 .̂

Pour i=1 o^ 2, la représentation induite à F*K ûe_ Tf-. , est spécifi-

que irréductible, de degré in(q-l), et ne dépend pas du prolongement 6

de_ Q utilisé pour la construire : on la noteTf(9 ) • Elle a pour trace :

^ - • f ° 11 XC^K e^ dét x^F»"
TrîT (Q)1^) = 1 ^ , „

\ in Tr Tf ^(x) si x^F112 K e^ dét x CF* .
l 6

Preuve :

1 ° ) Elle repose essentiellement sur la propriété A ? \" g" s ( À , dét g)p
« î̂?^ ^—•»-' r

si À € F». gCG (Proposition I.2.1.d). En effet, F» K est distingué dans F^K, et

J O 1 . O^ i ^n - l j est un système de représentants du quotient. Par le critère de

Mackey. l'irréductibilité de l'induite sera assurée si et seulement si l'on peut

trouver, pour tout i avec 1^. i{ n -1 , un élément g de K tel que :

Tr (^ft.fl IdKÛ^S'1) i Tr ( Tf ,fl Id)(S).
v i y

i.e. tel que (<3 .dét ç) i 1 e^ Tr Tfç.(g) i 0.

Si n est impair, ou si i^n. il suffit de choisir g € (jf* tel que g q" né^

nodulo 1-t-jl . ce qui est toujours possible.

1-lais si n est pair. et i=^n. on a ((ÎT.dét g) = (dét g) q" (dans k») ;

or les seuls éléments de CL (k) dont le déterminant ne soit pas un carré, sont

certains hyperboliques, sur lesquels la trace de TT û , est nulle, et certains

éléments t de k" sur lesquels la trace de TT^ , vaut :

Tr "n-.(t) s - 6 ' ( t ) - 6 ' ( î )

s - Q * ( t ) (I* 9 t ( î / t ) ) .

Or dans le corps résiduel. N( t ) = t^ est un carré dans k* si et seulement

si (t^1)^-^ = i. i.e. (t^-1)^^ = i. i.e. si et seulement si t^î/t

appartient a (Kcr N) . SI Q n'est pas trivial sur (Ker N) , on peut trouver

t tel que N( t ) ne soit pas un carré, et Q ( ï / t ) i - 1 . d'où l'irréductibilité.

Mais si 6 est trivial sur (Ker N) , alors Q ( î / t ) = -1 pour tout t tel que

(Gy .N( t ) )— i 1 . d'où la réductibilité.
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2°) La trace de l'induite est nulle en dehors du sous-groupe distingué ^"K ;

sur un élément g de K, elle vaut :

n"1 - i l "~1

Y Tr -rr^fl Id(fiTg<f1) = Tr ÎÎQ.^ Y (îî,dét g)\

i=0 i=0

c'est-à-dire 0 si dét g n'est pas une puissance n-ième, et n Tr TL,(g) si dét g
w

est une puissance n-ième. Or la trace de Tf^ sur les éléments g dont le détermi-
nnant est une puissance n-ièrae ne fait intervenir que les valeurs de Q ' sur E* ,

i.e. celles de 9 » comme on le voit par la proposition 3.3.3°) en remarquant que,

pour t e k* on a :

N(t)€(/'"^ (t^1/"-^". 1

4=^ t^2-^" . 1

^ ^^".

^^ 3°) Si 9 est exceptionnel, alors ^Q,^ Id est isomorphe à sa conjuguée par

Q . Soit A un opérateur d'entrelacement de ces deux représentations ; il est

caractérisé à un scalaire près par : ^^^

A . T T . f l Id(x).A'1 = T t - f i IdC&^x^" ).
v '̂ Tn' ^îîïOn définit un prolongement de TT-. ,8 Id à F*2 K en faisant opérer Q Paf A.

v
si et seulement si A vérifie :

A2 = Tic.fi Id (©".(ff^Cr^))

= ( -D^^^eco") \.
où 1.. est l'identité sur l'espace V de la représentation TTA» . D'où deux prolon-

gements possibles TT et TT ,. les valeurs propres des opérateurs Tf 1 d3 )
v 8 Q

ayant pour carré ( -1 î5^"1 ) 9 ( ff"). De plus. de^'^^g^ (ST^.dét gîS^", on

déduit que la trace de ces opérateurs est nulle, donc que leurs deux valeurs

propres ont même multiplicité ^ ( q - 1 ) . On en déduit également que leurs sous-espaces

propres sont conservés par TT^ , ( g ) si dét g est un carré, échangés par TT..(g)
w u

sinon ; ils sont en particulier conservés par les unipotents TT^ ( \ , aC Vf* .
9 \ a 1 ;

/ I o \
Remarquant que si l j opère sur v^O par le caractère a»——^ y tab) . alors il

V a l / '

opère sur H^, ( ] v par a »——> Métaux), on voit que si ̂  est un caractère ad-v V o i/ 1 1

ditif non trivial de k fixé (identifié avec le caractère additif de 8 qui lui

correspond), les sous-espaces propres de TT ^( i3 ) sont :
0
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V* = 9 . 1 vev / T f , f 1 °\v = V ( a X ) v . pour tout a dans ff
^«k»" l 0 Va I/ •

V" = 9 o l Y ^ V / T f ^ . f 1 °\ v = V (a Inv. pour tout a dansai.
ÀCk^-k»2 ( 8 V a 1 7 1 J

Ainsi le choix de V permet de distinguer V* et V", donc les deux représentations

TT&» et 'n»»i : s^ (v) i es^ ^a ^l®121" propre de Tf ,(0 ) de sous-espace propre
V"1', alors :

Tr - r r . (o^ ( 1 ° ) ) = ^ ( F y ( X a ) - y" v y c ^ a ) )
e ^ 1 / /i >V Àefek-2 1

pour tout a dans (j » comme indiqué (si a C H , alors V ( À a ) = 1 pour tout X 6 k*
et la somme est nulle).

Ensuite, ^irréductibilité de l'induite îf ( 9 )1 provient de ce que f^K est
^^ _ ^ . ^7?^'

distingué dans F*K, et de ce que la restriction TT^.^ Id de ^a, à F» K est
^^ i v w ^^ -^ ^

disjointe de ses conjugués par Q pour Ui^ln-l, par 1° ) . La trace deTt(ô )

est donc nulle en dehors de F* K, et nulle aussi sur les éléments x dont le déter-

minant n*est pas une puissance n-ième dans F* (conjuguer par un A de F* tel que

(À.dét x) i 1 ) . Si xCF^^K'et dét xCP»". on a :

^n-1

Tr-îne ^(ST) s y rr^1 ^Js^^^
J=0

ln-1

= Tr T^^x) Y" (ST. dét x)'3
in-1

I;9 j^

= ^n Tr Tf ̂  ( ; ) .

Pour voir que TT ( Q ) est indépendante de Q \ il suffit de remarquer que
l'on a , par réciprocité de Frobenius :

—ŵ1 " ^ -w , 1
Ind Tf .8 Id 2;Tr(§)1 9^ (6 )2 •

F^K 9
F^K

Or on voit par 2°) que la représentation Ind TT , fl Id ne dépend pas de Q * ;
F^K e

ses deux composantes irréductibles n'en dépendent donc pas non plus, C.Q.F.D.
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Théorème 3.7 :

Soit Q un caractère régulier de E*".
•w — «rf «« ^ «^

Alors la représentation T(9 ) (resp. 1(9 ) , i=1 ou 2, si 6 est exceptionnel)
^ ^ M «^ —— ^

induite à G d^ TT ( © ) (resp. TY (9 ) ) est spécifique irréductible admissible super-

cuspidale. Son degré formel pour la mesure de Haar sur G/F* qui donne à F^K/F*"

la masse 1 est nq " (q-1) si Q est de conducteur relatif 2m ( m v t ) , nq "(q-l) si

6 est de conducteur relatif 2m-»-1 (m ^ 1 ) , n(q-1) si § est de conducteur relatif 1

et n'est pas exceptionnel, enfin in(q-l) sj^ ô est exceptionnel.

Preuve :

- Si 6 est de conducteur relatif 2ro (resp. 2ro-<-1) avec m ̂  1 , on procède exac-

tement comme dans le cas ramifié (théorème 2.7) : on montre que pour h(x)^H(m),

T î ( 6 ) e t î T î ê ) 1 ^ 3 0 sont disjointes sur H?m')r\ hTxî'^TmîhTx) (resp.

H(m^1 )rih(x)~ Hdn+l )h(x) ) , en utilisant le fait que la restriction deTT ( Q ) à

H(2m-1) r \N (resp. H(2m)n N) (où N = 1 h(x) / x € E et Tr x = 0 l ) est une homothé-

tie non triviale.

-Si 0 est de conducteur relatif 1 , la remarque essentielle est que la restric-

tion del? (Q ) ou Tf (9 )1 au sous-groupe f 1 0| (c'est-à-dire n TT si @ n'est
\0 1 / v

pas exceptionnel, ^n 'T1« si Q est exceptionnel) est somme de caractères tous non
v ——————

/ 1 -b \
triviaux, triviaux sur ( ^ j .

\0 1 /

Grâce à la décomposition d'Iwasawa de G, on peut choisir des représentants
^-^ ^ i p* v \

de F*K \G dans le groupe | ] , sur lequel le cocycle A est trivial par la
\ 0 1 / \

proposition I .2.1.b). Soit t = ^ a x ) » aCF*, x CF. et f un opérateur d'entrela-
\ 0 1 /

cernent sur F^r^î" F*K? de ̂ ? ( Q ) su rTT(Q) . Si véO est un vecteur de l'espace

deTf (Ô ) tel que :

î< (^) f 1 y } v = f ( y ) v pour y € O^
V o i / *

où Vest un caractère non trivial de (Jf trivial sur t , on a pour tout y de (jTtel

que val ay^O : ^^

f.^T (6 ) f 1 y \ ( v ) = Tf (§ ) (T ( 1 y\ ~t"1) f ( v ) . soit :
\0 1 / \0 1 /

Y (y) f (v ) sTf (S ) ( f 1 ay} ) f ( v ) .
\0 1 /
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Si val a"SO, on en déduit que 4^ est trivial sur Q ce qui est exclu, ou que
1 «^ «v

f(v) = 0 ; donc f s 0 puisque l'espace de TT (9 ) admet une base de vecteurs propres

pour ( 1 Vf} .
\0 1 /

Si val a^O, on en déduit que pour tout y (.a v :

Y(y) f(v) = f (v) ̂  (§ )( f 1 ay^ ) f (v) .
1 \ 0 1 /

Puisque f(v) est fixé par^î (9 ) | u ] » il doit être nul, donc f=0.
V o i /

Si val a = 0, on peut prendre t = ( 1 | avec val x < 0 . Pour tout y de va-
\ 0 1 /

luation -val x, ( ^ | opère par un caractère du déterminant. On doit avoir

pour tout v :

î-me)^ °) v^o) ( ( 1 -xy) (uy ° ) ) r ( v ) .
\ 0 1 / \ 0 1 / \ 0 1 /

donc f (v) est fixé par / 1 u ) » do^ ^î = 0 et f = 0.
V o i /

Quant aux degrés formels, ils sont égaux au produit de l*indice

F*K : E^îîfm)"] = q^'^-D par 3.2* (ou 1 si Q est de conducteur relatif 1 ) ,

par le degré deT^ îô ). d'où le résultat.
C.Q.F.D.

I I . H . LES REPRÉSENTATIONS SUPERCUSPIDALES DU GROUPE METAPLECTIQUE.

Rappelons le résultat suivant ( [_ Kolj. |^ GK J) ;

Théorème ^ 4 . 1 :
Toute représentation supercuspidale irréductible de G est induite ou bien

d'une représentation de F*K (série non ramifiée) ou bien d'une représentation de
JK' (série ramifiée) ô J J est le sous-groupe engendré par ^ 1 • Dans leV 1 o/
premier cas. elle est isomorphe à une des représentations T^ définies au théorème
3.^ 4 , et dans le second à une des représentations décrites au théorème 2 . ^ .
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P. Kutzko a même donné en (jColJdes conditions d'isomorphismes entre les repré-
sentations des théorèmes 2.^ ou 3.^ .

Le même résultat est valable ici, et a été démontré dans f B J î

Théorème ^.2 :
Toute représentation supercuspidale irréductible spécifique de ̂  est induite

ou bien d'une représentation de F»K (série non ramifiée) ou bien d'une représenta-
tion de JK* (série ramifiée). Dans le premier cas, elle est isomorphe à l'une des
représentations définies dans le théorème 3 . 7 , et dans le second à l'une des re-
présentations définies dans le théorème 2 . 7 .

La publication de plusieurs démonstrations du même type (cf ̂  C l ' ] , r K o T
^ManJ, . . . ) me paraît justifier l'omission de la démonstration du théorème ^ . 2 ,
faite en détail dans F B J .
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III. LA CORRESPONDANCE LOCALE.

On rappelle que n est toujours supposé premier à p.

III.1. LES DISTRIBUTIONS SPECIFIQUES SUR LE GROUPE METAPLECTIQUE.

Par distribution sur le groupe G, on entend une forme linéaire sur 1'espace ^(G)

des fonctions localement constantes à support compact sur G. On dit qu'une distributior

T est invariante si elle est fixée par les automorphismes intérieurs, c'est-à-dire si

elle vérifie :

y t c'}C(Ï), Vge'G. Kf ïsTCf8 ) . où f^x^fîgxg"1), xe?.
On dira que T est spécifique (en anglais : genuine) si elle réagit bien aux translatior

par Ll , c'est-à-dire si :

Vfe^S) . V \€ u . T( f ' ) s iT ( f ) . si f^xîsf^^x). xeî .

Proposition 1 . 1 :

Soit T une distribution invariante spécifique sur G.
1 0 ) Le support de T est contenu dans j (g. t )€'G/dét gCF*" î .

2°) L'intersection du support de T avec l'ouvert des éléments réguliers de G est

contenue dans les puissances n-ièmes, c'est-à-dire dans

( (g".^). ^ CA^. 8CG. g" régulier l .
Ces résultats sont en particulier valables si T est le caractère

«*̂
d'une représentation admissible spécifique de G.

Preuve :
-Le caractère d'une représentation admissible spécifique de G est une distribution

invariante spécifique ( voir III.2.).

- Soit gC G. À € F*. On a par la proposition I.2.1.d :

À g î " 1 s ( À .dét gîp'g.

Si dét g n'appartient pas à F*", on peut trouver À € F* tel que ( À.dét g) soit

différent de 1 ; posons f s ( A ,dét g)-. Pour tout voisinage ouvert compact assez

petit V(g) de g. on a. pour tout xCV(g) : dét x C dét g ['1-»-î'] » d'où ( A .dét x) - c .

puisque l-p est formé de puissances n-ièmes. Soit f la fonction caractéristique de

V(g) ; la conjugaison par À transforme V(g) en ^ V ( g ) , donc T t f ï s ' ï T î f ) , d'où

T( f ) s0 . c.q.f.d.

- La démonstration de 2°) est facile si T est donnée par une fonction localement

intégrable 0- sur Ï : /

T( f ) = f_ f (x) ©^(x) dx. f CÎ»6(2).

En effet, les propriétés de T entraînent que Q- est invariante par conjugaison, et

vérifie Q^.(î x) s ç 0^.(x) pour Ç c ^. g€?. Or :
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- si g est régulier elliptique, engendrant l'extension quadratique séparable E de F,

on a pour tout aCE* : 'âga" s (a,g)^, par la proposition 1.2.7. Si g n'appartient

pas à E* , on peut trouver a dans E* tel que (a»g)p soit différent de 1 , d'où

0^(g)=0.

- si g est régulier hyperbolique, soit à conjugaison près 6 =( ) avec a^b,
V 0 b /

on a pour z s ( | : zgz" =(•/ ,b)(ê a)g par la proposition I.2.1.b. Si g n'est pas
\ 0 (S ' '

une puissance n-ième, c'est-à-dire si a ou b n'appartient pas à F* , on peut trouvera

et 6 avec (o< ,a)( fi , b ) ^ 1 . d'où ©«(S)=0.

- Le cas général s'inspire directement de la démonstration qui précède.

- Cas elliptique : Soit g un élément régulier elliptique qui n'est pas une puissan-

ce n-ième. On peut se ramener par conjugaison au cas où l'extension quadratique E en-

gendrée par g est telle que E* conserve le sommet ou l'arête standard de l'arbre

(cf Prop. 1 1 . 1 . 1 . ) . Alors (g A*(m)) , est un système fondamental de voisinages ou-
^ m> ' , ^

verts compacts de g, et la proposition II.1.3- assure que A^dn) est normalisé par E*

dans G. On choisit a€ E* tel que (a,g)p soit différent de 1 , et on pose e s(a,g)p.

La conjugaison par'a transforme g A^dn) en ( gA^dn) . Si f est la fonction caracté-
^ ^ n

ristique de g A*(m), on a donc T(f )s0.m

- Cas hyperbolique : Soit g s ( a ] , a<Sb ; par 1 e ) on peut supposer que ab£ F*" ;
^0 b 7

si g n'est pas une puissance n-iène, on a alors a^F*" et bcF*". Si val a ou val b

n'est pas multiple de n, par exemple val a, la démonstration du cas elliptique peut se

recopier : on peut choisir z s [ ^ \ tel que ^ ç ff 9nf fi € (y* et ^ P »3 î p^ 1 î

la conjugaison par z transforme alors gK en (6 »a)pgK , où :

-•('^y—
Si val a ou val b sont multiples de n, la méthode précédente (conjuguer un voisinage

en son .transformé par un élément non trivial de AL ) ne suffit plus. La conjugaison

par f (2r °| envoie g sur k g . où ^s(O' .b) est différent de 1 (b^F*"). et envoie

'\ " \'\' °" \ • ( '^.\ Jy)• l ï ' •
Soit f la fonction caractéristique de gK . f celle de gR . f" celle de gk. (cf Prop.

1 1 . 1 . 1 . ) . On a T( f ' ) » ( T(f). On va montrer que par ailleurs :
T(f)sT(f ' )sqT(f) , ce qui achèvera la démonstration.

On reoiarque pour cela que K* est un sous-groupe distingué de K et de R. , et que le
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groupe quotient K^/K^ (resp. R^/K^) est isomorphe à l ^J^1*1 < resp. Tl1"1 /^1) par
Inapplication : J ^ ^

(a ^.——.bT^1 (resp. cl1), / a ^CK . (resp. R ) .
\ c d / -f ^ \ c d/ i i

Soit ( P ^ i ^ k ^ q ^^P- ^r^U r^ a 5 un systènle de représentants de 1 i/1li't'1

^esp.Tï ^''/'b1). On pose u .^ 1 ^ et v s ( 1 ° \ .
^ - - l o i / r r i ;

q , v q
Alors f s Y_ f , ou f. est la fonction caractéristique de gu, K;, et f* s T"" f * , où

kTl k k K i r-1 r

f, est la fonction caractéristique de gv K î . Or gu et g sont conjugués par

j p k j , qui normalise K' pourvu que val (a(a-b)~ A ) soit supérieure à 1 ,

i.e. i^l-val a + val (a-b). De même gv et g sont conjugués par| )
r \ (a/b-a)Y^, l/

qui normalise K* si i-1 \val (a-b) •*• val a. Si i est assez grand, on a donc :

q q
T ( f ) = ) T(f ) = y" T Ç f " ) = qT( f" ) = T ( f ' ) c.q.f.d.

ks i K ks i

III.2. QUELQUES REMARQUES SUR LA FORMULE DE CORRESPONDANCE.

Soit G un groupe localement compact totalement discontinu, séparable, et

(Tf ,V) une représentation admissible de G. L'algèbre f\y(G) des fonctions locale-

ment constantes à support compact sur G opère sur V par :

T T ( f ) . v = J f ( x ) ' U ( x ) v dx. f€')^(G). v € V .

^G

L'admissibilité de 'TT' implique que ir(f) est un opérateur de rang fini, qui

a donc une trace. Le caractère deTTest la distribution sur G :

f l———^Tr IT t f ) . f fc î tc ) .

C'est évidemment une distribution invariante sur G. Une question importante

(à laquelle Harish-Chandra, entre autres, a consacré une partie de ses travaux ;

voir j HCI | » | HC2|. • • • ) est de savoir à quelles conditions sur G et Tf cette dis-

tribution est donnée par une fonction (encore appelée dans ce cas, caractère

deTf). Pour CL.,(F) et son revêtement métaplectique. on connaît des résultats suf-

fisants pour notre propos :

51



C. BLONDEL

Théorème 2.1 : (Jacquet-Langlands.^JLj?.^)
SoitTf une représentation spécifique irréductible supercuspidale de G. J^

existe une fonction Q localement intégrable sur Ï, et localement constante sir——_-_^————— vAy^ ^
l'ouvert dense des éléments réguliers de G, telle que :

Tr-rT(f) s \ f(g) © (g) dg pour toute f€^((?).
À ^

Preuve :
Ainsi que l'a remarqué Y. Flicker (F F J. leniroe 2 .3 .1 ) . la démonstration de

la proposition 7.2* de F JLJ s*applique intégralement, grâce aux remarques suivan-

tes :
- comme on l'a vu en 1.^.2, on peut supposer TT préunitaire (après torsion

par un caractère convenable).
- le lemme 7.^.1 est valable pour un groupe localement compact quelconque.

•w ^ ^
- le groupe G a la topologie quotient de G, donc les quotients H\G sont

homéoroorphes aux quotients H\G ( où H est un sous-groupe fermé de G). De plus.

l'indice de F*" dans F* est fini si n est premier à p, donc l'application canoni-
^n -^que de F» \G dans F* \G est propre.

- en particulier, le lerame 7.^.2 s'applique immédiatement à "S. et la proposi-

tion 7.5, donnant le caractère sur les éléments elliptiques, a une traduction évi-

dente dans ? avec la même démonstration.
- la fonctionT utilisée dans ["JL"! se relève en une fonction sur 7 et reste

évidemment localement constante sur les éléments réguliers, et localement intégra-

ble sur '?. F» \î et F5 \?.
- il reste à étudier la dernière partie de la démonstration : pp. 268-271.

Avec les notations de F JL 1 . on doit majorer :

^<n), f (^(g~ hg)u.u) dg.

F^VT.

Par la décomposition d'Iwasawa. et grâce au fait que N et K se relèvent tri -

vialement dans G. et que Tf est lisse, on se ramène à une somme finie de ternes :

^. j j ^^(h) s | | l--(an) (ma^n^hnaîu .u ) d^a dn.

N f"^

^ ^n\^La seule différence entre G et G vient à ce point, de ce que F* \ A est
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"plus gros" que F*\ A : ses éléments se représentent de manière unique sous la

forme | \ » où aé F*» et où c décrit un système de représentants fixé A
\0 c;)/ w

F*/F*", soit { c i i ,/ 2 • Alors ^9 (h) ae décompose en somme de n Intégrales :

^(h) = f f 1, (a a y \ (7r ( r ^ ^ y ^ 1 h( a - ^ y ^)u.u)d•ady.

» ' Jp /- r ^ c^ ^ V \° c^

( a ^ y ^ . a - a y V ^ ^ ^ / o / 0 ) / 1 ( 1- ̂  Xy.c^x) \

[o ^) \o ^j \ j \o ^ [o i y
Mais on voit facilement (cf III.1) que U) (h) = 0 pour tout r si e( et fi ne

sont pas des puissances n-ièmes. Si J et 6 sont des puissances n-ièmes, il ne res-
^ i \

te plus qu*à changer a en c. a pour obtenir exactement la même expression (7.^.3)

que dans FjLn. La suite de la démonstration s'applique alors sans changement, en
———— ———— - y -

utilisant la supercuspidalité de T* .
C.Q.F.D.

Grâce au théorème 2 . 1 , on sait que la classe d'équivalence d'une représenta-
tion irréductible spécifique supercuspidale de G est caractérisée par la valeur
de son caractère sur les éléments réguliers, et même (Proposition 1 . 1 ) sur les
(f i " » ^ ) » ̂  € /JL » 6" régulier. Le théorème 7.7 de [^ JL^ assure également que la
classe d'équivalence d'une représentation admissible irréductible de G est carac-
térisée par la valeur de son caractère sur les éléments réguliers de G. Ces remar-
ques donnent tout son sens à la définition suivante, où l'on pose. pour g^C de
valeurs propres a et b : l . ^ . 2 | i

A (g)
ab

Définition 2.2 :

Une représentation spécifique irréductible supercuspidale T de G correspond

à une représentation irréductible admissible T de G si leurs caractères vérifient

la relation suivante :

C) A(g")6î (g".^")'1) = Y A (h )Q^ (h ) .
n nh sg

pour tout g € G tel que g soit régulier.
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Remarques :
a) La relation ( • ) pourrait également s'écrire :

A(z)©-ç(z,s(zr1) s y " A ( h ) © T (h).

h"=z

pour tout élément régulier z de G. En effet les deux membres sont nuls si z n*œt

pas une puissance n-ièrae (Proposition 1 . 1 ) .

b) Le membre de droite de la relation (•) ne dépend que de la classe de con-
n C\jugaison de g . C'est pourquoi figure, dans le membre de gauche, la valeur de \J ̂

en (g ,s(g )" ) : cet élément ne dépend que de g , et non du choix de g, et se
comporte bien par conjugaison en vertu du lemme 1.2.9.

c) Soit )<•", le caractère central de T, et /-. celui de T. La formule (•)

(appliquée à kg. où \ € F* et ©-(g'^.sîg")"1 ) i 0) entraîne :

Ïî< ^ n * 1 ) s J T < ^ ) si^eF*.
En particulier, si T correspond à T, le caractère central de T est trivial sur AJL(F) .————————————————— ———————————/n

d) Grâce à la remarque c), si g est elliptique et g régulier, la formule (•)

devient :

A(g") ©^"^(g")"1) = n4(g)©^.(g).

e) La formule C) n*est pas exactement celle qu'a donnée Y. Flicker : dans

[ F J^ n manque à la formule un facteur n dans le cas elliptique, n dans le cas

hyperbolique, ce qui est probablement dû à une mauvaise normalisation des mesures

de Haar.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème essentiel de ce travail, qui sera
démontré dans les paragraphes suivants (Théorèmes ^ . 1 et 5 . 1 , et leurs corollaires)

Théorème 2.3 :

La relation ( • ) définit une injection de l'ensemble des classes d'équivalence
de représentations irréductibles spécifiques supercuspidales de G dans 1'ensemble
des classes d'équivalence de représentations Irréductibles admissibles de G . L ' i -
mage de cette injection est constituée des classes de représentations Irréductibles
supercuspidales de G de caractère central trivial sur u. ( F ) , e t , si n est pair.
des classes de représentations spéciales de G associées aux caractères de F* non
triviaux sur U. ( F ) dont le carré est trivial sur m , ( F ) .
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Soit )< un caractère de F». La représentation spéciale de G associée à X est
T( JU I » X 1 1 ) dans les notations de Jacquet-Langlands (^JLJ Chapitre 3, pages
99 et 10*0 ; son caractère vaut - )[o dét sur les éléments elliptiques réguliers.

Remarque 2.^ :

L'injection définie au théorème 2.3 est entièrement caractérisée par la rela"
-̂ r

tion (•) pour les éléments elliptiques ; précisément, T correspond à T si et seu-

lement si À(g ) Qy(g ^(g")" ) = n A(g) Q.p(g) Pour g elliptique et g régulier.

On a en effet le résultat suivant :

Proposition 2.5 :

Soit T e^ T deux représentations spécifiques irréductibles supercuspidales

de? de même caractère central supposé unitaire. Alors l'expression

Y l 87(8)67z- J "̂ 1 <-i V t 8-r (g )®^(g)A(g) 2 dg

(où la sommation est étendue à un système de représentants des classes de con.tugai-

son de tores elliptiques de G, et où A signifie que la mesure choisie est de masse
2 ^- J. -*»totale 1 ) vaut n si T est isomorphe à T , 0 sinon.———— ——— — ., —————————— ^ ———

Preuve :
Ladémonstration de Y. Flicker ( [^ F J Lemme 2 . 3 . 2 ) faite en caractéristique 0

reste entièrement valable ici grâce au théorème 2 . 1 . L'absence du facteur n (qui
est le Quotient des volumes de T/F* et T /F* ) dans l'énoncé de Y. Flicker provient
d'une erreur de normalisation des mesures dans la démonstration.

La remarque 2 . ^ s'ensuit : en effet, la relation ( * ) pour les éléments ellip-
tiques détermine le caractère central de T (remarque c ) plus h a u t ) , et la proposi-
tion 2.5 montre qu'une représentation spécifique Irréductible supercuspidale de G
decaractère central donné est caractérisée, à isomorphisme près.par la valeur de
son caractère sur les éléments elliptiques réguliers. Il en est de même pour les
représentations irréductibles admissibles spéciales ou supercuspidales de G , par
CJLJ » chapitre 7. D'où la remarque.
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III.3. CARACTÈRE DES REPRÉSENTATIONS SUPERCUSPIDALES DE GL ( F ) CT GL ( F ) .

Le théorème 2.3 reposant sur la relation de correspondance ( • ) , il nous faut
pour l'établir comparer les caractères des représentations supercuspidales de G
etG décrites en II. Le but de ce paragraphe est d'établir pour ces représentations
une formule de caractère induit se prêtant bien à des comparaisons terme à terme.
Cela est chose facile pour les éléments elliptiques réguliers, mais demande du
travail pour les éléments hyperboliques réguliers, travail qui nous a paru inté-
ressantmalgré la remarque 2.4 plus haut.

Après quelques généralités, on établira la formule cherchée dans chacun des
quatre cas suivants :

b) représentations supercuspidales de G induites de H = F*GL ( (T)
c) représentations supercuspidales de G induites de H' = JK'
d ) représentations supercuspidales de G induites de H

«—r —»^e) représentations supercuspidales de G induites de H * ,
où lesfeous-groupes H et H * , définis en I.3» représentent les deux classes de con-
jugaison de sous-groupes ouverts, compacts module le centre, et maximaux pour ces
propriétés, de G . L'outil essentiel sera l'arbre de GL ( F ) .

a) On commence par étudier le caractère de certaines représentations induites dans

un contexte plus général : soit G. Z. H. Tf (d'espace V) . Tsind^-îT (d'espace W ) .

comme dans le théorème 1 . 4 . 1 . La représentation T est alors irréductible admissible

supercuspidale. et on cherche à calculer ©y( f ) pour f C % ( G ) . Pour cela on fixe un

système fondamental ( K . ) , . . de voisinages de 1 dans G. formé de sous-groupes ouverts

compacts, distingués dans H, avec K C K pour tout i. On a alors

TA(G) s U HÎG.K ). où V^0^^ est le sous-espace de]((G) formé

des fonctions invariantes à droite et à gauche par K . Sur chacun des groupes K^.

on normalise là mesure de Haar en donnant à K la masse 1 . ce que l'on rappellera en

écrivant •
Jl<!

Lerome 3. 1 : (P. Cartier [^Cr] P. 120)

Pour tout i ^ 1 . l'opérateur P^ de W défini par

P . ( ( J ) ( x ) s ^ (̂  (xk) dk ( x € G . ^ < W ) .
1 1 7^ '
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est un projecteur de W sur l'espace de dimension finie W des vecteurs de W fixés

par K. , et l'on a, pour toute fonction f C€^ G) :

Tr T(f) = I f(g) Tr(P.T(g)P ) dg, pour tout i assez grand.
IG 1

Précisément, si f e i ( ( G , K . ) . l'égalité ci-dessus est vérifiée pour tout i^j.

Cela conduit à étudier la convergence de la suite Tr(P^T(g)P^). pour g é G .

Rappelons d'abord la structure de l'espace W de la représentation T.

Proposition 3.2 : (P. Gerardin [ " G J n^.l.^)

Pour chaque double classer C H\G/H, soit W^ le sous-espace de W formé des fonc-

tions de support contenu dans <*) .
(i) W s ® Td)"^ , et TCt)"^ est constitué des fonctions de support Ht.

t<H\G H — "

(ii) W = 9 W^ . Chaque sous-espace W^ est stable par T(H), et la repré»
W C H \ G / H

sentation de H dans W^ obtenue par restriction de T est isomorphe, après

choix d'un représentant x det^ dans G, à la représentation ind -ff^

(o^ H^ s HUx^Hx^ . et Tf^(h) s TT (x^ hx,,1)), par l'application qui asso»

cie à une fonction FC W^ , la fonction f de^ H dans V définie par f(h) s F(x^ h).

En particulier W^ est isomorphe à V (comme représentation de H) ûar F*—^ F ( 1 ) .

Remarques :

1 ) Les projecteurs P respectent la décomposition W s 0 W^ :
1 (Je H\G/H

on a w1 s 2- w ^ n w 1 . et P ( w ^ ) = w^n w1 .
u/tfH\G/H

2) L'admissibilité de T entraîne que les W^,n W sont. à i fixé. presque tous nuls.

3) Puisque T est lisse, on a W ^ s \J W^ n W . Mais W^ est de dimension finie.
i > 1

donc. pour i assez grand, les vecteurs de W sont tous fixés par K .

Le premier résultat obtenu est le suivant :

Lemme 3.3 : ——————

Le support de la distribution Tr T sur G est contenu dans U x Hx.———————————————————- ^^
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Preuve : _____

Par le lemme 3 .1 , il suffit de voir que pour tout g€ G- ^-/ x" Hx, il existe un
K€ H\G

voisinage de g sur lequel l'application yi——> Tr(P.T(y)P ) est nulle pour i assez

grand. Or pour f c W , x e t y € G , o n a :

(P .T (y )P . ) ( f ) ( x ) = ^ ^ f(xkyh) dk dh.

) h ) h

Si le support de f est Ht pour un t € G, celui de (P.T(y)P,) ( f ) est contenu dans
( -1 \ -1\ X € G / K . y K . H x Ht i 0 ( . En particulier, si K.yK ne rencontre pas t Ht, alors

1 1 -1 -1 1 -1
pour toute f€.T(t .) W , son image (P.T(y)P, ) (f) a une composante nulle sur T( t ) W

H 1 1 H
dans la décomposition W = Q T( t )~ W... Choisissant j assez grand pour que K.gK

t ê H\G " J J

ne rencontre pas ^ t~ Ht, le voisinage K.gK. de g vérifie la condition voulue.
t€ G J J

II s*agit maintenant d'étudier la distribution sur U x~ Hx. En fait on aura
X € G

besoin par la suite de supposer \J x Hx fermé dans G (hypothèse vérifiée pour
x < G

GL«(F) et GL«(F)). Remarquant qu'une distribution se détermine localement, et que

Tr T est une distribution invariante par conjugaison, il suffit maintenant de 1'étu-

dier au voisinage de chaque point de H.

Lemme 3.^ :
Soit g un élément de H. On a, en désignant par \ la fonction caractéristique

d£ A : — ,

Tr P T(g)P = 2 . . - 2- ^ )[ (tkgt'^Trïr^dkgt"1) dk.
t*»&H\G/H t£ H^,\H JK y

Tr P.T(g)P, s H ^ X u (t^kgt) TrTrCt^kgt) dk ;
1 ' t € G / H y K "

en plus, pour i fixé, chacune de ces sommes n'a qu'un nombre fini de termes non nuls.

Preuve :

Puisque g C H , l'opérateur T(g) conserve les espaces W»j . Ceci permet d'écrire :

Tr P T(g)P = H Tr (P T(g)P 1 ).
1 1 UCH\G/H ^ 1 ' IWw

somme dans laquelle presque tous les termes sont nuls, à i fixé. Il reste a déterminer
u te^

ces termes. On note pour simplifier ( U , X ) la représentation Ind,, ^ de H, obtenueu w
après choix d'un x^C u) . L'isomorphisme rappelé à la proposition 3.2 entre W^ et X
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transforme l'opérateur P en l*opérateur analogue, noté encore P , de X, soit :
1 1P . ( f ) ( x ) s 4> f (xk) dk, pour f ^ X , x e H.

A
II s'agit de calculer Tr (P.U(g)P.) . Or on a (formellement) :

P.U(g)P. (f) s f 9 U(h)U(g)U(k)f dh dk.
1 1 -̂ î i

Cette intégrale peut se ramener à une somme finie car f est invariante par U(k) si k

varie dans un sous-groupe K . assez petit, et U(g)U(k)f est invariante par U(h) si h

varie dans un sous-groupe K assez petit. Pour chaque f € X , l'opérateur P^U(g)P^

agit donc sur f comme une combinaison linéaire finie d'opérateurs du type U(h)U(g)U(k) ,

h. keK • L'espace X étant de dimension finie» on peut trouver une telle combinaison

linéaire donnant P.U(g)P. sur X entier. La trace de l'opérateur P^U(g)P^ est alors la

même combinaison linéaire des traces des opérateurs U(h)U(g)U(k) intervenant, et par

l'opération inverse, on a finalement :

Tr P.U(g)P. = i 4 Tr ̂ ^ dh dk-
1 -^i^i

On se débarrasse de l'intégrale double en remarquant que g 6 H et que K^ est distingué

dans H. Il reste : / y

Tr P,U(g)P. = ^ Tr U(hg) dh = ^ Tr U(gk) dk.i î A
Puisque H et H^j sont ouverts et compacts module le centre, on peut calculer Tr U sui-

vant la formule de caractère induit pour les groupes finis :

Z .u» .1
Tr U(kg) s Tr Tf (tkgt ).

t € H^\H

tkgt"1^ H^

ce qui donne la première égalité du lemme.

La seconde s'en déduit en remarquant que jx^ t /w € H\C/H. te H^\H^ est un sys-

tème de représentants de H\G , et en passant à l'inverse pour sommer sur G/H.

Remarque :
u)

Comme on l'a vu dans la proposition 3.2. le groupe H»^ , la représentation •T ,

et 1'isoroorphisme de W.,sur ind Tf ̂  dépendent du choix d'un représentant x^ de
—tU

chaque double classer € HVC/H. Il est cependant clair que si l'on change de repré-
H »»/sentant, la représentation Ind Tt est transformée en une représentation isomorphe,
-•^

ayant donc même trace. L'expression :

Zl i IL (kdgt'"1 )) Tr Tr^îkdgt"1)) dk
tCH^H JK^^

ne dépend donc pas du choix d'un représentant de fcJ .
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L'expression que l'on vient d'obtenir ne permet pas de conclure dans le cas géné-

ral, la convergence quand i—~» t<on'allant pas de soi. On aboutit toutefois à un résul-

tat dans le cas particulier suivant :

Proposition 3.5 î
Supposons que H soit d'indice fini dans son normalisateur dans G, et que la réu-

nion de tous les conjugués de H sauf un nombre fini d'entre eux soit toujours fermée

dans G. Alors l'ensemble fj des éléments de G oui n'appartiennent qu'à un nombre fini

de conjugués de H est un ouvert de G, sur lequel la distribution Tr T est donnée par

la fonction localement intégrable et localement constante suivante :

©,.(x) = Y_ Tr ^(t^xt). xefi.
t € G / H

t~\t€ H

preuve :

Soit g C-/1-. Grâce au lemrae 3.3, on peut supposer que g appartient à un nombre

fini non nul de conjugués de H, et, en conjuguant éventuellement, que l'un d'entre

eux est H. Soit It \ un système de représentants de ^ t € G/H /g&tHt" \ •
1 K j O ^ k ^ L r l ^

Les hypothèses entraînent que ( f^t.^l^) ̂  (G» ^ tHt" )

ksO k k te G/H
fit pour C^ k^ r

est un ouvert contenu dans Jlet contenant g, donc contenant K.g pour j assez grand.

Pour h € K et i^j. on a par le lemme 3.^ :

Tr P,T(hg)P, s f: ^ TrîrCt^khgt ) dk.
1 1 ssO /K^ s s

Or TT est une représentation lisse irréductible de H. qui admet des petits sous-groupes ;

son noyau n'est donc pas trivial, et l'on peut choisir j assez grand pour que t. K t

soit dedans pour O ^ s ^ r .11 reste alors :

Tr P T(hs)P, = f- T r - T f d g t ) = L TrTTd^gD.
i i AD 8 t £ G / H

gfitHt'1

pour tout i \ j (déterminé comme ci-deasus) et tout h € K . d'où le résultat.

Remarque :
La proposition 3.5 donne, pour les éléments de Jl . une formule de caractère ana-

logue à la formule de caractère induit pour les groupes finis.

Pour terminer, on va montrer que le procédé ci- dessus permet effectivement de

calculer le caractère lorsqu'on sait déjà que la distribution Tr T est donnée par

une fonction :
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Proposition 3.6 :

Soit U un ouvert de G sur lequel il existe une fonction localement constante @

vérifiant :

Tr T(f) s j f(x) ©-.(x) dx pour toute fonction f €V (G) de support con-
} y A -

tenu dans U.

Alors pour tout g€ U, la suite Tr P T(g)P est stationnaire, égale à ©-.(g) pour
i assez grand.

Preuve :

- Pour toute fonction f ^^f(G), de support contenu dans U, et invariante à

droite et à gauche par K , on a par le lemme 3 . 1 , pour tout i^j :

| f(x) (6 (x)-Tr P.T(x)P.) dx = 0.Ju 1 1 1

- La fonction x |—> Tr P T(x)P est invariante à droite et à gauche par K puis-
que P^T(k) = T(k)P^ = P^. ^ / k 6 K .

- Soit g £ U fixé. Il existe un entier r tel que K gK soit contenu dans U et que

0 soit constante sur K gK .

- Pour i^r, la fonction caractéristique de K gK. appartient à If (G) , son support

est contenu dans U, et on a :

( (@L(x)-Tr P T(x)P ) dx s 0. soit
Jw

(©,.(g)-Tr P T(g)P ) dx s 0. c.q.f.d.
À^ T 1

b ) Caractère d'une représentation irréductible de G induite de H.
Soit L le sommet de l'arbre fixé par H , c'est-à-dire la classe du réseau (tf^ )

de FxF. Rappelons ( 1 . 3 . ) que H est son propre normalisa teur dans G , que t (—> IL
est une bijection de G/H sur l'ensemble des sommets de ̂  , compatible avec l'action
de G . et qu'un élément g de G appartient à tHt" 1 si et seulement si il fixe le sommet
IL... Dans la suite, les notations sont celles de 1 . 3 . .

Lemme 3.7 :
L'ensemble des éléments de G dont les points fixes dans l'arbre figurent dans

une partie finie donnée de^ est ouvert lans G .
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Preuve :
Soit A une partie finie de ir; elle est contenue dans une boule B( L ^ , m ) pour

un m c (N . Soit &€G tel que f soit non vide et contenu dans A. Alors pour tout
h€?*K (fixateur de la boule B ( L Q . I ) ) avec i ^ m , on a î̂ .̂ D'autre part. l'en-
semble des éléments de G n'ayant aucun point fixe dans l'arbre est ouvert, car :

- Si g €G induit une translation d'amplitude riO sur une géodésique, on voit
facilement sur l'arbre que les éléments de gU, où U est le fixateur d'une boule cen-
trée sur la géodésique, de rayon strictement supérieur à r , ne fixent aucun point
de l'arbre.

- Si g€G échange deux sommets voisins, par exemple L.. et L ^ , alors les éléments
de gK' ont la même propriété.

Ceci termine la démonstration (voir I, lemme 3 . 1 ) .

Soit Tf une représentation lisse irréductible de H vérifiant l'hypothèse de la
proposition 1 . ^ . 1 , c'est-à-dire disjointe de ses conjuguées par G-H. Alors la repré-
sentation Tsind^Tr est supercuspidale irréductible, et le lerome précédent joint à laH
proposition 3.5 permet d'énoncer :

Proposition 3»8 '•
Avec ces notations, alors :
( i ) : Sur 1'ouvert de G formé des éléments hyperboliques à valeurs propres de

valuations distinctes, la distribution Tr T est nulle.
( i i ) : Sur l'ouvert de G formé des éléments elliptiques réguliers, la distribu-

tion Tr T est donnée par la fonction localement constante suivante :

© ( g ) s 2- Tr-rT (t^gt) , où g est elliptique régulier.
t€G/H
t^gtC H

Remarque :
L'expression de ©-(g) donnée en ( i i ) s'applique aussi aux éléments de ( i ) , la

somme étant vide. La somme est vide également si g est elliptique ramifié de valua-
tion impaire, le caractère ©«. est donc nul en ces points.

Pour obtenir le caractère sur tous les éléments réguliers de GL ( F ) , il reste
à traiter le cas des éléments hyperboliques réguliers fixant une géodésique de l'ar-i-bre. Soit g un tel élément ; alors A ( g ) s q " pour un k^O. A conjugaison près et au

centre près. on peut supposer que g s l ^ . avec a , bcCy* et val(- - 1 ) s k . La
\0 b / b

géodésique associée à g est D S ^ L ^ ^ f y (définie en 1 . 3 . ainsi que les groupes K ^ ) .
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On suppose dans la suite i> k .

Lemme 3.9 :

(i) Pour tout h 6 K^ avec i^ k, l'élément hg est hyperbolique régulier, de mêmes

valeurs propres que g roodulo '(l1, et ses points fixes dans l'arbre sont tels

^ue, :

^^n B(LQ.I) = ̂ n B(LQ,D = ^ L€^f/ d(L,LQ)4: i et d(L.D)^ k l

(ii) L'ensemble des points fixes possibles des éléments de K.g est réunion dis-

jointe des trois sous-ensembles suivants :

A = 1 Lcf / d(L,LQ)^i et d(L.D) = d(L,L ) avec |j |^i-k l .

B = ( L€^f i-k^: d(L,LQ)<i et d(L.D) = d(L.L.) avec |j| ^i-k l .

C = 1 Lc^f/ d(L,D)^ k et d(L,D) = d(L.L ) avec |j|< i-k j .
(iii) 0" a les mêmes résultats pour les éléments de gK ejt^ K gK. .

Preuve :

(i) Puisque h fixe B(L ,i), il est clair que Ç^n B(L ,i) s^^HBCL ,i). Pour

i> k, la forme de i &r\ B(L ,i) prouve que^^ ne peut être une boule de centre un

point ou un milieu d'arête. D'autre part les coefficients du polynôme caractéristique

de hç sont congrus à ceux du polynôme caractéristique de g module Tï . L'élément hg

est donc régulier ; la forme de j^ montre qu'il n'est pas elliptique (corollaires

1.3 .1 et 1 .3 .2 )» il est donc hyperbolique.

(ii) Soit L un point de ̂  fixé par hg pour un hCK . Si d(L.L )^ i . soit j tel que

d(L.L ) = d(L,D). Si |j|^i, le sommet L est fixé par hg. le segment [l . ... ,L")

l'est donc aussi. Le point d'intersection de ce segment avec S(L-,i) doit être fixé

par hg. c'est-à-dire être à distance au plus k de L., d*où |j|^i-k. D'autre part
fri K t g J

la reunion de B et C constitue clairement \ r\ S ÎL t i -1 ) . c.q.f.d.

Avec les notations de 3 . 1 . on veut calculer Tr P T(g)P. à l'aide de l'expression

du lemme 3.^. Pour cela, on définit une fonction © (g) de^dans^en posant :

©.(g.L) = ^ A^d'^gt) Tr Tf (t'^gt) dk, où 16 G vérifie t L - L .
1 JK H °

La fonction Q est bien définie, l'intégrale ne dépendant que de la classe a gauche

de t roodulo H. On a :

Tr P,T(g)P, = Z 6,(g.L).
1 i L€^ i

Puisque Q (g.L)sO quand aucun point de K g ne fixe L. le calcul de Tr P T(g)P se
V dramené a celui de Z. v,(g.L) et des sommes analogues sur B et C.

L€ A '
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Lemme 3.10 ;
(i) Pour tout sommet L ̂  J, on a :

e,(g.L).e,(g..(0 ^D.oyg'^ °\ .
1 i \ 1 O/ \0 a /

(ii) Si L appartient à A ou B, et si L' est le point de la géodésique D déterrai"

né par : d(L.L )=d(L',L ) et d(L.L. )sd(L'.L ). on a :
T 0 0 —™ 1*K A—«V

6^(6.L) s ô^(g.L') .

Autrement dit, on passe d'un côté à l'autre de L^ en échangeant les valeurs pro-

pres de g. et si L€AUB, il suffit pour calculer 6^(g,L) de "rabattre" L sur la

géodésique en restant "du même côté" de L , et de calculer 6^ au point correspondant.

Preuve :

(i) La conjugaison pari | conserve K et transforme g en g' ; on fait le
\1 O/

changement de variable approprié dans l'intégrale donnant Q^(g.L) pour obtenir celle

donnant 8 (g* , ( ( L).
1 M O /

(ii) Supposons que LêAUB et que d(L.D)sd(L.L.) avec j^i-k. Il existe (Lemme 1.3.5)

un unipotent u s f 1 v \ avec val v s j. tel que uL=L*. En écrivant LstL^ avec un t^G.
Y O 1 /

on a L'sutL . et la propriété annoncée se ramène aux changements de variable suivants
o ^

dans l'intégrale donnant Q,(g,L') :
- D'abord k»_^ u^ku. grâce au fait que u€ H qui normalise K^.

- Ensuite k|——^kw. où w = P ^^^^ ^ qui vérifie u^guswg.
\0 1 /

L'élément w appartient bien à K puisque val( (1-a /b)v ) s k+j>i par hypothèse.

Lemme 3 . 1 1 ;
Soit t€G/H. Alors la fonction définie sur G par :

ITr TT (t'^t) ̂  t^xte H.
x|——>

0 sinon.

est une somme finie de coefficients de T.

Preuve :
Cela provient de ce que tout coefficient de TÏ . prolongé par 0 en dehors de H.

est un coefficient de T (cf I.1*.).
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Lemme 3 .12 î

Pour tout L £ A . on a Q.(&,L) s 0.

Preuve :

- Grâce au lemme 3.10, on peut supposer que L=L. avec j^i.

- Les éléments h de K tels que hg fixe L sont les éléments du sous-groupe
/ J \. - "y ^

'^'^ î , y
Tout élément de B s'écrit de manière unique sous la forme ux avec \i€ N = '

f'.ji' i } J l» '"""••h1,.^-
- On a, si L.stL :

J o

ô^g.L^) s ^i^i.j]"1 f Tr'Tra'^kgt) dk

^^.J

= c | dx | TrTfd" uxgt) du, la constante c dépendant du
JM. j ï i .1 ' J choix des mesures de Haar.

(1 F \
- Soit N s j . Puisque T est supercuspidale. on a , d'après le lemme 3 1 1 -

0 1 /

A..(t nxgt) TrirCt" nxgt) dn s 0. pour tout x fixé dans M .
JH " i

O1" AH^ nx5t) est non nu^ si et seulement si nxg fixe L., c'est-à-dire si et seu-
'lement si n€ N . Il reste : /

f Tr TT( t~ nxgt) dn s 0 pour tout x ^ M .
J

d'où le résultat.

Il reste alors, pour tout i>k :

Tr P T(g)P = Y, 6 (g .L) < Z e.(g.L).
L € B 1 L € C 1

somme finie, mais dont le nombre de termes croît avec 1 .

Le"̂  3 . 1 3 :
L'application : O1——^ (T

v |——^TrTf ( f 1 v^ g)
'O 1 /
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ik

est invariante par y , et on a :

E Tr-Tf ( f 1 v} g) = 0.
vc 0'/T,k \0 I/

En particulier, s^ ks0, on a Tr TT (g) = 0.

Preuve :

Pour v C V e t ucTl , les éléments ( v^ g et f 1 v+u^ g sont conjugués parr \o i/ \o 1 /
( u "a ) CH. On utilise alors le lemme 3 . 1 1 et la supercuspidalité de T.
\0 1 /

Lemme 3 . 1 ^ :

Pour tout entier i^k et assez grand pour que TTsoit triviale sur K , la somme

Y 0^(8»L) est indépendante de i et vaut :
L 6 B

- s^ ks0 : 0 (B est vide).

- s^ k >1 :

F1 ^.J^^ ( 1 ^ ^ - T r î ^ l 1 ^g^
r=0 ucy ̂ /y L \° V \u I/ J

Preuve :

Supposons k \ 1 . On calcule d'abord la somme Z- 0.(g,L), où :
LCB"*'

B"" = • t L é j ' / i-k<d(L.L ) < i et d(L,D)=d(L.L ) avec j^i-k^ .

On constate que B^ est réunion disjointe d'arcs de cercles centrés en L : B^= \^J B*.
rs0 r

avec B^ = j L€^/ d(L.L^^)=r et d(L.L^^^^ )=r<.1 l .Le lemme 3 .10 affirme que 6 (g.L)

est constante sur chaque B • Posons :

/ œ'3 o \t < = i j » de sorte que L,=t,L .
j \ 0 \ ) j j °

Remarquant que B a q éléments, et que tous les éléments de K g fixent B'*\ on obtient :

L^B- ^^'^ s ^o qrlr> avcc Ir ï JK ̂  ̂ ^i.^ dh-

f "y î'" \
Posant J^ . ti.^p^S-k^ s ,21.k*r , ^ i j • on a- pui9que 6 com"ut•e à '•l-k»r :
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I = ^ TrTf(hg) dh.

r̂

-lais vu les hypothèses et le lemme 3 .13 , il reste :

i,-^ - J - ^ f 1 "le).
"'Ï /} ° 1 /

d'où le résultat, la partie B" s'obtenant à l'aide du lerome 3 .10 (i).

Lemme 2.9 :

Soit C - ^ L C y / d(L ,D)=d(L .L . )< k ^ . pour -i-4<-1 f j^ i-k-1. Pour i> k et tel

^uefî soit triviale sur K , on a :

H 6,(g .L) = 0.
L C C ^

^reuve :

- On suppose j ^0 (lemme 2.^ (i) ). Soit L€C et r=d(L.L.). Si r=0, on a

.=L -t L , où t - ( a ° | . et si r Y I : L = f 1 ua ) L, . où u € (Y* est par-J J " Y o l / V o i / ' 3 * 1 "

"aitement déterminé module l^f (cf lemme 1.3.5). Alors :

^ 6,(S.L) = i Tr-ÏTd^t ) dh . £ L , i Tr-ir(t1 ? -"^Ihg/1 "^t. )d
L C C ^ i \ j j r=1 uc^^j^ ^[o 1 / [o ip^

- Posons J = t^K t = f 1-}1 jî1'" 1 . et u -- f 1 ^^-1)"œ'r ) .m m i m 1 . . 1 r i /
[y ^Y! v 0 1 /

II reste :

2- 6.(g.L) = ^ Tnr(hg) dh • ^ ZT ^ TrTr(hu g) dh.
L € C ^ )^ r.l uCC/• /^^ ^ /J^

- Toutes les fois que r ( i-k-J, on a par le lemme 3 . 1 3 :

^ Tr-rr(hu g) dh = Tr -rr (u g).
J j , r r

J*r

- D'autre part on a pour r\ 1 :

2- T r T r ( u g ) - 2- k ^ ^ t 1 ^ g î -
u€(y/^Y r vct1 '^/^ -1 /TÏ V O ij
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- Si j/i-2k, on obtient donc :

— k —
L 8<(8.L) s TrîT(g) * ^ 2- T r T T ( u g )

L€C 1 r=1 ucO^/l*]^ r

= 2Z . TrTTC f 1 ^g) = 0 par le lenune 3.13.
veÇy/JT lo 1 /

- Si i-2k<j^i-k-1 (ce qui suppose k > 1 ) , on pose i-k-jsm. On a 1 < m^k, et

par le lemroe 3 . 1 3 ;

I. e,(8.L) . Tr-n(g) . 7 F T,TT( P "\ g) .
LC,C rsl u € p ^ • J ^ YO 1 7

+ rL .^y ̂ -y ̂  vcJ^X TrT( (; 7) g )-

Or à u fixé dans Jl k"^/^^ k - l k~^<('1/^^k. lorsque v décrit "h k'r*ro/Jl k. l'élément

u+v décrit la classe de u moduloT^'^/'fak , et 2-. TrTf( f 1 "^Ig)
A "* v€^ k-r*Dl/^K ^ o 1 )

est l'intégrale sur u-•^^k~r"Mn/pk de la fonction TrTTî ( 1 "Ig). Lorsque l'on somme
À ff \0 il

sur u, cette intégrale est comptée autant de fois qu'il y a d'éléments dans la classe

u*T| "''̂ '"/l , soit q^" fois, ce qui compense le facteur qm~r figurant plus haut.

Pour m - « - 1 ^ r / k , le terme correspondant à r dans la sommation ci- dessus est donc :

^y-'y^y^'^ ^"'
Et finalement, il reste :

^ ̂ ^s £ k ̂ r " i s ) = o.
L € C 1 uCO' / 'h \0 1 /

Les lemmes précédents se résument en :

Lenune 3 . 1 6 :

Soit gs (a ) avec val a s val b. et val ( 1 - b / a ) s k.
\0 b/

Alors la suite Tr P T(g)P est stationnaire, et vaut pour l^k et assez grand pour pue

Tî soit triviale sur K :

- ̂  ks0 : 0 ^ ^

-^>^ É ^T. î ^ ( ( 1 ^g^TrTr^1 ^g) .
/ rsO ucTl" ' / p " \ 0 \ ) l u i )
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On peut maintenant rassembler tous les résultats précédents :

Proposition 3.17 :
Soit TT une représentation lisse irréductible de H telle que Tsind' Tf soit une

représentation irréductible supercuspidale de G. Alors la distribution Tr T sur G ,
est donnée sur l'ouvert des éléments réguliers de G , par la fonction localement
constante ©_ suivante :

- ̂  g est régulier elliptique, alors :

©T^ = ^ TrTrÇt^gt).
t € G / H

t^gte H

- Si g est régulier hyperbolique, conjugué à ( a | , alors
V o b j

- si val a i val b. ©-(g)=0.

- ̂  val a = val b e^ val (1 -b /a) =0.0 (g)=0.

- si val a = val b et; val (1-b/a) s k^ l :

k-1
©,<g). f ̂  , < T ^ ( ( 1 "U8 ° l ) .TrT( ( 1 "H3 0

r=0 ucl /h \0 } 1 \ 0 b l \ u 1 J \ 0 b
( Tr ir( |1 "U8 ° ).TrT( 1 0 a 0

c) Caractère d'une représentation irréductible de G induite de H* .

Rappelons (voir 1.3. ) que H* est le stabilisateur de 1'-arête / L , L ( d e T ,
l ° 1 -L

qu'il est donc son propre normalisateur dans CsGL^(F), et que g)__^ 1 gL ,gL l

réalise une bijection de G / H * sur l'ensemble des arêtes (non orientées) de ̂  , com-

patible avec l'action de G. Un élément g de G appartient à tH't" si et seulement

si il conserve l'arête ^ IL .IL ( de^. On utilisera la suite de sous-groupes dis-

tingués de H' suivante : / i "hi 'h^1 \
K[ \y ^ y ) • ^ 1 ( c r I • 3 • ) •

SoitTT une représentation lisse irréductible de H' telle que Tsind.,,TT soit
H

irréductible supercuspidale. On volt facilement que la proposition 3.8 reste vala-

ble en remplaçant H par H' (en effet, on obtient un lemroe analogue au lemme 3.7 par

les mêmes méthodes, en utilisant le lemme 1 . 3 . 1 ) . Il reste a étudier le cas des élé-

ments hyperboliques réguliers a valeurs propres de mêtne valuation. Soit donc

( a 0 \g= ) avec val a = val b s 0 et val (1 -b /a ) = K S O . et soit l > k . Alors les
0 b / '

éléments de K.g fixent L et L . donc, par le lerarae 1 . 3 . 1 . conservent une arête si

et seulement si ils fixent ses deux sommets. A l'aide de cette remarque, on peut re-

faire tous les calculs de a) avec les modifications évidentes (par exemple, dans
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le lemme 2 . 4 , on doit remplacer la conjugaison par ( ) par la conjugaison par
\ 1 O// o or\| \ ; dans le lenune 3-13 on obtient:

V 1 0 /
^ k^^^ ( ^ u) 8) s °» e^...).
b/Ï ' \0 I/uc l /J l—— \0 1

Donnons tout de suite le résultat :

Proposition 3 . 1 8 :

Soit Tf une représentation lisse irréductible de H* telle que T=ind ,Tf soit

irréductible supercuspidale. Alors la distribution Tr T sur G est donnée sur l'ou-

vert des éléments réguliers de G, par la fonction localement constante \3 suivante :

- ^1 5 est régulier elliptique, alors :

© ( g ) = H Tr'Tra'^t).
t < G / H *

t^gtCH'

- sj. g est régulier hyperbolique, conjugué à ( ) » alors :
V 0 b /

- ŝ i val a i val b.© (g) = 0.

- î val a = val b e^ val (1-b/a) s 0, alors 0_(g) s 0.

- ^si val a = val b ̂  val ( 1-b/a) = k^, 1 , alors :

^ k-1

^'•^"••^^^-—(o^::)-^!:^— ' "U" °l))
r-71 u&-h"- r+1/^^ l<+1 """lo lUo bj'^' "'0 iKoa l

Remarque :

La comparaison des propositions 3 . 1 7 et 3 . 1 8 pour g = f \ avec val a s val b,

et val (1-b /a) s k VI. donne : \° b /
p '

- si T=ind.,Tf (proposition 3 . 1 7 ) :
M

©,!g) . ZTrTKg) ̂  F , ( T r T Î ( ( 1 "W3 0^ ) < T r T Î ( ( 1 "W" ° \ ) ) .
T 8 r.1 ucy-''/}" V o 1^0 b / \ 0 l ! \0 a l

G ̂- si Tsind^.iT (proposition 3 . 1 8 ) :

e,,.,.̂ .,.̂  ,̂̂ ..,.T-.(; •)(: :)—(; ̂ : :)".
Le prenier ternie est 2 Triy(g) dans un cas. TrTf(g) dans l'autre. Cela provient du

fait que la sommation sur les arêtes fixes éventuelles des éléments de K'g se ramène

à une sommation sur les points fixes de ces éléments, mais ce faisant on compte deux
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fois rareté ^ L ,L j . Il faut donc retrancher le terme correspondant qui vaut pré-
cisément TrTf(g).

On donnera plus de détails dans le cas du groupe nétaplectique.

d ) Caractère d'une représentation irréductible de G induite de H.
Soit"^ une représentation lisse irréductible spécifique de H disjointe de ses

conjuguées par G-H, et soit Tsind-.Tf , qui est supercuspidale irréductible spécifiquen
par le théorème 1 . ^ . 3 . On étudie la distribution Tr T sur l'ouvert des éléments régu-/̂liers de G. La proposition 1 . 1 permet de se restreindre aux éléments réguliers qui sont
des puissances n-ièmes. Le lemme 3.7 et la proposition 3.5 montrent que Tr T est nulle
au voisinage des éléments hyperboliques dont les valeurs propres sont de valuations
distinctes, et qu'elle est donnée sur l'ouvert des éléments elliptiques réguliers par
la fonction suivante :

\î)m(6)=0 si 6 n'est pas une puissance n-ième,

0^(6")= 2_ Tr TT (t^gt ) si g est elliptique et g" régulier.
t € H\G

(t^gt)"^ H
II reste à traiter le cas des hyperboliques de la forme suivante (à conjugaison près) :

g" s ( ) , a " ^ " , a , b € . F * , et val asval b. Au centre F*" près, on peut supposer
\ 0 b /

val a=val b=0 ; soit ksval (a /b - 1 ) . On peut alors suivre pas à pas la démonstration
de a ) , en remplaçant g par ̂  et en faisant les modifications évidentes : la plupart
des démonstrations sont valables sans changement, car les changements de variable ou
les conjugaisons utilisés ont lieu dans GL-((Jp). sur lequel le cocycle est trivial.
Seuls les lemmes 3. 1 ^ et 3.15 font intervenir des éléments extérieurs à K . les

t , = 1 w j . On a bien ?'" g C'. = ' g " , car les valeurs propres de g" sont des
V 0 1 / J J

puissances n-ièmes. Mais il faut vérifier (avec les notations du lemme 3 . 1 ^ ) q u e l'on
a dans'? : J =^~\ ̂  t̂ \̂  • c'est-à-dire Y . " ̂t̂  = t^kt. pour RCK . j ^ O . C'est
certainement vrai pour i assez grand, par un argument de continuité. En fait c'est
vrai pour i^, j par un argument semblable à celui de la proposition I I . 1 . 3 . b . (pour 1^ 1 .
le sous-groupe K est engendré par ses puissances n-ièmes, par les résultats de 1 1 . 1 . )
Enonçons le résultat :

Proposition 3 . 1 9 : ^
Soit TT une représentation lisse irréductible spécifique de H telle que Tsind-^TT^

soit une représentation irréductible spécifique supercuspidale de G . Alors la distribu-
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tion Tr T sur G est donnée, sur l'ouvert des éléments réguliers de G , par la fonction
localement constante spécifique 0-. suivante :

- ©^(g)^ si l'élément régulier g n'est pas puissance n-ième d'un élément régulier
- Si g est elliptique, et g régulier :

©T.(2") = IZ TrTTd^
t € G / H

n
)

t'VtCH

• ai. S est régulier hyperbolique, conjugué à l a \ avec a^b" :
\ 0 b /

- si val a i val b : 0«(g")s0

- si val a = val b et vaKi-b'^/a") = 0 : ô^g^sO

- si val a = val b et vald-b'^/a") s k^ 1 :

û /^ ^ r- L-^/ /r^/r^" -^/r^A/r'ov1"1e^g")^ ^ [r^r "ïï^r^^r T 'fl
r=0 '—— L V O 1 / \ 0 b; \u l / lo b)J

f. i\^r . î  iv *—-°'J 'J
e) Caractère (Fune représentation irréductible de G induite de H'.

«T^ ^w'Soit TT une représentation lisse irréductible spécifique de H* disjointe de ses
-^ ^ î ^w »

conjuguées par G-H*, et Tsind-'.lT . La encore, le cas des elliptiques réguliers et des
H

hyperboliques dont les valeurs propres sont de valuations distinctes est immédiat.

A conjugaison près et au centre près, il ne reste donc qu*à étudier le cas des éléments

g" = I ° \ . avec a.bCF*. a^b". val a s val b s 0. val ( 1 - b'^/a") s k^O. On
\ 0 b /

peut même supposer (cf Prop. 1.3.3) que a et b vérifient val ( 1 - b/a) = k, c*est-à-dire,

posant g s f 3 ° \ . que A (g) s A (g") s q"^. Si k \ 1 , cette condition détermine g à
\ 0 b/ /

, près. Dans la suite, on suppose i\ k.n '.̂
Puisque g fixe au inoins une géodésique de l'arbre, il ne conserve une arête que

s*il fixe ses extrémités. Trouvant plus commode d'utiliser les sommets plutôt que les

arêtes, on utilisera les conventions suivantes : on divise l'arbrden deux parties.

y s ( L / d(L. L ^ ) ^d(L. L^) \

^" s J L / d(L. L.) ^d(L. L , ) . l
l j f 1 r\ ^ \

Les deux parties sont échangées par l'élément à s ( w ) de G qui échange L et L .

et jest réunion disjointe de '̂ * et S^". On peut alors définir une bijection de

j - l1-/)*1 ' !^ dans ^^"s^ble des arêtes de J'privé de j^ tL. l de la façon suivante :

si L C f̂ (resp.^") et UL (resp. LiL ), il existe un unique sommet L' vérifiant

d(L.L ' )s1 et d(L'.L,)<d(L.L,î (resp. d( L'.Lç) < d(L.LQÎ). On associe à L l'arête IL.L' | .
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Réciproquement, si j L^L"^ est une arête contenue dans ^/'*' (resp. ^f"), on lui asso-

cie celui de ses sommets qui est le plus éloigné de L, (resp. L.J. Pour compléter,

1-» ) 1 0
l'arête ^^il sera associée indifféremment à L« ou L., et sera comptée deux fois,

ce dont il faudra tenir compte à la fin du calcul.

Avec une démonstration analogue à celle du lemme 3.9, on obtient :

Lemme 3.20 î

(i) Pour tout h€ K* avec i> k, l'élément hg" est hyperbolique régulier, de mêmes

valeurs propres que g modulo "P , et ses points fixes dans l'arbre sont tels

que :

^^nsd^.L^.i^) s T^SO^L^i^)

s ^ LCSÎLQ.L^i-i) / d ( L , D ) ^ k ^ .

(ii) L'ensemble des points fixes possibles des éléments de K'g est réunion dis-

jointe des sous-ensembles suivants :

A* = 1 L & ^f/ d(L.L )>i et d(L,D) = d(L.L ) avec j^ i-1-k l

A' = J L & ̂  d(L.L )^i et d(L,D) = d(L.L ) avec j^-i+kl

B"' = I L c Ç'/ i-k^ d(L .L)^ i et d(L.D) = d(L,L ) avec i+1-k/ j< i.-l^

B" s î L € ̂  i-k^d(L ,L)< i et d(L.D) = d(L,L ) avec -i <j^-i-kt

C"' = IL C^/ d(L .D)^k et d(L,D) s d(L,L ) avec 1^ j^ i -k |

C- s IL € ^/ d(L.D)^k et d(L,D) s d(L.L ) avec -i-rk-l ̂ j f o(

On notera A=A UA~, etc ...

Soit L 6 J, et t C G tel que l'arête ^ 11^.11 ( soit associée à L par l'applica-

tion décrite plus haut. On pose alors :

©.(g^L) = ^ X... (t^kg"!) TrTa'1^^) dk.

A
Par les remarques précédentes, on a en fait :

e.(6".L) z ^ Y, (t-'kg"t) Tr-TT (r^e'T) dk.

J^

On cherche à calculer ^_ 0 (g ,L). Pour simplifier les notations, on supprimera
Lc^f A

les ^^ dans les calculs qui suivent, en convenant que t~ signifieT~ . et g" signifie

"g » kg signifie kg. etc ...

Lemme 3.21 :

(i ) Pour tout sommet L (le_ ^r. on a :Q, (g^D.e^-^u.oùg.".^" ° \ .
(ii) Soit LC AUB. e^ L' le point de la géodésique D déterminé par d ( L . L ) s d (L* .L )

e^ d(L.L ) s d(L'.L ). Alors :
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ô^ (g",L) = 0^(g",L').

Preuve :

(i) On fait le changement de variable k|—>î~ k^dans l'intégrale donnant 0,(g",L).

Le changement de variable n'introduit aucun cocycle non trivial par les propositions

II.1.1 et 11.1.3. La nouvelle intégrale fait alors intervenir l'élément i t de G, et

on vérifie aisément que ^L est le sommet de 3'correspondant à l'arête | ^tL,., à tL,^

par l'application ci-dessus. D'autre part, on a bg" S" = g*"» grâce au fait que les

valeurs propres de g sont des puissances n-ièmes. Il ne reste plus qu'à remarquer que

la conjugaison par A t dans G ne dépend pas du représentant de àt choisi (i.e. à t ou

?T).
(ii) Grâce à (i), il suffit de le montrer pour LCA^UB^. On a alors d(L,D) = d(L.L )

avec j >i-k+1, et L' s ( 1 ^ - avec val u s j. La démonstration du lemme 3 . 1 0 donne/ V o i /
le résultat : les manipulations effectuées dans l'intégrale n'introduisent aucun cocy-

cle non trivial, car tout se passe dans GLA{j).

Lemme 3.22 :

Pour tout L6 A. on a 0,(g", L) = 0.-_—_—_—>_ .—_-_ ^

Preuve :

C'est la même que celle du lemme 3 .12.

Lemme 3.23 :

L'application : Jî———> C

v »———^ Tr 'ff ( ( 1 g ) » est invariante par Tf ^ , et on a :
\o i/ -T ———

I - T r ' 7 T ( ( 1 ^g) = 0 .vcjî/y v o i;
En particulier, si k=0 on a Tr"TT(g) s 0.

Preuve :

Pour v c p ® t u € U ^ . les éléments ^ v ) g et | v^11 1 g sont conjugués dans
À A Vo i/ \ o i /

G et dans G (car tout se passe dans G L ^ ( U ) » sur lequel le cocycle est trivial) par

h un-̂
| ) qui appartient a H' si val u - k^ 1 .
\ 0 1 / /
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Lemme 3.2^ :

Pour tout entier î  k et assez grand pour que Tf soit triviale sur K * . la somme

) P. (g ,L) est indépendante de 1 et vaut :
L C B A —————

- sĵ  ksO : 0 (B est vide)

- ̂  k > 1 :

I:' Y r T r X ( ( 1 "h^.TrTnl1 ^ g.")"!r=o ucy^y-1 v o J ^ 0 J J

Preuve :

Elle consiste à recopier celle du lemme 3.8, avec cependant quelques précautions

^ k-1 ^ .
on a B^ = \J ^ avec B^ = l L € ̂  / d(L,L ) = r et d(L,L. . ) = r^l ^ . L'arête

rs0 * l -L i-R.f i I-K i

associée au sommet L^^^ de B"' par l'application décrite plus haut est l'arête

( î-k î-k.UrI f obtenue à Partir de JL^.L^lpar :

/ -yi-k^r Q \
ti i,.- = <t \ ). On aura donc :
i " r \ 0 1 /

L~B* ei(gntL) = ^0 qr Irt avec Ir = ^K' Tr'Tr(t^^nti-k.r) dh-

n -^/

Puisque g et t .^^ commutent dans G, il ne reste plus qu'à montrer que :

-i l i^J1 T^-1^1 \
^-k^i^-k.r s T,2i-k.r ^ ̂ i ] dans Gt

^ V J l^ >'

c'est-à-dire T^^^ ^i-k^r = tI-k^rkti-k^r si kc•Ki• cette dernière propriété décou-
le du fait que K^ est engendré par les puissances n-ièmes de ses éléments, et que son

conjugué par t^^ est contenu dans CL ( (J). par un argument semblable à celui de
la Proposition 1 1 . 1 . 3 .

Lemme 3.25 :

Soit C^s j L€^/ d(L.D) s d(L.L )^ k ^ . pour -i^k^l^j^ i-k. Pour î  k et assez

grand pour que'ÎT soit triviale sur K ' . on a :

Z Ô^L) = 0.
L < c^
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Preuve :
II suffit d'adapter convenablement la démonstration du lemroe 3.15,en tenant comp-

te des remarques faites dans la démonstration du lemme 3.2^.

Il ne reste plus qu'à rassembler les résultats, en tenant compte du fait que le

terme ô^g",!^) = 6 (g".L ) s Tr-îHg") = Tr Tf ( / b 0^") a été compté deux fois.

Proposition 3.26 : ^
— — — — — — — — — ^ G TVSoit TTune représentation lisse irréductible spécifique de H*, telle que Tsind.^*»

soit admissible supercuspidale spécifique. Alors la distribution Tr T sur '? est donnée

sur l'ouvert des éléments réguliers de ̂  par la fonction localement constante spécifi-

que 0- suivante :

- s^ g régulier n'est pas puissance n-ième d'un élément régulier :

67(8) = 0.
- s_i g est elliptique, et g régulier :

©-(g") '- S^ Trirt'^y)
T t & G / H '

t-Y'teH.
a 0 \ nJ^n

1 avec a ib :- si, g est hyperbolique, conjugué à ( )
V O b /

- si val a i val b : ©^(g") = 0

- si val a = val b et val ( 1 - b^a") = 0 : ©«(g") = 0^
- si val a s val b et val ( 1 - b^a") = k>,1 :

e^^TC^)")^ V [Tr^t1 "V8 ^"^(P "Y^°))
T \0 b / r=1 , . ^——,^ ,1 - V O lUo b/ \Q l A o al

» K • ' — • • ' < |̂  •^^ ' •ucj ^

III.̂ . LA CORRESPONDANCE : SÉRIE RAMIFIÉE.

Soit E une extension quadratique séparable ramifiée de F, telle que E*CGL (F)

I i £

conserve l'arête standard L ,L \ de l'arbre de CL (F). Si n est pair (p est alors
0 ' i .- . r2 ^ . o^

impair) on choisira une uniformisante d de E vérifiant o s Q . ou w est une uni-

formisante convenable de F. La classe de fT dans F^/F* détermine alors E à

F-isonorphisme près.

Si n est pair, on note L le caractère de (7* ou de k* défini par L ( x ) = 1 si x

est un carré, L(x)s-l sinon. Pour x é k* (resp.Q*) on a : L(x) s x* q (resp.

Uxîex^^d.lp.
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Avec les notations de 11.2, on peut énoncer le résultat essentiel

Théorème 2 * .1 :——————^— ^ ^^
Soit Y un caractère spécifique de E* H(ni), (myl) , trivial sur les commutateurs

de^ E^Hdn) et non dégénéré, et T=T(X ) la représentation irréductible spécifique super-

cuspidale de G qui lui est associée.

1 ° ) Les égalités :

(a) X (x) = X (x^sCx")" 1 ) . xeE^HCm) . pour n impair

(b) J((x) = X (x^sîx")"1 ) . x fc E H(m),

^îj( î) = S. X^"»^")"1). PO^ " Pair,
^ Ê est la racine carrée de ( - 1 ) q" 2 vérifiant :

2- L(y) Ï(h(-2^(-^ï) In '1y)) = ^ q^
yek»

définissent un caractère non dégénéré de E^Hdn).

«••̂  ^
2°) Les caractères des représentations irréductibles supercuspidales T de G et

T = Ind° , J C de^ G. vérifient :

(•) A(6n)G^(gn.s(gn)-1) = Y_ A(h)©^(h).
n nh =g

pour tout élément régulier g de^ G tel que g" soit régulier.

Corollaire ^ . 2 :
L'application T|———*• T détermine une correspondance bijective, caractérisée

par la relation ( • ) , entre les classes d'équivalence de représentations irréducti»
blés spécifigues supercuspidalea de la série ramifiée de G , et les classes d'équi-
valence de représentations Irréductibles supercuspidales, triviales sur i t ( F ) ,
de la série ramifiée de G .

Preuve du corollaire :
^L'application T»——^T. bien définie dans le théorème, passe aux classes d'équi-

valence de représentations à cause de la formule de caractère 0 (cf I I I . 2 . ) .
La proposition 1 1 . 2 . 6 assure que l'on obtient parXi———»j[ tous les caractères

non dégénérés de E* H ( m ) triviaux sur A4, ( F ) . Les théorèmes 1 1 . ^ . 1 et I I . 2 ! . 2 montrent
alors qu'il s'agit bien d'une correspondance bijective entre les ensembles donnés.
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Preuve du théorème :

a) Le point 1 ) découle de la proposition 11.2.6, et la définition de £ est

détaillée dans la définition ^.13.

Remarquons au passage que si ô = f ] (cas n pair), alors pour T = | )
\ 1 O / \0 -1 /

on a h(-2 ^(-îf)"1"^) = / 1 , ° 1 (cf Remarque 1 . 1 . 5 ) ; dire que Y est non
V^-tT)1"'1 1 / '

dégénéré équivaut à dire qu'il est non trivial sur ( «. ^ ^ (mais bien sûr tri-
\rT 1 /

vial sur / 1 ° \ ), et la définition de ^ peut s'écrire sous la forme :

l}1" 1 /
r 7 / 1 °\ C i!_ L(y ) ^ ..m-i ) = £ q •^ ly^iï)" ^

La démonstration de 2°) repose en premier lieu sur l'étude du quotient

T'^nE^HdlO/Crn E^HÎm))" . où T est un tore elliptique de GL . Cette étude, jointe aux

formules de caractère induit établies en III.3 » donne le résultat rapidement si n est

impair, ou si l'élément g de la formule (•) n'est pas un élément de E* de valuation

impaire. Si n est pair, et si g est un élément de valuation impaire de E*, on est ame-

né à calculer explicitement le caractère V-s;(S ), ce qui fournit la partie la plus

pénible de la démonstration.

b) Premiers pas vers la formule C). ^
S o i t î T î ^ C ) la représentation irréductible de^E»H(m) associée à )( (Théorème

11.2 .7 ) . de sorte que'? soit l'induite à "2 de Tf( )C ï • c'est-à-dire l'induite à G de

l'induite à 7' de TU Y). Le caractère de l'induite à H* de TT' ()C ) se calcule facile-
' •H/

ment à partir de celui deTf( ) [ ) par la formule de caractère induit classique. La Proposi-

tion 3.26 entraîne donc. pour g elliptique régulier tel que g" soit elliptique régulier :

O^g") = H Tr^an^^).
teG/E»H(n)

t'^tC E*H(m)

Or par le théorème 11.2.7 , i e caractère deTf ( ) ( ) nous est connu : il est nul
de E^Htn). el vaut nY sur ce sous-groupe. D'ou :dehors de E^Htc). el vaut n

©^g") = L nî^t").
* t€G /E»H(m)

(t^gt^e E^Hdn)

L'usage du lecune 1.2.9 donne iBnédiatement :
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( 1 ) Aîg^O^.sCg")-1) = n4(g") J^ j[((t•<gt)n.s((t•1gt)n)-1L

tCG/E^CB)

(t^gt)"^ E^Hdn)

Sî. 8 est elliptique régulier, et g" régulier.

Par ailleurs les ne G tels que h^sg" sont les j [ g, \€ ^ ; le caractère central

de T est la restriction de \ à F*, triviale sur U. . La formule 0 devient donc, '—"

g elliptique :

pour

A(gn)6y(gn,s(gn)-1) = nA(g)0^(g).
La proposition 3 . 1 8 impliquer_

(2) nA(g)6 (g) = nA(g) Y_ Xd^gt).
tCG/E^Hdn)

t^gt cE^Hdn)

Lemme ^.3 :

Soit g un élément elliptique tel que g" soit régulier.

On note Jl(g) = I teG/E^Htm) / t'^tÇ E»H(m) | . e^

ÎL(g) = j t € G / E t H ( B ) / (t^gt^C E^'^HÎnîl .

î J2(g) =A(g) ^A(g) = A(g"). la formule 0 est vérifiée.

Preuve :

Le lenme résulte de la comparaison terme à terme des formules ( 1 ) et (2) et de la

définition de Y , à condition de montrer que si n est pair alors A (g) = A(g ) impli-

que que t^gtc, E H(m) pour tout KÏÏ. Ce dernier point découle de la proposition

1.3.3 :

- si g est ramifié, et n pair, alors A (g) s ̂  (g") implique que g fixe au moins deux

sommets de l'arbre, donc t~ gt aussi.

- si g est non ramifié et n pair, alors t~ gt fixe un sommet de l'arbre ; si t" gt

appartient à E*H(m). il fixe obligatoirement L et L . donc appartient à E H(m)

(cf Lemme 1 . 3 . 1 ) . C.Q.F.D.

Nous allons maintenant déterminer les cas dans lesquels les hypothèses du Lemoe

<*.3 sont vérifiées.

c) Etude de l'intersection TnE*H(B). T tore elliptique de C.

Proposition ^.^ :

Soit T un tore elliptique séparable de GL«(F).

a) Si n est impair, ou si T n'est pas Isomorphe à E*. on a :

T" n E^Htc) s (T^E»H(B))".

79



C. BLONDEL

b) S^ n est pair et T Isomorphe à E», alors T"n E^HCm) s (Tn E^Hdn) )"

si et seulement si T est contenu dans EWm).

Sî  T n'est pas contenu dans E^Hdn). alors (TnE^Hdn))" est d'indice 2

dans T"n E^Hdn) ; l'élément non trivial du quotient est représenté par

^"» ^Ù 0 est une uniformisante de E de trace nulle.

Preuve :

L'inclusion (TA E^Hdn) )"C T'^nE^Hdn) est claire (E^Hdn) est engendré par

(E^Hdn))", cf Lemme 1 1 . 1 . 2 ) . Il suffit de montrer que ces deux groupes ont même indice

dans TAE^Hdn), sauf dans les cas indiqués en b).

Lemme 4.5 :

a) Soit K une extension quadratique séparable de F, e^ U un sous-groupe ouvert de K*

contenant F». Alors [u:U"l = n2.

b) (jnE^HCm) : (TnE^Hdn))^ s n2.

Preuve :

Puisque U contient F*, il contient un élément u de valuation strictement positi-

ve et minimale dans U. Alors :

U = u^ (UnÛ^). U" = u^(U nO^)". et

U/U"^ 2Z/n2 x UAÛ^AunO^)"-

Or U est ouvert ; il contient donc '*•••)„ pour i assez grand. Pour un tel i,

on voit que [u H (/ĵ  : (UnU^)"] s E1^^71-,]^ : (u n ̂ /1^ ̂ )n] ; on se
ramène ainsi à des groupes finis. Puisque U contient F*, il contient le noyau

h ( F ) de 1'homomorphisme x|——>x , d'où l'indice cherché.n

Par ailleurs :

[TnE^H(m) : T"A E»"H(m[l = [m E^dn) : T^n E»H(m)] [?'n E^Cn) : -̂ n E^HCm)] .

Lemme 4.6 :
L'indice de T"Q E*H(n) dans T QE*H(m) vaut n ^ n est impair, ou si n est pair

et T ramifié tel que THE*H(B) contienne un élément de valuation impaire. Il vaut in

dans les autres cas.

Preuve :
- Si T est non ramifié un élément de T fixe un sommet de l'arbre, et ne peut donc

échanger les deux extrémités d'une arête (Lemme 1 . 3 . 1 ) . d'où :
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TAEWm) = TnF^ujr )H(m)

(un simple raisonnement géométrique, utilisant les résultats de 1.3, permet même de

montrer que TAE^Hdn) = TAF^A^a)). Un élément de TnE^dD) fixe alors au moins deux

sommets de Marbre, et appartient à F^d-ft ) (cf 1.3.). D'où :

TnEWm) = F Î+JU^ E^m)].

et ^HE^HCm) s F»"^" n(^)( (ul) AE»H(m) ).

Alors :

THE^HÎm) / ^'"AE^HdlOsF* / ^"(^•"n ̂ •)

^Z/nZ x k^/k^nk»".

Enfin : k^k^" = 1 y^yCk». (y /y) "= l l . Un tel y vérifie ?/y= Ï € f^ 0 Ker N, d'où
^ T I T ^ j ^ 5 / n

{ = - ^ 1 . L'indice cherche est donc n si n est impair, n /2 si n est pair.l
- Si T est ramifié, l'inclusion de TOE^Hdn) dans T donne une inclusion :

TnE^Hdn) / '[•"nE^Hdn) Ci •» T/T".

Le choix d'une uniformisante 1T _ de T fournit un isomorphisme :

T/T"—»Z./nZx k^/k.""

gi———^(val^M.gî;^^^ modOrf).

et k^/k^." est cyclique d'ordre n. Or k.» = k*. et Tr\E«H(m) contient (3 .̂ L'image de i

contient donc k.-./k.11 . D'autre part TnE*H(m) contient F*, dont les éléments sont de

valuation paire dans T. j5î  n est impair, alors THE*H(m) contient un élément de valua-

tion n-»-1, donc i est surjectif et l'indice cherché est n . ̂  n est pair, l'image de i

contient le sous-groupe 2'S'/n?x k^/k*" de T/T". L'indice cherché vaut donc n si et

seulement si TnE^HCm) contient un élément de valuation impaire de T. et ^n dans le

cas contraire. C.Q.F.D.

Remarque :

Lorsque T est ramifié, on peut parler des éléments de valuation impaire de

TAE*H(m) sans préciser davantage. En effet un élément de valuation impaire de T appar-

tenant à E*H(m) s'écrit nécessairement uh(x). u€E*, h ( x ) € H ( m ) , où u est également

de valuation impaire.

Lorsque n est impair, les lemmes-^.5 et ^.6 impliquent la proposition ^.^. Lorsqu'

n est pair. il faut encore étudier l'indice de T^nE^HtB) dans T^E^HÎm).

Lemme ^.7 :

j>j_ n est pair et T non isomorphe à E*. alors :

[^U E^Hdn) : ^n E^Htoi)] = 2.

S^ n est pair et T isomorphe à E", alors :

T^O E^H(n) ? T"n E^HtB).
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Preuve
L'injection de T"n E»H(n) dans E^Hdn) suivie de la projection sur E» fournit une

injection :
T"n E^Hdn) / T"0 E^Hdn) C j » E^/E»" ;

ce dernier groupe est isomorphe à 7L/n7L x k'/k»" après choix d'une uniformisante S

de E (voir plus haut). L'indice cherché ne peut valoir que 1 ou 2 à cause des lenmes

précédents. Il suffira donc. pour montrer qu'il vaut 2. de trouver un élément non

trivial dans l'image de j.
- Si T est non ramifié, il existe un élément de (̂ "A U* qui n'appartient pas

à (^<ln (voir la démonstration du lemme ^.6). Son image par j est un élément non tri-

vial de k^/k»", donc l'indice vaut 2.
- Si T est ramifié, et si g=uh(x) appartient à T HE^Htm). on voit en

considérant les déterminants que valpU = val^g est multiple de n. L'image de j est donc

contenue dans k^/k»". Puisque n est pair, p est impair, et F n'a, à isomorphisme près,

que deux extensions quadratiques ramifiées. On peut choisir une uniformisante ù^ de

T vérifiant ^2 = û = 5 2 si T est isomorphe à E». J ̂  = S £ . où fc est une racine pri-

mitive (q-D-ièroe de l'unité, si T n'est pas isomorphe à E». Alors ̂  appartient à

F*, donc :
T^ E»H(m) = J î z < (̂ "H E^Hdn) ).

S^ T n'est pas isomorphe à E*. alors j(J^) est l'image de ^"J^ dans
k^/k»". c'est-à-dire ^n. qui est non trivial module kjî". L'indice cherché vaut donc 2.

^ T est isomorphe à E». alors j(^)=1. Il reste à voir que :
j^^nE^m)) = j(( 1^1^)0 E«H(m)) = 1 .

Or on voit géométriquement (i.e. dans l'arbre) que :

(U^nE^B) s (^T^O^ ^^E^00'
En considérant la norme et la trace d'un élément de l'intersection, on obtient facilement:

(}^ )nE»H(m) s (uT^)^(ulg)H(B).

d'image triviale par j. C.Q.F.D.

La proposition «.<* a) est maintenant démontrée. Il ne manque plus qu'un lemme

pour obtenir ^.^ b) :

Lemme ^.8 :
On suppose p iapair. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) TnE*H(«) contient un élément n'ayant aucun point fixe dans l'arbre.

(ii) T eat conjugué de E* par un élément de H(n).

(iii) T est contenu dans E*H(n).
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Preuve;

Un élément de E*H(m) qui ne fixe aucun point de l'arbre s'écrit uh(x) où

uCE^-E et h (x )CH(m) . Si h(x) est égal à 1 , alors uh(x) appartient à E*. Sinon

h(x) appartient à H(i)-H(i-»-1) pour un i^m, et la conjugaison par un élément h(y)

deH(m) donne : h(y)uh(x)h(y)'1 s vh(z). avec v s u(1-y(1-Tr yî'^Cu)"^ E^-E^.

et z = y(1* j (u) ) + N(y) j (G)(1-Tr y)"1 * (x( 1-Tr y)-y(1-Tr x) )N( 1-y( 1-Tr yî^jdS)).

en posant j(u)»u/u - 1 , de valuation 0 si p est impair. Choisissant y de valuation

i, on aura donc : z ê yj(u)-t'x-»-'b* » dtou ^Bi^ si l*on choisit y tel que„ , , r( E ^E
yj(u)-»-x Cf fp • Ainsi uh(x) est conjugué à un élément de (E^-E )H(i-»-1) par un élé-

ment de H(i). En itérant le procédé, on obtiendra un élément de E*-E conjugué à

uh(x) par un élément de H(m), d'où (i)====^(ii). Les autres implications sont

claires. C.Q.F.D.

Proposition ^.9 :

a) Si n est impair, la formule (•) est vérifiée pour tout élément elliptique g

tel que g soit régulier.

b) ̂  n est pair, la formule 0 est vérifiée pour tout élément elliptique g (tel

que g soit régulier) non conjugué à un élément de E* de valuation impaire.

Preuve :
^

Dans les conditions indiquées, on a, grâce à la proposition ^.^. Jl(g)=/l[g).

Si A (g):A(g ), le lemme ^.3 donne le résultat. Sinon, n est pair, et on est dans

un des cas suivants (proposition 1.3.3) î

- g est non ramifié et n'a qu'un point fixe dans l'arbre. Alors g ne conserve

aucune arête de l'arbre. etJT(g) est vide. ainsi quejl(g). Donc t/-(g)=0

et©î:(6")s0. d'où la formule (•).

- g est ramifié et n'a aucun point fixe dans l'arbre. Alors la valuation de g

dans l'extension ramifiée qu'il engendre est impaire. Le lemme ^.8 montre

encore queJÏ(g) est vide, C.Q.F.D.

d) La formule (•) pour n pair, et g conjugué à un élément de E* de valuation im-

paire .

On peut évidemment supposer que g appartient à E* : g=^x . avec 5 = 3^el

xC 1E,. . Alors g îst régulier si et seulement si x est régulier ( x / x s - 1 est impossi-

ble si x est de valuation paire), ce que l'on supposera. On a A ( g ) = 1 et :

A(g") -Atx")^) = cT^2^.
pour un entier k ^ O . vérifiant x C F*( 1-jï 2k<t>1 ). et x i.^{ l-tl2^2). Posant j s x / x - 1 .

on a valpj s 2k^1 (pour tout ceci, voir 1.3) .
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Le lerane ^.8 entraîne /l(g)s ^ 1 »C"| » d'où par la formule (2) :

nA (g)e^(g) s n(X(g)-J(g».

Or J ( ( S / Î ) = )( ( -1) s 1 car - 1 C M . d'où

(2') nA(g)©^(g) s n/(î )()L(x)^)C(x)).

D'autre part, on a/Kg) =Jl(x) =Jl(x), d'où par la formule ( 1 ) :

(D A (g^Q^g^sCgV1) = n A ( x ) 1^ X ((t-Txt^.sîd'^xt)")-1).
te G/E^Hdn)

t^xtCE^dn)

Le premier travail consiste à déterminer/l(x).

Lemme ^ . 1 0 :

Soit r un entier. On note :

H .̂ = ( h(t) / valg(t-l)=2rl .

Alors, posant 2k-»-1 = valp(x/x - 1 ) .̂ 1 , on a :

- ^ 2 k ^ 1 < m :Jl(x) = H(m-(2k-1))/H(m)U<rH(m-(2k^1)/H(m)

(réunion disjointe)

- ̂  2k^.lsm : Jl(x) = U (H(r^[im]-k)HN) H /H(m)
m-(2k^1)^ 2r^ 2k.».1-œ

(réunion disjointe)

- En particulier, si 2k-^1sn ou m-*-! :

Jl(x) s H /H(m) s H(0)/H(m).

preuve :

L'application : G——»H

uh(t)l—>h(t). UC,E». h( t )CH.

passe au quotient en une bijection de G/E*H(m) sur H/H(m). ce qui permet de calculer

JT.(x) dans H. Par les formules du 1 1 . 1 , on a (avec Jsx/x - 1 ) :

, t ( 1 - t ) j
(a) h(t)" xh(t) s h( ——————————)x(Utj)

(1-Tr t ) ( 1 ^ t j )

Cet élément appartient à E^Hdn) si et seulement si :

(b) val (t) - val (1 - t ) - val (1-Tr t) - val ( l^tj )^m - ( 2 k « - 1 ) .

Or en prenant les déterminants dans (a) , on obtient :

N(Utj)€ 1 - Trdî^C 1^]l .

donc valp( i t - t j îsO. et la condition (b) devient :

(c) val-t <• val-.d-t) - val.d-Tr t ) ^ m - ( 2 k - - 1 ) .
Ë b C. '

Or val (1-Tr t)>. inf(valpt. val ( 1 - t ) ) ; la condition (c) impose donc :

(d) Sup (val t.val ( 1 - t ) ) ^ m - (2k -1) .

Sĵ  2k^1^m. le lemne en résulte puisque <r h(t ) = h(1- t ) (il suffit de considérer
les déterminants module ? pour voir que la réunion est disjointe, car dét<T s - 1 ) .
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On suppose à présent 2k+1^m. Alors les conditions val-tj^n et val ( (1- t ) j )^ m sont

équivalentes, et la condition (d) implique :

(e) inf(valgt,val (1- t ) )>,m - (2k-»-1),

et en particulier :

val (1-Tr t )^m - (2k+1).

D*autre part, on déduit de la condition (c), en examinant tour à tour les cas val t>0,

valgt<0. vaigt = 0. que val (1-Tr t)^ 2k-1-m. d'où :

(f) m - (2k^1)^ valgd-Tr t)^ 2k--1 - m.

Posons 2r = valg(1-Tr t), soit r = val (1-Tr t), et supposons que la condition (f) soit

vérifiée : m - (2k+1)^ 2r^ 2k+1 - m (si 2k-t-1=m ou nn-1, alors r=0 et on obtient aisément

le résultat).

- si r<0 , on déduit de : Tr'Jc; = ̂ ]ll2 -j qu'il existe t*€ E, de valuation 2r.

tel que Tr t1 = Tr t. Alors ust-t* est de trace nulle, donc h(u)€ N et h( t )=h(u)h( t * ) ,

avec h ( t * ) € H ^ . Si val t^2r, alors :

val (t) -• val (1 - t ) - val (1-Tr t)^ 2r^n - (2k.».1),

donc h(t)6.0.(x). Si vaipt^ 2r (alors val-t = val-u est nécessairement impaire) la con-

dition (c) devient :

(g) 2 val u - 2rVm - (2k.-1),

ce qui équivaut à :

m - (2k+1) ^ 2r-»-1
h (u)CH( —————————————()nN.

+ 1 ) •»• 2r-»-1 1

2 J

d'ou le résultat.

- si r>0 , alors Tr td+f s Tr (i-^Jl^)- Donc il existe f € ^('b^-ll2r<>>1 )

tel que Tr t = Tr f. et on a h(t )=h(u)h(t ' ) avec h ( t * ) C H et hîuîshd-t* )e N.

Si vaigt ^0, la condition (c) est vérifiée. Si val t<0. la condition (c ) devient (g).

d'où le résultat.

- si r=0. il existe f tel que val (t ' - i )=0 et Tr (^-f) = 1-Tr f s 1-Tr t (remar-

quons au passage que H Q S H ( O ) = ^ h(t)/t<(Ï. et val (1-Tr t ) = o } ). On termine comme précé-

demment . )

Le fait que la réunion soit disjointe découle de ce que :

h ( x ) C h(y)H(m)=^(1-Tr x ) e ( 1 - T r yKU'bD^1^).

d*où en particulier val (1-Tr x ) = val (1-Tr y) . C.Q.F.D.

Lemme ^.n :

a) Sl_ 0^ i ^ m. l'application h(t )»———^ t fournit une bijection de H( l ) /H ( ro ) sur

J^f-
b) L'application hd),___^t fournit une bijection de H(0) /H(m) sur

^-(^JE'^^ . -1
c) Soit U^ un système de représentants dans {jf* de^ (̂ t / 1 •»• ~b ̂  ( m^1 u . pour 2 k + 1 > m

e^ n»-(2k^1)^ 2r^ 2k^1-m. on note : '

•
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,n^(x) = (H(r+[}n]-k)nM) H^/H(n)

el P^(x) un système de représentants de jj ̂ (r* ln -k^/ JÎ IN.

Alors 1 hd À ^(îd-^O^u)),^ C P (x).u€u^ est un ayatème de représen-
. .- l /-» / - \ ^tants de /l (x) .

Preuve :
a) On a : h(x)h(y) s h( x*y(1-Tr x ) ) . d'où le résultat puisque val (1-Tr x) s 0

si x6H(i).i^ 0.

b) Idem. en remarquant que H(0) = lh(t) / te(^et 1-Tr teO'1^

= {"(t)/t6(TE-(i-^lE)l •

c) Soit h(t)C-fl(x). avec valpd-Tr t) = r. Alors 1-Tr t = dét h(t) est déterminé

modulo dét H(m) = 1-Tr "h m = 1 f JlL( m"1'1 ̂  , multiplicativement, donc la classe de 1-Tr t

est parfaitement déterminée dans Î^TI^/J ̂ D l̂l. dont j (-3)^. u €U^ l est

un système de représentants. Pour tout u€U , l'élément h(i(1-(-fiT) u)) appartient

à H et a pour déterminant (-CT^u. Soit ué.U tel que :

1-Tr t S (-^[u^11!].

Alors il existe h(y)6H(n) tel que h(t) et h(i( l-C-i^î'^u) )h(y) aient même déterminant.

Donc t=z-i(^-(-(îl^)^u)-»•y(-fl^)ru, pour un z de trace nulle, et h(t)6Jl(x) implique

h(z)eH(r^|)m]-k)nN. On a h(t)sh(z)h(^( I-C-ST)^) )h(y). donc h(t) est congru à

htzîhCîn-î-cy^u)) nodulo H(m).

De plus, u étant fixé dans U , la condition :

h(z)h(i(^-(-û^)^u)) € hîz'îhdn-C-Sr^unHdD).

où z et z* sont de trace nulle, entraîne zsz^yî-ST) u pour un y dans t g. soit
,r-i-m*2r1 ^

^VE J-
Enfin le noyau de la trace de E sur F est Fô . et N est isomorphe à F par l'appli-

cation : U(T -1 ) ! \ \———» \ . \ ^F. De plus :

H(2i)HN s H(2 i -»-1)nN s N(i )s1«»-(T -1 ) S ̂ i.

On a donc : H(r^m]-k)n N s N([^(r^[)m] -k)])

H(m-2r)nN s N(r^[$m]). d'où le résultat.

Après ces préliminaires, passons au calcul proprement dit. Les propriétés indi-

quées dans les propositions 1 .2 .1 et 1.2.8 permettent d'obtenir :

t^t" .r-^t"
. < ?.x)^ ^t-1 r^r
- (^ .x î^^^-^^F?" 1 ^"-

Soit, par le leaae 1.2.9 :
((t.-'gt^.sa-Y't.)-1) .T-'r 7 ( î ' . x ) -p (y t " . dé t t ) ( j ' " , s (5 " ) " 1 ) .

>g fï 1 .(t-^t.sCt-'x"^).
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Or la proposition 1.2.8 équivaut à :

„ Jr 7x ï (J"• x )2.E•<^n • x n )7•^-x•
Calculons c^if^x ) : ,, i

o n a : r= ^ ^J.etx"^"!^ c \ avec A € F..
\ 0 3 2n/ V b ud <

val b s k, et a, c, d c t "*' , donc :

^^"H -^"h
^^,^,(S__, f f l-2),(,,Gfi")

(ST'" b •
II reste donc :
((t^gt^sd-V1!)-1) = (<y^.b)p.(0^,dét t^r^sCÎ'V^t-^t.sCt^t)-1).

Remarquant que sCt'^'^Dsl (Proposition 1 1 . 2 . 1 ) , la formule (T ) devient :

(3) Aîg^Q^^g")-1) = nt^^.DpîcJ '^sîJ^-^Aîx) .

• JL (^".dét t ) -X( t ' 1x n t .^ ) .
tcJUx) r

On notera S(x) la somme }_ ..... figurant dans l'expression ci-dessus.
tCJl(x)

Lerome ^ 4 . 1 2 :

^ 2k^1^ ro. alors :

S(x) = LCbî-t î )^) € q^^^tx"^)^^;".!)).

Preuve :

Par les lemmes ^ . 1 0 et ^ . 1 1 . on a :

S(x ) = nf^i) BL5^"'1 '^ ^(.^"^^^"htt).1)^(5^".dét<Th(t))p .

'^F * ^ .îîhdî^^hd).!)] .

Dans ces conditions» 1-Tr t est une puissance n-iène. et dét<T = - 1 » d^où :

(^^.détT) « (-l)^'^ . , - n -n
P'a'jtre part. posant J s x"/x - 1 (et non x / x - 1 comme plus haut), d'où 3=x /x - 1 ,

on a (cf (a) dans la démonstration du lemme ^ . 1 0 ) :

m-Dj
h(t)" x"h(t) s h( —————————— ) x n^tj).

(l-Tr t ) ( 1 ^ t j )
t ( l - t )J

Mais h( ——————————ï^^tj) est de déterminant 1 , d'où. avec les notations
(1-Tr t ) ( l ^ t j )

^/ ^
du lemme 11.2.5 . et posant ô^s 6.(ToN)" :
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^ t(1-t) j ^ t(1-t) j
X(h(—————————)(Utj))= Vn0*^^—————————)

(1-Tr t)(Utj) u /u (i-Tr t ) (1^t j )

N ( t ) j
= 70e ————) '/u 1-Tr t

après simplifications, en tenant compte du fait que m est de conducteur 2m, et que

0 ( 1 - » y) s /9^(-y) si y €"ifp (car^( est trivial sur les commutateurs de E^Hdn)).

Il reste donc :

^ \~ N(t)j ,, ,.^
S(x) = J ( (x " .1 ) ( Z_ ^( ————)) * (-D^^^JCî^.l) .

té"hm-(2k-1)^n i 1-Tr t

V N(t) ]^

'««jr""'^0'^^'"
Or ^7^ est de conducteur 2m, et la condition val ( jN(t)(1-Tr t)~ K 2m équivaut à

val tsm-k. Soit tcjî ^'(2k'"1 ). avec vaigt^ m-k. et "^Jî^- 0" a :

N(t+u)j N(t) j jTr(uîd-E))
^A ——————) = T).( ————) ^A ———————^ (après calcul ).
/u 1-Tr(t+u) /u 1-Tr t /u (1-Tr t)'

Posant x s ^ (1-»-a-»-bè ) comme plus haut, on a :

~—— . -^ = ,. rf-.-w^i=-^^jr1
j . — — — = — — — — - = - 2 b < » 1 * & .

x" 1*a*b^ L^

Puisque 'n., est de conducteur 2m, il est facile de voir que l'on peut remplacer j par
^ ' ' '-2bo sf dans la sommation précédente, d'où :

\ N ( t ) J V rN(t)

tc1r ̂ ^/fr ^0( T^rT1 î t e^r 4 r^0* ^:I:''̂ )

r— f Tr (u î (»- î ) )

"'jr^0'""^'"7^''
Or l'application :^ <————^ f<\ - ( 0 / 4 ) est un caractère de F* de conducteur m, d'où :

(3) ^ct"^0^' ï o a l l^ J•

D'autre part, à t fixé, l'application :
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J^ ^ ̂ [̂ k.val,(t).J

Tr(uîd-î))
u ,———^ f ——————- ,

(1-Tr t)-

est un homoroor phi sine surjectif.

On en déduit que si k*[l(m-k-».val (t)-».1)J^ro, alors la somme en u, à t fixé, est nul-

le. Or cette condition équivaut à val-t^ m-k-1. Il reste donc :
b

^— m N(t)j k y" Nd)
^y^iy^ ̂  = q te^r^r^r^9

--jr'^r-r-'-b^r^^-jE^
d.où : N^^1 -^ ^k) = ̂ ^^-^^(l^ ).

^ ^ ^

V N(t) V r

" .^^r^ '^' ' " ' vé.2?»'-2^'-^ "•
r^ 'N

Définition ^ . 1 3 :

Soit h un élément de E de trace nulle, avec valp h = 2m-1. Soit L le caractère
de^ k» défini par :

L(y) = 1 ̂  y€ k»2

L(y) = -1 sinon.

On note G(h) la somme de Gauss :

G(h) = ^ L(y) /»).(hy).
y c k » /u

On a aussi : G(h) = 1 - ^ 2 } /n (hy).
ye^k» 2 / u

P€ Pl^s ; Gtn ) s L ( - 1 ) q = ( - 1 ) ' q' q, et si h e^ h' vérifient les conditions indiquées

G(h) s G (h ' ) s î hh*"^ (^•2

G(h) s -G(h* ) s^ hh'""^ <y*- (^•2

on pose : G(-2 ^(-S')"1"1) = ^.q^ .

(Pour ces propriétés des sommes de Gauss. voir F W "j ).

On obtient donc :

V N(t)

.^r-^r70"^^""" -s
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D'où :

S(x) = q^x^DG^b^-uh0-^1) . (-l)^-1 ̂  J^x". 1 )G(2br (-îT)^-1 ).

= q^î^b^-t^^-^^x^n^x^l)

^(bC-ÛT)^) q^^-Sn""1) [X (x". 1 ) .X (x " J)] . C.Q.F.D.

Corollaire ^ . 1 ^ :

La formule (•) est vérifiée, lorsque n est pair, pour les éléments g ç. E*, de val da-

tion impaire, et tels que A(g ) > q m.

Preuve :

La formule (3) et le lenune ^ . 1 2 donnent :

Aîg^O^g^s^V1) = nîB^bîUb^afr^tÂîS'"^^") '1)-
. ^(xîq^ (^(x".!) ^(x^l)).

i / , -i(2k-^1)Or : à (x) = q • ,

et : (O^.b) = ( (-DWb)^-^ = KbC-S)^).ct' • v ̂  «
II reste donc :

ACg^Q^.stg")-1) = neL î^s î î ^ ' ^aCx"^ ) ^(x-".1)),

d'où le résultat, par définition de )( , en comparant avec (2 ' ) .

On suppose à présent 2k-»-1^m. Pour m-(2k-»-1 ) ̂  2r^ 2k-»-1-m, on note S (x) la somme :

S ( x ) = 2_ (uî^.dét D-.'Xd^x"!.!).
t C Jl (x ) r

de sorte que S(x) est la somme des S (x) .

Le point (e) de la démonstration du lemme ^ . 1 0 montre que, pour h( t )c ,y2(x) , on a

UtjCl-lj m (où jsxn/x^ - 1 ) . On obtient donc, comme dans le lemme ^ . 1 2 :

S,(x) =7 ̂ ^ ^ (^^.1-Tr t ) ^ r -t^J).
h( t )£ Jl ( x ) r /u 1-Tr t

Grâce au lenme ^ . 1 1 . on peut décomposer cette somme de la façon suivante :

- . \- , J (^ - ( -5) ^ u) 2 r- -jz^Sr
s-•tl • x lx •" L,3 •"''^ —^7-' .2^,.,701 —y:-
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Remarquant que (S4",^ s u '̂̂  (calculé modulojl , c«est-à-dire dans k»), on pose

alors : T r ^
r- jn-C-iî^u)2

S (r) = Z. L(u) rt ( —————————)
"€U^ /u ^(-S^u

r— jd-t-î)^)2

V^ = 2- ̂  ————————— )
2 "CU^ / ° ^-J^u

r ^z2^
S (r,u) s [_ /V) ( ———— ), pour u€ U .

3 z eP^(x) / 0 (^^fu m

Proposition ^ . 1 5 :
a) S^(r,u) = q[^n]qi(r^k-n^1) ̂  ̂ ^ est impair.

S^(r,u) = L(u) LîbC-a')'1 ') q* JhOqî^-") ai m-k^r est

b) On a S^ ( r ) = S^(-r) . S (r) s S (-r).

Supposant r ^,0, on a :

- ̂  m-k-r^ 0 e^ n-k+r^ 0, alors S (r) = 0, e^

S^(r) =^(^ j)(q-1)^(B^"1•

- ̂  ro-k-r^' 0 e^ m-k+r s 1 , alors :

S,(r) . Hbt-a-)-^ f ^ ^(-l)]-^ ̂

S^r) .-qBC-1)!-1.

- ̂  n-.k-r^ 0 e^ m-kT^2. alors S (r) s S (r) s 0.

- S^ m-k-r > 0 e^ r^ 0. alors S (r) s S?(r) s 0.

- ̂  n-k est pair. m-k^ 0. alors :

S,(0) .<,& (B-1) l - l(B-k )(,.(-U^^-1^(-J)).^

S,(0) .q&^IH^n^-J)).

- S^ B»-k est Impair, n-k ^,1, alors :

<î (n\ - « r^"^1^ -è(B»-k-1) 1 _ -ks 1 ( o ) ^ q L J Q - L ( b ( - 3 ) ) £.(U^Q(-j)) . et.
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S^(0) -. q&(IB+1)l-i(lB-l<+1)qiL(b(-ar)-k) fc ( I^-D^-^/^(-j)) (pour »-k<D

Preuve :

a) Les inégalités que vérifie r permettent de remplacer j par f s -2b J" dans la

somme ; on calcule alors cette somme par des moyens analogues à ceux employés dans la

démonstration du lemme 4 .12 , en utilisant le point (3) et les propriétés indiquées en

4 . 1 3 .
b) Les techniques sont les mêmes ; là encore, on remplace j par f, et on travaille

par réductions successives. Le fait que S (r) s S (-r), et S (r) = S (-r), découle de ce

que :

(M-^u)2 ,
————————— s ( -(3) 'u ^ (-ST^u - 2,

(-&) u

et l'on peut supposer que U =U~ .m m
Seul le cas m-ks1, r=0 diffère un peu de la démonstration du lemme 4 .12 , c'est pour-

quoi je le traite ici :

On a :

S^(0) s ff)^^ H L(u) ^.(^ju)^ (îju"1)
7 u c u / /m

; ̂ -^c^^4 ' .J^&^V^^^^'11"2''^
Mais si m-ks1. on a val z -t-k^m, donc /M (èfuz) est trivial. Il reste :

S,(0) . <,Û<»^-^.^ J,.^-1^^^^"-1'-

En remarquant que u-^u s 2-»-u (u-1) s -2-t-u (u-»-1) , on s'aperçoit que l'équation

^s u-fu' •2. u C k ^ À C k, a une solution en u si et seulement si \ ( X - 4 ) est un

carré dans k. De Bene. l'équation Àsu^u" -2 a une solution en u si et seulement si

A (/ ^) est un carré dans k. De plus. ces équations admettent deux solutions distinctes

en u si A <0 et \ i^ pour la première. À iO et A ^-4 pour la seconde. Enfin, si ^véri-

fie l'une des deux équations, on a ^ s u . d'où :

^/«'-^(^u-1) . ̂ D , (-D^-^^r) . ̂ ^^)^.^

. , Z .^-^m^ir^^)).
A ( A<-< i )ck* 2 ' • /0
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^I^!'q-"7o"fÀ)• ^.^-"^

•"i^,.11"""?»"1" tÇ.^-"'""" 7»^-)
*" ^'i

• 1 1 Ai. ̂ ""7°'^ "7»"' JT^"""^"
^i X^-i

= i( n-^Q(f))G(f) - w ( f ) - (-l)^"^).

On obtient de même :

^J^k.2^'1^0 ( i f À ) î i( "^"^^O^"1 - (-D^-^o^ - 1 ) -

En regroupant les résultats, on trouve :

i^u^-^/n^nu^u-1) = G(D (^o(lf) ^ ^o^^^'

d'où le résultat puisque ^\ (^ f ) s ^ dj).

Corollaire ^ . 1 6 :

La formule (•) est vérifiée pour les éléments g€ E*. de valuation impaire, et tels

âueA^")^".

Preuve :

En regroupant les résultats précédents, on trouve dans tous les cas :

S(x ) s UtX-a)^) E,q^ q^ î tx" . ! ) < ^ ( x " . ! ) ) .

grâce aux faits suivants :

- lorsque m-k est négatif ou nul. alors Z k ^ 1 \ ? r o , donc /r\ ( 1 ) s 1 soit •

^n^e^x"). ,.̂  / 70

On a ainsi ^(x" . ! ) <. )( (x" , ! ) = Z ^ t x " . ! ) . et en calculant

S(x) s ^ S^(x). la somme des puissances entières de q apparaissant dans chaque S (x )
r r

^
vaut 2q .
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lorsque m-k est strictement positif, on fait apparaître le facteur

A(x".i)(i -^o^^ s ^x".1^1-^1-^^
= Xtx^nn^x^nÏCx^ir1)

s X ( x " , 1 ) ̂  (x^l).

C.Q.F.D.

e) La formule (•) pour les éléments hyperboliques réguliers.

D'après la remarque 2.^, la correspondance est déjà entièrement caractérisée.

Il n'en est pas moins intéressant d'établir la formule (•) pour les éléments hyperbo-

liques réguliers, d'autant que les propositions 3 .18 et 3.26 rendent ce travail fa-

cile.
Soit z un élément hyperbolique régulier, qui est une puissance n-ième. Les pro-

positions 3 . 1 8 et 3.26 montrent que la formule 0 est vérifiée si A(z)^ 1 :

on a alors P)-(z,1)s0, et © (h)=0 pour tout h vérifiant h"=z carA(h)^,1 également.

Si ACzïsq^ avec k^l, la proposition 1.3.3 affirme qu'il y a modulo /^(F) u" seul

élément h vérifiant h^z et À(h ̂ sq^ ; les autres éléments h tels que h =z mais

h< ALh vérifient À(h)=1, d'où ©«(h)s0. La formule 0 devient ainsi, en posant
' /n 0 r

gsh et g sz. et en rappelant que T est triviale sur /^(F) :

oQ^.sCgV1) = nQ^(g)

pour g" hyperbolique régulier, et A(g")= A(g) ^ 1.
L'invariance par conjugaison permet de supposer g = f } avec a. b^F* et

\ 0 b/

vald-b'^/a") = vald-b/a) = k\ 1 . On pose g s ( b °\ . Si î est l'induite à H'
\ 0 a /

de Tf( X ) et R l'induite à H' de )[ . les propositions 3 . 1 8 et 3.26 nous donnent.

grâce aux faits que stg^sstg"^ 1 et que le cocycle fi est trivial sur CL^(O) :

( 1 ) (W.sCsV1) = TriKg".!)) . r' H [ T r Ï ( ( 1 ^g^D.
T AI u^^1/^^1' vo 1 /

^ -r . T r ^ ( f 1 ^ g^l)] .
Vo i/

r2)' Q,(g) = Tr R(g) . 'f I: [îr B( ( 1 u) g) . Tr R( ( 1 u) g,)] .
T Z. ,.k-r^,,k^11- \0 1 / V O 1 /

r=1 uct /^

Les élénents intervenant dans la so—nation ( 1 ) sont exactement les puissances

n-ièoes des éléaents de G intervenant dans la sommation (2) , puisque :
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, p u \ / a 0 \ v n / 1 v \ /a" 0 \
( (o i ) (o b)1 = (o 1 ) ( o J

où v = a"'1/!""1 ( 1 -»• b/a •*• b^a2 - ... - b^/a"'1) u appartient à ^•(n^'h^u.

donc a même valuation que u.

( 1 u\ / 1 u \ i^II suffit alors de montrer que pour z s \ 5 ou [ j g , avec u c U»
0 I/ \0 I/

on a : Tr R(z , 1 ) = n Tr R(z ) , soit, en choisissant un système de représentants St.

de H'/E^Hdn) contenu, comme z, dans K* (sur lequel le cocycle est trivial) et en

utilisant le théorème 11.2.7 :

Y n^ît^zt)".!) = n Y ^ (t^zt).

tcJL t c Jl.
t'^t ÇE^Htm) t^zt eE^Hdn)

Cette égalité est tout-à-fait évidente, par définition de J( , à condition de

montrer que pour tout t e-fl» les conditions t~ zttE*H(m) et t" z t 6 E* H(m) sont

équivalentes, et qu'elles entraînent t~ z t cE H(m) ; or cela découle du lemme sui-

vant :

Lemme ^ . 1 7 :

a) S^ z est hyperbolique, et t é K * , alors t" zt appartient à E*H(m) si et

seulement si z appartient à F^A^dn).

b) Pour z s / l ( a \ f alors z appartient à F*A*(m) si et seulement si
\0 I/ \0 b )

^(z^q'L^^y ^ val u> [^m]^ 1 .

Preuve :

a) Si t~ zt appartient a E*H(m). il doit fixer Lp et L puisqu'il est hyperbo-

lique (Lemme 1 . 3 . 1 ) . Or l'ensemble des points fixes dans l'arbre d'un élément hyper-

bolique, s'il est non vide, est tel que de tout point fixe est. issu un chemin infini

de pointsfixes (cf Lemme 1 .3 .6 ) . En particulier t~ zt doit fixer un rayon de la bou-

le B(L ,L . r^mj «*^). Or H(m) fixe cette boule, et E* yagit de telle sorte (Proposi-

tion 1.3.2) qu'un élément de E* fixant un rayon de la boule fixe la boule entière.

Donc t^zt doit fixer B(L .L . [^m] ̂  ). c'est-à-dire appartenir à F*A«(?[im]) qui

est normalisé par K ' . d'où zç F*A*(2[}ro] ). et le résultat si m est pair. Si m est

impair, on obtient zC F»A»(m-1 ÎHE^HÎm) s F"( ̂ j»"" 1 )H(m-1 ) n E»H(m)

= F*( Ut "^ndn) (car E * n H ( m - 1 ) = 1 ) .

Mais m-1 est pair, donc ^l""1 = (l^l^""^) ( ̂ 'h^ dtoù le résultat.
b) Clair par l'écriture matricielle de A * ( m ) (cf Proposition 1 1 . 1 . 1 ) .
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Corollaire ^.18 :
La formule ( • ) est vérifiée pour les éléments hyperboliques réguliers.

Remarque :
On pourrait utiliser les formules de caractère induit 3.18 et 3.26 pour calcu-

ler explicitement les caractères de T et T. Ce travail me paraît inutile puisque
P. Kutzkoa calculé les caractères des représentations supercuspidales de GL ( [Ko2"])
et que la formule ( * ) permet d'en déduire immédiatement les caractères des représen-
tations supercuspidales spécifiques de G.

III.5. LA CORRESPONDANCE : SERIE NON RAMIFIÉE.

Soit E une extension quadratique séparable non ramifiée de F. On plonge E*
dans GL ( F ) de sorte que E* fixe le sommet standard L de l'arbre ( i . e . E^CF^K).
Avec les notations et définitions de II.3 » on peut énoncer le résultat essentiel

Théorème 5 . 1 :
Soit ? un caractère régulier de E* .
- Ŝ  Ç n'est pas exceptionnel, on note T la représentation irréductible spéci-

fique supercuspidale T ( 6 ) de G qui lui est associée. On définit par
6 ( x ) = 9 ( x ) . x c E • , un caractère régulier de E * , et on note T la représen-
tation irréductible supercuspidale T .d^ G associée à 6 •
8 ^ w- Si est exceptionnel, on note Tf l'une des deux représentations spécifiques

irréductibles de F*K qui lui sont associées, et T la représentation Induite
â  G de Tf. On définit un caractère 1 de F* par :

n»1 X ( x ) = 9 (g") si x = N(g), gfj^

inq^-cn = - T r f f ( ^ / 1 °)
1 \ l V

în q'K-cn = --mrc^1" I } 0\ ^
i i>

On note T la représentation spéciale î r ( J ^ | 1 * A | I ^ É S . ^ associée au

caractère )^. (cf Remarque 2.3).

Alors T correspond à T, I.e. leurs caractèrea vérifient :

C) Aîg") 6^(8". s(gV1) . J^ A(h) 8^h)
n n

h =g

pour tout g € G tel que g aolt régulier.
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Corollaire 5.2 :
L'application T i——»T définit une injection de l'ensemble des classes d'éouiva»

lence de représentations spécifiques irréductibles aupercuapidales de la série non
ramifiée de G , dans l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréduc-
tibles admissibles de G. L'image de cette injection est formée des représentations
irréductibles supercuspidales de la série non ramifiée de G de caractère central tri-
vial sur A L ( F ) . et, si n est pair. des représentations spéciales de G attachées
aux caractères de F 9 non triviaux sur /U(F) dont le carré est trivial sur u. ( F ) ./ n ————————————————————— / n

Pour obtenir le corollaire, il suffit d'appliquer les théorèmes I I I . 2 . 1 , 1 1 . ^ . 1
et 1 1 . ^ . 2 , et la proposition 1 1 . 3 . 1 .

Preuve du théorème:

Tout revient à prouver la formule (•), et pour cela on suivra, au moins dans le

cas non exceptionnel, la même méthode que dans le cas ramifié (S III.̂ ). Pour plus

de clarté, on prouvera la formule 0 successivement dans chacun des trois cas sui-

vants :

PREMIER CAS : le conducteur relatif de 9 est 2n ou 2nH-1 avec r o ^ 1 .

DEUXIEME CAS : le conducteur relatif deÇ est 1 , et @ n'est pas exceptionnel.

TROISIEME CAS : @ eet exceptionnel.

PREMIER CAS :

II est très semblable au cas ramifié traité en détail en III.̂ , on se contente-

ra donc de donner les grandes lignes de la démonstration. On utilisera systématique-

ment les notations de 1 1 . 3 (Propositions 3.3 et 3.5).

a) Première réduction de la formule (•) pour les éléments elliptiques.

Soit g un élément elliptique de G tel que g" soit régulier. Comme on l'a remarqué

en III.2.d). la formule à démontrer devient :

0 Aîg^Q^^g")'1 = n A(g)Q^g).

L'usage des formules habituelles de caractère induit, puis de la proposition

11.3.5 donne :

Atg^Q^".3^^ s "A^") ^ ^t^g"!)'1 Tr X. (t-^t).

tC C/E«H(m)

t'^tCE^Ht»)

tandis que :
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nA(g)Q^.(g) = n A (g) J" Tr Tî (t^gt).

t€G/E»H(m)

t^gtcE» H(ro)

L'idée est de comparer terme à terne ces deux expressions, d'où l'intérêt du
lenune suivant (où E désigne le sous-groupe ? • ( l^lîp) de E*) :

Lemme 5.3 ;

a) On a s(x ) = 1 pour tout x de E^Hdn) si n est impair, pour tout x de E H(m)

si n est pair.

b) On note encore 0 (resp.6 ) Punique prolongement de 0 (resp.6 ) a^ E# ^"î
(resp. E*H(m)) si le conducteur relatif de Ï est 2m, a^ E* H(nH-1) (resp.

E^Hdn+D) si le conducteur relatif de Q est 2m+1. Alors 0 (x")= 9(x) pour

tout x ̂  E^Hdn) o^ E^Hdn-t-l) (suivant la parité du conducteur relatif de (5 ).

c) On a Tr Tt^ (x") s Tr Tf (x) pour tout x de. E^Hdn) vérifiant A(x) s A(x").
v 0

Preuve :

a) Voir la preuve de la proposition 11.2.1.

b) Clair par unicité du prolongement, car Q est trivial sur les commutateurs

de E»H(m).

c) Si le conducteur relatif de 0 est pair, l'égalité annoncée n'est autre que

b). Si le conducteur relatif de Ç est impair, on a par la proposition 11.3 .3 :

0 si xe E (H(m)-H(m-»-1))

Tr -TT (x) = , q Q(x) si xéE^Htm^l)

- 9(x) si xc E*-EQ-

On a les mêmes formules pour Tr Tf^ (x ) , xcE^HÎro) . en remplaçant 6 par B .

En particulier, les éléments de HdîH-D agissent sur l'espace de TT^ (resp.Tfg )
e ^ , , v ^

par le caractère 8 (resp.Ç ). Grâce a b), on en déduit l'égalité annoncée pour

xcE H(IÎH-I), et même pour tout x€E*H(nH-1) vérifiant A ( x ) = Atx" ) (cette condition

assure que x €(E»-E )H(mf1 ) entraîne x^tE^-E )H(m-»-1) ; cf Proposition 1 .3 .3 ) .

L'égalité est vérifiée pour les éléments de E (H(m)-H(m-*-1 ) ), car leurs puissan-

ces n-ièmes appartiennent encore à E (H(m)-H(m-*-1 ) ) (on montre comme dans la proposi-

tion II.I.^i.c) que pour UCE et h(x) c H(m)-H(m-t-1 ), on a (uh (x ) ) = vh(z ) où vc E -

et zcnx-t-tf"!^ ). Il reste à la prouver pour les éléments de (E*-E )H(ro) dont la

puissance n-ième n'a qu'un point fixe dans l'arbre. Or :

Soit ueE*-E , e^ h ( x )eH(m) . Il existe h ( y )€H(m) tel que h( y )uh(x)h( y) '1

appartienne à E*H(nn-1) (cf Lemroe ^.8).

L'application x »——^x respectant la conjugaison, on a le résultat voulu.

C.Q.F.D.
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Notons : Jl(g,m) = î te G/E»H(n) / t^gt C E^Hdn)!

et Jî(g,m) s Jt€G/E«H(m) / t'^tC E^Hdn)! .

Corollaire 5.2* :

Soit 5 un élément elliptique de G tel que g" soit régulier. Si A(g»n) s ,fl(g.a)

et si n est impair, ou bien n pair et À(g) < 1 . la formule (<l) est vérifiée.

Il s*agit maintenant de comparer /l(g,m) et Jl(g,m).

b) Etude de l'intersection TnE»H(m), T tore elliptique séparable de G.

Lemme 5 . 5 :
Soit T un tore elliptique séparable de G. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes:
( i ) TnE^Hdn) contient un élément n'ayant qu'un point fixe dans l'arbre.

( i i ) T est conjugué de E* par un élément de H ( m ) .
( i i i ) T est contenu dans E^HCm).

Preuve:
Voir le lemme ^ . 8 . On n'a pas besoin ici de supposer p impair, car pour tout

u€E*-E , la valuation de u/u - 1 est nulle.

Proposition 5.6 :

Soit T un tore elliptique séparable de C. Alors :

a) Sj_ n est impair, ou si T n'est pas isomorphe à E•, on a :

(TnE^H tm) ) " s T^ E^Htc).

b) S^ n est. pair et T isomorphe à E*. alors (Tr\ E^H(in) )" ; T'^H E^Hdn) si et

seulement si T est contenu dans E*H(m).

Sĵ  T n'est pas contenu dans E*H(m) . alors (TU E'Hdn))" est d'indice 2

dans T Ç\ E* 'H(m 5 ; l 'élément non tr ivial du quotient ?si représenté par

) . o^ J e s t un élément, fle f^* f i xé de trace nulle.

Preuve :
Les raisonnements sont analogues à ceux du cas ramifié ; voir I I I . ^ . c ) .
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Corollaire 5*7 :
a) SJ^ n est impair, la formule ( • ) est vérifiée pour tout élément elliptique

S tel que g soit régulier.
b) Ŝ  n est pair. la formule ( • ) est vérifiée pour tout élément elliptique g

(tel que g soit régulier) non conjugué à un élément de Ê ( i . e . n'agissant
pas par une involution non triviale sur une sphère de rayon 1 de l'arbre).

Preuve :

Là encore, les raisonnements sont analogues à ceux du cas ramifié. Le seul

cas où la formule (•) ne découle pas directement des résultats 5.3 à 5.6 (joints

à ceux de 1 .3) , est celui où n est pair et où g appartient (à conjugaison près) à

E* et vérifie À(g)=1. Si g n'appartient pas à ĵ E , alors g/g^-ul et

A(g") = A(g) = 1 par la proposition 1.3.3. On a alors JCL(g,m) = J5l(g.m) = | 1 ,<r l ,

et il faut montrer que :

sCg")"1 Tr ^(g") * s(g")'1 Tr rr^(g") s Tr T^ (g) - Tr TT. (g).
9 v 9 n -n v

L'usage du lemme 5.3.c) nous ramène à prouver que s(g ) s s(g ) = 1 . C'est clair

car g" s'écrit \" / a b \ où À e F» et ( a b \ est un élément de GL A^f) ne
V c d / \c d / "

fixant qu'un point de l'arbre ; donc val c s 0 et s(g")si par définition de s.

C.Q.F.D.

c) La formule (•) pour n pair. et g conjugué à un élément de cItEo-^)-
^ "

A conjugaison près, on peut supposer g= dx avec x c E -F* (ce qui équivaut à

g" régulier). On a alors A ( g ) = 1 . et A(g")= A (x")= A tx îsq^ où k est un entier

au moins égal à 1 .

Lemme 5.8 :

Soit t un élément de G tel que t" g t appartienne à E^Hdn). Alors t"\t

appartient à E H(m) et on a :

(t'^t.sd^g"!)'1) .- (-^ (<f" . dét t)p (F.1) (t-^t.l).

Preuve :

II découle de b) que t" xt appartient à E H(m). L'utilisation des propositions

1.2 .1 et 1.2.8 et du lereroe 1.2.9 donne :

(t-^t.stt-'g"!)-1) -\^^ ^^•"^.E] (S " ,< l é t t ) ^ (^".str)- ').

. (t '1x"t.^(t- 'xnt)•1).

La partie entre crocheta vaut o((^",x") '1 : (-1)' ' (après calculs). De plus
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^" est scalaire, donc s( ^")=1, et le leome 5.3.a) assure que sd^x"!) vaut 1

également. C.Q.F.D.

Par la proposition 5.6 on a Jl(g,m) s j 1 , f f" | donc :

AWQ^g) = Tr-TTç (g) ^ TrTTç(g).

D'autre part Jl(g,m) sJl(x,m) ; le lemme 5.8 Bontre alors que, si Q est de conduc-

leur relatif 2ro, la formule (<l) à démontrer équivaut à :

q^ (-^êO") ^ (P^ét t)p ëd-^t) = 6(g) ^e (g).

tcn(x.n)

En revanche, s^ Q est de conducteur relatif 2nn-1 et si t€JZ(x,m), on voit faci-

lement (par b), le lemme 5.8 et la proposition II.3.3) que t^xte E^t^mî-Hdn+l) )

entraîne Tr 'TTsCt^g"!) = 0, tandis que t^xtc E^HCmt-D entraîne TrTr-d"^"!) =

qBCt"^"!). La formule (•) équivaut alors à :

q q^ (-D^ u") ]_ (^".dét t^Q(t'\\) = ^(g) -6(g).

t eJLix.m)
t^xteE'HdlH-l)

Or E HCoH-l) est distingué dans E*H(m), et coone on l'a remarqué plus haut, la

condition t^xtc E^Hdn^l ) équivaut à t^xte E H(BH-I ) ; cette condition sur t est

donc bien invariante à droite par E*H(m). D'autre part un élément t tel que

t^xtcE^HdïH-l) a pour image dans G/E*H(BH-D un élément de/l (x,m-»-1). Puisque E*H(BH-D

est d'indice q dans E*H(m), on pourra sommer sur les t de JT (x.m^l), à condition

de diviser ensuite par q • Finalement les deux formules ci-dessus peuvent se con-

denser en une seule : soit c le conducteur relatif de Q , e^ m' s [^(c-t-l)] (de

sorte que m'sm si c=2m, et B'SBH-I si cs2m-»-1s2m'-1) î la formule 0 à démontrer

équivaut à :

C) («l)1' q0"2"' q^ë^") F (r.det Dp. Qd'^"!) = ( -1)° (6(g) *9(g) ) .

t cA (x .B ' )

Pour établir cette formule, il faut tout d'abord déterminer Fi(x. m* ), ce que

l'on fait de la même manière qu'en 4.d) :

Lemroe 5.9 :

Soit r un entier. On note H = } h(t) / val (t-i) s r ej^ val (1-Tr t) s r ^ ,

^ N(r) s jh (x î ). ^cHr\ .
Si. k < m ' . alors ACx.m') est réunion disjointe de H(œ' -k ) /H(m' ) et de

rH(B'-k)/H(m').
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S^ k> m', alors JKxyffl') est réunion disjointe des N( rj(iD'-k+r-»-lj) H / H(m'),

pour m f-k ̂  r ̂  k-m'.

Remarque :
En comparant les définitions de H en ^•10 et 5 . 8 , on constate que dans le cas

non ramifié on doit ajouter la condition val-O-Tr t) = r. Cette condition était
obligatoirement vérifiée dans le cas ramifié (et p impair) car un élément elliptique
ramifié x de valuation paire satisfaisait toujours à val x = 2 val Tr x.

Lemme 5 .10 :
a) Pour 0 < i / m* ^application h(t) |——> t fournit une bijection de HCD/HCn* )

^^VE'- , „,
b) Soit U , un système de représentants de (J11/!-»-^ , et P^.(x) un système de

représentants de ^ [^"'^-^^J/'y111'^, ppur k^ro» e^ m^k^r^k-m*. o^

note Jl̂  (x.m') s N( (l ( m '-k^r.»-1 )]) H^/H(m'). Alors

ih( ^>) hCid-a'^uî î .Àe^^). "^"ni*}
est un système de représentants de -fl (x ,m 1 ) .

Avant d*entamer le calcul, on remarque que la formule (•) est compatible avec

la torsion de 6 par un caractère X d® F* (l® caractère Q étant alors tordu par le

caractère x»——•JlCx") de F*). Pour plus de clarté, on supposera désormais 6 trivial

sur 1-^. Le prolongement de 5 à E^Hdn») est alors donné par : Q (h(y)) s (?(1-y)

si y appartient à "h _ .
rî E

Lemme 5 . 1 1 :

a) On pose j s (x'^-x'^/x" e^ ^f s 2 (^-x")/^ x". Alors val j = val ^f = k.

.^^r^2^.
b) Pour tout h ( t ) cA(x .B* ) , on a :

ë^hdr^ha)) s ©(x'^ïêd-JNdîd-Tr t ) " 1 ) .

c) S^ k^ ro' e^ h( t) 6 Hdn'-k), ou si k \B ' e^ htD^JLtx.B*). on a :

Q( l-jN(t)( 1-Tr t ) " 1 ) s © ( 1 - $ f N ( t ) ( 1 - Tr t ) ' 1 ) .

d ) On pose pour x C ^ " : /n(x) s 9 (1 -5 ' x ) . Alors /f) est un caractère de ̂
^ } / r4

de conducteur c.
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Preuve : -n n

a) car : ij = ——————————

Tr x" . x" - x"

b ) o n a : ,. t(1- t )J
h(t) x h(t) = h( —————————— ) x" (Utj).

(1-Tr t)(1+tj)

Cet élément appartient à E^HCm') pour h(t)cJI(x,m'). Appliquant §'(h( y) ) = 9 ( 1 - y )

( y € p p ), il vient après calculs l'égalité annoncée.

c) II suffit de vérifier que dans les cas annoncés, on a :

k + 2 val t - val (1-Tr t^ro*

et 2k •»• c val_.t - val_(1-Tr t)S,c.
c, E '

. ^ 1--2
d) On a pour z c1[ : Q( —— ) = 6 (1+z-z).

^ 1+z
1+Z ,

Or z i——^ —— définit un homomorphisme de l m /l c sur Ker NOd+l]"*) / Ker Nn(1+ ' f r ° ) .
1+z - i b ^ E ^E ^ E

et z (——> S-z définit un horoomorphisme de1^ m /'bc sur Ker Trn'b1" / Ker T ru t 0

}ni* t i^m* r^ " ^ ^ -& ' ^
Puisque Ker Tr n s à u , le conducteur de /net le conducteur relatif de© sont

égaux. C.Q.F.D.

Pour établir (•) . il nous faut calculer S s Y"" ( o . d é t t) ©(t^x"^.

t eA(x .m ' )
Par les lemmes 5.9 et 5 . 1 0 on a. pour tc.Q(x,m*) :

Tn ( 1 si k < m t

(i^dét t) --)
j ( - 1 ) si k ^ m * et t efl ( x , m * ) .

En appliquant les lemmes 5 . 1 0 et 5 . 1 1 , on aboutit à :

S = Q(x" ) } /t)(f N(t) (1-Tr t )"1 ) „ 0 (x") )_ ^(-f N( t ) (1 -Tr t ) " 1 )

-^-y." ^'"''y
si k < ro'

. k,•"• , ^ d-J^r ^ - ^ ^ r
s = 9(x ) ) (-i)' \ /n( —————— ) ) m e ————— ) si K Y B ' .

^ U^7 ^ r" .^(X)7 ^ r " >
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Lemme 5 .12 :

Soit m un caractère de F de conducteur c>2 e^ m' = [i(c^1)]. On note L .le.

caractère non trivial de y* ou de k* valant 1 sur les carrés, et si b est un élément

de^ F de valuation c-1, on note G(b) la somme de Causa :

G(b) s V L(u)/n(bu) = 8(b) q1 . ̂  £(b)2 = L ( -1 ) .

u CO^/l^tf
a)Soit b un élément de F de valuation k avec l^k^ m' ; la somme

S(k) . H „( '""' ) Ha ,^nf. '-Irt
S(k) s (-^ qk .si c est pair.

S(k) = (-D^1 q^1 si c est impair.

soilS(k) = (-1)^ qk q2"'-0.

b)Soit k ̂  r des entiers avec k^ m' e^ ffl ' -k^ r^ k-oi'. Soit b un élément
de F (Je valuation k-r. Alors la somme :

S(k.r.b) = ^_ m (bx2) vaut :
^.[i(...r-k.1l[]^«..r

S(k.r.b) - q^2"'-0) q^X*^ ai k.r-c eat pair
S(k.r.b) - q^2"'-0) q^^r-l) c(,,^-'-l<*r, al k.r-c est impair.

c)Soit k e^ r comme en b), et soit b un élément de F de valuation k. Pour

isl ou^ 2. on définit la somme :

S (r.b) s Y L(u) l/n(b^3'^u)yn(bl2^^u"1).

u eO^/ut"'
Alors S (r.b) s S (-r.b). et : ^

- si r^ Sup(0.c-k,k-c^2), on a S (r,b)=0.

- si k^ c et_ c-k^r^ k-c, on a S (r,b)r0 e^ S (r .b)s(q-1)q1" "1 .

- 51 k^c Et rsk-c-^l. on a :S (r.h)sqBl*'1G(bac"k '1) e^ S (r.bïs-q"1* '1 .

- s i k < c e ^ 0 < r ^ c-k. on a : S (r,b)s0.

- sĵ  c-k ^ 0 est pair et rs0, on a :
S (O.b) s qtODi'-c) ^lk (^(^) ^ Lt-l)1/^ (-2b)l

- si c«k^3 est Impair et rs0, on a :

S^(O.b) s qî^B'-c^itk-l) (^(^GtbiS'0"^1) ^ L(-1 î w (-2b)G(-b O0^'1 ) ).

- ̂ i c-ksi e^ rs0, on ne connaît que S. :

S (0,b) s q"*"1 G(b) (^î-2b) •*• ^(2b)).
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^^ : b N(t)
a) On a W( ———— ) =1 si val-t s rs (î(c-k-».in . On découpe alors la somme suivant/ 1-Tr t E ^/ l- -»

les classes t •»• Ï /R , t € i f - , /(ï , et on constate que la somme sur une telle
^ E ^ E ^ b ^ E 2(m'-r)

classe est nulle si val t< c-k-r, et vaut q sinon. Si c-k est pair, il reste

S(k) = q^1"1"1^ ; q2"1'"8 q^ si c-k est œpair, il faut encore calculer

Y / n (b 'N ( t ) ) . où val b ' sc -1 . qui vaut 1 + (q-1) V r t l ( b ' À ) = -q. d'où

t C k A £ k»
. " 2m'-c kS(k) = -q q .

b) Le procédé est identique (on découpe la somme suivant les classes de

V/b"1 '^. où i = (}(c-k^l)]).

c) C'est encore le même procédé dans la plupart des cas : on découpe la somme

suivant les classes de 1-»- Ï0" +^~ /l+t"1 . ou de uTî ' '"r" /1-^] îm (selon les cas).

Le cas particulier c-k=1, r=0, a été traité en détail en ^ .15 .

Il ne reste plus qu'à regrouper tous ces résultats :

- si k< m' , on a : S = S(k) ( Q î x " ) - 6^"))
/ < \ c , ,»k 2m'-c k .'f\ , n S / " > n \ \= ( - 1 ) ( - 1 ) q q ( 0 ( x ) -»• 0 (x ) ) ,

et la formule (•) s'ensuit immédiatement.

k-ra'

- si k ^ m ' , on écrit S = Q^"^ / s ' avec :

r=ro'-k

S^. . (-D^q^^'-^q^^^ (-K) S^r^f) si r.k-c est pair

S^. = (-D^^q^^'-^q^^-^cr-S^^'^^î-K) S^r.if) si r.k-c est

impair.

On fait alors usage du lemme 5 . 1 2 . c ) et on obtient :

- si k ^ c . les S sont nulles pour |r|^k-c-P et pour |r|^ k-c et r^k-c

inipair. Il reste :

k-c

S s 9(x")(S^^ -S,^, . ̂  ^-c)^-
1 = 0

On calcule les sommes Intervenant en tenant compte de ce que :

< on a / T ) ( - j f ) = 1 et ©(x " ) s © (x " )

- (^-^^^"^(f:?0^'1) s L t - î ^ î H - D q s -q puisque (T2

n'est pas un carré dans k*.

- si k < ^ c les S sont toutes nulles si riO et il reste S s ô î x ^ S . que

l'on calcule comme précédemment, en remarquant que :

^(x^U^-f)) = Qtx" ) - ^(x'").
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Dans tous les cas, on obtient facilement la formule (#) . Finalement

Proposition 5.13 :
La formule ( •

régulier.
La formule ( • ) est vérifiée pour tout élément elliptique g tel que g" soit

d) La formule C) pour les éléments hyperboliques réguliers.

Si g est un élément hyperbolique tel que À(g ) ^1 , la formule 0 est tri-

vialement vérifiée (0=0) par les propositions 3 .17 et 3.19. Reste à étudier le cas

où g = [a °\ avec vald-ba"1) = vald-b'^T") = k ^ 1 . La formule (•) devient
Vo b /

alors : QsCg , 1 ) = n©_(g) et son établissement se réduit, exactement comme dans

le cas ramifié (IIX.^.e)), aux points suivants :

- un élément hyperbolique appartient à E^HÎm) si et seulement si il appartient

à F^A^nO.si et seulement si Jl fixe la boule B(l ,m) (cf Lemme ^ 4 . 1 7 ) .
A —k

- soit z un élément hyperbolique de F*K tel que Z^(z) s q , et t un élément

deK. Alors t~ z t appartient à E* H(m) si et seulement si t* zt appartient à E*H(m),

si et seulement si t~ zt appartient à F*A*(m) (en effet z et z ont mêmes points

fixes).

- ai z est un élément hyperbolique de E*H(m), alors T r î f (9 ) ( z " .1 ) s n Tr TÎQ (z)

(en effet, cette égalité s'écrit Tr Tt-^z") s Tr Tf (z) ; elle découle du lemme 5.3).
Q v

Proposition 5.1 1* :
La formule ( * ) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que g soit

régulier.

DEUXIEME CAS :

Soit 9 un caractère de E* non exceptionnel, de conducteur relatif 1 . La repré-

sentation Tf ( ô) est alors une représentation de fK = H.

a) La formule ( " ) pour les éléments elliptiques réguliers.

Soit g un élément elliptique de G tel que g soit régulier. La formule C) s'é-

crit pour g (avec les notations de la proposition 1 1 . 3 . 6 ) :

4(6") V sd'^D'^Tr Tr.d^g"!) = A(g) V Tr TTd^gt).

1 6 G / H t e G / H

t'1^ CF^K t^gt^fK
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La somme de droite est une somme sur les points fixes de g puisque t^gt appar-
tient à F»K si et seulement si g fixe IL .

Lemme 5 . 1 5 :

§1 6 11 8 ont mêmes points fixes dans l'arbre, la formule ( # ) est vérifiée.

Preuve :

Si g et g ont mêmes points fixes, alors les conditions t^g"! 6 ̂ "K et

t g t^F^K sont équivalentes. Il s'agit donc de montrer que si t^gt appartient à

F»K, alors :

Tr Tï^fi 1 (t"'1gnt,s(t'1gnt)"1) = Tr'Tr^t^gt).

En se reportant à la proposition 11.3.3.3°) . on constate que la trace de TT^ ,

(ou de Tfû ) en un élément x de F*K est donnée en fonction de 9 (ou de Q ) par une

expression qui dépend de limage de x dans CL (k) ; les quatre expressions possibles

de cette trace correspondent (dans l'ordre de la proposition 11.3.3) aux quatre cas
suivants :

1- x fixe S(L . 1 )

2- x ne fixe aucun point de S(L , 1 )

3- x fixe un et un seul point de S(L , 1 )

^- x fixe exactement deux points de S(L , 1 ) .

Ici, puisque g et g" ont mêmes points fixes, les éléments t^gt et t^g"! de F*\

relèvent tous deux du même cas ( 1 . 2, 3 ou ^).

Dans le cas 1 , 1 gt est conjugué dans H à un élément de F ^ A ^ t l ) . On peut donc

choisir! je sorte que t gt soit de la forme ^ u où ^ 6 F* et u est d'image scalaire

dans CL ( k ^ . Alors s( \ u )s i et l'égalité de traces cherchée est évidemment vérifiée

par définition de 9 •

Dans le cas 2. on peut choisir t tel que l'élément t" gt soit de la forme A u

où X c F * et u C ( ^ - ^ ( 1 * T l g ) ) A " ( 1 ) . Alors s( ^"u")^ (car u" s'écrit [ a ^
V c d /

avec val c = 0) et l'égalité est vérifiée. , -r, L y
»UD (or \

Dans le cas 3. on choisit t tel que t~ g t C À | 1 . avec \ ̂  F* •

V "J/
alors s(t g^);! et l'égalité est vérifiée.

Le cas ^ est impossible si g est elliptique (voir la Forme d'* l'ensemble des

pointa fixes de g en 1 .3 ) .

C.Q.F.D.
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II faut maintenant traiter le cas des éléments elliptiques g tels que g et

g" n'aient pas les mêmes points fixes dans l'arbre. Alors (voir la proposition

1.3.3) n est pair, et l'on est, à conjugaison près, dans l'un des deux cas sui-

vants :
1- l'extension quadratique engendrée par g est ramifiée, conserve l'arête

IL ,L \ de l'arbre, et g= (fx où le carré de ^ est une uniformisante de F et où

x et g ont mêmes points fixes dans l'arbre.
Alors la formule (») est vérifiée. En effet le membre de droite vaut 0

car g ne fixe aucun point de l'arbre, et le membre de gauche vaut 0, car si tL^

est fixé par g", alors t'^t = <în(t"'1xnt) appartient à F»K mais n'appartient pas

à F*\ (valpî" = in).
2- l'élément g appartient à E» et s'écrit g= ï\ u où \6F», ù est un élé-

ment de (3^ de trace nulle, et "C^TÏ^ vérifie A(u) = A(g") = q^ avec k^l.

La valeur du caractère de î en g" s'exprime comme plus haut sous forme d'une som-

me portant sur les points fixes de g" dans l'arbre, qui sont les points de la boule

de centre L . rayon k, c'est-à-dire la réunion des sphères SCL^.i) pour 0^ i^ k.

Puisque E* agit transitivement sur chacune de ces sphères (Proposition 1 . 3 . 1 ) . tout

point de la sphère S(L ,i) est l'image de L^ par un élément de G de la forme yt^

où y CE* et t = R1 ° ) • Puisque y commute à g , on obtient :
i \ 0 1 /

k

^(g^Q^^gV1) = " ̂  ^ Card S(LQ. Î ) s(t^g\)'1 Tr TTg. (t^g"!^.

i=0

On calcule facilement s(t^ g"^) = ( - 1 ) ^ •
Pour i<k. l'élément t'1 g"t^ fixe tous les points de SCL^.D et l'on obtient :

Tr Tfû^1-"1^^ = (n-1)^ î" ^"^(dét u")y i i.
(où l'on a posé ^= § .̂  o dét comme dans la proposition 1 1 . 3 . 3 ) .

Pour i=k l'élément t e " ! ne fixe qu'un point de S(L^ . I ) (car les points de

S(L k) sont extrémaux, au sens évident, dans l'ensemble des points fixes de g ) et

ro^ obtient : Tr TT (t'A.,) = 'Q^ F r^dét u").
y K •*

Finalement :
k-1

^(g^Oî^sîg")-1) = n q-'ë^^^dét u") ( (q -1 ) ( - 1 )'( 1. (q. 1 ) p-lîV'1)-
1 S 1

- (q-.Dq1"'1)

= -ZnêtX^mdét u").

En revanche, g n'a qu'un point fixe dans l'arbre, donc :

A(g)0.r(g) = - 6 ( ^ )T(dét ï u)(Q^Ï ) ^ Oç/ î ) ) .
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où 'f(x) = T^x"), x£F 1 1 , et OQÎX) = QQÎX"), xCE 1 1 .

Or 9.J ^ / ^ ) = 9o<-1) = Bo< 1 ) = 1 Puisque n est pair.

Finalement A(g) Q_(g) = -2 Q( ^ f ) T\dét u). et la formuler) est vérifiée.

Proposition 5 . 1 6 :
La formule 0 est vérifiée pour tout élément elliptique g tel que g soit

régulier.

b) La formule (•) pour les éléments hyperboliques réguliers.

Soit g un élément hyperbolique de G tel que g soit régulier. Le cas A(g )^ 1

étant trivial (car ©-(g") = ©».(g) = 0 par les propositions 3 . 1 7 et 3 .19 ) on se

ramène (comme dans 1° cas ramifié ^.e), ou dans le premier cas d) plus haut) à

montrer que Tr TL,.( A " x");Tr Tf ( \ x) si À C F» et x = ( a u \ avec a, b € 1-1^.
9 Q \ 0 b; rf

^(x) = q~ (k \ 1 ) et u € f l • Les images de x et x dans GL (k) sont alors triviales

et les traces ci-dessus valent ( q - 1 ) Q( ^"î^(dét x") = ( q - 1 ) 6 ( À ) T ( d é t x) par

définition de Q et T (où Test un caractère de F* tel que la restriction de 9 à

U Jï coïncide avec ? o N. et T(x) = ;? (x")), d*où la formule (•). De plus, l'ex-

pression ci-dessus étant indépendante de u, il est très facile de calculer @^( ^ x , 1 '

à l*aide de la proposition 3 - 1 9 :

k-1

©-;.( V^.l) = n ( q - 1 ) e^^îdét x") V 2 qr

rsO

= 2 n 6( Vmdét x"^-!).

Proposition 5 . 1 7 :

La formule (•) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que g soit

régulier. Pour un tel g, on a de plus :

©^(g") = 0 si A(g")^ l

A^Q^e".9^")'1) = ^9(3°) î'b^în-Ag")) si A(g")< 1 .

où a" e^ b" sont les valeurs propres de g", et où Test un caractère de F* tel qup

la restriction de Q a^ 14 ' tir coïncide avec T o N.
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TROISIEME CAS :
On suppose n pair. Soit 9 un caractère exceptionnel de E*" (Définition 11.3.2)

et T[ l'une des deux représentations spécifiques irréductibles de fK associées à

9 par la proposition II.3»6.3°)« Rappelons que si l'on fixe un caractère non

trivial 4^ de k, la représentation V est caractérisée par la racine carrée H) de

(-l)5^"1^^") vérifiant : /

Tr^ (Q^ ( 1 °) ) = inmG(Y. I ) ,
\ 1 1 / /

ù G(S / . a ) = V" L (X ) y (^ a). pour a€ ^(d'image a dans tf/T] ). La définition de
l—i/» rN

ou
Xe7k

donnée au théorème 5 . 1 est donc convenable, puisque :À
J[(-î3)2 - q-^2 G(^1) 2

-q-^^-l)^1^
^(ST")
=Jl(iÏ2).

. . v 1 lî V 1 1-^Le caractère de la représentation spéciale T = ( T ( Â l ' t A I | ) d e G vaut
( [jL] chapitre 7, Proposition 7.6 et Théorème 7.7) :

Q (g) s -^(N(g)) si g est elliptique régulier

&p(&) = A(«)'1 X^^ 8Î ( l81^!^ - Ib/al^ - A(g)) si g est hyperbolique
régulier, de valeurs propres a et b.

Pour prouver la formule (•) de correspondance entre T et T, nous allons voir

que le choix de *TT , i.e. le choix de JL(-iï), n'intervient que dans le cac dea

éléments elliptiques ramifiés ne fixant aucun point de l'arbre, que nous traiterons

en dernier.

a ) La formule C) pour les éléments hyperboliques réguliers.
On obtient exactement comme dans le deuxième cas (Proposition 5 . 1 7 ) . en rem-

plaçant n par in. le :

Lemme 5 . 1 8 :

Soit g un élément hyperbolique tel que g soit régulier. Alors :

Ç^tg^î s 0 si A(g")>1

A^Q^e^stgV1) = nÉha")?^"^") d-Atg")) si A(g")< i.
o^ a" e^ b" aont les valeurs propres de g" et où T est un caractère de F* tel que

la restriction de 6 a^ l̂lp co^"cidg avec To N.

1 1 0
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Examinons maintenant le caractère de T :

- si A(g")^1, alors A(h) = ^(g") pour tout h tel que h^g" (Proposition 1.3.3)

et, si a et b sont les valeurs propres de g" :

F A(h)6^(n) = n F )L(^ab) ( |a^/b|1 i. [b f /a l 1 - A(g")).

.n n ~—
h .6 C<^

La somme ^ ^( 7) est en facteur dans l'expression ci-dessus ; mais elle

î^n

est nulle puisque \ est non trivial sur AL (Proposition 1 1 . 3 . 1 ) . La formule (<l) est

donc vérifiée.

- âi^g") ^ 1 , et si a" et b" sont les valeurs propres de g", on peut choisir

a et b tels que vald-b/a) = val(1 - b^a") ; alors :

) A(h) Q^(h) = n V )^(abp ^ n)((ab)(2-A(g"))

h^g" r6/^
r^

= n) ( (ab)(1-A(g") ) .

Pour obtenir la formule (•) il ne reste plus qu'à montrer que :

^(ab) = ë(an) :F(bn/an).

Or : )<(ab) s )((a2) J(,(b/a) = ©(a") X(b/a) .

De plus b/a appartient à l^l» donc il existe ycir. te^ ou® N( 1-»-y) s b/a. Alors

^(b/a) = Q ( ( 1 ^ y ) " ) s Ï o Nîdfy)" ) = ^(b^a") C.Q.F.D.

Proposition 5 . t 9 :
La formule ( • ) est vérifiée pour tout élément hyperbolique g tel que g" soit

régulier.

b) La formule (•) pour les éléments elliptiques non ramifiés.

Le caractère de T n'étant plus donné par la proposition 3 . 1 7 , on ne peut plus

employer la méthode de comparaison terme a terme pour établir ( " ) , et il nous faut

calculer explicitement le caractère de T en tout élément g" elliptique régulier, à

partir de l'expression :

^(^©^"^(gV1) = ^(g") V Tr-rrd-^t.sd^g"!)-1).

t CG/F'K

t'^tCF^

où "iï s 1^» si ^ s n) < » dans les notations de la proposition 11 .3 .6 .

ni
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Si g est un élément elliptique non ramifié, on se ramène par conjugaison au cas

où g appartient à £•» et le raisonnement déjà fait dans le deuxième cas pour prouver

5 .16 donne :
k

A(gn)©î(&^s(6n)'1) = lnA(g") J^ Card Sd^.i) Tr •»r(t^g\.s(t^g\r1 ).

i=0

o ù t - f ^ ^ . e t ^g") ̂
1 \ 0 1 /

- si A(g" )=1, on vérifie que s(g")=1 et l'on obtient TrTrCg",!) = - ÔCg") - ©(g")

= -2 )<(dét g), d'où la formule 0.

- si ACg*^)^ 1 , alors :

f (q-1) ©(g") si i< k
Tr -rT(t" g"! - 1 ) = <

i i [ -6(g ) si i=k,
car tï^"! est scalaire module A^d) si i<k, unipotent module A^D si i=k.

_ ^ ( 1 si A(g) = A(g")
D'autre part : s ( t g t ) s ( , .

[ ( - 1 ) si A(g) = 1 (voir le deuxième cas).

On trouve donc :

- si A(g) = Àtg") :
k-1

ACg'^Q^g^sîg")"1) = }nA(gn)9(gn) ( ( q - 1 ) ( ^ ( q * 1 ) V q1 '1) - (q-^Dq^1)
^ isl

= -nA(g") ©(g")
= -n A(g) )l(dét g).

d'où la formule C).

- si A(g) = 1 :
k-1

Aîg^Q^g^stg")'1) = inAtg^êtg") ((-D^q-Ud-Cq^) ^ (-q) 1 " 1 ) - (q-Dq1"1)
i=1

= -neig")
s »n^(s)^(àét g).

d'où la formule C).

Proposition 5.20 :
La formule C) est vérifiée pour tout élément elliptique non ramifié g tel

que g" soit régulier.
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c) La formule (•) pour les éléments elliptiques ramifiés.

Soit g un élément elliptique ramifié (régulier) de G ; on peut supposer (à

conjugaison près) que le tore maximal T qu*il engendre dans G est contenu dans

JK», i.e. conserve 1•arête ^L ,L ^ de 1•arbre de G. Puisque n est pair, g" a

toujours des points fixes (Proposition I.3-3)» et s*il est régulier 1•ensemble de

ses points fixes dans farbre est une boule B(L ,L .kt-i), k^O. où Aîg^q"^21^1 ).

Cette boule est la réunion pour 0^ i^ k.des sphères S(L ,L .i^i), contenant

L .=t L,., et sur lesquelles T agit transitivement (Proposition 1.3.2). On en déduit

comme précédemment :

k

ACg")®^"*8^"5"^ = ^Aîg") V Card S(L^L^i^) TrTrCt^gY'^s^g"^1 )"1 ).
i=0

- si A(g) = A(g") = q'^2^^, alors g= > x avec \ € F» et xç ^tS2^^ On a
n \ n n n / 1+a b \ i ^ . , -Lk+1donc g s À x avec x s ( ) , val b = k+1, val c s k, a, d c f l (voir

V c 1+d/ ^

1.3 et la proposition 1 1 . 1 . 1 ) . Puisque t g"!"1 = \ " f ua b^ } et que 1+d est
l -i /\ c î& Ud/

une puissance n-ième, on a s(t g t~ ) = 1 . De plus l*image de t x t dans GL (k) est

1 si i^k, ou un unipotent si i=k. Donc :

k-1

Aîg")®^^^")'1) = inAÇg^ëO^^tdét x") ( (q -1 ) V 2q1 - 2^)

i=0

= -nA(gn )ë()<n ) î (dét x").

Mais dét x appartient à 1-t-t , et peut donc s'écrire N(y ) avec yC 1-»-T( -. Alors
^ n -^ n "̂  n 4 r^
Z(dét x ) = T (N(y ) ) = 6(y ) = X ( N ( y ) ) = Jl(dét x) . Par ailleurs

ô( ^n) = Â ( d é t X ). On a donc Q ( À" ) Ï (dé t x") = ^ (dét g), et la formule ( • ) est

vérifiée.

- si ^ l(g)s1. alors g= À S"x où À c F*, x ^ ^Tf - ^ , et d est une uniformisante
_ ? 0( T ?

de T de trace nulle ; on pose ô s £T6. où £, € C^*. la classe de 6 module ff9

déterminant la classe de conjugaison de T. Dans ce cas g s À CS ^, x appar-

tient à F*^ mais pas à F"^. et la valeur de ©^(g'^.stg")"1 ) va dépendre effecti-

vement du choix de TT . Ecrivant matriciellement x comme ci-dessus, on constate que

pour i<k , l'image de t x t dans CL (k) est 1 . donc la trace de " ÎT( t~ g t ) ,
i 1 - \ — c i l

proportionnelle à celle de TT(0 ) » est nulle. Il reste :

Ate")^".^")'1) - 1" A(g") ^ql< Tnrtt^t^.stt^"^1)-1)

. n q ^ ë t X " ) Trntri./t^.sirt^t;')'1).

Or l'image de t ^"t" dans CL (k) est l'image de 1'unipotent ( 0\ ,
l \, \V c a ^ i/

1 1 3
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donc :

Tr ^(ÎVt^.sd"!^1)-1) = pdî^^^r1^?^^".^"!;1)-1.

. T r T î ô ^ a 1 " t^1)

= (ff^^^îpO^^^.c&^pet^").
. ?(dét x^G^cS^)

= L( t4") UcGr^eî f.1") Ï(dét x") y.

. Lîcar^) G ( ^ .1 ) .

Finalement :

AlS")^^"^^")'1) s "6( ^LC ^^ÔC ^n) Ï (dét x ^ ^ G C ^ . D q"4.

Tandis que : n A ( g ) © (g) = -nX(dét g).
L'égalité entre ces deux expressions sera donc assurée si on vérifie que :

\(dét g) s -Ô^") L( £. )©( ^"^(dét x " ) ^ G ( y . 1 ) q'^.

Or : j[(dét g) s )(( À 2 ) J((-aT) )l( 6.) )^(dét x) . et :

^ ( À 2 ) = ê î X " )
J^(dét x) = X < N ( y ) ) = ©(y") s^^y")) = ^ (dét x"), si y est un

élément de 1-»-T(r. vérifiant N(y) s dét x.

A(-?) = -q'^G(Y.I).
Pour calculer )L( 6 ) » on choisit e €.0^ vérifiant N(e) = &- . Alors :

\ ( L ) = ) l (N(e)) = ^(e") = ^((e2)^) = e t N C O ^ Î ^ Î e / e ) ^ ) .
'•'̂  i -*•' l

Puisque Q(N(e) ) s ©(£ n). il ne reste plus qu'à montrer que :

©((e /e)^ ) s Lt^e)1"). eC^.

Or e/e est de norrce 1 , donc :

, f 1 si (e/e)- appartient à (Ker N)"
©( (e /e) 2 " ) = \

[ -1 sinon.

Mais (€ /€ ) ' " € (Ker N)" implique e^" = ay". avec a € U*. y6 (J^. donc

N(e) = a2 Nty)" est un carré dans (y* et L (N(e)^ " ) = 1 . Réciproquement, si N(e)

est un carré dans (J*. alors esay où af. F* et N ( y ) = 1 . donc (e /e ) n = ( y / y ) s y

appartient à (Ker N)". On a bien l'égalité annoncée, et la formule ( • ) est vérifiée.
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Proposition 5.21 :
La formule ( • ) est vérifiée pour tout élément elliptique ramifié g tel gué

g soit régulier.

d) Lien avec la représentation de Weil impaire.

Si n=2 (et p impair) et si 9 est un caractère de E» trivial sur (Ker N)2, mais

non trivial sur Ker N, on vient de calculer entièrement le caractère de Ï, où î est

l'une des deux représentations spécifiques irréductibles de G associées à € f (c f 1 1 . 3 )

si X est défini comme au théorème 5 . 1 , on a :

-2A(g) )l(dét g) si g est elliptique, g2 régulier

A <8 )V^(g ,s(g )) s ^ 0 si g est hyperbolique et A(g2) ^ 1

2 J((dét g ) (1 -4 (g ) ) si g est hyperbolique régulier,

choisi tel que A C g î s A C g 2 ) ^

La comparaison avec les résultats de Y. Flicker ( |F]Lemme 2.2, convenablement

rectifié) prouve alors que Ï est équivalente à la représentation de Weil impaire

associée au caractère impair (i.e. ^(- l)s-i) X , dont la construction est rappelé?
en [pj 2.2.

Si n est pair (et p impair), les représentations supercuspidales de G associées

aux caractères exceptionnels de l'extension quadratique non ramifiée de F (cf 1 1 . 3 )

apparaissent ainsi comme les analogues, pour les revêtements métaplectiques d'ordre

pair de GL (F) . des représentations de Weil impaires du revêtement métaplectique

d'ordre 2 de GL (F).
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