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FONCTIONS L DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG ET DESCENTE DE SHINTANI

. X
par Francois DIGNE et Jean MICHEL ( )

Résumé: Dans ce mémoire, nous étudions les fonctions L des variétés de
Deligne-Lusztig d'un groupe réductif G sur un corps fini. Nous exprimons
ces fonctions a 1'aide des caractéres de l1'algébre de Hecke et de

descentes de Shintani des caractéres du groupe des points de G sur une
extension du corps de base. Ceci permet de comparer ces descentes pour

les différentes extensions finies du corps. Nous montrons la périodicité

de ces descentes en fonction du degré de 1'extension. Aprés avoir exposé
1'exemple des groupes de type G, , nous développons une conjecture générale
sur la décomposition des descentes de Shintani des caractéres unipotents

et la rattachons aux résultats connus et a une conjecture de Kawanaka.

Abstract: In this paper, we study L-functions of the Deligne-Lusztig
varieties of a reductive group G defined on a finite field. These functions
are computed in terms of characters of the Hecke algebra and of Shintani
"descents' of characters of the group of rational points of G over an
extension of the base field. We show that the L-functions are periodic
functions of the degree of the extension. We then explain the example

of groups of type GZ and make a general conjecture about the decomposition
of Shintani descents of unipotent characters. We show how this conjecture

is related to known results and to a conjecture by Kawanaka.
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0 INTRODUCTION

Le principal objet du présent travail est 1'étude des fonctions f des
variétés de Deligne-Lusztig Xw d'un groupe algébrique réductif G défini

sur F_, et le résultat principal est que ces fonctions i s'expriment 3

q

1'aide des caractéres de 1'algébre de Hecke Hlﬂ de la représentation
G(F

E, = Ind ¢ qm) 1 et de "descentes de Shintani" de G(F p) -4 G(F ) des
B(F qn) q q

caractéres de G(qum) intervenant dans Em , ces descentes de Shintani é&tant

des fonctions périodiques de m .

Précisément, si F est 1'endomorphisme de Frobenius correspondant & la
structure rationnelle de G et si W est le groupe de Weyl de G , on a pour
tout geG(F ) et pour tout m multiple de 1'ordre d de FsurW:

gF _ ~
Pl % ¥(1, F) (Shemyp Uo) (9) (et 111 3)

od \T} parcourt un ensemble formé d'une extension @ H > <F> de chaque
caractére F-invariant de Hm_ et ol Sh,_.m/F UW est la descente de Shintani

d'une extension Ui" & G(thm),a<F> du caractére U, de G(l-'qm) corres-

Y
> : ~
pondant & la restriction y & H ~de y

De plus, pour tout m multiple de S , 0N a:

ws |

Shemyp Ug = 7‘; Cy,y OV (cf. 111 3)

ou V parcourt 1'ensemble des caractéres unipotents de GF , ol cy v €Q

et ol Wy est une racine de 1'unité.

Ces résultats sont plus généraux que ceux qui ont &té trouvés indépendam-
ment par Asai [AS1] et leur annonce dans [DM1] et [DM5) a &té utile &
Lusztig pour compléter son travail [L3] sur la décomposition des caractéres

de Deligne-Lusztig.
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L'organisation des chapitres est comme suit :

Dans le chapitre I nous exprimons les fonctions 4 des varietes Xw a
1'aide des nombres de points fixes de gFm sur ces variétés, et donnons les
premiéres propriétés de ces nombres de points fixes (rapport avec les caractéres
de Deligne-Lusztig, induction & la Harish-Chandra) ; puis nous définissons la
"descente de Shintani" dans le cadre d'un groupe muni de_deux automorphismes
qui commutent, et vérifiant pour ces deux automorphismes 1'analogue du théoréme
de Lang sur 1'endomorphisme de Frobenius (généralisant ainsi les constructions

de Shintani [SH] et Kawanaka {K1J]).

Le chapitre II est consacré aux résultats nécessaires sur les algébres
de Hecke et sur certaines algébres de Frobenius de la forme Hx<F>, fonnées;
du produit semi-direct d'une algébre de Hecke H par un automorphisme F
provenant d'un automorphisme du diagramme de Coxeter. Nous donnons une généra-
lisation des résultats de [BC] sur la rationalité des caractéres des algébres
de Hecke & ces algébres et aux algébres génériques correspondanteé, ainsi qu'une
généralisation du théoréme de spécialisation classique pour les algébres de

Hecke.

Le chapitre III expose 1a démonstration du théoréme principal. Nous
exprimons d'abord les nombres de points fixes IX&le 4 1'aide des caracteéres
de 1'algébre Hm et de descentes de Shintani des caractdres de G(qu) H
puis, en utilisant les résultats du chapitre II sur la rationalité des caracte-
res des algébres de Hecke, nous montrons que les coefficients qui interviennent
sont produit d'un nombre rationnel CV»V par la puissance m-iéme d'une racine
de 1'unité wy et par un polyndme en qrn . Ceci permet de "passer & la limite

pour m=0", ce qui lie les coefficients Cy v & la décomposition des

1

caractéres de Deligne-Lusztig Rw .
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Dans le reste du chapitre III nous donnons divers résultats donnant des

précisions sur les nombres » utilisant d'abord les propriétés des groupes

Yoy
linéaires, puis en utilisant une désingularisation de la variété iw , et

enfin en utilisant 1'opérateur de dualité de Curtis.

Les résultats du chapitre III montrent que 1'étude de la décomposition
des caracteéres Ri se raméne, pour les groupes déployés, & 1'étude de la
descente de Shintani Sh de G(Fq) a G(Fq) ; le chapitre IV est consacré a

cette étude.

Nous donnons d'abord des résultats généraux sur 1'opérateur Sh , en
particulier au paragraphe 2 nous montrons que Sh commute au foncteur de
Lusztig RE , généralisant ainsi le résultat de notre note ([DM2] ; puis nous
décrivons 1'action de Sh dans le cas des groupes classiques et d'un groupe

de type Gé .

Dans le chapitre V, nous développons 1'exemple du caractére de
Deligne-Lustig Ri , ou w est 1'élément de Coxeter, dans le groupe G]n H
il est possible, dans ce cas, d'obtenir des résultats explicites par une

méthode combinatoire.
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Dans le chapitre VI, nous montrons comment, pour un groupe de type G2 ’
déterminer les descentes de Shintani des caractéres unipotents de la série
principale et les valeurs propres de 1'endomorphisme de Frobenius sur les
variétés de Deligne-Lusztig 3 partir de la table des caractéres de 1'algidbre
de Hecke.

Dans le chapitre VII, nous développons une conjecture générale sur les
décompositions des descentes de Shintani des caractdres unipotents en indiquant
quelle partie de cette conjecture peut &tre prouvée parmos méthodes. En
particulier (VII, 2) nous montrons comment calculer les "valeurs propres" wy
de 1'endomorphisme de Frobenius attach@es au caractére V, et nous prouvons le
cas m=]1 de la conjecture pour certains groupes (VII, 4). Asal a récemment
prouvé le cas m=1 de cette conjecture en toute généralité ([AS2] ,[AS3] ,[AS4]).
Enfin, nous montrons qu'une conjecture récente de Kawanaka ([K2]), que
celui-ci a démontrée dans le cas ol m est premier 3 1'ordre du groupe G(Fq)
(cf [K3]) est conséquence de notre conjecture. Pour ce faire, nous introdui-
sons une base de l'espace engendré par les caractéres unipotents "transformée
de Mellin" de la base canonique. Dans cette base, les opérateurs considérés
(en particulier la descente de Shintani) ont des expressions particuliérement
simples.

Les constants encouragements et les nombreuses suggestions de P. Cartier
ont été essentiels 3 la réalisation de ce travail. Nous remercions &galement
G. Lusztig dont les travaux ont un rdle fondamental dans la théorie, et avec
Lequel nous avons eu une discussion profitable sur la démonstration du
théoreéme principal. Enfin nous remercions M. Brou&, L. Puig et les autres
membres de 1'équipe des groupes finis de Paris qui nous ont accueillis dans
leur séminaire, ol nous avons pu exposer nos résultats et en discuter.

Nos remerciements vont &galement 3 M. Demazure et J. Giraud qui ont
accepté de faire partie des jurys des théses' dont ce mémoire fait partie,
ainsi qu'a F. Ledrappier et H. Cohen qui nous ont fourni d'intéressant sujets
de seconde thése.

J. Tits nous a fait 1'honneur de présider ces jurys.

La frappe du présent mémoire a &té assurée par Maryse Loiseau et Claire

Michel, qu'elles trouvent ici nos remerciements.

*Théses soutenues en juin 1984 al'Université de Paris XI.



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

I DEFINITIONS ET NOTATIONS

0. Notations.

Soit X un ensemble (resp. une variété algébrique), et soit g un
automorphisme de X . On note Ix 1'image de 1'é1ément x de X par 1'action
de g, et X9 1'ensemble (resp. la sous-variété) des points fixes de X

sous 1'action de g .

En particulier, si X est un sous-groupe d'un groupe G , et si g&€G
normalise X , on fait agir g par conjugaison sur X , et on &crit donc
9% pour gxg'1 .

Si H est un groupe fini et X 1'ensemble des caractéres de H ,
on fait agir G = Aut(H) sur X en posant : g)c(gh) = )L‘(h), pour tout XeX ,
tout geG , et tout heH .

Si H est un groupe fini ou une algébre semi-simple, on note fi

1'ensemble des caractéres irréductibles de H .

Dans toute la suite, si G est un groupe fini, 1'ensemble des fonctions

sur G a valeurs complexes sera muni du produit scalaire défini par :
<f.g>q = IGI"1 S f(x) g9(x)
xeb

Enfin, on note |X| ou ¢ X 1le cardinal d'un ensemble fini X .

Nous désignerons toujours par Fq le corps fini & q é&léments de
caractéristique p et par Fq sa cldture algébrique. Si nous considérons une
variété algébrique sur fq définie sur Fq , nous noterons F 1'endomorphisme
de Frobenius correspondant.

Pour tout nombre premier 1 différent de p , nous noterons 61 une
cldture algébrique du corps Q] des nombres 1-adiques, et nous supposerons
choisis des isomorphismes 1'] : 5] =~ , € . Nous identifierons toute fonction f

a valeurs dans 5] 4 la fonction 1'] o f a valeurs dans C .
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Si X est un schéma défini sur qu , nous noterons HZ(X, 5])
(ou HL(X) s'il n'y a pas d'ambiguité) le i-iéme groupe de cohomologie
1-adique & supports propres de X .

si vX-= _01 Vi est un espace vectoriel gradué, et si f est un endo-

ie
morphisme de VX ;, on pose :
din* v* = ¥ (-1)} dim v}
i

Trace(F V%) = £ (-1)' Trace(f I V')
1

Enfin nous utiliserons les résultats classiques suivants :

Proposition 0.1 (théoréme de Lang, cf. [SB] , E, 12.7) - Soit G un groupe

algébrique connexe défini sur qu et soit F 1'endomorphisme de Frobenius
correspondant ; alors 1'application x x'l.Fx de G dans G est

surjective.
Corollaire 0.2 - Soient G un groupe algébrique défini sur qu et H un
sous-groupe fermé connexe rationnel de G . Alors, dans toute classe

rationnelle de G/H , il y a un &lément rationnel.

Ce résultat s'obtient facilement par application de 1a proposition 0.1

dans le groupe H .

1. - Nombres de points fixes et fonctions £

Soit Y wune variété algébrique sur Eq , munie d'une structure ration-
nelle sur qu . Soit G un groupe fini opérant sur Y . On suppose que F
opére sur G de fagon que pour tout couple (g,y)eGxY , on ait

Fg.Fy = F(g.y). Posons, pour tout g€G et tout entier m31 :

NY(g) = Trace (gF" I HX(Y, @)
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On a, d'aprés le théoréme de Lefschetz (cf [SGAJ) :

gF™

Np(g) = 1Y™ 1

en particulier N'Y"(l) = IY(qu)I
Nous définissons, pour tout caractére X de G :
Moy =161 T x(eh gy
ge 6
d'oa Nl(g) = E X(9) NI(X) pour tout geG .

Nous définissons la fonction &£ associée a X par:
L Fov) = e NY(X) tT/m) e [Ce]]
m>

Fm

Proposition 1.1 - AM(X) (1) Trace(F* I HA(Y)_ ) si -
_— Y x> ¢t Ix X =% >

= 0 sinon,

ol H:(Y)X est 1a composante isotypique de type x de H:(Y. 61)

Démonstration - On a F{'Y"(X) = 7(.(1)'1 Trace (Fme}H:(Y)), ol

P.= %X(1) |6I"7 T %x(g7l)g est le projecteur sur HE(Y)_ . Or
* gc6 [N &

Vs * *

1'image de HC(Y)‘}L par F est HC(Y)Fx , donc la trace de F'“Px est

m
nulle si Fm“x osi xex Ona:NJ(x)= %)} trace(leH:(Y)x).

pm

Corollaire 1.2 - Soit X un caractére fixé. Posons p = inf fm»1| X =%3,

alors :
£ (%, F X)L oger(1 - ¢ ¥ M:(v)x)’l
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Démonstration - On a, d'aprés la proposition 1.1 :

() tYm = 1)"! Trace(F™ I H2(Y L/
Z, W00 fm e T X el 16 m,,)

F

car X est égal 8 X si et seulement si nim

Soit & 1'ensemble des valeurs propres de F? dans H:(Y)x et,

pour Ag &, soit da” dim*(P;), ol P; est le sous-espace primaire

a
de H:(Y)_x associeé @ A . Alors on a :

Trace(Fm lH:(Y)x) =%zt am/q dx » pour tout m3z1 multiple de 1 .
€

> A
Donc :
Lx, Fo 1 XD < expn x (1) s (%) t"m)
m>
= m/n m
1{ exp(n rﬁ:m d)‘-'r\ a t'/m)
-d
ST (1 -3th) ©? . S URE -1
! (1-2th det(1 - F1 ¢ IHC(Y)X)

Remargue 1.3 - 0n a X (X, F, Y)1%(1) . <, (x, F, XD, o L, et

la série obtenue en changeant t en t? dans 1a série b A

On pose T (Y, F)

exp( T NI(1) tm) = exp( T T NI(X) x(1) t"m)
mxl myl X

TTLix, F, X1
x

Ona: T (Y, F)=det(l - tF lH:(Y))'1 , par un argument analogue &

la démonstration du corollaire 1.2 .
2. - Variétés VY, .
— W
Dans toute la suite, G désignera un groupe réductif connexe, défini sur

le corps Fq . Nous fixerons un sous-groupe de Borel rationnel Bo de G, et un

10
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tore maximal rationnel T0 de Bo . 0Ona Bo = TOU0 , si U(J désigne le

radical unipotent de Bo . Nous noterons W 1le groupe de Weyl de G ,

identifié & NG(TO)/TO .

Soit v‘mNG(TO) un représentant de weW . Considérons la variété Zw

définie par :

7, = fxeq [x 1T

X€ WUO 3

Le groupe T‘;F agit sur cette variété, 1'action de teTzF étant donnée par
m

X —_ x'c-1 , pour erw . D'autre part, pour tout m tel que F W=Ww,

la classe a gauche WUO est stable par F™ , donc 1'endomorphisme Fm agit

sur ZW . Le groupe GF agit par translations a gauche sur ZW .

Comme le groupe UoanO w'l agit par translations & droite sur ZQ .
on peut définir la variété quotient :

F 1

-1 ) -
yw={xe(;|x S xeWU 7/ (U AWl W)

m

Les actions de GF , de F et de T:F sur Zw induisent des actions sur

le quotient Yw , car le groupe Uon on w'1 est normalisé par T:F et
stable sous 1'action de F" . Les actions de GF et de T:;F sur YQ commu-

tent clairement.

Nous pouvons appliquer les constructions de I,1 en prenant comme

variété Y la variété Yw et comme groupe le groupe GFx TZF . Nous écrirons

Nj(g.t) pour Ny (g.t) et NI(x, 0) pour RY (X, 8) si X estun
v W
caractére irréductible de GF , et B8 un caractére de degré 1 de T';'F

gm

(rappelons que m est tel que W= W),

1
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Nous posons aussi :
-1 _
Ng©)(g) = 1T T et Ni(e.t) . pour ged” .

W
teTo

m, % . _
Trace(gF IHC(YW)Q) si 6 =0 v

ona NG(8)(g) =

0 sinon,

ou Hz(Yw)0 est la composante isoptypique de type © de H:(Yw) pour 1'action

de T:F (cf. proposition 1.1).

Si nécessaire, nous préciserons le groupe en écrivant N:.'" G
bl

3. - Caractéres de Deligne et Lusztig.

Définition 3.1 - On pose RS(g) = Trace(g le(Yw)g)’ pour tout geGF , et
tout caractére @ de degré 1 de T:F
La notation est justifiée car le caractére virtuel de GF ainsi défini

est indépendant du représentant w de w . (cf. Deligne et Lusztig [DL] 1.8).

Si T est un tore maximal rationnel de type w , on peut identifier 8 & un

caractére de " » et écrire R?(G) pour RS .

Avec les notations de I,1, on a :

Proposition 3.2 -
(*
Ru(9) = -[Z x(g) 0% (x, 6, F, ¥,)]

t=eo

ou D est 1'opérateur différentiel défini par Df = t df/fdt et ol p est

tel que F% = w . La somme porte sur les caractéres du groupe GF .
x

12
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Démonstration - On a, d'aprés le corollaire 1.2,

PICEEJC AN ANES S AN RN

o un % o
ou A parcourt les valeurs propres de F sur Hc(Yw) et ou d7‘,9'ﬂ est

la dimension (au sens d'im’) du sous-espace primaire de H:(Yw) associé

" Xx,0
d la valeur propre A et ol on a q=inf{m;1lFm9=03.’

Donc, pour t = , on obtient - | Ea-. dx’g’“ . D'ou :

(T x@odm. o ), =& X xmT e, g,

= Trace(g \H:(YW)O)

Remarque 3.3 - D'aprés la démonstration précédente, on a :
e -1
Re(9) = ?\Zx dy .9 X(9) X7,

et, pour tout m multiple non nul de ny :
m - m/ny -1
N;(8)(9) 5.1» d,0,5X(9) X(1)

Nous exprimerons ceci en disant que P\g: est 1a "limite pour m=0" de NE(O).

Si w=1, la variété Y1 s'identifie @ 1'ensemble des points fixes de F

dans G/U, , donc F agit trivialement sur Y, et NT(8) = RS .

4. - Variétés Xw -
Considérons la variété définie par :
X = {xeG IxL.Fxews 1/ (B,aw w'l)
W ' 0 0 0

Nous pouvons identifier cette variété au quotient de Yv’/ par 1'action de T:F .

pour tout représentant w de w (cf. [DL] 1.8).

13
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La variété Xw est munie d'une action du groupe GF ,etde F" » pour

tout m tel que me = w . La valeur de Nv.":(e) pour 8 =1 est liée & la

variété Xw:
gm
Proposition 4.1 - (cf. [D.L.] 1.9) - Si m est tel que- " w=w et sion
m
choisit un représentant w de w tel que o =w, (ce qui est toujours

possible, cf. corollaire 0.2), on a, pcur tout geGF :

NG(1)(g) = Trace(gF" | HX(X,» &)

Ri(9) = Trace(g | KE(X . &;))

Démonstration - N3(1)(g) = IT:FI°1 Y NM(g,t)
tetf ¥

TwF
_ my % =\ 0
= Trace(g F" IH (Y., &) © )
wF
x 0 _ % F wF . .
or HA(Y,) ® = HC(YW/TZ ) (cf [SR15.10), et Y./To" = X . D'ou le premier

énoncé. Le résultat sur vav s'en déduit par "passage & la limite pour m=0 ",

e
"

ou directement d'aprés la définition de R
Corollaire 4.2 -
(i) N:(l) est indépendant du représentant w de w choisi.

(i) P& est & valeurs entiéres (cf. {DL] 3.3).

Dans la suite, nous écrirons N:' pour Ng(l)
Considérons 1a variété X des sous-groupes de Borel de G ; on a

X ~ G/Bo , cet isomorphisme étant défini sur !Fq . Les orbites de G dans X=X

sont en bijection avec les éléments du groupe de Weyl W , si on associe & w

14
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1'orbite du couple (Bo’ WBo). Nous dirons que deux sous-groupes de Borel sont

en position relative w si leur orbite correspond & w . Nous noterons

B —¥_ B 1'appartenance de (B,B') & 1'orbite correspondant @ w . Avec

ces notations, 1'application qui & we Xw associe le sous-groupe de Borel XBO

définit un isomorphisme : X =~ {Bexis L FB}.

5. - Induction & partir d'un sous-groupe parabolique -

Soient P un groupe fini, U un sous-groupe distingué de P et L =P/U.

On définit un opérateur PU qui associe a toute fonction f sur P & valeurs
complexes la fonction sur L définie par : (PUf)(x) = §UI'1 § f(y) pour

tout xel , ot y parcourt 1'image réciproque de x dans P .

Notons *PU 1'adjoint de PU pour le produit scalaire défini dans 11,0 .
On a :

si xeP : (*Puf)(X) = f(p(x)) »

si p désigne 1'homomorphisme quotient P —5 L .

Nous pouvons appliquer ceci au cas ol 1'on considére le groupe PF des

points rationnels d'un sous-groupe parabq’lique rationnel de G , et le sous-
groupe distingué UF de PF , o0 U est le radical unipotent de P . Nous
écrirons PU et *PU pour PUF et ’PUF . Le quotient PF/UF est isomorphe
a LF , si L est un sous-groupe de Lévi rationnel quelconque de P . On
définit 1'opérateur R(L; des fonctions centrales sur LF dans les fonctions

centrales sur GF par :
F
G _ G %
RL = I"dpF 0 PU
F
L'opérateur ’RG défini par : ’RG =P o ResG est 1'adjoint de RG .
L L ] F,F L

15
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L'omission de P dans ces notations est possible car ces opérateurs ne
dépendent pas du sous-groupe parabolique P admettant L comme sous-groupe

de Levi (cf. [L.5] 2.4).

Théoréme 5.1 - Soit L le sous-groupe de Lévi rationnel contenant T0 d'un
sous-groupe parabolique rationnel P de G contenant B0 . Soit NL = NL(TO)/TO
le groupe de Weyl de L . C'est un sous-groupe parabolique de W . Si J:eNL(TO),

pour tout m tel que Fmv'l = w et pour tout 'ceT'(';F ,ona:

RECT s Np L (1,)) = (91— N} o(9,t))

Corollaire 5.2 - Sous les hypothéses du théoréme, si 6 est un caractére

m
de T:F,etsi l:0=9,ona:

G \m _am
Re e, (9) = Ny 6(®)

Le corollaire se déduit immédiatement du théoréme.
Le théoréme et son corollaire sont des généralisations faciles de [DL] 8.2 ;

la démonstration est analogue.

Démonstration du théoréme :
Considérons la variéteé Yv‘: ; on peut la décomposer en réunion de sous-

variétés disjointes :

_ -1F . = W
Y, = -pL!- {xeGx"."xewy, , xPxT =P'3/(U AT

ou P' décrit 1'ensemble des sous-groupes paraboliques conjugués & P sous GF .
En effet, i1 est clair que ces sous-variétés sont disjointes, et, d'autre part,
si x(qu"UO)e Yv‘: , alors xPx'1 est rationnel, donc conjugué sous GF apr

(cf. 0.2).

16
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Nous noterons Yo p la sous-variété indexée par P' dans cette décomposition.

Les actions de F™ et de T:;F préservent cette décomposition.

Si geGF » 1'application x —3 gx définit un isomorphisme de Yv'J,P
sur Yv'z 9 - Cet isomorphsime est compatible avec les actions de F™ et de
T‘:)'F . On a, pour tout h dans eF et tout teTzF :

NQ (h,t) = Z (nombre de points fixes de (h,t)F" dans Yo pr) -

!G pl

Or (h,t)Fm ne peut avoir de point fixe dans YW pr Qque si heP' . Donc :

NT (h,t) = z (nombre de points fixes de (h,t)Fm dans Y. ) .
w,G P'ah w,P
si p' =9 , avec chF , le nombre de points fixes de (h,t)Fm dans Yw p
est égal au nombre de points fixes de (g'lhg, t)Fm dans Y”7 p - Donc :
NQ g(hst) = [pF1-1 ZF 1 (nombre de points fixes de
’ f9e6" | g7 'hge P 1
(97'hg, t)F" dans Y. o)

F est PF).

(car le normalisateur de PF dans G
Remarquons alors que Y;l P s'identifie & la variété analogue & Yw pour
le groupe L , c'est-a-dire :

F

{xel | 1. er(UonL)z/ [(Uor\ L)a ';(Uon L)}

En effet :

-1F . w
. xeong/(Uon Up)

Yop © fxeP «x
Or le radical unipotent UP de P est inclus dans UoanO car il est

normalisé par wel . Donc :

S1F . ;
Yap - {xeL1x™. xewuoz/(uon"uonL)

{xeL (xLF

"

x.—.a.uon L] /[(Uon L)a "‘(Uon Ll .,

d'ou 1'assertion.
17
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On voit d'autre part que si p = 1uePF , avec 1eLF et ueug R

alors pet 1 ont méme action sur Y\k p - Donc :
?

-1 _1
NG (h,t) = |PF| NY (g hg, t)
WG {geGFl g-lhge PFZ WL

oi g 'hg est la composante de g-!

hg dans L . D'olu te théoreme.

6. - Fonctions de F-classe.

Soient H un groupe fini et <F> un groupe cyclique de générateur F
agissant sur H . On notera h — Fh 1'action de F . On considére le produit

semi-direct " = H>™ <F> .

Définition 6.1 - On dit que deux &léments h et k de H sont F-conjugués

si les éléments hF et kF de [™ sont conjugués.

Notons que hF et kF sont conjugués dans [ si et seulement s'ils sont
conjugués par un élément de H , car F(hF)F'1 = h-l(hF)h . Donc h et k sont

F-conjugués si et seulement s'il existe 1€H tel que 1.h. F]'l =k .

Définition 6.2 - On appelle fonction de F-classe sur H wune fonction sur H

constante sur les classes de F-conjugaison.
Remarque 6.3 -

(i) On identifiera souvent de telles fonctions aux restrictions & HF

des fonctions centrales sur [0

18
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(ii) Si on prolonge une fonction de F-classe f sur HF , en une fonction ,

centrale fsur " par O endehors de HF , on a :
<1"1H"2>H=|<F>|<fll1"2>'1 .
ou le produit scalaire est défini comme dans I, 0 .

(iii) Si f1 et f2 sont deux caractéres irréductibles de- [° dont les

restrictions @ H sont irréductibles, alors :

¥(F) Z_H f,(h) fp(h), s'i1 existe Fe <F> tel que
€

Z F(F) f(h) = fl=f3

he
0 sinon.

Cette propriété est démontrée dans le cadre des algébres de Frobenius dans II,

2.11.

7. - Descente de Shintani

Définition 7.1 - On dira qu'un groupe G sur lequel agit un groupe cyclique

<F> vérifie la propriété de Lang pour F si :
. F ..
(i) G est fini ;

1

(i1) 1'application L. : G —, G définie par g —3 g .Fg est

surjective.

Considérons deux groupes cycliques <F> et «F'> agissant sur G,
et supposons que G vérifie la propriété de Lang pour F et aussi pour F' .
Si de plus les actions de F et F' sur G commutent, alors GF est stable
par F' , et GF' est stable par F . Cela a donc un sens de parler de classes

de F'-conjugaison dans GF , Ou de classes de F-conjugaison dans GF .
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Proposition 7.2 -
(1) Sous les hypothéses précédentes 1a correspondance

Lpi(h) e—s Lp (h7)) , od heG,

définit une bijection, notée NF/F' des classes de F'-conjugaison du groupe GF

sur les classes de F-conjugaison du groupe GF .

(ii) Si c est une classe de F'-conjugaison de GF , Ona:

167 el = 1671 INpa(e))

Démonstration -
(i) Un calcul évident prouve que Ll_..(h)eGF si et seulement si

LF(h'l)(sGF . La correspondance induit une application bien définie de GF
dans les classes de F-conjugaison de GF

L]
1 est dans GF , et, comme :

: en effet, si LF'(h) = LF.(k) .

alors hk~
L L e - ey

les éléments LF(h'l) et LF(k'l) sont F-conjugués par un élément de GF' .

D'autre part, 1'application ainsi définie envoie deux éléments F'-conjugués

F F

de G sur la méme classe de F-conjugaison de GF ; en effet, si g&G ,

etsi heG verifie Lo.(n)e6 , alorsg.lp(h)." g7 = Lo (hg')), et

1'image de cet élément est la classe de LF(gh'l) = LF(h'l), car geGF .

L'application NF/F' est bijective car son inverse est clairement NF‘/F .

(ii) Le menbre de gauche de 1'&galité est le cardinal de 1'ensemble
des heG tels que LF.(h)sc , et celui de droite est le cardinal de
1'ensemble des h&G tels que LF(h'l)e NF/F'(C)' Ces deux ensembles sont

égaux, par définition de NF/F' .
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Définition 7.3 - On appelle descente de Shintani de GF a GF' » notée ShF/F'
1'application de 1'ensemble des fonctions de F'-classe sur GF dans
1'ensenble des fonctions de F-classe sur GF' définie par :

ShF/F.(f) =fo NF'/F .

Remarques 7.4 -

(1) Dans le cas particulier ot F = F' , 1'application Sh,_./F est une

. . . F
involution sur les fonctions centrales sur G .

(2) D'aprés la propriété (ii) de la proposition 7.2, ShF/F' est une

isométrie (le produit scalaire étant défini comme dans I, 0).

Remarque 7.5 - On peut appliquer tout ce qui précéde au cas ou G est un
groupe algébrique connexe défini sur Fq , et ol 1'on considére les deux

endomorphismes de Frobenius F et M.

Dans ce cas, la descente de Shintani Sh n est une application des
fonctions de F-classe sur GFm dans les fonctioé: centrales sur GF (car Fr
agit trivialement sur GF).

Par abus de notation, si X est un caractére de GFm><< F> , nous

noterons Sh m X la descente de Shintani de la fonction de F-classe sur GFm
F/F

définie par : g —— X (gF).

21



F. DIGNE et J. MICHEL

11 - ALGEBRES DE HECKE

1. - Algébres de Hecke, algébres génériques, spécialisation.

a) Algébres de Hecke

Définition 1.1 - Soient W un groupe de Coxeter et S 1'ensemble de ses
générateurs de Coxeter. Soit k un corps algébriquement clos de caractéris-
tique 0, soit K une extension de k et soit x = Zxr , r&52 un ensemble
d'éléments de K tels que X, = Xg si r et s sont conjugués dans W .

Nous appellerons algébre de Hecke de (W,x), notée H(W,x) Tla k{x)-algeébre
ayant pour base des éléments (aw)wew et o la multiplication est définie

par :

a,a, =a . si T(ww') = 1(w) + 1(w')

(1)

2 _ . _
ag = (xs-l)as +x, si 1(s) =1 ,

ot 1 est la fonction longueur dans W .

Remarquons que la premiére relation implique que H(W,x) est unitaire

avec comme élément unité 1'élément ay -

En reprenant les notations de 1,4, nous noterons Em la représentation
m
de permutation de GFrn sur XF' o0 X est la variété des sous-groupes de
Borel de G . C'est la représentation induite de 1a représentation triviale

de Bgm . On note Hm 1'algébre commutante de 6F™ dans Em . Elle a pour base

les opérateurs (T,) m définis par :
weW .
pour xeXFm:wa= P n y
2y6XF |y ~_ x3

m
(cf. [BBK1J IV, §2, exercice 22) car me paramétre les orbites de 6F
dans Xme XFm .
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m
L'endomorphisme F agit sur XF , donc sur Em ,etona FTw =Tg F.
W

Nous noterons & 1'ordre de 1'action de F sur W .

Proposition 1.2 - Ayec les notations précédentes, on a :
(i) (cf. [BT] §5) Le groupe M est un groupe de Coxeter.

(ii) (cf. (BBK1] IV, §2, exercice 24) Si k = € et si on pose, pour

tout reS :

- (gF" Fm o orgF" 'annlica i Fm
Xem = IBy / (B a 'B')| , alors 1'application de H(W ', x,)

dans Hm qui envoie a, sur Tw est un isomorphisme d'algébres.

b) Algébre de Hecke générique

Soit X = ixr s r¢s} un ensemble d'indéterminges telles que X = X,

si r et s sont conjugués dans W (on n'impose pas que Xr # XS si rets

ne sont pas conjugués). On appelle algébre de Hecke générique 1'algébre

¥=H(W.X).
On pose P = kCX1 ; par déefinition, H est une D -algedbre.
Si ws=s rite «++ T est une décomposition réduite de weW , on pose
Xw = Xrl X,-2 er . Ce monome ne dépend pas de la décomposition réduite
de w choisie (cf. (BBK1] IV, §1, Proposition 5). On pose ?: E Xw
welW

Soient K le corps des fractions de 2 et K une cldture algébrique

de K. Onpose =% @K, et onnote ® la cloture intégrale de
_ ®
® dans K .

Théoreme 1.3 - Soit f un homomorphisme k-linéaire @ — k tel que la

k-algebre 90 B k (o0 1'on fait de k une @ -algébre & 1'aide de f) soit
[ )
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semi-simple. Soit T : & — k une extension de f . Alors
JC; k = H(W, f(X)) a les mémes invariants numériques que J et, pour tout

-

caractére irréductible % de ¥ sur K s ONa:
(i) x(aw)cé pour tout wewW ;

(ii) 1'application linéaire Xf: H(W, f(X)) —s k définie par
x?(aw ai)-= ?(x (aw)) est un caractére irréductible de H(W, f(X)). On
définit ainsi une bijection entre les caractéres irréductibles de 3 et

ceux de H(W, f(X)).
Démonstration - voir ([CIK] , 7.1 et 1.11 et la démonstration de 3.1 ci-dessous.

Remarque 1.4 - Le théoréme 1.3 s'applique au cas od 1'on pose f(Xr) =1 pour
tout re&S . En effet, dans ce cas, 1'algébre H(W, f(X)) est isomorphe & k(W]
(car les relations (1) de 1.1 deviennent les relations habituelles définissant
W) et est donc semi-simple.

m
Wb =

Remarque 1.5 - Si §Im , i.e. si = W, le théoréme 1.3 s'applique aussi

au cas ou 1'on pose f(Xr) =q pour tout reS . En effet, dans ce cas,

H(W, f(X)) = H(HFm, f(X)) est isomorphe & Hm d'aprés la proposition 1.2,
m m
car lBg /(BE"1 n rBz )l o= q'rl ; or cette algébre est semi-simple, comme algébre

commutante d'un GFm-mod ule.

On notera G’m le spécialisé f(G°) = = qm](")
weW

c) Algébres produit semi-direct.

Soient A une k-algébre et G un groupe agissant sur A
(on notera a ._g_.,,ga 1'action de geG). On appelle produit semi-direct
de A par G, noté A»aG 1'algébre engendrée par A et G avec les relations :

pour a€A , g&G g.a = ga.g
24
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Soit <F > un groupe cyclique de générateur F agissant sur W par
automorphisme du graphe de Coxeter. Dans les cas ol se€S et Fs ne sont pas

conjugués (i.e. F est 1'automorphisme non trivial d'un graphe de type B2 s

F4, ou GZ)’ nous supposerons de plus que XS = XF . Alors on peut faire agir
F s

Fsur ¥ par ‘a = ap pour WEW .
W

Théoreme 1.6 - Soit f un homomorphisme k-linéaire @ —> k tel que la
k-algébre (H>a<F>) @ k = H(W, f(X))>»<F> soit semi-simple, et soit
- ®

f: &

invariants numériques que #£>1 <F> et pour tout caractére irréductible

> k une extension de f . Alors H(W, f(X))»x<F> a les mémes

Xde Mx)<F>sur K, ona:
(i) X(aw Fi)ed—) pour tout i et tout weW ;

(ii) 1'application linéaire 7(.1: : H(W, (X)) a <F> > k

définie par )C?(aW Fi g1) = ?(7( (aw FI)) est un caractére irréductible.
On définit ainsi une bijection des caractdres irréductibles de H »(F) sur

ceux de H(W, f(X)) ¥ <F>.

Démonstration - On démontre ce théoréme par des arguments analogues a ceux

utilisés pour le théoréme 1.3.

Ce théoréme s'applique aux mémes cas que le théoréme 1.3 (cf. remarques
1.4 et 1.5) car si H(W, f(X)) est semi-simple, alors H(W, f(X)) A <F> est

aussi semi-simple, d'aprés le lemme :
Lemme 1.7 - Soit A une algébre semi-simple, et G un groupe fini agissant

sur A (par automorphismes d'algébre). Alors 1'algébre B = A G est semi-

simple.
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Démonstration - Par un argument classique, il suffit de voir que si M est

un B-module et si N est un sous-module de M , il existe un sous-B-module
supplémentaire de N dans M, ou, ce qui revient au méme, un projecteur
B-lingaire de M sur N . Comme A est semi-simple, i1 existe un projecteur
A-linéaire p de Msur N . Posons g = [6I"1 S gopog™! . Il est imediat
que g commute & 1'action de G et est A-11‘négaei(r;~e. Donc g est B-linéaire.
Si n estun élément de N, ona q(n) =n car g'l(n)eN pour tout geG ,

et donc g(p(g'ln)) = g(g'ln) =n . Comme q(M)cN , on a bien construit un

projecteur B-linéaire de M sur N .

2. - Produit scalaire dans les algébres de Frobenius.

a) Algébres de Frobenius.

Définition 2.1 - Une algébre unitaire de dimension finie A sur un corps k
est dite de Frobenius pour une forme lingaire A: A _yk si la forme

bilinéaire (X,y) ——s A (Xxy) sur A est non dégénérée.

Pour une étude détaillée des algébres de Frobenius, cf [CR2] §9,A et
[CR1] &61 et 62.

Si A est une alg_ébre de Frobenius pour la forme linéaire @ , on peut
définir un isomorphisme de A sur 1'espace A* des formes linéaires sur A
par X p—» x* tel que x*(y) = 'A(xy). On peut alors munir AX de 1a forme
bilinéaire déduite par cet isomorphisme de la forme bilingaire (x,¥y),— A(xy).

Cette forme sera notée ¢ 2 - On a donc :

< x* % > - Alxy) = X(y)

Remarque 2.2 - Si (ei)iel et (fi)iel sont deux bases de A duales pour

la forme bilindaire (x,y)y——3 A (xy), alors on a :

(i) Pour tout xehA : x = 2. x*(fi)ei H
iel
(i) pour tous 5 et  dans A’:<x,v>a = ‘Zel w(e;) w(f;)
1
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Proposition 2.3 (cf. [CR1] Jemme 62.8) - Si M et N sont deux A-modules

irréductibles non isomorphes de caractéres respectifs x et v, ona:
< x N \F’a =0

Corollaire 2.4 - Soit A une algébre semi-simple de dimension finie sur un
corps k et soit A le caractére d'une représentation de A sur k . On suppose
que A est une algébre de Frobenius pour 9 . Alors, si X est un caractére

irréductible de A intervenant dans a avec la multiplicité n,x , 0N a:

Ny<XsX>q = X(1)

Démonstration - D'aprés la proposition 2.3, on a < X, 3’2 = nx<x,X>,a ,
et, comme par définition A =1%, on a :<x.h>2 = x(1) .

b) Application aux algébres de Hecke

1 si w=l,
Dans 12 suite nous posons ';w =
0 sinon.

Proposition 2.5 - L'algébre H est une algébre de Frobenius pour la forme

NP - _ < G Myl
linéaire } définie par 'r\(aw) = 9, J” . Les bases (X, 97) " a, et aw_1

sont duales.

Démonstration - Montrons par récurrence sur la longueur de w que pour tout w'
@ . _ . i

on a 'ﬂ(awaw.) = XwJ Sw' . Si Y(w) =1, le résultat est vrai par défini

tion de 9§ car X; =1 . Supposons Tw)>1 .

Soit seS tel que 1(ws) = 1(w) - 1 . Supposons d'abord que 1(sw') = 1(w')+1,

alors : 3.8 = A gy - Remarquons que 1'hypothése faite sur sw' implique
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-1

que w'1 #w' etque ws £ (sw') ~. Par récurrence on obtient donc h(awaw.)= 0.

Supposons, au contraire, que 1(sw') = 1(w')-1 . On a alors :

3,3, = (Xg-1) a o a, + Xoa, o agn

Cette fois 1'hypothdse faite sur sw' entraine wsw' # 1 . Donc, par

récurrence :

Aa,2,0) =(P(xs-1) Susu * (fxs. X9 PS5, x

ws “(ws)(sw') = wi' W

D'ot le résultat.

On obtient par spécialisation le :

Corollaire 2.6 - Si SIm, 1'algébre Hm ‘est une algébre de Frobenius pour

la forme linéaire @ définie par a,) = Sw (.Pm . Les bases

G-l g-mw) ¢ et (T sont duales.
(¥ a wwe W (w‘l)wcw

L'algébre Hm étant 1'algébre commutante du GFm-modu1e Em , ce dernier
ademt une décomposition en somme directe de meGFm-modules irréductibles de
la forme :

(%) E ~ @
€

mx

0 Tal00,

Hm
oY
ou xm — Ux est une bijection de 1'ensemble Hm des caractéres irréduc-
m
tibles de Hm sur 1'ensenmble des caractéres irréductibles de GFm qui inter-
viennent dans Em (cf. [BBK 2] §4.4). On a noté [xm'] (resp. [Ux J) une
m

représentation de H_ (resp. GFm) de caractere X _ (resp. U_ ).
m m *m

Corollaire 2.7 - Si §lm, pour tout caractére irréductible xmeﬁm , On a :

-m1(w) - ()
wzew Q" Xpl(T,) xm(Tw_l) = Xp(1) “m/U'xm(l)
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Démonstration - En effet QA est le caractére du Hm-module Em , car on voit
aisément d'aprés la définition de TW que :
Trace(T |E ) =0 si w#1l et Trace(llE ) =dimE_= lXFmI = @
w''m m m -

m -

En appliquant le corollaire 2.4 et 1a remarque 2.2 (ii), on en déduit le

résultat car la multiplicité de X _dans E_ est U_ (1) d'aprés (x)
m m Xm

¢) Produit scalaire dans 1'algébre produit semi-direct.

Soient A une algébre de Frobenius pour la forme linéaire A et <F >

un groupe cyclique d'ordre § agissant sur A .

Alors A>d <F> est une algébre de Frobenius pour 1a forme 3' définie

par : ]
0 si  xeAF' avec Oci<d ,

A (x)

A(x) = A(x) si xeA .

En effet, si (ei)iel et (fi) sont des bases duales de A pour la

iel
J -J
forme } , alors (e F diel, jel0.5[ et (F f.)ie1, jero,5p SONt des

bases duales de A > <F> pour la forme 9.

Dans la suite, nous supposons k algébriquement clos.

Nous noterons = 1'ensemble des caractéres irréductibles de «<F >
sur k . Si 3 est le caractére d'une représentation p: A <F> —3 End M
etsi ¥e = alors x f défini par (Xg)(aFi) = x(aFi) §(Fi) pour tout
a€A est le caractére de la représentation de A><F> dans M définie

par @ . . .
aF' 5 p(aF') ¥(F') eEnd(M)
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Proposition 2.8 - Soient ¢ et -« deux caractéres de A > <F> . Alors pour

tout j ona:

6 =
Démonstration - D'aprés la remarque 2.2, le membre de droite vaut :

-1 K « » )
S 2 Z :F Ff. F FJ
Esz‘;' iel ke[o0,§C 9 (e5F7) X(FF;) F(FT) E(F)

or, pour tout k on a : S-IEZ' E(F'k) g(Fj) = Sg d'od le résultat.
€=

Corollaire 2.9 - Soient ¢ et x deux caractéres irréductibles de A X <F>.

Alors on a :

0 si =l g - £l
S owle) x(Fi) =4 #{FeSl @ xi]
€l %(F) <@ @y st fEeTlg=x 3= {53

oll on a noté “PA Ta restriction de ¢ & A .

Démonstration - Comme ¢ et ¢ sont irréductibles, on a d'aprés 2.3 :

515 <o, ) = 5 cg.gm, o ¥ (F)
2 <9 xE>, E(FY) RRAL A T T

Si k=1, la somme de droite est nulle sauf si elle a un seul terme, d'ou la

premiére partie du corollaire.
Si : {Eezlq= x51= {§°§ , alors la proposition 2.8 devient :

iZﬂ gle;F) % (FIg) = 571 cquyo, E(F) (1)

Remplagant dans (1) pour j =1 1la valeur de <q.q>a, donnée par (1) pour

J =0 on en déduit 1a deuxiéme partie du corollaire.
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Corollaire 2.10 - Soient ¢ et x deux caractéres de A x <F> dont les

restrictions q, et 7(A a A sont irréductibles. On a alors :

() T dleh) x(FIf) =0 si ¢, ¢ x,

(ii) Si Pp = XA , i1 existe un unique caractére ¢ de < F> tel que
9=x%, et: .
Z plef) X(FTF) = <y xy> B(F)

ie

Démonstration - On applique le corollaire 2.9 en remarquant qu'il existe au
plus un $e= tel que g=X ¥ , car il existe a€A tel que x(afF) #0 .
En effet, la représentation de A de caractére XA étant irréductible,
1'image de A par cette représentation se compose de tous les endomorphismes
de 1'espace de la représentation. I1 existe donc aeA tel que a et F'1

agissent de 1a méme fagon, et alors : x(aF) = (1) #0.

Remarque 2.11 - Si G est un groupe fini, alors 1'algébre € [G] est une

algébre de Frobenius pour la forme linéaire définie par :

0 si ge&G-{11 ,

b4
=S
(o]
—
"

A1) =1

Les bases (g)g‘ G et (g'l)g‘G sont duales. On peut donc appliquer ce qui

précéde au cas d'un groupe [" = G > <F> (cf. I, remarque 6.3 (iii)).
Remarque 2.12 - Si on applique le corollaire 2.10 & 1'algébre Hm , on obtient :

~
Si X et mm sont deux caractéres irréductibles de mel <F> (1'endomorphisme

F agissant sur Hm par conjugaison, cf. 1,a)) dont les restrictions xn- et
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¥p & Hy sont irréductibles, on a :
0 si X Fy
-m 1(w) -1, n n
2 q XalTWF) wq(T 1 F7) =

weW

3. - Rationalité des caractéres des algébres de Hecke.

Théoréme 3.1 - Supposons que W soit le groupe de Coxeter d'un systéme de

racines irréductible et réduit. Alors pour tout caractére irréductible % de 3

et tout weW ,ona x(a,)€ZLX], sauf dans les cas suivants :

(i) W est de type 62 et » est un des deux caractéres de degré
2 de W . Rlors x(a,)€ Z [VX X, XX, ] on S ={s,t3.

(ii) W est de type E7 et 5 est un des deux caractéres de degré 512,
ou W est de type E8 et - est un des quatre caractéres de degré 4096.

Alors x(aw)e 7[\/?] , Ol On a posé X = Xs pour tout se&S

Démonstration - Ce théoréme est une généralisation du théoréme 2.8 de [BC] .

Nous allons utiliser un argument similaire.

Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer que : x(aw)eQ(i)

(resp. Q( \/;(7 X Xt)’ Q( \/_) En effet le polyndme caractéristique de la
multiplication par a, dans 3@ est unitaire & coefficients dans I[l] car
les relations de définition de J sont & coefficients dans 1’(1]. Donc pour
tout weW et toute représentation de j-—C les valeurs propres de 3, sont

dans ;_EZ] donc x(aw)eitll pour tout w . Si x(a )€Q(X)

(resp. Q(VX

s t'
(resp. I[\/xsxt. Xs’xt] , ZL \/iJ) car ces anneaux sont intégralement clos

X oXe)s Q(V'X)) on en déduit que x(a,)€2(x]

(cf. appendice A.4).

32

x,(1) @m/uxm(l) sioXp = Y -



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

Notons que 1'argument ci-dessus est celui utilisé dans la démonstration
du Théoréme 1.3, (i).
Nous allons maintenant démontrer le théoréme par récurrence sur le

rang de W', égal a (S| .

D'aprés [BC] , sauf dans les cas (i) et (ii) les caractéres irréductibles
de W dont déterminés par leurs restrictions aux sous-groupes paraboliques
propres de W . On en déduit par spécialisation (théoréme 1.3) que la propriété

analogue est vraie pour ¥ .

Soit X un caractére jrréductible de # different des caractéres cités en
(i) et (ii) ; alors, par 1'hypothése de récurrence, on a x(a )€ ZC(X] pour

tout w dans un sous-groupe parabolique propre.

Soit o= un élément du groupe de Galois de K sur Q(X) ; alors «7 et x
ont méme restriction a.toutes les sous-algébres paraboliques propres, donc sont
égaux. Donc x(aw)e Q(X) pour tout wewW .

Pour étudier les caractéres cités dans (i) et (ii), nous allons utiliser le :

Lemme 3.2 - Soit w =35, ... s~ une décomposition réduite de weW et soit p
une représentation de 3_5 de caractére 3 . Alors on a x(as)cﬁb pour

tout se S (donc si on pose Xo = X;‘ oiu f est comme dans la remarque 1.4,
xo(s) ne dépend pas de 1'extension f choisie de f) et on a :

X, (1 X (s:))/2 x (1) - :))/2
det(p(a,)) = .ﬁl Xs(,. of 1) * Kol )72 (%ol Fols:)
1= 1

n
Démonstration - en effet, on a : det(f (aw)) = T det( P (aS )).
i=1 i
Or, comme (ag +1) (ag - Xs.) =0 , les valeurs propres de f(asi) sont
i i i
Xsi ou -1 . On peut donc poser x(asi) = a Xsi'b et x(l)=a+b ot
a,belN . Par spécialisation, on obtient a = (xo(si) + xo(l))/z et

b= (Xo(1) - Xy(54))/2, d'od le résultat.
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Appliquons le lemme 3.2 & 1'é1ément de plus grande longueur L de W,

dans le cas oi W est de type GZ' E7, ou E8 . Dans ces cas, 1'&1ément w

0
est dans le centre de W , donc a, est dans le centre de jé (en général,

o
on a awo awaw; = awowwo pour tout &1ément w de W , d'aprés la définition 1.1

et les propriétés de L (cf. {BBK 1] IV, §1Ex.2)), donc agit par un

scalaire dans toute représentation irréductible. On a donc :

(x(a, )/ %) D) - det(p a, 1)

Distinguons 3 cas :

1 - Pour les deux caractéres de degré 2 de H(GZ) ona w, = (st)3 s

Xo(1) =2 et X (s;) =0 d'od )((awo)/Z =1 (szt)3/2 .

2 - Pour les deux caractéres de degré 512 de H(E7) on a l(wo) = 63,
. _ 63/2
x%(l) = 512 et ;<o(si) =0 d'od )c(awo)/512 =0 X
racine 512éme de 1 qui doit étre ) puisque )(o(wo) est un entier
2

(car W, = 1).

ol 6 est une

3 - Pour les quatre caractéres de degré 4096 de H(EB), on a l(wo) = 120,
7(0(1) = 4096 et 7(0(5) =512&E ol E=1 pour deux des caractéres et €= -1

o x(8+6)15/2

pour les deux autres. D'ol 7((aw°)/4096 = ou O est une racine

4096iéme de 1 qui doit étre * 1 par rationalité des caractéres de W .

Puisque, dans chacun des cas ci-dessus, il n'y a que deux caractéres de W
qui aient méme restriction aux sous-groupes paraboliques propres, 7¢(a') doit
étre dans une extension quadratique de Q(X). D'aprés les calculs ci-dessus,

cette extension doit contenir VXSX dans lecas 1 et VX dans les cas

t
2 et 3, d'ot le résultat.
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Théoréme 3.3 - Supposons que W soit le groupe de Coxeter d'un systéme de
racines irréductible, et que <F > soit un groupe cyclique agissant sur ;}-c ,
1'action de F é&tant induite par un automorphisme du diagramme de Coxeter tel
que Fs soit conjugué @ s pour tout se€S . Soit ) le caractére d'une

représentation ¢ de H , invariante par F et irréductible.

(1) Si F agit par 1'identité, alors il existe une extension de pa J—Cn<F>

~

dont le caractére ;(, verifie : X (a,F) = X(a,) Y weW .

(2) Si F agit par un automorphisme intérieur non trivial (i.e. W est de
type An s D2n+1 ou E6 et F agit comme la conjugaison par awo .
automorphisme d'ordre 2), alors il existe une extension de p @ H v <F> dont

N ce L N _ a-l N
le caractére x vérifie : X (aF) = ﬂx x(awoaw) pour tout weW , ol on

a
a posé 3x= t XX avec :

ay = ((%e(1) + %xo(s) - 1 (W))/2 X(1)

ol s est un &lément quelconque de S (tous les &léments de S sont conju-

gués) et ou x  est comme dans le lemme 3.2.

Si W est de type D2n+1 , @ est entier ; si W est de type An-l

x
et si X est le caractere de 6’;1 correspondant & la partition () ,...,« ),

i) - Z(:;) + n(n-1)/2

2 i

alors : o

2 =
2

z

ou (o(i seees -(;.) est la partition duale de la partition (e ;,...,e ).

Si W est de type E6 , ax est entier sauf si f est une des deux représen-
tations de degré 64 auquel cas ax- (36 z 9)/2 (dans ce cas ’I(wo) =36,
Xo(s) =216, et (1) = 64).
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(3) Si W est de type Dn et si 1'action de F est d'ordre 2, ou si W
est de type D4 et 1'action de F d'ordre 3 , il existe une extension de 1
- 37.74 < F> dont le caractére vérifie i(aw Fi)e Z[X] pour tout i .

Corollaire 3.4 - Plagons nous sous les hypothéses du th&oréme 3.3, sauf que
le groupe'de Coxeter W n'est plus supposé irréductible. I1 est donc de la

n n;

forme T ”1’1 ol Hl. est un groupe de Coxeter irréductible et ou F permute
i=1

cycliquement les n; copies de ”1’ . Nous supposerons de plus que tous les

Xs (s€S) sont &gaux & X . Nous notons xi = H(Hi, X). Alors il existe une
extension de la représentation p de # & % % <F> dont le caractere ;‘(_

vérifie ;'L(aij)€ FEXI/CXJ pour tout weW et tout j , o0 c_ =1, sauf

x

s'il existe i tel que (W Fi, soit d'un des types suivants, auquel
Xlxi

i
cas Cy= 2:

(a) E; X de degré 512 ;

(b) Eg » X de degré 409 ;

(c) 2IE6 » X de degré 64

(d) 2I\"_1 » X correspondant & une partition (c(i) de n telle que

£(2) 3 2] e

soit impair, si 1'on désigne par (.(;) la partition duale de ("i)

De plus, si (W, F, ) est de type (c) ou (d), alors ;'((awF)e )(1/2 . 2[Xx)

pour tout wewW .

Démonstration du corollaire - Si W est irréductible, i1 résulte clairement
des théorémes 3.1 et 3.3 ; 1'assertion sur 2E6 et sur 2I\n_1 résulte de

1'assertion (2) de 3.3 et du fait que ;(awF) doit &tre entier sur Z[X] .
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Pour montrer le cas général, il suffit de démontrer le résultat quand

-1
n=1 . L'espace de la représentation p s'écrit Vi ¢+ |:Vl + ...+ F! Vi »

ol 1'on a écrit p pour n - Notons Py la représentation de xl sur Vy 3
elle est F? invariante. On peut lui appliquer le résultat pour le cas

irréductible.

On en déduit une extension }'1 de Py a Jel » < FT> . On obtient

alors 1'extension désirée F de p en faisant agir F par la matrice :

00 I .eeen... 0
0 I...... 0

0 1..0

0 cerrnnennn 0 1
91(F'I) ......... 0

Cette extension a clairement les mémes propriétés de rationalité que Py -

Démonstration du théoréme 3.3 - le (1) est clair. Montrons le (2).

Remarquons que as est dans le centre de & car pour tout w ona :

o
-1 .
awo awawo = a"owo (cf. démonstration du lemme 3.2).

Donc si Rx est une racine carrée du scalaire par lequel a: agit
dans la représentation P alors on peut définir une représentationode §-€>< <F>
en faisant agir F par a;l f(aw ) ; en effet cet opérateur commute comme
Fa J_C et est de carré 1 . Etgna:

2. x(1]) 2
(az) = det(p (a"o))

37



F. DIGNE et J. MICHEL

Appliquons le lemme 3.2 &8 w=w_ (ici tous les €léments de S sont conjugués

0
donc ;co(s].) est indépendant de i). Donc :

(az)x(l) - X(x'o(l) + xo(s)) ](wo) . XZaZ . X(1)
p s

car xo(l) = X (1) . -

On a donc :

2a
x(as Y X (1) = 272(_ =8X X o0 O est une racine de 1'unité d'ordre
()

X(1). Come % (w2) = X (1) = X(1), on voit par spécialisation que 0 =1,
d'oli 1a valeur annoncée pour ax . I1 ne reste plds qu'a vérifier les

assertions sur a
x

Dans le cas de 2D2n+1 , le fait que a est entier résulte de (3)

X
ci~-dessous.
Dans le cas de 2E6 la valeur de 3y peut étre déterminée en examinant

la table des caractéres de E6 donnée dans [FR].

Dans le cas de @’n » remarquons que (7(,0(1) + xo(s))/Z est le produit
scalaire de la restriction de 7(0 a 6‘2 avec le caractére identité de @é R
ce qui (cf. par exemple [ZH) 4.11) est encore la dimension du caractere de
G;\-Z associé au diagramme gauche de forme extérieure (c(l sy Ar) et de
forme intérieure ([-91 seoes Pr) = (2,0 ,..., 0). D'aprés, par exemple,

[ZH] 4.16 et 6.5, on a donc :
(Ko(1) + Xy(s))/2 = (n-2)! det(l/(xj -yt

ou X5 =°(j+r-J et yi=p.

j+r-i etouona convenuque 1/(x; - yg)! =0

si xj<y1. . On a donc :
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% (1) + X, (s)
Tol D0,

-2)!

1

xl(xl-l) .o (x4°r) X(xy-1) .. (xz-r) ces

x{-z xE'z .
X X2
1 1

ou nous avons développé les polynbmes en X apparaissant sur chaque ligne

sauf la premiére et annulé par combinaison de lignes tous les termes sauf

ceux de plus haut degré. On peut encore appliquer ce procédé a la premiére

ligne et annuler tous les termes de degré au plus r-2 .

déterminant obtenu ou il reste x:

d calculer vaut :

r
Dryy = ('El 1) 0+

D..; est un déterminant de Vandermonde et vaut donc

Notons Dk le

sur la premiére ligne. Alors le déterminant

z

ij) D._ H
l€i<jer r-1

i (x_i - xj) 5

i<

on a Dr = (2 xi) D'__1 car c'est 1'opposé du coefficient de y"'1 dans :
i

r r
X1 X
X| X
1 1

De méme Dr+1 est 1'opposé du coefficient de yr'

r+l
X1

r-1
X

r+l
Xp

xr-l

r+l

yr—l

» qui est un déterminant de Vandermonde.

1 dans :
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déterminant qui se calcule comme Dr et vaut donc :

(X + cee x4 Y) 'l;l'(y-xi) i-‘;rj (% - xj))

et on trouve donc :

-(Zx+Zx

i<

On a donc :

(Kol1) + Xo(s))/2 = Lin2)! /T %! ] T (- x)[Z o T xx
'I(J

- rril ix+z ij]

1 lgicjsr

Utilisant le fait que l(wo) = n(n-1)/2 et que :
X, (1) =[n! /rr x; 1] TT (%;%3)

on trouve donc :

= 2 x. + 2 XX - (r(r+1)/2)z x; + 2 i
i icd icd

Nous allons calculer cette somme comme suit : En développant le membre de gauche

ci-dessous et en utilisant 1'&galité précédente, on trouve

112 2
(Z (g =17 = 4oy - Zi xi+z1.
z (xi'i)=s xi-z i = n+r(r-1)/2 - (r+l)r/2 =
i i
. - - 2 2- .2
d(:nc.11a7<.-(nr)+2;x,i gl

Remplagant X, par sa valeur di + r-i , on trouve :

T 2.3 2T laon-2% i, -rf
i 1 . 1 1 1

donc 4 a =n2+2«f-22 i,



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

Pour terminer le calcul, il suffit d'utiliser 1'identité :

<
2 (i) %= T ()
i i 2

Pour démontrer cette identité, on attribue 1a valeur i-1 aux cases de la
].éme ligne du diagramme de Young, et on remarque que le membre de gauche

s'obtient en sommant sur les lignes et celui de droite sur les colonnes.

Démontrons maintenant le (3) du théoréme 3.3. Soit F 1'image de F
dans Aut(é‘.é) 3 11 suffit de construire une extension ;'(. de x 38 1'algébre

Ha<F> qui vérifie ’i(aw F)eZ(Xx] , et, dans le cas 304 ,%(awf'l)eI[X].

a) Dans le cas de an , 1'aigébre #H >a<F> est la spécialisée de 1'algebre

générique de Bn par 1'application f définie par :

f(X, ) =X si i#1

i

"
—

f(Xsl)

ou le diagramme de Bn est e—————— i e
n nel ottt S S

En effet on beut identifier le diagramme de Dn au diagramme :

$152%1

Comme les caractéres irréductibles de 1'algébre générique de type Bn

sont & valeurs dans Z[X], on obtient le (3) du théoréme dans ce cas.
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b) Dans le cas de 3D4 , notons r, s, t, u les réflexions élémentaires du

groupe de Coxeter, le diagramme é&tant :

t

et remarquons que H >a<F> est une sous-algébre d' une algébre de Hecke
de type F4 de la fagon suivante : Soit o (resp. 0‘2) 1'automorphisme
d'ordre 2 de ¥ qui échange a, et a, (resp. a, et au) et laisse fixes les
autres générateurs ; on a F= o] 9% et 1'algebre 3 > <F> est une
sous-algébre de 36;0<o-1 » o> = ( # xa<F>) X <oy > , qui est la
spécialisée de 1'algébre générique de type F4 par 1'application f définie
par f(XS) = f(Xr) =X, et f(Xc_l) = f(Xa_z) =1, ou le diagramme de F4
est :

S—r=o, — o

La représentation F-invariante p e trois extensions a K < Fs .
L'automorphisme (d'ordre 2) 5] opére sur ces trois extensions, donc laisse
1'une d'elles (notée F ) invariante. Cette derniére représentation s'é&tend
donc & 1'algébre ( 5_3 *a < F>)>a<o~1> . Comme tous les caractéres irréduc-
tibles de cette derniére algébre sont & valeurs dans Z [X] , on obtient le

résultat cherche.

4. - Degrés génériques.

Définition 4.1 - Soit x un caractére de ¥ . On appelle degré générique

de X 1'élément de K suivant :
= o -1 -1
dy = x(M Y (EH Noox) x N

(rappelons que P est 1e polyndme de Poincaré de g€ , cf. 11, 1, b).
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Le terme "degré générique” vient du fait que pour la spécialisation définie

par f(XS) =q pour toutes les réflexions fondamentales, on a, si §|m:

f(d) = U, (1)

Xm
(cf. corollaire 2.7 ; rappelons S que est 1'ordre de 1'action de F sur W).

D'aprés le théoréme 3.1, on a der(VXth’ Xs' Xt) si W est de

type Gz s dxé Q(\/Y) si W est de type E7 ou E8 , et dx € Q(X) sinon.

Dans le cas ou Xs = X pour tout s&S , on peut en déduire que dxe Qrx]
car une fraction rationnelle en VX qui ne prend que des valeurs entiéres
pour une infinité de valeurs entiéres de X dont une au moins n'est pas un
carré doit &tre dans Q[X] . (C'est un lemme classique, pour un lemme plus

général, cf. appendice A.2).

La proposition suivante se déduit de la définition du degré générique :

o
sas - eq - . Y S o
Proposition 4.2 - Si Xs X pour tout se€S , ona: dx X d7L ol e(xeN

et ou d'x est un diviseur du polyndme .(P dans @ [X] .

Démonstration - On a, dans ce cas

](wo) - 1(w)
d, . X
x (wzelrl

T(w.)
x(a) x(a ) = x()&x°
W

Cette &galité entre polyndomes en X donne immédiatement le résultat.
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III - LES RESULTATS PRINCIPAUX

1. - NE et descente de Shintani.

Nous conservons les notations des chapitres I et II. Rappelons que G
désigne un groupe réductif connexe défini sur Fq , et F 1'endomorphisme de
Frobenius correspondant. Si W est le groupe de Weyl de G , on désigne par ]e
1'algebre de Hecke générique de type W . Dans ce chapitre, nous supposerons
de plus que, pour tout s&S , on a XS =X . Pour tout m multiple non nul
de 1'ordre § de 1'action de F sur W , on note Hm 1'algébre commutante de
la représentation Ern de permutation de GFm sur les sous-groupes de Borel
rationnels sur F c'est 1'algébre spécialisée de JH par 1'app‘|ication'

X ,____,qm . L'endgmorphisme F agit sur Hrn par conjugaison dans 1'anneau
d'endomorphismes de Em . On considére le produit semi-direct Hm M <Fy et
le groupe GFmﬂ <F> , ot F est considéré comme d'ordre m . »On considére
aussi le produit semi-direct ¥ x <F> , ol F est 1'automorpﬁisme de ¥ qui
est induit par 1'action de F sur ¥ . Cet automorphisme F est donc d'ordre & .
L'algébre Hmn<F> a comme quotient 1'algébre Hmn<!’_‘>. spécialisée de

H P> par 1'application X — qm .

Définition 1.1 - Pour TeHm nous notons ST la fonction de F-classe sur Grm
définie par :
. Fm
S;(g) = Trace(TgF I1E ), pour geG

Avec les notations de 1.4, on a :

Proposition 1.2 - Pour tout we&W , on a N:' = Sh ST
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Démonstration - Pour gsGF'rI » ONa: ngF(x) =X y,ol
gm w F L. . YeYy
'1}= fyext |y -X_ g _yz (X désigne la variété ‘des sous-groupes de Borel

de G, comme en I.4). Donc :

m m
Sp(9) = # ixeXF Ix —*_ ofx =#{xleF x=x et x _¥_ ngz.
v :

Supposons que g = LF(h) et soit g' =1L m(h'l) (cf. notations de I.7).

F
Alors :

m
ST(g)=#[xeXlFx=x et x — h'thFxg
w

Posons y = hx , on obtient :

Fmo- - F

Sp(9) = #yexI Py =nly et y X3
w

m m m m

or F(h°1y) =h 1y s'écrit h.f h'l.Fy=_y , i.e. g'Fy=y Donc
T m

Sp(9) =# {yex lg" y=y3 =Ni(a)
w

d'ot la proposition, par définition de Sh
FM/F

Théoréme 1.3 - Soit m wun multiple non nul de S . et soit Em 1'ensemble
~
des caractéres irréductibles F-invariants de 1'algébre Hm . Soit Y_m un

~
ensemble formé d'une extension )(m de chaque Xm € (m a 1'algébre me<F>

(cf. II, 2.12). Alors il existe pour chaque xme I’m une extension UiZ de Ux
' m m

m
3 GF »<F> telle que :

Fm ~
Pour Te€H et geG ., ona : Si(g) = > X, (TF) U (cF)
Xet *m
Démonstration - La trace de TgF sur Em est égale a4 la somme des traces des
restrictions de TgF aux composantes isotypiques F-invariantes. Soit Xq un

caractére irréductible de Hm ; la composante isotypique [xw]G [Ux ) est
' m
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F-invariante si et seulement si X € Em . Considérons un tel Xp o et soit §
un opérateur sur [xm] tel que la représentation de I-lm X <F> obtenue en
faisant agir F par ‘P ait comme caractére ‘im . Alors ({l'l @1)oF
commute & H_ . Or le commutant de H_ = est E"dc([uxm])‘ Donc (?'1 E1)oF
est de la forme 18§ d.e. F= ‘f' ] 6 . On obtient une représentation de
Gme<F> sur [U’b ] en faisant agir F par§ . En effet, on a

F' = (Fa )" =1 ,met g"=1, donc §"=1.

D'ol le résultat, si 1'on note U’uz le caractére de cette représentation.
m

2. - Le théoréme principal.

Nous commengons par donner un paramétrage "indépendant de m " des
caractéres de 1'algébre Hmn<F> qui interviennent dans 1'énoncé du th&oréme

principal (théoréme 2.3).

Soit & 1'ensemble des caractéres irréductibles F-invariants de
1'algébre générique 3-6 . Dans la suite, nous fixons un ensemble .Z’ formé
d'une extension ;(, a 3-Cx<?> de chaque caract?re x € £, et nous suppo-
sons que, pour tout X€E , pour tout weW , et pour tout i on a

-y 1/c
;(awF‘)GI[X / * 3, ce qui est possible d'aprés le corollaire II, 3.4.

‘ - 1l/c
Pour tout m»0 , multiple de § , on definit f : Z[X *1_,¢,
- .1 ¢
par fm(x /c") =q x » et on appelle Ym (resp. ;m) le caractére
X?m de Hm spécialisé de x par fm (resp. le caractére de Hm>0<F> qui
provient du caractere (%)y  du quotient me<F> de H a<F>). On note

m M
Ui' le caractére de GF N <F» correspondant a ;m d'aprés le théoreme 1.3.
m
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Définition 2.1 - Soit x ¢ & , nous posons :
sh%_ = Wil X (W) RL .
x w%bl o) R,

C'est une combinaison linéaire de caractéres irréductibles & coefficients
dans INI'1 Z ; la notation Sh°Ux sera justifiée par le théoréme 2.3, (ii).
On voit facilement en utilisant le corollaire II, 2.10 que :

1 ~
R = & F) sh® u )
¥ xet *ovF) x

Remarquons que sh® u est & valeurs rationnelles pour tout x » car 7~¢°

x
est & valeurs entiéres d'aprés ce qui précéde, et &’ll est & valeurs entiéres

pour tout weW (cf. I, 4.2).

Rappelons qu'un caractére irréductible V de GF est dit unipotent s'il existe

weW tel que V intervienne dans P\ll . Nous noterons WU 1'ensemble des

caractéres unipotents de GF

. D'aprés les définitions précédentes, un carac-
tére V est unipotent si et seulement s'il existe x ¥ tel que

<sh® U, V> 40 .
y 2 ef

Rappelons qu'une fonction centrale est dite uniforme si elle est combinaison
linéaire de caractéres de Deligne-Lusztig. Les fonctions sh° Ux forment
donc une base de 1'espace des fonctions uniformes combinaisons linéaires de
caractares unipotents. De plus, on voit facilement que cette base est ortho-
normée (connaissant les produits scalaires de deux caractéres de Deligne-

Lusztig). On a donc, en particulier :

Remarque 2.2 - Pour tout caractére Ve U , et pour tout gsGF tel que la
fonction caractéristique de la classe de conjugaison de g sous GF soit

uniforme, on a :

Vig) = =2 <sSh®uU , v sh° u
(0 = < 30U Vo (L))
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Théoréme 2.3 -

F

(i) Soit weW et soit V un caractére irréductible de G . Alors les

valeurs propres de F‘Y sur la composante isotypique de type V de H:(Xw’ Q])

sont égales a ﬂvwv & une puissance positive de qs prés, ol wy est une

S/z3

racine de 1'unité, ou ?\ve {1, q , et o hv et , ne dépendent que

de V.

De plus, s'il existe ye& tel que < sh° U
2

x x

,V>F#0 et ¢c_ =1,
G

2 ' .

An ou E6 et s'il existe xeg tel

alors av =1;si G est de type

= o =
que ¢, =2 et < Sh Ux,v>;£0 alors Hv-q.

(ii) Si m est un multiple non nul de § , ona (cf. I, 7.5) :

sh U = 5 <ShOU , Vs> ™S y
F7F *m Veu X v

Démonstration - Avec les notations de (i), d'aprés [L1] , 3.9, les valeurs
propres de FS sur la composante isotypique considérée ne dépendent que de V ,
3 une puissance entiére de qs prés. I1 existe donc un polyndme Pw,vel[xl
et une constante PVGC , avec lsIPv]<q‘5 , tels que pour tout m multiple
de § , on ait :

m

]
I BTN

(car le premier membre est la trace de F™ sur H*(X )y).
ctw'v

D'autre part, d'aprés la proposition 1.2 et le théoréme 1.3, on a :

2 N = 2 X (TF) sh U~
) " xey Yol S U

Utilisant les bases duales de Hm données par la proposition II, 2.5 pour

faire le "produit scalaire dans 1'algébre Hmn<F>" du membre de droite
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de (2) par ;l(.m (cf. II, corollaire 2.10), on obtient :

-1 emi(w) ¥ -l m_ m, "1
3, a K2 T )00 X() dy(@ " shy Uy

wek " FY/F *m

car <X . Xp > = X(l)/dx(qm) d'aprés la définition 11, 4.1 .

En combinant avec 1'égalité (1), on obtient :

<Shp Uy Vo s (@) T O T @Mz e ahal.

FYF *m welW

D'aprés II, corollaire 3.4 et II, proposition 4.2, on a donc :

m/c
3 <Sh U. ,Vs> .=f Xy pmd
) fE En e @D Py

o . 2 2 . _
ou fv’x_eQ(X) et, de plus, si G est de type An ou E6 et si C)‘-' 2,

2
ona f,  e€Xe(x).

D'aprés le corollaire II, 2.10, (ii) (cf. Remarque II, 2.11), la fonction

m
de F-classe sur GF définie par g —» Ui (gF) est de carré scalaire 1 .
m

Comme Sh n est une isométrie de 1'ensemble des fonctions de F-classe sur GF

sur 1'ensemble des fonctions de classe sur GF (cf. Remarque I, 7.4 (2)),
on a:

[¢sh Uy ,V> o|sl
FYF %m ' T gh

Remarquons que IGF1< Sh U, V> est un entier algébrique, comme
. FYF % 6
somme de |G | termes, dont chacun est le produit d'une valeur d'un caractére
m
de GF par une valeur d'un caractére de GF YW<F>» . D'autre part, si 1'on
utilise 1'égalité (1) pour deux valeurs metm +d telles que Pw v(q'") et

Pw v(qmé) soient non nuls, on voit que Py est dans le corps engendré par
’

F

les valeurs des caractéres de G , donc dans une extension cyclotomique fixée

de Q.

49
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Prenons alors m multiple de Scx_ dans 1'égalité (3). Les considérations

précédentes montrent que IGFI< Sh » V> ¢ est un entier algébrique
G

Fm/F U;m

de module inférieur & IGFI dans une extension cyclotomique indépendante de ‘m .

Si o= est un &lément du groupe de Galois de cette extension, on a :

o<Sh Uy ,V> . =<S5h T(Ugy ), TV
FYE Xm T FF - % ¢

Cette derniére quantité est de module inférieur @ 1 , pour les mémes raisons

que précédemment. Donc tous les conjugués de I6F1< sh
F'/F  %m

U, V> F sont
G

de module inférijeur & IGFI . Or il n'y a qu'un nombre fini d'entiers algébri-

ques dans une extension fixée dont tous les conjugués sont de module inférieur

a une borne fixée.

Donc le membre de gauche de 1'égalité (3) prend la méme valeur pour une
infinité de valeurs de m multiples de Scr . Comparant ces valeurs & 1'une

d'entre elles m, » on obtient :

(mo-m)/f m /c n
= f

- C
(4) P, @0 7T @ F)

pour une infinité de valeurs de m .

En comparant la croissance asymptotique (quand m ___, o ) des deux
membres de (4), on en déduit 1'existence d'un entier aeZ tel que :

-ad/c
va' =q 7—'

-ad/c
(5) Py =9 Yo, oilwl=1

Pour tout m multiple de Scx_ tel que (4) soit vrai, on a :
w(mo-M)/J . m/Cy -1 LY (my-m)a/c,

C
v = fyp (00 F) fy e F)a

€Q
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(mgm)/§ : S

Donc wy = =1 . Donc une des deux valeurs +1 ou -1 est prise par
(mgy-m)/J .

wv pour une infinité de valeurs de m . Soit & cette valeur. On a

donc, pour une infinité de valeurs de m multiples de :Cz :

m/c m/c (m-m_)a/c
m/c -m a/c
Posons cv’7‘= Efv’x (q° 7’) q ° *e@; 1'egalite (6) se réécrit :
m/c ma/c
X, _ x
fv’;(q ) = Cv’xq

Deux fractions rationnelles égales pour une infinité de valeurs de la variable

étant égales, on a :

fv,x (x) = cv‘; X

L'égalité (3) peut donc étre réécrite :

ma/c
< sh Uy »V> o =c, _ q  XpWS |
Ve Xp ef Vex v
donc, d'aprés (5) :
s
7 < Sh U , V> = C )
v) L A A T

Montrons maintenant que :

[

(8) c =<sh® U,V
V'X. x G

En reportant dans (2) la valeur trouvée pour le premier membre de (3) (cf. (7)),

on obtient :
e X1 wé
¥ oxel Zn(TuF) Veu VX “v
v pl T ONM M ~
d'ol = (- Nt =z 2‘_ X _(wF) c v ,
" Sim ¥ e TSy e P Cux

d'ou (8). On en déduit la partie (ii) du théoréme en combinant (7) et (8).
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Montrons 1a partie (i) : On a, d'aprés (5), Py =3v @y od

-ad/c
ﬁv =q X . 0na vuque wy est une racine de 1'unité. Par définition
de Py (cf. début de 1a démonstration) les valeurs propres de FS sur Hz(xw)v

b

sont égales & By & une puissance de q° prés. Il reste a vérifier les pro-

priétés annoncées de 'Av . L'inégalité lslpv] < q implique Rveil, qs/?' 3.
car ¢, =1 ou 2. Si Y% est non nul et c =1, alors P)V est une
b

puissance de q° , donc vaut 1 . Si G est de type 2An ou 2E6 , et s'il

existe x € E tel que ¢ #0 et c, =2, alors ;)V est une puissance

4 x
de q , qui est impaire d'aprés la remarque qui suit 1'égalité (3), donc ‘2v =q,

d'ou la partie (i) du théoréme.

Remarque 2.4 - La démonstration ci-dessus est plus simple que celle indiquée
dans [DM1] , qui utilisait des lemmes arithmétiques (que nous rappelons en

appendice). Cette simplification nous a &té suggérée par Lusztig.

3. - Conséquences du théoréme principal.

Nous poserons dorénavant Cy x =<ShO u V> Foe D'aprés le théoréme
’ G

x ’
2.3, nous avons donc, pour tout m multiple non nul de §

<Sth/F U,’z » V> F=C% ur\rl\/é' » pour tout er et tout VveW ,
m

6 X

wm/S v

N T X (L F) 2 Sy 9 ,

pour tout weW ;
Y xeg

et, "a la limite" :

RV -2 X (wF) Z

C
¥ oxer O yew VX
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Corollaire 3.1 -
(i) sh n U~ ne dépend que de 1a valeur d¢ m modulo §h , ou h
F'/F *m
est le ppcm des ordres des Wy (VeW), et, pour m multiple de §h , on

m

a Sh U~ =5h°u
F'/F *m x

(i) Si VeWw est une composante de E1 , alors Wy = 1.

Démonstration - Le (i) est évident. Montrons le (ii) : on a :

(9 — Tr(glEy)) = N% = ern = R% (ces deux derniéres égalités car F agit

trivialement sur Xl)' Donc en particulier : <Ni, V> F = <Ri, V>

F L]
et oWyl Z__ Xe(f) ¢ ) = (Z X (F) c ), d'ou le résultat car par
V'zer ¢ z ° Vax

Y4

~ ~
construction de % onea X.;(F) = xo(r). (On retrouve ainsi le résultat

de Lusztig [L1] 3.10 a).

Corollaire 3.2 - Soient o« et ye &. Alors :

1 si X=vw
T o - {

Veu 0 sinon

Démonstration - C'est une conséquence de fait que Sh est une isométrie
/F
(cf. (4) dans la démonstration du théoréme 2.4).

Corollaire 3.3 - Pour tout caractére V unipotent, on a : Z c2 <1 .
— xek VX

Démonstration - En effet le premier membre de 1'inégalité est le carré de la
norme de la projection de V sur le sous-espace ayant comme base orthonormée
1'ensemble des ShO U

x -
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Corollaire 3.4 - Soit o~ un é1ément du groupe de Galois de asur Q.0na:
i =C
M e ™y

1/2

(i1) r(&)v) = w‘_v sauf si ‘AV =q et o(a) = - %V ,

auquel cas c-(wv) = - w’_v

Démonstration -

(i) Cela se déduit du fait que sh°® Ux est & valeurs rationnelles

pour tout ¢

(i1) ona : P (o™ c(pv)'“/s = o (<N, V > ) =<Ny |TV> -

-p m ws
.. () (P"'v)

D'od : P v(qm) =P (qm) et, en faisant m =& » on obtient :
W, oV

i

,(pv) = Prv , d'ol le résultat.

Application au cas des groupes déployés.

Si G est déployé (Ss 1), 1'automorphisme F est 1'identite,
~ o
donc Z=& =¥ . Nous écrirons UX. pour U; qui est un caractére de GF .
1

On a alors :

Corollaire 3.5 -

m m
(i) Nw =X§E xm(Tw) v%u CV-X wy V pour tout m3l ,
i 1 = o = Z
(i1) R x:Zz Xo(n) SO U = 2 X () v)‘:u iy ¥
-~
(iii) c = C pour tous et ye ® .
Ux,\y U‘l"x X



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

Démonstration - Les énoncés (i) et (ii) sont des traductions immédiates des

énoncés du paragraphe 2. Démontrons 1'énoncé (iii) : L'application ShF/F est
une involution et une isométrie, d'ol
-1
W, C = <Sh U, » U » =<V, Sh U>= w c
Ux u_, F/F “w * ¥ F/IF "x Up Uy X

Or, par 3.1 (ii), on a W, =@, =1, d'ol le résultat._
x Y

Exemple 3.6 - Produit de groupes linéaires.

Si G est un produit de groupes linéaires, alors ShF/F envoie chaque
classe de GF sur son inverse (cf. IV, Cor 1.3, Ex. (i)) ; donc
ShF/F Ux = UX— = Ui = UX , et donc CV*?‘- = 5V,U7‘ (on retrouve wux =1,
et U= {Ux IXe E}), d'od :

() Ry= T oxmu

(i) AP =x§£ Xp(T,) Uy

4, - Sous-groupes produits de groupes de type An .

Le but de ce paragraphe est de donner une formule pour N:' quand w est
dans un sous-groupe parabolique “1 de W sur lequel F agit trivialement,
et tel que le sous-groupe de Levi correspondant de G soit un produit de

groupes de type An . Nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 4.1 - Soient G wun groupe fini, P un sous-groupe, et !Ep une représen-

tation de P . Posons E. = lndG(E )=CIG] B E,, et considérons les
G P'™P ¢rP P
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algébres commutantes HP = EndP(EP) et HG = EndG(EG). Nous identifions HP

d son image dans HG par 1'application i définie par i(h)(g @ x) = g & h(x)
A A

pour heHP » J€G , et erP . Si 11'er (resp. Ye€ HG)’ nous noterons Uﬂ.

(resp. UX) le caractére correspondant de P (resp. G). Alors :

La multiplicité de U_ dans Indg
H ¥

G
dans ResHP Y

U1r est égale & la-multiplicité de T

Démonstration - On peut décomposer EG et EP sous la forme :

E.= 0, [u l4d 1
6 ren, yJ8L0y] (1)

Ep = “oenp (u ] aLm) (2)

ot (Y73, [UY] »[T]), [Uy] sont des modéles des représentations de

caractéres ¥ , Uy, T, U_ , respectivement.

m
De (2), on tire :

o [U] @Crda 6. (CTG) & [y 1) 8Cm.
EGz”G]cPPJ(mﬁP["] ) Tefl, cer) ¥

Décomposant en € [G)-modules irréductibles, on obtient :

G
<IndP Ugs U‘, >

€re) 8 (u)r o [ujae ,
CLP) yehg ¥
G
<Indg U_|U,>
dob i Egx 0 Tu )@ (0, ¢ P e Ly,
el e,

en tant que GxHP-modu‘Ie. En comparant avec (1), on en déduit que

<Indg g luy> . :
e, @ (7] est muni d'une structure de HG-module irréductible
TeH
P

de type Y , d'oi le lemme. 56
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Nous allons appliquer le lemme 4.1 & la situation d'un groupe algébrique
et d'un sous-groupe parabolique : Soit G un groupe algébrique réductif connexe
défini sur Fq : soit L un sous-groupe de L&vi rationnel d'un sous-aroupe
parabolique rationnel P de G , et soit EG (resp. EL) la représentation de
permutation de GF sur 1'ensemble des sous-groupes de Borel rationnels de G
(resp. la représentation analogue pour L). Nous poserons Hé_= EndGF(EG)

et H =End (E ). Soit W le groupe de Weyl de G et W oceluide L.
L

Rappelons (cf. II, 1.2 (ii)) que H. ¥ H(wF s (X, 4) ), et que
- G S’llseS

~ F - '
H = H(\rlL s (Xs,l)scSL) ol S (resp. SL) est 1'ensemble des générateurs
de Coxeter de NF (resp. de Hf). L'algébre HL s'identifie naturellement
a une sous-algébre de HG . Nous noterons U\‘ (resp. U.n.) le caractére de GF

(resp. de LF) correspondant au caractére ¥ de HG (resp. au caractére T de HL).

Proposition 4.2 - La multiplicité de UY dans R(L; U_". est égale a la multi-

H
plicité de W dans Rest ¥ . pour tous caractéres T et ¥ comme ci-dessus.

Démonstration - Soit EP la représentation de PF obtenue en étendant
trivialement au radical unipotent de PF la représentation EL . 0On a

F
EG = IndGF EP , car EP est la représentation de permutation de PF sur ses
P
sous-groupes de Borel, de plus, End F(EP) ~ HL . On obtient donc immédiatement
P

la proposition en appliquant le lemme 4.1.

Nous pouvons appliquer, sous les hypothéses précédentes, les résultats
de spécialisation du théoreme II, 1.3, car H(HF, 51) et H(HE . 51) sont
semi-simples comme algébres commutantes de représentations de groupes finis.

Nous noterons 6' (resp. éli) 1'ensemble des caractéres irréductibles de
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1'algébre générique H(HF, X) (resp. H(Hf s X)). D'aprés le théoreme II, 3.1,
les caractéres irréductibles de ces algdbres sont & valeurs dans 7 [_)gl/zJ .
Pour tout m30 , on définit ?m : 1[2(_1/2] — € par Xi/z —_ (xs'm)l/2 .
Pour tout caractére xe&l (resp. 3;_) on note x _ Tle spécialisé xfm de
et on note UX- le caractére de GF (resp. de LF) cq.rrespondant a x;
(cette notation est compatible, dans le cas ot G est déployé avec les néta-

tions de 3.5).

Théoréme 4.3 - Sous les hypothéses précédentes, et si, de plus, le sous-groupe

L est un produit de groupes de type An (déployés sur qu), alors :

. m _
Si weNL , ona Nw,G _Vz:?,' ym(Tw) UW

Démonstration - D'aprés le théoréme I, 5.1, on a :

m _ oG .m
Mg = RL ML

Puisque L est un produit de groupes de type An , 0N a:

m

-
NW,L - x‘e’L xm(Tw) Ux

En effet, ce résultat est vrai pour un produit de groupes linéaires (cf. 3.6) :
or les variétés Xw ne dépendent que du type de W , et les caractéres unipo-
tents d'un groupe de Chevalley fini se factorisent par le groupe adjoint du
méme type (cf. [DL1]), donc la décomposition des fonctions centrales N: en

caractéres irréductibles ne dépend que du type de W .

On obtient donc :
m G
NN.G = xée’L x'm(Tw) RL UX_

T, 2 G
vel' xe¥! Xn(TW) < RUUx - Uy> r Uy
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D'aprés la proposition 4.2, on a < RE Ux s UV>

H G
G
dans Res vr
Ho ThH

F e multiplicité de X¥
1

Cette derniére multiplicité est égale, d'aprés le théoréme de spécialisation
(théoréme II, 1.3); & 1a multiplicité de )} dans la restriction de
de HMF, x) a HW , X). D'od
S x(t)<rCu_,u = W (T
’ b4 \V ( ) ’
X‘E'L m'w L "x v GF m w

d'ol le résultat.

Corollaire 4.4 - Sous les hypothéses du théoréme 4.3, on a :

R, = v:‘_z/ wow) Uy,

Corollaire 4.5 - Sous les hypothéses du théoréme 4.3, on a :

/
~ w(a,) s'il existe wet telque V=U,,
P x(awF) CV-X- = w L 4
Xe 0 sinon.

Démonstration - On a : < N™ |V > - Z ;2 (T.F) < Sh UL V>
w of xelX mw e Xm e
D'ol, en comparant avec 4.3 :

wp(Ty) si V est de la forme U, ,

T X (TF) ¢
m' w v,
Xet * 0 sinon,

car dans le cas od V = UV sona Wy o= 1 (cf. 3.1 (ii)).

On en déduit le corollaire, car les deux membres sont des polyndmes

égaux pour une infinité de valeurs de la variable.
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5. - Application de la désingularisation de Yw .

Soit s = (s1 sn) une suite de réflexions fondamentales (i.e.
d'éléments de Sc W), et soit X la variété formées des suites (B1 seees B)
de sous-groupes de Borel de G telles que la position relative de B1. avec

B soit s; ou 1, et que la position relative de Bn avec FB1 soit

i+l

Fm
s, ou 1. Pour gsGF , NOUS poserons N':(g) = lxg l.

D'aprés (D) , si Sy +- Sy est une décomposition réduite de w ,

alors Xs est une désingularisation de 1'adhérence de Xw dans la variéte

X = G/Bo .

) si m est
S Xeb

multiple non nul de &

Lemme 5.1 - N"= 2 % ((1+7T )...(1+T_)F)(Sh_ U,
- m 51 *n FY/F %*m

Démonstration - En suivant le calcul de III, 1.1 (remontée de Shintani de

Fa Fm). on trouve que le membre de gauche vaut :

Sh (9 —> Trace((1 +T_) ... (1 +T_)gF|E) ,
Fm/F 51 Sn m

d'ou le résultat, d'aprés III, 1.2.

Appliquons maintenant les résultats sur les variétés non singuliéres.

Etant compléte et non singuliére de dimension n , la variété Xs n'a de la

cohomologie qu'en degrés 0 & 2n , et les valeurs propres de F9 sur H::(XS, Q])

sont de module q81/2 . De plus, par dualité de Poincaré, si V est un

6 -module irréductible, on a <V, HLX)> =< T, K" (x)> , ou T designe
le dual de V . Donc, d'aprés le théoréme de Lefschetz :
m Zn j m i
N(g) = 2 (-1)" Trace(oF™ IH(x.))
= c'?s
- 1=0 2
2n

(' T T ™ (g
0 Veu ‘hsEi v
60 ’
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ou Ei,v est un ensemble de nombres complexes de module 1 tels que

(athz)acE. , soient les valeurs propres de F‘ sur HZ(XS)V .
1, -

D'autre part, d'aprés le lemme 5.1 et le théor2me principal, on a :

NMeT o™ (T (14T ) ...
s vw”v (zet Xn((1+ sl) (1+Tsn)F) c"»x)'

En comparant avec la formule précédente, on obtient Ei V= {wv'i , et, en

comparant les deux expressions de < N': , V> w\'/m/‘y on obtient :

Lemme 5.2 -

m -ml§ 5
N ve WS e BT ) (TR

V. X

2n . . :

-2 (0™ ev, H)>

i=0 2

Notons d'autre part que en développant le second membre dans 1'égalité du
lemme 5.1 et en utilisant 1'égalité (2) de la démonstration du théoreéme 2.3

on obtient :

m _ . .
.NE. = % (coefficient de (1 + Tsl) cee (14 Tsn) sur T) N:l .

Or, d'aprés la démonstration du théoréme 2.3, on a

-mid ,-mi§
Ay

m ~
<ND, V> oy =P, y@" ou P, eZIX]

Donc on peut écrire

mid 2-m|§

‘";'V’ “y v

m o
= PE»V (@) od PE,VG 71x)

61



E. DIGNE et J. MICHEL

Le lemme 5.2 montre alors que :

2n 3 .
P_s_,v(qm) “\"/'/5 220 (-1)} qm'|/2 <V, H:(xi)>

1/2

Comme 'flv est une puissance entiére de q » on obtient immédiatement :

Théoréme 5.3 -
—_— a, §/2
Posons ﬁv =q ol a, = 0 ou 1. Alors :-

(i) Le caractére V n'intervient dans Hl (Xs) que pour i = a, mod. 2

dy ona (VXY T Xea e ea )P
mn na - + a + + a C
( X€eE S1 Sh V.x
n-ay ; 21+av
=2 X <V, H (X)>
1=0 -

cette expression est donc un polyndme & coefficients entiers positifs.

Remarque - Comme Sy x est égal a oy x ° on retrouve que

<V, Hi"'i(xs)> =<V, HZ(XS)> en utilisant le lemme 5.2 et le fait
que X ((1 + a ) ..o (1+a )F, X) est égala
1 n
n~ -1 . . -1
X' x ((1 + asl)_... 1+ asn)F. X "), ce qui provient du fait que {X ‘l’as)}ses
est un ensemble de générateurs de H(H,x'l) vérifiant les mémes relations

que [(1+as)} comme générateurs de H(W,X) = &

SES
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6. - Dualité de Curtis.

Considérons 1'opérateur DG (dualité de Curtis) sur les fonctions

centrales sur GF , défini par :
Dg = (-1)=(8) % (-1)1M) Rﬁ o *RS ,

ol 1'on note o (H) 1le Fq-rang du groupe algébrique réductif H , et n(H)
Te Fq-rang semi-simpTe du groupe algébrique (non nécessairement réductif) H ;
dans la somme M parcourt un ensemble formé d'un sous-groupe de Lévi rationnel
de chaque sous-groupe parabolique contenant un sous-groupe de Borel rationnel

fixe (cf. €1, [AY, [DM3]).

Théoreme 6.1 - Ona  DR3(6) = -1 g .

Démonstration - Nous donnons une démonstration de ce résultat en application
du théoréme 2 de [DM3] . D'aprds ce théoréme, le résultat est vrai si la

“formule de Mackey" suivante est vérifiée :

2,6 G E M Xg
R+(8) = R M ]
RMO T() x xT( ) ( )

ol M est un sous-groupe de L&vi rationnel d'un sous-groupe parabolique
rationnel P = MU, et o0 J est un ensemble de représentants de

M\ {xec 1M T3/17 .

Lemme 6.2 - Si le caractére (virtuel) ’Rg 0 R(T;(O) est combinaison linéaire

F

de caractéres de Deligne-Lusztig de M , alors la formule (M) est vérifiée.
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Démonstration - I1 suffit dans ce cas de voir que les deux membres de (M)

ont méme produit scalaire avec tous les caractéres R?.(O') de MF . Or:
2.6 o6 ' '
< *e8 R%(0), R}, (0 > g - < %), RS o ¥, (0 )>f

ce qui est égal (cf. [DL] 8.2 ou ci-dessus I, 5.2) & < R?(G), R(T;.(G‘)> F o
G
donc, d'aprés [DL] 6.8 au cardinal de 1'ensemble E; = {xcGF | X1t et

%o-0'3/ F -

D'autre part le produit scalaire de RM.(O') avec le membre de droite de (M)
est :

S <M (%), /Y, (e = vf MEYX(T.0) = (1.0 1= \E,| ,
T B0 e oo T T e 1) - (11 15y

o E, =TT Ve, avec £y = f(xy)e6 xi 17%(1,0) = (11,013,

F (t',m) 1

1'action de T'FuM’ sur E; étant donnée par (x,y) —— (mx, t'ym

)

et cellede T par (x,y) ,__t._) (xt, y).

11 faut voir que E1 et lE2 ont méme cardinal. Or E3 s'envoie surjecti-
vement sur E2 (resp. sur El par (X,y) —s yx), et les fibres de ces deux

applications sont toutes de cardinal MFXTF . D'ol le lemme.

Pour montrer que ’Rﬁ 0 R?(O) est combinaison linéaire de caractéres de
Deligne-Lusztig de MF » nous allons raisonner par récurrence sur 0(G). La
propriété est évidente si M=G , nous supposerons donc que M £ G . Si M con-
tient un conjugué de T sous GF , on peut supposer que M contient T , et .
alors :

%G R3(0) = (G Re) (RY(0))
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G G

2 M
MO Ry =

o ad x o *R .
er(M) RM“XM X anM

On sait que X
oi §&(M) est un ensemble de représentants de MF\{xlanM contient un tore
maximal I/MF (cf. [LS] 2.6). Donc, en appliquant 1'hypothése de récurrence
d& M, on obtient le résultat. Si M ne contient pas de conjugué de T sous GF R

nous obtenons le résultat par le lemme suivant :

Lemme 6.3 - Sous 1'hypothése de récurrence, si M ne contient pas de conjugué

de T sous G& , alors *R RG(Q)

Démonstration - Utilisons la formule du caractére pour R?(O) (cf. [DL] 4.2).

Cette formule est équivalente aux deux formules suivantes :

' [
R$(g)(X)=T§‘8 RIS (@) (x) (1 .

ol s est la partie semi-simple de x et ol “C est un ensemble de représen-
tants des classes de conjugaison dans Z(s)° des tores de Z(s)° conjugués

F F

a T sous G ; et :si s est dans le centre ZGF de G et u est unipotent,

RS(0) (su) = RS(1)(u) 8(s) (2)

Nous utilisons aussi 1'égalité suivante (cf. [DM3] proposition 4) :
F

sixeM (%8S x)(x) - (’RZ(S;( 0o ° Res(z;(s)o X)(x) 3) .

ol x est un caractére quelconque de GF .‘et ol s est la partie semi-simple

de x . En combinant (1) et (3), on obtient :

(]
(SRS « T W RS (g (1)
T'€T MaZ(s)°
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D'aprés 1'hypothése de récurrence, si Z(s)° £FG (i.e. si s ¢ ZGF), le
deuxiéme membre de (1') est nul. Le seul cas & &tudier est donc le cas ol

F )
seZG' . Dans ce cas, d'aprés (2), pour tout @&lément unipotent wu de MF , 0N a:

(R R3(8))(su) = F(u) 6(s) (2')

_ Fi-1
od f(u) = [U") ZUF R?(l)(uv), car pour tout veUl , 1'glement uv est
© ve

unipotent.

Calculons alors :

2.6 6
<*’SRE(y) , *RS R‘Ts(1)>MF ,

ol (f est un caractére de 17 . On obtient :

T e it

s& G uel

r

Choisissons un caractére (f# 1 tel que la restriction de ¢ & 26" soit
triviale (cf. remarque ci-dessous). Le produit scalaire calculé est nul car
*Rg R(T;(q) et *R’G,I R?(l) n'ont aucun composant irréductible en commun : si

intervient dans *Ra R$(1), alors x est un caractére unipotent, de méme que

tous les composants irréductibles de RS' X . 0Or R?(q) ne contient aucun
caractére unipotent (cf. {DL] , démonstration de la proposition 8.2).
On en déduit que )__. h’(u)l2 = 0 . En particulier, pour tout élément u

vetFf
unipotent, on a, d'aprés (2') : (*Rﬁ R?(G))(su) =0 . D'ol le résultat.

Remarque 6.4 - Le choix d'un caractére ¢ comme ci-dessus est toujours
possible, sauf si TF = ZGF . Dans ce cas, le tore T est nécessairement un
tore déployé, mais alors 1'hypothése du lemme n'est pas vérifiée car M contient

un conjugué de T .
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Remarquons que nous avons exclu les groupes de Ree et de Suzuki de notre
étude. La plupart des résultats exposés sont vrais pour ces groupes, en parti-
culier le théoréme 6.1, mais la démonstration donnée ici n'est pas valable :

il existe en effet dans ce cas un tore anisotrope T tel que 1 = {13 .

La formule de Mackey (M) que nous avons démontrée a &té démontrée depuis
dans un cadre plus général (M est un sous-groupe de Levi rationnel d'un sous-
groupe parabolique non nécessairement rationnel) par Deligne et Lusztig

(cf. [DL2], 7.1).

Avant de donner des conséquences du théoréme 6.1, précisons quelques
notations. Si % est un caractére irréductible de 1'algébre générique J-C s
nous noterons X & sgn (par abus de notation) le caractére de ié dont la
spécialisation au groupe W est %o 8 sgn, (on a noté sgn le caractére

1(w) 3 ce caractére

signature de l—é , c'est-a-dire donné par sgn(aw) = (-1)
se spécialise en le caractére signature sgn, de W ; c'est un caractére

F-invariant).

Pour tout caractére Xet » il existe un signe «Ei tel que, pour
tout wewW ,

’-\J ~ ~J
(x @ sgn)o (wF) = (7‘-0 a sgno)(wF) 6{ H

. —~S ~ ~
en effet les deux extensions (x @& sgn)o et x, a sgn, de (x @ sgn)o
différent a priori d'une racine de 1'unité sur 1'é1ément wF , mais le choix

~

de & (cf. I111,2) implique que cette racine de 1'unité vaut b

Remarquons que nous pouvons choisir 1'extension §§n du caracteére
signature de 3-6 de fagon que ?ﬁn(xFi) = sgn(x) pour tout xa,}z et tout i,
car sgn est un caractére de degré 1 . De méme, si nous notons ind 1le
caractére de 3_(, qui se spécialise en 1'identité de W (on a ind(aw) = X”")),
on peut choisir 1'extension 1?1':1 de fagon que ;;Jd(xFi) = ind(x) pour
tout xe ;-C et tout i . Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons
de tels choix faits.
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Corollaire 6.5 - Soit V un caractére unipotent de (;F - On sait qu'il existe
un signe ev =1 telque Vv = év DGV soit un caractére irréductible.
Alors V' est un caractére unipotent. De plus, pour tout caractére Xet .
ona:

(‘-) (,I)C'(G) 5v c

I

V'i,x = cV,;(_I sgn f-x ’

‘e 0 G
(1) Dg(sh® u) = (-1) " ( )57‘:’ sh° Uy g an

Démonstration - Le théoréme 6.1 montre immédiatement que V' est unipotent.
0 -1 ~ 1
Ona: Sh” U_ = lwWl wF) RC . Donc
x :L;H Xo( ) w

G -1 ~ 1
(-1) 7 (8) p(sn® uy) = Wi wiiw %, (wF) sgn(w) R,

yo (6) + o (T) 2

car si T est de type w, ona (-1 = sgn(w) . D'ou

(6 . -1 ~— 1 _
(-1)" ) DG(sn° Uy) ' wz‘w Si(xl sgn), (wF) Ry _eg sh° ”;(I sgn °*

d'od (ii).
Pour montrer (i), faisons le produit scalaire des deux membres avec V :

=< Sho.u

x @ sgn’

-1y (6) (o
CV-X- 8 sgn V>GF <(-1) E-gDG(Sh Ux). V>GF ’

V>
G

. . - 1y (6)
ce qui est &gal, puisque DG est autoadjoint & (-1) “;Sho Ux, DG Fe

donca (-1)"@e e
(-1) 2 S, x
Corollaire 6.6 - Avec les notations données avant le corollaire 6.5, on a :

=0) si V est distinct de I
(resp. de St) ;

(1) Cy,ind = 0 (resp. ¢y oon

(i1) l,ind =1 €t Cst,sgn ~

=1 et Sh°U =St ;

‘ss o
(iid) Sh™ Using sgn
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(iv) =0 (resp.

Ly “Stox
de ¥ différent de ind

; descente de Shintani

0) si x est un caractére irréductible

(resp. sgn).

(seuls les &noncés (ii) et (iii) supposent que les choix de {Ré- et

de S$3h ont éte faits comme indiqué précédemment).

Démonstration - La propriété (iii) est

une conséquence immédiate de (i) et (ii).

La propriété (iv) est une conséquence de (i) et (ii), et du corollaire 3.3.

Rappelons que le caractére identité de

m

. F
Steinbera de G est Usgnm

m
GF est U, et que le caractére de
1ndm

(pour m multiple de § ). Par définition de

Sh , on voit a priori que Sh U~s,  est un multiple de I , pour tout m

FT/F F"/F
(multiple non nul de § ), et, qu'avec

Sh U~
FY/F 1"dm

1ndm

. . g
le choix fait pour ind , on a

=1, ce qui donne bien les valeurs de v.ind annoncées.
’

Nous allons maintenant utiliser le fait que le dual de Curtis de I est

(-1)°'(G) St . D'aprés le corollaire 6.
(1) (-1 e

pour tout caractére unipotent V de GF

résultats sur c en remarquant q

V',sgn
~ g .
sgn et ind , d'ou le corollaire.

5, on a alors :

& ~ .

v V' ,sgn T Cv,ind ©<gn

. On obtient alors immédiatement les

& - . .
ue S 1 avec les choix faits pour

Remarquons que le corollaire 4.5 appliqué avec w =1 et V=1 (resp. V= St)

montre que, si 6.6 (i) est vrai, on a
donc que le résultat (ii) sur SSt,sgn

~
de §§h (resp. de ind).

- d
cSt.sgn = sgn(F) (resp. I,ind = ind(F)),

(resp. CI,ind) ne dépend que du choix

Remarque 6.7 - Si G est déployé, on peut retrouver facilement les résultats

6.6 en utilisant le fait évident que Sh,_./F 1 =1, d'ou les valeurs de c

et, d'aprés 6.5, les valeurs de ¢
sant le corollaire 3.5 (iii).
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IV - DESCENTE DE SHINTANI DE G a 6"

Les résultats du chapitre I1I montrent que 1'étude de 1'action de ShF/F

sur les caractéres irréductibles de GF donne des informations précises sur la
décomposition des Ri lorsque G est déployé. Le but de ce chapitre est
1'étude de 1'application ShF/F , mais i1 sera plus commode de considérer

1'application que nous noterons Sh (ou ShG quand nous aurons besoin de

. F
préciser le groupe) définie sur les fonctions centrales sur G par :
Sh(f)-fonF/F, .
est 1'applicationdéfinie sur les classes de conjugaison de G par :

-1
np/p(€) = Npp(e) >

F .
application qui a 1'avantage de fixer "presque toutes” les classes de G (voir

°U Np/p

IV, 2.5 ci-dessous).

1. - Propriétés Générales.

Par definition, si gec , g =h>."h alors np/p(c) est la classe de
Fh.nl - hgh'1 » donc np p permute les classes de 6" incluses dans une classe
de conjugaison géométrique. Pour &tudier Sh nous devons donc paramétrer les
différentes classes de conjugaison de GF qui sont dans une classe de conju-

gaison donnée de G . Si gec , on écrira souvent nF/F(g) pour np .z (c).

F

Proposition 1.1 - Les classes sous GF des él1éments de G géométriquement

conjugués a xeGF sont en bijection avec les classes de F-conjugaison

de ZG(x)/ZG(x)° . La bijection induite par np,p sur ces classes est la multi-

plication par x .

Démonstration - Si geG et 9e6 , alors g'l.rgeZG(x) . 11 est facile de

voir que si 1'on associe a la classe sous GF

de g'l.Fg dans ZG(x) on obtient une application bien définie, et qui est

de °x la classe de F-conjugaison

70



Variétés de Deligne-Lusztig ; descente de Shintani

injective. C'est une surjection par le théoréme de Lang, car G est connexe.
En appliquant encore le théoréme de Lang, on peut voir enfin que les classes
de F-conjugaison de ZG(x) sont en bijection avec celles de ZG(x)/ZG(x)o
(cf. par exemple [SB] E, I, 2.6). D'autre part, si y = I = h'l.rh alors
Tp/pY = hy = hgx , donc correspond & la classe de F-conjugaison de
“1-1F

g hFg = x g71.Fg

c.q.f.d.

Corollaire 1.2 - Si la caractéristique est bonne pour G , 1'action de Np/p est
donnée par la multiplication par la partie semi-simple de x sur les classes
de F-conjugaison de ZG(x)/ZG(x)0 . En particulier nF/F est 1'identité sur les

classes unipotentes.

Démonstration - en effet, la partie unipotente de x est dans ZG(x)o si la

caractéristique est bonne (cf. [SB) , E, III 1.14), d'ob le résultat.

Corollaire 1.3 - L'ordre de Sh est le plus petit i tel que x' soit dans

la classe de F-conjugaison de 1 dans ZG(x)/ZG(x)0 pour tout xe‘:(SF .

Exemples - (i) Si G est le groupe linéaire ou unitaire, les centralisa-
teurs de tous les &léments sont connexes, donc Sh est

1'identiteé.

+
(ii) Si G est 1'un des groupes Sp2n . so; » les groupes de

composantes connexes des centralisateurs sont des groupes
d'exposant 2 , donc 1'ordre de Sh est 2 (cf. IV, 3

ci-dessous).

Proposition 1.4 - Si G et H sont des groupes algébriques connexes définis

sur qu et si f:G — H est un morphisme défini sur qu alors on a :

pour tout geGF , f(n ((;g))cn

f .
e/E, H( (8))

F/F;
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1Py ators f(g) ='F(h)(Ff(h))'1 car f commute

Démonstration - si g = h~
& F ; 1'image par f d'une classe de conjugaison de GF étant incluse dans

une classe de conjugaison de uF , on en déduit le résultat.

F/F est 1'identité sur les classes semi-simples.

Démonstration - Si ¢ est une classe semi-simple, sec et si T est un tore
maximal contenant s , on a nF/F(s) = s puisque T est un groupe abélien.

On applique alors la proposition 1.4 au morphisme d'inclusion f : T e G

F

et on voit que g g€ est la classe de G qui contient

nesp, 7(5)) = f({s3) = {s3 , d'od le résultat.

Corollaire 1.6 - L'application Sh commute avec 1'opérateur DG

(Dualité de Curtis, cf. III, 6).

Démonstration - Avec les notations de I, 5 i1 suffit de voir que Sh commute

F
aux opérateurs *PU et ResGF pour tout sous-groupe parabolique rationnel P .
P

En effet, coome Sh est une isorftrie, on en déduit que Sh commute aux

F
adjoints de ces opérateurs, i.e. & PU et & IndGF , donc aussi & R(L; et *Rf
P

si L est un sous-groupe de Lévi rationnel de P , ce qui implique clairement
que Sh commute & DG .

GF)
pF
appliquant la proposition 1.4 au morphisme de projection f : P _, L

11 est facile de voir que Sh commute a ’Pu (resp. @ Res en

(resp. au morphisme d'inclusion f : Pc_5 G).

Corollaire 1.7 - Si G est un groupe déployé, on a, avec les notations de

111, 6.5 : Wy = Uv
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5 con - -1y ¢ (6)
Démonstration : Le dual de U,)L étant (-1) lesgn , on a d'aprés le

. o (G .
corollaire 1.6 : DG(Sh Ux) = (-1) (6) Sh U;Lﬂsgn , et 1a méme propriété est
vraie en remplagant Sh par Sh[_./F . En remplacant Sh'_./F Ux par sa valeur
donnée dans III, début du paragraphe 3, on obtient donc :

D wy V) = (-1)7(6) 3 W, v,
G(Vg'u: CV,x v V)= (1) veu cV,x Asgn v

] o G ] 1]
d'ol 6v CV’X wy = (-1)’( ) cV',xIsgn wv. , ce qui, d'aprés III, 6.5,

implique le résultat, car, comme le groupe est déployé, on a, pour tout

by ~
et tout )(et et tout xed , X (xF) = X (x), donc ££= 1.

Proposition 1.8 - Soit m 1'exposant de GF et soit i'm une racine primitive
m-iéme de 1 . Le corps engendré par les coefficients < Sh x Y>>

G
ou x et (4 parcourent les caractéres irréductibles de GF , est le sous-corps

de Q({m) fixé par les automorphismes o :§m,_) K:n pour les i tels

x'i-l F

que soit F-conjugué 8 1 dans ZG(x)/ZG(x)o pour tout x€G .

En particulier, si F agit par 1'identité sur ZG(x)/ZG(x)O pour

tout x&G , cette derniére condition devient x le ZG(x)o .

Démonstration - i1 est clair que <Sh % , 4> eQ(?m). D'autre part, on a
G

Gal1(Q( §m)/0) ~ (Z/mD)* ot te(mB)* agit par o

- Nous devons déterminer

pour quels t on a :
a—t(<5hx,q>GF) = < Sh x .q)GF

Pour te(?/m?)* , notons Qt 1'endomorphisme des fonctions centrales

t). Si . est un caractére, on a :

sur G defini par : (¢t £)(x) = f(x
t F .

(. %)(9) = X(37) = (oy X )(9) Ppour tout g€G , et pour des fonctions
centrales quelconques fetf ona:<f, f,f f > o= <f, f>

t t GF F

t L F F G
car X o X est une bijection de G sur G .
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On a donc : < Sh x,q>GF = <¢t Shy ¢tq7GF = <¢t Shoe » oy q,GF
or: o, (¢Shx,q >GF) = < a-t(Sh x)» oy q>GF donc i1 faut déterminer
pour quels t on a, pour tout caractére x :

' s F
Qt(th) = v't(th) , C'est-a-dire pour tout xeG : (nl‘_/l',)()t = nF/F(xt)-

-1 F . h )
. h; alors xenF/Fx donc

la correspondance de la proposition 1.1, (nl‘_/l;x)t correspond & 1'image de

h, t t
Posons x = h X )€ X . Donc, par
(x7) (RF/F) p

o
x dans ZG(xt)/ZG(xt) . Or nF/F(xt) correspond & 1'image de xt dans ce méme
groupe. I1 faut donc chercher pour quels t 1les éléments x et xt sont
F-conjugués dans ZG(xt)/ZG(xt)o = ZG(x)/ZG(x)o (cette derniére égalité car t

est premier & 1'ordre de x). Les éléments x et xt étant dans le centre

xt-l

de ZG(x), ils sont F-conjugués si et seulement si est F-conjugué & 1 ,

d'ou 1'énoncé.

Exemple - Dans les groupes szn s 50;n » les groupes ZG(x)/ZG(x)O sont
d'exposant 2 et F y agit trivialement (cf. IV, 3). Donc pour tout i impair
et premier 3 1'exposant de GF , 0N a: xi'leZG(x)o . Or 1'exposant m de GF
est pair, donc tous les ie(I/mI)* conviennent dans la proposition 1.8,

donc < Sh o » > p&Q pour tous les caractéres irréductibles x et ¢ .
G

2. - Descente de Shintani et foncteur de Lusztig.

Nous donnons ici un résultat qui généralise le théoréme de [DM2] .
Rappelons la définition du foncteur de Lusztig (cf. {L4]) : soit L wun
sous-groupe de Lévi rationnel d'un sous-groupe parabolique P (non nécessaire-

ment rationnel) de G et U 1le radical unipotent de P .
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On pose Y, = {x lx'l.erFUZ . Cette variété est munie d'une action

de GF par multiplication & gauche et de LF par multiplication & droite ;

d'ol une structure induite de GF

Le foncteur de Lusztig Rf associe & tout LF-module virtuel M le GF-module

x LF-module sur 1a cohomologie H:(YU’ i]).
. -4
virtuel M GLF (? (-1) HC(YU)).

Le foncteur RE généralise les foncteurs R? (cf. 1, 3.1) et Rf (cf. I, 5).

On note *Rf le foncteur adjoint du foncteur RE , et on appellera

fonction de Green (cf. [DM41) la fonction définie sur les &léments unipotents

de GFxLF par :

(u,v) ,,__>Qf(u,v) = Trace((u,v) | Hz(YU))
Rappelons qu'on a (cf. [DM4] prop. 3.1) :

F

Proposition 2.1 - Pour tout caractére  de G et tout élément 1 = tv

(décomposition de. Jordan) de LF , 0N a:

2,(t)°

-1
s t
2 o ) ()

('8 %) (1) = 100717 Mz (00fl S
ueZy(t)]

ol ZG(t)ﬁ désigne 1'ensemble des &1éments unipotents de ZG(t)o

En utilisant cette proposition nous allons démontrer :

Théoréme 2.2 - Si la caractéristique est bonne pour G , on a :

%0,G _ 2,6

RL 0 ShG = ShL 0 RL
Démonstration - Soit 1 = tv la décomposition de Jordan d'un élément de LF .
Pour calculern_, (1), posons t = l’l.Ft ou T est dans un tore de ZL(t)o .

F/F
et posons v = q'l.Fq avec qGZL(t)O .0na:
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tv=t q-l_Fq = q'lt.Fq = (t'q)'l.F(zrq) , donc :
F -1 _F -1 _Fo-1
nF/F(tV) = (zqg)(zq) "= Tl V)T =TT ?(nF/F V)=t . F(agpv) .

Si la caractéristique est bonne pour G (donc pour L), onan / V=V
F/F

(cf. corollaire 1.2), donc nF/F(tv) =t Tv et tTv est la décomposition de

0
Jordan de nF/F(tv). On a de méme nF/F(tu) t Tu pour tout ucaZG(t)u .

On a donc :  ((Sh o *RE)()(,)) ) (*RE x)(t Fv) =

lzg(2)F1 ! [z, (0yfl 2 x(tw) Q& (u,Fv)
uezG(t)g Z,(t)°
et d'autre part :

%6 o sn 1) = 1201 1z (1ol 2 Sh ) (t Zo(t)’
(( L © G)(%)) (1) G( ) L( ) UEZG(t)o( X)( u) QZL(t)O (u,v)

Z.(t)°
_ Fp-1 F T G
= 12g(1)°F 7 1z, (1)) uZGZG(t)ﬁ K E0) Qg0 (99

Z.(t)°
= 1z5t)0F) T 7 (0)of) 2 ) 08 @y

ueZy(t)] Z,(t)°

Le théoréme résulte donc du lemme suivant :

Lemme 2.3 - Soient (u,v)e GFx LF un couple d'éléments unipotents et Té&lL

. -1
tel que = Lfx < zez6)f . mors  Qf(u, Fv) = OX(F v

Démonstration - i1 suffit (cf. I, 1) de montrer que pour tout m>0 tel que
Flnu

=U ona:

(1) Trace((u, Sv)F" | H:(Yu)) = Trace((t-lu.v)Fm ] H:(YU))
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Le premier membre de (1) est le cardinal de :

-1F _F z

E={xeGIx ".'xe' U et u. x “v=1x3

Posons x =y z7! ; on obtient :

E2{yeG lr(y-l-ry)z'lc FU et u.me.vz'lrl

car

-1
t'l.Fm’t = z.Fz.Fzz F m

zZ =2

Comme = normalise FU on a encore :

-1F, -1_F F

EX{yec I (y " ."y)z

y3

€ U et u. y.v=yzmz .

De méme le deuxiéme membre de (1) est le cardinal de :

-1F

-1 ¢m
E' = {xeB|x Fxefu et * u.Fx.v=x}

et en posant x = z1 y on obtient :

Fm

E' ¥f{yeG| (y’l.Fy)z'leFU et u. y.w=y zmj , d'od le lemme.

. G _ oG
Corollaire 2.4 - ShG 0 RL = RL [} ShL .

Démonstration - C'est immédiat par adjonction.

Corollaire 2.5 - Pour toute fonction uniforme f , ona :Sh f = f .

Démonstration - I1 suffit de montrer la propriété pour un caractére de

Deligne-Lusztig R?(Q). D'aprés le corollaire 2.4 on a :

Sha(R3(8)) = RE(Shr())

Or ShT(G) =@ car, T étant un groupe abélien, n
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3. - Les groupes symplectiques et orthogonaux.

On suppose ci-dessous que G est le groupe symplectique (resp. orthogonal
ou spécial orthogonal) d'un espace vectoriel V 'Fq Eq ol V est un espace
vectoriel sur Fq de dim 2n (resp. n) muni d'une forme h symplectique
(resp. quadratique) non dégénérée. On supposera de plus la caractéristique
bonne pour G , i.e. différente de 2 .

Notre but est d'étudier 1'effet de nF sur les classes de GF ol

/F
G = SpZn ou SO(h), mais nous déduirons le paramétrage des classes de SO(h)

de celui des classes de O0(h).

Rappelons les résultats de [SB), E, IV.2 ; ci-dessous on pose G = Spop,
ou 0(h).

Proposition 3.1 -

(i) Soit x = su la décomposition en partie semi-simple et unipotente

de xe€ GF . La classe de conjugaison géométrique de x est paramétrée par la

classe de s et par la classe de u dans ZG(s)F .

(ii) Soit F  1'ensemble des polyndmes unitaires de Fq [71l,
réciproques au signe prés, et qui ne sont pas produits de deux tels polyndomes

(un élément de ﬁﬁ est soit irréductible, soit produit de deux polynbmes

irréductibles réciproques 1'un de 1'autre & une constante prés).

Les classes d'éléments semi-simples de GF sont paramétrées par la
donnée de :
(1) une fonction m : 3 — 5 W telle que :

(a) T m(f) deg f = dim V
fe¥F .
(b) si f=T-1etG-= Sp2n , alors m(f) est pair.

(2) 81 G = O(h) et f =T I , le type de la restriction de h au
sous-espace propre de 1'élément pour la valeur propre o

(certains types seulement peuvent &tre obtenus).
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(iii) Soit s wun élément semi-simple de 6" dont 1a classe est

paramétrée comme Cci-dessus. Alors ZG(s) est Fq-isomorphe a:
m Gf ol :
fed

(a) si Ff#T ) , ona Gf ~ (G]m(f))(deg f)/2 ol F permute
cycliquement les (deg f)/2 copies de mm(f) et est tel que
F . . . F
Gf "Um(f) (queg f) si f est irréductible et Gfg'mm(f) (Fq(deg f)/z)

sinon.

(b) si f=T1%1 alors Ge = Spm(f) (resp. O(hg)) si G = Sp,,
(resp. G = 0(h)) ol hf est 1a restriction de h au sous-espace propre de s
7

pour la valeur propre 1.

De plus si g = TI;? gg€Zg(s), on a det(g) = det(gy,,) det(gy_;)
fe

(iv) Nous appellerons I 1'ensemble des entiers impairs si G = szn .
et des entiers pairs si G = O(h). On posera dans les deux cas J =N -1 .
Soit u un élément unipotent de GF . La classe de conjugaison géométrique
de u est paramétrée par une partition A de dim V telle que, en notant ri(a)
le nombre de parties de A de longueur i , alors ri(}\) soit pair pour

idans I .

L'espace V,(u) = Ker(u-1)3/(Ker(u-1)3"1 + (Im(u-1)n Ker(u-1)9)) est un
espace de dimensionl rj(a) sur lequel on définit une forme quadratique h(j)
naturellement associée & u pour tout jeJ .

La classe de conjugaison dans GF de u est paramétrée par la donnée en
plus de A du type de ces formes, car les formes associées & deux &léments
u et u' sont de méme type si et seulement si u et u' sont conjugués sous GF
(tous les types de formes peuvent &tre obtenus si G = szn , seulement certains

pour 0(h)).
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(v) Le centralisateur dans G d'un &lément u unipotent dont la
classe est paramétrée par (A,h) est Fq-isomorphe a:

K S T o(n(j
» [(‘iTGrI pri(a)) X (j‘J ( (J)))]
ol K est le radical unipotent de ZG(")’

Si g=g, x Trg-el(u) ona:
K jeWN ! G

. 1 si G= Sp2n
det(g) = 1T det(q;)’ = , o
ielN (_1) #{J tels que gj ¢ O(h(J)) 3 si G = O(h),

Pour étudier nF/F dans les groupes Sp;" (resp. SO(h)F) nous allons utiliser le
ocorollaire 1.2 :si x=su est la décomposition en parties semi-simple et
unipotente de x , i1 faut &tudier la multiplication par s dans ZG(x)/ZG(x)o.
Rappelons que les classes de conjugaison géométriques de SO(h) sont les classes
de conjugaison géométriques de O(h) qui sont dans SO(h), et, si xeSO(h)F ,

ona: zo(h)(x)° = ZSO(h)(x)o et Zgnpy(x) = [9€Zgp(x) tels que det(g) =13.

Prenons x dans Spgn (resp. dans SO(h)F) et posons G = Sp2n
(resp. 0(h)).

On a d'aprés (i) : ZG(x) = ZZG(s)(u) .
D'od d'apres (iii) : Z.(x) = T Z. (u,)
) & fe® Of 1
ol ug est 1a composante de u dans (;f .
D'ob : Zo(x)/Z.(x)° = T Z. (ue)/Z. (ug)°
V2" = 1, Zg (ug)/Zg (v

Les centralisateurs des é1éments de G]n étant connexes, on peut se
limiter & f =T 1% 1 . Posons G* = GT-l s Uy o= Ur et soit (?\+ , h+) la

classe de u, dans G_ .
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Le groupe symplectique et un groupe unipotent &tant connexes, on a

d'aprés (v) :

2, (u,) / Ze+(“+)° ijer 0(h,(§)) / O(h,(§))°

Faisant un raisonnement analogue pour G_ = GT+1 » U_ = Up,y » etc...

on obtient : Zg(x) / ZG(x)°= jTIJ A(h,(3))-A(h_(j)) ou, pour une forme
quadratique h , on a posé : A(h) = 0(h)/0(h)° ; c'est un groupe isomorphe
& 7/2Z dont on notera 1 et -1 1les &léments.

D'aprés les remarques faites sur le déterminant en (iii) et (v), on a,

si. 6 =0(h) :

Zso(hy(X) / Zsp(py(x)° = SJ-T:J O - x) e ;L (A(h,(4))-A(h_(3)))
(1)

ayant un nombre pair de composantes (x'f

j ou x}) égales a -13.

r.(a)
Remarquons que s induit 1 dans A(h+(j)) et (-1) J dans A(h_(J))
(car i1 induit 1 dans O(h,(j)) et -1 dans O(h_(j)). D'autre part notons
que F n'agit pas sur ZG(x)/ZG(x)o car 1'isomorphisme de (v) est défini

sur Fo et F agit trivialement sur 0(h)/0(h)° .

Nous pouvons donc énoncer la :

F

Proposition 3.2 - Soit x€G o0 G = SpZn (resp. SO(h)).

Les F-classes de ZG(x)/ZG(x)O sont en bijection avec

A= .TT A(h,(3)) A(h_(3)) (resp. avec les &léments de A qui ont un nombre
pairJ:eJconposantes non égales & 1). Si on paramétre les classes de conjugaison
sous GF d'éléments conjugués géométriquement & x par les éléments de A
comme dans la proposition 1.1, (o0 x correspond @ 1leA) alors n!-‘/r agit par
multiplication par :

r.(4

m (-1 I

2)
e T a(m_(3))
jeld jeJ
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Notons qu'une conséquence de (1) est qu'une classe de conjugaison de O(h)F se
scinde dans SO(h)F (en deux composantes) si et seulement si A est réduit
& {13 (car on a seulement dans ce cas ZG(x)c S0(h)). Dans le cas contraire,
les classes de conjugaison de SO(h)F géométriquement conjuguées @ x sont
paramétrées comme celles de O(h)F , donc on peut utiliser le paramétrage de
la proposition 3.1, (iv) pour elles. La proposition suivante compare ce dernier

paramétrage avec celui de 3.2.

Proposition 3.3 - Sous les hypothéses de la prop. 3.2 si A # {13, soit y un

élément géométriquement conjugué @ x paramétré par Al (x} . X
jed

pour le paramétrage de la proposition 3.1, (iv), la classe dans GF de y

3): A . Alors,

est paramétrée de la méme fagon que celle de x excepté que les formes h (J)

(resp. h_(j)) pour Jj tel que x} = -1 (resp. xg = -1) sont de type opposé

au type des formes correspondantes pour x .

Démonstration - Soit 2z€G conjugant x eny et soit u' 1la partie unipotente
de y . Par définition de vj(u) (cf. proposition 3.1, (iv)), on voit que z envoie
Vj(u+) sur Vj(u;), et 2z envoie les formes h (j) correspondant 8 x sur

les formes h_(j) correspondant & y .

Si zj]f est 1'application induite par z : VJ.(u

correspondant & x et y sont équivalentes si et seulement si (det z;)2 est

) — Vj(u;), les formes

- -1
un carré de (F; ,» 1i.e. (det z:;)q L 1 , ou encore det(z; . F25) =1,

c'est-d-dire si 1'image de 21.F2 dans A(h,(J)) est 1.

Le méme raisonnement est valable pour u_ . On en déduit le résultat

car 1'image de z'l.Fz dans A est 1'él1ément de A correspondant & la classe

de y.
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4, - Etude de Sh dans S]n et SUn .

Nous noterons G 1le groupe Gln muni d'une structure rationnelle sur Fq
telle que 1'on ait :
F F
(A) G xG1n(F ) ou (B) G ~U(F,) .
q n q2
Nous noterons G' 1le sous-groupe de G formé des &léments de déterminant 1 .
On a donc :

F F

dans le cas (A) G' =~ S1n(l-'q) et dans le cas (B) G' ~ SUn(IF 2)
q

On désignera par ‘f :

dans le cas (A) , 1'ensemble des polyndmes de Fq[T] unitaires irréductibles,

différents du polyndme T .

Dans le cas (B) , 1'ensemble des polyndmes de F 2[TJI unitaires q-réciproques
qui ne sont pas produit de tels polyndmes (on appellera g-réciproque un poly-
nome f s'il est réciproque 3@ une constante prés du polyndme dont les coeffi-

cients sont les puissances g-iémes des coefficients de f).
Enfin on posera &=1 dans le cas (A) et &= -1 dans le cas (B).

Etudions d'abord les groupes de composantes connexes des centralisateurs

dans G' :

Proposition 4.1 - Soit xeG'F . Sa classe géométrique dans G' est 1'intersec-
tion avec G' de sa classe géométrique dans G . Supposons que la classe de
x dans G soit paramétrée par 1'application v de ‘53 dans 1'ensemble des

partitions (telle que > | v(f)| deg f = n).
fe®

Alors ZG.(x)/ZG.(x)o s'identifie canoniquement au groupe P4 des racines
d-iémes de 1'unité o0 d est le p.g.c.d. des cardinaux de toutes les parties
de tous les Y(f). L'action de F dans ce groupe de composantes connexes

correspond & 1'élévation d'une racine de 1'unité & la puissance £q .
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Démonstration - cette proposition est une conséquence des résultats de ([SB],

E, IV 1.8 et 1.10 que nous allons rappeler.

(i) Soit s 1la partie semi-simple de x . Alors ZG(s) est (Fq-isomorphe

a 1:2;: G 1(F)] (deg f) nous avons noté Gn(S) un groupe Eq-isomorphe

a G],‘, ot F permute cycliquement les B groupes G, de telle fagon que

1'on ait : Gn(é)Fz G]n(l-' dans le cas (A) et dans le cas (B) si 3 est

qé)

pair, et Gn(S)Fx U,(F dans le cas (B) si § est impair).

2§)
q é
Si gel.(s) correspond & m ge alors det(g) = m det(g,)

6 fed T fe f
(i1) Soit u un Elément unipotent de G1 ~ paramétré par la partition a
de n . Alors ZG]n(u) est Fq-isomorphe d K iTcTN G]ri(ﬂ) : ou ri(A) esF
le nombre de parties de A &gales 3 i et ol K est un groupe unipotent

connexe.

Si ge€Z., (u) correspond & g, . Tl g. , alors det(g) = 1T det(g.)'i
G1, K i ienN i

ieN
De (i) et (ii) on déduit :

(i) ZG(x) est IFq-isomorphe a:

H % TT G (deg f) ot H est un groupe unipotent
fe®,ien Ni(f)

et ZG.(x) est isomorphe a :

1
H ’q{(gf,'l)eﬂcrl(y(f))(deg f) tels que f"f:r‘cem (det gf.l) . ]3

En effet ZG(x) = ZZ (s)(u) ol x = su est la décomposition de x en partie
G

semi-simple et partie unipotente.
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La premiére assertion de 1a proposition 4.1 résulte donc du :

Lemme 4.2 - La variété {(x1 seees xk)eF: tels que 1:!’ xidi =13

a p.g.c.d.(d1 se oo dk) composantes connexes.

Démonstration - si les d'i sont premiers entre eux, pour tout §qu , 1a variéteé
d'équation TTxi ' = T est connexe : on peut en effet compléter (d1 seees G)
i

en une base de Ik et par un changement de variables ramener la variété a :

f(x ,...,xk)eﬂf: tels que xl=§3

D'autre part si d

p-g.c.d.(dy ,..., d,) Tla variété de 1'énoncé s'écrit :

__LL §_(x1 oo X ) € lF: tels que T:T xi.d'i/d = Cg , d'ot le lemme.

On notera que d'aprés la démonstration du lemme, 1'image de

i/d
gfisZG.(x) dans p, est T det(gfﬂ.)‘/

g = gH .
ieN,fe® jelN,fe®

En particulier 1'image de g = 4.1 est a"¢

qui est un générateur de .
si @ est un générateur de b, - Pour voir 1'action de F sur py i1 suffit
donc de voir celle de F sur § , d'ol la deuxiéme assertion de la proposition

4.1.

Corollaire 4.3 -

Sous les hypothéses de 1a proposition 4.1, les classes de conjugai-
son de G'F géométriquement conjuguées & x sont paramétrées par By ol
d' = p.g.c.d.(d, q-&€). L'action de n sur ces classes correspond & la multi-
plication par A(x) = T ((-1%9 f o)) P (OI/E

fe g

Démonstration -

D'aprés la proposition 4.1, deux éléments de ZG.(x)/ZG.(x)0 = Py

sont dans la méme F-classe si et seulement s'ils différent par une puissance
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d/d'-iéme. On peut donc paramétrer les F-classes de By » c'est-a-dire les
classes de G'F géométriquement conjuguées a3 x , par By €n envoyant

ﬂspd sur a¥d" .

L'action de ng g sur ces classes correspond & la multiplication par 1'image

de s dans yp, (cf. prop. 1.2). Orsi s = fc‘ﬁﬂ;em S¢,q Ona

det(s, ;) = ((-1)%9 T #0)) 1), dru te resuitat.

Corollaire 4.4 - L'ordre de Sh est r = p.g.c.d.(n, g- &) ; 1'extension de @
engendrée par les < Shyx , q>G.F » ol X et ¢ parcourent les caractéres

irréductibles, est 1'extension engendrée par les racines r-iémes de 1'unité.

Démonstration - d'aprés le corollaire 4.3 1'ordre de Sh est le plus petit i
tel que pour tout xcG‘F on ait 'A(x)i =1. Or, quand x varie, A(x)
parcourt toutes les racines r-iémes de 1 (i1 suffit de considérer le cas d'un
seul polyndme de degré 1 associé & la partition [n3). L'ordre de Sh est

donc exactement r .

De méme, d'aprés la proposition 1.8, le corps engendré par les
<Shx, ¢ >G.F est le sous-corps de Q(T) (ou § est une racine primitive
de 1'unité d'ordre 1'exposant de G'F) fixé par § —0 §i ol i est tel
que ?\(x)i'1 = 1 pour tout xGG'F , c'est-a-dire que i-1 est multiple de r ;

c'est donc bien le sous-corps engendré par les racines r-iémes de 1'unité.

Sous les hypothéses de la proposition 4.1, nous allons préciser le paramétrage des
classes de conjugaison géométriquement conjuguées & x , une fois choisi un
isomorphisme :

ZG(s)g T

fof le(f)l (deg f)
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Pour tous n,8 nous noterons Upg un élément unipotent régulier

de Gn(S)F et, pour asﬂ-?q nous noterons z(a) 1'élément
F Fi-l 1-
(ts 't 5eees t)GGn(é) oi t=diag(a ", a,..., a)e Gl, . Nous noterons

enfin u o (a) 1'€lément z(a) u o z(a)-1 .

Proposition 4.5 - Soit xeG'F. Sous les hypothéses de la propcsition 4.1, si s

est la partie semi-simple de x , si un représentant de la classe de x est

s . TT u etsi fe® est tel que |»(f 0,
feh ,ien Yi(f), degf 0 aue 1>(fo)! #

alors un représentant de la classe de y géométriquement conjugué @ x corres-

dant & Yep, est:

TT y

s . U,,l(fo), deg fo(a) (foi)e® x 0 - (F,,1)] v;(f),dea f ,

f
((&q) %9 °) v, (f,)/d"

si a =§

Démonstration - posons n = vl(fo) et 9§ = deg fo . 11 faut vérifier que

F \ . F -1 .
Up, s (a)eGn(S) , c'est-a-dire que z(a), z(a) centralise Uy s

puis que, si z = z(a 1, 1'image de 2F271 dans Hy »

. TT
(f.i)eR x N - {(f,1)3

via ZG.(x)/ZG.(x)O est g

S
On a z(a)_Fz(a)'1 = (t'l. F t, 1 ,..., 1)
R R I 1 F )
et tlFt=((a1-F )1".(al-Fa), ,al-Fa)),quiest
; -1 FS n
un scalaire (et donc centralise Un.s ysi (a . a) =1.

»

§

F (€q)® core . :
Or a=a'—9) | donc 1'hypothése du théoréme sur a garantit la condi-
tion ci-dessus, et d'aprés le corollaire 4.2, 1'image de 227! dans g est

REZ) '
(a I.F n/d , Cé qui vaut § par hypothése.

a)
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Proposition 4.6 - Dans le cas ol Gn(S)F: G1,(F 4) » si on note
T- £y seees dn-lz une base du systeme de racines de Gl et u,
1'homomorphisme du groupe additif dans G1n correspond 3@ la racine o , On

peut prendre :

$-1
- F F " -
Upg = (Vo Vs v) od v-"l"l;__,u‘(l)
F po-1
On a alors Up.s (a) = (v(a), v(a) ,..., v(a)) ol

= n TT 1
v(a) le(a ) ‘6T~ a3 u, (1)

La démonstration est &vidente.

5. - Etude de Sh dans les groupes de type G2 .

Nous supposerons que G est un groupe de type G2 en caractéristique
p # 2,3 . Nous utilisons 1a liste des classes de conjugaison et des centrali-

sateurs é&tablie dans [CH] et [CHR].

D'aprés IV, 1.2 et 1.5, les classes des éléments semi-simples et unipo-
tents sont invariantes par np,p. Les seules classes @ considérer sont les
classes restantes dont le centralisateur n'est pas connexe, qui sont les classes

des éléments d'ordre 2p et 3p .
Proposition 5.1 - I1 y a 3 classes d'éléments d'ordre 3p qui ne sont pas

fixes par np,p. Ce sont les classes notées k;,”2 s k3’3,1 et k3’3’2 dans

[(CHR] qui sont permutées circulairement dans 1'ordre indiqué ci-dessus.
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Démonstration - soit x un &lément d'ordre 3p . On a d'aprés [CH] : x = h y
ol h est un élément semi-simple d'ordre 3 dont le centralisateur H est
Fq-isomorphe a 513 si q=1 (mod. 3) (resp. & SU3 si q -1 (mod. 3)),
et ol y est un élément unipotent de HF .

De plus on a :

Classe GF (x)n H = classe HF(x)

Donc, pour étudief n'F/Fdans G sur ces classes, il suffit d'étudier “F./F
dans le groupe H . Nous poserons €=1 si g=1 (mod. 3) (resp. &= -1
si q £ -1 (mod. 3)). Nous pouvons appliquer les résultats de IV, 4 :
1'é1ément h est un élément central de H dont le polyndme minimal est de
degré 1 ; les classes considérées sont donc associées & une partition de 3 .
D'aprés le corollaire 4.3, 1'application nF/F]aisse fixe toute la classe dont la
partition n'est pas la partition {3} , et dans ce dernier cas les classes
considérées sont paramétrées par les racines cubiques de 1 que nous noterons
{l,cu, wZ} (car p.g.c.d.(3, q-&) = 3 par hypothése), et nl__/F est la permu-
tation circulaire définie par la multiplication par w

2

D'aprés la proposition 4.5, les classes correspondant @ 1 (resp. w, ")

€q-1 _

sont h us 4 (resp. h u3’1(a), h u3’1(a2)) ol a w ; ceci permet

de les identifier aux classes énoncées dans la proposition.

Proposition 5.2 - Les deux classes d'éléments d'ordre 2p (notées k2 3
et k2’4 dans ([CHRJ) sont échangées par ME/F
Démonstration - nous noterons g, 1'homomorphisme de S1, dans C associé

a une racine « et u, 1'homomorphisme du groupe additif dans G correspondant

1t
]). Nous noterons enfin {a,b} une base du systéme de
1

(ona wu, (t) =‘-t"(0

racines de G ol b est la racine longue.
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Pour ‘agrq » posons : x(A) = k u (1) uy, 0 (3)

-1 0 -1 0
ou k = e, (0 -1) = cszb (0 _1) est un élément semi-simple dont

le centralisateur est le produit K = qb(SIZ) q2a+b(512)

D'aprés [CH] , x(B) appartient a la classe k2 3 si A est un carré
de F: et a la classe k2 4 si A est un non-carré de lF; . Ces deux classes

sont donc clairement géométriquement conjuguées. D'autre part on a :

1 1 11
Zo(x(1)) = Zg(k) 0 Zelyp (1) Uppp(1)) = ZK“'b(o 1) Y2ae0 (o 1)’ '

et comme : ¢, (S1,)0 ¢, . (S1,) = {1,k , tout élément de Zg(x) s'ecrit
donc de fagon unique :

1 -
qb(d /5) q,2a+b( Yl) avec p, YGIFq et £ =11,

0 « 0

Donc ZG(x)/ZG(x)o est un groupe d'ordre 2 (correspondant aux deux valeurs
possibles de & ) qui a donc nécessairement deux classes de F-conjugaison,

et x¢ ZG(X)O , d'oti le résultat d'aprés la proposition 1.1.
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V - EXEMPLE DE G'In

ull

Soient V un espace vectoriel de dimension n sur Fq ,et E=VE
Fq
On considére le groupe G = G]n(E), muni de la structure rationnelle sur Fq

q°
définie par celle de E . Nous utilisons les notations du I, et, en particu-

lier, nous fixons un sous-groupe de Borel rationnel BO = To U0 . Nous allons

décrire les variétés Xw et YW en termes de drapeaux.

1. - Drapeaux, variétés Xw

Définition 1.1 - Nous appelons drapeau dans 1'espace E wune suite

D- (V1 seens Vn) de sous-espaces ol 0% Vli t; Vn =E .

Le stabilisateur d'un drapeau dans G est un sous-groupe de Borel,
et G agit transitivement sur 1'ensemble des drapeaux. La variété des drapeaux

de E est donc isomorphe & la variété X des sous-groupes de Borel.

Définition 1.2 - On dit que (el, € 5. en) est une base du drapeau

D- (V1 geees Vn) si Vi est engendré par (e1 seees ei).

Lq notion de position relative de deux sous-groupes de Borel donne par
transport de structure la notion de position relative de deux drapeaux. Soit 90
le drapeau stabilisé par B0 , et soit (e? seens eg) la base de @0
(déterminée a des constantes prés) stabilisée par T0 . Le groupe de Weyl

W= N(To)/T0 est isomorphe au groupe Gn des permutations de {e? sesos 923.

[

Proposition 1.3 - Deux drapeaux D = (V1!) et D - (V%‘) sont en position
relative w&W si et seulement si les conditions équivalentes suivantes sont

réalisées :

91




F. DIGNE et J. MICHEL

(1) I existe une base (e, ,..., e)) de D telle que (ew(l) seees ew(n))

soit une base de D' ;

(i1) Pour tout i ona: w(i)smf{le%‘(:Vé_l et V;‘chZ

Démonstration - Par définition, les drapeaux ® et P sont en position w
si le couple (é' , Gb") est 1'image par un élément de G du couple

W W 0 0 .
(‘bo » ), od ®, est le drapeau de base (ew(l) seees ew(n)) ;

d'ot le (i) de la proposition.

Si (i) est vrai, alors (ii) est clairement vrai. R&ciproquement, si (ii) est
vrai, définissons (e1 seens en) en prenant pour ew(i) un vecteur de
vi - Vw(i)-l ; alors (e;) est une base de D vérifiant (i).

D'aprés les définitions précédentes et la proposition 1.3, la variété XN
est isomorphe & 1'ensemble des drapeaux D tels que D et Fd) soient en
position relative w . Les actions de GF et de F sur Xw sont induites par

les actions naturelles de GF et de F sur les drapeaux.

2. - Drapeaux avec données affines ; variétés Yv‘: .

Définition 2.1 - On appelle donnée affine sur un drapeau D = (V1 seens vn),
un élément as? V;/V;_; ayant toutes ses composantes non nulles.

J1 est clair que G agit transitivement sur 1'ensemble des drapeaux avec
donnée affine. Le stabilisateur de (®0 , ao), oU a5 est une donnée affine
sur @0 est U0 . Donc nous pouvons identifier la variété des drapeaux avec
donnée affine au quotient G/U0 . Cette identification dépend du choix de
de (g, , 3p)-
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Définition 2.2 - On dit que (ei) est une base de (D, a) si (ei) est une
base de ‘D , et si 1'image de (ei) dans OVi/Vi_1 est égale d a .

Dans la suite, nous fixons la base (e?) de d’o de facon que les

vecteurs e? soient stables par F .

Définition 2.3 - On appelle positions relatives de drapeaux munis de données
affines les orbites de G dans 1'ensemble des couptes de drapeaux munis de
données affines.

Les positions relatives sont donc en bijection avec les doubles classes

UO\G/U0 , donc avec N(To).

"

Proposition 2.4 - Deux drapeaux avec donnée affine (D ,a') et (b ,a")
sont en position we&N(Tp) si et seulement s'il existe une base (e,i) de
(ﬁ , a') telle que (ti ew(i)) soit une base de (?b" , a"), ou teTo est

1

tel que t "W soit une permutation de la base (e?) de ('3>0 » ao), et ol

d1'ag(t1 seens tn) est la matrice de t dans cette base.

Cette proposition est immédiate d'aprés les définitions.

D'aprés les définitions précédentes et la proposition 2.4, la variété Y;, est
isomorphe & la variété des drapeaux avec donnée affine (2, a) tels que

(b, a) et F(d), a) soient en position relative w . Les actions de F et
de GF sur cette variété sont induites par les actions naturelles de F et de G
sur les drapeaux munis de données affines. L'action de T:)'F est définie par
@, a) by (d. Ta), oo tl, . (5 2, si = (ay Je @ Vy/V, ) et

si teTB’F a pour matrice diag(t) ... t ) dans la base (e?).
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3. - Calcul de NE pour les éléments de Coxeter.

Dans la suite, nous supposerons que w est un élément de Coxeter du
groupe de Weyl de G . Nous fixons pour w 1'&lément dont 1'action sur la
base (ei) est donné par (les él1éments de Coxeter sont les n-cycles de (?n) :

0 .
€41 (i

1,...,n-1)

W(e?)

(-1)"'1 eO .

¥(ep) 1

On déduit aussitdt de la proposition 2.4 (ot t est 1'€lément A
diag(1, 1 ,..., 1, (-1)"'1)) que deux drapeaux avec donnée affine ( Gf , a')
et (GD" , a") sont en position relative w si et seulement s'il existe une

[ N n-1 .
base (e;) de (d , a') telle que (€5, €3 4ons €p , (-1) e,) soit

une base de (D", a").

Proposition 3.1 - Sous les hypothéses précédentes :

(i) La variété Xw est isomorphe & 1'ensemble des droites de E qui

ne sont contenues dans aucun sous-espace strict défini sur Fq . L'action de GF

F

sur cette variété est la restriction de 1'action naturelle de G sur les

droites de E .
(ii) La variété Yw est isomorphe & :

feeElD(e) = (-1)"7 ,

ou D est le produit de toutes les formes linéaires non nulles & coefficients

dans Fq . L'action de GF est donnée par 1'action naturelle de GF sur £ . -
TwF . -1 FN . e wf =
Un &lément t de o agitpar e , 4t e, si 1'on identifie To A F n e

q
envoyant diag(t1 seces tn) sur tl .
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Démonstration - Soit D un drapeau de XW . D'aprés la proposition 1.3, i1l

existe une base (ei) de D telle que (e2 seees €, el) soit une base
F F F

de ' . On a donc ¢ €y se-es € >=c< €5 €3 5...5 €54y > pour
F Fn-1
i=1,..., n-1 . On en déduit par récurrence que (el, €] »e-es el) est
F Fi-l
une base de D . En effet, si < €15 € seevs e > est égal a
¢ F FOF F

F
<e1 seees €53, alors < e €] seens e1> = < €15 €y 5e.ns € >

> . Donc <e Fe F1e >=<e,, e e >
. 10 €] »eeeo 1 10 € seees €4

i+l i+

F -l
Réciproquement, si (el, € sees

el) est une base de ‘D , alors
D et Fb sont en position relative w . On obtient alors 1'isomorphisme
de (i) en associant & D 1a droite < e > . En effet, le sous-espace

n-1
<@y senns F e > est stable par F car nécessairement

Fﬂ'l Fn-l .
els< €] seves e > . Donc les vecteurs €] »eves e1 sont indépen-

dants si et seulement si le sous-espace F-stable qu'ils engendrent n'est pas
strictement inclus dans E , ce qui est clairement équivalent & la condition

donnée dans (i).

De méme, si (&, a) est un drapeau avec donnée affine de Yv'v , il en

existe une base (fi) telle que (fZ' f3 geeos T o (-1)"'11’1) soit une base

n
F . F fr-l
de ' (d, a). On voit par récurrence que (fl, f1 seeey fl) est une base
. Fi-l <
de (b, a), car si fi-f,€<f ..., f._ > alors
F! F F F ) v
- f,€<f ooy fi > =<y ..., fi> . Comme
Ff - f e<f f. >, on obtient Flf - f €Ecf f. >
i i+l 17 7 ’ 1 i+l 17
F, P F" n-1
De plus, ( fl' f1 seses fl) et (f2’ 1’3 seees fn, (-1) fl) sont
F " n-1
deux bases de ' (d, a). Donc fi- (1) fie<f, ..., f =

-1
. <F F"
=< f1 seves f1>
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F" n-1 F F-l
Réciproquement, si e&E vérifie e-(-1) e€<c e ,..., e > , il est
. n-1
clair que le drapeau avec donnée affine de base (e, l'-e seees F e) est un

élément de Yv‘: . Pour obtenir 1'isomorphisme du (ii), i1 suffit d'associer 3

(ﬁ, a) comme ci-dessus le vecteur e = fl .

Traduisons la condition sur e : Elle est équivalente &

n-1 n

F e, F e + (-1)"e) =0, ce qui s'écrit det[Fe]= det (el ,
n-1

si on note [e]) la matrice des vecteurs (e, Fe seees F e). Donc la condi-

det(Fe seens

tion est équivalente & (det [e:l)q'1 =1. 0r (det l:e])q'1 = (-1)n D(e).

n-1
En effet det Ce) est nul si et seulement si les vecteurs (e, Fe yeees F e)

sont liés, c'est-a-dire, d'aprés la démonstration de (i), si et seulement s'ils
sont 1iés sur \lfq . Donc i1 existe une constante ceF; telle que

det e =c TT f(e), ou Z est un ensemble de représentants des formes
linéaires norfmenzuﬂes a coefficients dans qu , modulo la multiplication par les

éléments de IF; . Elevons cette égalité & la puissance q-1 , on obtient :
q-1 _ T q-1
(det e )" " = s (f(e))

or D(e) = TT_ (T, Af(e)). Come T A=-1, que IEl = (q"-1)/(q-1
r D(e) e B (aerq (e)) aera que (q7-1)/(g-1)
n

et que (-1)(q -1)/(e-1) | (-1)" , on obtient le résultat. On peut identifier

X

wF .
comme annoncé T, & Fq" car si (t1 seees t)E Ty, alors
wF _,F F F F F
() seees 1) = Ctys "ty aeees 'ty Tty), donc () ..., t ) est dans Tg
i-1 X
si et seulement si tl =F ti pour tout i ; donc tlelF n et tl détermine

q
(t; s---s t). D'ob le (i) de la proposition 3.1.

Soit © un caractére FM-invariant de Fxn . Alors © est une fonction

m q
de F"-classe car 9(x._y.F x'l) = 8(x) 8(y) Q(X-l) = 8(y) pour tout «x et
tout y dans Fxn - Alors © =5Sh o @ est a priori une fonction de
q F°/
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F'-classe sur IF‘m . Cette fonction est clairement multiplicative, donc est un

A4

élément de F* .
q

n m _
Rappelons que @ est défini par © (al'q ) = 9(a% '1) pour tout aqu

Q™1
tel que a- n

n
e " (ce qui est équivalent & a9 “le Fxm). On a :
q q

Proposition 3.2 - Soit @ un caractére de TgF (identifié a IF:"), tel que
m
F 6 =06.Sit ® =5Sh 6 , qui est un caractére de F o Alors,
n,pm m
F F7 q
pour ge€G :

-1 S
NG(0)(9) = o(-1)" (q"-1) & @ (D(x)) .

m
od la somme porte sur §xEE|D(x) #0 et a x = x 3

Démonstration = On a, pour (g,t)€ G xF*, » Ni(g,t) = #feeE D(e) = (-1)"
q

m
=e3 , d'aprés la proposition 3.1. Posons t = =l Fe s

Fm 1

(‘c'le) = T e et

m
et gt'1 Fe

et t' =‘B.Fnt-1 N alors Ng(g’t) = #{E‘E,g
n a n
D(e) = (-1)"3=fe'sE[g- e' =e' ,et D(e') =(-1)" t'y , car

D(t'le) = t' D(e). Donc :

-1
) (g) = 181 S Nle,t) B(tTh)
F
tsT’G
=@ X gixeElD(x) = (-1)" et gt me=x3 o(t)
teﬂ»“n
qQ

@170 T #(xe€EID(x)=(-1\"+ et oy - 3 ® (t')
t'ef”

qm

@' ® (-1 "ox))

m
ol la somme porte sur §xe€E|D(x) #0 et gF x = xf . D'ol le résultat,

car @ ((-1")=8((-1)™.
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Corollaire 3.3 - Si 91 e.t 92 sont des caractéres 1inéair;es F™-invariants
wF . s ps x _
de TO (identifié comme précédemment & n) tels que 91- 02 . (yo NF n/rq)’

ol y est un caractére de F: , alors : q

Ng‘(ol) = N';(ez) . (yo det)

Démonstration - L'hypothése implique que si @i = ShF"/F'“ 91. (i = 1,2)

comme dans 3.2, on a 51 = éz . (qaoNFm/F ). Donc

- q

8 1(D(x)) = B ,(D(x)) w(N m/F (D(x))). Or 1'egalite g.Fm = x s'écrit
- ™ ty q -1

matriciellement £x3. [x] , donc det(Lx]) = det(g)

dron ((-1)" p(x)) (@1 (ED) | gepg)
_ m -1
tonc @by g (00) = ¥ (1™ yldets))
q

Comme 0, (-1)" = 8,(-1)" w(-1)™ , on obtient le résultat d'aprés 3.2 .

Nous allons maintenant calculer Nm(Q) précisément, dans le cas ou ©
est F-invariant. Pour cela, rappelons le paramétrage des classes de conjugaison
de GF

Soit ‘ﬁ 1'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles différents
de X de l-‘q (X1, et soit (P 1'ensemble des partitions des entiers positifs.
On notera d(f) le degré du polyndme f et, pour »s(\) on notera v le
nombre de parties de ¥ , et |»] la somme des parties de v . Les classes
de conjugaison de GF sont en bijection avec 1'ensemble des fonctions

v: ¢ SN G telles que nyt |¥(f)] d(f) = n . Avec ces notations :

Théoréme 3.4 - Soit 6 un caractére F-invariant de Fxn . Alors i1 existe
veF® tel que 0=y o Ne et la valeur de ND(8) sur 1'élément gedl
q n’Tq w

est donnée par : q
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- - xy(f)-1 . .
(1) N3(O)(g) = a™(a"-1)™" y(det(q))! o (18P (-m),

(2)

"

) xy( f
- (detg)” z Mg, T 0 J0C2 [0y,
ieY i(f)
J
ou la fonction » paramétre la classe de g comme indiqué ci-dessus. On a
noté Jj 1'ensemble des fonctions i : P —p N telles que i(f) <dpd(f)

pour tout f et i(f).d(f) » n-j ; et on a noté [:] (X) le polynbme

>
feh
k -9 .
(dit de Gauss) Tr (X" )ony/xi-1).
i=1
En particulier : (3) N, (9)(1) TI" (q )
j=1
Démonstration - I1 est clair que 1'hypothése sur 6 implique 1'existence de .
D'aprés le corollaire 3.3, il sufﬁt de calculer N7 (9) pour 8 =1,
c'est-a-dire de calculer *{xsEIg‘ x =x et D(x) #03 (cf. 3.2).
Rappelons que E =V @ Fq . On fait de V wun qu [T)-module en faisant
F

q
opérer T comme g. Etant donné un Fq[TJ-sous-modu]e W de V , on notera .,t(w)

le treillis des sous-modules de W ordonné par inclusion, et on pose :

- g
YN={stqulg-x=x3 )
q
X, =Y, - U Y,
m

Lenme3.5-xv={erIg-Fx=x et D(x #03

En effet, le complémentaire dans Yv de 1'ensemble de droite de 1'égalité

ci-dessus est formé des xeYv tels que D(x) = 0 , c'est-a-dire des x de Yv

annulés par une forme linéaire non nulle & coefficients dans Fq , donc des xeYV
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qui sont dans un hyperplan rationnel de E . Soit H_ un tel hyperplan et

soit xeW tel que gme = x ; on a donc gix = F-mxeu pour tout i entier,
donc xé¢ Q g'iH qui est un sous-espace rationnel invariant par g de E ,

donc de la forme W' @ Fq » o0 WeXf(v)-{v?

Faq

Lemme 3.6 - |le = N?::C(H) p(W' W) le.l od p est la fonction de Mbbius
€

de XL (W).

Cela résulte de la formule d'inversion de Mobius-Rota (cf. [RO]) et de la
définition de XH qui implique que YN est la réunion disjointe des XN'
pour W'e L(W).

Lemme 3.7 - 1Y, 1 = q" dim W

En effet, appliquons le th&oreéme de Lang & la restriction g' de ga W,

dans le groupe GI(W @ Fq) : I1 existe h dans ce groupe tel que g' = h'l.th .
F
On a alors : 9
Yy ={xew @ F lh'l.Fm(hx) =x3 =fyeuu F lme =y}=Wa F
q q m
IFq Fq Fq q

Lemme 3.8 - Si W= 0 ”i est la décomposition du qu(.T]-sous-modu]e W deV
i€l
en composantes primaires, alors IX,| = AL Ix, 1.
iel i
En effet lel est multiplicatif par rapport aux sommes directes de sous-

modules, et L(W) = T £ (w,) .

i€l
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Lemme 3.9 - Si W est un Fq[T]-sous-modu]e isotypique de V ayant comme
unique quotient simple F T)/(f)xF 4, 00 fe F  est de degrée d , alors
q
Pour W'eéX (W), ona p(W',W) =0 si W 2 fW

= p'(W'/fW, WW) sinon,

est la fonction de Mobius des F 4-sous-espaces vectoriels de W/fW .
q

ol

Démonstration - Cela résulte de la proposition 2 p. 349 de [RO] , car :

a) W ._!._, W' + fW est une cl8ture au sens de Rota, i.e. une applica-

tion non décroissante, idempotente, telle que ¥ (W')oW'

b) Le seul élément W' de X (W) tel que Y (W') =W est W .
Cela résulte du lemme de Nakayama (cf. [BBK 2] , §6, n® 2, cor. 3) car fW est
le radical de W . En effet, un sous-module maximal de W a un quotient simple,
donc annulé par f ,et d'autre part fW est 1'intersection des sous-modules
maximaux le contenant, car le treillis des sous-modules contenant fW est

isomorphe au treillis des sous- F q-espaces vectoriels de W/fW .

Lemme 3.10 (cf. [RO], p. 352) - La fonction de Mobius des sous- Fq-espaces
vectoriels d'un espace vectoriel W est :

dim W
P(ul H) = (_l)Codim W q(co ;m ) .

Démontrons maintenant le théoréme. La composante primaire W de V de
quotient simple qu[TJ/(f) est isomorphe & :

» (f)
2

e.
Fq[T]/(f ") ou les e; sont les parties de Y (f).
i=1
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Par les lemmes 3.6, 3.9, et 3.10, on a :

c(W')

W ={u'cx(w)(w':fw3 el

ol c(W') est la codimension de W'/fW en tant que F d(f)-sous-espace
q
de W/fW .

Or W/fW est de dimension # y(f) , et le nombre de F d(f)-sous-espaces
#3(f) d(f)

de W/fW de codimension i est ; (q ) ; d'ou, d'aprés le

lemme 3.7 :

i

(f) : I
TAPR ) (2) OO [e3(0)] Qalf)) (g
i=0 1

k-1 .
Posons Gk(X,Y) = 1T (Y-X‘)eI[X] . On démontre facilement que :
i=0

i
8, (X.Y) = s (i [”(X) x(Z) yk-i :
i=0
en utilisant 1a formule de récurrence [k?l] (x) = X! [li(](x) + [i‘.(l] (x) .
D'od :

Xl = UV ()] - #9(f)) °;v(f)(qd(f)’ qmd(f)) (11) .

De (II) et du lemme 3.8, on déduit immédiatement le (1) du théoreme ; le (2)
se déduit de (I) et du fait que la division par qm—l revient 3 la multiplica-

m Zm_“_)

tion par (-1-q -q (on sait, d'aprés (1) que le résultat cherché est

un polyndme en q").
Corollaire 3.11 -

(i) Si le nombre de fedh tels que Jy(f)l # 0 est strictement plus

grand que 1 , alors R&l(g) =0 . Sinon, si f est 1'unique tel &lément de ‘ﬁ ,
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on a :
#3(f)-1 .
RMg) = d(f) rooa-d 4,

(ii) Les valeurs propres de F sur H:(Xw) sont [qi » 120 ,..., n-I}

Démonstration - (i) I1 suffit de prendre la "limite pour m=0" de 1'égalité (1)

du théoréme 3.4 (cf. I, Remarque 3.3)

(i) Cela résulte immédiatement de 1'@galité (2) du théoréme.

Nous allons déduire d'autres corollaires du théoréme 3.4, en utilisant

la formule (ii) de III, 3.6 que nous rappelons .:

m -
N 'xZ:iZ Xo(T) U (4)

Lemme 3.12 - Les caractéres irréductibles de Hm non nuls sur les é&léments
de Coxeter sont ceux correspondant aux partitions (1“’1, i) ; un tel caractére

vaut (-1)"7 qm(i'l) sur les éléments de Coxeter.

Démonstration - Le fait que les caractéres cités valent (_1)n~i qm(i'l) est
assez facile & prouver. Les caractéres correspondants de J sont les carac-
téres des puissances extérieures de la représentation naturelle de Je

(cf. [CIK] , 9). Cette représentation, correspond & la partition (1, n-1) et

sa puissance extérieure i-éme & la partition (11, n-i).

Matriciellement 1'élément a ol Sk est 1a k-iéme réflexion élémentaire
k
agit par la matrice Mk de dimension (n-1, n-1), dont les seuls coefficients
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non nuls sont : (Mk)i ;=X si 1 £k

M)y k-1 =1
Mgk = -1
My ke = X

La puissance extérieure i-éme de cette représentation est définie en faisant
. n-1 .
opérer ag  par yl- M  A--- A M (i facteurs). Donc, si > oAt est
k j=0 !
le polyndme caractéristique de 2, dans la représentation naturelle, alors la
trace de a, dans la puissance extérieure i-éme de cette représentation est
(-1)’ X-“-l)]("‘)"\n-l-i . Or, pour w de Coxeter, la matrice de a  dans la

représentation naturelle est :

0 ceveennnns 0 - x"2
"2q ..., 0 - X2
0 X™20..0 - xn-2
0 erennns "2 gn-2

n-1 . .
dont le polyndme caractéristique est S t' x(n-2)(n-1-1)

i=0

, d'ou les valeurs

annoncées des caractéres.

Montrer que ces caractéres sont les seuls non nuls est plus difficile.
On peut recourir & un argument indirect : Selon (L2) 1les espaces propres de F
sur H:(&) sont disjoints comme représentations de GF . En comparant avec (4),
on voit que les X,(aw) doivent étre des mondmes en X , et par deformation
sont nuls ceux qui ne correspondent pas aux partitions (1"'1. i). Nous

n'utiliserons pas cette partie de 1'&noncé 3.12.
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Proposition 3.13 - Le caractére U_x correspondant & la partition (ln'j,j)

vaut :

"‘f’) w(f)
g) = (- T T, (iR g (2 [ 1(f)] (d(f)y .

U .
x! iedi fem

Notons le cas particulier de la valeur de U

[-r v(T-l)-l] . (n-gu)

n-j

» Sur un élément unipotent :

Notons celle du caractére de Steinberg (j=1) :

u_ (9)

. 0 si g n'est pas semi-simple,

]|
1+ 2 u(f) = d(f)(w( ))
- (-1) fe® q fe? 2

si g est semi-simple.
Démonstration de 3.13 - Par le lemme 3.12, on connait les valeurs des x,m(Tw)
dans la formule (4). On peut alors identifier 1'égalité (2) du théoréme 3.4

avec la formule (4), d'ou le résultat.

Remarque 3.14 - cas ou O est en position générale.

En utilisant la proposition 3.2, nous allons calculer les valeurs propres
de F" sur H:(Yw) dans le cas ou O est en position générale, c'est-a-dire
si 6 n'est pas fixé par aucun élément du centralisateur de w dans W . On
sait (cf. [DL] , Remarque 9.15.1) que dans ce cas H’C((Yw) est un GF-module

irréductible concentré en degré 1(w) = n-1 . On a donc :
m _ am/n 0
NV‘I(G) = 3 Rw )

ol 9 est 1'unique valeur propre de F" sur H::‘(YW)9
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En particulier,

9,,,-1
A= NS(G)(I) - R(1)

Or, d'aprés la proposition 3.2, on a :

-1
NGe)(1) = o(-1)" (o"-1) T 2= 8(d(x))
[xchn | Fleex et D(x)#03

Les é1éments x qui interviennent dans cette sommation vérifient tous

D(x) = -1 , car si an =x , alors F(det:([x])) = (-l)n'1 det([x2),
c'est-a-dire det([x])q'l_ = (-1)“'1 , ou encore D(x) = -1 . En reportant, on
obtient donc :

NG(0)(1) 8(-1)"1 ND(1)(1) , d'apres 3.3

On obtient donc @ = 0(-1)""1 N (1)(1)/R8(1) = o(-1)"! NT(1)(1)/R (1)
n
- g(_l)n-l q (2)

d'aprés 1'6galité (1) du théoréme 3.4
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VI - GROUPES DE TYPE G

2

A partir des théorémes généraux de III, de la table des carac-

téres de 1l'algébre de Hecke d'un groupe de type G, et de la table des valeurs de

2
ShOUX(l) (cf. tables 1 et 2 ci-dessous), nous allons, dans le cas ol G est de type

G_,, déterminer successivement la valeur des coefficients ¢, ~_, puis le nombre de

2’ U‘nx
caractéres unipotents, leurs dimensions, et les "valeurs propres" mv qui leur

sont associées.

Pour faciliter la lecture de ce qui suit, nous allons rappeler cer-
taines notations ainsi que les résultats qui nous serons utiles de III dont
nous donnerons la version simplifiée sous les hypothéses que G est déployé, et
que la constante cX de II, 3.4 vaut 1 pour tout x ¢ £ (ces deux conditions

sont évidemment vérifiées pour G de type GZ)'

On note € 1l'ensemble des caractéres de # = H(W, X) et pour tout

x € € on note X (resp. xo) le spécialisé de x & H(W, qm) (resp. a C[W]). On

note Uy le caractére de GF™ = <F> correspondant a X dans Em (cf. III,
m &£
1.3 et remarque précédant 3.5), et on note simplement Ux pour Ux ; enfin on pose :
13
sn®u = W™t o ox (w) RY (et III, 2.1).
X o w =
weW

On note U l'ensemble des caractéres unipotents de GF. et pour V € (/,
on note uv la racine de l'unité égale aux valeurs propres de F associées a V dans

la cohomologie des variétés de Deligne-Lusztig, & une puissance de q prés. Alors

on a :
= m U = < 0 .
(A) Sth/F UX I cV.X wy v ou CV,X Sh UX'V>GF (Ei. I1I, 2.3)
Vel
(B) I cs <1 pour tout V ¢ ¢/ (cf. III, 3.3)
WX = -
xe&
(c) CUX.O = ch.X pour tous x, v € & (cf. III, 3.5 (iii))
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(D) pour tout o € Gal(Q/Q), on a :

(1) olwy) = Yo, (ii) ¢ = ¢4 (cf. I1I, 3.4 (i) et (ii))

(E) si w est dans un sous-groupe parabolique de W produit de groupes de type

Ai' alors :

(1) R, = I xo(W) UX

x(aw) s'il existe x € £ tel que V = UX

(1) E xlay) ey = (cf. III 4.4 et 4.5)

xe& Vo x 0 sinon

(F) Pour toute suite s = (sl, ooy sn) de réflexions élémentaires de W et

pour tout Ve !/, I x((1 + a Yeoo(l + a ))e est un polyndme & coefficients

xe& 1 n V'X
entiers positifs (g{. I1I, 5.3 ; on a xv = 1 puisque cX = 1 pour tout ¥,
cf. III, 2.3 (i)).

(G) Posons & = {ind} U {sgn} U &' ol nous avons noté ind (resp. 4gn) le ca-
ractére de # qui se spécialise en le caractére identité (resp. signature) de W,
Alors on a :

c =0 six e {4nd, sgn} et V est distinct de 1l'identité et

du caractére de Steinberg, St, et :
= 6 . = .
Cldentité,x - Ux,ind St Cst,x = ®x,agn

Remarquons que les caractéres unipotents qui ne sont pas dans la sé-
rie principale sont nécessairement cuspidaux, en effet, un caractére unipotent
est cuspidal s'il est orthogonal aux Ri pour w dans un sous-groupe parabolique
propre ; or, les sous-groupes paraboliques propres de G de type G2 étant de type
Al' on peut appliquer (E) qui prouve que de tels Ri ne font intervenir que des
caractéres de la série principale.

Les résultats que nous obtenons ci-dessous suggérent les conjectures

qui seront développées au chapitre VII.Pour une table compléte des caractéres de

GF. on peut se référer a l'article de Chang et Ree [CHR].

D'aprés (G), pour déterminer les coefficients <y " il suffit de nous
’
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limiter au cas od V est distinct de 1'identité et de St et o0 ¥ e &'.

Théoréme 1.1 : La matrice symétnique c pour b, x € &' est :

U‘,'x

2/3 -1/3 1/3 0
-1/3 2/3 1/3 0
1/3 1/3 1/6 1/2

0 0 1/2 1/2

o des éléments de &' sont dans d'ondre o, 1, A, B (cf. table 1).

Démonstration : Commengons par appliquer la propriété (F)

Prenons s = (s, t). La table 1 donne :

(i) 3¢ + C e N .
Pour s = (s, t, s, t) onobtient (i')9cv +C e N, ce qui, en utilisant (i)
’

A v,B

donne :

(ii) ZCV.B €2 , et SCV'A e 7.

> - > - i i < :
Comme 6c, , 2 GCV,B/Q > -6/9 , (utilisant (i')et ICV,BI < 1), on a donc

(iii) GCV’A e IN .

Utilisons maintenant la propriété (E), (ii). Nous pouvons 1l'appliquer

avec w e {1, s, t}. On obtient :

; et ¢ =cC + 1 = 1-c

g8i V=U, oulU_, ¢ =c =1 U ,o Ut U ,A-CU B,
o [ [

A B' Sv,o T %v,x = *°v,a"%,B

En combinant ces relations avec la symétrie de la matrice ch X (pro-
’

priété (C)), et en posant a = ¢ la matrice

., b=c ,Cc=¢ =c ,
UA'A UB'B UA'B UB.A

des y peut s'écrire :
‘ux
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-1+2c+a+b -2+2c+a+db l-a-c 1-b-c
-2+2c+a+b -l+2c+a+b l-a-¢ 1l-b-¢
l-a-c l-a-c a c

1-b-c 1-b-c c b

Les relations (i), (ii) et (iii) deviennent :

(i") 3a+c e N , 3c+b e N
(ii") 2pe 2, 2c e 7,

(iiiv) 6a e IN , 6¢c eIN .

On adonc 2c e N, d'od c € {0, 1/2, 1}

Si ¢ = 1, comme ShOU est de carré scalaire l,on obtient ShOU

B = Uy

B A
ce qui est contredit par le fait que ShOUB(l) = UA(l) n'est vérifié pour aucune

valeur de q > 1 .

Si ¢ = 0, alors (i") donne b € IN. Si b = 0, alors ShoUB a un

carré scalaire au moins égal & 2, ce qui est absurde. Si b = 1, on a

ShOU13 = UB ce qui est absurde car ShoUB(l) = UB(l) n'est vérifié pour aucune

valeur de q»14 .

On a donc ¢ = 1/2 . Alors, par (i") et (ii"), ona b =2*1/2 . Si

0

b=-1/2 , alors Sh U a un carré scalaire supérieur a 5/2, ce qui est

B
absurde. Donc b = 1/2 , et, par (i") et (iii"), on a: a e {1/6, 1/2, 5/6} . Si

a=5/6, ona

ShoU‘ = U_, ce qui est contredit par le fait que ShoUT(l) = UT(l) n'est véri-

Sy o > 1, ce qui est impossible. Si a = 1/2 , onobtient
[+2]

fié pour aucune valeur de q. La seule valeur possible pour la matrice des cy X
Vv

est celle annoncée dans le théoréme.

Remarque 1.2 : Indiquons comment il est possible de simplifier la démonstration
du théoréme 1.1 s8i q est assez grand ; la démonstration qui suit serait valable

pour tout q s8i l'on savait & priori que les coefficients c¢ ne dépendent pas

V,x
de q.
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La fonction caractéristique de 1'élément 1 étant uniforme (cf. [pL],

7.5), on a pour tout caractére unipotent V, en appliquant III, 2.2 :

. (0]
(iv) Vv(1) = ¢ ¢ sh™U_(1) .
xeE V,x X

Les coefficients Sy X étant de norme inférieure 3 1 et de dénominateur inférieur
’

a |wW| ont un nombre fini de valeurs possibles, donc, tout q assez grand appartient
4 un ensemble infini de valeurs de q pour lequel les coefficients ch,X sont
constants, ce qui permet de considérer (iv) comme une égalité de polyndmes en q

et d'identifier les coefficients (les valeurs Uv(l) sont données par la table 1
(pour u ¥+ g, v+** q) et les valeurs ShoUX(l) par la table 2). On obtient ainsi
des relations qui déterminent complétement les CUO' si 1l'on y rajoute les rela-
tions déduites de III, 4.5.

Théoréme 1.3 : J{ y a quatre caractéernes unipotents cuspidaux, que nous noteaons

u,, U, Uj, sz . La matrice des v x ol V est L'un de ces canacténes et ou

x e & est:
-1/3 -1/3 1/3 0
-1/3 -1/3 1/3 (0]
1/3 1/3 1/6 -1/2

0 0 1/2  -1/2

oi des canacténes y indexent des coudvnnes dans d'ordre o, 1, A, B, et des carac-

tenes cuspidaux V indexent les lignes dans {'vndre Uj' sz, u,.u_ .

Démonstration : §i V est unipotent cuspidal, on obtient, par (E)

(v)ey o =C,1="S,a Cy,p "

D'aprés (ii), on a e {-1, -1/2, 0, 1/2, 1}. Pour que le carré scalaire de

v.B

0 . . . .
Sh UB soit 1, on voit qu'il doit exister deux caractéres unipotents cuspidaux,

que nous noterons U* et U , tels que cv B e {X 1/2}, les autres caractéres uni-
- )

potents cuspidaux vérifiant Sy B = 0 . Eerivons provisoirement U pour 1l'un des
'

caractéres U¢ ou U_ . D'apreés (i) et (iii), on a ¢ e {1/6, 1/2, 5/6},

U,A
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. 0 .
mais 576 est exclu car il donne un carré scalaire trop grand pour Sh'U, . Si

A
Cy.B = 1/2 , tenant compte de (v), on voit qu'il n'y a aucune valeur de cU A
’ ,
telle que la propriété (B) soit vérifiée.
= <1/2 . En écrivant que ShOU et ShOU sont or-
Done °u*.B=°u ,B - THe 9 A B
thogonaux, on obtient : 1/3 + ¢ CV,A cV,B =0

ou V décrit les caractéres unipotents cuspidaux. Ce qui s'écrit :

CU+,A + <y Ac 2/3 .

En tenant compte des valeurs possibles pour c , on voit, qu'ad la permutation

U,A

prés de U et de U, ona ¢ =1/6 et ¢ =1/2 . Si V est un autre ca-
+ - U*,A u,A

ractére unipotent cuspidal, on a =0 et ¢ e {0, 1/3, 2/3}, d'aprés (i)

°v,B V,A

et (iii). Mais = 0 est exclu car sinon V serait orthogonal a ShOUx pour

v, A

tout x par (v), donc a tous les caractéres Ri , ce qui est impossible. D'autre -

part, d'aprés (v), la propriété (B) est contredite si = 2/3 . Comme le carré

°v,A

scalaire de ShOUA vaut 1, il y a exactement deux autres caractéres unipotents cus-

pidaux (qui vérifient c¢ = 1/3 et c = 0). Nous les noterons U. et U.o ,
V,A V,B J J

d'ol le théoréme.

Corollaire 1.4 : Les dimensivons des carnacténes unipotents cuspidaux sont :
(1) = qle-1? (Peae)/z . U (1) = ala-1)? (a®-q+1)/6
V(1) = U2(1) - a(e>-1%/3 .

Démonstration : C'est immédiat par application de (iv).

Théorémel.s:OzawU=—1,uU=1..., =i , w =3 .
- + J J

Démonstration : En utilisant (D),(ii) et en inspectant les matrices des théo-

rémes 1.3 et 1.1, on voit que les caractéres U‘ et U sont invariants par tout

&1ément de Gal(Q/0). Donc, d'aprés (D), (i) , on a w, € 0 et w, € Q . Donc

+ -
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{mU+,mU—)<= ‘+1, -1}. De méme, on voit que ij et “sz ont au plus deux con-

jugués distincts sous Gal(@/Q), donc appartiennent a 1'ensemble {1, ti, 5, *5°1.

Nous allons utiliser 1'égalité :

(vi) U (1) = sh U(1) = £ ¢ w V(1)
X F/F “x Vel Vox 'V

pour x = B , cette égalité donne :

2
(q +l)(3wU +uy )+ q(3wU -uy )= _2(q*1)2 .

- + - +

Compte tenu des valeurs possibles pour w et vy et de ce que q est entier
- +
positif, il faut que wU =-1, et uU =1.
- +
De méme, en appliquant (vi) pour x = o , on obtient wy +owy = 1.
j . j2
En tenant compte des valeurs possibles de @y et Yy ot la seule solution, a per-
J 2
mutation prés de Uj et sz , est va =J et vy = j2 ;nous supposerons que
: 2
J J

le paramétrage Uj et sz , a été fait de telle fagon que ces valeurs aient lieu.

Remarque 1.6 : D'aprés les théorémes 1.1 et 1.3,la matrice des coefficients
Cv,x est égale a :

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 (o] (o] 0 0 (o] 0 0

0 0 2/3 -1/3 1/3 0 -1/3 -1/3 0 1/3

0 0 -1/3 2/3 1/3 0 -1/3 -1/3 (0] 1/3

0 0 1/3 1/3 1/6 1/2 1/3 1/3 1/2 1/6

0 0 o] 0 1/2 1/2 0 0 -1/2 -1/2

ol les lignes sont indexées par les caracteéres l,49n ,0 ,t ,A ,B , dans cet ordre
et les colonnes par les caractéresU. _ (identité), Udgn(caractére de Steinberg),

B 'Uj 'UJZ ,U_ .U‘ dans cet ordre.

Une interprétation de cette matrice sera donnée dans VII.1

(les caractéres unipotents autres que U,ng €t U4 seront associés a m«73)) .

gn
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Table 1 : Caractéres de 1'algébre de Hecke générique de G

F. DIGNE et J. MICHEL

2
élément ind | sgn o T A(e=1) et B(e=-1)
1 1 1 1 2
a -1 u -1 u-1
s
at -1 -1 v v-1
- _ e
ast ,ats 1 u v €/uv
2 . —
a u -1 -u v (v=1)u + (u=-1lie/uv
sts
2 —
a uv -1 u -v (u-1)v + (v-1)e/uv
tst
a u 1 u2 v2 uv
8stst’2tsts
3 2 —
- - - 4
8 teots u 1 u v u(v=1)e/uv
2 3 e
- - - 4
8 ctst u 1 u v v(u-1)ev/uv
3 3 —
- - - 4
aststst u 1 u v 2uvevuv
2 2 22 —
Degré w3 |y3 lruvsuv | 3 14uveu v uv(1+u) (1+v) (1+uv+esuv)
. 2 2 2 —
générique u +uv+v u +uv+v 2(u+v+evuv)
4
Spécialisé 6 q(q4+q2+1) q(q *92*1) g(qol)z(luq*qz)
u, veeq a 3 3 2(2+¢)

Polyndme de Poincaré P = (1+u)(1+v)(1+uv+u2 vd)

Dans cette table, on a posé u =X , v = X_ . Cette table a été déterminée

comme suit :

[} t

Les caractéres de degré 1 sont déterminés par leur valeur sur I'qpie.{ -louu

et leur valeur sur a, qui est -1 ou v.

Pour les caractéres de degré 2 : les vecteurs propres pour la valeur propre -

de a_ et a_ ne sont pas colinéaires, sinon la représentation ne serait pas irréduct

8 t

ble. Dans une base formée de ces vecteurs propres, on a :

-

S v 0
) a, — ( ) ol S ou T est non nul (sinon la représen-
u T -1 tation ne serait pas irréductible).
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En tenant compte de la relation (nsnt)3 = (atn')3 on obtient :

ST =u+ v+ e/uv .

Table 2 : Valeur des ShOUX(l) et l'r:I .

X lind sgn o T A B

Shon(l) | 1 q® & @ q%a qhd?

w | 1 s t st stst ststst
F 2 2 2
IT,! (-1 %1 q°-1 q®-a+1  q%earl  (gel)
Ces tables sont obtenues comme suit : on a lT:I = det(qe(w)-1) , ol p est la

représentations de W sur X(T_,)zIR , et on a :

o -1 1 1 F F
sh'u (1) = WI™" £ x,(w) R (1) , et R (1) = agn(w) |G Ip,/ITwI .

weW
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VII - DECOMPOSITION DES DESCENTES DE SHINTANI - RESULTATS ET CONJECTURES

1.Préliminaires.

Lusztig ([L5], [L6]) a montré que, pour q assez grand, l'ensemble ua
des caractéres unipotents de G(Ea) est paramétré par u; ensemble de syﬁboles
indépendants de q. Plus précisément, il existe des groupes finis Fl. ooy Pr qui
ne dépendent que du type de G, tels que Uq soit en bijection avec

r
I | M(Ti) , od, pour un groupe fini T', on note :
i=1

A~
M(r) = {(x,x)|xel, xeZ (x)}/T ,
ou I' agit par conjugaison.

On notera Uc q (ou Uc s'il n'y a pas d'ambigiiité qur q) le caractére unipotent

associé a2 c € M(Ti).

Nous appelerons famille de symboles un ensemble M(T) comme ci-dessus, et famille
de caractéres unipotents l'ensemble des caractéres paramétrés par une famille de

symboles.

Lusztig ([L7], [L8]), [L9]) a de plus montré que, si q est assez grand,
pour un ensemble £ convenablement choisi d'extensions a H = <F> des caractéres

irréductibles F-invariants de # (£ vérifiant 1'hypothése de III, 2), on a :

Si xe &, il existe I et c € MT) (dans le cas des groupes déployés c est donné

par U = UC ) tels que :

X
0
(1) shu = I {c, c'} U.
X cremr)
ou
-1 -1 -9t
(2) {c, ¢'} = b3 'Zr("” 1zr(y)| vi® ) x(&y)
(gcrlgyczr(x))
sic=(x, x) etc' = (y, v) .
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Remarque 1.1 : L'égalité (2) peut se réécrire :

(3)  {(x, x), (y, ¥)} = z

X)) yy") 1z (x|t
(y v iy, v, y'ezr(x)} v xty') | r l

ou la somme porte sur tous les couples (y',¥') conjugués sous I a (y,v), et tels

que y' € Zr(x).

Remarque 1.2 : Les groupes qui interviennent dans le paramétrage des caractéres
unipotents des groupes de Chevalley simples appartiennent a 1l'ensemble :

G,, 6., 55, (720" (n>0)}.

Dans toute la suite, nous supposons le groupe G simple. Les résultats pour

tous les groupes s'en déduisent.

Remarque 1.3 : Si l'on compare les résultats (1) et (2) ci-dessus avec le théo-

réme I1I, 2.3, on voit qu'il existe un ensemble é?d'extensions a A x<p>
des caractéres irréductibles F-invariants de # tel que, si UX = Uc (c e M(T)),

on ait :

Shopme Us = I {c, 't uw U, ,
FM/F "X creM(T) Uc, c!

(4)
pour tout m multiple non nul de 6.

Définition 1.4 : Dans la suite, nous dirons qu'une famille de caractéres unipo-
tents est exceptionnelle si elle contient un caractére UX de la série principale
associé a un caractére x non rationnel de l'algébre de Hecke (g{. I1, 3.1),
c'est-a-dire un caractére de degré 512 dans le cas d'un groupe de type E7 , Ou un

caractére de degré 4096 dans le cas d'un groupe de type E Les caractéres d'une

8"
telle famille sont paramétrés par M(J,).

Les résultats de Lusztig ( [L7], [L8], [L9]), d'Asai ([AS1]) et nos
méthodes (cf. paragraphe 2, ci-dessous) permettent de vérifier la proposition
suivante (rappelons que wy désigne la valeur 3 une puissance de q]'/2 prés de la

valeur propre de F associée au caractére V ; cf. III, 2.3)
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Proposition 1.5 : Soit M(T) une faomille de symboles et s0it c = (x, x) e M(T).

Si q est assez grand, on a :

(i) 54 G est déployé et si da famille de caractéres paramétrée par

M(T) n'est pas exceptionnelle, alons w, = x(x)/x(1) .
c

(ii) S4i 4La famidle paramétrée parn M(T) est exceptivnnedle, alons :

©y = x(x)/x(1) six=1,
(=, x)
vy =i x(x)/x{1) sinon .
(%, x)
(iii) Si G n'est pas déployé, on a wy = tx(x)/x(1) .
c

(iv) Sous les hypothéses de (i) ou (iii), on a, poun tout
o ¢ Gal(Q/p) :

[

o
U,y) =V

(x, “x)

(v) Sous des hypothéses de (iv), 4i e désigne d'exposant de T, les
cunacténes U, (c ¢ M(T)) sont @ valeurs dans Q] ol ¢ est une nacine

pinitive er—i.émc de L'units.

Notons que (v) est une conséquence immédiate de (iv). p'apres

la remarque 1.2 et (v), tous les caractéres unipotents sont 3 valeurs dans
Q[cﬁo] ol go €St une racine primitive 60-8me de 1'unité. Dans la suite,

nous écr:i.uns ER pour w, s'il n'y a pas d'ambigiiité sur la famille de caractéres
c .

paramétrés par M(T).
Il est naturel de supposer qu'une décompusition analogue 3 celle de
la remsrques 1.3 est volable pour les descentes de Shintani de tous les caractéres

unipotents. Divers arguments, dont, en particulier, le cas m=l et une conjecture

apparentée due 2 Kawanaka (cf. ci-dessous, paragraphe 4), nous ont amenés a :
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onjecture 1.6 : (i) Si G est déployé, les caractires unipotents de Grm

F-invariants et toul caractérne unipoient U, o de 6F" a wre extension ﬁc qn &
, ’

sont

GF™ x <F> telle que poun tout m >1:

m
T {e, ¢’} w_, £ (m) Ut g » —

(5) «" Sh g, U =
¢ TFM/F Te,qt c'eM(T)

ot M(T) est da famille contenant ¢ , et od f(m) est 1'&lément du groupe de Galois

2 4
Gal(Q[Cw] /@) défini par C60 - ;;;m o (Cet &lément n'agit pas sur Uc’,

q
sauf si G est de type E8’ si I‘-Gs , 81 m est congru @ 2 ou 3 modulo 5 et si

c' = (g5 »X ) ol gg est un &élément d'ordre 5, auquel cas f(m) agit par la

conjugaison complexe).
(31) 5S4 G n'est pas déploygé, pour tout m multiple non nul de §, il

existe une bijeciion 4 des cawmcines uripotents de 6F sun les cu-
n

ractéenes wiipvtents F-invariant.s de GF" telde que tout caracténe

m
unipotent F-invariant o (U_ ) de 6F ait une extension

’

~~ FM

Om(Uc'q) a G u<F> vérniliant :
(6) (fw)™sh, .6 (U )= I fe, c'} (tu U
[+] F™/F 'm c,q c'd”(r) ’ c! C',q ’
ol M(r) est da Lamille contenant c.
Définition 1.7 :
ShOU = I {c, c'} U_, .
c',q

€9 ciemr)
Pour les caractéres unipotents de la série principale, cette défini-

tion coincide avec celle de III, d'aprés l'égalité (1) ci-dessus.

Nous verrons au paragraphe 3 que si la conjecture 1.6 est vraie pour

m=1, les fonctions centrales ShoUc q sont valeurs propres de l'opérateur Sh pour

la valeur propre w .

119




F. DIGNE et J. MI‘CHEL

2.Valeurs propres de F dans le cas d'un groupe de type E

8 °

Nous allons montrer comment nos méthodes permettent de prouver la
proposition 1.5 dans le cas ou G est de type ES .

Nous partons des faits suivants (lemmes 2.1 & 2.4) pour G quelconque :

Lemme 2.1 : Le tewme de plus bas degré en q dans la dimension de U(x - est de
degré constant quand (x,x) parcount une famille M(T), et son coefficient vaut
x(1)/12.(x) | .

Cela se vérifie cas par cas d'aprés les résultats de [L5] et [Le].

Lemme 2.2 : Si G est dépluyé, on a, pourn tout q assez grand :
(7) x(l)lzr(x)r'1 = z {(x, ), (yy W)} wy v(1)!zr<y)|'1 ,
(y, ¥)eM(T) (y, ¥)

poun toute famille indexée parn M(T), et tout (x, x) € M(T) <tel que U in-

(x, x)
tervienne dans la série principale.

Démonstration : On fait m=1 dans (4), et on prend les dimensions des deux membres.
On obtient une égalité de deux polyndmes en q, dont les termes de plus bas degré

sont les deux membres de (7).
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Lemme 2.3 : Poun toute famille M(T), et tout (x, x) e MT) , on a :

8 x(lz 0™ = T tx 0, 3, 9 eIz
(y,¥)eM(r)

Remarque : Si 1'on prend les dimensions des deux membres de !S),pour m=1, d'aprés

le lemme 2.1, on obtient (8), compte tenu de la valeur de o donnée par la

U
,(.?‘.x)
proposition 1.5 (dans le cas ol G est déployé et ol la famille n'est pas excep-

tionnelle).

Démonstration du lemme 2.3 : Utilisons la remarque 1.1 pour réécrire le membre
de droite de (8), en remarquant que dans (3), on a : Ww(y) = v'(y') .

On obtient :

: Lo V) x(y) vyt 1z 0l Izt
y'le(x) v'le(y')

La somme intérieure vaut O si y' n'est pas conjugué & x sous Zr(y'). c'est-a-dire

si y' est différent de x. On obtient donc :

LV x) v 1z 0172 = xtalz 0Tt
viez (x)

d'ou le résultat.

Lemme 2.4 (Lusztig, cf. [L1], 3.33) : Si V est un caracténe unipotent de Fout

est un sous-groupe de Levi d'un sous-groupe parabolique nationnel de G, et 4i

G
< > = .
Uc , gL(V) #0 alons mUc wy,

Démontrons maintenant la proposition 1.5 pour un groupe de type Ee .
D'aprés le lemme 2.4, on est ramené & étudier le cas ou Uc est cuspidal, car pour

les autres caractéres, on vérifie le résultat, car on connait g . On connalt

U
c

aussi wy si Uc intervient dans Riox ou cox est 1'élément de Coxeter de W
c

(cf. [L2]), et on vérifie le résultat dans ce cas.
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Remarquons que si U( intervient dans la série principale, on a

x, X)

x(x) = x(1) ; les égalités (7) et (8) ont donc méme premier membre dans ce cas.

Egalons alors les seconds membres de ces égalités ; on obtient :

(9) I e 0, (v, 9 WD) 12017 (e - Wy)/¥(1) = 0

(y,9)eM(T) v

(y,¥)
Nous savons de plus, d'aprés les remarques qui précédent que les termes de (9)
sont nuls, sauf peut-étre si (y, V) est dans 61 , ol

1 est cuspidal et n'intervient pas dans Rio } .

y"’) X
Enfin, remarquons que le nombre de conjugués sous Gal(0/Q) d'un caractére de 61
est majoré par le nombre de caractéres de 61 de méme dimension. Les résultats de

[L5] montrent que £, est inclus dans une famille paramétrée par M(G.), et que les
1 S

caractéres Ux de la dite famille vérifient cX =1 (cf. II, 3.4). On en dé-
duit, d'aprés I1I, 2.3 (i) que AU =1, pour tout U e 61 . Les considéra-
tions précédentes et le corollaire III, 3.4 (ii) montrent que le nombre de

conjugués sous le groupe Gal(0/Q) de wy (pour U e 61) est majoré par le nombre s
de caractéres de £1 de méme dimension que U. Donc wy est une racine de l'unité
d'ordre t ol ¢(t) < s.

Appliquons (9) avec x=1 et x c(?% ~{agn}, ce qui est possible car

tous les caractéres U(1 x) pour x cf?s -{4gn} interviennent dans la série prin-

cipale.
Pour x=1, on a {(1, x), (y, %)} = (1) x(y) IZ,.(,y)I-1 , donc (9) devient :

(10) eIz I™HZ x(y) (wy - ey /ea) =0 .
(y,v)e€ (y,¥)

D'aprés [L5] et ce qui précéde, on a la table suivante :
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ordres possibles

(yo¥) € & | lzp )| | () | ¥(1) | s
pour wU
(y,¥)

(2,85 v€) 8 1 1 11,2

(1,4gn) 120 1 1 11,2

(g85,-p) 12 -1 1 11,2

(g5,¢d) 6 Jj 1 211,2,3,4,6
(ga,cjz) 6 j2 1 2f1,2,3,4,6
(gd,i) 4 i 1 2}l1,2,3,4,6
(34"“ 4 ‘—i 1 2/11,2,3,4,6

On a noté g, et gé , deux transpositions qui commutent. On a noté g, (resp. 84)
un 3-cycle (resp. un 4-cycle) de GB . Le centralisateur de gzgé est un groupe
diédral d'ordre 8, et on désigne par ¢ le caractére de degré 1 de ce groupe qui
provient du caractére non trivial du quotient par le sous-groupe cyclique d'ordre

4, c'est-a-dire qui vaut -1 sur g2 et gé et 1 sur les éléments d'ordre 4.

Le centralisateur de 82 est isomorphe a (?é x (Té , et on note -p le
caractére de ce groupe dont la restriction a (Fs est irréductible de degré 2, et
la restriction a (?é est le caractére non trivial de C?é (en particulier

-o(gz) =-1) .

Enfin, le centralisateur de g, est le produit d'un groupe d'ordre 3
par un groupe d'ordre 2, et on note €j (resp. cjz) le caractére produit du carac-
tére non trivial du groupe d'ordre 2 par le caractére du groupe d'ordre 3 qui
vaut j (resp. j2) sur g, ; de méme, on note i (resp. -i) le caractére du groupe
engendré par g, qui vaut i (resp. -i) sur g,

Reportons ces valeurs dans (10). On obtient :

2 2
(1/8)% x(g,g3)[w - 1]+ (1712007 ¥ [w, 1]

(8,85, €) , 4gn)

2 2
+ (1/12) x(gz)[u(gz' _0)01] + (1/6) x(ga)[u(ga' i) w(83- ) * 1] +

~
, pour tout x e G, - {agn} .

+ (1/8)2 x(gy)lwe, 5

o D) g, 0l 70
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Lecas X =1, et les limitations sur les ordres des suffisent & conclure

“(y,¥)
que dans cette somme, tous les termes entre crochets sont nuls. Ceci donne les

valeurs des w a ambigiiité prés entre (ga. ej) et (gs, :52) d'une part,

(y,v) ’
et entre (84’ i) et (34. -i) d'autre part.

L'échange de ces caractéres ne change pas les coefficients {c, c'},

et on peut supposer que le paramétrage a été fait de telle sorte que les vy
c

aient les valeurs annoncées.

3.Conséquences de notre conjecture ; conjecture de Kawanaka.

Nous allons démontrer dans ce paragraphe que la conjecture 1.6 con-
firme une conjecture de Kawanaka ([K2] remarque 4.4) , démontrée pour m premier a
‘GF\(SE. [K3] ). Pour cela, nous allons exprimer les différents opérateurs qui
interviennent dans une base commode de 1'espace engendré par les caractéres uni-

potents.
Fixons d'abord quelques notations :

Soit T un groupe fixé, paramétrant une famille (cf. II, 1), et notons

M l'espace vectoriel complexe de base (Uclc € M(T)}. Pour tout mmultiple nonnul de §
~ ~~

identifions M a 1l'espace engendré par les extensions Uc qm (ou Om(Uc q)) de la

’
conjecture 1.6 .
Sur l'espace M, nous définissons les opérateurs linéaires suivants :

MU = I de, by,
c'eMT)

w U

(v )
[of (o} c

o -
AO(UC) = Uc , pour tout o ¢ Gal(Q/Q) .
On écrit 4 pour 4, 8i o est la conjugaison complexe.

Avec ces notations, et d'aprés la conjecture 1.6, nous pouvons iden-

-m
tifier l'opérateur Sh a 1l'opérateur " oAf(m) oTo f sur M(mmultiple de §;

F™/F
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et, pour G déployé, Sh 2a 1l'opérateur ShF/F o4, c'est-a-dire 2 2 0 T o g7t ob .

Nous allons exprimer les opérateurs Q2 , T, et A4 dans une autre base

de M, plus commode que la base formée des Uc .

Posons A(F) = {(x,z) € I'xl |xz = zx} /T , le groupe T agissant par
conjugaison. Les ensembles M(T) et #(TI') ont évidemment méme cardinal. Si

(x, z) € /T) , on définit un élément e(x 2) de M par :

’

Py x(z) U
err(x)

®(x, z) © (x, x)

Notons que si la famille paramétrée par M(T) n'est pas exceptionnelle, les fonc-

tions centrales e(x sont & valeurs entiéres. En effet, leurs valeurs sont
’

z)

clairement des entiers algébriques, et elles sont invariantes par tout automor-

phisme de 0, d'aprés 1.5 (iv).

Proposition 3.1 : Oh a : T ©(x, z) = (z-1, x-1) PO tout (x, z) € M(T).

Démonstration : Par définition de T et de e(x z) * on a :
Te = I x(z) I ((xo X), (y’ V)l u =
(0 2] e ) (y, v)emr) v, ¥
— -1
= I x(z) z z vi(x) x(y") 1z (x)|7T U ,
xeZ () (v, 0eMT) {y' o) Ty, 9) Iy ez (x)) r (y.¥)

d'aprés la remarque l.1l. .Echangeons les sommations, on trouve (en remarquant

que (y, ) et (y', ¥') sont égaux dans M(T)

— -1
Te = z I vi(x) L x(z) x(y") 1z (1™ "u, .
(x, z) y'eZp(x) v'ci;Ty') xei;T;) r (y'y ¥1)

IZr(x) n Zr(z)l si y' et z~! sont conjugués dans Zr(x)
or I x(z) x(y') =

xezr(x) 0 sinon

D'ou :
—_ -1
Te v'(x) Izr(x)l Iz (x)n 2. (2)] U

(x )= I I V)
2 {y'~z-1 dans Zr(x)) v‘cf;Ty‘) Yo

Or si x est un caractére de Zr(z) conjugué & V' sous Zr(x). ona W¥'(x) = x(x) .
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Si on note xun caractére de Zr(z) tel que (z=1, x) soit conjugué a (y', ¥') sous

Zr(x), on obtient :

Te .

I Lo X0 120017z M zp2)] U,

{y'~z~1 dans Zr(x)} xef;?})

(x, z) = x)

Les termes de la somme ci-dessus ne dépendent pas de y'. Comme on a :
* {y'le(X)Iy' conjugué a z~1 dans Zr(x)) = IZr(x)I er(x) n Z[.(z)l"1 ,
on obtient :

Te = b x(x) U, __1 , d'ou le résultat.
A~
(x, z) xeZ (z) (z=%, x)
Proposition 3.2 : Suppusons que da famille de caracténes considénés, paramétnée
par M(T), ne soit pas exceptionnelle. Svoit i une nacine paimitive er—Léme de
d'unité et soit o JL'automorphisme de Q[t) tel que o (L) = et (cf. 1.5, (v)) ;

alons, poun tout (x, z) e MN(T), ona :

A = £ , ol t'est l'inverse det modudo e
G, 2t')

o, %(x, z) r

t

e €(x, z) ~ %(x, xz)

On obtient facilement cette proposition d'aprés 1.5, (i), (iv) et (v).

Remarquons que le groupe 612(1) agit sur #(T), l'action de
(: g) € Glz(Z) étant définie par (x, z) — (xazb, xczd) pour tout (x, z) e ¥(TI)
(en effet, si (x, z) est un élément de ¥(T'), alors x et z commutent). D'aprés
les énoncés 3.1 et 3.2, on a la correspondance suivante entre éléments de 012(2)
et opérateurs sur l'espace engendré par les caractéres unipotents :
0] -1 1 [o] 1 0 1

—_T , —a , - — 8 .

-1 (o] 1 1 o -1 0

o

ot
[ad

Ceci permet de déterminer des relations entre opérateurs, telles que :

(1) To2'oTof=0080T .

Remarque 3.3 : Soit t un entier inversible modulo er alors les éléments (xt, zt)

et (x, z) de #(T) sont égaux (c'est une propriété des groupes G; pour n < 8).
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On voit donc que la représentation de 612(7) considérée ci-dessus se factorise
par une.représentation de PGlz(Z/erz). En particulier, ona : To 48 =A40T

et la relation (1) peut se réécrire :
(2) (RoTo8 Y oB)oT=Ton .

Si la famille de caractéres est exceptionnelle, la proposition 3.2 est fausse,
mais on vérifie que la relation (2) est vraie, @ l'aide des valeurs données dans

1.5 .
Proposition 3.4 : les deux propriéiés suivantzs sont équivalentes :
(i) La conjectune 1.6 est vaaie pour m=1 .

(ii) La fonction centrale ShOUc est vecteun propre de l'opération Sh

poun da valeun propre w, s poun tout c e M(T) .

Démonstration : L'assertion (i) se réécrit ShF/F =QoTo Q—l , C'est-a-dire
Sh=920To ﬂ-l o4 . D'aprés (2), cette relation est équivalente a

ShoT=To R, c'est-3-dire & (ii) .

Remarque 3.5 : Dans le cas ou G est de type G, , nous verrons au paragraphe 4

2
que les assertions (i) et (ii) de la proposition 3.4 sont vérifiées. Les fonc-
X 0 (0] 0 [¢) .
tions Sh Uj' Sh sz , Sh U* et Sh U_ ne sont autres que les fonctions Y3, Ya' Yl,

Y2 de [CHR], dans cet ordre.

La relation Sh(ShOV) = vy ShoV peut dans ce cas se vérifier direc-
tement en utilisant les résultats de IV, 5 et la table de [CHR] (les fonc-
tions Shov ou V est cuspidal sont nulles '"presque partout", en particulier sur
les classes de conjugaison dont la fonction caractéristique est uniforme, comme
on peut le voir en utilisant le fait que ces fonctions sont orthogonales aux
fonctions ShOUX , ces derniéres formant une base de l'espace des fonctions uni-

formes combinaisons linéaires de caractéres unipotents).

Remarque 3.6 : Soit ¢ une racine primitive er—iéme de 1'unité, et pour tout

x
t e (2/e2) , soit o 1'élément de Gal(0(¢], ©) défini par o () = ¢t . ona

127




F. DIGNE et J. MICHEL

o

ot(((x, x), (y, ¥)}) = {(x, x), (yt. t(v))} . Donc les coefficients {c, c'}

sont rationnels si et seulement si pour tout t e (Z/erl)x et tout (y, ¥) e M(T),

t %t t _t

ona (y, (¥)) = (y, ¥). Cette condition équivaut &8 (x , z ) = (x, z) pour

tout élément (x, z) de #(T) ou t' désigne l'inverse de t modulo er - D'aprés la
L}

remarque 3.3, cette derniére propriété est vraie si et seulement si zt et zt

sont conjugués dans Zr(x). Si T = d; avec 1 <n <4 ", 1'exposant e divise

12, donc t = t' modulo er (propriété vraie modulo 12), et les coefficients

{c, c'} sont rationnels. Par contre, si T = (5.

5 les coefficients {c, c¢'} ne

sont pas tous rationnels ; néanmoins les coefficients {c, c'} ou Uc est dans la
série principale sont rationnels (comme la remarque 1.3 et les résultats de

III 1l'impliquent).

Nous allons maintenahnt étudier la conjecture de Kawanaka. Rappelons-
en l'énoncé : Kawanaka ([K2]) note ta(x) la classe de conjugaison de GF associée
ae ZG(X)/ZG(x)° (cf. IV proposition 1.1). Puis, il pose

e = ppcm {exposants de ZG(x)/ZG(x)°|x € GF) , et appelle "admissibles" les entiers

premiers 3 e . Si t et m sont deux entiers inverses l'un de l'autre modulo e, on
dit que (t, m) est un couple admissible. On définit 1l'application t, sur les

classes de conjugaison de GF par qr(x) =t t(x) , ou X est 1l'image de x dans
b3
-]
ZG(x)/ZG(x) .

D'aprés IV, 1.1, on a donc tg = (nF/F)t .

m
Si ye GF™ s'écrit a‘l.Fa , Kawanaka pose n¢iy) = clusse de F a.a~1 (dans GF).

On a donc ng =D o NFm/F ou D est 1l'application x — x~  sur les classes de

conjugaison de GF . Enfin, Kawanaka pose Ng = tg} 0 ng , donc

Ngw = (nF/F)—t oDoN . La conjecture de Kawanaka s'énonce alors :

Fm/F

Conjecture 3.7 ([K2]4.4) : Poun tout couple admissible (t,m) et tout caracténe

x {réductible p-invariant de GFm , {d existe une extension x de x a GF" g <F>

F

telle que {'application délinie par x — ;(NE}(X)F) sun G° s0it un carnacténe

innéductible.
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Avec nos notations, la conjecture se traduit donc par :

L'application sh® o0 8 o sh envoie da fonction de F-classe restriction de

FM/F
X @ GF™.F sun un caractérne irndductible de Gf.
Nous pouvons donc, si la conjecture 1.6 est vraie, énoncer la conjecture de

Kawanaka sous la forme (pour les caractéres unipotents)

_1 t -
L'opérateun s = (20ToQ "o0h) ohof™o Af(m) oTon ! permute la base U, de M,
a@ des nacines de d'unité prés.
D'autre part, on vérifie facilement cas par cas, pour les groupes de
Chevalley que 1l'exposant commun e des groupes ZG(x)/ZG(x)° est égal a 1'expo-

sant commun des groupes T qui interviennent dans le paramétrage des caractéres

unipotents (cf. ci-dessus paragraphe 1).

Le calcul dans la base (e( permet de vérifier que si T est

X, z)}

3 0;, (fs on a S=1.

1'un des groupes (z/22)" , &
En effet, un calcul simple montre que, dans la représentation de PG12(2/ e2)
associée (cf. 3.3), l'opérateur S correspond 2 la matrice

2 2

t(1l+m -mé)'—Cm +m tm-1]

(l+m2-m4)' - mz m

2

ot (l+m —m‘)' désigne 1'inverse de (l+m2-m6) modulo e .

Comme, modulo 60, on a tm=1, (l*mz-ma)2=l et ma-l si m est inversible,

on voit que cette matrice vaut
m 0
( 0 m

dont 1'image dans PGIZ(Z/ e 2) est 1'identité.
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4.Démonstration de notre conjecture dans le cas des petits groupes T .

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer la conjecture 1.6 pour un
certain nombre de groupes déployés, en utilisant la base {e z)l(x, z) € M(T)}

(x,
définie dans le paragraphe 3.

Asal ([AS21[AS3],[AS4]) a réccmment prouvé cette conjecture en toute

généralité, quand m=].

Fixons une famille 7 de caractéres unipotents de GF paramétrée par
M(r), et soit M l'espace vectoriel engendré par ces caractéres. Soient T, Q% et &
les opérateurs sur M définis au paragraphe 3. Alors le cas m=1 de la conjecture
1.6 est équivalent a :

)|, =00 To 0-1 .

(sh .

F/F
La méthode que nous utilisons pour démontrer cette égalité est la suivante :
Soit Ml le sous-espace de M engendré par les caractéres de F qui sont dans la

série principale. Les restrictions de ShF/F et de Ro 'l‘oﬂ-1 a Ml sont égales

d'aprés le cas m=1 de la remarque 1.3 si l'on suppose q assez grand pour que
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1'égalité (1) du paragraphe 1 soit vraie. Les opérateurs ShF/F et 20 To ﬂ-l

étant des involutions, on en déduit que les restrictions de ShF
1

/F et de

a QTn-l(Ml) sont encore égales. Enfin, supposons que la caractéristi-

que est bonne pour G ; alors on a Sh ShoV = snov , s8i V est un caractére de la

RQ0ToQ

série principale (cf. IV, 2.5), c'est-a-dire que la restriction de Sh [

F/F ©
a T(Ml) est 1'identité. Or, d'aprés la relation (2) de 3.3 (qui est vraie méme
pour les familles exceptionnelles), que nous pouvons appliquer si nous supposons
q assez grand pour que la proposition 1.5 soit vraie, on a :

A=20Tof2 0Tof%0T . Donc la restriction de :

Sh.,, 0cR0ToQ ' 0ToRoT a T(M)) est 1'identité.

F/F
Comme T2= 1 et que la restriction de 2 a Ml est 1'identité, on obtient 1'égalité

des restrictions de Sh et de R0 7To a1 a T(Ml)' Posons :

F/F
MU= M s QTQ-I(MI) + T(Ml) . Si M'= M, on a démontré le résultat.

Pour T fixé, l'ensemble des symboles de M(T) associés a des caracté-
res de la série principaie dépend de G et de la famille de caractéres considérée,

mais comprend toujours certains symboles dont nous donnons la liste ci-dessous.

Nous adoptons les mémes notations pour M(T) qu'au paragraphe 3 et que

dans [L9].

Proposition 4.1 : L'ensemble des symboles de M(T) paramétrant des caracténes de

da sénie principale contient :

(i) (1, x) poun tout x € T -{agn},

P 5 / = < > x (
(i1) (g,, lex) poun tout x e 2, , ol Z.(g,) g, z, On a
= = cte ent/,
22 C}, Gl, G;, G;. poun T 82, G;, 8;. Lss nespectivem
b ‘ = <g > x (On
(iii) (33, leyx) poun tout X € 23 , ou Zr(g3) g3 23 a
= = /s
23 (41. ’;'1, @2, pour T ‘J3, G;, G"5 nespectsvement

(iv) (gé' x) pourn tout caracténe x de degré 1 distinct de agn de

zé , a4 T < G; ou G; et ad zy = Zr(gé) (groupe de Cuxeter de

type Bz"
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(v) (x, 1) pourn tout x e T .

4.2 i T - , . .
Remargue 4.2 (i) si G"2 , l'espace M, contient aussi U(l. agn)’ sauf

si la famille est exceptionnelle.

(ii) si I = @, , l'espace M_ contient aussi

3 1 U(l. agn) ° sauf si

G est de type G2 .
(iii) Le groupe T = 54 (resp. 5'5) intervient seulement si G est

de type F4 (resp. EB) et pour une seule famille de caractéres uni-

potents.

On obtient facilement, a partir de 4.1 la proposition suivante :

Proposition 4.3 : Les sous-espaces de M 1 cornespondant aux symboles donnés danas

4.1 sont engendrés nespectivement par des vecteuns suivants dans da base {e }

(x,2z)

(i) {e(l’ T agn(x) e, x)lx el - {1}} ,

(ii) {e(gz' o) * e(gz' 820)lc € 22) ’

(iii) (e(ga, ggo) + e(g3, 33") + e(gs' o)la e 23} ,

(iv) {e(gé' n* e(gé' 85_) - 4g9n(x) e(lév x)lx ez, - {1, gé)) .
(v) { e} .

e | x
chr(x) (x, z)

Démontrons alors le théoréme annoncé :

Théoréme 4.4 : 5L G est un groupe déployé en bonne caracténistique, d'un des

types Bn (n < 5), Cn(n < 5), Dn (n < 8), !-26. E7, Fd ou Gz, et 4L q est asse3y
grand poun que da proposition 1.5 et {'égalité (1) du paragraphe 1 soient vaares,

alons da congectune 1.6 est vaate poun m=1.

Démonstration : Nous allons montrer que sous ces hypothéses, on a M'= M .,

1

De Te et QTa” on déduit que M'

(x, z) = %(z-1, x~1) €(x, z) - S(xz-1, z71)

contient :
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(i) (e(l, " agn(x) ©(x, 1)|x €T},

(i") {e(l, 1) " agn(x) e(x, x)lx e} .

Si on compare 4.3 (ii) pour o =1 et (i') et (i") pour x = g, » on voit que

Ll .
e(l' 1) est dans M', donc :

(a) {e )lch’}CM'.

(1, x)" %(x, 1) %(x, x

Ceci suffit a prouver 1'égalité M'=M si T = G’z

En utilisant (a) et 4.3, (iii) avec o0 =1 , on obtient :

(B) e 5, €M
85 23

Si T = Ga , les propriétés (a) et (B) suffisent & prouver 1l'égalité M'= M .

En utilisant (a) et 4.3 (iv), on voit que est dans M' pour tout x € Z! .

e(gé. x) 2

En appliquant T et Q o T o 0_1 , on en déduit :
(v) {e } = M.

) €

) y €, y € y € ] y © 3\» €
gz.ga) (gz. gz) (gé.gng) (34.52 (gz.gé) (ga'ga) (g2.gzgé)

ou nous avons supposé dans les notations que les représentants g5 gé, et g,

sont choisis de fagon que g2' = gi et que g et gé commutent.

Les propriétés (a), (B) et (y) suffisent a prouver 1'égalité M'= M pour
r = G'a , d'ob le théoréme.

Remarque 4.5 : Pour T = ey il est facile de vérifier que M' est engendré par

5

les vecteurs cités dans la démonstration de 4.4 et par :

(1)

e + e , € . e . e g
(gz, gG) (gz, g3) (33. g2) (g3. gg) (ga. g6)
(2) e - e e + e + e 2,
(g6. g2) (g3. g2) ' ‘gz. g3) (gﬁ. g3) (gG. 85
(3) e ;e ) e SH R 5,
S3’ ge ge' g3 86 ' g2 g: ’ 2.6 ! g: . R‘..

(4) ,

oe(

€ 2y * ¢ 3 4
(g, gg) (85, 87) 85, 8¢

(on obtient (1) en utilisant 4.3, (ii) avec o = g3 et (111) avec o =g  , et
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on en déduit (2) et (3) par application de Tet de 20 T o 9_1), les représen-

tants gz, 33, gG étant supposés choisis de fagon que g6 = 8283 .
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APPENDICE

Nous donnons ci-dessous les démonstrations des trois lemmes arithmétiques
utilisés dans [DM1] pour démontrer le théoréme principal du chapitre III
(théoreme III, 2.3), ainsi que du lemme (A4) utilisé dans la démonstration du

théoréme II, 3.1.

Lemme A.1 - Soient PeZ([X) et reZ-$0,1,-13 . On suppose que P n'est
pas un mondme, alors 1'ensemble des facteurs premiers de P(r") (neN) est
infini.

Démonstration - Supposons que 1'ensemble en question est fini, et notons-le

{pl, Py seees pkz . On peut supposer que r n'est divisible par aucun des p; ¢
en effet, si P; divise r , alors Py divise le terme constant 2, de P .

Si a, est nul, on peut remplacer P par P/X . Si a, est non nul, on peut
remplacer P par P(rX)/pgcd(ao, r), et aucun P; ne divise le terme constant

de ce polyndme.

Notons (X..)._ les zéros de P dans 1'anneau des entiers
ij J—l,...,ki
P; -adiques.

On peut écrire :
k

i
P(X) = hy(X) }Tl (X- o)

ol hi est un polynome & coefficients dans Ip , sans zéro dans Zp . Donc :
i i
la valuation pi—adique. Ceci

h, ez , Si on note
sup {vpi( ;(x)) 1 x pi}<uo s v1

montre que si la valuation de P(x) est assez grande, alors x est proche

d'un des « .. , plus précisément, si m, = sup v_ (h.(x)), ona :
iJ i 7 Pyt
i

Si vpi(P(X))z M; ,» 11 existe tel que vp‘(x - ois) 2 (M- m) kg

i J

Or, par hypothése, si n est assez grand, il existe i tel que vp (P(r")); M]..
i

On a donc montré qu'il existe des n; = (Mi - mi)/ki et un rang "o tels que :
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Pour tout na>n, il existe i et j tels que vp (rn - n(ij)>n1. .
i

)an.

Remarquons que si vp (r'n - p

nl
; et vp.(r - «=(1.J.)>n,i , alors

i
-1)s n;,car r est premier & P; - Cette derniére inégalité

J
n-n'

v (r

Ps ]

implique que n est congrua n' modulo 1'ordre de r dans 1/p1.1 Z.Sion

choisit Mi (donc "i) assez grand pour que cet ordre soit strictement supé-

rieur 3 N = 1Z k1. , on voit qu'il existe N progressions arithmétiques de

raisons strictement supérieures @ N telles que tout entier au moins égal a "o

appartienne @ 1'une d'elles, ce qui est impossible.

Lemme A.2 - Soient Pe@(X) - {03, ¥eC et reZ-§0,1,-13, tels que pour
tout neN -£03 , P(r") Y" soit un entier algébrique. Alors :

(i) Peqrxx 13

-a
(i) si a =inffaeZ|X®PeQ[X1], alors r ° y" est un entier

algébrique.

Démonstration - Ecrivons P sous la forme C/D ol C et D sont des éléments
de Z[X] premiers entre eux. I1 existe donc des polyndmes h et k de Z[X],
et un entier 1 tels que hC + kD = 1 . Soit alors ﬂ‘ un idéal premier de
1'anneau des entiers de Q(y) divisant D(r") et ne divisant pas ¥ ,
1'hypothése montre que (> doit diviser C(r"), donc doit diviser 1 . Or, si D
n‘est pas un mondme, d'aprés le lemme A.1, 1'ensemble des facteurs premiers
des D(r") est infini. D'ou une contradiction. Donc P est un polynome en X

n, on_ "o n “8,n . . .
et 1/X .0Onadonc : P(r') ¥ =r P(r’) (r 7) . Soit P un idéal premier
tel que la valuation (P -adique de r-ao soit inférieure & -1 . Alors la
veluation  g-adique de rna° P(r") est au moins égale @ n . Or Xa° P=Q
est un polyndme de Q [X] & terme constant non nul. On a O(r") = rQ
Q(rn) = rQ(r"'l) + qo(l-r). Donc 1a valuation [P-adique de qo(l-r) est

supérieure & n-1 pour tout n , ce qui est contradictoire. D'ol le lemme.
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Lenme A.3 - Soient P, (i€l) des polynomes de @ [X,X"!1, (¥.) des

iel

réels positifs, et reZ - {0,1,-13 , tels que pour tout neN - {03 on ait :
2

2 p(r™m ¥h-1

iel ! 1

Y‘-Z deg P;

alors les P. sont des mondmes, et Yi =

Démonstration - Dans la somme ci-dessus, regroupons les termes de la fagon
suivante : Nous dirons que i est équivalentda j si ¥ et XJ. different
d'une puissance entiére de r . Soit ¥ 1'ensemble des classes d'équivalence ;
ona:

2
z Z ‘l? Pi(rn) =1 pour tout n31l .
ce¥ 1ie€c

Ceci implique, & cause de 1'indépendance 1inéaire des caractéres de 7 , que
la somme sur chaque classe ¢ est nulle, sauf pour 1a classe ou les Yi
sont des puissances de r . Or, & une constante multiplicative prés, la somme
sur une classe est de la forme :

s o,

iec
ou les ji sont des entiers. Une telle somme ne peut étre nulle que si tous
les P, (iec) sont nuls. Donc il n'y a qu'une classe dans 6 , et on peut
poser ¥.=r ' .Ona:

nh.

Z r ! Pi(r")2 =1 , pour tout n>»1 ,
i

ce qui n'est possible que si les Pi sont des mondmes. On a alors :

-e.
Pi(X) = aiX Toet h, = Ze,i , d'ou le résultat.
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Lemme A.4 - L'anneau Z[X,Y, VXY ] est intégralement clos.

Démonstration - Posons Z = VXY . Les anneaux Z[X, X°1, Z] et Z1v, Y'l, Z)

sont intégralement clos. Montrons que leur intersection est Z[X, Y, VXY ] .

Ona:

1y  zex, x L zy-zex, xL vy ezex, xL, vyl 2

@)  zlv, vy z3=20v, v x3 ezry, v, x3. 2

11 est clair que : Z[X, X%, Y2 n 20y, YL, xJ=Z[X,Y] , d'od, d'apres
(1) et (2) : 21X, xY 23~ 20y, L, 27 Z(X,Y] @ Z[X,Y1.Z =2(X,Y, VXY).

L'anneau considéré est donc intégralement clos comme intersection d'anneaux

intégralement clos.
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