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COMPACTIFICATIONS ﬁQUIVARIANTES PAR DES COURBES
par

Frangois LESCURE (*)

RESUME

Soit X un espace analytique complexe irréductible et G un
groupe de Lie complexe connexe agissant sur X . Si G admet une
orbite ouverte 2 cette orbite est dense et X'.Q. est un sous-espace
analytique complexe fermé de X qui contient le lieu singulier de X.
Si dimm X\ £ 1 on dit que X est une compactification @€-analy-
tique équivariante de l'espace homogéne § par une courbe : l'objet
de ce travail est une classification, a isomorphisme prés, de toutes
les compactifications normales éguivariantes par une courbe.

ABSTRACT

Let X be a compact complex irreductible analytic space, and
let also G be a complex connected Lie group with an holomorphic
action of G on X ; if there is an orbit which is open and such
that X' @ 1is a complex analytic space of @&-dimension £ 1 , we
say that X is an (@-analytic G-equivariant compactification (of Q)
by a curve : the object of this paper is the classification up to
isomorphism of such normals (€-analytics equivariants compactifica-
tions by curves.
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0. - INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie complexe et Z un espace analyti-
que complexe irréductible (réduit de surcroit comme tous ceux que
nous considérerons désormais) sur lequel G agit holomorphiquement
3 gauche. Si G admet dans Z une orbite Q d'intérieur non vide,
Q2 est ouverte et dense et 2Z\\Q est un sous-espace analytique fermé

de 2 . Sous ces hypothéses, on dira que 2 est quasi-homogéne sous

G ou, plus briévement, G quasi-homogéne.

Une situation de cette espéce déja considérée est celle ou 2
est une variété algébrique affine sur laquelle un groupe algébrique
G opére rationnellement. Dans cette situation, si x e @ a pour
stabilisateur le sous-groupe algébrique Hc G, on dira que 2 est
complétion affine G-équivariante de 1l'espace homogéne quasi-affine
2 : = G/H . Un exemple important pour les théoriciens des groupes est
celui d'un groupe semi-simple complexe G agissant par l'opération
adjointe sur la variété affine 2Z des éléments nilpotents de son

algébre de Lie (th. de Richardson cf. [}0] p. 136).

Une deuxiéme situation, en quelque sorte opposée a la premieére,
et qui a aussi été considérée, est celle ol l'espace analytique 2
(resp. chaque composante connexe de 2Z\Q) est compact(e) : on dira
alors, H étant le stabilisateur (dans G) d'un point x € Q, que 2
est compactification (resp. semi- compactification) C-analytique
G-équivariante de G/H ou, plus bridvement le contexte étant clair,

que Z est G-compactification (resp. G-semi-compactification) de
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1l'espace homogéne G/H.

Si l'espace 2 est normal , ou méme localement irréductible,
le théordme de "connexité locale" de Hilbert-Riickert montre qu'a
chaque composante connexe de Z\Q correspond exactement un bout
(c£. [12] et [7]) de @ = G/H. On dira alors que Z est G-semi-
compactification le long des bouts en question. Notons que si G/H
n'a qu'un seul bout toute G-semi-compactification de G/H est en

fait une G-compactification.

Ces définitions posées, on se persuade trés vite que :

1) I1 y a des espace homogénes G/H n'admettant aucune G-com-
pactification : par exemple et de maniére élémentaire on pourrait
montrer que si I est un sous-groupe arithmétique d'un groupe semi-
simple S, l'espace homogéne S/T n'admet aucune S-semi-compactifi-

cation.

2) Malgré cela toute tentative de classification des espaces
homogénes G/H admettant une G-compactification est sans espoir,
ainsi a fortiori que toute tentative de classification des espaces

analytiques compacts quasi-homogénes.

Des résultats substantiels ont toutefois été obtenus dans cette
direction avec des hypothéses restrictives. Ainsi en 1969, Potters
(cf. [36] = [Pd]) classe toutes les surfaces complexes lisses quasi-

homogénes et minimales (au sens de la théorie des surfaces).

On observera que par des suites de modifications et contractions
adéquates il est possible, a partir des surfaces de Potters, d'obte-
nir une telle multitude de surfaces normales quasi-homogénes que la
tentative d'une classification, a isomorphisme prés, de tels objets

apparait vaine.
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Une autre hypoth&se restrictive est que la C-dimension d'une,
ou de toute, composante connexe de 2\ soit petite. Comme cette
hypothese sera la nétre, faisons un rappel plus précis des résultats

obtenus et des méthodes utilisées dans cette situation.

En 1977, dans le cas algébrique, Ahiezer (cf. []]) décrit tous
les espaces 2Z normaux comme ci-dessus pour lesquels 2\ admet
une composante réduite 3 un point. La généralisation (cf. [?4]) nette-
ment plus difficile de cette description dans le cas vm-analytique
fut obtenue en 1980 par Huckleberry et Oeljeklaus : le résultat est
que, si 2 est compact (resp. non compact), Z est un cbne projectif
(resp. affine) de base une variété rationnelle homogéne, l'action de
G pouvant étre "élargie" de telle maniére que l'orbite dense soit le

complémentaire du sommet.

En 1980 dans une note aux comptes rendus de 1l'Académie des
Sciences, Huckleberry et Oeljeklaus annoncent aussi une classifica-
tion des Z 1lisses tels que dimm Z 2 3 pour lesquels une composan-
te connexe de Z\Q est une courbe. En attendant la publication par
ces deux mémes auteurs d'un ouvrage traitant, en autres, exhaustive-
ment de ce probléme, on renverra le lecteur a une version prélimi-
naire (cf. [26] = [H.0.]) publiée par les "Annales de 1'Institut

Elie Cartan" en 1984.

Le but essentiel de ce travail est la généralisation au cas
singulier de la classification de Huckleberry-Oeljeklaus (voir le
tableau qui conclut cette article). Avant méme de donner des indica-
tions sur notre démarche, rappelons celle de [H.O.] ; on démontre

d'abord le :

LEMME DE FIBRATION. Dans 1'hypothése ci-dessus, si @ :=G/H

est l'orbite ouverte, il existe un sous—-groupe parabolique P
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(i.e. tel que G/P soit»une variété rationnelle homogéne) con-

tenant H et tel que la fibre & P/H de la fibration

G/H —> G/P soit de (€-dimension S 2 ; la fibration

G/H —> G/P étant de surcroit prolongeable en une méromorphie

Z ---> G/P .

Ce lemme de fibration acquis (en utilisant notamment la fibra-
tion de Tits), on observe que P/H —> % est un sous-espace ana-
lytique complexe fermé. On considére alors une modification P-équi-
variante lisse F —> P/H. ¥ := G X PF est alors une variété quasi-
homogéne sous G et on a une G-modification ¥ —> Z induisant un

isomorphisme sur les G-orbites ouvertes = Q .

En fonction de la maniére dont une partie semi-simple S de G
opére sur %\\Q , se dégagent trois grands cas. Excluant ici la
situation dimm P/H =1 (d'ailleurs a peu prés triviale), on intro-

duit un modéle minimal (au sens de la théorie des surfaces) F de

0
F . La connexité de P (P parabolique !) permet d'introduire le

diagramme P-équivariant de midifications :

/P\
FO P/H
L'étude des trois grands cas évoqués précédemment consiste,

pour chacun d'entre eux, a utiliser intensivement [?o] ‘pour voir

les possibilités envisagées pour la surface de Potters F0 .

L'objet propre de cet article, est 1'étude (faite de manidre

plus exhaustive dans la thése de l'auteur (Caen (1984) désignée

(*) De maniére plus générale, dans ce contexte de lissité, si
Y :=2\Q, E.O.ﬁ montre 1l'existence d'une fibration G/H —> G/P
(P parabolique) avee dimm P/H< 1 + dimm Y.
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désormais [T]) des compactifications normales C-analytiques équiva-
riantes par des courbes. Plus précisément, il s'agit d'une générali-
sation de [H.0.] qui consiste en la recherche dés espaces compacts

normaux 2 quasi-homogénes d'orbite dense Q tels que :

1) dimm zZz23

2) 'dimm ZNQ s 1

Notre démarche dans ce contexte généralisé est substantielle-
ment la méme que dans [H.O.] : démonstration du "lemme de fibration"
puis étude des trois grands cas a l'aide de la géométrie de la sur-
face de Potters FO’ Mais, dans le cas singulier , la démonstration
du "lemme de fibration" est beaucoup moins évidente que dans le cas
lisse. Ce lemme résultera essentiellement dans notre contexte géné-
ralisé du Théoréme 2.6. qui est l'aboutissement de la premiére partie
de cet article. Or la démonstration de ce théoréme, exige deux ingré-

dients fondamentaux :

1) Le Théordme de Barlet (cf. [5]) de g-pseudo-convexité (et
méme de g-complétude), au sens d'Andreotti-Grauert, au voisinage d'un

cycle analytique.

2) Une conjecture de Huckleberry-Oeljeklaus, déja annoncée dans
[32] et dont nous donnons ici une démonstration "in extenso" et dont
une forme faible s'énonce comme suit : si T est un sous-groupe
discret de SL(2,L) il n'existe pas de SL(2,C)-compactification de

SL(2,C) /T par une courbe.

Bien qu'on ait sur une telle compactification des renseigne-
ments de géométrie globale trés fins (cf. 1l'article de Huckleberry-
Margulis D3]),c'est ici par des considérations de géométrie analy-
tique locale qu'on la démontre, ce qui n'est gudre étonnant si on

remarque que cette conjecture de H. et 0. est elle-méme conséquence
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de la céleébre conjecture de Lipman-Zariski.

Une autre difficulté spécifique au cas singulier est qu'il nous
faudra des renseignements géométriques plus précis sur la surface
P/H —> Z dont H.O. pouvait se dispenser en utilisant des arguments
directs résultant de la lissité de 2 : cela exigera une étude des
surfaces de Hirzebruch modifiées (cf. Chapitres 5 et 6 de la deuxiéme

partie).

Nous obtenons évidemment infiniment plus d'espaces que H.O.
n'obtient de variétés. Le cas le plus caricatural a cet égard étant
la classe III (cf. Chapitre 5) ol nous trouvons une série triple
d'espace de C-dimension arbitraire 2 3 alors que H.O. ne trouve que

deux variétés lisses toutes deux de €-dimension égale a trois.

Observons, toujours a propos de la classe III, mais aussi de la
classe V, que la géométrie des espaces 2 obtenus est probablement
trop embrouillée pour qu'on puisse en donner une description vraiment
concréte (par exemple comme variété projective définie par des équa-
tions). C'est la raison pour laquelle on se contente de décrire une
désingularisation équivariante ¥ —> 2 en précisant exactement

. N . .
quelles sont les parties de Z gqui sont contractées en un point par

la modification % —> 7.

On obtient au total cing grandes classes dont on trouvera la

liste a la fin de la deuxiéme partie.

Notons, ici, qu'on aurait pu se poser le probléme plus général
suivant : quelles sont les C-semi-compactifications normales d'un
espace homogéne § := G/H tels qu'une composante de 2\ Q soit de
C-dimension £ 1 . Nous n'avons pas (contrairement & H.O. dans le cas

lisse) répondu a cette question, elle est pourtant probablement moins

difficile que celle (plus particuliére) a laquelle nous avons répondu.
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En effet ne subsiste, aprés notre étude, que le cas ol £ a plus
d'un bout. Or c'est la philosophie de [14] (Lemma 2) qu'un espace
homogeéne "générique" n'ait qu'un bout et que, dans un contexte donné
assez précis, on puisse comprendre suffisamment la structure géomé-

trique de ceux qui en ont plusieurs.

Nous ne saurions achever cette introduction sans exprimer notre
profonde reconnaissance au Professeur Huckleberry : outre que notre
démarche d'ensemble est la méme que dans le cas lisse, les indications
précieuses et patientes du Professeur Huckleberry a l'occasion d'in-
vitations répétées de l'Université allemande, ont constitué des con-

ditions nécessaires a la rédaction de cet article.
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CHAPITRE 1

CONJECTURE DE HUCKLEBERRY-OELJEKLAUS

0.- Introduction
L'objet de ce Chapitre 1 est de démontrer la conjecture de

Huckleberry-Oeljeklaus :

THEOREME 1.1. - Soit T un sous-groupe discret de SL(2,T) ;

si 2 est semi-compactification C-analytique SL(2,C)-équiva-

riante de 1l'espace homogéne complexe SL(2,E/T = Q , aucune

composante connexe de Z\2 n'est de dimension complexe £ 1.

La méthode pour démontrer la conjecture de H.O. consiste a
montrer une contradiction sur un germe de surface que nous allons

d'abord définir.

1.- Un germe de surface

Soit 2 comme dans l'énoncé du Théor&me 1.1. gue nous pourrons;
sans rien changer au probléme, supposer normal. Désignons alors par
TZ (cf. [JO]) le faisceau des germes de champs tangents holomorphes
sur Z ; c'est aussi classiquement le faisceau des germes de €-dé-
rivations du faisceau structural OZ qu'on peut aussi définir par
1'isomorphisme faisceautique T, = Homyz (2, , ©.) : T. est donc

Z OZ Z Z Z
(2 localement irréductible !) sans torsion ; il s'interprite d'ail-

leurs aussi comme le faisceau des germes de sections holomorphes dans

un fibré linéaire (cf. [10]) et vérifie (Z normal) en tant que tel

10
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les théordmes d'extension de Riemann et Hartogs.

si X e B%(U, Tz) est un champ tangent au dessus d'un ouvert
de U etque ae€ U on dira que X est nul en a et on écrira
X(a) = 0 si, en l'interprétant comme section dans un fibré linéaire,
sa valeur en a est nulle, i.e. si ¥f € Oz’a s Eyf e OZ'a est le
germe en a d'une fonction holomorphe qui s'y annule i.e. encore est
tel que, modulo un plongement local de Zariski (UD)U'«—> Q(=—>Ta(z)),
ZIU‘ est induit par un champ de vecteur % sur Q tangent a U'
(i.e. tel que la dérivation £ conserve I(U')ec %7) pour lequel

%

%(a) = 0.

Généralisant alors sans peine le crochet de Lie de deux champs
sur un tel espace singulier, on se rappelleraque la G-action holomorphe

algébre de Lie

4 gauche sur 2 permet d'associer a tout u e g :
de G, le champ de Killing Yu e T(z, Tz) et qu'on a alors

Yuv] © —[Yu,Yv] et qu'enfin dire que X (a) = 0, est alors équi-
valent a dire que u appartient a l'algébre de Lie du stabilisateur

de a dans G .

Ceci rappelé soit maintenant 2, I' etc ... comme dans 1'énoncé
du Théoréme 1.1. Posant Q := SL(2,CL)/T <> Z et supposant que Y
soit une composante connexe de Z \Q de (&-dimension £ 1 , trois

cas sont alors possibles :

1) dim¢Y = 0 . Mais une application combinée du théoreme de
linéarisation (cf£. [24]) et de la "méthode du drapeau”" permet d'exclu-

re cette situation.

2) dimmY =1 et il existe un point SL(2,C)-fixe dans Y. Le
théoréme de linéarisation (cf. [24]) permettrait alors de construire
une surface localement fermée dans f infinitésimalement stable pour

la SL(2,&)-action (i.e. telle que tous les champs de Killings lui

1
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soient tangents) ; contradiction.

3) dich =1 et aucun point de Y n'est fixé par SL(2,C)
alors nécessairement Y & P1(¢) , chagque sous-groupe de Borel de
SL(2,E) étant le stabilisateur d'exactement un point de Y et

réciproquement.

Pour mieux étudier ce troisidme cas considérons alors, dans
l'algeébre de Lie $1(2,C) des matrices complexes 2 x 2 de traces

nulles, les générateurs :

+1 Y 0+ 0o o
h = x, = et X_ =
o -1 0 0 1 0

avec d'ailleurs [h,x,] = 2x, [h,x;] =-2x_; b =¢CheCx, est
l'algeébre de Lie d'un sous-groupe de Borel B qui stabilise un point
unique Yo € Y . De plus, si on consideére sur l'espace analytique 2

les champs de Killing H =Y, , x" =y et X =Y on aura :
X, X_
1 [mx7] = -2xt [EX] =2

2) Hy)) =0, X'(y)) =0 et X (y) #0
Enfin, le tore complexe T¢ = {exp Eh , £ ¢ €} sera constitué

0 e 0 t
isomorphisme de € sur le sous-groupe de Cartan TE de SL(2,T).

et o t 0 .
de toutes les matrices £ et t +— -1 définira un

Notons alors que :

* *
1) Par l'isomorphisme & —> TE qui fait agir € sur 2 ,

*
H est aussi le champ de Killing sur 2 du vecteur 1 € T1(¢ ) = €.

* .
2) T¢ = C réductif fixant Yo + Son action pourra se linéa-

riser au voisinage de Yo -

Plus précisément, B et donc Tm qui laissent fixe Yo agis-

sent naturellement et linéairement & gauche sur l'espace vectoriel de

12
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Zariski TYQ(Z) en laissant de surcroit la droite complexe

Tyo(Y)tz Tyo(Z) invariante ; si bien qu'il existera un voisinage
Uyo de yo dans Z , un ouvert VCcT o(Z) contenant l'origine,
tous les deux T-invariants et une immersion (@-analytique injective

UY ——> V envoyant Y, sur l'origine et de différentielle 1l'iden-
o

tité en Yo qui est T-équivariante (cf. [24]). Ayant identifié Tm

avec @* comme ci-dessus, on peut alors choisir une base de Ty (z)

n+1l °

l'identifiant avec @ telle qu'alors 1l'action locale de T¢ sur

T. (Z) s'écrive :
Yo
9, 9p
t.(zo,...,zn) =t zo,...,t zn)

et telle que de surcroit B/az = X-(yo) # 0. Il résulte alors de
o

tout ce qui précéde qu'on peut restreindre suffisamment V et U

Yo
de telle maniére qu'on ait une identification V = on Alx eee X An
et que X  soit restriction a Uy d'un champ holomorphe k_ défini

o

sur V qui soit transversal 3 toute hypersurface fermée 60* Alx e

X An<= V(Go € Aj). Ceci rappelé le théoréme du rang permet de trouver

des disques Ajc Ao”"'Aﬂ c An tels que l'application :
(83,81, 000s8l) —> exp(8) X7) (0,6],...,68])

définisse un isomorphisme de Aéx cee X Aﬁ sur un ouvert §Q de V.

Posons alors W_ = 10U Q t I =W O0xXA!'xX .,.xA')., Pour
Yo Yo n e Y, n ( 1 n) u
des raisons de codimension et aussi parce que le plongement Wy‘——>Q
o

est minimal en Yo il résulte que I est une surface analytique

fermée de Wy . Montrons alors que la restriction de l1l'application
o

qui précéde est un isomorphisme de Aéx I sur Wy .
o

1) Elle est injective.
2) 81 veW, s'écrit exp(s] 3{')(0,5',...,5;1) alors

o
exp (-8 ¥ )ve0x A x . ..x AL

13
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N -
Mais alorscomme X est constamment tangent & Wy et que ¥t , 0 st =1,
‘ o
exp(-ts! X )v est dans © il en ré&sulte que exp (-8} X )v = (0,68!,

...,GA) € Wy et donc que exp(-Gé ﬁ_)v € I ; ce qui démontre la sur-
o

jectivité du morphisme Aéx I —> Wy . Mais Wy étant normal, le
o o
morphisme (€-analytique bijectif Aéx I —> Wy ‘est un isomorphisme
o
C-analytique. Notons qu'une application directe du thé&oréme de Rossi

1.1. nous aurait donné un moins bon résultat parce qu'ici nous savons
*
de surcroit que I est stable pour la € -action locale. Enfin, il
. . N
est clair que le lieu singulier de onestvgkp Y’=exp(A6x )+.(0,...,0)
et que Wy, étant lisse en dehors de Y et normal, I
o
admet une singularité& unique et normale en l'origine.

On remarquera alors que le champ tangent x' a x n'est a
° .
priori pas du tout tangent 8 I 1le long de I . Mais comme X est

transversal & I sur Wy \Y, ¥ae I\{0},]2(a)e® unique tel que
- o

x+(a) + A(a)X (a) nécessairement distinct de zéro, soit tangent a I.

Il est clair que A est une fonction holomorphe sur I \{yo}, donc

prolongeable & I (normalité) ; A é&tant restriction a I d'une fonc-

tion X définie sur Wy , posons alors X' = xt o+ % X : c'est un
o
champ holomorphe sur w° ; sur wy \Y et donc sur W tout entier,
o o
on a :
[m,x'] = -2xt + aX(m)x™ + 2% x~
Or H et X' sont tous deux tangents &8 I (Ic W est stable par
o -

la Tm-action locale) si bien qu'il en est de mé&me de [h,x'], ce

qui, compte-tenu de la (-transversalité de X & I et de 1l'indé-
pendance linéaire sur € de X+ et X en tout point de

I\Y o¢ \{yo}, implique qu'en tout point I \{yo} ona :

[,x'] = -2x" + @@m+20x" = —2(xt +2x7).
D'oli par prolongement sur I tout entier :

14
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[H,x'] = -2x' .
H et X' é&tant (@€-linéairement indépendants en tout point de I \{yoL

Tout ceci montre que le théoréme 1.1. peut se ramener 38 démon-

trer le lemme suivant :

*
LEMME 1.2. - Supposons que & opére linéairement sur un espace

numérique e et que ) désigne le champ de Killing de

*
2/8z € T,(C) = € de cette ¢*-action. Si A : Ay X waax b

est un produit de disque centrés en l'origine, que Ic Alx oo

X An en soit une surface normale admettant l1l'origine comme

*
unique singqularité et qui soit stable pour la € -action locale

(i.e. telle que o soit tangent & I), il est impossible de

trouver un champ de vecteurs holomorphe X sur I vérifiant

simultanément :

i) En tout point oeI \ {0} les vecteurs H(o) ,

X(o) € TO(Z) sont (€-linéairement indépendants ou ici H désigne

la restriction de ﬁ a zI.

ii) On a l'identité [h,x] = =-2X sur tout I.

2.- Démonstration du lemme 1.2.

Quelques sorites seront nécessaires. Tout d'abord il est clair
qu'on pourra trouver n entiers relatifs Qyreeer9y tels que la

*
€ -action sur €" s'écrive :
q q
1 n
t.(zl,...,zn) = (t zl,...,t z_)

Ceci posé, on dira qu'une fonction holomorphe f € 0(A) (resp.

f e 0(r)) est homogéne de poids p relativement 3 la m*-action

considérée, ou aussi plus briévement qu'elle est de poids p , si

¥t e € et V(zl,...,zn) € A (resp. € I) tel que t.(zl,...,zn)
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€ A (resp. p e I) .on a f(t.(zl,...,zn)) =tpf(zl,...,zn) .

En écrivant le développement de Taylor f(zl,...,zn) =
a a

La z, ! ooz , cela signifie aussi que dés que
al,...,an 1 n
qlal + ...+ 9%, #PpP on a : amll.”mn =0 .8i £ g 0(A) zst donnée
= 1 n
par sa série de Taylor f(zl,...,zn) =z aaly---rﬁn Z)" e..a la
fonction fp € 0(A) donnée par la série extraite :
a a .
L a z 1... z " s'appellera la composante (homogéne)
GysesesQp 1 n

q1a1+...+qnan=p
de poids p de f ; uniformément sur tout compact de A on a alors
f = z f . Faisons alors la :
=< p<+wo
Remarque 1.3. - Toute fonction £ €0(I) de poids p est la

restriction 3 I d'une fonction ¥ 0(A) de poids p .

En effet (A ouvert de Stein) f est la restriction & I
d'une fonction ¥ e 0(A) ; le fait que f soit de poids p permet
aisément de voir que pour tout entier relatif p' # p la restriction

de ¥ , & L est nulle et donc que £ = ¥ C.Q.F.D.

P plz ’

Le champ de Killing N (resp. H) de la t*-action locale sur
A (resp. sur I est alors donné par :
% i=n
(zl,...,zn) = .E q;2; 3/321 .
i=1
N.B. On fait ici la convention usuelle qui consiste & repré-

senter les champs holomorphés réels par des combinaisons 3 coeffi-

cients holomorphes des champs complexes a/azk = %(B/BXk-ia/Byk) .
Toutes les entités que nous considérerons &tant holomorphes les
formules usuelles (dérivées et crochets de Lie etc ...) s'applique-
ront ; en particulier 1le fait pour f € 0(A) (ou e @9(L)) d'étre

homogéne de poids p s'exprime par 1' "identité d'Euler" :

16
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ag(®) = c £ = p.f (ou si feO(I) par £Hf =

N

Par un calcul élé&mentaire on en déduit maintenant :

1]

el
H
N

LEMME 1.4. - Si b (resp. X) est un champ de vecteurs holomor-

n
morphe sur A (resp. I) donné par la formule §==§ *j a/azj

n
(resp. X = § Xj a/azj) avec ﬁj e 0(A). (resp. xj e 0(X)), les

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) [H,%] = m¥ (resp. [H,X] =mX) , me Z

ii) Chaque fonction %j (resp. Xj) est de poids qj + m.

Si enfin X est un champ tangent holomorphe sur I y vérifiant
l'identité [H,X] = mX, me Z , une combinaison du lemme 1.4. et de la
remarque 1.3. permet immédiatement de voir que X est la restriction
d I d'un champ holomorphe ¥ sur & (non unique en général avec

cette propriété) vérifiant [ﬁ,ﬁ] = mX¥ sur tout A. En particulier

LEMME 1.5. - £,A,X, etc ... étant comme dans l'énoncé du lemme

1.2., X est la restriction &8 I d'un champ ¥ défini sur

tout A et y vérifiant [H,X] = -2% .

Nous allons maintenant en plusieurs é&tapes en déduire :

LEMME 1.6. - Sous les hypothéses du lemme 1.2. les entiers q;

définis plus haut sont tous strictement négatifs.

Démonstration. Par un changement de base dans et

qui ne
change rien au probléme, on peut supposer que qlz q, 2.0 an ; on
désignera alors par r (resp. s) le plus grand indice i tel que
q; > 0 (resp. 95 2 0) avec une convention &vidente pour les cas r

ou s =0 ; clairement 0 sr<s<<n. Si maintenant §==E kj a/azj est
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un champ comme dans le lemme 1.5, montrons d'abord qu'il est néces-
sairement tangent & la sous-variété fermée A1X...XASXOX...X0 =

A n e x {0} : il suffit pour cela de vérifier que les fonctions

k % sont nulles le long de A1 X oeoX AS X...x 0., Mais si on

s+1'° " “n
n
écrit le développement en série de X4k (1 £k sn-s) on obtient :
Ny
X (z1,...,zn) = z a 2y eea 2

R SRS RERRRA LM PR 1 n

s+k

Or comme q, 20, oy 20,1 i <£s et que g2 < 0, il

n'apparait aucun terme dans le développement :

n
Xs+k(z1l-o-lzsl0---o) = z a(!

2, .02
_ ...0_,0...0M ]
q1a1+...+qsus—qs+k_2 1 s’

i
o
.

. . N
Si bien que Xs+k(z1,...,zs,0...0) C.Q.F.D.
Se rappelant que H est tangent 3 €5 x {0} on va en déduire
qu'il est impossible que s = n 1i.e. que l'on ait q12q22...2qn20 .
Faute de quoi la formule :

% ( ) = z b “1...2m
Xn 21,...,2n = ~ o .. .a zq -2,
q1a1+...+qnan—qn_2 1 n

permettrait, par un argument presque identique a celui qui précede,
de voir que %n(z1,...,zn) = Cste. Mais la surface I ayaﬁt par hy-

pothése une singularité normale isolée en l'origine le lecteur véri-

fiera que le lemme de Rossi cf. [10] montrerait ici qu'en fait

kn = 0 puisque %(0...0) = 0. Si bien que * , mais aussi d'ailleurs
H , serait tangent 3 A x...xA__ x0. Si QimINA X...xA . x0 .= 2 il

: 1 n-1 1 n-1
résulterait de 1l'irréductibilité de I que en fait ZC:A1X...XAD_1XO;

mais comme I est réduit, on en déduirait que la dimension de Zariski
de I en l'origine serait Sn-1 , contradiction ! Si bien que néces-

sairement dimm N A1 X oue XA 1X 0= 1. Mais si T est la courbe
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n
0 et que Y erreg, X(y) et H(y) gqui seraient

tangents & la fois & A ;x...xA . *x0 et a I seraient tous les deux

N A X xB g

dans TY(I‘r ) , comme dimmTY(I‘r ) =1 on aurait une contradiction

eqg eg
avec 1l'hypothése i) du lemme 1.2. C.Q.F.D.

On en déduit que A1X...XASXOX...X0 NI est discret i.e.
réduit & l'origine si on rétrécit les Ai : En effet I ne saurait

étre inclus dans A1X...XASXO faute de quoi (I réduit)

dimm TO(Z) = s<n contradiction. Mais si d1m¢2 n(A1xu.XAsX0)= 1

Y
tenant compte de ce que Het X sont tangents et a £ et a A X“.XASXO

1
on trouverait en considérant la courbe T:=IN (A1X...XASX0), un

point ¥y e Freqc L , Y #0 , tel qu'encore en ce point les vecteurs
X(y) et H(y) dans TY(F) soient (@€-linéairement dépendants en

contradiction avec les hypothéses du lemme 1.2.

Ceci montre, en rétrécissant si besoin est les disques Ai

(1 £ i £ n), que la restriction a I de la projection p, : ¢t —>
{0} x €"7° Q4éfinit un morphisme fini Ez : z ——>{0}XAS+1X...XAn qui,
en tant que tel, est propre. On va en déduire que IS {0} x t""% . en

effet, si tel n'est pas le cas, il existe (51,...,En)e I tel que

£1,...,£S soient non tous nuls. Deux cas apparaissent

ler cas : Il existe j , 1 £ j £ r avec Ej # 0 , mais alors
il existe un plus petit nombre réel +t nécessairement > 1, tel que:

(tq1£ tqsg ) € 9(A,x xA ) ¢S ; alors t (g £ ) ui se
EAREN s 1% s c H . 1715, q

. 9g+1 9n
projette par p, sur (t £s+1,...,t En)e 0 x As+1x"'xAn
(qS+1 <0 ... q, < 0 et t > 1) est un point adhérent a I dans
a(A1X...XAS) x As+1x"'xAn , ce qui contredit le propreté de Bz
28me cas : ¥j, 1 £j £r , &. =0 , mais alors W%t > 1 le
9s+1

point (0,...,0, Eraqre--rbgr t 11

q
s+1""'t ngn) appartient au
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sous~ensemble fermé I de A1X...XAn ; en prenant t = +° on trouve
alors que (0,...,0,£s+1,...,ES,O...O) # 0 appartient a ZnA1X".An
tout en se projetant par Bz sur 0, ce qui contredit la relation

(démontrée plus haut) : A,x...xA x {o}nz = {o} .

Mais comme, en l'origine, I <> A1X...><An est un plongement de
Zariski et que I est réduit, l'inclusion Ic 0 x ¢""° montre gue
s =0 i.e. montre le lemme 1.6. qui, combiné au théoreéme de Orkik-

Wagreich (cf. [35]), permet alors d'énoncer :

LEMME 1.7. - I est la trace sur A1x...XAn d'une variété al-

- ‘ *
brique I irréductible stable pour la & -action globale sur

ml’l

N.B. L'hypothése que les qg; sont tous strictement négatifs
est décisive. Si par exemple Ac;¢3 désigne ici le polydisque unité
! *
et que (€ agit avec les degrés q = -1, q, = 1 et 93 = 1 1le

lecteur vérifiera que 1l'hypersurface transcendante lisse I <—> A

1

*
définie par z,-2z, sin(————=) = 0 est @ -localement stable et non
3 2 z1zz+1

prolongeable a ¢3 tout entier.

Pour démontrer le lemme 1.2. nous allons maintenant montrer que
la surface I vérifie des propriétés contradictoires : on pourra
dire d'une certaine maniére qu'on aura résolu un probléme local (i.e.
portant sur le germe de I en l'origine) au moyen de considérations

globales.
Pour cela observons d'abord que la négativité des q; permet
de voir :

i) que le champ X = ij a/azj défini sur I se prolonge &
T tout entier puisque chaque fonction Xj homogéne de poids qj_z

est polynémiale.
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ii) que I est une variété lisse en dehors de l'origine car

* -
chaque @ -orbite dans I rencontre I .

En désignant abusivement par X 1l'extension a I tout entier

du champ X défini sur I , il est clair qu'on a encore sur I :

[H,X] = -2%.
Considérons maintenant le morphisme fini ¢ : ¢ —> ¢" aéfini
_q1 —qn . "N
par (21,...,zn) —> (z1 reeerZy ) et soit Zo une composante

irréductible de ¢—1(f) . Alors :

N
i) Zo est un céne droit dans " . Plus exactement, si on
*
consideére l'action de € sur @”
-1 -1

(t z1,...,t zn) ; %0 est stable pour cette action qui rend de

définie par t(z1,...,zn) =

surcroit le morphisme ¢ ¥ : %o —> T @-équivariant.
o
* *
ii) Cette @ -action définit %o\{o} comme € -fibré principal
au dessus d'une courbe algébrique projective So éventuellement sin-
*
guliére. On observe alors que le choix (cf. i) ci-dessus) de la € -
action sur %o\{O} permet d'y distinguer un "bout nul" et un "bout
infini" : ainsi, par exemple, %o peut-il s'interpréter comme com-

pactification (€-analytique le long du "bout infini" de %o\{O} .

Enfin, 1l'irréductibilité de %o implique celle de So et donc
aussi 1l'irréductibilité locale de %0 en l'origine : en particulier,
1'image réciproque de l'origine par le morphisme de normalisation
Y — %0 est réduite a un point noté 8 ; il est clair que ¥ \{§}
est un ¢*—fibré principal au dessus du normalisé S de s0 et que,
si la m*-action>principale sur ? \{§} est choisie de maniére a
rendre le morphisme ¥ — %o équivariant, ¥ est une compactifica-
tion (€-analytique de ¥ \{B} par un point le long du bout infini.

*
Si on dit qu'un € -fibré principal est ample (resp. positif,négatif,

etc ...) lorsque le fibré en droites complexes qui lui est associé
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* .
(via la représentation naturelle de dans l'espace vectoriel ()
est ample (resp. positif, négatif, etc ...), cette compactifiabilité
par un point de %f \{B} le long du bout infini implique (théoréme de
. . Y v
négativité de Grauert, cf. [:1 6]) que le fibré principal I \{0} —> s

est ample (ou positif).

En désignant maintenant par ¥ le morphisme composé
Yo ’Z\f —> %o —L> ¥ on voit que par le morphisme fini ’ZV, \{0}:
¥ \{0} —> T \{0} , le champ de Killing de la ¢*-action sur ¥
se projette exactement sur H qui n'est jamais nul (par contre, on
n'a a priori aucun espoir de pouvoir relever le champ X sur ¥ \{o}).
On peut donc voir ({(algébre linéaire) que ¥p € ¥ \{0} 1'espace
A= w:1 (€CxX(v(p))) = Tp (’f) est un supplémentaire algébrique de 1l'es-

P
pace vertical pour la fibration ¥ \{0} —> s .

Interprétant localement l'application p +—> Ap comme une mé-
romorphie dans ]P1 (C) et observant que son lieu d'indétermination
*
C -localement stable ne saurait étre de codimension 2 2 dans %’\{0},

on voit que Ap dépend holomorphiguement de pe¢ ¥\ {0}. La relation

[H,X] = -2X qui s'écrit aussi : t;1 X(£.5) =t 2%x(3) vtel W¥oelT
permet, en se relevant, de voir que le champ d'espaces horizontaux
p +—> AP est stable pour la (I:*-action principale i.e. qt*le ce champ
déiinit une connexion principale holomorphe sur 'f \{0} L> S qui
en tant que telle est intégrable : le ([:*-fibré est donc de classe
de Chern de torsion ce qui est contradictoire avec l'amplitude (montrée

*
plus haut) de cette € -fibration principale. C.Q.F.D.

Donnons alors maintenant un énoncé qui généralise le théoréme

THEOREME 1.8. - Soit T un sous—groupe discret d'un groupe de
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Lie complexe semi-simple G et Z une semi-compactification

C-analytique équivariante de G/T , alors toute composante con-

nexe (et méme d'ailleurs irréductible) de Z\G/T est de di-

mension complexe 2 2 .

Démonstration
Il suffit, compte-tenu du théoréme 1.1. de se restreindre au

cas dim, G2 4, la démonstration consistant alors, via le théoréme

C
de linéarisation et la "méthode du drapeau" en une exacte reproduc-

tion "mutatis'mutandis" de celle donnée par Huckleberry et Oeljeklaus
dans [24] pour montrer que le quotient d'un groupe semi-simple par un
sous-groupe discret n'est pas semi-compactifiable par un point : plus
précisément si Y est une composante de Z\G/T on montre que cette
composante n'a pas de point G-invariant et qu'alors G opére néces-
sairement sur Y = 1P1(¢) avec une ineffectivité G1 ? G semi-simple

et non triviale ce qui permet, si yeY , de linéariser la G,-action

7
au voisinage de vy ; si bien que, par un argument déja utilisé plus
haut, la G1—action locale fixe un germe d'hypersurface I dans 2
transversal & Y en y ; I étant induit par un supplémentaire E

de Ty(Y) dans Ty(z)

Considérons alors un sous-groupe de Borel B1 de G1 : i1 fixe

unn drapeau {0}c E,C...CE _,

dimm(Ekl1Z) = 1 et, en restreignant si besoin, (EleZ)\iy} =(Eiﬂ£)ﬂﬂ

CE ; il existe donc un k 2 1 tel que

est un sous-ensemble analytique localement fermé 1-C-dimensionnel de

G/T stable par la B1-action locale ce qui est contradictoire avec

i 2
1) dlmm B1 2 2

2) T' discret dans G

et achéve donc de montrer (par l'absurde ...) le théoréme 1.8.
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CHAPITRE 2

CAS RESOLUBLE ET MIXTE

0.- Lemme de compacité

Ce lemme, utile aussi au chapitre 3, est 1l'analogue mutatis
mutandis, du lemme de compacité déja utilisé par Huckleberry et

Oekjeklaus pour le "Kegel-Satz" (cf. [24]). Dans notre contexte sa

démonstration exigera toutefois une utilisation du théoréme de Barlet

(c£. [5]).

Enoncons d'abord ce lemme de compacité :

LEMME 2.1. - Soit 2 une semi-compactification G-équivariante

d'un espace homogéne complexe §: = G/H , s'il existe une com-

posante connexe Y  de Z\{ de (€-dimension =<1 et si

est un sous-groupe de Lie complexe de G tel que HcCI et tel

aussi que I/H soit connexe avec dimcl/H 2 2 ona :

1) G/I est compact.

2) Et en conséquence l'adhérence de I/H dans l'ouvert

de Zariski Q U Yo <> Z est un sous-espace analytique fermé

de QU Y, gqui est une I-semi compactification de I/H

méme a fortiori, en désignant par Io la composante connexe de

I , une Io—semi-compactification de IO/Io N H = I/H) tel que

son ensemble exceptionnel ait une composante connexe # @ de

dimension complexe £ 1 .
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I1 est clair qu'il suffit de démontrer le lemme 2.1 avec 1l'hy-

pothése supplémentaire 2 normal.

En vue de le démontrer avec cette hypothése supplémentaire,
rappelons que le théoréme de Barlet (cf. [5]) affirme 1l'existence
d'une base de voisinages ouverts 1-complets de Yo dans 2 . Plus
précisément le lecteur vérifiera que le théoréme de Barlet permet

de démontrer immédiatement :

THEOREME 2.2.- Soient zZ, Yo' etc ... comme ci-dessus ; alors,

il est possible de construire une suite décroissante Vn(neim)

de voisinages ouverts 1-complets de Yo dans 2 et relati-

vement compacts dans 2 , tels que :

1) Vn+1‘:Vn ¥ne IN

2) N V, = Yo .

3) Chaque frontieére aVntz Vn—1 est 1-fortement pseudo-
(*)

convexe

Remarque : On notera alors (théoréme de pénétration de
Rothstein) que tout germe de variété Sx avec dimmsxz 2 , passant
par un point xe€ 3V de la frontiére 1-fortement pseudo-convexe d'un
voisinage 1-complet V de Yo rencontre le complémentaire de V

dans 2 .

Démontrons maintenant par 1l'absurde le 1) du lemme 2.1 :
Considérons la fibration w7 : G/H —> G/I . Si G/I est non ¢ompact

deux cas sont possibles

(*) On prendra garde au fait que ceci correspond d 2-fortement pseudo-convexe
dans la terminologie de Grauert.
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ler cas : G/H a plus d'un bout, alors par le théoréme de
Gilligan, ([1 4], p. 549) I/H est nécessairement compact et les bouts
de G/H sont les "images réciproques" des bouts de G/I. La normali-
té ¢t donc l'irréductibilité locale de 2 montrent qu'a Y, corres-
pond ur bout de G/H et donc aussi un bout de G/I . Il est absolu-
ment clair que, si X, est une suite de points de G/I tendant veré
1'infini dans la direction du bout en question, pour Vv assez grand,
11_1 (xv) csera dans V . En particulier w(2\ V) sera un ensemble
fermé (propreté de w!) strictement inclus dans G/I . Enfin, le
morphisme 7 étant propre et ouvert, on a : 3m(Q\V)c w(3V) . Soit
donc x € AT(Q\V)e 7 (dV) et soit v € 3V tel que w(v) = x ; comme

le morphisme est ouvert Tf—1 (x) ne saurait rencontrer Q\V , si

bien qu'au voisinage de v & av , 1r_1 (x) définit un germe de sous-
variété de dimension 2 2 qui ne peut pas rencontrer £ \V . Ceci

n'est pas possible comme nous l'avons vu plus haut.

2eme cas : G/H n'a qu'un seul bout, alors le morphisme
T : G/H—> G/I n'est plus nécessairement propre, mais dans ce cas,
\V et donc T7(R\V) est compact ; comme le morphisme T est tou-
jours ouvert, on a : 3T(R\V)c m(3V) . Soit donc x € ImM(R\V) et
v e 3VvE @\V tel que w(v) = x . On raisonne alors sur le germe
Tl'-1 (x) 3 v comme précédemment pour obtenir de nouveau une contradic-

tion.

Pour montrer 2), observons d'abord que toute sous-variété

Canalytique fermée connexe F avec dim,F 2 2 qui rencontre

T
Vi+1 \ V4 (ne IN) rencontre alors nécessairement v, \Vn+1 : en
effet, si tel n'était pas le cas, on aurait évidemment F‘I’IZBVI,H_1 =@

et donc F &V r puisque F est connexe.

n+1

Mais alors F serait en vertu du théor2me de Remmert-Stein,
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un cycle analytique compact inclus dans Vn+1 ce qui, via le théo-

réme de Barlet 2.2, est contradictoire avec le théoréme de pénétra-

tion de Rothstein.

Ceci démontre qu'en posant K, = ﬂ(vn \V (ne IN) on a la

n+1)

suite d'inclusions de parties compactes non vides dans G/I

:n(Kn) o> T (K ) o ...

n+1

Alors : N 7w(K) #P et si vy e N w(K ) il est clair,
n n
-1 nﬁlN neIN -—_—1"———
puisque w " (Y) n(Vn\Vn+1) #@ ¥YnelN, que : 7 (y)n Y, #9 . La
stabilité de Y, par G, ainsi que la G-équivariance de la fibra-

tion ® : G/H —> G/I , montre donc le 2) du lemme 2.1.

1.- Le cas résoluble

Enoncons le résultat que nous avons en vue dans ce paragraphe

et pour lequel nous indiquerons grossiérement la démarche suivie

(voir [T ]) :

PROPOSITION 2.3. - Soit G un groupe de Lie complexe connexe

résoluble de dimension complexe 2 3 . Si I est un sous-

groupe discret et que Z est semi-compactification (-analy-

tique G-équivariante de Q = G/T alors pour toute composante

connexe Y de 2Z\Q il est impossible que dim¢Y 1.

Via la version "complexifiée" suivante (cf. [H.O.]) d'un théo-

réme d'Auslander

THEOREME 2.4. - Soit R un groupe de Lie complexe connexe

résoluble et soit HCER un sous-groupe de Lie complexe. Alors,

deés que dimcR/H 2 2 si R/H n'est pas un tore complexe simple,

il existe un sous-groupe de Lie complexe propre I de R tel
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que I>DH et dimcI/H 21 et I/H connexe.

Le lemme de compacité permet de ramener la démonstration de la

proposition 2.3. au lemme suivant :

LEMME 2.5.- Soit G un groupe de Lie complexe connexe réso-

luble tel que dimmG 2 3 , T' un sous-groupe discret et 2 une

semi-compactification C-analytique G-équivariante de G/T =

tel gqu'il existe un sous-groupe de Lie complexe J oI avec

dimmJ £ 2 et tel que G/J soit un tore complexe et tel encore

que J/T soit connexe. Alors, pour toute composante connexe Y

de 2z\Q, il est impossible que dim¢Y <1 .

Une étude exhaustive (et fastidieuse ...) de toutes les possi-
bilités, au nombre de sept, pour la surface homogéne résoluble J/T
permet alors de démontrer le lemme 2.5. Notons que lorsque la compo-
sante neutre J° de J est non commutative la classification de

J. snow (cf. [39]) permet de notables simplifications.

2.- Le cas mixte
Ce paragraphe sera consacré a donner des indications sur la

démonstration du :

THEOREME 2.6. - Soit G un groupe de Lie complexe et I un

sous-groupe discret de G et 2 une semi-compactification

C-analytique G-équivariante de G/I' . Alors, si dimmG 2 3,

aucune composante connexe Y de ZN\G/T n'est de dimension

(sur €) <1 .

Si G est semi-simple (resp. résoluble) la théoréme 2.6. est
exactement ‘le théoréme 1.7 (resp. 2.3) il suffit donc de considérer

le cas mixte i.e. celui de G (ou un de ses revétements) admet une
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décomposition semi-directe de Levi-Malcev G = RX S . Mais ici encore
une utilisation combinée du théoréme de linéarisation et de la métho-
de du drapeau permet de montrer que S = SL(2,L) (ou SL(2,C)/*1)

opére transitivement sur Y = ]P1(¢).

Cette structure nécessaire de la partie semi-simple de G va
permettre, via le lemme de compacité 2.1, de déduire 1l'énoncé 2.6
pour le cas mixte de 1l'énoncé correspondant pour le cas résoluble
i.e. de la proposition 2.3 et ce, essentiellement grdce a la "version

complexe" du théoréme d'Auslander que nous allons maintenant donner :

THEOREME 2.7. - (cf. [2], p. 147 et [H.0.], prop. 9, p. 53).

Soit, comme plus haut, G un groupe de Lie complexe donné par

un produit semi-direct de Levi-Malcev G = RXS et dont T

soit un sous-groupe discret : il existe alors un sous-groupe de

Lie complexe fermé J tel que :

i) R = J ? G .

ii) J/T est connexe .

En particulier par la fibration 7w : G —> S (loct 2 SL(2,€))
de noyau R, J a une image fermée 3 g:s . De plus dans ce contexte

on a :

LEMME 2.8.- 3 est nécessairement discret et Zariski-dense

dans S dés que G/T est G-semi-compactifiable par une cour-

be ou un point.

Indication sur la démonstration. - Une combinaison aisée des

théorémes de Gilligan [14] et du théoréme d'extension de Riemann-
Hartogs permet immédiatement d'exclure le cas ou 3 est fini (puis-

N
qu'alors 0 (S/J) # @) ; si bien, Jg désignant maintenant la com-
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posante neutre de ¥ , que la non Zariski-densité de ¥ dans s ne

serait possible que dans deux cas seulement :

1er cas : Il existe un sous-groupe de Borel B&S tel que
BC:NS(BO)sz. (C'est notamment le cas lorsque l'adhérence de Zariski
de 30 dans S est un sous—-groupe unipotent mais aussi lorsque 1'adhéren-
ce de 3 est un tore algébrique connexe de S). En considérant alors
le produit semi-direct connexe imége réciproque B = n_1(B) = RXB

on obtiendrait une fibration de base compacte :
0 —> B/T —> /T —> P (C)—> 0

si bien, puisque dimmﬁlr 2 322, que B/T admettrait (cf. 2) du
lemme de compacité 2.1) une ﬁ-semi-compactification par un point ou
une courbe ce qui est contradictoire par la proposition 2.3 avec la

résolubilité de B .

2&me cas : Il existe un tore algébrique connexe Hc S pour
n n
lequel Joc:H mais tel par contre que J & H. Le normalisateur

NS(H) de H dans S vérifie alors :
i) NS(H)/H = Z/2 7.

ii) :\J"CNS(H) )

En considérant de nouveau le produit semi-direct image réci-
progque N = n-1(Ns(H)) = RXN_(H) il est clair que N>J et que
N/J est connexe ; mais alors par le 1) du lemme de compacité 2.1,
dimmﬁ/r 2 2 entrainerait que G/ﬁ = S/NS(H) serait compact. Con-

tradiction.

Les démonstrations qui précédent montrent méme, non seulement
v R . . . .
que J est Zariski-dense dans S , mais aussi qu'il est discret et

qu'on peut donc prendre J = R.I et Y - m(l') =S. D'ol la fibration
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holomorphe :

(F) 0 —> R/RAT —> G/T —> S/ () —> 0 .

Si dimgR = 1 le produit RXS est direct et RAT = {e} : si
R est une courbe elliptique on aboutit immédiatement, via le théo-
réme de linéarisation, a une contradiction, si. R = € ou m* on
sait, via la Zariski-densité de (I',T') dans S et un théoréme de

Tits (cf. [;3]) qu'existe un tore algébrique HcS tel que

H/HNT > G/T soit une courbe alliptique. Mais alors si Y, EP1(¢)
est une composante de zZ\Q , H en fixerait deux points distincts
Yo € ¥, et y, ¢ Y, . La démonstration consiste alors a linéariser

la H-action locale dans un voisinage (par exemple) 'Wo de y_ € YO

o
et alors de trouver r ¢ R et t e H/HNT tel que rt ¢ Wo ait,
lorsqu'on interpréte W, comme une partie de Tyo(Z) un stabilisa-
teur dans H qui contient HNT ce qui contredit 1l'algébricité de
la représentation linéaire de H dans Tyo(z). Enfin, si R est de

dimension 2 , écrivons la fibration :

0 —> R/RAT —> G/T —=> §/m(T) —> 0

on sait que n(I') est discret et Zariski-dense dans S et donc
qu'existe un tore algébrique Hc S tel que H/HNT soit une courbe
elliptique (théordme de Tits , cf. [43]). D'autre part en vertu du
lemme de compacité 2.1 2), R/RNI rencontre Yo , si bien que
n_1(H/Hr|n(P)) qui est un espace homogéne de (@-dimension 2 3 pa-
rallélisé sous l'action du groupe résoluble ﬁ: = RXH est semi-

compactifiable par une courbe ou un point ce qui contredit la propo-

sition 2.3 et achéve de démontrer 1l'énoncé 2.6.
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CHAPITRE 3

LEMME DE FIBRATION : GENERALITES

Soient G,H,Q2: = G/H,Z,Y: = Z Q, etc ... comme dans 1l'introduc-
tion. L'objet de la deuxiéme partie de cet article, qui débute par le
présent chapitre, sera de classer tous les 2 comme ci-dessus pour

lesquels :

1) dimmz 2 3 et Z normal et compact.

2) dimmY 1.

Ce qui rend le problime désormais accessible (via [Po]) est

essentiellement le lemme de fibration qui suit immédiatement et qui

généralise le théor2me 3, p. 85 de [H.O] :

LEMME 3.1. - Soient 2,G,H etc ... comme ci-dessus vérifiant

les hypothéses 1) et 2 ci-dessus, alors il existe un sous-grou-

pe parabolique P « G contenant H tel que la fibre QF: =P/MH

de la fibration holomorphe ¢ : G/H —> G/P soit de dimension

complexe £ 2 .

Démonstration : En effet si on considére la fibration de Tits
G/H —> G/NG(HO) , le théoréme 2.6. de la premidre partie, permet de
voir que NG(HO) # G. Le corollaire 6, p. 49 [H.0] s'applique alors et,
si on considére un groupe parabolique minimal P qui contient NG(HO),

on voit que nécessairement dimmP/H £ 2 faute de quoi, d'une part,

32



COMPACTIFICATIONS EQUIVARIANTES PAR DES COURBES

une application des théorémes de Remmert-Stein et de Hartogs montre-
rait que O(P/H) = € et d'autre part, une application du lemme 2.1.
et du théoreéme 2.6. de la premiere partie montrerait que
dimENG(Ho)/Ho £ 2, ce qui (si dim¢P/H > 2) impliquerait que

N, (H,) ¢ P, en contradiction (cf. [H.0] Corollaire 6, p. 49) avec

1'hypothése de minimalité faite sur P. C.Q.F.D.

On peut voir alors assez aisément que le morphisme de fibration
G/H —> Q: = G/P se prolonge en une méromorphie Z ---> G/P et qu'en
particulier, méme si dimmP/H =1 , P/H est un sous-espace analyti-

que fermé de 2z dont QF: = P/H est un ouvert de Zariski.

Dans tout ce qui suivra, inous désignerons par F une désingu-
larisation P-équivariante "minimale" de P/H en ce sens que si F'
est une autre P-désingularisation de P/H telle qu'on ait un dia-

gramme P-équivariant commutatif de modifications :

X
F ——2 > 5/8
\Fi/
on sache aussit6t que F' = F ; on peut aisément en démontrer 1l'exis-

tence. Si F, est un modéle minimal de la surface F en général
F # Fo : on dira, pour plus de précisions, que F est un "modele

P-minimal” .

La connexité de P permet, via la modification F —> Fo , de
définir Fo comme surface de Potters P-quasi homogéne d'orbite ou-
verte QF ;on a alors clairement une P-méromorphie Fo ---> P/H

qui prolonge IdQ .
F

Associée a cette P-désingularisée minimale F de P/H intro-

duisons la G-désingularisée ¥ ae z définie par : %: = G><pF,.

33



F. LESCURE

¥ qui est un F-fibré holomorphe au-dessus de G/P est donc lisse
et G quasi-homogéne. Résumons toﬁt ceci par le "G-diagramme" :
%
G-modification $: = F-fibration

G-méromorphie

Naturellement ¢ = $|9 : G/H —> G/P .

R (resp. S) désignant maintenant le radical (resp. une partie
semi-simple) de G , on voit que R (resp. S) agit trivialement

(resp. transitivement) sur G/P. On en déduit 1l'isomorphisme

n

s/snp G/P et l'écriture semi-directe P = R(SNP).

La G-équivariance de ¢ et $ permet alors de voir (cf. Eﬂ
p. 48-49) que le groupe structural de chacune de ces deux fibrations

peut é&tre réduit au sous-groupe parabolique SN PCcS .

Si maintenant Yo est une composante résiduelle de 2 , la
. . . Y -1
normalité de 2z implique que Yo: = Xo (Yo) est exactement une com-
N
posante résiduelle de 27 .

On se persuadera alors que chacune des trois propriétés qui

suivent est indépendante du choix de la partie semi-simple S :

1) Il existe une composante résiduelle YO de Z telle que

N N
S opeére transitivement sur Yo et donc sur Y, = xo(Yo) .

2) La situation précédente ne se produit pour aucune composante
résiduelle de Z mais il en existe au moins une, YO , sur laquelle
S opeére transitivement, ce qui (équivariance de xo) implique
qu'alors S admet une orbite fermée hypersurfacique dans ?0 i.e.

. . ’\' -
de codimension 2 dans %
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3) S opére trivialement sur chaque composante résiduelle Y,

de 2 .

En fait, comme une orbite connexe 1-C-dimensionnelle sous S
ne peut étre que P, (C), la S équivariance de $ montre que seul
ces trois cas sont a envisager. Nous les désignerons respectivement
par cas n° 1, 2 et 3. On observera a ce propos que, si dima:F =1,
nous sommes immédiatement dans le cas n° 1 car , F\S'lF étant discret,
la S-équivariance de * mcntre que toute S-orbite d'un point

v
e F\Q dans 2 est alors compacte et de codimension 1. i.e. est une

n
composante connexe de 2Z2\Q.
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CHAPITRE 4

CAS N° = 1

C'est le cas le plus simple ; les idées de [H.0], mutatis
mutandis, s'y transposent compleétement. On distinguera les sous-

classes I', I" et II.

§1. Classe I' : dimcF =1 et 9 n'a qu'un seul bout ;
nécessairement P/H = C(ﬂ1(G/P) =0) et F = P1(¢). On peut montrer

qu'alors existent deux sous-groupes distingués S, et S2 dans S

1
admettant respectivement des sous-groupes paraboliques P1 et P2

tels qu'on ait les produits presque-directs S = S .Sz, P =P, .P, ;

1 1°72
S, étant ici en fait 1l'ineffectivité de la S-action sur Y,
on voit que S1/P1 = P1(¢) et que si Q,y:= Sz/Pz, on a le produit

Q=P @ xQ,.

En utilisant entre autres le "Kegelsatz" (cf. [24]) on peut
montrer qu'existent k € Z et un fibré treés ample n sur Q2 tel
que Q soit l'espace total du fibré en droites complexes
g := 0(k) n au dessus de Q(*) et que ¥ soit le complété projec-
tif % :=P(£ ® 0) .

(*) [X] désigne le produit tenmsoriel exterme.
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Le géométrie de Z est alors claire : la restriction de § a
chaque ensemble {p1} X Qz(p1 € P1(E)) est ample et l'espace total
de cette restriction est quasi-homogéne sous R.Sz.P1
sous-groupe fermé de G. On peut donc compactifier, d'une maniére

qui est un

unique 3 isomorphisme prés, cet espace total pour obtenir le céne
projectif normal Cn , associé au fibré ("arithmétiquement" normal)
n de base Q2 .

Ces cbnes se recollent de maniére naturelle en un Cn-fibré
normal, 2 = G X R.sz-P1Cn au~-dessus de G/RSZP1 g S1/P1 clairement
G-quasi-homogéne ; le complémentaire de la G-orbite dense étant le
lieu = P1(¢) des sommets de cescénes. L'espace Z étant clairement
normal , eu égard au fibré n et a l'entier k € Z on le désignera

par Cn . Observons alors que :

'k

1) C =P, (C) X ¢

n,o0
2) Si k>0 Cn,k peut aussi étre interprété comme modifi-

cation d'un cbne projectif de base P1(¢) X Q, par "éclatement

partiel” (ou "relatif") de son sommet. (Transformation généralisant

les classiques désingularisations de Segré).

§2. Classe I" : dimmF =1 et N a deux bouts. N est alors
1l'espace total d'un C*—fibré au-dessus de G/P. On peut alors montrer
que nécessairement G/P = P1(¢) x P1(m), et gu'on peut trouver k>0
et 2% < 0 tels gque, a isomorphisme prés, £ s'interpréte comme le
complémentaire de la section nulle dans l'espace total du fibré en
droites & := 0(k) K 0(2) au-dessus de P1(¢) x P1(¢). On voit donc
encore comment s'obtiennent les espaces Z recherchés (cf. toujours
[30] a4 ce sujet) : On contracte chaque section infinie (resp. chaque
section nulle) de la restriction de £ A P1(¢) x {pz} (resp. a

{p1} X P1(¢)) en un point pour obtenir par recollement (détails
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laissés au lecteur ...) un espace normal que nous désignerons par

Pk 5 - Réciproquement, les espace Pk 2 (k >0, 2 < 0) obtenus par
4 4

ce procédé sont quasi-homogénes et décrivent exhaustivement la clas-

se I".

Observons que P,y (resp. Py _1) est lisse a 1'"infini"
4 ’
(resp. le long du bout nul) et que le cas lisse envisagé par [H.0]
est P1'_1
jectives disjointes.

= P3(¢) , avec § = complémentaire de deux droites pro-

§3. Classe II : i.e. Cas n° 1 avec dimmF = 2 . Alors exac-

tement comme dans [H.o] on peut montrer :

1) FO est rationnelle

2) QF et Q@ n'ont qu'un bout et Y = Yo = Z\Qse P1(¢) .

2

3) Qu'en fait F = Fo = mz(m) , Q étant la partie = (O

F
"a distance finie" de ce plan projectif complexe.

En plusieurs petites étapes il est aisé aussi de montrer qu'il

existe un fibré en droites trés ample n sur Q := G/P tel que Q

F
soit l'espace total du fibré de rang 2 n ® n au dessus de Q et
que % en soit la complétion projective P(n & n & OQ) .

On observe alors que le fibré normal sur % = %\Q = P1(¢) X Q
est 0(1) @ n_1 et que (théoréme de Grauert "avec paramétre"(*) com-

biné avec des "identifications et recollements", détails laissés au
lecteur) il existe alors un espace normal Z ainsi qu'une modifica-

n
tion x : Z —> Z qui consiste essentiellement & contracter chaque

(*) Bien que l'on puisse ici s'en dispenser, le lecteur pourra consulter pour une
version relative du théoréme de Grauert : 1'article de Knorr-Schneider :
"Relativ exceptionelle analytische Mengen' Math. Ann. 193(1971)p. 238-254 .
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ensemble {pl x Qc:§ en un point. Cet espace Z est l'espace le plus
général de classe II ; eu égard au fibré treés ample n on le dési-

gnera par Dn .

L'espace Dn se décrit plus concrétement comme suit : le fibré
trés ample n définit un plongement Q'G—Q.PN(¢) . Réalisant alors

PN(E) comme variété linéaire de codimension 2 dans P, et

N+2(¢)
considérant une droite 6C1ﬁ+2(¢) d'intersection vide avec lﬁ(m),
la réunion des droites rencontrant a la fois Q et § est un mode-

le de Dn comme le lecteur pourra s'en persuader (utiliser entre

autres la normalité arithmétique de Q dans PN(E)) .
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CHAPITRE 5

CAS N° = 2 , CLASSE III

§1. Généralités et rappels : En sus du présent §1, ce chapitre

contient deux paragraphes : dans le §2 nous associerons a la donnée
d'une paire d'entiers a,n 2 1 non simultanément égaux & 1 et d'un
fibré en droites tres ample n au dessus d'une variété rationnelle

homogeéne 8 , un espace quasi-homogéne A de classe III sous

N
a,n,Q,n

l'action d'un groupe de Lie complexe G c Auto(A ). De manieére

N
a,n,Q,n

surprenante démontrer que A est bien l'espace le plus géné-

N
o,n,Q,n
ral de classe III est relativement long et difficile : le §3 est

consacré 3 donner des indications sur cette démonstration.

Précisons d'abord certains points de terminologie : si X est
une variété projective lisse et que D en est un diviseur (non né-
cessairement effectif) on désignera par |D| le systéme linéaire
complet des diviseurs effectifs qui lui sont linéairement équivalents.
Si A <> X est une sous-variété lisse il existe (moving lemma ...)

deux diviseurs effectifs D1 et D, dans X tels que :

i) D1 et 02 coupent proprement A y induisant (comptés avec

multiplicité d'intersection) des diviseurs effectifs notés D et

1]a
D2|A i

ii) D~ D, - D, (équivalence linéaire) .

On appellera alors systéme virtuellement induit par D sur A
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le systeéme linéaire |D - D2|Al' Il est compldtement défini par

1]|a
|ID|] et on l'écrira lD[A ; plus souvent encore, le contexte étant

clair, on l'appellera plus bri&vement le systéme virtuel. Rappelons
que ce systéme virtuel est le systéme linéaire complet associé a la
restriction & A du fibré en droites complexes O(D) . Si tout di-
viseur de IDIA est la trace (comptée avec multiplicité) d'un divi-
seur de |D| on dira que le systidme virtuel est totalement induit ;
1l'exactitude 0 —> I(a) 8y 0(D) —> 0(D) —> 0 (D) A 0 montre

X
qu'une condition suffisante pour gqu'il en soit ainsi est :

u'(x,1(a) ® O0(D)) =0 .

%

Si X est une variété rationnelle, on identifiera souvent, le
contexte étant clair, une classe d'équivalence linéaire de diviseurs
(non nécessairement effectifs) avec sa classe de Chern. En particu-
lier, si c ¢ Hz(x,Z), on désignera par |c| le systéme linéaire
complet des diviseurs effectifs de classe de Chern ¢ . A étant une
sous-variété rationnelle de X rappelons que l'inclusion i :A<>X

permet alors d'écrire : ICIA = ]i*c] .

Souvent il arrivera que nous ayons a considérer sur une variété

holomorphe B des extensibns holomorphes :

(1) 0

>E —>L—>1n —>0

£ et n désignant des fibrés en droites complexes et L un fibré
vectoriel holomorphe de rang 2. On définit alors sur le projectifié
P (L) un diviseur appelé "section infinie" noté s_(L), ou plus bri-
évement s_ , par l'inclusion P () &> P (L) . Rappelons alors que
si a € nw*et si A désigne la EH(¢)—fibrationholomorphe

A : P(L)—/> B , on a, pour les images directes et dérivées de

0(as,) par A , les formules :
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(2) rYA, 0(as,) =0 121 et RO\, O(as,) = s*w en)

le dernier terme désignant ici la puissance symétrique uéme du fibré

*
de rang 2 L ®n . Dans le cas particulier o n = OB et L=¢® OB ’
1P (L) n'est rien d'autre que le complété projectif ou "& 1l'infini" de
£ et s, la classique "section infinie" qu'il faut adjoindre a 1l'es-

pace total de & pour obtenir son complété, et que nous noterons

S, (E) , (2) se réécrivant alors :

(3) R, 0(as () =0 121 et RO, O(as, (E)7=08E o...07.

Par opposition, nous appellerons "section finie" du complété
projectif de & un diviseur "a distance finie" sur P(£ & 0) donné
par l'image d'une section B —> & ., On désignera génériquement 1l'une
quelconque d'entre elles par so(E). Notons qu'une section finie est
privilégide parmi toutes les autres : la section finie de § qui, modu-
lo l'isomorphisme ]P(EOOB) = P(£—10 OB) , s'identifie a la section

infinie du complété projectif de £-1 . (2) s'exprime alors par :

(4) R, 0(as (E)) =0 si i21 et RO, O(as_(E)) =0@E...ec°.

Un diviseur, effectif ou non, sur le complété a 1'infini de ¢
linéairement équivalent a une section finie, sera désormais appelé

section finie virtuelle. En particulier, si D est un diviseur de B

*
tel que & = 0(D) on se rappellera que s_(£) + A (D) est une sec-

tion finie virtuelle (effective si D 1l'est aussi).

Observons enfin qu'en terme d'intersection de cycles (ou, via,
la dqualité de Poincaré, en terme de cup-produit des classes de cohom

mologie correspondantes) on a : so(E)-sw(E) =0 .

Cas particulier des surfaces de Hirzebruch : si maintenant r

est un entier 2 1 , l'espace total Zr du complété a 1'infini du
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fibré 0(r) sur ]P1(¢) s'appelle réme surface de Hirzebruch :

Zr : = P(O(xr)® Q) . Zr est donc naturellement un 1P1(¢)-fibréholo—

morphe sur ]P1(¢) par un morphisme %r : Zr R ]P1(¢), qu'on dési-

n
gnera aussi plus simplement, le contexte étant clair, par o .

Par vV, s Ou méme plus brié&vement Vv (resp. par €, + Ou méme
€) , le contexte étant clair, on désignera tantb6t un diviseur "fibre"
de la forme %;1(p) (resp. une "section finie" de I ), tantét sa
classe de Chern, tantdt méme la classe d'équivalence linéaire de v
(resp. €). Pour désigner un élément de cette derniére classe, on par-
lera souvent de "diviseur de type V" (resp. "de type €"). Enfin Er'

ou méme E, désignant la section infinie s (0(r)) c Zr , tout ce qui

préceéde s'écrit alors dans ce cas particulier :

€.V E_+1rv
r

r r
Rox*O(ae) =0 ® 0(r) ©...0 0 (ar) si o020
(5) o
R w,0(Bv) = 0(B)
RG,0(c) =0 @ 0(r)

Observons aussi que la cohomologie de Zr est nulle en dimen-
sion impaire, que Hz(Zr,Z) =%Ze ® Zv et que eV = g*v est la
classe fondamentale de H4(Zr,Z). La structure d'anneau de H*(Zr,Z)
étant alors complétement déterminée par les formules 52 = rev et

vZ =0 (c£. [6] et [9]).

§2. Construction des A

u,n,B,n :  Soit 52 un groupe semi-

simple complexe dont P2 est un groupe parabolique et considérons

un fibré en droites complexestrés ample n sur 5 s = Sz/P2 .

En posant S, = Auto(1P1(¢))= PSL(2,L) il est clair que

1
Q == ]P1(<T.)x 8 est rationnelle homogéne sous S1 X S2 . Considérons

alors, sur Q , le fibré en droite trés ample O(n) A n (n 2 1) et,
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par abus de notation désignons par o, := P(O(n)Kn)e oQ) son com-
plété projectif ; c'est un P1(¢)-fibréholomorphe par la fibration

N
)

naturelle % : & —> P1(¢)x 3 . Via p := Py °

n , 0 est un Fn_

n
fibré holomorphe sur 8 : On dira aussi quelquefois que ¢n est une

"surface de Hirzebruch En relative”.

Par E nous désignerons la "section infinie" de ¢n et par €

un diviseur "section finie" (cf. §.1), il est alors clair que

1) ¢n est quasi-homogéne sous le produit semi-direct

E°(Q, 0(n) B n) x (S1 x Sz), l'orbite ouverte étant ¢ﬁ\‘E .

2) La trés amplitude de O0(n) @ n a pour conséquence que les
sections finies séparent les points de Qn\ E . (Les "sections finies

virtuelles effectives" séparant méme infinitésimalement ces points).

Si maintenant p € P1(¢), on désignera génériquement par Vv
un diviseur de la forme 3-1({p} x §) qu'on appellera aussi "divi-
seur fibre relatif sur 0n“ ou méme "diviseur de (type) V" sur
Qn . On comprendra aussi le sens de l'expression "diviseur Vv vir-

tuel" etc ...

Si on désigne maintenant par div(n) un diviseur sur 3 tel
que O0(div(n)) =n , E + nv + p*(div(n)), est alors (cf. §.1) une
"section finie virtuelle" de °n , d'ailleurs effective si, ce qui
est possible, div(n) 1l'est aussi. Au sens de l'intersection des
cycles (ou du cup-produit des classes de cohomologie correspondantes)

on en déduit aisément :

2 *
€“ = ¢e+(nv + p (div(n))

e E = vz =0 .
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Et aussi (cf. §.1) pour o 2 0 , la formule :

R%G, ©(xe) <0, ®(0(n)®n) o ...0 (0(na) ®n®)

Considérons sur ¢n le fibré en droites complexe £ :=0 (ae=-2v)

(a0 21, n21, an 2 2) alors Riz*i =0 si i21 et :

(6) R%U,E =p; 0(-2) @(0 (n-2)@n) ...6 (0 (na-2) @n%) .

Si bien que : (suite spectrale de Leray + théoréme de Borel-

Weil + formule de Kinneth, cf. [28]) H'(2_,&) = H' (B, (¢)X'(\5,p:0 (-2))=

H1(P1(¢),0(-2)) = € , et qu'alors toutes les extensions non trivia-

les :

(7) 0 —> £ ——> 1, —=

> 0 >0

peuvent étre toutes réalisées par le méme fibré vectoriel L de rang
2 ; une extension non triviale s'obtenant simplement a partir 4'une
autre en multipliant le morphisme d‘'extension s par un scalaire

complexe non nul.

L'espace X :=1P(L) (noté aussi Y 1le contexte étant

4"
a,n,Q,n
clair) ainsi que sa "section infinie" lisse g = S, = P(§) & X
seront donc indépendants du choix de 1l'extension non triviale (7)

choisie pour les définir.

En désignant par T la projection naturelle 1 : K —_ ¢n ’
on observe que T|, : % _ Qn est un isomorphisme et que
S
v
i K\~§ : K‘\S —_> @n est un C-fibré affine de fibré vectoriel

sous-jacent § .

On fera désormais, & propos de 7 , la convention suivante :
Si A désigne un sous-ensemble analytique de la base de la fibration

™ (ici ¢n!) et que x désigne une entité géométrique sur A
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(diviseur, classe de diviseurs, classe de cohomologie, faisceau cohé-
. v . .
rent, sous-ensemble etc ...) on désignera par x son image récipro-

que sur n—1(A). En vertu du méme principe, nous écrirons aussi

n-1(A) = X .

Rappelons maintenant que ¢n est quasi-homogéne sous Auto(¢n)
d'orbite dense @n‘\E ce qui donne déja un certain intérét au résul-

tat suivant :

LEMME 5.1. - Le morphisme naturel de groupe de Lie complexe

(connexité des fibres de w) mw, : Auto(X) —_—> Auto(én) est
C

surjectif.

La démonstration est standard : l'annulation de la variété de
Picard de Qn (rationnelle!) permet de woir que le "pull-back" de

1l'extension (7) par un élément de Auto(én) est encore une extension

non triviale de 0¢ par & elle aussi réalisée par le fibré vecto-

n
riel L de rang 2  puisque H1(¢n,€) =@ , ce qui permet de conclu-

re aisément.

PROPOSITION 5.2. - La variété X , (a, n 2 1 non simulta-

a,n,Q,n n
nément égaux & 1) est quasi-homogéne d'orbite dense X\(E U B).

Démonstration : Comme T : X\\E —> 0 est un (@-fibré

- X< 8 n
affine de fibré vectoriel sous-jacent £ , toute section holomorphe
globale de & définit sur K‘\g un champ tangent vertical (relati-
vement & 7) constant sur chaque fibre affine et prolongeable 2 X
tout entier (avec méme une annulation d'ordre 2 le long de % N
Compte tenu de 1l'homogéneité de @n\ E sous Auto(¢n) et du lemme
5.1, il suffit donc de voir que H°(¢n,g) # 0 pour montrer le propo-
sition 5.2. Mais, H°(2_,£) = HO(P,(€) x § , ROB,E) et la formule

(6) le font immédiatement voir, puisque na 2 2 et que n% est

46



COMPACTIFICATIONS E‘.QUIVARIANTES PAR DES COURBES

ample. C.Q.F.D.

Remarque 5.3. - En fait si o =n =1 1la variété A
a o,n,Q,n
est quand méme quasi-homogéne d'orbite ouverte X \(ﬁ U S), mais par
un tout autre argument. Toutefois le lecteur vérifiera qu'alors
X \(%LJ%) admet des sous-variétés complexes fermées de dimension
trois qui admettent des fonctions holomorphes globales non constantes

et qu 'en conséquence (Hartogs et Remmert-Stein) Q := X \(ﬁng) ne

saurait étre compactifié (@€-analytiquement par une courbe.

Comme conséquence immédiate de la proposition 5.2 on voit que

via vy = w o M , X est un Za-fibré holomorphe au dessus de P1(¢)X8

Lorsque 8 est réduit a un point la variété X ~ qui est
,g a,n,Q,n

tridimensionnelle sera notée . De tout ce qui précéde on déduit

un diagramme commutatif de fibrations :

//__,_X\N

m N
(8) Y —T o, ———> P, (@) x Q
o
v
Q

W

/

dans lequel Yy est une Za-fibration holomorphe et ¥ une %a -
’

n
fibration holomorphe.

v
En fait, pour voir que Y est une ea n-fibration, il faut
’

montrer que la restriction de (7) a une fibre = Xn de p ne sau-

rait étre une extension triviale ; or, si cette restriction & une
fibre de p était triviale, il en serait de méme pour la restriction

a toute autre fibre de p (équivariance !), d'ou l'annulation du

1

. 49
morphisme naturel H1(¢n,€) ——~>H°(Q,Rp*£) ; mais comme

o o
RC £ = R
oy’ P,*

LY
te sur Q de fibrés en droites trds amples, on a (Borel-Weil)

3V
Row*£ combiné avec (6) montre que Rg € est somme direc-
*
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H1(Q'R§ £) = 0 et l'annulation du morphisme ci-dessus impliquerait
*

(suite spectrale de Leray) H1(@n,E) = 0 ; contradiction.

Précisons maintenant la structure géométrique de X et plus
. " _
particuliérement celles de ses sous-variétés lisses E == 1(E) et

E > K ; tout d'abord, modulo 1l'isomorphisme %l : E ———>.P1(m)x8,

E
(6) restreinte 8 E s'écrit (e.E = 0) :

(9) 0 —> p: 0(-2) —> LIE —> 0, —> 0.

En particulier (Kiinneth) H1(E,E|E) = € montre que la non tri-
vialité de cette extension (9) peut se déduire de la surjectivité du
-morphisme de restriction : H1(¢n,£) _— H1(E,£]E) ; or la suite

exacte de faisceaux sur @n

0 —>¢& 80¢ I(E) —/> & —> EIE —> 0
n

montre que cette surjectivité est conséquence de 1l'annulation de

Hz(Qn,E 00 I(E)) ; mais 1'égalité £ ® I(E) = O(ae-2v-E) permet, si
¢

n

D désigne sur 8 un diviseur effectif tel que O(D) = n (trés am-
*

ple), de voir, puisque sur Qn E+nv +p (D) est une section finie

virtuelle effective (cf. §.1), que :
E® I(E) = 0((a=1)e + (n=2)v + p (D)) .

D'od (o 2 1) :

R%S, 0(ac-2v-E) = R'G, O(ae-2v-E) = 0

et RO, 0(ac-2v-E) = s (0 @ (0(n) ®n)) & (0(n-2)®n).

Ce qui montre que R°$* 0 (ae-2v-E) est somme directe de fibrés
en droites O(k) In' avec k 2-1 et n' tres ample sur 8 ; d'ou

»(Kﬁnneth + Borel-Weil) :
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B (B, (@) x 8, ROU, 0(aec-2v-E)) = 0

Toutes ces annulations montrant (Leray) que H2(¢n,0(ae—2v—E)) =0 ;

C.Q.F.D.

On en déduit alors aisément qu'en fait L]E =(p1 ox)*(004)00(-1”
et donc que E est le ]P1(¢)—fibrétrivial sur E . Nous sommes alors
en mesure de parler des "sections horizontales" (ou constantes)

E —> B ; elles sont en fait définies intrinséquement indépendemment
de la trivialisation choisie % = P1(m)x E : ce sont en effet les
sections dont 1l'image a (au sens de 1l'homologie de E) une auto-in-
tersection nulle. Ce sont ces images en question (de C-codimension 2

dans X) que nous appellerons désormais feuilles horizontales.

Observons que E n B est alors une "diagonale relative" i.e.
que la fibration triviale n[% : B —> E = P1(¢)X 8 admet une tri-
vialisation globale E = ]P1(G:)x 1P1(G.‘)x 8 telle qu'on ait gnE =
A X 8 (A diagonale de ]P1(¢)x P1(¢)).On appellera désormais "hy-
perligne horizontale" une partie de E qui,dans la trivialisation
ci-dessus, s'écrit {8} x 6 , § ¢ A . Pour chaque feuille horizontale
c,cn g est une hyperligne horizontale. La transformation

c —>cn ¥ étant bijective.

Notons que si dim¢k = 3 , ces hyperlignes horizontales se ré-

duisent a un point ...

Ces précisions faites, notre objectif sera maintenant de cons-

truire un espace normal A n =M et une modification  : X —> A

. a,n,Q,n
telle que si Q := ¥ \EuU%) on ait :

1) XIQ est un isomorphisme de Q sur un ouvert de Zariski de

A, ouvert, que nous désignerons aussi (abusivement) par .
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2) ANQ est une courbe.

Comme (connexité des fibres de X , normalité de A) 1la
G(C Auto(X))—action est alors projetable par ¥ , l'espace A sera

G-quasi-homogéne d'ensemble résiduel une courbe.

Pour définir ¥ on va introduire un "bon" systéme linéaire
complet de diviseurs effectifs sur X i.e. sans points bases ni com-
posantes fixes qui séparera ponctuellement et infinitésimalement les
points de Q mais pas ceux de o U g puisque ce dernier ensemble

est appelé a étre contracté en une courbe par ¥ .

On est ainsi amené A considérer le systéme linéaire complet
]ag-%+§| sur X (cf. §.1 pour la signification de ce symbole). On
remarquera tout d'abord que ce systéme n'est pas vide puisque
ag-3-+§ est linéairement équivalent au diviseur effectif
oF + (no-1)V +a¢-1(D) +$ © désignant un diviseur effectif de 3

tel que O(D) =n).

41

Sla-
S

Pour cela on observe qu'on a classiquement pour le fibré normal a

Evaluons d'abord le systéme virtuellement induit Iag -3+

n*

a, n * % N n
S les expressions O(S)lw =7 & | =t e = 0(2v- ag) ; d'ou
8 3 8 %
N N 4" 4V *
O(ae~ v+ S)IW = 0(\))1,§ = (p1 oY) [§(0(1)) : ceci montre aisément que
S

les diviseurs du systéme virtuel sont exactement les fibres (comptées

avec multiplicité 1) du morphisme P, , on énoncera alors le :

[ ’YI'g

LEMME 5.4.- Sur X le systéme la%-mti-gl vérifie :

i) I1 sépare ponctuellement et infinitésimalement les

pointsde Q = X \('ﬁ Ug).

ii) Un diviseur du systéme ne rencontre pas une feuille ho-

rizontale (resp. une fibre de P4 oylg) ou la contient entié-
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rement.

iii) Par contre deux feuilles horizontales distinctes (resp.

deux fibres distinctes de P, oYlg) sont séparées par le sys-

teémes linéaires.

Démonstration de ii) et iii) : , On remarquera en premier lieu

que le lemme 5.1 combiné au fait que @n\ E et E sont des
Auto(én)-orbites permet aisément de voir que §~\§ n E et E\\E n 8
sont des AutO (X)—orbites (observer dans le deuxiéme cas que o n§
est nécessairement une orbite). Comme, X rationnelle, a une variété
de Picard nulle, il est clair (connexité de Auto(X)) que si D est
un diviseur du systéme, il en sera de méme de gD . La Auto(X)—sta-
bilité des composantes fixes et de l'ensemble des points base qui en
résulte, montre que seuls E et § sont éventuellement composantes

fixes et que seul ENng est éventuellement 1l'ensemble des points

base.

On voit alors que,si on montre la totale induction du systeéme

N -
virtuel Iag- v+ ¥ . i.e. que chaque ensemble Yll({p}xQ) c § est
S S

N L A VR VI, Y
la trace sur S d'un diviseur de la famille |aE-V +S|,on aura mon-

tré :

1) Les parties des énoncés ii) et iii) qui concernent les fi-
bres de P4 oYI,g et donc aussi que § n'est pas composante fixe du
systéme.

o
2) Que ENS n'est pas ensemble des points base du systéme

puisqu'a chaque fibre de P4 oYl“ correspond une hyperligne et une
S

Ny
seule dans E NS (et réciproquement) qui appartient a cette fibre ;
N
ce qui montre de surcroit que E ne saurait &tre composante fixe du

systéme.
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Or pour montrer cette totale induction il suffit de montrer

(cf. §.1) 1'annulation de H' (X, 0(at-V +8)e,. 1(EN=8" &, 0t -")).

%
Mais (rationnalité des fibres de w) ce dernier groupe est isomorphe
a H1(¢n, O(ae-v)) dont l'annulation s'obtient, via Leray+Kiinneth+

Borel-Weil, par R1X*0(ae-v) =0 et Rox*O(ae-v) = somme directe

de fibrés en droites O(k) @ n® (0 2 0 et k 2 -1). C.Q.F.D.

Comme un calcul d'intersection de cycles (détails laissés au
lecteur) permet de voir que la restriction de 0(02-%-+§) a une
feuille horizontale est le fibré trivial, on en déduit facilement,
avec ce qui précdde, que la partie ii) de 1'énoncé qui concerne les

courbes horizontales est vraie.

Si maintenant C est une feuille horizontale, de tout ce qui

n N N
précéde, il résulte qu'il existe un unique diviseur Dce |ae =v +8 ~
S

n N
rencontrant C (aux points d'intersection de C avec ENS) . Il
N
est alors clair, par tout ce qui précéde, que si D est un diviseur
N v

du systéme induisant DC sur S , D contiendra C , mais aucune au-

tre feuille horizontale ; ce qui achéve la démonstration de ii) et

iii).

Démonstration de i) : Soient 31 et 82 deux points distincts
de Q = x\\(ﬁng). si p, oY(a1) # P, oY(az) choisissons un diviseur
effectif D sur 8 associé au fibré trés ample n qui ne contienne
par w(az). Il est aisé de voir que le diviseur effectif
oF + (na-1)y" (p1oY(a1) x8) +ov T (D) +8 appartient & la famille 1i-
néaire considérée, contient a1(na 2 2), mais pas 82 : i), et le

lemme 5.4 résuleront donc du lemme 5.5 suivant :

LEMME 5.5. - Soit % un diviseur sur X de la forme

Y—1({p} x 8) (i.e. image réciproque par 7 d'un diviseur
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"fibre" v sur ¢ ). Alors le systdme virtuel log -3 +§lm
v

est totalement induit et sépare les points de Iy \(%ng)-

Démonstration : Précisons d'abord la structure géométrique de
v . S1 v est un diviseur "fibre relatif" sur Qn il est clair qu'il
est l'espace total complété = P(n@® 0) de la restriction = n de
o(n) n a {p} x a . La trace générique de € sur Vv est une
"section finie" so(n) de ce complété et la trace de E une "sec-
tion infinie" s_(n). Enfin vev = 0 achéve de montrer que EIV =
0(aso(n)). Si bien que la projection %|v=v —> {pl} x 8 donne une
image directe R°%lv’* Elv =06...06 n° (0 2 1) gqui est un fibré
acyclique en dimension > 0 sur a (Borel-Weil). Comme pour i > 0
Rixlv'* Elv = 0 on voit (Leray) que H1(v,EIv) = 0. En conséquence
la restriction de (7) a v se scinde et v = P(L{v) s'interpréte
comme le complété a 1l'infini de Elv au-dessus de Vv (de projection
m) ; la trace de g sur v étant alors la "section infinie" ﬁnglv)’
celle de ¢ (resp. %) étant 1l'image réciproque nTl(so(n)) (resp.
étant nulle puisque VeV = 0). Si bien que la "trac:“ de ag —% +§
sur v est sw‘glv) + wIé(aso(n)). Comme O(aso(n)) est justement

Elv cela montre que cette trace est une "section finie virtuelle" de

M quand on l'interpréte comme complété a 1'infini de EIV .

Soient alors maintenant 31 et 32 distincts dans % \(ELJE) ;
si dans Vv \(ENv), v(a1) # w(az), il existe (trés amplitude de n)
une "section finie™ s1(n) du complété de n au-dessus de {pl} x 8
N N
telle que v(q1) € s1(n) et n(qz) 4 s1(n) ; mais alors sm(EIv) +
o nIl(s1(n)) est un diviseur de la famille virtuelle qui contient
v

N N N
g, etnon gq, .

Si par contre ﬂ(a1) = n(az) =qgev\(ENv), il existe une

"section finie" so(n) c Vv gqui ne contient pas gq ; mais alors si,
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ce qui est possible, ¢ est une section ¢ : v —> EIV qui s'annule
avec multiplicité o > 0 1le long de so(n), on a obligatoirement

o(gq) # 0 et il existe X e € pour lequel Aclqg) = 31 et Ao (q) #32.
L'image Ao (v) © M est alors clairement, par ce qui préceéde, un di-

N v
viseur du systéme virtuellement induit qui contient 94 et non q,-

Démontrons maintenant la totale induction de ce systéme virtuel:

il suffit 1la encore de montrer que H1(x, 0(&2— 234-%)) 0 . Or la

non trivialité de (7) permet de voir (puisque H1(¢n,£)

C et que

Qn est rationnelle) que, dans le morceau de suite exacte :

¢=ue 0 —>n (@ £ —>H (@ ,L) —> 0

3 est non nulle et donc que H‘I (@n,L)=O ; mais alors une application stan-
dard de la suite spectrale de Leray de m combinée a 0 (oe~- 2v) =
det L montre que : H1(X, 0(&2-2%-+§)) = H1(¢n,0(ae- 2v) © Ron*O(gn

*
= H1(@n,0(as— 2v) ® L)) = H1(¢n,L) = 0 (cf. plus haut dans le texte).

C.Q.F.D.

Le lemme 5.4 s'en déduit car 1'homogénéité de Q permet de
déduire la séparation infinitésimale & partir de la séparation ponc-

tuelle.

Mais ce lemme 5.4 montre alors que le systéme linéaire

[ag-3+-§| définit un morphisme de X N dans un espace pro-
. a,n,Q,n

jectif : le normalisé de l'image de ce morphisme sera par définition

l'espace A

alnvaln
Il est clair qu'existe une modification ¥ :k n -_>
a,n,Q,n
A n et que A " est G quasi-homogeéne d'ensemble rési-
a,n,Q,n a,n,Q,n

duel une courbe sous G := Auto(X) > Auto(A) et de plus alors
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dans le cas n°3

N.B. Si o # 1, ¥ est une ‘G désingularisation minimale" ; par
contre si a =1 il existe une modification lisse intermédiaire
A1 : X —> A1 —> A. Plus précisément dans ce cas A a la géomé-

trie d'un espace de classe II, a savoir D0(1)EV\' mais il est de

classe III comme G-espace car G ; Auto(D0(1)@n) .

§3. Etude générale du cas n°2 : Nous allons donner ici des in-

dications sur le fait que tous les espaces du cas n°2 sont les espa-

ces A " . Considérons donc un G-espace Z <—>G/H dans le
o,n,Q,n .
cas n°2 ainsi que la fibration : G/H —> G/P ; on se persuade tout

d'abord (étude plus longue et fastidieuse que vraiment difficile et
que nous épargnons au lecteur) que F est rationnelle et que

Fo # ZO = P1(¢) X P1(¢) et donc que F, = Pz(m) ou ZS‘B 2 2).

Pour simplifier 1l'exposé restreignons nous au cas ol Fo =1z

B
(B 2 2) ; désignant, comme au §.1, par EB (resp. vB) le cycle excep-
tionnel (resp. un cycle fibre pour XB : ZB —_ P1(¢)) il est pos-
sible de montrer que la P-orbite ouverte Qp dans F est de la

forme ZBe\(vB U EB) = mz . En particulier la restriction a Qp de

N
mﬁ définit une fibration intermédiaire de base et fibre c .

mn

On peut alors montrer que dans la fibration intermédiaire qui
s'en déduit :

e/ —& 5 g0 &

> G/P

que G/J est l'espace total d'un fibré en droites trés ample au-des-
sus de G/P. Afin, via Borel-Weil, de mieux utiliser ce fait rappelons
ici des résultats de [h.oJ] (cf. p. 133) qui d'adaptent exactement 2

notre contexte élargi : via 3 (cf. chapitre 3) une S-orbite 2-C-
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codimensionnelle dans % s'identifie 2 Q ; mais, via X (cf. cha-
pitre 3) une telle orbite se fibre sur Yo ; d'ou en fait une S-fi-
bration Q _X2_> Yo . Des considérations classiques (impossibilité
pour une certaine racine simple d'étre liée aux autres ...) montrent
alors que, si S, est le sous-groupe d'ineffectivité de l'action de
S sur Yo , 11 existe un sous-groupe distingué S1c:S , localement
isomorphe a SL(2,C), tel qu'on ait les produits presque directs

S = S1.S2 et PN S = P,-P, (Pi parabolique dans S i=1,2) et
les identifications Q = S1/P1 X SZ/PZ et S1/P1 = P1(¢).Posant
alors 8 s = SZ/P2 et observant que S1 opére transitivement sur Yb,
on peut en fait écrire Q = Yo x 8 , la projection sur le premier

facteur s'identifiant justement au morphisme xo ci-dessus.

Considérons d'autre part l'espace G xF Y, (&> G xP P/H) :

c'est un Yo—fibré au-dessus de la base Q = Yo X 8 ; par la modifi-
cation : G «P P/H —> 2z ghacune de ses fibres est envoyée isomor-
phiquement sur Yo , ce qui définit une trivialisation globale de ce
fibré : on identifiera son espace total a Y°><Q E(Y°><Yo) X 8 , cette

dernidre décomposition étant "adaptée" a la décomposition S =S, xS

1 2

au sens suivant (détails laissés au lecteur, cf. [H.0.]) : si
n N , .
(y1,y2,q) € Yo X Yo X Q et si s = s1s2 € S la S-action sera alors

donnée par la formule :

N N
(10) S. (¥1/¥,9) = (s84.¥,,8,.Y5,8,.9) ,

la 2-C-codimensionnelle S-orbite étant A X 6 c:(Yo><Yo) xa avec

A = diagonale de YO X YO .

Précisons d'abord que, quitte a rajouter éventuellement de
l'ineffectivité, ce qui ne changera rien au probl&me, on supposera
désormais que S1 = SL(2,E) et gue P1 := PN S1 est le sous-groupe

de Borel, désormais désigné B , des matrices complexes 2 x2 unimo-

56



COMPACTIFICATICNS EQUIVARTIANTES PAR DES COURBES

dulaires et triangulaires supérieures ; T désignant alors le sous-
groupe de Cartan des matrices complexes 2 x 2 diagonales unimodulai-
res, N+ celui des matrices unipotentes triangulaires supérieures ,
t et n+ leurs algébres de Lie respectives, h :=t @ n’ est clai-

rement l'algébre de Lie de B .

Considérons maintenant 1l'unique systéme de racines positives
sur ($1(2,€),t) tel que nt  soit l'espace radiciel de la racine
positive a € t* , la coracine positive h_ e t étant classiquement
la matrice (é _?) e $1(2,€) . Si p : T —> t* est un caract2re de
T on dira que ce caractére est positif (resp. négatif) si la dé-

rivée p, : &t —> € est un poids p := p, gni est positif (resp.

négatif) i.e. tel que p(h+) >0 (resp. p(h+) < 0). Alors :

DEFINITION 5.6. - T opérant holomorphisquement sur une variété

C-analytique k-C-dimensionnelle en fixant un point x € X , on

dira que ce point est attractif ou "puits" (resp. répulsif ou

"source") si l'action naturelle de T sur Tx(x) s'écrit dans

une base adaptée : t.(xq,...,%X;) = (p1(t) x1,...,pk(t)xk), les

oy 1 £1i £ k étant tous des caractéres négatifs (resp. posi-

tifs).
ExXemple 5.7.- Avec cette définition il est aisé de voir que

pour l'action naturelle & gauche de T sur B/T , la classe neutre

ey est un point répulsif.

Supposons maintenant désormais que T agisse non trivialement

sur une surface complexe lisse X ; C © X étant une courbe lisse
de X qui soit T-stable, si x € C est fixé par T nous dirons
que x est attractif (sous-entendu pour l'action de T) dans la di-
rection de C (resp. transversalement attractif ou attractif dans
la direction normale) si l'action naturelle de T sur le sous-espace

TX(C) c TX(X) (resp. sur le quotient
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Tx(x)/Tx(C)) est donnée par un caracteére négatif. On dira aussi sou-
vent que la T-action est attractive dans la direction C ou (le
contexte étant clair) que T est attractif en x ... On a les mémes
définitions en remplagant partout les mots "attractif" et "négatif"

ar, respectivement, "répulsif" et "positif".
p P

Observons que si T agit trivialement sur C lisse et connexe
la T-action y est partout transversalement répulsive ou partout

transversalement attractive.

Soient maintenant, toujours sur une surface X , une famille
finie (CA)AeA de courbes lisses chacune isomorphes a P1(¢).On
supposera que deux courbes de la famille se coupent au plus en un

point, et alors dans ce cas transversalement, auquel cas on dira en-

core que les courbes en question sont contigilies, leur point d'inter-
section s'appelant alors point de contigiliité, et que, réciprogquement,
tout point de X appartient a au plus deux courbes de la famille.
Soient maintenant C1,C2,...,Ck des courbes de la famille considérée,
si pour les nombres d'intersections, on a les égalités C1.C2 =C2.C3=
ce. = Ck_1.Ck = Ck.C1 = +]1 on dira que le sous-systéme de courbes
constitué par les CqreeesCy forme un cycle pour la famille (CA)XEA’
Un systéme de courbes (CA)AQA ne possédant aucun cycle sera appelé

arborescent. Dans notre contexte (n1(CA) = 0) 1l'arborescence est

clairement équivalente a la simple-connexité de U CX( &> X) ; si
Aeh

de surcroit ce dernier ensemble est connexe, on dira que la famille
(Cy),¢p ©St un arbre . Une courbe du systeme de courbes considéré
s'appellera un rameau si elle ne posséde qu'un point de contiguité,
s'appellera ordinaire si elle en posséde exactement deux, et embran-

chement si elle en posséde trois ou plus.

Supposons maintenant que T agisse algébriquement et non tri-
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vialement sur la surface, désormais projective lisse, X et que T
stabilise chaque courbe de la famille (CA)AEA qu'on supposera étre
un arbre. Si C et C' sont deux courbes contiglies en x € CNC' :
on dira que x est un point de transmission pour la T-action si ,
ou bien x est répulsif (resp. attractif) dans la direction de C
(resp. C') ou bien vice-versa. Dans ce cas, la configuration des
T-orbites au voisinage de x est "selle de cheval"” ; on dira aussi
que la T-action se transmet de C a C' . Par opposition, si x est
répulsif & la fois dans la direction de C et C' , ou si x est at-
tractif & 1la fois le long de C et C' , on dira que x est un point

de renversement pour la T-action . Dessinons :

\\E?/k;—~g;ﬂ’ \f19/4*<~‘<3i,//
transmission renversement

Il est aisé de voir que T ne peut agir trivialement sur deux

courbes contiglies. Faisons 1'

Observation 5.8. - L'adhérence d'une T-orbite 1-C-dimension-

nelle générique contient chaque point de renversement ainsi qu'un

point de chaque courbe du systéme sur laquelle T agit trivialement.

(Courbe qui d'ailleurs ne contient aucun point de renversement ou de

transmission).

Reconsidérant maintenant la P-fibration P/H —> P/J = L , sa

0y 0y : “~ . v
définition méme montre que, si on pose x  := wg

P, (@) \x,}. Le fait que G/J soit un fibré en droi-

(vﬁ), on a l'identi-

n

fication P/J
tes s'exprime ici par l'existence d'un point X, € P1(¢)\{xm} = P/J

qui est PNS stabilisé : Le théor&me de Borel-Weil montre ici di-

rectement que la trés amplitude du fibré en droites complexes

snp

G xP p/g = s x P/J a pour conséguence que X est un point
o
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attractif pour la T-action naturelle a gauche sur P/J et qu'en

-]

conséquence x_ est répulsif pour la T-action sur ]P1(¢) projetée

par %B . En particulier les T-orbites génériques dans FO:=EB de

N -
Ct-dimension 1 auront leurs "sources” dans l'ensemble wﬂ1(xm) = \)‘5 et

V.
leurs "estuaires" dans l'ensemble ws1(xo), en particulier encore,

si OB := vBﬂ EB , la T-action sera répulsive en GB dans la direc-

tion EB .

Sauf dans le cas ou F est l'espace projectif 1P2(¢), on

pourra trouver une surface de Hirzebruch Fo =I, (B21, Fg mini-

B
male si B 2 2) et le diagrame de P-modifications :

F
SN
Fy P/H

Si T est une courbe dans F0 (resp. DP/H) on désignera

* *
désormais par 6 (I') (resp. XO(F)) son image réciproque Erogre(*)

par la modification 6 (resp. xo).

Observons maintenant que dans notre contexte (structure des

modifications monoidales) 1l'ensemble 6—1(\>S U EB) = x;1(Yo) est

une réunion de courbes C; = P1(¢), dont le systéme constitue un

arbre, au sujet duquel nous énoncerons :

LEMME 5.9. - F,Fo,e,xo etc ... étant comme ci-dessus :

*
i) L'image réciproque propre xo(Yo) est une réunion de

-1
rameaux D1”"’Dk de l'arbre 6 (vsU EB) .

N
ii) si xi(1 £ i £ k) est l'unique point de contiguité du

*
*) Quelquefois appelée aussi image réciproque stricte .
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rameau Di , l'action de T est attractive en Xy dans la

direction Di .

Démonstration : S agissant transitivement sur Yo > Z ,

1
nécessairement, il existe un B-orbite = € dans Yo dont le com-

plémentaire est un point y_ e Y. (En fait Yo \{yo} est méme une

o

P-orbite). Il existe alors un point z, € Yo \{yo} gqui est T sta-

bilisé ; les identifications B/T = B.zo = Yo\ fyo} montrant de plus
(cf. exemple 5.7) que la T-action est répulsive en z, - La B-équi-
variance du morphisme ¥ : x : x;(YO) —> Y, montre alors que dans
chaque composante irréductible D, = P1(¢) (1£1i<k) de x;(Yo) il
existe une B-orbite = € . B< P stabilisant tout le systéme de
courbes et donc chaque point de contiguité, Di ne peut en avoir
gu'un seul, ce qui démontre déja i). Si pour chaque i € [j,kﬂ z,
est l'unique point de D, tel que Xo(zi) =2z, ,0n voit clairement

(B-équivariance) que T agit répulsivement en zg le long de Di ;

ce z; ne pouvant étre un point de contiguité, on en déduit ii).

LEMME 5.10. - Soient F, Xo? 8, Fo etc ... comme dans tout ce

qui préceéde, supposons que FO soit une surface de Hirzebruch

z, lo 2 1) telle que va\\{ca} soit une P-orbite ; alors :

i) 81 C_ est une composante irréductible de

o
-1 -1 .
6 (VQUE)) = X, (Yo) telle que xo(Co) =Y, . nécessairement
* *
Cy = 8 (Va) ; en particulier xo(Yo) est alors irréductible.

ii) 8i o 2 1 , soit fq le cbne normal obtenu par la

v
P-modification Za —_ Za consistant & contracter en un point

3a le cycle exceptionnel Ea CZZG . Si ;a désigne 1l'image

(= P1(¢)) de v, Ppar cette P-modification, le normalisé

= v
P/H de P/H est "P-isomorphe" 2a Za avec d'ailleurs encore

v v
Qg = ch\va :
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Démonstration de i) : Considérons les images réciproques pro-

* *
pres : %a := 0 (Ea)’ et Vv :=8 (va), on voit aisément (normalité de

o
Za) que ce sont des courbes connexes(*) = p1(¢), et que %a # Co
puisque dans Co il y a clairement une B-orbite = € et que, par
contre, deux points distincts de %a sont stabilisées par BcSNP
(car, via le P-morphisme %a , On a Ea \{Oa} = P/J ...). L'existen-
ce d'une P-orbite = & dans %q (via Ba il s'agit de

P/J = P1(¢)\{xw}) ainsi que dans C_ montrerait, avec 1'hypothese
faite sur V, ¢ Que si %a # Co les trois courbes distinctes deux a

N n -
deux C_ , v et E seraient des rameaux de l'arbre 6 1(v UE ) =
o o o —_ o o

x_1(Y ) puisque ce dernier est P-stable. Le lecteur se persuadera

o o
aisément qu'il en résulterait 1l'existence 4'un embranchement C pour
le systéme de courbes : C = P1(¢) ayant trois points distincts

T-stabilisés serait alors ponctuellement stabilisé par T . Comme

nécessairement 6(C) = Oy ¢ les T-orbites 1-T-dimensionnelles géné-
riques dans F auraient donc nécessairement leurs sources en C
(i.e. la T-action est transversalement répulsive le long de C),
leﬁrs estuaires appartenant a 6-1(3;1(xo)) (cf. plus haut dans le
texte) ; Or chaque T-orbite de (€-dimension 1 a exactement deux
bouts : les points d'adhérences d'une T-orbite générique qui ne lui
appartiennent pas ne peuvent donc étre, par ce qui précéde, que dans
C ou dans 6-1(8;1(x0)) : cela démontre déjd que C ne peut &tre
que le seul embranchement de l'arbre considéré (et méme la seule
éburbe possible du systéme sur laquelle T agit trivialement) et
aussi puisqué‘%IBré aucun point de contiguité du systéme ne peut étre
répulsif ou attractif que tous les points de contiguité du systéme

qui ne sont pas sur C sont des points de transmission pour T-action.

(*) En utilisant aussi le fait qu'elles sont chacune B-quasi-
homogéne
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Trois branches (au moins) partiraient donc de C, constituées
chacune d'une "chaine" de courbes ordinaires le long de laquelle il
y aurait transmission de la T-action, et aboutissant chacune & un des

E ,C et 3
ameaux e .
r o ' Yo o

Il résulterait alors aisément du lemme 5.9 que par "transmission"
la T-action serait transversalement attractive a C en son point de
contiguité avec la "branche Co" alors qu'elle serait transversale-
ment répulsive a C en son point de contiguité avec la "branche %u"
(cf. Borel-Weil : répulsivité dans la direction E, en oa) . Cette

contradiction démontre déja le i) de 1'énoncé.

Il résulte de i) que l'image réciproque connexe (P/H n'a qu'un
bout) §o de Yo par le morphisme de normalisation : §7ﬁ —> P/H
ne contient nécessairement qu'une composante irréductible : comme
dans cette composante irréductible, il y a une B-orbite = € , 1l'ima-
ge réciproque de Y, contenue dans 1'adhérence de cette B-orbite est

réduite a un point ; Comme par le morphisme de normalisation

o
?o \{?o} ] Yo'\{yo} , P/H —> P/H est clairement bijectif i.e.

P/H est localement irréductible.

Démonstration de ii) : Il suffit de montrer que le morphisme

Xg ¢ F—> P/H se factorise par F —> fa —> P/H , la premiére
fléche étant ici la composition : F —> Za e Ea : la normalité
de §a montre qu'il suffit de trouver une telle factorisation de Xo
dans laquelle ia —> P/H est continue i.e. qu'il suffit de mon-
trer que x0(9_1(Ea)) =Y, i Or i) nous dit aussi que le sous espace

P-stable xo(6_1(Ea)) ne contient pas Yo et donc (P-décomposition

de P/H) qu'il est réduit a {yo} . C.Q.F.D.

Si F = Pz(m) on peut voir directement qu'alors Pﬁh=§a= P2(¢L

63



F. LESCURE

Le lemme 5.10 est l'étape décisive (mais pas encore ultime)

pour démontrer la :

PROPOSITION 5.11. - Les espaces Z de classe III les plus

généraux sont justement les espaces A " "construits" au
o,n,Q,n

§.2 de ce chapitre.

Sans entrer dans les détails de la démonstration de la proposi-
tion 5.11 indiquons qu'elle n'est pas une conséquence directe du lem-
me 5.10 ; plus précisément, la difficulté pour montrer que 5?? est
un céne ga est que (lorsque F # Pz(m)) si 6 : F —> Eu est une
P-modification et que ZB\( vBU EB) est la P-orbite ouverte, les
hypothéses du lemme 5.10 ne sont pas a priori vérifides, i.e. qu'il
est possible qu'en sus de UB il y ait un autre point cé € vB qui
soit P-stabilisé. Toutefois sous cette hypoth&se on peut démontrer
qu'existe une P-modification 6 : F —> 28-1 et que, de proche en
proche, par une suite combinée d'éclatement et de contractions, on
puisse trouver £ 2 0 tel que 1 S B-2 < B et tel que la modifica-
tion § : F —> 25-2 vérifie les hypothéses du lemme 5.10 et donc

L v
tel que P/H = Za(a=s-2) .

Donnons une description bréve sur ce processus de "rétrograda-
tion" du modéle minimal de F dans la situation "presque générale"

ou 1'on a le "P-diagramme" :

N\

EB P/H
avec B 2 2 et ou ZB‘\(EBlJvB) est la P-orbite dans I, et tel
encore gu'existe un point P-stable cé € Vg \{cﬁ} : 1'éclatement de

ce point donne une P-modification %B > ZB . Des considérations
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combinatoires (nombre d'embranchements, d'arbres, de points de con-
-1 .
(ag)

ne saurait &tre réduit a un point et donc (propriété universelle de

tiguité, etc ...) permettent de vdir que l'ensemble connexe 6

1'éclatement) que 6 se factorise par la P-modification ci-dessus en

une composée F ——> 2’5 —> L de morphismes. Or la théorie élé-

B

mentaire des surfaces permet de voir que EB est aussi une modifica-

tion de 25_1 ce qui, compte tenu de la connexité de P permet de

définir la P-modification F —> 26-1 que nous recherchions.

Cette description du normalisé P/H permet, moyennant quel-
ques calculs standards de classes de cohomologie, de voir que Z est

un espace A "~ : Plus précisément G/J est l'espace total d'un
a,n,Q,n

fibré trés amples O(n) ® n sur G/P , d'od un plongement comme ou-

vert de Zariski G/J &> <Dn .

On peut alors vérifier que G «P Ea est un 1P1 (€)-fibré sur

<bn et gqu'en fait G P L = ?( n + L'existence de la modification

o,n,Q,n
G xP Za (=K) —> Z et la description aisée des cycles contractés
en un point permet (Z normal) de voir qu'alors 2 = A " .
a,n,Q,n
C.Q.F.D.
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CHAPITRE 6

CAS N° 3

Sous l'hypothése que S agit trivialement sur Yo (en faisant
la encore une étude longue et fastidieuse de la géométrie possible
de la surface de Potters FO), on peut montrer l'existence d'une fi-
bration intermédiaire :

F1 F

—_—> G/J 2

G/H ——> G/P

oih F, et F

1 , connexe sont de (€-dimension égale a 1 .

Apreés exclusion de certains cas, ne subsistent en fait que les
possibilités : F1 = courbe elliptique et F2 =T (classe 1V), F1 =C
= € (classe V).

et F, =T (classe IVO) et F, =F

2 1 2

§1. Classe IV : On sait ici que G/J est l'espace total
d'un fibré en droites treés ample n sur G/P . On peut montrer que,
dans ce contexte, F = Fo est une surface de Hopf de dimension al-
gébrique 1 et que la réduction algébrique y : F —> P1(¢) est une
T-pseudo-fibration principale de Seiféit ; plus précisément, il exis-

te un point x € P1(¢) tel que si T, := Y—1(Xm) on ait :

1) Qg = F\T,

2) restreinte a P1(¢)\{xm}, Y est une T-fibration princi-
pale P-équivariante s'identifiant & la P-fibration P/H —> P/J .

T est évidemment isogéne & T .

Lo
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Le fait fondamental ici est alors que T est dans le centre
de Auto(F) ; en particulier la commutation des actions de P et de
T sur F permet de définir une T-action infinitésimalement libre

holomorphe sur % =G «P F.

Le quotient En := %/T existe (cf. [}1] §.2, p. 140) et n'est
rien d'autre que le complété projectif du fibré & droites trés ample
G/J —> G/P par une "section infinie". Cette section infinie se
contracte en un point pour donner un céne normal Cn dont nous dé-
signerons par c, le sommet ; Cn est un G-compactification de G/J.
La composition 7 —> En —_—> Cn définit un morphisme propre sur-
jectif ¢ : % —> Cn tel que ¢-1(cm) =% \Q . Or Z étant topolo-
giquement le quotient de ¥ par la modification % —> %2 , modifi-
cation par laquelle de surcroit % \Q2 est l'image réciproque de
Z\Q , on voit que ? admet une factorisation continue et donc

(normalité de 2Z) holomorphe donnée par le "G-diagramme" commutatif :

N
% ———;L————Q Cn <—————————JG/J
X‘ v/ /
Z < 2 G/H

Or (normalité de 2, connexité de T et des fibres de 1Y) la
T-action holomorphe sur % se projette sur Z en une action infi-
nitésimalement libre qui redéfinit ¥ : Z2 —> Cn comme T-fibration
de Seifert d'unique éventuelle fibre spéciale §_1(c ) .

(-]

Réciproquement, Cn étant un cbne projectif quasi-homogéne de
sommet c_ , on peut montrer (en utilisant notamment le fait que la

-]

singularité c_ est rationnelle) que toute T pseudo-fibration

)

o

principale normale de Seifert ¥ : 2 —> Cn , admettant Tw=?-1(c

comme unique éventuelle fibre spéciale, est un espace de classe IV
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d'orbite dense 9 = Z \T_, .
§2. Classe IV ] F1 =C et F2 = T ., Donnons des indications
_—————O

brdves sur cette classe ; tout d'abord a l'aide du théoréme de réduc-

tion du groupe structural de Barth-Oeljeklaus, cf. [3] p. 59, il est

possible de démontrer que la T-fibration G/J —> G/P est triviale:
G/J =T x G/P . De plus il existe un fibré en droites trés ample n
au dessus de G/P dont l'espace total se compactifie par un point

c, pour donner le cbne normal Cn de sommet c, et tel alors qu'on
puisse ecrire Z = T><Cn ' Yo = TX {cw} et Q =12 \Yo : les espaces
de classe IVo sont donc en fait les espaces de classe IV de 1l'espéce
la plus simple i.e. la fibration T-principale triviale sur le céne

Cn .

§3. Classe V , F, = T et F, = € : Avant méme de donner des

indications sur cette classe, nous allons faire quelques sorites sur

les actions toriques sur les surfaces algébriques.

*
Soit T un tore algébrique (i.e. = (C )¥) . L'ensemble des

' *
caracteéres algébriques p : T —> C (qu'on appellera ici simple-

ment les caracteéres) forment naturellement un Z-module : T = 2%

Si p e T est non trivial, le plus grand entier 2 (p) 2 1 par le-

quel p est divisible s'appellera longueur de p ; l'unique carac-

2 (p)
o

tére s tel que p = p s'appellera caractére primitif associé

a p . Naturellement l(po) = 1 , cette dernidre propriété s'exprhmnk

désormais en disant que °o est primitif.

Soit maintenant T un tore algébrique agissant rationnellement
sur une surface algébrique lisse I ; si les orbites génériques sont

de (-dimension 1 on dira qu'on a une "bonne T-action" sur I . Sup-

posons maintenant que cette bonne T-action stabilise un arbre de
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courbes lisses (FA)AeA sur I ; si T et T' sont deux courbes de
ltarbre contigu&€s en o0 € I , il est clair que T va agir naturelle-
ment sur Tc (I') (resp. Tc (I'')) par l'intermédiaire d'un caracteére
p (resp. p'). Le fait que 1la T-action soit bonne s'exprimera par la
dépendance linéaire (sﬁr Z) de p et p' , i.e. par l'existence d'un
caractére primitif . po‘ et j et j' dans Z tels que p = pg et

p' = pg'; la non trivialité de la T-action s'exprimant alors par
(3,3') # (0,0). Si 3jj' > 0 (resp. jj' < 0) on dira que o0 est un
point de retournement (resp. de transmission) pour la T-action. Si
par exemple j > 0 (resp. j < 0) et que p est un caractére dont o

est le caractére primitif associé, on dira que o est p-répulsif

(resp. p -attractif) dans la direction de T . Si J € I est T-sta-

bilisé et que (modulo le théoréme de linéarisation) au voisinage de

. i
0 cette T-action se diagonalise par les deux caracteéres pg et pg
tels que j >0 et 3j' > 0 on dira que ¢ est p-répulsif ou p-

source ; 0 sera p-puits ou p-attractif s'il est p—1-source.

Considérons maintenant la surface de Hirzebruch Za (@ 2 1)
comme le complété par la "section infinie" Ea de 1l'espace total du
fibré O0(o) au dessus de P1(¢),et choisissons une fibre Vo de

N

W, * Za —> P(C) .

Dans Auto(Za) qui stabilise évidemment Ea on désignera par

Iv le stabilisateur de Vo d la projection par XG de Iv est
o o
évidemment le groupe affine des transformations de P1(¢) qui sta-

A
bilisent x_ :=wu(vu)' On posera vanEa ={°u} (cf£. §3 du chap. 5).

Soit alors maintenant une bonne action du tore T sur Ea qui

stabilise, outre évidemment Ea , la fibre v, - La projection, gu'on
4V

supposera désormais étre non triviale, par w, de cette T-action va

évidemment stabiliser un point x_ e P, (€)\{x,} . Si bien que la
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T-action stabilisera :

. -1
1) Une fibre w, (xo) # Vo
2) Mais aussi classiquement une "section finie"

s, (0(a)) L \E, .

On pourra donc définir les points T-fixes suivants :

Oy = Vo Ns (0(a))

Ty = Oy (x,) N s, (0(a))
N1

T(l = EU. n w(l (xO)

Il est alors absolument clair que chacune des T-actions natu-
relles sur chacun des trois espaces tangents Tx (P1(¢)),
‘00
TG,(so(O(a))) et T, (Ea) sont définies par un seul et méme carac-
o o

tére p , les T-actions naturelles sur T, (P1(¢)),TT.(SO(0(a))) et
(o) a

TT (Ea) étant alors définies par le méme caracteére 9-1 : on appel-
o

lera le caractére p 1le caractére fondamental de la bonne T-action;

nous l'avons par hypothése supposé non trivial. Désignons mainte-
nant par Po le caractére primitif associé a p et par & 1la lon-

ueur £ (p) : pour désigner le caracteéere pn(n:sz) on utilisera sou-
g o

vent la notation pn/l . La description des tores maximaux de AUto(Za)

permet alors de montrer l'existence d'un entier relatif 3j tel que :

1) La T-action naturelle sur '1‘0 (va) est définie par le
a

: 10 .

pJ/=J

caracteére pS *

- ; V-1 -~
2) La T-action naturelle sur Tra(ma (x,)) (resp. TT&(mo (x,))
est définie par le caractére pO+I/ pgl+j

-o-j/%

(resp.

P =p

-al-j
o )

On dira que Jj € Z est l'entier effectif de la bonne T-action.
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Réciproquement on peut montrer qu'a tout caractére non trivial
p € T et tout entier j € Z est associé une bonne T-action de carac-

teére fondamental p vérifiant 1) et 2) .

N.B. Il est aussi possible de démontrer que deux bonnes
T-actions sur I stabilisant v et agissant sur T, (Ea) (resp.
a

T0 (Va)) par l'intermédiaire du caractére p (resp. pg) sont
a

conjuguées entre-elles par un élément de Iv , deux telles bonnes
a

actions étant alors égales exactement quand elles stabilisent un méme

section finie s_(0(a)) et une méme fibre 3—1(x°) £y,

Abordons maintenant la :

v
Construction des surfaces I

a,p,3

. ' -
Soient I , E . Vy X € P1(¢),so(0(a)), T, etc ... définies
comme ci-dessus par une bonne T-action de caractére fondamental non

trivial p et d'entier effectif Jj e Z.

A ces données, et en supposant de surcroit que -2 < j < & et
que si a =0 alors 3j > 0 nous nous proposons d'associer une
T-modification Za,p,j S Za par le procédé suivant que nous allons
d'abord décrire (en oubliant quelquefois certains indices le contexte

étant clair) quand 0 s j < 2(n) :

Si j =0, on pose I =1 la T-modification en question
o,P,0 ]
étant 1l'identité sur Xa .
Si j > 0, onpose I = 2(0) . et on constate que o est
a asP,] o
p-répulsif . Par définition son éclatement est la T-modification
1 0 -
61 : Z;,é,j —_—> Zé,;,j (On remarquera ici que Z;i;lj est aussi

obtenue par éclatement d'un point de Za+1) .

rA



F. LESCURE

rMe M désignant la courbe := 9;1(oa), on voit que 1'ima-

*
ge réciproque propre 61(va) rencontrera en un point p-répul-

(2) ¢ 5

’ *
sif o© ; la T-action naturelle sur T (2)(01(va)) (resp.
o

T (2)(F(1))) étant définie par le caractere pg (resp. pg‘J) .
o

(2)

_> 2(1) . Sur

Si alors, j = 4%-j (i.e. 3Jj = 4%/2) en éclatant o dans

.5 (2)
2 - 2:(!l(:’lj
la courbe exceptionnelle F(Z) = 651(0(2)), T agit trivialement :
5 (2)

2(1) on obtiendra une T-modification 6

par définition I sera cette variété "ainsi construite.

a,p. /2

Si par contre j # &-j, 2(2) contient un unique point 0(3)

5 (3)

qui soit p-répulsif ; est d'ailleurs un des deux points de

r(2)

contiguités de l'arbre (62061)-1(va 0] Ea) situés sur , sa

détermination compléte dépendant alors du signe de £-23j ¢ zZ\{0} ; 1la

T-action naturelle au voisinage de 0(3) se diagonalisant a l'aide
des caracteéres pll-Zjl et pénf(j’l_J). Par éclatement de 0(3) ’
on obtient la T-modification 93 : 2(3) > 2(2) d'ensemble excep-

(3) ¢ ;(3)

tionnel T la encore deux éventualités se présentent :

(3

Si T agit trivialement sur i.e. si j =2/3 ou

j = 2&/3 , par définition (et en fonction du cas considéré) la varié-

£ (3)

té 2a,p,2/3 ou Za,p,22/3 sera la variété que nous venons

de construire.

Si par contre T agit non trivialement sur F‘3) il existe un

unique point 0(4) € r(3) qui est p-répulsif et au voisinage duquel
m m
la T-action "se diagonalise" a 1l'aide des caracteres po1 et po2

avec 0 S m;, m, £ 2-1, ces inégalités permettant alors de voir qu'en
procédant de proche en proche on construit une suite finie de
"T-transformations monoidales" :

Z(m) ®n S 5 (m=1) em—1> . Z(1) % N 5z (0)
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telle que :

1) Les variétés E(i) 0 £i £ m-1 contiennent chacune exacte-

g 11#1)

ment un point p-répulsif dont 1l'éclatement est justement la

modification 6, . Par définition, la courbe lisse de genre zéro

1 ( (i+1)
(1+1) (i+1) it1) -1 i+
r't cz r =01,q(0 )

sera la courbe exceptionnelle

de la modification ei+1 .

2) Z(m) ne contient pas de point p-source, mais la courbe

I.(m) 9—1(c(m)’

exceptionnelle n

est ponctuellement T-stabilisée

avec une p-répulsivité normale.

(m)

Par définition la variété I sera l'ultime variété I

o,p,J
obtenue par ce processus : le lecteur se persuadera que sa géométrie

ne dépend que de o € N et de j/% e @ n[p,1[ et que de surcroit
l'entier m € N qui indique le nombre successif d'éclatements au
terme desquels on obtient I a partir de Za‘ ne dépend que de

a,P,J
j/% , on le désignera donc souvent pour plus de précisions m(j/%) .

Si Jj est négatif, le point p-répulsif est o] € v \{ca}c Zy
et c'est lui qu'il faut commencer par éclater pour embrayer le pro-
cessus qui, mutatis mutandis, permet de définir la variété za,p,j
(avec £ < j < 0) dont la géométrie ne dépend encore que de

j/% € ]-1,0[ . Si nous négligeons ce cas, c'est que se produit le

phénoméne suivant : Si T agit par une bonne action sur Za (resp.

Za+1) par le caractére fondamental p et l'indice effectif j

0<j<2& (resp. j=2 , =% < j=% < 0) les variétés I . et
—_— 0,p,] —

z . sont "T-isomorphes". Ceci résulte de ce que (détails
at+l,p,j-%
laissés au lecteur) ce T-isomorphisme existe dés la premiére étape
, 1) (1)
du processus i.e. entre les variété E( . .
P rietés Zo.0.3 °t Zasl,p,3-2
3 1
obtenues respectivement en éclatant Oy € Za et °a+1 € £a+1 .
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Toutes ces raisons justifient en outre que la variété sous-
jacente a za,p,j soit désormais désignée par za+j]£(]/l e]—1,+1[).

A conjugaison preés la structure de "T-variété” de I est

a,0,3
d'ailleurs définie par sa structure sous jacente de "a*j/léme -

surface de Hirzebruch" et son caractére fondamental op .

Déssinons (par exemple ...) les modifications qui permettent

d'obtenir Za+2/5
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. Le chiffre qui suit un
point indique 1l'auto-

intersection

6= 04'63'02001.

ponctuellement
T-stabilisé

2
@)
Zoeays T Zav2ls

-1
o-l (‘ (a)) (-] (‘:"a (xo))

O-l(t;?
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T (m)

Désormais la courbe ponctuellement T-stabilisée dans

z =1 sera désignée, le contexte étant clair, D, .

,p,3 a+]j /%

Tout point de Do est p-source d'une T-orbite de dimension 1.
sauf dans le cas ol cette "p-source" est point de contiguité de

1l'arbre 6_1(vaU Ea) (avec par définition 6 = em ) ° L. oe1) le

*
"po-estuaire" de cette T-orbite sera, d&s que a+j/% > 0( ),le point

m-1

(] ] - s
T& . Soit A 1l'adhérence (dans za+j/2) d'une telle T-orbite

aboutissant en T& , alors nos hypothéses sur o et Jj permettent

de vérifier que le syst2me linéaire complet |A| sur ne

z .
a,p,]
contient ni composantes fixes ni points base, qu'il sépare ponctuelle-

X . _ -1
ment et infinitésimalement les points de QF = za+j/2\\e (vaU Ea) et

qu'enfin, en désignant par ¥ (ou par ga+j/2) le normalisé de

oa,p,J
1'image du morphisme projectif défini par |A| et par %o : Za+j/£
— ¥ . la modification naturelle qui "relé&ve" ce morphisme pro-
a+
2
jectif, la restriction de % a D est une bijection sur son image,

o o
alors que, par contre, chagque composante irréductible (et méme conne-

xe) de 0-1(vau Ea) \Do est contractée en un point par ;o . Abor-

dons maintenant la :

Construction des espaces

%4,Q,n,3

Considérons maintenant un fibré en droites trés ample n sur
une variété rationnelle homogéne Q : on appellera longueur de n le
plus grand entier % = 2(n) 2 1 par lequel n € H1(Q,0;)(=H2(Q,Z)

by (@)

=z soit divisible. L'unique fibré n, sur Q tel que

n= s'appellera fibré primitif associé 3 n ; la relation

-2 (n)
"o
alors évidente, L(no) = 1 s'exprimera aussi en disant que n, est

(*)

Notons gque, dans notre contexte, cette hypoth&se est toujours
vérifiée puisque si o = 0 nous supposons: j > 0 .
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un fibré primitif. Si g € Z, on comprendra le sens de nq/k

(e H' (Q,o;)).

Notre objet est maintenant, a la donnée de n comme ci-dessus
et de deux entiers 2 0 non simultanément nuls o,j tels que

0 £j < 2(n) , d'associer un espace E (ou plus bridvement

a,Q,n,J
ou méme £ ...) de classe V et dont l'orbite ouverte soit
a+j /2

“a,n,J

l'espace total 4qu fibré vectoriel de rang 2 n & n sur Q .

sera (mut. mut. comme au chapitre 2) définie & partir d'une
v
“o,n,J

“a,n,J

modification lisse ¥ : —> £ . Notre démarche consistera

donc :

e

1) a décrire la géométrie de l'espace ;

a,n,J

me

2) & décrire les parties de exactement contractées en

a,n,j
un point de x .

Notons qu'il nous arrivera, le contexte étant clair, de négli-

ger quelques indices ...

La variété Q ci-dessus étant homogéne sous l'action d'un
groupe semi-simple S , si q, € Q on désignera par Stab(qo)(C:S)
le sous-groupe (parabolique) d'isotropie de q, € Q . On sait alors

que T := Stab(qo)/(Stab(qo),Stab(qo)) est un tore algébrique et

*
qu'a chaque caractdre T —> est naturellement associé un ca-
*
ractére stab(qo) —> € et réciproquement : on identifiera les
* ~
caracteres Stab(qo) —> avec les éléments de T en allant

jusqu'a les désigner par les mémes symboles.

Le fibré S-égquivariant n étant alors défini par un carac-
- *
tére o 1 : T —>C€ , il est clair que 2{(p) = 2(n) . Considérons
(cf. tout ce qui précédde) une bonne T-action sur I, de caracteére

fondamental p et d'indice effectif j , 0 5 j < &(n), avec j#0
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- - 1 v
dés que o = 0 . Les sous-objets T  , so(O(a)) etc ... de Za
étant, comme plus haut, supposés T-stables on a vu que la simple
donnée de son caractére fondamental et son indice effectif j , défi-
nit une bonne T-action privilégiée sur I, et donc sur Za+j/£ : par
composition avec. 1l'épimorphisme Stab(qo) —> T on en déduit une

Stab(qo)-action sur za;j/Z qui permet de considérer le fibré S-équi-

variant au-dessus de Q :

tme

Stab(q )
:= § x °z

a,Q,n,J a+j /L

Observons que la Stab(qo)-stabilité de 1'ouvert

L -1 _ o R
QF := Za+j/£\e (vau Ea) a pour conséquence la S-stabilité de 1l'ou
Stab(qo) n -1
e = [ = 1 = )
vert Q := 8 x QF > E . Le fait que Oa := 0 (Ta)E za+j/2
soit Stab(qo)—stable et que la T-action s'y diagonalise, en son voi-
sinage, par les caracteéres p_1 et p-a_J/n persuadera le lecteur

qu'en fait §Q est l'espace total du fibré vectoriel S-équivariant

de rang 2 nl ® na£+3

sur .
o o u Q

Il est alors aisé de voir que les sections globales

) L af+j
R := H (anoeﬂo )

de ce fibré agissent sur Q (par des trans-
formations induisant des "translations" sur chaque fibre vectorielle
de Q@ —> Q) et qu'en fait cette R-action se prolonge holomorphi-
quement a E. Il est alors possible de définir % comme espace G
quasi-homogéne d'orbite ouverte § sous le produit semi-direct

G := RXS .

N
N . . 3 wes w g H
Ceci dit considérons maintenant la "fibre neutre _qo Za+j/2 :

chaque point de non contiguité 0o € D, est dans 1l'adhérence

*
A S P1(¢) d'une unique Stab(qo)—orbite = C telle que A0 >0

% N 9o o

et il est alors clair que AO = S.A0 est un diviseur sur E . De
a, ° o iy

la méme manieére Do 3= S.Do est un diviseur de £ qui est composan-
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te irréductible de g\\ﬁ et méme la seule dans laquelle les S-orbites
N
y soient toutes fermées et de codimension 2 dans E (en particulier

'\‘ ~
D, = QX 1P1(¢)).

Si on considére maintenant le systéme linéaire complet IXO |
il est alors possible de montrer qu'il est sans points-base ni co;po-
sante fixe et qu'il sépare ponctuellement et infinitésimalement les
points de Q ; si bien que, comme plus haut, le systéme linéaire défi-
nit un espaci normal EQ;Q.n,j (noté aussi £Z) ainsi qu'une modifi-

cation ¥ : 8 —> E qui posséde les propriétés suivantes :

N,

1) Si B # Bo est une composante irréductible de \Q2 , son

image par X est réduite a un point.

2) Modulo l'isomorphisme (cf. plus haut) Bo 2 Q x P1(¢), la
restriction de x a BO s'identifie a la deuxiéme projection, en
particulier X contracte Bo en une courbe Yo = P1(¢) qui est

v
aussi l'image de E\Q par ¥ .
Il est alors maintenant bien clair que E . est G
o,Q .M 1]
quasi-homogéne d'orbite ouverte Q et d'ensemble résiduel Y, et

que de surcroit S opére trivialement sur Y, (cas n° 3 ...).

Indiquons ici, sans entrer dans les détails, par quelle démar-

che on peut montrer que les seuls espaces de classe V sont les espa-

ces E décrits ci-dessus.

Ecartant le cas ou mz(m) peut étre pris pour modéle pseudo-
minimal de P/H < —> Z , cas pour lequel on peut montrer directement

que Z est un espace qui est, en faisant abstraction de

:1 ,Q,n,0

sa structure quasi-homogéne d'ailleurs isomorphe & 1l'espace Dn 0 de
r’

classe II , on a toujours un P-diagramme :
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Cela résulte en effet de 1l'isomorphisme QF = G:2

implique la rationalité de F ; de plus cpnsidéré comme -ouvert

qui (cf. [Po])

QF > Za, QF est de la forme Za\ ("o,UUa) ou on a posé

00

N
\Y = Cda1 (Xm) r X

o eIP1(¢).

Ceci rappelé on démontre d'abord :

LEMME 6.1. - La P-normalisation 'E" —> P/H est bijective

i.e. P/H est localement irréductible.

Idée de la démonstration : On montre que, si tel n'était pas le
P

. . b4 M Y . .
cas, la modification Z —> Z avec % = G x° F aurait au moins une

fibre non connexe ce qui contredirait la normalité de 2 .

Toujours pour préciseg la géométrie de P/H on montre ensuite

w_ o
0.‘6

que la P-modification F > ]P1 (C) induit sur 1l'orbite ouverte
une P-fibration QF = P/H—>P/J = P1 (E)\{xo} et qu'alors dans

la fibration intermédiaire qui s'en déduit :
G/H —> G/J —> G/P

G/J est l'espace total d'un fibré trés ample n sur G := G/P dé-

- *
fini par un caractére p 1 : T —> € avec T := SNP/(SNP,SNP)

(SNP parabolique dans S) .

o (resp. 2(n) = &(p)) désignant alors le primitif (resp. la
longueur) de p on aura p = pg(n).

Si maintenant Cn (resp. 871 =Phe OQ)) désigne l'espace

total de n (resp. le complété a 1l'infini de cet espace total) on a
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En = Cn Y s,(n) et on sait qu'en sus de s (n) existe une section
finie so(n)c:Cn qui est S-stabilisée;d'ol l'existence d'un point
x, € P, (€)\{x,} = fibre vectorielle de n au dessus de la classe
neutre de G/P qui est SMNP-stabilisé (ou ici x € En est 1'uni-
gue point dans la "fibre neutre" qui soit dans s_ (n)). Or le P-mor-

phisme Ba o8 : F —> P1(¢) permet de définir un G-diagramme commu-

tatif de morphismes

I I
Q = G/H > G/J =C

n

¥ T > ¢
n

tel que nTé(so(n)), qui est compactifiable par un point (classe 3!)
soit l'espace total d'un fibré en droites trés ample n' sur Q
défini par un caractére p' : T —> E* . Alors, comme plus haut, on
en déduit en sus de Ty 3% 8;1(x0) n Ea 1l'existence d'un'autre point
Ty € x;1(xo) \{Ta} € Qp = P/H qui soit SMNP-stabilisé ce qui permet
de montrer que la partie semi-simple de S NP ainsi que son radical
unipotent agissent trivialement sur Za (et donc sur F et P/H) .
Si bien qu'en fait c'est tout le sous-groupe dérivé (SNP,SNP) qui

agit trivialement sur Za ce qui permet de définit une T-action sur

Za ; le tore algébrique T étant, ici, par définition,sQp/(SNP,SNP).

I1 est alors aisé de voir qu'existe une section nulle

0 (a)= Za\\Ea globalement T-stabilisée telle que

1t =06) ) xy) .

s _ v -1
2) Par la décomposition Tr&(za) = TT&(O(a)) ® TT&(wa (xo))

la T-action infinitésimale est diagonalisée via les carac-
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téres o ' et p'.

Le théoréme de linéarisation combiné au "Kegelsatz" permet
alors de voir que cette T-action est bonne i.e. que p et p' sont
commensurables et gque, plus précisément, (amplitude de 1_1(so(n))

il existe Jj € Z, a priori assujetti & la seule condition oaf +3j>0,

-afl=-j

o p est donc le caracteére fondamental de la

tel que p' =9p

bonne T-action sur Za et j son indice effectif.

Afin, maintenant, d'avoir des précisions sur l'entier Jj on
démontre d'abord que 6_1(vaU Ea) c F contient exactement une com-
posante irréductible désormais notée D, qui est ponctuellement
T-stabilisée, ce qui a d'ailleurs pour conséquence que P/H\Q (et
donc F\Q cf. lemme 6.1) n'a qu'une composante irréductible ce

qui permet de montrer

LEMME 6.2. Dans notre contexte l'indice effectif de la bonne

T-action vérifie -2(n) < j < &(n) .

Montrons par exemple que j 2 %(n) serait absurde : en effet

% serait alors p-répulsif et nécessairement e(Do) =0, i en

cf. processus de rétrogra-

N
éclatant o, on obtient Za+1/2 = (Za+1

dation de la classe III) ainsi qu'une factorisation

1
6 : F __ﬁ___> z g > Za . Si %a désigne 1'image réciproque
0L+'§
de Va dans I 1 il est clair que %a E,P1(¢) est lisse et que
a+§
N n .
Vo ' Vg = -1 et que deux cas seraient possibles :

1) ©6' est un isomorphisme i.e. en fait j = 2(n) mais alors
. N .. L
la T-action sur Vo étant non triviale, x(va) serait (cas n°3!)
réduit a un point ce qui contredirait la P-minimalité de F en vertu

du théoréme de Castelnuovo-Enriques.
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2) 0' est une "vraie" modification : e'(no) ne peut étre

que l'unique point de p-répulsivité sur I " mais j > %(n)

(1*!'-2—

implique gque 6'(Do) ¢ %a car il ne peut é&tre que le point de con-

tiguité (dans I 1) de la courbe éclatée de o, avec l'image ré-
o+

2
ciproque propre de E, dans I 1 - En faisant maintenant 1'obser-
G'PE
vation que si 6 : F —> F' est une P-modification entre surfaces

lisses qui n'est pas un isomorphisme, alors 6'(D0) est réduit a un

point tel qu'on ait de plus 1l'isomorphisme :
1 [ '
F\.6 (6 (Do)) —> F'\0 (Do) .

(Tout ceci résultant de ce que F est une P - désingularisée
-1 N

(va)

to-intersection -1 en ayant une image réduite & un point dans P/H

minimale de P/H) on obtiendrait que 6'

n

P1(¢) serait d'au-

puisque T vy agit non trivialement (cas n®3...) ce qui contredirait
encore la"P-minimalité" de la désingularisée F .

De cette méme observation on déduit en plus :

PROPOSITION 6.3. - Le caractére fondamental p et l'indice

effectif, j 0 S j £ L£(n), de la bonne T-action définie ci-

dessus déterminent la géométrie de F et de % qgui sont alors

respectivement la "T-surface" lisse I 3 et sa contractée
v o+

Démonstration : Pour j = 0 on peut voir immédiatement que
la minimalité de F (en tant que P-désingularisée) a pour consé-
quence que 6 : F ——> Za est un isomorphisme (on a exclut a = 1

v
i.e. F = PZ(G)...).Si par contre j > 0 on se rappelle que

z = (22(3/2)) est obtenue au terme de la suite de transformations

o+d
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monoidales T-équivariantes décrite plus haut :

6 6
po, =@ _m, gy 10y
a+d @
2
mais j > 0 implique que par la P-modification 9(0) =0
F —> Z(o) = Za , nécessairement G(Do) =04 d'ol par l'observation

qui précéde la proposition 6.3, 1l'isomorphisme F‘\6-1(oa) sza\\{ca}

qui permet, via la propriété universelle de 1l'éclatement 6, : 2(1)

1
(o) g (0)

— I , de factoriser par :

o (1) %,

08 (1)
F >z >z,

on peut alors, en procédant de proche en proche (récurrence) comme

ci-dessus, montrer 1'existence pour 1 < i < m d'une modification

e‘i) : F —> Z(l) telle que 9(1_1) = ei oe(i) et telle encore
que e(l)(no) = 1l'unique point p-répulsif c;1+1) € Zél) . Enfin
une ultime utilisation de 1l'observation qui préceéde la proposition
6.3 montre que e(m‘1) se factorise par un isomorphisme e(m’
F—>:™ el que "™ p)=pr.
o o
Si bien qu'en tant que "T-espace" F =1 ., ce qui impli-
a+d
que (cas n° 3...), D, étant la seule composante T-stabilisée (et
donc S NP-stabilisée) de F , F-=% - C.Q.F.D.
a +
L

L'espace % = G xP F (qui est une G-désingularisée de 2)

. )] :
est donc nécessairement l'espace E construit au paragraphe

a,Q,M,3

précédent et on en déduit aisément que Z est 1l'espace du

:a,Qm:j
méme paragraphe précédent. C.Q.F.D.

N.B. Le lecteur se persuadera que le théoréme de Oeljeklaus
(cf. [34]) permet de démontrer que le lieu singulier de 2 est dis-

cret (i.e. ne contient pas tout Yo) si et seulement si Q est un
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espace projectif et que p.g.c.d. (%,j) =1 . Si de surcroit j =0
(et qu'alors nécessairement n = 0(1)) il n'y a qu'un point singu-
lier au plus, & étant lisse (cas envisagé par [H.0.]) quand de plus

o =1 auquel cas on peut retrouver que E est un espace projectif.

Résumons tous les résultats obtenus par le :

THEOREME 6.1. - Soit 2 un espace analytique complexe connexe

et normal quasi-homogéne d'orbite dense 2 . Si 1l'ensemble rési-

duel Y := 2\Q n'est pas vide et vérifie dimmY £ 1 et que

dimmz 2 3, alors :

i) si dimmy =0 , 2 est un cbne projectif rationnel dont

Y ={yJ- est le sommet (Kegelsatz de Huckleberry-Oeljeklaus

vrai aussi si dim¢ =2 = 2).

ii) si dimmY =1 , 2 est un des espaces de classe I', I",

II, III, IV et V décrits dans tout ce qui préceéde. (cf.

tableau page suivante) .
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CONCLUSION
Normalité Cas
Classe Type de D/H Remarques 1
' | BsEeee Gk P, @ 1
projectif rationnel
I’ Espace Pk,k ]Pl (@ toujours de dimension 3 1
projectif rationnel posséde deux bouts
En rétrécissant la partie
11 Espace Dn P. (@ semi-simple du groupe de 1
projectif rationnel 2 quasi-hamogénéité devient de
classe III
Es Aa no cOne toujours de dimension 3
111 projectif éat’:im 1 ¥ lorsqu'il est lisse 2
onne o .
i.e. Q, et P, (T)
3 3
Fibration de Seifert Surface de
IVAIV sur un cfne projectif Hopf de non Moishezon de "codimen- 3
Y quasi-hamogéne dimension sion algenrique" é&gale a 1
algébrique 1
Cn XE ol E algébrique avec une variété
IV0 désigne une courbe Ex P, (T) a'Albandse non nulle 3
algébrique
- espace
“0,3,Q/m v
' projectif rationnel b 3 trés compliqué ... 3
o+
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