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Mémoire de la Société Mathématique de France, n°27

Supplément au Bulletin de la S.M.F.

Tome 115 . 1987, fascicule 2

UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)
PAR

MARGUERITE-MARIE VIROTTE-DUCHARME (*)

RÉSUMÉ. - A tout graphe c d'un certain type -type .'F- on sait associer un groupe G
presque simple (i.e. </(G/Z(G)) est simple non abélien) admettant comme classe de Fischer
l'ensemble des sommets D de e. On a alors G= <D> et e est le graphe de Fischer de G.

Cesl en étendant le graphe de Fischer de Fi (23) que l'on construit celui de Fi (24). On
définit le graphe associé à un «quadruple» (ensemble de données incluant celle du graphe
que l'on cherche à étendre) et on donne des conditions nécessaires pour qu'un tel graphe
soit de lypc ^ (conditions EXT.) et pour que le groupe associé soil unique à isomorphisme
prés (conditions U.).

A partir d'un sous-groupe maximal de Fi (23) et de Fi (23) lui-même, on exhibe un
quadruple satisfaisant aux condilions EXT. cl U. ce qui donne l'existence cl l'unicilé (à
isomorphismc prés) du groupe de Fischer Fi (24).

ABSTRACT. - To ail graph £ of a certain type -type .f-wc know how lo associalc an
almosi simple group G (i.c. ^/(G/Z(G)) is» simple and non abelian) for which thé sel of
vcrnccs D of c is a Fischer class. So we hâve G = < D> and c is thé Fischer graph of G.

By cxicnding ihc Fischer graph of Fi(23) wc consiruci thé graph of Fi(24). Wc dcfinc
thé graph assoaaied lo a «quadruple» (sel of dala includmg lhai of ihc graph we are gomg
lo cxicnd) and wc sel ncccssary condilions so lhal such a graph bc of type ^ (conditions
EXT.) and ils associated group be unique up to isomorphism (conditions U.).

From a maximal subgroup of Fi (23) and from Fi (23) ilself we consiruci a quadruple
sadsfying ihc condilions EXT. and U. ; m ihis way thé existence and uniqueness (up lo
isomorphism) of ihc hicher groupe h» (24) arc eslablished.

(•) Texte reçu le I» novembre 1985. révise le 25 juin 19K7
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UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

INTRODUCTION

Une ĉ û44£ de. ^^cAe./i (ou classe fischérienne) d'un groupe G est une classe
de conjugaison D d'involutions telle que le produit de deux éléments quelconques
de D soit d'ordre au plus 3; on dit alors que ( G , D ) est un couple fischèrien.
L'exemple typique est celui des transpositions dans le groupe symétrique . Ayant
eu l'idée de caractériser les groupes symétriques par l'existence d'une telle
classe. B.Fischer a été amené à déterminer tous les groupes finis " presque
simples " (définition ci-dessous I . § l . l . ( b ) ) de centre trivial possédant une
classe fischérienne et il a de la sorte découvert les trois groupes sporadiques
qui portent son nom (Fi(22) , F i ( 2 3 ) , z ) F i ( 2 4 ) ) . Ces résultats sont exposés dans
une prépublication [ F^ ] dont seuls les quatre premiers chapitres ont fait
l'objet d ' u n version définitive [ F . ] . En outre, les principes généraux
permettant d'obtenir l'existence de couples fischériens presque simples, notam-
ment celle de Fi(2^) ( [ F . , ] . c h l 9 ) . sont exposés de manière très succinte et
parfois imprécise, ce qui , sans compromettre l'exactitude du résultat final,
reste très gênant pour se convaincre de l'existence de F i ( 2 A ) . On dispose, il
est vrai, d ' u n autre moyen de prouver cette existence qui passe par la cons-
truction préalable du " Monstre " ( [ G r j p . 8 6 ) . Mais outre que cette preuve
n'est qu'implicite dans la littérature, elle donne sur les groupes Fi un éclai-
rage tout diffèrent de celui fourni par l'approche de Fischer . Il est apparu
intéressant de publier une démonstration de l'existence de F i ( 2 ^ ) dans C r ^ p ' n t
de Fischer. C'est le but principal de cet article.

Au cours de ce t r a v a i l , nous sommes amenés à axiomatiser. en les penéralisant,
certains procédés de construction de Fischer. L'axiomatique en question, expusee
dans la première partie, s'applique à l'ensemble du travail de Fischer
( y compris les preuves d'existence de F i ( 2 2 ) et F i ( 2 3 ) ) .

Cet article est une refonte d ' u n e partie de la thèse de Doctoral de l ' a u t e u r .
Je tiens a remercier Jacques Tits pour sa lecture minutieuse du manuscrit

et pour ses nombreux conseils qui ont contr i buf . ont re dutres. <» en anu-liorer
la rédaction.
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UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

Première partie: AXIOMATIQUE

A tout couple fischérien ( G , D ) est associé un graphe Ç dont les sonnets
sont les éléments de D et dont les arêtes sont les paires d'éléments distincts
qui commutent. Parfois le graphe Ç détermine le couple ( G , D ) ; c'est le cas.
notamment, lorsque le groupe G est presque simple de centre trivial. Dans le
premier paragraphe, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'un graphe Ç soit associé à un couple fischérien presque simple; nous
disons alors que Q est de type T .

La méthode suivie par Fischer est essentiellement inductive. Cela se
traduit ici par le concept d'extension de graphes; il s'agit, à partir du
graphe d'un couple fischérien non nécessairement presque simple et de quelques
données supplémentaires, de construire un graphe "plus gros", extension du
premier et de démontrer qu'il est de type T . Cela fait l'objet des paragra-
phes 2 et 3 .Au paragraphe 2. nous étudions une situation plus générale et
plus "abstraite" : à un ensemble de données - un "quadruple" - est associé
un graphe et notre théorème principal donne des conditions suffisantes (les
conditions EXT) pour que ce graphe soit de type 7'. Nous spécialisons ce résultat
au paragraphe 3. où sont introduites les q-extenslons. pour un entier q égal
a i . 2 ou 3 (reflétant les situations les plus importantes rencontrées dans
la pratique) et où divers exemples de telles extensions sont donnés.

Enfin au paragraphe 4. nous montrons que sous certaines conditions ( les
conditions U ) , un isomorphisme entre graphes se prolonge de façon unique a
des 2-extensions de ceux-ci. Ce résultat sera utile non seulement pour établir
l'unicité du groupe Fi(2^) mais encore pour prouver son existence.
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§1. GRAPHES DE TYPE T - COUPLES FISCHÊRIENS PRESQUE SIMPLES

1 . Notations. Définitions.

( a ) Soit D un ensemble d'involutions d*un groupe fini G engendrant G tel que
l*ordre du produit de deux éléments quelconques soit au plus 3.

Si D est une réunion u i < - < D. de classes de conjugaison, on dit que D est
un ensemble de Fischer de G ; le groupe G est alors le produit central des sous-
groupes <D.> (ISiàn).

Si D est une seule classe, on dit que D est une classe de Fischer de G et
que ( G . D ) est un couple fischérien.

On démontre facilement que. si D est un ensemble de Fischer fini de G. G
est un groupe fini; on fera . i c i . toujours l'hypothèse que D est fini.

( b ) Lorsque le groupe dérivé z)(G/Z(G)) du quotient de G par son centre est
simple non abélien. on dit que G est un groupe presque simple.

On démontre aisément que si ( C , D ) est un couple fischérien avec | G | > 2 , le
centre de G/Z(G) est trivial et que les assertions "est une classe de Fischer"
et "est presque simple" passent au quotient module Z ( G ) . En particulier, D
est en bijection avec son image module Z ( G ) .

( c ) Graphe de Fischer. Soit G un groupe possédant un ensemble de Fischer D
(D f i n i ) . Le groupe G opère de manière naturelle sur le graphe défini de la
manière suivante:
- les sommets de << sont les éléments de D.
- les arêtes de C sont les paires d'éléments (distincts) de D dont le produit
est d'ordre 2 .

On dit que Ç est le graphe de Fischer de ( C . D ) .
Lorsque D^ Z(G)"^ . en particulier lorsque D est une classe de Fischer de G
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et que l'on a |G|>2 , D est isomorphe à son image D modulo Z(G ) , on identifie
le graphe de Fischer de ( G , D ) et celui de (G/Z(G).D).

La décomposition de D en classes de conjugaison correspond à la partition
de Q en composantes anti-connexes (composantes connexes du graphe opposé). Le
graphe de Fischer d'un couple fischérien est donc anti-connexe.

( d ) D-sous-groupe. Un sous-groupe d'un groupe G possédant un ensemble de
Fischer D est un D-sous-groupe de G s'il est engendré par un sous-ensemble
de D . Il est clair que si H est un D-sous-groupe de G, H^D est un ensemble de
Fischer de H.

( e ) Soit D un ensemble de Fischer d'un groupe G. Pour tout élément d de D,
on pose:

D « ( eeD | l^ed-de }
A . « { xeD | xd^dx }d

on a :
D • D̂  u tdî U A^ .

( f ) Soient <£ un graphe. E l'ensemble de ses sommets.On appelle triple de c
tout sous-ensemble T de cardinal 3 ne contenant aucune arête, tel que tout
sommet de <£ lié à deux points de T est lié à tous les autres points de T.

On dit que c est de type 7 si les conditions suivantes sont remplies:
( 1 ) le cardinal de E est au moins égal à 4;
( 2 ) la composante anti-connexe de chaque sommet est de cardinal au moins

égal à 2;
( 3 ) chaque paire de sommets non liés de 6 est contenue dans un unique

triple;
( A ) pour tout sommet e de € la fonction x «̂  t ( x ) où t (x)«x si ( e . x )

est une arête de <£ ou si e " x , et où ( e , x , t ( x ) ) est l'unique triple de
L contenant ( e , x ) dans le cas contraire, est un automorphisme de <£.

La fonction x ̂  t ( x ) s'appelle l'indicatrice du sommet e. Pour tout som-
met e de c , on désigne par E l'ensemble des sommets de L qui sont liés à e ;
on a donc

E - { fcE | i e . f } est une arête de <£ } .

Remarque. Soient ( C . D ) un couple fischérien et Ç son graphe de Fischer .
Toute paire ( d . x ) d'élénents de D qui ne commutent pas entre eux. détermine un
triple T • ( d . x , d x d ) -. Si pour chaque paire ( d . x ) avec dx^xd, on impose que
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(d, x , x d x ) soit l'unique triple contenant ( d , x ) . l'application d^ xdx est
l'indicatrice de x (x£A . ) : c'est un automorphisme de Q •

Dans toute la suite, nous appellerons sous-graphe d'un graphe Q porté par
un sous-ensemble E* de l'ensemble des sommets de Ç le sous-graphe plein porté
par E ' .

2. Équivalence entre graphe de type T et couple fischérien presque simple.
Énoncé du théorème.

Le théorème suivant établit le lien qui existe entre "groupe presque simple"
et "graphe de type ^'. De manière précise, il montre que prouver qu'un couple
fischérien est presque simple c'est prouver que son graphe de Fischer est de
type T . En outre, il montre qu'à chaque graphe de type T est associé un couple
fischérien presque simple.

C'est d'ailleurs en construisant un graphe de type T que nous donnerons
une preuve de l'existence de Fi(24).

THÉORÈME 1 . 1 . -
( a ) Le graphe d'un couple fischérien presque simple est de type T .
( b ) Soit <£ un graphe de type T . Soient D l'ensemble des indicatrices de c
et G le sous-groupe de Aut(c) engendré par D. L'ensemble D est un ensemble de
Fischer de G. Si E. est anti-connexe. ( G . D ) est un couple fischérien presque
simple de centre trivial. Le graphe de Fischer de ( G . D ) est isomorphe a c .

La démonstration de (a) fait appel à la connaissance de certains couples
fischériens classiques - ceux pour lesquels <D.>/Z(<D.>) (deD) n'est pas
presque simple -. Toutefois, on peut caractériser les graphes de type T en
n'utilisant que des résultats issus de l'étude générale des couples fischériens.

PROPOSITION 1 . 1 . - Soient ( G . D ) un couple fischérien et Ç son graphe. Les
conditions ci-après sont nécessaires et suffisantes pour que Ç soit de type f .

( i ) |G|>2 et CL (G) est central dans G .
(ii) Si x et y sont des éléments de D qui ne commutent pas entre eux. les

seuls éléments de D centralisant D n D et n'appartenant pas à D ^ D
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sont x, y, x' •

(Réf. IF^] 10.3 ;[VD1 2-106).

3. Préliminaires nécessaires à la démonstration.

( a ) Soit ( G , D ) un couple fischérien non résoluble; G admet un D-sous-groupe
isomorphe à 2:- ( Réf. [F^] 5 . 1 . 1 ; [ VD] 2-97 ) .

( b ) Sur la presque simplicité. Soit ( G . D ) un couple fischérien.
1- Les assertions suivantes sont équivalentes:

( i ) D est un G-ensemble primitif de cardinal au moins égal à 4.
(ii) G est presque simple;

en outre, sous l'une des conditions ci-dessus, le graphe de ( G , D ) est connexe.
2- Soit d un élément de D. Si G est presque simple, on a:

( i ) D. est une classe de Fischer de <D.> et < D . , d > opère transi-û d d
tivement sur le sous-ensemble A . « (eeD | ed^de) ; en particulier, les sous-
groupes <D.^D > ( x e A . ) sont conjugués dans ̂ ^ ;

(ii) si (IL(<D.>) et OL(<D >) sont centraux. ( < D . > . D ) est presque
simple.

( Réf. [ F ^ 3 . 2 . 2 . 3 . 3 . 3 . 3 . 3.4 ; [ v D ] 2 - 8 2 . 2-89. 2-90. 2-93 ) .

( c ) Sur le centre de <D.> .
1- On appelle niveau d'un couple fischérien ( G . D ) le cardinal commun des

sous-ensembles minimaux d'une clique de D dont le produit des éléments est 1 .
Si de tels sous-ensembles n'existent pas, on dit que ( C , D ) est de niveau nul.

Si ( G , D ) est un couple fischérien de niveau non nul. quel que soit l'élément
d dans D. d appartient à ̂ .^ donc il est dans le centre de <D > .

(Réf. [VD] 3-1-3 c ) .
2- Soit E. un graphe anti-connexe de type f . E l'ensemble de ses som-

mets. e un élément de E et v un autoœorphisœe de <f qui induit l'identité sur
l'ensemble des sommets de € liés a e . Alors ou bien v est l'identité sur E.
ou bien v est l'indicatrice de sommet e.

(Réf. [F^] 10.5 (iii) ; [ V D ] 2-109 ) .
3- Soit ( G . D ) un couple fischérien dont le graphe est de type f . Pour

tout élément d de D. le centre de ̂ ^ est ou bien trivial ou bien égal a <d>.
(Réf. [VD] 2-110 ) .
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Observons que le théorème 1.1 permet d'affirmer que . si ( G , D ) est un
couple fischérien presque simple de niveau non nul, le centre de <D,> (deD)
est <d>.

( d ) Caractérisation de certains groupes classiques. Soient ( G , D ) un couple
fischérien presque simple de centre trivial et d un élément de D . Alors:

( i ) Si (^C^^) <̂  Z(<D^>) . G est isomorphe à Z. .
( ii) Si ̂ o 1̂̂ ) ̂  Z(<D > ) . il existe un entier nîA pour lequel ou

bien G est isomorphe à Sp(n , 2 ) ( n est alors pair) et D est la classe des
réflexions symplectiques, ou bien G est isomorphe à PSU(n,4), D est la classe
des réflexions unitaires.

(Réf. [F^j 5.1.10 . [ D G W ] , [ Z ] 3-23 et [ F^] 8.2 . 9 . 2 . 1 1 . [ VD] 6-27 , [ w ] ) .
On vérifie à la main que le graphe de Fischer de chacun des couples fisché-

riens mentionnés ci-dessus est de type 7 ' .

( e ) Soit ( G , D ) un couple fischérien dont le graphe est connexe. Si pour tout
élément d de D le sous-graphe (plein) Ç. de Q porté par D est de type /r. Ç est
également de type T .

(Réf. [ V D ] 2-112 ) .

^. Preuve du théorème.

Prouvons d'abord l'assertion ( a ) .
Soit ( G , D ) un couple fischérien presque simple. Son graphe est isomorphe à

celui du couple fischérien ( G . D ) obtenu module Z(G) ( § 1 . l . ( c ) ) . En outre les
assertions "G presque simple" et "G presque simple*' sont équivalentes ( § 1 . 1 .
( b ) ) . Nous pouvons alors faire l*hypothèse que le centre de G est trivial pour
établir que le graphe de ( G , D ) est de type / ' .

Il résulte de ( § 1 . 3 . ( a ) ) que G contient un D-sous-groupe isomorphe à Z-.
Comme le graphe de Fischer de Iç ( î- étant muni de manière naturelle d'une
classe de Fischer: celle des transpositions) est de type ? - vérification
facile -, nous allons démontrer le résultat par récurrence sur l*ordre de G.

Soit d un élément de D; posons E«D . Puisque G n'est pas isomorphe a Z-.
nous avons 0^(<E>)CZ(<E>) ( § 1 . 3 . ( d ) ) . Deux cas se présentent suivant que
(D^(<E>) est contenu dans Z(<E>) ou q u ' i l ne l'est pas. Si on a Qj(<L>)(t Z ( < E > ) .

10
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on sait qu'il existe un entier n , nS4, pour lequel G est isomorphe soit à
Sp(n.2) soit à PSU(n.4) (§1. l . ( d ) ) . Comme les graphes de Fischer associés à
ces groupes sont de type T . le théorème est établi dans ce cas. Si par contre.
on a OL(<E>)<rZ(<E>), le couple fischérien (<E>.E) est presque simple (§1. 3.
( b ) 2 ) . En vertu de l'hypothèse de récurrence, le graphe de Fischer de (<E>.E)
est de type ^. De là on en déduit qu'il en est de même du graphe de ( G . D )
( § 1 . 3 . ( e ) ) .

Prouvons l'assertion ( b ) .
Soit E. un graphe de type T ' . Désignons par D l'ensemble de ses indicatrices

et par G le sous-groupe de AutÇO engendré par D.
On vérifie sans difficulté que D est un ensemble de Fischer de G.
Supposons en outre que (r soit anti-connexe; D est alors une classe de

Fischer de G . L'application e *̂  t de l'ensemble des sommets de £ dans D
qui associe à chaque sommet e son indicatrice est clairement un isomorphisme
du graphe £ sur le graphe de ( G , D ) . Les automorphismes de 6 stabilisent D,
par conséquent le groupe G est normal dans Aut(<£). Enfin, il résulte de ( § 1 .
3 . ( c ) 2 ) que le centre de G est trivial.

Pour établir que G est un groupe presque simple, il nous suffit de démontrer
que le seul sous-groupe normal de G qui ne contient pas DG est le groupe
trivial.

Soit N un sous-groupe de G ayant les propriétés ci-dessus. Notons p: g -»• ~g
l'application canonique de G sur G/N « G . Si la restriction de p à D est
injective. N est central dans G car la relation

ï « ÏTÎ ÏT"1 ( dcD . neN )
entraîne que n centralise D. donc G. Dans cette situation. N est trivial. Dans
le cas contraire, il existe des éléments a et b dans D pour lesquels on a
a«b . Comme D est une classe de conjugaison et comme \G\^2 . ï n'est pas
central dans G. Il existe alors un élément x dans D tel que aï soit d'ordre 3.
Cet élément x appartient donc à A , . Soit S l'unique triple du graphe de
Fischer de ( G , D ) qui contient a et x . Nous avons

" a " ^-"b^x et "a^axa-V'axa
puisque ce sont les images réciproques de D-^ D— et de D-^D—— . En consé-3 x a axa
quence. nous avons les égalités suivantes:

" a " °x - ̂  "axa • "axa" "a • " b " ̂  • " b " "axa :

elles prouvent que b est un élément de S . Comme bT et baxa sont d'ordre 3.
b est distinct de x et de axa. Il en résulte que l' o n a a « b ce qui achève
la démonstration.
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§2. GRAPHE ASSOCIÉ A UN QUADRUPLE - THÉORÈME PRINCIPAL

La connaissance d*un graphe de type T est liée à celle de ses indicatrices
et par conséquent à celle de ses sommets. Les graphes que nous allons cons-
truire dépendront essentiellement des données abstraites suivantes: un ensemble
E, un sous-ensemble non vide D de E. une fonction U de D dans Perm(E), un sous-
ensemble A de EXE . A un tel graphe, on impose des conditions telles qu'il
soit de type T et que u ( d ) (dcD) soit l'indicatrice du sommet d .

1. Définition.

Soient E un ensemble. D un sous-ensemble non vide de E, u une fonction de D
dans le groupe des permutations de E et A un ensemble de paires d'éléments
distincts de E-D . On appelle graphe associé au quadruple ( E . D . u . ' 4 ) le graphe
<£ dont E est l'ensemble des sommets et dont les arêtes sont les paires A
d'éléments distincts de E satisfaisant à l'une des conditions suivantes:

( i ) A est un élément de A;
( i i ) il existe des éléments d dans D et e dans E-(d) tels que l'on ait

A - ( d . e ) et u ( d ) e • e .

Rappelons que pour e dans E, E désigne l'ensemble des sommets de i liés
a e .

On désigne par (, le sous-graphe (plein) de <f porté par E ; pour toute
partie F de E. ir est le sous-graphe de i porté par F.

On pose X - E-D .

12
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Soient (E , D , u , < 4 ) un quadruple et <£ le graphe qui lui est associé. Les
conditions que nous imposons à ce quadruple pour que E. soit de type f peuvent
se classer de la manière suivante:
- celles qui portent explicitement sur u ( E X T . 0 , 1 . 2 ) ;
- celles qui permettent d'étudier les situations spécifiques dans un sous-
graphe <£. ( deD), ce sont les conditions de D-connexité (EXT.^,5);
-la condition EXT.3. la plus difficile, justifie l'intérêt des conditions
de D-connexité puisqu'elle impose aux sous-graphes ^, (dcD) d'être de type T .

2. Énoncé des conditions et du théorème principal.

EXT.O - Quels que soient les éléments a et b de D, les conditions suivantes
sont remplies: u ( a ) 2 " 1 .

U(a)a « a .
u ( a ) b c D f t { b . u ( b ) a ) .
U ( u ( a ) b ) « u ( a ) u ( b ) u ( a ) .

EXT.l - Quels que soient les éléments d dans D, x et y dans X. si ( x , y )
est une arête de <£ il en est de même de ( u ( d ) x , u ( d ) y ) .

EXT.2 - Si d et d* sont des éléments de D. liés dans L . et si x est un
élément de X qui n'est lié ni à d ni à d * . alors ( u ( d ) x , u ( d * ) x ) est une arête
de <£ .

EXT.3 - Pour tout élément d de D. le sous-graphe 6 . de E. est anti-connexe
de type T .

EXT.^ - Si a et b sont des éléments de D. x et y des éléments distincts de
E ^ E . A X . le triple de <f contenant ( x . y ) est un triple de f . . .

EXT.5 - Si e est un élément de E. x un élément de X distinct de e et non
lié à e. D^ E ^E est non vide; si de plus y est un élément de X lié a e .
Dn E^n E^n E est non vide .

13
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Ext.6 - Si des points a et b appartiennent à des composantes connexes dis-
tinctes du sous-graphe de c porté par D. il existe au plus un triple de <£
contenant a et b •

Nous nous proposons d'établir le résultat suivant (théorème principal):

THÉORÈME 1 . 2 . - Soit c le graphe associé au quadruple ( E . D . u . ^ ) . Si les
conditions EXT.i (0$i$6) sont remplies, le graphe c est un graphe de type 7
pour lequel u ( d ) est l'indicatrice de chaque sommet d de D .

Avant de donner la démonstration de ce théorème» remarquons que les condi-
tions EXT.O. 1 , 2 sont nécessaires et que, si EXT.3 est remplie, alors EXT.4
est nécessaire.

Remarquons en outre que la condition EXT.O remplace la condition suivant la-
quelle D est un ensemble de Fischer d'un groupe G tel que u ( d ) d ' = d d ' d ( d ' . d c D ) .
De manière plus précise, nous avons le résultat suivant dont la démonstration
(élémentaire) est laissée au lecteur:

PROPOSITION 1 . 2 . - (Sous l'hypothèse EXT.O). Pour tout élément d de D
désignons par U , . ( d ) la permutation de D induite par p ( d ) . Soient D* l'ensemble
des U^(d) (dcD) et G* le sous-groupe de Pernu(D) engendré par D*.

( a ) Si a et b sont des éléments de D. les conditions suivantes sont équi-
valentes:
( i ) ou bien a et b sont liés. ou bien ils sont égaux;
( i i ) on a u ( a ) b " b ;
( i i i ) on a u(b)a«a ;
( I v ) u ( a ) et u ( b ) commutent ;
( v ) ^̂  et ̂^ ^""""tent.

( b ) Les ordres de u ( a ) u ( b ) et de u ^ ( a ) U p ( b ) appartiennent à { 1 . 2 . 3 l . En
particulier. D* est un ensemble de Fischer de G* .

( c ) Si des éléments différents a et b de D ne sont pas liés dans <f et appar-
tiennent à la même composante connexe du sous-graphe de <f porté par D. l'en-
semble Dn E f\L. est non vide .

( R é f . (VDj 5-2 ) .

Conroe réciproque a ce résultat, nous pouvons énoncer sans démonstration:

14
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PROPOSITION 1.3. - Soit G un groupe dont D est un ensemble de Fischer et
pour lequel la restriction UL de U à D est l'application qui à tout élément d
de D fait correspondre l'automorphisme intérieur qui lui est associé . Supposons
que l*on ait l^a)2»! et u(aba)-u(a)u(b)u(a) (a.beD). Alors

( a ) la condition EXT.O est satisfaite;
( b ) si on a D nZ(G) = 0 . IL. induit un isomorphisme des graphes de Fischer

associés à ( G . D ) et (G*,D*). G* et D* étant définis dans 1.2 .
(Réf. [ V D ] 5-3).

Pour terminer ces préliminaires, établissons le résultat suivant:

PROPOSITION 1. 4 . - (Sous les hypothèses EXT.0.1). Pour tout élément d de D.
U ( d ) est un automorphisme du graphe <£.

Preuve. Puisque U ( d ) est une permutation d'ordre fini de E. il suffit de
prouver que si { d e * } est une arête de <£, il en est de même de { u ( d ) e , u ( d ) e t ) .
Si ( e . e ' l appartient à /3. cela résulte de EXT.l . Si { e . e ' } est une arête de c
n'appartenant pas à A l'un des éléments e et e' est dans D. On a donc u(e*)e«e
et e'eD . Par suite on a u ( u ( d ) e ' ) « u ( d ) u ( e ' ) u ( d ) (EXT.O). et en conséquence
u ( u ( d ) e ' ) ( u ( d ) e ) « u ( d ) u ( e ' ) e « u ( d ) e ce qui prouve que ( u ( d ) e ' , U ( d ) e ) est
une arête de 6 .

3. Démonstration du théorème principal ( 1 . 2 ) .

Rappelons que ( E . D . u . ^ î ) désigne un quadruple, L le graphe qui lui est
associé et X l'ensemble E-D.

Nous allons d'abord établir que tout couple ( e . e ' ) d'éléments distincts et
non liés de E est contenu dans au plus un triple de <f. Puis nous montrerons
que . sous les seules conditions EXT.i ( r0.1. 3. 5 . 6 ) , l'indicatrice d'un
sommet d de E qui appartient a D est ^ ( d ) . Enfin, les conditions supplémen-
taires EXT.2,4 permettent d'affirmer que tout couple de sommets distincts et
non liés de E-D est contenu dans un triple de »:' et que les indicatrices
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des sommets de E-D sont des automorphismes de <£ .
Cette présentation met en évidence certaines propriétés du graphe <? quand

l'ensemble des conditions EXT.i (OîiSô) n'est que partiellement satisfait.

LEMME 1 . 1 . - (Sous les hypothèses EXT.0.3.5.6). Soient e et e' des éléments
distincts et non liés de E. Il y a au plus un triple de 6 contenant { e , e ' } .

Preuve. S'il existe un élément d dans D lié à e et à e ' , tout triple de (r
est un triple de c , comme cela résulte immédiatemment de la définition d'un
triple (§1. l . ( f ) ) . La conclusion est alors une conséquence de EXT.3 .

Si l'un des points e , e ' appartient à X , le sous-ensemble D ̂ E ^ E • n'est
pas vide ( E X T . 5 ) ; de même, si e et e' appartiennent à une même composante
connexe du sous-graphe 6 , . , D ̂ E ^ E , est non vide ( p r o p . 1 . 2 ) . Le lemroe
résulte alors de ce qui précède.

Enfin, si e et e' appartiennent à des composantes distinctes de <£.., la con-
clusion de notre assertion est vraie en vertu de EXT.6 .

LEMME 1. 2 . - (Sous EXT.O). Si a et b sont des éléments de D. non liés dans
<£, { a . b . u ( a ) b ) est un triple de <£.

Preuve. De EXT.O, il résulte que u(a)b appartient à { b . u ( b ) a ) ; comme a et b
ne sont pas liés. on a u(a)b«u(b)a . Par ailleurs, on a u ( a ) ( u ( a ) b ) « b . donc
a et u ( a ) b ne sont pas liés. De même. b et u(a)b ne sont pas liés. Ainsi les
éléments de S « { a , b , u ( a ) b ) sont distincts et mutuellement non liés. Si on pose
c " u ( a ) b . on a u ( a ) c " b « u ( c ) a et u ( b ) c « a " u ( c ) b . Pour démontrer que S est un
triple de <£ . il suffit donc de démontrer que tout élément e de E , lié à
deux sommets de S -par exemple a et b- est lié au troisième sommet - c - .
Or. si u(a)e«u(b)e«e. nous avons: u ( c ) e « p ( u ( a ) b ) e « p ( a ) u ( b ) u ( a ) e - e .

LEM1E 1 . 3 . - (Sous E X T . O . 1 . 3 ) . Soient a et b des éléments de D. distincts
et liés dans <f . La permutation u ( b ) transforme E en lui-même. S'il y a un
élément de E non lié à b dans L , la permutation de E induite par u ( b ) esta a
l'indicatrice de b dans le graphe <f

Preuve. COBBBC y(b)a«a et comme u ( b ) est un automorphisme de <f ( p r o p . I . ^ ) .
on a y ( b ) E CE . e t par suite p ( b ) E «E . Ainsi, U ( b ) induit un automorphisree8 8 8 8
y de c^ . Il est clair que cet autoroorphisroe fixe b et tous les sommets de f.
liés à b. S'il existe un élément de E . non lié à b . cet élément n'est pas
fixé par y. Dans ce cas y n*est pas l'identité sur E î puisque (. est anti-8 8

16



UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

connexe de type T (EXT.3) Y est donc l'indicatrice de b dans c_ (§1. 3.(c)2).a

LEMME 1.4. - (Sous EXT.0.1,3.5). Si d et x sont des éléments non liés de D
et X respectivement. (d ,x .u(d)x) est un triple de c .

Preuve. Posons S«{d,x.u(d)x). Démontrons tout d'abord que S est un triple

de c. quel que soit l'élément b dans D nE.^ E . L'automorphisme de c. induit

par U(d) est l'indicatrice de d dans c (lemme 1.3). En conséquence,l'hypothèse

"d non lié à x" prouve que u(d)x est non lié à x et que S est le triple de ca
contenant deux des trois sommets de S .

Cela étant, démontrons que S est un triple de c . Soit e un élément de E.^E

(resp. E. f t E / . y ). Les éléments e»u(d)e et u(d)x (resp. x) sont liés

(prop.1.4). On a donc:

^^\^\^\w^\
(resp. E^E^^c E^ E^ E^^ )

et par suite

^\ m ̂ ^Wx^ \^uWx •

Soit e un élément de E ^ F,.^) n X- D'après EXT.5. il existe un élément a

dans D qui est lié à e. x et à p(d)x. En conséquence. S est un triple de ca
L'élément a est donc lié à d. et par suite e qui est lié à x et à u(d)x. est

lié à d .

Soit .maintenant, e un élément de E n E / . . ^ D . Nous avons u(e)x=x et

u(e)u(d)x«u(d)x ce qui donne u(d)u(e)u(d)x«x . Par ailleurs

u(e)u(d)u(e)x«u(e)u(d)x est un élément distinct de x puisque l'on a u(e)x«x

et u(d)x^x . En conséquence les éléments u(e)u(d)u(e)x et u(d)u(e)p(d)x sont

distincts ce qui prouve que l'on a : u(e)d«d (EXT.O), c'est-à-dire que e et d

sont liés dans <f . Le lemroe en résulte imroédiatemment.

COROLLAIRE - (Sous EXT.O.1.3.5) .
(a) Soient d et x des éléments non liés de C contenus dans D et X respective-

ment. Si y appartient à X ^ E . alors D^ E.^ E ^ E est non vide .

(b) Soient d et d' des éléments de D, e un élément de E qui n'est lié ni à d.

ni a d' .

1- Si u(d)e et u(d')e sont liés. il en est de même de d et d * .

ù- Si d et d' sont liés. et si ou bien e est dans D, ou bien D^ E ^ E,^ E.,

est non vide, alors u(d)e et u (d * )e sont liés.

17



M.-M. VIROTTE-DUCHARME

preuve> Supposons les conditions de (a) remplies. Nous savons que {d.x,u(d)x}

est un triple de <£ (lemme 1.4); en conséquence E^n E^ « E n E , . . Soit y

un élément de X lié à x. Il résulte de la condition EXT.5 appliquée à x. u(d)x

et y que le sous-ensemble D^ E^n ^((HX^ ̂  est non videî il en est donc de

même pour D^ E^n E^ E ce qui établit (a).

Démontrons (b). Remarquons que , si e est un élément de D. on a u(d)e«u(e)d

et u(dl)e«^(e)dt . Les assertions i- et ii- résultent alors du fait que u(e)
est un automorphisme du graphe E. (prop.I.A).

Supposons donc que e appartienne à X. et supposons en outre que

DnE^nE^E^, contienne un élément a. Posons S»{d.e.u(d)e) et S»{d ,e,u(d' )e} ;

S et S* sont des triples de (r contenus dans <£ . Puisque le graphe^ est dea a
type T (EXT.3). S et S* sont les uniques triples de E. contenant respec-a
tivement {d.e} et (d'.e) . Soit t l'indicatrice du sommet e dans le graphe € .
Nous avons:

t(d) » u(d)e et 1(0') « u(d*)e .

Comme t est un automorphisme de c . les assertions i- et ii- sont établies.a
II nous reste à prouver que D^ E n E.^ E., est non vide. Dans le cas ii-, il

n'y a rien à démontrer. Supposons donc que u(d)e et u(d* )e soient liés (cas i-).

Les éléments e et u(d)e ne sont pas liés et le sous-ensemble

D'" D^ ^/^çH E^ ^((f)^ est non vide (EXT.5). Comme S et S* sont des
triples de c(lemmeI.A). on a les égalités suivantes:

^^e^e-^e^d

^(d^e^e181^^ •

On en déduit alors l'égalité de D' avec D^ E ^ E, n Ej. ce qui achève la
démonstration .

LEMŒ 1.5. - (Sous EXT.0.1.3.5). Soit a un élément de D. Tout triple
S - {e,,e^.e.J de E. est un triple de <t.

Preuve. Si {e..e^) est contenu dans un triple S*" (e. . e^ .e * } de E. , le som-
met a qui est lié à e^ et e^ . est lié à e'. Le triple S' est donc contenu

dans <f^ . et par suite on a S '«S puisque le graphe <f est de type 7 (EXT.3).

L'assertion est donc démontrée sous l'hypothèse où il ex is te un triple de c
contenant deux sommets de S .a

Si l'un des sommets de S appartient à D. le résultat se déduit facilement
des lemroes 1.2 et 1.4 .
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Supposons maintenant que S soit contenu dans X. Soient x un élément de X eta
d un élément de D liés à e, et ê  . Il résulte de la condition EXT.5 appliquée
à e , , e - , . x que l'ensemble Dn E n E n E est non vide ; soit b un de ses1 " x e! ®2
éléments. Désignons par S. (resp. S . ) le triple de £. (resp. < £ . ) contenant
{ e , , e ^ ) . Nous avons S " S, « S, (EXT.4). Il s'ensuit que d est lié à tous
les sommets de S est que x , sommet de <£. lié à deux sommets distincts de S ,
est lié à e , , e ^ , e « . De là il résulte que S est un triple de E. .

COROLLAIRE - (Sous E X T . O , 1 . 3 . 4 , 5 . 6 ) . Deux sommets distincts de X et non
liés dans E. sont contenus dans un unique triple.

Preuve. Soient x et y des éléments distincts et non liés de X. Le sous-
ensemble D(^ E ^ E est non vide (EXT.5); soit a un de ses éléments. Comme

^ ^ „„„le graphe <£ est de type T (EXT.3). { x . y } est contenu dans un triple de <£ ;a a
celui-ci est un triple de <£ (lemme 1 . 5 ) . L'unicité de ce triple a déjà été
prouvée (lenroel.l).

LEWE 1 . 6 . - (Sous EXT.i . 0$iî6). Pour tout élément x de X. l'indicatrice
t de x dans <£ est un automorphisme de £. .

Preuve. Soient e et e' des éléments de E liés dans c . Comme t 2 » ! . il
suffit de montrer que t(e) et t ( e ' ) sont liés. On peut évidemment supposer
que e et e* sont distincts de x .

Nous distinguons quatre situations.
1) L'élément x est lié à e et à e ' . On a alors t(e)-e et t ( e ' ) - e ' ce qui

entraîne le résultat.
2) L'élément x est lié à e et non à e ' . On a t(e)»e et e est lié aux deux

sommets x et e' du triple de L contenant ( x . e ' ) . Ce triple est { x , e ' , t ( e ' ) } .
t ( e ) est donc lié à t ( e ' ) .

3) L'élément x n'est lié ni à e ni a e ' . et l'un des deux éléments e. e'
( e par exemple) appartient à X . Alors D^ E ^ E ^ E . contient un élément d
(EXT.5). Conne ( x . e . t ( e ) } et { x . e ' . t ( e ' ) } sont des triples de i dont deux des
sommets sont liés à d . ce sont aussi des triples de < . . Ainsi. t ( e ) et t ( e ' )
sont les images de e et e' par l'indicatrice t . de x dans le graphe < f , .
Puisque ̂  est un graphe de type 7 , t . est un automorphisme de < . et par suite
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les sommets t( e ) « t . ( e ) et t ( e ' ) « t . ( e ' ) sont liés dans 6 , donc dans < £ .
4) Les éléments e et e* appartiennent à D et ne sont pas liés à x . Nous

savons alors que U(e)x est lié à u(e*)x (EXT.2). Nous allons montrer que
U(e)x«t(e) et u(e')x»t(e1). Le triple ( e . x , t ( e ) } contenant ( e . x ) s'écrit
aussi { e . x , u ( e ) x ) (lemmes 1 . 1 . 1 . 4 ) . En conséquence. u(e)x«t(e) . De la même
manière on a u( e * ) x « t ( e ' ) ce qui achève la démonstration.

Énonçons maintenant certains résultats partiels déjà obtenus.

PROPOSITION 1 . 5 . - (Sous E X T . 0 . 1 . 3 . 5 . 6 ) . Tout couple d'éléments distincts
de E, non liés dans <£, dont l'un au moins appartient à D, est contenu dans un
unique triple de f. . Pour chaque élément d dans D, u ( d ) est l'indicatrice de
sommet d du graphe <£ .

Preuve. Ces assertions résultent de la proposition 1.4 et des lemmes 1 . 1 .
1.2 et 1.4 .

PROPOSITION 1 . 6 . - (Sous E X T . 0 . 1 . 3 . 5 ) . L'axiome EXT.2 est une conséquence
de l'axiome suivant:

EXT.2' - Si d et d ' sont des éléments de D, liés dans <£ , et si x est un élément
de X qui n'est lié ni à d . ni à d ' , alors le sous-ensemble D^ E . ^ E , , ^ E est
non vide .

Preuve. C'est une conséquence immédiate du corollaire du lemme 1.4 .

La proposition suivante permet, sous certaines des conditions EXT.i. de

remplacer EXT.4 par la condition ci-dessous EXT.4*. en général plus facile

à vérifier que EXT.4. puisqu'elle porte sur la famille des sous-ensembles

Dn E^ (xeX) .

PROPOSITION 1 .7 . - (Sous EXT.0.1.3.5.6) . La condition EXT.4 est une consé-

quence de la condition suivante EXT.4':

(a) Si x . x ' . x " sont des éléments distincts et non liés de X. mais liés a

un Blême élément d de D pour lequel on a:

D^E^E^E^. - D^E^E^E^,, ,
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alors on a:

^FX^X* ae ̂ ^V

(b) Si x et y sont des éléments distincts de X. non liés de (r tels que. pour

tout élément d de D. u(d)x et y soient distincts, alors l'une des deux asser-

tions est satisfaite :

(i) le cardinal du sous-ensemble (z£X | Dn E n E « Dn E ^ E ) est 2.

(ii) le sous-graphe de c porté par Dn E n E est anti-connexe." y

Preuve. Soient a et b des éléments distincts de D. x et y des éléments

distincts, non liés entre eux. de E r» E ^ X . Désignons par S et S. les triplesa D a D
de c et de <£. contenant (x.y) . Posons S = (x .y .z } et S. ={x.y.z. ) . Nousa u a a b b
devons démontrer que S s= S, .

Si z est un élément de D, S est le triple de <£ contenant (x.z ) ; nousa a a a
avons donc S = (x.z ,u(z )x) (lemme 1.4). Par conséquent. u(z )x«y, et Sa a a a a
est un triple de 6 (lemme 1.4). Comme b est lié à x et à y. b est lié à z. .

b
Cela entraîne que S est contenu dans c. ; S est donc un triple de 6., eta D a b
par suite on a S = S. .a b

Nous pouvons donc supposer que z et z. sont des éléments de X. En parti-a D
culier. y n'est l'image de x par aucun automorphisme û(d) . dcD .

Le fait que S et S. soient des triples de <f et c.. entraîne que l'on aa D a b
les égalités suivantes:

DnE^nE^Ey s Dn E^ E^n E^ et Dn E^n E^n E^ « Dn E^n E^n E^ .

Nous en déduisons:

Dn E n E « Dn E A E « D^ E n E (condition (a)) .
y a b

En particulier, a et b sont liés à z et z. respectivement.

Nous avons alors que. sous l'hypothèse (b ) ( i ) . nous avons z «z. . donc S a S
a b a b'

Supposons maintenant que (b)( i i ) soit remplie. Démontrons d'abord que si a

et b sont des éléments non liés dans <f . l*automorphisme u(a)u(b) de i

(lemme 1.6) induit un isomorphisme y de <f sur <f qui f ixe x et y . Lesa b
éléments de E ^ E sont fixes par u(a) et u (b) . x et v sont donc f ixés par

d D

p(a)u(b). Par ailleurs, on a u(a)a«a et u (a ) (u (b )a )«u (a ) (u (a )b ) -b (EXT.O).

En outre, quel que soit l'élément e de F- . L, (a)L(b)e est lit- ci u ( a ) u ( b ) a " b en

vertu de la proposition 1 .4 . Il s'ensuit que u ( a ) u ( b ) induit un isomorphisroe

Y de (r sur < - . En conséquence, l'image par y du triple S de f est le

triple de (.. contenant Y ( x ) et Y ( v ) . Nous avons donc S « v ( S ) et z « Y ( z ).b b a b a
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Mais les éléments a et b sont liés à z , on a donc
T(z ) - u(a)u(b)z - z_ci a a

ce qui prouve que z'Zi. et démontre notre assertion.
Il reste à étudier le cas où a est lié à b . Par hypothèse, le sous-graphe

porté par Dn E n E est anti-connexe; il existe donc une suite d'éléments
distincts (d ) ^< dans Dn E n E telle que d -a. d • b et telle que d.
et d^ ne soient pas liés (ISiSp). D'après ce qui précède, les triples S.
et S. de <£. et <£. contenant x et y sont identiques (ISiSp). On en

"i-1 ^ "i-l
déduit les égalités

^^d ̂ d^bo p
ce qui achève la démonstration.

Preuve du théorème principal ( 1 . 2 ) . Soient e et e* des éléments distincts
et non liés de c . Il existe un triple de c contenant e et e* ( lenmes 1. 2 ,
1.4 , corollaire du lemme 1 . 5 ) ; ce triple est unique (lemne 1 . 1 ) . L'indicatrice
de chaque sommet peut «alors, être définie; c'est un automorphisme du graphe €
(lenne 1 . 6 , proposition 1 . 5 ) .
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§3. PRINCIPE D'EXTENSION DE GRAPHES

Soit Ç le graphe de Fischer associé à un ensemble de Fischer D d'un groupe
G; le principe de construction d'un graphe £ contenant Q comme sous-graphe
repose essentiellement sur la construction d'un ensemble E contenant D et d'une
fonction u de D dans le groupe des permutations de E tels que <£ soit le
graphe associé au quadruple ( E , D , u . < 4 ) pour un sous-ensemble convenable A
de E x E .

Dans cette situation, G opère de manière naturelle sur D (via les auto-
morphismes intérieurs), le problème est donc de déterminer un ensemble X qui
sera E-D . et une fonction Ujr de D dans Perm(X) de telle manière que l'on
puisse vérifier les axiomes EXT.i (OsiSô) pour un ensemble A convenable, ou
que l'on puisse exhiber un isomorphisme de c sur un graphe connu.

Remarquons cependant que la donnée de l'ensemble X est liée d'une certaine
manière à celle d'une famille de sous-groupes de G . En effet, soit x un
élément de X ; les éléments de D qui,dans le graphe à construire, seront liés
a x . sont exactement ceux de D^ E . Lorsque l'application 6 : x ̂  D^ E
est injective, les éléments de X peuvent être représentés par des sous-ensembles
de D ou des D-sous-groupes de G . La situation se complique lorsque cette
application n'est pas injective.

Dans les cas que nous avons étudiés et que nous mentionnons en 2. à
titre d'exemples, ainsi que pour la construction de Fi(2A) (cf. la seconde
partie) les fibres de 6 sont de cardinal au plus égal à 3. Ceci nous conduit à
la notion de q-extension.
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1. Définitions.

Soit G un groupe admettant un ensemble de Fischer D non vide dont le graphe
est noté Q . Soient E un ensemble contenant D, Uy une application de D dans
Penn(X)où X désigne E-D. u l'application de D dans Perm(E) qui prolonge Uv
par l'opération induite par l'action naturelle de D sur lui-même. Désignons
par A un ensemble de paires d'éléments distincts de Xx X . Soit TT une permu-
tation de X , d'ordre q ( q = 1 . 2 , 3 ) commutant avec les éléments de u(D) et telle
que les fibres de l'application

6 : x ̂  (deD | u ( d ) x » x }
de X dans l'ensemble des parties de D soient les sous-ensembles {Tr(x ) . . . . . TT̂  x ) } .

Lorsque les fibres de cette application 6 sont toutes de cardinal q. sauf
éventuellement pour q»2 auquel cas on admet l'existence d'au plus un point de
X, noté œ , dont la fibre est de cardinal 1. le graphe (r associé au quadruple
( E , D , u , < 4 ) est appelé q-extension du graphe Q relative à X , T T . Uy et »4.

Toute q-extension <£ deQ est définie, à isomorphisme près. par les données
X. TT. \i A. . On dira que £ est la q-extension de Q définie par X.TT . u^, A ;
sous-entendu que <£ est déterminée à isomorphisme près.

Une 1-extension est appelée extension simple. Si c est une extension
simple, les éléments de X sont en bijection avec une famille B de D-sous-
groupes de G : les D-sous-groupes <dcD | u ( d ) x « x >, x CX . On dira que c est
définie par la famille Ô . l'application u,, et A .

Supposons q«2 ou q»3 . Nous dirons que E. est la q-extension standard
du graphe Ç définie par X,TT . Uy si (r est la q-extension de Ç relative à X.
TT . Uy A où A est l'ensemble des paires ( x . x ' ) d'éléments distincts de X
remplissant les conditions suivantes:

si q"2 . il existe un élément d dans D pour lequel on a:
( i ) u ( d ) x ̂  x .

( i i ) u ( d ) x - TTX* ;
si q"3 . il existe deux éléments distincts d et d ' de D commutant l'u n

avec l'autre pour lesquels on a:
( 1 ) u ( d ) x ^ x ̂  uCd^x .

( i i ) p ( d ) u ( d ' ) x - x* .

Remarque - Dans le cas q"3. € est déterminée a isoinorphisme près. par les
données X. u,».q . Il en est de même dans le cas q«2 si TT opère librement
sur X.
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On omettra de mentionner TT dans la définition d'une q-extension standard»
Dans le cas q"2 , on précisera l'existence du point 00 en disant que l'on

a alors une 2*-extension standard.

PROPOSITION 1.8.- Supposons q^l . Soient D un ensemble de Fischer d'un
groupe G , Ç le graphe associé. Soit c une q-extension standard de Ç relative
à un ensemble X et une fonction U,, .

Si la condition EXT.O est remplie, il en est de même de la condition EXT.l .
En particulier, sous ces hypothèses, pour tout élément d de D, u ( d ) est un
automorphisme du graphe c . De plus, prolongée par l'identité sur D, la permu-
tation TT induit un automorphisme du graphe c .

Preuve. Soient d un élément de D, x et y des éléments de X liés dans c .
Il existe des éléments distincts d, et d« dans D. commutant entre eux tels
que l'on ait :

U ( d , ) x « ny et u(d^)x ̂  x si q"2 ,
U (d^)u(d^)x « y et u(d?x ̂  x ̂  u(d^)x si q«3 .

En appliquant à ces égalités la permutation u ( d ) . et en tenant compte du fait
que u(d) 2» 1 , on obtient, sous l'hypothèse EXT.O ;

U ( d ) u ( d ^ ) u ( d ) « u(dd^d) ( i-1.2) .
Comme TT commute avec u ( d ) , nous obtenons les égalités:

u(dd^d)u(d)x - Try(d)y
u ( d d , d ) u ( d d ^ d ) u ( d ) x " u ( d ) y .

Or. les éléments d d , d et dd^d commutent et sont distincts, et de plus. ni
p ( d d , d ) , ni u(dd^d) ne fixent u ( d ) x . Par conséquent les éléments u ( d ) x et
u ( d ) y sont liés dans <£ : la condition EXT.l est donc satisfaite; en outre
U ( d ) . dcD. est un automorphisme de E. (proposition I . A ) .

La dernière assertion résulte de ce que "n et p ( d ) , dcD, commutent entre eux.

2. Exemples.

( a ) Le graphe de Fischer de P S U ( 6 . ^ ) . On démontre que ce graphe est une
extension simple du graphe de C T ( 6 . 3 ) définie par une classe de sous-groupes

25



M.-M. VIROTTB-DUCHARME

isomorphes au quotient central de W(E^) par un ensemble A convenable.

Ici. u(n.3) désigne le quotient central du sous-groupe G^n.S) du groupe

orthogonal de la forme quadratique Q. -Zx^ engendré par les réflexions t

pour lesquelles Q(v)=-l. L'ensemble de ces réflexions est une classe de
Fischer de G^n.S).

(Réf. [VD] 8- §5 ).

(b) Les graphes de Fischer de Fi(22) et. Fi(23). Les extensions simples des

graphes de Fischer de ^(7,3) et ^0+(8.3) ̂  (voir ci-dessous) définies à

partir de classes de sous-groupes respectivement isomorphes à Sp(6,2) et

£0^(8.2) ^L^ pour de "bons" ensembles A satisfont aux conditions du théorème

principal (thm. 1.2) . Ce sont donc des graphes de type T\ en outre, ils sont anti-

connexes. Les groupes presque simples qui leur sont associés sont appelés Fi(22)
et Fi(23) (thm.1.1).

Rappelons que 0^(8.2) est le groupe d'une forme quadratique sur R non dégé-

nérée d'indice maximal. Le produit H ̂ î^ (où H désigne respectivement ÛO (8.2)

et z)CT(8,3) ) s'identifie au groupe des automorphismes de H puisque H est

isomorphe à un groupe simple de Chevalley de type D, . Pour plus de détails se
reporter à la seconde partie, §1. 2. .

(Réf. [VD] .8- §6 ).

(c) Le graphe de Fi(2A). Il est obtenu conme une 2*-extension standard du

graphe de Fischer de Fi(23) ( objet de la seconde partie).

(d) Le graphe d'un couple fischérien presque simple. Soient (G°.D°) un

couple fischérien presque simple. Ç° son graphe de Fischer et e un élément de
D°. Posons D° - D^v { e } y A^ et D - D^ . Désignons par TT la permutation

naturelle induite par e sur X • (e )y A° ( TT : x - exe ) et par Uy l'appli-

cation naturelle de D dans Perni(X) définie par Uy(d)x«dxd (dcD. xCX).

Les applications TT et Ujç(d) (dcD) commutent entre elles; TT est d'ordre 2.
son seul point fixe est e .

Soit x un élément de X-{e) . Les éléments d de D pour lesquels on a

U^(d)x -x . sont ceux de D°̂  D^ ; comme G° est presque simple, { x . î r x } est la

fibre au dessus de D^ D^ de l'application y- D°n D° ( y C X ) .

Soient y et y * des éléments distincts de X - {e ) . Ils sont liés dans Ç° si

et seulement s'il existe un élément d dans D qui n'est lié ni à y ni à y ' , et

tel que edyde-y* (propriété du sous-groupe engendré par e.y et y ' ) . Pour un
tel éléœent d. on a donc u, . (d)y- î îy* et U y ( d ) y » ^ y .
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Ainsi, y est la 2*-extension standard du sous-graphe Ç* définie par X
et U^ .

(e) Le graphe de PSU(n,4). Désignons par V un espace vectoriel de dimen-
sion n (nS6) sur R muni d'une forme bilinéaire alternée 4> et par G le groupe
des isométries de ^ • Les transvections symplectiques forment une classe D de
Fischer de G; on montre facilement que (G,D) est presque simple. Soit P un
plan isotrope de V et soit R son stabilisateur dans G. On montre que le D-sous-
groupe S« <Rn D> est le fixateur de P dans G, que R/S est isomorphe à £„
et que S est contenu dans un sous-groupe B d*indice 2 de R . On peut donc
écrire R • BU rB ( rcR . r2- 1).

Soit X l*ensemble des classes à gauche de G suivant B; G opère naturellement
sur X, on a : Uv(d)gB • dgB ( dcD . gcG). Soit ir la permutation de X :
ir(gB) - grB ( geG).

Pour un sous-ensemble A. de X x X bien choisi. on montre que la 2-extension
du graphe de Fischer de (G.D) relative à X,UL, et A est isomorphe au graphe de
Fischer des transvections unitaires de PSU(n,4).

(Réf. [VD] 5-27 ).

(f) Le graphe de SU(n+1.4). Soit D la classe des réflexions unitaires
de G«SU(n,4). Soit <v > une droite non isotrope de l'espace vectoriel as-
socié, R son stabilisateur dans G. On démontre que le D-sous-groupe B«<B^D>
est d'indice 3 dans R. Pour un élément r bien choisi de R, on a: R - B y rBy r'B.
Soit X -G/B . Désignons par u,, l'opération naturelle de G dans X : u,,(d)gB-dgB
( deD ) et par v la permutation d'ordre 3 : îrgB-rgB .

On démontre que les éléments de D pour lesquels Uy(d)gB«dgB (geG) sont
ceux de D^ gBg" ; en conséquence. (gB^gB.w'gB) est la fibre de l'appli-
cation gB •»• Dft gBg" . Nous pouvons donc considérer la 3-extension standard
du graphe de (C.D) relative è X et u« ; elle est isomorphe au graphe des
réflexions unitaires de SU(n+l,4).

(Réf. [VD] 5-28 ) .
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§4. PROLONGEMENT DE CERTAINS ISOMORPHISMES - THÉORÈME D'UNICITÉ

Lorsque les graphes de deux couples fischériens presque simples sont iso-
morphes, il est facile de démontrer que les quotients centraux de ces groupes
sont isomorphes et que cet isomorphisme induit sur les graphes associés celui
dont on est parti.

Le problème d*unicité, pour un couple fischérien ( G , D ) presque simple de
centre trivial pour lequel <D.>/Z(<D.>) est connu à isomorphisme près, se
ramène donc, comme on pouvait s'y attendre, à un problème d'unicité pour un
graphe de type T contenant un sous-graphe donné : celui des sommets liés à un
sommet donné.

On peut alors formuler ce problème de la manière suivante : soient Ç et Ç*
des graphes. D et D' leur ensemble de sommets, e et e* des éléments de D et D * .
sous quelles conditions certains isomorphismes de Q sur Ç * , se prolongent-
ils en un isomorphisme de Ç sur Ç1 ?

1 . Notations. Énoncé des conditions U .

Nous faisons les hypothèses suivantes:
- Ç est le graphe d'un couple fischérien presque simple ( C . D ) ; en particulier
Ç est un graphe de type J ( t h m . 1 . 1 ) ;
- Ç* est un graphe satisfaisant a l'une des conditions suivantes:

a ) y est le graphe d' u n couple fischérien presque simple ( C ' . D ' ) .
b ) Ç' est une 2*-extension standard du graphe f d ' u n couple fischérien

( H ' . E * ) définie par X ' - { ° ° ) v X et U.. . Dans ce cas on pose « " « e ' .
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Lorsque </' satisfait à la condition a ) , le résultat que nous allons
obtenir nous permettra de démontrer l'unicité , à isomorphisme près, de graphes
de type T admettant des sous-graphes Q et y , isomorphes .

Lorsque V satisfait à la condition b ) , nous obtenons un moyen de démontrer
la condition EXT.3 du théorème principal (thœ. 1 . 2 ) . En effet, supposons
donnée une 2*-extension standard c du graphe de Fischer d'un couple fischérien
( G ° . D ° ) définie par Y' = { » } y Y et Uy* . Supposons que la condition EXT.O
soit remplie. Soit d un élément de D ° ; vérifier la condition EXT.3 c'est prouver
que le sous-graphe c , (porté par les éléments liés a d ) est anti-connexe de
type T . Or les sous-graphes c , ̂  et Ç. sont isomorphes, en fait 4-ci. ce sont
les mêmes. Si c . peut être considéré comme une 2*-extension standard et si
certaines conditions U sont satisfaites, le théorème que nous nous proposons
d'établir, prouvera que l*isomorphisme de Ç , sur c . ̂  se prolonge en un iso-
morphisme des graphes Ç et <£. ce qui entraînera la conclusion.

Notations. Dans le cas où y satisfait à la condition b). on note U la

fonction de E* dans Pern^D*) pour laquelle:

U(d)a » dad ( d . a c E * )

U(d)^. « Ui^(d) (dcE') .

On a : D1 « E ' u ( e'iu X .

E' " D' . « { a c D * | (a ' .e ' } arête dans Ç'} .

X « A ' . « { xcD' | x ^ e ' . [ x , e 9 ] non arête dans Ç' } .

On rappelle que Ç (ecD) est le sous-graphe de Ç porté par l* ensemble D

(ecD) des éléments de D liés à e .

Soit e un élément de D. On note n un isomorphisme du sous-graphe Ç sur

le sous-graphe Ç* , .

U . O - Le graphe y satisfait à la condition b ) . En outre, on a :
( 1 ) quels que soient les éléments a et b de E * . ^ ( a ) 2 " ! ^t-

u(aba) • u ( a ) u ( b ) p ( a ) ;
( i l ) quels que soient les éléments a. b dans E ' . et x dans X-(D*^ D . ) .

( a . b ) est une arête si et seulement si ( u ( a ) x , p ( b ) x } en est une ;
( i i i ) si x et y sont des éléments de X . liés dans Ç * . il existe un
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unique élément a de E* tel que u(a)x « Try

(iv) pour tout élément x de X. X^ D' ^ D* « 0 .

U.l - Le graphe^ est de type T .

U.2 - Les conditions suivantes sont remplies:

(i) quels que soient les éléments a et b de D , on a:

n(aba) = n(a)n(b)n(a) ;

(ii) quel que soit l*élément x de A (resp. x * de X). il existe au

moins un élément x * dans X (resp. x dans A ) tel que 1^on ait

H(D^nD^) « D^.nD^ .

U.3 - L^ne des trois conditions suivantes est remplie:

(a) Le groupe G ne possède aucun sous-groupe isomorphe a l'un des

groupes H. ou H* (cf. note ci-après).

(b) Soient e , y , y * , z , z * des éléments de D pous lesquels les sous-groupes

^.y.y^ et <e,z .z*> sont isomorphes à H. ou à //*. Si l'une des conditions

suivantes est remplie :

1. Z £ D A D , e t < y . y ' . z * > est isomorphe à Z, ou à £ x £ - .

2. z* «y ' et <e.y.z> est isomorphe à 1, .

alors le sous-ensemble A n D n D , n D ^ D , est non vide .

(c) (i) Le graphe Ç' est de type T'.

(ii) Soient a.b,c des éléments de D pour lesquels <a.b.c> est iso-

morphe à H ou à H*. Le plus petit sous-ensemble F de D ^ D. contenant

D^n D^n A^ et pour lequel on a tFt • F (tcF) . est D n D .

Note. On désigne par H un groupe d'ordre 5^ engendré par trois involutions

a.b.c ne commutant pas entre elles, telles que abac. ab. bc et ac soient

d'ordre 3. Ce groupe possède une seule classe de Fischer ; c'est la classe de

conjugaison de l'un quelconque des éléments a,b.c; elle est de cardinal 9 et

ses éléments ne commutent pas entre eux. Le centre de H est d'ordre 3. il est

engendré par (abc)2 . On pose H* • H/Î(H) . (Réf . [VD j 3-^-^ ).

Remarque 1 . La condition U.O est toujours satisfaite lorsque le graphe
y est de type 7 puisqu'un tel graphe peut-être considéré comme une 2*-extension
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standard (§3. 2 . ( d ) ) . Les propriétés énoncées résultent alors du fait que,
pour tout sommet d ' de E ' , U ( d ' ) est la conjugaison par d ^ e ' .

Remarque 2. Le graphe y satisfait à la condition EXT.O puisque l'on a
U(f)f « ff'f quels que soient les éléments f et f de E ' .

Remarque 3. Les permutations u(f) (fcE*) et TT de D* induisent des auto-
morphismes du graphe Ç' puisque la condition EXT.O est remplie (p r o p . 1 . 8 ) .

La condition U . 3 - ( c ) ( i i ) est une conséquence d'une propriété du sous-graphe
de Q porté par D ^ D, ( a . b c D) . Plus précisément, nous avons le résultata D
suivant:

LEMME 1 . 7 . - Si pour tout couple ( a , b ) d'éléments distincts de D qui ne
commutent pas, le sous-graphe de Ç porté par D ^ D. est anti-connexe, la
condition U . 3 - ( c ) ( i i ) est remplie.

Preuve. Soient a , b , c des éléments de D qui engendrent un sous-groupe iso-
morphe à H. ou à //*. Soit t un élément de D ^ D. n'appartenant pas au plusa D r
petit sous-ensemble F de D n D, contenant D p D . n A pour lequel on a F » F.a D a D c
quel que soit l'élément f de F.

Cet élément t n'appartient pas à A , il centralise donc c et par conséquent,
nous avons ^a^h^c^ aî ̂  n ̂ b^ ^c *

Posons F, = F ̂  F ; F, contient D f\ D . n A . Si f est un élément de F , .i i a D c i
f appartient à F, . De plus, tout élément y de F. s'écrit x avec x

f .dans F et y appartient à F. Par conséquent on a :
yf ^ (^f(tt) ^ ^(tft)t ^

Comme x et tft sont des éléments de F. il en est de même de x ; ainsi y
appartient à F . Compte tenu du choix de F, nous avons donc F . " F et par suite

^F=Ft-Quel que soit l'élément f de F , f appartient alors a F. Comme t n'est pas
dans F , f est distinct de t ; en conséquence les éléments t et f commutent
entre eux. Les éléments de ( D n D . ) - F centralisent donc F contrairement aua b
fait que le sous-graphe de C porté par D n D est anti-connexe. Nous en
déduisons que ( D r> D^)~F est Yide ce qui entraîne l'assertion.a D
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2. Énoncé des résultats .Théorème d'unicité.

THÉORÈME 1.3 - Soient Q et y des graphes satisfaisant respectivement aux
conditions U . l et U.O ci-dessus. Soit ĉ  le sous-graphe de y dont Ç est la
2*-extension standard et soit e1 le sommet de y pour lequel on a <£ l = V » .
Soient e un sommet de Q et H un isomorphisme de graphes de Ç sur y » satis-
faisant à la condition U.2 . Si l'une des conditions U . 3 - ( a ) . ( b ) . ( c ) est
remplie, il existe un isomorphisme H de Q sur y dont la restriction à Ç
est n .

COROLLAIRE (théorème d'unicité) - Soient ( G . D ) et ( G ' . D ' ) des couples
fischériens dont les graphes, notés respectivement Ç et V , sont de type T .
Soient d et d ' des éléments de D et D' respectivement. Si l'une des conditions.
U.3-(a) ou U.3-(c)(ii) est satisfaite, tout isomorphisme du sous-graphe de Ç
porté par D , sur le sous-graphe de y porté par D . , remplissant la condi-
tion U.2 se prolonge en un isomorphisme de graphes de Ç sur Y .

Compte tenu de la remarque 1 , le corollaire résulte immédiatement du
théorème 1.3 .

3. Preuve du théorème de prolongement.

Le principe de la démonstration est le suivant: à un élément x de A on

fait correspondre un élément x * de A * , et l'on construit un isoroorphisme des

sous-graphes de Cet V portés respectivement par A r> D et A ' , ^ D ' . . Puis

l'on montre qu'un certain nombre de sous-ensembles A r»D (ycA ) suffit a

recouvrir A . Enfin, la partie la plus délicate de la démonstration consiste

à vérifier que ces isomorphismes se recollent bien. c 'es t alors que l'on

utilise la condition U.3 .
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(a) Établissement des isomorphismes partiels. Conditions U.0,1,2 remplies.

Nous dirons qu'un élément x* de A ' , est associé à un élément x de A si n

applique D ^ D sur D * , ^ D * » . Puisque H est une bijection» un élément x de

A est associé à un élément x' de A * , si r\" applique D ' i ^ D , sur D n D,
C e e x e *

Les assertions "x associé à x'" et "V associé à x " sont équivalentes; si

elles sont satisfaites, nous dirons que x et x1 sont associés.

LEMME 1.8 - Soient x un élément de A et x' un élément de A^. qui lui est
associé.

(i) Tout élément de {x.x8} est associé à tout élément de ( x ' . T T x * ) . Les

seuls éléments de A ' , (resp. A ) associés à x (resp. x ' ) sont x ' et TTX'

(resp. x et Xe).

(ii) Si a est un élément de D . un(a)x' est l'élément de A^, associé à x®.

(iii) Si y (resp. y 1 ) est un élément de A^n D^ (resp. A^.nD^. ) . il existe

un élément y* (resp. y) et un seul de A ' i n D ^ , (resp. A^n D^) qui est associé

à y (resp. y ') .
Si a* (resp. a) est l'élément de D* , (resp. D^) non lié à x ' (resp.x) pour

lequel l^a^x* « Tîy* (resp. a » e^), en posant n(a)«a'. nous avons a « e y

(resp.l^a^x1 « T T y ' ) et a (resp. a') appartient à D^ A^ A (resp.

D^» n A^, n A,).

Preuve. Soient x et x * des éléments de A et A^. associés.

Conroe D est une classe de Fischer . D n D « D^n D ^ ; comme Ç' satisfait

à la condition U.O. on a:

"e-^x- - ^ • " ^x - •

La première assertion de (i) est donc établie.

Puisque Ç* est une 2*-extension standard, x ' et T T X * sont les seuls éléments

y * de A * , pour lesquels D\ n D', « D'mD^. . x' et T T X ' sont les seuls éléments

de A ' , associés à x . Par ailleurs. Ç est un graphe de type f (U.l). donc x
et Xe sont les seuls éléments de D associés à x * . d'où (i).

Soit a un élément de D . L'élément x8 est dans A et l'on a
e ̂  D^ - a(D^ D,)a .

donc
n ( D . D ) - n ( a ) ( D . / , D . ) n ( a ) .e o e x
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Or. n(a)(D^,n D^,)n(a) est l*ensemble des éléments de D\ liés à UCrKa^x ' ;
on a donc

nd^a)-^ ^(^«x- •
En conséquence uCnCa^x* et x3 sont associés ce qui établit 1 assertion (ii).

Soit y un élément de A ^ D . L'élément a «e^ appartient à D ri A f\ A® ^ gg e x y
Posons H(a)«a ; nous avons y = x et, en vertu de (i), y est associé aux

seuls éléments U(a' )x* et UCa*)^ . Puisque a n^est pas lié à x dans Ç , a*

n'appartient pas à D* , n D * , ; ainsi, l-^a^'iïx' est lié à x * . Or, nous savons

que x * ne peut être lié à la fois à miCa^x' et à u(a')x' (U.O-(iv)). nous en

concluons que y* sir^a^x* est l'unique élément de A * ,^ D', associé à y. Il

s^nsuit que a* n*est pas lié à y * .

Inversement, si y* est un élément de A * , n D* , , il existe un unique élémente x _^
a* dans D' ,n A^n A ' , tel que u(a')x' s T r y * . Posons n (a') s a. Il est clair

que a est un élément de D ^ A ^ A . Comme x et uCa^x* sont associés et
ae » ^ îc y » .>comme x commute à y et est associé à u(a')x* (assertion (i)), nous en

concluons que y « x est Punique élément de A ^ D associé à y ' , ce qui

démontre (iii).

Conservons les notations du lemme 1.8. Désignons par 4) i la fonction de

A ^ D dans D' qui fait correspondre à chaque élément y de A ^ D l'unique

élément y * de A ' , ^ D ' , qui lui est associé.

Le lemme précédent montre que la fonction <t> , définie sur A * , ^ D', qui à

chaque élément y * fait correspondre l'unique élément de A ^ D qui lui est

associé, est telle que :

^xx ' ° ^x 'x^^ " y t ( y t c ^'^ ̂  )

S'x0 ^ x x ' ( y ) " y ( y c A e n D x ) •

Ainsi 4) . est une bijection de A (\ D sur A ' , / ^ D * , dont la bijection

réciproque est <t> , . D e manière plus précise, nous avons le résultat suivant:

LEMME 1.9. - Si x ' est un élément de A * , associé à un élément x de A ,
^ , est un isomorphisme des sous-graphes de 6 et 6 ' portés respectivement

par A /s D et A ' . ̂  D ' . .e" x e n x
L*isomorphisroe réciproque est induit par ^ .

De plus. si d est un élément de D et y un élément de A ^ D . ( d , v ) est

une arête de Ç si et seulement si {n(d),0 . ( y ) } est une arête de Ç' .
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Preuve. Soient y et z des éléments de A f\ D et soient y * et z * leurs images

par <t) , . Puisque y 1 et z* sont liés à x * , il existe des éléments a* et b*xx ,
dans D', tels que uCa^x^TTy* et uCb^x ' ^ î r z * . Posons a=n (a* ) et

b= rf^b1).

Une condition nécessaire et suffisante pour que { y \ z 1 } soit une arête de Ç1

est que (a ' .b ' J en soit une (U.O-(ii)), c^st-à-dire que (a.b) soit une arête

de Ç ( puisque H , donc H , est un automorphisme). Il résulte du lerome 1.8

que y = x et z = x , ce qui entraîne que a et b sont liés dans Ç si

et seulement si y et z sont eux-mêmes liés dans Ç. Nous avons ainsi établi

la première assertion.

Soient d un élément de D et y un élément de A n D ; posons nCd^d* ete. e x
<t> » ( y ) = y ' . Les éléments y et uÇd^y* sont associés (lemme I.8.(ii)).

Si { d.y } est une arête, u(d ' )y ' est l'un des éléments associés à y : y *

ou T î y * car on a y = y . L'égalité u C d ^ y ' ^ y * signifie que d* est lié à y * .

tandis que l'égalité uÇd^y* siry* signifie que y * est lié à lui-même ce qui

est exclu.

Réciproquement, observons que , si d' et y * sont liés, u ( d ' ) y * est égal

à y * et est associé à y et à y . Par conséquent, on bien on a y = y ce qui

prouve que { d , y ) est une arête, ou bien on a y = y ce qui est exclu puisque

d et e sont distincts.

(b) Recouvrement de A . Condition U.l satisfaite.

Nous venons de construire des isomorphismes de certains sous-graphes de Ç

- dont l'ensemble des sommets est contenu dans A - sur des sous-graphes de Ç\

Nous allons établir que A peut être recouvert par des sous-ensembles sur

lesquels de tels Isomorphismes peuvent être définis.

Démontrons d'abord le lemme suivant:

LEMME 1 . 1 0 . - Soient a et b des sommets distincts et non liés de Ç . et

soit c un élément de A n A, n'appartenant pas à l'ensemble {a .b ,a } .a D
Alors, il existe un élément d dans D lié à a et à b et non lié à c .

Preuve. Soit M l'ensemble des sommets de ^ qui sont lies a a et a b . Si

tous les éléments de M sont lies ci c. il résulte de ( § 1 . 3 . ( b ) l . ) -applicable

puisque Ç est de type 7 (U.l)- que l'élément c appartient d M^ |a.b,a }

contrairement a 1'hypothèse. Le lemme est donc démontré.
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LEMME 1.11.- Soit x un élément de A . On a:

^{xe} •^yc(D^)u(x) ̂ y •
De plus . si G ne contient aucun D-sous-groupe isomorphe à H. ou à ̂  , on a:

A^- { X e . x } « (A^nD^)y (A ^D J .
e x

Preuve. Soit z un élément de A distinct de Xe qui ne commute pas à x .
En vertu du lemme précédent appliqué à a=z, b=x et c=e, nous voyons qu'il
existe un élément y dans A^ D ^ D . Ainsi, il existe un élément y dans
A n D pour lequel on a zcA ^ D .c x e y

La dernière assertion résulte du fait que A n A est contenu dans A n D
lorsque G ne contient aucun D-sous-groupe isomorphe à H. ou à H* ( § 1 . 1 . ( g ) ) .

( c ) Problème du recollement des <t>^ . . Conditions U . O . U . l . U.2 remplies.
Nous allons montrer que I1on peut construire une application de A -{x 6}

dans A^, en recollant des applications <t) . . avec y dans (A ^ D ) y { x } .
définies précédemment.

Pour cela. il suffit de montrer que deux d'entre elles coïncident sur
l'intersection de leur domaine de définition. Nous verrons en outre que
l'application <t) de A - { x } dans A ' , que l'on peut alors définir, envoie
toute arête de Ç dont les sommets sont dans A -{x®} sur une arête de Ç' dont
les sommets sont dans A^. . Ensuite, nous vérifierons que cette application ,
prolongée à D̂  par n et définie en e. x et Xe par <t)(e)«e' . 4 > ( x ) » x ' et
4>(x ) « î î x ' . est un isomorphisme de graphes.

Nous appelons chemin de A (resp. A ' . ) toute suite finie r " ( x ). . . e e i'osisn
d éléments de A^ (resp. A ^ . ) telle que x . et x soient liés . I s i s n .
Soit F» ̂ ô̂ n un chemin de A^ (resp. A ' , ) . Les points x et x
s'appellent respectivement l'origine et l'extrémité de r . on dit que n est
la longueur de r et que les points x . et x (osisi+ksn) sont à
distance k dans r .

Si on a x • x . on dit que le chemin r est fermé.
Un chemin F ' • ^posisn* de ̂  est dit Bsso(:iè à un cnemin r- ( x . )

de A^ si l'on a n-n' et si pour tous les i (osisn) x et x ' sont associés;
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dans ces conditions, on dit que les F et F* sont associés.

LEMME 1.12. -
(i) Si F (resp. F*) est un chemin de A (resp. A ' , ) et a* (resp. a) un

élément de A^. (resp. A ) associé à l'origine a de F(resp. a* de F ' ) , il
existe un et un seul chemin F' (resp. F ) associé à F (resp. F ' ) d'origine a'
(resp. a).

(ii) Soient ^(x^)^^ un chemin de A et d un élément de D y { e). Alors
i i " — e

^ '^i^o^n est un chemin de A •

Soit ^(xp^^ un chemin de A^, associé à F; alors F^TTx!) ^

si d«e et F'^^» (M(n(d))xp^^ si d^e sont des chemins associés à F^
En outre. F* et F'^ sont les seuls chemins de A * , associés à F ; F et F e

sont les seuls chemins de A associés à F*.

(iii) Soit F un chemin fermé de A^ (resp. A \ ) . Si l'un des deux chemins

de A^, (resp. A^) associés à F est fermé, ils le sont tous les deux.

(iv) Soit ^(^o^n u" chemin de A^ (resp. A ' , ) pour lequel on a

X T K X o ^Tes^' "n'^o^ • soit p un entier* oîpSn; posons y.« x . pour
osjsn-p et y « ^ ^ f (resp. y «îrx, ) pour n-p<j$n .

Alors, si F est associé à un chemin fermé. F "(y.) . est aussi associé
p j o^j^n

à un chemin fermé.

Preuve. Démontrons l'assertion (i) par récurrence sur la longueur n du

chemin. La conclusion de (i) est vraie si n«0. Supposons que n soit au moins

égal à 1 et qu'à tout chemin A d'origine a dans A (resp. d'origine a' dans

A,) de longueur n-1 soit associé un chemin uniquement déterminé de A ' ,

(resp. A ) d'origine a' (resp. a).

Soit F- (x^)^^ un chemin de A^ (resp. A^. ) d'origine a«x (resp. a ' " x ).

Posons ^"(^osisn-l et ^^gnons par A' " ( x ' ) ̂  le chemin de A ' .
(resp. A^) d'origine a*« x^ (resp. a " x ' ) qui lui est associé.

Il existe un unique élément x^ associé à x et lié à x (lemme 1.8.(iii));

^Posisn est alors un ^^"i" de A^. (resp. A ) d'origine a '»x ' (resp. a - x ' )

associé à F . Si ^^o^^ est un cheinin d'origine x ' « x " associé à F .

le chemin ^^o^^.ï dont l'origine est x ' • x" est associé à A ; c 'est
donc A ' . On en déduit alors x*'« x * ce qui établit l'assertion.
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Prouvons (ii). Il est clair, si x. et x. , sont des éléments liés de A .
A A

leurs conjugués x' et x. , (deD.u te)) le sont aussi. Par conséquent, si

(x.) . est un chemin de A , il en est de même de (x.) .., <„ . Comme u(d*)i osian e i o-.i.-n
(d^D*,) et TT induisent des automorphismes de Ç (remarque 3), si F* est un

chemin de A ' , . il en est de même de F^ et de F171 . Il résulte du lemme 1.8

que si les chemins F et F* sont associés, les chemins F et F / d'une part

(deD) et F8 et F d*autre part sont associés.
Les deux dernières assertions de (ii) résultent immédiatermnent de (i).

Les assertions (iii) et (iv) sont des conséquences de ce qui précède.

LEMME 1.13.- Tout chemin fermé de A (resp. A ^ , ) dont la longueur est au

plus 3. est associé à un chemin fermé de A * , (resp. A ).En particulier, si ae e
et b sont des éléments liés de A (resp. A ' , ) et a* . b* des éléments liés qui

leur sont associés, on a:

<t>^.(x) « \^W . ̂ ^^b^e (resp- ^^b^e^ •

Preuve. L^ssertion est claire si le chemin est de longueur nulle. Il n ^ y

a pas de chemin fermé de longueur 1.
Soit F « (a.b.a) un chemin fermé de A (resp. A^,). Soit b' un élément

associé à b; F* - (^...(a^b'.dï.^.Ça)) est un chemin fermé de A^, (resp. A^)

associé à F .
Soient F «(a.b.c.a) un chemin fermé de A (resp.A',) et F'= (a'.b^c'.a")

un chemin de A * » (resp.A ) qui lui est associé . Comme les éléments a et c

sont liés. les éléments < t> . * . (a ) "a * et < t ) . . . (c )«c ' le sont aussi (lemme 1.9).bb bb
Par suite, nous avons a*«a" ce qui démontre que F' est fermé; la dernière

assertion en résulte immédiatement.

Désignons par H(j) l'hypothèse suivant laquelle les chemins fermés de A^

(resp. A * . ) de longueur j. sont associés à des chemins fermés.

PROPOSITION 1.9. - (Sous les hypothèses U.O. U . l . U . 2 . H ( ^ ) . H ( 5 ) ) .

Soient x un élément de A et x' un élément de A^, qui lui est associé.

Pour chaque élément y dans D r » A posons <t^x'^ " y t • soit <t> la fonction

de D dans D* définie de la manière suivante:

^(d) « n(d) pour tout élément d de Dp •

<t>(e) - e* et ^(x8) - T T X * .

0(z) , z c A - {x 6 } , est la valeur commune en z de
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toutes les applications 4> » pour les éléments y de ( A n D )y (x) tels queyy e x
z appartienne à A n D .

La fonction <t> est une bijection de D sur D* , elle induit un isomorphisroe

du graphe Q sur le graphe y .

Preuve. Établissons d'abord que la fonction 4> de A -(x8) dans A * , est une

application. Soient y et z des éléments distincts de (A^n D^)y (x) et t un

élément de A n D n D . Nous devons établir que <t) ,(t) = ^..v'^ •e z y zz y y

Si on a y=x , (t,z.x,t) est un chemin fermé de A de longueur 3; ce chemin

est associé au chemin (<t) ,(t).z',x',<t) »(t)) car on a x'«y' par définition

de y* et de <t> » . Il résulte du lemme 1.13 que ce dernier est un chemin fermé.

Nous avons donc <t> 1 ( 1 ) '= <t> »(t) .

Si y et z sont des éléments distincts de x, (t.z,x,y,t) est un chemin

fermé de longueur A. En vertu de H(4), le chemin F qui lui est associé est

fermé. Comme F est le chemin (<t> « ( t î .z ' . x ' . y ' .d» »(t)). il s'ensuit que

<t> »(t) * 4> » ( t ) c e qui démontre notre assertion.

Démontrons que l'application (f) est injective.

Soient a et b des éléments de A -{x8} tels que 4>(a) « <t>(b). Il existe donc,

dans (A n D )u(x). des éléments y, et y^ respectivement liés à a et b et pour

lesquels on a:

<t> , (a ) « <t>(a) « (t>(b) « ô . (b ) .y^i y^

Suivant que l'on a y,^ x ^ y» . y." x ^ y^ (resp. y.^ x • y^) ou y.» x • y^.

on peut joindre a et b par des chemins r,"(a.y,.x,y^,b) , F,," (a.y,"x.y^,b)

ou r.-« (a,y.«x«y...b) . Puisque 4)(a) est égal à 4)(b). chacun de ces chemins

est associé à un chemin fermé de A ' , . Il résulte donc du lemme 1 . 1 3 et de

l'hypothèse H(4) que les chemins F.. F». F^ sont fermés et par suite, on

a : a«b.

Observons que Xe est le seul élément de A dont l'image par ^ est T T X * . En

effet, si on avait 4>(a) » T T X ' pour un élément a dans A - { x } . il existerait

un élément y de (A n D ) y { x) tel que ^ .(a) • <t>(a) - T T X * . Un tel élément

y est nécessairement distinct de x car il est associé à un élément y * lié à

0(a) • î îx ' . Par ailleurs, y * est un élément de A ' . ^ D ' . ( c f . construction de

^ ,), conroe y' ne peut être lié a la fois à x 'e t à -n x ' ( l ' .O.( iv)). nous

avons donc une contradiction et notre assertion est démontrée.

L'application 4> est donc une injection de A dans A ' . .

Démontrons que ^ est surjective .
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Soit t* un élément de A 1 , distinct de x' et de T T X ' . Soit t un élément de A^

associé à t' (U.2). et soient y et z des éléments de (A^nD^)(j{x) tel que t

soit lié à y et que 1e soit lié à z. Nous avons:

^(t) s ^yy'^ et <t)(te) " ^ZZ'^ •

Comme l'application 4> est injective. les éléments 4>(t) et <t»(t ) sont dis-

tincts; or, ce sont des éléments associés à t . L'un d'eux est donc t1 ce qui

démontre l'assertion.

Démontrons maintenant que <t> induit un isomorphisme du sous-graphe de Ç porté

par A sur le sous-graphe de Ç ' porté par A^» .

Soit {a.b} une arête de Ç (resp.</ ') contenue dans A^-{x8) (resp. A^i-drx1)).

Il existe donc des éléments y, et y^ dans (A^n D^)u tx) (resp. (A^.n ^»)u( x') )

liés respectivement à a et à b . Du sous-ensemble ( a,y^,x,y^,b,a } (resp.

(a.y, ,x ' ,y^,b,a}) on peut extraire un chemin fermé d'origine a se terminant par

b,a ) dont la longueur est au moins 3 et au plus 5 . Ce chemin est associé

à un chemin fermé (lemme 1.13, H(4). H(5)) dont l'origine est <t>(a) (resp.
(tT^a^et qui contient 4)(b) (resp. (^(b)). Les éléments <t>(a) et <t)(b) (resp.

(tT^a) et (^(b)) sont donc liés dans Ç (resp. Ç').

Soient a un élément de A -(x6) et y un élément (A^n D^)y {x} lié a a et pour .

lequel on a <t» .(a) « <î>(a) . Si (a.x8) est une arête, (a.x) n'en est pas
une (U.O-(iv)); le chemin (a.y.x.a8) n'est donc pas fermé, en particulier.

il est associé à un chemin non fermé (<t> » (a ) .y ' .x * .TT<t» ,(a)). Il s'ensuit que

Tî<t)(a) est lié à x * . c'est-à-dire que (< t ) (a ) .TTx ' } est une arête de y .

Réciproquement, si { x ' . < t > ( a ) } est une arête de Ç\ le chemin

(<t>(a),y'.x',7i<t>(a)) n'est pas fermé. Le chemin (a.y,x.a.) qui lui est associé

n'est pas fermé ( H(A)) donc l'élément a,, associé a 4)(a). est distinct de a.

Nous avons donc a,-a8 et par suite 8e est lié à x.

Le fait que l'application <t> prolongée à D par n et à e par <t>(e)«e' soit

un isomorphisme de Ç sur Ç' résulte du lemne 1 . 1 3 . Ceci achève la démons-

tration .

Maintenant, il nous reste à établir que. si l'une des conditions U . 3 est
satisfaite, les conditions H ( ^ ) et H ( 5 ) sont remplies.

Observons d'abord que la condition l . 3 - ( c ) ( i ) établit une symétrie entre
les graphes Cet Ç1 puisque, dans ce cas. ils sont tous les deux de type ^ .
Ils peuvent être considérés comme les graphes d ' u n ensemble de Fisher d ' u n
groupe, isomorphe à un sous-groupe du groupe de leurs autoinorphismes ( t h m . I . l ) .
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En particulier, nous avons •iïy1 « y 1 6 pour tout élément y* dans A 1 , . Nous
pouvons alors compléter les propriétés énoncées dans le lemroe 1.8 relatives
aux éléments associés.

LEMME 1.14. - (Sous U.O. U.l. U.2). Supposons la condition U.3-(c)(i)

remplie. Soient a et a* des éléments associés de A et de A * , . soient x et y

des éléments de A f\ D , x* et y * leurs images par 4» » , enfin soient t* et u*

ax avles images par n de t«e et u«e - .

Nous avons les assertions suivantes:
v v'(i) les éléments x- et x ' ' sont liés à a et a' respectivement;

(ii) on a x^d")86 et x'^ (t'"' )a t e t ;

(iii) si x7 et e ne commutent pas, on a <t> iÇx^ " x^ ;aa

(iv) si x^ et e sont liés, on a n C x - î ^ x * ' , en outre, y commute à x et

y * est lié à x*8 .

Preuve. Les éléments x et y sont liés à a (resp. x' et y * sont liés à a').

l'égalité x7» a (resp. x^ « a * ) implique x«a (resp. x'«a'). Il s'ensuit que

x^ (resp. x '^ ) est lié à a (resp. a') ce qui prouve (i).

Nous avons les égalités suivantes:

x - a*-6 . t86

y - a"6 - u3*"

x - . t'8'8'

y - -a'"'6 ' ;

par conséquent, nous avons aussi :

x" . (t")86

x'y' . (t'"')8 '6 '
ce qui donne l'assertion (ii).

L'égalité x5^-(t")88 entraîne (x^^-t" ; quand x5^ est un élément de A .

l'élément t" .qui est dans D . s'écrit:
8 t" - e^^8 .

Nous avons alors r^t")"!'11 et par suite:

^.(x^) . ^.((t")86) • nd^a'^nd") - (f"')^8 '6 ' - x^ ' .
L'assertion (iii) est donc établie.

Si les éléments ^ et e sont liés, on a x^Çt")8 6 donc x^ (t")8. Mais

a est lié à x^ . nous avons alors x ' - t . Échangeons les rôles de Ç et de $' ,

si x ' ^ ne commute pas à e ' , nous voyons qu'en vertu de (lu). < t > . ( x ' ^ ) « x ^
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ne commute pas à e, ce qui est exclu. Par conséquent, x ' Y commute à e*. En
particulier, en échangeant à nouveau les rôles de Ç et Ç\ nous voyons que
x*5^ «t111 ce qui entraîne l*égalité n ( x y ) « x t y et achève la démonstration.

LEMME 1.15. - (Sous U . O . U . l . U . 2 ) . Soit F » ( a . x . y , z . a ^ ) un chemin de A tel
que l'on ait a, e ( a , a 8 } et que l'une des conditions suivantes soit remplie:

( i ) aya = a.
(ii) aya = yay £ D
Alors, le chemin F est fermé si et seulement s'il est associé à un chemin

fermé de A ' , .

Preuve. Désignons par F1» (a* , x * . y 1 , z ' , a * ) un chemin de A 1 , associé à F .
Supposons que l'assertion ( i ) soit vraie.
Si a est distinct de y , le chemin ( a , x . y , a ) est fermé, il est de longueur 3;

il est associé au chemin fermé ( a ' , x * . y * , a * ) (lemme 1 . 1 3 ) . En conséquence, les
chemins F,« ( a . y . z . a , ) et 1̂  « ( a ' . y * , z ' , a , ) sont associés. Si F (resp. F ' )
est fermé, il en est de même pour F. (resp. F * ) . Cela entraîne que F*
( r e s p . F . ) soit fermé (lemme 1. 1 2 ) donc que F* (resp. F ) soit également un
chemin fermé. L'assertion est démontrée dans ce cas.

Si l'on a a«y. le chemin F s ( a , x , a « y , z , a , ) est associé à F' «(a* , x ' . a * .z* . a * \
Comme les chemins ( a . z , a , ) et ( a ' . z ' . a ' ) sont associés, et comme ils sont de
longueur 3. ils sont fermés si a, «a et non fermés si a, «a . 1 1 en résulte que
les chemins F et F* sont tous les deux fermés ou bien ils ne le sont ni l'un
ni l'autre.

Supposons que l'assertion ( i i ) soit vraie.
Posons d " aya et d ' " n ( d ) . L'élément y s'écrit donc dad et il est

associé à y(d)Tra' (lemme 1 . 8 ) . Par hypothèse a et y ne sont pas liés, a ' et
y ' ne le sont pas non plus . En conséquence, y ' " u ( d ' ) a ' . Si F est fermé, les
éléments ^ ^ ' ( a ) et 0 , ( y ) ne sont pas liés (lemme 1 . 9 ) ; puisque <t» , ( y )
est y ' . ^ , ( a ) est l'associé de a qui n'est pas lié à y ' . on a donc
4) » ( a ) « a ' ce qui prouve que le chemin F' est fermé.

Réciproquement, si F' est un chemin fermé. ^ . ( y ' ) et 4» , ( a ' ) ne sont pas
liés puisque y ' et a' ne le sont pas. L'élément y n'est donc pas lié a a i . Or. a.

ç •est soit a soit a ; comme nous avons y " a d a . nous en déduisons que a , est a
ce qui prouve que F est fermé et achève la démonstration.
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LEMME 1.1 6 . - (Sous U.O. U.J . U . 2 ) . Chacune des conditions U.3-(a) , U . 3 - ( b ) .
U . 3 - ( c ) ( i ) implique la condition H ( 4 ) .

Preuve. Soit F un chemin de longueur 4 de A . Désignons par F* un chemin de
A * , qui lui est associé. Faisons l'hypothèse que F ou F* est fermé. Posons
F « ( a , x , y . z , a , ) ; on a alors a , " a ou a,«a 8.

Les paires de sommets de F qui sont à distance 2 sont : ( a , y ) , ( x . z ) . ( y , a , ) .
Considérons les chemins F° « ( x , y , z , a , , x ) et r00 » ( y . z , a , , x , . y , ) où
x £D u t x . x 6 } et y , £ D y t y . y 8 ) .i a^ 1 x!

Comme on le vérifie aisément, les assertions " F fermé". " F° fermé" et
" F ° ° fermé" sont équivalentes. Si deux sommets s et t de F , situés à dis-
tance 2, sont tels que ( i ) st«ts ou que (i i ) sts=tst c D , l'un des
chemins F, F ° , F00 satisfait aux conditions du lemme 1.15 . Il s'ensuit que
notre lemme est alors démontré.

Désormais, nous faisons l'hypothèse que deux sommets à distance 2 de F ne
remplissent aucune des conditions ( i ) et (ii) ci-dessus. Il en résulte que
chacun des D-sous-groupes < e . a , y > et < e . x , z > est isomorphe à un groupe H.
ou H* ( c f . §4. 1 . note à U . 3 ) .

Sous l'hypothèse U.3-(a) . cette situation ne se présente jamais. Le
lemme est donc établi.

Supposons la condition U. 3 - ( b ) remplie. Observons que l'on a d'une part
y c D n D et que d'autre part < x . z , a > est isomorphe à Z, si a, «a8 (car
on a alors az^za) et à Ẑ  x Ẑ  si a , « a . L'assertion 1 . de la condition U . 3 - ( b )
est donc remplie, nous en déduisons l'existence d' u n élément t de A qui est
lié à chacun des points a , x , y . z . Posons F' « ( a ' , x ' , y ' , z ' . a ' ) et t 1 " ^ « ( t ) .

I Sa

l'image par 0 , du chemin F est le chemin
r! ' (^t^^tt'^^tt'^^tt'^^tt'^P^

les images par ( t . , de x , y . z. a , sont respectivement x ' , y * , z* et a '
(lemme 1 . 1 3 ) . Si le chemin F (resp. F ' ) est fermé, nous avons a " a . (resp.
a ' « a * ) ; le chemin F . est donc fermé d'où a ' " a ' (resp. <t) . ( a ' ) « a . »
»4> . ( a ' ) " a ) ce qui prouve que F (resp. F ' ) est un chemin fermé.

Enfin, supposons la condition U . 3 - ( c ) ( i ) remplie. Les graphes Ç et Ç*
sont alors de type f ; quitte à échanger les rôles de Ç et de 6 * . il nous
suffit de vérifier que si F est fermé, il en est de même pour F ' . Supposons
donc que F soit fermé et que F* ne le soit pas. Montrons que cette situation
est impossible.
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On a donc a* s a ; par suite l'unique élément de A* , associé à z et lié à
a* est z*6 . Comme l*élément a est lié à x et à z, il est lié à x2 et par suite

z e'z ' e 1
a* est lié à <t) , ( x ) « x * (lemme 1 . 1 4 ) . Par ailleurs, comme y est lié àaa
x et à z. y1 est lié à 4> » ( x ) « x* . Les éléments x1 et x1 sont des
éléments distincts et associés à x 2; nous en déduisons les égalités

, , e ' z - e - . ^.zy^.z'e-
g»

ce qui impose x' « x* contrairement au fait que x* ne commute pas à e * .

LEMME 1 . 1 7 . - (Sous U . O . U . l . U . 2 ) . Chacune des conditions U . 3 - ( a ) . U . 3 - ( b )
et U . 3 - ( c ) implique la condition H ( 5 ) .

Preuve. Soient F « ( a , x , y , z . b , a , ) un chemin de longueur 5 de A et
F* s ( a ' t X ' . y ' . z ^ b ^ a * ) un chemin qui lui est associé. Nous faisons ^hypothèse
que F ou F* est un chemin fermé et nous allons montrer qu'ils sont fermés
tous les deux. Par hypothèse, nous avons donc a , » a ou a, «a .

Démontrons d*abord que si a et y remplissent l'une des deux assertions
( i ) ay«ya ou ( i i ) aya=yaye D , alors F et F* sont des chemins fermés.

Si a est lié à y , le chemin F . " ( a , y , z , b , a , ) est associé au chemin
H «s ( a ' , y ' , z * , b * , a * ) . Or F. est de longueur 4 et en vertu des hypothèses. F.
ou F' est un chemin fermé. Ces chemins sont alors tous les deux fermés
(lemroe 1 . 1 6 ) et il en est de même pour F et F* .

Si on a a " y . Les éléments a* et z* sont liés; le chemin F-, " B ( a , z , b , a , ) est
associé au chemin F^ " ( a * , z * . b * , a * ) . Comme l'un des chemins F^ . F * , est fermé.
ils le sont tous les deux (lemme 1 . 1 3 ) et par conséquent F et F* sont des
chemins fermés.

Supposons que a et y soient tels que aya«yay soit un élément de D . Les
éléments y et a6 sont liés. et les éléments a ' " < t > , ( a ) et y ' - t t ) . ( y ) ne
le sont pas. En conséquence, 4> , ( a ) « îîa'qui est associé à a. est lié à v * .
Dans ces conditions, les chemins F«« (a , y . z . b , a , ) et F^« (<t) ,{ae )»^la\y\^\b\af.)
sont associés. Si F (resp. F ' ) est fermé, on a a«a. (resp. a ' - a ' ) ; aucun des
chemins F^ . F * n'est fermé (lemme 1 . 1 6 ) ce qui prouve que Tia^^a* (resp. a « a . )*• *- 1 1
et entraîne que F* (resp. F ) est fermé.

Ainsi, nous pouvons désormais faire l'hypothèse suivante: deux sommets de F .
a distance 2. ne satisfont à aucune des conditions ( i ) et ( i l ) ci-dessus.

Les D-sous-groupes < e , a , y > et < e . b . y > sont isomorphes à ^ ou à //*.
Sous l*hypothése U . 3 - ( a ) , cette situation est exclue. Le résultat est donc

établi dans ce cas.
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Supposons que la condition U.3-(b) soit satisfaite. Comme les éléments a et
b commutent entre eux. le sous-groupe <e.a,b> est isomorphe à Z,. Il existe
donc un élément t dans A qui est lié à a, y. z. b. Posons t1» 4) , ( t) . Les
chemins F^« (a . t .y .z .b ,a^) et F^« ( a .x .y . t . b , a^ ) sont respectivement associés
aux chemins F^ (<^. (a).t ' .y1 .z* .b1 .a? et F^ (a1 .x* . y » . t* .^(b^'.^ap).

Supposons que F soit fermé. Alors, chacun des chemins F. et F est fermé.

Comme t commute à z. les sommets t et z du chemin (t.y.z.b.a.t) satisfont à

la condition (i) ci-dessus, nous en déduisons que ( t^y^z ' .b ' .a ' ,^ »( t ) )

est un chemin fermé, il s'ensuit que F. est également un chemin fermé. De la

même manière, le fait que t commute à a implique que F' est un chemin fermé.

Ainsi, nous avons ^^"(âi ̂ â* * Comme les éléments a'«<t> ,(a) et b"s <t> »(b)

sont liés puisque a et b le sont. a* est l'élément associé à a qui est lié à b".

Nous avons donc a ' s a * ce qui prouve que F* est fermé.

Réciproquement, si F' est un chemin fermé et si F ne l'est pas, nous "avons

a=a^ et a^»a . Aucun des chemins F et F^ n'est fermé, et il en est de même

pour F^ et F^ . Par conséquent, on a : <t» . (a)= ira'et ^....(a6)»^'. Or les

éléments t et a ne sont pas liés; il en est donc de même pour leurs images
par ^bb'^ t f et TTa* ce qui contredlt le fai^- que a' soit l'unique associé de a
qui appartienne à I^.nA^. . Sous l'hypothèse U.3-(b) le lenroe est établi.

Étudions enfin le cas où la condition U.3-(c) est remplie.

Supposons que l'un des deux chemins F et F' soit fermé et non l'autre, et

démontrons que cette situation est impossible.

Etablissons d'abord chacune des assertions suivantes:

(a) eyz appartient à D n D .G a

(6) e^ centralise A n D n D .

Preuve de (a) . Comme les éléments v et z sont liés. il en est de même
V Z V7pour e' et e . Montrons que e est lié à a.

L'hypothèse L'.3-(c)( i) est telle que les graphes Ç et Ç' ont des rôles

symétriques: compte-tenu de ce qui précède, nous pouvons faire l'hypothèse

supplémentaire que les éléments de F (resp. F * ) situés à distance 2 ne satis-

font à aucune des conditions ( i ) et (n) ci-dessus. Par conséquent, si s et t

sont des sommets de F (resp. F ' ) situés à distance 2. on a: sts"tst et

sisc A ce qui entraîne s e A ^ A .

Les éléments a et v sont dans D . par conséquent av appartient a D ; en

vertu de la remarque précédente, a appartient a A .
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Supposons que le chemin T soit fermé. Les éléments z et a de F sont à dis-

tance 2, on a a^z3 et a^A ; en particulier les éléments a^ y3 et a2" z3

sont liés. Nous en déduisons que <t> ^a7) est lié à l'un des éléments t* as-
zsociés à a . En vertu du lemme I.14-(iii). applicable grâce à la condition

U.3-(c)(i), nous savons que <t> ,(ay)»a1y et que t*» (a18 )2 ou

e* z 'e* e*t* « (a* ) (rappelons que a* «a* ). Par ailleurs, les éléments y * et z*

de F' sont respectivement à distance 2 de a* et de a t e , ce sont donc des élé-

ments de A ' , ^ A ' , . Ainsi, a^ qui est lié à a* et non à a'8 ,
3 (a*8 )

z l (a )
n'est pas lié à (a* ) .Or. nous avons les égalités suivantes:

(a'2'/8'6 ^(z'8')6'8'6'^'6'8'-^'6')11'^'6'2'''' ;

il s'ensuit que l'élément t', associé à a , qui est lié à a'^ , est a*8 z .

Ainsi a^ z est lié à a'8 ; par ailleurs, a^ z est lié à a* (car y * et z*

v * z *sont liés entre eux et ne sont pas liés à a * ) . Il en résulte que a 1 ' est

lié à e* et par suite a* est lié à e'2 y . Ainsi, e^ z est un élément de

D ' ,o D', ce qui prouve que e appartient à D f\ D

Si le chemin F* est fermé, nous avons a,«a et a* « a * . Les éléments y *
et z* sont à distance 2 de a * ; par conséquent y * et z * appartiennent à A * » , eta

A * , contient a et a* . Comme y * et z * sont liés, a * ^ et a'2 le sonte y » ^»
aussi et <t> . ( a * ' ) est lié à l'un des éléments associés à a* , c'est-à-dire

à a ou à a . Comme ci-dessus, on a <f) , ( a - ) = a et les éléments y et z

appartiennent à A ^ A, e\ • L'élément a^ est lié à a . il n'est lié ni àa v a /
, z » ( a ) , ZvCae . . e / Zveae ea eze y , . . , ez .,(a ) . (a ) ni a a ; comme (a ) »z «a . a ' est lie a a . Nous

vz » » e aen déduisons donc que a' qui est lié à a, est lié à a «e , donc à e ; par

suite, les éléments e' et a sont liés ce qui établit l'assertion (a).

Preuve de (B). Soit t un élément de A n D.n D . Posons x . = x si a.«a et

x . » x 8 si a."8e. Considérons le chemin r , " (x . t .b .a. .x . ) et le chemin

F, • (4) . ( x ) . t ' .b' .a. ,x' ) qui lui est associé ; on a < t î . . . ( t) • t' .

Si F est fermé, on a a .«a et x.»x . Le chemin r. est donc fermé et 1 1 en

est de iDéme de f * car r. est de longueur ^ (lenane 1 . 1 6 ) . Comme F' n'est pas• * • « t
fermé, nous avons a ' - a ' . donc x ' » x * et par suite ^ » ( x ) « x ' 8 .

Si F' est fermé, on a a' «a ' et en outre T n'est pas fermé. Il s'ensuit que

a.•8e et x . - x 8 . Les chemins f. et F' ne sont donc pas fermés (lemme 1 . 1 6 ) .

Par conséquent, nous avons encore ^ « ( x ^ x ' 8

lt e'
Ainsi, en toute hypothèse, nous avons ^ h * ^ 1 ^ " 1 1 et ^ •( t) ' l t t
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Considérons alors le chemin In « ( t , x , y , z . b . t ) et le chemin» z
Y ' « ( t ' , x ' , y * . z ' . b ' . t ' ) qui lui est associé. Comme 1^ est un chemin fermé
de longueur 5 et comme I\* est non fermé, les sommets à distance 2 de 1^ ne
satisfont à aucune des conditions ( i ) et (ii) décrites précédemment. Nous en
déduisons que e72 appartient à D n D (condition (a) ci-dessus) c'est-à-dire
que t centralise ê  . L'assertion ( B ) est donc établie.

Maintenant, posons F « D . n D n D/ yzx . Il est clair que F contient
D . n D n A (assertion ( B ) ) ; par ailleurs, tout élément f de F est tel que
F =F . Puisque la condition U . 3 - ( c ) ( i i ) est satisfaite, nous en déduisons
l'égalité F » D n D . Ainsi eyz centralise D n D . comme 9 est de type ̂
( U . l ) . e^ est un élément de (D n D ) u ( b . x . b " } (prop. 1 . 1 ) . Or. e^ est
lié à e , c'est donc nécessairement un élément de D . ^ D . Comme, dans ces
conditions, e 2̂ commute à x . e2 commute à x'«x ; ainsi e centralise x
contrairement à l'hypothèse que x et z ne satisfont pas à la condition ( i i ) .
Nous obtenons ainsi une contradiction, ce qui achève la démonstration.
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Seconde par t ie : EXISTENCE D E F i ( 2 4 )

Dans cette seconde partie, nous construisons un graphe c de type 7
comme 2*-extension du graphe de Fischer de Fi(23) et nous vérifions que le
couple fischérien ( H , E ) qui lui est associé, possède les propriétés requises
pour que H soit Fi(24), à un unique isomorphisme près.

Pour cela, on considère un certain sous-groupe maximal R de Fi(23) et, à
partir de la réunion disjointe E « D(jG/Z)Ru ( œ) où D désigne la classe de
Fischer de G = F i ( 2 3 ) , on construit un quadruple dont le graphe associé £
sera celui de Fi(24) ( § 2 ) .

Il s'agit alors de prouver que le graphe c est de type ̂  , c'est-à-dire,
compte tenu de la première partie I. qu'il satisfait aux conditions EXT.
( I . § 2 . 2 ) . Les arguments utilisés pour traiter le cas des conditions EXT.i
(i^3) reposent essentiellement sur les propriétés de la classe de conjugaison
de R dans G ( § 3 . 1 . ) . Par contre, la condition EXT.3 est plus difficile à
établir. Pour elle, on utilise les conditions U. ( I . § 4 . 1 ) appliquées au sous-
graphe de E. porté par l'ensemble des sommets de <f qui sont liés à un élément
donné de D ( § 3 . 2 ) . Ensuite, on vérifie que le graphe ^ satisfait lui-même aux
conditions U . , ce qui permet d'obtenir l'existence et l'unicité (au sens
du théorème ï ï . l ) du couple fischérien ( F i ( 2 4 ) . E ) ( § 3 . 3 . ) .

Dans ce travail . les renseignements auxiliaires nécessaires concernant les
autres groupes de Fischer. certains groupes classiques ( sous-groupes, classes
de F i s c h e r . . . . ) ont été rappelés sans démonstration, pour une part. avec les
notations ( § 1 ) notamment sous forme de tableau ( § 1 . 4 ) . pour l'autre part en
appendice. Pour ces résultats, il existe le plus souvent des références assez
explicites dans | F ^ ] , et à défaut, on peut se reporter a |VD1 .
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§1. NOTATIONS COMPLÉMENTAIRES - RAPPELS

1. Couples fischériens (G^D1).

On désigne par (G^D1) un couple fischérien (ISiSA) satisfaisant aux condi-

tions suivantes:

- (G^D1) est isomorphe à (PSU(6,4).D(PSU(6.4))) où D(PSU(6.4)) est la

classe des réflexions unitaires;

- G est un groupe presque simple de centre trivial;

- soit TT l'application canonique de <D1> sur <D1>/Z(<D1>) . pour tout d

dans D1 et avec iî2. (^(^^.TT.CD1)) est isomorphe à (G1"1.?1"1).u d d d

Les groupes G^ et G3 sont respectivement isomorphes aux groupes de Fischer

Fi(22) et Fi(23).

2. Groupes R1 et B1 .

On rappelle que O^n^) est le quotient central du sous-groupe du groupe

orthogonal en dimension n sur le corps E, (pour une forme quadratique non

dégénérée) engendré par les réflexions t pour lesquelles Q(v)—l. Ce sous-groupe

est d'indice 2 et { t [ Q(v)—l ) en est une classe de Fischer. Le symbole C

appartient à (•»•,-}. On a E "•»• si l'espace vectoriel associé admet une base

orthogonale formée de vecteurs v tels que Q(v )—l . Dans le cas contraire.

on a £— .
On rappelle que 0 (n.2) est le groupe des isoroétnes d'une forme quadra-
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tique non dégénérée d*indice maximal en dimension n sur !• (I.§3.2.) .

Le groupe dérivé H de 0+(8.3) (resp. 0 (8,2)) est isomorphe à un groupe

simple de Chevalley de type D,. Les automorphismes de H provenant des automor-

phismes du graphe de Dynkin forment un groupe S isomorphe à £« . On démontre

que le produit semi-direct H^S qui s*identifie à Aut(H), est engendré par

une classe de Fischer et que celle-ci est la réunion de trois composantes

connexes permutées circulairement par les éléments d*ordre 3 (notés a,a" )

de S et engendrant chacune un sous-groupe d* indice 3 isomorphe à u(8,3)

(resp. 0^(8.2)) ( I. §3 2.(b)).

On désigne par R1 et B1 (lSi^3) des D^sous-groupes de G1 pour lesquels

on a B CR et les isomorphismes suivants:

i

R1

B1

1

O^ô^)

w*(^)

2

^(7.3)

Sp(6,2)

3

W^^)^

2)0^(8.2) x 2:3

En outre, pour i=2.3. soit d un élément de D1^ R1 (resp. D1n B 1 ) . Le quotient
central de <DlnRl> (resp. <DlnBl>) est isomorphe à R (resp. B1" ) . De
plus. D1 ̂  R1 (resp. D^B1) est l'unique classe de Fischer de R1 (resp. B1)

3. Groupes K

On désigne par V(5+i ) (Oî;is3) un espace vectoriel de dimension 5+i sur F^

muni d'une forme bilinéaire symétrique U» non dégénérée pour laquelle V(5-»-i)

admet un base orthonormale. Soit P(i) un plan isotrope de V(5+i) et soit S p , . v

l'image dans 0(5-»- i ,3) du sous-groupe du groupe orthogonal de U» engendré par

les réflexions t (^ (v .v )= l ) qui stabilisent P(i).

(a) On désigne par H un groupe isomorphe a Sp, -> . Ce groupe possède une

unique classe de Fischer. elle est de cardinal 9 et le produit de deux quel-

conques de ses éléments est d'ordre 1 ou 3 . Le groupe H est d'ordre 5^ ; son

centre est d'ordre 3 . ( Le grouper a déjà été introduit/ 1 .§^ .2 . note de L ' .3) ) .

On désigne par H* le quotient de H par son centre.
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(b) On désigne par K1 un D^sous-groupe de R1 isomorphe à Sp.,v si i«l
et à Spç^s si i»2; pour i«3. l'intersection de K3 avec chaque composante connexe

de D3 engendre un sous-groupe isomorphe à Sp/^v . On a:

K 3 . Sp^.<a>et Sp^/fl^Sp^) . W(D^) .

Le groupe K1 (resp. K2) est isomorphe à un produit central de 2 (resp. 3)
groupes isomorphes à H, ; il est engendré par une classe de Fischer.

Le groupe K3 possède une classe de Fischer qui admet 9 composantes connexes.

Chacune d'elles engendre un groupe isomorphe à un produit central de 4 groupes
isomorphes à H. .

A . Résultats numériques.

Nous avons déjà défini le niveau d'un couple fischérien. ( I . § 1 . 3 . ( c ) ) .
Pour les groupes G 1, on a:_______________

niveau

G1

6

G2

7

G3

8

Soient X un D^sous-groupe de G1 , d et e des éléments distincts de D1^ X
qui commutent et x un élément de D ^ X appartenant à la même composante
connexe que d et ne commutant pas à d .

On a les résultats ci-contre:
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|G |

IG^D1)
1^1 F.i||G n D j

IG^D^D^I

|GÎ ,D;nD; |

IR1!

i R ' n D ^

i R ' n ^ l

iR^nDJ

iR'nD^Dil

IB1!

IB^D1)

I K 1 !

I K ^ D 1 !

I N . ( K 1 ) !
R1

i « l

215 36 5 7 11

693

180

51

45

28 36 5 7

126

45

12

18

28 32 5

30

22 35

18

25 36

i « 2

217 39 52 7 11 13

3510

693

180

126

29 39 5 7 13

351

126

45

45

29 34 5 7

63

23 37

27

26 39

1.3

218 313 52 7 11 13 17 23

31 671

3510

693

351

213 313 52 7 13

3240

351

126

108

213 36 52 7

360

26 311

324

29 313
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§2. ÉNONCÉ DU THÉORÈME - PRINCIPE DE LA DÉMONSTRATION

THÉORÈME IE.1.- A isomorphisme près, il existe un unique couple fischérien

(G' .D*) possédant les propriétés suivantes:

(i) ( G ' . D * ) est presque simple et Z(G* ) « { 1 } .

(ii) pour tout élément d dans D, le couple fischérien ( T T . ^ D ^ ^ T T . C D * ) ) estd û d u
isomorphe à (G^D3), TT désignant l'application canonique de <D,> sur

<D^>/Z(<D^>).

Remarque 1. La presque simplicité de ( G ' . D 1 ) implique que ^(D.) est une
classe de Fischer de ^(<D^>) ( I.§1.1. (b)-2).

Remarque 2. De 1 ' isomorphisme entre ( 7 T <( < D ^ > ) * Î T ^ ( D ^ ) ) et (G^D3). on déduit
les cardinaux de D. et de D.^ D* (ecD.); on a

|D^|«31 671 et |D .^ D'1.3510 .
En outre, pour tout élément x dans D* qui ne commute pas à d, il résulte du

fait que <d,x> est isomorphe à Z^ et du numéro 2.^ de l'appendice que

< D . / ^ D* > est isomorphe à z^T^S^) M L^ ; on a

I D ^ D ^ I -3240 .

Remarque 3. Les paramètres du graphe de Fischer de (G ' .D* ) sont :

| D ' | « 306936

1 ^ 1 " 31 671

| A . | - 275 264

l ^ ^ e l - 3510 (ecD^)
1 ^ nD; I - 3240 ( x c A ^ ) .
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Outre les notations générales, on désigne par Ç le graphe de Fischer du
couple fischérien (G^D3) . On pose G«G 3. D«D 3. R«R 3. B«B3 et K « K 3 . De
plus, pour tout élément g dans G, on désigne par 2?(R8) et /Ï(R8) les classes de
conjugaison des D-sous-groupes <D ̂ R8^ (R 8) > de R8 (heG-R8) respectivement
isomorphes à B et à K ( § 1 . 2 . § 1 . 3 ( b ) . a p p . n ° l . l ) .

Les étapes de la démonstration sont les suivantes.

( 1 ) On détermine un quadruple ( E . D . U . ' 4 ) de telle sorte que le graphe <£
qui lui est associé soit une 2*-extension standard de Ç pour laquelle les condi-
tions EXT.O et EXT.l sont remplies.

Puis on démontre que les conditions EXT.2' .EXT.4' . EXT.5 et EXT.6 sont
satisfaites. Les arguments utiisés reposent essentiellement sur les propriétés
de la classe de conjugaison de R rappelées en appendice.

( 2 ) On établit la condition EXT.3. En fait. pour un élément d arbitrai-
rement choisi dans D. nous construisons un isomorphisme entre le sous-graphe
c . de c porté par les éléments de E qui sont liés à d et le graphe Q . Cela
prouve que c , est un graphe anti-connexe de type f (condition EXT.3). De
plus. cela démontre en partie l'assertion ( i i ) du théorème n . l .

( 3 ) L'existence d'un couple fischérien satisfaisant aux conditions du
théorème E . l ( donc l'existence de Fi(24)) repose sur le fait que l'on peut
alors utiliser le théorème principal sur les extensions, il en résulte que <£
est de type f .

( 4 ) On achève la démonstration en établissant l'unicité, à isoroorphisme
près. du couple fischérien que l'on vient de construire. On a donc l'unicité
de Fi(24).
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§3. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME

1. Détermination d'une 2*-extension standard satisfaisant aux

conditions EXT.i ( i ^3 ) .

( a ) L'ensemble des sommets. Soit X* l*ensemble des classes à gauche de G
suivant DR :

X ' « { gr?R | geG) .
Comme DR est un sous-groupe d'indice 2 de R , l'ensemble X* est muni d'une
permutation involutive TT opérant sans point fixe telle que pour tout élément
g de G on ait :

gR " gZ)Ru 7îgz)R .
Soient œ un point. X la réunion disjointe de X' et de œ . E la réunion

disjointe de D et de X ; nous avons:
E " Dy ( » ) u X ' • Du X .

(b) L'application u de D dans Perm(E). Désignons par u' l'application

de D dans le groupe des permutations de X ' définie de la manière suivante:

u'(d)(gLR) - 7T(dg£)R) ( d c D .gcG) .

Comme l'application canonique G/DR - C/R est un morphisme d'espaces homo-

gènes, l'opération é gauche du groupe G sur G/DR et G/R commute avec "n

II en est donc de même de u(d)-Tr(d) . De plus u(d) est une permutation involutive.

Prolongeons TÎ en une permutation de X en posant

7T (») - «o .

et pour tout élément d dans D . prolongeons u ' (d) en une permutation p(d)
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de E par
U(d)œ • •
U(d)d1 « d d ' d ( d ^ D )
U(d)x - u ' (d)x ( x e X ' ) .

Nous déterminons ainsi une application u de D dans le groupe des permuta-

tions de E pour laquelle nous avons les propriétés suivantes:

LEMME H.l.-
(i) Soit x un élément de X ' . Pour tout élément d de D, les assertions

« u ( d ) x = x » et « u(d)7îx « TTx ̂  sont équivalentes.

(ii) Si x = g/)R. on a : ,

Dn R8 « { d £ D | u ( d ) x « x }.

Preuve. La première assertion résulte du fait que les permutations u(d)

et TT de X* commutent entre elles.

Soit d un élément de D pour lequel on a u(d)x»x . Par définition nous

avons 7Tdgz)R « gz)R ; cela entraîne que les classes à gauche dgR et gR sont

égales. En particulier, d est un élément de gRg'n D.

Réciproquement, soit d un élément de gRg'n D . L'élément dg appartient

à gR. donc à gZ?R ou à TTgz)R . Si dg appartient à .gZ?R. g" dg est un élément de

D qui appartient à /ÎR; or D^R est une classe de conjugaison de R qui

engendre R . et 2)R est un sous-groupe d'indice 2 de R : cette situation est

donc exclue. Ainsi, l'élément dg appartient à îig2)R ce qui prouve que l'on a

dgZ)R • irgZ)R . c'est-à-dire u(d)x"x .

En conséquence nous voyons que les fibres de l'application

6 : x .—^ { d e D | u(d)x - x }

de X ' dans l'ensemble des parties de D sont de cardinal 2 ; elles sont formées

des paires d'éléments { x . T î x } . On peut donc considérer la 2*-extension standard

c de Ç relative a X et a la fonction de D dans Perm(X) induite par u .

(c ) L'ensemble des arêtes de <t. Par définition des arêtes d'une

2*-extension standard, une arête de L est un sous-ensemble de cardinal 2

de l'un des types suivants :

{d .d ' ) avec d et d' dans D et dd' • d 'd i \ .
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{d ,x } avec d dans D,x dans X et u(d)x«x .

{x,y.} avec x et y distincts dans X* tels qu'il existe un élément

a dans D pour lequel on a U(a)x«7ry et U(a)x ^ x .

On note E l'ensemble des sommets de <£ liés à e (e£E).

En vertu du lemme E.l, si x«g~ DR, on a E ^ D s D n R 8 .

Remarquons que la condition EXT.O est remplie puisque pour tout élément d

de D, u(d) induit sur D la conjugaison par d . Le fait que <£ soit une

2*-extension standard entraîne que EXT.l est également remplie.

LEMME H.2.- Soient x = g" DR et y = h" DR des éléments distincts de X ' .

liés dans <£ .

(i) On a : DnE n E « D nR8^ R11 ;A j
(ii) il existe un unique élément a dans D pour lequel

R88^ et D.R^.D^RS.D^ ;

(iii) <D ^R8^ R^> est un élément de Z?(R8) .

Preuve. L'assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme H.l .

Par hypothèse x et y sont liés dans <£ ; il existe donc un élément a dans D

pour lequel (1 ) u(a)x « "ffy

(2) u(a)x ^ x .

L'inégalité (2) signifie que Tîag" DR » TTh" DR ; on a donc ag~ DR » h~ DR

et par suite R88" Rh . Il en résulte l'égalité R^R^R8^ R8 . En vertu

de ( 1 ) a n'appartient pas à D^ R8 (lemme n.l), en conséquence R° ^ R6

est un élément de z?(R8) et a est l'unique élément de D satisfaisant à (ii)

(app. n°l.l.n°1.3).

( d ) Condition EXT.2. Soient d et d ' des éléments de D. liés dans f- . et
x un élément de X qui n'est lié ni à d ni à d ' . On doit établir que
( u ( d ) x . u ( d ' ) x } est une arête de c .

Puisque d n'est pas lié à x . x est un élément de X ' : soit x « g DR .
Comme dd' est d'ordre 2, il résulte du numéro 2.3 de l'appendice que
R8 ^R8 est un élément de Z?(R8 ) . Le groupe R8 ^ R8 est donc centralisé
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par un unique élément a de D (app. n°1.3) qui commute à d et d* ( d^a^d*) et
pour lequel dad' appartient à Dfft (app.n°2.3). Par conséquent dad'g" appar-
tient à g^DR . On a donc ad'g"Z) R«dg~ DR c'est-à-dire u(a)u(d* )x « înj(d)x .
d'où l'assertion.

( e ) Condition EXT.4' (c f . p r o p . 1 . 7 ) . Pour établir l'assertion ( a ) , nous
devons démontrer que si x , x ' , x" sont des éléments distincts de X liés à un
élément d de D pour lesquels

(*) Dn E^n E^n E^. = Dn E^n E^n E .̂. .
alors:

D^nE,. -DnE^E^ .

Observons que si les éléments x , x ' , x" appartiennent tous à X ' , cette
assertion résulte du numéro 2.2 de l'appendice et du lemme E . l .

Supposons que l'un des éléments x , x ' . x" soit °° ; les autres sont donc
des éléments distincts g~ DR et h~ Z)R . La relation (*) s'écrit alors:

D^R8^ . D̂ ^ si x^«.
D^n Rh « D^n R8 si x « " .

La nature des intersections du type Dn R. Dn Rn R8 et de celles du type
D , r > R . D ^ Rn R8 ( a p p . n ° l . l ) impose que l'on ait x»00 . L'élément d . étant
lié à x ' et à x" . appartient à D^ R8/^ R (lemroe H . l ) . A nouveau, l'égalité
Dr» R^sDn R est une conséquence du numéro 2.2 de l'appendice.

Démontrons l'assertion ( b ) . Soient x et y des éléments dixtincts de X , non
liés dans i tels que pour tout d de D les éléments u ( d ) x et y soient distincts.

Suivant que x désigne 00 ou un élément g ^R. le sous-ensemble
F « Dn E n E est égal à Dn E ou à Dn R^ E . Comme y est distinct de x .
nous pouvons supposer que v est un élément h û^. de X* : F est donc égal soit à
Dn Rh soit à Dn R^n Rh . Or < F > . élément de ^(0. ^(R^ ou AtR^ . admet F
comme classe de Fischer ( a p p . n ° 1 . 1 ) . Par conséquent, le sous-graphe (fp de
(r porté par F est anti-connexe, ce qui est l'assertion ( b ) n .

( f ) Condition EXT.5 . Prouvons l 'assertion ( i ) . Pour cela. nous devons
vérifier que si e est un élément de El ei x un élément de X dist inct de e et
non lié à e, le sous-ensemble F - Dn r- n ^ PSÎ non vide.
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Observons d'abord que si e est un élément d de D. x appartient nécessai-

rement à X * . Soit x«g~ DR . Puisque Dn E » D^R8 (lemme 11.1) . on a

F « D^R 8 ^ 0 (app.n°l.l) .
Si on a e«°°, tous les éléments de D sont liés à e; donc x est un élément

g" DR de X * . Par suite on a

F. D ^ E . D ^ R 8 ^ 0 .
-1Supposons enfin que e soit un élément h 9R de X * . On a donc

F s D^ R ^ E . Suivant que x est " ou un élément g" DR de X * . F est égal à

D ^ R ou à D ^ R ^ R 8 . I/ assertion résulte encore une fois du numéro 1 . 1 de

l'appendice.

Assertion (ii). Etant donnés un élément e dans E. un élément x dans X

distinct de e et un élément y dans X lié à e, nous devons montrer que le sous-

ensemble F = Dn E n E ^ E est non vide. En vertu de (i) nous pouvonse x y -1 , ^
supposer que y appartient à X ' ; soit y * g ^R. L'élément e qui est lié à y, est

donc soit un élément d de D, soit un élément h DR de X * .
Dans le premier cas, x est un élément k DR de X* et d n'appartient pas à

R1'. On a donc F « D^n R*^ R8 ^ 0 (app.n°2.1).

Dans le second cas. x est CD ou un élément k Z)R de X * . Si x«00, on

a encore F » D^ R\ Rk ^ 0 (app.n°2.1). Si x^k'^R. le sous-groupe

<D/^ R8/^ R^ appartient à À^R8) ou à ZÎ(R8). Par ailleurs <Dn R8 /^ R^ appar-

tient à Z?(R8); il résulte alors de l'appendice n°2.1 ou n°4.2 que

F « Dn R^ R^ R8 est non vide.

( g ) Condition EXT.6. Cette condition est remplie puisque le graphe Ç
est connexe en tant que graphe de Fischer d ' u n couple fischérien presque simple
( I . § 3 . ( b ) l ) .

2. La condition EXT.3 .

Soit d un élément de D; posons X . »X ' ^ E, . On a alors

E ^ - D ^ l - l u X ^ .

60



UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

Pour démontrer que la condition EXT.3 est remplie, nous allons établir un
isomorphisme entre le sous-graphe de £ porté par E , .désigné E , et le graphe
Q qui est un graphe de type T puisque c^est le graphe de Fischer de G3

(G3^i(23)).
Observons que l^on a E . n E^=D, ; par construction, nous avons un isomor-

phisme n entre le sous-graphe de <£, porté par E . n E ^ , noté c , ̂  . et le sous-
graphe Ç , de Q porté par D , .

Nous allons démontrer que les conditions du théorème 1.3 sont remplies;
1'isomorphisme n se prolongera alors en un isomorphisme de c . sur Ç .

( a ) Le graphe c , est une 2*-extension standard relative à X . et à une
application de D . dans Perm(E.) obtenue par restriction de U ̂  D , .

Désignons par u° la restriction de u à D . ; u° est une application de D .
dans le groupe des permutations de E. Il est clair que pour tout élément d '
de D . , U ° ( d ' ) stabilise D . i j { ° ° } . Soit x un élément de X* ; x est un élémentd d d
g R̂ de X' et d appartient à Dn R . Nous avons donc u ( d ' ) x = î r d ' g z)R pour
d* dans D ; posant u ( d ' ) x « y . il vient D^E = Dn R^ . S i d * est un élément
de D , . d appartient à Dn R^ ; c'est donc un élément de E , ce qui signifie
que y appartient à X . . Par conséquent, quel que soit l'élément d ' de D . . u ( d ' )
stabilise X . . Nous voyons ainsi que, pour tout élément d 1 de D . , U ( d ' ) déter-
mine une permutation de E , ; l'application

d ' ^ u ( d ' ) . p
' " d

ainsi définie est une application de D . dans Perro(E,) que l' o n note encore u.

La permutation involutive TT de X induit une permutation de X ; nous la
notons à nouveau TT .

Les fibres de l'application 6 : x ^ D. ̂  E de X . dans l'ensemble des

sous-ensembles de D. sont de cardinal 2 ; la fibre de 6 ( x ) est i x , ' n x } .d

Nous pouvons alors considérer la 2*-extension standard .'' de ! . relative

à X ' et à u .d
L'ensemble des somnets de f' est E, • D,^ {'»» y X , - D. y X , .

L'ensemble des arêtes de <f' est formé des sous-ensembles de cardinal 2 de
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E^ qui sont des arêtes dans 6 . En effet, soit (x.y) un sous-ensemble de
cardinal 2 de E..d

Si on a {x.y} « (d'."} avec d1 dans D. { d'.®} est une arête de 6 et de c'.

Si on a (x.y) » (d'.d") avec d* et d" dans D, . {d'.d"} est une arête de c'o
si et seulement si c * est une arête de c .

Si on a {x.y} « (d'.y) avec d' dans D. et y«g~ DR dans X , . { d \ y } est une

arête de <£' si et seulement si d' est un élément de R8^ D . ce qui équivaut à

ce que (d'.y) soit une arête de c.

Supposons maintenant que x et y soient des éléments de X , . Si {x .y} est une

arête de c' . il existe un élément a de D. pour lequel on a

U(a)x = TTy et u(a)x ^ x ;

(x.y) est alors une arête de c . Réciproquement, si {x .y } est une arête de c ,

il existe un élément a de D pour lequel on a

U(a)x « Try et u(a)x ^ x .

Pour démontrer que (x.y) est une arête de c' , on doit juste vérifier que l'élé-

ment a appartient à D . . 0 r d est un élément de Dn E et de Dn E . Soit

x^^DR ; d est un élément de Dn R8^ R83 car D^ E » Dn R88 (lemme H.2(ii)).

L'assertion résulte alors de l'égalité D /^n R88 = D n R8 (lemme H.2(ii)).

( b ) Les conditions U . O - ( i ) . U.O-(iii) et U . l sont remplies .

La condition U.O-(i) est une conséquence immédiate des propriétés de u • Le
lemroe H.2 implique U . O - ( i i i ) ; la condition U . l est satisfaite puisqueÇ est
un graphe de type T .

(c) Les conditions U.O-(ll) ejL, U.O-(iv) sont remplies.

Soient a et b des éléments de D . x un élément de X . qui n'est lié ni à a

ni à b . Etablir U.O-(il) c 'est démontrer qu'une condition nécessaire et suf-

fisante pour que (a.b) soit une arête de < . est que (u (a )x .u (b )x ) soit une

arête de < . .

Si { u (a ) x . u (b ) x } est une arête de <f . il existe un élément c dans D pour

lequel u(c)u(a)x • iru(b)x . Soit x«g~ ÙR ; on a

cag^^R • bg'^R

ce qui entraîne que bca appartient a g" z?Rg et que Dn R880 « Dn R86 . Le
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sous-groupe R8^ R^ «R^n R880 est un élément de ^(R88) centralisé par c
(lemme 11.2) . Si le produit ab est d'ordre 3. nous avons c«bab (app.n°2.3);
par suite bca«c . L'élément c appartient alors à D f^Dfft ce qui est exclu
car D ftZ)R8^ 0 (puisque D est une classe de conjugaison dans G. engendrant G
et que |R8 :^R8 |«2) . En conséquence ab est un élément d'ordre 2. ainsi
{a,b} est une arête de <£..d

La réciproque de notre assertion n'est autre que la condition EXT.2 : elle

est donc établie (§3.1.(d)).

Soit x un élément de X , . Il n'existe aucun élément dans X , qui soit lié à

la fois à x et à TTX (condition U.O-(iv)).

Supposons qu'un tel élément existe; notons-le y . Il existe des éléments a

et b dans D pour lesquels on a :

U(a)x = Try . U(a)x ^ x

U(b)TTX « TTy . u(b)TTX ^ TTX .

Posons x = g~ Z)R . La relation

U(a)x « Try « u(b)7ix

implique D ̂ 8a « D ^R85 (lemme E.l ) . En particulier , D^ R8^ R83 «

D nR8^ R8 engendre un élément de ZÎ(R8) (lemmeE.2 (iii)) qui est centralisé

par a et b (app.n°1.3). On a donc a«b (app.n°1.3). Nous obtenons alors
l'égalité

U(a)x « u(a)7Tx ;

cette situation est impossible puisque u(a)x et u(a)7rx sont les éléments

distincts de la partition ag~ DR^-nag" Z?R de ag~ R.

. (d) La condition L'.2 est satisfaite.

L'identité d* ^ d* de E^ ^ D sur D détermine un ismorphisme de graphes

de ^^ sur ^ .

Soit D l'homomorphisme canonique de < D > sur <D>/Z(<D.>) . Tout élément deû d d
E^ qui n'est pas lié à «° . appartient à X . ; il est de la forme g" OR (gcC)

et d est un élément de D ^R8. L'image par 0 de <D, f t R^ est un p(D )-sous-
d d

groupe de P(<D^>) isomorphe à 0 ( 7 . 3 ) (§1 .2 . ) . Désignons par A" l'ensemble

des sous-groupes D(<D^n R^) lorsque g' ÙR décrit X . . On sait que A" est

une classe de conjugaison dans 0(<D >) (app.n°2.2). Pour tout élément y de D

qui ne comroute pas à d. le D-sous-groupe ^.n D > est isomorphe a son image

dans 0(<D >). et celle-ci est un D(D. )-sous-groupe isomorphe é O^^)
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( a p p . n ° 2 . 4 ) . L'ensemble des sous-groupes P(<D.n D >) ( y c D. yd^dy) est une
classe de conjugaison /?" dans P(<D^>) (car <D..d> opère transitivement sur
l'ensemble des éléments de D qui ne commutent pas à d ( ( I ] . § 1 . 3 . ( b ) 2 ) . Il
résulte alors des numéros 3.1 et 3.2 de l'appendice que les classes /?' et /?"
sont échangées entre elles par un automorphisme H de P(<D.>) qui stabilise
P ( D , ) . Cet automorphisme détermine un isomorphisme de graphes de < £ , ̂  sur Ç .
qui remplit la condition U . 2 ( i ) . Comme la composée de l'application de l'ensemble
des conjugués de R contenant d dans /?' avec la bijection de /?' dans /?"
induite par n est une bijection ( a p p . n ° 2 . 2 ) , la condition U. 2 (ii) est satis-
faite.

( e ) La condition U.3-(b) est remplie.

Soient y , y ' , z, 2' des éléments de D pour lesquels les D-sous - groupes
Y s " ^ d . y . y ^ et Z « < d . z . z ' > sont isomorphes à H. ou à H* ( § 1 . 3 . ( a ) ) .
Cela implique, en particulier, que Yn D (resp. Zn D) est une classe de Fischer
formée d'éléments qui ne commutent pas entre eux.

Désignons encore par A , l'ensemble des éléments de D qui ne commutent pas
à d . Etablir U.3-(b) c'est prouver que dans chacune des situations suivantes.
le sous-ensemble A . n D ^ D , ^ D nD , est non vide :

1 . z centralise y et y ' , le D-sous-groupe < z ' . y . y ' > est isomorphe à Z x 1
ou à 1^

2. on a z ' " s y ' , le D-sous-groupe < d , y , z > est isomorphe à Z , .

Dans la première situation, nous voyons que si <z\y.y'> est isomorphe à
1^ x L^ , z' centralise < y . y ' > (cas l . i ) . Par contre, si < z ' . y . y * > est iso-
morphe a Z , , z' centralise un seul des éléments y . y ' , y^ ; nous supposerons
que z ' y ' - y ' z ' ^ l ( c a s i . i i ) .

Dans la seconde situation, < d . z . y > est isomorphe à S. . Par conséquent on a
ou bien yz " zy i 1 (cas 2 . i ) ou bien d y2» y^ ̂  1 (cas 2 . i i ) .

Posons F • D . D̂  D^^ D^. et F* . F^ D̂  . Dans chacun des cas ci-dessus
nous allons évaluer les cardinaux de F et de F* et nous constaterons que celui
de F est strictement supérieur à celui de F * . Comme d n'est pas un élément
de F. nous en déduirons que le sous-ensemble F^ A . est non vide.
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Evaluons | F | . Dans la situation l.i . z et z* sont des éléments de D c\ D ,
qui ne commutent pas. Comme <D n D »> est isomorphe à 0+(7,3) ( a p p . n ° 2 . 4 b ) ,
il résulte de (§1.4) que | F | «45 .

Dans la situation l.ii , le D-sous-groupe <D , ^ D n D ^ est isomorphe à
Sp(6,2) ( a p p . n ° 2 . 4 c ) ; de plus. il ne contient pas l'élément z . Or. <D n D , >
est un sous-groupe isomorphe à 0^(7,3) contenant z ; le sous-groupe engendré
par F est donc isomorphe à L- (a p p . n ° 4 . 2 ) . On a donc | F | " 2 1 .

Dans la situation 2.i , le D-sous-groupe <D ^ D ^ D »> est encore isomorphe
à S p ( 6 . 2 ) ; on a donc | F | « 6 3 ( § 1 . 4 ) .

Dans la situation 2.ii , le D-sous-groupe < z , y , y * > est isomorphe à Z, ou
à H. . En conséquence. <D ^ D n D ,> est isomorphe soit à S p ( 6 , 2 ) , soit à K2

( a p p . n ° 2 . 4 c . d ) . On a donc ou bien | F | «63. ou bien | F | «27 ( § 1 . 4 ) .

Evaluons | F ' | . Observons d*abord que dans chacune des situations ci-dessus,
F* est contenu dans ̂ .n D ^ D , > . Comme < d , y , y * > est isomorphe à H . nous
avons | D . n D nD , | » 27 (app. n ° 2 . 4 d ) . En conséquence, on a | F * | < | F | dans
les cas l . i . 2.i et 2.ii quand le sous-groupe < y . y ' . z > est isomorphe à î , .

Dans le cas l . i i , posons F . ^ D . ^ D f\ D et F.," D . n D , n D . Toujours en
vertu du numéro 2.4 de l'appendice, les sous-groupes engendrés par F. et F^
sont isomorphes à S p ( 6 , 2 ) puisque l'on a < d , y , z > : : ; < d , y ' , z > s ; Z , î en outre
^.n D (\ D , > est isomorphe à K 2. Comme F, f\ F^ est contenu dans D . / ^ D ^ D , ,
son cardinal est strictement inférieur à 27; il en résulte que <F.^ F^> est
isomorphe a Z., x Z.» x Z- ( a p p . n ° 4 . 2 ) . On a donc | F . ^ F.-1 « | F * | « 9 et par suiteI F ' I < m .

Dans le cas 2.ii , lorsque l'on suppose que ^ . y ' , z> est un sous-groupe
isomorphe à H ou à H* . les sous-groupes < d . y , y z > et < d , y ' , y z > sont iso-
morphes à L, . Posons

^-^"W) et ^ - ^ " " y ' ^ C y 2 ) :

F^ et F, engendrent des sous-groupes isomorphes é S p ( 6 . 2 ) ( a p p . n ° 2 . 4 c ) .
On a F^ft F, • F' . Comme précédemment.<F^^ F > qui est contenu dans
^n ̂  n D ' > est isomorphe à Z- x S » Z^. On a donc | F ' | - 9 et par suite
| F ' | est strictement inférieur à | F | .
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3. Existence de Fi(24).

Nous venons de démontrer que chacune des conditions EXT.O.EXT.1,EXT.2.EXT.3.
EXT.^.EXT.S.EXT.ô est remplie; il en est de même pour EXT.4 ( p r o p . 1 . 7 ) . Ainsi.
le théorème principal sur les extensions est applicable ( t h m . 1 . 2 ) : le graphe <£
est de type F .

De plus. il est anti-connexe. En effet, le sous-graphe <£„ est anti-connexe
puisque c'est le graphe Q lui-même. Quel que soit l'élément x dans E n'apparte-
nant pas à D y { ° ° } , il existe un élément d dans D qui n'est pas lié à x puisque,
si x=g DR, le sous-ensemble D-(D^ R8) est non vide. Deux éléments quelconques
de E. liés dans 6 , peuvent être joints par une chaîne d'éléments du graphe op-
posé, ce qui entraîne l'assertion .

Soient D' l'ensemble des indicatrices des sommets du graphe (. et G' le sous-
groupe du groupe des automorphismes de <£ engendré par D ' . Comme <£ est anti-
connexe, D' est une classe de Fischer de G' et ( G ' . D ' ) est donc un couple
fischérien presque simple de centre trivial ( t h m . I . l ) . De plus. le graphe c
est connexe ( I . § 1 . 3 . ( b ) 2 ) .

En prouvant EXT.3. nous avons démontré que <D.>/Z(<D.>) est isomorphe à Fi(23);
puisque D* est une classe de conjugaison dans G ' , cette assertion est vraie quel
que soit l'élément d de D'

Nous avons donc établi l'existence de Fi(24).

4. Unicité de Fi(24).

Soient ( C ' . D * ) et ( G " , D " ) des couples fischériens satisfaisant aux condi-
tions du théorème n . l . soient Ç' et Ç" leurs graphes de Fischer respectifs;
ce sont des graphes de type /r. Nous allons démontrer que chacune des condi-
tions L ' . 3 - ( c ) ( n ) et U . 2 du théorème d'unicité (cor du t h m . 1 . 3 ) sont remplies et
conclure que les couples fischériens ( C ' . D * ) et ( C " . D " ) sont isomorphes . en
vertu du théorème d'unicité (cor. du t h m . 1 . 3 ) .

Soient a et b des éléments distincts de D' qui ne commutent pas. Le sous-
graphe de y porté par D̂  D^ est isomorphe à celui de la classe de Fischer
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de R (app. n ° 2 . 4 b ) . il est donc anti-connexe. Il résulte du lemme 1.7 que la
condition U.3-(c)(ii) est remplie.

Soient d'et d" des éléments de D* et de D" respectivement, soit n un iso-
morphisme de <D^>/Z(<D^.>) sur <D^.>/Z(<D^.>) . Notons A^, (resp. A^«)
l'ensemble des éléments de D' (resp. D " ) qui ne commutent pas à d' (resp. d " ) .
Pour tout élément x ' dans A^. (resp. x" dans A^.,) le D'-sous-groupe <D̂  ̂  D̂
(resp. le Bisous-groupe ̂ ^n D" , , > ) est isomorphe à R ( a p p . n ° 2 . 4 b ) . Comme G
-rappelons que G désigne toujours G3 - possède une unique classe de D-sous-
groupes isomorphes à R ( a p p . n ° 2 . 4 b ) . pour tout élément x' de A^, (resp. x" de
A , * , , ) il existe un élément x" dans A " , , (resp. x ' dans A ^ . ) tel que l'on ait

n(D^nD^) « D^nD^., .
La condition U.2 est satisfaite.

Les centres des groupes G' et G'1 sont triviaux. Cela étant, il résulte du
théorème d'unicité (cor. du thm.1.3) que les couples fischériens ( G ' . D ' ) et
( G " . D " ) sont isomorphes. Ainsi, il existe un isomorphisme de G* sur G" qui
envoie D' sur D" et détermine un isomorphisme de Ç* sur Ç" compatible avec les
actions naturelles de G* et de G" sur Ç* et Ç" respectivement.

Nous avons ainsi démontré l'existence et l'unicité -à isomorphisme près-
d'un couple fischérien ( G ' . D ' ) presque simple de centre trivial, tel que pour
tout élément d dans D * . le couple fischérien ( P ( < D ^ > ) . p ( D ^ ) ) où P désigne
l'application canonique de <D.> sur <D.>/Z(<D^>) soit isomorphe à ( G 4 . D 4 ) .
Un tel couple fischérien ( G ' . D ' ) est désigné ( F i ( 2 ^ ) . D ( F i ( 2 4 ) ) .

Enonçons sous forme de proposition les propriétés de Fi(2^) qui se déduisent
immédiatemment des résultats précédents.

PROPOSITION n . l . - Soit D la classe de Fischer de F i ( 2 4 ) .
1 ) Le groupe Fi(2^) est de niveau 8.
2) Soit d un élément de D; <D > est le centralisateur de d dans F i ( 2 ^ ) .
3) On a: | F i ( 2 À ) | - 222 311 52 73 11 13 17 23 29 .

Preuve. La première assertion résulte de ce que C est de niveau 7 ( § 1 . ^ ) .
Soit d un élément de D et soit g un élément de Fi(24) qui le centralise.

L'autoœorphisme intérieur 0 associé è g stabilise D^ et A^ : par conséquent
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il normalise la classe des D-sous-groupes <D n D > ( x e A . ) ( § 1 . 3 . ( b ) 2 ) . Soit
O* l'autoœorphisme de <D,>* « <D,>/Z(<D,>) défini à partir de 0 . L'ensemble
des images de ^.n D > dans ̂ .^ est une classe de conjugaison de ̂ .^ stable
par O*. Il s*ensuit que O* est un automorphisme intérieur de <D,>* ( a p p . n ° 3 . 2 ) .
Il existe alors un élément h dans <D> pour lequel 0 0 opère sur <D.> soit
comme l'identité soit comme 0 . . Puisque 0 0. fixe d , 0 0. opère sur D commed g h g h
l^identité ou comme 0 ( I . § 1 . 3 . ( c ) 2 ) . De là, on en déduit que g est un élément
de < D . . d > . donc de <D > puisque d appartient à <D > ( I . § 1 . 3 . ( c ) l ) .

Le centre du groupe <D.> est <d> ( I . § 1 . 3 . ( c ) 3 ) ; on a donc:
|<D^>| « 2|<D^/Z(<D^>)| « 2|Fi(23)| ;

comme D est une classe de conjugaison, nous avons la relation
|Fi(24)| » | D | . | < D ^ > | .

et par suite l'ordre de Fi(24) ( a p p . n ° 3 . 5 ) .
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APPENDICE

n°l - Classe, de conjugaison de R1 dans G1 (l$iS3).

Soit /?(G1) la classe de conjugaison de R1 dans G1 . On pose G « G1 .

D « D1. R « R1. ..... .

1 . 1 Le groupe G opère sur /?(G) comme un groupe de permutations de rang 3.

Les orbites de R opérant sur /?(G)-{R). notées Q,(R) et SUR) sont les

suivantes :

^(R) « (R8 | g c G . < R g n R n I » : 2 B )

^(R) - (R8 1 g c G . < R g ^ R n D > = K } .

On a
| î î , (R) | « 567 . 3159 . 28431

|îUR)| - 840 . 10920 . r09200;

de plus. ̂ n Rn D> | R^SUR)} et ^n Rn D> | R 8 c^(R) } sont les classes de

de conjugaison dans R .

Enfin, pour chaque élément g dans G. R-^ Rf» D est une classe de Fischer

de <Rg^ Rn D> .

1 .2 Le groupe R est un sous-groupe maximal de G : en particulier, R est son

propre normalisateur.

1 . 3 L'application y -» ^y de D-R dans ^(G) a pour liage K.(R); c'est

une bijection. De plus Cn(K\R) • ( y ) ; on a :

D n ^ n K - D y n ^ - D^ R .

(Réf . [F.] 16.1.16. 17.3.7. 17.3.10.18.3.18; ( V D ) 9-6. 3-1-4.9-2^ ).
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n°2 - Intersections des conjugués de R1 .

Pour i«l,2. Soit /?(G) la classe de conjugaison de R«R1 dans G«C1 et soient

S^(R) et ÎÎ^(R) les orbites de R dans /?(G)-(R) .

2.1 Pour tout élément d dans D et pour tout élément R' dans /?(G), on a :

D^R nR* ^ 0 ;

quels que soient les éléments R t dans ÎÎ,(R) et R" dans ÎL(R) , on a :

D ^ R ^ R ^ R " ^ 0 .

(Réf . tvD] 9-29 ).

2.2 Quels que soient les éléments R' et R" dans /?(G). s'il existe un

élément d dans D tel que D n R ^R' » D n R ^R" . alors : R ^R' « R ^R" .

En particulier, soit d dans D- (D (\R) et soit p l'application canonique de

< D > sur G° « <D.>/Z(<D>). L'application

pg __ p(<R8^D^>)

est une bijection de l'ensemble des conjugués de R contenant d sur la classe

de conjugaison de p(<R°^ D^) dans G°.
(Réf. [VD] 9-31. 9-32 ).

Pour i«l,2,3. Soient x et y des éléments de D«D1 n'appartenant pas à R«R1.

2.3 Pour que R^ R5^ soit un D-sous-groupe isomorphe à B«B1 il faut et il

suffit que l'une des deux assertions suivantes soit satisfaite:

(a) xy est d'ordre 2 ;

(b) xy est d'ordre 3, xyx appartient à Rn D .

Lorsque l'une des conditions (a) ou (b) est remplie, R ^ R' est centralisé

par un unique élément de D . noté z. pour lequel on a

- dans le cas (b): 2 « x y x .
- dans le cas (a): z c D ^ D . zxy c R ; de plus. si G«C3 . zxy c DR .

(Réf . [VD] 9-26, 9-27 ).

Pour 2îiï^ . Soient x . y . z des éléments de D tels que xy et xz soient
d'ordre 3. On pose T • < x . y . z > .
2.A ( a ) C _ ( T ) - D'n D\ D1 et C . (C . ( T ) ) . D1 n T .D1 x y z D1 D1

( b ) Si T est isomorphe à Z-, . alors <C ( T ) > est isomorphe à R 1" .-> niD1
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i-1( c ) Si T est isomorphe à î , . alors <C . ( T ) > est isomorphe à B4 D1
i-1( d ) Si T est isomorphe à H. , alors <C . ( T ) > est isomorphe à K1'

D1

(Réf.[VD] 9-25. 9-15).

n°3 - Automorphismes de G1 (l$i$3).

3.1 Le groupe G1 possède 4-i classes de conjugaison de D^'-sous-groupes
isomorphes à R .
( Réf.fVD] 9-5).

3-2 Tout automorphisme de G qui stabilise D et normalise chacune des
classes de conjugaison de D -sous-groupes isomorphes à R1 est un automorphisme
intérieur.
(Réf. [ F . ] 1 6 . 1 . 2 0 . 17.2.4 ; [ VDJ 9 - 5 ) .

3.3 La classe D1 est Punique classe de Fischer de G 1 ; le groupe des auto-
morphismes de G1 est isomorphe au produit semi-direct de G1 par Z^.
(Réf. [ V D ] 3-2-4. 9-10 ) .

3-4 Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés pour construire Fi(24).
Pour i " l , 2 , D est l*unique classe de Fischer de G1. Le groupe des auto-

morphismes de G2 est isomorphe au produit semi-direct de G2 par un groupe
cyclique d'ordre 2. Le groupe G3 est complet.

3.5 Données numériques concernant G et D (cf.aussi E , § 1 , 4 . ) :

lo1!
dED1 lD1!

d

deD1 | i i|
e^ e f t d

d.xcD1

^Xd l^'

|G1

i«l

693

180

51

45

215 36 5 7 11

1-2

3510

693

180

126

21 7 3^ 52 7 11 13

i-3

31671

3510

693

351

21 8 313 52 7 13 17 23
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n°4 - Action de B1 sur sa classe de conjugaison dans R1.

Pour lSi$3. on peut décrire entièrement l'action de B1 sur sa classe de

conjugaison 2î(R1) dans R1 .
Nous nous bornerons à énoncer les résultats qui nous sont utiles. Pour les

autres.nous renvoyons à [F^]15.1.1. 1 5 . 1 . 1 3 et à [VDJ 8-6. 8-8. 8-16 .

Posons B»B1 et R«R1 pour i«2,3. Désignons par A la classe de Fischer de R .

4.1 Le sous-groupe B de R est maximal dans R ; en particulier. B est son

propre normalisateur dans R.

4.2 Pour i»2 (resp.3) désignons par X^. S. Z^ les groupes W(D^)x(C^) 3 (resp.

(W(D.)*W(D.) ) .<a> ) S^ (resp. Iç) et (Z^)3 (resp. (Z^)\<a> ) .

(a) L'opération par conjugaison de B sur ^(R)-(R) admet trois orbites:

6 (B) « (B1' | r c R . <Bn B1"/^ = X^ }

Ô^(B) « (B1' | r c R . <BnB r r tA> = S^ )

6^(B) • {B1" | r e R . <BnB ^nA> = Z^ } .

(b) On a : |6^(B)| « 630 (resp. 3150)

|6,(B) | « 288 (resp. 2880)

|6^(B)| « 2240 (resp.22 400) .

(c) Pour j«0,l,2 les A-sous-groupes < B ^ B ^ f t A > pour lesquels ^ appar-

tient à 6 .(B) forment une classe de conjugaison dans B.

4.3 L'application d -»- ^.n B> est une bijection de A-(A nB) sur une classe

de A-sous-groupes isomorphes à Z, si i"2 et à Zq si i"3.

(Réf. [F^1 1 5 . 3 . 1 2 . 1 5 . 3 . 1 6 ;rVDJ 8-8.8-16. 8-21).
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