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UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

PAR

MARGUERITE-MARIE VIROTTE-DUCHARME (*)

RESUME. — A tout graphe ¢ d'un certain type —type .# — on sait associer un groupe G
presque simple (i.e. #(G/Z(G)) est simple non abélien) admettant comme classe de Fischer
I'ensemble des sommets D de €. On a alors G= <D > et € est le graphe de Fischer de G.

C'est en étendant le graphe de Fischer de Fi(23) que Pon construit celui de Fi(24). On
définit le graphe associé a4 un «quadruple» (ensemble de données incluant celle du graphe
que I'on cherche a étendre) et on donne des conditions nécessaires pour qu'un tel graphe
soit de type F (conditions EXT.) el pour que le groupe associé soit unique a isomorphisme
pres (conditions U.).

A partir d’'un sous-groupe maximal de Fi(23) et de Fi(23) lui-méme, on exhibe un
quadruple satisfaisant aux conditions EXT. et U. ce qui donne I'existence et l'unicité (a
isomorphisme prés) du groupe de Fischer Fi(24).

ABSTRACT. — To all graph € of a certain type —type # — we know how to associate an
almost simplc group G (i.c. Z(G/Z(G)) 1s simplc and non abclian) for which the set of
vertices D of ¢ 1s a Fischer class. So we have G= <D > and ¢ is the Fischer graph of G.

By extending the Fischer graph of Fi(23) we construct the graph of Fi(24). We define
the graph associated 1o a «quadruple» (set of data including that of the graph we are going
to extend) and we set necessary conditions so that such a graph be of type # (conditions
EXT.) and 1ts associated group be unique up to 1isomorphism (conditions U.).

From a maximal subgroup of Fi(23) and from Fi(23) uself we construct a quadruple
sausfying the conditions EXT. and U.: in this way the existence and uniqueness (up to
nomorphism) of the Ficher groupe Fi(24) are estabhished.

(*) Texte requ le 18 novembre 1985, revise le 25 juin 19X7.
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UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

INTRODUCTION

Une cfusse de 7ischer (ou classe fischérienne) d'un groupe G est une classe
de conjugaison D d'involutions telle que le produit de deux éléments quelconques
de D soit d'ordre au plus 3; on dit alors que (G,D) est un couple fischérien.
L'exemple typique est celui des transpositions dans le groupe symétrique . Ayant
eu 1'idée de caractériser les groupes symétriques par l'existence d'une telle

"

classe, B.Fischer a été amené a déterminer tous les groupes finis " presque

" (définition ci-dessous I.§1.1.(b)) de centre trivial possédant une

simples
classe fischérienne et il a de la sorte découvert les trois groupes sporadiques
qui portent son nom (Fi(22),Fi(23),0Fi(24)). Ces résultats sont exposés dans
une prépublication [Fz] dont seuls les quatre premiers chapitres ont fait
1'objet d'un version définitive [Fll. En outre, les principes généraux
permettant d'obtenir 1'existence de couples fischériens presque simples, notam-
ment celle de Fi(24) ([le. chl9), sont exposés de maniére treés succinte et
parfois imprécise, ce qui , sans compromettre l'exactitude du résultat final,
reste trés génant pour se convaincre de l'existence de Fi(24). On dispose, il
est vrai, d'un autre moven de prouver cette existence qui passe par la cons-

"

truction préalable du " Monstre ([Gr]p.86). Mais outre que cette preuve
n'est qu'implicite dans la littérature, elle donne sur les groupes F1 un éclai-
rage tout différent de celui fourni par 1'approche de Fischer . Il est apparu
intéressant de publier une demonstration de 1'existence de Fi(24) dans (‘esprdt
de Fischer. C'est le but principal de cet article.

Au cours de ce travail, nous sommes amenés a axiomatiser, en les généralisant,
certains procédés de construction de Fischer. L'axiomatique en question. expusée
dans la premiere partie, s'applique a 1'ensemble du travail de Fischer
(v compris les preuves d'existence de F1(22) et F1(23)).

Cet article est une refonte d'une partie de la thése de Doctorat de 1’ auteur.

Je tiens a remercier Jacques Tits pour sa lecture minutieuse du manuscrit
et pour ses nombreux consells quil ont contribue, entre autres. « en ameliorer

la récaction.






UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

Premiére partie: AXIOMATIQUE

A tout couple fischérien (G,D) est associé un graphe ¢ dont les sommets
sont les éléments de D et dont les arétes sont les paires d'éléments distincts
qui commutent. Parfois le graphe ¢ détermine le couple (G,D) ; c'est le cas,
notamment, lorsque le groupe G est presque simple de centre trivial. Dans le
premier paragraphe, nous donnons des conditions nécessaires et suffisantes
pour qu'un graphe ¢ soit associé & un couple fischérien presque simple; nous
disons alors que § est de type 7 .

La méthode suivie par Fischer est essentiellement inductive. Cela se
traduit ici par le concept d'extension de graphes; il s'agit, & partir du
graphe d'un couple fischérien non nécessairement presque simple et de quelques
données supplémentaires, de construire un graphe "plus gros", extension du
premier et de démontrer qu'il est de type 7 . Cela fait 1'objet des paragra-
phes 2 et 3 .Au paragraphe 2, nous étudions une situation plus générale et
plus "abstraite” : 4 un ensemble de données -~ un "quadruple" - est associé
un graphe et notre théoréme principal donne des conditions suffisantes (les
conditions EXT) pour que ce graphe soit de type 7. Nous spécialisons ce résultat
au paragraphe 3, ol sont introduites les q-extensions, pour un entier q égal
81, 2 ou3 (reflétant les situations les plus importantes rencontrées dans
la pratique) et ou divers exemples de telles extensions sont donnés.

Enfin au paragraphe 4, nous montrons que sous certaines conditions ( les
conditions U ), un isomorphisme entre graphes se prolonge de facon unique a
des 2-extensions de ceux-ci. Ce résultat sera utile non seulement pour établir

1'unicité du groupe Fi(24) mais encore pour prouver son existence.
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§1. GRAPHES DE TYPE 7 - COUPLES FISCHERIENS PRESQUE SIMPLES

1. Notations. Définitions.

(a) Soit D un ensemble d'involutions d'un groupe fini G engendrant G tel que
1'ordre du produit de deux éléments quelconques soit au plus 3.
sism Di de classes de conjugaison, on dit que D est
un ensemble de Fischer de G; le groupe G est alors le produit central des sous-

groupes <Di> (lsism).

Si D est une réunion 1

Si D est une seule classe, on dit que D est une classe de Fischer de G et

que (G,D) est un couple fischérien.

On démontre facilement que, si D est un ensemble de Fischer fini de G, G

est un groupe fini; on fera ,ici, toujours 1'hypothése que D est fini.

(b) Lorsque le groupe dérivé J(G/Z(G)) du quotient de G par son centre est
simple non abélien, on dit que G est un groupe presque simple.

On démontre aisément que s1 (G,D) est un couple fischérien avec |G|>2 , le
centre de G/Z(G) est trivial et que les assertions '"est une classe de Fischer"
et "est presque simple” passent au quotient modulo Z(G). En particulier, D

est en bi)ection avec son i1mage modulo Z(G).

(c) Graphe de Fischer. Soit G un groupe possédant un ensemble de Fischer D
(D fin1). Le groupe G opére de maniére naturelle sur le graphe défini de la
maniére suivante:
~ les sommets de ¢ sont les éléments de D,
- les arétes de ( sont les paires d'éléments (distincts) de D dont le produit
est d'ordre 2 .

On dit que G est le graphe de Fischer de (G,D).

Lorsque Dp Z(G)=® , en particulier lorsque D est une classe de Fischer de G
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et que 1'on a |G|>2 , D est isomorphe & son image D modulo Z(G), on identifie
le graphe de Fischer de (G,D) et celui de (G/Z(G),D).

La décomposition de D en classes de conjugaison correspond & la partition
de G en composantes anti-connexes (composantes connexes du graphe opposé). Le

graphe de Fischer d'un couple fischérien est donc anti-connexe.

(d) D-sous-groupe. Un sous-groupe d'un groupe G possédant un ensemble de
Fischer D est un D-sous-groupe de G s'il est engendré par un sous-ensemble
de D . Il est clair que si H est un D-sous-groupe de G, HyD est un ensemble de

Fischer de H.

(e) Soit D un ensemble de Fischer d'un groupe G. Pour tout élément d de D,
on pose:
Dy = { eeD | l#ed=de }
Ay = { xeD | xdskdx }
on a :
D-Ddu {d} uAd.

(f) Soient £ un graphe, E 1'ensemble de ses sommets.On appelle triple de &
tout sous-ensemble T de cardinal 3 ne contenant aucune aréte, tel que tout
sommet de £ 1ié & deux points de T est 1ié & tous les autres points de T.

On dit que €& est de type 7 si les conditions suivantes sont remplies:

(1) le cardinal de E est au moins égal a 4;

(2) la composante anti-connexe de chaque sommet est de cardinal au moins

égal a 2;

(3) chaque paire de sommets non liés de £ est contenue dans un unique
triple;

(4) pour tout sommet e de £ la fonction x te(x) ou te(x)-x si {e,x]
est une aréte de £ ou si e=x, et ou {e.x.te(x)) est 1'unique triple de
£ contenant {e,x} dans le cas contraire, est un automorphisme de €.

La fonction x =~ te(x) s'appelle 1'indicatrice du sommet e. Pour tout som-
met e de £ , on désigne par Ee 1'ensemble des sommets de £ qui sont liés a e ;
on a donc

E, = { feE | (e,f] est une aréte de £} .

Remarque. Soient (G.D) un couple fischérien et ¢ son graphe de Fischer .

Toute paire {d,x} d'éléments de D qui ne commutent pas entre eux, détermine un

triple T = {d.x,dxd) -. Si pour chaque paire {d,x) avec dx#éxd, on impose que
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{d x,xdx} soit 1'unique triple contenant {d,x}, 1l'application d = xdx est
1'indicatrice de x (xEAd) : c'est un automorphisme de ¢ .

Dans toute la suite, nous appellerons sous-graphe d'un graphe § porté par
un sous-ensemble E' de 1'ensemble des sommets de § le sous-graphe plein porté

par E'.

2. Equivalence entre graphe de type 7 et couple fischérien presque simple.
Fnoncé du théoréme.

Le théoréme suivant établit le lien qui existe entre "groupe presque simple"
et "graphe de type 7'. De maniére précise, il montre que prouver qu'un couple
fischérien est presque simple c'est prouver que son graphe de Fischer est de
type 7. En outre, il montre qu'a chaque graphe de type 7 est associé un couple
fischérien presque simple.

C'est d'ailleurs en construisant un graphe de type 7 que nous donnerons
une preuve de 1l'existence de Fi(24).

THEOREME I.1. -
(a) Le graphe d'un couple fischérien presque simple est de type 7 .
(b) Soit £ un graphe de type 7 . Soient D 1'ensemble des indicatrices de &
et G le sous-groupe de Aut(£) engendré par D. L'ensemble D est un ensemble de
Fischer de G. Si £ est anti-connexe, (G,D) est un couple fischérien presque
simple de centre trivial. Le graphe de Fischer de (G,D) est isomorphe & £ .

La démonstration de (a) fait appel & la connaissance de certains couples
fischériens classiques - ceux pour lesquels <Dd>/Z(<Dd>) (deD) n'est pas
presque simple -. Toutefois, on peut caractériser les graphes de type 7 en

n'utilisant que des résultats issus de 1'étude générale des couples fischériens.

PROPOSITION I.1. - Soient (G,D) un couple fischérien et G son graphe. Les
conditions ci-aprés sont nécessaires et suffisantes pour que § soit de type 7 .

(1) 16]>2 et Q3(C) est central dans G .

(11) Si x et y sont des éléments de D qui ne commutent pas entre eux, les
seuls éléments de D centralisant D‘ﬂ Dy et n'appartenant pas a D‘n D’
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sont x, y, xJ .
(Ref. [F,]10.3 ;[vp] 2-106).

3. Préliminaires nécessaires & la démonstration.

(a) Soit (G,D) un couple fischérien non résoluble; G admet un D-sous-groupe
isomorphe & 25 ( Réf. [FZ] 5.1.1 [VD] 2-97 ).

(b) Sur la presque simplicité. Soit (G,D) un couple fischérien.
1- Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) D est un G-ensemble primitif de cardinal au moins égal & 4,
(ii) G est presque simple; _
en outre, sous 1l'une des conditions ci-dessus, le graphe de (G,D) est connexe.
2- Soit d un élément de D. Si G est presque simple, on a:

(i) Dd est une classe de Fischer de <Dd> et <D, ,d> opére transi-

d'
tivement sur le sous-ensemble Ad = {e€D I edéde) ; en particulier, les sous-
groupes <an Dx > (xEAd) sont conjugués dans <Dd> H

(ii) si 02(<Dd>) et Q3(<Dd>) sont centraux, (<Dd>,Dd) est presque
simple.

( Réf. [Fl]3.2.2. 3.3.3, 3.3.4 ; [vD] 2-82, 2-89, 2-90, 2-93 ).

(c) Sur le centre de <Dd> .

1- On appelle niveau d'un couple fischérien (G,D) le cardinal commun des

sous-ensembles minimaux d'une clique de D dont le produit des éléments est 1.
Si de tels sous-ensembles n'existent pas, on dit que (G,D) est de niveau nul.
Si (G,D) est un couple fischérien de niveau non nul, quel que soit 1'élément
d dans D, d appartient & <D >, donc il est dans le centre de <Dd>.
(Réf. [VD] 3-1-3 ¢ ).

2- Soit £ un graphe anti-connexe de type 7 , E 1'ensemble de ses som-
mets, e un élément de E et Vv un automorphisme de £ qui induit 1'identité sur
1'ensemble des sommets de £ 1iés @ e . Alors ou bien v est 1'identité sur E,
ou bien v est 1'indicatrice de sommet e.

(Réf. (Fz] 10.5 (iii) ; [vD] 2-109 ).

3~ Soit (G,D) un couple fischérien dont le graphe est de type 7 . Pour

tout élément d de D, le centre de <Dd> est ou bien trivial ou bien égal a <d>.
(Réf. [vD] 2-110 ).



M.-M. VIROTTE-DUCHARME

Observons que le théoréme I.1 permet d'affirmer que , si (G,D) est un
couple fischérien presque simple de niveau non nul, le centre de <Dd> (deD)
est <d>.

(d) Caractérisation de certains groupes classiques. Soient (G,D) un couple
fischérien presque simple de centre trivial et d un élément de D . Alors:

(i) Si ®3(<Dd>) qt Z(<Dd>) , G est isomorphe a 25
(ii) Si m2(<Dd>) gﬁ Z(<Dd>), il existe un entier n24 pour lequel ou
bien G est isomorphe a Sp(n,2) ( n est alors pair) et D est la classe des
réflexions symplectiques, ou bien G est isomorphe & PSU(n,4), D est la classe
des réflexions unitaires.
(Réf. [FIJ 5.1.10 , [DGw ], [Z2]3-23 et [F2] 8.2, 9.2.11 ,[vD] 6-27 , [w]).
On vérifie a la main que le graphe de Fischer de chacun des couples fisché-

riens mentionnés ci-dessus est de type 7.
(e) Soit (G,D) un couple fischérien dont le graphe est connexe. Si pour tout
élément d de D le sous-graphe (plein) gd de G porté par Dd est de type 7, G est

également de type 7 .
(Réf. [vp] 2-112 ).

4. Preuve du théoreme.

Prouvons d'abord 1'assertion (a).

Soit (G,D) un couple fischérien presque simple. Son graphe est isomorphe a
celui du couple fischérien (G,D) obtenu modulo Z(G) (§1. 1.(c)). En outre les
assertions "G presque simple" et "G presque simple" sont équivalentes (§l. 1.
(b)). Nous pouvons alors faire 1'hypothése que le centre de G est trivial pour
établir que le graphe de (G,D) est de type 7.

I1 résulte de (§1. 3.(a)) que G contient un D-sous-groupe isomorphe a 25.
Comme le graphe de Fischer de ZS ( ZS étant muni de maniére naturelle d'une
classe de Fischer: celle des transpositions) est de type 7 - verification
facile -, nous allons démontrer le résultat par récurrence sur l'ordre de G.

Soit d un élément de D; posons E-Dd . Puisque G n'est pas isomorphe & ZS'
nous avons 03(<E>)C.Z(<E>) (§1. 3.(d)). Deux cas se présentent suivant que

02(<E>) est contenu dans Z(<E>) ou qu'il ne 1'est pas. Si on a @,(<E>) @ Z(<E>),

10
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on sait qu'il existe un entier n, n24, pour lequel G est isomorphe soit a
Sp(n,2) soit & PSU(n,4) (§1. 1.(d)). Comme les graphes de Fischer associés a
ces groupes sont de type 7 , le théoréme est établi dans ce cas. Si par contre,
on a Q2(<E>)C?Z(<E>), le couple fischérien (<E>,E) est presque simple (§1. 3.
(b)2). En vertu de 1'hypothése de récurrence, le graphe de Fischer de (<E>,E)
est de type 7. De 13 on en déduit qu'il en est de méme du graphe de (G,D)

(§1. 3.(e)).

Prouvons 1'assertion (b).

Soit € un graphe de type 7. Désignons par D 1'ensemble de ses indicatrices
et par G le sous-groupe de Aut(£) engendré par D.

On vérifie sans difficulté que D est un ensemble de Fischer de G.

Supposons en outre que £ soit anti-connexe; D est alors une classe de
Fischer de G . L'application e =~ t, de 1'ensemble des sommets de & dans D
qui associe a chaque sommet e son indicatrice est clairement un isomorphisme
du graphe € sur le graphe de (G,D). Les automorphismes de £ stabilisent D,
par conséquent le groupe G est normal dans Aut(&). Enfin, il résulte de (§1.
3.(c)2) que le centre de G est trivial.

Pour établir que G est un groupe presque simple, il nous suffit de démontrer
que le seul sous-groupe normal de G qui ne contient pas JG est le groupe
trivial.

Soit N un sous-groupe de G ayant les propriétés ci-dessus. Notons p: g = E
1'application canonique de G sur G/N = G . Si la restriction de p a D est
injective, N est central dans G car la relation

T=ndnm’ (ded, neN)
entraine que n centralise D, donc G. Dans cette situation, N est trivial. Dans
le cas contraire, il existe des éléments a et b dans D pour lesquels on a
a=b . Comme D est une classe de conjugaison et comme 1Gl#2 , a n'est pas
central dans G. Il existe alors un élément x dans D tel que ax soit d'ordre 3.
Cet élément x appartient donc a Ad . Soit S 1'unique triple du graphe de
Fischer de (G,D) qui contient a et x . Nous avons

Dan DX‘ Dbn Dx et Dan Dax -Dan

a axa
puisque ce sont les images réciproques de D;ﬂ B; et de 3; nﬁ;;; . En consé-
quence, nous avons les égalités suivantes:

D aD D oD D D =D 4D D.aD H

a" "x " “x" “axa © “axa" "a b" “x ¥ “b" “axa

elles prouvent que b est un élément de S . Comme bx et baxa sont d'ordre 3.
b est distinct de x et de axa. Il en résulte que 1'on a a=b ce qui achéve

la démonstration.

1
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§2. GRAPHE ASSOCIE A UN QUADRUPLE - THEOREME PRINCIPAL

La connaissance d'un graphe de type 7 est liée a celle de ses indicatrices
et par conséquent 3 celle de ses sommets. Les graphes que nous allons cons-
truire dépendront essentiellement des données abstraites suivantes: un ensemble
E, un sous-ensemble non vide D de E, une fonction u de D dans Perm(E), un sous-
ensemble A de EXE . A un tel graphe, on impose des conditions telles qu'il

soit de type 7 et que u(d) (deD) soit 1'indicatrice du sommet d .

1.. Définition.

Soient E un ensemble, D un sous-ensemble non vide de E, u une fonction de D
dans le groupe des permutations de E et A un ensemble de paires d'éléments
distincts de E-D . On appelle graphe associé au quadruple (E,D,u,A) le graphe
€ dont E est 1'ensemble des sommets et dont les arétes sont les paires A

d'éléments distincts de E satisfaisant a 1'une des conditions suivantes:

(i) A est un élément de A;
(ii) il existe des éléments d dans D et e dans E-{d} tels que 1'on ait
A= {(d,e] et u(de=e .

Rappelons que pour e dans E, Ee désigne 1'ensemble des sommets de £ lies
8 e .

On désigne par {e le sous-graphe (plein) de ¢ porté par Ee: pour toute
partie F de E, Ep est le sous-graphe de £ porté par F.

On pose X = E-D .

12
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Soient (E,D,u,A) un quadruple et & le graphe qui lui est associé. Les
conditions que nous imposons & ce quadruple pour que £ soit de type 7 peuvent

se classer de la maniére suivante:

- celles qui portent explicitement sur u (EXT.0,1,2);

- celles qui permettent d'étudier les situations spécifiques dans un sous-
graphe £d (deD), ce sont les conditions de D-connexité (EXT.4,5);

- 1a condition EXT.3, la plus difficile, justifie 1'intérét des conditions

de D-connexité puisqu'elle impose aux sous-graphes Cd (deD) d'étre de type 7.

2. Enoncé des conditions et du théoréme principal.

EXT.0 - Quels que soient les éléments a et b de D, les conditions suivantes
sont remplies: u(a)?=1,
u(a)a = a8 ,

u(a)beDplb,u(bla}
u(u(a)db) = u(a)u(dblu(a) .

EXT.1 - Quels que soient les éléments d dans D, x et y dans X, si {x,y)}

est une aréte de £ il en est de méme de {u(d)x,u(d)y} .

EXT.2 - Si d et d' sont des éléments de D, liés dans £ , et si x est un
élément de X qui n'est 1lié ni 4 d ni a d', alors {u(d)x,u(d')x} est une aréte
de €.

EXT.3 - Pour tout élément d de D, le sous-graphe Cd de £ est anti-connexe
de type 7 .
EXT.4 - Si a et b sont des éléments de D, x et y des éléments distincts de

Ean Eb" X, le triple de Ca contenant {x,y} est un triple de £b .

EXT.5 - Si e est un élément de E, x un élément de X distinct de e et non
lié a e, D, Ee“Ex est non vide; si de plus y est un élément de X 11é & e ,

Da Ee“ Ex“ Ey est non vide .
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Ext.6 - Si des points a et b appartiennent & des composantes connexes dis-
tinctes du sous-graphe de £ porté par D, il existe au plus un triple de &

contenant a et b .
Nous nous proposons d'établir le résultat suivant (théoréme principal):

THEOREME I.2. - Soit £ le graphe associé au quadruple (E,D,u,A). Si les
conditions EXT.i (0sis6) sont remplies, le graphe £ est un graphe de type 7
pour lequel u(d) est 1'indicatrice de chaque sommet d de D .

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, remarquons que les condi-
tions EXT.0,1,2 sont nécessaires et que, si EXT.3 est remplie, alors EXT.4
est nécessaire.

Remarquons en outre que la condition EXT.O remplace la condition suivant la-
quelle D est un ensemble de Fischer d'un groupe G tel que u(d)d'=dd'd (d',deD).
De maniére plus précise, nous avons le résultat suivant dont la démonstration

(élémentaire) est laissée au lecteur:

PROPOSITION I.2. - (Sous l'hypothése EXT.0). Pour tout élément d de D
désignons par uD(d) la permutation de D induite par u(d). Soient D* 1'ensemble

des uD(d) (deD) et G* le sous-groupe de Perm(D) engendré par D*.

(a) Si a et b sont des éléments de D, les conditions suivantes sont équi-
valentes:
(i) ou bien a et b sont liés, ou bien ils sont égaux;
(ii) on a u(a)b=b ;
(iii) on a u(b)a=a ;
(iv) u(a) et u(b) commutent ;
(v) up(a) et up(b) commutent.

(b) Les ordres de u(a)u(b) et de uD(a)uD(b) appartiennent a {1,2,3}. En

particulier, D* est un ensemble de Fischer de G* .

(c) Si des éléments différents a et b de D ne sont pas liés dans £ et appar-
tiennent a la méme composante connexe du sous-graphe de ¢ porté par D, 1'en-

semble D, E‘ "Eb est non vide .

(Ref. [ VD] 5-2 ).

Comme réciproque 8 ce résultat, nous pouvons énoncer sans démonstration:
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PROPOSITION I.3. - Soit G un groupe dont D est un ensemble de Fischer et
pour lequel la restriction W, de 4 a D est 1'application qui & tout élément d
de D fait correspondre 1'automorphisme intérieur qui lui est associé . Supposons
que 1'on ait WH(a)?=1 et u(aba)=u(a)u(b)u(a) (a,beD). Alors

(a) 1la condition EXT.O est satisfaite;

(b) siona D\nZ(G) =0, Uy induit un isomorphisme des graphes de Fischer
associés a (G,D) et (G*,D*), G* et D* étant définis dans 1.2 .

(Réf. [VD] 5-3).

Pour terminer ces préliminaires, établissons le résultat suivant:

PROPOSITION I.4. - (Sous les hypothéses EXT.0.1). Pour tout élément d de D,

u(d) est un automorphisme du graphe £.

Preuve. Puisque u(d) est une permutation d'ordre fini de E, il suffit de
prouver que si {e,e'} est une aréte de &, il en est de méme de {u(d)e,u(d)e'}.
Si {e,e'} appartient a A, cela résulte de EXT.1 . Si {e,e') est une aréte de &
n'appartenant pas & A 1'un des éléments e et e' est dans D. On a donc u(e')e=e
et e'eD . Par suite on a u(u(d)e')=u(d)u(e’')u(d) (EXT.0), et en conséquence
u(u(d)e')(u(d)e) = u(d)u(e')e = u(d)e ce qui prouve que {u(d)e',u(d)e} est
une aréte de & .

3. Démonstration du théoréme principal (1.2).

Rappelons que (E,D,u,A) désigne un quadruple, £ le graphe qui lui est
associé et X 1'ensemble E-D.

Nous allons d'abord établir que tout couple (e,e') d'éléments distincts et
non liés de E est contenu dans au plus un triple de {. Puis nous montrerons
que , sous les seules conditions EXT.1 (1=0,1,3,5,6), 1'indicatrice d'un
sommet d de E qui appartient a D est ;(d). Enfin, les conditions supplémen-
taires EXT.2,4 permettent d'affirmer que tout couple de sommets distincts et

non liés de E-D est contenu dans un triple de et que les indicatrices
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des sommets de E-D sont des automorphismes de & .
Cette présentation met en évidence certaines propriétés du graphe & quand
1'ensemble des conditions EXT.i (0sis6) n'est que partiellement satisfait.

LEMME I.1. - (Sous les hypothéses EXT.0,3,5,6). Soient e et e' des éléments

distincts et non liés de E. I1 y a au plus un triple de £ contenant {e,e'}.

Preuve. S'il existe un élément d dans D 1ié a e et & e', tout triple de &
est un triple de £d comme cela résulte immédiatemment de la définition d'un
triple (§81. 1.(f)). La conclusion est alors une conséquence de EXT.3 .

Si 1'un des points e,e' appartient a X, le sous-ensemble D nEen Ee' n'est
pas vide (EXT.5); de méme, si e et e' appartiennent & une méme composante
connexe du sous-graphe CD' D “Eeﬂ Ee' est non vide (prop.I.2). Le lemme
résulte alors de ce qui précéde.

Enfin, si e et e' appartiennent & des composantes distinctes de £n, la con-

clusion de notre assertion est vraie en vertu de EXT.6 .

LEMME I.2.- (Sous EXT.0). Si a et b sont des éléments de D, non liés dans
£, {a,b,u(a)b} est un triple de &.

Preuve. De EXT.O, il résulte que u(a)b appartient a {b,u(b)a}; comme a et b
ne sont pas liés, on a u(a)b=u(b)a . Par ailleurs, on a u(a)(u(a)b)=b, donc
a et u(a)b ne sont pas liés. De méme, b et u(a)b ne sont pas liés. Ainsi les
éléments de S={a,b,u(a)b} sont distincts et mutuellement non liés. Si on pose
c=u(a)b, on a u(a)c=b=u(c)a et u(b)c=a=u(c)b . Pour démontrer que S est un
triple de £ , il suffit donc de démontrer que tout élément e de E , 1lié a
deux sommets de S -par exemple a et b- est lié au troisiéme sommet - c - .

Or, si u(a)e=u(b)e=e, nous avons: u(c)e=u(u(a)b)e=u(a)u(b)u(a)e=e .

LEMME 1.3. - (Sous EXT.0,1,3). Soient a et b des éléments de D, distincts
et liés dans ¢ . La permutation u(b) transforme Ea en lui-méme. S'il y a un
élément de Ea non lié a b dans £, la permutation de Ea induite par u(b) est

1'indicatrice de b dans le graphe 68 .

Preuve. Comme ,(b)a=a et comme ;;(b) est un automorphisme de ¢ (prop.I.4),
on a u(b)EaC Ea . et par suite u(b)Ea-Ea. Ainsi, U(b) induit un automorphisme
Yy de fa . I1 est clair que cet automorphisme fixe b et tous les sommets de Ca
liés 8 b. S'i] existe un élement de Ea' non lié a b, cet élément n'est pas

fixé par v. Dans ce cas vy n'est pas 1'identité sur E8 : puisque {a est anti-
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connexe de type 7 (EXT.3) Y est donc 1'indicatrice de b dans £a (81. 3.(c)2).

LEMME I.4. - (Sous EXT.0,1,3,5). Si d et x sont des éléments non liés de D
et X respectivement, {d,x,u(d)x} est un triple de & .

Preuve. Posons S={d,x,u(d)x}. Démontrons tout d'abord que S est un triple
de £b quel que soit 1'élément b dans D nEdn Ex . L'automorphisme de £b induit
par u(d) est 1l'indicatrice de d dans £b (lemme I.3). En conséquence,l'hypothése
"d non 1lié a x" prouve que u(d)x est non 1lié 3 x et que S est le triple de éa
contenant deux des trois sommets de S .

Cela étant, démontrons que S est un triple de £ . Soit e un élément de Ed“Ex
(resp. Edn Eu(d)x ). Les éléments e=u(d)e et u(d)x (resp. x) sont liés
(prop .I1.4). On a donc:

Egn B S Egn B ayxn By
(mw.%n%wkcE“E“Emwx)
et par suite

EdnEx-Ed(\E CEan

u(d)x u(d)x °

Soit e un élément de Ex" E n X. D'aprés EXT.5, il existe un élément a

dans D qui est lié 8 e, x et éu£?3§x. En conséquence, S est un triple de Ca .
L'élément a est donc lié & d, et par suite e qui est 1lié & x et a u(d)x, est
lié a d .

Soit ,maintenant, e un élément de Ex“ Eu(d)x" D . Nous avons u(e)x=x et
u(e)u(d)x=u(d)x ce qui donne u(d)u(e)u(d)x=x . Par ailleurs
u(e)u(d)u(e)x=u(e)u(d)x est un élément distinct de x puisque 1l'on a u(e)x=x
et u(d)x#x . En conséquence les éléments u(e)u(d)u(e)x et u(d)u(e)u(d)x sont
distincts ce qui prouve que l'on 8 : u(e)d=d (EXT.0), c'est-a-dire que e et d

sont liés dans { . Le lemme en résulte immédiatemment.

COROLLAIRE - (Sous EXT.0,1,3,5).
(a) Soient d et x des éléments non liés de & contenus dans D et X respective-

ment. Si y appartient a Xg Ex' alors Dp Edﬁ Ex" Ey est non vide .
(b) Soient d et d' des éléments de D, e un élément de E qui n'est lié ni a d,
n1 ad'.

i- Si u(d)e et u(d')e sont liés, il en est de méme de d et d'.

h- Si d et d' sont liés, et s1 ou bien e est dans D, ou bien D Ee“ Ed" Ed'

est non vide, alors u(d)e et u(d')e sont lies.
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Preuve. Supposons les conditions de (a) remplies. Nous savons que {d,x,u(d)x}
est un triple de & (lemme I.4); en conséquence Ed“ Ex = Ed“ Eu(d)x . Soit y
un élément de X 1ié a x. I1 résulte de la condition EXT.5 appliquée & x, u(d)x:
et y que le sous-ensemble Dp Ex" Eu(d)x" Ey est non vide; il en est donc de

méme pour Dj Ex“ Ed“ Ey ce qui établit (a).

Démontrons (b). Remarquons que , si e est un élément de D, on a u(d)e=u(e)d
et u(d')e=u(e)d' . Les assertions i- et ii- résultent alors du fait que u(e)
est un automorphisme du graphe & (prop.Il.4).

Supposons donc que e appartienne & X, et supposons en outre que
Dp Ee“ Ed“ E,, contienne un élément a. Posons S={d,e,u(d)e} et S={d,e,u(d )e};
S et S' sont des triples de £ contenus dans £a' Puisque le graphe £a est de
type 7 (EXT.3), S et S' sont les uniques triples deEa contenant respec-
tivement {d,e} et {d'.e} . Soit t 1'indicatrice du sommet e dans le graphe Ca.
Nous avons:

t(d) = u(d)e et t(d) = u(d)e
Comme t est un automorphisme deﬁa. les assertions i- et il- sont établies.

I1 nous reste a prouver que D, Ee“ Ed“ Ed' est non vide. Dans le cas i-, il

n'y a rien 8 démontrer. Supposons donc que H(d)e et u(d' )e soient liés (cas i-).
Les éléments e et u(d)e ne sont pas liés et le sous-ensemble

|. : Al
D'= Dy Eu(d)e“ Een Eu(d' Ye est non vide (EXT.5). Comme S et S' sont des

triples de &£ ( lemme I.4), on a les égalités suivantes:

Do E = DnE,nE

u(d)e” I-:e
Dq Eu(d‘)e" Ee = Dq Ee“ Ed'

d

On en déduit alors 1'égalité de D' avec Dj Ee“ Ed" Ed' ce qui achéve la

démonstration .

LEMME I.5. - (Sous EXT.0,1,3,5). Soit a un élément de D. Tout triple
S = (el.ez.e3) de £a est un triple de £.

Preuve. Si {e].ez) est contenu dans un triple S'-(el.ez.e'} de &, le som-
met a qui est lié a e ete, ., est lié a e'. Le triple S' est donc contenu
dans Ea . et par suite on a S'-Sa puisque le graphe [a est de type 7 (EXT.3).
L'assertion est donc démontwée sous 1'hypothése ou 1l existe un triple de ¢

contenant deux sommets de Sa.

Si 1'un des sommets de Sa appartient a D, le résultat se déduit facilement

des lemmes 1.2 et 1.4 .
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Supposons maintenant que Sa soit contenu dans X. Soient x un élément de X et
d un élément de D liés a e et ey . Il résulte de 1la condition EXT.5 appliquée

a e,,e,,x que l'ensemble DyE nE , E est non vide ; soit b un de ses
1°'72 x" Te" e,
éléments. Désignons par Sb (resp. Sd) le triple de Cb (resp. £d) contenant

{el,ez}. Nous avons S =S, =S, (EXT.4). I1 s'ensuit que d est 1lié & tous
les sommets de Sa est que x, sommet de Cb 1ié 3 deux sommets distincts de Sa'

est 1lié a e),€5.eq . De 1a il résulte que Sa est un triple de £ .

COROLLAIRE - (Sous EXT.O,1,3,4,5,6). Deux sommets distincts de X et non

liés dans £ sont contenus dans un unique triple.

Preuve. Soient x et y des éléments distincts et non liés de X. Le sous-
ensemble Dj Ex“ E est non vide (EXT.5); soit a un de ses éléments. Comme
le graphe éa est de type 7 (EXT.3), {x,y} est contenu dans un triple de £a :
celui-ci est un triple de ¢ (lemme I.5) . L'unicité de ce triple a déja été

prouvée (lemmel.l).

LEMME I.6. - (Sous EXT.i , 0sis6). Pour tout élément x de X, 1'indicatrice

t de x dans £ est un automorphisme de & .

Preuve. Soient e et e' des éléments de E liés dans & . Comme t2=1, il
suffit de montrer que t(e) et t(e') sont liés. On peut évidemment supposer
que e et e' sont distincts de x.

Nous distinguons quatre situations.

1) L'élément x est 1ié 8 e et a e'. On a alors t(e)=e et t(e')=e' ce qui

entraine le résultat.

2) L'élément x est 1lié a e et non a e'. On a t(e)=e et e est lié aux deux
sommets x et e' du triple de £ contenant {x.,e'}. Ce triple est (x,e',t(e')} ,

t(e) est donc lié a t(e').

3) L'élément x n'est 1lié ni a e n1 8 e', et 1'un des deux éléments e, e’
( e par exemple) appartient & X. Alors Dj Ee" Ex" Ee' contient un élément d
(EXT.S). Comme {x,e,t(e)} et {x.,e',t(e')} sont des triples de ¢ dont deux des
sommets sont liés a8 d, ce sont aussi des triples de [d . Ainsi, t(e) et t(e')
sont les images de e et e' par 1'indicatrice ty de x dans le graphe éd .

Puisque Cd est un graphe de type 7 , td est un automorphisme de {d et par suite
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les sommets t(e)std(e) et t(e')std(e') sont liés dans £d donc dans €.

4) Les éléments e et e' appartiennent & D et ne sont pas liés & x . Nous
savons alors que u(e)x est 1lié & u(e')x (EXT.2). Nous allons montrer que
u(e)x=t(e) et u(e')x=t(e'). Le triple {e,x,t(e)} contenant {e,x} s'écrit
aussi {e,x,u(e)x} (lemmes I.1,I.4). En conséquence, u(e)x=t(e) . De la méme

maniére on a u(e')x=t(e') ce qui achéve la démonstration.

Enonqons maintenant certains résultats partiels déja obtenus.

PROPOSITION I.5. - (Sous EXT.0,1,3,5,6). Tout couple d'éléments distincts
de E, non liés dans &, dont 1'un au moins appartient & D, est contenu dans un
unique triple de £ . Pour chaque élément d dans D, u(d) est 1'indicatrice de

sommet d du graphe &.

Preuve. Ces assertions résultent de la proposition I.4 et des lemmes I.1 ,
I.2 et I.4 .

PROPOSITION I.6. - (Sous EXT.0,1,3,5). L'axiome EXT.2 est une conséquence

de 1l'axiome suivant:

EXT.2' - Si d et d' sont des éléments de D, liés dans £ , et si x est un élément
de X qui n'est 1lié ni a d, ni 4 d', alors le sous-ensemble Dj Ed" Ed'“ Ex est

non vide .

Preuve. C'est une conséquence immédiate du corollaire du lemme 1.4 .

La proposition suivante permet, sous certaines des conditions EXT.i, de
remplacer EXT.4 par la condition ci-dessous EXT.4', en général plus facile
a verifier que EXT.4, puisqu'elle porte sur la famille des sous-ensembles
Dn Ex (xeX) .

PROPOSITION I.7. - (Sous EXT.0,1,3,5,6) . La condition EXT.4 est une consé-

quence de la condition suivante EXT.4':
(a) Si x,x',x" sont des éléments distincts et non liés de X, mais liés a
un méme élément d de D pour lequel on a:

DnEynEnEyr = DaEyn E nEpn .
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alors onAé:
Dy Ex“ Ex' =Dy Ex“ Ex" .

(b) Si x et y sont des éléments distincts de X, non liés de & tels que, pour
tout élément d de D, u(d)x et y soient distincts, alors 1'une des deux asser-
tions est satisfaite :

(i) 1le cardinal du sous-ensemble {zeX | Dg E n Ey =DnE,nE)} est 2,

(ii) 1le sous-graphe de & porté par D Ex“ Ey est anti-connexe.

Preuve. Soient a et b des éléments distincts de D, x et y des éléments
distincts, non liés entre eux, de Ean Eb“ X . Désignons par Sa et Sb les triples
de 68 et de £b contenant {x,y}. Posons Sa = {x.y.za} et Sb =(x,y,zb) . Nous

devons démontrer que Sa = Sb .

Si z, est un élément de D, Sa est le triple de £a contenant {x,za) ; nous
avons donc Sa = {x,za.u(za)x} (lemme I.4). Par conséquent, u(za)x-y. et Sa
est un triple de £ (lemme 1.4). Comme b est 1ié & x et 4 y, b est 1lié a z, -
Cela entraine que Sa est contenu dans Cb : Sa est donc un triple de £b’ et
par suite on a S8 = Sb .

Nous pouvons donc supposer que z, et z, sont des éléments de X. En parti-
culier, y n'est 1'image de x par aucun automorphisme u(d) , deD .

Le fait que Sa et Sb soient des triples de £a et £b' entraine que 1'on a
les égalités suivantes:

Dp Ea“ Exn Ey = Dy Ea“ Ex“ Eza et Dp Eb“ Ex“ Ey = D Eb“ Ex“ Ezb
Nous en déduisons:

Dp Exn EY = Dy Exﬁ Eza = Dy Exn Ezb (condition (a)).
En particulier, a et b sont liés a z, et z, respectivement.
Nous avons alors que, sous 1'hvpothese (b)(i), nous avons z,=2) donc Sa-Sb.

Supposons maintenant que (b)(ii) soit remplie. Démontrons d'abord que si a
et b sont des éléments non liés dans ¢ , 1'automorphisme uf(a)u(b) de ¢
(lemme 1.6) induit un isomorphisme Yy de [a sur [b qui fixe x et y . Les
éléments de'Ean Eb sont fixes par u(a) et u(b), x et v sont donc fixés par
u(a)u(b). Par ailleurs, on a u(a)a=a et u(a)(u(bla)=u(a)(u(a)b)=b (EXT.O).
En outre, quel que soit 1'élément e de Ea. L(a)u(ble est lie a u(a)u(blasb en

vertu de la proposition 1.4 . Il s'ensuit que u(a)u(b) i1nduit un i1somorphisme

Y de (a sur [b . En conséquence, 1'image par vy du traiple Sa de fa est le

triple de (b contenant Y(x) et Y(y) . Nous avons donc Sb- V(Sa) et z = Y(za).
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Mais les élémenfs a et b sont liés & z,, on a donc
¥(z,) = u(e)u(b)z, = z,

ce qui prouve que z =z, et démontre notre assertion.

I1 reste & étudier le cas ou a est 1ié & b . Par hypothése, le sous-graphe
porté par Dy Ex" E_ est anti-connexe; il existe donc une suite d'éléments
distincts (di) osisp dans Dg Ex" Ey telle que do-u. dp-b et telle que di

et di-l ne soient pas liés (1sisp). D'aprés ce qui précéde, les triples Sd
i
et Sd de Cd et £d contenant x et y sont identiques (1sisp). On en
i-1 i i-1
déduit les égalités
Sa - Sd = Sd = S
o P
ce qui achéve la démonstration.

b

Preuve du théoréme principal (I.2). Soient e et e' des éléments distincts

et non liés de £ . Il existe un triple de £ contenant e et e' ( lemmes I.2,
1.4 , corollaire du lemme I.5); ce triple est unique (lemme I.1). L'indicatrice
de chaque sommet peut ,alors, étre définie; c'est un automorphisme du graphe &

(lemme 1.6 , proposition I.5).
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§3. PRINCIPE D'EXTENSION DE GRAPHES

Soit ¢ le graphe de Fischer associé & un ensemble de Fischer D d'un groupe
G; le principe de construction d'un graphe £ contenant ¢ comme sous-graphe
repose essentiellement sur la construction d'un ensemble E contenant D et d'une
fonction u de D dans le groupe des permutations de E tels que £ soit le
graphe associé au quadruple (E,D,u,A) pour un sous-ensemble convenable A
de EXE.

Dans cette situation, G opére de maniére naturelle sur D (via les auto-
morphismes intérieurs), le probléme est donc de déterminer un ensemble X qui
sera E-D , et une fonction My de D dans Perm(X) de telle maniére que 1'on
puisse vérifier les axiomes EXT.i (0sis6) pour un ensemble A convenable, ou
que 1l'on puisse exhiber un isomorphisme de £ sur un graphe connu.

Remarquons cependant que la donnée de 1'ensemble X est liée d'une certaine
maniére & celle d'une famille de sous-groupes de G . En effet, soit x un
élément de X; les éléments de D qui,dans le graphe & construire, seront liés
a4 x , sont exactement ceux de Dj Ex . Lorsque 1'application 6 : x = D, Ex
est injective, les éléments de X peuvent étre représentés par des sous-ensembles
de D ou des D-sous-groupes de G . La situation se complique lorsque cette
application n'est pas injective.

Dans les cas que nous avons étudiés et que nous mentionnons en 2. a
titre d'exemples, ainsi que pour la construction de Fi(24) (cf. la seconde
partie) les fibres de © sont de cardinal au plus égal & 3. Ceci nous conduit a

la notion de g-extension.
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1. Définitions.

Soit G un groupe admettant un ensemble de Fischer D non vide dont le graphe
est noté G . Soient E un ensemble contenant D, My une application de D dans
Perm(X) ot X désigne E-D, u 1'application de D dans Perm(E) qui prolonge My
par 1'opération induite par 1'action naturelle de D sur lui-méme. Désignons
par A un ensemble de paires d'éléments distincts de XxX . Soit T une permu-
tation de X , d'ordre q (q=1,2,3) commutant avec les éléments de u(D) et telle
que les fibres de 1'application

8 : x~ {deD | u(d)x=x}

de X dans 1'ensemble des parties de D soient les sous-ensembles {ﬂ(x),""ﬂq(x)}.

Lorsque les fibres de cette application 6 sont toutes de cardinal q, sauf
éventuellement pour q=2 auquel cas on admet 1'existence d'au plus un point de
X, noté =, dont la fibre est de cardinal 1, le graphe £ associé au quadruple

(E,D,u,A) est appelé q-extension du graphe ¢ relative a X,m, My et A.

Toute q-extension & de§ est définie, & isomorphisme prés, par les données
X,ﬂ.ux.A. On dira que & est la q-extension de § définie par X,T, ux.A;

sous-entendu que £ est déterminée & isomorphisme preés.

Une l-extension est appelée extension simple. Si £ est une extension
simple, les éléments de X sont en bijection avec une famille 3 de D-sous-
groupes de G : les D-sous-groupes <deD | u(d)x= x> xeX . On dira que & est

définie par la famille 3 , 1'application u, et A .

X

Supposons q=2 ou q=3 . Nous dirons que £ est la g-extension standard

du graphe ¢ définie par X,m, Hy si £ est la q-extension de ¢ relative a X,
LERT'E A ou A est 1l'ensemble des paires {x,x'} d'éléments distincts de X
remplissant les conditions suivantes:
si q=2 , il existe un élément d dans D pour lequel on a:
(i)  u(d)x # x,
(ii)  w(d)x = mx' ;
si q=3 , il existe deux éléments distincts d et d' de D commutant 1'un
avec 1'autre pour lesquels on a:
(i) u(d)x ¢ x ¢ w(d')x ,
(ii)  w(du(d')x = x'

Remarque - Dans le cas q=3, { est déterminée a isomorphisme prés, par les

données X.ux.q . I1 en est de méme dans le cas q=2 s1 T opere librement

sur X.
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On omettra de mentionner 7 dans la définition d'une q-extension standard.
Dans le cas q=2 , on précisera 1'existence du point ® en disant que 1'on
a alors une 2*-extension standard.

PROPOSITION I.8.- Supposons q#l1. Soient D un ensemble de Fischer d'un
groupe G, G le graphe associé. Soit £ une q-extension standard de § relative
a un ensemble X et une fonction My -

Si la condition EXT.O est remplie, il en est de méme de la condition EXT.1 .
En particulier, sous ces hypothéses, pour tout élément d de D, u(d) est un
automorphisme du graphe £ . De plus, prolongée par 1'identité sur D, la permu-

tation 7 induit un automorphisme du graphe .

Preuve. Soient d un élément de D, x et y des éléments de X liés dans € .

I1 existe des éléments distincts d1 et d2 dans D, commutant entre eux tels
que 1l'on ait :

u(dl)x =Ty et u(dl)x ¥ x si q=2,

H(dudy)x =y et u(d;)x $x # u(dy)x si g=3 .
En appliquant & ces égalités la permutation u(d), et en tenant compte du fait
que u(d)2=1 , on obtient, sous 1'hypothése EXT.O :

u(d)u(dHu(d) = u(dd d) ( i=1,2) .

Comme T commute avec u(d), nous obtenons les égalités:

u(dd,d)u(d)x = mi(d)y
u(ddld)u(ddzd)u(d)x = u(d)y

Or, les éléments ddld et dd2d commutent et sont distincts, et de plus, ni
u(ddld). ni u(ddzd) ne fixent u(d)x . Par conséquent les éléments u(d)x et
u(d)y sont liés dans & : la condition EXT.] est donc satisfaite; en outre

u(d) . deD, est un automorphisme de ¢ (proposition I1.4).

La derniére assertion résulte de ce que m et u(d), deD, commutent entre eux.

2. Exemples.

(a) Le graphe de Fischer de PSU(6,4). On démontre que ce graphe est une

extension simple du graphe de G‘(b.S) définie par une classe de sous-groupes
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isomorpﬁés au quotient central de V(E6) par un ensemble A convenable.

Ici, 0%(n,3) désigne le quotient central du sous-groupe 6*(n,3) du groupe
orthogonal de la forme quadratique Q=- Exzi engendré par les réflexions t,
pour lesquelles Q(v) =-1. L'ensemble de ces réflexions est une classe de
Fischer de G¥(n,3).

(Réf. [VD) 8- §5 ).

(b) Les graphes de Fischer de Fi(22) et Fi(23). Les extensions simples des
graphes de Fischer de U+(7.3) et w+(8,3) ”23 (voir ci-dessous) définies &
partir de classes de sous-groupes respectivement isomorphes a Sp(6,2) et
DO+(8,2) *23 pour de "bons" ensembles A satisfont aux conditions du théoréme
principal (thm. I.2) . Ce sont donc des graphes de type 7; en outre, ils sont anti-
connexes. Les groupes presque simples qui leur sont associés sont appelés Fi(22)
et Fi(23) (thm.I.1).

Rappelons que O+(8,2) est le groupe d'une forme quadratique sur FZ non dégé-
nérée d'indice maximal. Le produit H"X3 (ou H désigne respectivement 11)+(8,2)
et DU+(8.3) ) s'identifie au groupe des automorphismes de H puisque H est
isomorphe a un groupe simple de Chevalley de type DA . Pour plus de détails se
reporter a la seconde partie, §l. 2.

(Réf. [VD] 8- §6 ).

(c) Le graphe de Fi(24). Il est obtenu comme une 2*-extension standard du
graphe de Fischer de Fi(23) ( objet de la seconde partie).

(d) Le graphe d'un couple fischérien presque simple. Soient (G°,D°) un

couple fischérien presque simple, ¢° son graphe de Fischer et e un élément de
D°. Posons D° = D;u {e}ly A: et D= D; . Désignons par T la permutation
naturelle induite par e sur X = {el}y A; (n: x— exe ) et par by 1'appli-
cation naturelle de D dans Perm(X) définie par ux(d)x-dxd (deD, xeX).

Les applications 7 et ux(d) (deD) commutent entre elles; ™ est d'ordre 2,
son seul point fixe est e .

Soit x un élément de X-{e}. Les éléments d de D pour lesquels on a
ux(d)x-x , sont ceux de Doe" D: : comme G° est presque simple, {x,mx} est la
fibre au dessus de D;n D; de 1'application y«— D;n D; (yeX).

Soient y et y' des éléments distincts de X-{e}. Ils sont liés dans G° s1
et seulement s'il existe un élément d dans D qui n'est lié ni 8 y ni a y', et
tel que edyde=y' (propriété du sous-groupe engendré par e,y et y'). Pour un
tel élément d, on a donc ux(d)y-ﬂy' et ux(d)y#y .
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Ainsi, §° est la 2*-extension standard du sous-graphe 95 définie par X

etux.

(e) Le graphe de PSU(n,4). Désignons par V un espace vectoriel de dimen-
sion n (n26) sur l"z muni d'une forme bilinéaire alternée ¢ et par G le groupe
des isométries de ¢ . Les transvections symplectiques forment une classe D de
Fischer de G; on montre facilement que (G,D) est presque simple. Soit P un
plan isotrope de V et soit R son stabilisateur dans G. On montre que le D-sous-
groupe S=<R, D> est le fixateur de P dans G, que R/S est isomorphe & 23
et que S est contenu dans un sous-groupe B d'indice 2 de R. On peut donc
écrire R=ByrB ( reR,r?=1).

Soit X 1'ensemble des classes & gauche de G suivant B; G opére naturellement
sur X, on a : ux(d)gB = dgB ( deD, geG). Soit 7 la permutation de X :
m(gB) = grB  ( g€G).

Pour un sous-ensemble A de XXX bien choisi, on montre que la 2-extension
du graphe de Fischer de (G,D) relative & X.ux et A est isomorphe au graphe de
Fischer des transvections unitaires de PSU(n,4).

(Réf. [VD] 5-27 ).

(f) Le graphe de SU(n+l,4). Soit D la classe des réflexions unitaires
de G=SU(n,4). Soit <v°> une droite non isotrope de 1'espace vectoriel as-
socié, R son stabilisateur dans G. On démontre que le D-sous-groupe B=<Bj D>
est d'indice 3 dans R. Pour un élément r bien choisi de R, ona: R=By rBy r?B.
Soit X=G/B. Désignons par uy 1'opération naturelle de G dans X : ux(d)gB-ng
(deD) et par 7 la permutation d'ordre 3 : mgB=rgB .

On démontre que les éléments de D pour lesquels ux(d)gB-ng (g€G) sont
ceux de D, ng-l ; en conséquence, {gB,ngB,m?gB} est la fibre de 1'appli-
cation gB-— Dj ng.l . Nous pouvons donc considérer la 3-extension standard
du graphe de (G,D) relative & X et uy 3 elle est isomorphe au graphe des
réflexions unitaires de SU(n+l,4).

(Réf. [VD] 5-28) .
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§4. PROLONGEMENT DE CERTAINS ISOMORPHISMES - THEOREME D' UNICITE

Lorsque les graphes de deux couples fischériens presque simples sont iso-
morphes, il est facile de démontrer que les quotients centraux de ces groupes
sont isomorphes et que cet isomorphisme induit sur les graphes associés celui
dont on est parti.

Le probléme d'unicité, pour un couple fischérien (G,D) presque simple de
centre trivial pour lequel <Dd>/2(<Dd>) est connu 8 isomorphisme prés, se
raméne donc, comme on pouvait s'y attendre, & un probléme d'unicité pour un
graphe de type 7 contenant un sous-graphe donné : celui des sommets liés & un
sommet donné.

On peut alors formuler ce probléme de la maniére suivante : soient ¢ et §'
des graphes, D et D' leur ensemble de sommets, e et e' des éléments de D et D',
sous quelles conditions certains isomorphismes de geb sur §é. se prglongent-

ils en un isomorphisme de ¢ sur §¢' ?

1. Notations. Enoncé des conditions U .

Nous faisons les hypothéses suivantes:

1

G est le graphe d'un couple fischérien presque simple (G,D); en particulier
G est un graphe de type 7 (thm. I.1);
- G' est un graphe satisfaisant 8 1'une des conditions suivantes:

a) §G' est le graphe d'un couple fischérien presque simple (G',D'),

b) §' est une 2*-extension standard du graphe £' d'un couple fischérien

(H',E') définie par X' ={=}yX et by - Dans ce cas on pose @=e'
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Lorsque §' satisfait a la condition a), le résultat que nous allons
obtenir nous permettra de démontrer 1'unicité , & isomorphisme prés, de graphes

de type 7 admettant des sous-graphes ge et g'e. isomorphes .

Lorsque §' satisfait & la condition b), nous obtenons un moyen de démontrer
la condition EXT.3 du théoréme principal (thm. I.2). En effet, supposons
donnée une 2*-extension standard £ du graphe de Fischer d'un couple fischérien
(G°,D°) définie par Y'= {=}y Y et Byr - Supposons que la condition EXT.O
soit remplie. Soit d un élément de D°; vérifier la condition EXT.3 c'est prouver
que le sous-graphe Cd (porté par les éléments liés & d) est anti-connexe de
type 7 . Or les sous-graphes Cd,m et gd sont isomorphes, en fait ,ci, ce sont
les mémes. Si Cd peut étre considéré comme une 2*-extension standard et si
certaines conditions U sont satisfaites, le théoréme que nous nous proposons
d'établir, prouvera que 1'isomorphisme de ga sur £d,° se prolonge en un iso-

morphisme des graphes § et £d ce qui entrainera la conclusion.

Notations. Dans le cas ou §' satisfait 4 la condition b), on note U 1la
fonction de E' dans Perm(D') pour laquelle:
u(d)a = dad ( d,acE")
u(d)lx. '“lx"d) (deE') .
On a : D' = E'y{ey X,
E'=D',\ = { aeD' | {a',e'} aréte dans §G" ,
X =A', ={xeD' | x # e', {x,e non aréte dans G')} .
On rappelle que ge (eeD) est le sous-graphe de § porté par 1'ensemble D

(eeD) des éléments de D liés a e .

Soit e un élément de D. On note N un isomorphisme du sous-graphe 98 sur

le sous-graphe g'e. .

U.0 - Le graphe ¢' satisfait 8 la condition b). En outre, on a :

(i) quels que soient les éléments a et b de E', ,(a)i=1 et
u(aba) = py(a)u(b)u(a) ;

(ii) quels que soient les éléments a, b dans E', et x dans X-(D;A DB).

{a,b} est une aréte si et seulement s1 {y(a)x,u(b)x} en est une ;

(ii1) si x et y sont des éléments de X, liés dans (', il existe un
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unique élément a de E' tel que p(a)x = my

(iv) pour tout élément x de X, X, D;n D;xg 0.
U.1 - Le graphe § est de type 7.

U.2 - Les conditions suivantes sont remplies:

(i) quels que soient les éléments a et b de De' on a:
n(aba) = n(a)n(b)n(a) ;

(ii) quel que soit 1'élément x de Ae (resp. x' de X), il existe au
moins un élément x' dans X (resp. x dans Ae) tel que 1l'on ait
n(De{\ DX) = De‘ n Dx, .

U.3 - L'une des trois conditions suivantes est remplie:

(a) Le groupe G ne posséde aucun sous-groupe isomorphe & 1'un des

groupes A ou A* (cf. note ci-apres).

(b) Soient e,y,y',z,z' des éléments de D pous lesquels les sous-groupes
<e,y,y'> et <e,z,z'> sont isomorphes & # ou & #*. Si 1'une des conditions
suivantes est remplie :

< 'z i a a x
1. zEDyn Dy. et <y,y',z" est isomorphe a ):4 ou a 23 22,
2. z'=y' et <e,y,z> est isomorphe & 24 .

alors le sous-ensemble Ae“ Dyn Dy' n Dz“ Dz. est non vide .

(c) (i) Le graphe G' est de type 7.
(ii) Soient a,b,c des éléments de D pour lesquels <a,b,c> est iso-

morphe a8 # ou 8 #*. Le plus petit sous-ensemble F de Da" Db contenant
Dan Db“ Ac et pour lequel on a tFt =F (teF) , est Da" Db .

Note. On désigne par # un groupe d'ordre 54 engendré par trois involutions
a,b,c ne comnutant pas entre elles, telles que abac, ab, bc et ac soient
d'ordre 3. Ce groupe posséde une seule classe de Fischer ; c'est la classe de
conjugaison de 1'un quelconque des éléments a,b,c; elle est de cardinal 9 et
ses éléments ne commutent pas entre eux. Le centre de # est d'ordre 3, il est
engendreé par (abc)? . On pose H* = H/Z(H) . (Réf. [VD]J-L-L ).

Remarque 1. La condition U.0 est toujours satisfaite lorsque le graphe

G' est de type 7 puisqu'un tel graphe peut-étre considéré comme une 2*-extension
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standard -(§3. 2.(d)). Les propriétés énoncées résultent alors du fait que,

pour tout sommet d' de E', u(d') est la conjugaison par d'e'.

Remarque 2. Le graphe §' satisfait & la condition EXT.O puisque 1l'on a
u(£)f' = ff'f quels que soient les éléments f et f' de E'.

Remarque 3. Les permutations u(f) (feE') et m de D' induisent des auto-
morphismes du graphe ¢' puisque la condition EXT.O est remplie (prop.I.8).

La condition U.3-(c)(ii) est une conséquence d'une propriété du sous-graphe
de § porté par Da“ Db (a,be D). Plus précisément, nous avons le résultat

suivant:

LEMME I.7. - Si pour tout couple (a,b) d'éléments distincts de D qui ne
commutent pas, le sous-graphe de ¢ porté par Da“ Db est anti-connexe, la

condition U.3-(c)(ii) est remplie.

Preuve. Soient a,b,c des éléments de D qui engendrent un sous-groupe iso-
morphe @ # ou a #*. Soit t un élément de Dan Db n'appartenant pas au plus
petit sous-ensemble F de Da“ Db contenant Dan Dbn AC pour lequel on a Ff-F.
quel que soit 1'élément f de F.

Cet élément t n'appartient pas a Ac' il centralise donc c et par conséquent,

t
nous avons (Da“ Db“ Ac) = Da“ Dbn Ac .

Posons Fl = Ftn F; Fl contient Daﬁ Dbﬁ Ac . Si f est un élément de Fl'
£t appartient a Fl . De plus, tout élément y de Fl s'écrit x' avec x
dans F et y appartient a F. Par conséquent on a:
f _ (xt)f(tt) - x(tft)t )

y
Comme x et tft sont des éléments de F, il en est de méme de xtft ; ainsi yf

appartient a Ft. Compte tenu du choix de F, nous avons donc Fl- F et par suite
F=F=F".

Quel que soit 1'élément f de F, £t appartient alors a8 F. Comme t n'est pas
dans F , ft est distinct de tf: en conséquence les éléments t et f commutent
entre eux. Les éléments de (Dan Db)-F centralisent donc F contrairement au
fait que le'sous-graphe de ¢ porté par Da" Db est anti-connexe. Nous en

déduisons que (Da“ Db)-F est vide ce qui entraine l'assertion.
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2. Enoncé des résultats . Théoréme d'unicité.

THEOREME 1.3 - Soient § et §' des graphes satisfaisant respectivement aux
conditions U.l et U.0 ci-dessus. Soit £' le sous-graphe de §' dont ¢' est la
2*-extension standard et soit e' le sommet de §' pour lequel on a &' = 9;. .
Soient e un sommet de § et N un isomorphisme de graphes de 9e sur g;. satis-
faisant & la condition U.2 . Si 1'une des conditions U.3-(a),(b),(c) est
remplie, il existe un isomorphisme N de § sur ' dont la restriction a ge

est n .

COROLLAIRE (théoréme d'unicité) - Soient (G,D) et (G',D') des couples
fischériens dont les graphes, notés respectivement ¢ et ', sont de type 7 .
Soient d et d' des éléments de D et D' respectivement. Si 1'une des conditions.
U.3-(a) ou U.3-(c)(ii) est satisfaite, tout isomorphisme du sous-graphe de ¢
porté par D, sur le sous-graphe de §' porté par Dh. remplissant la condi-

d
tion U.2 se prolonge en un isomorphisme de graphes de ¢ sur §G' .

Compte tenu de la remarque 1 , le corollaire résulte immédiatement du

théoréme 1.3 .

3. Preuve du théoréme de prolongement.

Le principe de la démonstration est le suivant: a8 un élément x de Ae on
fait correspondre un élément x' de Aé. et 1'on construit un isomorphisme des
sous-graphes de § et §' portés respectivement par Aen Dx et A;.h D;.. Puis
1'on montre qu'un certain nombre de sous-ensembles Aen Dy (ycAe) suffit a
recouvrir Ae' Enfin, la partie la plus délicate de la démonstration consiste
a veérifier que ces isomorphismes se recollent bien, c'est alors que 1'on

utilise la condition U.3 .
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(a) Etablissement des isomorphismes partiels. Conditions U.0,1,2 remplies.

Nous dirons qu'un élément x' de A;. est associé @ un élément x de Ae sin
applique Den Dx sur D;.n D;.. Puisque N est une bijection, un élément x de

co s sy 2 . =1 . '
Ae est associé a un élément x' de A;. si n applique De'" D;. sur De“ Dx.

Les assertions "x associé & x'" et "x' associé & x " sont équivalentes; si

elles sont satisfaites, nous dirons que x et x' sont associés.

LEMME 1.8 - Soient x un élément de Ae et x' un élément de Aé. qui lui est

associé.

. s e oo Yo
(i) Tout élément de {x,x } est associé & tout élément de {x',mx'}. Les
seuls éléments de Aé. (resp. Ae) associés a x (resp. x') sont x' et mx'

(resp. x et xe).
(ii) Si a est un élément de De , un(a)x' est 1'élément de Aé. associé a x2.

(iii) Si y (resp. y') est un élément de Ae“ Dx (resp. Aé.n D;.), il existe
un élément y' (resp. y) et un seul de Aé'ﬂ D;. (resp. Ae“ Dx) qui est associé
ay (resp. y').

Si a' (resp. a) est 1'élément de D;. (resp. De) non lié a8 x' (resp.x) pour
lequel u(a')x' = ny' (resp. a = eY), en posant n(a) =a', nous avons a -e*Y
(resp.u(a')x' =ny') et a (resp. a') appartient a Den Ax" Ay (resp.

Dé.n A;.n A;’.).

Preuve. Soient x et x' des éléments de Ae et Aé. associés.
Comme D est une classe de Fischer , De“ Dx = Den D o ¢ comme G' satisfait
a4 la condition U.O, on a: x
D;.n D;, = Dé-n D;x' .
La ﬁremiére assertion de (i) est donc établie.

Puisque §' est une 2*-extension standard, x' et Tx' sont les seuls éléments
y' de Aé. pour lesquels D;.n D;. = D;.n D;. , x' et nx' sont les seuls éléments
de A;. associés a x . Par ailleurs, G est un graphe de type 7 (U.l), donc x

et x% sont les seuls éléments de D associés a x', d'ou (i).

Soit a un élément de De' L'élément x2 est dans Ae et 1'on a

De“ Dxa = a(Deo Dx)a .
donc
n(Deh Dxa) = n(a)(Dem va)n(a) .
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Y

Or, hka)(D;.n D;.)n(a) est 1'ensemble des éléments de D;. liés a u(n(a))x';

on a donc
u(n(a))x'
En conséquence u(n(a))x' et x® sont associés ce qui établit 1'assertion (ii).

Xy

L] 1]
n (D, n Dxa) =D D .

Soit y un élément de An Dx . L'élément a=e appartient a De“ An Ay .
Posons nN(a)=a'; nous avons y=x2C et, en vertu de (i), y est associé aux
seuls éléments H(a')x' et u(a')mx' . Puisque a n'est pas lié & x dans § , a'
n'appartient pas a Dé.ﬂ D;. ; ainsi, u(a')mx' est 1ié & x'. Or, nous savons
que x' ne peut &tre 1lié a la fois a mu(a')x' et a u(a')x' (U.0-(iv)), nous en
concluons que y' =7mu(a')x' est 1l'unique élément de Aé.n D;. associé a y. Il
s'ensuit que a' n'est pas lié & y'.

Inversement, si y' est un élément de Aé.n D;. , il existe un unique élément
a' dans D;.n A;.n A;. tel que u(a')x' =ny' . Posons n_l(a') = a. Il est clair
que a est un élément de De“ Ax“ Ay . Comme x2 et u(a')x' sont associés et
comme x2€ commute a y et est associé & u(a')x' (assertion (i)), nous en
concluons que y= x2€ est 1'unique élément de An De associé a y', ce qui

démontre (iii).

Conservons les notations du lemme I.8. Désignons par ®xx' la fonction de
Ae“ Dx dans D' qui fait correspondre a chaque élément y de Ae“ Dx 1'unique

élément y' de Aé.n D;. qui lui est associé.

Le lemme précédent montre que la fonction L définie sur Aé.ﬂ D;. qui a
chaque élément y' fait correspondre 1'unique élément de Ae" Dx qui lui est
associé, est telle que :

® 'O ®x«x(y ) =y ( y'e Alen Dx- )

0 O () =y ( ve AnD )
Ainsi Qxx' est une bijection de Ae“ Dx sur Ae'“ Dx. dont la bijection

réciproque est ®x, De maniére plus précise, nous avons le resultat suivant:

x
LEMME 1.9, - Si x' est un élément de Aé. associé a un élément x de Ae .

¢ . est un isomorphisme des sous-graphes de ¢ et (' portés respectivement
xX

par Ae“ Dx et Ae.ﬂ Dx.
L'i1somorphisme réciproque est induit par o‘.x
De plus, si d est un élément de De et y un élement de Aen Dx,{ d,v ] est

une aréte de ¢ si et seulement si (n(d).oxx.(y)! est une aréte de '
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Preuve. Soient y et z des éléments de Aen Dx et soient y' et z' leurs images

par ¢xx' . Puisque y' et z' sont liés & x', il existe des éléments a' et b'
dans Dé. tels que u(a')x' =7my' et u(b')x' =nz' . Posons a sn-l(a') et
b=n"l(b").

Une condition nécessaire et suffisante pour que {y',z'}l soit une aréte de §'
est que {a',b'} en soit une (U.0-(ii)), c'est-a-dire que {a,b} soit une aréte
de G ( puisque n , donc n’l. est un automorphisme). Il résulte du lemme 1.8
que y =x2¢ et z= xbe , ce qui entraine que a et b sont liés dans § si
et seulement si y et 2z sont eux-mémes liés dans §¢. Nous avons ainsi établi

la premiére assertion.

Soient dun élément de De et y un élément de Aen Dx: posons n(d)=d' et
®qu(y)= y'. Les éléments yd et u(d')y' sont associés (lemme I.8.(ii)).

Si {d,y)est une aréte, u(d')y' est 1l'un des éléments associés a y : y'

ou my' car on a yd= y . L'égalité u(d')y'=y' signifie que d' est 1lié a y',
tandis que 1'égalité u(d')y'=my' signifie que y' est 1ié @ lui-méme ce qui
est exclu.

Réciproquement, observons que , si d' et y' sont liés, u(d')y' est égal
4 y' et est associé a yet a ye. Par conséquent, on bien on a yd =y ce qui
prouve que {d,y} est une aréte, ou bien on a yd =y® ce qui est exclu puisque

d et e sont distincts.

(b) Recouvrement de Ae . Condition U.] satisfaite.

Nous venons de construire des isomorphismes de certains sous-graphes de §
- dont 1'ensemble des sommets est contenu dans Ay - sur des sous-graphes de g'.
Nous allons établir que Ae peut étre recouvert par des sous-ensembles sur
lesquels de tels isomorphismes peuvent étre définmis.

Démontrons d'abord le lemme suivant:

LEMME 1.10. - Soient a et b des sommets distincts et non liés de ¢ , et

soit ¢ un élément de AnA n'appartenant pas a 1'ensemble {a.b.ab).

b
Alors, il existe un élément d dans D li1é a a eta b et non l1é a c.

Preuve. Soit M l'ensemble des sommets de ( qui sont liées a a et a b. S1
tous les élements de M sont lies a ¢, 1l resulte de (§1. 3.(b)l.) -applicable

puisque ¢ est de type 7 (L.1)- que 1'élement ¢ appartient ¢ M, {a.b.ab}

contrairement a l'hvpothése. Le lemme est donc demontre.
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LEMME I.11.- Soit x un élément de Ae. On a:

e
Ae ) - UY":(Dxn Ae)U(x} Aen Dy :
De plus, si G ne contient aucun D-sous-groupe isomorphe & # ou & #* , on a:

e
Ae- {x",x} = (Aean)o(Aeane) .

Preuve. Soit z un élément de Ae distinct de x° qui ne commute pas a X .
En vertu du lemme précédent appliqué & a=z, b=x et c=e, nous voyons qu'il
existe un élément y dans Ae“ Dz“ Dx . Ainsi, il existe un élément y dans

Agn Dx pour lequel on a z€ Agn Dy .

La derniere assertion résulte du fait que Ae“ Ax est contenu dans Ae" D

x€

lorsque G ne contient aucun D-sous-groupe isomorphe a8 4 ou a #* (§1.1.(g)).

(c) Probléme du recollement des °xx' . Conditions U.O, U.1, U.2 remplies.
Nous allons montrer que 1'on peut construire une application de Ae-{xe}
dans Aé. en recollant des applications ny,, avec y dans (Aen Dx)U {x} ,
définies précédemment.

Pour cela, il suffit de montrer que deux d'entre elles colncident sur
1'intersection de leur domaine de définition. Nous verrons en outre que
1'application ¢ de Ae-{xe) dans A;. que l'on peut alors définir, envoie
toute aréte de G dont les sommets sont dans Ae‘{xe} sur une aréte de G' dont
les sommets sont dans A;. . Ensuite, nous vérifierons que cette application,
prolongée a De par n et définie en e, x et x°© par ¢(e)=e' , &(x)=x' et

O(xe)-ﬂx'. est un isomorphisme de graphes.

Nous appelons chemin de Ae (resp. A;.) toute suite finie [ = (xi)o<i<n
d'éléments de Ae (resp. A;.) telle que x; et x. soient liés ,lsisn.
Soit F= (xi)osi:n n

s'appellent respectivement l'origine et 1l'extrémité de I' , on dit que n est

un chemin de Ae (resp. A;.). Les points x, et x

la longueur de ' et que les points xl. et x”k (osisi+ksn) sont a

distance k dans T .
Si on a x=x . on dit que le chemin[ est fermeé.

< . ’
Un chemin T (xi)onsn'

de A', est dit associé & un chemin [= (x. ) .
e i‘osisn

de Ae s1 l'on 8 n=n' et s1 pour tous les 1 (osisn) x, et x; sont associes;

36




UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

dans ces conditions, on dit que les [ et T' sont associés.

LEMME I.12. -
(i) Si T (resp. I'') est un chemin de % (resp. Aé.) et a' (resp. a) un
élément de Aé. (resp. Ae) associé a 1'origine a de I (resp. a' de I''), il

existe un et un seul chemin T' (resp.l ) associé & T (resp. I'') d'origine a'

(resp. a).

(ii) Soient I‘:(xi)oﬁiSn un chemin de Ae et d un élément de Deu { e}. Alors
1"d =(x(ij)°=i=n est un chemin de Ae .

Soit I'= (xi)o:iSn un chemin de Aé. associé a4 T'; alors I'"= (nx;)ostn

si d=e et r'n(d)s(u(n(d))xf) si d#ée sont des chemins associés a Fd.

i‘osisn
™ . e s
En outre, ' et I''" sont les seuls chemins de Aé. associés a I' ; T et re

sont les seuls chemins de Ae associés a I''.

(iii) Soit T un chemin fermé de Ae (resp. Aé.). Si 1'un des deux chemins

de Aé. (resp. Ae) associés a [ est fermé, ils le sont tous les deux.

©(iv) Soit = (xi) un chemin de Ae (resp. A;.) pour lequel on a

osisn
e ) -
X = Xo (resp. xn-ﬂxo) . ;fxt p un entier, ospsn; posons yj'xp+j pour
osjsn-p et co= (x, (resp. y . =7x_ our n-p<jsn .
jsn-p Y5 jon+p P- Yy J_Mp) p P<Jj
Alors, si T est associé a un chemin fermé, rp-(y ) est aussi associé

j’osjsn
a un chemin fermé.

Preuve. Démontrons 1'assertion (i) par récurrence sur la longueur n du
chemin. La conclusion de (i) est vraie si n=0. Supposons que n soit au moins
égal 4 1 et qu'a tout chemin & d'origine a dans A, (resp. d'origine a' dans
Aé.) de longueur n-]1 soit associé un chemin uniquement déterminé de Aé.

(resp. Ae) d'origine a' (resp. a).

N . L] < . .
Soit T (xi) un chemin de Ae (resp. Ae,) d'origine a L (resp. a xo).

0s13n

Posons 4 = (xi)ozxsn-] et désignons par & -(xi)osiSn-l

(resp. Ae) d'origine a'-x; (resp. a -x;) qui lui est associé.

le chemin de Aé.

I1 existe un unique élément x; associé a X, et lié a X1 (lemme [.8.(iii))

. . ' N .
X . est alors un chemin de A resp. A d'origine a's=x resp. as=x
( 1)osxsn e' ( P e) g o (resp o)
associé a . Si (x") est un chemin d'origine x'«x" associé a T,
i‘osisn o ‘o
le chemin (x") dont l'origine est x' = x" est associé a 4 ; c'est
i‘0z15n-1 o o

donc 4'. On en deduit alors x;- x; ce qui eétablit l'assertion.
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Prouvons (ii). Il est clair, si x; et x, , sont des éléments liés de Ag

i-1
leurs conjugués xg et xldl (deDdu {e)) 1e sont aussi. Par conséquent, si
(xi)o<15n osisn + Comme p(d')
(dE:D' ) et 7 induisent des automorph1smes de ¢' (remarque 3), si T' est un

est un chemin de A e’ il en est de méme de (x )

chem1n de A' , i1 en est de méme de rd' et de I'". I1 résulte du lemme I.8

que si les chem1ns I'et T' sont associés, les chemins Td et Tn(d)

d'une part
(deD) et r€ et r’aq autre part sont associés.

Les deux derniéres assertions de (ii) résultent immédiatemment de (i).

Les assertions (iii) et (iv) sont des conséquences de ce qui précéde.

LEMME 1.13.- Tout chemin fermé de Ae (resp. Aé-) dont la longueur est au
plus 3, est associé & un chemin fermé de Aé. (resp. Ae).En particulier, si a
et b sont des éléments liés de A, (resp. Aé.) et a', b' des éléments liés qui
leur sont associés, on a:

Al 1] A
¢aa'(x) = ¢bb'(x) , XE Da“ Db“ Ae (resp. Da“ Db“ Ae.) .

Preuve. L'assertion est claire si le chemin est de longueur nulle. Il n'y
a pas de chemin fermé de longueur 1.

Soit T = (a,b,a) un chemin fermé de A, (resp. A;.). Soit b' un élément
associé a b; ' = (0bb.(a),b',¢bb.(a)) est un chemin fermé de A;. (resp. Ae)
associé a I .

Soient T =(a,b,c,a) un chemin fermé de Ae (resp.Aé,) et I''=(a",b',c'.a")
un chemin de Aé. (resp.Ae) qui lui est associé . Comme les éléments a et c

sont liés, les éléments Obb'(a) =a' et ¢ )=c' le sont aussi (lemme I1.9).

b (€
Par suite, nous avons a'=a" ce qui démontre que I'' est fermé; la derniére

assertion en résulte immédiatement.

Désignons par H(j) 1'hypothése suivant laquelle les chemins fermés de Ae

(resp. A',) de longueur j, sont associés a des chemins fermés.
P e J

PROPOSITION I.9. - (Sous les hypothéses U.O, U.1, U.2, H(4), H(5)).
Soient x un élément de Ae et x' un élément de A;. qui lui est associe.
Pour chaque élément y dans Dxn Ae posons Qxx.(y) = y' . Soit ¢ la fonction

de D dans D' définie de la maniére suivante:
¢(d) = n(d) pour tout élément d de D, -
o(e) =e' et o(x%) = mx',

®(z) , z¢€ Ae— {x®} , est la valeur commune en z de
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toutes les applications oyy' pour les éléments y de (Aen Dx)u {x} tels que
z appartienne a Ae“ Dy .
La fonction ¢ est une bijection de D sur D', elle induit un isomorphisme

du graphe ¢ sur le graphe §'.

Preuve. ftablissons d'abord que la fonction ¢ de Ae—{xe} dans A;. est une
application. Soient y et z des éléments distincts de (Aen Dx)u {x} et t un
élément de Aen Dzn Dy‘ Nous devons établir que ¢zz.(t) = ®yy.(t) .

Si ona y=x, (t,z,x,t) est un chemin fermé de Ae de longueur 3; ce chemin
est associé au chemin (¢zz.(t).z"x'.¢yy.(t)) car on a x'=y' par définition
de y' et de Qxx' . I1 résulte du lemme I.13 que ce dernier est un chemin fermé.

Nous avons donc ozz.(t) = oyy'(t) .

Si y et z sont des éléments distincts de x, (t,z,x,y,t) est un chemin
fermé de longueur 4. En vertu de H(4), le chemin T qui lui est associé est
fermé. Coome ' est le chemin (022.(t).z'.x',y'.Oyy.(t)). il s'ensuit que

®zz.(t) = ¢yy.(t) ce qui démontre notre assertion.

Démontrons que l'application ¢ est injective.

Soient a et b des éléments de Ae-{xe) tels que ¢(a) = ¢(b). Il existe donc,
dans (Aen Dx)u{x}, des éléments y, et y, respectivement liés 8 a et b et pour
lesquels on a:

¢y1yi(a) = ¢(a) = ¢(b) = Oyzyé(b) .

Suivant que l'on a yl# x # Yo o Y= X * Yo (resp. yli X = y2) ou y = x = y,,
on peut joindre a et b par des chemins [l-(a.y].x.y7.b) . Fz-(a.yl-x.yz.b)
ou T3-(a,y1-x-y2,b) . Puisque ¢(a) est égal & ¢(b), chacun de ces chemins

est associé a un chemin fermé de Aé. . I1 résulte donc du lemme 1.13 et de
1'hypothése H(4) que les chemins Tl. Tz. F3 sont fermés et par suite, on
a : a=b.

Observons que x€ est le seul élément de Ae dont 1'image par ¢ est nx' . En

effet, si on avait ¢(a) = mx' pour un élément a dans Ae-{xe}. il existerait
un élément y de (Agn Dx)u{ x} tel que ®yv.(a) = ¢(a) = nx" . Un tel élément
y est nécessairement distinct de x car il est associé a un élément y' lié a
¢(a) = nx' . Par ailleurs, y' est un élément de A;.n D;. (cf. construction de
Oyy')’ comme y' ne peut étre lié & la fois a x'et a nx' (U.0.(iv)), nous
avons donc une contradiction et notre assertion est demontree.

L'application ¢ est donc une injection de A, dans A;..

Démontrons que ¢ est surjective .
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Soit t' un élément de A;. distinct de x' et de mx'. Soit t un élément de A
associé & t' (U.2), et soient y et z des éléments de (Aen Dx)u{x} tel que t
soit 1lié 4 y et que t® soit 1ié & z. Nous avons:

e e
o(t) = ¢yy'(t) et o¢(t7) = ¢zz.(t ) .

Comme 1'application ¢ est injective, les éléments &¢(t) et &(t%) sont dis-
tincts; or, ce sont des éléments associés 4 t . L'un d'eux est donc t' ce qui

démontre 1'assertion.

Démontrons maintenant que ¢ induit un isomorphisme du sous-graphe de § porté
par Ae sur le sous-graphe de §' porté par Aé, .
Soit {a,b} une aréte de § (resp. ¢ ') contenue dans Ae-{xe} (resp. Aé,-{ﬂx’)).

I1 existe donc des éléments y, et y,dans (A aD)y {x} (resp. (A;.n D"{.)v{ x')

liés respectivement a8 a et 3 b . Du sous-ensemble {a.yl.x,yz.b.a} (resp.
{a,yl,x',yz,b,a}) on peut extraire un chemin fermé d'origine a se terminant par
b,a) dont la longueur est au moins 3 et au plus 5. Ce chemin est associé
4 un chemin fermé (lemme I.13, H(4), H(5)) dont 1l'origine est ¢(a) (resp.
o_l(a)) et qui contient ¢(b) (resp. ¢_1(b)). Les éléments ¢(a) et ¢(b) (resp.
¢_1(a) et ¢-l(b)) sont donc liés dans ¢ (resp. G').
Soient a un élément de Ae—{xe) et y un élément (A nD )y {x} 1ié & a et pour .
lequel on a ¢yy.(a) = ®(a) . Si {a,x%) est une aréte, {a,x} n'en est pas
une (U.0-(iv)); le chemin (a.y,x,ae) n'est donc pas fermé, en particulier,
il est associé a un chemin non fermé (oyy.(a),y',x'.mb «(a)). I1 s'ensuit que
n¢(a) est 1lié & x', c'est-a-dire que {¢(a),mx'} est une aréte de G'.
Réciproquement, si {x',¢(a)} est une aréte de §', le chemin
(¢(a),y'.x',n0(a)) n'est pas fermé. Le chemin (a.y.x,al) qui lui est associé
n'est pas fermé ( H(4)) donc 1'élément a). associé a ¢(a), est distinct de a.

e . e P
Nous avons donc a=a et par suite a est lié a8 x.

Le fait que 1l'application ¢ prolongée a De par n et & e par ¢(e)=e' soit
un isomorphisme de § sur ¢' résulte du lemme 1.13. Ceci achéve la démons-

tration .

Maintenant, il nous reste & établir que. si 1'une des conditions U.3 est

satisfaite, les conditions H(4) et H(5) sont remplies.

Observons d'abord que la condition LU.3-(c)(1) établit une symétrie entre
les graphes Yet §' puisque, dans ce cas, 1ls sont tous les deux de type 7 .
Ils peuvent étre considérés comme les graphes d'un ensemble de Fisher d'un

groupe, isomorphe a un sous-groupe du groupe de leurs automorphismes (thm.I1.l).
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- L]
En particulier, nous avons ny' = y'e pour tout élément y' dans Aé. . Nous

pouvons alors compléter les propriétés énoncées dans le lemme 1.8 relatives

aux éléments associés.

LEMME I.14. - (Sous U.O, U.1l, U.2). Supposons la condition U.3-(c)(i)
remplie. Soient a et a' des éléments associés de A, et de A;.. soient x et y
des éléments de Aeﬁ Da' x' et y' leurs images par 083' , enfin soient t' et u'

les images par N de t=e?* et u=e?’ .

Nous avons les assertions suivantes:

y vy

(i) les éléments x’ et x sont liés 3 a et a' respectivement;

Al Al 1] Al
(ii) ona x'=(t")?® et xV =(t'" )2 € ;

1
Y et e ne commutent pas, on a oaa.(xy) = x'Y :

(iii) si x
y . y Wy . e
et e sont liés, on a n(x’)=x"'"" , en outre, y commute a x et
1

Y -
y' est 1ié a x'~ .

(iv) si x

Preuve. Les éléments x et y sont liés 3 a (resp. x' et y' sont liés a a'),

L
1'égalité x’=a (resp. x'Y =a') implique x=a (resp. x'=a'). Il s'ensuit que

xJ (resp. x'Y ) est 1ié 4 a (resp. a') ce qui prouve (i).

Nous avons les égalités suivantes:

X = ate - tae

ue ae
y =a =
.

18 e

-c

x' =t

yv - avU'e;
par conséquent, nous avons aussi :

o= )
AN (t.u')a'e'

ae

X

ce qui donne 1l'assertion (ii).

L'égalité xy-(tu)ae entraine (xy)ea-tu s quand x) est un élément de A .

e
1'élément t° ,qui est dans D , s'écrit:
€ u (xy)a
t =e¢e .
Nous avons alors n(tY)y=t'Y et par suite:
1] "’ " _1r_ 0 1]
Yy o uyae, _ u,_.e uy _ rutyetate’ Ly
O (x7) =0 ((£7)7) =n(tHa’ n(t7) = (') x
L'assertion (iii) est donc établie.
Si les éléments x’ et e sont liés, on a x'= (tY)2€ donc x'= (t¥)2. Mais
a est 1ié a x’ , nous avons alors x'=t". Echangeons les roles de § et de §',
L] Al
si x'7 ne commute pas &8 e', nous voyons qu'en vertu de (i11), c;s.a(x'y ) =x)
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L
ne commute pas & e, ce qui est exclu. Par conséquent, x'’ commute & e'. En

particulier, en échangeant a nouveau les rdles de ¢ et ¢', nous voyons que

L Al L
x'"V =t'""  ce qui entraine 1'égalité n(xY)=x'Y et achéve la démonstration.

LEMME I.15. - (Sous U.O, U.1, U.2). Soit T-(a,x,y,z,al) un chemin de A, tel
que 1l'on ait a; € {a,a®) et que 1'une des conditions suivantes soit remplie:

(i) aya = a,

(ii) aya = yayeDe .

Alors, le chemin T est fermé si et seulement s'il est associé & un chemin

fermé de A',.
e

Preuve. Désignons par r's(a',x'.y',z',ai) un chemin de Aé. associé a [ .

Supposons que 1l'assertion (i) soit vraie.

Si a est distinct de y, le chemin (a,x,y,a) est fermé, il est de longueur 3;
il est associé au chemin fermé (a',x',y',a') (lemme I1.13). En conséquence, les
chemins FI- (a,y,z.al) et Ff = (a'.y',z'.ai) sont associés. Si T (resp. I'')

est fermé, il en est de méme pour Fl (resp. Fi) . Cela entraine que Fi

(resp.Fl) soit fermé (lemme I.12) donc que I'' (resp. ) soit également un
chemin fermé. L'assertion est démontrée dans ce cas.

Si 1'on a a=y, le chemin T a(a,x,a-y.z,al) est associé a I'' -(a'.x'.a'.z',ai)
Comme les chemins (a.z,al) et (a'.z',ai) sont associés, et comme ils sont de
longueur 3, ils sont fermés si a=a et non fermés si al-ae. I1 en résulte que
les chemins I et T' sont tous les deux fermés ou bien ils ne le sont ni 1'un

ni 1'autre.

Supposons que 1'assertion (ii) soit vraie.
Posons d = aya et d'= n(d) . L'élément y s'écrit donc dad et il est
associé a y(d)ma' (lemme 1.8). Par hypothése a et y ne sont pas liés, a' et
Al

y' ne le sont pas non plus . En conséquence, y'= y(d')a'. SiT est fermé, les

éléments azz'(a) et ozz.(y) ne sont pas liés (lemme 1.9); puisque ozz.(y)
est y' , @zz.(a) est 1'associé de a qui n'est pas lié a4 y', on a donc

ozz-(a) = a' ce qui prouve que le chemin I'' est fermé.

Réciproquement, si I'' est un chemin ferme, wz.z(y') et oz.z(a') ne sont pas

liés puisque y' et a' ne le sont pas. L'élément y n'est donc pas 11é a a,. Or, a
est soit a soit ae: comme nous avons Yy =ada, nous en déduisons que a, est a

ce qui prouve que [ est fermé et achéve la démonstration.
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LEMME 1.16. - (Sous U.O, U.1,U.2). Chacune des conditions U.3-(a), U.3-(b),
U.3-(c)(i) implique la condition H(4).

Preuve. Soit I' un chemin de longueur 4 de Ag. Désignons par T'' un chemin de
Aé. qui lui est associé. Faisons 1'hypothése que I' ou I' est fermé. Posons
= (a,x.y,z,al); on a alors aj=a ou alsae.

Les paires de sommets de I' qui sont a distance 2 sont : {a,y}, {x,z}, {y.al}.
Considérons les chemins Y"’-(x,y,z,al.x) et I'® =(y.z,al,x1,y1) ou

e e
xleDa vix,x'} et YIEDxl viy.vy }.

1
Comme on le vérifie aisément, les assertions " T fermé", " I'° fermé" et
"T'® fermé" sont équivalentes. Si deux sommets s et t de I' , situés a dis-
tance 2, sont tels que (i) st=ts ou que (ii) s':s=t:st£De , 1'un des
chemins T, T'°, I'® satisfait aux conditions du lemme I.15 . Il s'ensuit que

notre lemme est alors démontré.

Désormais, nous faisons 1l'hypothése que deux sommets & distance 2 de ' ne
remplissent aucune des conditions (i) et (ii) ci-dessus. Il en résulte que
chacun des D-sous-groupes <e,a,y> et <e,x,z> est isomorphe a un groupe #
ou #* (cf. §4. 1. note a U.3).

Sous 1'hypothése U.3-(a) , cette situation ne se présente jamais. Le

lemme est donc établi.

Supposons la condition U.3-(b) remplie. Observons que 1'on a d'une part
yEDxA Dz et que d'autre part <x,z,a> est isomorphe & XA si al-ae (car
on a alors az#za) et a 23*22 si a;=a . L'assertion 1. de la condition U.3-(b)
est donc remplie, nous en déduisons 1l'existence d'un élément t de Ae qui est

1ié a chacun des points a, x, y, z. Posons [' = (a'.x'.y',z',ai) et t'-oaa.(t).

1'image par ¢ v du chemin T est le chemin

rl - (ot['(a)'wtt'(’()'ott'(y)'mtt'(2)'®[['(al));

les images par ®tt’ de x, y, z, a) sont respectivement x', y', z' et ai
(lemme 1.13). Si le chemin I (resp. I'') est fermé, nous avons a =a, (resp.
a'=ai); le chemin I'l est donc fermé d'ou a'-ai (resp. ot.[(ai)- a, =
-¢t.t(a') = a) ce qui prouve que [ (resp. T ') est un chemin fermé.

Enfin, supposons la condition U.3-(c)(1) remplie. Les graphes ¢ et ('
sont alors de type 7 ; quitte 3 échanger les rdles de G et de G', il nous
suffit de vérifier que si [ est fermé, il en est de méme pour T'. Supposons
donc que T soit fermé et que ' ne le soit pas. Montrons que cette situation

est impossible.
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On a donc ai=-ae; par suite 1'unique élément de A'e, associé a z et 1lié a
1
a' est 2'® . Comme 1'élément a est 1ié & x et 4 z, il est 1ié a x” et par suite
Al L] 1
a' est lié a ¢aa.(xz) =x'€ %€ (lemme I.14). Par ailleurs, comme y est lié a
e'z'e' 2!

L]
x et a4 z, y' est 1lié a @yy.(xz)t x'% . Les éléments x et x sont des

éléments distincts et associés & x°; nous en déduisons les égalités
x,e'z'e'_ (x.z')e'= x.z'e'
1
ce qui impose x'® = x' contrairement au fait que x' ne commute pas & e'.
LEMME I.17. - (Sous U.O, U.1, U.2). Chacune des conditions U.3-(a), U.3-(b)
et U.3-(c) implique la condition H(S5).

Preuve. Soient T = (a,x,y,z.b.al) un chemin de longueur 5 de Ae et
' = (a',xﬂy'.zﬂb',ai) un chemin qui lui est associé. Nous faisons 1'hypothése
que I ou T' est un chemin fermé et nous allons montrer qu'ils sont fermés

\ e
tous les deux. Par hypothése, nous avons donc aj=aoua=a.

Démontrons d'abord que si a et y remplissent 1'une des deux assertions
(i) ay=ya ou (ii) aya=yaye De , alors T et T' sont des chemins fermés.

Si a est 1lié 8 y, le chemin Tl- (a.y.z.b.al) est associé au chemin
Tis (a',y'.z'.b'.ai) . Or Fl est de longueur 4 et en vertu des hypothéses, FI
ou Fi est un chemin fermé. Ces chemins sont alors tous les deux fermés
(lemme 1.16) et il en est de méme pour [ et T' .

Si on a a=y. Les éléments a' et z' sont liés; le chemin Tz- (a.z.b.al) est
associé au chemin Fé -(a'.z'.b'.ai). Comme 1'un des chemins Tz .Fé est ferme,
ils le sont tous les deux (lemme I.13) et par conséquent [ et [' sont des
chemins fermés.

Supposons que a et y soient tels que aya=yay soit un élément de De . Les
éléments y et a® sont liés, et les éléments a'-@xx.(a) et y'-oxx.(y) ne
le sont pas. En conséquence, ®yy.(ae)- Ta'qQui est associé a a, est lié a v'.
Dans ces conditions, les chemins Tzc(ae.y.z.b.al) et Fé-(oyy.(ae)-ﬂa'.yﬂz'.bﬂai)
sont associés. Si [ (resp. I'') est fermé, on a a=a, (resp. a'-ai); aucun des
chemins rz .ri n'est fermé (lemme 1.16) ce qui prouve que ﬂa'-ﬂai (resp. a-al)

et entraine que ' (resp. [ ) est fermé.

Ains1, nous pouvons désormais faire 1'hypothése suivante: deux sommets de .,
a distance 2, ne satisfont a aucune des conditions (i) et (ii) ci-dessus.

Les D-sous-groupes <e,a,y> et <e,b,y> sont isomorphes & # ou a #*,

Sous 1'hypothése U.3-(a), cette situation est exclue. Le résultat est donc

établi dans ce cas.
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Supposons que la condition U.3-(b) soit satisfaite. Comme les éléments a et
b commutent entre eux, le sous-groupe <e,a,b> est isomorphe a ZA' I1 existe
donc un élément t dans Ae qui est 1ié d a, y, z, b. Posons t's= oyy,(t) . Les
chemins rl’ (a.t,y,z.b.al) et FZ- (a.x,y,t,b,al) sont respectivement associés

: 1] L) Al 1] L] 1] A 1, Al ' Al ”
aux chemins Pl = (®tt.(a),t ,v',2',b ,al) et FZ- (a',x',y',t .¢tt.(b)-b .¢bbn(al))-

Supposons que T soit fermé. Alors, chacun des chemins Fl et rz est fermé.
Comme t commute & z, les sommets t et z du chemin (t,y,z,b,a,t) satisfont &

la condition (i) ci-dessus, nous en déduisons que (t'.y'.z'.b'.ai.¢aa.(t))
1

est un chemin fermé. il s'ensuit que Ti est également un chemin fermé. De la
méme maniére, le fait que t commute a a implique que Té est un chemin fermé.
Ainsi, nous avons ®bb"(al)=a'. Comme les éléments ai -Qtt‘(a) et b"=®tt.(b)

sont liés puisque a et b le sont, a) est 1'élément associé 3 a qui est lié a b".
Nous avons donc a'=ai ce qui prouve que ' est fermé.

Réciproquement, si [' est un chemin fermé et si I ne 1'est pas, nous avons
asai et al-ae . Aucun des chemins rl et Tz n'est fermé, et il en est de méme
pour ri et Té . Par conséquent, on a : Gtt.(a)= na' et obb"(ae)- ma'. Or les
éléments t et a® ne sont pas liés; il en est donc de méme pour leurs images
par obb": t' et ma' ce qui contredit le fait que a' soit 1'unique associé de a

qui appartienne a D;.n Aé. . Sous 1'hypothése U.3-(b) le lemme est établi.

Etudions enfin le cas ou la condition U.3-(c) est remplie.
Supposons que 1'un des deux chemins [ et [' soit fermé et non 1'autre, et
démontrons que cette situation est impossible.

Etablissons d'abord chacune des assertions suivantes:

(a) e¥? appartient a De“ Da .
(8) e’% centralise Aeﬂ Db" Dx
Preuve de (a) . Comme les éléments v et 2z sont liés, il en est de méme

yz

2z
pour e’ et e . Montrons que e’

est lié a a.

L'hypothése LU.3-(c)(i) est telle que les graphes ¢ et &' ont des rodles
symétriques; compte-tenu de ce qu1 précéde, nous pouvons faire 1'hypothése
supplémentaire que les éléments de I' (resp. [') situés a distance 2 ne satis-

font a aucune des conditions (1) et (11) ci-dessus. Par conséquent, s1 s et t

-

sont des sommets de | (resp. .') situés a distance 2, on a: sts=tst et

stsc A, ce qui entraine sc¢ At" Ao
t

Les élements a et v sont dans Dx . par consequent a' appartient a Dx; en

. . A\
vertu de la remarque precédente, a appartient a A, -
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Supposons que le chemin I soit fermé. Les éléments z et a de I sont & dis-
tance 2, on a a‘=z> et azeAe ; en particulier les éléments a’=y? et a%=2®
sont liés. Nous en déduisons que cbxx.(ay) est 1ié 4 1'un des éléménts t' as-
sociés & a° . En vertu du lemme I.14-(iii), applicable grace a la condition

U.3-(c)(i), nous savons que Oxx.(ay)-a'y et que t:'-(a'e )z ou

A Al Al A
t'= (a'e )z € (rappelons que ai:a'e ). Par ailleurs, les éléments y' et z'
L]
. s . e o
de T' sont respectivement & distance 2 de a' et de a' , ce sont donc des élé-
1] . *
ments de A;.n A' e Ainsi, a'Y qui est lié & a' et non a a'€ ,

(2" ) e
' 2 & vz'(a't ) , s .
n'est pas lié a (a' ) . Or, nous avons les égalités suivantes:

(a'z' )(a.e')= (z'a')e'a|ev= .e'a'= (z'ev)al-a'elz'el .

z H
Al . L] A
il s'ensuit que 1'élément t', associé & a> , qui est lié & a'’ , est a'® %,
[ [ [
Ainsi a'’v % est lié a a'®; par ailleurs, a'v % est 1ié 4 a' (car y' et z2'
Ll L]
sont liés entre eux et ne sont pas liés a a'). Il en résulte que a'’ Z est

L] . Al 1]
s . L z L. z o
1lié & e' et par suite a' est lié a e'? Y . Ainsi, e’ est un élément de
D'yq D;. ce qui prouve que I3

z . R
nt a D oD .
e appartient e Dy

. ) . e L5z
Si le chemin I'' est fermé, nous avons a=a et ai = a'. Les éléments y'

et z' sont & distance 2 de a'; par conséquent y' et z' appartiennent a A;. , et

1] z‘ yl z'
'Y et a'%? . Comme y' et z' sont liés, a' et a' le sont

z’
'“ . c'est-a-dire

Aé, contient a
A\
aussi et oxx.(a'y ) est 1ié a 1'un des éléments associés & a

Al
. ez . eze . o
a a oua a . Comme ci-dessus, on a ¢bx,x(a’y )-:ay et les éléments y et 2z
appartiennent a Aa{\ A(ae) . L'élément a’ est 1ié a a , il n'est 1ié ni a

z (ae) z,eae eae _ea _eze y
(a”) =(a“) =2z

o e z .. ez
ni a8 a ; comme (&) =a , a8 est 1lié a a . Nous

L. yz P PN e a R
en déduisons donc que a’~ qul est lié a a, est lié a a =e , donc a8 e ; par

suite, les élements e’? et a sont liés ce qui etablit 1'assertion (a).

Preuve de (B). Soit t un élément de Aen Dbn Dx . Posons x| = X si a=a et
x= x€ si a- a®. Considérons le chemin I‘l-(x.t.b.al.xl) et le chemin
Tl-(¢tt.(x).t b .al.xl) qui lul est associé ; on a obb.(t)-t .

S1 T est ferme, on a a=a et x =x . Le chemin I'l est donc fermé et il en

est de méme de Ti car Tl est de longueur &4 (lemme 1.16). Comme ' n'est pas
. "’ L}
fermé, nous avons ni--a'e . donc x; -x'® et par suite @tt.(x)- x'€ .

Si ' est fermé, on a a =a' et en outre [ n'est pas fermé. Il s'ensuit que

1
a]-ae et xl-xe . Les chemins r] et Ifi ne sont donc pas fermés (lemme 1.16).
Par consequent, nous avons encore on.(x) =x'® .

A1nsi, en toute hypothése, nous avons mbb.(t)-t' et dsxx.(t)- '€ .
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Cons1derons alors le chemin F =( t,x,y,z,b,t) et le chemin
Fé = (t' ,x ,y',z2',b',t') qui 1u1 est associé. Comme Fz est un chemin fermé
de longueur 5 et comme Pé est non fermé, les sommets a distance 2 de r2
satisfont 4 aucune des conditions (i) et (ii) décrites précédemment. Nous en

yz

déduisons que e’“ appartient a De“ Dt (condition (a) ci-dessus) c'est-a-dire

ue t centralise e’Z . L'assertion (B) est donc établie.
q

Maintenant, posons F = Dbn Dxn D(eyz) . I1 est clair que F contient
Dbn Dxn Ae (assertion (B)); par ailleurs, tout élément f de F est tel que

Ff=F . Puisque la condition U.3-(c)(ii) est satisfaite, nous en déduisons
1'égalité F = Dbn Dx . Ainsi e’? centralise Dbn Dx , comme ¢ est de type 7
(U.1), €Y% est un élément de (Db“ Dx)u {b,x,b*} (prop. I.1). Or, e’ est

lié & e , c'est donc nécessairement un élément de Db“ Dx' Comme, dans ces

o 2z R z R N .
conditions, e’? commute & x, e commute & xY=x ; ainsi e centralise x°
contrairement & 1'hypothése que x et z ne satisfont pas a 1la condition (ii).

Nous obtenons ainsi une contradiction. ce qui achéve la démonstration.
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Seconde partie: EXISTENCE DE Fi(24)

Dans cette seconde partie, nous construisons un graphe ¢ de type 7
comme 2*-extension du graphe de Fischer de Fi(23) et nous vérifions que le
couple fischérien (H,E) qui lui est associé, posséde les propriétés requises

pour que H soit Fi(24), & un unique isomorphisme pres.

Pour cela, on considére un certain sous-groupe maximal R de Fi(23) et, &
partir de la réunion disjointe E=DyG/JRy{~} ot D désigne la classe de
Fischer de G=Fi(23), on construit un quadruple dont le graphe associé &
sera celui de Fi(24) (8§2).

11 s'agit alors de prouver que le graphe & est de type 7 , c'est-a-dire,
compte tenu de la premiére partie I, qu'il satisfait aux conditions EXT.
(I1.82.2). Les arguments utilisés pour traiter le cas des conditions EXT.i
(i#3) reposent essentiellement sur les propriétés de la classe de conjugaison
de R dans G (§3.1.). Par contre, la condition EXT.3 est plus difficile &
établir. Pour elle, on utilise les conditions U. ( 1.§4.1) appliquées au sous-
graphe de & porté par 1l'ensemble des sommets de ¢ qui sont liés a un élément
donné de D (§3.2). Ensuite, on vérifie que le graphe ¢ satisfait lui-méme aux
conditions U. , ce qui permet d'obtenir 1l'existence et 1l'unicité (au sens
du théoréme II.1) du couple fischerien (Fi(24).E) (§3.3.).

Dans ce travail , les renseignements auxiliaires nécessaires concernant les
autres groupes de Fischer, certains groupes classiques ( sous-groupes, classes
de Fischer....) ont été rappelés sans démonstration, pour une part, avec les
notations (§1) notamment sous forme de tableau (§1.4), pour 1l'autre part en
appendice. Pour ces résultats, il existe le plus souvent des références assez

explicites dans [Fz]. et a défaut, on peut se reporter a |VD)

49



M.-M. VIROTTE-DUCHARME

§1. NOTATIONS COMPLEMENTAIRES - RAPPELS

1. Couples fischériens (Gi,Di).

On désigne par (G{Di) un couple fischérien (1s5is4) satisfaisant aux condi-

tions suivantes:

- (G',D') est isomorphe a (PSU(6,4),D(PSU(6,4))) ou D(PSU(6,4)) est la

classe des réflexions unitaires;

- Gi est un groupe presque simple de centre trivial;

- soit my 1'application canonique de <D;> sur <D§>/Z(<D;>) , pour tout d

dans D' et avec i22, (ﬂd(<D;>),ﬂd(D;)) est isomorphe a (Gl_th_l).
Les groupes G* et G sont respectivement isomorphes aux groupes de Fischer

Fi(22) et Fi(23).

2. Groupes g et Bi.

On rappelle que 0%(n,3) est le quotient central du sous-groupe du groupe
orthogonal en dimension n sur le corps 15 (pour une forme quadratique non
dégénérée) engendré par les réflexions t pour lesquelles Q(v)=-1. Ce sous-groupe
est d'indice 2 et { tv] Q(v)=-1} en est une classe de Fischer. Le symbole €
appartient & {+,-}. On ac =+ si 1'espace vectoriel associé admet une base
orthogonale formée de vecteurs v tels que Q(v)e=-1. Dans le cas contraire,

on a E=- .
On rappelle que 0’(n,2) est le groupe des 1sométries d'une forme quadra-
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tique non dégénérée d'indice maximal en dimension n sur (I1.83.2.).
3

Le groupe dérivé H de U+(8.3) (resp. 0+(8,2)) est isomorphe a un groupe
simple de Chevalley de type D&' Les automorphismes de H provenant des automor-
phismes du graphe de Dynkin forment un groupe S isomorphe a 23 . On démontre
que le produit semi-direct H»S qui s'identifie & Aut(H), est engendré par
une classe de Fischer et que celle-ci est la réunion de trois composantes
connexes permutées circulairement par les éléments d'ordre 3 (notés 0,0-1)
de S et engendrant chacune un sous-groupe d'indice 3 isomorphe a 0*(8,3)
(resp. 0+(8.2)) (I.83 2.(b)).

On désigne par i et Bi (15is3) des Dl—sous-groupes de G* pour lesquels

i i . . .
ona B CR” et les isomorphismes suivants:

i 1 2 3

Rl ot6,3) 0°(7.3) 00%(8,3) n 1,
Bt We(Dg)  Sp(6,2) D0 (8,2) %I,

En outre, pour i=2,3, soit d un élément de D', R' (resp. D'y BY). Le quotient

central de <D;A RY> (resp. <D§n B!>) est isomorphe a pi-! (resp. Bl_l). De

plus, Din Ri (resp. Din Bi) est 1l'unique classe de Fischer de Ri (resp. Bi)

3. Groupes Ki .

On designe par V(5+i) (02153) un espace vectoriel de dimension 5+i sur FB

muni d'une forme bilinéaire svmétrique ¥ non dégenéree pour laquelle V(5+i)
admet un base orthonormale. Soit P(1) un plan isotrope de V(5+i) et soit SP(i)
1'image dans 075+1.3) du sous-groupe du groupe orthogonal de U engendré par

les réflexions t  (W(v,v)=l) qui stabilisent P(i).

(a) On désigne par # un groupe 1somorphe a SP(o)' Ce groupe possede une
unique classe de Fischer, elle est de cardinal 9 et le produit de deux quel-
conques de ses éléments est d'ordre | ou 3. Le groupe # est d'ordre 54 ; son
centre est d'ordre 3. ( Le groupe# a déja éte introduit,(1.84.2, note de LU.3))

On désigne par #* le quotient de 4 par son centre.
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(b) On désigne par K un Di-sous-groupe de Ri isomorphe a sP(l) si i=]

et a SP(Z) si i=2; pour i=3, 1'intersection de K® avec chaque composante connexe
de D? engendre un sous-groupe isomorphe a SP(3) . On a:
3. . =
K SP(3) <a> et SP(3)/Q3(SP(3)) w(D,) .

Le groupe K! (resp. K?) est isomorphe a un produit central de 2 (resp. 3)
groupes isomorphes & A ; il est engendré par une classe de Fischer.

Le groupe K® posséde une classe de Fischer qui admet 9 composantes connexes.
Chacune d'elles engendre un groupe isomorphe & un produit central de &4 groupes

isomorphes a # .

4, Résultats numériques.

Nous avons déja défini le niveau d'un couple fischérien, (I1.8§1.3.(c)).

Pour les groupes G, on a:

¢! ¢ ¢°

niveau 6 7 8

Soient X un Dl—sous-groupe de G' , d et e des éléments distincts de D nX
g2 i N o
qui commutent et x un élément de D"y X appartenant & la méme composante
connexe que d et ne commutant pas &8 d .

On a les résultats ci-contre:
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i=1 i=2 i=3
|G | 21536571127 3%52 71113 | 2'® 3152711131723
It o DY 693 3510 31671
I6*a Dgl 180 693 3510
id i
|G nDyn Del 51 180 693
|63 bt , Dt 45 126 351
d X
IRY| 2°3% 57 2°3°5713 213 313 52 7 13
|rY, DY 126 351 3 240
IRY 4 031 45 126 351
ipi, pl 126
[R*D} D:l 12 45
IRlnD;n Dij 18 45 108
IBII 29 32 5 29 3'0 5 7 213 35 52 7
|Bi 4 DY 30 63 360
lKi' 22 35 23 37 26 311
ki n D 18 27 324
i S a6 6 29 9 7113
INRi(K Il 2% 3 2¢ 3 2° 3
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§2. ENONCE DU THEOREME - PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION

THEOREME II.1.- A isomorphisme prés, il existe un unique couple fischérien

(G',D') possédant les propriétés suivantes:

(i) (G',D') est presque simple et Z(G') = {1} ,

(ii) pour tout élément d dans D, le couple fischérien ("d(<Dc'1>)'"d(Dé)) est
isomorphe a (G*,D?%), LA désignant 1'application canonique de <D('j> sur

<Dd>/z(<nd>),

Remarque 1. La presque simplicité de (G',D') implique que "d(D:j) est une
classe de Fischer de “d(<Dé>) (I.81.1.(b)-2).

Remarque 2. De 1'isomorphisme entre (ﬂd(<D&>),ﬂ (D&)) et (G?,D%), on déduit
. ' ' ' vy,
les cardinaux de Dd et de an De (ech), on a
. . [ " e
IDd|=31 671 et lan Del 3510 .
En outre, pour tout élément x dans D' qui ne commute pas a d, il résulte du
fait que <d,x> est isomorphe a 23 et du numéro 2.4 de 1'appendice que
<Dén D;> est isomorphe a m+(8.3)"z3 i on a

| Dya D] =3240 .

Remarque 3. Les paramétres du graphe de Fischer de (G',D') sont :
| D'| = 306936
| D& |= 31671
| Aa | = 275264
|Dé AD;]- 3510 (ecDé)
IanDxl- 3240 (chd)




UNE CONSTRUCTION DU GROUPE DE FISCHER Fi(24)

Outre ”les notations générales, on désigne par § le graphe de Fischer du
couple fischérien (G%,D%) . On pose G=G3, D=D*, R=R? B=B?® et K=K?., De
plus, pour tout élément g dans G, on désigne par B(R8) et K(R®) 1les classes de
conjugaison des D-sous-groupes <D nRgn (Rg)h> de R® (heG-R®) respectivement
isomorphes & B et & K (§1.2, §1.3(b),app.n°l.1).

Les étapes de la démonstration sont les suivantes.

(1) On détermine un quadruple (E,D,u,A) de telle sorte que le graphe &
qui lui est associé soit une 2*-extension standard de ¢ pour laquelle les condi-
tions EXT.O et EXT.1 sont remplies.

Puis on démontre que les conditions EXT.2' ,EXT.4', EXT.5 et EXT.6 sont
satisfaites. Les arguments utlisés reposent essentiellement sur les propriétés

de la classe de conjugaison de R rappelées en appendice.

(2) On établit la condition EXT.3. En fait, pour un élément d arbitrai-
rement choisi dans D, nous construisons un isomorphisme entre le sous-graphe
£d de £ porté par les éléments de E qui sont liés 4 d et le graphe § . Cela
prouve que £d est un graphe anti-connexe de type 7 (condition EXT.3). De

plus, cela démontre en partie 1'assertion (ii) du théoréme II.1 .

(3) L'existence d'un couple fischérien satisfaisant aux conditions du
théoréme II.1 ( donc l'existence de Fi(24)) repose sur le fait que 1'on peut
alors utiliser le théoréme principal sur les extensions, il en résulte que &

est de type 7.

4) On achéve la démonstration en établissant 1l'unicité, a isomorphisme
prés, du couple fischérien que 1'on vient de construire. On a donc 1l'unicité
de Fi(24).

55




M.-M. VIROTTE-DUCHARME

§3. DEMONSTRATION DU THEOREME

1. Détermination d'une 2*-extension standard satisfaisant aux

conditions EXT.i (i#3).

(a) L'ensemble des sommets. Soit X' 1'ensemble des classes & gauche de G

suivant IR :
X' = { gDR | geG} .

Comme OR est un sous-groupe d'indice 2 de R, 1'ensemble X' est muni d'une
permutation involutive T opérant sans point fixe telle que pour tout élément
g de G on ait :
gR = gdRy mgdR .
Soient @ un point, X la réunion disjointe de X' et de ® , E la réunion
disjointe de D et de X; nous avons:
E=Dyf{=}yX' «DyX.

(b) L'application ude D dans Perm(E). Désignons par u' 1'application
de D dans le groupe des permutations de X' définie de la manieére suivante:
u'(d)(gR) = m(dgdR) (deD ,geG ) .
Comme 1'application canonique G/OJR = G/R est un morphisme d'espaces homo-
genes, 1'opération & gauche du groupe G sur G/JR et G/R commute avec 7
Il en est donc de méme de u(d)=n(d) . De plus u(d) est une permutation involutive.
Prolongeons n en une permutation de X en posant
"(w) = o ,

et pour tout élément d dans D , prolongeons [ '(d) en une permutation ,(d)
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de E par
u(d)w = ®

u(d)d' =dd'd ( dED)
u(d)x = u'(d)x ( xeX') .

Nous déterminons ainsi une application u de D dans le groupe des permuta-

tions de E pour laquelle nous avons les propriétés suivantes:

LEMME II.1.-
(i) Soit x un élément de X'. Pour tout élément d de D, les assertions

€ p(d)x=x® et <u(d)mx="Tx> sont équivalentes.

(ii) Si x=glR, on a: 1

Dp RS ={deD | u(d)x=x }.

Preuve. La premiére assertion résulte du fait que les permutations u(d)
et 1 de X' commutent entre elles.

Soit d un élément de D pour lequel on a u(d)x=x . Par définition nous
avons mdgJR =glR ; cela entraine que les classes a gauche dgR et gR sont

. égales. En particulier, d est un élément de gRg_% D.

Réciproquement, soit d un élément de gRg-ln D. L'élément dg appartient
a gR, donc & glR ou & mgDR . Si dg appartient a gIR, g—ldg est un élément de
D qui appartient 8 OR; or DpR est une classe de conjugaison de R qui
engendre R , et JR est un sous-groupe d'indice 2 de R : cette situation est
donc exclue. Ainsi, 1'élément dg appartient & mgdR ce qui prouve que l'on a

dgdR = ngdR , c'est-a-dire u(d)x=x .

En conséquence nous vovons que les fibres de 1'application
8:x — {deD | u(dx =x}

de X' dans 1'ensemble des parties de D sont de cardinal 2 ; elles sont formées
des paires d'eléments {x,mx}. On peut donc considérer la 2*-extension standard

£ de G relative a8 X et 8 la fonction de D dans Perm(X) induite par u .

(c) L'ensemble des arétes de £. Par définition des arétes d'une

2*-extension standard, une aréte de ¢ est un sous-ensemble de cardinal 2
de 1'un des types suivants :
({d.d'}) avec d et d' dans Det dd'=d'd # | ,
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{d,x} avec d dans D,x dans X et p(d)x=x,
{x,y} avec x et y distincts dans X' tels qu'il existe un élément

a dans D pour lequel on a Mu(a)x=Ty et u(a)x# x .

On note Ee 1'ensemble des sommets de & liés a4 e (e€E).

En vertu du lemme 1.1, si x-g_lDR, on a Ex“ D=D 4RE.

Remarquons que la condition EXT.O est remplie puisque pour tout élément d
de D, u(d) induit sur D la conjugaison par d . Le fait que & soit une

2*-extension standard entraine que EXT.l est également remplie.

LEMME II.2.- Soient x=g-1DR et yzh_IDR des éléments distincts de X',
liés dans €&.
(i) Ona: D,,Exnay-o,,kgnkh;
(ii) il existe un unique élément a dans D pour lequel
RE2=R" et DoRE,R" =D oRE =D R ;

(iii) <D nRgn Rh> est un élément de B(Rs) .

Preuve. L'assertion (i) est une conséquence immédiate du lemme II.1 .

Par hypothése x et y sont liés dans £ ; il existe donc un élément a dans D

pour lequel (1) w(a)x = my
(2) u(a)x # x .
L'inégalité (2) signifie que ﬂag-lDR = ﬂh-lDR ; on a donc ag-]DR = h-lDR

et par suite R8%= Rh . 11 en résulte 1'égalité Rhn R8= Rgan R® . En vertu
de (1) a n'appartient pas 8 Dj R® (lemme I.1), en conséquence Rgan R8
est un élément de B(Rg) et a est 1'unique élément de D satisfaisant a (ii)
(app. n°1.1,n°1.3).

(d) Condition EXT.2. Soient d et d' des éléments de D, liés dans £ , et
x un élément de X qui n'est 1ié ni 8 d ni a d'. On doit établir que
{u(d)x,u(d')x} est une aréte de & .

Puisque d n'est pas lié & x, x est un élément de X' : soit x-g-lDR .
Comme dd' est d'ordre 2, il résulte du numéro 2.3 de 1'appendice que

ged ,\de est un élément de B(Rgd). Le groupe Rgd,\ R8¢ est donc centralisé
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par un unique élément a de D (app. n°1.3) qui commute & d et d' ( déagd') et
pour lequel dad' appartient & DR® (app.n®°2.3). Par conséquent chad'g_1 appar-
tient a g_lDR . On a donc ad'g-lDdeg_lDR c'est-a-dire u(a)u(d')x=m(d)x,

d'ou 1l'assertion.

(e) Condition EXT.4' (cf. prop.1.7). Pour établir 1'assertion (a), nous
devons démontrer que si x, x', x" sont des éléments distincts de X liés a un
élément d de D pour lesquels

(* DaEjnEnE . =DnEnE nE,
alors:
DAEnE. =DaE nEw .

Observons que si les éléments x, x', x" appartiennent tous & X', cette
assertion résulte du numéro 2.2 de 1'appendice et du lemme I.1.
Supposons que 1l'un des éléments x, x', x" soit ® ; les autres sont donc

-1

des élements distincts g-lDR et h "DR. La relation (*) s'écrit alors:

anRgnRh-DdﬂRh si X‘”.
: h .
anR -ankg Si xmo,
La nature des intersections du type Dp R, Dp Ry R et de celles du type
an R, an Rp R® (app. n°l.1) impose que l'on ait x=o , L'élément d, étant
1ié 8 x' et a x", appartient 8 Dy Rgn " (lemme II.1). A nouveau, 1'égalité

Dp RE = Dn Rh est une conséquence du numéro 2.2 de 1'appendice.

Démontrons 1'assertion (b). Soient x et y des é€léments dixtincts de X, non
liés dans ¢ tels que pour tout d de D les éléments u(d)x et y soient distincts.
Suivant que x désigne = ou un é€lément g_lﬂk. le sous-ensemble

F = D Ex“ EV est égal a8 Dj Ev ou a8 Dy Rgn Ev . Comme y est distinct de x ,

nous pouvons supposer que v est un élement h’lUR de X' ; F est donc egal soit a
DaR" soit & D RRAR" . Or <F>, élement de A(G). 5(R") ou A(R") , admet F
comme classe de Fischer (app.n®l.l). Par conséquent, le sous-graphe éF de

¢ porté par F est anti-connexe, ce qui est l'assertion (b)11

(f) Condition EXT.S . Prouvons 1'assertion (1). Pour cela, nous devons
vérifier que s1 e est un élement de E et x un element de X distinct de e et

non lié a e, le sous-ensemble F = D, ie" tl est non vide.
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Observons d'abord que si e est un élément d de D, x appartient nécessai-

rement & X'. Soit x-g-IDR . Puisque Dy Ex = DnR8 (lemme II.1), on a

F = an R® £ @ (app.n®l.l) .
Si on a e=x, tous les éléments de D sont liés a e; donc x est un élément
g'lDR de X'. Par suite on a
F=DnE -DnRg;‘Q
Supposons enfin que e soit un élément h~ DR de X'. On a donc

F =D, R Py Ex . Suivant que x est ® ou un élément g 117R de X', F est égal a

Dy R' oua Dy Rhn R® . L'assertion résulte encore une fois du numéro 1.1 de
1'appendice.

Assertion (ii). Etant donnés un élément e dans E, un élément x dans X
distinct de e et un élément y dans X 1lié & e, nous devons montrer que le sous-
ensemble F = Dy E n E n E est non vide. En vertu de (i) nous pouvons
supposer que y apparuent a X'; soit y=g ZJR L'élément e qui est 1ié a y, est
donc soit un élément d de D, soit un élément 1DR de X'.

Dans le premier cas, x est un élément k_lDR de X' et d n'appartient pas a
R. On a donc F =D nR“nRE # 0 (app.n°2.1).

Dans le second cas, x est ® ou un élément k-IDR de X'. Si x=«, on
a encore F = D, Rhn RK # 0 (app.n®2.1). Si x-k_lDR, le sous-groupe
<Dy R84 &> appartient a K(R®) ou a A(RB). Par ailleurs <D, R8, RP> appar-
tient & A(R®); il résulte alors de 1'appendice n°2.1 ou n°4.2 que
F =Dj Rhn Rkn R est non vide.

(g) Condition EXT.6. Cette condition est remplie puisque le graphe ¢
est connexe en tant que graphe de Fischer d'un couple fischérien presque simple

( I1.83.(b)1).

2. La condition EXT.3 .

Soit d un élément de D; posons X&-X'h Ed . On a alors

Ed - Ddu ("‘}u Xd
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Pour démontrer que la condition EXT.3 est remplie, nous allons établir un
isomorphisme entre le sous-graphe de £ porté par Ed.désigné £d' et le graphe
G qui est un graphe de type 7 puisque c'est le graphe de Fischer de G?3
(G3=Fi(23)).

Observons que 1'on a Ed“ Em==Dd ; par construction, nous avons un isomor-
phisme n entre le sous-graphe de Cd porté par Ed“ E_, noté Cd,m' et le sous-
graphe gd de G porté par Dd‘

Nous allons démontrer que les conditions du théoréme I.3 sont remplies;

1'isomorphisme n se prolongera alors en un isomorphisme de £d sur G .

et a une

(a) Le graphe £d est une 2*-extension standard relative a X

o

application de Dd dans Perm(Ed) obtenue par restriction de u a Dd'

Désignons par u° la restriction de u a Dd; u° est une application de Dd
dans le groupe des permutations de E. Il est clair que pour tout élément d'

de Dd' pu°(d') stabilise Ddu{m} . Soit x un élément de Xé; x est un élément

g-lDR de X' et d appartient 8 Do R® . Nous avons donc u(d')x =ﬂd'g_lDR pour
d' dans D ; posant u(d')x=y, il vient D, Ey = Dy Rgd . Si d' est un élément
de Dd’

que y appartient a X

d appartient a D, R8¢ ; c'est donc un élément de Ey. ce qui signifie
4
stabilise Xé. Nous voyons ainsi que, pour tout élément d' de Dd' u(d') déter-

Par conséquent, quel que soit 1'élément d' de Dd ,u(d")

mine une permutation de E, ; 1'application
d

d' = u(@d")
IE4
ainsi définie est une application de Dd dans Perm(Ed) que 1'on note encore u.

La permutation involutive m de X induit une permutation de X, ; nous la

d:
notons a8 nouveau T .

Les fibres de 1'application 8 : x = an Ex de Xé dans 1'ensemble des

sous-ensembles de Dd sont de cardinal 2 ; la fibre de 8(x) est {x,nx}.

Nous pouvons alors considérer la 2*-extension standard ' de {d . felative
a Xé et a u .
L'ensemble des sommets de (' est Ed = Dyy =ty X4 = de L

L'ensemble des arétes de {' est formé des sous-ensembles de cardinal 2 de
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E; qui sont des arétes dans £ . En effet, soit {x,y} un sous-ensemble de
cardinal 2 de Ed.

Si on a {x,y} = {d',~} avec d' dans D, { d',®} est une aréte de et de €'.

Si on a {x,y} = {d',d"} avec d' et d" dans Dd' {d',d"} est une aréte de &'
si et seulement si c'est une aréte de .

Si on a {x,y} = {d',y} avec d' dans Dd et y-g-IDR dans Xd , {d'y} est une
aréte de &' si et seulement si d' est un élément de R®, D, ce qui équivaut a
ce que {d',y} soit une aréte de £.

Supposons maintenant que x et y soient des éléments de X&. Si {x,y} est une
aréte de &', il existe un élément a de Dd pour lequel on a

u(a)x = my et u(a)x # x
{x,y} est alors une aréte de £ . Réciproquement, si {x,y} est une aréte de & ,
il existe un élément a de D pour lequel on a

u(a)x = My et u(a)x # x .
Pour démontrer que {x,y} est une aréte de &', on doit juste vérifier que 1'élé-
ment a appartient a Dd . Or d est un élément de Dg Ex et de Dy Ey . Soit
x=g-IDR; d est un élément de D, Rgn R8? car Dn E = Dj r8e (lemme I.2(ii)).

L'assertion résulte alors de 1'égalité D nRgn R82 - Da" R® (lemme II.2(ii)).

(b) Les conditions U.0-(i), U.O-(iii) et U.l sont remplies.

La condition U.0-(i) est une conséquence immédiate des propriétés de u . Le
lemme II.2 implique U.0-(iii); la condition U.l est satisfaite puisque§ est

un graphe de type 7 .

(c) Les conditions U.O-(ii) et U.O-(iv) sont remplies.

Soient a et b des éléments de Dd' x un élément de Xé qui n'est lié ni & a
ni 8 b. Etablir U.0-(ii) c'est démontrer qu'une condition nécessaire et suf-
fisante pour que {a,b} soit une aréte de &4 est que {u(a)x,u(b)x} soit une
aréte de &q-

Si {u(a)x,u(b)x) est une aréte de g il existe un élément ¢ dans Dd pour
lequel y(c)u(a)x = mu(b)x . Soit x-g’lDR: on a

cag-lDR - bg-lDR

ce qui entraine que bca appartient a g-lDRg et que Dp RB2C . Dn R8b . Le
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sous-groupe Rgan Rgb ngan R8%C est un élément de B(R®?) centralisé par c
(lemme II.2) . Si le produit ab est d'ordre 3, nous avons c=bab (app.n°®2.3);
par suite bca=c . L'élément c appartient alors & D nDR8 ce qui est exclu
car D nDRg# ® (puisque D est une classe de conjugaison dans G, engendrant G
et que |R8:0R8|- 2) . En conséquence ab est un élément d'ordre 2, ainsi
{a,b} est une aréte de Cd.

La réciproque de notre assertion n'est autre que la condition EXT.2 : elle
est donc établie (8§3,1.(d)).

Soit x un élément de Xé . I1 n'existe aucun élément dans Xé qui soit lié a
la fois @ x et 8 ™x (condition U.O0-(iv)).
Supposons qu'un tel élément existe; notons-le y . Il existe des éléments a
et b dans Dd pour lesquels on a:
u(a)x = ny , u(a)x # x
pu(b)mx = ny , u(b)mx # wx .
Posons x= g_lDR . La relation
u(a)x = my = u(b)m
implique D nRga =D nRgb (lemme I .1 ). En particulier, D, Rgn R8? =
D ARgn Rgb engendre un élément de B(Rs) (lemmeIl.2 (iii)) qui est centralisé
par a et b (app.n°l.3). On a donc a=b (app.n®l.3). Nous obtenons alors
1'égaliteé
uw(a)x = u(a)mx ;
cette situation est impossible puisque u(a)x et u(a)nx sont les éléments

distincts de la partition ag-lDR unag-lDR de ag_lR.

. (d) La condition U.2 est satisfaite.

L'identité d' -~ d' de Ed“ D sur Dd détermine un ismorphisme de graphes
de éd.@ sur Qd .

Soit p 1'homomorphisme canonique de <Dd> sur <Dd>/Z(<Dd>). Tout élément de
Ed qui n'est pas lié & = , appartient 8 X' ; il est de la forme g-ldR (geG)
et d est un élément de D nRg. L'image par o de <an R8> est un D(Dd)-sous-
groupe de D(<Dd>) isomorphe a O‘(7.3) (§1.2.). Designons par ~' 1'ensemble
des sous-groupes o(<an RE>) lorsque g-lDR decrat Xé . On sait que ' est
une classe de conjugalson dans O(<Dd>) (app.n®2.2). Pour tout élément y de D
qui ne commute pas 8 d, le D-sous-groupe <an Dy) est 1somorphe a son 1mage

dans D(<Dd>). et celle-ci est un CXDd)—sous-groupe isomorphe & O‘(7,3)
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(app.n®2.4). L'ensemble des sous-groupes O(<an Dy>) ( yeD, yd#dy) est une
classe de conjugaison R" dans O(<Dd>) (car <Dd’d> opére transitivement sur
1'ensemble des éléments de D qui ne commutent pas a d ([I],81.3.(b)2). I1
résulte alors des numéros 3.1 et 3.2 de 1l'appendice que les classes R' et A"
sont échangées entre elles par un automorphisme n de p(<Dd>) qui stabilise

D(Dd). Cet automorphisme détermine un isomorphisme de graphes de £d,° sur §d
qui remplit la condition U.2(i). Comme la composée de 1'application de 1'ensemble
des conjugués de R contenant d dans R' avec la bijection de R' dans R"

induite par N est une bijection (app.n°2.2), la condition U.2 (ii) est satis-

faite.

(e) La condition U.3-(b) est remplie.

Soient y, y', z, z' des éléments de D pour lesquels les D-sous - groupes
Y = <d,y,y'> et Z = <d,z,2'> sont isomorphes & # ou a #* (§1.3.(a)).
Cela implique, en particulier, que Yo D (resp. Zn D) est une classe de Fischer
formée d'éléments qui ne commutent pas entre eux.
Désignons encore par Ad 1'ensemble des éléments de D qui ne commutent pas
a d. Etablir U.3-(b) c'est prouver que dans chacune des situations suivantes,

le sous-ensemble Adn Dyn Dy.n Dz "Dz' est non vide :

1. z centralise y et y', le D-sous-groupe <z',y,y'> est isomorphe & Z3X 22
ou a XA‘

2. ona z'=y', le D-sous-groupe <d,y,z> est isomorphe & I,.
g 4

Dans la premiére situation, nous voyons que si <z',y,y'> est isomorphe a
q Y.y
Z3x 22 , z' centralise <y,y'> (cas 1.i) . Par contre, si <z',y,y™ est iso-
L}
morphe & Z‘. z' centralise un seul des éléments vy, y'.y  : nous supposerons

que z'y'=y'z'#1 (casl.ii).

Dans la seconde situation, <d,z,y> est isomorphe a Z, - Par conséquent on a

ou bien yz=z2y#1 (cas 2.i) ou bien dyz-yzdﬁl (cas 2.ii).

Posons F = Dy" Dv'" Dzn Dz' et F' e F, Dd . Dans chacun des cas ci-dessus
nous allons évaluer les cardinaux de F et de F' et nous constaterons que celui
de F est strictement supérieur & celui de F'. Comme d n'est pas un élément

de F, nous en déduirons que le sous-ensemble F, Ay est non vide.
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Evaluons |F|. Dans la situation 1.i,z et z' sont des éléments de D 5 D ,
qui ne commutent pas. Comme <D_n D ,> est isomorphe a U+(7,3) (app.n®2.4b),
il résulte de (§1.4) que |F| =45 .

Dans la situation 1.ii, le D-sous-groupe <Dz. n Dyn Dy? est isomorphe a
Sp(6,2) (app.n®2.4c); de plus, il ne contient pas 1'élément z . Or, <Dy" Dy.>
est un sous-groupe isomorphe a U+(7.3) contenant z ; le sous-groupe engendré

par F est donc isomorphe & I, (app.n®4.2). On a donc |Fl|=21.

Dans la situation 2.i, le D-sous-groupe <Dzn Dyn Dy'> est encore isomorphe
a Sp(6,2); on a donc |F|=63 (81,4).

Dans la situation 2.ii, le D-sous-groupe <z,y,y'> est isomorphe & 2',6 ou
a A . En conséquence, <Dz“ D oD p est isomorphe soit & Sp(6,2), soit a K?
(app.n®2.4c,d). On a donc ou bien |F| =63, ou bien |F| =27 (§1,4).

Evaluons |F'|. Observons d'abord que dans chacune des situations ci-dessus,
F' est contenu dans <an Dyh D ,>. Comme <d,y,y'> est isomorphe &8 # , nous
avons IDd“ Dyﬁ Dy.l =27 (app. n°2.4d). En conséquence, on a |F'|<|F| dans

les cas 1l.i, 2.i et 2.ii quand le sous-groupe <y,y',z> est isomorphe & ZA.

Dans le cas 1.ii, posons Fl- Dd“ Dyn Dz et Fz- an Dy.n Dz. Tou jours en
vertu du numéro 2.4 de 1'appendice, les sous-groupes engendrés par Fl et FZ
sont isomorphes & Sp(6,2) puisque 1l'on a <d,y,z>=<d,y',z>= ZA; en outre
<an Dy“ Dy.> est isomorphe & K2. Comme Fl" F2 est contenu dans an Dy“ Dy..
son cardinal est strictement inférieur a8 27; il en résulte que <Fl“ F2> est
isomorphe a Z3x23x23 (app.n®4.2). On a donc |F1n F2| =|F'| =9 et par suite
[F'] < |F|.

Dans le cas 2.ii, lorsque l1'on suppose que <y,y', z> est un sous-groupe
isomorphe 8 # ou 8 #* , les sous-groupes <d,y,vZ>> et <d.y'.yz> sont iso-
morphes a X./. . Posons

F, =D ,anD aD t F, =D aD ,nD :
3750 Ty TG T T RN ye Py ®
F3 et FL engendrent des sous-groupes isomorphes & Sp(6,2) (app.n®2.4c).
On a F3n Fl. = F' . Comme précédement.<F3n FL> qui est contenu dans
<an Dyn Dy.> est isomorphe a 23"23' 23. On a donc |F'|=9 et par suite

|F'| est strictement inférieur a |F|.
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3. Existence de Fi(24).

Nous venons de démontrer que chacune des conditions EXT.O,EXT.1,EXT.2,EXT.3,
EXT.4',EXT.5,EXT.6 est remplie; il en est de méme pour EXT.4 (prop.I.7). Ainsi,
le théoréme principal sur les extensions est applicable (thm.I.2): le graphe &
est de type 7 .

De plus, il est anti-connexe. En effet, le sous-graphe £D est anti-connexe
puisque c'est le graphe ¢ lui-méme. Quel que soit 1'élément x dans E n'apparte-
nant pas 8 Dy{=}, il existe un élément d dans D qui n'est pas 1lié & x puisque,
si x=g_IDR. le sous-ensemble D-(Dg Rg) est non vide. Deux éléments quelconques
de E, liés dans £ , peuvent &tre joints par une chaine d'éléments du graphe op-

posé, ce qui entraine l'assertion .

Soient D' 1'ensemble des indicatrices des sommets du-graphe £ et G' le sous-
groupe du groupe des automorphismes de £ engendré par D'. Comme £ est anti-
connexe, D' est une classe de Fischer de G' et (G',D') est donc un couple
fischérien presque simple de centre trivial (thm.I.1). De plus, le graphe &
est connexe (I.§1.3.(b)2).

En prouvant EXT.3, nous avons démontré que <D&>/Z(<D&>) est isomorphe a Fi(23);
puisque D' est une classe de conjugaison dans G', cette assertion est vraie quel
que soit 1'élément d de D'

Nous avons donc établi 1'existence de Fi(24).

4. Unicité de Fi(24),

Soient (G',D') et (G",D") des couples fischériens satisfaisant aux condi-
tions du théoréme .1 . soient §' et §" leurs graphes de Fischer respectifs;
ce sont des graphes de type 7. Nous allons démontrer que chacune des condi-
tions LU.3-(c)(11) et U.2 du théoréme d'unicité (cor du thm.I1.3) sont remplies et
conclure que les couples fischériens (G',D') et (G",D") sont isomorphes , en

vertu du théoreme d'unicité (cor. du thm.1.3).

Soient a et b des éléments distincts de D' qui ne commutent pas. Le sous-

graphe de G' porté par D;n DL est isomorphe a celui de la classe de Fischer
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de R (app. n®2.4b), il est donc anti-connexe. Il résulte du lemme 1.7 que la

condition U.3-(c)(ii) est remplie.

Soient d'et d" des éléments de D' et de D" respectivement, soit n un iso-
morphisme de <D},>/Z(<D!,>) sur <D3">/Z(<D"">). Notons A%, (resp. A;")
1'ensemble des éléments de D' (resp. D") qui ne commutent pas & d' (resp. d").
Pour tout élément x' dans Aé. (resp. x" dans A;") le D'-sous-groupe <Dé.n D;;
(resp. le D"-sous-groupe <D;"n D;"> ) est isomorphe & R (app.n°2.4b) . Comme G
-rappelons que G désigne toujours G?- posséde une unique classe de D-sous-
groupes isomorphes a R (app.n®2.4b), pour tout élément x' de Aé. (resp. x" de

AS") il existe un élément x" dans AS" (resp. x' dans Aj)) tel que 1'on ait

W(Dé. n D;|) = Dgnn D;n .
La condition U.2 est satisfaite.

Les centres des groupes G' et G" sont triviaux. Cela étant, il résulte du .
théoréme d'unicité (cor. du thm.I.3) que les couples fischériens (G',D') et
(G",D") sont isomorphes. Ainsi, il existe un isomorphisme de G' sur G" qui
envoie D' sur D" et détermine un isomorphisme de §' sur G" compatible avec les

actions naturelles de G' et de G" sur ¢' et §" respectivement.

Nous avons ainsi démontré 1'existence et 1'unicité -& isomorphisme prés-
d'un couple fischérien (G',D') presque simple de centre trivial, tel que pour
tout élément d dans D', le couple fischérien (o(<D&>).o(Dé)) ou p désigne
1'application canonique de <Dé> sur <D&>/Z(<Dé>) soit isomorphe & (G, D“).
Un tel couple fischérien (G',D') est désigné (Fi(24),D(Fi(24)).

Enongons sous forme de proposition les propriétés de Fi(24) qui se déduisent

immédiatemment des résultats précédents.

PROPOSITION II.1. - Soit D la classe de Fischer de Fi(24).
1) Le groupe Fi(24) est de niveau 8.

2) Soit d un élément de D; <Dd> est le centralisateur de d dans Fi(24).

3) On a: |F1(24)] = 222 312 52 7% 11 1317 23 29 .
Preuve. La premiére assertion résulte de ce que G est de niveau 7 (§1.4).

Soit d un élément de D et soit g un élément de F1(24) qui le centralise.

L'automorphisme intérieur t% associé a g stabilise Dd et A, par conséquent
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il normalise la classe des D-sous-groupes <an Dx> (xeAd) (81.3.(b)2). Soit
o* 1'automorphisme de <Dd>* = <Dd>/Z(<Dd>) défini a partir de 08' L'ensemble

des images de <an Dx> dans <Dd>* est une classe de conjugaison de <Dd>* stable
par 0*, Il s'ensuit que O* est un automorphisme intérieur de <Dd>* (app.n®3.2).
I1 existe alors un élément h dans <Dd> pour lequel ogoh opére sur <Dd> soit

comme 1'identité soit comme Oy Puisque 080

1'identité ou comme % (1.81.3.(c)2). De 13, on en déduit que g est un élément
de <Dd.d> , donc de <Dd> puisque d appartient & <Dd> (1.81.3.(c)1).

h fixe d , osoh opére sur D comme

Le centre du groupe <Dd> est <d> (I1.8§1.3.(c)3); on a donc:

|<Dy>| = 2|<D>/2(<D )] = 2|Fi(23)] ;

comme D est une classe de conjugaison, nous avons la relation
|Fi(24)| = |D|. |<Dd>| s

et par suite 1'ordre de Fi(24) (app.n®3.5).
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APPENDICE

n°l - Classe de conjugaison de Ri dans Gi (1sis3).

Soit R(Gi) la classe de conjugaison de R dans Gt. On pose G = ¢l .
D=D, R=R', ..... .

1.1 Le groupe G opére sur R(G) comme un groupe de permutations de rang 3.
Les orbites de R opérant sur R(G) - {R}, notées QI(R) et Qz(R) sont les

suivantes :
Q(R) = (R® | geG , <R®( Ry D>=B)
,(R) = {R® | geG , REARaD>=K).

|nl(k)| = 567 , 3159 | 28431

|92(R)| = 840 , 10920 , 109 200 ;
de plus, <R8, Ry D> | RgcQI(R)) et &R8,RnD>| RSCQZ(R)) sont les classes de
de conjugaison dans R .

Enfin, pour chaque élément g dans G, Rgn Rn D est une classe de Fischer
de <R8n Rn D> .

1.2 Le groupe R est un sous-groupe maximal de G ; en particulier, R est son

propre normalisateur.

1.3 L'application y = RY de D-R dans R(G) s pour 1mage Ql(R); c'est
une bijection. De plus CD(RY,, R) = {y} ;{ on & :

DoRYAR = Dy,\RV =D R .
(Réf. [F,] 16.1.16, 17.3.7, 17.3.10,18.3.18; [VD) 9-6, 3-1-4,9-24 ).
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n°2 - Intersections des conjugués de R .

Pour i=1,2. Soit R(G) la classe de conjugaison de R=Ri dans G=Gi et soient
QI(R) et QZ(R) les orbites de R dans R(G)-{R}.

2.1 Pour tout élément d dans D et pour tout élément R' dans R(G), on a:
anRnR' #@:

quels que soient les éléments R' dans QI(R) et R" dans QZ(R) , ona:
DynRaR'AR" £ 0 .

(Réf. [vD] 9-29).

2.2 Quels que soient les éléments R' et R" dans R(G), s'il existe un
élément d dans D tel que an RaR' = an RaR" , alors : RyR' = R 4R" .

En particulier, soit d dans D- (D sR) et soit p 1l'application canonique de

<Dd> sur G° = <Dd>/Z(<Dd>). L'application

R® — p(<RB, D,>)
est une bijection de 1'ensemble des conjugués de R contenant d sur la classe
de conjugaison de p(<Rgn Dd>) dans G°.
(réf. [vD] 9-31, 9-32).

Pour i=1,2,3. Soient x et y des éléments de D=-Di n'appartenant pas a R-Ri.

2.3  Pour que Rxn RY soit un D-sous-groupe isomorphe a B=B' il faut et il

suffit que 1'une des deux assertions suivantes soit satisfaite:
(a) xy est d'ordre 2 ;
(b) xy est d'ordre 3, xyx appartient 38 Ra D .

Lorsque 1'une des conditions (a) ou (b) est remplie, Rxn RY est centralisé
par un unique élément de D, noté z, pour lequel on a
- dans le cas (b): =z =xyx ,

- dans le cas (a): ze€ Dxn Dy , zxy ER ; de plus, si G=G’ , zxye IR .

(Réef. [vD] 9-26, 9-27).

Pour 2sis4 . Soient x, y, z des éléments de Di tels que xy et xz soient
d'ordre 3. On pose T = <x,y,z> .
24 (8) C (T) =D 4D oD} et € (C (T)) =D'nT.
D! xy oz p* p!
i-1

(b) Si T est isomorphe a 23 , alors <(C Di(T)> est isomorphe a R
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(c) Si T est isomorphe a 26’ alors <C i(T)> est isomorphe & Bi-l.
D

(d) Si T est isomorphe & 4, alors <C i(T)> est isomorphe a Ki_l.
D

(Réf. [VD] 9-25, 9-15).

n°3 - Automorphismes de Gi (lsis3).

3.1 Le groupe ¢l posséde 4-i classes de conjugaison de Di-sous—groupes
isomorphes a R,
(Réf.[ VD] 9-5).

3.2 Tout automorphisme de Gi qui stabilise p et normalise chacune des
classes de conjugaison de Di-sous—groupes isomorphes a R{ est un automorphisme
intérieur.

(Ref. [F,]16.1.20, 17.2.4 5 [vD] 9-5).

3.3 La classe D! est 1'unique classe de Fischer de G!; le groupe des auto-
morphismes de G' est isomorphe au produit semi-direct de G'! par 23.
(Réf. [vD] 3-2-4, 9-10).

3-4 Les résultats de ce numéro ne seront pas utilisés pour construire Fi(24).
Pour i=1,2 , D' est 1'unique classe de Fischer de G. Le groupe des auto-
morphismes de G? est isomorphe au produit semi-direct de G2 par un groupe

cyclique d'ordre 2. Le groupe G® est complet.

3.5 Données numériques concernant G! et D (cf.aussi II,81,4.):

i=1 i=2 i=3
|pi| 693 3510 31 671
dep? ID;,I 180 693 3510
]
1 . .
d‘-Di |D: ﬂD;| s1 180 693
ech
d.chi )
1 1
NP LY 45 126 351
G} |2'* 3571127 3*52 71113 [2'® 31?527 131723
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n° - Action de B' sur sa classe de conjugaison dans R:.

Pour 15is3, on peut décrire entiérement 1'action de B sur sa classe de
conjugaison B(Ri) dans RY .

Nous nous bornerons & énoncer les résultats qui nous sont utiles. Pour les
autres, nous renvoyons a [Fz] 15.1.1, 15.1.13 et a [VD] 8-6, 8-8, 8-16 .

Posons B-Bi et RnRi pour i=2,3. Désignons par A la classe de Fischer de R.

4.1 Le sous-groupe B de R est maximal dans R; en particulier, B est son

propre normalisateur dans R.

4,2 Pour i=2 (resp.3) désignons par Xo, So, Zo les groupes W(DI‘)X(CZ)3 (resp.
(W(DA)*W(DA))'<G>) 27 (resp. Zg) et (2:3)3 (resp. (23)".<<!> ).

(a) L'opération par conjugaison de B sur 8(R)-{R} admet trois orbites:

§,(B) = {B" | reR, <BnB > = X )
51(5) = {B" | reR, <BaB o> = so}
6,(B) = {B" | reR, <B B p0> = z}.

(b) On a : IGO(B)I = 630 (resp. 3150)
|6,(B)| = 288 (resp. 2880)
|62(B)[ = 2240 (resp.22400) .

(¢) Pour j=0,1,2 1les A-sous-groupes <Bj Brn A> pour lesquels B" appar-

tient a GJ.(B) forment une classe de conjugaison dans B.

4.3 L'application d = <Ad" B> est une bijection de A-(A nB) sur une classe
de A-sous-groupes isomorphes & 27 si i=2 et a Zg si  i=3,

(Réf. [FZ] 15.3.12,15.3.16 ;[vD] 8-8,8-16, 8-21).
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