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COBORDISME D'ENLACEMENTS DE DISQUES
par Jean-Yves LE DIMET

Résumé.Un enlacement de k disques de dimension n , ou (nk)
enlacement, est un plongement de k exemplaires du disque de dimension
n dans le disque de dimension n+2 .Deux (n,k) enlacements se composent
par empilement. Si bien que l'ensemble des classes de cobordisme des
(n,k) enlacements est doté d'une structure de groupe. Ce groupe est noté
C,x- Dans une premiére partie nous construisons des invariants pour C, ,.
Il se trouve que C,, n'est pas commutatif pour k>2 ,mais+ C, , est
isomorphe au groupe de cobordisme des noeuds classiques . Le reste du
travail est consacré a I'étude des enlacements en grandes dimensions

Une longue suite exacte relie les groupes C,, & des groupes de chirurgie

homologique.

COBORDISM OF LINKED DISCS

Abstract. A (n, k) link (of discs) is a p.l. locally flat embedding of k
copies of the disc D" in the disc D"*2, Two (n, k) links are composed by
stacking. Thus, the set Cn_k of cobordism classes of (n,k) links inherits a
natural group stucture. In the first part of this work we construct two
invariants for Cl,k' Cl,kis not commutative when k>2, but C1,1 is
isomorphic to the classical knot cobordism group. The rest of this work is
devoted to higher dimensional links. The groups Cn,k are related to
homology surgery groups in a long exact sequence.

Texte regu le 11 février 1987.

Jean-Yves LE DIMET, Département de Mathématiques et d'Informatique, Université de Nantes ,
2 rue de la Houssiniére . 44072 Nantes cedex 03
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INTRODUCTION

Il existe plusieurs facons d’'évaluer les groupes Cnde

cobordisme de noeuds introduits par M. KERVAIRE dans [K].

L'une d’elle pourrait consister a remarquer les faits suivants.

Un noeud de dimension , f : 8" —— s"*? et de complémentaire X
donne lieu a une application  : (X, aX) —(""" x5’ s" xsh qui est
un homéomorphisme sur le bord et induit un isomorphisme en
homologie entiére ; une telle application est un Z-lissage de la variété

n+1

Xx*? - p xS'qui est le complémentaire du noeud trivial.

0
.. N . -_ +1 ] 1
Réciproquement a2 un Z-lissage g :(V, V) — (d""'xs',s"xsh,
n3 3, nous pouvons associer -du moins dans la catégorie semi- linéaire-

un noeud g: S"x0 - V L.)(WS“xD2 bien défini a cobordisme prés.

Nous obtenons ainsi un isomorphisme de groupe entre Cn et le

groupe S’Z(Xg’z) des classes d'équivalence des Z- lissages de X3~z.

Enfin, un calcul simple montre que, pour n>4, §, (Xg’z) est

isomorphe au groupe de chirurgie homologique I'__ _(A) oU A est le

n+3

diagramme ci- dessous (€ ¢tant le morphisme d’augmentation) :
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Zt '] r...-f.fi.__..‘, Zlt, t ]

id [c

] —94 L 2

1

Il semble naturel de vouloir généraliser le raisonnement qui
précéde aux entrelacs de dimension n a K composantes,
| | on n+2 . , .
f: —S —— S ". Malheureusement si les complémentaires de tels
entrelacs ont bien tous méme homologie que le complémentaire de

I'entrelacs trivial Xg'z(k), il n'est pas possible, en général, d'associer a

un entrelacs f un Z- lissage [ de I'entrelacs trivial.

En fait, S.E. CAPPELL et J.L. SHANESON ont remarqué qu'un tel T
existait si et seulement si f était un entrelacs bord. Rappelons qu'un
entrelacs est un entrelacs bord si les composantes de cet entrelacs
bordent dans S"°? des surfaces de SEIFERT disjointes. Cette remarque
est a la base du calcul, en terme de groupes de chirurgie homologique, de

I'ensemble des classes de cobordisme des entrelacs bords, voir [CSZ].

Dans le but d'obtenir un modéle homologique pour les
complémentaires et aussi une structure naturelle de groupe sur
I'ensemble des classes de cobordisme, nous avons été conduits , au lieu
des entrelacs de spheéres, a considérer les plongements f : l—kl-Dn — sz

triviaux sur le bord. De tels plongements sont appelés, dans la suite,

enlacements de k disques de dimension n, ou (n,k) enlacements.

Remplacer les spheéres s" par des disques D" présente deux

avantages :
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1- Deux (n,k) enlaqements peuvent se composer par
"empilement”, si bien que I'ensemble Cn_k des classes de cobordisme des
(n,k) enlacements est un groupe pour cette loi de composition. Rappelons,
a ce propos, que la somme connexe de deux entrelacs n'est pas bien

définie, méme a cobordisme prés ; voir [H] page 126.

2- Soit X le complémentaire d'un (n,k)-enlacement f ; alors

X = #kSn x S' et il existe une inclusion canonique du bouquet de k

cercles Vk s' dans 3X.

Maintenant, il est facile de voir que la composition des
inclusions VkS"——» dX — X induit un isomorphisme en homologie
entiére. Par conséquent X et Vk s' ont méme localisé au sens de
BOUSFIELD, voir [Bx]' [Bz]‘ Rappelons que le foncteur E de localisation a
les propriétés suivantes :

a) X —— E(X) induit un isomorphisme en homologie entiére et
b) Sig:Y——7 induit un isomorphisme en homologie entiére,

I'application g*: [Z, E (X)] —— [Y, E(X) ] est une bijection.

Par conséquent, nous pouvons associer a tout enlacement f une
application f : X —— E(Vk sh qui induit un isomorphisme en
homologie entiére. Mais si nous voulons mettre en oeuvre pour les
enlacements le plan esquissé pour les noeuds, nous nous heurtons a un
obstacle : le complexe E(V, s présente le grave inconvénient de ne pas

étre un complexe fini.
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En fait, il existe une théorie de localisation dte a P. VOGEL, voir
[VI], pour laquelle le foncteur de localisation, noté encore E, posséde les

propriétés suivantes :

c) Si X est un complexe fini, E(X) est limite inductive de sous
complexes finis KP.
d) X=K0 et pour tout entier p, l'inclusion Kp — Kp” induit un

isomorphisme en homologie entiére.

Cest ce foncteur E que nous utiliserons dans la suite. Plus

précisément, si (Kp) désigne la filtration de E(V, s') decrite ci- dessus,

P30

il est possible d'adjoindre a tout Kp un bord aK: . homéomorphe a
#kSnxSl de sorte que (Kp,aK:”) soit un Z-complexe de Poincaré de
dimension n+ 2. Ceci nous permet de construire un morphisme de groupe
b : 8n+2—-—>Cn.k ou sz = lim,pSZ(Kp)

Dans le chapitre 11 nous montrons que sz est isomorphe a un

groupe de chirurgie homologique et que b fait partie d'une longue suite

exacte (S):

9

b
(n>3) — 4 — § — C 5 L — .
n+2 n+2 nk n+1

Dans ce méme chapitre, le groupe 5&“” est calculé en fonction

des groupes d’homotopie du localisé E, de V, s,

La définition précise des enlacements et la structure de groupe
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de Cn_k sont mis en place dans le chapitre I. En fait Cn'k est un groupe
abélien pour n> 2. Le reste du chapitre est consacré a ['étude de Cl,k'
Deux invariants pour Cx.k sont construits, des exemples sont donnés. En
particulier nous montrons comment associer a tout élément de Cl_k k
séries formelles en k variables non commutatives. Etant donné la
complexité des calculs, nous avons du nous aider d'un ordinateur pour
traiteg les exemples.

Au chapitre III nous étudions le groupe Bn'k des classes de
cobordisme des enlacement bords. Puis dans ce méme chapitre nous
montrons que l'ensemble des classes de cobordisme des entrelacs est le

quotient de C_, sous l'action d'un groupe d'automorphismes de 1, (E,).



CHAPITRE 0
PRELIMINAIRES

Les deux ingrédients principaux de ce travail sont :
1°) La localisation des espaces.

2°) La chirurgie homologique.

Nous avons besoin d'une théorie de localisation plus
précise que celle qui a été étudiée par A K. Bousfield dans [B], [B,]. Ce
travail - malheureusement non publié- a été fait par P. Vogel dans [Vn]'
Dans le §1 ci-dessous, nous exposons les résultats de [VIJ qui nous sont

nécessaires. Les démonstrations se trouvent dans ['Annexe.

La chirurgie homologique a été développée par S.E. Cappell et
J.L. Shaneson dans [CSI] et utilisée, en particulier, pour le calcul des
groupes de cobordisme des entrelacs bords dans [CSZJ. Nous avons cru

bon de résumer dans le §2 les résultats principaux de cette théorie.
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§1- LOCALISATION

‘Notre but est de construire un foncteur de localisation
E:CW.— CW., CW. désignant la catégorie des CW -complexes pointés
et des classes d’homotopie d'applications continues, tel que, si X est un
complexe fini, E(X) soit limite inductive de sous-complexes finis ayant
tous méme homologie que X donc que E(X). De plus, pour des raisons qui
deviendront évidentes dans la suite, nous avons besoin que la fléche de
localisation X —E(X) induise un morphisme normalement surjectif
n,(X) — m(E(X)).

Rappelons que les démonstrations se trouvent dans I'Annexe.

1.1 DEFINITION. <9 est la classe des paires (K,L) de complexes [inis
pointés tels que K/L soit contractile.

Malheureusement la classe T3 n'est pas assez grande pour y
développer une théorie de localisation, cest pourquoi nous étendons T8

a T9* comme suit ;

1.2 DEFINITION. Une paire (X,A) de complexes pointés est dans T9* si
toute application continue pointée (M,N) — (X,A) , ou (M,N) est une

paire de complexes finis, se factorise a travers un élément (K,L) de T3.

1.3 REMARQUES.
1- En raison du théoréme de Whitehead, dire que X/A est
contractile est équivalent a:
a) A < X induit un isomorphisme en homologie

entiére et
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b) pour tout point a de A, 7, (X,a) est la cléture normale
de limage de m(A,a). En d'autres termes, m(A,a) —n(X,a) est
normalement surjectif.

2- (X,A) est dans T8 * si et seulement si (X,A) est limite
inductive de paires de sous-complexes (K,L) appartenant a 8. En

particulier X/A est contractile si (X,A) est dans T3*

1.4 PROPRIETES DE 48 ET T8*.
P, :Si (X,A) est dans T8* (resp. 08), alors pour tout complexe Y

(resp. complexe fini) et pour toute application continue

pointée A— Y, (XU, Y,Y)est dans TW* (resp. TY).
P, :Si(Y,X) et (X,A) sont dans T* (resp. 13), alors (Y,A) est
dans T9* (resp.TY).
Si (X,A) est dans TY* (resp. UY) alors (Xx I, Xxal U AxI)

est dans T9* (resp. T3).

1.5 DEFINITION.
Un complexe pointé Z est TY* - local si pour tout élément (X,A)

de T9* linclusion A — X induit une bijection [X,2] — [A Z].

1.6 THEOREME. I! existe un foncteur E : CW. — CW. et un morphisme
fonctoriel n : id —E ayant les propriétés suivantes :
i) Pour tout X dans CW., 1, : X —E(X) est tel que (E(X), X) soit
dans T3*.
ii) Pour tout X dans CW. , E(X) est T8* - local.

Enfin un tel couple (En) est unique.
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1.7 DEFINITION. E est le foncteur de T9* - localisation et E(X) est le

CW* - localisé de X.
Dans la suite, nous ferons usage du résultat suivant .

1.8 PROPOSITION. Si X est un complexe fini, son localisé E(X) est limite
inductive de sous-complexes finis )(p ,p=>0 tels que :
a) X, =X

b) pour tout entier p, (X, X) est dans 3.

Les espaces Td* -locaux sont caractérisés par certaines propriétés de

leurs groupes d’homotopie. Citons en particulier :

1.9 PROPOSITION.
Soit X un complexe T *-local, G = m(X). Soit L et L, deux
Z[G]- modules libres de type finiet a:L — L, un morphisme tel que

a@GZ: L0®GZ - L]®GZ soit un isomorphisme. Alors, pour tout entier

n>1,0* :Homg(L, n (X)) o Homg(L,, n (X)) est un isomorphisme.

Les n_ (X) sont donc des Z[G]- modules locaux au sens de [Vz],

voir ci- dessous. [l s'ensuit que :

1.10 COROLLAIRE : Si A est le localisé universel au sens de [CO] de
l'augmentation ¢ : Z[G] — Z, alors, pour tout entier n> 1.
1) lapplication canonique n_ (X) — n,(X) ®; A est un

isomorphisme.
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2) Torf (n (X), A) est nul.
1.11 Rappelons que l'anneau A est caractérisé par les propriétés
suivantes:
a) Il existe un diagramme commutatif (dans la catégorie des

anneaux)
A

Z[G] —
\c- z
tel que toute matrice a coefficients dans Z [G] inversible dans Z est
inversible dans A.

b) A est universel pour la propriété a).
Rappelons qu'un Z[G]- module M est local au sens de [Vz] s'il posséde la
propriété suivante :

Pour tout morphisme @ : L, — L, entre Z[G]- modules libres de
type fini tel que a Q Z soit un isomorphisme,

a*: Homg (L, M) — Hom(L,M) est un isomorphisme.

Le corollaire 1.10 provient des faits suivants prouvés dans [V2]' section
6: SiM estun Z[G]- module local, alors I'application canonique

M-— M ®; A est un isomorphisme et Torf(M. A) =0.

Il s’ensuit que les modules locaux ont les propriétés

ci-dessous:

1.12 PROPOSITION . Soit M un Z[G]- module local. Alors. pour tout
A-module N,

1)N ®; M est isomorphe a N ®AM et
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2) Tor?(N,M) est isomorphe a Tor:\(N,M).

Enfin nous ferons usage du résultat ci- dessous qui se déduit

aisément du theorem 1.13 de [Vz].

1.13 PROPOSITION. Soit (Y, X) un élément de TI* Soit n =7 (Y), et soit
A le localisé universel de l'augmentation € : Z[n] — Z.

Alors pour tout entier q>0, Hq(Y. X;A)=0.

1.14 REMARQUE. Nous n'avons exposé ici qu'un cas trés particulier de
la théorie de P. Vogel. Voici un résumé succint de [V ]. Appelons classe
localisante tout classe 9 d'application entre CW-complexes pointés
possédant de bonnes propriétés de stabilité :
1) V est stable par composition finie.
2) les équivalences d'homotopie sont dans 9°.
3) WV est stable par réunion disjointe.
4) si X —Y est une cofibration de 4, alors pour toute
application X —Z, Z—>7Z Uy Y est dans 9.
S) si X —Y est une cofibration de 9, XxIlu Yx(0,1)—YxI
est dans V.
Y est dite “pas trop grosse” s'il existe un nombre cardinal infini ¢ tel

. +2 R .
que tout diagramme Sn — Dn o X — Y est dans Y se factorise
l l
X — Y

atravers X' —— Y' de 9, X' et Y' ayant au plus c cellules.
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THEOREME. Toute classe localisante pas trop grosse admet un
foncteur de localisation.
Par exemple :

- Si h, est une théorie homologique égalisant les applications

homotopes, alors la classe Y des applications X —— Y
induisant des isomorphismes h,(X) — h,(Y) est une classe localisante
pas trop grosse.

- La classe des application q-connexes X —— Y est une classe
localisante pas trop grosse et le localisé de X est le (q- l)iéme étage de la

tour de Postnikov de X.

Soit maintenant 4’ une classe localisante, c un nombre cardinal
infini et ‘V’c la sous-classe de 9 constituée des applications X —Y ou X
et Y sont des complexes ayant moins de c cellules. Alors il existe une plus
petite classe localisante "V"g contenant ‘VC. CV’: n'est pas trop grosse et

posséde donc un foncteur de localisation.

§2 - CHIRURGIE HOMOLOGIQUE.

Ceci est un résumé de [C-S 1] adapté a nos besoins : les
résultats cités n'y figurent pas dans leur plus grande généralité. Nous
avons également choisi de nous situer dans la catégorie semi-linéaire
(PL) bien que les résultats énoncés soit également vrais dans les

catégories DIFF et TOP.

2.1 DﬁFINITIONS. NOTATIONS. Soit X un complexe fini connexe,
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X un sous-complexe et soit F : Z[n] — A un morphisme surjectif
d'anneaux, 7= (X).

Nous dirons que (X.9X) est un A-complexe de Poincaré de

dimension n : (n>0) et de classe fondamentale [X]eHn (X,3X) si le
cap-produit N [X]:H*(X;A)— H _, (XX ; A) est un isomorphisme.

Une application f : Y — X sera appelée A-égujvalence

d’homologie sif,:H,(Y; A)— H, (X; A) est un isomorphisme.

Enfin, il convient de supposer que le morphisme
d'augmentation € : Z[nl— Z se factorise par ¥ de sorte que toute

A -équivalence d'homologie soit une Z-équivalence d’homologie.

Supposons donc que (X,dX) soit un A-complexe de Poincaré de
dimension n et donnons nous une application normale (f, ) (toujours
supposée de degré 1), f:(V,aV) —(X,dX) telle que fl3V soit une
A-équivalence d’homologie, V désignant une variété orientée de
dimension n.

A quelle condition (f,f) est-elle normalement cobordante a une

A-équivalence d’homologie de paires ? La réponse est fournie par :

2.2 THEOREME. (n>5) Il existe un groupe abélien I'| (F) et un élément
ol(f.f) € I‘n(fF) - qui dépend seulement de la classe de cobordisme normal
de (f,f)- ayant la propriété suivante :

o(f,f) =0 si et seulement si (f,f) est normalement cobordante,

relativement a dV, a une A-équivalence' d’homologie.
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2.3 THEOREME (DE REALISATION). (n>5)
Soit (h,h), h:(V,aV)— (X,0X), une application normale telle que h soit
une A-équivalence d'homologie de paires. Alors pour tout élément
Ye I‘n"(?), il existe un cobordisme normal (H,fI),
H:(W,a,W, I, W, 9, W ) —— (XxI, aXxI,Xx0,Xx1)
étant telque: 9, W =93VxI, 3, W =V, 3(d, W) =3V
HI9, W = h, HR, W = (hlaV)xid,

H|3, W est une A-équivalence d’homologie et o(H,H)=V.

2.4 Les groupes I‘n(f}') généralisent les groupes de Wall L_(n),
voir[W].

En fait T (id ) =L (1) et l'application I (&) —T , (&) qui a

n n+4

o(h,h)  associe o ((h.ﬁ)xidcpz) est un isomorphisme.

Il existe aussi des groupes I relatifs. A un diagramme @ :

P

Z[nv] — A

l l
F

Z[n] — A

on sait associer des groupes I' | (@) et une suite exacte :

d

T (F)— T (F)—=T_, (0) =T (F) — ..

R BY n+l

Ces groupes I‘n(®) s'interprétent de la facon suivante :

2.5 THEOREME (n>6) Soit (X,0X) un A-complexe de Poincaré de

dimension n tel que 9X=Y UY_ ,(Y,, oY, ) et (Y_,aY_) étant des
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A-complexes de Poincaré tels que 3Y =9Y_ etn=mn(X), ® =n(Y )

Soit (h,h) , h : (Va_V,9,Y) — (X,Y_,Y,) une application
normale telle que :

hls_V: 8a_V—Y_estune A-équivalence d’homologie

hla(@_V): 3(d_V)—93Y_ est une A’-équivalence d’homologie
Alors il existe o(h,h) dans I‘n(d)) ayant la propriété suivante :

o(h,h)=0 si et seulement si (h,h) est normalement cobordante,
relativement 23_V, 2 (g.8), g:(W,3_W,3, W) ——(X,Y_,Y,) étant tel
que :

glo, W: 9, W——Y, est une A'-équivalence d’homologie

g : W —— X est une A-équivalence d’homologie

2.6 THEOREME. (>6) Soit (X,9X) un A-complexe de Poincarée de
dimension n, n=m(X) et n'=n,(3X).

Soit (h,h), h: (v,3V) — (X,0X) une application normale telle
que : h est une A-équivalence d’homologie

hloM : dM — dX est une A’'-équivalence d’homologie

et HloM : aM — 93X est j-connexe pour 2j<n-1.

Alors pour tout YeT , (®), il existe un cobordisme normal
(F,F) entre (h,h) et (£,f), f vérifiant les mémes hypothéses que h et

o (HH)=Y

2.7 Les groupes rn(ﬁ) permettent de généraliser la suite exacte de
Wall-Sullivan [W] de la facon suivante.
Soit (X,9X) un A-complexe de Poincaré dont le bord 3X est une

variété. Appelons A-lissage de X toute application f: (M,3M) —(X,3X),
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(oU M est une variété de dimension n) telle que { soit une A-équivalence
d’homologie et flaM est un homéomorphisme. Deux A-lissages de X, [ et
g, 8 (NON) —(X,9X), sont dits ¢quivalents s'il existe

F:(W,N, M ,W)— (XxI,Xx0, Xx1,3Xx1I)
telle que :

F est une A-équivalence d’homologie

oW =NUMU, W

FIM =f, FIN=get

Fla,W : 9,W —— 0Xx I est un homéomorphisme.

Nous désignerons par S’A(X) I'ensemble des classes
d'équivalence des A-lissages de X . Désormais §,(X) est supposé non

vide.

Fixons nous maintenant un A-lissage de X, f: (Mo,aMO)—-—>(X.aX).
D'aprés les hypothéses faites en 2-1, f  est une Z-équivalence
d'’homologie ; il s'ensuit que fo est couverte par une application fibrée fo
de sorte que (fo, fo) soit une application normale.

D'aprés 2.3, un élément YeT __ (F) est égal a l'obstruction

n+1

o(H,f) d'un cobordisme normal (H,fI) entre ( fo,fo) et (h,h), h etant une
A-équivalence d'homologic donc aussi un A-lissage de X.

Ceci nous permet de définir §: T, (F) —§,(X) comme étant

1

l'application qui associe 2 Y=o(H,fI) la classe de h dans 8§, (X).

Nous obtenons alors une suite "exacte” :
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L (F)—5 8,00 —L (XX, G/PL1—Sor (F)  (n3>5)
ou 1 associe a un A-lissage [ la classe de cobordisme normal de (tfeto
associe 2 une application normale (f,f) (dont la restriction au bord est un

homéomorphisme) l'obstruction o(f,f) € I (F)

Cette suite est exacte au sens suivant :
Imn =Keroet
n{x) est égal a la classe du A-lissage fo si et seulement si

(F).

x = £(Y) pour un certainVdeT
En remplacant X par Xx I, cette suite se prolonge sur la gauche
et devient une suite exacte de groupes abéliens.

Dans la suite, il sera fait usage du résultat suivant.

2.8 PROPOSITION. (n»5S) Tout A-lissage de X est équivalent dans
S§,(X) a un A-lissage g : (N,aN)— (X,3X) tel que g,:m(N) — n(X)

soit un isomorphisme.

2.9 REMARQUE. Grace au résultat ci- dessus la suite exacte de 2.5
devient, pour A=Z[n], la suite de Wall-Sullivan.

Pour terminer citons encore le résultat ci- dessous prouvé dans

v,

2.10 THEOREME. Soit A le localisé universel de F : Z[n] — Z. Alors

[ (F) est isomorphe a L:(A).



CHAPITRE 1

LES GROUPES C, , - GENERALITES-
EXEMPLES EN BASSE DIMENSION

Dans ce chapitre, nous prouvons que l'ensemble Cn K des classes
de cobordisme des enlacements de k disques de dimension n a une
structure naturelle de groupe. Ce groupe est abélien pour n3x2,

cependant C, contient le groupe des tresses a k brins, voir §3.

Au 8§82 nous définissons la notion de localisation d'un

enlacement. Cette notion jouera un rdle important dans la suite.

Nous construisons, dans le §4, deux invariants par les

enlacements d'intervalles. Quelques exemples sont traités.
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§1- DEFINITIONS ; LE GROUPE C,

1.1 NOTATIONS. Le disque de dimension n est D"=[0,1]" = I".
tout entier k>0, I'ensemble (1,2,.........., k) sera noté kK et a, a,.., a, étant
k points distincts de l'intérieur de Dz, nous désiénerons par

o kx D" — D"*? rinclusion définie par jolix)=(a;x) € D°xD"=D""?,

i=1,2,..., k.

1.2 Un enlacement de k disques de dimension n , ou (n,k)
enlacement, (n>1, k>1) est un plongement semi- linéaire localement
plat et transverse au bord f : kx p" —*Dn‘z tel que
flkx3(D") = jlkxa(D").

Dans la suite, l'enlacement j : kX D" — D"*? sera appelé

I'enlacement trivial.

1.3 Deux (n,k) enlacements f, g : kxD" ——D""? seront dits
cobordants s'il existe un plongement semi-linéaire localement plat et
transverse au bord, F:kx D" — szxl tel que

FIkxD"x0 = f, FlIkxD"x1 =g et FlkxaD"xI = (j| kx3 D")xid,

1.4 Somme de deux (n,k) enlacements.

n+2

Notons a, o, : D E— sz les applications

oy.t) = (v, 1/2) , a,(y.t) = (y, 5=), (y.)eD"" x1= D2
f, etf, étant deux (n,k) enlacements, leur somme

f+0,: kx D" —D""%est le (n,k) enlacement défini par :
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f+f (x,t) =
12

ou (x)eD"=D""'x1.

Il est aisé de vérifier que, pour tout (n,k) enlacement f, f+j0.

jorf et f sont cobordants (en fait, isotopes).

1.5 Symétrique d'un (n,k) enlacement.

n+2

Soit @ : D""?——D""? définie par alyt) = (y.1-t) ,
(y.0eD""'xI, et soit f un (n.k) enlacement. Nous désignerons par
(-f) : kxD" — D"*? le (nk) enlacement suivant :

T,

(-f) (x,t) = af(x,1-t), (xt)eD
1.6 PROPOSITION. Pour tout (n,k) enlacement f, f+(-f) est

cobordant a j,.

Démonstration. Soit h : a(IxI) —— 3(IxI) est un
homéomorphisme tel que h(OxI)=0xIu Ix0 U 1xI, h(0,1) =(0,1),

h(0,0)=(1,1). L'application h se prolonge (radialement) a un

homéomorphisme, noté encore h:IxI— Ix]I.

Mx)
_h /
\ .
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f:kx Dn"xI —— D""'x1 étant un (n,k) enlacement, définissons F:

kxD" 'xIxl - D"'xIxI par

aXh)o (fxidl)o (id .,
xD

x h™").

F=(id |
D —
Alors FlkxD"x0 = j, et FlkxD"x1 = f+j +(-I).

Donc f+(-f) est cobordant a j.

1.7 PROPOSITION. Soient f et g deux (n,k) enlacements. On suppose

n>2. Alors f+g est cobordant a g+f.

Démonstration : se fait suivant le schéma ci- dessous. En f+g

est isotope a g+f.
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Nous avons donc prouvé le :

- \
1.8 THEOREME. Les classes de cobordisme des enlacements de k
disques de dimension n forment un groupe noteé Cn . Ce groupe est

abélien dés que n3 2.

Cependant Cl K n'est pas commutatif, du moins pour k> 2, voir §3 et
4 ci-apres. Mais il est clair que C“ est isomorphe au groupe Cl de FOX

et MILNOR.
§2- EXTERIEUR D'UN ENLACEMENT ; LOCALISATION
2.1 Un (n,k) enlacement f se prolonge de fagon unique -2 isotopie

prés- a un plongement T kx anDz _— sz.

Définissons l'extérieur X(f) du (n.k) enlacement f comme étant la

fermeturc de D" *-f(kxD"x D%)

L'extérieur du (n,k) enlacement trivial jo sera noté X:;*z.

Clairement Xg*z = Xg”x I= sz D" ou Xg est le disque D’ privés de k

n+1 1

. — 2 : N
disques ouverts et disjoints. X0'% est homéomorphe a #,(D x S)

(o]
(somme connexe sur le bord).

2.2 Le bord de Xg'z se décompose de la fagon suivante :

+2 + +
ax™ % - (ax™ D) u o x™H
0 0 ext 0

int
-1
kx Sn X S]

ou Xx™%) - j_o(f\_anxSI) et (ax:’z) - aD“’z-TO (k xaD"x D).

ext
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n+l

Notons aussi que (axg’z)ex[ = (axo“") x TU X, xal.

ext
Plus généralement le bord de X(f) se décompose sous la forme :

OX(0) = (X)), U (BX(U),,

n*Z)

- mais, puisque f] kx3D" =jol kX aD" | il est

clair que (3X(f)),,, = (3X,

ext

Enfin, posons, pour tout (n,k) enlacement f

n+
(0]

n+1t

Y(0) = 3X(0)-X5 %0 = X5'x1 U @X(0);,, U (X)), x1

(¢} ext

Mt

K, x©

—_—
=>

A)

R

K, x4

Y(f) s'obtient de Xgﬂxl en ajoutant un collier a axg”xl ;

Y(f) a donc le type d’homotopie de V, s, Rappelons maintenant que la
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classe U3 définie au chapitre 0 est constituée des paires (K,L) de

complexes finis tels que K/L soit contractile.

2.3 PROPOSITION. Pour tout (n,k) enlacement f, la paire (X(f), Y(f))
est un élément de TY. Autrement dit, l'inclusion Y(f) — X(f) induit un
isomorphisme H, (Y(f)) —— H, (X(f)) et une application normalement

surjective n(Y(f)) — =n, (X(f))

Démonstration : f:kxD% D*—— D"*? étant I'épaissement
du (n,k) enlacement f, posons A=Y(f) U f(kxD"x D%) ; A se rétracte par
déformation sur D"”x 1 c sz . A est donc contractile. D'autre part, le

diagramme ci- dessous est cocartésien :

YU) < A
l 1
X(f) — p*?

La suite exacte de MAYER-VIETORIS et le théoréme de

VAN-KAMPEN fournissent le résultat cherché.

2.4 Localisation d'un (n,k) enlacement. E étant le foncteur de

localisation défini au chapitre 0, posons Ek=E(VkSI). D’aprés la

proposition 1.8, chapitre 0, Ek = lim K, Ko = Vk S1 et, pour tout p,
o

(Kp, . Kp) est dans T3.

Maintenant fixons nous, une fois pour toutes, une équivalence
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d’homotopie s : Xg —_— VkSl ;s se prolonge a une équivalence

n+2

d’homotopie notée encore s : XO

_— VkSl par s(x,t)= s(x) ,

n+2 2 n
(x,)eX, "= X xI.

L'épaissement T: kxD" xD*—— D"'? du (n,k) enlacement f
permet de construire un homéomorphisme f : Y(f) — Y(j,) tel que

[1Y(0)- (3X(£)), , soit lidentité et [1QX(),, = T ' 1QX(D), .

t
En raison de la proposition 2.3 précédente et de la propriété
universelle de E;, [l'application s|Y(j,)of": Y(f) —’Vkslc E, se
prolonge, de facon uniquelz‘x homotopie fixe sur Y(f) prés, a une
application 1(f) : X(f) — E,
1(f) sera appelée la localisation du (n.k) enlacement
f slY(jy)
YO — 5 Y(g) — VS . E

] L(%)

X(f)

k

2.5 Localisation d'un cobordisme

Soit F : kx D'x] — sz x1 un cobordisme entre les deux

n+2

(n.k) enlacements f et g. F s'épaissit en F : kxD"x IxDX—— D x 1

n+

et nous poserons X(F) = D le-g_anxIxDz. Y(F)=6X(F)-X2”x1x0.
Y(F) se décompose sous la forme Y(F) =X(f) u X(g) U Z.

A l'aide de T, il est possible de construire un homéomorphisme
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F:2— Y(jo)xl prolongeant {' et g'. Définissons maintenant
I'(F) : Y(F) — E,  par I'(F)IX(0)=1(f) , I'(F)l X(g)=1(g) ,

P(B)IZ= (sI¥(jg) x 1) oF".

Mais (X(F) , Y(F)) est un ¢lément de 03. Par conséquent 1'(F) se
prolonge -de facon unique a homotopie fixe sur Y(F) prés- a une
application 1(F) : X(F) — E,.

1(F) est la localisation du cobordisme F.

§3- AUTOMORPHISMES DE “1(Ek) ET GROUPES DE TRESSES.
Une sorte de généralisation du théoréme de représentation

d'Artin (proposition 3-5) nous prouve que C ., contient le groupe des

Lk

tresses pures.

3.1 Le groupe n(E,) sera désormais noté G, et F, désignera le

groupe libre ayant X, X,,... X, pour générateurs

K
Notons que le morphisme de groupe i, :Fk -———-»Gk induit par

linclusion i : V, st — E, est une injection car, d'une part

i H(F) ——-~—>Hl (G,) est un isomorphisme et H,(F,) =H,(G,)=0,

d'autre part F est résiduellement nilpotent ; voir [St].

3.2 PROPOSITION.
Soit 8, 8, - By Kk éléments quelconques de Gk. Alors il existe

un et un seul automorphisme o de G, tel que o(x;) = g, x; gi-' ,i=1,2, ., k.
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Démonstration :

1) Existence de g Etant donné 8 8, - By dans Gk
considérons une application f : Vk Sl _— Bk telle que, pour i=1,2,...k,

fo(x) =g;x,8; . fo=m (V, S)—>m, (E).

Il est clair que f, est normalement surjective et que { induit un
isomorphisme en homologie entiére. Par conséquent, pour tout entier p

tel que K D f (Vg sh, (Kp . £V, s') est dans la classe €9.

Il sensuit que (E, ,f(>VkSl)) est dans T8* car pour toute

application (M, N) —— (E f(VkSl)) ou (M, N) est une paire de

k ’
complexes finis, il existe un entier p tel que Kp contienne l'image de M

et f(V,s).

Les propriétés du foncteur de localisation E font que f se
prolonge en une équivalence d’homotopie E(f) : E, —— E, qui rend

commutatif le diagramme

v, s
1/ \ f
EE —xm — Ek

Par conséquent E(f) induit un automorphisme ¢ de G, = =, (E,)

tel que o(x,) = g, X, g;l ,i=12, ..,k

2) Unicité : Il suffit de prouver que le seul automorphisme de

Gk laissant fixes les X, est lidentité. Appelons T un tel automorphisme :
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Ux,)=x,i= 12 ..k etsoitp:E — BG, [lapplication induisant

'S

l'identité sur les .

Il existe une application g : BGk ——— BG, telle que g, = Tetle

diagramme ci- dessous est commutatif:

1
V,s' - E - BG,
id l id l l g
1
vs' > E - BG,

Les obstructions a relever g .. p: Ek — BGk eng : Ek _— Ek
se situent dans les H*"' (B, VkSl T (E)) . q>2, car lafibre de p est le
revétement universel de Ek. Mais, d'une part les nq'(Ek) sont des
A - modules, A, étant le localisé universel de 'augmentation Z[Gk]—->Z

et d'autre part  H, (E_. V, st A,) = 0, (voir §1 chap 0).

Les an (Ek, VkSl Ty (Ek)) ., g>2, sont par conséquent tous
nuls ; il Sensuit que g existe. Mais, en vertu des propriétés de }3k , g est

nécessairement homotope a l'identité. Donc g est homotope a l'identité.

3.3 NOTATIONS
Nous noterons J(G,) (resp. F(F,_)) le groupe des
automorphismes ¢ de G, (resp. F,) de la forme o(x,) = 8; X; g;l . 8,€G,

(resp. F,). i=1.2, .., k.

H (G, ) (resp. F (F ) est le sous-groupe de F(G,) (resp. F(F,)

constitué des automorphismes ¢ tels que o (xl X, .. xk) =X X, .. X
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Notons encore que , d'apres la proposition précédente, %O(Fk)

(resp. F8(F,)) est un sous-groupe de K (G,) (resp. F (Gy)).

3.4 Soit Bk le groupe des tresses a k brins, voir [M], et soit Pk le
sous-groupe de Bk constitué des tresses pures : Pk est le noyau de

B,——$, ou §, est le groupe symétrique.

Clairement, une tresse pure a k brins est un (1,k) enlacement
et la loi de composition des tresses fait qu'il existe un morphisme de

groupe |L: Pk — Cl'k.

D'autre part, le théoréme de Représentation d'Artin ([M],

theorem 4-6) nous fournit un isomorphisme A : P, — %O(Fk).

3.5 PROPOSITION. Il existe un morphisme de groupe

A :C ,— F(G,) tel que le diagramme ci- dessous soit commutatif :

A
P — H(F)
0 k

Démonstration :
Soit f un (1,k) enlacement d'extérieur X(f) et de localisation
1(f): X(f) — E,. 1(f) Ing 1 est I'équivalence d’homotopie s définie en

2-4 et si Yo Voo Y désignent les générateurs canoniques de
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nl(ngO) alors, clairement, y; et x; sont conjugués dans m,(X(f)). Il
. A

existe donc g, 8,, ..., 8, dans G, tels que lﬁl(y'i)=g1-l X; 8; + de plus

Hi, X; = 1’1; 8; X; gi'l puisque II; X, est représenté dans L4 (Xz x 1) par le

bord du disque D? contenant XZ x 1.

La proposition précédente nous permet d'associer a f un
élément o, de F&, (G,).

Soit maintenant g un (1,k) enlacement cobordant a f et soit Z
I'extérieur d'un cobordisme entre [ et g. Les propriétés de Ek font que

1(f) et 1(g) se prolongent en 1(F):Z—— E_; voir 2.5 . Il s'ensuit que

K

1, = 1, Ceci définit une application X:C — F(G,).

D'autre part la définition de la composition des enlacements fait

que X est un morphisme de groupe.

Enfin le diagramme (A) est commutatif car cette construction de
A n'est qu'une généralisation 2 C, ¢ de la construction de l'isomorphisme

A, voir [M].

3.6 COROLLAIRE.

Pour k> 3, le groupe C‘ K n'est pas commutatif.

Démonstration : Il suit de la proposition précédente que

est une injection. Or P, n'est pas commutatif pour k> 3. Plus
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précisément, il existe une suite exacte et scindée, voir [M].

1 > F > P

1

k-1 k k-1

3.7 REMARQUE. Ce qui a été fait dans ce paragraphe peut se

généraliser de la fagon suivante.

Appelons enlacement généralisé de k intervalles tout

plongement f : kx I ——D%x1 tel que f(ix0) = a,x0, f(ix 1)=asmxl
ol s est un élément quelconque du groupe symétrique Sk et les a; des
points distincts de l'intérieur de D’ choisis une fois pour toutes,

i=1.2., k.

En considérant les classes de cobordisme de tels objets nous

obtenons un groupe, disons Dx- contenant Cl K
La proposition 3-2 se généralise en :

3-2'.Soit g, 8,, ..., 8, k éléments quelconques de G, et soit s un
élément de Sk. Alors il existe un et un seul automorphisme ¢ de Gk tel

que 0(x;)=8; X(; g? , i=1,2,...k.

Notons maintenant & (G,) (resp. & (F,)) le groupe des
automorphismes ¢ de G, (resp. F,) de la forme o(x,) = 8; Xg(i) gi" et
F(G,) (resp. F(F,)) le sous-groupe de F(G,) (resp. & (F.)) constitué

des o tels que o(x; X,..X )= X, X, .. X,
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Le théoréeme de représentation d'Artin nous fournit un
isomorphisme @ : B, — ffo (F,) et la proposition 3-4 peut étre

reformulée ainsi :

3-4'. 1l existe un morphisme de groupe o : D, —’550 (Gk) tel que le

diagramme ci- dessous soit commutatif.
~ @

B —> F (F)
0 k

\. l

F (G)
0k
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§4 - CALCULS DANS C, .

Pour tester la commutativité de C , ou pour pouvoir décider si
deux enlacements donnés sont différents (a cobordisme prés), nous

avons besoin de construire des invariants pour Cl K

Mais, puisque H(F )= H/(G,), les invariants que l'on peut
espérer via l'abélianisation de G, sont des invariants d'entrelacs (de
cercles), du genre polynome d’Alexander, forme de Blanchfield (voir
[H]), et de ce fait, ne répondent pas a nos besoins.

Dans ce qui suit, nous montrons que l'on peut associer a tout
(1,k) enlacement 'k séries formelles en k variables non commutatives et
a tout (1, 2) enlacement une fraction rationnelle. Quelques exemples

sont traités.

4.1 NOTATIONS. Soit P, = Z[[X, X,, ..., X;]] l'anneau des séries
formelles en les variables non commutatives Xr Xz' s Xk , et soit
U = (peP, Ip(0)=%1) le groupe des unités de P,.

Fk étant, comme d'habitude, le groupe libre engendré par

X, X, ..., X;, NOUS désignerons par Q : Fk —— U le morphisme de

groupe défini par a(x;) = 1+X,, i=1,2,.k.

4.2 PROPOSITION. Le morphisme « : Fk —— U se prolonge, de fagon

unique, en un morphisme de groupe o : G, — U
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Démonstration : Soit In l'idéal de Pk engendré par les
mondémes de degré n, n>0 ; et soit U(n) le sous-groupe normal de U

constitué des éléments de la forme 1+poupel .

Prouvons maintenant que U/U(n) est un groupe nilpotent. Pour
cela, notons Un le n'°™ terme de la série centrale descendante de U :

U, =I[UUletU, =[U U,

. I. Clairement U, c U(1). Une

{

récurrence facile prouve que, pour tout n> 1, U c U(n). Il s'ensuit que
le n'™® terme de la série centrale descendante de U/U(n) se réduit a

I'élé ment neutre.

U/U(n) est donc nilpotent. Or tout groupe nilpotent est local au
sens de Bousfield, voir [Bl]. Il se trouve, d’autre part, que l'inclusion
ix - Fk-——->Gk induit un isomorphisme sur le H‘ et que
Hz(Fk) = Hz(Gk)=0. Par conséquent l'application ¢ o : F, —— U/U(n)
ou ¢ : U — U/U(n) désigne l'application canonique, se prolonge, de

fagon unique, 2 a_:G, —— U/U(n).

Terminons la démonstration en remarquant que
U = (lim U/U(n) et qu'une limite

projective de groupes locaux est clairement un groupe local.

4.3 PROPOSITION. L'application o : G, —— P, induit un morphisme

de groupe # (G, ) —— Aut P.
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Démonstration : Soit T un ¢élément de F (G,). nous savons
qu'il existe des éléments aa,,., a, de G, tels que 1(x;) = a, x; ai-l,
i=1,2, .. k.

Pour i=1,2, ..., k, nous définirons la série T(Xi) par
T(X,) = ala) X, E(a;l). Remarquons au passage que 1 (X,) = X;+q,, q;

étant un élément de Pk de valuation > 2.

Plus généralement, si p(Xl, Xz- s Xk) est un polyndéme, nous
poserons T (p) = p(T(X), T(X,), .. X,)). Soit maintenant s= 2,0 P; un

élément de Pk ou les p; sont des polynomes homogénes de degré i.

D'aprés la remarque précédente T_(pi) est de valuation i, par

conséquent la suite de terme général T(s_) = Zomnt—(pi) est une suite

de Cauchy de Pk pour la métrique induite par la valuation. Il s'ensuit

que T (s ) converge vers 1(s) = %, T (p,).

Le groupe U étant local, nous savons que l'application

Hom(G,, U) ——Hom(F,, U) induite par l'inclusion F,—— G, estune
bijection.

Or, par construction de T, T oalF, = o 1|F,. Par conséquent

le diagramme

T
Gk Gk
a | I a
p—»‘— P
k k

est commutatif.
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Vérifions maintenant que 1T est bien un automorphisme de P,.
. .. . s |
De la méme fagon que précédemment, nous pouvons associer a1t une

application 17" P, — P,. Il est clair que T (X, = 1! T(X,) = X,

i=1,2, ..., k.
Il sensuit que T 1 '= 1 T=id P,.
. x
4.4 Le diagramme C,, ——— ¥ (G,) —— Aut P, nous permet

d'associer a la classe de cobordisme d'un (1,k) enlacement f, un
autormorphisme g, de Pk ; donc en particulier d'associer a f des séries
formelles Y;=0,(X,) , i=1,2,.., k. Mais, dans la pratique, il semble difficile
d’exhiber l'automorphisme o, ; méme le calcul complet des séries Y,

nous parait, pour l'instant, peu accessible.

Dans ce qui suit, nous nous sommes contentés de calculer les
séries Yr Yz, tronquées au degré 4, pour certains enlacements a deux
composantes.

Et si nous nous sommes contentés du degré 4 c'est parce que,
méme 2a l'aide d’'un ordinateur, les calculs aux degrés supérieurs a 4
sont longs et pénibles : des calculs intermédiaires nous font passer par
des polyndémes a 4 variables non commutatives et de tels polynémes de

degré 5 dépendent de 1365 coefficients.

Précisons maintenant les notations et la méthode de calcul

utilisée. x et x, désignent les générateurs canoniques de n, (ng 0) et
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Y,. ¥, ceux de 7 (sz 1) . X, X, Y. Y, ont pour images respectives
1+X, 1+X2, 1+Y,, 1+Y, dans P2 selon le diagramme ci- dessous :

n, (X2x0)
I 1, (X(£)) —— G, — P,

2
n(Xgx1)

ou X(f) est I'extérieur de I'enlacement f.

Le groupe m, (X(f)) est calculé selon la méthode de Wirtinger ;
puis dans les relations obtenues, X, X,, Y, Y, sont remplacés par 1+Xl,

1+X2, 1+Yl, 1+Y2.

'L'exemple A est traité en détails. Les exemples B et D sont
similaires. Dans l'exemple C un générateur supplémentaire z apparait ;
dans les relations définissant n,(X(C)), z est remplacé par 1+Z. En fait z
est conjugué a x,. Donc Z=X, au degré 1.

La connaissance de Z au degré 1 nous donne Y, etY, au degré
2. La connaissance de Yl et Y2 au degré 2 nous donne Z au degré 2 qui
nous donne Y‘ et Y2 au degré 3 etc ...

Ajoutons que nous nous sommes aidés d'un programme

informatique pour faire les calculs qui suivent.

Tresse T

Les relations

y,= X, X X, X X donnent :
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Y, = X+ X, X,-X, X, +X5 X, - X, X, X, - X3X+ X; X,X,
Y, = Xt XX - XX, 23X X, ¢ XX, - XOX,- X XX - X X2
S XL,X XX, - 2X XX, XX X, XOX X X,X,
- XX, XXX X, + XX Xor XD X2

-1
Tresse T
-1
Yl = XIXZXIXZ X
Y, = X X, X, donnent :

2 2 2
Y= Xpr X, Xm X XmX(X,02 XX, Xe XX XX

2 2 2 3
- Xz X1X2+X12szx+xxzxz'2 X szx - Xxxlexz' Xxxle' Xxxz

NN

F XX X, X X, X X, XX

2 3 2
Y, = X,+ X X X, X - X X, X+ X X - XX+ X, XX,

Enlacement A

Les relations vy, z=X\y, ., YX,=X,z , Yy, 2=zx, donnent:

-1 -1
Yy =X, Y, 4\¥V X,

-1 T
Yo = ¥V XYX, ¥V X, Y,

En remplacant x, x,, vy, vy, par 1+X, [+X , 1+Y, 1+Y, il

vient :

2 2
Y= X+ X, X,- X, X,+ X Xo-X, X, X,+ Y, X, X,- XY, X,- X,Y,X+YIX,

3 2 2 2
X, XY SY XY - XX+ X, XXo-Y X Xor XY X5+

112 XZYIXIXZ

2 2 3 2
Y X X, X, XY XY XY X XY XSV X XY XY Y XY
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2
Y, X+ X, X,- X, X,- Y, X, X,+ X, ¥, X,- XX, X+ X, X X,¥ X,- X, XY

2 1

Y X

1
2
2711

2 2 3
CY2X X,- Y XY XY X, X, X - XY, X, X X XX XX X
+ X X,Y X~ Xzszxl' X X, XY+ szﬁﬁ LY XY,

Dans les équations ci- dessus il convient de remplacer, dans les
membres de droite, Yl par Xl+ X2 Xx" Xl X2 qui représente Yl tronqué

au degré 2. En tronquant au degré 4 les résultats obtenus, il vient :

XX

2
24 2+2X:2Xz

2 2 3 2,,2
+XX,X,-2 XX, X153 XX, XX,-X X3 X-XX;-X X,

2 2
Yl‘ X‘+X2Xl-XlX2—X12Xz+2XlX2X’+XlX2—X2XI-X
3 2
*3 X, XXX+ XX + XX X,

2 2 2 3
Y= X,+ X X, X,X,- XX, X+ X,X 5 X X, X2 2X X, X X, - XX 2- XX,

272

2,2
SXXE-2 X, X X, X,

Enlacement B

Les relations y, Z=X\y,.,zy =tz , X,t=zXx, , ty

i}
>
[ad

2 2

donnent :

4 -1 A 4
Y2 L VX, YV, L Y X,V X,
v 144 4
2 = L YV LV XY XY X
puis,
2 2,2
Y, = X+ X, X,- XX - X, X X+ X, X+ X[ X5-2 X, X, X, X,
2,2 2 3
+2 X, X X, X - X, X[+ X5 X X,- X0 X,
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2 2
Y, = X0 X, X0 X, X,- X, X, X+ X,X+2 X, X, X,- 2X5 X+ X, X, X,X,

3 2 2,2 3 3 2
X Xyt XPX, X - X, X X, X XS X[ XX 2X0 X - 2XS X, X,

Enlacement C
Les relations zs=xz, sy, =zs, y, t=sy , ZY,= X,Z, Y, Z=ty,
donnent :
V,= 2 xlzx 2z
Y,=2 X,2
compte tenu de yz=yl4 X,X,, nous obtenons en notant 1+Z l'image de z
dans P, :
Z= X+ XX, X, X+ XIX,-2 X, X, X+ XX X, X, X,+ X5 X,- X, X,
200K, X, X XXX K, XX, e XA XX2K 23X, X, X, X,
S2XAX,¢ X2 X,- X0 X,
puis
Y, = X+ X, X, X,X- X, X, X,+ XoX+XXo-2 X, X, X, X
+2 X, X, X, X,- XoX X5 X, X,- X5 X,

2 2 2
Y, = X+ X, Xm X, X0 XX, - X X,X,- X X542 X, X X,- X5 X,+ X X,X, X,

12

2 2 2
SX N, XX X, X X0 XOX X, - X, X XX, + XoX

2
2771727 1

2 3

X, X X+ X5 X,
2

_XZXIXZ

Enlacement D
Les relations X, t=XX,, y t=ts sz =2t,y,8=8Z,Y,Z= X,Yy,
donnent :

-1 -1 -1 4 -1 -1 A
Vo= X XX, VXY X, XX, Y, X, ¥V, X, XX,

4 -1 4 -4 4 -1 .
Yo = Vi ¥ X XX, VX,V X, X X, VX, Y, » puls
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Y

2
= XXX 2X XX X,m 2X,X XX e XX

2
1
2 2
Y, = X,+ XXo- 2XX, XX, + 2X,XX,X,- X2X©
Les enlacements A+C et C+ A donnent tous les deux :
2
Y, = X0 2X X2 4XX,X X, 2 X2X P 4X,X XX,

Y, = X,+4XX,XX,- 2X X5 - 4X,X X, X+2 XoX©
4.5 CONCLUSIONS
1- AB et D ne sont pas cobordants a des tresses
I1 est facile de voir que le séries Y, Y, pour la tresse T" (ne2)
sont de la forme : Y, = X+n( X, X,- X, X))+ ..
= X,-n( X, X,- X, X))+
Si A est cobordant a une tresse, cette tresse ne peut-étre que

T, or Yl(A)=Yl(T_l). YZ(A)zYZ(T"). De méme B n'est pas cobordant

a T

2- Nous avons, en fait, calculé de nombreux exemples et
effectué des tests jusqu'au degré 5. Mais tous ces calculs ne nous ont

pas permis de conclure quant a la non commutativité du groupe C

4.6 NOTATIONS .
Posons A=1 [Fz/F'z] = Z[GZ/G'Z] et désignons par A le localisé universel
de l'augmentation € : A—— Z; A est constitué des fractions a/b ou a et
b sont des éléments de A ete(b) = + 1

Nous nous proposons maintenant de construire un invariant, a
valeurs dans A, pour les enlacements a deux composantes.

Cette construction utilise les résultats ci-dessous dont la

démonstration est reportée a la fin de ce paragraphe.
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Précisons encore quelques notations. H étant un groupe, H' et H”
sont les deux premiers sous-groupes dérivés de H ; enfin H'/H" est
muni de la structure de Z[H/H'] module définie par

(hH") . (aH") = (hah "H".

4.7 PROPOSITION . Soit X, X, les générateurs de F2 et soit

c= [x, x,] = Xlxle—l x;" Alors:

1- Le morphisme de A-modules A —— F'Z/F"2 qui a 1 associe c est
un isomorphisme

2-L'inclusion F2 — 62 induit uﬁ isomorphisme

F,/F",

@y A—G,/G",®, A
4.8 COROLLAIRE. Le morphisme de A- modules A — G'Z/G"2 @, A

quiaAe A associe ¢ ® A est un isomorphisme.

4.9 CONSTRUCTION DE ¢ : C,—A

Nous savons associer a un enlacement f 3 deux composantes un
automorphisme o, de G, ; o, induit un autormophisme o'y de G',/G",.

Mais, puisque g, conjugue X, et x,, o'f est un automorphisme de
G‘Z/G"2 en tant que A- module.

A son tour, 0‘r induit un automorphisme de G'z/G"2 ®, A, donc
induit aussi, en vertu du corollaire précédent, un automorphisme 0"r de
A; ¢, est donc la multiplication par ¢”((1).

Nous poserons ¢(f)= o¢''((1) . L'application ¢ prend ses
valeurs dans le groupe des unités U(A) de A et c'est un morphisme de

groupe.
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4.10 EXEMPLES

Les notations et conventions de 4.4 sont conservées. De plus,
nous poserons z=ylx‘-l et nous désignerons par Z son image dans A.
Nous poserons encore d =[y,y,]=0,(c) et nous noterons D l'image de d
dans A. Clairement ¢(f)=D. Enfin nous désignerons par t,ett, les images
de x et x, dans A.

Calculons maintenant D en fonction de Z. Compte tenu des
relations y,y,=x,x, et z=ylx;l, l'égalite d=yly2y;' y;' devient
d=c(x, 2! X;l) (X;'le) : ce qui donne dans A:

-1
D=1-t, Z+t, L (1)

Enlacement A :

. -1 -1 N . . : N
La relation y =x,y, x, y X, donne aprés multiplication a
droite par x;l.

L -1 -1 {
P X1 YA Xl ZXl X2 Xl ou

< -1 —l) ( -l) -1
2 X A XIX2 X2 ZX2 C

o -1
Dans A, il vient Z = —tl tz z+t22-1 ou Z=

et compte tenu de la relation (1), nous obtenons

l-tlt

(p (A) = 1+ _.._._2__
1+t -tt
1 2 12
Enlacement B

. -1 -1 -1 -1 -1 . ). .
Iei z= yx, =X VYX, VY, XyX,¥y, ce qui sécrit encore :

- -1 -1 -1 -1
pozx) (3, xpzxx,) (x, zx,) (x, cx,)z
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Et dans A :
4 4, -1 -1 -1
=t Z- t] t,2+ t,2+ t,-1
1-t L
Donc ¢(B) = I+——————-l—
I-t -t +2t t
12 12
Tresse T

. . 4 -1 -4
On obtient directement d =X, X. X, X, ou d= X, X, X X,

Donc ¢(T) = t't}'

I 72

-1
Tresse T

ce qui donne (T ") = t t

-1 A
d=xlx2cx2x VL

1
DEMONSTRATION DE 4.7

Dans la suite, les notations F2 et 62 seront simplifiées en Fet G;
enfin I'idéal d'augmentation d'un groupe H sera noté I(H).

1- Il est facile de voir que tout commutateur a de F s'écrit sous
laforme a=m ¢" m~' o0 m est un mot en X, X, et n un entier relatif.
Par conséquent, tout élément de F'/F" s'écrit comme un produit de

Py, " x T xP

termes de la forme X, X, , X

2- En général, si 1 N H Q 1 est une suite

exacte de groupes, alors la suite

0 — N/N'— Z[Q] ®, I(H) 1(Q) 0 est une suite exacte

de Z[Q]- modules, voir [H-S] theorem 6.3.

En particulier les suites exactes :

1 F F F/F 1
1 G’ G G/G’ 1
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donnent les suites exactes de A- modules :

(1) o »F'/F" >A @ I(F) I(F/F) >0

(1) o G'/G" A ®; 1(G) —I(G/G) ——0

En tensorisant les suites ci- dessous par A, on obtient les suites
exactes de A- modules :
(2) 0 ——A®, F/F"—A ® I(F) —A ®, I(F/F) —0

(2) 0 ——A®, G/G"—A 8 1(G) —A ®, [(G/G) —0

Pour teminer il reste a prouver que A O I(F) estisomorphe a
A ®; 1(G). A

Appelons A; le localisé¢ universel de I'augmentation Z[G] —Z.
Alors A est un Ag module et le théoréme 1-10 chap. 0 montre que
I'inclusion VZSl———> E2 induit un isomorphisme
i. : H. (V, S, A)—=— H, (E, A). En particulier :
i : H(F, A) -7 H,(G, A) est un isomorphisme.

La tensorisation par A des suites exactes :

0 I(F) —Z[F) — Z ——0
0 1(G) —ZIGl — 7 ——0
fournit les suites exactes
(3) 0 —— H(F, A)—— A ® I(F) A > Z > 0
(3) 0 —— H/(G, A) — A ®; I(G) A »Z—— 0

La comparaison de (3) et (3') termine la démonstration

Démonstration de 4.8. Claire puisque:

G/G'®@, A = F/F®,A = A®A = A



CHAPITRE 11

LA SUITE EXACTE (S)

Nous nous proposons ici de construire une longue suite
exacte :

a b 3
B, 8, C 4 - (8)

n.k n+l

ou Sn‘z s'exprime en fonction des groupes I de S.E. Cappell et ].

L. Shaneson, (voir §4). La partie "homotopique” fﬂm de la suite (S)

2

est étudiée au §5S.
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§1- LE GROUPE & (n>2)

n+li

Rapppelons que nous avons défini en 2.4 chap. I, une

n+l
0

n+l

équivalence d’homotopie s : X o

e Vk Sl , X étant ['extérieur

du (n-1, k) enlacement trivial.

1.1 DEFINITION. &, ,, estlensemble des classes d’homotopie, rel.

aXS”, des applications h: XE”———' E, telles que hld Xg+l=s|a Xg“

1.2 h, h': )(;“l —_— Ek étant deux applications telles que:

n+1 n+1 n+1

e X5™'= w19 X5 '= sle Xg©, deéfinissons h+h': X5 '—— E, par

I
h(x, 2t) si0<t —
2
(h+h) (x.t) = 4 , (x,t)exo“”= x;‘ 1.

1
h'(x, 1-2t) si —2——<t< 1

\

n+1

ainsi que (-h): X, —— E, par (-h) (x,t) = h(x,1-1).
Il est aisé de vérifier que, pour n> 2, h+h' est homotope (rel. axg“) a

h'+h. Nous pouvons donc énoncer la

1.3 PROPOSITION. & ., admet une structure de groupe d'élément

neutre s. Ce groupe est abélien pour n» 2

1.4 DEFINITIONDE3:C,, — &

+1°

1(f) : X(f) —— E, étant la localisation du (n,k) enlacement f,

posons d(f) = 1(f) lXS"x 0.

3(f) est clairement un élément de & et il est facile de vérifier
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que 3(f) = a(g) si f et g sont deux (n,k) enlacements cobordants.

1.5 PROPOSITION. Pournz2,9d: Cog — 851“” est un morphisme

de groupe.

Démonstration : Pour prouver cela, généralisons la construction

faite en 2.4, chap I. Considérons un élément de &Slml représenté par

+1 . . . P

h: Xg —_— Ek et prolongeons h a une application, encore notée
n+l
)

o xI =s ou

ext

h:Y(j) = E par hl (aX

n+1

n+1
o )

x 1 uaX,

extx L

Y(j,) = X
f étant un (n,k) enlacement, ['application h o f": Y(f) ——E, se prolonge
a1, (f): X(f) —— E, (voir 2.4 chap I). Définissons alors

n+1

3, :Chy— &, par 9, (f) = 1,(OI X, x(0).
Il est bien clair que :

- si h et h' sont équivalents dans & alors 3= 9y,

n+t
- 9 =9
- si g est un (n,k) enlacement 3, (f) = a(g+1).
Supposons, pour le moment, avoir prouvé la formule suivante :
3,(f) = 3(f)+h.

En remplag¢ant dans cette formule h par a(g), il vient :

aam(r) = 9(g+f) =a(f)+a(g) ; ce qui prouve la proposition.

Démonstration de la formule : ah(r)=a(r)+h.

Se fait, suivant le schéma ci- dessous, en remplac¢ant X(f) par
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X'(f) = X(f) U X" qui lui est homéomorphe.
0

Xg x 1x I
s + h
Xg” x 1 Xg" x 1
X(0) Xg'*
Xg”xo Xg*l x0
a(f) + h

Clairement 9 ,(f) = 3(f)+h, mais s+h est équivalent a h dans
ﬂn*l;
§2 - LE GROUPE § ,, (n>2)

donc 9, (f) = 3(f)+h.

Dans ce paragraphe, un groupe Sm est défini en fonction des

2

lissages homologiques du localisé Ek de Vk s' Le calcul de S‘n’ en

2
termes de groupes de chirurgie est effectué au §4.

2.1. Rappelons que E, = lim, 0 Kp ou les Kp sont des complexes finis,
que K, = Vk s' et que pour tout entier p, (pr KP) est un élément de

3.

.n*2

Rappelons aussi que s : XO — Vk Sl = Ko est une équivalence

d’homotopie.
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L . +2 . . +
Définissons f; comme étant le cylindre de s|ax3 R Kp.

S nN+2

2.2 PROPOSITION. Pour tout n3»2, pour tout p, (K p axg‘z) est un

Z-complexe de Poincaré de dimension n+ 2.

Démonstration : La suite exacte :

n+2 d n+2
o) —oH, (X)) ——H

— n+2 n+2
prouve que 9 : Hq (Kp 53X, )— H,

H (Kp) ——H (Kp, X (Kp)

q-1

(axg’z) est un isomorphisme

pour g> 3.

— n+2

Définissons alors [ K ;‘2 leH ., (K ,axg‘z) comme étant

n+2

I'image réciproque par d de la classe fondamentale de aXSQ. Pour q>3

nous obtenons alors des isomorphismes :

HY® ™2 ax™ %) —— 1 'ex™d)
p 0 0
n[ Emz} ! ! m[ax“’z]
p 0
H ®™%) ——H (x™"%)
n+2-q p n+2-q 0

ou les fléches horizontales sont issues des suites exactes de la paire

(R 5% 0x2"2) .
Enfin, H' (Kp'%0Xg'®) =0=H_,(Kp™? et
2 ;5 n+2 n+2 —Nn+2
H (K p'%9Xg'®) = 0=H_ (K3
car aX(‘;’2 = #, s'xs” et nx2.

2.3 DEFINITION DE §_,, (n>2)

Considérons maintenant I'ensemble 8, (qu) des classes
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n+2

d'équivalences des Z-lissages de (K P ,axg’z) par des variétés

semi- linéaires (voir chap.0, §2).
8, (?;’2) est naturellement muni d'une structure de groupe

abélien (car asz:a(anIx I) pour nx2) d'élément neutre (sz,s).
) 0 0

— n+2 n*z)

De plus les inclusions iy : (K p ", X, K2 ne2y

oX

= ( P+1 0

induisent des isomorphismes de degré 1 en homologie entiére, donc
induisent aussi des morphismes de groupe :

(i), 8K H— 8, (K D

. — n+2
Nous poserons sz = lim 0 SZ (K . )
2.4 DEFINITIONDE a : &_ ,—— 8., (n>2)

Soit x un élément de & __, représenté par [ : Xg‘z — E,

alors f | Xg”xl = s Xgﬂxl car, par définition de & .,

2

fIaX3*2=s|aX3* . Il est donc clair que f induit un isomorphisme en

homologie entiére ; il existe d'autre part un entier p tel que :

n+2
f(Xy 9 c K,.
(Xgoz, f) est donc un Z-lissage de (fg*z, axg‘z) ; de plus sif et

g sont équivalents dans & ., alors clairement (Xg*z f) et (Xgu 2)

sont équivalents dans §_,,. Ceci nous permet de définir a(x)

n+2

comme étant la classe de (X,

. f) dans 8§ .

Enfin, il est facile de voir que l'application a : sSlmz —_— S’mz

ainsi construite est un morphisme de groupe.
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2.5 DEFINITION DE b : §,,, — C,, (n>3)

Soit y un ¢élément de S’mz représenté par un couple (V, f),

n+2
)

Iapplication f : (V, aV) —— (K ;"% 3X5"") étant telle que

[ n,(V) — H,(Kp) soit un isomorphisme, voir chap. 0, §2.

Désignons maintenant par N la variété de dimension n+2 telle

que le diagramme ci- dessous soit cocartésien :

1exy) )7

1 +2 0’int
kxD"xS = (X" ) sy V
0 int
) L

=i

kxD"x D’ N

~

2

L'application f se prolonge en f : N —— K :* U (kx D" x D).

11 est clair que :
-f est une Z- équivalence d’homologie

- f induit un isomorphisme sur les .

n+2

N est donc contractile car K . U (kxD"xD?) rest, par

définition de la classe 09.

+1

n+2 n 1 n
)extuLxD xS =S est

Dautre part, (f |9N) : 9N —— (3X,

un homéomorphisme.

Par conséquent N est homéomorphe a Dn+2 car n+23>9.
Plus précisément, 'homéomorphisme {|oN : N—— ™! se prolonge-de
facon unique a isotopie prés- a un homéomorphisme

n+2

h:N——D .
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ho (fTkxD"x0) : kxD"—— D"*? est donc un (n.k) enlacement
dont la classe de cobordisme dans C_ est, par définition, b(y).

Une fois encore, il est facile de vérifier que b(y) ne dépend pas
du représentant choisi pour y et que b : sz _— Cn'k est un

morphisme de groupe.

§3- EXACTITUDE DE LA SUITE (S).
Les constructions précédentes permettent de former une longue
suite de groupe abéliens notée (S). Nous nous proposons ici de prouver

le

3.1 THEOREME : La suite (S)

A R T S G

n+2 n,k n+l

b ] a
S’S - 5614—) 84 est exacte

Démonstration:
1- Ker b = Ima
Clairement ba = 0.

Soit maintenant X un élément de §_,, tel que b(x) =0 dans C

2 n,k; X

est représenté par un couple, (V,f) tel que f:V —> Ek soit une

Z-équivalence d’homologie et 'on peut supposer que aV=an*2 et que

n+2

flav = slaxg .

Puisque b(x) =0, il existe une variété W de dimension n+ 3, avec

W=V u Xg’zu ax“‘le, telle que linclusion V —W soit un élément

de 8.
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L'application f : V —— E, se prolonge donc a F: W ——E, et

n+2

Flaxg‘zx I=sl9X, “xI. Mais (Xg*2 , FIXQ*Z) représente un élément y

de & _,, et clairement a(y) =x.

2- Imb = Ker a.

db=0 car si x est un élément de S’mz représenté par (V.f),

n

avec 3V = aXO‘2 et flaV = slaxg*z, alors ab(x) est la classe de (Xg”. s)

dans & donc 3ab(x)=0.

n+i’

D'autre part il est clair, par construction de 3, que Ker d c Imb.
3- Im 9 = Ker a.

ad=0 car si f est un (n,k) enlacement,‘ la localisation 1(f) : X(f) —E,

n+t

nous procure une équivalence entre da(f) et (X,

, S) qui représente
lélément nul de § .

Considérons maintenant un élément x de &_, représenté par

f: Xg”———>Ek et tel que a(x)=0. Ceci signifie qu'il existe une variété M

de dimension n+2 et une Z-équivalence d’homologie F: M —E, tels

n+l n+l n+i

que :  aM=3(X" 'xI), FIX; x0=f, FIX; xl=s et F]axg"xl. De

plus, il existe un entier p tel que F(M) c Kp et nous pouvons aussi

supposer que F, :mn(M) ——>nl(Kp) est un isomorphisme. L'inclusion

n+1

X

x1 < M est donc un élément de 3.
Par conséquent la variété M telle que le diagramme ci- dessous

soit cocartésien :
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X" ") xI = kxD"xs' o M

! l

kxD'xD’ — 5 M
est une variété contractile de dimension n+ 1 et de bord $""', (n>3). M
est donc homéomorphe a sz.
L'inclusion : kX D"xs' < M induit un plongement
g :kxD"x0 —— M, (0e D). L'application g est donc un (n,k)
enlacement ayant pour extérieur M, pour localisation f et dont 'image

dans &4, est I'¢lément x donné.

§4- CALCUL DE § (n>4)

n+2

4.1 NOTATIONS, DEFINITIONS.

Rappelons que Ek= 1i_m,p Kp, que -E:n_ est le cylindre de

slaXg"® 1 aXg P —— K, et que m(aXy ) =m(Xg )=n, (V, S =F,, F,
étant le groupe libre a k générateurs.
Nous poserons G(p) = nl(Kp) = n,(k—g’z) et G, = n(E.);

donc Gy = lim, G(p).
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Enfin nous désignerons respectivement par ®(p) et o, les

diagrammes :
2F,] — 4 7[F,] 2F,] —— 7[5,
Sx € Sx €
2[6(p)] ——— 1L Z[G, ] B — Z

. . . +2 .
ou s, est induite par slaxg et les £ sont des morphismes
d’'augmentation.

On se propose dans la suite de prouver le

4.2 THEOREME : Pour tout entier n3 4, 8,,, estisomorphe aT__ (@)

3
La démonstration se fera en plusieurs étapes. Commengons par

prouver le lemme ci-dessous (probablement bien connu).

4.3 LEMME : Soit V une variété close de dimention n+1, n> 4. Alors

toute équivalence d'homotopiec h: V —— # s" x5 est homotope a un

homéomorphisme.

Démonstration

Le "Splitting Theorem" de S. Cappell (voir [C]) prouve que V et h
se décomposent sous la forme V = #, Vi, h=# hi, les hi : Vi - S"xS‘
étant des équivalences d’homotopie, i=1,2,...k.

Prouvons maintenant que Vi est homéomorphe a Sn><Sl caetb

étant deux points distincts de s" nous pouvons toujours supposer que h,
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est transverse a (a,b}xSl. Alors W=V .- anh;l((a,b)xsi) a le type
d'homotopic de S" 'xIxS' et EAE S" 'x3IxS' Le théoréeme du
h-cobordisme prouve que Wi est homéomorphe a S""xIxSl. Pour
n=4 voir [W], theorcm 16.1.

1 1
Par conséquent V=W U D xaIxS est homéomorphe a s"xs .
1 1

AP
i

Pour terminer, il suffit de remarquer que [SnxS‘, S" xS1=ZxZxZ/2 est

engendré par des homéomorphismes.

4.4 CONSTRUCTION DE o(p) : r..;@p) —— SZ(R_:Q)

n+2 n+2 — n+2
o Xy —(X

L'application s : (X 0

, 9 Xgl'z) est une
Z-équivalence d’homologie et sa restriction au bord est l'identité. Par
conséquent s est couverte par une application fibrée s de sorte que (s,s)
soit une application normale.

Soit alors Y un élément de I' . (®(p)). D'apres le théoréme de
réalisation 2.6 chap 0, il existe un cobordisme normal (F, F) entre (s,s)
et (f,f) d’'obstruction de chirurgie o(F,F)=Y, f:(V,aV) - (K 2’2 ) Xg'z)
étant une Z-équivalence d’homologie et fldaV : 3V —— aXn’Z une
Z[F,]-équivalence d’homologie 2-connexe.

floV  est donc une équivalence d’homotopie et, en raison du
lemme précédent, nous pouvons supposer que c'est un
homéomorphisme (rappelons que axg"’ = # s x Sl). Par conséquent le
couple (V f) est un ¢lément de S’Z(fgn)

Nous poserons donc ¢(p) (Y) = (V, f). Il reste a vérifier que cela

définit bien une application de l‘ms(CD(P)) dans S’z (T(—:‘Z)._ Considérons,

par conséquent, un cobordisme normal (H,f) entre (s,s) et (h,h),
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h: (WaW) — (K ;"%0Xg""), tel que  o(H.H) = o(F.F)=V.

2

En recollant H et F le long de s : Xg’ — T(—g”. nous obtenons

un cobordisme normal (G,5) entre (f,f) et (h,h) d'obstruction de
chirurgie Y-Y=0.

Par conséquent (G,G) est normalent cobordant, rel. VUW, a (J,]),

n+2
(¢]

n+

Jr(MVWa M) — (K 2" *x1, K )"*x0, K ""x1, axg *x1)
étant une Z-équivalence d’homologie dont la restriction a d,M est une
Z[F ]-équivalence d'homologie (voir théoréme 2.5 chap 0).
Mais nous pouvons supposer que :
(J3 M), : nl(aoM) —vnl(axg*zx [) est un isomorphisme, voir [CS ],
addendum to 3.3. JIa,M est donc une équivalence d’'homotopie et 3 M est
homéomorphe a axg‘2x1 en raison du théoréme du s-cobordisme, car
le groupe de Whitehead de F, est nul.
Pour terminer la démonstration il reste a prouver que JlaOM est
homotope a un homéomorphisme.
Dans ce but, admettons provisoirement l'affirmation :

l'application L, (F ) —— S(BXZ*ZXI) issue de la suite exacte de

n+3

chirurgie est I'application nulle.

Appelons maintenant x l'image de (3 M, Jla M) dans S(axg‘zx N

= 82[Fk,(axg’2x I) et X' son image dans S’Z(axg’zx 1)

La restriction au bord du cobordisme normal entre (G,G) et (J.])

nous procure un ¢lément de I (Z[F ] —— Z) ayant pour image X’

n+3
n+2

o x 1). La consultation du diagramme ci- dessous montre

dans 8, . (3X

que x=0 dans S’(an*sz).
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0 - S(ax;"zxn
n+2 n+2

| ~ [0X2%x1)/x™ <o), G/pL]

0
roJ@E ] -2 o sz'(ax’;’2 x1) /

n+
(JI3,M) est donc homotope a un homéomorphisme. Par conséquent (V,f)

et (W,g) sont égaux dans §,(K ;‘2)

Démonstration de ['affirmation : Un élément de l'image de Lms(Fk)

dans S'(a}(g'zx I) est représenté par une équivalence d’homotopie h,
‘(‘:: 6X3+2><I E— axg‘le/ dont la restriction aux

extremités est ['identité.
De plus, il existe H : d Xg*zx Ix] — 3 ngxl x [ tel que
HI 3 Xy *x1 x0=h et HI 3 Xg *xIx I=id.
Considérons d Xg*szxI comme un voisinage collier de Xg'le

et prolongeons par l'identité H a H' : Xg*le——> Xg'z

xI. H' est
clairement une équivalence d'homotopie car Xg*le a le type
d’homotopie de V, s,

De plus H' satisfait aux hypothéses du "Splitting Theorem" de [C].
H est donc homotope, relativement au bord, a une équivalence

d'homotopie Hl 19 Xg*szxI — 9 Xg*lexl. Ceci prouve que

(3Xg *x 1, h) est équivalent a (3Xy “x I, id) dans 8(aX[" *x 1.
4.5 LEMME.
Pour n>4; o : [X */9X5"% G/PL] —— L_,,(F,) est un

isomorphisme.
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Démonstration :

Il suffit de prouver que §( X8+2)=S’Z[Fk]( Xg‘z) est nul pour

nx3.

. +2 . . L
Un élément de &( Xg ) est représenté par une équivalence

2 n¢2)

d’homotopie h : (VaV) —— (Xg* D08 dont la restriction au bord

est l'identité.
Mais le "Splitting Theorem” de [C] nous prouve que V et h se
décomposent sous la forme :

V= #V, ' (somme connexe sur le bord) et

n+1 {

h=#h, h:V,—D""'xs

n+1 1

(Rappelons que Xg*z =# D xS).

k

n+l1

Posons Vi = V, U,y D xSl. Alors h;, se prolonge a une
i

équivalence dhomotopie h; : V,——'S xS'  telle que

Tl—ian”x s'-id car :

1
SnxS

D'aprés le lemme 4.3 précédent, Vi est homéomorphe a s st

donc Vi borde une variété Wi homéomorphe a Dn’zx s,
Mais les applications Hi se prolongent a H; : Wi — D" %k
car Hq”(Wi, Vi; nq(Sl))=0 pour tout g> 1. Considérons alors H= # H;:

I'application H est un h-cobordisme entre h : V ——-»Xr(;*z et l'identité

de X2+2. Ceci prouve que S(Xg*z) est nul.

46 DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2

Commengons par remarquer que l'application
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s: (Xg’2 , axg‘z) E— (f;*z , axg’z) induit un isomorphisme
s [Kp'?7ax0"? |, G6/PLl ——IX5"?/3X5"? | G/PL] car s est une

Z-équivalence d’homologie dont la restriction au bord est 'identité.
La comparaison des deux suites exactes ci- dessous et l'utilisation

du lemme précédent prouvent que ¢(p) : T__.(d(p)) — S’Z(fg*z) est

n+3

un isomorphisme.

ST, 4 ZIG(p)1-2)- 8,(Kp H)=[K 5 73Xy %.6/PLI-T_ , (Z[G(p)I=Z) —
id ¢(p) id
—T,,,(2G(p)=2)— T . (®(p) —L_,(F) ———T__, (Z[G(p)]-Z) -

Les ¢(p) induisent donc un isomorphisme:
g lm, [T, (0p) > lim, ,8 (K "% Mais lim, S&"?

est, par définition, égal a sz et d'autre part, les groupes I commutent

aux limites inductives

4.7 REMARQUE Soit A, le localisé universel de l'augmentation

€:2[G ] ——Z. Alors T, .(®,) est isomorphe 2 L:*s(Ak, 2[G, D), car

h

d'apres le théoréme de [V,] cité en 2.8 chap. 0,L .

(A,) est isomorphe a

r,., (26,1 ~2).
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§5-ETUDE DE & __, (n>2).

n+1{ z

Ce paragraphe décrit, au moyen d'une suite exacte, le lien entre

s.‘ln” et les groupes d’homotopie de Ek, voir théoréme 5.6.

n+1

5.1- Xg

est la somme conneXe sur le bord de k exemplaires de

D"xS' notés T, T, . T,

Pour chaque i= 1,2,..k, donnons nous un disque de dimension n,

A tel que (4,08,) c (T, 9T,) = (D"xs' s"xs"h

Clairement, Xg’l - Y, (AixI) est homéomorphe a un disque

n+l

D" . Il existe donc une application d'attachement h : s — Z, avec

n+l

Z=0X, U(U,4)), telle que le carré:

n h n+l

S Xy UL 4) =12

n+l n+l
DD — X

soit cocartésien.
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5.2- L’APPLICATION a : n_,, (E)—— & .

Soit F:S"x1I ——»Vk S', une homotopie entre 'application

constante et h'=(s|Z) oh, h':S"—— V, s,

L'homotopie F permet de faire correspondre a toute application

n+t .n

f: (""" s"Y ——(E,, . ) une application ' : (D"*',s") ——(E,, V, S")
k k k

telle que r1s" = n'; de plus ' se factorise a travers une unique

application " : X:;*l —E, telle que f"laxg”=s et la classe [{"] de "
dans éﬂn” ne dépend que de la classe d’'homotopie de f dans n_, (E,).

Ceci nous permet de définir a :n , (E ) ——& , par a[f]=[f"].

n+t
11 est aisé de vérifier que a est un morphisme de groupe.
—— 1 (E,)"

n*"k’ -

5.3- L’APPLICATION B : &

+1
Soit un élément de &, représenté par f: Xy ' ——E,.
L'application B est définie par B(a)=([fla], [f1A,). ... [fla]). B est

clairement un morphisme de groupe.

S.4- L'inclusion Vk st < Ek induit une action du groupe libre

I?k:nl(Vk sy sur n, (Ek). Ceci nous permet de considérer le morphisme

¢ n, (Ek)k————’n,‘ (E.), *>2, défini par &(a,a, ..a ) = Z

n 1cick X 20U

X,, X,, .., X, sont les générateurs de Fk.

5.5 - LEMME : Pour tout entier * > 2, il existe une suite exacte :

0 —H,(F, ; m. (E)) —m, (B)" “2on, (E) —H(F, : 1.(E,)) — 0



COBORDISME D’ENLACEMENTS DE DISQUES 65

Démonstration:

Nous savons que le noyau I de 'augmentation € : Z[Fk] — Z est

le Z[Fk]- module libre engendré par l-xl, l-xz. l—xk. Par
conséquent, pour tout Z[F ]- module M, la suite exacte
0 > 1 YL[F,] £z 0 devient, en tensorisant par M :
Fk
0 —Tor,” (ZM) —I®; M —I[F ] ® M — I8, M ——0
K K K
ceci s'écrit encore :
0 ——H(F, ; M) —M" —25M ——H(F; M) ——0
5.6 - THEOREME : pour n3 2, la suite :
e (BE)F o (B) 2o —P o (B¢ s n (B —..

est exacte.
En d'autres termes, la suite :

0 —— Hy(F,. 1, (E)) — & _, ——H(F,, 1,(E,)) ——0

n+l

est exacte.

Démonstration:
a- Il est clair, par construction de o et §, que Ima = Ker B
b- Pour i=1,2,..Kk, considérons k applications
* ) et notons a =([f], [f,]...06 e n ()X
Alors a est dans Im P si et seulement si 2, (f;-x, ) : s" —E,
se prolonge au disque p"!.
En d'autres termes, a est dans Im P si et seulement si (1-¢)a=0;

ce qui prouve que Im B = Ker (1-§).
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c- Il nous reste a prouver que Im(1-¢)=Ker o Mais en raison du
lemme précédent, ccla revient 2 démontrer que « se factorise a travers

(Ek) ‘S&n«l

Z®Fk . (E) et que l'application induite o : Z®Fk LI
est injective.
Pour cela revenons aux notations de 5.2. Un élément a de

n,,,(E.) représent¢ par f : "' s™ —(E,. *) fournit une application

(""" — (B, Vv, ") telle que [ S"=h' . Soit alors x€ F, ; X a est

n+i

représenté par une application xf' : (D", s™) —(E,, V, s') telle que
xf1s” = n

Il existe d’autre part une homotopie H entre xf et f’,
H: 0""'xI, $"x D——(E,. V, s') et si m est un point S" Himx1 a pour
classe d’homotopie x dans nl(VkS')=Fk.

De plus, nous pouvons supposer que [ est constante sur YxI, Y
étant une partie de S" contenant l'image réciproque de a)(?;I - (U,04))

par h.

H se factorise donc par H': Xg+l x 1 ——-»Ek, I'application H' étant telle
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