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Analyse semi-classique pour l'équation de Harper
(avec application à l'équation de Schrôdingcr avec champ magnétique)

par

B.HeIffer et J. Sjôstrand

RÉSUME

Dans cet article , nous commençons l'étude du spectre de l'équation de Harper

(bien connue des physiciens du solide) par des méthodes d'analyse semi-classiques en

justifiant mathématiquement la démarche du physicien Wilkinson . Des applications sont

données à l'étude du spectre de l'équation de Schrôdinger avec potentiel électrique et

champ magnétique périodiques .

ABSTRACT

In this paper , we begin thé study of thé spectrum of thé Harper's équation

(which appears naturally in solid state physics) by semi-classical methods . We give a

mathematical justification of thé approach by Wilkinson . Applications are given to thé

study of thé spectrum of thé Schrôdinger équation with periodic electric potential and
magnetic fieids.
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0. Introduction

On s'intéresse dans cet article au spectre de l'opérateur de Harper dans [2 (7.)

donné par :
/ ^^ u(n+ D- ' -uCn- 1) , , , , ,

"e.^h u(n) 's ————9———— + ^ ^sCn n + 9 ) u(n).

ce modèle (appelé également " almost-Mathieu équation " en souvenir de

l'équation de Mathieu : u —»-u"+cos x u) est couramment introduit dans les

ouvrages de Physique des solides, en liaison par exemple avec l'équation de

Schrôdinger dans R avec potentiel périodique en x et y et avec un champ

magnétique constant. Ici X > 0 , heR.
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Si h/27l est rationnel, on peut employer la théorie de Floquet pour réduire

l'étude du spectre de H g ( = H g ^ ) à celle d'une matrice finie dépendant de 2

.paramètres. La quantité qui nous intéresse dans ce cas est la réunion des

spectres de Hç quand 6 varie dans R. Cet ensemble est alors une réunion finie

d'intervalles ( " bandes " ) fermés.

Quand h/27l est irrationnel, on montre facilement que le spectre de IL comme

ensemble est indépendant de 6. Nous sommes alors en présence d'un opérateur

de Schrôdinger discret à potentiel quasi-périodique, et il y a une littérature

mathématique et physique abondante sur ces opérateurs. Concernant

l'opérateur de Harper, on peut en particulier mentionner le travail de Bellissard

et Simon [BE-SI], qui montre que pour un ensemble dense ( en fait une

intersection dénombrable d'ouverts denses) dans l'ensemble des paramètres

(À,h), le spectre de H n'est dense dans aucun intervalle non-trivial (cf

également) [SI]^). Le cas X = l semble jouer un rôle important comme valeur de

transition entre les cas À < 1 et À > 1.

Dans ce cas, il ne semble pas y avoir des résultats rigoureux, mais il est

conjecturé que pour h/2îi irrationnel, le spectre est un ensemble de Cantor de

mesure nulle. Les premières études sur ce problème remontent sans doute à

Azbel [AZ], Aubry-André [A.A] et Hofstaedter [HO]. L'approche de Hofstaedter

conduit à un célèbre papillon (cf la figure [ Appendice B]^ initialement conçue

par Hofstaedter^ dans une version réalisée à Nantes) et on peut décrire

brièvement sa démarche ainsi. Pour comprendre le cas irrationnel, Hofstaedter

étudie numériquement pour h/27l = p/q avec qeN (p premier avec q, q^50) les

ensembles Uç Sp(Hg ^ ^ / ) qu'il reproduit sur des droites d'ordonnée p/q. On

obtient ainsi le " papillon de Hofstaedter " laissant deviner la nature cantorienne

du spectre dans le cas irrationnel.

Hofstaedter détermine aussi empiriquement des règles permettant de
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déterminer la configuration des bandes correspondant à h=2îlp/q en liaison

avec le développement en fraction continue de p/q (développement qui

apparaît aussi dans les considérations semi-classiques de Azbel). On trouvera

dans le survey de J. Sokoloff [SO] de nombreuses références. Mais, sur une

suggestion de J. Bellissard, nous nous sommes beaucoup inspirés d'une suite de

travaux de Wilkinson [WILK] qui montre comment des techniques

semi-classiques permettent d'interpréter une partie du dessin de Hofstaedter.

Plus précisément, l'analyse de Wilkinson est basée sur une analyse B.K.W. qui

fait intervenir une infinité de " puits " dans l'espace T*R. On remarque en effet

que l'étude de Un Sp Ho , . est équivalente à l'étude de l'opérateur

pseudo-différentiel : Âcos h D^+cos x sur L (R).

Ces puits interagissent par effet tunnel et, pour h assez petit, Wilkinson indique

comment, en analysant ces interactions, on tombe sur un nouvel opérateur de

Harper avec À = l , mais avec un nouvel h. Pour obtenir la structure complète du

spectre, on " n'a qu'à " itérer cette procédure indéfiniment. La suite des h qu'on

obtient est donnée par le développement du premier h/2n en fraction continue.

et Wilkinson indique que sa procédure marche si tous les h sont petits. Son

travail montre une intuition remarquable, étant donné que ses arguments du

point de vue mathématique sont assez flous, mais la rigueur mathématique est

remplacée par l'intuition du physicien et des vérifications numériques très

soigneuses dans l'esprit de celles de Hofstaeder. Comme l'avait pressenti

J. Bellissard, il se trouve que les techniques que nous avions développées dans le

cas d'un nombre fini de puits dans [HE-Sj]^ pour l'étude de l'effet tunnel pour

l'équation de Schrôdinger et étendues au cas d'une infinité de puits par Carisson

[CAR], peuvent fournir la justification rigoureuse des arguments de Wilkinson

[WILK], mais à chaque étape de la procédure, il y a une petite zone du spectre

qui demande une analyse différente (abordée dj? manière non rigoureuse chez
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Azbel [AZ]),et qui ne sera pas développée ici. Ceci nous empêche pour l'instant

de donner une analyse complète du spectre et nous démontrerons donc

seulement les résultats suivants sur le spectre de l'opérateur :

P(h) = cos h D^+cos x sur L^R).

Théorème 1

Soit E Q > O , il existe alors Cç>0, tel que si h/2îi€]0,l[\Q et h/2n admet le

développement en fractions continues :

h/27l=l/(q^l/(q^+l/(q3+. . . ))))

avec q.eZ, Iq.l^Cç , on a :

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(P) est de la forme :

[-2+0(l/|q,|).2-0(l/q,)].

Sp(P) n J c u^j ^^ Jj , où les Jj sont des intervalles fermés de longueur ?;0,
- +

avec ôL c Sp(P).

J^ se trouve à droite de J. à une distance «1/lq^l .

Jç est de longueur 2£ç+0(l/ |q^l) . contenant 0 à une distance 0 ( l / j q^ j ) de son

centre.
- C ( j ) / | q |

Les autres bandes sont de largeur e ! , avec C(j)»l .

Pour j?s0. soit K. la fonction affine croissante, qui transforme J. en [-2,2];

on a alors : K^ n Sp P] c u^ J. ^

où les Jj ^ ont les mêmes propriétés et ainsi de suite.

Ici a«b signifie que a/b et b/a sont majorées par une constante qui ne dépend

que de Eç .

Dans le cas rationnel, on a le même résultat, mais la procédure s'arrête après un

nombre fini d'étapes.
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Le cas où h/2jl est proche d'un rationnel Pç/q^, abordé par Sokoloff [SO] et

[WILK], sera développé dans un article ultérieur.

Comme nous l'avions mentionné, notre motivation initiale pour l'étude de

l'équation de Harper est née dans l'étude semi-classique de l'équation de

Schrôdinger avec champ magnétique au " fond de puits " , étude entamée dans

[IIE-SJ^.

On considère dans R l'équation de Schrôdinger avec champ magnétique :

ptW = ^o ̂  - ^i^ + ^o ̂  - ̂  + v
1 2

avec V, A analytiques et pour
^ ^}

" [ a x i axj
les hypothèses suivantes de périodicité :

V(x,+a, .x^ = V(x, .x^)

V(x, ,x^+a^) == V(x^ .x^)

B ( x ^ + a ^ , x^) = B(x, , x^)

B(x, . x^+a^) = B(x^ , x^)

On suppose que V n'a qu'un minima par cellule aux points ( j a k a ) ( j ,k)e22

et que ces minimas sont non-dégénérés avec V(0,0)=0.

On fait de plus les hypothèses d'invariance par rotation :

V(x, , x ^ ) = V(-x^ , x ^ )

B(x^ . x^) = B(-x^ , x ^ )

On étudie alors le spectre de P^ près de la première valeur propre À,(h ) de

l'oscillateur harmonique en fond de puits :l'oscillateur harmonique en fond de puits :
/ t R f n n ^ \ ^ / * n / ' n n ' » \ 2( . _ tB(0,(m2 ( t B ( O . O ) ^ 2 1^o ̂ i - —2—J + [ho ̂ 2 + ~2^) + T <v" (o•o)y/y>

Sous des hypothèses techniques sur V rappelées au §9 (cf [IIE-Sj] ) et portant
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sur les géodésiques minimales entre les puits et la distance pour la métrique

d'Agmon entre les différents puits, on obtient en particulier le théorème suivant

Théorème 2 :

Soit 0 le flux de B dx Adx à travers la cellule [-a/2.a/2]x[ -a/2,a^/2];

Soit £Q>O. Il existe alors Cç>0 t.q. si Itkl/Cç , hçe]0,l/Cç],

( t0 /2nh î ^ e ]0,1[\Q (mod 2nZ) admettant un développement en fractions

continues :

27lhQ/t<î>=±(l/(qQ±l/(q,±l/(q2±.....)))) avec q^eN^ q^Cç . j=1.2,...

le plus petit intervalle fermé .^(hç) qui contient

Sp(P^(ho»n^(ho)+[- ^o.^o]}

est de la forme
-i/c h -i/c h

p(V [-2+0(l/q,)+0(e 0 °).2-(0(l/q,)+0(e 0 °))].

où p(h ) > 0 a un développement de la forme

p ( h o ) = ho'^aoCho^e"^07110

(où Vo€^' ^o^o^ est un ^ï11^0^ analytique elliptique).

De plus dans Jç/hç), le spectre de P^(hç) a la même structure que celle

expliquée au théorème 1 après une similitude.

#

La démonstration consistera à faire une première réduction ramenant à l'étude

d'une équation de Harper légèrement perturbée avec h=t0 /hQ+27iqç où le

théorème 1 s'applique.
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Le plan de cet article est le suivant:

Au §1, on donne quelques préliminaires sur l'équation de Harper.

Au §2, on mène l'analyse spectrale module 0(h°°) dans l'esprit des travaux de

[HE-RO],.

Au §3, on généralise les inégalités d'Agmon au cas de l'opérateur:

À cos h D^ + cos x

et on étudie la décroissance exponentielle des fonctions propres de problèmes à

un puits.

Les §4 et 5 sont consacrés à l'étude de la matrice d'interaction et de l'effet

tunnel.

Le §6 justifie l'approche de Wilkinson concernant la renormalisation ramenant à

chaque étape l'étude à une nouvelle équation de Harper

perturbée.

Le §7 étend le travail des §1 à 4 au cas de l'équation de Harper perturbée.

Au §8, on calcule explicitement dans presque tous les cas des équivalents

asymptotiques des coefficients d'interaction.

Enfin le §9 est consacré à l'étude de l'équation de Schrôdinger avec champ

magnétique.
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Nous tenons à remercier J. Bellissard qui nous a suggéré l'étude de ce problème

et signalé les travaux de M. Wilkinson.Nous remercions également M. Wilkinson

et A. Grigis pour d'utiles conversations sur ce travail et j.P.Guillement et
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1. Préliminaires.

On s'intéresse à Hç : l2 (Z) -^l2 (Z) défini par

(1.1) IIç u(k) = 7(11^ + u^)+^cos(ak+e) u^ ,

où Â>0, a. OeR. On s'intéresse tout particulièrement à Uç S (Hç), où Sp désigne

: " Spectre de " .

On remarque que Hg = HQ+^ et que ^e est unitairement équivalent à IL^ . De

plus, comme IIHg -Hç II^Àie^-e^l. on a :
1 2

(1.2) teSp( HJ => 3seSp( iïg ) avec lt-s|^Â19,-e^l.
1 2

Si -ĵ - ^Ç .on en déduit que SpOlg) est indépendant de 6. En effet ,si 9,(oeR .

il existe une suite k.eZ t.q. œ+k.a ->9 mod 2îi Z, j ->oo.

Comme H^^^^ est unitairement équivalent à H^ , si teSp(Hg) et c>0 , on peut

trouver seSpdï^) avec :jt-sj^e. Donc teSp(IÎ^) et on a :

Sp(I^) c Sp(II^).

De même Sp(IÏ^) cSp(Hg). Donc Sp(Hg) = Sp(H^).

Une autre conséquence de (1.2) et du fait que Sp Hç = Sp Hç^ est que

(1.3) Ug Sp(IIg) = Sp(fl) où

H : L2 (Zx[0,a[) -»L2 (Zx[0,a[) est défini par :
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(1.4) (fÏu)(k,e) = IL u(..9)

Identifiant L2 (2x[0.a[) avec L2 (R) par u(k,9) -»u(x), x=6+ak . l'opérateur H

devient :

(1.5) fl = -^-(VT.^+ÀCOSX.

où T^ désigne l'opérateur de translation TçV (x) = v(x-a).

Dans cet article nous allons faire une analyse de fi pour a petit, et nous

écrivons plutôt h=a>0 . Comme î _ ^ = e 1 , nous pouvons écrire P=ÎÏ comme un

opérateur h-pseudodifférentiel :

(1.6) P=cos(hD)+À cos x

dont le symbole associé est

(1.7) p=cos Ç + À cos x.

Appliquant la h-transformée de Fourier :

- n / 2 | - i x ^ / hr^W^(2nh)~îi/2 Je-1^" u(x)dx.(1.8) F.uO) = (27l h) "" e

l'opérateur P se transforme en À cos(h Dj+cos ^ = À(cos(h D J + — C O S ^). On

pourra donc supposer dans la suite que 0 < À ^ 1 .

Si T=T^ et T* désigne l'opérateur de multiplication pour e2"1^11 .alors
<x a.

P commute avec T et î* et donc aussi avec T^=T * T* 2 , a=(a ,a )eZ 2 . Toute la

difficulté du problème provient du fait que T et T* ne commutent pas entre

eux. En effet T ^s((=exp(-(27l)2 i/h) T* T. Soit :

(2ïl) /h = 2ji k + h, où k est un entier.

Alors exp(-(2;l) i/h) = exp - ih. Si on pose,
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(1.9) T - î S * 2 .

alors

(1.10) T, Tp = exp(i a^ h) . T^ .

(1.10*) T^ Tp = exp(io(a.p)h) . Tp ̂  ,

où o désigne la forme symplectique standard : o((x^),(y,"n)) = Çy-xTi.

Le spectre de P est contenu dans l'intervalle E- (1+À) , (1+À)] . Etudions la

structure de ( (x ,^)eR 2 ; p(x,Ç) = E) pour différentes valeurs de E entre - (1+Â)

et (1+À) . On remarque que ( x , Ç ) e p ~ 1 (E) = > ( x + 2 7 i n ^ + 2 î i m ) e p " * (E) et que

( x + 7 l , Ç + n ) e p (-E). Ecrivons cos Ç = E-À cos x, pour p(x,Ç) = E, et étudions

différents cas :

Ça? 1. - ( 1 - X ) < E < ( 1 - Â ) . Alors - 1 < E - À cos x <1 et p = E est une réunion de

courbes non-compactes, obtenues par une translation par des multiples de 27l

en Ç et éventuellement une réflexion ^ -»-Ç, à partir de la courbe Ç=arc cos

(E-À cosx).

Cas 2. l - ^ . < E < l + < t Alors on a toujours E-À cosx^E-Â> 1-2À^-1, tandis que :

E-À c o s n = E + À > l . Soit (x ; E-Â cosx^l. lxl<7i)=[-a,a]. Alors p " * (E) est la

réunion des " cercles " obtenus par les translations (x,Ç) -^(x+27in^+27im), à

partir du " cercle " , Ç = ± arc cos(E-À cosx), Ixl^a.

Traitant aussi le cas - ( 1 + À ) < E< - (1 -À) par symétrie et les cas limites

E = ± ( 1 + À ) , ± ( 1 - À ) on trouve pour 0 < À < 1 la structure suivante :
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-: - ( 1 - ^ ) < E < ( 1 - X )

•^: - ( 1 ^ ) < E < - ( 1 - X )

^•: 1 - À ^ E ^ l + À

Pour À= 1 on trouve une structure plus simple ;

ô : E = - 2 ^ : - 2 < E < 0 A : E = 2
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Donc pour ±Ee]l-À,l+À], l'ensemble p=E est une réunion d'ensembles

compacts connexes ; " les puits " . Pour ±E=1+À , ce sont des points (minima ou

maxima non-dégénérés pour p) et .pour ± E < 1 - À ,ce sont des courbes non

bornées.

Si Ee]l-À,l+À] , on désigne par U^ la composante qui entoure (respectivement

est égale à) (2n c^ , 2n o^).

Pour les considérations BKW dans la section 5, on aura besoin du résultat

suivant :

Proposition 1.1. Dans le cas 1 - À < ± E < 1 + À , la courbure de chaque composante de

p~ (E) est ?î0 partout.

Démonstration. Soit t -»(x(t).Ç(t)) un paramétrage d'une partie de p"1 (E).

Dérivant p(x(t) ,ç( t ) )=E on trouve,

(1.11) -À(sinx) x'- (sin^' = 0

On a donc la normale "n = (À sinx.sin^) et la tangente (x'^')=e(-sin^.À sinx),

6^0. Il s'agit de montrer que ((x'^'^Kn" ))^0.

Dérivant (1.9) encore une fois, on trouve :

((x",t')jir ) =À sinx x"+ sin^" = À cosx(x')2 + (cos^)(Ç')2

= À62 (cosx)(sin^)2 + À 2 e 2 (cosÇ)(sinx)2

2 2 9
= Â9 (cosx+À cos^-cosx(cos^) -À cos^(cosx) )

= À9 (cosx+À cosÇ-cosx cosÇ(cosÇ+Â cosx))

= À9 (cosx + À cos^-E cosx cosÇ).

Il s'agit de montrer que la dernière parenthèse est ?;0. Comme

cosÇ=E-À cosx=E-Àz , on obtient :

2 + À ( E - À 2 ) - E 2 ( E - À 2 ) = ( E À ) z 2 +(1-À 2 -E2 ) z+EÀ =EÀ(z2 +z ( l -À 2 -E2 ) /(EÀ) +1)

II suffit alors de montrer que :

(1.12) K l - À 2 - E2 ) /EÀ | < 2

On a :
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i - ^ -E 2 i - a + E ) 2
——r^—— = ——^—— + 2 < 2 comme À + E > 1.

.LiA l^Â

et d'autre part,

1-^-E2 l - ( E - À ) 2 , ,,— — — — = ——^—— - 2 > -2 comme IE-À1< 1.
.UÂ .L»Â

En effet, E - À < 1 + À - À = 1 , E-^.>1-2Â^ -1 comme 0 < À ^ 1 .

#

Toujours pour l - Â < E s $ l + À , soit îl^dJç ç)=[-a,a], JiJUç ç)=[-p,p]. On définit

alors l'action horizontale S^ (entre Uç ç et U, ç) comme (p(2îi-a)-(p(a) où (p est

solution de l'équation eiconale : p(x,i(p')-E=0, c.à.d : ch(p'=E-À cosx

et donc :

f 2n -P

(1.13) S, = ch"1 (E-À cosx) dx
./p

De même, on définit l'action verticale S^ = ^îl-p)-^?)

où : p(i VP'(Ç)^)-E=0, P^<27l-P, c.à.d : ch^' =(E-cos^)/À et donc:

(i.i.) s^r'ch-^^^jdtp
Proposition 1.2 : On a S^S^ pour 0 < À ^ 1 avec égalité seulement pour À = l .

Démonstration. Il suffit de montrer que

( 1 . 1 5 ) E_cosx^ ̂ ^
A.

pour a^x<2;i-a (ce qui entraine que P<a) pour avoir S^S^ . Or, (1.15) est

équivalent à E-cosx^ EÀ-^cosx soit encore E ( l -À)^ cosx(l-Â2) ou finalement

cosx^y-^. Dans fa,27i-a] , on a E-À cosx^l soit encore cosx^-y1- , il suffit

donc de voir que:
E^- ^ -i-lr^ (1+^)(E-1)<E^<-> E-1 -À^O <-> E ^ l + À ,ce qui est vrai.

Si À < 1 on a alors inégalité stricte dans (1.15) pour x=7l et donc S < S dans ce

cas.



2. Analyse spectrale mod 0(h00)

On désigne par S"1 l'espace des symboles a(x ,Ç,h)eC O < (R 2 ) t.q.

13^ ô^ ^^«.p h m » v ^P- on dira ^ue a^S0 est elliptique si laj^-^ > 0 pour h

assez petit. (x .^)eR 2 et on dira que a est elliptique près de l'infini si cette

inégalité a lieu pour tout (x,Ç) en dehors d'un compact. Dans la discussion

ci-dessous , on admettra aussi des symboles à valeurs dans les matrices N x N .

Dans la définition de l'ellipticité , il faut alors remplacer a par det(a) . On

utilisera systématiquement la quantification de Weyl :

(2.1) (a u)(x) = (27l h)~ * jje^"^ ^a^^h) u(y) dy dn

et on désigne par la même lettre le symbole et l'opérateur associé.

Lemme 2.1. Si Q,X, , X^ appartiennent à un borné B dans S° et si dist(supp^ ,

suppX^)^ E Q > O , où suppX désigne le support de X , alors pour tout N e N , il

existe C^>0 (ne dépendant que de B et e ) tel que :

(2.2) IIX, Ç ^11^(^2) <$ C^ 1̂  dist(suppX, , supp^)" N

Démonstration. Avec (p(x.y)=(i/2)(x-y)2 et Cç> 0 convenable, on introduit la

transformation de Bargman , qui est l'opérateur unitaire :

T : L?R) -41̂  = (u : C ->C ; u est holomorphe et u e'^eL2 (0) ,

donné par :

^(xî^h-^Je^'^^dy.

Ici 0 (x) = supy^^ - Im (p(x,y) = (l/2)(Imx)2 . T (^(R)) est l'ensemble des

u e H^ tels que u e soit à décroissance rapide .

A T on associe la transformation canonique complexe . linéaire X,. ;
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C^y.-cp^x.y)) -»(x,(p'^(x,y)) e C2

Alors : X^(R2 ) = ( (x.(2/i) ̂  (x)); :Alors : X.y(R2 ) = ( (x,(2/i) ̂  (x)); x e C2) := A^

(voir [SJJ pour plus de détails ).

Comme A^ peut s'identifier à R .on peut introduire l'espace S (A^) . Pour a
e S (A^) , u e H^ , on définit : a= Ôp(a)u(x) par l'intégrale (2.1) , où on

choisit le contour d'intégration T| = yy^ (^"y) • Pour donner un sens à

l'intégrale , il faut aussi quelques arguments d'intégrales oscill. u'on

détaille maintenant ; avec ce choix de contour , on a dy dT| = —<t>"^ / e t

la phase dans (2.1) devient : f(x.y) = 2(x-y) |̂  (^ ) . dont la { elle

vaut <î>(x)-0(y) .
/, . r / \ /p.. , f/h f /hComme : 3— f=(x-y) <î> ^-^ , on a : L e = e avec :

L = 1 ((x-y)/h) + [ h . ( l -X((x-y)/h)) / ( (x-y) 0"^ )] . (ô/ôy)

avec X e C^(C) , X = l près de 0

et comme u est maintenant holomorphe on trouve , avec :
/ x + y 2 a<t> / x - t - y v .

^=^-^'7-^ (-2-)'11)1

au(x) = (27l h)"" jje^VL)^^)}^ dy d7.

„ ( - < ï » ( x ) + < ! » ( y ) ) / h f /h ,t T ^ N , „ ^ / < \ / < I x - y l ^ - NComme : e e ( L) (a^) = 0(1)(1+ —h— ) , on voit

immédiatement que a=0(l) : II -̂ 11 . Si on relie be S°(A.) et a e S°(R2) par:

b o X.F = a , alors , au niveau des opérateurs , on a

T o b o T= a .

Ceci se vérifie d'abord dans le cas où a , b sont affines ( donc pas tout à fait de

classe S ) , ensuite dans le cas où a,b sont de la forme : exp(i(fonction affine))

, ensuite par superposition de telles fonctions dans le cas où a,be^. et on

obtient le cas général par densité .

Soient maintenant Q , X. comme dans le lemme; alors :

T Ç T'^Ç , T Xj T'^ X ^

, au niveau des symboles : Ç o X^. = Ç , X. o X.r.= X.
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La discussion précédente montre alors que :

II ^ Q 1^ II ^ / , <$ C^ h dist ( supp ^ , supp î^) ~

w M M
= C^ h dist ( supp X^ , supp X^) " .

Comme T est unitaire , on obtient facilement le lemme .

•ff-

Rappelons aussi un résultat de R. Béais [BEA] :

Proposition 2.2 : On se place dans R" Soit L. = x. (opérateur de multiplication)

pour l ^ j ^n , et L^.= D^ ^^x • t14-1^^21^ Si A=A^ :§-*§\ nous avons
j - n j - n

équivalence entre :

(i) A = Op(a), aeS°,

(ii) Pour N=0,1,2.... et toute famille finie : L. ,....L. . l'opérateur
i N

adL, adL. ... adL; (A) est 0(1^ ) dans ^(L^R" ). L2(Rîl )).
i 2 -N

Démonstration. Comme nous avons en plus le paramètre h, nous rappelons

également la démonstration : pour la quantification de Weyl aussi bien que

pour la quantification classique(voir ci-dessous) on a :

(2.3) h,.0p(a)] = Op(-f -1^-), [D^ ,0p(a)] = Op(h -|̂ - ).
i j j

Donc, si (i) est valable, on voit que

adL, adL, ...adL, (A) = OpO^a, , ) , a. . eS°.
i 2 'N 'Ï"""N Ï'""N

Montrons maintenant que (ii) =» (i). On peut toujours représenter A par la

quantification classique d'un " symbole " be^'(R2") :

(2A) Au(x) = (27111)"" Jp^^'^^x.e.h) u(y) dy d9

= (2Jlh)"n/2 ^XQ/h b(x,e.h) ̂  u(9) d9.

où ^^ est la transformée de Fourier unitaire :
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(2.5) ^ u(9) = (2Jlh)"n/2 Je"179^) dy.

L'hypothèse (h) nous dit alors que les e^8711 ô^ ô^ b(x.9) sont des noyaux

d'opérateurs K . : L 2 ->L2 de norme 0^ p(l), h ->0 . De manière générale, la

norme L2 ->L2 associée à un noyau K(x,y) coïncide avec celle du noyau a"

K(ax.ay) . Si on prend Oi=hl/2 , on trouve que e^b^x.e) est de norme 0(1)

dans ^(L2 ,L2 ) et plus généralement que e1"8 ô^ ô^ b^(x.9) est de norme

CXh^ p ) / 2 ) dans ^(L\L2) . Ici b^(x.9) = ^h^x.h^e) . De manière générale, si

K(x,y) est le noyau d'un opérateur 0(1) dans S^(L2 ,L2) et si XeC^R" ) est fixé

avec X(0) = 2. alors il existe Nç€=N. tel que : X(.-t) K(....) X(..-s) est 0(1) dans
- N

H ^R2") l'espace de Sobolev standard, uniformément en h,t,s .

Dans notre cas. on obtient aisément que 3^ 3^ X(x) X(9) e^9 b^(x.e) = 0(1) dans
- N

H o(R2n). Donc. b ^ ( 0 . 0 ) = b ( 0 . 0 ) = 0 ( l ) . h -»0. Pour contrôler ^x^ç)

(uniformément par rapport à x^ôç) on remarque ensuite que la norme L du
i(x-x ) (e- e ) / h

noyau e ° ° ô^ b(x.9) coïncide avec celle de e^ 3^ ô^b(x.e) qui

est 0(1). faisant une dilation de h172 centrée en (x^ôç), on trouve alors par le

même argument : b(Xç,9ç)=0(l). uniformément en Xç^.h.
a p

Finalement, on peut remplacer b par ^x0^0 b ci••dessus» ce q"1 donne

b€S° . Analysant ensuite la formule intégrale classique qui relie le symbole de

Weyl et le symbole classique d'un opérateur pseudodifférentiel, on obtient que

aeS°.

^

Si aeS0 est elliptique on peut trouver beS tel que :

a o b = I + K , . b o a = I + K ^ K , , K ^ € S ' 1 .

Donc ||K.II=0(h) dans S^(L2 ,L2 ) et pour h>0 assez petit il existe un opérateur

ce ^(L2^2) t.q. : a o c = c o a = l .

On montre alors (suivant [BEA]) que ceS° de la manière suivante :
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[Lj , a , c ) ]=0 ,

adL.(a) o c+a o adL.(c)=0.

ad(L.)(c)= -c , adL.(a) , c=0(h) dans ^(L^L2).

Calculant ensuite ad(L^) ad(L.)(c) et ainsi de suite, on vérifie par récurrence la

condition (ii) dans la Proposition 2.2 . On a donc ce S .

Donnons ensuite une caractérisation de S~00 = n. S1 :

Lemme 2.3. Un opérateur K : ^(R" ) -»^ '(R" ) appartient à S" °° si et seulement

si pour tout ensemble borné B€S° et tout NeN, il existe C=Cg ^ , telle que :

(2.6) IIX, K X J I ^ , , z , 2^C..hN(l+dist(supp X.,supp XJ)"^. X, ,X-€=B1 2 3^(L ,L ) N • 2 * 2

Démonst ra t ion . Dans le sens direct, ceci résulte du lemme 2.1 et de la

continuité L de la classe S . Inversement, supposons que l'on ait (2.6) pour

tout borné BcS°et tout N . Soit O^Xtx^eC^R211 ) tel que 2 X^=l

avec X^(xA)=X(x-o^ . Ç-a^), a=(a^) eZ2". Alors de (2.6) . on obtient :

(2.7) '^^"^(i/L2)^ ̂ ^^-P0"^0^22" •

On observe ensuite que si L désigne l'un des L. , alors

XJL.K] Xp = Ï\ p K Xp + ̂  K X"^ p , où (1+la-pl)" 1 1^ et (1+la-pl)"1 X"^ p sont

des familles bornées dans S° et suppX'^ g c suppX^ , suppX"^ « c suppX« ;(Si par

exemple L = x ^ , alors on peut prendre X'^ p = X^ o (x,-P,) , X"^ n = ( P ^ x ^ ) o Xg) .

Itérant cet argument, on trouve :

(2.8) HX^ adL,^ ... adL^ (K) Xpll < C^ h^l ^la-pl)" N.

Grâce à la proposition 2.2, il suffit alors de montrer que (2.7) entraine que :

IIKIkC'^ h . VN . Soit E = Z X^ . On vérifie alors que EeS° est elliptique > 0, et

on a : KKEulEv)! = 1Z2(X^ K Xp X^ ul X^ v)l < C^ h^id+ja-pl)^ IIXp ull IIX^ vil

< C'̂  h^SHXp ull2 ) l /2 (ZIIX^ vil2 f2 .
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Comme 21PL ull2 = (Euju) ^Cllull , on obtient :

KKEulEv)! ^C^llull IMI,

ou bien

KKu|v)kC^ hN|jE"l ull.llE"1 vil <C^, h l̂ull IMI.

•ff-

Retournons maintenant au cas unidimensionel et soit PeS un opérateur

matriciel m x m autoadjoint . On suppose pour se fixer les idées que

P(x,th)»p(x^) mod S"* .

On considère d'abord le cas d'un seul nuit microlocal.

Plus précisément on suppose :

(2.9) P est elliptique près de l'infini.

Soit alors U = ((x,^)eR2 ; det p(x,Ç) = 0).
N

Soit I(h) un intervalle compact qui tend vers (0) quand h ->0 et soit a (h )^h

une fonction qui tend vers 0 . On suppose que :

(2.10) P n'a pas de spectre dans (I(h)+[-2a(h),2a(h)])\I(h) pour h assez petit

Soit :

(2.11) 0^ = (z e C ; dist(zj(h)) ^ a(h)).

Si X(x.^)eC^R2 ) vaut 1 dans un voisinage de U, on peut trouver Ç^eS°tel

que :

(2.12) (P-z)O^I-X-K, ,K,eS"° 0

pour z.eCî.. Ici Q° et K dépendent holomorphiquement de z même dans un

petit voisinage de 0^. Avec : Ç^ = Q^( I -K^)~ 1 eS°, on obtient :

(2.13) (P-z)Ç^ = I-R^ . R^=X(I -K^) ' 1 eS0

De même , on construit : Q^ = ( I -K^)" 1 Ç^eS°et R^ = ( I - K ^ ) " 1 XeS° tels que :

(2.14) Q^(P-z) = I-R^.

Soit maintenant zeôû^ . Si : (P-z)u=v, alors :

u-R^u = Ç^v . u = OzY+Rz" = (Q^^^(P-î)~1 )v.
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Donc,

(2.15) (P-z)'1 = Ç^+R^P-z)"1 .

D'autre part, comme : (P-z)Q^v = v-R^ v, on trouve : u =Q^v+(P-z )~ 1 R^ v ;

(2.16) (P-z)"1 = (^(p-z)"^.

Substituons (2.16) dans (2.15) :

(2.17) (P-z)"1 = Oz + ^ Q^ + R^(P-z)" i R^

Comme on peut toujours choisir X à support arbitrairement près de U , on

trouve par " construction " de (P-z)"1 . et par le Lemme 2.1, que :

(2.18) Si X^ , X^ appartiennent à un borné de S° et d(suppX,,suppX^)^ £ > 0 ,

alors : j |X , (P-z)~ 1 XJkC^ 1̂  d(suppX^suppX^)" N .

où on a posé d(A,B) = min(dist(A,B), dist(A,U) + dist(U.B)).

Seul le dernier terme de (2.17) contribue au projecteur spectral :

n = (27ii)"1 ^ (z-P)"1 d z ,
J h

et on obtient,

(2.19)Si X^ , X^ appartiennent à un borné de S°et

dist(suppX^.U) +dist(suppX^U) ^ Cç > 0 .alors :

IIX, n X^ll ^ C^j 1̂  (dist(suppX^.U) + dist(U,suppX^))'N .

Remarque 2.4. Avec les techniques ci-dessus on montre que si P'eS° est

elliptique à l'infini, P'=p'(x.^) mod S'1 , U=((x ,Ç) ; det p'=0) et si P'=P dans un

voisinage de U. alors P' n'a pas de spectre dans (I+[-|-a,|- a])\(I+[--j- .^]) et si

n' est le projecteur spectral associé à Sp(P') n (I+[-^- ,-1:1) , alors :

lin-n'n=0(h00).
De plus (utilisant aussi que Sp(P) n I(h) et Sp(P') n (I(h)+[--|- ,^]) sont discrets

et qu'il y a au plus 0(h ) valeurs propres dans ces intervalles) on voit qu'il y

a une bijection b:Sp(P) n Kh)-^Sp(P') n (I(h)+[—|,-|-]) t.q. :

b(h)(^)-|i = 0(h°°).
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Considérons maintenant le cas de plusieurs puits microlocaux.

On suppose toujours que PeS°, P=p(x,^) mod S~ 1 et que :

((x,Ç) ; det p = 0 ) = U U^ (réunion finie ou dénombrable)

où les U^ sont compacts et disjoints entre eux .

On suppose même que :

(2.20) II existe Rç tel que le diamètre de chaque U^ est < Rç.

(2.21) 3 E Q > O tel que les U^+B(0,eç) sont disjoints entre eux.

(2.22) Pour tout a, on peut trouver P^ qui appartient à un borné de S°

tel que P«=P dans U^'1'1^0'^ et tel que pa est ^liptique en

dehors de U^+B(0,e) uniformément par rapport à a pour tout

ee]O.Eç].

IciB((x^),r) = ((y.ii)eR2 Ky.ii)-(x^)|<r).

Soient I(h) et a(h) comme avant et supposons que tous les P vérifient (2.10)

pour h<hç indépendant de a . La première étape sera de construire (P-z)~1

quand zeôû^. On fixe £>0 suffisamment petit et on choisit :

X^eC^°(U^+B(0,e)) uniformément bornés dans S° tels que X^=l sur U^+B(0,e/2).

Utilisant l'ellipticité de P en dehors de U(U^+B(0,e/2)) , on construit d'abord

Q^eS° , holomorphe pour zeû^ tel que :

(2.23) (P-z) Q^ = 1-2 X^+K . KeS"00

Avec Ç^ = Q^ ( I + K ) " 1 = Q^I+L^), on obtient :

(2.24) (P-z) Ç^ = I-Z ^(I+L^) , L^eS"00

On pose alors pour ze30. :

(2.25) R(z) = Q^+2(P^-z)"1 ^(I+L^)

Utilisant les résultats ci-dessus et le fait que la boule B((x,^),Â) contient

au plus C(1+Â) des puits U^ . on voit sans difficulté que la somme dans (2.25)

converge dans ^(L2 ,L2 ) et que ||R(z)|j^C a(h)"1 . On peut être plus précis

encore : si ^ i . ^ z appa r t i ennen t à un borné de S° et

dist(X,.U^)+dist(X^,U^const. > 2e. alors :
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IlX^-z)'1 X^( I+L^) X^ll <$C^ h1^ (disUsuppX^+distW^suppX^))^.

On en déduit, en considérant d'abord le cas où les supports de X, , X^ sont

contenus dans les boules de rayon 1, que si on pose :

d((x^(y,Ti))=min(d((x,î;),(y,ii)). d((x^)^)+d(U^ .(y, il)),

et si : d(suppXj,suppX^)^£Q> 0, alors :

(2.26) «IX, R(z) X^lkC^ h1" dCsuppX^suppX^.

On a :

(2.27) (P-z) R(z) = I + K ^ .

(2.28) K^ = 2(P-P^)(P^-z)"1 X^(I+L^).

Ici le support de (P-P^) est disjoint de celui de X^ et on a donc :

IIX/P-P^P^-zr^d+L^lkC^ h^l+dtsuppX^+dœ^suppX^))"^

pour tout N et sans restriction sur suppX. . j=1.2.

Sommant sur a , on trouve immédiatement que K^ vérifie (2.6). Donc K^eS"00

(P-z)~ existe (pour h assez petit) et on a :

(2.29) (P-z)"1 = R ( z ) ( I + K ^ ) " 1 .

Combinant (2.26) et la majoration sur IIR(z) i l ci-dessus avec le lemme 2.1, on

obtient :

Proposition 2.5. Pour zeôû. , on a uniformément en z :

(2.30) H(P-z)" 1 IkCa(h)" 1

Si X^X^ appartiennent à un borné de S et si d(suppX^,suppX^)> £o>0, alors:

(2.31) HX/P-z)"1 X^lkC^ h1^ d(suppX^.suppX2)' 'N .

#

On suppose dans la suite (essentiellement pour simplifier les notations)

que Sp(P^) n I(h) = (|i^) où ^ est une valeur propre simple et que a varie

dans 2 et que d(U^,Un) - la-pi. Soit (p^ un vecteur propre normalisé associé à

(PA) :
(2.32) (P<,-^) (?„ = 0,11^11 = 1.
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Grâce à (2.19), valable uniformément en a pour (P()(,UÇ(), on sait que :

(2.33) JlX(pjj < C^ h^suppX. U .̂

si X appartient à un borné de S° et d(suppX,U )^EQ> 0.

On en déduit facilement que :

(2.34) l((pj(pp)k C^ la-pl"^ . a^P.

La matrice infinie ((ïpjïpn)) est alors de la forme I+K avec K=0(h°°) dans

Sb(L ,L ). Si E est l'adhérence des combinaisons linéaires des (p^ . alors

((p^) y 2 est une base hilbertienne dans E au sens où tout u e E s'écrit de

manière unique : u=Zu^ (p^ , avec : l lu l l - (Slu^l2 )1 2 .

Soit F l'espace spectral associé à Sp(P) n (I+]-a,a[) et îlp le projecteur

correspondant. On pose :

(^S) v<,=np<p<,.
Utilisant (2.33) et la Proposition 2.5, on voit que v^ vérifie aussi (2.33).

Proposition 2.6. On a HX(v^-q^)lkC^ h1^ (l^^suppX^))^ siXeborné c S0.

Démonstration : Comme q»^ et v^ vérifient (2.33), il suffit de traiter le cas où

X = l . Comme (P-z)'1 =R(z)+0(h00), on a : IIv^+—— R(z)œ dzll=0(h00) .
J h

Comme Q^ n'a pas de pôles dans 0^ , on trouve :

J R(z) (?„ dz = J 2p (Pp-z)"1 Xp(I+L,)(p, dz.

Ici :

V1''^^ = ^^(l-^-PD'^siapîp

= (p^+0(h°°) sia=p .

et donc : -(2jli)"1 JR(z) (p^ dz = (p^+0(h°°) dans L2 .
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#

II résulte de la Proposition 2.6 et du fait que (v^-(p^) ast orthogonal à F. que :

(2.36) (vjvp)-((pj(pp) = -(v^-(pjvp-(pp) = Oa^d+la-pl)"^ VN.

Avec (2.34) et le fait que ll(pjl=l. on obtient donc :

(2.37) V = ((vjvp)) = I + T , T = (t^p).

(2.38) t^p = 0(h N ( l+ ja -p j )" N ) ,VN.

En particulier, T = 0(h00) dans ^(^(Z2)). II est alors clair que les v^ forment

une base hilbertienne dans un sous-espace fermé F' c F. Avec la terminologie

de [HE-SJ],, on a aussi grâce à (2.36) :

(2.39) ?(E,F) = 0(h°°).

Proposition 2.7. Pour h>0 assez petit on a F = F et cf(E,F) = cT(F,E) = 0(h°°).

Démonstration. Il suffit de montrer que (T(F,E)<1, car alors on sait (grâce à

(2.39)), que cT(E,F) = cT(F.E) et que F = 7ip(E) = F. Soit ueF. l lu l l= l . Alors :

(2.40) u = (2Hi)"1 ( 3 (z-P^udz.
J h

De nouveau, comme : (z-P)~ = -R(z)+0(h ) et comme :

-R(z) = -Q^ + 2(z-P^)"1 X^ + 0(h 00) . on trouve :

(2.41) u = 1^ T^ ̂  u + 0(h°°).

donc dist(u,E) = 0(h°°) , ce qui prouve que cT(E,F) = 0(h°°).

#

Grâce aux propriétés (2.37), (2.38) on peut aussi introduire la base

orthonormalisée (e^) = (v^) V . Comme dans la démonstration du lemme

2.3, on trouve que :

V" 1 7 2 = I+R, R=(r^p). r^p = OdAl+la-pl)"^. VN.

Donc,

(2.42) e^ = v^+ Z p O ( h N ( l - ^ l a - P I ) ~ N ) V p .



3. Décroissance exponentielle.

Pour commencer, on considère un opérateur un peu plus général de la

forme:

(3.1) P = (1-cos D ) + V ( x )

où VeC(R) nL°°(R). Soit (peC1 '1 (R) avec (p\(p"eL°°(R).

On a : (1-cos D) = 2(sinYD)2 . Donc,

(3.2) je2^ (1-cos D)u u dx = 2 JQ2 (Up) Up dx,

<p/h -oo »ou u = e u. ueCç et ou:

(3.3) Q=e^hsin(yD) e-^'.

Calculons cet opérateur pseudodifférentiel à la main, en utilisant que

(3.4) sin^-B). ^(e2^ - e'2 ix) - ̂  (ï. ̂ -T^)

où T^ u(x) = u(x-k).

On a:

sin( Q/2)(e~^\)W = (e^' h / 2 ) /h u(x+h/2)- e^-h / 2 ) '^(x-h^))/^

Utilisant que : (p(x ± -1 ) = (p(x) ± (p'(x)h/2 + 0(h2 ), uniformément pour xeR,

Ihl^l, on trouve:

sin( D^Ke'^^uMx)

, e-^^e-^^.O^h .u-^e^^.O^^ul
L "2 ' ~Ï \

d'où,

(3.5) O^e^'^ôdinT i, -^(e^Odi))^ .
' i î

ce que l'on peut aussi écrire :
C3.6) Q = A - ^ i B + ô ( h ) T ^ + 0(h)T,, .

' "2 T
où

C3.7Ï A = chf^jsin[yj . B = shf^-1cos[^ .
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Alors l'adjoint s'écrit :

(3.8) Q^ = A-iB+0(h)T_^+0(h)ï^ ,

puisque A* - A, B* - B = 0(hh . ,-+0(h)T. ,-. Revenant à (3.2). on trouve-h/z h/z

(3.9) Re j e^^O-cosD) u u dX = 2Re(Q UplQ^ Up) =

= 2 ( H A U p « 1 2 - IIBUpll2) +0(h)llUpl|2.

Pour pouvoir exploiter cette identité on majore :

IIB u^k-^llsh(-I-) T_^ ul|+ ^llsh(-^-) T^^ ull

= yllsn(T (p72) u l l + Yll^^.h/^ <P'/2)u||.

Comme sh(ï (p72) = sh((p72)+0(h). on trouve :

(3.10) IIB u^kllsh((p72)u^|+0(h)l|Up||,

donc :

(3.11) -IIB U p l l 2 ^ - j (sh (p72)2 lu^l2 dx - Chllu^l2 .

Combinant (3.1), (3.2), (3.9), (3.11), on trouve :

(3.12) 211ch((p72)sin(D/2)Upll2 + |(V(x)-Ch-2(sh-|-)2 )lu^l2 dx

<Re e2^^ Pu ûdx .

cette inégalité reste valable si on remplace V par V-Rez et P par P-z. Comme

dans [IIE-SJ^, on obtient alors la:

Proposition ^.1. Soit P de la forme (3.1), avec VeC(R)nL°°(R). Soit (peC^^R)

avec (p\ (p"eL . Alors il existe C^ 0 tel que pour tout zeC et toutes fonctions

0 < F e L^vérifiant

(3.13) V-Rez-Ch-2(sh (p72)2 = F2 - F2 .
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on a :

(3.H) 2Hch((p72) sin(D/2) Upll2-^ 11(F^F_) U p l l 2

^ | | ( F ^ F ) e y / h ( p - z ) u | | + I IF- "cp1 1 2-

pour toute ueC^°(R). Ici u^e^ u.

Considérons maintenant l'opérateur de IIarper :

(3.15) P=cos D + Â c o s x , À > 0 .

Par transformée de Fourier unitaire on peut échanger cos D et cos x, ce qui

revient, à un facteur scalaire près, à remplacer À par -^ .Sans perte de

généralité, on peut alors supposer que À ^ l .

On fixe un £ > 0, et on se propose d'étudier le spectre de P dans l'intervalle

[1 -À+c ,1+À]. Pour |i ( = E ) dans cet intervalle on définit les puits U^=U^(pJ,

aeZ , comme dans la section 1.

On peut alors expliciter un choix des opérateurs P^ de la section 2 de la

manière suivante : Soit O ^ X ^ Q ^ X ^ e C^° (U,.^^,.^ Ut/^ suffisamment

grand, et posons : X^(x,Ç)=X(x-27lc^ , ^-2îio^) et :

(3.16) P , = P + 2 ^ X p .

Alors P^ se déduit de Pc par translation de 2na et, pour l -À+£^| i<l+À, on a :

(3.17) P;1 40 =1^40.

Au niveau des opérateurs, on a :

(3.18) P , = T . P o T c < 1 '
où T a été introduit dans la section 1. L'étude du spectre de P^ dans

[ l+À-Ch . l+À] pour C > 0 arbitrairement grand, est entièrement analogue à celle

de l'équation de Schrôdinger en présence d'un puits ponctuel non dégénéré.

Voir B. Simon [SI]^ , HeIffer-Sjôstrand [IIE-Sj], . Dans l'intervalle

[1 - À + £ ç , l + À - C h ] , on peut d'autre part appl iquer les résultats de
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Heiffer- Robert [IIE-RO]^. On obtient ainsi le résultat suivant (qui pourrait être

encore précisé) :

Proposition 3.2. Pour h> 0 assez petit, on a

Sp(Pç) n [ I -À+EQ.I+À] = ^j.o.....N(h)(llj^)• où les ^h^ sont des ^l^urs propres

simples, ^(h)-^^(h) » h. l+Â-p^(h) » h.

Dans la suite on " fixe " un p,(h) = ^.'(h/^)' mals on verra que tout

marche uniformément par rapport à ce choix. Il est maintenant clair que l'on

est tout à fait dans la situation de la section 2 avec I (h )=( j i (h ) ) . a (h )=h /C

Cç>0 assez grand. (Sauf pour le fait que I(h) ne tend pas vers (0), mais reste

dans un intervalle compact, ce qui ne change rien d'essentiel.)

Si (le [ l - À + E ç J + À ] , alors - ( P - ^ l ) = ( l - c o s D ) + À ( l - c o s x ) - v , où

v=l+À-^Le[0 ,2À-£Q] . Provisoirement on changera les notations en écrivant :

(3.19) P=( l -cosD)+À(l -cosx) .

L'étude spectrale de l'opérateur (3.15) près de |l(h) équivaut alors à celle de

l'opérateur (3.19) près du niveau v(h)=l+Â-p. (h) .

Soit û^ le disque de centre \/(h) et de rayon a(h)=h/C^ (C,>0 assez grand).

On a le :

Théorème 3.3. Pour tout e > 0 et Cç>0, il existe C^ > 0 tel que pour tout zeôû,

h ^ l / C ^ et tout ( p e C ^ t R ; R ) avec l ( p " | ^ C ç e t

a(l-cosx)-v(h)-e)^-2(sh (p72)2 ^0.

l'opérateur (P-z) I ^ admette une extension bornée à
L comp

L^ = (u îe'^u eL^R» de norme ^/a(h).

Démonstration. Soit U^=U^(^i(h)) , aeZ2 et soit U^ c R^ , la projection de U
i

C'est l'intervalle fermé dans [27ia^- îi,27ic^+7l], défini par l'inégalité

Âd-cosx)^v(h). Soit O^Q^eC^J-îi . j iE), à support dans (x ; À(l -cosx)^v(h)+5)
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tel que À(l-cosx)+e^S/2. -n<x<îi.. Ici 8>0 est petit. Soit e^(x)=eç(x-2ïik).

On a alors: À(l-cosx)+Z e^max(À(l-cosx).Ô/2).

On pose :

P = P+2j © j . P^ = P+2^ ©j = P-0^.

La section 2 s'applique aussi bien à P^ qu'à P et nous savons donc que pour h

assez petit (en fonction de ô) on a ll(P^-z)"1 Ik2/a(h) pour zeBO^ . (La norme

étant celle de L(L2 ,L2 ) si rien d'autre n'est indiqué.)

Pour P on peut appliquer la proposition précédente avec F _ = 0 et obtenir :

si 2(sh (p72)2 ^(Àd-cosx)-v(h)-e)^ , e>0, WW^ . alors :

C3.20) IKP-z)" ̂  2 2 < c^
L (Lm , La)

pour h assez petit et Z€Û^.

En effet, de (3.14) on obtient :

llull 2 ^ C(c)ll(P-z)ull 2 . VueC^
L, L,

et par un argument de densité on obtient alors (3.20) dans le cas où (p est

constante près de l'infini. Le cas général s'obtient ensuite en prenant une suite

(p. de fonctions constantes près de l'infini qui converge vers (p. On omet les

détails.

Etudions ensuite (P^-z)" ' de plus près. Comme (P^-z)(P-z)" * =I-e^(P-z) ' I.

on trouve:

(3.21) (P^zr^P-zr'+tP^z)''1 e^P-z)"1.

Prenant les adjoints en remplaçant z par z , on obtient aussi :

(3.22) ^P^-z.)~l=(P-^)~l^ (P-z^e^-z)'1.

Une substitution de (3.22) à droite dans (3.21) donne :

(3.23) (P^zr^P-z)"^ (P-z)'10^P-z)" l++(P-z)' ' l©^P^z)' le^(P-z)" l .

Si (p est comme dans le théorème avec €^6, alors (p=const. sur suppQ^ et on
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obtient :

C3.24) I K P . - z ) " 1 ! ! 2 2 < C(c)/a(h). zeô0., .h<$ l/C(c).k La2.!.2) "
Pour aborder (P-z)~ , il nous faut un peu plus de marge et nous prenons e^2ô.

Soit X^ la fonction caractéristique de [2nk-7i,2jik+7i] et posons :

(3.25) R ^ = 2(P^z)'1^.

Comme on a un peu de marge dans le choix de (p, on trouve facilement à partir

de (3.21) :

C3.26) ^^ HX,(P,-z)- 1 XJI 2 2 .^xf1 "lj;;̂  1

^ ^ k k L ( L ^ L ^ ) a(h) le-^-^si l j -k»^

Soitv'R^ u.VpllX.vll 2 . u.=IIX. ull 2 .
L<p Lç

Alors ilvH2^ =s S v2 l lu l l 2 ^ = S u,2 et on a v.^^L a, ^ u^. Vu la majorationL<p Ly k •
(3.26), on obtient :

(3.27) HRJI , 2 ^ C(c)/a(h).
LO2.!.2)

D'autre part,

C3.28) (P-z)R^I-K. K=S E Q.(P^-z.)~ 11^ ,
j^k

et de la même manière que pour (3.27), on obtient :

C3.29) I IKI I . 2 ^ 1/2 •^(L'.L2)

si h<l/C(e) et ceci avec (3.24) donne le théorème puisque (P -z )~ 1 =R^( I -K) '
#

Corollaire 3.4. Pour tous e> 0, C^> 0, il existe C(c)> 0 tel que

C3.30) l inpil 2 2 ^c(e) . s i O < h ^ l / C ( c ) ,
^ ( L ç ^ . L ç ^ )

pour toutes ( p ^ e C 1 ' 1 avec l(p"jkCQ. 2(sh((p'j/2))2<(À(l-cosx)-v(h)-e)^ et

(p^=(p^ sur u U..

Ici n? est le projecteur orthogonal sur l'espace F comme dans la section 2.
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Démonstration. Si ©=-2. ©^, on obtient comme pour (3.23) :

( p - z . ) ~ l = ( p - ^ . ) ~ l - ^ ( p - ^ ) ~ l Q (p-zr^p-z)"^ (P-Z)"^ (p-z)'1
et seulement le dernier terme contribue à la représentation intégrale de rip.

Comme la longueur de ô0^ est 0(h) et a(h) « h on obtient alors (3.30) à partir

du théorème 3.3.

#



4. Matrice d'interaction.

Soit P donné par (3.15) et soient p,(h). a(h) comme dans la section 3.

Soient (p^eL^t.q. :

(4.0) Il(pjl=l. (P^)(p,=0. où P,=^ P,, T,1.

Soient g^eL2 t.q.

(4.1) (8«X)=1
-N

(4.2) Hgjl=0(h 0)

(4.3) IIX gJI=0(hNd(suppX,U^)'N)

uniformément pour Xe borné c S^ç , d(suppX,U^)>£ç> 0.

Rappelons que les v^sllp (p^ forment une base hilbertienne dans F. et que

(4.4) HX^-^II^O^a^suppX.U^))"^

sans restriction sur suppX

(4.5) 1PC vJI+HX (pj^CXh^suppX.U^)'^.

si d(suppX.U^)^EQ>0.

On a :

(npgjvp)=(gjvp)=(gjq»p)+(gjvp-(pp).
et d'après (4.1)-(4.3) : (gJq)p)=6„p+0(hN(l+|a-p|)"N).

D'après (4.3). (4.4), on a (gjVp-q^CKh^l+la-pl)"^. Donc.

(4.6) (npgjv^ô^+OoAl+la-pl)^).

Si (e^)=e* est une base orthonormalisée de 7 ; alors :

7=^(I+(k^)) .k^=0(hN ( l+«a-PI) 'N )

et (4.6) reste valable avec v« remplacé par e».

Autrement dit :

(4.7) 11^=^2 k^ep.
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^^cKh^i+ia-pi)^)
On en déduit que (IIp g^) est une base hilbertienne dans F.

Lemme 4.1. Soit (x^hl^h^eUçt^h)). b>0. Alors on peut trouver (x,(hU/h))

tels que I (x,(h)^(h)) - (x^hU^h)) 1 -*0 .Nç et c(h) tels que c(h), c(h)"1

- N
=0(h °) et tels que :

g^(x.h)=c(h) exp -^(i(x-x,(h))^(h) - ^(x-x/h) )2)

vérifie les hypothèses (4.1)-(4.3).

C^monsiralloil

(4.2) et (4.3) sont faciles à établir si gç a la forme indiquée avec :

1 (x^(hU,(h)) - (Xç(h)^(h)) 1 -»0 et c(h) à croissance polynômiale. Il s'agit

donc de vérifier (4.1). c'est-à-dire de trouver une suite (x^(h),^(h)) telle que
N

I (x,(hU,(h)) - (x^hU^h)) 1 -»0 et telle que :IT(pç(x^.^)l^h ° soit vérifiée

avec :

f (i(x,(h)-y).L(h)-b(y-x.(h))2 /h
0 (T^)(x,(h).yh))= e (p^y) dy

=((pjv^(x,(h)^(h)))

(oùv^Xy) : ^^^ -^ -^^ 7 - ^ 2 ^^ 1 1 )

Supposons par un raisonnement par l'absurde que ceci ne soit pas possible.

On trouverait pour tout Nç ,un ̂  , c,>0 et un point (x^.^ )e U^^ç) tels que

pour une suite de h qui tend vers 0. on ait :

jT(p^)kh ° pourl(x^)-(x^)ke,.

Le raisonnement qui suit est classique dans l'étude de la propagation des

singularités ( cf [Sj],)

Si dist((x,Ç),U(QQ))<e^ où e^>0 est assez petit, alors il existe I=t(x^)el-CyC^

pour un Cç>0 fixé assez grand, tel que (x( t ' )^( t ' ) )=expûï (x.Ç) vérifie

l(x(fU(f)-(x^)ke/2.
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On peut d'autre part construire v^(x,Ç)(y)=a(t,y,h) exp i (p(t,y,x,Ç)/h

t.q. Im (p(t,y.x.Ç)^0 avec égalité pour y=x(t). Im (p"yy>0. (p* (t,x^x^)=^

vérifiant (h D^Py-^=0 , v^^v^

Inversant la transformation de F.B.I (* ) (voir par exemple [Sj] (§9 p61),

[HE-Sj]^ pour ce genre d'argument, on voit que :
N - N

(<Polv^) = 0(h ° 1)

où N, est une constante universelle.
N - N

D'autre part ((pjv^x^)) = ((pjv^x^))+0(h00) donc T(po(x^)=0(h ° !) pour tout

(x^)eU^+B((0,0).£,).

Ceci est clairement impossible pour Nç arbitrairement grand (car (pç est Odi^

en dehors de Uçç et de norme 1).

#

On définit ensuite g^=T^ gç . Ainsi (4.1)-(4.3) sont vérifiées.Dans le cas

Â.=l, un choix 'optimal semble être de prendre b= l et x =Ç . car alors g et g

ont essentiellement la même décroissance.

Soit Go(x)=-| (x -Xç) 2 . 0^)=:-^- (Ç-^)2 . Soit 4>(x) la fonction croissante

continue telle que < î> (0 )=0 , 0(x)=const. sur chaque U.=n U. . ( où n est la
l X j ,K X

projection de \J: sur l'axe des x ) et telle que :

cos(i0')+Âcosx-Eç=0 dans R\uU^.

Pour faire le lien avec les fonctions poids utilisées dans la section 3. on

remarque que :

(4.8) 2(sh ^'^^ad-cosx)-^ .

où Pc est défini avant le Théorème 3.3. On définit alors une distance dégénérée

sur les puits, par :

(4.9) D(x.y)=j<î>(x)-0(y)|.

De même, on introduit Û^=n^ U. ^ et la fonction continue croissante <Ï> avec

3>(0)=0. 3>=const. sur chaque Û^ , cos ̂ X cos i ^'(Ç)-EQ=O dans R\uÙ^ , ainsi
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que la distance associée :

(4.10) t)(tTl)=J^a)-^>(Tl)l.

Posons aussi :

(4.11) D^x.y) =mh^ D(x.U^+D(U^,y).

Si : Y,(x) = infy^G^y) ^D^tx/y) , on obtient à l'aide du corollaire 3.4 :
( I -C)Y /h

(4.12) Pour toute>0 Jle l rTpgjkCte).

(Voir [HE-SJLJ pour des arguments semblables.)

On constate que Y^(0)=0 . Y^(27lk)> v^lkl pour un \^e]O.S,], où S^=D(0,27l) est

l'action horizontale, déjà considérée dans la section 1. Pour 27ik^lxl^27i(k+l) ,

on a :

(4.13) Y,(x)^min(^k+D(2jik.|xl). v , (k+l )+D(2j i (k+l ) . lx l ) ) .

Ceci résulte de : Y/x)=min^ Y^(U^)+D(U^.x) .

Bien entendu nous avons des résultats analogues pour rip g^ en remplaçant

Y^(x)parY/x-2 î ia , ) et pour ïïp g^^nh)"172 je '^^^np g^(x) dx,

en remplaçant Y,(x) par Y^(Ç-27ia^). où Y^(Ç)=inf^^ ôo(-n)+I)0 ) (tn),

fi^dT^min^ t)(tU^)+t)(U^). On a Y^(0)=0. Y^(27lk)^^lkl. 0<v^S^, où S^ est

Faction verticale introduite dans la section 1.

Remarque 4.2. Si À=l. ÊQ=2, b=l on trouve que GQ=Û^D(O.X) et donc

Y^=Y^=D(0,x), v^=v^=S^=S^ dans ce cas. De manière plus générale, si Â=l on

peut montrer que l'on peut prendre ^^^^ suffisamment grands pour que

certains arguments de cette section se simplifient. Voir l'appendice A pour

plus de détails.

Pour a,peZ , on pose :

(4 .14 ) 5(a.p) = max (v.Ia.-P.I).
j- 1.2 ' ' '

Ô est une distance sur Z , et on pose pour keN
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(4 .15) Ô^W) - min ^a.^0)^1^2^...^1' °p).
a^0...^1-1^

l>k
avec Ô^ =6.

A cause de l'inégalité triangulaire il suffit de prendre le(k.k+l) . Remarquons

aussi que :

(4.16) Ô^WkS^a.p)-^ (P.V).

.W..
Définition 4.^. Soit A=(a J . keN. On dit que A=0(e ) si. pour tout

<x .p€Z
n.\

oO.ona : la^pkexp((c-(l-c)$' (a.p)/h). si 0<h<h(e)>0.
#

On montre facilement :

(4.17) Si A^exp-ô^/h). B=0(exp-ô(e)/h).

alorsAoB^expt-^^/h))

(4.18) Si A=Ô (exp-6 k /h). k > l et siî^eR alors pour h > 0 assez petit on peut
Kdéfinir ( I + A ) (car IIAj j - , est exponentiellement petite)

Ï(C .6 )
et on a (I+A^I+M^+Ôtexp-ô^/h).

(4.19) Si A^exp-ô^/h) alors A^exp-ô^/h). Vf<k.

Changeant légèrement la normalisation de g , on peut supposer que jlrip g 1 1 = 1 .^^ • ^
Utilisant (4.12), (4.13) et les majorations analogues pour IIp g . on obtient, pour

la base orthonormalisée de la base ripg :
(i),.

(4.20) .Tr=nF?( i+Ô(e" 6 /h)).
ce qui donne avec (4.12). (4.13) et leurs analogues pour Ilp g :

(4.22) Pour tout e>0 :
( i -c) f (x-2n«)/h d-c) f (^-2na )

"e * ! "Jl^lle 2 2 ûJI^C^e^11.
où f^. f^ sont les fonctions paires définies par

(4.23) fi(x)=min(v,k+D(2îik.lxl).v/k+l)+D(2n(k+l)Jxl)).
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(4.24) f2(Ç)=mm(v^k+6(2nk.iy).v^(k+l)+6(2îi(k+l)jy)).

pour 1x1. IÇ|e[2nk.2n(k+l)].

On s'intéresse maintenant à la matrice P/F dans la base (u ). Rappelons

^ 8a=T«8o-
Lemme 4.4. On a u^ = T^Uç.

Démonstration. Comme P commute avec T^ on a aussi v^=T^Vç . où on a posé

v^ripgo . Rappelons que TpT^=exp(ihp^)Tp^ . où (2îl)2/h=27lk+ h. keZ. La

base orthonormalisée (u^) est caractérisée par le fait que

^pS^

pour une matrice positive (S^ p). Comme Ty est unitaire la base orthonormalisée

de (T^ v^) est (T, u^). Or. Ty v^ = exp(ih Y^ Y,) v^ . donc

(4.25) T, v, = 2 p exp(ih a, a,) S,,, ̂  Up,,

= S p [expdfi Y,(a,-P,)) S^^ ] exp(ih Y^)u^ .

Entre crochets apparaît une nouvelle matrice positive et comme (exp(ih Y P )

Up^)p est orthonormale, c'est bien l'orthonormalisée de (T.yV^. Donc,

K26) T , u ^ = exp(ihY,a,)u^, .

et, si on pose a=0. on obtient le lemme.

On a (PUplu^)-(T, PUpIT, u^)=(P T, u^ u^)=exp ih Y^-a,)(P Up^lu^^). Donc

la matrice de PIp est de la forme :

pJ+W. W=(w^p).

où

(4.27) w^=exp(ihY^-a,))w,^^.

Ici la nouvelle valeur de ^(h) diffère par 0(h°°) de l'ancienne.

Comme (4.22) reste vrai avec u^ remplacé par Pu , on a :
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( l )
(4.28) W=0(e"6 / h).

Si v .<S . cette estimation sera insuffisante, et nous allons maintenant

l'améliorer pour les w^ « avec la-pl petit.

Grâce à (4.27) il suffit de majorer w^ ç . Faisons l'hypothèse de récurrence (II)

= (H.1.5) :

CH. l ) jw^kqexpr----(l-c) max aj(|ajl)/h1.

où a. : N* -»R^ vérifie

(11.2) 0^(k+l ) -a j (kkVj ,

(11.3) la/l)-a^(l) |<min(v^),

(H.4) |a^(l)|<S,J=1.2.

(11.5) a.(k)^ Eçk pour un e^ 0.

Estimons d'abord :

C4.29) (P-^o-^-,0",

Pour abréger, on écrira u= &(!) e" si pour la norme L2 sur tout compact.

^ ( i - c ) f / h ^ ^Q^c/h ^ ^^ç ^ contribution des termes avec P,=0 se

-(a ( l ) + f ( x ) ) / h
majore alors par :0(1) e

La contribution des termes avec P. fixé y^Q se majore par :

-(a dp | ) + f ( x - 2 n p ) ) / h
0(1) e * * l ' . Donc :

-F (x)/h
(P-^)u^=0(l) e l .où :

F/x) = min(a^( l )+f /x) .minp^a/IP, | )+f , (x-2î ip , ) ) .

Grâce aux propriétés (H2), (113) on a pour 2îlk^la|^27l(k+l) :

F/x)=min(a^k)+D(27lk.lxl), a^k+ l )+D(27 i (k+ l ) , j x l ) ) .

où a^k)=a^-k) , a^0)=a^(l ) . a^(k)=a,(k). k^ l .
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-2 -1 0 1 2 3 4 5

Cherchons maintenant une nouvelle estimation sur W quand a ?î0, par

exemple pour o^>0. On écrit :

wa.o=((p^)%lu«)=(x(p-^)uo lu<x)+(uo l ( l-x)p-^)u<x)-(^p.x^
Ici ^=l j-oo^j avec Âe]0,2jic^[ convenable à choisir.

£â5-La,=l. On choisit À/27i=l/2 ce qui donne la même majoration pour 1 et II :

1+11= C) ( l ) exp( -min(a^ ( l )+ \^ ,a/l)+S,)/h). Aussi : 111= Û(l)exp(-S/h) , car

supp[P-X]u^ c [X-h.À+h]. Donc, W ^ o = Û ( l ) exp(-min(a^(l)+\^,S,)/h).

£â5-2. a, est pair ^2. Si on choisit À/2ji=a/2, alors 1 et II ont la même

majoration, mais pour III on trouve seulement G( l ) exp ( -v a /h) ce qui ne

donne aucune amélioration. On prend yl /2n=

majoration de 1 et diminue celle de II. On trouve

IJI= î)(l)exp-(a,(-^- )+v, ̂ - )/h

111= Û(l)exp-(v/a^l)+S,) /h .

Donc,

ce qui augmente la

W^=î)(l)exp(-(min(S^+v/a^-l),a^(JL)+v^y l-))/h).

Ça? 3. o^ est impair ^3. On choisit Â/27l=— = [—]+-1- . Alors
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1.11= ÎXDexp-ta^-^-D+v^-Cy1-] ))/h

111= î)(l)exp-(v,(c^-l)+S,)/h.

Donc
a ci

W„Q=0(l)exp-min(S^+v^(a^-l) .a^([yL])+(a^-[YL])v^)/h.

ce qui est aussi la majoration dans le cas 2.

Les mêmes arguments marchent pour W^ ç et nous avons démontré

que si (a^a^) vérifie (H) alors (H.l) et (11.4) sont vérifiées par (b,,b^). où :

b,( l )=min(a^(l)+v, ,Sp

b,(j)=min(a/[-^ ])+(j-[^l)v,.S,+(j-l)^). j^2

b^(l)=min(a,(l)+v^)(4.30) b^(l)=min(a,(l)+v^)

b^(j)=min(a^([^])+(j-[^l)v^S2+(j-l)V2)J^2

Pour assurer (H2), (H3) on prend b^,b^ plus petits :

b/l)=min(min(a^l) ,a^l))+min(v,.v^),S,)

b/j)=min(a,([^- D+d-^Dv^+d-Dv^). j^2

(-4.31) b^l)=min(min(a,(l),a^l))+min(v^^.S^)

b^j)=min(a^[^])+(j-[{-])v^+(j-l)v^ j>2

Proposition 4.5. Si (a^a^) vérifie (H) et si (b^.b^) est donné par (4.31), alors

(b.bj vérifie (H). De plus b^(j)^a^(j) pour tout kj.

Démonstration. On a déjà vu que (b^b^) vérifie (Hl), (H4). Supposons par

exemple que S^S^. Alors b^(l)^b^d). Montrons d'abord (H3) :

Si min(a,(l).a^(l))+min(v^)<S, alors b^( l )=b^( l ) et on a bien (H3).

Si m i n ( a / l ) , a ^ ( 1 ) ) + m i n ( v ^ v ^ ) > S , , alors b ^ ( l ) = S , et

b^(l)^min(a^( l ) ,a^( l ) )+min(v^v^)^S^+min(v^v^) . On a donc (H3).

On constate ensuite que 0 < b ^ ( l ) - a ^ ( l ) < min(v^v^) . D'après (4.31) :
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b^(2)=a^( l )+v^ . donc b^(2)-b^(l)=v^-(b^(l)-a^l))e[0.v^].

Pour j pair : b^(j+l)-b^(j)=\^€[0,^].

pour j impair : b^(j+l)-b^(j)=a^([^]+l)-a^([-^-])€[0.v^].

Donc on a bien (H2) pour (b,,b^). Il reste seulement à montrer que b^(j)^a^(j) .

On Fa déjà fait pour j=l.

Pour j^2 : b^(j)=a^([{-]+(j-[y])v^a^(j) à cause de (H2).

Faisons maintenant plusieurs itérations selon (4.31) en commençant par

exemple avec a^(j)=min(v^))j.

Supposons que S^S^ (c'est le cas À ^ l ) . Si on regarde d'abord uniquement

a^(l), on voit qu'au bout d'un certain nombre d'itérations on arrive à un (a^)

qui vérifie (H) tel que a^( l )=S, , a^(l)=min(S^+min(v^)). Après encore une

itération, on obtient les mêmes valeurs pour a ^ ( l ) , a ^ ( l ) pendant que

a ^ ( j ) ^ S ^ + v ^ , a^( j)^ a ^ ( l ) + v ^ pour j^2. Il résulte aussi du cas 1 ci-dessus que ,

si o^=l, alors :
- ( s+v )/h

(4.32) w^=-(uj[P.X]u^)+Û(l)e * l

Si 0(^=1, on a :
-min(S +v .2 S )/h

(4.33) w^=-(ûj[P.X]ù^)+0(l)e * 2 2

^ l̂-oo..!.

Pour résumer ; on a la :

Proposition 4.6.Soit p , I + W , W = ( w ^ g) la matrice de Pjp pour la base

orthonormée (u^). Si S^S^ on a (4.28) et :
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/ - (S +c )/h
Ô(l)e 1 0 silal^2

e
- S / h

(4.34) w^ç = ^ Ô(l)e ! sija,l=l

- min(S ,S + £ )/h
\ Ô(l)e 2 * ° si la^l=l .

Ici £ç> 0. De plus, on a (4.32) si a,=l, et (4.33) si c^=l.

^



'S. Etude de w^ pour IIalL=l.

On suppose toujours que S.^S^ (c'est-à-dire que À ^ l ) . Utilisant la

Proposition 4.6 comme après (4.29) on trouve :
- F ( x ) / h

(5.1) (P-^)Uo=0(l)e 1

^\ -F (l;)/h
(5.2) (P-^)Uo=0(l)e 2

(5.3) F , (x)=min(min(S^S,+eQ)+f \ (x) .minp^ S ,+f^(x-27 ip^) ) .

(5.4) F^)=min(S^f^).min(S^£ç,S;,)+minp ̂  f^-2np^)).

Ecrivons Uo^'^o'^o^' et ^PP^0115 ^ cléfinition de D(0,x) dans la

section 4. Comme D(O.x) vérifie une équation eiconale dans ]|iQ,2n-|lQ[, on peut

étendre D(0,x) en une fonction holomorphe définie dans un voisinage complexe

de cet intervalle.

Proposition ^.\. Il existe £^> 0 tels que :

(5.5) lu^k^e-^0^-^.

pour tout e>0 et tout xeB(|lQ+£^) = (xeC ; |x-p,Q-^l<c^).

Démonstration. On utilisera assez librement l'analyse microlocale analytique

développée dans [Sj]^. Soit :

(5.6) Tutx^h"374 j e1^'^/h a(x,y,h) u(y) dy

une transformation de FBI qui permet de microlocaliser u dans un voisinage

de U/QQ). Plus particulièrement, on prend ^(x^sKx-y)2^, a=Cste.

Soit <î>ç(x), x e C , le poids strictement sous harmonique associé, donné par

4>Q(x)=supp y ç R - ' I m (p(x ,y)=- Im (p (x ,y , (x ) )= ( Imx) /2, où y(x) est le maximum
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non dégénéré de -Im (p(x,.)lg . Avec un choix convenable de a=const., on sait
y

alors que T est unitaire :
-<i» /h

L^R) -»H^ (C)=(u ; C -»C ; u est entière et ue ° eL^Udx)), où L(dx) est
o

la mesure de Lebesgue sur C. Pour Tu^ on montre à Faide de (4.22)-(4.24)

que TUçsOO) dans H^,(C). où O'^<Î>Q est une fonction continue sur C. qui

coïncide avec <Î>Q dans un voisinage arbitrairement petit de n^^e^dJçç), et qui

vérifie : ̂ (xî-^xïs-^-jxl pour Ixl^Cç ; CQ>O suffisamment grand.
o

Ici, ^•(y.—a^ (x.y)) -^x,-^ (x.y)), est la transformation canonique associée à T.

On peut alors récupérer Uç par :

(5.7) u^y^^h-^'Le-^^^b.Ou^hndx,

où b est une constante et r(y) est le contour (x ; y(x)=y)=(x ; Rex=y). et on

voit que u^ est holomorphe dans une bande autour de R, et que pour tout

voisinage û de n^X^ Uçç il existe un voisinage complexe Q' de IL , tel que u

est déterminé modulo OtexpM/Cç h) ) dans û' par TUç dans Q. Par rapport à

la formule d'inversion (5.7), on remarque aussi que :

(5.8) Im (p(x,y)+^(x) -ly-y(x)I2 -dist(xj(y))2 .

ce qui explique le choix de contour dans (5.7).

Rappelons aussi ( cf (5.1) ) que (Ç-^)Tu^O dans H^00 (û) où :
o

H^00 (Q)=(v=v(x.h) ; v défini sur Ox]0,hQ], v holomorphe en x et pour tout
o

(<ï>(x)+£)/h
K c eu et tout e>0. il existe C^>0. tel que : |v(x.h)l<C^ e ° , x e K ) .

On dit que v ~ 0 dans H^00 (Q) si pour tout Kcc Cl. il existe e(K)> 0, et C(K)> 0
Q

(* (x) -c (0)/h
tels que : |v(x ,h) l<C(K)e ° , x e K .

Ici Q est une réalisation convenable de l'opérateur h-pseudodifférentiel

analytique classique qui formellement vaut TPT"1 .
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Examinons d'abord le cas où 1-À+e^p^l+Â-ô, où Ô > 0 est petit, mais

fixé. Dans ce cas Y^=^ ^^l^oo^' est cH^éomorphe à un cercle et par une

méthode de déformations non-caractéristiques (comme par exemple dans

[Sj]^ voir aussi plus loin dans cette démonstration), on obtient après

diminution de Q, que Tu^eI I^ 0 0 (0). où 0 est tunique fonction harmonique

définie près de Y , qui vérifie

(5.9) <î>Q-<î>-dist(,Y^)2.

Ici l'existence de 0 est donnée par le théorème de Cauchy-Kowalevski ; que

l'on a (5.9) et pas seulement <î>Q-<î>=0(dist(. ,Y )2 ) résulte ensuite de la stricte

sous-harmonicité de ^>o-^>. D'autre part q(x ,-^ 'j^)"!1 est "^e fonction

holomorphe qui s'annule sur Y et donc identiquement.

D'après (5.8). (5.9). on a :

Im (p(x.y)+<Ï>(x) - -disUx.Y^+dist (x .Hy^pour x voisin de x^n^X^o.O)).

Dans les coordonnées t=Rex-p,Q , s=Imx, on a Y ^ défini par :

t+a(s)s^ =0;a(0)>0. et r / ^ . défini par : t=y.

On trouve alors :

nt,s.y) =^ Im(p(x.y+^)+0(x)=a(t.s.y)(t-y)2 -b(t,s.y)(t+a(s)s2 )2 avec a,b>0.

Pour y<0, on a les deux points critiques (de col) donnés par :

t=y, y+atsîs^O. que l'on note (y.s (y)).

Calculons les dérivées :

-j-^âd-y^b, t\avec â(0)=a(0), b(0)=b(0), f=(t+a(s)s2 ) ,

J9!-. -^(t-y)2- i-Ë.^.^bfAias ~ as V L Y 1 as l ZDl a s

Pour t=y, 1=0, on trouve ensuite :

-4-=2(â-b)
ai

2
^-=-2b {}=-4bâ(s)s . a(0)=0.
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2

-a-^=-2b(-^-)2 ^SbC^sD's^OCs2).
as

Comme f est harmonique ; 9—^ + •a— =0, on a aussi :
ai as

-a4- =2(â-b)=0(s2 ) pour t=y, f=0.
a i
En particulier pour y=0 on obtient : a(0)=b(0). Pour t=y. f=0, on a :
(5AO) ^t.sut.s)—465^5^ ^ ) ^ o ( s 2 )
f" admet donc les valeurs propres ± 4b âs+0(s2 ). avec des vecteurs propres

associés : (U)+0(s) respectivement (l,-l)+0(s).

Comme a(0)=b(0) , il est clair que f(t,s,0) s'annule à l'ordre au moins 3 en (0.0).

Comme d'autre part f"^ ^ ^ ^ s'annule au plus à l'ordre 1, on voit que l'ordre

d'annulation de f(t.s,0) en (0,0) est exactement 3.

Ecrivons maintenant :

f(t ,s,y)=f(x,y)=-Im F(x.y). où F(x.y)=-(p(x,y+ji)+0(x), 0 holomorphe avec

-Im <i>(x)=<î>(x) , 3>(0)=0. Alors F(x,0) s'annule à l'origine exactement à l'ordre

3 ; et les points critiques de x -> F(x,y) coïncident avec ceux de f(x,y); soit

x(y)=0(y) le point où ^-^(..y) s'annule. Alors :
ax

F(x.y)=j A(x,y)(x-x(y))3-B(y)(x-x(y))+C(y). B(0)=0, C(0)=0

On sait en plus que ̂  (0,0)=0, ce qui entraine C'(0)=0.

Alors : 3^F= À ( x - x ( y ) ) 2 - B ( y ) , A(0 )=A(0) , et on trouve les points critiques

x^.(y)par :

(x^(y)-x(y))=±/B(y)/^.

Pour y<0 , ces points coïncident avec ceux déjà trouvés, ce qui entraine :

B(y)=pA(0)y+0(y2).p>0.

Alors :x (y)-x(y)=± i/]T ̂ "y +0(lyl).

Pour y^O, on trouve les valeurs critiques :
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F(x^(y),y)=±-AYO J (i/p' /^y")3 ± P A(0)y i/p' /^y^CKy2 )

= ± -A-^0^ y i/p- /Ty ^ pAWyi/p ' /^ 'y '+CKy 2)

= - |-(± A(0)) P y i/1p~ /^y" +0(y2 ).

Sachant que cette quantité doit être réelle, on obtient : A(0)=- ik , keR\(0) .

Pour déterminer le signe de k, on regarde ô^ F(x ,y)=2Â(x-x(y) ) , Â(0)=0.

Pou rx=x (y), on trouve :

ô2 F(x (y),y)=-2i k i/p" /^+0(y) =+2k/"^/^y+0(y).— +

Donc :

-Im(+2k/~:'p7"::y' z 2 )= Im-4k /^"/"^i Re z.Imz =-4k /^p7"^y Re z.Imz.

Comparant avec le calcul précédent du hessien de f, on trouve k > 0 . On a donc :

F(x,y)=-j1 ( l+0(lx.yl))(x~x(y))3 +ik P(y+0(y2 ) )(x-x(y))+0(y2 )

avec k,P>0.

Pour pouvoir déformer le contour r( j i+y) pour y>0 , on s'intéresse aux zones

où -Im F(x,y) est < 0. Regardons d'abord le terme cubique :
- i k 3 k 3-Im —— x = -- Re x qui est ^0 dans les secteurs marqués du signe - :

Pour y > 0 on a les points c r i t iques x ( y ) , donnés par

x ^ ( y ) - x ( y ) = ± /'p'/y" +0(lyl), et la valeur critique en x (y) est -| i k P372 y372

+0(y), tandis que :ô2 F(x (y),y)= -2 i k /jT/y" +0(y).
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Ici -Im -2 i k /JT/y" z =2k/]TRe z , pour lequel on a le diagramme

Pour y>0 petit on peut maintenant déformer le contour r(p,+y) dans un petit

voisinage de 0 pour obtenir un nouveau contour f(|i+y) qui passe

verticalement par le point col x (y) et tel que :

-Im F(x,y)^-Im F(x (y),y) pour x e f t j i + y )

avec égalité seulement pour x = x (y) .(voir Sjôstrand [Sj]^ et Laubin [LA]

pour plus de détails dans des situations analogues).

Par ailleurs, c'est un exercice en géométrie symplectique de voir que

F(x^(y),y)=iD(0.^+y), et si on remplace r(y) dans (5.7) par f(^+y). on obtient

(5.5) pour x = ^ + y avec jy-e,l<e^ y réel. Quitte à diminuer e^ , on obtient

ensuite (5.5) pour x complexe, à l'aide des arguments du chapitre 2 dans [Sj]^.

Dans le cas où p ,= l+À-v . avec v ^ O très petit, on choisit une transformation de

FBI T de forme générale, qui permet de microlocaliser u^ dans un voisinage de

(0,0). indépendant de p.. tel que si Q désigne le conjugué formel de P, alors :

-(Q-j i)=P-v

où P a comme symbole principal :p(x.Ç)=i a(x,Ç)x.Ç , <î>Q(x)=-^-|xI2 ,
3<î>

^ ^fix-^71' a(x.x/i)>0 e tY=^^X^.U^^(^ l )=(xeC,a(x ,x / i ) |x | 2 =v) ;
o

Y est donc approximativement un cercle de rayon /v / a ( 0 ). Les

caractéristiques complexes de P sont données par x.Ç=0 et celles de P-v par i

a(x,x).x.^=v.

Pour x à l'extérieur de Y^ , on a 1x1^ /v' et on suit l'équation pour les

caractéristiques comme : i a(x,5;)î;=^-

Comme le second membre est petit (^C/Vç"), on a une solution Çs^x.^ ), où
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Ç(x.s) est holomorphe, ^(x.0)=0. •̂ - ^x,s)lg.o=^^ ^ . Donc :

^^-Tafx^x^C^2)-
2 a <1> vSoit <ï> la fonction harmonique avec <ï>=<î>ç sur Y^ telle que : -y- -^ =Ç(x,^- ) à

l'extérieur de V .

Comme arg l/x=argx, on trouve pour v assez petit et x pas trop grand à

l'extérieur de Y :

(5.11) arg(f^) -arg(-f-y^).

Soit XeC^îû) une fonction radiale du type :

o

et posons : 0 -4>^-t X(x)(<î>-<ï>).
ad»

Ici 0 est un petit voisinage de 0. Montrons que pour 0^ t< l , (p-vXx,-2-^-1-);^

pour xeQ n extérieur de Y =^ &.

1° Dans la région où X=l , on trouve : <î>^=(l - t )<î>Q+t4> ;
a<i>

utilisant le fait que I •y -̂° 1> ly^ 1 à l'extérieur de Yg , on trouve :
oâ<t> a<i>

2 t_ /. v 2 o 2 a<»> 2 a* .
T TSF ^^'^TTîT^^TJx^ T~9x slt?tfL

a4>
2° Si X?îl. on utilise (5.11) et le fait que I j^0- \» I -j^ 1 . Alors,

â4> Ô4»2 t / / i v\ 2 o -, 2 a* v ,. .v , 2 ax x 2 a<i>
T ex- ="1-^) T ax-^ T îx î^^o-0"- T ax )?î T ax '

a<t>
en utilisant aussi : 0 ^ t X < l et : arg(- -?- -|̂ - )«arg(-?- -|̂  )»arg( -?- 7^°-).

Par le principe des déformations non-caractéristiques, on obtient de

nouveau que T u ^ e H ^ 0 0 (&). On répète ensuite essentiellement le même

argument que précédemment ; d'abord si v=0, alors 0=0 et T u e I I 0 0 (Q). On a

Im(p(x ,y )+ lx l 2 /2 - disUxJy)2 et on en conclut que x -»Im (p(x,0) a un col en

x=0. Si on remplace 0 par y>0 ce col bouge et quitte 0. Si on fixe y^> 0 assez

petit, alors pour O^Fç assez petit, x ->Im (p(x.VQ)+<ï>(x) a un col à l'extérieur de
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Yg . Ceci termine la preuve.
o

^

Nous aurons aussi besoin de minorations pour Uç . Le cas le plus délicat

pour obtenir ces minorations est celui où }i=l+îl-v, ve[0,ô], 5>0 petit.

Reprenons la preuve de la Proposition 5.1. Soit x, proche de mais à l'extérieur
de ^IL-S • on sau donc ^ue lv(x,,h)kC^ exp(0(x,)+e)/h pour tout e>0. Soit f (x)

une fonction holomorphe dans un extérieur de Y , l + À - S ^ p ^ l + À . telle que

-Imf=<ï>. En général Ref sera multivaluée. Alors dans tout ouvert relativement

compact dans On extérieur de Y. , - , on a
1 +A. ~ v

(5.12) vCx.h^bd^atx.hîe1^711 modulo équivalence dans H^ 0 0 ,

où a est une réalisation d'un symbole elliptique analytique classique, qui

s'obtient par des constructions BKW standard, vérifiant a (x^ ,h )= l , et b(h)

vérifie |b(h)kC^ e^.VoO.

Si l'ouvert où on travaille n'est pas simplement connexe, a (et f ) sont en

général multivalués , et formellement, les " valeurs spectrales " v sont

déterminées par la condition que a e* n'est pas multivalué. Pour montrer

(5.12), on construit d'abord a avec les propriétés ci-dessus, tel que

(P-v) (a e1 ) - 0, et pour montrer que toute solution de (P-v) (v) -0 dans

H,,,00 , ve l l^ 0 0 possède la structure (5.12) il suffit essentiellement de

remarquer que l'opérateur u -^e"1^11 (P-v)(a e1 f / h u) est de la forme B D, où B

est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 0, elliptique près de A

Lemme V2 Pour tout e>0, on a lb(h)l^^- e"8711 . pour toutes les valeurs
c

possibles de v ( h ) = l + Â - p , ( h ) dans [0,0].

Démonstration. Si on suppose le contraire, alors il existe une suite h. -*0 et

^ j = l + À - V j ( h p e [ 0 , ô ] t.q. v , (hp ->Vç et e^>0 , C ç > 0 tel que pour le b
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correspondant :
-c /h.

(5.13) lb(hj)kCoe ° j .

Si V Q > O , la représentation (5.12) reste valable dans un voisinage de Y^ (avec

liçsl+À-Vç). et (5.13) entraine que lvl<C^ exp(0ç-£,)/h dans un tel voisinage,

ce qui contredit le fait que Uç est normalisé dans L et microlocalement

concentré en Uç ç .

Si Yç=0 on utilisera le principe du maximum ;soit r=ôW un cercle avec :

W DD Y^_ç. Alors :
(<i»-t )/h

(5.H) Ivk^e 0 surF.

Soit 0,, la fonction harmonique dans W avec <î>y.^ = 0. Alors, par le principe du

maximum :
(<!> - £ )/h

(5.15) IvkC^e r ° dansW.

Soit d'autre part, 3> la fonction sous-harmonique dans W égale à G> à

l'extérieur de Y et égale à ^>ç à l'intérieur de Y . Alors <î>^.-<t> est positive,

égale à G(-A<^ 1 ̂ ^ J.où G est le noyau de Green du domaine W. Comme le
N

noyau de Green a une singularité logarithmique, et comme A<î>ç 1 .^^ )-»Q
N

dans L^ . l^p<oo quand j -»oo , on voit que <î>p-<î> ->0 dans L (W).

Pour j assez grand, on a donc :
(4.-C /2) /h. (<f - C /2)/h.

IVjkC^e ° <C(,e ° ° dansW

ce qui donne une contradiction comme dans le cas précédent.

#

Utilisant le lemme, (5.12) et le fait que Uç près de y^ est décrite par une

intégrale de col avec un chemin d'intégration qui reste à l'extérieur de Yg , on
o

trouve la :

Proposition 5.3. Soit y^> ^iç assez proche de (iç . Alors dans un voisinage
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complexe de y^ . on a :

(5.16) lu (̂x.h)l̂  e-^6 D(QX)+ £)/h . pour tout e>0.
c

#

Nous avons en fait démontré un peu plus. Dans un voisinage de y . on a :

(5.17) u^x.h)=b(h)a(x.h) e-0^'07*1.

où a est une réalisation d'un symbole analytique elliptique classique d'ordre 0

avec a(yç.h)=l et :

(5.18) JbthM+l/ lbthî l^C^e '^ .VoO.

(uniformément par rapport à ^ comme dans 1°).

Rgmarqug 5.^. Tous les résultats ci-dessus restent valables pour û avec les

modifications évidentes.
^

Par la méthode BKW analytique (voir par exemple [Sj]^, on peut étendre a

comme symbole analytique classique à un voisinage complexe de [y ,n], tel

que si :

(M9) Vç(x,h)=b(h)a'(x,h) e-0^711.

où a' est une réalisation; alors :
- (Re D(0 .x )+c ) / h

(5.20) (P-^)Vç=0(l)e ° .pourune^O.
- (ReD(o.x)+ c )/h

On a aussi : u^-v^CKDe ° dans un voisinage de y^ .

et si on combine ceci avec (5.20). (5.1) et (5.3). on trouve :

(5 .21) IKuo-v^e^0-1^! .^e-^
L (Eyo- co.n4 ̂

pour un E O > O . Nous avons une description analogue pour u dans

[-ïl-e^-yo+eo], ainsi que pour ûç. Etudions maintenant w^ ^ pour a= l . Les

arguments menant à (-4.32) donnent aussi :
- (s + c )/h

(5.22) w^=-(uj[P,X]u^O(e l ° ) . pour ̂ .^ . \t-n\^.

Comme :[cos D,X]=-^-(1^ ̂ ^ ^-^t-h.il T-h)' on ^ouve avec a=(l,k) :
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..l* h
def

(5.23) l^(t) » -("(o.o^P.^d.k))"- ^(x.h)dx.

(5.24) <^(x.h)=-^(u^(x) u^(x-h) -u^(x-h)u^(x) ).

Montrons d'abord que 4>^ est h-périodique module une erreur

exponentiellement petite ; on a :

^(x+h)-4>^(x)=y(u^(x+h) u^(x) -Uçç(x) u^(x+h)

(5.25) -"o.o^ "i.k^-11) + "o.o^-^ ïïl7îî̂ )

=(cos(6)uQQ) u, ^ -UQQÏCOSD )(u^ ^) ).

Ici on utilise (5.1) sous la forme :

cos(6)u^=(^-Â cosx)u^+r^ , où: r^= &(!) exp(-F,(x-2îia^)/<:i).

Comme À^l sont réels :

(5.26) <^(x+h)-<î^(x)=r^ u^ -u^.o) ï(^)~.

Utilisant aussi que u^=t)(l) exp-f^x-2na^)/h. on obtient au sens des normes

L1 :

(5.27) ^(x+h)-^(x)= 0(1) exp-F(x)/h, 0<x<2îl.

où :

(5.28) F(x)=min(F,(x)+f,(x-2îi),F,(x-2n)+f,(x)).

Comme F(x)>S, pour 0<x<27i. on obtient au sens L* :
-(s +c )/h

(5.29) 4>^(x+h)-^(x)=0(e * ° ) . Ix-îil^Eo.

On retrouve alors le fait que I^ ( t ) est indépendant de t module

Otexp-S^+Eçî/h) pour lt-7i|<£ç .Puisque :

(5.30) ^(x)=e -2^ ikx /h0ç(x) . exp(-ikîi)

à cause du Lemme 4.4, on peut approximativement considérer 1^. exp (ikh)

comme le k-ième coefficient de Fourier de <î> .
-(s + c )/h

Proposition ̂  II existe EQ>O tel que II^(t)kC e * ° ) pour k?î0. It-7i |^€Q.

Démonstration Utilisant (5.19), (5.21) et les résultats analogues pour u/ ^ . on



56 B. HELFFER, J. SJÔSTRAND

- (S + £ )/h

voit que module une fonction =0(e ! ° ) dans L1 , on a :
- s / h

0Q(x,h)=c(h)d(x.h)e dans un voisinage de x=îi,

où maintenant S,=D(0.27l) avec D dépendant de p., lc(h)j+l l /c(h)j^C^ ec / h , Ve>0,

et où d(x,h) est une réalisation d'un symbole analytique classique d'ordre 0.
- c /2h

Utilisant (5.29), on voit que : d(x+h,h)-d(x.h)=0(e ° ). Ecrivant :

d ( x , h ) - d Q ( x ) + d ^ ( x ) h + . . . ,on en déduit que :

d ç ( x + h ) - d ç ( x ) + ( d / x + h ) - d / x ) ) h + 0 ( h 2 )==0 . et donc : d ' ç ( x ) h = 0 ( h 2 )

c'est-à-dire d'ç(x)=0. Itérant cet argument on trouve que d.(x)=const. pour
- c /h

tout k. Donc d(x.h)=d(ji,h)+0(e ° ) pour un EQ>O. Donc (avec un nouveau
-(s + c )/h

€ç>0) on a <î>Q(x,h)=<î>Q(7i,h)+0(e l ° ) dans L1 ([Ji-ç^Ti+e^), ce qui donne

la Proposition, vu (5.30).
^

Indiquons une deuxième démonstration . Utilisant la Proposition 5.1, on
- (s + c )/h

constate d'abord que module un terme qui est 0(e * ° ) et qui sera

désormais négligé, on a < ï>Q(x .h )=0( l ) exp( -S^+e)/h pour tout e > 0 dans un

voisinage complexe de 71. Combinant cette estimation avec (5.29) et quelques

arguments simples (essentiellement le principe du maximum) on constate que
s /h

(5.29) reste vérifiée dans un voisinage complexe de n. Si w=e * 0 on a donc.

w e l l ^ 0 0 , (exp i D -1 )w -0 dans H^ 0 0 . Comme (e^-D^EOD, où Q est

elliptique dans un voisinage de Aç : ^=0, on déduit du calcul pseudodifférentiel

complexe (voir [Sj],), que Dw - 0 dans II^00 . c'est-à-dire Oç est constant

module 0(l)exp-(S,+€Q)/h.
-

II résulte de la preuve de la Proposition 5.5 que Iç(7i,h)a-h^> (n,h) module une

erreur 0(l)exp(-(S,+^)/h). D'après (5.19). (5.21) et les résultats analogues peur
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u/ . (que nous décrivons par bd^âCx^e'0^'211^11 dans un voisinage de x=7l)

on obtient modulo une erreur 0(l)exp(-(S^+£Q)/h) :

(SJlXD^^^bthjTOTTtatx^^x-h.h) e-^0^0^'211^

-atx-h^Ïï^hye-^^-^15^'211^^).

Comme D(x-h,27l=D(x,27l)--D^(x,2jl)h+0(h2 )=D(x,27i)+D^(0,x)h+0(h2 ),

on a : D(0,x)+D(x-h,27i)=S,+D^(0,x)h+0(h2 ) et de même :

D(0.x-h)+D(x.27l)=S,-D^(0,x)h+0(h2).

Si on note a^x^O, âç^O les parties principales de a et a, la parenthèse de
- s / h ____

(5.31) devient :-e * a^(x) 2[ç(x) (l+0(h)) sh(D^(0,x)).ce qui donne :
- S / h

(5.32) Iç(ji ,h)=he 1 b^hPb^ aç(7i) ^(Ji) (l+0(h)) sh(D^(0,îi)).

Comme b vérifie (5.18) , on en déduit :

(5.33) Pour tout e> 0, il existe C^ > 0 tel que :
- (S + c)/h - ( S - c ) / h

C^e * dV^h)kC^ e *

On a les résultats analogues pour :

(5.34) I,(t)=-(û^[P.X]ù^).

et en particulier :
- ( s + c )/h

(5.35) lî,(t)kCe 2 ° Jt-7il<£ç . j^O . pourun£Q>0
- ( S + £ ) / h - ( S -c ) /h

(5.36) C^e 2 <d^(ïi,h)kC,e 2 ,Ve>0.

Combinant la proposition 5.5, (5.35), (5.33), (5.36), (4.32), (4.33), on obtient :

Pronosition ^.6. On suppose S^S^ : II existe £^ 0 tel que
- ( s + c ) /h

(i) w^o=0(e 2 ° ) si |a,Ma^2
- ( S + £ ) / h - ( S - £ ) / h

(ii) C ^ ' e * <hv^ l o î O ^ ^ 8 1 .pourtoutoû
- ( S + £ )/h

(iii) Si S^^S,+£ç. alors : Iw^ ^^^ I^C^e 1 ° ,

et si : S^S^S^EQ , alors, pour tout e>0 :
- (S +£ ) /h - ( S -£ ) /h

c^ e 2 ^^(O.tD.O'^c0



6. Renormalisation

On va voir ici que l'analyse de (P-p.)lp=W=(w^ J mène essentiellement à une

nouvelle équation de Harper. Posant Y = - P dans (4.27), on obtient avec

f(a)=w^:

(6-0 w^ p=exp(ih P^-PI^ ̂ -^

Comme W est hermitien ; w^ « =w« , on a :

(6.2) f(-Y)=exp(ihY,Y^)fTYT.

(6.1) montre que W peut être considéré comme une convolution dans les
a a

variables o^ . Si. à la place de (1.9) . on avait défini T^ comme T* 2 T * , u^

serait remplacé par u^= exp(ih a^ a^) u^ .

Dans la base u'̂  on trouve la matrice unitairement équivalente à w ;

^^o^»011-'

(6•3)w«.p=((p"^)up'<)=exP( ih(PlP2~ala2)wc(.p=exP(" ihal(a2~P2^ f(a-P).
w' agit donc comme une convolution dans les variables o^. Pour avoir des

notations un peu plus naturelles, on travaillera avec w* plutôt qu'avec w. Il

sera commode de faire une transformation de Fourier inverse par rapport à a,

et on introduit donc l'opérateur unitaire G^: I2 (22 ) ->L2 (ZxS* ) par :

icc 9

(G^u)(a,.9)=2^ ez"^ e 2 •

w' est donc unitairement équivalent à w : L2 (ZxS* ) ->L2 (ZxS* ), donné par :

(wu)(a, .0)=2p^ k(a, .p^e) u(p, .9)=(Kg u(..9))(a,).

où :

(6.4) k(^ .P,.9) =2^ ̂  f(a,-P^) exp(i Y^(9-h a,)
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Si g(o^9)=(G^f)(a^9), alors (6.4) montre que :

(6.5) k(a^9)=g(a,-P,.9-ha,).

Supposons maintenant que 0 < h < 2 7 i . Cette formule montre que le spectre de

v est déterminé par le spectre de sa restriction à Zx[0.ii[. Cette restriction

peut s'identifier à un opérateur Q : L ( R ) ->L (R) par la substitution

x=-(9-ho^). y=-(9-hp^) . Le noyau distribution de Ç est alors de la forme :

(6.6) 2 g(k.-x) ô(x-y-kh).

c'est-à-dire :

(6.7) Q=2^g(k,-x) T^ =2^ g(k.-x) exp(-ikiiD).

et en utilisant la définition de g :

(6.8) Ç =22 f (kJ )e" l l x exp( - ikhD) .

Ceci donne Q sous forme d'opérateur pseudodifférentiel classique (avec petit

paramètre h) ; nous préférons cependant la quantification de Weyl : si a(x,Ç)

est un symbole (par exemple de classe S°) nous posons :

(6.9) Op^a)^!!!!)"* ]jexp(i(x-y)9/h) a(2Lpl,9) u(y) dy d9.

On voit que :

(6.10) OpV^ ̂ e1^2^, exp(ibiiD) , e1^72^ =exp(iabh/2) e^ exp(ibhD).

La substitution dans (6.8) avec a= (-j). b=-k, donne après permutation de j

et de k :

(6.11) Ç = 2 2 f(j.k) exp (-ijkh/2) exp(-i(kx+j^)

Vérifions directement que Q est autoadjoint, c. à. d. que Ç(x^.h) est réel;le

terme"-j,-k" du (6.12) est d'après (6.2) :
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f(-j .-k) exp(-ijkh/2) exp(i(kx+jÇ)) = f ( j , k ) exp(ijkh/2) exp ( K k x + j Ç ) )

= conjugué du terme "j,k".

Remarque 6.1 Dans le cas À = l , l'opérateur P= cos S + cos x est invariant par

conjugaison par la transformation de Fourier 5^ , où :

(6.13) y^uW = (27l h) ' 1 7 2 j exp ( - i x^ /h ) u(x)dx.

On montre facilement que :

(6.H) ^ T, = exp(-iho^)^ T^

où Wx^)=(Ç,-x) est la transformation associée à ̂

Montrons que l'on peut s'arranger pour que Ç = 5^ . Ç . ̂ "l :

Quitte à remplacer gç par un normalisé d'un des quatre vecteurs
3, ik k
Li i F g , j=0,l ,2,3 (dont la somme vaut 4 g ) ,

k = o h ° o
On pourra supposer que ̂  gç = œ^ gç . avec IcoJ=l.

Cette modification ne gène pas les arguments que nous avons développés

jusqu'à présent. On a :

^h^ ^h Vo =exp(-iha^) T^^^ ̂  v^ = œ^ exp(-iha^) v^

Comme dans la démonstration du Lemme AA, on montre ensuite que :

(6.15) ^ = c^ exp(-iha^) u^^^ .

ce qui entraîne :

^= ((P^SI ",) =((P-^) ̂  "pi W- exp(ih (a.a,-P^) W^^ ^p^

d'où :

(6.16) f(a) = exp(iha^) f(x (a)).

Combinant ceci avec (6.2). on voit que f( l ,0)=f(0.- l )=f(-1.0)=f(0, l ) eR.

L'opérateur ^'fi"1 0 ^fi est le h-quantifié de Weyl de :
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Qo X(x , ^)= Q(t-x) et d'après (6.12) :

Ç(t-x) = 2 2 f(j.k) exp(-ijkh/2) exp(-i(U-jx))

= 2 2 f ( -k j ) exp(ijkii/2) exp(- i (kx+j^) )

Posant a=(-kj ) dans (6.16), on obtient f ( -k j )=exp(- i jkh) f(j,k). d'où :

(6.17) Ç(t-x) = Q(x^) .

et on a bien : 3-^ o Q = Ç o ^Fj- .

#

Revenons maintenant au cas général. Combinant (6.12), la

définition de f avant (6.1), la proposition 5.6-(i), ainsi que (4.28), on voit que

les termes de (6.12) avec I j l + l k l ^2 contribuent à Q(x^) = Ç(x.th,h) par un

terme qui est holomorphe dans jlm (x.^)l < e^/h et y vérifie la majoration par

0 (exp-£Q/h) , pour un E Q > O . Il reste à étudier la somme des termes avec

l j l + l k l = l :

QO = f(l ,0) exp(-i^) +f(- l ,0) exp(iÇ) + f (OJ) exp(-ix) + f(0,- l) exp(ix).

Comme f(- l ,0) = f(l .O) , f (0 , - l )=f(0, l ) d'après (6.2).on trouve :

(6.18) Oo = 2 |f(1.0)| cos a-9,) +2jf(0,l) | cos(x-9^) ,

avec 9, = arg f(l .O) , 9^ = arg f(O.l).

Dans le cas Â=l , on a vu que : f ( l ,0)=f(- l ,0)=f(0 .1)=f(0 , - l ) est réel, et donc : Q

= 2 f(l .O) (cos î;+cosx) dans ce cas.

Après conjugaison par ïg et exp(i9^x/h) on trouve,
2

Théorème 6.2 : Soit 0 < h < 2 7 i . (P-p.)|F a le même spectre que la h.-

quantification de Weyl de Q, où Ç e S° est 2îl- périodique à la fois en x et en ^

et de la forme,

(6.19) Ç(x.thh) = ÇO+R ,

(6.20) Çç =2|f(l,0)| cos Ç +2|f(0,l)| cos x.
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De plus. il existe £o>0 tel que R=R(x,Ç.h.h) est holomorphe dans la bande

|Im(x^)l ^ e^/h et y vérifie IRI ^Cç exp-(S^+£ç)/h. le tout pour h > 0 assez

petit et en supposant que S^ ^Sy
#

Si h=0. alors W est un opérateur de convolution d'après (6.1).

unitairement équivalent à l'opérateur de multiplication dans L (T ) par :

Q^x.Ç) = 2^ f(a) exp(i(a^x+a^) . Après le changement de variables :

(x.Ç) ^(-^,-x). on trouve donc que W est unitairement équivalent avec

l'opérateur de multiplication par Ç(x.Ç) dans L2 (T2) . où Ç est le même symbole

qu'avant. On en déduit dans ce cas. que le spectre de W est un intervalle de

longeur dans [ -^ exp-(S^+e)/h. C^ exp-(S^-e)/h ] pour tout £>0.
c



7. Extension au cas de l'opérateur renormalisé.

a. Structure de la surface d'énergie réelle

b. Structure des caractéristiques complexes

c. Préparation géométrique pour des inégalités L2 à poids

d. Conjugaison par des facteurs exponentiels

e. Inégalités L à poids

f. Suite et fin.

a. Structure de la surface d'énergie réelle.

Soit P(x,Ç) e C°°(R2 ), 27l- périodique en x et en Ç, à valeurs réelles et

proche de Pc (x,Ç) = cos Ç + cos x pour la topologie C°°. On suppose aussi que P

o^ = P, où ^(x,Ç) = (5;, -x). P est donc invariant par translation de 2n en x ou

en Ç et par une rotation de ^ autour de (0.0). Composant judicieusement des

rotations et des translations, on constate alors que P est invariant par :

1° Des rotations de -j- autour d'un point (2n k, 2n t) (7i(2k+l) , n(2t+D)

avec k.C eZ.

2° Des reflexions dans (7i(2k+l) , 2nt} et dans (2;ik, (2£+l)7i).

Si on considère P. P ç comme des fonctions sur T2 = R2/2n Z2 , on constate

d'abord que Pc est une fonction de Morse avec 4 points critiques : un

maximum : (0,0), un minimum : (n,n) et 2 points selle : (îi.O), (0,7l) . Comme P est

une petite perturbation de Pc , c'est également une fonction de Morse avec 4

points critiques : un maximum près de (0,0). un minimum près de (n. n) et

deux points selle près de (ji.O) et (0,7l). Comme les applications décrites dans 1°

et 2° envoient un point critique de P sur un point critique du même type, on
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voit que les points critiques de P sont exactement les mêmes que ceux de P

Les valeurs critiques de P sont donc : P(0,0) «2, P(7i,7i) »-2, P(n.0)= P(Ojl) =

c»0. (Ici on utilise que ^%(0,7l)= (îl,0)).Pour Pc, le segment droit [(n.O), (0,Jl)] est

aussi une courbe de niveau. Comme P est une petite perturbation de P on sait

qu'il y a une courbe de niveau pour P=c , qui part de (jl,0) et qui reste près du

segment [(7l,0), (0,7l)] jusqu'à l'arrivée dans un petit voisinage de (0,7l). De

même , il y a une courbe de niveau dans P=c qui part de (0,7l) vers (71,0).

Comme dans un petit disque centré en

(-1-,-1-), il ne peut y avoir qu'une composante de P=c, les deux courbes

coïncident et on a donc une courbe de niveau dans P=c de (TI.O) à (0,7l) et qui

reste proche du segment [(TI,O), (0,7l)] pour la topologie C2 (et même si on veut

dans C pour tout k). Le même argument marche pour les autres segments de

longueur /2 . 7l dans Pç=0 et on conclut que l'ensemble P=c peut être décrite

comme HCP^sO)) où f est 27l-périodique et proche de id. On peut dire alors

que le plan est découpé par ( P=c) en une réunion de carrés déformés.

Pour Ee] P(7l.7l), c[U]c, P(0,0)[ on peut décrire ( P=E) comme une réunion de

"cercles". Si par exemple E>c, chaque "cercle " U^ entoure un point 27ia,

aeZ .Pour E^c+Eç , £ç> 0 on sait que la courbure de U est proche du bord

du carré déformé qui contient U et la courbure de U est ^0 près des

sommets de ce carré et en particulier aux points (27ia+(Xç,^)) . (27ia-(x U)

e U^ qui sont les points tournants caractérisés par le fait que : -|̂  ^oc^a^0-

b. Stucture des racines complexes.

On suppose maintenant que P est 27l- périodique en x,Ç, holomorphe

pour IIm (x,Ç)l ^1/e et vérifiant 1 P - PJ ^e dans cette bande. Les résultats du

§7.b et §7.c sont valables uniformément pour : |E|<TI, 0 < £ < e , si £ > 0 est

suffisamment petit. Pour xeR, Ee[-3,3], on pose :

rg (x)=aeC ; IImy<l/2c, P(xA)=E ). r^(x) = ( ^eC ; Pç(x.Ç)=E).
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On a : ^erçg(x) ssi cos Ç=E-cos x . Si IE-COS xl^l. on trouve :

î;=± arc cos (E-cos x) +2nn. neZ et, si E-cos x > l :

^=± i ch~ (E-cos x)+27in. Finalement, si E-cos x < -1, on obtient :

î;=7l ± ich'^IE-cos xl)+2îin. Comptant chaque élément de r^g(x) avec sa

multiplicité, il est clair que l'on a une bijection b^ : rçg(x) ->rg(x) avec

|b^((i)-p,j arbitrairement et uniformément petit (si ^ est suffisamment petit).

De plus. on sait que Fg(x) est invariant par les applications Ç ->Ç et Ç -> Ç+271.

Prenons maintenant Ee]c, P(0,0)] et rappelons (cf §7.a ) que :

((x.^)eR2 ; P(x,^)=E) = U 2 ̂  • ^x ^ = ^^rXo» ̂ "i-^o1 •
« € Z

L'équation P(x,Ç)=E possède une solution ^=Ç^(x ,E) telle que :

(7.1) x ->^ (x,E) est continue et 27l- périodique.

(7.2) ^ (XçJE) = ÇQ. (Bien entendu , Xç et ^ dépendent de E).

(7.3) ^ (x,E) > ^ pour -Xç < x < X ç , x proche de Xç.

(7A) Im ^(x,E)>0 pour x >Xç proche de Xç.

Ici on observe que Ç^ (XQ,E ) est une racine double et que (7.1)-(7.4)

déterminent Ç complètement. De même on peut introduire ^_(x,E) vérifiant

(7.1), (7.2).

(7.3') ^_ (x,E)<^ç pour - X ç < x < X ç , x proche de Xç,

(7 A'} Im Ç_ (x ,E)<0 pour x > x ^ proche de Xç.

Alors :

(7.5) r(x.E)= ((^)+27lZ) u (OJ+271Z).
2

3 P 3 P
On se place maintenant dans un voisinage de (x^,^). Comme y. = 0, ——, < 0

a ^
en ce point, on a :

(7.6) E- P(x^) = a(x.^) (Ç-Ç(x) ) 2 + ( b ( x ) + E )

où a,b,ç sont réels et analytiques a>0 , Ç (Xç)= Çç, b(x ) + E = 0 , b ( x ) + E > 0 pour

X > X Q proche de x^. Si E< P(0,0), alors Xç>0 et b '(xQ)>0. Si E = P(O.O). on a :
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Xç=0 et b(x)« x2 près de 0.

Lemme 7.1.

Il existe ÇQ> 0 tel que

(7.7) P(x. ̂ it Im ^(x.E))-E-c^O.

pour X Q ^ X ^ X Q + E Q , ÇeR, l t l< l . O ^ E ^ Ç Q dans chacun des cas suivants :

(a) l t | < l . x > X o ,

(b) I t l^ l .oO.

Démonstration.

Soit Ti=^(x,E+c). Alors : P(x.Ti) -E-£=O.La substitution dans (7.5) donne :

a(x/n) (il-Ç(x))2 + b (x)+E+e=0. /aTxTnT (ll-Ç(x)) = i / b ( x ) + E + £ .

On en déduit : •n-Ç(x) = f(x,i / b ( x ) + E + c ) .

où f(x.t) est une fonction réelle et analytique, avec |{- (x.O) satx.^x))"172.

Il est alors clair que Im T|(x,e) augmente avec € pour X ^ ^ X ^ X Q + E Q , O ^ e ^ e

Comme toutes les racines de P=E+£ sont de la forme T]+2îin ou "n+2ïin, il est

clair que P(x^)-E-e?sO si llm Cl < Im Ç , ce qui est le cas dans les cas (a) et

(b) si Ç=Ç +i t Im ̂  (x,E).
#

Pour XQ<x<2y i -XQ^e R, l t l< l . on a

(7.8) P (x , ^ i t Im^(x .E ) ) -E^O.

Ceci résulte de (7.5) et du fait que Ç _ = ^ .Si on prolonge Ç (x,E) par

continuité au cas P(0,0)<E^3. alors on a encore (7.8) pour l t l<l .xeR.

c. Préparation 2éométriaue pour des inégalités L2 à poids

Soit O(x) la fonction C* vérifiant

(7.9) <î>(0)=0

(7.10) 0 ' = O p o u r x € U ^ z U, , ^ = ^x ^j.k) •

0'= Im ^(x.E) pour xeR\ u.ç^ U. .

Soit d'autre part. O^eC^ (J-Xç-e^ x^+ej) une fonction paire avec :
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(7.11) O^Xo^pourx^x^XQ+eo.X^XQ) >0.

(7.12) P(x^)-Xç-E<0 , pour -Xç <x<Xç, ^e R.

On pose P(x^) = P(x.Ç)- X(x) où X=Z^ T^ , Xç

II résulte alors de (7.8) et du lemme 7.1. que

(7.13) F» (x.Ç+it <!>' (x))-E^O. Vx. ÇeR, |t|< L

d. Conjugaison par des facteurs exponentiels.

Dans ce §, on peut relâcher les hypothèses sur P et supposer seulement

que PeC00 (R^ x (Cg n (lIme^Cç)). holomorphe en 6 et borné avec toutes ses

dérivées. Soit (peC00 (R ; R) avec |(p'l < Cç et tel que les autres dérivés sont

bornées. Comme d'habitude, on identifie P avec son h-quantifié de Weyl :

(7.14) Pu(x) = (2nh)"1 J'Je*^'^11 P(x^y- ,6) u(y) dy d9. et on s'intéresse ici à :

p^e-^P e^ .

Proposition 7.2.

Sous les hypothèses ci-dessus, P est le h-quantifié de Weyl d'un symbole P

e S . vérifiant :

(7.15) P^(x,9) » P(x.e-i(p'(x)) mod. S"*.

Démonstration. On laissera au lecteur le soin de compléter la démonstration

avec quelques arguments de densité. Le noyau distribution de P est donné

par l'intégrale oscillante :

(7.16) ^ (x.y)=(2îih)-1 J e110^9'1^-^^ P(^ 6) d9 .

Suivant l'astuce standard, on écrit (p(x)-(p(y)=(x-y) O(x.y) . où :

0(x,y) = f (p'((l-t)y+tx) dt e C est borné avec toutes ses dérivées, et :
o

10(x,y)I^Cç. Introduisant (6+i<Ï>(x,y)) comme nouvelle variable de fibre, on

obtient

(7.17) Kp(x.y) =(2îlh)"1 J ç^-v^ p(^, 9-i O(x.y)) d9.

( remplacer 9 par 9-i<î>(x,y) revient à faire un changement de contour
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d'intégration dans l'intégrale (7.16), ce que l'on peut justifier en approchant P

par P exp-£9 ). On remarque ensuite que Q^ = P(2Ll-yl. 6- i<î>(x,y)) appartient

à S et il est alors standard que l'on peut remplacer Q dans (7.16) par : R

(x.9) = (exp(^- S Dç Dy ) Q(x.y.e)) ly ,^ .On passe ensuite au symbole de Weyl;

P^ (x,9) par une formule analogue. Il est bien connu (et facile à vérifier) que

l'on reste dans S pendant ces manipulations et que l'on a bien (7.15).

#

e. Inégalités L2 à poids.

Soient P, P = P-X, <î>. e comme dans §b,c. Avec des précautions

évidentes dans le choix de Xç.X , le résultat suivant est valable uniformément

pour C+EQ ^E^c ; EQ ^0 :

Proposition 7.3.

Soit (p eC00 (R ; R ) . 0 < t < l . avec l(p'kt|<D'| , Iq/0! ^ C, , j^2. Alors il

existe Cç> 0 tel que , pour 0 < h< 1/Cç :

j|ull^2 < CQll(P-E)ul|^2 . ueC^(R).
<p <p

Démonstration. Il suffit de combiner (7.13) et la Proposition 7.2, pour voir que

Pp-E=e <p ( P-E) e^ est un opérateur elliptique.
#

f. Suite et f in .

Il s'agit maintenant de voir qu'essentiellement tout ce qu'on a fait dans

les sections 1-6 pour Pç=cos D + cos x marche aussi pour P pourvu que "e"

dans le §7b soit suffisamment petit. Les résultats vont être uniformes par

rapport à h si on restreint le paramètre spectral à [c+e , T|].

D'abord tout marche sans modifications jusqu'au Théorème 3.2, où il

faut modifier les conditions sur (p et supposer que (peC , que œ', (p",... sont

bornés avec l(p'k (<!>'-5)^ , où <I>=Og est défini ci-dessus. La démonstration

reste alors quasiment inchangée. Il faut simplement penser à utiliser
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maintenant la Proposition 7.3 au bon endroit. Avec des modifications

analogues, on a aussi le Corollaire 3.4.

Ensuite tout marche sans changement jusqu'à l'estimation de W

=1+11+111 où on ne peut plus estimer III tout à fait de la même manière, car

le support de [ P,X] u^ n'est plus nécessairement concentré à un petit voisinage

de À. ( I c iX=l j_^ j ). P o u r x > À o n a [ P,X] u= P 1 u et p o u r x < X o n a : [ P,X] u =

-[ P, (I-X)] u = - P ( I -X) u. D'après la Proposition 7.2, on sait que P = 0(1) :

L^ -» L^ pour tout (p eC°°(R), avec Kp'kCç et (p". (?"',... bornés. On en déduit que

si (p,, (p^ sont uniformément Lipschitziennes avec Icp.kCç et (p^(À) = (p^(Â), alors

pour tout E> 0, on a :

"^•""^(L,. L^c ec/h •^^c-

Cette estimation suffit très largement pour estimer le terme III dans les trois

cas considérés dans la section 4 et on obtient la Proposition 4.6.

Dans la section 5 on remplace D(0,x) par la solution d(x) de :

i d'(x) = Ç ^ ( x ) , X > X Q , d(Xç)=0 (dont la partie réelle est D(0,x) pour x réel).

Alors les Propositions 5.1 et 5.3 ainsi que (5.17) et la Remarque 5.4 restent

valables.

Les arguments suivants sont basés sur des calculs assez explicites pour

Pc et doivent être modifiés. On commence par modifier le choix de X de la

manière suivante : Pour C ç > 0 assez grand , soit n^ l'opérateur de

multiplication par C^h"1 2 exp i(pç(x)/4 . (pç(x) = (pjx-s) . (pç(t) = i Cçt2 . On

choisit C ^ > 0 tel que j7^dx=l. On vérifie facilement que toute la discussion de

la section 5 jusqu'à la Remarque 5.4 comprise reste valable avec X(x) remplacé

par K=JX(s ) 7^ ds, où X est toujours choisi comme dans la section 5. Nous avons,

(7.18) [ P. J X(s)7^ds] = J X(s) [ P. ji,] ds ,

et nous allons voir que modulo une petite erreur on a [ P, n^] = ^- Q pour un

opérateur convenable Ç^. (On utilise ici des idées de [ME-Sj], développées
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dans le cadre analytique dans [Sj]^ mais on fera des calculs assez explicites).

D'abord

p ji, u(x) = c h-372 ;; ̂ -y^w^ p(2^ ^ Q) ^y) ̂  d9

^ P u(x) = C h-372 ;J ^-y^M^ P (-x^ . 9) u(y) dy d9

Ici C désigne le même facteur constant dans les deux intégrales et on veut

aussi avoir la même phase. Pour cela on écrit :

(x-y)9+q^(y) == (x-y)9^ + 1/2 (p^(x)+l /2 (pç(y)

(x-y)9+(p^(x) = (x-y)9, + 1/2 (pjx)+l/2 (p^(y) ,

avec 6± = (9 ± (l/2)(p^ (v-^y- )). Utilisant 9± comme des nouvelles variables de

fibre, on trouve :

(7.19)[ P,^] u(x) = Ch-372 JJe11^-^94^^^^0^^^^

x ( P(^ .9+1/2 q»', (•^«-P^, 9-(1/2) (p^ (^))) u(y)dyd9.

Ici (1/2) q^(x) +( l /2) (p^(y) = Cç i [ (^ -s)2 +1/4 (x-y)2] . La partie qui

dépend de s dans l'intégrale dans (7.19) est alors :

(7.20)exp(-C^^-s)2/h(P(^.9+iCJ^-s))-P(^9-i^(^-s))).

Lemme 7.4. Soit 0<C^1/2 c (avec e > 0 comme dans §7b). Alors on peut

trouver un symbole analytique classique Q (2Lpl , 9 , :s—y- -s, h) d'ordre 0,

défini pour :IIm ^l+CJIm 91+1 ̂ y -si < C, 2n- périodique dans les deux

premières variables, tel que formellement l'expression (7.19) soit égale à :

h ^-[exp (-C, ( ̂  -s)2^ Q( ̂  .9. ̂  -s.h)].

Démonstration- Après des substitutions de variables, on obtient :

(7.22) exp^C^/hHPtx^+ioî-Ptx^-io^-h -^-[exp(-Cç o^h) Ç(x.9,o,h)].

Comme o -> P (x,9+io)- P (x,9-io) est impair , on a une solution symbole

classique formel qui est unique , et comme dans [Sj]^ on constate que Q est

aussi un symbole analytique.
#
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Passant aux réalisations, on peut décrire le noyau distribution de[ P,7i ]

dans Ix-sl + jy-sl <1 par :

(7.23) h^-Q^R, .

OÙ

i((x-y)8-n/2(<p (x)+<p (y))l/h
Q, = const. h-372 Je s s Q( ̂ .6. ̂  -s.h) d9.

i|(x-y)e+l/2(<p (x)+<p (y))l/h
R^const.h-^Je s s R ( ̂ .Q^ -s,h) de.

où Q est holomorphe et 0(1) dans : jlm VL^- 1+1 Im 6 1+1 ̂ L -skconst. et R est

holomorphe et CKexp-Cç/h) dans la même région. De plus Q et R sont 2jl-

périodiques dans les 2 premières variables.

Analysons maintenant W^ ç pour o^=l à l'aide de (5.22), qui reste

valable si l'on remplace X par K avec t=7i et C Q > O suffisamment grand . La

contribution essentielle à -(Uç |[ P,K] u^) vu comme intégrale double en x,s

provient d'un voisinage de (îi,îi) et utilisant (7.18), (7.23) et la démonstration de

la Proposition 7.2 (qui permet de majorer la norme de Rç dans des espaces Lîp

), on constate que :
-(S +e )/h

(7.24) w^ = -h (uJ^F Q^ ̂ ) +0(e * ° ), (^>0).

où ^ e CQ (R) vaut 1 dans un petit voisinage de n. Sachant que le symbole

dans Q^ est elliptique et que Uç et u^ ont des formes BKW assez précises près

de n on vérifie alors facilement à l'aide de la méthode de la phase stationnaire

que l'on a bien (ii) dans la Proposition 5.6. Comme on savait déjà que (i) reste

vrai et que P est invariant par transformation de Fourier (et S,=S^), on sait

que la Proposition 5.6 reste vraie pour P.La section 6 reste valable sans

modification. Pour résumer notre discussion, on obtient :

Théorème 7.^ •

II existe 8^. Ô'ç > 0 et pour tout EQ>O des constantes hç. Cç>0 telles que:

Soit P(x,Ç) = cos ^ +cos x + R(x,Ç) avec R réel, 27l- périodique en x et en Ç avec

Po^= P. où ^(x.Ç)=(Ç,-x); on suppose aussi que R est holomorphe dans :
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llm (x,Ç)kl/$\ y vérifiant |R(x^)l ^5. pour 0<6'^6'Q . 0<0<5ç; alors :

(A) P a exactement trois différentes valeurs critiques M^ et c, avec IM -(±2)1

<ô, Ickô.

Notons aussi par P le h-quantifié de Weyl de P; alors, pour 0<h<hç on a :

(B) II existe des valeurs p.ç,......... j-t^) € ic+çor ^+^ telles que M ^ - ^ ç ,

^-^i e [h/Cç, C^h]. ̂  -c-e^ ^ Cçh. et tels que :

Sp(P) n[c+£Q, Mç] c UL, où J. est l'intervalle fermé centré autour de a. de

longueur exp(-l/Cçh) (et hç>0 est suffisamment petit pour que les J. soient

deux à deux disjoints).

(C) Si F=F. cL est l'espace spectral associé à Sp (P) n J. , alors il existe une

base orthonorméede F indicée sur 2 telle que la matrice de P/p est de la

forme^.+W , W=W.= ( w J ,w^=0 et w . vérifient (6.1), (6.2), (6.16) avec

f(1.0)réel. Deplusjf (1,0) 1 =exp(-S/h). où :

S=S(j,h) e [1/Co, Cç], et | f(a)|/| f(l ,0)l < exp-dal-D/Cçh (. f (0)=0) .

(D) II existe P. (x,^)=cos Ç+cos x +R.(x,Ç) dépendent aussi de h vérifiant les
-i/c h

mêmes hypothèses que P avec ô'sCçh, 6=e tel que :

Si 0<h<2n , (où h est défini par : (2n)2 /h = h mod.2îi Z , cf§l ) , alors le

spectre de f(l,0) W. coïncide avec celui du h-quantifié de Weyl de P. et si

h=0; le spectre de f(l.O)"1 W. est l'ensemble de valeurs de P. pour

(x,^) € R .On a aussi le résultat analogue pour [M_, c-e^].
^

Soit P comme dans le théorème avec O^ô^ôç , 0^5'^ ô'ç et soit eç> 0

petit. Alors si 0<h^hç , avec h^b^ç^) suffisamment petit, les nouvelles

valeurs 5,0' pour P. appartiennent aussi à ^.hç] et ]0,hç]. Donc, si 0< h^h^Cç)

le théorème s'applique à P. et ainsi de suite. Pour tout E Q > O on peut aussi

imposer : O ^ Ô ^ C ç et on arrive alors au théorème 1 .



EXTENSION AU CAS DE L'OPÉRATEUR NORMALISÉ 73

Remarque 7.7.

Si on suppose maintenant que 2-^-= k+ j*^-, keZ, -2ji< h< 0. alors

tout ce qu'on a fait marche encore au prix de quelques modifications minimes

dans la section 6. Là on trouve encore que W a le même spectre que Ç donné

par (6.8). Si Q(x^) est le symbole donné par (6.12) on trouve aussi que

(7.25) Ou(x) = (2ji)"1 JJe^"^0 Ç( ̂  .h9) u(y)dy d9

=(2jl Ihl)-1;;^-^1 Ç( ̂ -.-n) u(y) dy dn.

L'opérateur Q est donc le Ihl- quantifié de Weyl de Ç' = Q(x, -T|). qui

est un symbole avec les mêmes propriétés générales que Ç.(Comme :

O p ( Q ) u = Op (Ç') u" . Q=0p (Ç') a aussi le même spectre que Op (Ç).).
Ihl Ihl |h| |h|

II est alors clair que le théorème 7.6 admet une extension évidente au cas où :

j^-= l/(q,+l/(q^l/(q3+......))) avec q, eZ. \q^Cy



§8- Quelques calculs pratiques des coefficients d'interaction

On se propose dans ce § de préciser les résultats du §5 (proposition 5.6) dans

les cas "faciles" : le cas "fond de puits" et le cas où la valeur propre reste dans

un intervalle de valeurs non critiques pour l'hamiltonien : cos Ç + À cos x.

Cas a : Dans le premier cas. on considère le niveau d'énergie \i.(h) proche de

la (k+1) me valeur propre de l'oscillateur harmonique :

h2D2

(8.1) (1+À) - ——z - À —
2 2

où on peut préciser les résultats du §5 en utilisant les résultats de [HE-Sj]

montrant que p^ (h) est la réalisation d'un symbole analytique en h i.e :

(8.2) ^(h) - ( l + À ) - h p ^ 4- 2^ p[ h1

avec :P^ == (2k+l)/T/2 et 1 P;J < C^ 1 . j!

et d'une solution B.K.W :

(8.3) u^^n) = h^ a^h) e-^

où a (x,h) est la réalisation d'un symbole analytique formel :

2^°o â j (x) h1 et où 0(x) est solution de l'équation eikonale :

(8.4) (1-ch (()')+À(l-cos x) = 0 avec : (|) > 0 . (|)(0)=0

qui vérifie :

(8.5) (P-^ ) [u^x.h)] = 0^ (exp(-^/h ) . exp(-())(x)/h avec ̂  >0

La fonction propre Uç vérifie alors :

u^ (x.h)- u^ (x.h) = 0^ (exp(-£^/h ) . e"*^^ dans un voisinage de 0.

(On a éventuellement modifié u^ introduite au §4(cf 5.1) par un terme
ie (h)

multiplicatif de module 1 : e )

Ce résultat est plus précis que celui obtenu au §5 mais il n'est pas uniforme

par rapport à k!
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Cas b : Dans le 2 œe cas, on considère une famille de valeurs propres

E(h) (ne 3 ClO^hç]) ; ^ est un ensemble éventuellement discret ayant 0

comme point d'accumulation) t.q

(8.6) ^-^o < E^ ^'•'^o avec£Q>0
On est dans la situation classique considérée par Masiov [MA] car alors :

(cos Ç + À cos x = E(h)) est une réunion de courbes régulières simples

disjointes dans T^R et on construira une solution Lagrangienne attachée à

l'une de ces courbes. On est dans le cas le plus simple où la dimension est 1 et

où les résultats sont donc censés être classiques. Nous n'avons pas de

référence précise dans le cas analytique (cf cependant Gérard -Grigis

[GE-GRI] dans le cas de Schrôdinger et F. Pham [PH]) alors que les références

abondent dans le cas C par différentes techniques (cf V.P Masiov [MA], J.j

Duistermaat [DU], J. Leray [LE], B-Candelpergher.J.C Nosmas [ÇA-NO], B.

Heiffer-D.Robert [HE.RO]^) . Cependant, la démonstration développée dans

[GE-SJ] pour l'étude du cas beaucoup plus compliqué des résonances

engendrées par une trajectoire fermée de type hyperbolique s'adapte

parfaitement dans le cadre analytique. Si on considère que l'espace normal

apparaissant dans cet article est réduit à 0, on peut suivre le schéma général

de cette démonstration. Après transformation de F.B. 1 analytique, on est

ramené essentiellement (cf §3 dans [GE-SJ]) à l'étude du spectre de (h3j sur

le cercle pour les sections d'un fibre en droites non trivial. Revenant par F.B.I

inverse au problème initial, on retrouve après normalisation le

comportement suivant pour la "fonction propre" Uç (x,h) au voisinage du

puits [-^(E(h)) , ̂  (E(h))] :

Si (pg(x) est la solution de cos (p'p + À cos x =E t.q :

(pg ( -^ (E ) )=0 , ( p g > 0 dans]-^(E) ,|Xç(E) [

On a : dans 1 -a (E(h ) ) .^ (H(h)ï ï :
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<P,.,^(h)
(8.7) u^x4i) - a^) (x.h) sin ( -E^——+ ̂  )

(module 0(exp(-e^/h ) uniformément sur tout compact de l-li^EÎ.^E) [ )

où âg (x.h) est la réalisation d'un symbole analytique formel Zj a.(E) h1,

dans Cd'-p.^l r> 1-2îi.2îin

(8.8) Uç (x.h) = b^ (x.h) exp(-(()^(x)/h)

où : <|)g (x) est solution de l'équation eiconale :

ch <|)'E (x) +À cos x= E dans ]^(E).2n[. (^(lijE))^ . (l)g(x)>0

(8.9) bg (x.h) - (Z, bj (x.E) h* ) dans ] ̂ (E), 2îl [

(et on a un développement analogue dans ]-2îl, -^(E)[

Enfin pour E(h), on a le développement suivant :

(8.10) E(h) s 2^ Ej ((n+l/2)h) h1 (modulo 0 (exp(-Cç/h ))

où les Ej vérifient (E.(E)) ^ C141 j! et où n(h) est un entier convenable.

(Compte-tenu des estimations sur E. (E), le terme de droite est plus

exactement une réalisation du symbole formel écrit.)

et où E^s) est la fonction inverse de E -* S ^.) g dx dÇ;

(8.7) et (8.8) sont simplement la traduction par des théorèmes de phase

stationnaire de la propriété que Uç(x,h) est une distribution analytique

Lagrangienne qui admet au voisinage des points tournants une

représentation de type Airy. Ceci nous permet également comme dans

[IÏE-SJ]^ (formule 10.73) d'établir la correspondance suivante entre a^ et

bç(E) qui nous sera utile pour déterminer l'effet d'interaction :
1 , 2

(8.11) -- lim a (E.x) sin (p* (x) = lim (f (E.x)) sh y (x)
4 z^) ° E -.o(B) °

l<^ ^o
Explicitons maintenant dans les 2 cas l'expression du terme d'interaction

IjTi.h) introduit en (5.32).

cas a : II s'agit donc de calculer l'expression :
Ir fc ^(8.12) -h a ^ ( x ) a Q ( x - 2 î l ) . h sh (y (x)) exp(-S/h)
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(dont on sait déjà qu'elle est indépendante de x) où S^ est la distance

d'Agmon entre 2 puits successifs (0,0) et (2n,0) donnée par :
2x

(8.13) S,=2 J Arg sh (/T sin t/2) dt
o

On déduit en effet de (SA) l'expression suivante pour ^>'(x) :

(8.14) yW = 2 Arg sh (/T sin (x/2))

Notons pour la suite que :
2

(8.15) (|)(x) - /T ^- + 0(x3) . <l)'(xL /T x

a^ (x) est déterminé à une constante multiplicative près par l'équation de

transport :

ôp 1 d % 1 1 ô ôp i, i,
(8.16) [x . i . 0 ' ] ( -——)+- ( -—)[—(x . i ( ) ) ' ( x ) ) ] a + P a = 0ô^ i dx 2 i Bx ô^ o 'k o

soit encore :

d a 1 d
(8.17) sh y (x) —° (x) + - — (sh y (x)) a^x) -P a^x) = 0

dx 2 dx o k o
(on peut chercher a^ réel).

Lorsque k>0 . on ne peut plus chercher l'amplitude avec a^ (0)?î0. On

remplace cette condition initiale par une condition permettant l'ajustement

de la solution B.K.W avec la solution propre normalisée de l'oscillateur

harmonique que l'on doit retrouver près de 0 (conformément à [IIE-Sj] ).

Ceci nous permettra également de déterminer Y^.Cette fonction propre est

donnée par (cf (1.15) dans [HE-Sjy :
. 1 / 4 .1/8 - - 1 / 4 ,,1/2,h X . 0 (\ x/h )

. k

(où C^ est la (k+1) me fonction propre de y(D^+x 2 ) ) , et on a donc :

(S.18) Y,=-^--|

et
k 1/2

(8.19) a^(x) = [À'78 n-174 (-1,-) À^ ] x" + Otx1"')

Exploitant la parité de l'hamiltonien : p(-x,-Ç)=p(x,Ç), on remarque que les
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fonctions propres sont paires ou impaires (et les constructions B.K.W aussi),

ce qui se traduit par :

(8.20) a^(x) = (-DS^-x)

Venons en donc au calcul de la quantité :

(8.21) b^'OO-^ (-^ a^ ' (x ) .b^ (x) ^ét (-l)1' a^ (x) . a^(x-27i) sh ())'(

qu'on va calculer en X = T I . Compte-tenu de (8.20), on va plutôt calculer :

b^Ti)^0^) où "b00 (x) est défini par :

(8.22) g(k)^def ^)(,)2^.(,)

Compte-tenu de (8.17), on a :

(db^ / dx ) / b (k ) = (2dak/dx ) / ^ + ( d s h (()7dx)/ sh y = 2p / sh (|)'
0 0 k

soit, pour x > 0 :

d ,(,) (2k.l)/ i
— Log b = ———————
dx sh 0'

qu'on réécrit sous la forme , pour e<x<27i :

(8.23) b ( k ) ( x ) =
fb^ol - f 1 dt
1-^-T exp[(2k.l)(/l ^Logc)]

Compte tenu de (8.19) et (8.15), on a :

(8.24)
. ( k )

2"
kl

b (e) -1/4 [2k*l] -1/2 2 , rlim ———— = À 71 (-.) /À
2 k - ^ ]

Si on pose :

A(x) = 2 lim
c-»o [rL c

dt
sh 0' (t)

+
Log C

y ^ j
On déduit de (8.23) et (8.24) que :

le
^\^\ T T " 1 7 2 ^ 2 1 -ï374 1k/2 / /̂ - / 2 k + l ^ , , ,b (x ) = n (Y,-) À . À exp( /À (—^-) . A(x)

D'où :

(fi ^^\ ^k^f,r\ - 1 / 2 , 2 . -3/4 -k/2 , ^ - r - , 2 k + l , , ,,(8.25) b (7i) = 7l (Y7-) ^ . À exp (/À (—--) . A(n) )
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II nous reste à calculer A(îi) et à donner son interprétation dans le même

esprit que dans [IIE-SJ]^ §1 en liaison avec la théorie des instantons (cf

Coleman [COL]) . Revenons aux équations de hamilton pour l'hamiltonien :

q(x^) = p(x,iÇ)- (1+À) = (-1+chÇ) -M-cos x +1] ; on a :
dx ôq ch %-dT = iç- = sh ^
df, ôq . .
-dT= -Tx= À s m x

La solution (x(t).yi)) avec (x(0), ï,(0) = (0.0) vérifie : Ç(t) = (j)'(x(t))
re

J fh^'Tx) ^P^^nte le temps mis pour aller de x=e à x=7l.
c

A(n) représente donc la "partie finie" (lorsque e ->0) du temps mis pour aller

de e à (27i-e) . A(îi) se calcul explicitement par des intégrales classiques et on

trouve :
4 Log 2 Log ( / l+ l )

(8.26) A(7l) =———— - ———-——
A sA

On a donc finalement pour l'expression (8.12) en x=Jl (cf 5.32) :

(8.27)

,/ , (1/2-kL i \k+ l ~ l / 2 / 2 • _ _ \ i 3 / 4 - k / 2 , 2 ,(k+l/2) -, , . . < ^i.\-\-I(7l) = h ( -1) 7l (~in~) ^ •^ •(TTT^ exp-S/h [ l+0(h) ]

Cas b :

Comme il est classique (cf Landau-Lifshitz) [LA-LI] (p.210-211 pb3)

(8.28) a (x.h) = ——°——— + 0(h)
E / • . >>f^

(sm (p )

où (p^ est solution de : cos (pg + À cos x = E .La constante c est calculée de telle

sorte que la solution Lagrangienne correspondante soit de norme 1, soit :
2 f^' .c dx

(8.29) — ——— = 1
2 sm y

-^ E

E est relié à h par la relation de quantification

^•^ Jp(x.<.)>E dx • d^ = (n+l /2)h p o u r u n n e Z

Pour calculer la formule d'interaction (5.32) (cf proposition 5.6). on doit
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calculer :

(8.31)

où

(8.32)

(8.33)

E i^2.-Io (Ti.h) = -h exp(-s/h) bç (ji) sh ̂  (n) [l+0(h)]

. S^(E) est la distance d'Agmon entre ^ç(E) et 2îl-^(E)

• bjx) est solution dans ]jiç, 2îl-^iJ de :

db 1 d
+ — — [sh 0' ] b = 0

E dx 2 dx E o
shy

• 0' est solution de l'équation eiconale :

ch 0'g + X cos x = E
L.E/^2On remarque que bç(x) sh (|)g(x) est constant d'après (8.32) et on a donc

(8.34) - I (n.h) = - h exp( -S /h ) lim (b1' (x)2 sh 0' (x)) [ l+0(h)]
0 1 0 E

•i-Ho
l>0

En utilisant (8.11). on montre que :

1 2

— lim a (x)) sin (p' (x) = lim (b^x))2 sh y ( x ) = —4 o E o E 4
x-^o ^o
x<Ho

D'où finalement :
^o

S^(E) r^

(8.35) -Ijji.h) = -h . e .((1 / 1 2
dx

I ) +0(h) )
sin (pg(x)

-^(E)

Comme remarqué dans le livre de Landau-Lifschitz [LA-LI], on a :
r^

dx

-»IO(E)
sin (p* (x)

E

T(E)

( où T(E) est la période correspondant à l'énergie E).

^



§9 Application à l'équation de Schrôdinper avec champ magnétique.

§ 9.1- Introduction

En fait. comme signalé dans l'introduction, nous avons été conduits à

l'étude de l'équation de Harper par l'intermédiaire de l'étude semi-classique

du Spectre de l'équation de Schrôdinger à potentiel électrique périodique et

champ magnétique périodique.

On se limite ici à l'étude dans R2 du spectre de l'opérateur :

(9.1.1) P^(h) = (hD^ - A,)2 + (hD^ -A^)2 + V
1 2

où on suppose que le potentiel électrique V est C°° périodique :

V(x^+a,,x^) = V(x^)

(9.1.2) |

V(x^+a^) = V(x^)

De même. le champ magnétique B défini par :

d ( A ^ d x ^ + A ^ dx^) = Bdx^A dx^ . soit :
8A 8A

(9.1.3) B(x..x,)=(^-^)(x,x,)

est supposé C périodique de. mêmes périodes :

a^> 0

a,>0

B(x,+a,.x^) = B(x,.x^)

(9.1.4)

B(x,.x^+a^) = B(x,.x^)

Les travaux concernant cette situation sont très nombreux dans la

littérature de physique des solides (même dans les livres élémentaires) et on

se limite ici à signaler quelques contributions mathématiques. Le cas A=0 est
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connu depuis longtemps (cf [RE-SI]). On sait que le spectre est constitué de

bandes qui se recouvrent éventuellement. L'étude semi-classique des

premières bandes a été faite par E.M. Harrell [HA] en dimension 1 puis dans le

cas de la dimension > 1 par B. Simon [SI] et A. Outassourt [OU] . Plus

récemment, Carisson [CAR] étudie le problème à une infinité de puits sans

hypothèse de périodicité.

Pour A p î Q . la situation peut changer nettement, car le spectre se met à

dépendre des propriétés du flux de B à travers une cellule :

(9.1.5) <î> = J B(x^) dx,Adx^

a a a a
1 1 2 2où C est une cellule de base (par exemple [-y- , y] x l~~^~, y] )

Plus précisément, la situation est radicalement différente selon que :

(9.1.6) a) <î>/^ e Z

b) O/^ e Q

c) 0/^0

Le cas a) est essentiellement le même que celui traité dans [OU]. Nous

montrerons que le cas b) peut se traiter par une adaptation des techniques de

Outassourt [OU] et [HE -Sj],^ .Enfin, pour l'étude du cas c) , nous montrerons

comment les techniques de Carisson [CAR] s'adaptent, sans changement

notable (en utilisant [HE-Sj]^), et permettent de se ramener à l'étude d'une

équation de Harper un peu perturbée du type de celle étudiée au §7.

§9.2 Etude du cas rationnel (9.1.6 a ou 9.1.6 b)

La condition (9.1.4) se traduit par l'existence de qr.(x) (i=1.2) t . q

/ ^«P
(9.2.1) A^(x^-a^)= - -^J- (x,,x^) + A^(x^)

i

^
\^ A,(x,, x,-a^)= - j^- (x,,x^) + A,(x,,x^)
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On va essayer d'appliquer comme dans le cas A=0 la théorie de Floquet

(cf [RE-SI], [BEN] et [NOV] pour ce qui suit). On désigne par T^ ( j= l ,2 )

l'opérateur unitaire sur L défini par :

(9.2.2) L2 3f —» (T^ f) (x,, x^) = exp (i q^(x^)/h) f[x-a^ e^]

avec e,=(l,0). e^=(0.1)

T. commute avec PA^) et ^a tnéorie de Floquet marcherait (comme dans le cas

A = 0 ) si T,et T^ commutaient . Un petit calcul montre que l'on a :

(9.2.3) T,T^ = exp (i <I>/h) T^ T,

On notera bien entendu l'analogie avec la discussion précédent (1.9) . On pose :

(9.2.4) 0/h = 2;il-h £eZ . h e[0.2ji[

On considère dans ce paragraphe les cas où h=0 ou plus généralement

(9.2.5) h = 27l p/ avec p premier avec q (p<q)

Une première idée (mais qui ne marchera que dans ce cas) est de faire une

théorie de Floquet, non plus avec T^ et T^ qui ne commutent pas, mais avec T^

et T^ ou bien encore avec T^ et T^. On remarque en effet qu'alors:

T^. T^ = exp (i q <î>/h) T^ T^ = T^ T^

^ \Si q n'est pas premier, on peut également considérer T^ et T^ avec

q^ q^=q . La théorie de Floquet classique s'applique alors et on sait que :

(9.2.6) Sp(P^) = U . Spœ/*'^)
1' 2

OÙ :

/û û ~\
(9.2.7) (P^ 1' 2 est l'opérateur P^ de domaine :

[D (P^^) = (ueH^ ; T^ u =exp(iqe,u) . T^ u= exp(i9^ u)

On suit alors la méthode d'Outassourt [OU] dont nous esquissons les grandes

lignes de la démarche . On suppose que :

(9.2.8) ( VeC°° , V ^ O et les seuls minimas de V sont atteints pour

V=0 aux points (S^ a^, î^ a^) avec (^.,^0) e 2 . O n suppose

de plus que ces minimas sont non dégénérés.
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Soit dy la distance d'Agmon associé à la métrique V dx et introduisons les

distances :

(9.2.9) d^=dy((0.0),(a, ,0)) ; d^=dy ((0,0).(o.a^))

On s'intéresse comme dans [OU] au spectre de P. (h) dans un intervalle de la

forme : I(h) = ] (E^-e)h, (E^+e)h[ avec e>0 assez petit , où E^(b) est la

première valeur propre de l'oscillateur harmonique attaché au fond de puits

en (0,0) (cf [IIE-SJ]^ :

(9.2.10) (D - ^ y^)2 + (D + -j- y/ + y(V"(0)y,y) . avec b= B(O.O)
y! y2

Dans le cas A^O, Outassourt montrait l'existence dans I(h) d'une bande

de spectre dont il estimait la largeur. On va montrer ici que cette bande

s'éclate en q sous-bandes en général séparées lorsqu'on a l'hypothèse (9.2.5)

plus un certain nombre d'hypothèses que l'on introduit maintenant. La

première est importante et dicte la "géométrie" du problème. On suppose que :

(9.2.11) fLes puits les plus proches (pour la distance d'Agmon) de (0,0)

[sont (a,,0) . (0^), (-a,.0) . (0,-a^)

Posons

(9.2.12) d=Inf (d,,d^) . D=Sup(d,.d^)

Dans ces conditions, suivant la technique de ([HE-Sj]^ [OU]), on étudie d'abord

un problème de référence à un puits :

(9.2.13) PA(h)=P^(h) + 2^(o^ W(x-a) avec 5 = (a^.a^)

où W est une fonction C positive, strictement positive dans un petit voisinage

de (0,0) et à support voisin également de (0,0).

On introduit maintenant une suite d'hypothèses héritées de [HE-Sj] ou

[HE-Sj]^ dont la nécessité n' apparaît que pour les résultats les plus fins.

(9.2.14) A=A(t ) te [0.1] avec A(0)=0 et dépendance analytique en t

(par exemple A(t) = t Aç) .

Les résultats optimaux ne seront valables que pour des couples (t,h) t.q :
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(9.2.15) ptl ^tç , h€]0.hQ:| et t.q le flux <î\/h vérifie (9.2.5) et (9.2.4) où

[tç et hç sont assez petits.

Pour éviter une surchar2e de notations, on omettra souvent la référence à ce

paramètre t (mais h^ est indépendant de t).

(9.2.16) ^Par ailleurs, on fera sur A et V des hypothèses d'analyticité au

voisinage des puits et des géodesiques minimales (pour la distance

d'Agmon), chaque fois que nous aurons besoin de constructions

^ B.K.W pour estimer des coefficients d'interaction.

(9.2.17) ^Enfin. chaque fois que nous voudrons des développements en

puissances de h, nous ferons des hypothèses de non dégénérescence

(cf [lîE-Sj]^) sur les géodesiques minimales entre les puits permettant

l'application des théorèmes de phase stationnaire. (cf [Sj]^)

Soit E,° = E^(0) dans (9.2.10) . Pour t^ assez petit et hç assez petit,

P^(h) admet alors dans l'intervalle Iç(h) = ](E^(0)-eç) h. (E^O+CçîhC une

unique valeur propre X(h) (lorsque ne] 0,hç] et une fonction propre

normalisée qiç(h)(x) approximable par des constructions BKW (cf 9.2.16).Soit
c

maintenant î. une fonction égale à 1 dans B (0, y + y-) et à support dans
v

B (0, Y + e^) avec e^>0. (B (x,a) désigne la boule de centre x et de rayon p
v ^v

pour la distance d'Agmon) . e^>0 est choisi assez petit de sorte que :

(9.2.18) 2^^ W(x-a) est nul dans B (0, 2 + £, ).
v

Soit alors :

(9.2.19)^= X(x) . (p(h)(x)

On a :
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(P^(h ) - î (h» ^(h) = r o ( h ) ( x )

(9.2.20) ^ avec r. (h) = 0 (exp - (D/2+£./3)/h)

etsuppr^(h) C B^ ( 0 , - ^ + e , ) \ B ^ ( O . f + ^ - )
v v

(9.2.20) résulte du contrôle de la décroissance de (pç (h) grâce aux inégalités

d'Agmon :

(9.2.21) ̂  (h) (x) = 0^ (exp -d^(x.O) + -^ ) , V c > 0

On construit maintenant à partir de ipç (h) q fonctions propres approchées de
8 flP^1' 2 , en posant :

Q - i j 8 , ,̂ -i[a^ 8.,+q a, 6.] a.- (a,q)+j
^ ^ e 1 Z e 2 2 1 1 T 2 T ' <F

J a 2 1 (
(9.2.22)

J=0.....q-l
a a a

Dans la cellule de base <°q =t - y1- . (q-1/2) a,] x [- -^- . ̂ 2- J , ^e est en

norme L exponentiellement concentrée dans le puits ( j a ,0 ) . On vérifie

immédiatement que la somme dans (9.2.22) est localement finie et que ^

vérifie les conditions de Floquet. On a donc :

(9.2.23) ^Q e D(P 0 )» "
et :

(9.2.24) ^^^(e ) =Pjk + o c ( e x P ( 4 + e / h » '^>°

Notons ici que 0^ est uniforme par rapport aux paramètres 6 =(9^.6 ) et t dans

[-^t^].

Comme dans [HE-SJ^ ^ ou [OU] . on montre alors que si F°(h) désigne l'espace

spectral de P^ (h) associé à Iç(h) et si IIpO^ désigne le projecteur spectral

associé, P^/ F est donné dans la base orthonormalisée des (n vî/e. ) par une
p6 l
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matrice q x q J^le(h) ayant les propriétés suivantes :

(9.2.25) <M/Q(h) = À (h) Iq + M^(h) + 0(exp -(D+e^/h) e^>0

avec M^ (h)^ = «P9^ - À (h)) ̂ \/ ^9, )^ ^

<M,Q (h) est une matrice hermitienne (ceci traduit le caractère autoadjoint du

problème de départ) .Notons © l'opérateur défini sur C^° par :

a oc q

(9.2.26) ©e f = ^ ex?--^A-^ "r9!3 ̂  Tll f

On a alors :

^ = e x p ( - i j ^ ) Q g T; ^

et :

M^h)^, =e3p(i(j-k) e,) ( ©g T? r , /©gT; î,)^ ) ;
8 q

utilisant (9.2.20) et (9.2.21), on obtient, modulo 0(exp(-(D+e^)/h), (avec e->0) :

(9.2.27) (a) Mg(h) j^ -0 si Ij-kl ^0,1 modulo q

(b) Mg(h),, - exp (i[6^2n pj/q]) (r,,/T, Ï^\2^

+ exp (-i[9^+2it pj/q])(rç/ T^1 î(,)i.2(R2)

(c) Mg(h)j,^, = exp (-16,) (Fo/ T,"' Ï^L2»2} J=0,...,q-2

(d) Mg(h)gq., - exp (i8,) {î^. T, ̂ ^2^2)

(e) Mg(h)^,, - exp (i9,) (?„/ T, îo^fR2) J=0....,q-2

(f) M9(h),-..o - ^P (-i9,) (^/T,-1 ?„) ,2(g2)

Remarquons également que : T, © g = 0 (, g .̂  p^ T,, T^ © g = © g T^.

Comme T, est unitaire sur les fonctions " 9-Floquet" avec le produit scalaire

de L (G ), on trouve :

(8) Mg (h),^ ̂  = M;, , ^ ̂  ^, (h), „

Lorsque q=2, on doit remplacer (c) <==> (f) par :
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M^(h)^ s exp (-19,) ( tç /T^ ^) +exp(i9,) (r^/T, ^)

M^(h)^ » exp (19,) (FQ /T, ^) +exp(-i9.) (F^/T^ ^)

Posant :

(9.2.28) Yj = (ryTj îo) j=1.2

on remarque que :

(9.2.29) Y j = (r^/T^ Ï^) j=l,2 .

On a donc finalement :

(9.2.30) <KQ(h) = X (h) Iq+ M (h)

avec :

(9.2.31) MQ(h)=exp(i9^) Y^ Jp.q+exp(-i9^) V^ J^q+exp(i9,)Y, K+exp(-i9,)Y, K3'

^P.̂

(9.2.32) Jq =:

(9.2.33) K =

f 1 1
2iïi/q

2iîi((q-l)/q)
\ e /

0 1

1 0 0

1

0

0 1 0 ^

Remarquons que Jq et K sont unitaires et que :

(9.2.34) Jq K = exp(2iîl/q) K Jq

(9.2.35) Jq11 = 1 , K^ 1
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Posons : Y. = p. exp (iQ°) j=l,2

Une translation en 6 ramène alors l'étude de la réunion des spectres de

Floquet pour les différents 9 à celle de la matrice :

(9.2.36)Mç (q,P.P^) = exp(i9,)p, Jpq + exp(-i6,) p, J^

+ exp(ie^) p^ K+exp(-i9? p, K*

Modulo 0 (exp-(D+e^)/h). la dépendance en h n'intervient plus que par

l'intermédiaire de p^ et p^ avec :

(9.2.37) pj = |(Fç/T^)l

Soit ^ [p,p,q;6], .... , À [p.p,q,6] les valeurs propres de M (q,p,p^) ordonnées

de manière croissante et posons :

(9.2.38) letp.P.q] = u^^2 (Àe(p.p,q,e)]

Les intervalles 1^ [p,p,q] décrivent module 0 (exp -(D+e^)/h) les bandes du

spectre de P^ (h) dans Iç(h).

Pour décrire plus précisément le spectre, la question naturelle est de savoir si

ces bandes se recouvrent ou non . On étudiera plus en détail au §9.3 la matrice

M..(q,p,p,,p.J en liaison avec l'équation de Harper (cas rationnel). Enu * c-

particulier, on donnera des cas explicites où l'hypothèse suivante est vérifiée :

(9.2.39) ^11 existe Cç>0, c^>0 t.qLes intervalles 1^ [p,p,q] sont disjoints

[pour Cç^p/p^ ̂

Compte-tenu de l'homogénéité en p, l'hypothèse (9.2.39) implique que :

(9.2.40) fde(p.p.q) ̂  dist (le (p.p.q), le,, (p.P,q)) ̂  (p^p^)172

[avec C3>0 .pour P/P^eCCç^]

On note la largeur de \ (p.p.q) = foc , Pg]

(9.2.41) ^ (p.p,q) = IPe-a^l l=l,..,q

On a alors le théorème suivant :

Théorème 9.2.1

Sous les hypothèses (9.1.2). (9.1.4), (9.2.8). (9.2.11), (9.2.12).(9.2.H), (9.2.15),
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(9.2.39) pour p. donné par (9.2.37). et :

(9.2.42) Ve>0.3C^>Ot.q:Vh€]0,h(e)],Vtel:-tç,tçL

(p^ +P^1/2 ï C^ exp-(D^+e)/h avec H\-D| < c t2

(9.2.43) p/p, e [c^]

Alors dans rintervalle I^h) et quitte à diminuer tç, le spectre de P^d)^) est

constitué de q bandes distinctes Iç= [Sg , J^] avec :

âg = a^( p.p.q) . Pe=Pe(P'P•cl) ' â'e(P•P^) = •Pe"^1 s 'PC (P^^Ï-^P-P^^

Remarque 9.2.2

La vérification des conditions (9.2.42) et (9.2.43) suppose le calcul des termes

d'interactions p^. qui sont calculés dans [HE-Sj]^ sous les hypothèses

mentionnées en (9.2.16) et (9.2.17) . (9.2.43) suppose d^=d^ qui est vérifiée dès

qu'on a par exemple :

(9.2.44) V(x^)=V(-x^) ; B(x^) = B(-x,. x,)

Les résultats de [HE-Sj]^ donnent alors :

(9.2.45) â.e ̂ 'P^ = h-v a^h) exp(-d^h)
où ag(h) est un symbole elliptique.

Remarque 9.2.3

Le cas A=0, q= l correspond au cas étudié par Outassourt [OU]

Remarque 9.2.4

Lorsque (9.2.39) n'est pas vérifié (par exemple p=l , q=2, p ^ = p ), des

résultats partiels subsistent dont l'énoncé est laissé au lecteur.

§ 9.3'Etude de la conditon (9.2.39) . lien avec l'équation de Haroer dans le cas

rationnel

Cette section est donc consacrée à l'étude de la famille de matrices qxq :
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(9.3.1) M^(q.p,p^)=exp (i9^) p^ Jp q+exp(-i9^) p^ . Jp q

+ exp(i9,) p,K+exp(-i9,) p,. K*

Pour l'essentiel, elle n'est pas très originale et rassemble des résultats connus

des spécialistes mais pas toujours explicités de la manière qui nous était utile.

On s'est beaucoup inspiré de l'article de Bellissard-Simon [BE-SI] et des

discussions avec J.Bellissard et A. Grigis ont été très utiles. Notre objectif

principal est ici l'étude de la condition (9.2.39) sur la séparation des bandes.

mais en vue d'un article ultérieur nous développerons d'autres aspects qui

n'ont pas d'application directe dans cet article.

Dualité d'Aubrv

Ecrivons M. (q.p,p,,PJ sous la forme :o * A

(9.3.2) MQ (q.p^Pz) = P, Aç + p^ . Bp g

On note :

(9.3.3) œ = exp(2iîip/q) = û^

Alors A a une base orthonormée de vecteurs propres :y

(9.3.4) f = —— ( 1 .œ^.... . œ^'01 ) j=0 , . . . . . q - l
1 /q p p

de valeur propre correspondante cos (27l jp/q-9.)

Introduisons la matrice unitaire et hermitienne :

(9.3.5) (U ) -—— c^-00^
p.œ ,k yq p

On a alors :

(9.2.6) Up^ AQ Up o = B g . P=l,.... , q-1 . (p premier avec q)
i ' ' i

On remarque alors que :

(9.3.7) U;1, M, , (q.p^p,) Up , = M, , (q,p.p,,p,)
r 2 2' i '

Ceci exprime la dualité d'Aubry qui n'est autre qu'une propriété d'invariance
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par la transformée de Fourier discrète sur le groupe Z = Z/qZ.

Quelques calculs explicites

Regardons pour fixer les idées les petites valeurs de q où il est possible

d'expliciter algébriquement le polynôme caractéristique P. (À) de Mo et sesu u

valeurs propres.

*q=\. p=l . M - 2 p, cos 9^+2 p^ cos 9^ ; P/^) =-^+2p^(cos 9,)-2p^(cos 9^)

^=2,?=!

2p^ cos9^ 2p^ cos 9^

M,

[ 2p^ cos 9^ -2p^ cos 9^ J

Pg(Â) = ^-2 ( p^+ p^ ) - 2 p,cos29, - 2p^cos 29^

\(Q) = -2 Yp^cos 9p2 +p^(cos9^)2 = -^(9)

On voit que les 2 racines sont égales pour 9^=71/2,9^=71/2 et par conséquent

lorsque 9 varie, les 2 bandes parcourues par À, (9) et ^^W se touchent. La

condition (9.2.39) n'est pas satisfaite.
) l cq=3. p=l ou 2

2p^ cos 9^ p, exp(- i9^) p, exp(i9,)

M,= p, exp(i9^) 2p^.cos[9^+27lp/3] p,exp(-i9,)

^ exp(-i9,) p^exp(i9,) 2p^cos[9^+47lp/3]

Pg(À) = -À3 +3Â [p, + p^] +2 p,cos9,+2 p^ cos 39^

Un calcul élémentaire montre que la conditon (9.2.39) est vérifiée pour tout

couple (Cç.c^) t.q 0<Cç<c^ . En effet, en suivant la méthode classique, on pose :

^,=u+v , X = u +v +3 uv (u+v)
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Une racine de Pc vérifie donc :

- (u^v^+tu+v) (-3 uv +3(p2 +p2) ) +2 p^cos 39,+2p^ cos39^ =0

On impose uv = p^+p^ et on tombe alors sur un système classique sur u3 et

v3 : u3 v3 = (p^+ p2 )3 , u3-^3 = 2 p^cos 39, +2 p^ cos 39^

u et v vérifient donc une équation du second degré dont les solutions sont

X^ = p^cos 3 9, + p^ cos 39^ ± Y (f)\ cos39^+p| cos 39^)2 -(p^+p2^3

On vérifie que le discriminant est strictement négatif dès que p, p ?î0.

X^ et X_ sont conjugués et si on écrit X sous la forme :

X^ =p3 exp(± i q»[9]) avec \i> 0

On obtient que les racines Àç(9) de Pc sont données par :

\ = 2\i Re [exp (it^9-^ 2îl C/3])] , C =2.3

avec : ^(p^+p^)172

cos ((p (9) ) = ( p3cos39^ + p^ cos39^) / ( p^+p,2 )3 / 2

sin ((p (6) ) =( (pf+p2)3 - ( p3cos39^ + p^ cos39^)2 ) * / 2 / ( p^+p^2 )3 / 2

Notons a l'angle dans [ 0 — [ défini par :

P;̂  / ( P . P 2 ) 3 ^ ? 3 - ? 3 ) 2

cosa =———i- sina = v 1 2 l 2
, 2 2 3 / 2 2 2,3/2
(P + ? ) (P +P )

Les 3 bandes sont données par :

I, = [ 2 (P'+P2)172 cos (n-f). 2 (p2 ^-p2)172 cos ((2;l+a)/3) ]

1̂  = [ 2 (p^p2)172 cos( (4;[-ha)/3 ) . 2 (p2 +P2)172 cos ((5n-a)/3) ]

13 = [ 2 (P'+P2)"2 cos (f - f ) . 2 (p2 +p2)172 cos (a/3) ]

et on vérifie qu'elles sont distinctes pour p^ p^ ?î0.

On pourrait espérer pouvoir calculer les valeurs propres de MJq,p.p ,p ) dans

le cas général mais cet espoir semble vain au delà de q=7. Des calculs

numériques dus à Hofstaedter [HO] semblent suggérer que pour p =p ,p=l. on

a q bandes distinctes et que pour q pair les 2 bandes centrales se touchent. On
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va maintenant expliciter les résultats connus en s'appuyant sur des résultats

de [DE-SI] et des remarques de J. Bellissard. Le point de vue de ces derniers

étant légèrement différent, on va expliciter maintenant l'équivalence des

différents points de vue dans le cas rationnel.

Lien avec l'équation de Haroer dans le cas rationnel

Remarquons tout d'abord que M^est unitairement équivalent (conjugaison par

la matrice diag (exp (i j 9^)) à :

MQ= exp(ie^) P2Jp.q+ exp(-i9^ J^

0 1

1 0

' 0

1

0

exp(-iq9^)

1

0

0

0

exp(iq9p

1 0 1

1 0

(9.3.8) + PI

Soit alors À une valeur propre de Mç et TT = (Uç,u^....u ) un vecteur propre

de My

Si on pose u _ ^ = exp (iq9^) u ^ _ ^ . u =exp(- iq9^) Uç et :

[ (X -2p cos[9^2îie p/q])/px ^A-zp cosw^znc p/qj)/p
N (9 ) == j 2 1(9.3.9) €' 2

on voit que : (Mç-Â) ïT=0 se réécrit sous la forme :

(9.3.10) 8 + 1 =NÎ( . )
^ 2 Ue- i

e=o....,q-i

En particulier
l"-,

est vecteur propre de la matrice

(9.3.11) Q^ (6^) = N^_ , (9^ ) o...o N^ (9^)

avec comme valeur propre exp(-iq9^) .Par ailleurs, si on considère l'équation

de Harper :
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(9.3.12) Pi^n+l "^"n-P +2 PZ ^^n P/q+9^] "n == À "n nez

II est classique que À appartient au spectre de Harper si et seulement si

(9.3.12) admet une solution dans 6 , ce qui se réinterprète immédiatement en

disant que Ç^ (9J a une valeur propre de module 1.

Compte-tenu du fait que det Ç (9^) est égal à 1 et que ses 2 valeurs propres

sont conjuguées, on déduit de (9.3.11) que si À est valeur propre de Rio. À est

dans le spectre de Harper . Inversement, si À appartient au spectre de Harper,

Q (Q ) a une valeur propre de module 1. Il existe alors 9^ e[0.2îi] t.q cette

valeur propre soit exp(-iq9^). On vérifie alors que, si (u^.u^) désigne le

vecteur propre associé, (Uç.u^,..., u ,) défini par les équations :

(2 p^(cos 9^-À) "o"^! "i'1' P! u-! =0

PI "q^"^2 ?2 cos ^z-'-^P (q-2)/q] -U Uq^ +p, Uq_, =0

est vecteur propre de ÎAy

Remarquons encore, ce qui peut être utile pour des calculs numériques à la

Hofstadter, que l'on peut encore exprimer l'appartenance de À au spectre de

Harper par la condition :

(9.3.13) ITr Q\Q^) 1 <2

ou encore :

(9.3.14) 3 9, t.q Tr Ç^) =2 cos q9,.

À est alors défini comme le zéro d'un polynôme de degré q dont le terme

principal est (-l)'* Â'1 : (-l)11 p^Tr (/' (9^) ^^(-l)^1 p^cos q 9,

II est également un zéro du polynôme caractéristique de Kî^ou Mg) . Tout

dépendant holomorphiquement de PpP^ et les racines étant génériquement

simples, on obtient l'identité :

(9.3.15) det(Mg-Â) = (-l)11 p^TrÇ^) ^^-l)^ p^cos q 9,

Les travaux de Bellissard-Simon concernent le membre de droite de (9.3.15) et

pourront donc se transcrire immédiatement à l'étude de det(M -À) .
o



96 B. HELFFER, J. SJÔSTRAND

Inversement, l'étude directe de det (Mg-Â) ou de det(Mg-À) (qui sont égaux)

donnera parfois des démonstrations alternatives de leurs résultats.

Lemme 9.3.1 [DE-SI]

(9.3.16) det(Mg(q.p.p^)-À)=f (À)^-!)^ cosqQ^-K-D^ p^ cosq6^
m»H^»r^

(9.3.17) f (À) = À . g a2) si q est impaira p,q,p,,p^ p,q,p^

^•^o ^.0,0 w = W.̂  a2) si q est pair

( 9

•
3

•
1 8 ) .̂.p,

 w - ^^p.(Â)

Démonstration:

(9.3.18) résulte de la dualité d'Aubry . (9.3.16) résulte de (9.3.15) et de la

dualité d'Aubry . Une autre démonstration dans l'esprit de [DE-SI] est de

remarquer que l'on a :

(9.3.19), .Iq'MeJ^M, ,̂

(9.3.19), K-M, K = M ^ „/,

Ceci est une conséquence immédiate de (9.2.34), (9.2.35) et de (9.3.1) . Le

polynôme caractéristique Pg(X) de Mç est polynômial de degré au plus q par

rapport à (cos 6^) et (cos9^) et les seuls polynômes vérifiant :

P — P P - Pe -2îi/q. e ~ e e ' - e e +2n p/q~ e ei 2 r 2 r 2 r 2
sont des combinaisons linéaires de (cos q9^) et (cos q9^) si p est premier avec

q . (9.3.17) résulte par exemple d'une écriture plus explicite de P (À) qui nous aô

été suggéré par J. Bellissard . On écrit que :

(9.3.20) det(Mg-Â)= expCrrLogO^-ÀlD^-À)11 exp(-2Jr(M//Àk.k) k > l

Tout est ainsi ramené au calcul de : TriM^) qui est une somme de monômes

L......... L. avec : i. e [1, ..... ,4]
1! ^

LI == exp(i9,) p, J p q ;L^= expt-ie^Jp^

L^ = exp(i9,) p, K ; L, = exp(-i9,) p, . K"1
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et on peut faire un usage intensif de : Jq K = exp(2i7i/q) K Jq . On remarque aussi

que :
e e

(9.3.21) Trace (Jp^ K 2 ) =0 sauf si ^ =0 mod q et (L, =0 mod q .

En particulier, lorsque k impair avec 0 < k < q . on a :

(9.3.22) Trace (M^ =0 . .

qui conduit à la démonstration de (9.3.17).

On voit aussi dans la formule (9.3.20) que exp(iq6^),exp( -iq6,), exp(iq9^),

exp(-iq9j ne peuvent apparaître que dans Tr (M^) et on a :

--^ Tr (M^ = -2 p^cos q9, -2 p^ cos q ^

qui donnent l'expression exacte pour (9.3.16) par une méthode différente de celle

mentionnée avant (9.3.19) . On peut également calculer le coefficient de Xe1

dans (9.3.20) qui est donné par ^-l)'1 ( -(1/2) Tr Mç2 ) = 2 (-l)^1 q soit :

(9.3.23) Le coefficient de À*1"2 dans 9.3.16 est 2(-l)q + î q

Comme nous l'a signalé J. Bellissard, l'intérêt de cette approche est que l'on voit

clairement que la dépendance en p des coefficients ne se fait que par un

polynôme réel de (exp(2iîl p/q)) et exp(- 2iJl p/q).

•^ Fin de la démonstration du lemme 9.3.1

Le lemme 9.3.1 donne de bonnes informations sur la structure du polynôme

caractéristique mais reste muet sur la question posée, à savoir, si les bandes se

séparent ou pas. Notons toutefois le corollaire suivant du lemme :

Corollaire 9.3.2

Si 1 est une bande de spectre. -I est une bande de spectre.

Oe spectre si q est impair

^

On remarque en effet que si \ est valeur propre de Mg ,-À est valeur propre de

Mç (dans le cas pair) et de Mç ̂ / ^ ^ (dans le cas impair).
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Rappelons également le résultat suivant (cf lemme 3.1 dans [BE-SI]) :

Lemme 9.3.3 On suppose p,p^ ^ 0

(9.3.24)Les points critiques de f (À) sont dans la zone :
P.<LPi.P2

•^.p..?^2^^
(9.3.25)En un point critique X où I f (À) I = 2 (p^ + p^). on a

P,q,P,,P2 * 2

.̂.p.w ̂
#

(9.3.24) est démontré dans [BE-SI] . Il s'agit d'utiliser le fait que :

f (^.)+ 2(- l)q + l[p^osq9^+p^ cosq9^] est le polynôme caractéristique

d'une famille analytique de matrices hermitiennes. On sait qu'alors on a un choix

analytique par rapport à l'une des variables des valeurs propres qui sont

réelles. Le lemme 9.3.3 en résulte.

Corollaire 9.3.4 (Cf théorème 4 de [BE-SI]) : On suppose p, p^O. Alors les

racines du polynôme caractéristiques sont simples ou doubles. On ne peut avoir

de racines doubles que pour cos q9, +cos q9^ =±2. Les bandes I^(p.p.q) ne

peuvent se toucher qu'en des points où cos q9 +cos q9, =±2

^

On a également la :

Proposition 9.3.^ (Cf. Proposition 3.2 de [BE.SI])

Soit Â^(9) est les valeurs propres de Pç(A) rangées par ordre croissant, alors :

pour 6 +q pair: P^ = \ (0.0) . a^ = Â^(0,0)

Pour t +q impair: Pc = ^ (n/q. n/q) . a^ = Â^(7i/q,n/q)

Tout le problème de la séparation des bandes est donc ramené à un calcul de

IXg^(0.0)-Âg(0.0)| ou de \^^^(n/q, n/q) -Âg (n/qjl/q)|. Malheureusement, ce

problème n'est pas résolu en général ! On a toutefois une réponse dans le cas q
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pair qui est suggérée par le dessin de Hofstaedter [HOF] :

Proposition 9.3.6 (cf théorème 3 de [BE-SI])

Si q est pair et p impair alors :

si qsû (mod 4) ^y^0^ = ^q^0'^ =°

q-2(mod4) \/^/^/q) = Aq/^(7l/q,7l/q)=0

Démonstration (cf Bellissard-- Simon.)

Remarque 9.3.7

0 est donc toujours dans une des bandes. On va maintenant compléter ce

résultat en s'inspirant de remarques de Grigis et en faisant apparaître la

structure de Mgdans le cas où q est pair. Considérons donc le cas q pair, p impair

et soit U la matrice unitaire :

(9.3.26) U= S^2 . ^/2

On vérifie qu'alors :

(9.3.27) U2 = (-l)^2

On voit en particulier que si f est vecteur propre de Mg associé à la valeur

propre À, (Uf) est vecteur propre de Mg associé à la valeur propre -À. Notons

également que U est une matrice réelle . On distinguera 2 cas selon que q/2 est

pair ou impair :

Cas a) qs2 modulo 4 ; on a : U2 = -I ; on introduit :

2^ = ( ue C4 t.q Uu = ± i u )

Notons alors que 2 ^ et 2 _ sont orthogonaux et que u -^ u~ échange 2 ^ et Z

qui sont donc de même dimension . On choisit une base orthogonale de 2 et

celle de Z _ en utilisant u -> ^T.

Dans cette base, on a :

0 A, \

(9.3.29) M.=

A: 0
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et par conséquent, on a :

(9.3.30) Idet MJ = Idet AJ 2
u u

Exemple p=l, q==2

( 0

On a : U = J^ ; K =

Si (Çy e^) désigne la base de C , on prend comme nouvelle base :

f= l//2"(e,+i e^) ; f" = l//2"(e^-i e^)

et on trouve : Aç = 2[p^ cos 6^+i p^ cos 6^]

^

On est en fait dans une situation classique en supersymétrie. Plus précisément,

les espaces propres peuvent être décrits par :

( Ker A*

Ker M.

Ker A.

Puis si |l est une valeur propre non nulle de A^ Ag de vecteur propre associé v

(± ly/ÏTAg . v^ , v^) est un vecteur propre de Mg de valeur propre ± /p~

Cas b) q= module 4 ; on a cette fois ci : U2 = I. On introduit :

2^ = ( ue C^ t.q Uu = ± u ) .

Observons que J U = - U J et que par conséquent J échange 2 ^ et 2 _ .

Soit f j une base de 2^ , et (Jf^ ) la base correspondante de 2 _.Dans cette base,

on a :

'° A,

M O =

. A*, 0

et les considérations de l'autre cas s'appliquent.

Remarque 9.3 « II résulte de la proposition (9.3.6) que :
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(9.3.31) | f [0] = 2 (^ +pq) si q=0 mod 4
P.q.PpPz 1 2

\ ^q^P/" ̂ P?^ s iqa2 m o d 4

^

Le dernier résultat de [DE-SI] qui nous intéressera est le suivant :

Proposition 9.3.9 (cf théorème 5 de [BE-SI])

3 T^>0 t.q VT|Q>O t.q 0<"nQ<T|, , 3 C >0 t.q :
^o

V p^ p^ vérifiant : ̂  ^ p/p^ ̂  , on ait, V £?îq/2

1^(0.0) - ^(0.0)1 ^ C (p^+p^2

''o

1 X^, (Jl/q , 7l/q) - \[ ( n/q , 7l/q ) j ^ C (p2 +p^)l/2

^o

La démonstration est basée sur un argument de perturbation de la situation

(P/Pz) =0.

Remarque 9.3.10 Par la dualité d'Aubry, on peut échanger dans cette

proposition le rôle de p. et p^.

La proposition (9.3.9) donne immédiatement de nombreuses valeurs de c e

pour lesquelles la condition (9.2.39) est vérifiée. La démonstration de Bellissard

et Simon montre même qu'hormis la situation des 2 bandes centrales

apparaissant dans le cas q pair, la condition est que si [c^.c^] évite un nombre

fini de valeurs v. de R^ les intervalles Ig (p,p,q) sont disjoints (sauf pour L et

^C+i avec ^= q/2) . Malheureusement, le cas qui intéresse le plus les physiciens

est le cas où p/p^ =1 et on ignore bien entendu si v.=l pour un certain j . Notons

enfin que les résultats des § 1 à 6 montrent que pour p=l et q grand ou plus

généralement pour :

p/q = l/(qç +l/(q,+l/(q^+...... ))) avec tous les q. grands.

la plupart des bandes se séparent et on a donc une vérification partielle de la
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condition (9.2.39).

§ 9.4. Etude du cas général

On revient au cas général où :

(9.4.1) <ï>/h = 27l £-h .C e Z

mais où h n'est plus nécessairement un multiple rationnel de 27l. La réduction

par la théorie de Floquet n'est plus possible. On pourrait sans doute faire une

théorie de Floquet partielle en utilisant T^ ou T^ mais on retombe de nouveau

sur un problème à une infinité de puits qui ne relève pas des techniques de

[HE-SJ^. On renonce donc à la théorie de Floquet. et on considère ce problème

comme un problème à une infinité de puits et on va utiliser les résultats de

Carisson [CAR] (convenablement généralisés au cas A ^ O ) sur l'équation de

Schrôdinger à une infinité de puits qui utilise des techniques très voisines de

celles développées au §2 pour l'analyse semi-classique de Harper module 0(h )

ou celles du §4 pour l'analyse module des exponentiellement petits . On garde

les hypothèses suivantes du théorème (9.21) : (9.1.2), (9.1.4), (9.2.8). (9.2.11).

(9.2.14) et (9.2.42) et on conserve le même problème de référence P^ introduit

en (9.2.13) que l'on notera ici :
2

(9.4.2) p = Z ( h D - A ) 2 - ^ ^ Z W[x- (H
0-0 j . i x] ^ p-(o.o)

où on convient que P = (a, p^, a^ P^)

Le support de W est dans une bande de rayon TI pour la distance d'Agmon

centrée en (0,0) et on pourra choisir T| arbitrairement petit si nécessaire.

P^ admet une infinité de puits U^ = a.

Carisson [CAR] réduit l'étude du spectre dans Î di) à l'étude d'une matrice

infinie opérant sur £ (Z ), et ses résultats se généralisent immédiatement à

notre situation : A^O, compte-tenu des inégalités d'Agmon démontrées dans

[HE-Sj]^, qui permettent le contrôle de la décroissance des fonctions propres de
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PçQ. En fait, compte-tenu des hypothèses de périodicité, la théorie développée

par Carisson se simplifie considérablement. Etablissons maintenant, les résultats

qui se déduisent de rapproche de Carisson.

Soit (pç Q la première fonction propre de la réalisation de Pc ç de valeur propre w

X (h) et, comme déjà remarqué, on a :

(9.4.3) PA (po.o = X qî  +r^

avec
d (x.(O.O)) (1-c)

(9.4.4) ^ .r = 0 (exp - -^———————— + c/h) dans L2
0,0 o.o c h

d (x.(O.O)) (1 -e )
V (p , V r = 0 (exp - --^———————— + e/h) dans L2

A 0.0 A 0.0 c h

où V^f=((D,-A,) f ) , . , ,

(9.4.5) supp r C U B((î',r|)
P - (o.o)

Soit F(h) l'espace spectral de P^ associé à l'intervalle Iç (h). L'idée est

maintenant de construire un "bon espace" approché de F(h) en utilisant (pçç et

ses "translatés" associés aux puits U. ^ ((j,k) € 22) :

(9.4.6) qi,, = T; T^ ̂

qui vérifient, pour r. ^ = TJ T^ r^ç:

^• .̂k ^^.k^ ^k^Lk
avec :

(9.4.4)^ (p^ , r^ , V^ (pj^ , v^ r^= Ojexp -(d^ (x.(r, k)) (l-e)-e)/h) dans L2

(9.4.5),^ suppr^) C Up ,̂  B(P,Ti)

Soit ]"[? le projecteur orthogonal sur F, on montre alors que :

(9.4.7) v, , = H, (ji, ,

est une base Hilbertienne de F "presque" orthonormale, chacun des v. . étant

exponentiellcrnent localisé dans le puits U. ^ et très proche de ( p . . .

Pour être plus précis, introduisons un certain nombre de notations héritées de
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10 \

[HE-Sj]^. Soit 2) la matrice infinie de terme général :

(9.4.8) d^p = exp(-Ô ̂ /h) (a.p) € Z2 x Z2

où :

(9.4.9) 5^= inf̂  g t dy [a . ?,] + d^ ( î,.^) -t....... ̂  (V^- -p ?) 1

V,.....̂ .,

apîY^Y^^....^ Yç.^ ?îp

Si (A^ g) est une matrice infinie (dépendant de toutes les constructions

antérieures), on écrira que ( A ) ^ = ô (£) ) si pour tout e> 0, il existe un choix de

T|>0 dans la construction de W t.q :

1(A)^1 ^ (d^)1"0 pourh<h(£)

Introduisons :

(9.4.10) V. = ((WvJ)
Ct.p (X p

Les propriétés (9.4.4).^ et (9.4.5).^ permettent alors de montrer que :

(9.4.11) V = I+Ôtô^)

Introduisons enfin la base orthonormalisée des v^ :

(9.4.12) e,= 2p v^V-172)^

Le théorème de Carisson s'énonce alors ainsi :

Théorème 9.4.1 Sous les hypothèses rappelées avant (9.4.2), la matrice de PA/F

dans la base e^ est donnée par :

(9.4.13) (^^ ̂  l +w= x - I+w +ô (£)(2))

où : W,p = 1/2 [(qi,/rp) + (r^/qlp)]

Nous n'avons pas encore exploité toutes les invariances du problème initial sur

les matrices (P/F) et (W). C'est une étude complètement analogue à celle des §1 à

7, où on exploite les propriétés suivantes :

(9.4.H)T; T^e,, = e,, ; T; T^ ip^ = (p,, ; T; T^ «•<,„ = r.,

(9.4.15) Tj PA = PA T, j=l,2

(9.4.16) T, T^ = exp(-i h) T, T,
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On obtient ainsi que W vérifie (6.1) et (6.2). Toutes les considérations du §6

s'appliquent alors. L'hypothèse (9.2.11) assure alors l'analogue du théorème 6.2

avec S. = D :

(9.4.17) ^ f ( l . O ) =1/2 [((Po.o/^.o) + ^o.cA.o"

[f((U) = 1/2 [((Po.o/i-o,) + ^o.o^o.i"

Enfin, les hypothèses mentionnées en (9.2.16) et (9.2.17) permettent d'utiliser les

résultats de [HE-Sj]^ pour minorer |f(0,l)l et lf(l,0)l.

Renormalisation

Un cas particulièrement intéressant est le cas où on a la symétrie mentionnée en

(9.2.44) :

(9.4.18) a*B=B . a* V=V

où : a(x^ x^) = (-x^, x,)

Rappelons (cf 9.2.2.1) qu'on avait :

(9.4.19) T A-A = -d (p. (v, = (a,,0) . v^ = (0,a^))
v!

et que d'après (9.4.18), il existe f t.q :

(9.4.20) a3" A-A = -d f .

On vérifie alors que l'opérateur q? défini par :

(9.4.21) ^ u = exp(i f/h) (a* u)

commute avec P* et on a donc :

(9.4.22) [Tj. P] = 0 , [y. P] = 0
* 4utilisant que a =id, on montre facilement que :

f + a* f + a*2 f + c^ 3 f = conste

qu'on peut supposer nulle en modifiant f par une constante . On a alors :

(9.4.23) ^ =1

Regardons maintenant les propriétés de commutation entre T. et ̂  ; on a :
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^ T^ = exp(i f/h) a* exp (i(p/h) T
^o

= expdtf+a* (p^)/h a* T exp( i ( f+a 3 ) c (p /h)T a*
'2 v!

•v31' m /h^ -r ri»*

et :

T,^ =exp( i (p /h ) T^ exp(i f/h) a3" = exp(i(q^+T f)/h) T a'
"i "i

et donc :

y . T^ = exp (i E/h) T,. ̂  avec : E = f+a* (p^-q^ -T f
v!

On remarque maintenant que :

d E = d f + a* d(p^ -d(p, - T df
i

= - O ^ A + A + T a* A -T A + ï A - A + a * A -a* T Av, " \" v, -.- ^ v. ^.

= (T a* - ̂  T ) A = 0
'i 'i

Par conséquent E est constant . De même :

y T, = T^ ^ . exp(i G/h) avec G constante

Comme on a la possibilité de modifier (p^ et (p^ par des constantes (sans modifier

les relations jusqu'à 9.4.23). on peut se ramener au cas où E=G=0.

f [IpP] = 0.iy.P] =0

(9.4.24) T, T^ = exp(i <î>/h) T^ T,

S^ = id . T, ̂  = 5^ T^. T^ y = ^ T,

^ joue le rôle de la transformée de Fourier dans les §1 à 7. On assure en

particulier que jf(OJ) 1= lf(l,0)I et que l'étude du spectre de (P^ -X)/F se ramène

à l'étude d'une équation de Harper, perturbée de :| f(O.l) I [cos h D +cos (x)]

qui satisfait à toutes les propriétés requises pour appliquer le § 7 et on obtient

ainsi le théorème 2 .
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Précisons la remarque (4.2) (dans le cas où b=l . À = l ) . Notons que

nécessairement :

Al v! ^ s! - ^PyeR [D ̂ '̂  • ̂  ̂

On doit donc étudier l'expression :

r1

6(x) = ch^Cl -^cosy -cos t] dt - l /2(x-x )2

o o
yo

où XQ est lié à y^ par : 1+cos y^ = 2 cos Xç

Des calculs numériques semblent montrer que :

supy^ [D(O.y) - G^y)] ^ 2.10'2 .S,

On va vérifier ici par des estimations grossières que :
A2 ^pyeR n^y) - ^y^ < R •s! avec : R<i/2

Ceci permettrait de choisir v^ > S^/2 dans le cas À=l et simplifierait les

arguments développés dans la suite du paragraphe . On va utiliser les

inégalités :

ch~ (1+u) ^ /?./TT et j cos y-cos tl ^ It-yl

On peut alors majorer 6(x) par :

2/2 3/2 2
6(x) ^ F(x) =—— (x-y F -1/2 (x-x )3 o o

et on a : F (x) == /^(x-y^2 - (x-Xç)

Pour fétude de F'(x). on pose y = (x-Yç)1 2 et on obtient :

F'(x) = ^(y) = /2'y - (y2 ^(y^-^))

Notons tout d'abord que si : (Yç-x^) >1//2" alors ^ est toujours négatif et il

est alors clair (car F(yç) = -1/2 (Yo-Xç)2 ) que :

A3 (Yo-^ > l//ï =^ 9(x) ^ ^xî^O V x >Yo

Notons également que y^ (X^)-XQ est une fonction croissante de ï pour
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x^e [0,n/2] . Considérons maintenant le cas où (y -x^) < \//2 , alors F

atteint un maximum au point : x^= y^ + y^ où y^ est le zéro positif de "V :

y = 1/2 [/2 + /2-4(y -x )2 ]
+ V 0 0

Calculons : F(xJ = y\ [ -| /2'y^ -1]

Si y+ ^ 3/2/2" , on a de nouveau : F(x4) ^0 et donc :

/^
A4 ——— < (y -x ) => 6(x)<0

2/2 ° °

Considérons donc maintenant le cas où : (Vç-Xç) < /3/(2/Ï) . On majore 9(x)

par F (x 4 ' ) . Notons que y^ (Xç) est une fonction décroissante de Xç . On en

déduit que : F(x^ (Xç) ) ^2/3 (en prenant X Q = O ) ; par ailleurs, S^ (y^(x ))

décroit également avec Xç et pour estimer : F ( x ^ ( X ç ) ) / S^y^/x^)) . on va

utiliser la majoration grossière :
F(x (x ))
——————^ (2/3) x ( l /S(y (x ))
S (y (x )) 1 0 0

1 0 0

En prenant comme valeur de Xç la valeur t.q : Yo-x = /3/2/2" . soit :

x^ . 1.16 . v^ - 1.77

Pour minorer S^ (y^), on observe que yçe[|-, 7l] et que , pour tety^Ti],

on a :
cos t-cos y (cos y +1)o o

Y n- yo ' o
en (1+v) > Log (l+2v)

,- ( t - y )
d'où : S, (y^) ^2 J^ Log (1+2(1+cos y^)) -(,,———T ) dtrn

- '" - o 'r» r>

> (n-Yo)/(l+cos Yç) [(l+2(l+cos y^)) Log (l+2(l+cos yç))-2(l+cos y^)]

On trouve ainsi : S/y^) ^ 1.52 et par conséquent R^ 0.43
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