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IMAGES DIRECTES EN COHOMOLOGIE COHÉRENTE

Marguer i t e FLEXOR

Soient S un schéma affine noethérien, / : X —•» S un morphisme propre, y un
^-module cohérent plat sur S et Rf^y le complexe "} image directe^ associé à ces

données. A. Grothendieck a montré que ce dernier est un complexe parfait, i.e.
représenté par un complexe fini de ^—modules localement libres de type fini.

0

Soit p un entier > 0 et remplaçons l'hypothèse / propre par l'hypothèse plus
faible: les ^—modules R^f^Y sont de type fini pour t< p . Peut-on trouver un

0 "~

complexe parfait L de û-modules, un morphisme L-^Rf^y qui induit un
b

isomorphisme sur la cohomologie en degrés < p . On montre, dans ce mémoire qu'il en est
ainsi lorsque X est un ouvert assez gros d'un espace projectif et lorsque y vérifie de
bonnes conditions de profondeur.

La construction de L est obtenue en montrant que Rf^V est limite inductive

d'une famille de complexes parfaits dont les complexes tronqués en degrés < p forment
une famille essentiellement constante. Pour cela, nous sommes amenés à considérer la
catégorie des ind-objets "lim"^ et par dualité celle des pro-objets "Um"^.

Let S be a affine scheme, / : X —-»• S be a proper map, y a cohérent ^-module

fiât over S . By a theorem of A. Grothendieck, thé complex Rf^y is perfect, i.e. can

be represented by a finite complex of locally free ^r-modules of finite type. Let p > 0

and replace thé hypothesis / proper by thé weaker hypothesis : thé ^-modules R1/^ y

are cohérent for i < p . Then we show that there exists a perfect complex L , a
morphism L —"-» Rf^Y such that ^(u) is an isomorphism for i< p , when -Y is a

big open set of a projective space and Y vérifies good properties on depth. Thé
construction of L is obtained from R}^ by considération of ind-objects and by

duality of pro-objects.

Texte reçu le 22 octobre 1 9 8 6 , révisé le 8 décembre 1 9 8 8 .
M .FLEXOR, Université Paris X I , Mathématiques, B a t . 4 2 5 , 91405 Orsay.
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1ntroduct ion

Les théorèmes classiques de semi-continuité des fonctions du type

s —î- d i m ^ ^ H ^ X ® k ( s ) , F ® k ( s ) )

où s est un point d'un schéma affine noethérien S = S p e c A ; X est un S-schéma
propre, F un CL-module de type fini plat sur A , sont conséquences de l 'ex is-
tence d'un complexe parfait qui représente la cohomologie relative de F au-dessus
de S . Une manière de construire L est la suivante : on sait que, pour tout i ,
H^XïF) est un A-module de type fini et est le 1-ème groupe de cohomologie d 'un
complexe borné C de A-modules plats. En général C n'est pas un complexe par-
fait (on peut prendre pour C un complexe de cochaines de Cech associé à un recou-
vrement ouvert affine de X ) . On construit L en procédant "de la droite vers la
gauche", i.e., si C est à cohomologie dans [0,p], on construit d'abord [.p ,
puis L13" ,... de manière que L soit un complexe parfait quasi-isomorphe à C .

Lorsque X —> S est de type fini mais non nécessairement propre, 1 1 se peut que
H ( X , F ) soit un A-module de type fini et le reste après tout changement de base
et dans ce cas, on aimerait bien avoir un théorème de semi-continuité du type
précédent.

Faute d'informations sur les groupes H 1 ( X . F ) , pour i > 0 , cette manière
d'opérer "de ta droite vers la gauche" ne fonctionne plus.

Par contre une extension d'un théorème de D. Lazard donne une première indica-
tion : le complexe C , qui réalise la cohomologie de F au-dessus de S , est
limite d'une famille inductive filtrante de complexes parfaits (L , ) . Dans ces con-
ditions, pour tout A-module M , H ' 1 ( X , F ® . M ) = 1 1 m H^L^.M) et on peut se deman-

/..
der, lorsque p est un entier > 0 et lorsque H 1 (X ,F® . ,M) est un A-module de

— n

type fini pour tout i < p et tout A-module de type fini M , si un complexe L,— À
(quitte à modifier la famille (Lj) fournit déjà la cohomologie en degré <_ p de

C»,M , pour tout A-module M .

Indiquons comment 1 ' o n procède pour obtenir ce complexe parfait L qui repré-
sente éventuellement la cohomologie de Rr (X,F«. ) en degré _< p : soit (L, ) la
famille inductive de complexes parfaits, telle que C = 1 i m L, , la famille duale

'~t Â
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(L^= H o m ' ( L ^ , A ) ) définit un pro-objet dont il s'agit de voir que la cohomologie en
degré dans l'intervalle E - p , 0 ] est essentiellement constante. On peut cette fois
procéder "de la droite vers J a gauche".

Il y a deux parties bien distinctes dans ce travail.

Première partie : elle est "cohomologique" et consacrée aux :

1 ) pro-objets de la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules. On donne des
cri tères pour qu'.un système projectif de complexes bornés soit essentiellement cons-
tant, par exemple si :

- sa cohomologie est essentiellement constante (théorème 1 )
- 11 existe une bonne stratification de S= Spec A telle que sa cohomologie
soit essentiellement constante sur chaque déformation infinitésimale de
chaque strate (cf. théorèmes 3 et 4)

2) ind-objets, dualité entre pro-objets et ind-objets. On obtient le théorème
(nommé théorème 7) sur lequel s'appuie la deuxième partie : la cohomologie en
degré ̂  p de C ® , . est donnéepar la cohomologie en degré <_ p de L ® , . . , où L
est un complexe parfait, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

a) " l a cohomologie de C®^. en degré <_ p commute aux limites adiques
£) pour tout fermé irréductible S ' de Spec A , il existe un ouvert affine

non vide U=SpecB de S " sur lequel la cohomologie de ( C ® , B ) < $ » D . est
A D

donnéepar la cohomologie en degré < p d ' u n complexe L 8®.. , où L8 est un
~ Dcomplexe parfait sur B .

Deuxième partie : elle est de nature géométrique. On revient au complexe R r ( X , F ) ,
i . e . à la théorie des faisceaux algébriques cohérents et on montre en particulier
que, lorsque X est quasi-projectif et lorsque F vérifie des conditions de pro-
fondeur appropriées, alors un tel complexe L existe, en vérifiant que les condi-
tions a) et 3) citées ci-dessus sont satisfaites.

Les objets et techniques employés dans cette deuxième partie étant de nature
distincte de ceux de la première partie une introduction spécifique est faite au
début de cette deuxième partie. De plus, les résultats de la première partie utili-
sés étant essentiellement les théorèmes 6 et 7 , elle peut être lue directement...
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1 - Pro-objets

Soit A une catégorie. Nous aurons à considérer la catégorie Pro(A) dont :

- les objets sont les systèmes projectifs (M ) . - y d'objets de A , si 1 est
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "1 im" M l'objet de
Pro(A) correspondant

- si " l im"M et "lim" N. sont deux objets de Pro(A) :
3eT a ÏCJ J

Homp^)("^m" M^ "^m" N^) - ^m ̂  Hom,(M^.) .

Le foncteur 1 : A —> Pro(A) qui à un objet M de A associe le pro-objet
(M^) , , 1 réduit à un élément a et M^=M , est pleinement fidèle.

De plus, si les limites projectives existent dans A , on dispose aussi du
foncteur :

lim: Pro(A) —> A

défini par 1 im( "1 im" M.) = 1 1 m M et d'une flèche naturelle dans Pro(A) :
<" ^î 1 ^î a

1(Jjm ("Jjm" (M^)) -^ "Jjm" M^ .

Soit "'Lim" M £ P r o ( A ) . On dit que "'Lim" M- est essentiellement nul si pour
^1 a ^T a

tout a , il existe 'a '> a. tel que le morphisme de transition M i —> M soit
nul.

Si F: A —> A ' est un foncteur covariant, il se prolonge de manière évidente
en un foncteur que l 'on note encore F: Pro(A)—^ Pro(A').

Définition. A = sous-catégorie pleine de Pro(A) des objets isomorphes aux objets
du type i(M), pour M € A .

La proposition qui suit donne une caractérisation de ï , lorsque A est une
catégorie abélienne.

Proposition 1 . Soient A une catégorie abélienne, M € A , " 1 1 m " M ePro(A) . Les con-
ditions suivantes sont équivalentes : À
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1 ) "1 im" M, ^ i (M).

^ ^ existe ^ = (i^) € 1 1 m Hom(M,M, ), ^, monomorphisme pour À » 0 tel que
"1 - i m" Coker i^- soit essentiellement nul.

2') Comme en 2) , de plus M est facteur direct de M, (par ^,) pour À » 0 .

3) II existe 4> = (4). )^n € 1^ Hom(M,,M), 4). épimorphisme pour À » u et tel
que "1im" Ker 4^ soit essentiellement nul.
—— X^O À ————————————————

3') Comme en 3), de plus M est quotient direct (par 4), ) de M, pour À » 0 .

4) Les deux foncteurs sur A , h.. = Hom,(M,.) e_t h,,.,. ,... = lim Hom.(M,.)
sont isomorphes. ^~ x

De plus s'i l en est ainsi, lim M, existe dans A et on a :

1 ( 1 1 m M,) ^ " 1 1 m " M, dans Pro(A) .
"T À T À

Remarque. Selon [5], 1 'assert ion 4) signifie que le foncteur pro-représentable
h,,,.,,.. est effectivement représentable.

Démonstration :

La donnée d'un morphisme <p : " 1 1 m " M, —> i(M) dans Pro(A) est équivalente
à ta donnée d'un système de flèches (^)^\\n

^:M,-^M

compatibles aux morphismes de transition, i.e. e > À , si TT., est le morphisme de-- pÀ
transition :

^ ^
^ : ̂  ——> \ -> M •

La donnée d'une flèche 4)" inverse de 4) dans Pro(A) est équivalente à la donnée
d'un système de flèches (^J^ » ^^ : M —^ M, , compatibles aux morphismes de tran-
sition, i.e. pour 8 > A , ^, = 7^,0^0 et vérifiant de plus— À pÀ p

a) 43o4)" = 1d. / .^ = 1d.. (car 1 est pleinement fidèle), i.e. pour À » 0

^M = ̂ \

b) 4)' 04) = 'ld"]^"^ > " ' •e. pour À » 0 et &^ À , ^°4îg = TT .

On vérifie aisément que 1)^==?- 2')<?==> 3 ' ) . Si l'une de ces conditions est véri-
fiée, ^. est injective pour À » 0 et on a
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1 im (p, 1 1 m î ,
^lim M = lll!1 ^M ^ll"? M, " \ M "̂" \ lim M,nm n, -<— I»L -<— À -<— À

et 1 im M ^ M . D'autre part avec 2) ou 3), on a aussi

Hom^(M,N) -^ 1.1^ Hom^M^N)
A

pour tout objet N de A . Par suite i(M) ^ "1im"M, et on a 1 ) <—> 2) <—> 3) <=»>4).

Corollaire 1 . Soient A un anneau, S = Spec A, A la catégorie des (L-modules,
A la sous-catégorie de A des A-modules quasi-cohérents, "1 im" K un objet de
Pro(A ), K sa limite projective dans A.

1 ) Sjî  "1 im" K € A alors

a) K est quasi-cohérent, "lim" K ^K dans Pro(A ), i.e. "1im" K € A^.

b) Pour tout A-module M , K»nM = 1 1 m K «,M ^ "lim" K ®,M dans Pro(A).
* \ ^ 01 r\ ~^ Oi A —'—•—

c) S^_ U est un ouvert de S = Spec A , si 1 1 m K i., désigne ta limite—————————— — •< 01 j u ———————————
projective de "'Lim" K^,^ dans la catégorie des ^..-modules, on a K, , . = 1 1 m K ,„ .

2) S_^ S est réunion finie d'ouverts affines U-j ,
ic i , d'anneau A^ , ^j_ A^ désigne la catégorie des A.-modules, alors

"1 im" K € A si et seulement si " 1 1 m " K i,, € A . pour tout i c i .
'(» Ol ——————————————————— •< CX| U • 1 ——————————

Démonstration :

1 ) Si "jjm" K^eA , K^"jjm" K^ , i.e. il existe a tel que pour a^a , K
soit un facteur direct de K et "1 im" K /K soit essentiellement nul. Ceci reste

^o a

encore vrai sur tout ouvert U de S , ou après tensorisation par un A-module M .
Par suite l<,^"J jm"K,^ dans Pro(^) et K » M ^ " ^ i m " K ® M dans P r o ( A ) . L e s
assertions a), b), c) s 'en déduisent aisément.

2) Grâce à 1 ) , 1 1 suffit de voir que si " 1 1 m " K [ . , € A. pour tout ie l ,

alors "'Lim" K^€ A . Posons K^ = jjm K ,„ pour tout 1 . D'après 1 ) , K. est

quasi-cohérent, il existe un isomorphisme u. : K. —^ " 1 1 m " K i., et pour j c l

on a ^ lU^nU. = ^lU.nU. • S1 Kl est 1e Â-"10^^ défini par les (K^).^ . K"

est quasi-cohérent. Si u = (u ) : K' —>• "1 im" K est la flèche définie par les

isomorphismes (u^)^ j , u^ : K' — ^ K est injectif pour a»0 (c 'est vra1''sur

chaque ouvert U^.) et "lim" K^/K' est essentiellement nui (c 'est encore vrai sur
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chaque U - ) . Par suite, « '^ " l - im" K et K ^ K ' .

Coron a-ire 2. Soient f : A —> A ' un homomorphisme fidèlement plat d'anneaux, A
(resp. A ' ) 1 a catégorie des A-(resp. A ' - )modu1es quasi-cohérents,
"lim" K € P r o ( A ). Alors " 1 1 m " K € A' si et seulement si "lim" K » A l ^Q^ •

Démonstration :

Si K est un A-module tel que Ka; "jjm" K , K est quasi-cohérent, K est
facteur direct de K pour a»0 et "lim" K /K est essentiellement nul. Ces
propriétés sont conservées lorsqu'on effectue le changement d'anneau A —^ A ' , et
1 1 est clair que

K»A' sa "lim" K ® A ' .

Inversement, si "lim" K ^ A ' e î ' » soit ( K ' . u ' ) , où K' est un A'-module
quasi-cohérent, u ' = ( u 1 ) ..« : "lim" K «A' —^ K 1 un isomorphisme dans Pro (A ' ) .
Par descente fidèlement plate des A'-modules quasi-cohérents, il existe un
A-module quasi-cohérent K tel que K » A ' = K 1 . Soit a tel que la flèche
u' : K ® A ' —> K' soit définie, toujours par descente fidèlement plate» u^ est
^o °'o o

de la forme u « l o i , avec u : K —> K . Si TT. : K. —^ K est pour S^OQ
o o o o o

ta flèche de transition du système ( K , ) , U o = u °'"'^v et on a ^ a f^eche

"-(^e^-^-Kg-^K

tel que u » 1 « , = u " . i'our 6 » U , u - est surjectif et 1 1 en est de même de Ug .
De même "fi m" Ker u", est essentiellement nul et 1 1 en est de même de•<— p
"lim" Ker Up . Par suite

u : " 1 1 m " Kg —^ K

est un isomorphisme.

Définitions. Si U est un ouvert d'un schéma affine S = Spec A et si
4) = (4? ) : K —> "1 im" K est une flèche dans Pro(A) (A = catégorie desa a < -̂
C^-modules), avec K C A , on dit que ip est un Isomorphisme sur U si :

i) (p est injectif sur U , pour a»0 .

ii) Pour tout a , i1 existe B^a tel que ta flèche de transition
coker 45. •~^ coker n> soit nulle sur U .

P OL
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Autrement dit, " 1 1 m " K j . , est essentiellement constant.
a al

De même si ^ = (^ ) v ^ n : "lim" K —> K est une flèche dans Pro(A) , avec
K € A , on dit que ^ est un isomorphisme sur U si

j) ^ est surjective sur U pour a» 0 .

j j) Pour tout a , il existe 8^a tel que ta flèche de transition
Ker 4)0 —> Ker 4) soit nulle sur U .p a

Si U est un ouvert d'un schéma quasi-compact S réunion finie d'ouverts
affines ( U - ) - ç T et si 4) : K —> " 1 1 m " K (resp. ^: "lim" K —^ K) est une
est une flèche dans Pro(catégorie des Oc-modules quasi-cohérents) et K est un
Oc-module quasi-cohérent, 4) (resp. ^) est un isomorphisme sur U si et seulement
si 4)1 .j (resp. ^i, j ) est un isomorphisme sur U n U , pour tout i .

Donnons pour terminer ce paragraphe sur les pro-objets un cas particulièrement
simple.

Proposition 2. Soient A un anneau local artinien, k son corps résiduel, A _[a
catégorie des A-modules, "lim" M € P r o ( A ) , où M est un A-module de type fini——.————.—.—_——_ —,—___—_— -c ex '—~ ex —"—~"— —'—~~~'— —- — " — ~ ~ —
pour a» 0 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) "ym" M CÏ

2) "T^im" M ®k€Mod(k ) (Mod(k) = catégorie des k-modules)

3) dim.dim Hom(M ,k))< -K" .

Démonstration :

II est clair, par la proposition 1 et son corollaire, que 1 ) ==>2) ==^3).
Montrons que 3) ==^1) : pour @ > a , soit Mo = Im(Mo —^ M ). Comme M est— PCX p ^ a a
artinien, le système (M. L est stationnaire de valeur M . Il est clair que^ pcx p ex
"lim" M -^ "lim" M , de sorte que l 'on peut supposer les flèches de transition
Mg —> M surjectives et on a

Hom(M ,k) c->' lim Hom(M ,k) .

Comme dim,(T^m Hom(M ,k))< •K» , il existe a tel que Hom(M ,k) =
a o

Hom(M ,k) = lim Hom(M ,k) pour a^a . En particulier, M «k = M »k pour a^a

et la longueur des A-modules M est bornée. Les flèches surjectives de transition

Mo —> M sont des isomorphismes pour a»0 .
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I I - La c a t é g o r i e Pro D ( A ) et les b i - f o n c t e u r s Exf / - , ,
————-——————————— Pro ( I) (A ) )

2 . 1 . Dans tout ce qu-i suit, A désigne la catégorie des modules sur un anneau com-
mutatif noethénen A, D(A) la catégorie dérivée de A . On désigne par :

- D ( A ) , D (A ) .les sous-catégories pleines de D(A) des complexes K pour
lesquels il existe un entier n tel que ^ (K^O pour i^n (resp. On),
D^A) = 0^)00"^).

" ^oh^ c e 1 1 e des complexes dont les modules de cohomologie sont des A-modules
de type fini. D^(A) = D^AÎnD' fA) . D^(A) = D^(A)nD-(A) ,

D^(A) ^(AÎOD^tA).

' ^arf^ (resP• ^arf^' ^arf^^ c e 1 1 e s des complexes de D^A) (resp.

^arf^' D ^A^ dont 1es composantes sont des A-modules libres de type fini.

- Pro D (A) la sous-catégorie pleine de Pro D(A) formée des "lim" K pour

lesquels il existe un intervalle [a,b] de 2 tel que H^K ) = 0 pour tout a

si j ^ [ a , b ] , par Pro D'(A) (resp. Pro D^A)) celle des "lim" K pour

lesquels il existe un entier p tel que H^K ) = 0 pour tout a , si j > p
(resp. si j < p).

On définit de même D(^), D^), Pro D^) etc. . .s i 0^ est le faisceau
des fonctions d'un schéma noethérien S .

pour ^arf^S^' ^arf^^S^ e t c. • •> les composantes considérées sont locale-
ment libres de type fini.

Comme en 1 , on définit D(Ï) (resp. D^A),...) la sous-catégorie pleine de
Pro D(A) (resp. Pro D^A)....) des objets isomorphes aux objets de D(A) (resp.
D (A) , . . . ) considérée comme sous-catégorie pleine de Pro D(A) (resp. Pro D^A),...).

^mr^e. La catégorie D(A) (resp. D^A),...) n'étant pas abélienne, la proposi-
tion 1 de 1 ne s'applique pas à Pro D(A) (resp. Pro D^A),...). Pour Pro D^A),
elle s'applique néanmoins indirectement, en ce sens que, comme nous 1e verrons par
la suite, un objet "W K de Pro D^A) est isomorphe à un objet de D^A) si

a
et seulement si, pour tout p , "jjm" H^K^) est isomorphe à un A-module, autre-

ment dit si la cohomologie de "jjm" K est essentiellement constante (cf.

théorème 1 ci-dessous du paragraphe 2.5).
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Les paragraphes 2.2, 2.3, 2.4, qui suivent, décrivent des prolongements de
propriétés bien connues sur D (A ) à la catégorie Pro D ( A ) .

2.2. Les fondeurs T . , T-^ .

Pour p € Z , on définit les foncteurs T . ,1-^ : D(A) —->• D(A) par :

si L € D ( A ) T^(L) : —^ L^2 -^ L^1 ̂  Ker(LP -^ L^1) -^ 0

^P(L) : 0 -^ L^ImfL^1 -^ LP) -^ L^1 -^ LP'2 -^-

qui se prolongent naturellement à Pro D(A). De même les foncteurs naturels :
L -^^ T^(L) , T.(L) -̂ "-̂  L se prolongent à Pro D(A) en :

T2P("^m" K^) = "^"T^P^)

^p("^" ^) = "^"T^(^) .

Lemme 1 . Sj_ "l^im" K^€ Pro D^(A), il existe "l^m" L € Pro D -pf(A) et un isomor-
phisme u= (u ) : "IJm" L -û^ " 1 1 m " K tel que u soit un isomorphisme pour
tout a .

Démonstration :

Soient TT^ : K^ —> K^ , pour B^a , les flèches de transition de "lim" Kg.
Pour tout a , il existe (L^,u^), où ^€D_^(A). u^ : L^ -^ K^ est un quasi-
isomorphisme. Pour e^a , soit q la flèche de D(A) définie par le carré
commutât if :

4-^
^al |̂ a

^ u ^
L —^ K .a a

Le système projectif (L^,q^) définit un objet "lim" L de Pro D" .(A)
isomorphe à "lim" K .

Lemme 2. Sj_ A —^ B est un homomorphisme d'anneaux et si "lim" K C Pro D' , ( A ) ,
on a dans Pro D (B) :

T^C-^" K^B) = TlP(T^P("^m" K^B)

et si "Tjm" K € Pro D ' . f A ) ,——— '< ex pârT

T^P("^m" K^»B) = ï^C'^m" K )»B .
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Démonstration :

Si L€ Dp^(A), on a AB = L»B et

T^(L»B) = (0 -^ L^B/lmtL^B -^ L^B) -^ L^B -^—)

= (0 -^ LP/ImtL^1 -^ L^B -^ i^^B -^—)

=T^(L).B

= T^(L)ÏB - T^(T^(L)fa) .

et la dernière assertion est claire. Montrons la première.

Soit "'Mm" ^D.^^A), (u ) : "'hm" L ^ "J^m" K tel u soit un isomor-
phisme pour tout a . Pour tout a , on a

^P(K^B) = T^(L ^B)
OL OL

et rlP(^P(K^B) - ^(^(i^B) - ^(A^B)) = T^(L^B).

Par suite ^("J^m" K^B) = T^(T^("Jjm" K ) ÏB) .

Lemme 3- 11 "Ĵ I!?" K^CPro D^(A). il existe "^[m- L^€ Pro D.^(A) et un
entier p tel que l 'on ait un carré commutatif d'isomorphismes

"1^1 m" L^ —> "^im" K

can k b can

T^C'J^m" Lj—^T^C-^jm" K^) .

Démonstration :

^(
Si "J^m" K^ePro D (A) , 1 1 existe un intervalle [p,q] de 2 tel que

K ^ ) = 0 pour tout a si j f ? [ p , q ] . En particulier les morphismes canoniques

u : T^C'^m- K^) -^ "^m" K^

u' : ""h m" K^ —^ T^C'^jjn" K )

sont des isomorphismes.
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Comme ï^C'lim" K ) £ P r o . ^ D ' ( A ) , 1 1 existe " 1 1 m " L € Pro D ' , . (A) et un
\\J\ ^ ÇA LUI) •̂  Q, pd iT

isomorphisme :

v:"^im" L^T^C-jjm" ^)

Le carré commutaitf :

"1^1 m" L^ -̂ -̂  "p m" K

can u'

T^C'Jjm" L^——>^(

est un carré dont toutes les flèches sont des isomorphismes.

T^C'Jjm" L^)——î-T^C'jjm" K^)

2.3. Si M est un complexe, on pose H*(M) = e H^M) et si "lim" M est dans
n€2 <"" a

Pro D ( A ) , on pose

H * ( " 1 1 m " M ) = "lim" H*(M ) .

Si M € D ( A ) , si n € Z , par définition M[n] est le complexe dont la p-ième
composante est M^" . Si "1 im" M € Pro D ( A ) , si n € Z , par définition
("•Mm" M ) [n ] = "l^im" M [n] .

Proposition 3. Pro D (A) est une catégorie triangulée.

Démonstration :

Soit (p : "lim" K —^ " 1 1 m " L. une flèche dans Pro D (A) . Dans A x B ordonné
5^ a Ï€B 6

par la relation : (a,B) <_ (a ' ,6 ' ) si a^a" et (K6 '» considérons le sous-

ensemble r des éléments (a,£) pour lesquels la flèche 4) o : K —> Lo ,dp ex p
induite par (p , est définie. Pour tout B » il existe a tel que (p a ^^ défi-

CXp

nie et par suite r est filtrant. On note (a —> p) les éléments de r . Pour un

élément (a —^ £) de r , on note M o le mapping cône de H) o et M(u)) le
Or^p Olp

pro-objet "lim" M . qui est encore dans Pro D (A) . On a une flèche évidente :
(^) ^

T ^ "" "èS"M^
et une autre

"•hm-M - —^ " 1 1 m " K [ 1 ]
^o^6 V a
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définie de la manière suivante : pour tout a et tout £ , il existe a et une
flèche ^ g : K ^ -^ Lg , avec cx^a . Si a' ^ o^ . ^,g:K^. -^ L^ est définie,

i.e. (a" —^ B ) € r , et il en est de même de la flèche composée :

^B.c^ ^B-^a'^ -^V1 ! •

On vérifie que les ^ , _ ^ forment un système de flèches compatibles aux
morphismes de transition.

Ceci montre que toute flèche (p:"1im" K —> "lim" L. peut être insérée dans
Y a T 6

un triangle. On vérifie encore que les axiomes des triangles sont satisfaits. Le
foncteur de translation est défini de manière évidente. Un triangle est distingué
s' i l est isomorphe à un triangle du type, où M((p) est le mapping cône de 4);

M(4?)

/ \
"Jjm" K^ -^ "^m" {. .

2.4. Pour M , N € D ( A ) , n € Z , par définition

Ext^^(M.N) = Homp^^(M[-n],N) = Hom^^JM,N[n]) .

Pour "jjm" M^€ Pro Db(A) et N€ D(A) , on définit

^ro^^"" ^'^ = ̂  ̂ M^X9^
A

ï !TffHon,o(^(M^[-n],N)
À

= Homp^("Jjm"-M^[-n],N)
A

= Homp^C'^jm" M^,N[n]) .
À

Pour M , N € D (A ) , on a une suite spectrale convergente :

(*) Eî  = Extg^^H^M)^) =^Extg^)(M,N) .

Si "^im" M^€Pro D^A), N € D ( A ) , il existe un intervalle fini 1 de 2 tel
que H^M^O pour tout À si q ^ I et la suite spectrale définie par

E^ = ]_m Ext^H^M ).N) = E x t P ( " 1 1 m " H^MJ.N)t- ^^ ' A pro ^ A

est encore convergente et converge vers Ext^C'lim" M,,N) (on utilise le fait
que lijn est un fondeur exact sur A) . Autrement dit, la suite spectrale (*)
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définie et convergente pour M € D ( A ) se prolonge pour M e P r o D ( A ) .

Si "Tim" M. et " 1 i m " N sont dans Pro D ( A ) , par définition, pour n € 2

^^ro^'.UjI111 M / ' "\ini"N ) = Homp ("jjm" MJ-n],"jjm" N )

= HompC'lim" M , , " 1 1 m " N [n]) = lim lim E x t ^ / ^ M , ,N ) .rro ^ À •< ex •< ,> u \ a j A o,a À

h h ^Remarque. Soient "lim" M, £ D ( A ) , M € D (A) , tels que M -^ "lim" M et soient

"•h m" N € Pro D^A), NeD^A) , tels que N -^ "jjm" N , on a :

Ext^^(M.N) = Ext^ D(A)(M 'N) - Ext^C'Jjm" M^.-jjjn" N^)

le dernier isomorphisme étant défini à partir de (p et ip .

Proposition 4 (Deligne [4] prop. 3). Sj_ u : "lim" K. —> "lim" L. est une flèche
~àe~P^o~[^{f\) et si H*(u) : H*("1im" K. ) —> H*("1im" L . ) est inversible, il en
est de même de u .

Démonstration :

Nous allons en fait montrer que pour tout "lim" M € Pro D (A ) , la flèche
définie par u :

P"^m"M : ̂ Pro^" ^"^î" ̂  -^ ̂ Pro^" K^îll^mll ̂

est un isomorphisme. Comme

Homp ("J^m" L. , "1 im" M ) = lim Hom("1im" L.,M )

et ^ffip^C'J^m" K^,"^m" M^) = J^m Hom("jjjp" K^ ,M )
a

il suffit de montrer que p.., est un isomorphisme, pour tout objet constant
h

M € D (A) . Utilisons les deux suites spectrales définies précédemment.

E^tiO = Ext^C'j^m" H^LM) =^>Homp^("^m" K^[-p-q] .M)

E^(L) = Ext^C'J^m" H^L^.M) =^Homp^("^m" Lj[-p-q],M) .

Par hypothèse, les flèches induites par u sur les termes E^K) et E^tL)
sont des isomorphismes et il en est de même de leurs aboutissements. D'où la propo-
sition.
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2.5. Critère pour qu'un élément de Pro D (A ) so-it isomorphe à un élément de D^A).

Pour illustrer le problème, examinons le cas des complexes de longueur 1 :

S1 K : 0 —> K -—> K —> 0 est un complexe de longueur 1 , dans D (A ) , K
correspond bijectivement à un élément

Ç eExt^H^KLH^K)) .

Le prolongement naturel à D^A) de ceci, s'il existe, doit donc être :

Si "l̂ irn" K^€Pro D b (A) , K de la forme 0 —> K° —> K 1 —> 0 pour tout a,
"lim" K correspond bijectivement à un élément

eeExt^C'J^m" H1^),"^" H°(K^)) .

La donnée du pro-objet "'Mm" «^ détermine bien la donnée des pro-objets de

cohomologie "lim" H1^) et "jjm" H°(K ). Par contre, les foncteurs

Ext (. ,H (K )) étant contravariants, 1 1 n'est pas clair que l 'on puisse obtenir

un tel élément. C'est néanmoins le cas (prop. 6 ci-dessous). Il s'ensuit aisément
(théorème 1 ) que ""h'm" K^ est isomorphe à un objet de D^A) si et seulement si

"p'm" H (K^) et "'Mm" H°(K^) sont essentiellement constants. C 'es t encore vrai

pour "1jm" K^ePro D b (A ) , à savoir "'hm" K € Q h Ç A ) si et seulement "lim" H*(K )

est essentiellement constant.

Les deux lemmes qui suivent permettent de dévisser les complexes de longueur
donnée en complexes de longueur plus petite et par conséquent amènent à raisonner
par récurrence sur la longueur des complexes considérés.

Lemme 1 . Soient K € D^A), a € 2 , ip : T ^ ( K ) —^ K le morphisme naturel. Le com-

plexe T-^ (K) s'identifie naturellement à M(4>) = mapping cône de 4) , i.e. le

T^(K) ̂  K

est distingué. De plus si Ç : T.^tK) -^ T ^ ( K ) [ 1 ] est la flèche définie par le
côté gauche de ce triangle ~

M(^) = mapping cône de Ç ^ K [ 1 ]
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(c f . aussi [2] prop. 1 3 . 3 page 29 ) .

Démonstration :

Si d1^ : «r —> K^1 désigne la différentielle en degré r du complexe K ,
23 = KertK3 — K3 ' '1) , 1 : Z3 <— Xe1 , M(^) est le complexe

/-d3-2 0 \ /-d8-1 0 \
V- id d5-3^ ,a-1 ,a-2 ^id d8^ -a ,a-1 ( ̂ OM-^d8-1 ) ^ ^

~""~ y v\ 8n\ ^ t. ®(\ .-'- i\ -ï r\ >"•"""

et M(4)) -^- ^(M^)) = T^^ fK) .

La dernière assertion est une conséquence de la première.

Lemme 2. Soient a € î , D,L€ D (A ) , D concentré en degré <_ a , L concentré en
degré > a+1 e\_

E = {classes d'isomorphismes dans D (A) d'objets K tels que T ( K ) ^ D ,

•^(K^L} .

La flèche F : Hom^^(L ,D[1 ] ) —> E , définie par :

s_i_ Ç € H o m p / ^ ( L , D [ 1 ] ) , r (Ç) = classe d'isomorph-ismes de M ( ^ ) [ - 1 ]

est une bijection.

Démonstration :

Décrivons la flèche inverse A de F : soit ( K , u , v ) € E où K e D ^ A ) ,
-^(lO^D et T^a + 1 (K)^L . Appliquons le lemme 1 . Soit la flèche de D^A)

^:^W - ^T^(K) [1 ]

attachée au complexe K telle que M ( Ç ' ) ^ K [ 1 ] . Si [K] désigne la classe de K
dans E , on pose

A ( [ K ] ) = u [ 1 K l c V ' 1 ç Hom^^(L,Dm) .

Par construction, si Ç =A( [K ] ) , M ( Ç ) = . M ( Ç ' ) ̂  K [ 1 ] et 1 1 est clair que r et
A sont inverses l 'une de l 'autre.

Généralisons ces deux "lemmes à Pro D^A).

Proposition 5. Soient "j^m" K^€ Pro D^A), a c 2 , <p le morphisme naturel
OL ——

^p: T / , ( " 1 im" K ) —> "lim" K ._^a •<— a •<— a
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Le pro-objet T- + ("jjjn" K^) s' identif ie naturellement à M(4)) = mapping cône de
4) , 1 .e. "le triangle :

^
\^^ K^ -^ "Jelî" K,

est un triangle distingué. De plus si

^^(•.^m.. ^) -^ï^C'Jjm" K ^ [ 1 ] )

est la flèche définie par le côté gauche de ce triangle :

M(Ç) = mapping cône de £; —^ "lim" K [ 1 ] .

Démonstration :

Pour tout a , on a un morphisme naturel de complexes ^ : T . (K ) —> K deex \a ex ex
sorte que M(y)) = " 1 1 m" M(^) , où <p est la flèche composée

( p»cx)
6>a

^:^^ ^\W -^^

et M(^g^) est le mapping cône de 4) .

Pour e ' ^B^a , on a les morphismes de transition du système (N(4) )
PCX p/(X

M^.g) -^M(<^) -^M(^) -^M(^) .

Appliquons le lemme 1 : M(œ ) = M ( 4 ) ) ^n T^+1(M(^p )) = ^^(K ). De même
can ^^ aji a a a

^pp^ "̂  T- ^s^- De sorte ^ue 1 l o n a une su1te de morphismes

^^(M^.g)) ^^^(K^) -^T^(M(^)) -^^^(K^)

dont les composés deux à deux sont les morphismes de transition des systèmes

T- ^^ga^ et T-a+ ^^) '"espectivement. Ceci montre que :

"W M(^) ^ "jjm" T^^tK^) .
o/Ol

La dernière assertion est encore une conséquence de la première.

Proposition 6. Soient a € 2 , "jjm" D^€ D^A), "^m" L^€ D b (A) , D concentré en
degré <_ a , L^ concentré en degré ^ a+1 pour tout a et_
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E = {classes d'isomorphismes dans Pro D (A) d'objets "lim" K tels que

^"•U"1" ̂  ^ "V1"1" ^ et '̂'̂ " l̂ir" K ) ^ "jjm" L } .

La flèche r : Honip^C'jjjm" L^,"jjm" D^U]) —> E , qui à un élément

Ç € Homp^C'jjm" L^,"j^m" D ^ [ 1 ] ) associe la classe d'isomorphisme de M ( Ç ) [ - 1 ] ,

est bien définie et est une Injection (ou M(Ç) = mapping cône de Ç) .

Démonstration :

Soit Ç : "T^im" L^ —^ "^im" D [ 1 ] . Vérifions que M ( Ç ) [ - 1 ] est bien dans E:

"(t) •(̂ ."'̂
avec A' = {(@,a) tel que Çg : Lg —^ D [ 1 ] soit défini} . A ' est ordonné par
la relation

(6,a) <_ ( B ' » a ' ) si et seulement si B^ê ' , a < a ' .

On a :

rT^MtÇ^M])^

^^a^^Ba^-1"-^ '

et on vérifie facilement que

r T^tM^K-l]) ^ "Jim" L.J -e- 3
1 T. , (M(Ç)[-1]) ^ "Tim" D .\d ^ OL

Compte tenu de la proposition 5, on procède comme pour le lemme 2 pour montrer
que F est une bijection.

Remarque. La proposition 5 peut encore s'énoncer sous la forme suivante : Pro D^A)
est une catégorie t-triangutée (pour la définition d'une catégorie t-triangulée,
cf. [2]).

Théorème 1 . Soit "^1m" K^€ Pro D (A) . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) "^m" K^D^A)

2) "l̂ im" H*(K ) € Ï .

De P 1 " 5» s'il en est ainsi, "jjm" K^eD^(A) si et seulement si lim H*(K ) esjl
. . - . . , . . - . . a a

un A-module de type fini.
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Démonstration :

1 ) ==^2) : S' i l existe L C D ^ A ) tel que "jjm" K^ -^ L dans Pro D^A),
slors "lim" H*(K ) ^ H*(L) dans Pro(A) et H*(L) ^ lim H*(K ).

De plus, si li m H*(K ) est un A-module de type fini, il existe L ' 6 D JA)

tel que L • -^ L ̂ - " 1 1 m " K et " 1 1 m " K e D ^ . f A ) .^ ex •< ex con

2) ==>1) : On peut supposer et on suppose que les complexes K sont concentrés
en degréssitués dans l'intervalle [a,b] de Z . Nous allons raisonner par récur-
rence sur l'entier n= b-a .

Si n = 0 , H*(K ) = K pour tout a et c 'est clair dans ce cas.

Si n^1 , grâce à l'hypothèse de récurrence, il existe :

- un complexe L £ D (A) concentré en degré > a+1 et un isomorphisme

u : ï^C'jjm" K ) -=^ L

- un complexe H concentré en degré a et un isomorphisme

v:T^("J4m" K^) ~^H .

Soit Ç : T^ a + 1 ( l l^^m" K ) —> T^,("iim" K ) [ 1 ] la flèche associée à "lim" K
^ ' CX \â < CX ^ • " ÎX

(cf. proposition 5) et n celle définie par te carré commutatif suivant :

^^("^m" K^) -^ L

e| a |n
v v [ 1 ] v

T^C'jjm" K^)[1] ——^ H [ 1 ] .

On a, en utilisant la proposition 6

"jjm" K^M(Ç) [ -1 ] ^ M ( n ) [ - 1 ]

et " 1 1 m " K € D^A).

2 . 6 . Soient A ' une A-algèbre, " 1 1 m " K € Pro D ( A ) . Les flèches de transition
K. —^ K , pour B>a , se prolongent dans D ( A ' ) , en des flèchesp ex —

K ÎA' —> K ^A'P ex
et permettent de définir dans P r o ( D " ( A ' ) ) :
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( " 1 1 m " K )%A' = " 1 1 m " ( K Î A ' ) .

Coronaire. Soient f : A —>• A ' un homomorphisme d'anneaux, "lim" K € Pro D ( A ) ,
n un entier :

a) s^ "jjm" K^CD^A) . alors "^" T^K^A' ) € D '̂ )

b) si f est fidèlement plat, "lim" K Î A ' G D ^ A ' ) si et seulement si— /^> ————————————— •<— ex ————————————
"1^m" K € D^A).

Démonstration :

a) Soient LeD^A) et u : L —^ "lim" K un isomorphisme dans Pro D^A).
a a

Pour tout a , on a une suite spectrale convergente :

^:2 ' ̂ -p^" ̂ )f A ] ) ^HP'^K^A") .

Dans Pro(A), on a deux suites spectrales convergentes :

E^ = Tor.p^D.A-) ^H^tL^A*)

"jym" E^ = Tor ("jjm" H^K^.A") =^HP+q("JJm" K^A') .

La flèche u se prolonge en un Isomorphisme des termes

EM ̂  "^" E,P̂

et donc des aboutissements

HP^A') -^ ••J.lm" HP^K^A-) .

On conclut grâce au théorème 1 .

b) Si f est fidèlement plat, H*(K &A ' ) = H*(K ) ® A ' et dans ce cas

"p'm" H*(K ) € Ï si et seulement si "lim" H*(K ® A ' ) € Ï ' , si A ' est la catégorie

des A'-modules (cf. corollaire 2 de la proposition 1 ) , ou encore si et seulement

si "1Jm" K »A' C D^A' ) .

La proposition qui suit est une généralisation de la proposition 2 du
paragraphe I.

Proposition 7. Si A' est un anneau local artinien de corps résiduel k et si
"jjm" K^c Pro D^(A), les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) -J^" VD^(A)

b) sj_ p est un entier tel que ^(K ) = 0 pour tout a et j < p ,

T^C'Jjm" K^k )€D^ (k )
a

c) dim. lim Hom(H*(K ) ,k ) < 400 .
a a

Démonstration :

Par le corollaire du théorème 1 , 1 1 est clair que a) ==^b). Par la proposition
2 du paragraphe 1 et le théorème 1 , il est clair que c) ==>a). Montrons que
b) ===^c). On peut supposer H*(K ) concentrés en degrés dans l' intervalle [p,0] ,
p < 0 , pour tout a et supposer aussi que "lim" K € Pro D'.. .p(A). Posons— < ex parT
R = K »k . Comme T^C'lim" K ,) € D i,(k)» on a, en considérant k comme un com-

plexe concentré en degré 0 :

(*) dim H^Hom.C'lim" K ,k)) < +°° pour CK K-p .
^a a

La suite spectrale convergente :

(**) Iĵ i Ext^(H r(K^,k) ==5>]_yn Hq+^(Hom^(K^.k) )
a a

montre que :

1 ) lim Hom(H°(K ),k) = lim H°(Hom,(K ,k)) ,
a QL

dim. 1 1 m Hom(H°(K ),k) < -K» et "lim" H°(K ) est isomorphe à un A-module de
K "? a ^~a a

longueur •finie.

2) Par récurrence sur l'entier -r€ [0,-p] , que "lim" H^K ) est isomorphe
a a

à un A-module de longueur finie.

En effet, si "lim" H^K ) est isomorphe à un A-module de longueur finie,
a a>

pour 0 < j < -r :

dim, dĵ n Ext^H^K ).k) < +c° pour q^O , CKj < -r .
a

Par la suite spectrale (** ) et la relation (*), on voit encore que:

dim. Tjm Hom.fH^K ),k) < +00K -^ K a

et "JJm" H'^tK ) est isomorphe à un A-module de longueur finie. Par suite,

"T^im" H*(K ) € Ï et par le théorème 1 , "IJm" K CD^tA) .
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III - Approximation des pro-objets sur un anneau complet

Dans ce paragraphe, A est un anneau noethérien complet pour une topologie
définie par un -idéal 1 . Pour n > 0 , on note A = A/I" . Nous aurons souvent à

h
considérer dans ce paragraphe des objets "lim" L de Pro D (A ) , dont chaque
composante L est un complexe de A-modules annulés par 1 , i.e. L est aussi
un complexe de A -modules, pour tout n > 0 .

Proposition 8. Soient "lim" L € Pro D (A) et p un entier tels que pour n > 0 :——————— ———— ^ n — ———————————————

^^n^coh^-

b) T^(L^^) ̂  T^(L^) dans D(A^) .

1 1 existe L C D ^ , ( A ) et une flèche 4) : L -̂  "•Lim" T^d-J dans Pro D^A) tels—————— coh ———————— ^g n —— ——
que pour tout n > 0 , la flèche induite par 4) dans D(A )

^(AA,) -^ ^P(L,)

soit un isomorphisme.

Démonstration :
.>PIOn peut supposer que L^ -̂ - T- (L^) et est de la forme

° - ̂  - ̂  ————— ̂  - °

avec q indépendant de n , L1 libre de type fini sur A pour i > p , i^ de
type fini sur A (cf. 2.2 du paragraphe II).

Soit î  : T-^fLp -|«A ) = L -®A —»- L un isomorphisme dont l'existence est
assurée par b). On va procéder de la manière suivante :

par récurrence sur n , on construit :

1 ) un système projectif (l-^)^o > où ^^coh^n^ est de 1 a forme :

O^L^-^--^L^-^0

l - 1 est un A-module libre de type fini pour i > p , Lp13 de type fini sur A .
De plus, le morphisme de transition TT^ : L. —^ L - s'identifie au morphisme
naturel de complexes : i - , —^ L_ -«A , i.e. il existe un isomorphisme de com-
plexes V^A^L^ .
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2) Un système de flèches ^ . L , —>• L , isomorphismes dans D(A ), tel que l 'on
ait, pour tout n > 0 , un carré commutatif :

^•«« ̂ ^ ̂
^ .. h

^ ———————— ^

Soit 4)' = (^)^Q : ••J.lm" L^ -^ "jjm" L^ .

On prend pour L le complexe lim L " et pour ip la flèche composée :
ï^O "

L -^ "^m" L^ -^ "^m" L^ .

L € D , ( A ) est encore de la forme

avec L1 libre de type fini pour p < i ^ q , L13 de type fini. De plus, L®A^ L^
(isomorphisme de complexes) pour tout n > 0 .

n n

L'existence de "h'm" L^ et cp' = (4>p)-.^o comme en 1 ) et 2) est assurée par
récurrence sur n par le lemme suivant :

Lemme 1 . Soient R un anneau noethérien, 1 un idéal niipotent, p un entier,

p« ; 0 -^ P'P -^ P'P""1 -^—-^ P^ -^ 0

un complexe de R/I-modules» OL[ P ' 1 est un R/I-module projectif (resp. libre^ pour
p < K q , P 'F est un R/I-module de type fini. Soient 'Pc D"(R) ejb

ip:P«R/I — ^ P ' un morphisme dans D"(R/I) tel que T^tip) soit un Isomorphisme.
Alors il existe :

a) un complexe de R-modu1es P : 0 —> P^ —^---—^ p^ —^ o , où P^ est
projectif (resp. libre) de type fini pour p < i <_ q , P13 de type fini

b) un isomorphisme ^ dans D"(R) , ^ : ? —> P

c) un isomorphisme de complexes h : P®pR/I —^ P' tel que dans D(R/I) _[e
diagramme d'isomorphismes :

>D-< ^^^R/I5

T^tWl) ———————Ri!—— P»R/I
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soit commutatif.

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment 1 1 s 'appl ique à la situation
ci-dessus.

Supposons construit (L ' , ip 1 ) pour 1 = 1 , . . . , n et appliquons le lemme 1 à :

R-A^ . I^mW1 , P^ ,-P=L^ ,^:L^-^ ̂ -^^ . 1 1

existe (L^,4)^), avec L^ : 0 -^ L^ -^-^ L^ -^ 0 dans D(A^).

L^ libre de type fini pour p < 1 _< q , L^ de type fini, ̂  : L^ —> L^

tel que le système ( L . , œ î ) . _ , . vérifie les conditions 1 ) et 2).

Démonstration du lemme :

En fait, on va reprendre la démonstration de [3] (page 474 jusqu'à la fin).

a) On peut supposer que ?€ D. ^(R) et par suite que ip est un roorphisme

de complexes. De plus, on a T^PsR/I) = -^(P^R/I (cf. Temmes 1 et 2 de II).

b) Soient Q :—-—^ (̂  —> P'^1 —^--—-^ P' —> 0 un complexe de R/I-
modules projectifs (resp. libres) tel que Q ^\ T^(Q) = P 1 , 4)' : P'»R/I —> Q un
morphisme de complexes prolongeant <p , T-^tp') = T-^t^)) . On peut supposer que tp'
est surjectif : pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2. Soient R un anneau, 1 un idéal, R = R/I .

i) Soient P,Q deux R-modules, f : P/IP —> Q/IQ uj[[ R-homomorphisme. Sj_ P
est projectif, 1 1 existe f : P —^ Q tel que f »1p= ^ .

ii) ^j_ 1 est niipotent et si F est un R-module projectif, il existe un
R-module projectif P tel que P / I P = P .

iii) ^T, 1 est niipotent et si M :---—^ M^1 -^ Ffl —^ 0 est un complexe
acyclique de R-modu1es projectif s (resp. libres), il existe un complexe acydique
M :—-—^ M01"1 —> yfl —> 0 de R-modu1es projectifs (resp. libres) tel que
M « 1 p = M .

Démonstration du lemme :

1 ) Soit g : P -^5>P/IP —> Q/IQ Comme P est projectif. g se factorise de la
manière suivante :

P —^ Q / I Q
f\ ^/can

Par construction, f ® 1 p = ^ .
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1 1 ) On peut supposer 1 de carré nul. L 'assert ion est claire si P est libre
(sans hypothèse d 'a i l leurs sur I). De toute façon, ^ est facteur direct d 'un
R-module libre Ê . Soit E un A-module libre tel que E / I E = Ê . Le module P
s'identifie à l ' image d'un projecteur ë : Ë —> Ë . Il s 'agi t de voir que é se
relève en un projecteur de E . Soit e : E —> E tel que e « 1 p = ë ,

2 2S = e -e€ Homp(E,IE), £ commute avec e et vérifie 3 = 0 . Montrons qu'i l existe
a€ Homp(E,IE), qui commute avec e , tel que

0

(e+a) = e+a

2 2ou encore puisque a = 0 , e +2ae = e+a , i.e. 3 = (1 -2e)a . Comme
( 1 - 2 e ) 2 = l+Ate^e) = 1+46 , (1 -2e ) 2 est inversible (d'inverse (1-48)) et il en est
de même de ( 1 - 2 e ) (d' inverse ( 1 - 2 e ) ( 1 - 4 8 ) ) , commutant avec e) et
a = ( 1 - 2 e ) ( 1 - 4 8 ) { 3 .

iii) Si M :---—>• M^" —^ M^ —»• 0 est un complexe acyclique de R-modules pro-
jectifs (resp. libres), M se décompose en suites exactes courtes scindées de
R-modules projectifs et en utilisant i) et ii) » il est facile de construire un
complexe acyclique M :---—>• N^" —>• M^ —> 0 de R-modules projectifs (resp.
libres) tel que M ® 1 . = M .

Appliquons le lemme 2 au mapping cône M" de Q > Q .

Il existe un complexe M acyclique dont les composantes sont des R-modules pro-
jectifs (resp. libres) nuls en degré > q tel que M ® R / I = M ' . On remplace alors 'P
par 'PeMCD^ .c(R), tp par le morphisme surjectif de complexes ('P®R/I)8>M' —^ P'
défini par 4) sur le premier facteur et la projection canonique
M" —^ Q Ĵ . T^fO) = P " sur le second.

3) Soit N ' = Kert^pi), N' est un complexe dont les composantes sont des R/I-modules
projectifs nuls en degré > q . Comme T-^tp1) est un quasi-isomorphisme, la suite
exacte longue :

——-^ 0 = H^fQ) -^ H^N') -> H^R/I) -^ H^Q) -^——

montre que T — ' ( N ' ) est un complexe borné acyclique dont les composantes non
nulles sont des R/I-modules projectifs.

Par suite, il existe un complexe acyclique N de R-modules projectifs tel
que N®R/I = T2.P(N'). Le morphisme naturel

f^ : N«R/ I '—> T^tP^R/I )
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se relève en un morphisme -injectif de complexes

9 o - ^oW ^R/I -^R/1

en prenant g^ = f^ si i > p , g^ = 0 si i < p et gP la flèche composée

N^R/I -s^ N^ <—^<PP®R/I , où s est une section de

N 'P -^ N l p / Im(N•p"1 —^ N'P) = N^R/I . Le morphisme g^ est homotope à zéro.

i.e. il existe h = ("o^çz » avec ^ : N18R/1 -^ P'1"1^/! tel que :

So = ^R/I^o^o^R/I •

Comme N1 est projectif, h1 se relève en h1 : M1 —^'P'1"1 et si

h = (^içz » 9 = d^on+hod», : N —^ P est un morphisme de complexes tel que

g«1p/ , = g . Par suite g est injectif et coker g est un complexe dont les com-

posantes sont des R-modules projectifs nuls en degré > q . Posons

P = T-^coker g). Par construction, la suite

0 -^ N -^ P -^ coker g —^ 0

est exacte et comme N est acyclique, ^ est un quasi-isomorphisme. Posons
^^R/I ' P9R/1 = ^(coker g ) et la suite

g T^P(^ )
0 -^ N»R/I —^ T^P^R/I) ————°-> P®R/I -^ 0

est exacte, P^R/I s'identifie à P 1 , T^P(^ ) à T^Pf^. De plus, les composantes
de P , en degré > p , sont libres si celles de P' le sont.

Théorème 2. Soient "jjm" K - € Pro Db , ( A ) et p un entier tel que"À"" ' "coh^

a) "^m" K -w^ T^C'jjm" K )

b) pour tout n > 0 , "jjm" T^(K^) € D^(A^) .

Il existe L€D^(A) et une flèche u = ( u , ) dans Pro D(A) :

L -^ "lim" K
a

tels que 1a flèche u^ , induite par u pour n > 0 :

^P(AA^) ̂  "j^m" ^(K^)

lim u
soit un isomorphisme. De plus H*(L) -^=-—^ lim H*(K ) est un isomorphisme.
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Démonstration :

On peut supposer que les complexes K sont de la forme :
0 - ̂  - e1 —K; - °

avec b indépendant de a , K1 libre de type fini pour i > p Kp de type fini.

De sorte que T^P(K &A ) = K ®A .a n a n

Les morphismes canoniques de Pro D^A) :

K -^ " 1 1 m " K «Aa ^- a n

définissent dans Pro(Pro D b (A)) le morphisme tout aussi canonique :

"T^im" K —^ "lim" "lim" K ®A = "lim" "lim" K »A .
a a n ^ a a

Comme "J^m" K^€D^(A^) pour n > 0 , 1 1 existe L^con^n5 te1 que

L^ = ^(L^) et un isomorphisme dans Pro Db(A )

^ : ̂  -^ "J^" W •a
Soit ^ Tisomorphisme de D (A^) défini par le diagramme commutatif suivant :

AnA) ̂ Ail̂ c .̂. (K^,,)^)

M i
L" ———^———>"^"^.

Les couples (l-n.^p) définissent un élément "h'm" L de Pro D^A)' qui vérifient
les conditions a) et b) de la proposition 1 . Il existe donc L € D5 . (A) que Ton
peut prendre de la forme :

avec L1 libre de type fini si i > p et LP de type fini, une flèche
v : L —>• "1im" L dans Pro D^A) tels que pour n> 0 , la flèche v : L»A —^L" " n n n
induite par v dans D(A ) soit un isomorphisme. On construit
u = (u^) : L —> "^1m" K de la manière suivante :

pour n > 0 et a , regardons la flèche composée dans D"(A ) :

Vn : ̂ n -^ S, ̂  "Jf" ̂ n -^ ̂ n •
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Par construction, le système (u -L^n vérifie :OL yn n/u

"0,^1^ ' "a,n •

Lemme 1 . Soient R un anneau, 1 un idéal niipotent, R = R / I , L € D .c(R) ,

K€ D~(R) , u : L = L»R —> R = K«R un morphisme de complexes, ïï : L •—> K une

flèche dans D~(R) telle que ï ï «1p=u dans D"(ÏÏ). Il existe un morphisme de

complexes u : L —^ K tel que u = ïï dans D"(R) et u ® 1 n = û (comme morphisme s

de complexes).

Démonstration :

Comme L€D ' r (R), on peut supposer que ïï est un morphisme de complexes et

que de plus u - ï ï®1^=ç est une homotdpie de L dans K (en effet si s est un

quasi-isomorphisme dans D - r (R) , il existe des quasi-isomorphismes t,û tels que

s,t et u.s soient homotopes à l'identité).

Comme L € D " .c(R), l'homotopie ç : L —^ K se relève en une homotopie

y : L —> K telle que y » 1 n = ^ et ïï+y relève û .

Appliquons ce lemme de la manière suivante :

si P € D " .(A) vérifie P -^ T^ÎP) = L , P^A ^L»A pour tout n > 0 et siparT n n
u

(T^ : P®A îaL»A —a-̂  K est la flèche naturelle composée, le système

("c^n v é r 1 f i e :

Vn.l̂  ~- ^n dans ^'^ '

Grâce au lemme 1 , on construit de proche en proche un système projectif de mor-
phismes de complexes

v : PsA. —^ K »Aa,n n a n

tel que u^". = v . dans D'(A ) et v - ® 1 , . = v _ comme morphismes de• a,n a,n n a,n+1 A a,n '
complexes.

En passant à la limite projective, on définit un morphisme de complexes :

v = 1 im v : P —>- Ka -^— a,n a
n
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qui "induit un morphisme de complexes u = T—^V ) : L —> K . De plus, pour tout

n > 0 . on a dans D ( A ^ ) , v^1^ = v^ -- u^ et u^1^ = u^ .

Lemme 2. Soient w : L —> K un morphisme de complexes de longueur finie de
A-modules de type fini. Si pour tout n > 0 , w ® 1 « est une homotopie, w est une
homotopie. n

Démonstration :

Soit [a,b] un intervalle de 7L telles que les composantes non nulles de L
et K soient en degré dans [a,b]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1 ) w est une homotopie ;

•i-i) il existe des flèches 4^ : L.P —> K^1 pour p€ [a,b] telles que

wP = ̂  od, + d.,04513

Ti-j ) w = ('A'P) est dans l'image de l'application canonique

Tr Homd.13^"1) -^ TT HomtL^K^ définie par At^L) = (d.^d ̂  ) .
p=a p=a p p

iv) Pour tout n > 0 , w p ® 1 , € Im A , où A est l 'application
"n n n

b b
TT HomdP^A^ .KP 'aA^ ) —— TT (Hom^P^.K^)
p=a p=a

définie comme en iii), en effet w = 1 i m ( w P ® 1 . ) et
^ "n

"Mm Im(A ) = Im(A) .

D'où le lemme.

Ce lemme montre q'j 3 le morphisme u : L —> K construit ci-dessus est unique à
homotopie près. Par suite si £^a , TT- ou = u. (module homotopie) et le système
(u ) définit une flèche

u : L —> "lim" K

telle que u ® 1 ^ soit un isomorphisme dans Pro D^A^). De plus, par Artin-Rees,

on a les isomorphismes suivants :

H*(L) -^ ^Tjn H*(L®A^) -^ ^im ^1m H*(K «A )
n n a\ ii

1^1 m H*(K^) ———=====———————> jjm ^m H*(K ®A^) .
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Ce qui achève la démonstration du théorème.

IV - Applications

Soient A un anneau noethérien, 1 un idéal de A , S = Spec A , U = S - V ( I ) , Â
le complété de A pour la topologie I-adique et comme précédemment A = A/I" ,
pour n> 0 .

Théorème 3. On suppose que A = À . Soient "Jjm" K € Pro Db , ( A ) , H* = lim H*(K )
can \n a ex a

et p un entier tel que "T^im" K ——>• T^C'lim" K ). On suppose de plus que :

1 ) pour tout n > 0 , "jjm" T ^ f K & A ^ e D ^ ^(A^)

2) la flèche naturelle dans Pro(A) : H* —>• "^1m" H*(K ) est un isomorphisme^ir a
sur U .

Alors "J.im- K^€D^(A).

Démonstration :

On construit un couple (L,u) avec L€D^(A). u= (u^) : L -^ "IJm" K dans

Pro D (A) en procédant comme suit :

a) L'hypothèse 1 et le théorème 2 assurent l'existence d'un couple (L,u)
avec L € D c o n ( A ) . u : L —> "pm" K tels que pour n > 0 :

a

u. = T^(UÎI, ) : T^(AAJ -^ "lim" T^(K &A ) . .n ^ n -^- a n

lim u
De plus H*(L) ———^ H* est un isomorphisme. En particulier, L^T^fL).

b) La flèche H*(u) : H*(L) -^ "^im" H*(K ), induite par u , est un Isomor-

phisme sur U (on utilise a) et l'hypothèse 2)).

c) Si MC(a) désigne le mapping cône de u , H^MCta))^ pour 1 < p-2 et

"Jçlm" MC(a )€Pro D^(A). De plus les assertions suivantes sont équivalentes :
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c . 1 ) u : L —> "1,i m" K est un isomorphisme (resp. induit un "isomorphisme

H*(u) : H*(L) •-> ""Mm" H*(K^) sur U).

c.2) " 1 1 m " H*(MC(a)) est essentiellement nul (resp. est essentiellement nui
sur U).

En effet, u est un Isomorphisme si et seulement si H*(u) l 'est, ou encore si
"lim" ^(MCta)) est essentiellement nul. De même, si l 'on se restreint à U .

d) II nous suffit donc de montrer que "lim" H^MCta)) est essentienement nul
pour tout i^p-1 . Soit i un entier, i^p-1 .

d . 1 ) On sait déjà que "lim" H^MCta)) est essentienement nul sur U
(appliquer c) et b)).

d.2) Soit a , montrons qu'il existe ÉOa tel que la flèche de transition :

H''(MC(B))—e^ H^MCta)) soit nulle, ou encore si T .= Im- i ï 1 , que T. = 0 .p PCX p
Par d . 1 ) , 1 1 existe BQ^CX tel que Tg soit nul sur U , i.e. 1 1 existe < o > 0

o
tel que I ^cI^T. = 0 pour B > B .

P Pc - 0

d.3) Pour n > 0 , posons R = Ker[H"'(MC(a)) —> H"'(MC(a)^A )] .

Comme MC(a) e D ^ ^ f A ) , R^ définit une filtration I-bonne de H 1 ( M C ( a ) ) . n

existe donc n ^ > 0 tel que R^ ^=1^^ pour r^O . De plus, par Artin-Rees. 1 1
o o

existe r^r tel que, pour 8^ 6 . on ait si s = n +r. :

R n T < = R n T = I ^ n T ciS = o
s B s ^o "o ^ ^o

i.e. T^cH^MCta))/^ ̂  H^MCta)^) pour ^ ̂  .

D'autre part, par construction, on a aussi, pour P^PQ

T^Imd-^MCKB)^) -^ H^MCta)^)) .

Si i > p , par a), "lim" ^(MCKÀîtA ) est essentiellement nul et 1 = 0 pour— •<— s p
B» 0 .

Si i = p - 1 , H^^MCta^ Ker^fl.) —^HP (K )) et par suite pour B^a ,

H P ' 1 (MC(B) )<=H P ' 1 (MC(a) ) . Posons N. = HP^ fMCtB) ) , pour B > a . 1 1 existe B-, > ap — i —
1tel que ^ i^O pour B^ B-. et il existe un entier n. tel que I N. = 0 , par
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suite l ' ^ ^ - O pour p > & , . Si S = Ker H^L) — — H ^ L Î A ) . on voit comme pré-p — i n n

cédemment qu'il existe s^n, tel que

s n N . c S . n N . ci^N = os p s p .— p,

et hLcH^lJIS t—^- H^LiA ) pour B> p. . Par construction, on a aussip s s — i
N.cKerlH^L&A,) —^ H^IC&A) et N . = 0 pour p » 0 .p s p s p

Théorème 4. Soient " 1 1 m " K € Pro D . ( A ) , p un entier tel que "jjjn" K sa

T^C'lim" K ), p: S 1 -—^ S un morphisme propre tel que p so-if un isomorphisme sur

U , I un -idéal définissant le fermé $-U^ vérifiant :

1 ) pour tout n > 0 , "'Mm" T^(K^A^) € D^^(A^)

2) sj_ A " est la catégorie des ^.-modules, H^T^'^jm'' K^,))€Ï' .

Alors "^m" VDcoh^-
a

Remarque. La condition 2 signifie encore que, pour tout ouvert affine Spec B de

S ' , "lim" T^(K | B ) £ D b ( B ) (cf. coronaire 1 de la proposition 1 de 1 et•< a i\ cori

théorème 1 ) .

Démonstration :

Supposons tout d'abord que A = A et montrons le théorème dans ce cas :

a) L'hypothèse 1 et le théorème 2 assurent l 'existence d'un couple (L,u),
L e D ' ^ A ) , u : L —^ "lim" K tels que pour tout n > 0 , la flèche induite par u

^(i\) JX "jjm" ^P(K^)

soit un Isomorphisme. De plus si u= (u ), le morphisme

"lim u
H*(L) -î::::—^ lim H*(K )

a
est un isomorphisme. Le théorème 3 montre que, dans ces conditions, il suffit de
vérifier que la flèche dans Pro(A) :

H * ( u ) : H * ( L ) —> " l i m " H*(K )
^ a

est un Isomorphisme sur U .
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b) S-i S ' = S ' x V d " ) , pour n > 0 , ^(LÎC^. ) ̂  "^m" T^(K^,) et
n n ^cx a n

H*(T^(LÎ(L,)) = ĵn H*(T^(K^,)).
n a n

c) Si S' est le complété formel de S' le long de V ( I O ç , , ) , on a :

H*(T^(L^.)) = j^m H^ï^tL^,))
n n

^J^m J^jm H*(T^(K î(^,)) par b)
n a n

^ 1 1 m lim H*(T^P(K &(?..))
^S" ^rT a n

-^m H*(T^(K^.)) .
a

d) L'hypothèse 2) entraîne que :

l̂m H*(T^P(K^.))-^ "Jjm" H*(T^P(K^,))
a

^m H*^^^^^.)}-^ "^[m" H^T^PtKj^,))

et que jjm H* ( T^ ( K &(}.,)) est un (L, -module de type f-im.
a

e) On a : H*(T^P(L&0.. )) = H* ( T-̂ -P ( L&û., ) ) où le premier module désigne le com-

plété de H*(T^F (L^û^,)) pour la topologie I(L,-adique. Comme p est propre

et A est complet, on a :

p^H*(T^(ll^.))) = MH*(T^(L^.)))

- P*(jjm H^T^tK^,)))
a

^ p,(jjm H*(T^(K^. ) ) )
a

- P*("JJJP" H*(T^(K^.))) par d)

f) Comme p est un isomorphisme sur U ,

H*(L) —> "lim" H*(K )
a a

est un isomorphisme sur U . Ce qui termine la démonstration du théorème lorsque
A = À .
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Dans le cas général, remarquons tout d'abord que les hypothèses 1 ) et 2) sont
conservées lorsqu'on effectue le changement de base Spec À —> S (corollaire du
théorème 1 ) et par conséquent

(*) "̂ lm" (K^Â)€D^(Â) .
a

D'autre part, si on pose H'=J^m H*(T^(K^. )). H' est un ^.-module

cohérent (théorème 1 ) . et H" -^ "J^m" H*(T^(K^, )). En particulier :

<**) H|u ^"JJ!"" H*(K^ .

Les relations (*) et (**), la proposition qui suit montrent que

••^m" H*(y€Ï . i.e. "^m" ^€DJ^(A).

Proposition 1 . Soient "'Mm" M^€Pro(A) .ou^ M^ est un A-module de type fini pour
a» 0 , têt que :

1 ) "T^im" M^»Â est isomorphe à un À-module

2) il existe un 0 -module M et un isomorphisme ÎT : M -=^ "lim" M , .u — — — — — — — — — — — — ^-_ ^
Alors " 1 1 m " M ç A .

Démonstration :

Soient TT^: Mg —> M^ , pour 6^a , les flèches de transition de "lim" M
Soient M un À-module (nécessairement de type fini) et q = ( q ) . ^ ^Tisomor-
phisme a a>>0

q : "^m" M^^À -^ M .

Il existe a^.q^: M^^Â -^ M tel que q^ = q^ o(^ .1^). pour a^ a, .

Dans un voisinage ouvert V de V( I ) , 1 1 existe un ^.-module de type fini M ' .
tel que M'aÂ^M et un homomorphisme

Pa^\[V-^

tel que q^ . p^ . posons p^ p^o^ , pour a^a, . p . (p^)^ :

"^2m" "alV —ï" Ml et <p 1 a ^'lèche composée définie sur unV :

^"IVnu-^-^-Malvnu^^'unV •

Comme TT est un isomorphisme sur U . M <-»> M , pour a»0 et M est
localement de type fini. '
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SI x est un point de U ,générisation d'un point de V ( I ) , 4) est un isomor-
phisme au point x (en effet par le corollaire 1 du théorème 1 , p est un isomor-
phisme en tout point de V( I ) et a fortiori en x) et ip est un isomorphisme sur
un ouvert W de UnV contenant toutes les générisations des points de V( I ) . Si
F = U - W , F est fermé dans S . Posons V = ( S - F ) n V , c'est un ouvert de S conte-
nant V( I ) tel que Un V c W .

Sur U , par hypothèse, M —^ "h'm" M i,j .

P]V
Sur V , "'h'm" M ... ——^ M?. , : en effet, p : M ,„ —>- M?.. est surjectif pour

a»0 (c'est vrai sur V( I ) . car "11m" M ®ÂâM^A et c'est vrai sur U n V car

PlUrAT "•U"1" ^lunv '~~^ M\\ÎW "^^'unv)' un ar9ument identique montre que le

système (Ker(M ,u)—^ M'.,) est essentiellement nui.

Le corollaire 1 de la proposition 1 du paragraphe 1 montre que "lim" M €Ï .
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V - Dualité entre pro-objets et Ind-objets

Q La catégorie Ind(A).

Soit A une catégorie. La catégorie Ind(A) est définie de la façon suivante:

- les objets sont les systèmes inductifs t 1^- ) ,^ d'objets de A , où 1 est
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "lim" M. l'objet de•̂ FT 1

Ind(A) correspondant.

- Si " 1 1 m " A . et "liji" B. sont deux objets de Ind(A)
T^T 1 î^Ï J

Hom^ ^ / A ^ ( " ^ i m " A . , "1 im" B.) = lim Ijm Hom(A.,B.) .
Ind(A) ^ i j^ j "T T 1 J

On a un foncteur pleinement fidèle A -—^ Ind(A) qui à un objet M de A
associe le Ind-objet constant (M. ) . , , 1 réduit à un élément i , M . = M . Ceci
permet d'identifier A à une sous-catégorie pleine de Ind(A). Si les limites
inductives existent dans A , on a de plus un foncteur naturel

1 1 m : Ind(A) —^ A .

défini par ^i("1im" A . ) = 1 i m A . . De plus, si "1 im" A. € Ind(A) et si A = 1 im A . ,

on a une flèche naturelle dans Ind(A) :

"lijn" A^ -^ A .

Soit "Ijm" A. € Ind A , on dit que "lim" A. est essentiellement nul si pour tout i
1 1 existe i '^i tel que la flèche de transition A . —> A. , soit nulle.

Comme pour les pro-objets, on a le critère suivant :

Proposition 1 0 . Soit A une catégorie abélienne. Soient "1 im" M. € Ind(A) et

M€ A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) Mû< "1i{n" M.
TPT 1

2) il existe 4.'= (ip.) : "1 im" M^ —^ M tel que M soit quotient direct par

1^, de M, et "1im" Ker i|j, est essentiellement nuli — i — ^ i ———————————————
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3) i1 ex-iste ^p= (4).) : M —-> " 1 1 m " M. tel que M sent facteur direct par—————— i ^ i ———— ———————————————

4), de M. , pour i » 0, et "'Mm" Coker ^p. est essentiellement nul. De plus1 — 1 — — T^r.i»o 1 ———————— ——
s'i l en est ainsi, 1 i m M. existe dans A et Ms^l im M. .nm m. existe dans A et MssJim M.

T?T 1 ——————— ~ TeT 1

© Dualité.

Revenons au cas où A est la catégorie des modules sur un anneau noethérien
A et D(A) sa catégorie dérivée.

Si L € D ( A ) , on note L* = HonC/.x(L,A) en considérant A comme un complexe
concentré en degré 0.

Si " 1 1 m " K € Pro D(A) , (K*) -. définit un ind-objet "Tim" K* que nous
</-» CX CX CXt-A . .je CXcx€A a€A

appellerons encore 1e "dual" de "lim" K . De même si "1 im" L . € l n d D(A) , (L*).-,
3eX a TeT 1 1 1€I

définit un pro-objet "1 im" L* aussi dénommé "dual" de "1 im" L. .
TÇT 1 "^ 1

Si "1 im" K C P r o D^^A),"]^'^* Ind D'*', .(A) et le dual de "11^^*^ oi parT y ex parT ^ ex
s'identifie à "1 im" K et etc...

a

Proposition 1 1 . Soient "1 im" L, € Ind D . Î . ^ A ) et "1 im" L* son duat dans——————— ———— ^ i part — -jçy i ————————

Pro D_ r (A). Pour tout A"modu1e M (considéré comme un complexe concentré en

degré 0) et tout entier p , on a :

Hom-d^C'Tim" 1 * ) , M ) = T^C' t im" L,»M) .
^~~ 1 ^ î^ 1

Démonstration :

On a tout d'abord

Hom'tT^C'Tim" L^),M) = Hom*(",Mm" ^(Lt)^) = " 1 1 m " Hom-(^(L*) ,M)
i€7 ' W T^T 1

et il suffit de démontrer le lemme pour un objet constant L € D4' .(A). Si L est

de ta forme : 0 -^ L3 X. L^1 -^—-^ l̂  -^ L^1 -^— posons

L'1 = Hom.(L1 ,A) pour tout i et L* est de la forme :
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Pour tout A-module M , on a :

Hom-(T^(L*),M) = (0 --.LSM-^ L^^M ——-—^ L^M -^ Homfcoker d'^1 .M) -^ 0)

ï<p(L»M) = (0 -i. LSM -^ L^^M -^—-^ L^M -^ Ker(ô^l^) -^ 0).

Comme la suite : L'13"1 —^ L'13 -^ coker d^"1 -^ 0 est exacte. 1 1 en est de
même de la suite :

P i
0 -^ Hom^coker d"^' .M) -^ L^M 6 * M» L^^M

et Hom(coker d'^^M) = Kertô^l^). D'où le lemme.

On a en vue le résultat suivant :

Théorème 5. Soient "lim" L^ € Ind D^^(A), "^m" L^ son "dua1" dans Pro D^^(A)

ejt p un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) il existe L€D^^(A) et une flèche u : L —^ "lim" L^ qui pour tout

A-module N induit un isomorphisme dans Ind D^A)

T^(L^N) ^^p("lg" L^N)

2)"^"T^)€D^).

Démonstration :

2) ==^1) : Posons K^T^a1?. Comme "j^m" K^€D^(A) , il existe

^^oh^ et un ''somorphisme (p : "^im" K ^ E . Soit LCD^r f tA) tel que si

L *=Hom- (L ,A ) . L*=.T^P(L*) et L^E . Si TÎ  (resp. TT^ ) désigne le morphisme

de transition L^ -^ L^ (resp. K^ -^ ^) de "^m" [̂  (resp. "J^m" K ^ ) , par

définition des flèches dans Pro D"(A). il existe i€ 1 , (p. : K. —> E tels que

tp = (^•i07^)^ • Comme H'^fL*) = 0 pour q <-p et que les composantes de L*

sont des A-modules libres de type fini, la flèche <p. se prolonge en une flèche

^i : 4 "^ L* et (p se P^^nge en ip = (^c^).^ tel que le carré suivant soit

commutatif
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can .
"ym" L^ ——^ ""h" m" K .=T - ^ ^("J^m" L^-)

^ ^P
v v
L* ——=———> E .

Posons u = ^* : L —>• "lim" L. . Si N est un A-module considéré comme un com-
plexe concentré en degré 0, le diagramme suivant est commutatif :

Hom^T^d^LN) = T^p(L»N)

(*) 1 ^1,

Hom-C'^m" T^^L^.N) = ^("1^" L^^)

et la flèche verticale de droite est un isomorphisme.

1 ) ==>2) : Soient ^^ar.f^)» u : L —^ "1ijn" L. induisant pour tout

A-module N un Isomorphisme :

T< (L»N) -^ T^pC'J^m" L^N) .

Si on note encore £=-^^(1.*), pour L* = Hom*(L,A) , K^ = T^•"P(L^), le diagramme
(*) ci-dessus montre que u induit un isomorphisme :

Hom*(E.N) -^ Hom*("1im" K.,N)

pour tout A-module N . Si I* est une résolution injective de N on a :

Hom^^(E,N[n]) = H^HonrîE.r) = Hn(Hom•("J^m" K^,!-))

Il
Hom^^)("jjm" K^ ,N[n ] )

pour tout n , ou encore, pour tout complexe M concentré en un seul degré,

Hom^^(E,M) ^ Homp^("jjm" K^.M)

et par récurrence sur ta longueur des complexes et par dévissage,

Hom^^(E,M')^ Hom^^C'jjm" K^.M')

pour tout M ' e D (A ) , et par prolongement pour M ' € P r o D (A ) , i.e.

E ^ "IJm" K^ dans Pro D^A) .
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Corollaire 1 . Les hypothèses et notations sont celles du théorème 5. On suppose de
plus que A est un anneau complet pour une topologie définie par un -idéal 1 . Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) il existe L € ^+ r(A) et une flèche u : L —> "lim" L. qui pour tout

A-module N annulé par une puissance de 1 induit un isomorphisme :

U^:T^(L.N) -^"^" ^p(L^N)

2) pour tout n > 0 , "Tjm" T^d-^A/I'1) € D^A/I").

Démonstration : on applique les théorèmes 2 et 5.

Corollaire 2. Les hypothèses et notations sont toujours celles du théorème 5. On^
suppose en outre que A est local et complet pour la topologie définie par son
idéal maximal m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1 ) il existe L € D^^(A) et une flèche u : L —^ "lim" L, tels que pour

tout A-module de longueur finie N :

U^:T^(L.N) -^"1^" T^p(L^N)

2) "Jjm" T^a^kKD^k). sj_ k = A/m

3) il existe L e D ^ - ^ k ) et une flèche G : C —> Tirn L .«k tels que—————— part ———————— ^ i —————

^p(L')-"Uî" ^p(L^k).

Démonstration :

On applique le théorème 5 pour montrer que 2)^==>3). Ce même théorème 5
montre que l 'assertion 1 ) est équivalente à l 'assertion

pour tout n > 0 , "l̂ im" T^O^A/m") € D^(A^)

qui par la proposition 7 est équivalente à l 'assertion 2) .
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VI - Application aux complexes bornés de A-modules plats

Dans ce qui suit dans ce paragraphe, C désigne un complexe borné de
A-modules plats que, par commodité dans les notations, on suppose concentré en
degré ^ 0 :

0 -^ C° -t C1 -^—X ^ -^ 0 .

Proposition 1 2 . Il existe "lim" L,€ Ind D^arf^) et une flèche u= (u,) :

" 1 1 m " L, —> C tel que lim u, soit un isomorphisme.

Démonstration :

Pour r = 0 , i.e. C est un A-module plat, c'est le théorème de D. Lazard
( [ 1 ] théor. 1 , § 1 , n ° 6).

Pour r > 0 , désignons par A ' la A-algèbre graduée A[d] définie par

d - 0 , A en degré 0 et d en degré 1 , C ' = e C1 est un A'-module gradué plat
1 = 1

sur A . On peut encore décrire C' de la manière suivante :

C' = 1 1 m C. , C, sous A'-module gradué de type fini de C ' dont
À

chaque composante C1 est contenue dans C1 .

Comme C° est plat sur A , pour À fixé. l'injection C° c-^ C° se facto-
rise à travers un A-module libre de type fini :

o r o
C° -1^ A ° -S^ C°

À

(cf. [ 1 ] theor. 1 §1 n° 6). Par récurrence supposons construit un diagramme commuta-
tif de complexes où les flèches composées verticales sont les inclusions naturelles

° - c? -^ ̂  —"-—— ̂  ̂  c^1

""l ^ .,ui!o ̂  /° < ̂  -.--̂  y1

v0.!. v1.!. v 1 ]'ï ^ -U
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Soient m1 les -images par v1 de la base standard de A 1 . Pour m € C 1 ,
^ ^ . . . .

on a : m = } ^ u^nQm1. (u1 composantes de u 1 ) . Comme C est plat sur A ,
^ J r 3 J

l'inclusion C1 + J t A d ( m 1 ) c-> C1'1' se factorise à travers un A-module libre
À 3^ 3

de type fini

C^r-AdCmn^A^1 -^C^ .
J^T" "

Soit l 'application linéaire M1 : A 1 —»• A définie par la matrice

^J-^1^]»^^,....^ •

J=1,....r^

Vérifions que le carré :

pi d pi+1
S —> 4"'l . l-'"r- M'I rTi
A 1 JL^ A 1+1

ri
est commutatif : si m € C 1 , u^odtm) = (u^^dim))), = (u^^dtr""1 u^mîm1)!A e e e ^y* j j e
= M^tu^m)). = M^ou^m).J J

De même le carré
r. ...i r-+1

A ' -^A 1

- .<i i.<.'
c1 d^ c^1

r. . r^ .
est commutatif : s i a = ( a < , . . . , a ) € A , d v ( a ) = J ; a . d f m . ) =r^ 1 r ^ j j

C8^'1^1'^^^)) = v^oM^a).
j^T ;) J

r. r, , ..i-1 r. ..1 r. ,
Enfin, il reste à assurer que : 0 -^ A ° -^——>A 1 - -^—> A 1 •^> A 1 '

forme un complexe. Soit T = IrntM^M1" ), son image dans C est nulle. Comme
C 1 4 1 est plat, il existe un A-module libre A5 tel que :

a) v 1 4 1 se factorise en A^1 -t A5 -^ C 1 4 1

b) l'image de T dans A5 est nulle.
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On remplace A 1 + 1 par A5 , u1 ' '1 par Mou1 ' '1 , v 1 4 1 par v 1 4 1 , M1 par

MoM1 . Finalement, on peut factoriser l'inclusion C' —> C ' de A'-modulesÀ
gradués en :

"À v^4-^4-^ c '
r r.

où L' = 9 A est un A'-module gradué, libre de type fini sur A et u,, v,A ^ À À
sont des flèches graduées. Pour £» À , Im(v.)c:C' , d'où une flècheÀ p

"e\ '• 4 —" ̂  -ê> '-e • Les f1èches ^exW '• 4 -" 4 forment v

inductif et définissent un ind-objet "lim" L', et une flèche
u-(uj

v = (v^) : "lijn" L^ —»• C' . De plus, par construction "lijii" C, —~ >• "lijn" L, et

l ynv^ :1^4-^C '

est un isomorphisme. D'où la proposition.

Théorème 6. Soit C un complexe borné de A-modules plats et p un entier :

(î) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) il existe • - ^Opay f tA ) et une flèche L -^-C dans D(A) telle que pour

"^Mtout A-module M , T . ( L ^ M ) ———> T (C®M) est un isomorphisme .

b) s^ "lijp" L^€ Ind D ^(A) vérifie l̂ i("]J î" L^ )^C . alors

"j.lm" ^^(L^CD^^A) (ou L^ désigne Hom-(L^,A)) .

(D Sj_ A est local complet pour la topologie définie par son idéal maximal m^
k = A/m , les conditions suivantes sont équivalentes :

a) dim^ ^(C^k) < +00 pour j ^p .

b) il existe 1 - C D ^.(A) et une flèche L -^ C dans D(A) telle que pour
tout A-module N de longueur finie :

ue1
^(L,N) ——^ T^(C.N)

soit un isomorphisme.

© Sj_ A est un anneau local d'idéal maximal m , k = A/m et si
dim^ H-tC^k) < +œ , pour jj^p ; les conditions suivantes sont équivalentes :
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a) ^(CoîM) ^ h'm ^(C^M/m'^M) pour tout A-module M de type fini et tout

j ^p (ou_ H^C^M) est le complété de H^C^M) pour la topologie m-adique).

b) ^ existe (L,u) comme en (j) a) .

De plus, s^_ A est complet on peut prendre L tel que i3 soit un facteur direct
clé C3 (par u) pour j <_ p .

Démonstration :

G) Soit "lijn" L. tel que 1 1 m ( " 1 i m " LJ^C .

b) ===î>a) : Si "Lijn" •^(l-^eD^^A). par le théorème 5 il existe L € D .(A)

et une flèche u : L --> "Tjjji" L^ tel que T<p(u«1^) : T< (L»M) —^ T< ("Tj^" L.»M)

soit un isomorphisme. Il en est de même de la flèche

ï ^ p ( L ® M ) —— U^(T<p( "IJ "̂ L ^ » M ) ) = T ( C ® M ) .

a) ==^b) : Soit (L,u) comme en a). Pour tout A-module M , on dispose de deux
suites spectrales convergentes (si L*= Hom'(L,A)) :

TJ î Ext^d^LM) ==>]J^ H^L^M)
^ À
Ext^(Hq(L*).M) ^H^l^M)

dont les aboutissements sont isomorphes pour r-q< p . Si M est injectif, on a
donc :
(*) Tjm HomtH01^*)^) ^ Hom(Hq(L*) ,M). pour -q < p .

~~r Â -r À"
Sinon M admet une résolution injective et 1'exact i tude à gauche des foncteurs

HomtH^L^),.) et Hom(Hq(L*),. ) montre que (*) est vrai pour tout A-module4?
M , i.e :

H^L*) ^ "^m" Hq(L^) pour q^-p .

On termine la démonstration de a) ==>b) en utilisant le théorème 1 .

@ Si dim^ H^tC^k) < +00 pour j ^p , "lim" H^L^k) ^ H^C^k) pour j _< p et
À

"lim" H ^L^^eA pour j < p , ou encore-r Â

"WT^tL^klED^)
À
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et 2 .a ) ====> 2. b) est une conséquence du corollaire 2 du théorème 5. La réciproque
est claire.

(3) D'après (?) , s1 À est le complété de A pour la topologie m-adique^ 1 1

existe ^^narf^ et une f1ëche L -u^ ̂  d^s D(Â) telle que, pour tout
A-module N de longueur finie, T / p ( u ® 1 ^ ) : T / (L®,N) —•> T/r/^^)

est un isomorphisme. En particulier, pour tout A-module de type fini M et pour
j^p , n > 0 , ^(L^M/nA) —^ H^C^M/m^) et l 'équivalence de a) et b) est claire
si A = Â . Si A n'est pas complet, par Q), si C ^ " 1 i m " L, , où

"Lim" 4€lnd D f (A ) , on a : "IJm" T^tL^A) e D^(Â) avec 3.a) ou 3.b) et par

descente fidèlement plate, "T^im" -^(L;? € ^oh^ avec 3•a) ou 3 • b ) •

Et 3.a) et 3.b) sont encore équivalents lorsque A n'est pas complet.

Montrons encore que si A est complet et si 3.a) ou 3.b) est vérifié, on peut
prendre L tel que L3 soit facteur direct de C3 pour j ^ p . Comme L € D .(A),
on peut supposer que u est un morphisme de complexes. Nous aurons besoin des deux
lemmes suivants :

Lemme 1 . Sj_ A est un anneau local d'idéal maximal m , de corps résiduel k , sj_
(P,d) est un complexe borné de A-modules plats, i1 existe un quasi-isomorphisme
(P,d) -^ ( P ' , d ' ) surjectif, ou_ P' est un complexe borné de A-modules plats et
d ' , 1^0 .

Démonstration :

Soit P 1 " 1 —> P1 —> P1"1 '1 une suite extraite de P . Si E est un A-module
li'bre tel que E®k = Im(P1 ' ®k —^ P^k), 1 1 existe un A-homomorphisme E —^ P 1 " 1

tel que 1'homomorphisme composé

^k i 1 dt^ i 1 iE»k ——-^ P ' '«k —^ I m ( P ' ' » k -^ P - ^ k )

soit l'identité. En particulier TT est injectif et le quotient P 1 " /E est plat
( d c T T ) « 1

(cf. [7] 4.2.2) . De plus, E»k —————-^ P ® k est injectif, do-n est injectif et

P^E est aussi plat. Le complexe :

0 —>—-—^ P1 '2 —^ P^^E —> P^E •—> P 1 " ^ 1 —^-—-^ 0

est quasi-isomorphe à P , et sa différentielle 6 en degré 1 vérifie : 5«1 . = 0 .
K

On continue 1'argument pour tout 1 .
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Lemme 2. Soient A un anneau 1 o c o 1 complet d ' idéol maximal m , de corps résiduel
k , (P,d) un complexe borné de A-modules plats, ( P ' , d 1 ) 1 e complexe défini dans
le lemme 1 e_t p un entier. Sj_ dim, H^P^k) < +00 pour j ^ p , P^3 = 1 1 m P ' ^ / m " ? 1 ^

, ~ "V
est un A-module libre de type fini facteur direct de P- pour j <_ p .

En particulier, si P€ D ——(A), P' e_t K e r ( v : P — ^ P ' ) sont dans
D ^ - (A ) , P = K e r ( v ) e P ' , e^ Ker(v) est acyclique.

Démonstration :

Pour j ^p , soient E3 un A-module libre de type fini tel que

E3^ P'^sk , TT : E'3} —> P'3 tel que le composé

i ^k i iE-^k ——-> P^k —^ P'^k.

soit l'identité. Ceci montre déjà que TT : E3 —> P3 est injectif. De plus, comme
E'3 et P'3 sont plats, par récurrence sur n , on voit que : E^A/m" ^ P'^A/m"
pour tout n> 0 .

Le diagramme suivant est commutatif :

EU ———^ pJsl iv ^

lim E^A/m" -^ lim P'^A/m" .
n ""T

Ce qui démontre la première assertion. La seconde se voit aisément en remarquant que,

si ^^arf^' ^k ^t^) < +ûo P0111" toLlt 3 • par suite. P'3 = lim P'^/m'1 P 1 3

est libre pour tout j , v est un quasi-isomorphisme surjectif.

Appliquons ces deux lemmes aux complexes L et C : d 'où un diagramme

(L,6) -^ (C,d)

|v
ï Ï

( L ' , 6 ' ) ( C ' . d ' )

où s,v sont des quasi-isomorphismes surjectifs et 6 ' ® 1 . = d ' ® 1 . = 0 . De plus,
L = K e r ( s ) e > L ' . Si t est une section de s , t : L ' —^ L , posons o )=uo t . Pour

tout j _ < p , on a L'-^k = H3 (L«k) ——^ H 3 (C®k) = C ' -^^k et pour tout n > 0 :

L'^A/m" =^ C^Wm" .
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Par suite L 1 3 est facteur direct de C3 pour j < p . Il suffit de remplacer
le couple (L,u) par ( L ' ,L>) .

Pour terminer cette première partie, donnons deux résultats qui mettent en
évidence l' importance des limites adiques dans les complexes de A-modules plats.

Proposition 1 3 . Soient A un anneau noethérien complet pour une topologie adique
définie par un idéal 1 , "liin" L € Ind D f ( A ) , C = 1 1 m L et^ p un entier.
Supposons que : a a

a) pour tout n> 0 , il existe ( L^ ,u^ ) , L 6 D f tA/I"),

u^ : L^ —> "l̂ " I-Q^A/I" tels que, pour tout A/^-module N, T/n^n®1^ soit un

isomorphisme

b) pour tout A-module de type fini M , pour tout j ^p , ^(C^.M) est un

A-module de type fini et H-^C^M) = lim ^(C^M/I'^M).A < -̂ A

Alors il existe (L,u), L € D ^ (A ) , u : L — ^ "TJ^" L tel que, pour tout A-module
M , T/nt11»^) soit un isomorphisme. a

Démonstration :

Soit K = Hom'(L ,A), pour tout a. En vertu du théorème 5, 1 1 s 'agi t de voir

que. "J^m" T^tK^) € D^(A). On a :

1 ) pour tout n > 0 . "jjm" ^(K^A/I") € D^tA/I11) : on utilise a) et ce
même théorème 5 a

2) il existe KçD^(A), v : K —^ "IJm" T^P(K^) tel que pour tout n > 0 ,

T- 'p(v«1^^n) soit un Isomorphisme (théorème 2) .

Pour simplifier, nous allons supposer les complexes L concentrés en
degré ^ 0 , par suite les complexes K sont concentrés en degré ^ 0 et p^O .

Soient P€Dp^(A) tel que P -^ K , a) : P -^ K -^ "IJm" T^CK ). Pour

tout n > 0 , T- ^Dsl.^n) est un isomorphisme. Posons L = H o m * ( P , A ) . Si N est un
A-module annulé par I" pour un n> 0 , on a deux suites spectrales convergentes :

E^fN) = Ext^ntH^A/I^.N) ^^(L^N)

IJff ^^(N) = Lyï! ^^ntH^K^A/I^.N) == l̂ĵ  H^fL^N) .
ex ex 01
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La flèche ^ induit des isomorphismes pour O ^ q ^ - p et tout r

Iĵ i E^(N) -^ E^^N)
ex '

et pour 0< j < p : 1 - im H^L «,N) ^ H^tLs/ .N).
— — ^ 01 A Aa

Pour tout A-module de type fini M et pour O ^ j ^ p , on a tes isomorphis-
mes suivants :

lim H-^L 8.M) = H^C^M) = 1 1 m ^(C^M/I'Vl) (par b))-^ a A A ^-

= _ym Tĵ i H^L •M/I'^M) ^ lim H^L^M/I^) = H^LaM) .
n a n

Si M est un A-module non nécessairement de type fini, on a aussi :

l̂ i H^L^M) = H^L^M) .

Pour terminer de montrer que "lim" T ' ^ K ) c D i,(A), utilisons à nouveau,
a a

pour M un A-module, les suites spectrales convergentes :

E^ = Ext^fPLM) ==^H^"q(L^M)

IJff ̂  = IJff Ext^H^K^.M) =^1^ H^tL^M) .,

Si M est injectif et si -p^q^O , on a

]jm Hom,,(Hq(K ),M) = T im H^fL ®.M) ^ H^tL^.M) = Hom.(Hq(P) ,M) .
^ " a "^ a n n A

Dans le cas général, M admet une résolution injective

0 -_M -^ 1° -> I1

où 1 ,1 sont des A-modules injectifs. L'exactitude à gauche des fondeurs
lim Hom(Hq(K^),.) et Hom(Hq (P) , . ) montre que, de même pour - p ^q^O ,
a

lij" Hom(Hq(K ),M) ^ Hom(Hq(P),M) pour tout A-module M et par suite
Q

H (P) ^ "^im" H'^tK^) pour - p _ < q _ ^ 0 . On termine en appliquant le théorème 1 .

Théorème 7. Soient A un anneau noethérien de dimension finie,
"1.1^" L^€ Ind D pQpf (A) , C = T_j^ L^ , p un entier. Supposons que :
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1 ) pour tout fermé •irréductible S 1 àe_ S = Spec A , 1 1 existe un ouvert
affine non vide U = Spec B de S ' , un couple ( L ^ U ' L L ' C D .(B),—————————— — —————— part
u' : L' —> "lim" L (iB tel que, pour tout B-module M , T ^ ( u '«ni.,) so-it un—y a ————— —————— ———— <p b M —————
isomorphisme . -

2) pour tout A-module de type fini M et tout j ^p , H^C^M) est un

A-module de type fini. De plus, s_i_ 1 est un idéal de A , H•;)(C».M) =

jjm H'^C^M/I'^M), pour j^p (où H^C^.M) désigne le complété de ^(C^M) pour

la topotogie I-adique).

Alors il existe (L,u) , L € ̂ ^f^' u : L ~^ "1i!n" L tel que, pour tout
A-module M , T/rit'-'^lM) soit un isomorphisme.
Démonstration :~

Ce théorème se démontre par récurrence sur r = di'm A . On peut supposer S
connexe.

1 ) dim A = 0 : A est "iocal et on applique 1 ) .

il) di'm A > 0 : posons L *=Hom(L ,A), "lim" L* € Pro D .(A).

Par 1 e théorème 6, il s 'ag i t de voir que

T^("J^"L;)€D^'TA) .
L'hypothèse 1 , le théorème 6 et le corollaire 1 de la proposition 1 montrent

qu'il existe un ouvert dense U de S tel que :

(*) ^("^"^e&u) •
Soit 1 un idéal définissant le fermé S-U. Par l 'hypothèse de récurrence, pour n>0 ,
1 1 existe un couple (L^ ,u^) , L ^ € D ^(A/I") , u^ : L^ —^ CsA/I'1 tel que pour tout
A/I -module N , '^r/1^81^) 6St un isomorphisme. La proposition 1 3 ) et le théorème

6 montrent que, si À désigne le complété de A pour la topolog-ie I-adique :

(**) ï^C'Jjm" L^Â)çD^(Â) .

Les relations (*) et (**) entraînent,grâce à ta proposition 9, que pour
j^-p , "jjjn" H^tL*) est isomorphe à un A-module de type fini et par suite que

^-P("^"L^)€D^W.
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0 - Introduction et définitions

0 . 1 . Soient S= Spec A un schéma affine noethérien de dimension finie et
f : X —-> S un morphisme localement de type fini. Si F est un (L-module plat sur

A

S , le foncteur :

(A = catégorie des A-modules) —^ (D(A) = catégorie dérivée de A)

M —> Rr(X,F®.M)

possède les propriétés suivantes :

1 ) Soit u est un recouvrement ouvert affine de X , C = C* (U ,F ) le complexe de
cochâmes de Cech associé à U , C est un complexe de A-modules plats et il
existe un isomorphisme dans D(A) :

4): Rr(X,F) —^ C .

En particulier, si M est un A-module

Rr(X,F^M) = Rr(X,F)«^M =. C« M .

2) Si f est propre, si F est un (L-module de type fini, il existe un couple
(L.u), L € D ^ (A) ,u : L^Rr(X.F) .
(cf. [4] 1 1 . 9 . 2 ^ c f . aussi 5 Appendix to 4.5).

En général, lorsque f n'est pas propre, les groupes de cohomologie H^X^)
ne sont pas de type fini même si F l 'est, Rr(X,F) n'est pas dans ^o^tÀ) et à
fortiori isomorphe à un objet de ^arft^* par contre, si X est un "gros ouvert"
d'un schéma X propre au-dessus de S , H°(X,F) est un A-module de type fini si
F est un (^-module de type fini. H1 (X,F) , . . . .H^X.F) le sont au fur et à mesure
que X est de plus en plus proche de X et le problème est de savoir si dans ces
conditions, 1 e foncteur :

M -^ ï<p Rr(X,F^M)

qui représente la cohomologie de F».M en degré < p , pour M€ A est identique à
un foncteur du type

M -^p^S^ P0^ ^parf^ •
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0.2. Avant d 'énoncer tes résultats obtenus dans cette direction, donnons la défini-
t-ion su-ivante :

Définition 1 . Soient A un anneau noethérien, X —> S = Spec A un morphisme locale-
ment de type fini, F un (^-module de type fini et p un entier ^ 0 . Le quadru-
plet (S.X,F,p) vérif ie (P ) si :

il existe un couple (L ,u) , L € D .(A), u : L —> RF (X ,F ) tel que pour tout
A-module M , ^(^IM) soit un Isomorphisme .

ou encore

il existe un couple (L ,v ) , L£ D f (A ) , v : L —^ C tel que '^r/^M^ est

un isomorphisme pour tout A-module M . ~

Sous cette formelles résultats obtenus dans la première partie s'appliquent. En
utilisant la proposition 1 2 et le théorème 7 de cette première partie, on obtient le
critère suivant :

(S,X,F ,p) vérifie (P ) si et seulement si les conditions suivantes sont remplies:

a) pour tout idéal 1 , tout A-module de type fini M , tout j^p , H ; 1(X,F®.,M)
est un A-module de type fini et vérifie

^'(X^ M) = lim H^X.Fg.M/I'^M)A ^- P.

où ^(XîF^.M) désigne le complété de H'^X^.M) pour la topologie I-adique)

ê) pour tout fermé irréductible S ' de_ S , 1 1 existe un ouvert affine non vide
U = S p e c B de S' tel que (U , X x U , F».B , p) vérifie ( P ) .—.— —.——— ^ f^ ___—.— p

En utilisant la proposition 1 2 et le théorème 6, on obtient encore :

supposons A local d' idéal maximal m , (S,X,F,p) vérifie (P ) si et seulement————————————— — — — — p —————————
si, pour tout A-module de type fini M et tout J^P » H~(X,F».M) est un
A-module de type fini et vérifie :

^(X^.M) = jjjn H^X^JW^)

(où H^X^.M) désigne 1e complété de H'^XîF^.M) pour la topologie m-adique).
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0.3. Examinons ces condit ions ^, et ^) .

Définition 2. Soit j un entier > 0 , nous dirons que 1e foncteur en A-modules
M —> H^X.Fg.M) est de type fini s-i pour toute A-algèbre noethérienne B , tout
B-module de type fini M 1 , H^X.FK.M' ) est un B-module de type fini.

Examinons la condition a) : dans [3] ch. IX, A. Grothendieck donne un critère
suffisant pour que a) so"it réalisée :

il suffit que les foncteurs H^X.Ffc..) soient de type fini pour j ^p+1 .

Première conséquence : si A est local et si les foncteurs H^tX.F». . ) sont de
type fini pour j^p+1 , (S,X,F,p) vérifie (P ).

Remarquons déjà que, même lorsque A est local, la finitude des foncteurs
H^X.F^.) pour j < p est insuffisante pour que (S,X,F,p) vérifie (P ) (cf. 0.4,

M — P
exemple ci-dessous).

Regardons la situation suivante, où p est une immersion ouverte et T un
morphisme propre

X -^ X'v
Définition 2 ' . Soit j un entier ^ 0 , le fondeur de la catégorie des A-modules
dans la catégorie des (^-modules: M —> R^^F^M) est de type fini, si pour toute
A-algèbre noethérienne B , tout B-module M" de type fini, R^tF^M1 ) est un
Or. -module de type fini (où Xn = Xx<,Spec B).

B B b

La finitude des foncteurs R^tF®,..) pour j < p entraîne celle des fonc-
- r\ —

leurs H^X.Fg..) pour j _ < p , comme on le voit avec la suite spectrale de Leray
associée au morphisme f = ? = p . D'après A. Grothendieck, (cf. [3 ] ) , cette finitude
des foncteurs R^^F®..) pour j ^p s'exprime par des conditions de profondeur
sur F , lorsque A est quotient d 'un anneau régulier.

Moyennant une condition supplémentaire de "semi-finitude" du foncteur
R p^(F«^.), condition qui s 'exprime elle aussi en conditions de profondeur sur F ,
nous montrerons que la condition a) est réalisée.

Deuxième conséquence : si X est un ouvert d 'un schéma S-propre X , si A est un
anneau local et si F vérifie les conditions de profondeur appropriées, (S ,X,F ,p)
vérifie (P ).
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Examinons la condition ê) :

On ne sait presque rien sur elle en général. Même lorsque S est intègre, on
ne sait pas sous la seule hypothèse de fin-itude des foncteurs M —> ^(X.F^M)
pour j ^ p , qu'i l existe un ouvert non vide U de S tel que, pour s C U , la
flèche naturelle :

ï < p ( R r ( x , F ) « k ( s ) ) —T<p R r ( x ^ , F ® k ( s ) )

est un isomorphisme, ce qui bien sûr a lieu si on a (P ). Néanmoins lorsqu'on est
dans la situation suivante :

X <-̂  X'y
où p est une immersion ouverte, f est projectif et où F satisfait des condi-
tions de profondeur du type évoqué ci-dessus, la condition a) est satisfaite et par
suite (S,X.F,p) vérifie (P ) (cf. théorème 1 ) .

De plus, on montre que, quitte à éclater S , il existe déjà sur X un couple
(E ,v ) , E € ^a^f^p)' v : E —?- Rp^F tel que pour tout A-module M ,
ï^p(E^M) ^ T Rc*(F«^M) (cf. théorème 2) .

0.4. Pour terminer cette introduction, donnons un exemple qui montre que la seule
finitude du foncteur M -^ r(X,F®^M) est à elle seule insuffisante pour que
(S,X,F,0) vérifie (P^) même lorsque A est local, et X est quasi-projectif :

Exemple :

Soient k un corps algébriquement clos, A = k [ [ t ] ] , X=P 2 , -n une section
- f

de X —^ S = S p e c A . E = T T ( S ) , s^ la trace de E sur la fibre spéciale, s, celle

sur la fibre générique, 1 Tidéal du fermé T?"j"î dans X . X = X - { s } , F = I ,

On a les relations suivantes :

1 ) F/t'V^/t"^ si n > 0

ii) si p: X ^-> X , 1 = p^(F) et r (X,F) = r (X, I ) . De plus la suite exacte :

o —> r ( x , i ) -^ r(x,(^) -^ rtx.cyi)

montre que r (X,F) = r (X, I ) = 0

iii) A = jjm rtX.cyt"^) = lim r(X,F/t"F)
n n
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-iv) lim p^F/t"?) = 0^ î (où la notation : désigne le complété de l 'objet
^n

considéré pour la topologie tc^-adique)

v) r (X,F®.M) est un A-module de type fini pour tout A-module M de type
A

fini. Comme 0 = r (X,F) i- J^m rtX^/t '^F), il n'existe pas de flèche L° -^ L1 de
n

A-modules libres de type fini telle que, pour tout A-module M ,

r(X,F^M) = Ker(d® 1^)

v 1 ) le foncteur r(X,F»..) est de type fini (cf. proposition 7).



COHOMOLOGIE COHÉRENTE 61

1 - Un cas élémentaire

Regardons la situation suivante pour p un entier >_ 0 :

a) S est un schéma noethérien

b) X <-^ X , X est un ouvert d'un S-schéma projectif X , plat sur S tel
que pour tout s € S , tout z6 (X-X) , on ait prof 0 ^ p+2 . Soient
T : X —> S , f=: Top : X —> S les morphismes canoniques.

c) F est un (}y module localement l ibre-de type fini.

Proposition 1 . Pour (S ,X ,X,F ,p ) comme ci-dessus, il existe ^^arf^X^
L € D f t ^ c ) » des flèches v : E •—> Rp^(F), u : L —> Rf*(F) tels que pour tout
Oç-module M :

V:T^(E^M) -^T^(Rp,(F^M))

u: T<p(L®^M) -^ T^p(Rf^F^M)) .

De plus, s_i_ ^ v ^ 1 ) désigne un faisceau inversible très ample au-dessus de S , on
peut choisir les composantes non nulles E1 cie E de la forme (^(n) , avec
n> 0 , r> 0 et L= ?*(E).

Démonstration :

Soit N un entier > 0 tel que l 'on ait, pour n^N :

a) R3^^ ( n ) ) = 0 pour j > 0 et s € S
\

b) f^c^(n) est localement libre de rang fini (conséquence de a ) ) .

Ce qui implique, pour n^N :

r RJ f*(c' lç(n)8ç..) = 0 pour j > 0
i

f^O^r))^,) = f*(^(n))^.
(a)

Soit g un prolongement cohérent du dual Hom(F,(}..) à X . On peut trouver
A

une résolution de Q de la forme suivante :

(R) : ...^ cy-r^/^1 -^.——^ (^(-n/0 ~^3->0

où les entiers n.,r. vérifient r . > 0 , n . > N .
J J J J "~
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Dual-isons terme à terme la suite exacte ( R ) , on obtient le complexe
r r

(C) 0 -^ Hom(3,C^) -> ^(n^) ° -^—-^ (^(n ) p+1 ——--

Notons Ê le complexe : 0 —^ (^(n ) ° --^——^ c^(n .) p+1 —^— ,
r r

E : 0 —> ^(n^) ° -^——^ (^(n.) p+1 -^ 0 et L = f ^ ( E ) . On va vérifier que E

et L sont les complexes cherchés. Comme F est localement libre, on a
F = ^om{g,ôr.)ïy et le complexe (C) est localement scindé sur X , d'où une suite
exacte de fondeurs en û-modules :

0 -^s- -^W\ ^—-^ox(V1)rp+18s• ^-"
Si F désigne aussi le complexe concentré en degré 0 et de valeur F en ce

degré, E j y ^ F .
1 À

Si M est un (L-module, on a encore Êi»»ç,Msa F»^M et

Rp*(Ê,^M) -^ Rp^(F^M) .

La flèche d'inclusion E —> E définit des flèches

v : E -^ Ê -^ RP^Ê] ^) ^ Rp^(F)

u : L = R^E—^ Rf^Rp^(Êj^) ^ R^Rp*(F) = Rf^F

et pour tout û^-module M , u et v induisent des flèches :

v« : E».M —> Ê^M —> Rp*(F».M)

u^: L^M -^ Rf*(F«M) .

Comme prof 0 > p+2 , pour tout s € S et tout z € ( X - X ) , on a pours ,z — s
j ^ O :

Ê .̂ = p*(Ê^^.)

et R^p^tE'Laç.) = 0 pour 0 < q < p .; À b —
Par conséquent, pour tout A-module M ,

^p^A^ = ^p^A^ cst T<pR P* ( Ê iX®M )
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et '^p(v^) : ̂ n^ç^ ~~^ ^(^(^c^) est un Isomorphisme. Les relations(a)

montrent que f^Ê'3^.) = ^ (Ê ' 3 )®- . et pour 0<q_<p , R^tÊ3® ) = 0 . Par

conséquent, pour tout A-module M :

ï<p(L^M) = -r^(Rf^Ê^M))

et T<p(i^) : '^pt1-^) —-^ '^(^(^M)) est un isomorphisme.

Coronaire 1 . Sj_ S = Spec A , ou_ A est un anneau complet pour une topologie adique
définie par un idéal 1 et si X.X désignent les complétés formels de X et X
1e long de V(I^) et V(Ic^) respectivement, pour tout A-module de type fini M,
les homomorphismes canoniques :

^ : R^F^M) -^ R1 p^(FÇî)

et Y^ : H^X^F^M) —> H^X.F^M)

sont des isomorphismes pour i ^ p .

(N.B : la notation : désigne le complété du module en question pour la topologie
I-adique, p : X —^ X est déduit de p de manière naturelle).

Démonstration :

Pour rOO , notons X^ (resp. X^) le fermé de X (resp. X) défini par

l'idéal I"̂  0^ (resp. I"14'1^). Soit N un entier > 0 comme dans la démonstration

de la proposition. Si M est un A-module de type fini, si n^N , on a (cf. [3]

en. IX théorème 1 . 1 )

M^(n)^M) = Jjm p^ (n)^M) = 'Mm (̂  (n)^M = ^(n)®.M et pour 0 < i <_ p ,
m m m m

R1P*((Un)®..M) = TJm R1 p^(0y (n)».M) = 0 .A " ^^T "m A

r p*^^\"/»^n; - ^im p^^u^ ^n^®^n; = j^im Uy
•l m m m m

R 1 P*(C 'Y(n )®„M) = TJm RV^tOy (n)».M) = 0 .
A A ^rïT "m A

si ^^arf^X^ est comme dans 1 a proposition 1 (à composante E^onnullede

la forme ^(n^) 1 , n^ N , r^ > 0) , on en déduit que :

-f^E^M) -^T< RP*(F^M) -^ T< (J4m(Rp*(F® M/I^I)))
~ — — m

et que .̂ est un isomorphisme pour i^p . Comme X —> S est projectif

^(X^n)®^) = H 1 ; ^ , ̂ (n)^M)
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pour tout 1 et tout A-module de type fini M , et est donc nul pour i > 0 et
n^N . Par su-ite

T^(L^M) = T^(r(X.E^M)) - T^Qjm rtX^E^M/^M) )

et les y. sont des isomorphismes pour i^p .

S-i T est un schéma, on désigne par Et(T) la catégorie des revêtements
étales de T , IT,(T) son .groupe fondamental algébrique.

Coronaire 2. Soient S , X , X comme dans le corollaire 1 , X^ le fermé de X défini

par l'idéal I"14'1^ . pour m > 0 .——————— j^ —— —
a) Si p = 0 , s i TT : T —> S est un morphisme fini et si U est un voisinage

ouvert de X- = TT (X ) :^

a . 1 ) le foncteur Et(U) —> Et(X,. ) est pleinement fidèle. Si de plus X^
——————— 'o o

est connexe, 1'homomorphisme canonique

TT.(X^ ) -->- TT^U)

0

est surjectif.

a.2) L'homomorphisme canonique P1c--(U) —> Pic-,.(X-) est injectif (où
X-,- = XX.T est aussi le complété formel de X,- pour la topologie 10^ -adique).

b) Si p = 1 , sj_ TT : T —> S est un morphisme fini et X-. = TT (X^) :
o

b . 1 ) tout revêtement étale de X,. est la trace d'un revêtement étale d'un
o

voisinage ouvert U ctë X^ . Si de plus X-p est connexe, alors
o o

TT,(X,. ) -=^ 1 im TT l (U)
1 'o ^vo is . ouvert de X

\
b.2) lijp Pic-^(U) -^ Pic^(X^)

U vois. ouv. de X,\
Démonstration :

On procède comme dans [ 3 ] Exposés X , X I , ( i . e . on montre que l ' o n a la pro-
priété Lef(X-,X,. ) , pour tout revêtement fini T , dans le cas a ) et Leff(X^,X-p )

o o
dans le cas b ) , loc. c i t . ) .
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a) S-i T = S et s-i X. -^ X , X -^ X sont deux revêtements étales de X ,
u,JcL ) et v^(û» ) sont deux cL-algèbres localement libres de type fini et -il

en est de même de g = Hom{u^(0y ), v^(cL )). En appliquant le coronaire 1 , on a :
"l "2

Hom(u,,(cL ),v^((}y )) = r (X,ô) = r(X,§) = Hom(û^(0. ).v^(C>. ))
^1 "2 ^l ^2

où X, (resp. X^) désigne le complété formel de X, (resp. X^,) pour la topotogie
10» (resp. îûy ) adique. En particulier, le fondeur
^ V

Et(X) -^ Et(X)

est pleinement fidèle. Si U est un voisinage ouvert de X dans X , pour tout
x € X - U , si s = f ( x ) , on a encore Prof 0 >2 comme nous le verrons ci-dessous.

5 ,A—

De sorte que la même démonstration montre que le foncteur

Et(U) -^ Et(X)

est lui aussi pleinement fidèle.

Soit x un point de X-U , s = f ( x ) , montrons que prof 0 > 2 :s ,x—
- si x e X-X , c 'est clair

- si x € X - U , soit x ' un point générique de {7} n X . Comme U est un
voisinage de X dans X . x ' 6 X , X et prof 0 , ,^2 , si s ' = ? ( x ' ) . Soit

N M
P=IPç un espace projectif relatif au-dessus de S tel que Xcp" . Si dp û^ j s ) x
(resp. dp 0 , ,) désigne la dimension projective du ÛD -module (}, (resp.

s »x s *
Oç -module 0 . ,), on a :

s '
dp 0 < dp 0 . , < dim û^ -2 < dim Or, -2

s î x s îx ~ r s l ^ ~~ ' s ,x

et par suite, prof 0. >2 comme annoncé.s ,x —

Le foncteur Et(X) —^ Et(X ) est une équivalence de catégories et la pre-
mière assertion de a . 1 ) est prouvée pour T = S . Si T est un revêtement fini de
S , la démonstration est identique. La dernière assertion de a . 1 ) est une consé-
quence de la première.

a.2) Si g est un faisceau inversible sur U , voisinage ouvert de X , on a vu
que :

r (M) = r(x,§) .
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Par su-ite, si F est un faisceau inversible sur U , M un faisceau inver-
sible sur T , F^f* (M) si et seulement si F^f*(M).

b . 1 ) Comme pour a . 1 ) , nous allons le montrer pour T = X , le raisonnement étant
identique pour un revêtement fini quelconque.

UQ
Soit R^ —^ X^ un revêtement étale de X^ . F^ = ̂ Q^^) est une

(̂  -algèbre localement libre de type fini et gr,(F ) = »(F 9 Î^Oy /I^Oy )
o n o o

vérifie :

p*(gr^(F^) est un gir(?w -module de type fini

^ { 1 °1 R p^gr^)) = o

Si R -u^ X est le revêtement étale de X correspondant à R —> Xo o
'?='S*(û^), ? |x = F^ , les relations (*) et le théorème 2.1 ch. IX de [3] montrent que

' o
^(T) est une (^-algèbre de type fini. Comme X —^ S est projectif, il existe

une (^-algèbre B telle que B^p^('F'), libre de rang fini en tout point de X ,

i.e. B est localement libre de type fini dans un voisinage U de X et définit

un revêtement étale R -^ U tel que u« 1» = u .
"o °

La dernière assertion de b . 1 ) est aussi une conséquence de la première.

b.2) Nous avons déjà vu (cf. a.2) que

- Ijj; Pic^(U) —^ Pic^(X^)
U voisinage ouvert de X

est injectif. La surjectivité peut se voir de la manière suivante;si ? est un
0^ -faisceau inversible, on a vu en b . 1 ) qu'il existe un faisceau inversible F

défini dans un voisinage U de X,. tel que Fe^'F' .

Corollaire 3. Soit S= Spec A , A anneau local d'idéal maximal m et de corps
résiduel k = A/m . Soient :

X -^ X ~^tP^



COHOMOLOGIE COHÉRENTE 67

tels que :

a) X est ouvert dans X , X est fermé dans P^ , ? est plat, ses fibres sont nor-

males et sa fibre spéciale X ^ = Xx k est géométriquement intègre.

b) d-im X >_ 2+N-codim» (X -X ).

Alors le foncteur Et(k) —^ Et (X) est un épimorphisme, i.e. tout revêtement
étale de X provient d'un revêtement étale de k .

Démonstration :

Comme N ^ dim X , par l'hypothèse b), on a, pour tout s € S :

codiniç (X -X.) > codimç ( X - X j > 2 .^ s s - XQ o o -

Comme les fibres de ^ sont normales, si x € X - X , si s = f ( x )

prof Or. > 2
s —

et on peut appliquer le corollaire 2 : le foncteur Et(X) —^ Et(X ) est pleinement
fidèle.

Soient X ' -^ X un revêtement étale de X , R = TT^C».) est une cL-algèbre
localement libre. TT^ : X^ —> X^ , R^ = (-^^(c^.) les traces de TT et R sur la
fibre spéciale. °

D'après [2] corollaire 6 du théorème 2, les hypothèses a) et b) entraînent que
TÎQ : ^Q ""-̂  xo P^vient d'un revêtement étale de k , i.e. X ' = X x. .Spec k 1 ,

où k' est une extension finie séparable de S . Soit S' -^ S un revêtement
étale de S , S ' = Spec A ' , A ' anneau local de corps résiduel k 1 relevant l'exten-
sion Spec k' —> Spec k . Comme le foncteur Et(X) —^ Et(X ) est pleinement
fidèle, R = 0^^' et X " = X x - S ' .

Remarques.

a) L'hypothèse de normalité faite n'intervient que pour affirmer : prof (?ç > 2 si
A »X —

s = f ( x ) et si x € X vérifie dim 0^ > 2 (condition So pour les fibres de ?)
s —

b) Si codim^ (X^-X^) = 2 , X^=P^ et c 'est bien connu (théorème de pureté).
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II - Passage aux limites adiques

0. Les données dans ce paragraphe sont les su-ivantes :

a) f : X —> S = Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien et de dimension finie

b) F est un (L-module de type fini, plat sur S

c) p est un entier ^ 0 .

Rappelons tout d'abord le critère suivant dû à A. Grothendieck :

Proposition 2 ( [3 ] ch. IX théorème 1 . 1 ) . Soient R un anneau, 1 un idéal,
g : Y —> Spec R un morphisme localement de type fini, G UT[ (L -module de type
fini, q un entier ^ 0 . Supposons que l e 9 ^-module gradué e H^Y, ! ^ )so i t

k^O ———— ———— k^O ——
de type fini pour j^q+1 , alors

H^Y.G) = jjm H^Y.G/I^)
n

pour j ^q (où H^Y.G) désigne le complété de H^Y.G) pour la topologie
I-adique).

Corollaire 1 . Soit (S,X,F,p) comme en O.a),b),c). On suppose que pour j^p+1 ,
les foncteurs M —^ ^(X^^M) soit de type fini et que de plus l'une des deux
conditions qui suii\et est satisfaite :

1 ) A est local

2) pour tout fermé irréductible S ' de S , il existe un ouvert affine
U = S p e c B non vide de S ' tel que ( U , X x U . F » B , p ) vérifie ( P ) .

Alors (S,X,F,p) vérifie (P ).

Démonstration :

Soit 1 un idéal de A . Comme F est plat sur S , pour tout A-module M
de type fini, on a : (^(FÎÎ.M) = F».^!1^) et comme les foncteurs H^X^®..) sont

k M n k A

de type fini pour j ^p+1 . H^X^I^F^M)) est un ^-module gradué de type fini

pour j^p+1 . Il suffit alors d'appliquer la proposition 2 et le théorème 6 (resp.
théorème 7) de la première partie lorsque A est local (resp. dans l 'autre cas) .
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Proposition 4. Soit (S ,X ,F ,p ) comme en O . a ) , b ) , c ) . On suppose de plus que :

i) A est complet pour la topologie définie par un idéal 1

n) X <-^- X , où X est un S-schema propre, p une immersion ouverte

m) les foncteurs M —> R:lp*(F®..M) sont de type fini pour j ^p

iv) pour tout x € Supp F tel que îTTn V(lc)^) = 0 , prof F ^ , ^ ^ ^ p+2 (où

îTI désigne l'adhérence dans X ) .

Alors pour tout A-module M de type fini et tout j ^p , les homomorphismes
canoniques de (^-modules (X = complété de X pour la topologie I^y-adique)

R^Fs.M) —^ R^MF^M) —^ lim R^p^tFçM/I^)
" n ^n"

sont des -isomorphismes.

Démonstration :

1 ) L'hypothèse iv) montre que si V est un voisinage de X dans X , si
y) : V e—> X est l'inclusion, pour tout A-module de type fini, on a :

.F^M^(F^)

R^F^M.y) = 0 si 0 < j ^ p

et par suite, si p : V (—^ X :

R^tF^M) ^ R^UF^M,^) pour j^p .

2) Soit M un A-module de type fini et g = F®.M .

Lemme 1 . Pour (S,X,F,p) comme en O.a) ,b ) ,c ) et vérifiant de plus ii) et_ iii),
R^p^ti) est un ^-module de type fini pour j ^p .

Démonstration :

Comme les fondeurs R^tF®^.) sont de type fini pour j ^p , on sait par le

théorème 2 . 1 ch. IX de [3] que R3?*^) est un (^-module de type fini pour j < p .

Pour j = p , le lemme étant de nature locale sur X , on peut supposer X affine

d'anneau B complet pour la topologie IB-adique et X = Spf B . Posons

H = H^X.l), il est muni d'une filtration (R ) . définie par :
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R^ = Im^X.I^) -— H)

compatible avec la topologie IB-adique. Le théorème 1 . 1 ch. IX de [3] montre que :
H s^ lim H^X.^/I^) et par conséquent que la filtrat-ion (Rp)p>o est ^P^6'

ft —

Posons gr,B = » ^B/I^B , gr H = e R / R - i » ^r H est un gr-iB-module
1 n^O n^O n n • I

gradué.

Avec le diagramme commutatif

HPCX,!"^) -^ HP(X,I"s) -^ HPCX.l^/l"^)

l i
.̂1 —" ^

on voit que gr H est un quotient du sous-gr,B-modu1e gradué e ^{^{X.yï^Q) '—>
1 nX)

H^X,!^/!"4^)) de ^ H^XJ^/I"4^). Comme F est plat, e I^F^Î/I^^F^M) =
n^O n^O

F ® ( ® l'^M/I"'1'^) et par ( 1 1 ) , « H^X,!^/!"'1'1^) est un gr.B-module gradué de
n^O n^O i

type fini . Par suite gr H est un gr.B-module gradué et H est un B-module de

type fini (cf. [ 1 ] corollaire 1 de la proposition 1 2 , §2).

Revenons à ta démonstration de la proposition 4 :

3) Par le théorème 1 . 1 ch. IX de [3] , plusieurs fois déjà invoqué, 6. , a. sont
des isomorphismes pour j < p , B- est injectif, a est un isomorphisme.

4) Comme X —^ S est propre, H = ^p^(g) est 1e complété d'un Oy-module de type
fini, que Ton note S si p = 0 et ÏÏ sinon. On note encore G = p ^ ( 5 ) et
H^R^tg) si p > 0 . On a donc : GcÇ , pour p = 0 et pour p > 0 , G = ? et
HcÏÏ . De plus comme p est l'identité sur X , 1 1 existe un voisinage V de X
dans X têt que, si p = 0 , 6,^='?,.. et si p > 0 , 'Hj^O .

5) Si V ' = V n X , V est un voisinage de X dans X et on a par 1 ) :

R^ô) -R^^ÔIV.)

pour j^p , p' : V --^ X .

On peut donc supposer que X = V et dans ce cas, la proposition est une con-
séquence du lemme suivant :
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Lemme 2. Soient Y c-^ Y une immersion ouverte, 1 un "idéal de 0^ , N un
Cy-module de type fi m, V et_ 'Y tes complétés formels de Y e_t Y pour la topo-
logie I-adi'que, p un entier ^ 0 . On suppose que :

a) R^^N) (resp. R^tN)) est un Oy-module (resp. (^-module) de type
fini pour j^ p .

b) L'homomorphisme canonique : R ^(N) u > R (Î)^(N) est un isomorphisme pour
j < p , un monomorphisme pour j = p .

c) R^(N) est le complété d'un (^-module de type fini T tel que, pour
p= 0 , N = T ) Y et pour p> 0 , Supp Te Y-Y .

I Y ———————

Alors u" est un isomorphisme.

Démonstration :

On peut se ramener au cas où Y = Spec B , B est un anneau complet pour la
topologie IB-adique, V = Spf B . Posons N = r ( Y , N ) , c 'est un B-module de type
fini tel que Ass Ne: Y . Si P > 0 , comme Supp T < = Y - Y , il existe un élément a de
B non diviseur de zéro dans N et annulant T . On a une suite exacte :

0 —^ N Jî^ N —> N/aN —> 0

une suite exacte longue de cohomologie :

——— H^tY.N) -^ HP'^Y.N) -> H^tY.N/aN) -^ H^Y.N) -^ 0

et un diagramme commutati'f de suites exactes :

——^ H P " 1 (Y ,N) -^ HP'^Y.N) —> HP'^Y.N/aN) --^ H^Y.N) -^ 0

up- 1 ! up - 1 ] | |up
i ^ ^ ^

—— H^3''^^^) -^ H13 '^^.^) -^ H^t^N/aîî) —> f —> 0 .

Ceci montre que :

- H^ tY .N/aN) est un B-module de type fini pour j ^p -1

- H^^N/aN) est un (^-module de type fini pour j ^ p - 1

- H^Y^/aN) ^ H^^^/aN) pour j^p-2

- H^^Y^/aN) •-̂  H1^"1;^,?^).

- H13' (^,N/aN) est le complété d 'un B-module de type fini T ' . De plus, comme
u^' est un isomorphisme, pour p= 1 , N /aN=T i 'Y et pour p > 1 , Supp T ' c Y - Y .
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- r^'^Y.N/aN) ^ t 1 si et seulement s-i H^ (Y ,N )^T .

Par récurrence sur p , on peut donc supposer p= 0 . Dans ce cas, on a une
flèche d'adjonction

T -^ r tYJ . y ) = r (Y ,N)

telle que 1d^ : t -^ r(Y?U = ^(0) -u-^ r(^.N).

Par su-ite u0 , qui est déjà injectif, est un isomorphisme.

Pour démontrer la proposition 4, on applique ce lemme pour Y = X , Y = X , N = G .

Corollaire 1 . Les hypothèses et notations sont celles de la proposition 4. Pour tout
j j<p , tout A-module de type fini M . ^(X.Fs.M) est un A-module de type fini
et les homomorphismes canoniques :

H^X^.M) -^ H^X,^) -^ Tjm ^(X^.M/I'Vl)A M ^- A

sont des isomorphismes.

Démonstration :

Pour tout A-module M , on a deux suites spectrales convergentes :

E^ = M^X^^M)) ^H^X^M)

E^= H^X.R^^F^M)) ==^Hr+q(X,F^M) .

Comme X -—> S est propre, on voit que

a) ^(X^^M) est de type fini pour j _ < p

b) E^= H^X.R^F^M» = H r(X,Rqp^(F^M)) pour q^p .

Par suite, pour j ^p , H'^X^.M) = H^X.^M) = lim H^tX^^.M/I^).A A ^- A

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en O.a) ,b ) ,c ) . On suppose que :

1 ) A est local complet d'idéal maximal m

2) les foncteurs R^p^ fF®. ) sont de type fini pour jj:p

3) pour tout x € Supp F tel que T^T n V(m0j = 0 , prof F./ ^ ^ p+2 alors
(S,X,F,p) vérifie (PJ. x ,x -

———— p

Démonstration : On applique le corollaire 1 et le théorème 6 de la première partie.
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I I I - Cr i t è res de f i n i t u d e des fondeurs R-^CF® .)

Reprenons la situation examinée au paragraphe II.

O.a ) f : X —>• S=Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien, de dimension finie. On suppose de plus que X est un ouvert d'un
S-schéma X localement de type fini. On note p : X «—>- X l'inclusion de X dans
X , f : X —^ S , f = fop .

O.b) F est un (^-module de type fini, plat sur S .

O.c) p est un entier ^ 0 .

Rappelons tout d'abord le critère suivant dû à A. Grothendieck :

Proposition 5 ( [3 ] corollaire VIII-II-3). Soient Y un schéma localement noethérien,
localement immergeable dans un schéma régulier, U un ouvert de Y , ip : U c—^ Y ]a_
flèche d'inclusion, 6 un^ 0.. -module de type fini, q un entier ^ 0 . Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1 ) R <p*(G) est un Oy -module de type fini pour j ^q .

2) Pour tout x € U tel que codimr—rffY-U) n T7I) = 1 , alors Prof G., > q+1 ,—————— "~———— tX j ——— x —
où {x} désigne l'adhérence de x dans Y .

Supposons dans ce qui suit dans tout ce paragraphe que A est un quotient
d'un anneau régulier.

Corollaire. Soient (S,X,X,F,p) comme'en O.a) ,b ) ,c ) . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout A-module de type fini M et tout j^p , R^p^F^.M) est un
Oy-module de type fini.

b) pour to{lt ^Supp F tel que codimi—r((X-X)nT^T) = 1 , on a

P^ ^(xî.x^1 •

Démonstration :

Comme F est plat, pour tout A-module de type fini M et tout x € X ,
on a : prof(F««M) ^ prof F , : / ^ et on applique la proposition précédente.
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Lorsque B est un anneau de valuation discrète de spectre T , on note aussi
(T,ri,^) le trait correspondant, où r\ est le point générique de T , ^ son point
fermé.

Soit C^ la catégorie dont les objets sont les triplets (Y,x,y) , où Y est
un S-schéma, x,y deux points de Y tels que yeîTI et les flèches

(Y,x,y) -^ (2,u.v)

sont les S-morphismes h : Y —> 1 tels que h(x) = u , h(y) = v . Si ip : T —^ S
est un morphisme de schémas localement noethériens, on note F, = F®.c)-. , X, = Xx -T ,
• _ 1 A 1 T S
f- = f x 1 etc...

Si s € S , on note F^ = F^k(s), X = Xx Spec k (s ) , etc...

Proposition 6. Soit (S,X,X,F,p) comme en O.a) ,b) ,c ) . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1 ) Les foncteurs R^^F®..) sont de type fini pour j j^p .

2) i) Pour tout s € S , tout j <_p . RJp*(F ) est un 0. -module de type fini.

ii) Pour tout trait ^ : T —> S , R^p-r^fF,) est un 0^ -module de typel l ———— x^ ———— ————
fini pour j _< p .

3) i) Pour tout s € S , tout j ^p , R^p^F^) est un (?„ -module de type fi ni.

i 1 ) Pour toute flèche (T,n.Ç) -S^ (S.t.s) de^ ^ . ou (T.n.Ç) est un

trait tel que k(n) 2 k(t), R^p-j-î^tF^.) est un (?„ -module de type fini pour

J^P .

Démonstration :

II est clair que 1 ) ==?-2) ==?-3).

Montrons que 3) ==?>2) : Soit (T,n.Ç) -^ (S,t,s) une flèche de jC , où
(T,n,Ç) est un trait. Soient B = r(T.O^) , B^ = B n k ( t ) , c 'est un anneau de
valuation discrète de corps des fractions k(t). On note (T ,n ,Ç ) le trait

correspondant à B^ et ^ la flèche naturelle (T.n^) 4. (T^,^,^). La flèche

4) se factorise à travers (T ,n ,Ç ), i.e :

4>: (T,n,a -t (T^,no.^) -^ (S.t,s) .
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Par construction. k ( n ) 2 0 k ( t ) . Par 3) n), R^'tp ) ^ (F ) est un ^ -module
o o ^o

de type fini pour j ^p . Comme ip est plat, R^p-pUF^) = R^ )^(F^ )^ ^ et

J ° ° o
R (P-i-U^) est un c^ -module de type fini pour j j^p .

Montrons que 2) ==^1). Les conditions 2 1 ) et 2 1 1 ) sont conservées par tout
changement de base. On est ramené à montrer que pour tout A-module de type fini
M , R^p^F^M) est un (^-module de type fini pour j^p . Par le corollaire de la
proposition 5, il s'agit de voir que, pour xeSupp F tel que
codim^j((X-X)nTx7) = 1 . on a prof F ,̂̂  ^ >_ p+1 . Soient x , z € X tels que
xcSupp F , zç ( X - X ) n Tx7 , dim 0^ = dim 0 ^1 .

Si f ( x ) = ? ( z ) , par 2.i) et la proposition 5, on a prof F., x ^ P+1 .
Supposons maintenant que f ( x ) ^ ? ( z ) . Posons t = f ( x ) , s = - F ( z ) . On note encore :
f : (X ,x ,z ) —^ (S,t,s) la flèche de Ç correspondante.

Lemme. Pour toute flèche (Y.y.y ' ) ̂  (S.u,u') de Ç . 1 1 existe un carré commu-
tatif de flèches de Ç :

Iv^
(Y^z .z - ) ——^ (Y ,y ,y ' )

hx1^ ^
(T,n,ç) —^ (S,u,u')

o^ (T,n,Ç) est un trait tel que k(n)2k(u) .

Démonstration :

On construit tout d'abord une flèche dans C : ( T ' ^ n 1 , ^ ' ) -^ (Y,y ,y ' ) où

( T ' , n ' , Ç ' ) est un trait tel que k (n ' ) ^k (y ) . Posons 6 = h c v : ( T 1 ^ 1 , ^ ) —^

(S,u ,u- ) . Soient B '= r (T ' . ^ . ) , B = B ' n k ( u ) , (T,n^) le trait correspondant à B ,

on a k ( n ) = k ( u ) . La flèche e se factorise à travers (T,n,Ç) :

e : ( T ' . n - , ç - ) -^ (T.n^) -^ (s.u.u') .

De plus on dispose d'une section A : T " —^ Y-p = Yx.T" qui, si 1 'on pose
z ^ = A ( n ' ) , z ^ = A ( Ç ' ) , se prolonge en une section dans C :

A : ( T ' , n - , ç ' ) -^Y^z^.zp .
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Posons z = ( 1 y x a ) ( z ^ ) , z ' = ( 1 y x a ) ( z . ) , on a les flèches suivantes dans C :

ly^ ly^
(Y^,zp ——>. ( Y ^ , z , z ' ) ——^ ( Y . y , y ' ) .

D'où le lemme.

Terminons la démonstration de la proposition 6. Soit

1»x4)
(^,x' ,z ') -——> (X,x .z)

^l [f

(T,n,S) —^ (S,t.s)

un carré commutatif dans Ç , où (T,n»Ç) est un trait tel que k(n)2k( t ) . On a :

\.x- "°\.x et ^ T . x ' ^t.x •

Comme dim 0 = dim 0 + 1 , par le théorème de Krull-Akisuki, dim 0 , =z x z
dim ^,+1 . De plus, z ' € (X^X-p) n Tx"^ . Comme R^p-rUF,-) est un (?„ -module de

type fini pour j < p , prof F,. . > p+1 et de même prof F, > p+1 .
— 1 » X — L,X —

Proposition 7. Soit (S,X,X,F,p) comme en O.a ) ,b ) , c ) . Les conditions suivantes sont
éQuivalentes: -

1 ) Les foncteurs R'p^F^.) sont de type fini pour j ^p .

2) i) pour tout s € S , tout j < p , R^p^F.) est un Oç -module de type———————— ——— _ ^ _^— ^ ^ —
fini. s

ii) Pour tout x€Supp F tel que prof F./ N _< p , les fibres du mor-

phisme Tx7 —> S ont leurs points génériques dans X , ou_ m désigne 1 'adhé-

rence schématique de x dans X .

Démonstration :

1 ) ==^2) : II suffit de vérifier 2.ii). Soient x € S u p p F tel que
prof ^(x) x ^ P 9 t = f ( x ) > z u" point générique d'une fibre Tx7 du morphisme

Tx7 —^ S . Ceci définit une flèche de C^ que l 'on note encore

f : (X .x ,z ) -î- (S,t,s).

D'après le lemme ci-dessus, il existe un carré commutatif dans C :
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1çXtP
( X ^ X ' , 2 ' ) ————> ( X . X . Z )

^4 ^

(T,n,ç) —^ (S,t ,s)

où (T,n,ç) est un trait tel que k(n)2k( t ) . En particulier F, . ̂  F, et

prof ^x" -^ P • comme ^(p-i-U^) est "n ^ -module de type fini pour j j<p .

z ' est dans une composante irréductible de TP^ dont le point générique y ' est

dans X^ . Soit y l'image de y' dans X , y^T^ > y est une générisation de

z , i.e. z = y€ X .

2) ==5>1) : Nous allons utiliser la proposition précédente.

Il suffit donc de montrer que pour toute flèche dans C :

tP: (T,n.Ç) —> (S,t,s)

où (T,n,Ç) est un trait tel que k(n)^k( t ) , RJ(p^)^(F^) est un (̂  -module de

type fini pour j^p .

Grâce à la condition 2.i), il suffit de voir que si x ' € (Sup.p F,) et si

cod1m^-rj((X^.-X^) n { x ' } ) = 1 , alors prof F-p ^, ^ p+1 . Soient x ' un tel point,

z ' € (X^-X-^)n in tel que dim 0^ = dim û^.+l , x et z les images de x ' et

z ' dans X , d'où une flèche dans C :

1çx<p
( X ^ x ' , z ' ) ——^ ( X . x , z ) .

Comme X —^ S est localement de type fini, 1 1 existe un voisinage affine
V=Spec B de z dans X tel que B soit un quotient d'un anneau de polynômes
R = A [ T ^ , . . . , T y , ] . Pour montrer que prof F^ ^. ^ p+1 , on peut remplacer X par
V = S p e c B , puis supposer que B lui-même est une A-algèbre de polynômes, i.e.
supposer X affine à fibres lisses.

Raisonnons par l'absurde. Supposons que prof F, . ^ p . Comme k(r0^k(t ) ,

^x'^t.x et ^x'^t.x ' par suite prof ^ x ^ p • Appliquons la condition
2 i1 ) : z appartient à une composante irréductible de HTF dont le point générique
est dans X . Comme z € X - X , la condition i) montre que dans ces conditions, il
existe y e T T F ^ n X , y générisation de z tel que prof F >_ p+1 . D'autre part,
on a les relations suivantes :
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dim 0., +1 < dim Û, , < dim 0,, . = dim ̂  . = d-im O,
-> ï j ~ -> ï^ ~ c,,Z l ,X L,X

et dim 0 +1 < dim 0. (*). D'autre parts »y — L ,x

dim 0 -p < dp F < dp F < dim 0. - ( p + 1 )
— »A ~~ L ,A "~ 3 »jr "— ~ ïV

où dp F, (resp. dp F ) désigne la dimension projective du 0.. - (resp.
O^y-) module F^ (resp. ^y), et dim (̂  <_ dim (̂  -1 (**).

Ces deux relations (*) et (**) étant contradictoires, on a nécessairement
prof F,, > p+1 .

1 ,A —

Proposition 8. Soient (S.X,X,F,p) comme en O.a) ,b) ,c ) , 1 un idéal de A , A ' Te^
complété de A pour la topologie 1-adique, S ( = Spec A ' , 45 : S ' —^ S le morphisme
associé, X ' = X x ^ S ' , X ' = X x ^ S ' , F '=F<^A ' . p 1 = px-1

Supposons que :
i) Les foncteurs R^'p^fF»..) sont de type fini pour j _ < p .

ii) Pour tout x € Supp F tel que prof F ^ x ^ ^ p+1 , les points génériques
des fibres T3TL , s € V ( I ) , sont dans X .

Alors

1 ' ) Les foncteurs R^p^F'®. . . ) sont de type fini pour j ^p .

ii') Pour tout x ' € Supp F tel que prof ^.(x ') x ' i P-^1 » ou. f l = ^Ic. > Tes^
points génériques des fibres 7^7 , , s ' € V ( I A ' ) , sont dans X ' .

Démonstration :

L'assertion i') est claire. De plus, grâce à la proposition 7, elle montre
aussi que si x ' e S u p p F' et si prof ^ > ( x ' ) x ' <. P > alors les points génériques
des fibres de TT"! —> S' sont dans X ' .

Soient x ' € S u p p F' tel que prof ^ . ( x> ) x ' " ^ 1 ' t ^ ' f ' t x 1 ) , t=4 ) ( t ' ) ,
x l'image de x ' dans X , on a aussi prof F. < p+1 .

"L ,X ~~

Soient z ' un point générique d'une fibre 17""! , , s ' € V ( I A ' ) . s = 4 > ( s ' ) ,
z l ' image de z ' dans Tx^ . Comme prof F^ ^ <_ p+1 , z appartient à une compo-
sante irréductible de Tx"! dont le point générique est dans X (on utilise ii)).

Supposons que z ' f ^ X ' et par suite z ( ? X . Comme R^p^F ) est un 0^ -module
s \

de type fini pour j^p , il existe y € T x 7 , générisation de z , tel que

^rof ^.y ^ p+1 •
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Comme dans la démonstration de ta proposition 7, on se ramène au cas où X est
affine et lisse au-dessus de S .

Comme les fibres du morphisme X . , —> X,. sont des schémas de Cohen-Macaulay,
on a :

dim 0 . ..-P-1 = dim 0 . , prof F;. , = dim 0. - prof F. ^ .
L »A t ,A L ,A L , A t ,X

Par suite :

dim^.^.-p-l = dp F^idp F^^ = d imO^y-prof F^

et dim 0., , < dim 0L ï^ — s,y
De plus dim (? < dim 0. -1 = dim (?. . .-1 < dim cL, , -1 .^ »y — ^ »z s jZ — L jX
D'où une contradiction et par conséquent z ' € X ' .

Corollaire. Soit (S,X,X,F,p) comme en O.a) ,b ) ,c ) . On suppose que A est local
d'idéal maximal m , que f : X —> S est propre. On suppose de plus que :

i) Pour tout j^p , les foncteurs R^p^F®..) sont de type fini.

1 i ) Pour tout x € Supp F tel que prof F ^ , ^ x = p+1 ' 1es points génériques de
Tx7nV(mO») sont dans X .

Alors (S,X,F,p) vérifie (P ).———— p

Démonstration :

Grâce à la proposition 8, on peut supposer que A est complet pour la topologie
m-adique et dans ce cas, on applique le corollaire 2 de la proposition 4.



80 M. FLEXOR

IV - Cohomologie cohérente sur un schéma quasi-projectif

(o) La situation envisagée est la suivante :

a) S = S p e c A , A est un anneau noethérien de dimension finie, P^^s espace
projectif relatif, a fibres de dimension N , au-dessus de S .

b) X -^X -^\ / s

p est une immersion ouverte, ç> une immersion fermée.

c) F est un (L-module de type fini, plat sur S .

d) p est un entier > 0 .

Remarquons tout d'abord que si U = P - ( X - X ) , U est ouvert dans P et si
a: U c—> P , F est aussi un (^-module de type fini et les foncteurs en 0-

modules, R p^ (F®^. ) et H''(X,F^.) sont de type fini pour Kp si et seulement

si les fondeurs R^F®^.) et H1 (U.F®-.) le sont, de sorte que pour représenter

les complexes -r^p Rp^F et T - Rr(X,F). on peut se ramener au cas où X = U ,

ouvert de P , ce que l 'on fait. De plus X vérifie : X = P pour tout

si p(Supp F).

(T) Enoncé des théorèmes.

Pour énoncer les résultats qui suivent nous avons besoin des définitions
suivantes.

Définitions. Soient ^ : T •—> S un morphisme localement de type fini, X,= Xx T

^T = ^S7 ' ^ = ̂ *(F) > P-r : ̂  <—^ Py » Py = P x 1y , U un ouvert de T . Le quadruplet
(T,X^,F^,p) vérifie la propriété (*) (resp. vérifie la propriété (*) sur_ U)
il : p

i1 existe un couple (E,u), E C Dp^(0p ), u : E -^ R(p.^(F^) tel que, pour

tout 0-^ -module M , la flèche induite par u :

T^(E^M) -^ T<p(R(p^)^(F^M))
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soit un isomorphi'sme (resp. un isomorphi'sme sur U) .

Proposition 9. (Sj_ S ,X ,F ,p ) vérifie (*) , alors ( S , X , F , p ) vérifie (P ) (cf.
Introduction).

Démonstration :

Soit (E.u), ^DpQpf(^p)» u : E —^ Rp^(F) têt que pour tout A-module M ,

^p^A^ ûi T<D ^t^;^)* S1 ^ p t 1 ) désigne un faisceau inversible très ample au-

dessus de S , dans ^^f^p) E est isomorphe à un complexe E' de la forme :

0 -^ Op(n/° -^ Op(n/1 ^—-^ (^(n/P -^—

où n^ > 0 , r^ > 0 pour tout 0 0 . Posons L ' = Rf^E' = f^E ' , u' : L '^ Rf^(E) ^^

Rf*Rp^F= Rf^F . Soient L le complexe tronqué : 0 —> L'° —^---—^ L^'^1 —> 0

"; L •—^ R^ la flèche déduite naturenement de u' . Ils vérifient : pour tout

A-module M , la flèche induite par u : T<p(L^M)-^p(RfjF^M)) est un isomorphisme.

Théorème 1 . Soient (S,X.F,p) comme en O.a) ,b),c),d). On suppose que :

0) A est quotient d'un anneau régulier.

1 ) Pour tout s € S , _[es 0 -modules R^^F ) sont de type fini pour j < p .
' s 5 ——————————————

2) Pour tout x € Supp F tel que prof F^, . ^ p+1 . les fibres de T77 —> S
ont leurs points génériques dans X (ou TxT désigne l'adhérence schématique
dans P).

Alors (S,X.F,p) vérifie (P ).

Théorème 2. Soient (S,X,F,p) comme_en O .a ) , b ) , c ) , d ) . On suppose que :

1 ) Pour tout s € S , R^p^F^) est un Op -module de type fini pour j < p .

2) Pour tout x € Supp F tel que prof F ^ ^ ^ <_ p+1 , alors les fibres de
Fx"! —^ S ont leurs points génériques dans X .

Alors

1 ) i1 existe un éclatement ? -^ S . isomorphisme en dehors d'un fermé de
codimension > 2 , t^^ue, s_[ ^= X x ? , (?J,TT*(F) ,p) vérifie (*)

n) (S,X,F,p) vérifie (P )
2 '

m) si de plus (P-X) -^ S est fini, (S,X,F,p) vérifie aussi (*)
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Remarques.

R, : La condition 2) du théorème 1 n 'est pas vérifiée dans l 'exemple donné en
0.4 dans l'introduction.

R^ : Dans le théorème 2, pour voir que (S.X.F.p) vérifie (P ), on peut,
lorsque A est quotient d'un anneau régulier, appliquer bien sûr le
théorème 1 . Sans faire cette hypothèse sur A , une autre manière, lorsqu'on dispose
de i), de montrer que (S,X,F,p) vérifie (P ) est la suivante :

On sait déjà que :

Y ^ ) (S'X'F,?) vérifie (P ) : on applique i) et la proposition 9.

Montrons, par récurrence sur dim A , que (S,X,F,p) vérifie (P ).

•y^) Si d 1 m A _ < 1 ,S^S et (S,X,F,p) vérifie (P ). Si d i m A ^ 2 , soit I un
idéal définissant le fermé F tel que TT soit un isomorphisme sur S-F ,
dim A/I" < dim A pour tout n > 0 et ( S ^ = S p e c A/I" , X = Xx.S , F/J'Y,p) véri-
fie (P ) pour tout n> 0 .

ï3) Soient ("Tj^i" l^,u=(u^)), "IJç" l^€ Ind D ^ (A) , u = ( u ^ ) :
"Iĵ i" L^ —> Rr(X,F)^ tel que lijy u^ soit un Isomorphisme, "lim" L *€Pro D .(A)

le pro-objet dual. Par le théorème 6 de la première partie et v,),
>-?/.,.-._„ ,*,. ^ ^<5^. . . , , , . . . . . . . .'T--p(llJ^m" L^®(^) € D^(c^-) et par le théorème 4 de cette première partie et y?).À®

T-^C'Jjm" ^^coh^* on aPP1ic^Lle à nouveau ce théorème 6 et (S,X,F,p) véri-
fie (Pp).

Les théorèmes 1 et 2 nécessitent quelques constructions supplémentaires et
seront démontrés plus loin.

Corollaire 1 . Soit (S ,X ,F ,p ) comme dans le théorème 3.

a) Pour i < p , la fonction s —^ dim^.H1 (X ,F®k(s ) ) est semi-continue
supérieurement sur S .

b) Supposons de plus S réduit et connexe. Soit 1 < p . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

b . 1 ) la fonction s-> d i m ^ ^ H 1 (X^ .F»k (s ) ) est constante

b.2) H^X.F) est un A-module plat et pour tout s , la flèche naturelle :
^(X.F^Hs) —> H^X^E^s)), est un isomorphisme.

Si ces conditions sont remplies, H1'^^) « k (s)^ H1'^ ,F»k(s)) pour tout s € S .
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c) Supposons S connexe. Si pour un i^p . H^X , F » k ( s ) ) = 0 pour tout s € S ,
la •flèche naturelle :

^^ (X .F^k ts ) -^ H^fX^F^s))

est un isomorphisme, pour tout s € S .

Démonstration :

Toutes ces propriétés énumérées dans le corollaire sont bien connues et sont
conséquences du fait que les foncteurs en ^-modules H^X,?»,..), pour i^p ,
sont les foncteurs d'homologie associés à un complexe parfait L . Dans ce cas, une
démonstration détaillée se trouve dans [5] Appendix to §4.

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en O.a) ,b) ,c) ,d) . Supposons que :

1 ) dim(P-X)/S <_ N-(p+2)

2) pour tout s € S , F^ vérifie 1 a propriété S ^ ( [4 ] 5.7.2) i.e. pour
tout xCSupp F , prof F > 1nf(p+2,d1m 0 ).

0 b ,A — S , X

Alors (S.X,F,p) vérifie (P ).

Prolongements d'un C)y-modu1e.

Soient (S,X,F,p) comme en O.a) ,b) ,c) ,d), X ouvert dans P=PN . Plus géné-
ralement, nous aurons aussi à considérer le cas où S n'est plus affine, mais
éventuellement est un schéma projectif au-dessus d'un schéma affine noethérien.
S'il en est ainsi, i1 reste néanmoins vrai que tout (L-module de type fini admet
une présentation par des û-modules localement libres de type fini.

Dans ce qui suit, on considère F comme un complexe concentré en degré 0.

Définition. Un complexe ^D.^fOp) est un prolongement de F o_ P sj_ E , y ^ F .

Lemme 1 . Il existe un tel prolongement E € D4. ^r(^p). De plus, pour tout A-module
M , E.^M^Fî^M .

Démonstration :

Soient F un (?p-modu1e de type fini tel que F i y = F , et
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une résolution project-ive de F par des Op-modules localement libres de type fini.
Comme F est plat sur S et les fibres de P -—> S sont régulières de dimension N

î" = Ker d'^1 est localement libre sur X . Posons L : 0 —> f^ —> L"^1 —^—-
—> L° —> 0 , L*= Hom'(L.Op). Soit ^ Dp^(Op) tel que E*c^L*. Le complexe
E= Hom(E*,c)p) vérifie E j ^ ^ F " et pour tout A-module M , E.»»,,M^F».M

Lemme 2. Soient E € D-^((?p) un prolongement de F , E* = Hom(E,CU. On a, pour
ne Z :

H^E^.) = Ext^F^..^.) .

Démonstration :

Pour tout S-module M , on a une suite spectrale :

E^(M) = Ext^H^E.^M),^) ^^H^^E^M) .

Comme H^E.^M)^ si q ^ O et H^E,^ « M) = F®M . on a

Ext^(F»M ,(^»M) = H^(E^»M) pour tout r .

Pour s € S , on note E ^ = E « k ( s ) , P ^ = P » S p e c k (s ) , F = F« k (s ) etc...

Proposition 1 0 . Soient E€Dp^(Op) un prolongement de F , E*=Hom(E ,Cp ) et

6=coker(E '1 —> E°), alors :

a) G i» est plat sur S

b) Pour n > 0 , H^E^. ) = Ext^G,^. .0^.)

c) pour n > 0 , s € S , codimp (SuppHn(E^) n X )^n

De plus,pour q^O , les conditions suivantes sont équivalentes :

d . 1 ) pour tout s € S , H^E^ 0 sj_ n < 0 , prof 6 ^q pour z € (P-X)

d.2) pour tous n > 0 , s € S , codimp (Supp H^E*))^ e^

codimp (Supp H^E*) n (P-X)J > n+q .
s b s ~

Démonstration :

Comme E est un prolongement de F , H^E^.L^O si n ^ O . En particulier.
ocf n 1 a + en»" C Q+ 1 - » ^..,4--. 161^ est plat sur S et la suite

^-^-^ix-^0
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est exacte et déf-imt une résolution de 6 sur X par des C\-modu1es localement
A

libres. Pour tout n > 0 et tout C^ -module M :

H^E^M) = Ext^G^M.C^M)

et on a montré a) et b).

Comme les fibres de X -^ S sont régulières, Ext^G ,0p ) = 0 pour tout
s ' s x

x € X tel que dim û. „ < n . De plus, pour un tel x ,
b b , X

H"(E^ - Ext^.Op^ - 0

et on a c ) .

Soit q un entier ^ 0 . Montrons que d.1) =>d2) : si H^E ) = 0 pour n < 0
et tout s € S , les suites

---—>• E^1 —^ E^ —>• G —^ 0 pour tout s e S

sont exactes, G est plat sur S , H^E*) = Ext^G ,0p ) pour n > 0 et tout s C S .

En particulier

codimp (Supp Hn(E*)) >_ n pour n > 0 et tout s € S .

Si de plus prof G > q pour z € (P-X) , dp G < dim 0 -q ,0 9& ~~ S S, Z "~ S, Z

H"(E^ = Ex^fG^.Op )^ = 0 pour n > d i m 0^ ^-q

et

codimp (Supp H^E*) n (P-X) ) ^ n+q pour tout s € S .

Montrons pour terminer que d.2) ==>d.1) : si pour tout sCS , codi~p H n (E* )^n

pour n > 0 , un calcul rapide montre que ^"(E ) = 0 pour n < 0 . Par suite, G

est plat sur S , H^E^) = Ext^G^Op ) pour n > 0 et tout s € S . Si de plus

codimp (Supp ^"(E^n (P-X) ) ^ n+q , on a

H^E*) = Ext"(G (?p ) = 0 pour z e ( P - X ) , , n > dim 0 -q
^ *- ^ ' î. 5 5 ,Z

i.e. prof G ^ q pour z € (P-X) .
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Finalement, nous arrivons à la proposition suivante qui est le point clé de ce
paragraphe.

Proposition 1 1 . Supposons dim(P-X)/S)^ N-(p+2) et soient E ^ D ^ f^p) un prolon-
gement de F , E*= Hom'(E,C)p). Si pour tout n > 0 , tout s C S :

codimp (Supp H"(E*)n (P-X) ) >_ n+p+2

1 1 existe une flèche v : E —> Rp^F dans D(Cp) telle que, pour tout Oc-module
M , la flèche induite par v :

ï<p(E^M) ->\^ RP*(F^M)

soit un isomorphisme.

Démonstration :

La flèche naturelle E —^ Rp^(E iy ) définit une flèche

v : E — Rp^(F) .

Soit M un c^-module de type fini. Posons G = coker E~ —> E° . Par la pro-
position précédente, on a : H^E ç ) = 0 pour n < 0 et tout s € S . Par conséquent,
H^E® M)=0 pour n < 0 , et

E»^M ^ T^°(E«^M)

où T^°(E«-M) est le complexe : 0 —^ G^M -^ E1®^ —> E2®^ —^— . Soient
s € S , et z € (P-X) , toujours par la proposition précédente, on a
prof G, _ > p+2 et

5 ,Z —

cG®çM û! p (G Y»çM)
( 1 ) s x s

'-Rp^G.^J^O si p > 0 et 0 < n _ < p .

Comme d im((P-X) /S) <_ N-p-2 , on a de même,pour tout i

rE\M ^ p^(EL®.M)
(2) { n i 'l R n p^(E l ®^M)= 0 si p > 0 et 0 < n ^ p .

Les relations ( 1 ) et (2) montrent que

T^p(E^M) ^ ^p(T^°(E^M)) —. T^(Rp^(E^»M))

ï<p(Rp*(^M))
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est un isomorphisme.

Proposition 1 2 . Soit F€ ^arf^P^s q un entier. L'ensemble U des points s € S
tels que pour n > 0 ,

codimp (Supp H^F ) n (P-X) ) >_ n+q

est ouvert.

Démonstration :

Pour tout n € 2 , posons T = u Supp H^F). C'est un fermé de P qui pos-
1 1 m>n

sède la propriété suivante :

T _ H P - u Supp H^F.) pour tout s € S .
- s rr0n s

Comme p : P —•»- S est propre, l'ensemble U des points s € S tels que
codim-, (T n (P -X) ) > n+q est ouvert et il en est de même de U = n U .

' s ' 1 " " n>0 n

(3) Prolongement adapté d'un cL-module F .

Parmi les complexes ^^arf^P^ qui P1"0101^1^ F , il en existe des "mini-
maux", i.e. tels que pour i € Z , E* = Hom'(E,Cîp)

U Supp H^E*) = u Supp H^E^nX = U Supp Ext^F.CU .
j^i j^i j^i A

La proposition 4 ci-dessous assure l'existence de tels prolongements. Au
préalable, pour la montrer, rappelons quelques propriétés de la catégorie D((?p)
(cf. [7] 1 . 4 ) .

. Si j : T c-^ P est une immersion fermée, h : U= P-T c-^ P 1 'immersion ouverte
associée, on dispose, sur la catégorie Mod(P) (resp. Mo^(U), Mod(T)) des Op
(resp. ()„,()-,.)-modules, des foncteurs :

j\ : Mod(T) —> Mod P (image directe)

j! : Mod(P) -^ Mod(T) (sections à support dans T)

h* :Mod(P) —^Mod(U) (restriction)

h^ : Mod(U) —> Mod(P) (image directe)

h, : Mod(U) —^ Pro Mod(P) (prolongement par zéro)
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j\,h*,h, sont exac ts , j" et h^ sont exacts à gauche, h, et h* sont adjoints.
Ces fondeurs fournissent par dérivation (à droite) des fondeurs :

R J * = J * : D(C^) -^ D(Ûp)

Rj 1 : D^p) -^ D"^)

Rh*= h* : D((?p) —>• D((^j)

Rh^ : D^) -^ D^Op)

h, : D"^) -^ Pro D^p) .

Pour plus de simplicité dans les notations, on note encore Rj '= j ! et Rh^=h^ .
Si E € D + ( ( } p ) , on a un triangle distingué naturel

(jj'E — E -^ h^*E) .

Si EêD"^ (c>o) (catégorie de D^CU des complexes à cohomologie quasi-
Q. C r [ F

cohérente), h^h*E et par suite jj 'E sont aussi dans D ^(^p) .

Remarque. Si E€D^(ûp), Jj'E n'est pas en général dans D^oh^P^ S1 E est

concentré en degrés^ a ,

Ha( j j !E) = {sections de H^E) à support dans T)

est un fp-module de type fini, les autres modules de cohomologie de j* j 'E ne
sont pas en général de type fini.

Lemme. Soient U un ouvert de P et u : F —> G une flèche de 0.!' -(^n) tel que
————— —————— ———————i————— —— —————•—————•——— H • L r ———————

u.^ soit un isomorphisme. Si G€D^(Op). il existe ^D^tOp), v : F' -^ F

tel que, si u ' = u c v , u [ , , soit un isomorphisme.———— ^ [ j

Démonstration :

Posons h : U f—> P , G' = h*G . Par adjonction, on a :

Hom,,(G',h*F) = Hompfh iG ' .F) .

Si 1 est un idéal définissant le fermé P-U , h ( G ' = " 1 i m " l'^G et la formule
précédente s'écrit encore n>o

Hom (G',h*F) = 1 1 m Hompd'^G.F) .

Il existe donc n >0 , y)ç Hom (InG,F) tel que ^p,, , = u
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Notations. Si G € D ( C p ) , pour 1 ç. 7L , on note H^1 (G) = H*(ï^1 ( G ) ) .

Proposition 1 3 . Soient P un schéma localement noethérien, X un ouvert de P ,
G C D^(Op). Il existe F€D^^ (Op) et u : F ~» G une flèche de D^^ te1s

que :

a) U i y est un isomorphisme

b) pour tout i € 2 , Supp H^1 (F)= Supp H^ (G) n X .

De plus, s_[ G est concentré en degré dans l'intervalle [a,b] , on peut choisir F
concentré en degré dans [a,b].

Démonstration :

Montrons cette proposition par récurrence sur la longueur N du complexe G
que l 'on suppose par commodité concentré en degrés positifs. On pose encore
H*= H*(G).

1 ) N = 0 : dans ce cas G = H et F= sous-module de G des sections à support
dans Supp Gn X »

2) N > 0 : posons T = Supp H* n X , j : T ^-> P . La flèche naturelle TT : j j -G —> G
est un isomorphisme sur X .

Regardons le triangle distingué associé à j j 'G (cf. 1ère partie § 2.5 lemme 1)

T^UJ'G)

et notons Ç : T^UJ'G) —> T^UJ'GHI] la flèche de D(0p) définie par ce

triangle. Si M(ç) désigne le mapping cône de Ç , rappelons que j j 'G ^ M ( Ç ) [ - 1 ] .

Appliquons le lemme précédent à la flèche naturelle :

T^U^G) ^T^(G) .

Il existe C1 6 0^^^ '̂  1 lon ^eut supposer concentré en degrésdans [ 1 , N ] ,
v l : 6' —^ T- ( j* j 'G) tel que ^ ' c v ^ soit un isomorphisme. Par l'hypothèse de

récurrence appliquée à G ' , 1 1 existe F ' € D^ oh^p). ul '' Fl -^ 6 1 tels que :

a ' ) u ^ y est un isomorphisme
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b' ) pour tout 1 G 7L , Supp K^' '(F1 ) = Supp H^"'(G1 ) n X

= Supp H^(G) n X pour i^1 .

Si tp est la flèche composée définie par le carré commutatif :

F - ^^(JJ'G)

(*) J k
v ^

^(JJ'Gni] ———— T^ (JJ 'G) [1 ]

et si M(4)) désigne le mapping cône de ip , F = M ( 4 ) ) [ - 1 ] , par construction, on a :

a) Pour 1 ^ 1 , H^D^^F") et Supp H^(F)=Supp H^-^GinX , H°(F) =

H°( j* j 'G)= sous-module de H0 des sections à support dans T . En particulier,

F€D^(Op). Supp H * ( F ) = T .

b) Le carré commutatif (*) définit une flèche w : M(4)) —> M(Ç) et par déca-
lage une flèch
isomorphismes.
lage une flèche v : F —^j \ j 'G . Posons u = TTcV : F —> G , V i » et U j y sont des

Corollaire et définition. Soit (S ,X ,p ) comme en O .a ) ,b ) . Un 0^, -module de type

fini F , plat sur S . possède un prolongement E e D " , f(^p) tel que, s_[

E*= Hom'(E,Ûp) :

1 ) pour i > 0 , Supp H^(E*) = U Supp Ext^fF,^)
—— - j^i x

2) pour i < 0 , H^E*) = 0 .

Un tel prolongement est dit adapté.

Démonstration :

Soit ^^rf^p^ un P^ongement de F , E* = Hom"(E,c)p) . Comme Ei^F ,

E^^RHom(F,^) et E^^T^° (E* )^ . Soit GcD^^tOp) tel que G^°(E*),

E ' = Hom* (G,C'p) est un autre prolongement de F . Appliquons la proposition précé-

dente à G :

il existe ^^oh^p^' concentré en degrés ^ 0 , u : F —> G tels que :
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- u^ : F . y —> G ; ^ est un -isomorph-isme. Par suite RHom(F,Cp) est un prolongement
de 'F . '

- pour i € Z , Supp H^(F) = Supp H ^ ( 6 ) n X = u Supp Ext^F,^).
j^i x

Soient F-"€Dp^(Op) tel que F'^F , E" = Hom-(F" ,c>p) c D^^(^p) est un
prolongement adapté de F .

En combinant le corollaire de la proposition 1 3 et la proposition 1 1 on obtient
le résultat suivant sur lequel s'appuie la démonstration des théorèmes 1 et 2.

Théorème 3, Soient (S,X,F,p) commejen O.a) ,b ) ,c ) ,d ) (et plus généralement S pro-
jectif au-dessus d'un schéma affine noethérien). Pour n > 0 , posons

T - u Supp Ext^F,^) et supposons que :
j^n

1 ) d im(P-X)/S <_ N-(p+2)

2) P01^ tout n> 0 , d 1 m ( ( T n ( P - X ) ) / S ) <_ N-(n+p+2).

Alors (S,X,F,p) vérifie (*) .
P

(4) Démonstration du théorème 1 .

Soit (S,X,F,p) comme en O .a ) ,b ) , c ) ,d ) tel que :

1 ) Pour tout s € S ^ les Oy -modules R^'p^F»..) sont de type fini pour j < p .
's "

2) Pour tout x C S u p p F tel que prof F ^ x ^ <_ p+1 . alors les fibres de
T^T —> S ont leurs points génériques dans X .

Rappelons ( c f . introduction) ce q u ' i l nous faut montrer pour que ( S , X , F , p )
• i e ( P p ) :vérifie (P ) :

a) Pour tout idéal 1 , tout A-module de type fini M et tout j < p ,
^(X^^M) est un A-module de type fini, et H^X.F^M) = "lim H^X^î? M/I^)

(o^ H^X^^M) désigne le complété de H^X^^M) pour t a topologie I-adique).

3) Pour tout fermé irréductible S ' (de S , il existe un ouvert affine non
vide U = S p e c B de_ S ' tel que (U,Xx-U,F»..B,p) vérifie ( P ) .

La proposition 8 montre que les propriétés 1 ) et 2) sont conservées par un
changement de base S ' -^ S ou S'^Spec A ' , A ' complété de A pour la topologie
I-adique, lorsque A est un quotient d'un anneau régulier.
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L'assert ion a) résulte du corollaire 1 de la proposition 4 de II.

Pour voir que £) est sat isfai te, il nous suffit grâce à la proposition 5 de
démontrer la proposition suivante :

Proposition 1 4 . Soit (S,X,F,p) comme en O.a ) ,b ) , c ) ,d ) . Supposons que pour tout
point générique r, de S , tout j < p , R3 ( p ) ̂  ( F ) soit un (L -module de type
———————————————————— —— ————— - r-, ^ ^ —————————

fini. Alors 1 1 existe un ouvert dense U ôe_ S tel que (S,X,F,p) vérifie (* )
sur U .

Démonstration :

Par le théorème 4, il nous faut voir qu'il existe un ouvert dense U de S
tel que :

1 ) pour tout s e U , dim(P-X) <_ N-(p+2)

2) si T = u Supp Ext^F,^), pour n > 0 , dim(T n ( P - X ) ) < N-(n+p+2) pour tout
J^n x n s -

s € U .

Montrons 1 ) : Soit r\ un point générique de S . Si r\ î f(Supp F), X = P et

dim(P-X) <_ N-(p+2). Si ri € f (Supp F), comme R^p^tF ) est un ()p -module de type

fini pour J ^ P » d im(P-X) _< N- (p+2) . Il existe un ouvert dense V< de S tel

que, pour tout s € V. , d im(P-X) <_ N-(p+2).

Montrons 2) : Soit r\ un point générique de S . Si r^f(Supp F), on a :
dim(T n (P-X) ) <_ N-(n+p+2) pour tout n > 0 . Si r i€f(Supp F), soient n un entier
> 0 et z € ( ( P - X ) n T ) . Il existe x € U Supp Exf^F,^) tel que z € T7I .

- n T} j^n x

Comme R p^(F ) est un c)p -module de type fini pour C K j ^ p , on a (proposition
^

5) :

prof F^.dimc^^p.2 .

Donc dp F = dim 0 - prof F < dim 0. -p-2 et Ext^F.C^ L = 0
T I , / ^ l i î" i l î ^ — ' i ï ^ - T | A Â

pour j > dim 0 -p-1 et dim 0 > n+p+2 .— F|,Z ri,z —

Si V? est l 'ensemble des points se S tels que dim(T n (P -X ) ) <_ N-(n+p+2)
pour tout n > 0 , M^ est ouvert (proposition 1 2 ) et dense dans S . Pour terminer
la démonstration de cette proposition, on prend pour U l'intersection de V, et

^ •
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® Démonstration du théorème 2.

Soient (S ,X ,F ,p ) comme en O . a ) ,b) ,c) ,d) et vérifiant les conditions 1 ) et 2)
du théorème 2. Montrons comme précédemment que les hypothèses 1 ) et 2) du théorème 3
sont vérifiées, éventuellement après un éclatement de la base S .

Si s? f (Supp F), X ^ = P ^ . Si s € f ( S u p p F), comme R^p^F ) est un Cp -

module de type fini pour j < p , on a :

dim(P-X)^ <_ N-(p+2)

et par suite d 1 m ( ( P - X ) / S ) <_ N-(p+2). La condition a) du théorème 3 est vérifiée et
1 e reste après tout changement de base. Posons comme d'habitude,

T - u Supp Ext^F.CU et p(n) = p+n+2 pour n€lN .
n j^n x

Lemme 1 . L'ensemble U des points s C S tels que pour n > 0
dim(T^n ( P - X ) ) ^ ^ N-p(n) est un ouvert qui contient tous les points de codimen-
sion < 1 .

Démonstration :

Soient E un prolongement adapté de F , E* = Hom" (E,()p). Pour n > 0 ,

Supp K- (E*) = T^ (cf. corollaire de la proposition 13). La proposition 1 2 montre

alors que U est ouvert. Soit se S tel que dim 0 <_ 1 , montrons que s CU.Soient

n > 0 et z un point générique de T ^ n ( P - X ) . Il existe x € U Supp Ext^F,^)
j^n

tel que ze-TTÎ . Deux cas sont possibles :

1 ) x € X , i.e. x € U Supp Ext^F ,ûy ).
5 j^n s \

Comme R p^(F ) est un ûp -module de type fini pour j ^p

prof F + dim c'j-r > p+1->, A L x .r, z

i.e. prof F + dim 0 - dim 0 > p+1
^ î ^ ^ ^ î ^ S j X

i.e. dim 0 > p+1+dp Fs ,z s ,x

et Ext^F ûy ) = 0 pour j+p+1 > dim 0-> ^ x — s,z

et E x t ^ t F . C ^ ) ^ = 0 pour j+p+1 > dim 0
A A — S ,2
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Par suite dim 0 > n+p+2 = p(n) .
S ,2 —

2 ) x € X , t ^ s . x € U Supp Ext'^F^CL ).
t j^n t ^

Grâce à 1 ) , on peut supposer que z est un point générique de FxT n P . Dans
ce cas, l'hypothèse 2) du théorème 2 montre que :

pr-of F > p+1 .
L ,Â

Si dim c» - 1 , dim 0. = 0 et on a

p+1+dp F, < prof F, +dp F.. - dim 0. = dim 0
t'»" L » A L ^ A k ,Â X

et p+1+dp F. < dim 0 -1 = dim û^ »x z s »z

On conclut comme précédemment.

Remarques.

i) Ce lemme achève la démonstration du théorème 2 lorsque dim S< 1 .

i1 ) On a encore vu en cours de démonstration du lemme 1 (cf. 2 ) ) que si s est
un point de S tel que pour un n > 0 :

d1m(T^n ( P - X ) ) ^ > N-p(n)

il existe un point x € T tel que :

1 ) x € X , t= f ( x ) ^ s , prof F. > p+2
L ,X —

2) dim î77^ >_ dim(T7In (P-X)^) > N-p(n)

3) x € u Supp Ext^F ,ôy ), en particulier ' dp F. > n et
ĵ n '' "t ^ -

dim 0^^ = dp F^+ prof F^^ ^ p(n) = n+p+2 i.e. dim TT^ ^ N-p(n).

iii) Pour n > 0 , définissons l'ensemble

^ = •^'^X > il existe s € S tel que dim(T7T n ( P - X ) ^ ) > N-p(n)} .

1 1 possède les propriétés suivantes :

- Y^ est stable par générisation

- si y € Y ^ n P ^ , dim T7^ <_ N-p(n) (cf. i 1 ) - 3 ) ) .

Lemme 2 * II existe un morphisme ip : S ' —^ S , produit d'éclatements,isomorphisme
sur un ouvert U de S tel que codim(S-U) ^ 2 , des sous-schémas femés Y - de
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^(T ) pour n > 0 tels que, s1 P ' = Px S ' :n —— ————— — j
1 ) d1m(Y^ /S) <_ N-p(n)

'̂̂ n^n •

Démonstration :

II suffit de montrer ce lemme pour un seul n> 0 . On pose T = T , Y = Y ,
Jl= N-p(n).

Soient Z la réunion des composantes irréductibles de T dont les points
génériques sont dans Y et U - { t€ S , d1m(Z L^} , U est un ouvert et con-
tient tous les points de codimension <_ 1 .

Soit 4), : S- —> S un éclatement à centre dans S-U tel que le transformé
strict Z_ de 2 vérifie :

dim(Z^) ̂  H ( c f . [ 6 ] 5 . 7 . 1 0 )

Soient Z< la réunion des composantes irréductibles de T n p (S-U ) dont les
points génériques sont dans Y , U- = { te S , d im(Z- ) . ^J l } . IL est ouvert, IL => U
et IL contient tous les points génériques de S-U (cf. remarque ni)). De même,
soit ^ : S^ —^ S- un éclatement à centre dans S,-<p~ (Uj tel que,si 2< est le
transformé strict de y)'(2,), on ait

dimd./Sj ^ H .

En recommençant les mêmes opérations, on obtient :

- une stratification U <=U- <=.. .c U de S

- des éclatements ^p. : S. —> S . , le long de (4 ) ,o . . .oy) . , ) ' (S-U. ,) pour
1 = 1,.. . ,r

- des fermés Z. pour i € [0,... , r-1] , Z . c T f t p " ( S - U . J dont les points
génériques sont dans Y et tels que si Z ' est le transformé strict de

-1
( < P ^ o . . .o4)^) ( Z . j )

dim(Z^/S^) <, H .

r-1 <
On pose 4) = 4 ) i c . . .oœ. , Y ' = u (4), , o . . . o 4 > ) ( Z ' ) , S ' = S . Il est clair que' • 1 = 1 i+i r i r

Y ' vérifie les conditions a) et b) du lemme 2.
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Term-inons la démonstration du théorème 2 :

Soient S ' -^ S le morphisme construit au lemme 2, P ' = P ^ ç S ' , X'= X x ç S ' ,
1F ' = ^ * ( F ) , Y^ les sous-schémas fermés de ip' (T ) pour n > 0 , définis au lemme 2,

r = u Supp E x t ^ t F ' . O .). Vérifions que : d i m ( T ' n ( P ' - X ' ) / S 1 ) < N-p(n) pour tout
j^n A n -

n > 0 . Comme T . n X ' = u Supp Ext^t F" ,(?„.), on a : T'er^p'^T ).n ^ À n- n

Soient z ' € Tn ( P ' - X ' ) , s ' son image dans S ' . Il existe x ' E T ' n x ' tel que

z ' € n̂ L Si z = 4 ) ( z ' ) , x = 4 > ( x ' ) , on a : z € TTîn (P -X) .

Si x ' € Y . , z ' € Y 1 , et dim 0 . . > p(n).n n s çZ "~~

Si x ' ( ? Y . . x ^ Y et p(n) < dim 0 < dim 0. . .
" " ~" S y t. ~~ S y^

Ce qui achève de montrer que dim(T1 n ( P ' - X * ) / S ' ) <_ N-p(n) pour tout n > 0 et
ta première assertion i) du théorème 2. Nous avons vu que l 'assertion 1 i ) est une
conséquence de i) (cf. remarque Rp qui suit l 'énoncé du théorème 2) .

Vérifions la dernière assertion iii) :

Si (P-X) —> S est fini, vérifions que l 'on a déjà sur S :

dim(T^n (P-X) /S ) <_ N-p(n) pour tout n > 0 .

Dans ce cas, dim(T^n (P-X) /S) ^ 0 et il faut montrer que, si T n (P-X) ^ 0
pour un s € S , alors p(n)^N .Soient z C T ^ n ( P - X ) et x une générisation de z
dans T n x tels que dim Or-r = 1 . On a :n \ X j , z

^^^(xLx^-1

P^ ^ ( x î . x ^ P ' 1

^^^ftx)'^ \ = ̂ ^^x"0 pour ^^(P-^1)
T \ X /

et par suite n^N-(p+2) i.e. p ( n ) ^ N .
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