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IMAGES DIRECTES EN COHOMOLOGIE COHERENTE

Marguerite FLEXOR

Soient S un schéma affine noethérien, f: X — S un morphisme propre, & un
G—module cohérent plat sur S et Rf,F le complexe "image directe" associé & ces

données. A. Grothendieck a montré que ce dernier est un oompleie parfait, i.e.
représenté par un complexe fini de ﬂs—modules localement libres de type fini.

Soit p un entier> 0 et remplagons 1'hypothése f propre par I'hypothése plus
faible : les as—modu]es Rif,¥ sont de type fini pour i< p . Peut—on trouver un
complexe parfait L de as-modul&, un morphisme L — Rf,¥ qui induit un
isomorphisme sur la cohomologie en degrés < p . On montre, dans ce mémoire qu'il en est
ainsi lorsque X est un ouvert assez gros d'un espace projectif et lorsque & vérifie de
bonnes conditions de profondeur.

La construction de L est obtenue en montrant que Rf, ¥ est limite inductive

d'une famille de complexes parfaits dont les complexes tronqués en degrés < p forment
une famille essentiellement constante. Pour cela, nous sommes amenés a4 considérer la
catégorie des ind—objets "lim"L, et par dualité celle des pro—objets "lim"K,, .

Let S be a affine scheme, f: X — S be a proper map, & a coherent Oy—module
flat over S. By a theorem of A. Grothendieck, the complex Rf,% is perfect, i.e. can
be represented by a finite complex of locally free 0S—modu]es of finite type. Let p> 0
and replace the hypothesis f proper by the weaker hypothesis : the ﬂg—modules Rif, &

are coberent for i< p. Then we show that there exists a perfect complex L, a
morphism L —% Rf,& such that Hi(u) is an isomorphism for i< p, when X isa

big open set of a projective space and ¥ verifies good properties on depth. The
construction of L is obtained from Rf,¥ by consideration of ind—objects and by

duality of pro—objects.

Texte recu le 22 octobre 1986, révisé le 8 décembre 1988.
M.FLEXOR, Université Paris XI, Mathématiques, B3t.425, 21405 Orsay.
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Introduction

Les théoremes classiques de semi-continuité des fonctions du type
. i
s — dmk(s) H' (X8 k(s),Fe k(s))

ou S est un point d'un schéma affine noethérien S=Spec A ; X est un S-schéma
propre, F un Ox-modu]e de type fini plat sur A , sont conséquences de 1'exis-
tence d'un complexe parfait qui représente la cohomologie relative de F au-dessus
de S . Une maniere de construire L est la suivante : on sait que, pour tout i
Hi(X,F) est un A-module de type fini et est le i-eme groupe de cohomologie d'un
complexe borné C de A-modules plats. En général C n'est pas un complexe par-
fait (on peut prendre pour C un complexe de cochaines de Cech associé a un recou-
vrement ouvert affine de X). On construit L en procédant "de la droite vers la
gauche", i.e., si C est & cohomologie dans [0,p], on construit d'abord LP s
puis Lp’1,... de maniére que L soit un complexe parfait quasi-isomorphe a C .

)

Lorsque X —> S est de type fini mais non nécessairement propre, il se peut que
HO(X,F) soit un A-module de type fini et le reste aprés tout changement de base
et dans ce cas, on aimerait bien avoir un théoréme de semi-continuité du type
précédent.

Faute d'informations sur les groupes HY(X,F), pour i>0 , cette maniéere
d'opérer "de la droite vers la gauche" ne fonctionne plus.

Par contre une extension d'un théoréme de D. Lazard donne une premiére indica-
tion : le complexe C , qui réalise la cohomologie de F au-dessus de S , est
Timite d'une famille inductive filtrante de complexes parfaits (LX). Dans ces con-

s i e i
ditions, pour tout A-module M , H (X,FoAM) = _;g H (LAeAM) et on peut se deman-

der, lTorsque p est un entier > 0 et lorsque H’(X,FQAM) est un A-module de

type fini pour tout i<p et tout A-module de type fini M , si un complexe LA

(quitte a modifier la famille (L>)) fournit déja la cohomologie en degré < p de

CeAM , pour tout A-module M.

Indiquons comment 1'on procéde pour obtenir ce complexe parfait L qui repré-
sente éventuellement la cohomologie de RT(X,Fe.) en degré < p : soit (LA) la

famille inductive de complexes parfaits, telle que (= lim L

) la famille duale
A
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(LK= Hom'(LA,A)) définit un pro-objet dont i1 s'agit de voir que la cohomologie en
degré dans 1'intervalle [-p,0] est essentiellement constante. On peut cette fois

procéder "de la droite vers,la gauche".
I1 y a deux parties bien distinctes dans ce travail.

Premiére partie : elle est "cohomologique" et consacrée aux :

1) pro-objets de la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules. On donne des
critéres pour qu'un systéeme projectif de complexes bornés soit essentiellement cons-

tant, par exemple si :
- sa cohomologie est essentiellement constante (théoreme 1)

- i1 existe une bonne stratification de S=Spec A telle que sa cohomologie
soit essentiellement constante sur chaque déformation infinitésimale de
chaque strate (cf. théoremes 3 et 4)

2) ind-objets, dualité entre pro-objets et ind-objets. On obtient le théoréme
(nommé théoréme 7) sur lequel s'appuie la deuxiéme partie : la cohomologie en
degré < p de CoA. est donnéepar la cohomologie en degré < p de LaA. , ou L
est un complexe parfait, si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

a) la cohomologie de CoS. en degré < p commute aux Timites adiques

8) pour tout fermé irréductible S' de Spec A, il existe un ouvert affine
non vide U=Spec B de S' sur lequel 1la cohomologie de (C@AB)oB. est

B

donnéepar la cohomologie en degré < p d'un complexe LBaB. , 00 L estun

complexe parfait sur B .

Deuxieme partie : elle est de nature géométrique. On revient au complexe RI'(X,F),
i.e. a la théorie des faisceaux algébriques cohérents et on montre en particulier
que, lorsque X est quasi-projectif et lorsque F vérifie des conditions de pro-
fondeur appropriées, alors un tel complexe L existe, en vérifiant que les condi-
tions a) et B) citées ci-dessus sont satisfaites.

Les objets et techniques employés dans cette deuxieme partie étant de nature
distincte de ceux de la premiére partie une introduction spécifique est faite au
début de cette deuxieme partie. De plus, les résultats de la premiére partie utili-
sés étant essentiellement les théoremes 6 et 7, elle peut étre lue directement..
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I - Pro-objets

Soit A une catégorie. Nous aurons a considérer la catégorie Pro(A) dont :

- les objets sont les systeémes projectifs (Ma)i€1 d'objets de A, si I est
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "Lim" M, 1'objet de

Pro(A) correspondant acl

-si "lim"M et "lim" N. sont deux objets de Pro(A) :

Tl o Fa Y
Hom ("1im" M_, "1im" N.) = 1im 1im Hom,(M ,N.) .
Pro(A) ‘EET o T 33 o Ao

Le foncteur i:A —> Pro(A) qui a un objet M de A associe le pro-objet
(Ma)ael > I réduit a un élément o et M =M , est pleinement fidele.

De plus, si les limites projectives existent dans A , on dispose aussi du
foncteur :

Lim: Pro(A) — A

défini par Lim("lim" M.) = 1im M_ et d'une fleéche naturelle dans Pro(A) :

~ % ' Gl ©
i(lim ("Lim" (M,)) — "Lim" M_ .
Gl Gl ¢ e
Soit "é%?" M€ Pro(A). On dit que "é%?" M, est essentiellement nul si pour

tout a , il existe “d'z_a. tel que le morphisme de transition Ma. — Ma soit

nul.

Si F:A — A' est un foncteur covariant, il se prolonge de manieére évidente
en un foncteur que 1'on note encore F: Pro(A)—- Pro(A").

Définition. A = sous-catégorie pleine de Pro(A) des objets isomorphes aux objets

du type 1i(M), pour M€eA .

La proposition qui suit donne une caractérisation de A , lorsque A est une

catégorie abélienne.

Proposition 1. Soient A une catégorie abélienne, Me A , "l;m" MAE Pro(A). Les con-

ditions suivantes sont équivalentes : A
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1) vlim" My = i (M).
X"

2) 11 existe v = (w})em Hom(M,M>) monomorphisme pour A>>0 tel que

’]‘LX

"1im" Coker y, soit essentiellement nul.
- A

2') Comme en 2), de plus M est facteur direct de My (par w)\) pour A>>0 .

3) 11 existe o = (w;\))\»OE 1_@ Hom(MA,M), 0, épimorphisme pour A>>0 et tel

que "lim" Ker ¢, soit essentiellement nul.
530

3') Comme en 3), de plus M est quotient direct (par ©,) de M, pour A>>0 .

4) Les deux foncteurs sur A , hM = HomA(M,.) et h“L‘l""M)\ = ]lﬁ HomA(M)\,.)
sont isomorphes.

De plus s'il en est ainsi, 1im M, existe dans A et on a :

-« )
N
1(% My) ~ "1im" M, dans Pro(A) .

Remarque. Selon [5], 1'assertion 4) signifie que le foncteur pro-représentable

Nuqs est effectivement représentable.
1im"M
-— )

Démonstration :

La donnée d'un morphisme ¢ : "M" MA —> (M) dans Pro(A) est équivalente

a la donnée d'un systeéme de fléeches (uak))‘>>0

@ ¢ M)\—-> M

compatibles aux morphismes de transition, i.e. B>X , s 7
transition :

g est le morphisme de

m ¥,
&DB:MB—%MX—)&M.

La donnée d'une fléeche q)-1 inverse de ¢ dans Pro(A) est équivalente a la donnée
d'un systeéme de fleches (w)\))\ s v.pA:M — Mk , compatibles aux morphismes de tran-

sition, i.e. pour B> , w)\ = WBXWB et vérifiant de plus
a) wow-1 = 1di(M) = 1dM (car i est pleinement fidele), i.e. pour AD>0
ldy = 0¥y

-1 .
b) © o0 = Wuq: wy » i.8. pour AD>0 et B>A , Y,o@, = M. .
1im M)‘ = A8 BA

On vérifie aisément que 1) <= 2')<=> 3'). Si 1'une de ces conditions est véri-
fiée, ¥y est injective pour A>>0 et on a
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Tim @ lim ¢
=~ Ay =—"A 1inm

\d A Lim M,

= lim i, : lim M

11mM }\

et lim M, =~M . D'autre part avec 2) ou 3), on a aussi

HomA(M,N) =4 1_;\r>n_ HomA(MA,N)
pour tout objet N de A . Par suite i(M) = "Lim"M, et on a 1) <=-2) <= 3)<=4).

Corollaire 1. Soient A un anneau, S=Spec A, A la catégorie des Os-modu1es,

A c la sous-catégorie de A des A-modules quasi-cohérents, "1(1'_m" Ka un objet de

Pro(ch), K sa limite projective dans A.

1) si "Lim" K €A alors
a) K est quasi-cohérent, "M KazK dans Pro(ch), i.e. 11m K Ech

b) Pour tout A-module M , KsAM = b_r_n Ka@AM o~ "L[n KQ@AM dans Pro(A).

c) Si U est un ouvert de S = Spec A , si lm Ka|U désigne la limite

-

projective de "1<1'r_n Ka]U dans la catégorie des 0U-modu1es, on a KIU = lim KaIU .

2) Si S est réunion finie d'ouverts affines U; ,
i€l , d'anneau Ai > st A1. désigne la catégorie des Ai-modu1es, alors

ny}am" x T 1 "l am" " 1
1im" K €A si et seulement si "lim KocIU].EAi pour tout i€l .

Démonstration :

1) Si M KGGA s Kee m KOL , i.e. il existe a, tel que pour “Z% , K
soit un facteur direct de Ka et "lim" Ka/K soit essentiellement nul. Ceci reste
oo
encore vrai sur tout ouvert U de S , ou aprés tensorisation par un A-module M .
Par suite K, ="lim" Ka|U dans Pro(0;) et KeMx"lim K,eM dans Pro(A). Les

assertions a b), c) s'en déduisent aisément.
2) Grace a 1), i1 suffit de voir que si "]1m" K IU €A pour tout i€l ,
u " . -
alors hm K €A . Posons 1. = ll@ Kalui pour tout i . D'apres 1), K]. est
i _ . : . Ja G [k BT '~
quasi-cohérent, il existe un isomorphisme ui : K]. —_— Ll“ Ka[U. et pour jeIl ,

. Si K' est le A-module défini par les (K) K'

on a jel »

K. = K.
1[U1.nUJ. J|U]~ﬂUj
est quasi-cohérent. Si u = (ua) $ K= "lim Ky est la fléche définie par les
isomorphismes (ui)iEI s Uyt K' — Ka est injectif pour o>>0 (c'est vrai sur

chague ouvert Ui) et "lim" K/K' est essentiellement nul (c'est encore vrai sur
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chaque U.). Par suite, K'="lim" K et K=K'.

Corollaire 2. Soient f:A —> A' un homomorphisme fidélement plat d'anneaux, A

qc
(resp. Ac';c) la catégorie des A-(resp. A'-)modules quasi-cohérents,

1im" K € Pro(ch). Alors "lim KGEAQC si et seulement si "lim" K oA €A%

Démonstration :

Si K est un A-module tel que K.~_"lir_p" KQ , K est quasi-cohérent, K est
facteur direct de Ka pour o> 0 et "Li_m" Ka/K est essentiellement nul. Ces
propriétés sont conservées lorsqu'on effectue le changement d'anneau A — A', et
il est clair que

KeA' =~ "1im" K 8A' .
<~ a

Inversement, si "l_ir_n" KQeA's'X‘, soit (K',u'), o K' est un A'-module

quasi-cohérent, u'= (u') vy ¢ "lim" K eA' —> K' un isomorphisme dans Pro(A').

Par descente fidelement plate des A'-modules quasi-cohérents, i1 existe un

A-module quasi-cohérent K tel que KeA'=K'. Soit a, tel que la fleche

u("l :Ka eA' —> K' soit définie, toujours par descente fidelement plate, u& est

0 0 (]
de la forme ua°°1A‘ , avec uao: cho —> K . Si “cho: KB —_ Kao est pour B> a,
la fleche de transition du systéeme (ch)’ us=u%o1rscto et on a la fléeche

v (“e)sgao‘ "1im" K —> K

tel que wuetp,=u'. Pour 8>>0, U's est surjectif et il en est de méme de u
De méme “lim" Ker ué est essentiellement nul et i1 en est de méme de
"1im" Ker ug - Par suite

g

« N S "
u:"lim KB —> K
est un isomorphisme.

Définitions. Si U est un ouvert d'un schéma affine S=Spec A et si
0= (o) : K== "1in" K est une fleche dans Pro(A) (A = catégorie des

[¢3
Os-modules), avec K€A, on dit que ¢ est un isomorphisme sur U si :

i) 0, est injectif sur U, pour a>>0 .

ii) Pour tout a , i1 existe B>a tel que la fleche de transition
coker “’B —> coker @, soit nulle sur U .



12 M. FLEXOR

Autrement dit, L;m Ka}U est essentiellement constant.

De méme si y = (wa()OL>>0 : "lim" K, —> K est une fléche dans Pro(A), avec

KEA , on dit que ¢ est un isomorphisme sur U si

3) wu est surjective sur U pour a>>0 .

jj) Pour tout o , il existe B>a tel que la fléche de transition
Ker vy —> Ker 9, soit nulle sur U .

Si U est un ouvert d'un schéma quasi-compact S réunion finie d'ouverts
2 3 . Ny amh « MY smM
affines (Ui)iel et si @:K — "Lim Ka (resp. v: ll" Ku —> K) est une
est une fleche dans Pro(catégorie des Os-modu1es quasi-cohérents) et K estun
Os-modu1e quasi-cohérent, o (resp. y) est un isomorphisme sur U si et seulement
si wlu (resp. w|U ) est un isomorphisme sur UnN U_.l pour tout i .
i i

Donnons pour terminer ce paragraphe sur les pro-objets un cas particuliéerement
simple.

Proposition 2. Soient A un anneau local artinien, k son corps résiduel, A la

catégorie des A-modules, "lir_n" Mae Pro(A), ou Ma est un A-module de type fini

pour a>> 0 . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) "Lin" M €A
~
2) ALY Mawke Mod (k) (Mod(k) = catégorie des k-modules)

3) dimk(ll'ﬂ Hom(Ma,k))< 4o

Démonstration :

11 est clair, par la proposition 1 et son corollaire, que 1) ==2) = 3).
Ba = Im(MB ~
est stationnaire de valeur Ma . 11 est clair que

Montrons que 3) =1) : pour B>a , soit M —_ Ma). Comme Ma est

artinien, le systeme (MBOL)B
"lil.“ Ma =5 "Lil"" Ma , de sorte que 1'on peut supposer les fleches de transition

MB — Ma surjectives et on a

Hom(Ma,k) — ’l_:_;_g Hom(Ma,k) .

Comme d1mk(1_;g Hom(Ma,k))< +0 , il existe o, tel que Hom(Mao,k) =
Hom(Mu,k) = 1_;;1 Hom(Ma,k) pour a>a, . En particulier, Maek = Maoek pour alo
et la longueur des A-modules Ma est bornée. Les fléeches surjectives de transition

0

MS — Ma sont des isomorphismes pour a>>0 .
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_ - . T e 3 - "Xt -
11 a catégorie Pro D(A) et les bi-foncteurs b‘tPro(‘lb(A))

2.1, Dans tout ce qui suit, A désigne la catégorie des modules sur un anneau com-
mutatif noethérien A, D(AR) 1la catégorie dérivée de A. On désigne par :

- DT(n), DT(A) Jes sous-catégories pleines de D(A) des complexes K pour
lesquels i1 existe un entier n tel que HY(K)=0 pour i<n (resp. i>n),
0P(A) = D*(A)nDT(A).

- Dcoh(A) celle des complexes dont les modules de cohomologie sont des A-modules

de type fini, D* , (A) =D __ (A)nD*(A), D,y (A) = Dy (A)ND7(A),

coh
b b
D2on(A) = D(A) N D oy (A).

coh

-D (A) (resp. D

parf(A)’ Dpar
(A), Db(A)) dont les composantes sont des A-modules 1libres de type fini.

;arf ¢(A)) celles des complexes de D*(A) (resp.

Dparf
- Pro Db(A) la sous-catégorie pleine de Pro D(A) formée des "lim" K, Ppour

lesquels i1 existe un intervalle [a,b] de Z tel que Hj(Ka)= 0 pour tout o

si jgla,bl , par Pro D'(A) (resp. Pro D*(A)) celle des "l;g" Ka pour

lesquels i1 existe un entier p tel que HJ(Ka)= 0 pour tout o , si j>p
(resp. si j<p).

On définit de méme D(0g), 0°(0), Pro 0P(0g) etc... si 0
des fonctions d'un schéma noethérien S .

S est le faisceau

+ 4 . -
Pour Dparf(os)’ Dparf(LS) etc..., les composantes considérées sont locale
ment 1ibres de type fini.

—~ NS

Comme en I, on définit D(A) (resp. Db(A),...) la sous-catégorie pleine de
Pro D(A) (resp. Pro Db(A),...) des objets isomorphes aux objets de D(A) (resp.
Db(A),...) considérée comme sous-catégorie pleine de Pro D(A) (resp. Pro Db(AL".l

Remarque. La catégorie D(A) (resp. Db(A),...) n'étant pas abélienne, la proposi-

tion 1 de I ne s'applique pas a Pro D(A) (resp. Pro Db(A),...). Pour Pro Db(A),

elle s'applique néanmoins indirectement, en ce sens que, comme nous le verrons par

Ta suite,un objet "lim" Ka de Pro Db(A) est isomorphe a un objet de Db(A) si
o

et seulement si, pour tout p , AL Hp(Ka) est isomorphe & un A-module, autre-

ment dit si la cohomologie de "lim" K~ est essentiellement constante (cf.

théoreme 1 ci-dessous du paragraphe 2.5).
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Les paragraphes 2.2, 2.3, 2.4, qui suivent, décrivent des prolongements de
propriétés bien connues sur D(A) & la catégorie Pro D(A).

>p
2.2. Les foncteurs '[Sp s T

Pour p€Z , on définit les foncteurs -r<p,-rzp: D(A) — D(A) par :

si LeD(A) 1, (L) : mm=m P2 > 1PN s ker(lP — P!y — 0

<p
T—>—p(L) 0 —> Lp/lm(Lp"l —P) — Lp*“l — P .

qui se prolongent naturellement a Pro D(A). De méme les foncteurs naturels :

L -Lan, TZP(L) , -r<p(L) Lan | e prolongent a Pro D(A) en :
>D "y 3t - N3 ath >p
T—(lﬂl Ka)—lml*r—(l()

Tsp("Li_Inll Ka) = IlLir_n“TSp(Ka) .

. NS lt - . . Ny 2l .
Lemme 1. Si Ll'_“ K, € Pro Dcoh(A)’ il existe m Lae Pro Dparf(A) et un isomor-
1 - . " sm" " smh . . o
phisme u-= (ua : Ll’_“ La = 1<lr_r_1 ch tel que Uy soit un isomorphisme pour
tout o .
Démonstration :
Soient Mgy KB —> K, » pour B>a, les fléches de transition de "lim" KB'

Pour tout o , il existe (Lu,ua), ou Lu€ Dparf(A)’ Uy Lcl —_ Ka est un quasi-
isomorphisme. Pour B>a , soit 9y la fleche de D(A) définie par le carré
commutatif :

u
Lg —> Kg

of I
u

L %K
a o

Le systeme projectif (La,qsa) définit un objet Ly_n La de Pro Dparf
isomorphe & "lim" Ky

(A)

coh

(A)s

Lemme 2. Si A —- B est un homomorphisme d'anneaux et si "ll"_"" Ka€ Pro D
on a dans Pro Db(B) :

sz("Li_m“ KQ%B) = TZP(TZP(..L.Lmn Ka)%B)

et si "lim" K €Pro Dpar

NOR

DP( 7 smu _ L OPrutiom
‘t-—(](y_n KaeB) —T~(L1_r_n Ku)oB .
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Démonstration :

. - o, _,
Si Le Dparf<A)’ on a LeB = LeB et
sz(LoB) = (0 — LpoB/Im(Lp-loB —_ LpoB) —_ Lp”oB —_——--)
= (0 = LP/1m(LP™! — LP)eB — LP*1eB —>---)
= T—>-p(L)sB

= 2P(L)%B = 2P(2P(L)8B) .

et la derniére assertion est claire. Montrons la premiére.

Soit "l_i_r_n" Lae Dparf
phisme pour tout o . Pour tout o , on a

- Q

> Qpy _ OP
T—p(KaoB) = &4 (LQ@B)
et 2P(2P(k)%B) = PP )% B) - 2P (2P (L _oB)) = TZP(LGQB).

Par suite 2P("Lin" K $8) = 2P(2P("Lin" k)% B).

. 5 n < " b . . " o " -
Lemme 3. Si "lim" K €Pro D . (A), il existe “lim L,€Pro Dparf(A) et un
entier p tel que 1'on ait un carré commutatif d'isomorphismes

~

" < " " S n
Um* L, == "L Ky

can [ llcan
T.Zp(hmn LJ o sz(nmn Ka) .

Démonstration :

) Si "Li_m" Ka€ Pro Db(A), il existe un intervalle ([p,q] de Z tel que
HJ(KG) =0 pour tout o si j¢[p,q] . En particulier les morphismes canoniques

u qu("m" Ku) —_— ul.i_mu K

[}
TR ) >P Ny 3 mit
v tlimt K= =P (Lt K )

sont des isomorphismes.

15

(A), (uy):"Lim" L ~"lim" K~ tel u soit un isomor-
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parf(A) et un

Comme 7, ("lim" K )€ Pro_,n0 (A), i1 existe ALE L EProD

isomorphisme :

v:"lim" L =

L L, > i )

o
Le carré commutatif :

. UoV, .
Il".‘mll II] "
La —> "lim KQ

] D

>P NY3smh >p nYsmh
= ("lim" L) —— 1= ("Lin" K )
est un carré dont toutes les fleches sont des isomorphismes.

2.3. Si M est un complexe, on pose H*(M) = e Hn(M) et si "1<1'_m" Ma est dans
neZ
Pro D(A), on pose

H*("L'i_m" Ma) = umu H*(Ma) .

Si MeD(A), si neZ , par définition M[n] est le complexe dont la p-iéme
composante est MP*" . Si "lim" M_€Pro D(A), si n€Z, par définition

("ﬂ_r_n" Ma)[n] = "L(ixr_“" Ma[n] .

Proposition 3. Pro Db(A) est une catégorie triangulée.

Démonstration :
. . . s b
Soit ©: "lim" K — "1im" L, une fléche dans Pro D (A). Dans AxB ordonné
e B B

par la relation : (a,8) < (a',8') si a<a' et B<R', considérons le sous-

ensemble T des éléments (a,B) pour lesquels la fleche : Ka — L

waB g
induite par ¢ , est définie. Pour tout B , il existe o tel que wozB soit défi-

nie et par suite T est filtrant. On note (a —> B) 1les éléments de T . Pour un

élément (o —> 5) de T , on note Mowa le mapping cone de ©48 et M) le
pro-objet "lim" M o qui est encore dans Pro D°(A). On a une flache évidente :
(o>8)
"lim' L, —> "lin" M
% B 55 OB
et une autre
"Lim"M — "1im" Ka“]

&
1

o>
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définie de la maniére suivante : pour tout o et tout & , il existe % et une

avec o . Sioal
g 2@ - 51 o'za

fleche %OB: KO‘0 — L 5 ’wa‘B:Ka' —_— LB est définie,

j.e. (o' = B)ET , et il en est de méme de la fléche composée :

: Ma‘ —_ Ka.[‘l] —_ Ka“] .

Ya'8,a -8

On vérifie que les forment un systeme de fleches compatibles aux

Wal_’B,a
morphismes de transition.

Ceci montre que toute fleche ¢:"lim" K, —> "lim" LB peut étre insérée dans
a

un triangle. On vérifie encore que les axiomes des triangles sont satisfaits. Le
foncteur de translation est défini de maniére évidente. Un triangle est distingué
s'il est isomorphe a un triangle du type, ou M(v) est le mapping cone de ¢

M(w)

ullnu Ka = I(i_m“ LB .

2.4, Pour M,N€D(A), neZ , par définition

ExtB(A)(M,N) = Homppy (ML-n1,N) = Hompy ) (M,N[n]) .

" . n b 1 - .
Pour "lim M)\e Pro D"(A) et NeD(A), on définit
N uysom s n
EXtPro( 1im M)‘,N) = 1;\& EXtD(A)(MA’N)

]_;\m HomD(A)(MA[-n] sN)

pr.o("l%n" M,NInl) .

Pour M,Ne Db(A), on a une suite spectrale convergente :

(%) gg’q = Extg(A)(Hq(M),N) asxtg‘(’g)(m,w) .

$i "lim" M, €Pro Db(A), NeD(A), i1 existe un intervalle fini 1 de Z tel

que Hq(MA)= 0 pour tout X si q¢l et la suite spectrale définie par

"‘P,q = 9 p q = p NWylsim" q
EZ 'l_;\ﬂ Ext"(H (M)\),N) Extpm( lln H (M)\),N)

est encore convergente et converge vers Extg:g("l_'i_m" MA,N) (on utilise le fait
que lim est un foncteur exact sur 'A). Autrement dit, la suite spectrale («)
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définie et convergente pour M€ Db(A) se prolonge pour ME€ Pro Db(A).

Si "1im" M. et "lim" N_ sont dans Pro Db(A), par définition, pour n€Z
- I a

-—
Ethl‘o("M" M;" ulmnNa) = Hompro("ll@“ M)\[_n] ,"Li_rn“ Na)
nyimt WY zon _ . . n
" OMprol LI My LI W) - e g o) MM -

. b by A
Remarque. Soient llﬂ‘ M;\ED (A), MeD"(A), tels que M = l1_r_n M

b(

3 et soient

b Yo .
m\ NaeProD A), NeD"(A), tels que N = lln Nu,ona.

n . - n n Ny imh WY s mh
ExtD(A)(M,N) = Extp o D(A)(M’N) ~ Extpm( Lim" M, ,"1im Na)
le dernier isomorphisme étant défini a partir de ¢ et vy .

Proposition 4 (Deligne [4] prop. 3). Si u:"lim" K. — "1lim" L. est une fleche
o o b/ - o -~
de Pro D°(A) et si H*(u): H*("Lim" K.) —> H*("]

est de méme de u .

i
im" LJ.) est inversible, il en

Démonstration :

Nous allons en fait montrer que pour tout "Ljr_n“ Mae Pro Db(A), la fleche
définie par u :

pl‘m"Mu: Hompro("Li_m" Lj’nmn Ma) —_— Hompro(nmu K.i’nmu Ma)

est un isomorphisme. Comme

Hom

prol"Lim" Ly,"Lim" M ) l&@ Hom(" Lim" L ;.M )

et HomPro( nmu K'i’"m" Mo.) = ]‘;11 Hom("l}'_'l‘" K'i ’Ma)

i1 suffit de montrer que Py est un isomorphisme, pour tout objet constant
Me Db(A). Utilisons les deux suites spectrales définies précédemment. -

PAryy _ poeP  (n1sn 1 Wi T

E2 (K) = Extpm( 1im" H (Ki),M) =>H°mPro( 1im Ki[ p-q],M)
pq - p " 3 " q " ] " -T) -
E57(L) = Extp, ("Lim" H (LJ-),M) == Homp, . ("1im Lj[ p-ql,M) .

Par hypothéese, les fléches induites par u sur les termes qu(K) et qu(L)
sont des isomorphismes et il en est de méme de leurs aboutissements. D'ou la propo-
sition.
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2.5. Criteére pour qu'un élément de Pro Db(A) soit isomorphe 3 un élément de DRA&

Pour illustrer le probleme, examinons le cas des complexes de longueur 1 :

Si K:0 — k¥ — K1 —> (0 est un complexe de longueur 1, dans Db(

correspond bijectivement & un élément

A), K

2

£ € Ext?(H'(K),HO(K)) .

Le prolongement naturel a Db(A) de ceci, s'il existe, doit donc &tre :

5 Ny s mh b 0 1
Si ll@ Kae Pro D (A), Ka de la forme 0 — Ka — KQ —> 0 pour tout a,

w1 s s R .
ll@ Ka correspond bijectivement & un élément

2 wysen gl wy im0
ge bxtp ("Lim" HI(K,),"Lim" H7(K ) .

La donnée du pro-objet "li@" Ka détermine bien la donnée des pro-objets de

5 " . " 1 n ] " 0
cohomologie llm H (Ka) et llﬂ H (Ka)' Par contre, les foncteurs

Extz(.,Ho(Ka)) étant contravariants, i1 n'est pas clair que 1'on puisse obtenir

un tel élément. C'est néanmoins le cas (prop. 6 ci-dessous). I1 s'ensuit aisément

(théoreme 1) que "lim" K est isomorphe a un objet de Db(A) si et seulement si

a

"y amh 1 "ny3sm" o] : ) .
Lim" HY(K) et "lim" H (K,) sont essent1e11gTEpt constants. C'est encore vrai

" am' b = 1 " sm! b 1 " am"
pour "lim" K €Pro D"(A), & savoir "lim" K €D (A) si et seulement "lim H*(K,)
est essentiellement constant.

Les deux lTemmes qui suivent permettent de dévisser les complexes de longueur
donnée en complexes de longueur plus petite et par conséquent aménent & raisonner
par récurrence sur la longueur des complexes considérés.

Lemme 1. Soient KE€ Db(A), acZ, p: 1<a(K) —> K le morphisme naturel. Le com-

plexe TZ§+1(K) s'identifie naturellement & M(v) = mapping cone de o , i.e. le

triangle

est distingué. De plus si &: 12a+1(K) — T,(K)[1] est la fleche définie par le

c6té gauche de ce triangle -

M(£) = mapping cone de £ ~ K[1]
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(cf. aussi [2] prop. 13.3 page 29).

Démonstration :
si d: KN — Kr+1
a+1)

désigne la différentielle en degré r du complexe K ,
a ,i:2% e K¥, M(p) est le complexe

7% = Ker(K® — K

<_da-2 0 \ (_da-1 0 > :
i 3'3) -1 a2 \oid @72 o (-d,0)+(2,d®7Y)
-id d a-1 ,a-2 id d ZaeKa 1 s a+1

- —— K &K K@ — K _— -

can
et Mo) —=— 22 (M(g)) = 221 (k).

La derniére assertion est une conséquence de la premiéere.

Lemme 2. Soient a€Z, D,LeD(A), D concentré en degré <a, L concentré en

degré > a+1 et

E = {classes d'isomorphismes dans Db(

22 (=) .

A) d'objets K tels que 1<a(K)=D ,

La fleche T: HomD(A)(L,DH]) — E , définie par :
si g€ HomD(A)(L,DH]), I'(g) = classe d'isomorphismes de M(£)[-1]

est une bijection.

Démonstration :

Décrivons la fleche inverse Ao de T : soit (K,u,v)€EE ou Ke Db(A),
u
T<a(K)5D et TZaH(K)LL . Appliquons Te lemme 1. Soit la fleche de Db(A)

g 22N K) = 1, (K1)

attachée au complexe K telle que M(£')=K[1]) . Si [K] désigne la classe de K
dans E , on pose

BUIKD) =ullegev™" € Homy 1 (L,001)

Par construction, si & =A([K]), M(E)~M(E')=~K[1] et il est clair que T et
A sont inverses 1'une de 1'autre.

Généralisons ces deux lemmes & Pro Db(A).

Proposition 5. Soient "Li_rn" K € Pro Db(A), a€Z, v le morphisme naturel
a

&DZTSa(lln Ka) —>"<jin“ Ka .



PRO-OBIJETS ET IND-OBJETS

Le pro-objet T2a+1(

¢ , i.e. le triangle :

>a+1(“hm" K )
-« a

u/ "\
\
\

R ‘D WY 3 mh
TSa(llm Ka) lim" K

est un triangle distingué. De plus si

Za+1(

[ ¢ “11m" K ) -1, ("hm" K [11)

est la fleche définie par le c6té gauche de ce triangle :

M(£) = mapping cone de £ = "M" Ka“] .

Démonstration :

Pour tout a« , on a un morphisme naturel de complexes LN TSa(Ka) — Ka

sorte que M(p) = "lim" M(p, ), ou o est la fleche composée
o Ba Ba
Boa
Og "ga(Ks) — TSa(Ku) — K,
et M(wﬁa) est le mapping cone de Ogy
Pour B'>B8>a , on a les morphismes de transition du systéeme (M(uam)8>cL

M(ws.e) —> M(o,,) — M(ws ) = Mo,) -

“88

. : Qan a+t i
Apphquons le Temme 1 : M(o ) = Mo ) = Mo,)) =t

>a+1
aa =Ky

>a+1(K ).

M(wss) De sorte que 1'on a une suite de morphismes

va+l da+1

22 o1 ) = 22T (Kg) = 22 (g )) — 22

da+1
(k)

dont les composés deux a deux sont les morphismes de transition des systémes

'r—>-a+1(M(<p )) et TZaH(Ka) respectivement. Ceci montre que :

TR wysen o oa+]
%;_r; Mlogy) = "Iim" =7 1(K ) .

La derniére assertion est encore une conséquence de la premiére.

.y o . Y 2t b nysmh b S
Proposition 6. Soient a€Z, "lim" D €D"(A), "lim L €D (A), D concentré en

degré < a , La concentré en degré > a+1 pour tout o et

K_). De méme
Q

21

"Li_r_n“ Ku) s'identifie naturellement @ M(v) = mapping cone de

de
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E = {classes d'isomorphismes dans Pro Db(A) d'objets l_]ﬂl' KQ tels que
NYimh ~ "13m" _,Za+1 NYim" ~ 3
Tﬁa( 1im KQ) ~"lim" D et =1 ("1im KQ) o~ 1.

ll’Iimﬂ L
-«— o - < o

La flache TI: Homp ("lim" L ,"lim" D [1]) — E , qui & un élément

geHompm("l_ir_n“ La’“ll"‘ Da[”) associe la classe d'isomorphisme de M(g)[-1] ,

est bien définie et est une bijection (ou M(£) = mapping cone de £&).

Démonstration :

Soit g£:"lim" L — “lim" D_[1] . Vérifions que M(£)[-1] est bien dans E:

M(E) = "1im" M(E, )
(gjen B

avec A' = {(B,a) tel que —_ Da[1] soit défini} , A' est ordonné par

la relation

Ech: LB

(B,a) < (B',a') si et seulement si B<B' , ala' .
On a :

da+1
{ = (M(gBa)[-H) o LB
TSa(M(EBa)[-H) B DOL

et on vérifie facilement que

Tg_a+1(M(£)[_1]) ~ umn Ls

T (M(E)(-1]) & "Lin" D .

Compte tenu de la proposition 5, on procéde comme pour le lemme 2 pour montrer
que T est une bijection.

Remarque. La proposition 5 peut encore s'énoncer sous la forme suivante : Pro Db(A)
est une catégorie t-triangulée (pour la définition d'une catégorie t-triangulée,
cf. [2]).

Théoréme 1. Soit _L_n_n Kae Pro Db(A). Les conditions suivantes sont équivalentes :
S
1) "lim" K_€ D°(A)
< a

2) "lim" Wr(k )€k .

~./

De plus, s'il en est ainsi, "lim" K, € Dgoh(A) si et seulement si lim H*(K ) est
a

un A-module de type fini. -
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Démonstration :
1) =2) : S$'il existe L€ DD(A) tel que "li@" Ka = L dans Pro Db(A),
alors  "lim" H*(K ) = H*(L) dans Pro(A) et H*(L) = lim H*(K ).
. . P . b
De plus, si 1lim H*(K ) est un A-module de type fini, il existe L'€D_ . (A)
- a o~ coh!

: 0y mn Wy b
tel que L' - L < "lin" K et "Lim" K €D (A).

coh

2) =>1) : On peut supposer et on suppose que les complexes K sont concentrés
en degréssitués dans 1'intervalle [a,b] de Z . Nous allons raisonner par récur-
rence sur 1'entier n=b-a .

Si n=0, H*(Ka)= ch pour tout a et c'est clair dans ce cas.
Si n>1 , grice a 1'hypothése de récurrence, il existe :
- un complexe L€ Db(A) concentré en degré > a+1 et un isomorphisme

~

DL 3 P
usts (MLmt K) S L
- un complexe H concentré en degré a et un isomorphisme

. 0y gt
v.1<a(Lu_n ch) — H .

1 . >a+1 " Tm" " Tm" 3 P " 5 "
soit g:r= " ("lim" K)) — 1, ("1im" K )[1] la fleche associée a "lim" K,

(cf. proposition 5) et n celle définie par le carré commutatif suivant :

2841 uys Y
= (" lAm" K ) ==L

€ n
n Y 1 vl[\J]
Tsa( Lim" K )11 === H[1) .
On a, en utilisant la proposition 6

"im" K~ M(E)[-1] = M(n)[-1]

0y
et "lim" K €D’(A).

2.6. Soient A' une A-algébre, "Lim" Ky € Pro Db(A). Les fleches de transition
KB —_ Ka » pour B>a , se prolongent dans D(A'), en des fléches

K3AT — Kk B

B o

et permettent de définir dans Pro(D (A')) :
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Wyiow Doy _ owqsongy Lo
(ll“ KQ)@A = l;_m(KacA).

b(

Corollaire. Soient f: A —> A' un homomorphisme d'anneaux, "L'i_rp" KaE Pro D”(A),

n un entier:
——~— ~~
: Y 3mh b HY3mh >n & ] b 1
a) si "lim KQ€D (A), alors "lim" 1= (KaoA JED (A')

S
b) si f est fidelement plat, "lim" K %A'eDb(A‘) si et seulement si
— b7 -~ ¢
"T1im" K_€ D (A).
< a

Démonstration :

a) Soient L€ Db(A) et u:L — "llr_n“ Ka un isomorphisme dans Pro Db(A).
a

Pour tout o , on a une suite spectrale convergente :
pP,q _ q, ! P+G  Lps
E2,a = Tor_p(H (Ka),A ) =>H (Ka°A ) .
Dans Pro(A), on a deux suites spectrales convergentes :
EBY = Tor_(HI(L).A") = #P* 0 %a")
wyign pP9 wysen Q9 1 P+Q 0y smn 1
Lim" E5° = Tor_p( Lim" HY(K ),A") = H"("Lim" K eA ) .
La fleche u se prolonge en un isomorphisme des termes
Pq wysmn PG
B ='W B,

et donc des aboutissements
p+q &y, wysen yP+qr Qpo
HP*A(LeA") = "Lim" HP™(K €A') .
On conclut gréce au théoréeme 1.
b) Si f est fidelement plat, H*(Ka%A') = H*(Ka)oA' et dans ce cas

"1im" MY (K ) €A si et seulement si “lim" H*(K eA')EA', si A' estla catégorie
- a - a

des A'-modules (cf. corollaire 2 de la proposition 1), ou encore si et seulement
Lann"4

si "lim" K eA' € D°(A').

La proposition qui suit est une généralisation de la proposition 2 du
paragraphe I.

Proposition 7. Si ‘A" est un anneau local artinien de corps résiduel k et si

1w b~ " : P -
Lim" K € Pro Deon(A)s les conditions suivantes sont équivalentes :
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b) si p est un entier tel gque HJ(KQ)=0 pour tout o et j<p,

~—

0y smh n- b
("Lim Kaek)eDcoh

(k)

c) dim 1_;? Hom(H*(K ) ,k) < += .

Démonstration :

Par le corollaire du théoréme 1, il est clair que a) =>b). Par la proposition
2 du paragraphe I et le théoréme 1, i1 est clair que c¢) =a). Montrons que
b) ==c). On peut supposer H*(Ku) concentrés en degrés dans 1'intervalle [p,0] ,

p<0 , pour tout o et supposer aussi que "mv" K €Pro D
N *
Ka) € Dcoh

parf(A) . Posons

K = K ek . Comme 2P(

. (k), on a, en considérant k comme un com-

Hl.‘l_rnll
plexe concentré en degré 0

(%) dim Hi(Hom ("1im" K ,k)) < +o pour 0<i<=-p .

k' =—— "a
o

La suite spectrale convergente :
. qQryr s LgHr
(%+) ]_;_Lg ExtA(H (Ka,k) = lim H (Homk(Ka,k))
montre que :

. 0 9
1) 1ip Hom(H (Ka),k) = lip H

a
. . (o} wyson 0 N -
dim, 1_(1’_; Hom(H (Ka),k) < +o et 1{1; H (Ka) est isomorphe & un A-module de

longueur finie.

2) Par récurrence sur 1'entier -re€ [0,-p] , que "lim" Hr(Ka) est isomorphe
a

a un A-module de longueur finie.

En effet, si "li_m" HJ(KQ) est isomorphe & un A-module de longueur finie,
a

pour 0<j<-r:
; : qyd i ¢ -
dim, d_;)_ Ext™(H (K ),k) <+ pour q>0,0<J<-r .
Par la suite spectrale (** ) et la relation (*), on voit encore que:

. . r
d1mk 1_&5 Homk(H (Ka),k) < 4o

et "lim" Hr(K ) est isomorphe a un A-module de longueur finie. Par suite,
-~ a —~—

- ~ p 0y amit b
Lim" H*(K ) €A et par le théoréme 1, "lim" K €D\ (A).
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111 - Approximation des pro-objets sur un anneau complet

Dans ce paragraphe, A est un anneau noethérien complet pour une topologie
définie par un idéal I . Pour n>0 , on note An=A/In . Nous aurons souvent a
considérer dans ce paragraphe des objets "Li_rr_}" Ln de Pro Db(A), dont chaque
composante Ln est un complexe de A-modules annulés par " , i.e. Ln est aussi
un compliexe de An—modules, pour tout n>0 .

Proposition 8. Soient "lim" Ln€ Pro Db(A) et p un entier tels que pour n>0 :
m0

2) 2P(L,) €D, (A).

b) 2P(L,, BA) == P(L) dans D(A).

11 existe L€ Dgoh(A) et une fléche ¢:L — "lim" sz(L dans Pro Db(A) tels
n

n)

¥

que pour tout n>0 , la fléche induite par ¢ dans D(An)

2Pk ) — 2P(L)

soit un isomorphisme.

Démonstration :

On peut supposer que Ln 5 r—>-p(Ln) et est de la forme
P p+1 —— q
0—>Ln-—>Ln — —>Ln—>0
avec q indépendant de n , L:‘ 1ibre de type fini sur An pour i>p , Lg de
type fini sur An (cf. 2.2 du paragraphe II).

Soit by sz(Ln”%An) = Ln+1°An —_— Ln un isomorphisme dont 1'existence est

assurée par b). On va procéder de la manigére suivante :

par récurrence sur n , on construit :

N . . , - ) b .
1) un systeme projectif (Ln)n>0 »0U L€ Dcoh(An) est de la forme :

0 — Lr']p —---— 10— 0
Lr"1 est un An-modu1e 1ibre de type fini pour i>p, L,J,p de type fini sur An .
De plus, le morphisme de transition M, Lr'M1 — Lr’1 s'identifie au morphisme
naturel de complexes : Lr'1+1 — Lr'1+1°An , i.e. il existe un isomorphisme de com-

plexes ’ﬁ‘n: Ln+1oAn =~ Lr" .
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2) Un systeme de fleches wr']:L;) — L, , isomorphismes dans D(An), tel que 1'on
ait, pour tout n>0 , un carré commutatif :

o el
, n+1° Ay
Ln+1"An \‘n+1

W b
[0}

Lo ——p L

eAn

] L. 1 . " 1 " ] " T 11
Soit o' = (o) ot "Lim" Ly — "lim" L.
On prend pour L 1le complexe lim Lr'l et pour ¢ la fléche composée :
0
can, NYsm? [ ‘9' nysm"
L == "Lim" L} == "lin" L .
b
LE Dcoh(A) est encore de la forme
0 = LP e 19 — 0
avec Li libre de type fini pour p<i<q, LP de type fini. De plus, LoAner'l
(isomorphisme de complexes) pour tout n>0 .
] 3 NYsmh ] [ ]
L'existence de l_1_r_n Ln et o' = (‘pn)n>0 comme en 1) et 2) est assurée par

récurrence sur n par le lemme suivant :

Lemme 1. Soient R wun anneau noethérien, I un idéal nilpotent, p un entier,

Pri0 — PP > pP P8

un complexe de R/I-modules ol P’i est un R/I-module projectif (resp. 1ibre) pour
p<i<q, P'P est un R/I-module de type fini. Soient PeD7(R) et

w:ﬁ%R/I —> P' un morphisme dans D (R/1) tel que sz(w) soit un isomorphisme.
Alors il existe :

a) un complexe de R-modules P:0 —> PP e P9 — 0, ol p est
projectif (resp. 1ibre) de type fini pour p<i<q , PP de type fini

b) un isomorphisme y dans D™(R), w:'ﬁ — P

c) un isomorphisme de complexes h: PepR/I —> P' tel que dans D(R/I) le
diagramme d'isomorphismes :

5p, 1L
= (yely ;)
2P(Phr/1) R/

sz(w\_ /

P!

PeR/1
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soit commutatif.

Avant de démontrer ce lemme, montrons comment i1 s'applique a la situation
ci-dessus.

Supposons construit (L%,m%) pour i=1,...,n et appliguons le lemme 1 a :
1 1

_ _.n, n+ - . 1 ) VLD
R'An+1 s, I=m/m , P -1.n , P-an ,\o.LanAn —->Ln > 0=, oy . 11

5 ' ' 1 . WP - g
existe (Ln+1"”n+1)’ avec Lp., 0 — Ly —--—> Lpgg —> 0 dans D(An+1),
Lr'111 libre de type fini pour p<i<q, L"\‘:1 de type fini, ‘Dr'1+1 : Lr'1+1 —_— LM1

tel que le systeme (L%,w%) vérifie les conditions 1) et 2).

i=1,...,n+1

Démonstration du lemme :

En fait, on va reprendre la démonstration de [3] (page 474 jusqu'a la fin).
a) On peut supposer que Pe Dp-)arf(R) et par suite que ¢ est unmorphisme
de complexes. De plus, on a sz(i;oR/I) = TZP(F)oR/I (cf. lemmes 1 et 2 de 1I).

b) Soient Q :---—> Qp —_ P'p” —>---=> P' —> 0 un complexe de R/I-
modules projectifs (resp. libres) tel que Q Lan 2P(Q) =P, o' : PeR/T — Q un
morphisme de complexes prolongeant o , 1—>—p(w') = sz(w) . On peut supposer que o'

est surjectif : pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2. Soient R wun anneau, I un idéal, R=R/I .

1) Soient P,Q deux R-modules, f:P/IP — Q/IQ un R-homomorphisme. Si P
est projectif, il existe f:P —> Q tel que fo1§=? .

ii) Si I est nilpotent et si P est un R-module projectif, il existe un
R-module projectif P tel que P/IP=P .

1) Si 1 est nilpotent et si M :---—= H3"! — 9 — 0 est un complexe
acyclique de R-modules projectifs (resp. libres), i1 existe un complexe acyclique
M :---—-—>qu'1 — M — 0 de R-modules projectifs (resp. libres) tel que
Me1§= M .

Démonstration du lemme :

i) Soit g:P —g-a—rl»P/IP -—f-> Q/1Q Comme P est projectif, g se factorise de la

maniére suivante :

p —L»> /10

N\ /can

Par construction, felp= ¥
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ii) On peut supposer 1 de carré nul. L'assertion est claire si P est libre
(sans hypothése d'ailleurs sur 1). De toute facon, P est facteur direct d'un
R-module 1libre E . Soit E un A-module 1libre tel que E/IE=E . Le module P
s'identifie & 1'image d'un projecteur e:E — E . 11 s'agit de voir que € se
reléve en un projecteur de E . Soit e:E — E tel que ee1§= e,

8= el-ec HomR(E,IE), B commute avec e et vérifie 2.0 . Montrons qu'il existe

€ HomR(E,IE), qui commute avec e , tel que
(e+a)2 = e+q

ou encore puisque a2= 0, e2+2ae = e+a , i.e. B = (1-2e)a . Comme

(1-2e)2 = 1+4(e2-e) = 1448 , (1-2e)2 est inversible (d'inverse (1-48)) et il en est
de méme de (1-2e) (d'inverse (1-2e)(1-4R)), commutant avec e) et

a = (1-2e)(1-4B)8 .

§91) Si M teem—> MIT! > #9 —> 0 est un complexe acyclique de R-modules pro-
jectifs (resp. 1ibres), M se décompose en suites exactes courtes scindées de
R-modules projectifs et en utilisant i) et ii) » i1 est facile de construire un
complexe acyclique M :---—> Mq'1 — M3 — 0 de R-modules projectifs (resp.
libres) tel que Melg= M.

Appliquons le lemme 2 au mapping cone M' de Q -ig> Q.
11 existe un complexe M acyclique dont les composantes sont des R-modules pro-
jectifs (resp. libres) nuls en degré > q tel que MeR/I=M'. On remplace alors P
par PeMe D;arf(R)’ @ par le morphisme surjectif de complexes (PeR/I)eM' —> P'
défini par ¢ sur le premier facteur et la projection canonique

M — Q 2% 2P(Q)=P' sur le second.

3) Soit N'=Ker(p), N' est un complexe dont les composantes sont des R/I-modules
projectifs nuls en degré > q . Comme rzp(m') est un quasi-isomorphisme, la suite
exacte longue :

e 0=HPTNQ) = HP(N') —> HP(FeR/I) = HP(Q) —>---
montre que TZP(N') est un complexe borné acyclique dont les composantes non
nulles sont des R/I-modules projectifs.

Par suite, i1 existe un complexe acyclique N de R-modules projectifs tel

que NeR/I = sz(N'). Le morphisme naturel

f: NeR/I — 2P (FeR/1)



30 M. FLEXOR

se reléve en un morphisme injectif de complexes
- (d] . 3
95 = (95)5¢z ¢+ NeR/T —> PeR/I

en prenant g;=f; si i>p , g;=0 si i<p et gg la fléche composée
NPeR/T > N'P s BPeRr/I ,0U s est une section de

NP — N‘p/Im(N'p'1 —_— N'p) = NpoR/I . Le morphisme 9 est homotope a zéro,
avec h; : NieR/I %Fi'1eR/I tel que :

. ) R
i.e. il existe ho = (ho)iel .

= er/1°M0 +ho°dNoR/I :
Comme N' est projectif, h; se releve en h' :N'I —,3"1 et si
- (pl - . 3 ;
h=(h )iEZ , 9= dp«oh+hodN :N —> P est un morphisme de complexes tel que
°1R/I =9, - Par suite g est injectif et coker g est un complexe dont les com-
posantes sont des R-modules projectifs nuls en degré > q . Posons

P = 1—>-p(coker g). Par construction, la suite
0 — N3 % X coker g = 0

est exacte et comme N est acyclique, ¥ est un quasi-isomorphisme. Posons
%”’“R/I , PeR/1 = -r->-p(coker go) et la suite

9, 2P(
0 — NeR/I —% 12P(FeR/1) ——2> PeR/I —> 0

est exacte, PeR/I s'identifie a P', -rzp(xpo) a -rzp(qﬂ. De plus, les composantes
de P, en degré > p , sont libres si celles de P' 1le sont.

Théoreme 2. Soient "lim" K, € Pro Dgoh(A) et p un entier tel que

a) "lim" Ke A r>p("11m" K, )
>y L st
b) pour tout n>0 , "lim" t<"(K €A )€ D (A)) .

11 existe LeD'cJoh(A) et une fléche u=(uq) dans Pro D(A) :

u NYysmh
L — l.;L" Ka

tels que la fleche u_ , induite par u pour n>0 :

n

Up
(LaA ) =D "11m" Tz p(K eA )

1im u

soit un isomorphisme. De plus H*(L) :-AL_@ H*(K,) est un isomorphisme.
[0
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Démaenstration :
On peut supposer que les complexes Ku sont de la forme :

0 — kP — Kp'*lI —————— Kb — 0
a a a

avec b indépendant de a, K; libre de type fini pour i>p kP de type fini.

2Py L -
De sorte que TZ (KaeAn) = Ka°An .

Les morphismes canoniques de Pro Db(A) :

Ka —_— L:I_m Kqun
définissent dans Pro(Pro Db(A)) le morphisme tout aussi canonique :

n sm" " am4 sm" - " amit " sm"
An" Ky — "Lin" "Lin" Keh, = "Lin" "Lin" Ko, .
a a n a
—~—

Ny smh b . N b
Comme “1im Ku°An€Dcoh(An) pour n>0 , il existe LnEDcoh(An) tel que

>p 2 b
Ly = -r—p(Ln) et un isomorphisme dans Pro D (An)

@ L S "lim" K eA

n"n <a— o n '
Soit ¥y 1'isomorphisme de Db(An) défini par le diagramme commutatif suivant :
op i
(o 81y )
>p o n+1 An >P N3
2P(L,,48R) =P ("Lin (K oA, 1A )
*a
" o I
L" — > "lim" K eA

- n°
S o

Les couples (Ln,wn) définissent un élément "ljm" Ly de Pro Db(A)‘ qui vérifient
les conditions a) et b) de la proposition 1. I1 existe donc Leogoh(A) que 1'on
peut prendre de la forme :

b

0 —=>LP o>mee L =0

avec L' libre de type fini si i>p et P de type fini, une fléeche
. " sm! b <.
vil — M L, dans Pro D"(A) tels que pour n>0 , la fleche VpileA — L
induite par v dans D(An) soit un isomorphisme. On construit
u=(u):L —"1lim" K_ de la maniére suivante :
a - a

pour n>0 et a , regardons la fleche composée dans D'(An) :

U LeA -ﬁLL —w—n>“1im“KoA L3, ¢ oA
a,n’" v n n <B— B 'n o®"n -
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Par construction, le systeme (ua,n)n>0 vérifie :

u

u 1 = .
a,n+1° An a,n

Lemme 1. Soient R un anneau, I wun idéal nilpotent, R=R/I , LED;arf(R) s

KED(R) , u:L = LeR — K = KeR un morphisme de complexes, U:L —> K une

fleche dans D (R) telle que 'Je1§=ﬁ dans D (R). Il existe un morphisme de

complexes u:L —> K tel que u=U dans D (R) et ua1§=ﬁ (comme morphismes

de complexes).

Démonstration :

Comme L€ Dparf

(R), on peut supposer que U est un morphisme de complexes et
que de plus G-’ie1§=§ est une homotopie de [ dans K (en effet si s est un

quasi-isomorphisme dans D (R), i1 existe des quasi-isomorphismes t,u tels que

parf
st et u.s soient homotopes a 1'identité).

Comme L€ D;-Jarf(R)’ 1'homotopie vy:L —>= K se reléve en une homotopie
y:L — K telle que Ye1§=§ et U+y releve u .

Appliquons ce lemme de la maniére suivante :

. - s ~ OP(oy .
si PE€ Dparf(A) vérifie P = tZF(P)=L , PoAnaLoAn pour tout n>0 et si

u
u'a\;: PeA =~ LeA_ 20, Ky o est la fleche naturelle composée, le systeme

(>

a,n

)n vérifie_ :

—— _ o~ -

ua,n+1°1An = ua,n dans D (An) .
Grdce au lemme 1, on construit de proche en proche un systeme projectif de mor-
phismes de complexes

Voo PeAn — Ka°An

Qa,
~ _ . - ) ]
tel que dyn= Ya,n dans D (An) et Va,n+1°1A = Vo,n comme morphismes de
complexes.

En passant a la limite projective, on définit un morphisme de complexes :

v =limv P —K
o = "q,n a
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qui induit un morphisme de complexes u, = TZD(VQ) (L — ch . De plus, pour tout

n>0 , on a dans D(An),vcﬂA = v =u et uuﬂA = u

.n'
Q n n O,

Lemme 2. Soient w:L —> K un morphisme de complexes de longueur finie de

A-modules de type fini. Si pour tout n>0 , we1A est une homotopie, w est une
n

homotopie.
Démonstration :

Soit [a,b] un intervalle de Z telles que les composantes non nulles de L
et K soient en degré dans [a,b]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) w est une homotopie ;

ii) i1 existe des fleches wp (P — Kp'1 pour pe€ [a,b] telles que
p_ P p
wh o=@ odL+dKow

iii)w = (-.\'p) la, b] est dans 1'image de 1'application canonique

']T Hom(LP kP~ 1 7T Hom(LP,kP) définie par A((oP) ) (deP+dep+1)

p=a P’

iv) Pour tout n>0 , w o1A €lIm A , ot An est 1'application
b 1
T* m(LPeA kP leA ) — '|T (Hom(LPeA ,KPeA )
définie comme en iii), en effet w = m(w e1An) et

1(1'_m lm(An) = Im(a) .

D'ou le lemme.

Ce lemme montre quz le morphisme Uy L —> KOL construit ci-dessus est unique a
homotopie prés. Par suite si B>a , ﬂ&loua = uS (modulo homotopie) et le systeme
(ua) définit une fleche

u:lL — "lim" K
<~ a

telle que ue1A soit un isomorphisme dans Pro Db(An). De plus, par Artin-Rees,
n
on a les isomorphismes suivants :

“n
M _ .
'I%n H <Ka) %n l;_m H*(KaoAn)
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Ce qui achéve la démonstration du théoréme.

IV - Applications

Soient A un anneau noethérien, I un idéal de A , S=Spec A , U=S-V(I),i\
le complété de A pour la topologie I-adique et comme precédemment An= A/1" ,
pour n>0 .

Théoreme 3. On suppose que A=A . Soient "lim" Kae Pro Dgoh(A), H* = 1im H*(Ka)

- -
] can )
et p un entier tel que "hm" K —= & ("ll'l’" K ). On suppose de plus que :
1) pour tout n>0 , "Lln" ~ P(x %A coh(A )

2) la flache naturelle dans Pro(A) : H* —- "lim" H*(K ) est un isomorphisme
a

sur U .
~_

n e " b
Alors "lim" K €D ., (A).
Démonstration :
5 b - . ~ " 5 "
On construit un couple (L,u) avec L€ Dcoh(A)’ us= (ua) LS l;_m Ky dans
Pro Db(A) en procédant comme suit :

a) L'hypothese 1 et le théoréme 2 assurent 1'existence d'un couple (L,u)

avec L€ Dtc)oh(A)’ u:l —> “M" KOL tels que pour n>0 :
a

up = T-—p(ue1 : >p(LOA ) = "lim" sz(Ka%An) .
n o
Limu >
De plus H*(L) =% H* est un isomorphisme. En particulier, La 12P(L).
b) La fleche H*(u) : H*(L) —> "M" H*(Ka), induite par u , est un isomor-
phisme sur U (on utilise a) et 1'hypothese 2)).
c) Si MC(a) désigne le mapping cone de Uy H'(MC(a)) =0 pour i<p-2 et

"1im" MC(a) € Pro Db on(A). De plus les assertions suivantes sont équivalentes :
o
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c.t) u:L — "lim" Ka est un isomorphisme (resp. induit un isomorphisme

H*(u) : H*(L) —> "L‘t_l_n“ H*(Ka) sur U).

c.2) “l;g“ H*(MC(a)) est essentiellement nul (resp. est essentiellement nul
sur U).

En effet, u est un isomorphisme si et seulement si H*(u) 1'est, ou encore si
"1(1“" H*(MC(a)) est essentiellement nul. De méme, si 1'on se restreint a U .

d) 11 nous suffit donc de montrer que "lim" H'(MC(a)) est essentiellement nul
pour tout i>p-1 . Soit i wun entier, i>p-1.

d.1) On sait déja que "lim" H'(MC(a)) est essentiellement nul sur U
(appliquer c¢) et b)).

d.2) Soit o , montrons qu'il existe B>o tel que la fléche de transition :

. 7l . .
H'(MC(B)) ;W H'(MC(a)) soit nulle, ou encore si TB= Im néa , que TS

Par d.1), i1 existe BOZ“ tel que TS soit nul sur U , i.e. il existe r°>0
0

tel 11 <11, -0 >
el que SC Bo— pour B__Bo .

=0 .

d.3) Pour n>0 , posons R = Ker[H' (MC(a)) — H' (MC(c)BA )]
b

Comme MC(a)€ Dcoh(A)’ R, définit une filtration I-bonne de Hi(MC(G)). 11
existe donc n°>0 tel que Rn or® Iar pour r>0 . De plus, par Artin-Rees, il
0 [0}
existe r12r0 tel que, pour B> Bo , on ait si S=Nnyry i
X o
RNT,eR.NT, =1 R NT, Il "T, =0
s BT Bo "o Bo Bo

e, TooH' (MC(o))/R <> HI(MC(a)BA)) pour 838 .

D'autre part, par construction, on a aussi, pour B> Bo

Teclm(H‘(Mc(s)%As) —_ Hi(MC(a)%AS)) X

Si i>p , par a), "lim" H‘(MC(X)%AS) est essentiellement nul et T

Lim =0 pour
B> 0 .

8

Si i=p-1, Hp’1(MC(cx))=Ker(Hp(L) — Hp(Ka)) et par suite pour B8>a ,

P~ (M (8)) < WP~ (MC(a)). Posons Ng = HP7I(MC(B)), pour B> . 11 existe g;>a

M

tel que N N, =0, par
8

B|U=0 pour 8281 et il existe un entier n tel que I
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n . .
suite 1! B=0 pour B>k, . Si S = Ker HP(L) — Hp(L%An), on voit comme pré-

cédemment qu'il existe s> n tel que

n
SSHNBCSSONB1EI NB1 =0
et NBch(L)!SS —> Hp(L%AS) pour 8> 8, . Par construction, on a aussi
Pl p B
NBcKer[H (LaAS) —> H (KB%AS) et NB 0 pour B>>0 .
b

Théoreme 4. Soient "lim" ch€ Pro D

Lim (A), p un entier tel que "lim" K =~

coh

rzp('l_i_rp“ Ku)’ p:S'=> S un morphisme propre tel que p soit un isomorphisme sur

U, un jdéal définissant le fermé S-u, vérifiant :

o OP L B~
1) pour tout n>0 , %r_n 1= (KaeAn)eDcoh(An)

2) si A' est la catégorie des Og,-modules, H* (2P ("Tim" K 0. e X' .

-~ o S’
" . " b
Alors 1;m Ka€ Dcoh(A).

Remarque. La condition 2 signifie encore que, pour tout ouvert affine Spec B de
>p (e
s, "lim" 1= (KG%B)choh(B) (cf. corollaire 1 de la proposition 1 de I et

théoreme 1).

Démonstration :
Supposons tout d'abord que A=A et montrons le théoréme dans ce cas :

a) L'hypothese 1 et le théoreme 2 assurent 1'existence d'un couple (L,u),

b (A), u:L — "th_n" ch tels que pour tout n>0 , la fleche induite par u:

Le Dcoh

u
2P%R,) =5 i <2P(k )
soit un isomorphisme. De plus si u= (ua), le morphisme

im u
HY (L) =—% 1im H*(K )
~a o

est un isomorphisme. Le théoreme 3 montre que, dans ces conditions, il suffit de
vérifier que la fleche dans Pro(A) :

H*(u) : H*(L) — "1im" H*(Ka)
a
est un isomorphisme sur U .
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b) Si S)=s>v(1"), pour >0, 2P %0 )~ imt 2P (K B0, et

T s,
(2P (130.)) = Un Wl Pk e 205:))-

c) Si S' est le complété formel de S' le long de V(IOS.), on a :

H*(T (LoOS )) = 1lim H*(sz(L%OS.))
m Lim H* (2P (K eOs.)) par b)

-
a
: op
m 1;m H* (127 (K %OS.)

~ 1im H*( (K 00-.))
d) L'hypothése 2) entraine que :
Lin Hr (12P (K $0g,) = "Lim" w+ (2P (K 0g,))
Lin (12 (k $0g,)) = "Lim" 1 (2P(k 30g.))
et que l;_m H*(TZP(KQ%OS.)) est un OS.-modu1e de type fini.
e) On a : m“'%\‘)S')F H*(TZP(L%Og.)) ou le premier module désigne le com-
plété de H*(sz(L%OS.)) pour la topologie IOS.-adique. Comme p est propre

et A est complet, ona :

P (H*(T‘_ (Leosl)))

(M (+2P(Le0g )
~ pu(Lim He(<2P(k $05.)))
> o, (Lim K+ (2P (K $05.,)))

~ o*("li.'l'" H*(TZP(KQ%OS,))) par d)
f) Comme p est un isomorphisme sur U ,

H*(L) — "L;_m" H*(Ku)

est un isomorphisme sur U . Ce qui termine la démonstration du théoréme lorsque
A=A .
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Dans le cas général, remarquons tout d'abord que les hypotheses 1) et 2) sont
conservées lorsqu'on effectue le changement de base Spec A—S (corollaire du
théoréme 1) et par conséquent

(%) '%r_n“ (KGeA)encoh(A) .
D'autre part, si on pose H'=lim H*(rzp(Ku%OS.)), H' est un OS.-modu1e

5 5 & ] Cin Ny 3 mh >p . . .
cohérent (théoréme 1), et H' —> 1(151 H* (1< (Ka%os.)). En particulier :
(%*) Hiy = “Lin* H*(Ka)lu .

Les relations () et (**), la proposition qui suit montrent que

1im K, € Dcoh(A).

"lln" H*(Ka)GA » i.e. "lim

Proposition 1. Soient "M" Ma€ Pro(A), ou M, est un A-module de type fini pour
a>> 0 , tel que :

1) "m&" Maof\ est isomorphe 3 un A-module

2) i1 existe un OU—module M et un isomorphisme w:M > lﬂ\ Ma]U .

Alors "lim" M €A .
Démonstration :

Soient mg :Mg —> M , pour B>a , les fléches de transition de "lim" M .
Soient M un A-module (nécessairement de type fini) et q= (qm)o‘>>0 un isomor-
phisme

q:"lim" M epA — M .

11 existe ao,q%: MaocAA — M tel que 9 = qaoo(nwoﬂi), pour a>a, -
Dans un voisinage ouvert V' de V(I), il existe un OV.-modu1e de type fini M',

tel que Me A~M et un homomorph1isme

p. M , =—> M
% aO(V
tel que ch0 = paoﬂf\ . Posons p_= paoanwo s pour a>a, , p = (pa)a>0 :

"1im" MulV' — M' et ¢ la fléche composée définie sur uUnV':

2 M

- Tr " s "
“"MIV'nu — "1im" M lunv' -

<« TalV'nu

Comme = est un isomorphisme sur U , M L->MOL|U pour a>>0 et M est
localement de type fini.
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Si x est un point de U, générisation d'un point de V(I), ¢ est un isomor-
phisme au point x (en effet par le corollaire 1 du théoréme 1 , p est un isomor-
phisme en tout point de V(1) et a fortiori en x) et ¢ est un isomorphisme sur
un ouvert W de UnV' contenant toutes les générisations des points de V(I). Si
F=U-W , F est fermé dans S . Posons V=(S-F)NV', c'est un ouvert de S conte-
nant V(I) tel que UnVek .

'n 4 n
Sur U , par hypothése, M —=> b_m MalU .

PV
Sur V LL“ Malv —> MIV : en effet, Pyt Malv — MIV est surjectif pour

1 3 NY St -3 1 2

a>> 0 (c'est vrai sur V(I), car "lim MaoA_.MbAA et c'est vrai sur UnV car
. 'n" [} . .

p]UnV: "1im" MaIUnV —=> Mlunv —»M]'Unv). Un argument identique montre que le

systeme (Ker( )—> Ml‘v)a est essentiellement nul.

Ma;V

Le corollaire 1 de la proposition 1 du paragraphe 1 montre que "M" Man .
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V - Dualité entre pro-objets et Ind-objets

() La catégorie Ind(A).

Soit A une catégorie. La catégorie Ind(A) est définie de la facon suivante:

- Jes objets sont les systémes inductifs (Mi)iel d'objets de A, o I est
un ensemble d'indices préordonné filtrant variable. On note "lim" M, 1'objet de

Ind(A) correspondant. 1el

-si "lip" Ai et "lim" B. sont deux objets de Ind(A)
’E? TE% j
1 J

Hom ("lim" A.,"1im" B.) = lim ligp Hom(A.,B.) .
Ind(A) a3 Jj < Tfﬂ i*7j
On a un foncteur pleinement fidele A —> Ind(A) qui & un objet M de A
i€l » 1 réduit a un élément 1 , Mi= M . Ceci
permet d'identifier A a une sous-catégorie pleine de Ind(A). Si les limites

inductives existent dans A , on a de plus un foncteur naturel

associe le Ind-objet constant (Mi)

lip: Ind(A) — A .

défini par 1jg('%%¥ R;) = l1m A; . De plus, si "Té?" A€ 1Ind(A) et si A=1lipA.,

el

on a une fleche naturelle dans Ind(A) :
IILHII A.i # A .

Soit "lig" Aie Ind A, on dit que "lig" Ai est essentiellement nul si pour tout i
il existe i'>1 tel que la fleche de transition Ai — Ai' soit nulle.

Comme pour les pro-objets, on a le critére suivant :

Proposition 10. Soit A wune catégorie abélienne. Soient "lim" MiE Ind(A) et
L i3 3 &

Me A . Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) M=="}%$“ Mi

2) i1 existe y= (W1)= "lé¥".Mi —> M tel que M soit quotient direct par
i

vy de Mi et ‘%%¥ Ker v est essentiellement nul
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3) i1 existe o= (o) 1M — "lip" M, te] que M soit facteur direct par
7

®; de Mi , pour i>>0, et “_%*“ Coker @, est essentiellement nul. De plus
- 1€1,i>>0

s'il en est ainsi, 1i

3

Mi existe dans A et Mxlim M1. .
.i

-

@) Dualite.

Revenons au cas ou A est la catégorie des modules sur un anneau noethérien
A et D(A) sa catégorie dérivée.

Si LeD(A), on note L*= Homé(A)(L,A) en considérant A comme un complexe
concentré en degré 0.

si “lim" K €Pro D(A), (K*) ., définit un ind-objet "lim" K¥ que nous
€A o
appellerons encore le "dual" de "llm“ Ku . De méme si "lim" L € Ind D(A), (L1)1€I
a€A i
définit un pro-objet ";%%" L; aussi dénommé "dual" de "1ig" Li
s " [ " LLE T 172

Si 1;m K, € Pro Dparf(A)’ 1_Q K* Ind Dpa £(A) et le dual de lég K*

s'identifie a "lim" Ka et etc.

-
a

Proposition 11. Soient "lim" L.€ Ind D (A) et "lim" L¥ son dual dans
i - el

(A). Pour tout A-module M (considéré comme un complexe concentré en

parf
Pro D_

parf
degré 0) et tout entier p , on a :

Hom® (2P ("1im" L¥) M) = Teo("Lip" Lyeh) .

=F 3
Démonstration :

On a tout d'abord

Hom" (1= ('l;?" L:) M) = Hom'(“ll?" TZp(Lq),M) = "lip" Hom'(rzp(L;),M)
1€ € i

-

et il suffit de démontrer le lemme pour un objet constant L€ DY _.(A). Si L est

parf

63

de la forme : 0 — L% > La+1

P
e 1P 5 P*Y o posons
L™ = Hom, (L",A) pour tout i et L* est de la forme :
A

4P

-a-1
e PPV A P g d

-a-1 L4 10,
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Pour tout A-module M , ona :

1

Hom'(-r—>—p(L*),M) = (0 —L%M—> L2 TeM —mee> 1PN — Hom(coker d P~ M) — 0)

a+1

T<p(LOM) = (0 — L%M — L3 —eoeesn Lp-1eM —_— Ker(é}pe‘IM) — 0).

Comme 1a suite : LP"! — LP — coker d™P"1 — 0 est exacte, il en est de
méme de la suite :

P
0 —> Homy (coker d-p'1,M) — Pem S &M Py

et Hom(coker d'p'1,M) = Ker(GpMM). D'ou le lemme.
On a en vue le résultat suivant :

2 3 s n sm" +
Théoréme 5. Soient "lim" L.€Ind D . ((A), parf

! parf im" L‘; son "dual" dans Pro D

n
1lim

1€]
et p un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

+

(A)

1) il existe L€D (A) et une fleche u:L — "1im" L. qui pour tout

parf - G
A-module N induit un isomorphisme dans Ind D*(A)
TSD(LOAN) —_— Tsp("'!i " L].eN)

1

- /b\.J
2) "y = P(LY) €Dy (A).
1

Démonstration :
>-p B
2) =>1) : Posons K, =1~ "(L¥). Comme "lim K; € Dop(A)s i1 existe

b . . T . + .
Ee Dcoh(A) et un isomorphisme o: ng_n KisE . Soit L€ Dp‘arf(A) tel que si
L* = Hom" (L,A), L*=1—>—'p(L*) et L*x~E . Si n"j’i (resp. nji) désigne le morphisme
de transition L3’ — L;.' (resp. Kj — Ki) de "lim" L;!‘ (resp. "li_m" Ki)’ par
définition des fléches dans Pro D (A), i1 existe i€l , 0; Ky —E tels que
Q= (“’1‘°"j~i)j>i . Comme HI(L*)=0 pour q<-p et que les composantes de L*
sont des A-modules 1libres de type fini, la fleche ©; se prolonge en une fleche
by L’{ —> L* et ¢ se prolonge en y = (“’1""31 3> tel que le carré suivant soit

commutatif
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can

"t L == "lin® K= 2P ("lin" LY)
- 1 -~ 1 -~ 1
wl ©
v
L* —=—>F

Posons wu =¢*:L — "lip" L, . S N est un A-module considéré comme un com-

plexe concentré en degré 0, le diagramme suivant est commutatif :

< (27D -
Hom* (t="F(L*),N) = TSP(LON)
(*) lUO1N
Hom® (*1im" T?.'P(L;),N) = T("Hp" LiegN)

et la fléche verticale de droite est un isomorphisme.
. + Wi : :
1) ==2) : Soient L€ Dparf(A)’ url — "lip" L, induisant pour tout

A-module N un isomorphisme :

Tsp(LoN) = 'r<p("lﬂ_n" LioN) .

Si on note encore E=1—>-'p(L*), pour L*=Hom"(L,A), Ks =1—>-'p(L’1.*), le diagramme

(*) ci-dessus montre que u induit un isomorphisme :
Hom* (E,N) < Hom™("1im" K.,N)
pour tout A-module N . Si I° est une résolution injective de N on a :

Homy () (E,NIN]) = H"(Hom* (E,1°) = Hn(Hom'("LjLn" KysI')

Homy ) (" 14" Ky.NIn1)
pour -tout n , ou encore, pour tout complexe M concentré en un seul degré,
HomD(A)(E,M) o HomD(A)("M“ Ki,M)
et par récurrence sur la longueur des complexes et par dévissage,
HomD(A)(E,M') o~ HomD(A)("Li_m" K'i LMY
pour tout M'e Db(A), et par prolongement pour M'E€ Pro Db(A), i.e.

E~"lim" K. dans Pro Db(A) .
-«
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Corollaire 1. Les hypothéses et notations sont celles du théoréme 5. On suppose de

plus que A est un anneau complet pour une topologie définie par un idéal 1 . Les

conditions suivantes sont équivalentes :

+

1) i1 existe L€ Dparf

(A) et une fléche u:L — "1im" L. qui pour tout
[ s S

A-module N annulé par une puissance de 1 induit un isomorphisme :

uc1N:'rsp(LoN) — ;%r? TSD(L_]GN)

b

2) pour tout n>0 , "lim" 12 P(L* A/I”)eg\(iﬁ")
bour tout & T ke coh :

Démonstration : on applique les théoremes 2 et 5.

Corollaire 2. Les hypothéses et notations sont toujours celles du théoreéme 5. On

suppose en outre que A est local et complet pour la topologie définie par son
idéal maximal m. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) il existe LeDgarf(A) et une fléche u:L — "1im" L. tels que pour

? 1

-

tout A-module de longueur finie N :

uel

E T<p(L@N) = "1_1_@" rsp(LioN)

2) "Lin" 2 P(Lrek) € 0P (K), s k=A/m

coh

. . - + N - = .
3) il existe Lerarf(k) et une fléeche u:lL — % Liek tels que
Tﬁp(L) ~ "l_ig" Tﬁp(l"iek)'

Démonstration :

On applique le théoréme 5 pour montrer que 2)<=>3). Ce méme théoréme 5
montre que 1'assertion 1) est équivalente & 1'assertion

b

"y >’p n
pour tout n>0 , "lim" 1=""(L¥eA/m") €D (A))

qui par la proposition 7 est équivalente a 1'assertion 2).
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V1 - Application aux ccmplexes bornés de A-modules plats

Dans ce qui suit dans ce paragraphe, C désigne un complexe borné de
A-modules plats que, par commodité dans les notations, on suppose concentré en
degré > 0 :

o d .1 d

0> S ¢ —>--S ¢ —0.

Proposition 12. I1 existe "lim" L, € Ind Dparf(A) et une fleche u=(u,) :
mu

"1_1&" L)\ ~> C tel que i

) Soit un isomorphisme.

Démonstration :

Pour r=0, i.e. C est un A-module plat, c'est le théoréme de D. Lazard
([1] théor. 1,81,n° 6).

Pour r>0 , désignons par A' 1la A-algebre graduée A[d] définie par
roo.
d2=0 , A en degré 0 et d en degré 1, C'= & ¢ est un A'-module gradué plat
i=1
sur A . On peut encore décrire C' de la maniére suivante :

Cc' = 1_;‘_9 C)" s Ci sous A'-module gradué de type fini de C' dont
i

i
A .

chaque composante C, est contenue dans C

Comme ° est plat sur A, pour X fixé, 1'injection Cg‘ e % se facto-
rise a travers un A-module 1libre de type fini :

o r 0

Cg U, a0 Y, 0
(cf. [1] theor. 1 §1 n° 6). Par récurrence supposons construit un diagramme commuta-
tif de complexes olu les fléches composées verticales sont les inclusions naturelles

0 —c} N cl ———en sy c; 4 c;*‘
UOJ/ “1J, u1i
r r i-1
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. N r. .
Soient m; les images par v' de la base standard de A ' . Pour me C; ,

;‘u (m)m u. composantes de u'). Comme C1+1 est plat sur A,

1'inclusion 1 + z ‘Ad(mJ) > C”1 se factorise a travers un A-module 1libre

de type fini
i+l

r. N
. i . i+l r. .
C1+1 +EAd(m3) u A i+l v C’I+1 .
J:
. r.
Soit 1'application linéaire M:a' —a
i i+1 i
(M <= ultl(d(m})))
e,J e J e-1,...,r1.+1
j=1,...,r1.

r.
i+1 4efinie par la matrice

Vérifions que le carré :

i d i+l
S =4
u':l lu1+1
ri omioory
Al M A i+l

r.
i i ; ; i .
est comutatif : si mecl , u'tlod(m) = (1" (d(m)), = (u;*‘m(zjr ulmym!)),
. . . . J:
= M’((U}(m))j = Mou'(m).

De méme le carré

ri ai ri+l
Al Mg

- vil lvi+1
C'i d C‘i+1

r
es.t commutatif : si a = (a1,...,a YeA 1, dv’ (a) -):;]a d(m ) =

1 . . .
qa.v‘”ou.'”(d(m’.)) = vitli(a).
=T 3 J
ro i M1-1 r

Enfin, i1 reste a assurer que : 0 — A = —>---—>A —> A
i+l
ci*

. i r.
i M A1+1

forme un complexe. Soit T = Im(MioMi'l'), son image dans est nulle. Comme

C.'+1 est plat, i1 existe un A-module 1libre A tel que :
. r. ~ i+l .
a) v+ se factorise en A LA G O A i+

b) 1'image de T dans A est nulle.
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—
+1 i+ i+1

r. . .
i+1 par Mou1 .,V par v ,M1 par

On remplace A par S . u”ll
ﬁoMi . Finalement, on peut factoriser 1'inclusion Ci —> C' de A'-modules

gradués en :
u v
o A u A

ror.
ou L>" = ¢ A' estun A'-module gradué, libre de type fini sur A et u

i v Va
sont des fleches graduées. Pour B>> X , Im(v)\)c Cé , d'ou une fléche
i Vs , ’ \
Vey L)'\ —_ CB — Lé . Les fleches (VBA)B»A : L)\ —_ Lé forment un systeme
inductif et définissent un ind-objet "lig" L;\ et une fleche
. . . u=(u;) .
v = (v)‘): "1_1>" Li —> C' . De plus, par construction "lip" C)‘\ —_— “_1_g" L;\ et

Lpv,:liply —¢C
est un isomorphisme. D'ou la proposition.

Théoreme 6. Soit C un complexe borné de A-modules plats et p un entier :

@ Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) il existe L€ Dparf(A) et une flache L -5-C dans D(A) telle que pour

uel
tout A-module M, -r<p(LeM) —n r<p(CoM) est un isomorphisme .

b) si "_'ig" L)‘EInd D

<- it
PALGES p(L;)eocoh(A) (o L% désigne Hom'(L,,A)).

parf(A) vérifie lim("lip" L,)=~C , alors

@ Si A est local complet pour 1a topologie définie par son idéal maximal m,
k=A/m , les conditions suivantes sont équivalentes :

a) d1'mk Hj(Cok) < +o pour j<p.

b) il existe L€ Dparf(A) et une fleche L -5 ¢ dans D(A) telle que pour
tout A-module N de longueur finie :

ue1N
T<p(LON) _ T<p(CGN)

soit un isomorphisme.

@ Si A est un anneau local d'idéal maximal m, k=A/m et si
dimk HI(Cok) < +o , pour j<p ; les conditions suivantes sont équivalentes :
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—_—

a) H(CsM) = M HI(CeM/m™) pour tout A-module M de type fini et tout

‘/\ .
j<p (ou HJ(CsAM) est le complété de HJ(C&AM) pour la topologie m-adique).

b) i1 existe (L,u) comme en @ a).

De plus, si A est complet on peut prendre L tel que 19 soit un facteur direct
de ¢ (par u) pour j<p .

Démonstration :
@ soit "lip" L, tel que lip("lip" L,)=C .
b

Loci owracw 2P R . .
b) ==a) : Si 1_1& 1= (L;‘\)eDcoh(A), par le théoréme 5 i1 existe L€ Dparf(A)
et une fleche u:L — "lig" L, tel que Tﬁp(u'ﬂM) : rsp(LoM) —_ T<p( Lip" L,eM)

soit un isomorphisme. 11 en est de méme de la fléche
TSD(LSM) — HE(TSp(I"l_iQ" L)\OM))= Tsp(csM).

a) =b) : Soit (L,u) comme en a). Pour tout A-module M , on dispose de deux
suites spectrales convergentes (si L*=Hom"(L,A)) :

: roq .. r=q y
1_% Ext’ (H (L;’\),M) =>"|_;\m H (LX@”)

Ext"(HA(L*),M) ==H""9(LeM)

dont les aboutissements sont isomorphes pour r-q<p . Si M est injectif, on a
donc :
(+) lip Hom(Hq(L;\),M) = Hom(HI(L*) ,M), pour -q<p .

A A

Sinon M admet une résolution injective et 1'exactitude a gauche des foncteurs
1_1'9 Hom(Hq(Li),.) et Hom(HI(L*),.) montre que (*) est vrai pour tout A-module
A

=

i.e
HI(L*) ~ "Lim" HI(L®) pour q> -p
- A = -
On termine 1a démonstration de a) = b) en utilisant le théoréeme 1.

@ si dim, HY(Cek) < +e pour j<p , "lim" HJ(L)\ok) ~ H)(Cek) pour j<p et

g
"lim" H'J(L;\ek)ex pour j<p , ou encore
A —~
NY §mh >‘P b
l1_m 1= (L;‘\ek)EDcoh(k)
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et 2.a) =>2.b) est une conséquence du corollaire 2 du théoreme 5. La réciproque

est claire.

@ D'apres @ , Si A est le compiété de A pour la topologie m-adique, il
existe L€D (A) et une fleche L -2 CeA dans D(A) telle que, pour tout

N)

parf

A-module N de longueur finie, 1<p(uo1N) : 1<p(LeAN) — T<p(C®A

est un isomorphisme. En particulier, pour tout A-module de type fini M et pour
j<p ,n>0, HY (LeM/m™™) = HI(CeM/m™M) et 1'équivalence de a) et b) est claire

si A=A . Si A n'est pas complet, par @, si C="Ug“ LA , ol
Ny 3 mit - A b A
(A), on a : Ll’.“ TZ p(L;\oA)eDcoh(A) avec 3.a) ou 3.b) et par
-p b
= (Li)eocoh(A) avec 3.a) ou 3.b).

" T "

1_1_g L)\e Ind Dparf

descente fideélement plate, "ll".“"
Et 3.a) et 3.b) sont encore équivalents lorsque A n'est pas complet.
Montrons encore que si A est complet et si 3.a) ou 3.b) est vérifié, on peut

parf(A)’
on peut supposer que u est un morphisme de complexes. Nous aurons besoin des deux

prendre L tel que L‘j soit facteur direct de ¢9 pour j<p . Comme LED

lemmes suivants :

Lemme 1. Si A est un anneau local d'idéal maximal m , de corps résiduel k , si

(P,d) est un complexe borné de A-modules plats, il existe un quasi-isomorphisme

(P,d) = (P',d') surjectif, ou P' est un complexe borné de A-modules plats et
d'e1k=0 .

Démonstration :

i-1 *1 Une suite extraite de P . Si E est un A-module

i-1

Soit P! — P! — P
1ibre tel que Eek = Im(P1_1ok — P'ek), i1 existe un A-homomorphisme E —> P
tel que 1'homomorphisme composé

mel, 4.y del

Fok — 1 1gk —K 1m(pi-!

ok —> Piek)

soit 1'identité. En particulier w est injectif et le quotient P]-‘l/E est plat
(dom)et .
(cf. [7] 4.2.2). De plus, Eek ——k> Plek est injectif, dem est injectif et

P1/E est aussi plat. Le complexe :
p1'+1

0 —>m--— P12 5 i Pl ————— 0

est quasi-isomorphe @ P , et sa différentielle & en degré i vérifie : 6s1k=0 .
On continue 1'argument pour tout i .
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Lemme 2. Soient A wun anneau local complet d'idéal maximal m , de corps résiduel

k , (P,d) wun complexe borné de A-modules plats, (P',d') le complexe défini dans

le lemme 1 et p un entier. Si dimk HY (Pek) < e pour j<p , prd = ll“ prd/mped
n

est un A-module Tibre de type fini facteur direct de pd pour j<p .

En particulier, si P€ Dparf(A)’ P' et Ker(v:P — P') sont dans
Dparf(A)’ P=Ker(v)eP' , et Ker(v) est acycligue.
Démonstration :

Pour j<p , soient Ej un A-module 1libre de type fini tel que

Elek = P' Ik , T £ — P tel que le composé
. el : X
Elek —5& Plek — piek
sqit 1'identité. Ceci montre déja que m: 9 — pPJ est injectif. De plus, comme
) et PY sont plats, par récurrence sur n , on voit que : EleA/m" = P IeA/m”
pour tout n>0 .

Le diagramme suivant est commutatif :
B} — P

]

Jea/m" =% l%n priga/m

S

!

v

lin €
n

Ce qui démontre la premiére assertion. La seconde se voit aisément en remarquant que,
. . J . . Jo_oqs J,n o5
si Pe€ Dparf(A)’ d1mk H'(Pek) < +o pour tout j . Par suite, P'Y = ll" P'"Y/m" P!

est libre pour tout j , v est un quasi-isomorphisme surjectif.

Appliquons ces deux lemmes aux complexes L et C : d'ou un diagramme

(L,8) % (c,d)

|

s| &v

/

(L',8") (c',d")
ol s,v sont des quasi-isomorphismes surjectifs et 6'e1k= d'e1k=0 . De plus,
L=Ker(s)eL' . Si t est une sectionde s , t:L' —> L , posons w=uct . Pour
. . ust . .

tout j<p, ona L6k = H(Lek) —k> H(Cek) = C'Jek et pour tout n>0 :

Liea/m" ~ ciea/m" .
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Par suite L' est facteur direct de C° pour j<p . 11 suffit de remplacer
le couple (L,u) par (L',u).

Pour terminer cette premiére partie, donnons deux résultats qui mettent en
évidence 1'importance des limites adiques dans les complexes de A-modules plats.

Proposition 13. Soient A un anneau noethérien complet pour une topologie adique
définie par un idéal I , "1im" L € Ind D

L parf '_Q L, et p un entier.
Supposons que :
. . _ n
a) pour tout n>0 , il existe (Ln,un), L€ Dparf(A/I ),
HYsmh n n g
upil, = ]_&Q LA/l tels que, pour tout A/l -module N, (u o1N) soit un
isomorphisme

b) pour tout A-module de type fini M , pour tout j<p , HJ(CeAM) est un

_ .. J J
A-module de type fini et H (CaAM) L#l_l H (Ce M/I "M).

Alors il existe (L,u), L€ Dparf
M, T<p(uo1M) s0it un isomorphisme.

(A), u:L — ”]_%Q" La tel que, pour tout A-module

Démonstration :

Soit Ka = Hom'(La,A), pour tout o.En vertu du théoréme 5, i1 s'agit de voir

ue, "lim" 12°p(K )565\(//0 On a :
que, < o coh*™/* '

1) pour tout n>0 , "lim" rz’p(K A/In)emln) : on utilise a) et ce
p } - o® coh :
méme théoréme 5 o

b

2) i1 existe Ke Dcoh

(A), viK —> "lin" T?-p(Ka) tel que pour tout n>0 ,

Tz-p(v%1A/In) soit un isomorphisme (théoreme 2).

Pour simplifier, nous allons supposer les complexes ch concentrés en
degré > 0 , par suite les complexes KOL sont concentrés en degré < 0 et p>0 .

Soient PeD . ((A) tel que P K, w:P 5K <> "lin" 2Pk ). Pour

tout n>0 , Tz-p(uG1A/In) est un isomorphisme. Posons L=Hom"(P,A). Si N est un
A-module annulé par I™ pour un n>0 , on a deux suites spectrales convergentes :

E;’q(N) ExtA/In(Hq(PeA/In) N) = H‘”’q(LoAN)

. .r,q s r q . r=q
1im EZ,a(N) = h__>m EXtA/In(H (quA/I ),N) a]&& H (LaeN) .



52 M. FLEXOR

La fleche w induit des isomorphismes pour 0>q>-p et tout r

3 rsq ~ T,q
]_;.Q EZ’Q(N) = E2 (N)

et pour 0<3<p ¢ lim H (L gpN) = H(LeyN).
a

Pour tout A-module de type fini M et pour 0<j<p , on a les isomorphis-
mes suivants :
. J _ud s J n
1_;’ H (LaoAM) = H (CoAM) = L_:;m HY(CeM/I'M)  (par b))

= lim 1_;;\ H (L oM/1M) = L:Tr_n HI (LeM/I™M) = HI(LeM) .

Si M est un A-module non nécessairement de type fini, on a aussi :

sopd ol
um H (LaeAM) = H (LeAM) .
>-p KB\_/
Pour terminer de montrer que "lim" 1= (Ka)€Dcoh(A)’ utilisons a nouveau,

a
pour M un A-module, les suites spectrales convergentes :

r.q . ryd r-q
E2 = ExtA(H (P),M) =>H (L@AM)

N o B r..q . .r-q
lim E2,a = lip ExtA(H (Ka),M) = lin H (LaeAM) ..
o a [o]
Si M est injectif et si -p<q<0 ,ona
; q - 14 -q T - q
17.1? HomA(H (Ka)’M) = 1_;)_ H (LaoAM) ~H (LeAM) HomA(H (P),M) .
Dans le cas général, M admet une résolution injective
0 —>M—1° — I1
ou IO,I1 sont des A-modules injectifs. L'exactitude a gauche des foncteurs
lim om(Hq(Ka),.) et Hom(H(P),.) montre que, de méme pour -p<q<0 ,
a
l_ig Hom(Hq(Ka),M) ~ Hom(HI(P) ,M) pour tout A-module M et par suite
a
HI(P) o “Li_m" Hq(Ka) pour -p<q<0 . On termine en appliquant le théoreme 1.

Théoréme 7. Soient A un anneau noethérien de dimension finie,
1_1_& Lae Ind D (A), C= %ﬁ La , P un entier. Supposons que :

parf
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1) pour tout fermé irréductible S' de S=Spec A, il existe un ouvert

parf(B)’
(u'eB1M) s0it un

affine non vide U=Spec B de S', un couple (L',u'), L'€D

u': L' — llﬂ LasB tel que, pour tout B-module M, Tip
isomorphisme .

2) pour tout A-module de type fini M et tout j<p , Hj(CsAM) est un

o
A-module de type fini. De plus, si I est un idéal de A, HJ(CsAM) =
-

1im Hj(CoAM/InM), pour j<p (ol HJ(CeAM) désigne le complété de HJ(CeAM) pour

«n
n
la

topologie I-adique).
Alors il existe (L,u), L€ Dparf(A” u:lL — "li>" Lu tel que, pour tout

A-mocule M, T (ue1M) s0it un isomorphisme.

<p

Démonstration :

Ce théoréme se démontre par récurrence sur r=dim A . On peut supposer S
connexe.

i) dim A=0 : A est local et on applique 1).
(A).

ii) dim A> 0 : posons L;= Hom(La,A), "llm‘ Lae Pro Dparf

Par le théoreme 6, i1 s'agit de voir que

——

2Py b
2P (Lin L) e 0%, (A)

L'hypothése 1, le théoréme 6 et le corollaire 1 de la proposition 1 montrent
qu'il existe un ouvert dense U de S tel que :

>-p g\_/
() =7 ("1 dm" L&]u)€ DeonlOy) -

Soit I un idéal définissant le fermé S-U.Par 1'hypothese de récurrence, pour n>0,
il existe un couple (L ,un), L,€D (a/1™, U, L, — ceA/1" tel que pour tout

n n parf
A/1 -module N

, T<p(une1N) est un isomorphisme. La proposition 13) et le théoreme
6 montrent que, si A désigne le complété de A pour la topologie I-adique :
>-p e
(**) <= ("llm" L;eA)e Dcoh(A) .

Les re]atjons (*) et (**) entrainent,gréce a la proposition 9, que pour
i>-p , “lim" HJ(LE) est isomorphe a un A-module de type fini et par suite que
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Deuxiéme partie : cohomologie cohérente
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0 - Introduction et définitions

0.1. Soient S=Spec A un schéma affine noethérien de dimension finie et
f:X —= S un morphisme localement de type fini. Si F est un Ox-modu1e plat sur
S , le foncteur :

(A = catégorie des A-modules) —> (D(A) = categorie derivée de A)

M — RF(X,F&AM)

possede les propriétés suivantes :

1) Soit U est un recouvrement ouvert affine de X , C = C*(U,F) le complexe de
cochaines de Cech associé a U , C est un complexe de A-modules plats et il
existe un isomorphisme dans D(A) :

©: RT(X,F) = C .
En particulier, si M est un A-module

M~ Ce M.

RT(X,F@AM) = RT(X,F)GA A

2) Si f est propre, si F est un OX-modu1e de type fini, il existe un couple
(Lou), LeDy, ¢(A),u: LaRI(X,F) .
(cf. [4] 11.9.2,cf. aussi 5 Appendix to 4.5).

En général, lorsque f n'est pas propre, les groupes de cohomologie HJ(X,F)
_ ne sont pas de type fini méme si F 1'est, RT(X,F) n'est pas dans Dgoh(A) et a

fortiori isomorphe a un objet de D (A). Par contre, si X est un "gros ouvert"

- parf
d'un schéma X propre au-dessus de S , HO(X,F) est un A-module de type fini si
F est un OX-modu1e de type fini, H’(X,F),...,Hp(X,F) le sont au fur et & mesure
que X est de plus en plus proche de X et le probleme est de savoir si dans ces

conditions, le foncteur :

M — T<p RF(X,F&AM)

qui représente la cohomologie de F@AM en degré < p , pour M€ A est identique &
un foncteur du type

M — r<p(LoSM), pour LE€D

parf(A) :
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0.2. Avant d'énoncer les résultats obtenus dans cette direction, donnons la défini-

tion suivante :

Définition 1. Soient A un anneau noethérien, X —> S=Spec A un morphisme locale-
ment de type fini, F un Ox-modu1e de type fini et p un entier > 0 . Le quadru-

plet (S,X,Rp vérifie (Pp) 3]
il existe un couple (L,u), L€ Dparf(A)’ u:b — RT(X,F) tel gque pour tout

A-module M , r<p(ue1M) soit un isomorphisme .

ou encore

il existe un couple (L,v), L€ Dparf
un _isomorphisme pour tout A-module M.

(A), v:L —C tel que T<p(V®1M) est

Sous cette forme, les résultats obtenus dans la premiére partie s'appliquent. En
utilisant la proposition 12 et le théoréme 7 de cette premiére partie, on obtient le
critéere suivant :

(S,X,F,p) vérifie (Pp) si et seulement si les conditions suivantes sont remplies:

o) pour tout idéal I , tout A-module de type fini M, tout j<p , HJ(X,FeAM)

est un A-module de type fini et vérifie

J R J n
H (X,F@AM) = M H (X,F%AM/I M)

—_——TT— .
ou HJ(X,FeAM) désigne le complété de HJ(X,FoAM) pour la topologie I-adique)

B) pour tout fermé irréductible S' de S, il existe un ouvert affine non vide
U=Spec B de S' tel que (U, XxSU, FaAB , p) vérifie (Pp).

En utilisant la proposition 12 et le théoréeme 6, on obtient encore :

supposons A local d'idéal maximal m , (S,X,F,p) vérifie (Pp) si et seulement

si, pour tout A-module de type fini M et tout j<p, HJ(X,FeAM) est un

A-module de type fini et vérifie :

—T T .

J - 15 J n
H (X,FsAM) = l%m H (X,FOAM/m M)

T .
(ol HJ(X,FsAM) désigne le complété de HJ(X,FeAM) pour la topologie m-adique).
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0.3. Examinons ces conditions =, et #).

Definition 2. Soit j wun entier > 0 , nous dirons que le foncteur en A-modules
M — HJ(X,FcAM) est de type fini si pour toute A-algebre noethérienne B , tout
B-module de type fini M', HJ(Y,FsAM') est un B-module de type fini.

Examinons la condition a) : dans [3) ch. IX, A. Grothendieck donne un critére
suffisant pour que a) soit réalisée :

il suffit que les foncteurs HJ(X,FeA.) soient de type fini pour j<p+1 .

Premieére conséquence : si A est local et si les foncteurs HJ(X,FoA.) sont de
type fini pour j<p+1 , (S,X,F,p) vérifie (Pp).

Remarquons déja que, méme lorsque A est local, la finitude des foncteurs
HJ(X,FeA.) pour j<p est insuffisante pour que " (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf. 0.4,
exemple ci-dessous).

Regardons la situation suivante, ol o est une immersion ouverte et f un
morphisme propre

X S X

f\s / 7

Définition 2'. Soit j wun entier > 0 , le foncteur de la catégorie des A-modules
dans la catégorie des Ox-moduIes: M — RJD*(FQAM) est de type fini, si pour toute
A-algeébre noethérienne B , tout B-module M' de type fini, Rap*(F&AM') est un

Oy _-module de type fini (ou XB = ixSSpec B).
B

La finitude des foncteurs Rjo*(FeA.) pour j<p entraine celle des fonc-
teurs Hj(X,FsA.) pour j<p , comme on le voit avec la suite spectrale de Leray
associée au morphisme f= f-p . D'apres A. Grothendieck, (cf. [3]), cette finitude
des foncteurs RJc*(FeA.) pour j<p s'exprime par des conditions de profondeur
sur F , lorsque A est quotient d'un anneau régulier.

Moyennant une condition supplémentaire de "semi-finitude" du foncteur
RP o*(FcA.), condition qui s'exprime elle aussi en conditions de profondeur sur F,
nous montrerons que la condition a) est réalisée.

+1

Deuxiéme conséquence : si X est un ouvert d'un schéma S-propre X , si A est un
anneau local et si F vérifie les conditions de profondeur appropriées, (S,X,F,p)
vérifie (Pp)‘
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Examinons la condition &) :

On ne sait presque rien sur elle en général. Méme lorsque S est intégre, on
ne sait pas sous la seule hypotheése de finitude des foncteurs M — HJ(X,FoAM)
pour j<p , qu'il existe un ouvert non vide U de S tel que, pour s€U , la
fleche naturelle :

TSD(RI“(X,F) e k(s)) — Tsp RT(XS,Fok(s))

est un isomorphisme, ce qui bien sir a lieu si on a (Pp). Néanmoins Torsqu'on est
dans la situation suivante :

X <& X

f\s /?

ol p est une immersion ouverte, ¥ est projectif et ou F satisfait des condi-
tions de profondeur du type évoqué ci-dessus, la condition a) est satisfaite et par
suite (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf. théoreme 1).

De plus, on montre que, quitte & éclater S , il existe déja sur X un couple
(E,v), E€D arf

(EsAM) o~ Tsp

0.4. Pour terminer cette introduction, donnons un exemple qui montre que la seule
finitude du foncteur M —> T(X,FeAM) est a elle seule insuffisante pour que
(S,X,F,0) vérifie (PO) méme lorsque A est local, et X est quasi-projectif :

(Op), v:E — Rp,F tel que pour tout A-module M,

TSP Rs*(FeAM) (cf. théoreme 2).

Exemple :

Soient k un corps algébriquement clos, A=k[[t]] , X=IP§ , T une section

de X -i» S=Spec A, E=7(S), So la trace de E sur la fibre spéciale, s, celle

1
sur la fibre générique, I 1'idéal du fermé TE;T dans X , X= i-{so} , F= I;

X -
On a les relations suivantes :
i) F/t"F= 0,40, si n>0
ii) si p:X =X, I=p,(F) et T(X,F)=T(X,1). De plus la suite exacte :
0 — I(X,1) — I(X,05) = r(X,05/1)
montre que TI(X,F) = I'(X,I) =0

19) &« Lm T(7,05/£"05) = Lim (X F/"F)
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iv) l%@ p*(F/tnF) = Oiii (ou la notation . désigne le complété de 1'objet
considéré pour la topologie tox—adique)

v) r(X,FoAM) est un A-module de type fini pour tout A-module M de type
fini. Come 0 = T(X,F) # Lim T(X,F/t"F), i1 n'existe pas de flache L° 1! de
A-modules 1libres de type f?ni telle que, pour tout A-module M,

F(X,FoAM) = Ker(de 1M)

vi) le foncteur r(X,FgA.) est de type fini (cf. proposition 7).
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I - Un cas élémentaire

Regardons la situation suivante pour p un entier > 0 :

a) S est un schéma noethérien

b) X <& X , X est un ouvert d'un S-schéma projectif X , plat sur S tel
que pour tout S€S , tout zE€ ()'(-X)S , on ait prof 0S 2 > p+2 . Soient
F:X — S, f=Fcp: X — S les morphismes canoniques.

c) F est un Ox-module localement Tlibre de type fini.

Proposition 1. Pour (S,X,X,F,p) comme ci-dessus, il existe E€D arf(ox),
Le oparf(os), des fleches v:E —> Rp,(F), u:L — Rf,(F) tels que pour tout
Os-module M

v: Tﬁp(EeSM) = TSD(RO*(FOSM))

U:T<

_D(LesM) = 1

<o R (Fog) .

De plus, si 0Og(1) désigne un faisceau inversible trés ample au-dessus de S , on
peut choisir les composantes non nulles g de E de la forme 0)-((n)r , avec
n>0, r>0 et L=7F,(E).

Démonstration :
Soit N wun entier > 0 tel que 1'on ait, pour n>N :

a) Rj?*(oi (n))=0 pour j>0 et s€S
s

b) f,0s(n) est localement libre de rang fini (conséquence de a)).

Ce qui implique, pour n>N :

{ Rj?*(oi(n)es.) 0 pour j>0

(a)
?,(Oi(n)es.) = ?*(Oi(n))os.
Soit g un prolongement cohérent du dual Hom(F,0,) a X . On peut trouver

une résolution de g de la forme suivante :

X

. r r
(R) : ---— Oi('npﬂ) P s O)-((—no) 0 5 g —0

ou les enti n.,r. érifient >0 , n.>N .
U les entiers JJJ vérifien G> s M52
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Dualisons terme a terme la suite exacte (R), on obtient le complexe

r r
; A _ (o] . _ p+1 .
(C) 0 — Hom(g,(.x) —_ OX(no) —_————— OX(np+‘l) —>
E "o r‘p+1
Notons E le complexe : 0 — O)-((no) ————— 0)-((np+1) —_—,
r r
E:0 — 0)-((no) 0 s Oi(an) AL 0 et L=Ff,(E). On va vérifier que E

et L sont les complexes cherchés. Comme F est localement libre, on a
F = Hom(g,o)-() x et le complexe (C) est localement scindé sur X , d'ol une suite
exacte de foncteurs en Os-modules :
o rp+1
0 — Feg. —> Ox(no) 8 —>--—> OX(an) 6" —>---
Si F désigne aussi le complexe concentré en degré 0 et de valeur F en ce

degré, EIX': F.

Si M est un Os-module, on a encore ElxosM ~ FosM et

Rp*(EIXeSM) = Rp*(FosM) .

La fleche d'inclusion E —> E définit des fleches

viE — F <80 Rp*(ﬁ‘x) ~ Rp,(F)

u:l = RFE — R?*Rp*(ﬁlx) =~ RF,Rp,(F) = Rf,F
et pour tout Os-module M, u et v induisent des fléches :

Vy © EegM — EoSM —> Ro,(FeM)

u, : LecM —> R, (FeM) .

M N

Comme prof 0S 2 > p+2 , pour tout SE€S et tout z€ ()'(-X)S , On a pour
i>0:

et qu*(ﬁ?xos.ho pour 0<g<p .

Par conséquent, pour tout A-module M ,

rsp(EeAM) = TSP(EGAM) o~ TSpRp*(EiXoM)
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et (EoSM) —_ T\p(RQ*(FGSM)) est un isomorphisme. Les relations(a)

’

tsp(vM) : rsp

montrent que ?,(Ejes.) = ?*(EJ)as. et pour 0<q<p , RI%, (Ele =0 . Par

;)
conséquent, pour tout A-module M :

LepM) = T<p(R1-’*(EoAM))

Tsp(
et TSP(UM) : Tgp(L"SM) —_ 1<p(Rf*(FeAM)) est un isomorphisme.

Corollaire 1. Si S=Spec A, ol A est un anneau complet pour une topologie adique
définie par un idéal 1 et si X,X désignent les complétés formels de X et X
le long de V(]OX) et v(w)-() respectivement, pour tout A-module de type fini M,
les homomorphismes canoniques :

—_ T .
Byt R0 (FeM) — R’ 3, (Fo, M)

——

et % H‘(X,FeAM) — H‘(x,FoAM)

sont des isomorphismes pour i<p .

(N.B : la notation désigne le complété du module en question pour la topologie

I-adique, p: X — X est déduit de p de maniere naturelle).
Démonstration :

Pour m>0 , notons Xn (resp. )'(m) le fermé de X (resp. X) défini par
1'idéal I"MOX (resp. Im+10)-(). Soit N un entier > 0 comme dans la démonstration
de la proposition. Si M est un A-module de type fini,si n>N, ona (cf. [3]

ch. IX théoreme 1.1)

b*(OX(n)oAM) = lim p*(OX (n)cAM) = lim Oim(")oAM = O)-((n)eAM et pour 0<i<p,

. “m m “m
R',(0y(n)e,M) = Lim R'0,(0y (n)eyM) =0 .
m
Si Eerarf(oi) est comme dans la proposition 1 (& composante E' nonnulle de

r.
la forme 0, (n,) v, n;2N, r.>0), on en déduit que :

P

Isp(EeAM >t Rp,(Fo M) = T_p(l%’l(Rp*(FeAM/ImM)))

et que Bi est un isomorphisme pour i<p . Comme X — S est projectif

(R, glnlogh) = 1 (K., dxlm)egi)
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pour tout i et tout A-module de type fini M , et est donc nul pour i>0 et
n>N . Par suite

(LeyM) = rsp(l‘()'(,EoAM)) =1 p(l%' I‘(Xm,EsAM/ImM))

TSD
et les Y5 sont des isomorphismes pour i<p .

Si T est un schéma, on désigne par Et(T) 1la catégorie des revétements
étales de T , n’(T) son groupe fondamental algébrique.

Corollaire 2. Soient S, X, X comme dans le corollaire 1, Xm le fermé de X défini

par 1'idéal Im*1ox , pour m>0 .

a) Si p=0,si m:T — S est un morphisme fini et si U est un voisinage

ouvert de X; = 7 (x )
—_— T, 0

a.1) le foncteur Et(U) — Et(XT ) est pleinement fidele. Si de plus X1
0 0
est connexe, 1'homomorphisme canonique

T(1(XT ) — 1r1(U)
5}
est surjectif.

a.2) L'homomorphisme canonique PicT(U) —_— PicT(XT) est injectif (ol
XT = XxST est aussi le complété formel de XT pour la topologie IOx -adique).
T

b) Si p=1,si m:T —S est un morphisme fini et X; = a0

0
0
b.1) tout revétement étale de XT est la trace d'un revétement étale d'un
[¢}
voisinage ouvert U de XT . Si de plus XT est connexe, alors
o} D
n1(XT ) = lim ﬂ)(U)
0 vois. ouvert de XT
0

b.2) ljg PicT(U) = PlcT(XT)
U vois. ouv. de XT
o}

Démonstration :

On procede comme dans [3] Exposés X, XI, (i.e. on montre que 1'on a la pro-
priété Lef(XT,XT ), pour tout revétement fini T , dans le cas a) et Leff(XT,XT )
0 0

dans le cas b), loc. cit.).
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a) Si T=S et si X Sy s XZ Y X sont deux revétements étales de X s

1
u*(OX ) et v, (0 sont deux OX-algébres localement libres de type fini et il
1

XZ)
en est de méme de g = Hom(u*(OX )s v,,(OX )). En appliquant le corollaire 1, on a :
1 2

Hom(u*(ox1),v*(oxz)) = T(X,g) = I'(X,3) = Hom(a,(ox1),v*(ox2))
ou X1 (resp. XZ) désigne le complété formel de X1 (resp. XZ) pour la topologie
IOX (resp. IOX ) adique. En particulier, le foncteur
1 2

Et(X) —> Et(X)

est pleinement fidéle. Si U est un voisinage ouvert de Xo dans X , pour tout

x€X-U , si s=f(x), on a encore Prof Os Xz_z comme nous le verrons ci-dessous.
’

De sorte que la méme démonstration montre que le foncteur

Et(U) — Et(X)

est Tui aussi pleinement fidele.
Soit x un point de X-U , s=f(x), montrons que prof 0S xz_? :
s
- si x€eX-X , c'est clair

- si x€X-U, soit x' un point générique de {X}n io . Comme U est un
voisinage de X dans X , x'€ XO-XO et prof 0, >2,5si s'= f(x'). Soit

P=IP2 un espace projectif relatif au-dessus de S tel que icﬂPg . Si dp OS X

(resp. dp OS. x.) désigne la dimension projective du OP -module OS « (resp.
t ] s ’

OPS|-modu1e Os',x')’ ona :

dp 0

S,X <dp Os',

v < dim OP ’-2 < dim OP -2

X
s',X S,X

et par suite, prof Os x> 2 comme annoncé.
X2

Le foncteur Et(X) — Et(Xo) est une équivalence de catégories et la pre-
miére assertion de a.1) est prouvée pour T=S . Si T est un revétement fini de
S , la démonstration est identique. La dernigre assertion de a.1) est une consé-
quence de la premiére.

a.2) Si g est un faisceau inversible sur U , voisinage ouvert de X, s 0N a vu
que :

T(U,g) = T(X,3) .
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Par suite, si F est un faisceau inversible sur U , M un faisceau inver-
sible sur T, sz?U(M) si et seulement si Faf*(M).
|

b.1) Comme pour a.1), nous allons le montrer pour T=X , le raisonnement étant
identique pour un revétement fini quelconque.

u
Soit R =3 X, un revétement étale de X , F = (ug)x(R)) est une

0, -algebre Tlocalement libre de type fini et gr (F ) = o(F & 170y /1””0)( )
0 n

0 [¢}
vérifie :

p*(ng(Fo) est un ngO)-( -module de type fini

[¢]
(*) 1
R o*(ng(Fo)) =0

Si R 5 X est le revétement étale de X correspondant a R0 — X0

'f=u*(ow), ?IX =F, » les relations (*) et le théoréme 2! ch. IX de [3] montrent que
0

.(F) est une 0z-algébre de type fini. Comme X — S est projectif, il existe
une 0)-(-a1gébre B telle que ézé*('f), libre de rang fini en tout point de Xo s
i.e. B est localement libre de type fini dans un voisinage U de X0 et définit
un revétement étale R —> U tel que ue 1x°= ug -

La dernigre assertion de b.1) est aussi une conséquence de la premiére.

b.2) Nous avons déja vu (cf. a.2) que

- lip Picg(U) — Picg(X;)
U voisinage ouvert de X‘J

est injectif. La surjectivité peut se voir de la maniere suivante:si F est un

OX -faisceau inversible, on a vu en b.1) qu'il existe un faisceau inversible F
T

défini dans un voisinage U de XT tel que FxF .

Corollaire 3. Soit S=Spec A , A anneau local d'idéal maximal m et de corps
résiduel k=A/m . Soient :
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tels que :

a) X est ouvert dans X , X est fermé dans IP'; , T est plat, ses fibres sont nor-

males et sa fibre spéciale )'(o= ixsk est géométriquement intégre.

b) dim X0 > 2+N-cod1mio(X0-X0).

Alors le foncteur Et(k) — Et(X) est un épimorphisme, i.e. tout revétement
étale de X provient d'un revétement étale de k .

Démonstration :

Comme N > dim )'(0 , par 1'hypothése b), on a, pour tout S€S :
codimis(xs-xs) > codim)-(o(Xo-Xo) >2.
Comme les fibres de f sont normales, si x€ X-X , si s=f(x)

prof 0)-( X 22
s
et on peut appliquer le corollaire 2 : le foncteur Et(X) — Et(Xo) est pleinement
fidele.

Soient X' - X un revétement étale de X , R = m,(0y.) est une 0,-algebre
localement libre, o X(') — X
fibre spéciale.

0 Ry = (no)*(OXC'J) les traces de m et R sur la
D'aprés [2] corollaire 6 du théoreme 2, les hypothéses a) et b) entrainent que

LA Xo —_— X0 provient d'un revétement étale de k , i.e. X0 = XoXSpec kSpec k',

ou k' est une extension finie séparable de S . Soit S' -2 S un revétement

€tale de S, S'=Spec A', A' anneau local de corps résiduel k' relevant 1'exten-

sion Spec k' —> Spec k . Comme le foncteur Et(X) —> Et(Xo) est pleinement

fidele, R = OXGAA et X' = XxSS .

Remarques.

a) L'hypothese de normalité faite n'intervient que pour affirmer : prof 0)-( X>2 si
s

s=F(x) et si xeX vérifie dim 05 22 (condition S, pour les fibres de F)

S!

b) Si codimi (X =x)=2,X =IPN et c'est bien connu (théoreme de pureté).
0o 00 o "k
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11 - Passage aux limites adiques

0. Les données dans ce paragraphe sont les suivantes :

a) f: X — S = Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien et de dimension finie

b) F est un Ox-module de type fini, plat sur S

c) p est un entier > 0 .
Rappelons tout d'abord le critére suivant di a A. Grothendieck :

Proposition 2 ([3] ch. IX théoreme 1.1). Soient R un anneau, 1 un idéal,
g:Y — Spec R un morphisme localement de type fini, G un O,-module de type

X — VT3 Tk .
fini, 9 un entier > 0 . Supposons que le e I -module gradué e H'(Y,I"G) soit

kKo T k>0
de type fini pour j<g+1 , alors
T . n
HI(Y,6) = Lim HI(Y,6/1"6)

“n
N .
pour j<q (ol HI(Y,6) désigne le complété de H(Y,G) pour la topologie

1-adique).

Corollaire 1. Soit (S,.X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que pour j<p+1 ,
les foncteurs M —- HJ(X,FsAM) soit de type fini et que de plus 1'une des deux
conditions qui suivet est satisfaite :

1) A est local

2) pour tout fermé irréductible S' de S, il existe un ouvert affine
U=Spec B non vide de S' tel que (U,XxSU,FoAB,p) vérifie (Pp).

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).
Démonstration :

Soit I un idéal de A . Comme F est plat sur S , pour tout A-module M

de type fini, on a : eIk(FoAM) = FoA(eIkM) et comme les foncteurs HI(X,Fe
k k

de type fini pour j<p+1, HJ(X,alk(FoAM)) est un Elk-modu'le gradué de type fini

A') sont

pour j<p+1 . 11 suffit alors d'appliquer la proposition 2 et le théoréme 6 (resp.
théoreme 7) de la premiére partie lorsque A est local (resp. dans 1'autre cas).
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Proposition 4. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose de plus que :

i) A est complet pour la topologie définie par un idéal I

ii) X <& %, ol X est un S-schéma propre, p une immersion ouverte

iii) les foncteurs M — RJQ*(FGAM‘) sont de type fini pour j<p

iv) pour tout x€ Supp F tel que mr\V(IOX)=G , prof Ff(x) 5 2 P2 (ou
IxJ désigne 1'adhérence dans X).

Alors pour tout A-module M de type fini et tout j<p , les homomorphismes

canoniques de 0)-(-modu1es (X = complété de X pour la topologie Ioi-adique)

./\ R. L~ O .
RYo, (FepM) —> R5, (Fo M) — 1im R7p, (FeM/1™M)

-
n

sont des isomorphismes.

Démonstration :
1) L'hypothése iv) montre que si V est un voisinage de X0 dans X , si
@ :Ve>X est1'inclusion, pour tout A-module de type fini, on a :
FOAM ~ ‘D*(FQAM{V)
ij*(FeAM|v)=0 si 0<j<p
et par suite, si g :V — X :
J J ;
R p*(FoAM) ~ R (pv)*(FeAMIV) pour j<p .

2) Soit M un A-module de type fini et g = Fs,M .

A

Lemme 1. Pour (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c) et vérifiant de plus ii) et iii),

——

RJé*(g) est un O)-(-modu’le de type fini pour j<p .

Démonstration :

Comme les foncteurs R‘jp,,(FcS.) sont de type fini pour j<p , on sait par le
théoréme 2.1 ch. IX de [3] que Rjé*(g) est un O)-(-modu1e de type fini pour j<p.
Pour j=p , le lemme étant de nature locale sur X , on peut supposer X affine
d'anneau B complet pour la topologie IB-adique et X=Spf B . Posons

H = HP(X,5), i1 est muni d'une filtration (R) définie par :

n>o
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R, = Im(HP(x,1"8) — H)

compatible avec la topologie IB-adique. Le théoréme 1.1 ch. IX de [3] montre que :

H =~ bi,"n Hp(X,g/I"g) et par conséquent que la filtration (Rn)nZO est séparee.

Posons griB = e 1"/1™'8 , grH= o R R
n>0 n>0

ney > 97 H est un ngB-module
gradué.

Avec le diagramme commutatif

HP (X, 1" 1g) — HP(X,1"g) — HP(X,1"g/1"*1q)

! ;

Rn-+1 > Rn

on voit que gr H est un quotient du sous-ngB-module gradué e Im(Hp(x,Ing) —

n>0

W(x,1"g/1™9)) de o HP(X,1"g/1"*'g). Comme F est plat, e 1M(FeM)/1™'(FeM)=
n>0 n>0

Fe( o I"M/In”M) et par (ii), e Hp(X,Ing/In”g) est un gr B-module gradué de

n>0 n>0 i

type fini . Par suite gr H est un ngB-mod«ﬂe gradué et H est un B-module de

type fini (cf. [1] corollaire 1 de la proposition 12, §2).

Revenons a la démonstration de la proposition 4 :

3) Par le théoreéme 1.1 ch. IX de [3] , plusieurs fois déja invoqué, Ej , a, sont

J
des isomorphismes pour j<p , Bp est injectif, a_ est un isomorphisme.

P

4) Comme X -L S est propre, H = pr,(g) est le complété d'un Oi-module de type
fini, que 1'on note G si p=0 et H sinon. On note encore G=p,(g) et
H=Rpp*(9) si p>0 . On a donc : GSE , pour p=0 et pour p>0 ,6=0C et

HcH . De plus comme est 1'identité sur X , i1 existe un voisinage V de Xo

T =0 .

B
dans X tel que, si p=0 ’GIV=GIV et si p>0 ,'ﬁw

5) Si V'=vnX , V' est un voisinage de X, dans X et ona par 1)
RIp,(g) =~ RJp;(glv.)
pour j<p , p':V' =X .

On peut donc supposer que X=V' et dans ce cas, la proposition est une con-
séquence du lemme suivant :
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Lemme 2. Soient Y <% ¥ une immersion ouverte, I un idéal de OY N un

Ov-module de type fini, Vv et v les complétés formels de Y et Y pour la topo-

logie I-adique, p un entier > 0 . On suppose que :

a) R‘jw,,(N) (resp. Rjé*(ﬂ)) est un Ov-module (resp. Ov—modu]e) de type

fini pour j<p .
- —_— uj L
b) L'homomorphisme canonique : R‘]w,,(N) — Rth,,(N) est un isomorphisme pour

~

j<p , un monomorphisme pour j=p .

c) Rp(b*(ﬂ) est le complété d'un Ov-modu'le de type fini T tel que, pour
p=0,N=T,, etpour p>0 , Supp TeV-y .
i
p

Alors u" est un isomorphisme.

Démonstration :

On peut se ramener au cas ou Y=Spec B , B est un anneau complet pour la
topologie IB-adique, V =Spf B . Posons N=T(Y,N), c'est un B-module de type
fini tel que Ass NcY. Si p>0 , comme Supp TeV-Y , il existe un élément a de
B non diviseur de zéro dans N et annulant T . On a une suite exacte :

0 — N & — fi/al — 0
une suite exacte longue de cohomologie :
cee— BPTHYLN) B W) — PN (Y NZaN) —> HP(Y,N) —> 0

et un diagramme commutatif de suites exactes :

N — /\
e WTTYN) B WO (YN) = WP (Y NJaN) —> HPCY.N) —> 0

(
L Lo

- - - - - —
e PN B WP — HPTY (Y N aN) — — 0

Ceci montre que :
- HJ(Y,N/aN) est un B-module de type fini pour j<p-1

j P .
- H'(Y,N/aN) est un O;,-modu]e de type fini pour j<p-1

. . o~

- H(Y,N/aN) = H)(Y,N/aN) pour j<p-2
T

- WP (v N/aN) e WPy, R7aN).

- N
- WP 1(V,N/aN) est le complété d'un B-module de type fini T'. De plus, comme
Up-1 est un isomorphisme, pour p=1, N/aN=Tl'Y et pour p>1 , Supp T'cV-vy .



72 M. FLEXOR
{\ - ~~ :
- HPTY(Y,N/aN) = T' si et seulement si HP(Y,N)=T .
Par récurrence sur p , on peut donc supposer p=0 . Dans ce cas, on a une

fleche d'adjonction

T s PILT)y) = T(VN)
S

- P u° -
telle que 1d;:T —> ]"(Y,T[Y) = T(Y,N) == T(V,N).

par suite u° , qui est déja injectif, est un isomorphisme.

Pour démontrer la proposition 4, on applique ce lemme pour Y=X , Y=X , N=G.

Corollaire 1. Les hypothéeses et notations so'n't celles de Ta proposition 4. Pour tout
j<p , tout A-module de type fini M, HJ(X,FQAM) est un A-module de type fini
et les homomorphismes canoniques :

J iy ¥ sl n
H (X, FeyM) —> H (X, FagM) —>l_:]__t1\ H (X, Fe M/17M)

sont des isomorphismes.

Démonstration :

Pour tout A-module M , on a deux suites spectrales convergentes :
qu = Hr()'(,qu,,(FeAM)) =>H"*q(x,FoAM)
E';h KT (R,R% o (Fo ) = HT*9(X,Fo i)

Comme X —>= S est propre, on voit que

a) Hj(X,FeAM) est de type fini pour j<p

b) E/;E = Hr(i,m)) = H'(X,R%,(Fe,M)) pour q<p .

Par suite, pour j<p , Hj(X,FeAM) - Hj(x,rf;m) - L:Tm Hj(X,FeAM/InM).

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que :

1) A est local complet d'idéal maximal m

2) les foncteurs R‘]p*(Fe.) sont de type fini pour j<p

3) pour tout x€Supp F tel que TxJIn V(mOX)=D , prof Ff(x) X2 p+2 alors
(S,X,F,p) vérifie (Pp).

Démonstration : On applique le corollaire 1 et le théoreme 6 de la premiére partie.
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IIT - Critéres de finitude des foncteurs RJp*(FeA.)

Reprenons la situation examinée au paragraphe II.

0.a) f: X — S=Spec A est un morphisme localement de type fini, A est
noethérien, de dimension finie. On suppose de plus que X est un ouvert d'un
S-schéma X 1localement de type fini. On note p:X > X 1'inclusion de X dans
)-(,?:)_(—>S,f=?op.

0.b) F est un Ox-module de type fini, plat sur S .

0.c) p est un entier > 0 .

Rappelons tout d'abord le critére suivant di a A. Grothendieck :

Proposition 5 ([3] corollaire VIII-1I-3). Soient Y un schéma localement noethérien,
localement immergeable dans un schéma régulier, U un ouvert de Y , ¢:U <Y 1la
fléche d'inclusion, G un OU-modu1e de type fini, q un entier > 0 . Les condi-

tions suivantes sont équivalentes :

1) RJw,(G) est un Oy-modu1e de type fini pour j<q .

2) Pour tout x€U tel que codimrij((Y-U)(1¥§7) =1, alors Prof GX > g+,
ot Tx} désigne 1'adhérence de x dans Y .

Supposons dans ce qui suit dans tout ce paragraphe que A est un quotient
d'un anneau régulier.

Corollaire. Soient (S,X,X,F,p) comme-en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Pour tout A-module de type fini M et tout j<p , RJp*(FoAM) est un

Oi-modu1e de type fini.

b) Pour tout xe€ Supp F tel que codim(;T((i-X)n Ix}) =1, o0na
prof Ff(x),x > p+l .

Démonstration :

Comme F est plat, pour tout A-module de type fini M et tout xeX ,

on a : prof(FeAM_)X > prof Ff( et on applique la proposition précédente.

X),X
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Lorsque B est un anneau de valuation discrete de spectre T , on note aussi
(T,n,&£) le trait correspondant, ot n est le point générique de T , £ son point
fermé.

Soit C la catégorie dont les objets sont les triplets (Y,x,y), ol Y est
un S-schéma, x,y deux points de Y tels que y€ Ix] et les fleches

(Y,x,y) A (Z,u,v)

sont les S-morphismes h:Y —> Z tels que h(x)=u , h(y)=v . Si ¢: T — S

est un morphisme de schémas localement noethériens, on note Fp = Fe,0 Xo = Xx.T,

AT 7T S

?T = ?x1T etc...

Si s€S , on note F. = Fesk(s), Xg = XxgSpec k(s), etc...

Proposition 6. Soit (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Les foncteurs RJp*(FeA.) sont de type fini pour j<p .

2) i) Pour tout se€sS , tout j<p, Rj°*<Fs) est un Oy -module de type fini.
s

ii) Pour tout trait ¢©:T — S , RJ(pT)*(FT) est un Oy -module de type
- T

fini pour j<p .
3) i) Pour tout se€S , tout j<p , R‘]o*(FS) est un 0)-( -module de type fini.
s

ii) Pour toute flache (T,n,£) % (S,t,s) de C, ou (T,n,E) est un

trajt tel que k(n) 2 k(t), Rj(pT)*(FT) est un 05 -module de type fini pour
- T

J<p .
Démonstration :
11 est clair que 1) =>2) = 3).

Montrons que 3) ==2) : Soit (T,n,&) =% (S,t,s) une fleche de C , ol
(T,n,&) est un trait. Soient B = F(T,OT) » By = BN k(t), c'est un anneau de

valuation discréte de corps des fractions k(t). On note (To,no,go) le trait
correspondant a Bo et y la fleche naturelle (T,n,&) n (To,no,go). La fleche

¢ se factorise a travers (To,no,go), i.e :

S (T,m,e) B (1 %o, (s
o 9“95 —-> O,TIO,EO) _>( ’t,s) .
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Par construction, k(r.D)g‘J k(t). Par 3) i), R‘j(,c-r )«(Fy ) estun 0Oy  -module
Cl T
de type fini pour j<p . Comme ¥ est plat, RJ(pT)*(FT) = R‘](pT Ju(Fp e, 0p et
' 0 0 T0
RJ(OT)*(FT) est un 0)-(T-modu1e de type fini pour j<p .

Montrons que 2) = 1). Les conditions 2i) et 2ii) sont conservées par tout
changgment de base. On est ramené a montrer que pour tout A-module de type fini
M, R‘]p*(FoAM) est un Ox-modu1e de type fini pour j<p . Par le corollaire de la
proposition 5, il s'agit de voir que, pour x€ Supp F tel que
codimm((f(-x)nM) =1, ona prof Fex) x 2 p+1 . Soient x,z€X tels que
xesSupp F, ze (X-X)nIxJ , dim 0, = dim 0 +1 .

Si f(x)=7%(z), par 2.i) et la proposition 5, on a prof Ff(x) x 2P+l
Supposons maintenant que f(x)=f(z). Posons t=f(x), s=%(z). On note encore :
f:(X,x,2) = (S,t,s) 1la fleche de C correspondante.

Lemme., Pour toute fleche (Y,y,y') L (S,u,u’) de €, i1 existe un carré commu-
tatif de fleches de C :

1wa
(Yp,2,2") —— (Y,y,y")

hx1 h

1]
(T,n,8) —2— (S,u,u’)

ot (T,n,g) est un trait tel que k(n)gk(u).

Démonstration :

On construit tout d'abord une flzche dans C: (T',n',&') —> (Y,y,y') ou
(T',n',€') est un trait tel que k(n')&k(y). Posons 8=hev : (T',n',£') —
(S,u,u'). Soient B'=T(T',01,), B=B'Nk(u), (T,n,€) le trait correspondant a2 B ,

ona k(n)=k(u). La fleche 6 se factorise a travers (T,n,%) :
0: (T',n",E") B (T,n,e) % (S,u,u’) .

De plus on dispose d'une section A:T' —> YT.= YxST' qui, si 1'on pose
z,=Mn'), z;=A(£"), se prolonge en une section dans C :

A (T ntg) = (Yrazy,2))
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Posons z = (1Yxa)(z1), z' = “YKQ)(Zi)’ on a les fleches suivantes dans C :

1Y><0L 1wa
(Ypozy529) ——> (Y1,2,2") —— (Y.y.y') .

D'ou le lemme.

Terminons la démonstration de la proposition 6. Soit

- e
(XT,X',ZI) e (szsz)

|
fx‘l.rl lf
(T,nag) _(2—’ (sstss)

un carré commutatif dans C , ou (T,n,E) est un trait tel que K(n)£k(t). On a :

- ol
0 1o =0 x €t FT,x' ~Fex -

Comme dim OZ = dim 0x+1 , par le théoréme de Krull-Akisuki, dim Oz. =
dim 0_,+1 . De plus, 2'€ (X+-X;)n {x"J . Comme Rj(p )o(F7) est un Oy -module de
X T°7 T T XT

type fini pour j<p , prof FT X' 2> p+1 et de méme prof Ft X > p+l .

Proposition 7. Soit (S,X,X,,p) comme en 0.a),b),c). Les conditions suivantes sont
éguivalentes: j o .
T) Les foncteurs R p*(F'lS') sont de type fini pour j<p.

2) i) pour tout se€S , tout j<p, RJp*(FS) est un 0)-( -module de type
3

fini.

i1) Pour tout xe€Supp F tel que prof Fr .y < p , les fibres du mor-

phisme IXxJ — S ont leurs points génériques dans X , ou {xJ désigne 1'adhé-

rence schématique de x dans X .

Démonstration :

1) ==2) : 11 suffit de vérifier 2.ii). Soient x€ Supp F tel que
prof Ff(x) « $P, t=f(x), z un point générique d'une fibre ms du morphisme

X} — S . Ceci définit une fleche de C que 1'on note encore
f: (X,X,Z) —_— (S,tss)-

D'apres le lemme ci-dessus, i1 existe un carré commutatif dans C :
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. T
(Kpox',2") ——> (X,x,2)

oo I

(T,n,g) —2—» (S,t,s)

©® .
ot (T,n,E) est un trait tel que k(n)=k(t). En particulier Froo=Fe et
prof Fr .. < p . Comme RJ(DT)*(FT) est un Oy -module de type fini pour j<p ,

z' est dans une composante irréductible de {x'J, dont le point générique y' est

€

dans XT . Soit y 1'image de y' dans X , y€ ms , y est une générisation de

z ,i.e.z=y€eX .
2) = 1) : Nous allons utiliser la proposition précédente.

11 suffit donc de montrer que pour toute fleche dans C :
@ (T,n’g) —_ (S,t,s)

ot (T,n,E) est un trait tel que k(n)=k(t), Rj(oT)*(FT) est un 0)-( -module de
T
type fini pour j<p .

Grace & la condition 2.i), il suffit de voir que si x'€ (Supp FT)n et si

codimm((XT-XT)nix')g) =1, alors prof FT,x' > p+1 . Soient x' un tel point,

z'e(iT-X.l.)n?x‘}g tel que dim 02. = dim OX.+1 , X et z les images de x' et

z' dans X , d'ob une fleche dans C :
i, o
(XT,x‘,z') —— (X,x,z) .

Comme X —> S est localement de type fini, il existe un voisinage affine
V=Spec B de z dans X tel que B soit un quotient d'un anneau de polyndmes
R=A[T1,...,Tr] . Pour montrer que prof FT,x' > p+1 , on peut remplacer X par
V=Spec B , puis supposer que B lui-méme est une A-algebre de polyndmes, i.e.
supposer X affine a fibres lisses.

Raisonnons par 1'absurde. Supposons que prof FT M- Comme k(n)=k(t),

OT,x'”Ot,x et FT,x'“Ft,x , par suite prof Ft,x 55 . Appliquons la condition
2ii) : z appartient & une composante irréductible de ms dont le point générique
est dans X . Comme ze€ X-X , la condition i) montre que dans ces conditions, il

existe y€ msnx , Y générisation de z tel que prof Fs,y > p+1 . D'autre part,

on a les relations suivantes :
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: im 0 i o) = di = di
dim Os,y” < dim Ls,z < dim Lg,z‘ dim OT,x' dim Ot,x

et dim OS

y+1 < dim Ot,x (*). D'autre part
dim Ot’x-p < dp Ft,x < dp Fs,y < dim os,y' (p+1)

ou dp Ft x (resp. dp Fs ) désigne la dimension projective du 0, - (resp.

s Yy t,X
os,y') module F (resp. Fs,y)’ et dim ot,x < dim os,y'1 (*x).

t,x
Ces deux relations (*) et (**) étant contradictoires, on a nécessairement
prof Fr v 2 p+t .

Proposition 8. Soient (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c), I un idéal de A , A’ le
complété de A pour la topologie I-adique, S'=Spec A', o:S' — S le morphisme
associé, X'= XxSS', X'= f(xSS', Fl=FepA', p'= pxlg.

Supposons que :

i) Les foncteurs RJp*(FcS.) sont de type fini pour j<p .

ii) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) M < p+1, les points génériques
des fibres ms . SEV(I), sont dans X .

Alors

i') Les foncteurs RJo;(F'es..) sont de type fini pour j<p .

ii') Pour tout x'€ Supp F tel que prof F%‘(x') x < p+1 , ol f'=fxls. , les
points génériques des fibres lx'FS. , S'€V(IA'), sont dans X'.

Démonstration :

L'assertion i') est claire. De plus, grace a la proposition 7, elle montre
aussi que si x'€Supp F' et si prof F]'c.

(x') ,x' < p , alors les points génériques
des fibres de {x'} — S' sont dans X'.
Soient x'€ Supp F' tel que prof F%'(x') >(,=p+1 , tr=f(x'), t=0(t'),

x 1'image de x' dans X , on a aussi prof Ft X <p+lo.

Soient 2' un point générique d'une fibre 1x'FS. , S'EV(IA'), s=0(s'),

z 1'image de z' dans ms . Comme prof F, < p+1, z appartient a une compo-
sante irréductible de ms dont le point générique est dans X (on utilise ii)).

Supposons que z'¢ X' et par suite z¢ X . Comme ij*(Fs) est un O)-( -module
s
de type fini pour j<p , il existe ye€ ms , générisation de z , tel que

prof FS 2 p+l.

y
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Comme dans la démonstration de la proposition 7, on se raméne au cas ol ¥ est
affine et lisse au-dessus de S .

Comme les fibres du morphisme Xt'. — Xt sont des schémas de Cohen-Macaulay,

on a :
dim Ot.’x.-p-1 = dim Ot',x‘ - prof F'Ic',x' = dim Ot’x-prof rt,x .
Par suite :
dim Ot‘,x"p'1 = dp Ft,x < dp Fs,y = dim Os’y-prof Fs,y,
et dim ot',x' < dim Os,y .

. ) . - = s 4- 3 -
De plus dim sy < dim Os,z 1 = dim Os‘,z‘ 1 < dim ot',x' 1.

D'ol une contradiction et par conséquent z'€X'.

Corollaire. Soit (S,X,X,F,p) comme en 0.a),b),c). On suppose que A est local
d'idéal maximal m , que f:X — S est propre. On suppose de plus que :

i) Pour tout j<p , les foncteurs RJp*(FoA.) sont de type fini.

ii) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) x=p+1 , les points génériques de
mnv(mo)-() sont dans X .

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).

Démonstration :

Gréce a la proposition 8, on peut supposer que A est complet pour la topologie
m-adique et dans ce cas, on applique le corollaire 2 de la proposition 4.
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IV - Cohomologie cohérente sur un schéma quasi-projectif

(@) La situation envisagée est la suivante :

a) S=Spec A, A est un anneau noethérien de dimension finie, P=IP2= espace
projectif relatif, a fibres de dimension N , au-dessus de S .

b) X & —§>1p

Ny

p est une immersion ouverte, 8 une immersion fermée.
c) F est un Ox-modu]e de type fini, plat sur S .

d) p est un entier > 0 .

Remarquons tout d'abord que si U=P-(X-X), U est ouvert dans P et si

a:Ue>P , F est aussi un OU-module de type fini et les foncteurs en Os-

modules, R1p*(FeS.) et H1(X,Fes.) sont de type fini pour i<p si et seulement
si les foncteurs R‘a*(Fes.) et H1(U,Fos.) le sont, de sorte que pour représenter
les complexes

Rp,F et RF(X,F), on peut se ramener au cas ou X=1U ,

Tﬁp Tsp
ouvert de P , ce que 1'on fait. De plus X vérifie : X_=P_ pour tout

S S
s ¢ p(Supp F).

(D Enoncé des théoremes.

Pour énoncer les résultats qui suivent nous avons besoin des définitions

suivantes.

Définitions. Sojent @:T —> S wun morphisme localement de type fini,'XT= XxST .
PT- Px T FT- o*(F), Py Xy Xy &> PT » PT=PX 1T , U un ouvert de T . Le gquadruplet
(T, X FT,p) vérifie la propr1été (*)p (resp. vérifie la propriété (*)p sur U)
si

il existe un couple (E,u), EED

parf ), u: f — R(DT)*(FT) tel que, pour

tout OT-module M, la fleche induite par u :

% (Eogh) — 7, ( (o1)« (FregM))
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soit un isomorphisme (resp. un isomorphisme sur LUj.

Proposition 9. (Si S,X,F,p) vérifie (*)p , alors  (S,X,F,p) vérifie (Pp) (cf.
Introduction).

Démonstration :

Soit (E,u), E€ Dparf(op), u:E — Rp,(F) tel que pour tout A-module M,

(EoAM) =T, Rp*(FaAM). Si OP(1) désigne un faisceau inversible trés ample au-

T<p p
dessus de S , dans o;arf(op) E est isomorphe a un complexe E' de la forme :
o r rp
— ) —
0 — Op(no) —_ Op(n1) ————— cp(np) —

. Rf
ou n;>0, r.>0 pour tout i>0 . Posons L'=RF,E'=F,E', u':L'=RF,(E) BLIELY

RF,Ro,F= Rf,F . Soient L le complexe tronqué : 0 —> L'® —s---—> L'P*1 o |
u:l — Rf,F 1la fleche déduite naturellement de wu'. I1s vérifient : pour tout

A-module M , la fléche induite par wu: r<p(LaAM)—+>r<éM&(FeAM)) est un isomorphisme.

Théoreme 1. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). On suppose que :

0) A est quotient d'un anneau régulier.

1) Pour tout se€sS , les OP -modules Rjo*(Fs) sont de type fini pour j<p .
s
2) Pour tout x€ Supp F tel que prof Feix)ox < p+1 , les fibres de X} — S
ont leurs points génériques dans X (ou TxJ désigne 1'adhérence schématique

dans P).

Alors (S,X,F,p) vérifie (Pp).

Théoréme 2. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). On suppose que :

1) Pour tout se€S , RJo*(FS) est un OP -module de type fini pour j<p .

s
2) Pour tout x€Supp F tel que prof Ff(x) L Sp+ly alors les fibres de
IxX] — S ont leurs points génériques dans X .

Alors

i) i1 existe un éclatement S > S , isomorphisme en dehors d'un fermé de

codimension > 2 , tel que, si X= Xxsg s (g,Y,w*(F),p) vérifie (x)

ii) (S,X,F,p) vérifie (Pp)
i) si de plus  (P-X) F s est fini, (S,X,F,p) vérifie aussi (),
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Remarques.

R1 : La condition 2) du théoreme 1 n'est pas vérifiée dans 1'exemple donné en
0.4 dans 1'introduction.

R2 : Dans le théoreme 2, pour voir que (S,X,F,p) vérifie (Pp), on peut,
lorsque A est quotient d'un anneau régulier, appliquer bien sdr le
théoreme 1. Sans faire cette hypothése sur A , une autre maniére, lorsqu'on dispose
de i), de montrer que (S,X,F,p) vérifie (Pp) est la suijvante :

On sait déja que :
vy) (3.X,%,p) verifie (Pp) : on applique i) et la proposition 9.

Montrons, par récurrence sur dim A , que (S,X,F,p) vérifie (Pp).

;) Si dimAL1, SxS et (S,X,F,p) vérifie (P).Si dimA>2, soit 1 un
idéal définissant le fermé F tel que m soit un isomorphisme sur S-F ,

dim A/1" < dim A pour tout n>0 et (S = Spec a1, X, = XxcS s F/1I"F.p)  véri-
fie (Pp) pour tout n>0 .

Y3) Soient ("lip" L,,u=(u,)), "lip" L, € Ind Dparf(A)’ u=(uy) :

”133" LA —> RI(X,F), tel que 1ig uy soit un isomorphisme, “l;g" L;e Pro Dparf(A)

le pro-objet dual. Par le théoreme 6 de la premiére partie et 71),

Tz'p("l;m" L;eﬂg)e Dzoh(0§) et par le théoreme 4 de cette premiére partie et yz),
>'p "y s b . s I S o
= 1im Li)e Dcoh(A). On applique & nouveau ce théoréme 6 et (S,X,F,p) véri
fie (Pp).

Les théoremes 1 et 2 nécessitent quelques constructions supplémentaires et
seront démontrés plus loin.

Corollaire 1. Soit (S,X,F,p) comme dans le théoréme 3.

a) Pour i<p , la fonction s — dimk(S)HT(XS,F@k(s)) est semi-continue
supérieurement sur S .

b) Supposons de plus S réduit et connexe. Soit i<p . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

b.1) la fonction s —= dimk(S)H1(Xs,Fek(s)) est constante

] b.2) H’(X,F) est un A-module plat et pour tout s , la fléche naturelle :
HY(X,F)e k(s) — H’(Xs,Fak(s)L est un isomorphisme.

10F) e k(s) =K T (x Fek(s) pour tout sE€S .

Si ces conditions sont remplies, H




COHOMOLOGIE COHERENTE 83

c¢) Supposons S connexe. Si pour un i<p , H1(X5,Fek(s))= 0 pour tout s€S,

la fleche naturelle :

W GF) 8 k(s) — KT (g Fek(s))

est un isomorphisme, pour tout S€S .

Démonstration :

Toutes ces propriétés énumérées dans le corollaire sont bien connues et sont
conséquences du fait que les foncteurs en Os-modu1es H‘(X,Fos.), pour i<p ,
sont les foncteurs d'homologie associés a un complexe parfait L . Dans ce cas, une
démonstration détaillée se trouve dans [5] Appendix to §4.

Corollaire 2. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). Supposons que :

1) dim(P-X)/S < N-(p+2)

2) pour tout s€S , F_ vérifie la propriété Sp+2 ([4] 5.7.2) i.e. pour

s
tout x€ Supp FS , prof Fs,x > inf(p+2,dim Os,x)'
(

Alors (S,X,F,p) vérifie Pp).

(® Prolongements d'un 0y -module.

Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d), X ouvert dans P=Pg . Plus géne-
ralement, nous aurons aussi a considérer le cas ou S n'est plus affine, mais
éventuellement est un schéma projectif au-dessus d'un schéma affine noethérien.
S'i1 en est ainsi, il reste néanmoins vrai que tout Os-module de type fini admet

une présentation par des Os-modules localement 1ibres de type fini.

Dans ce qui suit, on considere F comme un complexe concentré en degré 0.

+

Définition. Un complexe EE€ Dparf

(OP) est un prolongement de F & P si E‘Xz F.

+

Lemme 1. I1 existe un tel prolongement E€ Dparf

M5E|0MSFUM.

(OP). De plus, pour tout A-module
XS S
Démonstration :

Soient F un Op-module de type fini tel que ?l =F , et

X

. -i .
SR T B N L G T S LG
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une résolution projective de F par des Op—modu1es localement libres de type fini.

Comme F est plat sur S et les fibres de P-—>S sont regulieres de dimension N ,
TN-ker ™1 est localement 1ibre sur X . Posons L:0 —> TN — "N+

— 1% — 0, L*= Hom‘(L,OP). Soit E*€ D;arf(op) tel que E*~L*. Le complexe

E=Hom(E*,0p) vérifie E{X"F et pour tout A-module M, EiXaAMz FeAM .

——

. +
Lemme 2. Soient E€ Dparf

nezZ:

(OP) un prolongement de F , E*= Hom(E,OP). On a, pour

n _ n
H (ETXGS.) = Ext (Fos.,OXeS.) .
Démonstration :

Pour tout S-module M , on a une suite spectrale :

E’z"q(M) = Ext” (H9(E o) 0y oM) :Hr'q(ETXoM) .

| X

Comme Hq(E]XoM)=0 si q=0 et Ho(ElXeM)=FoM,ona

Ext" (FeM Oy e M) = H"(ETXoM) pour tout r .

Pour s€S , on note ES=Ee k(s), P5=Pe5pec k(s), FS=Fs k(s) etc...

+

parf
G=coker(E'1 — £9), alors :

Proposition 10. Soient E€D

(OP) un prolongement de F , E*= Hom(E,OP) et

a) G|X est plat sur S
n cuah
b) pour n>0 , H (ETXG.)—Ext (Glxes.,oxes.)
c) pour n>0 , s€S , codimP (SuppH"(E;)nXS)Zn
s

De plus,pour q>0 , les conditions suivantes sont équivalentes :

d.1) pour tout se€S , H"(ES)=0 si n<0 , prof Gg 229 pour zE(P—X)S

d.2) pour tous n>0 , s€S , codimP (Supp Hn(E;))Zn et
s

codimy (Supp H'(EX) N (P-X) ) > n+q .
S

Démonstration :

Comme E est un prolongement de F , Hn(EoS.)[X=0 si n=0 . En particulier,
G|X est plat sur S et la suite

——e— EI; — ETX — Gy = 0
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est exacte et définit une résolution de G sur X par des Ox-modu1es localement
libres. Pour tout n>0 et tout Os~modu1e M

n
H (ETXQS

- EytD \
M) = Ext (GleM,chM)
et on a montré a) et b).
Comme les fibres de X —f-> S sont régulieres, Extn(GS,Op )X=O pour tout
3

X € XS tel que dim OS ><<n . De plus, pour un tel x ,
n _ n -
H (E’s')x = Ext (Gs’oPs)x =0
et on a c).
Soit q un entier > 0 . Montrons que d.) =d2) : si H"(ES)= 0 pour n<0
et tout s€S , les suites
——— E: — Eg — 6, — 0 pour tout S€S

————> E-1 —E =6 —0

sont exactes, G est plat sur S, Hn(E;) = Ex‘c"(GS,Op ) pour n>0 et tout s€S.
s

En particulier

codimp (Supp Hn(E;)) >n pour n>0 et tout s€S.
s

Si de plus prof Gs,z >q pour ze(P-X)s , dp Gs,z < dim Os,z'q ,

n _puh _ . .
HY(EY), = Ext (GS,OPS)z =0 pour n>dim os,z q
et

codimy (Supp Hn(E;)n (P-X)S) > n+q pour tout S€S .
s

Montrons pour terminer que d.2) =d.1) : si pour tout scCS, codi=y Hn(Eg)Zn
- s
pour n>0 , un calcul rapide montre que Hn(Es)=0 pour n<0 . Par suite, G
est plat sur S, Hn(E;) = Extn(GS,Op ) pour n>0 et tout s€S . Si de plus
s

codimP (Supp 'Hn(E;)n (P-X)s) >n+q , ona
3
n _ n _ - . -
H (IE;)Z = Ext (GS’OPS)Z =0 pour ze€ (P X)S , N> dim os,z q

i.e. prof G,5 .2

29 pour z€(P-X)_ .
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Finalement, nous arrivons a la proposition suivante qui est le point clé de ce

paragraphe.

Proposition 11. Supposons dim(P-X)/S)S N-(p+2) et soient EE€ Dt

parf(Cp) un prolon-
gement de F , E*= Hom'(E,Op). Si pour tout n>0 , tout SES :

codimy, (Supp Hn(E;) n (P-X)S) > n+p+2
s

il existe une fleche v:E —> Rp,F dans D(OP) telle que, pour tout Os-modu1e

M , la fleche induite par v :

Tsp(EosM) —_ T Rp*(FoAM)

<p

soit un isomorphisme.

Démonstration :

La fleche naturelle E — Ro*(E‘X) définit une fleche

v:E — Rp,(F) .

! — £° . Par 1a pro-

Soit M wun Os-modtﬂe de type fini. Posons G= coker E~
position précédente, on a : Hn(ES)=0 pour n<0 et tout s€S . Par conséquent,

Hn(EeSM)=0 pour n<0 , et

EoM o TZO(EOSM)

S

ou TZO(EOSM) est le complexe : 0 —> GeM — E1oSM — EzoSM —>--- . Soient

s€ES , et ze (P-X)S , toujours par la proposition précédente, on a
prof Gs,z > p+2 et
GeM =~ Q*(GiX@SM)

S
(M9,
Ro*(GlszM)=0 si p>0 et 0<n<p.

Comme dim((P-X)/S) < N-p-2 , on a de méme,pour tout i
EioMmp (Ei s M)
2 { s Pt x®s
R"p*(s’oSM)=o si p>0 et 0<n<p.
Les relations (1) et (2) montrent que

TSP(EOSM) ~ Tsp(

>0
= (EQSM)) — TSD(RQ*(E

T<p(Ro*( FeM))
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est un isomorphisme.

Proposition 12. Soit F€ Dparf

tels que pour n>0 ,

(OP), g un entier. L'ensemble U des points s€S

codim, (Supp H"(Fs)n (P-X){) > n+q
s

est ouvert.
Démonstration :

Pour tout n€ Z , posons Tn = U Supp H"(F). C'est un fermé de P qui pos-
mn ’
seéde la propriété suivante : -

TN Ps = U Supp Hm(FS) pour tout s€S .
m>n

Comme p:P — S est propre, 1'ensemble Un des points s€S tels que

codim, (T n(P-X))g > n+q est ouvert et il en est de méme de U = n U
s

n>0 L

@ Prolongement adapté d'un O,-module F .

X

Parmi les complexes EE€ D;arf(op) qui prolongent F , il en existe des "mini-
maux", i.e. tels que pour i€Z, E*= Hom'(E,OP)

U Supp HI(E*) = u Supp W(E*)nX = U Supp ExtJ(F,oX) .
J2i 3>i J>i

La proposition 4 ci-dessous assure 1'existence de tels prolongements. Au
préalable, pour la montrer, rappelons quelques propriétés de la catégorie D(OP)
(cf. [7]1 1.4). '

. Si j:T <> P est une immersion fermée, h: U=P-T <> P 1'immersion ouverte
associée, on dispose, sur la catégorie Mod(P) (resp. Mod(U), Mod(T)) des ©O

P
(resp. OU,OT)-modules,des foncteurs :

Ju : Mod(T) —> Mod P (image directe)

J!: Mod(P) —> Mod(T) (sections a support dans T)
h* : Mod(P) —e Mod(U) (restriction)

h, : Mod(U) —> Mod(P) (image directe)

h, : Mod(U) —> Pro Mod(P) (prolongement par zéro)
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]
Jysn*,h, sont exacts, j° et h, sont exacts a gauche, h; et h* sont adjoints.
Ces foncteurs fournissent par dérivation (a droite) des foncteurs :
Rie=dw @ D(OT) R D(Op)
' . + +
RIT 1 D(0p) — DY(0p)

Rh* = h* : D(0 — D(0

Rh, @ D¥(0) —> D¥(0p)

h! : D+(0U) —> Pro D*(OP) .

Pour plus de simplicité dans les notations, on note encore Rj!=j! et Rh,=h,.
Si Ee€ D+(0P), on a un triangle distingué naturel

.
(3,d'E = E — h,h*E) .

Si E€ Da c(OP) (catégorie de D+(0P) des complexes a cohomologie quasi-

1
cohérente), h,h*E et par suite Jj,j°E sont aussi dans D; c(OP)'

1 .
Remarque. Si E€ Dtc)oh(oP)’ J«J°E n'est pas en général dans Dgoh(op). Si E est

concentré en degrés> a ,
Ha(j*j!E) = {sections de H3(E) a support dans T}

est un Op-modu1e de type fini, les autres modules de cohomologie de j*j!E ne
sont pas en général de type fini.

Lemme. Soient U un ouvert de P et u:F — G une fléeche de D; (0p)  tel que

b
coh

tel que, si u'=ucv , u{U soit un jsomorphisme.
- |

. . . . . . , b o
ulU soit un isomorphisme. Si GE€D (OP), il existe F eDcoh(OP), V:F' — F

Démonstration :

Posons h:U &> P , G'=h*G . Par adjonction, on a :
HomU(G',h*F) = Homp(h!G‘,F) .

Si 1 estun idéal définissant le fermé P-U , h,G'="lim" 16 et la formule
précédente s'écrit encore n>o

1 - . n
HomU(G Lh*F) = 1& Homp(I G,F) .

11 existe donc n>0, € HomP(InG,F) tel que oy =u|'3J .
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Notations. Si GED(Cp), pour i€Z, on note W2 (6) = o (<21 (6)).

Proposition 13. Soient P un schéma localement noethérien, X un ouvert de P ,

b . b - . b
GED o (0p). 11 existe FeD ,(0;) et u:F —G une fleche de D, (0p) tels
que :
u}X est un isomorphisme

b) pour tout i€ Z, Supp H- (F)— Supp H- (G)n X .

De plus, si G est concentré en degré dans 1'intervalle [a,b] , on peut choisir F
concentré en degré dans [a,b].

Démonstration :

Montrons cette proposition par recurrence sur la longueur N du complexe G
gue 1'on suppose par commodité concentré en degrés positifs. On pose encore
H* = H*(G).

1) N=0 : dans ce cas G= H® et F=sous-module de G des sections a support
dans Supp GNX,

—— |
2) N>O0 : posons T=Supp H*NnX , j: T <> P . La fléche naturelle 7:j,j’'6 — G
est un isomorphisme sur X .

!
Regardons le triangle distingué associé a j,j'G (cf. 1ere partie § 2.5 lemme 1)

J*J G)

[1/ \

1
Teol3ud” ') <20 556

et notons ¢&: 121(j*j!G) — 1<0( oJ G)[1] la fleche de D(OP) définie par ce

triangle. Si M(g) désigne le mapping cone de £ , rappelons que j*j!G ~ M(E)[-1].
Appliquons le lemme précédent a la fleche naturelle :

| 1]
21(3,3') I 26) .

b

11 existe G'e€ DCoh

(Op) que 1'on peut supposer concentré en degrésdans [1,N],
v'i: G — r— (J*J G) tel que W'CVIX soit un isomorphisme. Par 1'hypothese de

récurrence appliquée a G', il existe F'€ Db

Coh(op), u': F' — G' tels que :

a') u;x est un isomorphisme



90 M. FLEXOR

b') pour tout i€Z , Supp H;/-1(F‘) = Supp Hzi(G‘)nX

Supp Hzi(G)ﬂX pour i>1 .

Si ¢ est la fleche composée définie par le carré commutatif :

, v'eu' s os!

(*) wi li

| - ]
T g 3ad O = 13,5 6) 1)

et si M(p) désigne le mapping cone de ¢ , F=M(p)[-1] , par construction, on a :

a) Pour i>1, H(F)=H'(F') et Supp H2'(F)=Supp K (6)nx , HO(F) =

HO(J'*J'!G)= sous-module de H® des sections a support dans T . En particulier,
b -
FeD.,(0p), Supp H=(F) =T .
b) Le carré commutatif (*) définit une fléche w: M(yp) — M(E) et par déca-
1
lage une fleche v:F — j,j'G . Posons =7V 1 F —>G , V]X et u|X sont des
isomorphismes.

Corollaire et définition. Soit (S,X,p) comme en 0.a),b). Un Ox-modu1e de type

(0p) tel que, si

+

fini F , plat sur S , posséde un prolongement EE€ Dparf

E* = Hom'(E,0,) :

1) pour i>0 , Supp WI(E*) = U Supp Extj(F,OX)
32i

2) pour <0 , H'(E*)=0 .

Un tel prolongement est dit adapté.

Démonstration :

Soit E€ D; (0 un prolongement de F , E*=Hom"(E,0,). Comme Elsz s

arf P)
Efy= RHon(F,0,) et E’i'x'_vr?-o(E*)iX . Soit GeD

- >0
parf(OP) tel que G=TZ (E*),
E'= Hom'(G,OP) est un autre prolongement de F . Appliquons la proposition précé-

dente a2 G :

il existe Fe€ D'Zoh(op), concentré en degrés > 0 , u:F — G tels que :
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- U

oy F. ——>—G,y est un isomorphisme. Par suite RHom(F,OP) est un prolongement
i i
de F.

X i X

- pour i€Z , Supp Hzi(F) = Supp HZ](G)n X = U Supp ExtJ(F,OX).
J>i
Soient F"€ Dparf(OP) tel que F"~F , E"= Hom'(F“,OP)e D
prolongement adapté de F .

N
parf(OP) est un

En combinant le corollaire de la proposition 13 et la proposition 11 on obtient
le résultat suivant sur lequel s'appuie la démonstration des théorémes 1 et 2.

Théoreme 3. Soient (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d) (et plus généralement S pro-

jectif au-dessus d'un schéma affine noethérien). Pour n>0 , posons

T = U Supp Extj(F,O ) et supposons que :
n : X/ = 2-kree > HvE
j>n
1) dim(P-X)/S < N-(p+2)
2) pour tout n>0 , dim((an1(P-X))/S) < N=(n+p+2).
Alors (S,X,F,p) vérifie (*)p .

(@ Démonstration du théoreme 1.

Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d) tel que :

1) Pour tout seS, les OX -modules RJp*(FeA.) sont de type fini pour j<p.
s

2) Pour tout x€ Supp F tel que prof Ff(x) N < p+1 , alors les fibres de
Ix} — S ont leurs points génériques dans X .

Rappelons (cf. introduction) ce qu'il nous faut montrer pour que (S,X,F,p)
vérifie (Pp) :

o) Pour tout idéal 1 , tout A-module de type fini M et tout j<p,

: —_— . n
H(X,FeM) est un A-module de type fini, et HY(X,FeyM) = Lim HO(X,Fe,M/1"M)
— n

(ou HJ(X,FQAM) désigne le complété de HJ(X,FQAM) pour la topologie I-adique).

8) Pour tout fermé jrréductible S' de S, il existe un ouvert affine non
vide U=Spec B de S' tel que (U,XxSU,F@AB,p) vérifie (Pp).

La proposition 8 montre que les propriétés 1) et 2) sont conservées par un
changement de base S' <& S ou S'=Spec A', A' complété de A pour la topologie
I-adique, lorsque A est un quotient d'un anneau régulier.
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L'assertion o) résulte du corollaire 1 de la proposition 4 de II.

Pour voir que £) est satisfaite, i1 nous suffit gréce a la proposition 5 de
démontrer la proposition suivante :

Proposition 14. Soit (S,X,F,p) comme en 0.a),b),c),d). Supposons que pour tout

point générique n de S , tout j<p, RJ(DT)*(F“) soit un 0p -module de type
—_— —_ _— - n A

n
fini. Alors il existe un ouvert dense U de S tel que (S,X,F,p) vérifie (*p)
sur U .

Démonstration :

Par le théoréme 4, i1 nous faut voir qu'il existe un ouvert dense U de S
tel que :

1) pour tout seU , dim(P-X)S < N-(p+2)

2) si T, = u Supp Ext)(F,0,), pour n>0 , din(T n (P-X)) < N-(n+p+2) pour tout
ion
seu .

Montrons 1) : Soit n un point générique de S . Si n ¢ f(Supp F), Xn= Pn et

d1'm(P-X)‘,1 < N-(p+2). Si ne f(Supp F), comme ij*(Fn) est un OP -module de type
n

fini pour j<p, dim(P—X)q < N-(p+2). I1 existe un ouvert dense Vy de S tel

que, pour tout SsE€ V1 s d1'm(P-X)S < N-(p+2).

Montrons 2) : Soit n un point générique de S . Si n¢ f(Supp F), on a :
dim(Tnn (P-X))n < N-(n+p+2) pour tout n>0 . Si n€ f(Supp F), soient n un entier

>0 et z€((P-X)nTn)n . 11 existe x€ U Supp ExtJ(F,OX) tel que ze {xJ .
. j>n
Comme RJp*(Fn) est un OP -module de type fini pour 0<Jj<p , on a (proposition
n

5) :
prof me+d1m Om,z > p+2 .

= di - ' -p- Ik L0 -
Donc dp Fn,x dim On,x prof Fn,x < dim Or‘ ;P2 et Ext (Fn,c 0

)

Xn)x
pour j > dim On’z-p-1 et dim on,z 2> n+p+2 .

Si V2 est 1'ensemble des points s€S tels que dim(Tnn (P-X))S < N-(n+p+2)
pour tout n>0 , V, est ouvert (proposition 12) et dense dans S . Pour terminer

la démonstration de cette proposition, on prend pour U 1'intersection de V1 et

V2.
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(5 Démonstration du théoreme 2.

Soient (S,X,F,p) comme en 0.a).b),c),d) et vérifiant les conditions 1) et 2)
du théoreme 2. Montrons comme précédemment que les hypotheses 1) et 2) du théoreme 3
sont vérifiées, éventuellement aprés un éclatement de la base S .

Si sg f(Supp F), XS= PS . Si se€ f(Supp F), comme RJp*(FS) est un OP -
s
module de type fini pour j<p , ona :

d1'm(P—X)S < N-(p+2)
et par suite dim((P-X)/S) < N-(p+2). La condition a) du théoreme 3 est vérifiée et
le reste aprés tout changement de base. Posons comme d'habitude,

Tn = U Supp ExtJ(F,OX) et p(n)=p+n+2 pour neN .
j2n
Lemme 1. L'ensemble U des points s€S tels que pour n>0
dim(Tnn (P-X))g < N-p(n) est un ouvert qui contient tous les points de codimen-
sion < 1 . -

Démonstration :
Soient E un prolongement adapté de F , E*=Hom'(E,OP). Pour n>0 ,

Supp H->-n

(E*‘)=Tn (cf. corollaire de la proposition 13). La proposition 12 montre

alors que U est ouvert. Soit se€S tel que dim 0551 , montrons que sé€ U.Soient

n>0 et z un point générique de an}(P—X)S . 11 existe x€ U Supp ExtJ(F,Ox)
J>n

tel que z€ Ix} . Deux cas sont possibles :

1) x€ XS , i.e. x€ U Supp Extj(Fs,OX ).
jon s

Comme RJp*(FS) est un OP -module de type fini pour j<p
s

prof Fs,x+ dim Om,z > p+l
i.e. prof Fs’x»«dim Os,z' dim Os,x > p+l
i.e. dim Os,z > p+l+dp Fs,x
et Extj(FS,OXS)x =0 pour j+p+1 > dim os,z

et ExtJ(F,OX)X =0 pour j+p+1 > dim Os,z



94 M. FLEXOR

Par suite dim 0 > n+p+2 = p(n).
s,z &

2) xeX tzs , X€ U Supp ExtJ(Ft,OX ).

t” n t

Grace a 1), on peut supposer que z est un point générique de xIn PS . Dans
ce cas, 1'hypothese 2) du théoreme 2 montre que :

prof Ft,x > p+l .
Si dim OS=1 , dim Ot=0 et on a
p+1+dp Ft,x < prof Ft,x+dp Ft,x = dim Ot,x = dim OX
et p+l+dp Ft,x < dim OZ-1 = dim Os,z .
On conclut comme précédemment.

Remarques.

i) Ce lemme achéve la démonstration du théoreme 2 lorsque dim S<1 .

ii) On a encore vu en cours de démonstration du lemme 1 (cf. 2)) que si s est
un point de S tel que pour un n>0 :

dim(T 0 (P-X))g > N-p(n)

il existe un point x(—:Tn tel que :
1) x€X , t=Ff(x)=s , prof Ft x_>_p+2
2) dim IxJg > dim(Ix}n (P-X).) > N-p(n)
3) x€ U Supp Extj(F ,0y ), en particulier dp F >n et
. t2vX t,x =
j>n t
dim Ot,x = dp Ft,x+prof Ft,x > p(n) = n+ps2 di.e. dim mt < N-p(n).

iii) Pour n> 0 , définissons 1'ensemble
Y, = {yeT nXx , il existe ses tel que dim(IyIn (P-X) ) >N-p(n)} .
11 posséde les propriétés suivantes :

- Yn est stable par générisation

-si yeY nP , dim mt < N-p(n) (cf. ii)-3)).

Lemme 2. 11 existe un morphisme ¢:S' — S , produit d'éclatements, isomorphisme
sur un ouvert U de S tel que codim(S-U) > 2 , des sous-schémas fermés Yr" de
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@'1(Tn) pour n>0 tels gue, si P'=PxSS‘:

1) dim(¥}/S) < N-p(n)

2) o (Y )e

Démonstration :

11 suffit de montrer ce lemme pour un seul n>0 . On pose Tn=T , Yn=Y .
%£=N-p(n).

Soient Zo la réunion des composantes irréductibles de T dont les points
génériques sont dans Y et Uy = {tes, dim(Zo)tS 2}, U, est un ouvert et con-
tient tous les points de codimension < 1 .

Soit @ S1 —> S un éclatement a centre dans S-U(J tel que le transformé

strict Z('J de Zo vérifie :
dim(Z(‘)/S1) <% (cf. [6] 5.7.10)

Soient Z, la réunion des composantes irréductibles de Tnp'1(S-U0) dont les
points génériques sont dans Y , U1 = {tesS, dim(Z1)t§JL} s U1 est ouvert, U1:U0
et U1 contient tous les points génériques de S-Uo (cf. remarque iii)). De méme,
soit 0, : S2 —_ S1 un éclatement a centre dans 51-@1'1(U1) tel que,si 21' est le
transformé strict de w;1(21), on ait

dim(z3/5,) < & .

En recommencant les mémes opérations, on obtient :

- une stratification UOCU c...c Ur de S

1

- des éclatements ¢, :S. —> S, , Tle long de (@o...00,

1_1)'1(S-U,1_1) pour

i=1,...,r

- des fermés Z, pour i€[0,...,r-1] , Z,<Tn p'1(S—U1._1) dont les points
génériques sont dans Y et tels que si Z1'. est le transformé strict de
(@qonnn005_1) 7 (2,)

dim(24/5,,,) < ¢ .

r-1

On pose ¢ = @qcenao®, Y'= y (wi”o...owr)"(Z%), S'=Sr . IT est clair que

i=1
Y' vérifie les conditions a) et b) du lemme 2.
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Terminons la démonstration du théoreme 2 :

Soient S' & S e morphisme construit au lemme 2, P'= PxSS', X'= XxSS',
F'=@*(F), Yr" les sous-schémas fermés de w'1(Tn) pour n>0 , définis au lemme 2,

T, = U Supp Extj(F‘,OX.). Vérifions que : dim(Tr'ln (P'-X'}/S"') < N-p(n) pour tout

j>n
n>0 . Comme T!'nX' = U Supp ExtJ(F‘,O ,), 0ona: T'cw'1(T ).

n . X n= n
J>n

Soient z'€Tr"n(P'-X')_. s' son image dans S'. Il existe x‘ET",'nX' tel que
2'e XT3, 51 z=o(z'), x=0(x'), on a : z€ IxFn (P-X).

Si x'EYr‘, . z'€Yr" et dim os‘,z’ > p(n).

Siox'gY, , xg¥y et p(n) < dim OS’ZidimO

SI,ZI .
Ce qui achéve de montrer que dim(Tr‘ln (P'-X')/S"') < N-p(n) pour tout n>0 et
la premiére assertion i) du théoreme 2. Nous avons vu que 1'assertion ii) est une

conséquence de i) (cf. remarque R2 qui suit 1'énoncé du théoreme 2).
Vérifions la derniére assertion iii) :

Si (P-X) —i> S est fini, vérifions que 1'on a déja sur S :
d‘im(Tnn (P-X)/S) < N-p(n) pour tout n>0 .

Dans ce cas, dim(Tnn (P-X)/S) < 0 et i1 faut montrer que, si Tnn (P-X)Szﬂ
pour un s€S , alors p(n)<N .Soient z€Tnn(P-X)S et X une générisation de z
dans TnnX tels que dim Om,z=1 .0Ona:

N> dim 0pry > N-1

> p+1

prof Ff(x),x >

3 = Extd = ©S N
Ext (Ff(x)’oxf(x))x = Ext*(F,0y),=0 pour j>N-(p+1)

et par suite n<N-(p+2) i.e. p(n)<N .
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