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~ ANALYSE SEMI-CLASSIQUE
POUR L’EQUATION DE HARPER II

Comportement semi-classique pres d’un rationnel

PAR

B. HELFFER ET J. SIOSTRAND

RESUMI.

Dans ce travail nous continuons notre étude de l'opérateur de Harper,
cos hD; + cosx dans L%(R), par des méthodes d’analyse microlocale et
de renormalisation. On traite ici le cas oit h/27 est proche d’un rationnel :
h2m =1/(qo+ 1/(q +...)), avee q; € Z\ {0}, |¢;] < No, pour j < Ny,
el q; > C(Ng) pour j > Ny + 1. Ici Ny est arbitraire.

ABSTRACT.

In this paper, we continue our study of Harper’s operator, cos h D, +
cos x in L%(R), by microlocal analysis and renormalization. We treat here
the case when h/2m is close to rational number: h/27 = 1/(qo + 1 /(1 +...))
with ¢; € Z\ {0}, |¢;] < Ny for j < Ny, and ¢q; > C(Ny) for j > No+1.
Here Ny is arbitrary.
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0. INTRODUCTION.

Dans [He-$j5]1, nous avons étudié le spectre de 1'équation de
Harper

H 1
(0.1) (ukez RALR —2—(uk+1+uk_|)+cos(ak+e)uk

u — Hgu

ou plus précisément kél SpHg dans le cas ou :

(0.2) a/2w est rationnel (cas traité auparavant par
J. BELLISSARD et B. SIMON [BeSil).

(0.3) a/2m estcongrumodulo Z & h avec h petit (h=h/21m).
On se propose ici de regarder le cas ou :

(0.4) a=2m (p/q)+h (mod.2m2)

avec |h| assez petit et p et g premiers entre eux.

L'objet de cet article est donc de justifier les articles non
rigoureux mathématiquement mais trés fondés numériquement ou
physiquement consacrés a cette situation pour lesquels nous
référons a M. WILKINSON [Wi1-5] et un Survey de J.B. SOKOLOFF
[Sol. Mentionnons également un Survey récent de J. BELLISSARD
[Be2] qui annonce des résultats mathématiques qui recoupent
partiellement les ndtres en liaison avec les travaux de 1'école de
Grenoble (RAMMAL et ses collaborateurs [WPR]).

Nous espérons ainsi expliquer d'autres aspects du papillon de
HOFSTADTER [Hol tout en restant loin de 1'explication générale du
dessin car nous sommes limités par les contraintes de
'approximation semi-classique.

Par rapport a8 [HeSjS], le gain peut sembler minime mais il
élargit en fait sensiblement les résultats de cet article. On
démontrera par exemple le résultat suivant pour l‘opérateur de
Harper:

(0.5) P(a)=cos(aDy)+cosx
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dont le spectre est U SpHg.
0

Théoréme 0,1, Soit €4>0, CoeN (Co=z2). Il existe une
constante C(Cp,E0)>0 telle que si a/2m admet le développement
en fraction continue:

(0.6) a/21m = qg+1/(qy+1/(ap+1/-.)) = (p/Q)+h
avec pour un certain msCo

(0.7) 0<lqjl=Co pour 0<jsm
laj1=C(Co,€0) pour j=m+l1

alors, si a/21m ¢Q, le spectre de P(a) est inclus dans la réunion de
a{M) intervalles disjoints (si h #0) Ip(h) (R=1,...,q{M)) de Ia

forme: [¥ p(h),8p(h)] avec:

¥elh)>¥p-Ch , &p(h)<&p+Ch
(0.8) ER<ER=Y o +1<8 0 41
¥ g(h) , & p(h)eSpP(a)

ou q(m) est défini comme le dénominateur de la fraction rationnelle
obtenue en tronquant le développement en fraction continue & 1'étape
m:

(0.9) alm) = p(m) /q(M) = q 41 /(qy+1/(a2+1/ «eeQm-1+1/am)))

avec p(m) premier avec q(m); q(m)eN.

(0.10) h=a-2malm)

(0.11) L‘g [¥g,8p] correspond au spectre de P(Zﬂa(m))

(0.12) d(Ig(h),Ip(M)=1/C si Ep#¥ g4y et 21/C vh si
SR=¥R+1.

Dans chaque intervalle Ip(h), SpP(a)nIp(h) se décrit comme une
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réunion d'intervalles fermés Jj(Q), ou les JJ.(Q) sont des intervalles

fermés de longueur #O0 avec aJ}-CSp(P(a)), Jj(&)l se trouve a

droite de Jj(Q) et

(0.13) 1/ lam41] &d(Jj(Q),Jj(ﬁ)l)ﬁ1/¢lqm+]i.
(R)

(0.14) J est de longueur 2e9+0(1/ lam411)-

0

(0.15) Les autres bandes sont de largeur e’C(j)/ lam+1l avec
C(j)=1.

. . L .. . .
Pour j#0, si Kj( ) désigne la fonction affine croissante qui

transforme Jj(z) en [-2,2], on a alors KJQ(JJ,( 22) NnSp P(a))CUJj( Qk)
’ k ’

. (R) e ey
ou les Jj LK verifient des proprietés analogues avec Q4

remplacé par qp 42 et (0.13) peut étre précisé en:

(R) ,(R) ~
(0.16) d<Jj'k.Jj:k+]>~l/qm+1
et ainsi de suite ....
(Iei allb signifie que a/b est majoré par une constante qui ne

dépend que de Cq et £q).

Dans le cas rationnel, on a le méme résultat, mais la procédure
s'arréte aprés un nombre fini d’étapes. n

Remarque 0.2. €y correspond a 'exclusion dans chaque intervalle
(et & chaque étape de la renormalisation) d’un petit intervalle dans
lequel il faut faire une étude différente et qui correspond & un
voisinage de 1'énergie O pour 1'Hamiltonien cos +cosx. Ce probleme
sera étudié dans [HeSj6].

Remarque 0.3. Compte-tenu des résultats trés récents de
P. VAN MOUCHE [UM] et de CHol, ELLIOTT, et Yul [C-E-Y], on ne peut
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avoir &p=%p 41 que pour q(m) impair et pour 2=(q(m)-l)/2.

Au niveau des méthodes, on rameéne Vétude de Vopérateur de
Harper

cos((2malM 4 n)D,)+cos x

& 1'étude d'un systéme pseudodifférentiel a{Mxq(M)  dont on
constate qu'il est & caractéristiques au plus doubles.

En étant trés schématique, on se raméne alors & 1’étude ou bien
d'opérateurs pseudodifférentiels scalaires modelés sur:

coshDy+cosx+hy(x,hDy,h)

(ot Von voit apparaitre un terme d‘ordre inférieur 1ié a une phase de
Berry discutée chez WILKINSON [Wi2] et chez BELLISSARD [Be2]
(“Formule de Rammal-Wilkinson’’) et qui sera discuté au §.6 ou bien
a 1'étude de systéme 2x2 du type de Dirac analogues a celui observé
dans le cas alM=1 :

( cos hDy cos X )

cos X —coshDy

prés de 'énergie O et qui décriront la situation prés des valeurs de
1'énergie ou deux bandes de P(21al{M)) se touchent.

Apreés une étape, on se retrouve dans la situation décrite dans
[HesSj5].

Une grande partie de 1'étude (§1,3,5) est en fait trés générale et
s'applique & des hamiltoniens assez généraux du type des exemples
mentionnés par M. WILKINSON [Wi1].

Ce travail a été annoncé & la rencontre d'analyse microlocale
d’'Oberwolfach en Novembre 1987.

Nous tenons & remercier le referee pour toutes ses remarques
constructives.
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f. REDUCTION POUR L’ETUDE SEMI-CLASSIQUE PRES
D'UN RATIONNEL.

1.0. Introduction.

Il s'agit de développer la réduction & un systéme
pseudodifférentiel pour 'étude de 1'équation de Harper dans un cadre
général. Nous allons démontrer que, pour un opérateur
pseudo-différentiel pW(x,aDy) ol a/2m est proche d'un rationnel

p/q, 1'étude spectrale se raméne & celle d'un systéme qXxq
d'opérateurs pseudo-différentiels h-admissibles avec
h/2m=a/2m-p/q. Nous avons été influencés par les travaux de J.B.
SokoLoFF [So], M. WILKINSON [Wil et J. BELLISSARD [Be2]. Ce dernier
travaille dans le cadre des C* -algébres. Notre travail est sans doute
simplement une version “‘pseudodifférentielie’’ de ce travail mais qui
permet aprés d’'appliquer cette machinerie (en particulier les
techniques de [He$Sj51). La motivation d’une telle généralisation est
naturelle. Quand on vient du probléme ‘‘physique’’ : étude spectrale
pour Vopérateur de Schrédinger avec champ magnétique et potentiel
périodiques, que ce soit dans le cadre de l'approximation
semi-classique (cf. §9 de [HeSj5]1, [HeSj61), dans celui de
1'approximation champ magnétique fort (cf. [Be2], [HeSj?]) ou bien
de celui de Vapproximation champ magnétique faible (cf. [Be2],
[Nel, [HeSj71), Vopérateur de Harper n'apparait que comme une
approximation d'un opérateur plus général.

En fait selon la démarche de Bellissard (qui se place dans le
cadre de la méthode de projection de Feshbach) ou celle de [HeSj6]
appelée : étude d'un probléme de Grusin (méthode utilisée dans
d'autres contextes en E.D.P., cf. en particulier [HeSj4] (étude des
résonances)), on se ramene plutot a un probléme implicite du type :
trouver z t.q. OeKerH(z) oU H(z)=Harper-z+perturbation
dépendant de z qui est du type qui sera étudié dans [HeSj6]. Enfin,
le suivi des symétries est indispensable pour Yétude spectrale. on
suivra donc avec soin ces symétries dans le processus de réduction.

1.1. Réduction : préliminaires.
Soit :

(1.1.1) a=2mw(p/q)+h+21R

avec h/2mel-3,3[, ReZ, p premier avec g, 0<p/q<l.
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On s'intéresse au probléeme :

(1.1.2) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
'opérateur p¥(x,aDy) ou p(x,£), p est C®
21 -périodique en x et €, et ol

(pW(x,an)u)(x)=Ia|"'jei/a<x‘9r€)p[(x+g)/Z,C]u(g)dgd§

qu'on peut ramener a :

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle d’'énergie I, le spectre de
opérateur QW(x,hDy), ol
((x,6) > a(x,6))eC®(RxR;CIxCA), Q*=Q,
Q est 2w -périodique.

Bien entendu, on s'intéresse & une situation ou h est
petit de sorte que la réduction (1.1.2) = (1.1.3) nous rameéne a un
probléme plus “'connu’’ d’opérateurs h—admissibles.

Remarque initiale 1.1.1. On ne s'intéresse au spectre qu'au

niveau ensembliste.

On se placera dans la suite dans le cas h #0; pour h=0 il
faudrait remplacer (1.1.3) par:

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle I la réunion pour (x,C)eRZ
des spectres des matrices Q(x,€).

La théorie de Floquet classique (cf. [ReSil, [HeSj51), montre
que p étant 21 -périodique en X, le probléme (1.1.2) est équivalent
a:

(1.1.4) Déterminer dansI1: U SpHg ou Hae est défini par :
6eR

H%u:pw(x,a D)u

3y 2 —alb
D(He)-{ueL]OC,u(x+2ﬁ)—e u(x)}

ou encore (cara #0):
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(1.1.5) Déterminerdans1 U Sp ﬁg ol ﬁae est défini par :
6eR

ﬁgu=pw(x,a D+6)u

Ha Y= 2 =
D(He) {ueLloc,u(x+21T) u(x)}.

Le probléme (1.1.5) est un probléme sur le tore. On peut
remarquer 2 propriétés simples:

(1.1.6) Si a est irrationnel, le spectre est indépendant de ©
(cf. pour une démonstration de cette propriété classique
[HesSjsD).

(1.1.7) ﬁg et ﬁg+2" ont méme spectre (ceci résulte de la

périodicité en £ du symbole de sorte que e2iTDx = 1),
On est donc ramené & étudier
(1.1.8) leJ Sp pW(x,aDy+6) ou pW(x,aDy+6) opére sur L2(sh
et si nécessaire, on peut supposer R=0 dans (1.1.1).

De la méme maniére, si on regarde le probléme (1.1.3), on
montrera qu'il existe une matrice unitaire Xo de sorte que sion

consideére

(1.1.9) K=Ko"T21m/q

on ait

(1.1.10) X-QW(x,hDy)=QY(x,hDy)-X

de sorte que 1'étude du spectre de QW(x,h Dy) se raméne & 1'étude
de Qg avec

(1.1.1n) Q% = a%(x,hDy)

D(Qg) = {ueL%oc®Cq , Xu=el®y}
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gu’‘on rameéne & un probléme sur un fibré sur le cercle de longueur
21/q avec:

(1.1.12) Qg = Q¥ (x,hDy+6)

D(Qg) = {ueL%Ochcq JXu=uj}.

On rameéne ainsi pour h#0, le probléme (1.1.3) (sous
'hypothése d'existence de X vérifiant (1.1.9) et (1.1.10)) & l'étude
de:

(1.1.13) (L:SD 66) nl.

Dans la suite pour comparer les problémes (1.1.2) et (1.1.3), il
sera plus commode de comparer (1.1.8) et (1.1.13).

1.2. Détermination p-\gi-» Q.

On cherche donc une application de l'algébre des o.p.d &

symboles 21 -périodiques en (x,€) dans une sous-—algébre de
'algébre des systémes gxq d'o.p.d & symboles 21 -périodiques en
(x,€):

D\P_a. Q

t.q. SppW(x,aD)=SpQ¥W(x,hD).

On souhaitera aussi conserver essentiellement des symétries en

travaillant dans des algébres d’o.p.d plus petites.

Etape 1. On reprend la discussion du §.6 de [HeS$jS] (cf. formules
(6.8), (6.11)) en écrivant 1'opérateur pseudodifférentiel:
pW¥(x,aDy+6) sous la forme:

(1.z2.n pW(x,aDy+6) = ZZ 1(k,j) (exp-ix)(exp—i(aDy+0)K
ko
(1.2.2) PW(x,aDy+0) = 3 5 flk,j) LY LK
ko j
avec
(1.2.3) Ly = e~ X
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L% = exp(-i(aDy+6)).

La correspondance p— pa(p)={f de c2(s'xs!)y dans 4(z2),

espace des suites doubles & décroissance rapide, est donné par :

(1.2.4) a(k,j) = exp[-ia(jk/2)] f(k,j)

ou les q(k,j) sont les coefficients de Fourier de p.

(Tout ce que nous faisons est trés voisin de ce que fait BELLISSARD

dans [Be2], sauf que nous travaillons sans doute dans des algébres

plus petites).

Si on munit C®(S;xS;) de la loi de Weyl

¥

correspondant & la composition de Weyl, on a par transport de
structure (p— pa(p) est un isomorphisme) une loi noté # sur

A(22) qui peut s'obtenir en utilisant (1.2.2).

S P - N X v dl By
22 1 L) 57 gL ) - (L)

Kk K,

)
_ ) PR N S VNS
=22 Mk g Ly (L) L) (L))"

] . . st
Remarquant que : (Lze)k LIJ =e~iaj'k LlJ (LS)k on obtient :

(1.2.5)  (1&g)m, 1= > fk,j) g(k',j') exp(iaj'k)
k+k‘=m

j+i=a

(qui correspond & une convolution dans le cas ou a=0).

Pour définir 1a correspondance au niveau des opérateurs,

on va dire maintenant comment on transforme:

°]

S]
(1.2.6) Ly et L2 en Ty et JSZ

et on définira ensuite Q par:
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N - N
(1.2.7) QW¥(x,hDy+0) = 5 f(K,)) 131] (z,)
k,j
défini sur LZ(S1:®Q).

Bien entendu, il s'agit pour I'instant d’une opération formelle et il
nous faudra ensuite identifier U pW(x,a Dy+9) et
]
Y SpQ¥(x,hDy+6).
Introduisons 1'opérateur M, de LZ(SI) dans L2(S|)®®q
défini par:

2. = vee, T
(1.2.8) (pu) (u.‘tzTrp/qu, 'rZﬁp/q u )

avec (‘cgu)(x) = u(x-y).

Si on introduit les matrices:

(1.2.9) J= W, avec w=exp 2ir/q .
"~ e
(PO
K=/ 1 o. 0
0 1. .

On remarque que :
(1.2.10) Tply=e WP
0 — o-i(hDyx+86) -1
TTp L2 =e x K TTp
ce qui nous conduit & Vintroduction de

(1.2.11) Ly =e Xgp
1;9 = e—i(th-f-e) K‘] .
2
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Sion veut retrouver le formalisme de Weyl, on doit écrire :
Qx,€) = Z Ak, j) exp(=i(jx+k€))
jok
QWY¥(x,hD) = Z Q(k,j) exp(ijk(h/2)) exp-ijx - exp-ikh Dy -
jik
D'ou
Ak, ) exp(ijkh/2)) = 1(k,)) - (PY (k=)
Atk,j) = exp(=ijk(h/2)) 1(k,j) WPy (k-K) .

On définit pour p dans C% (S'xs!), Q par:

(1.2.12)  (x,€) = > e 1UX+KE) exp(-ijk(h/2)) 1k, PP (K =K)
jrk
et on vérifie que :
(1.2.13) Q(x,6) = > exp-i(jx +k€) exp & jk(2mp/al-qlk,NIP)) KK
jrk
ou q correspond aux coefficients de Fourier de p.
Compte tenu des propriétés de commutations de &Ly et

.;Bg qui sont les mémes que pour Ly et LS a savoir:

(1.2.14) Lot =e@LL?

Oy = pldp, o
I;ZI;] e'd Iy >

(1.2.15) On vérifie que p£i+ Q est un homomorphisme d’algebre

et que Qwﬂpzﬂp pW

Etape 2. Il nous reste & montrer que SppW(x,aDy)=SpQW(x,hDy)
oU les opérateurs sont considérés respectivement comme opérant
sur L2(R) et L2(R)®CA. Cette propriété est sans doute classique,
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dans la théorie des C*-algébres (cf. [Be2]). On en donne une
démonstration a la main.

Démonstration de (a)=(b) : AeSppW(x,aDy)=>XeSpQW(x,hDy).
Onavuqu'ilexiste 6 t.q. AeSppW(x,aDy+9).

Cela simplifie 1'existence d'une suite up t.q.

(1.2.16) I(pW(x,aby+6)-N)up 0

LZ(SI) n - oo

”CZT( Un: Jn y "un"Lz(Sx) =1.

Considérons (1T up) ona:

tZﬂ/q(npu“):

T

(T 211/qu“’1:2ﬂ/q ’ TZﬁp/q Unseees 21/q r211[)/q u”)

=k&P) (1, up)

ou R=R(p) est choiside telle sorte que (p-R(p)+1)/q €Z.
Par exemple si p=1 on prend R=-1) (cf. formule (5.1.8) dans cet
article).

On peut réécrire ceci sous la forme :

(1.2.18) K= Rp) ¢

s (Mpun)=(Tpun)

et il est clair que (TTpun) vérifie

(1.2.19)  1(Q¥(x,hDy+8) =N )(Tup)l 0.

L2(]0,2T1/ql®CY 1 oo

Pour en déduire que X €SpQ¥W(x,hDy), il suffit donc, compte-tenu

des remarques (1.1.9) & (1.1.13) de montrer que K=k~ R(p) rzn/q

vérifie bien la relation (1.1.10).
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Notons d'abord que
T

w - nW¢ 2 / )
qO (x,hDy)T, q QW({x+21/q,hDy).

-2t/ /
On doit donc calculer

KR(P) q(x+(21/q), )k~ B0
en utilisant 1a formule (1.2.13).
On a donc & veérifier :

exp-ij2m/q) KLP) gpJ k= (P) = 4P,

Observons qu’on a la relation :
(1.2.20) JK = wKJ
de sorte qu’il suffit de vérifier :

exp-ij(2m/q) - w~PJ R(p) -
qui est bien vraicar (pR(p)+1)/q € 2.

On a danc bien (1.1.10) et compte-tenu de (1.2.18), (1.2.19) ceci
termine la démonstration de a=b.

Démonstration de (b)= (a): i.e. XeSpAW(X,hDy)=> X €
SppW(x,aDy). Soit donc AeSpQW(x,hDy). Alors il existe © et une

suite v, vérifiant:

- R(p) =
a K TZﬂ/q Yn=Vn

(1.2.21) (2> 1(QY(x,hDy+0)=X)vyll — 0

L2([0,(211/DDR T 5
=1,
< "Vn“l_z(lo,(ZTr/q)[)®‘Dq

(1.2.21)¢1» exprime que V[):(_Tfpl,)n) avec TppUp=uy,.

On vérifie alors immediatement qure :
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Tp(P¥(x,aDyg+0)up) = QW(x,hDy+0)vy,
de sorte que

(1.2.22) I(p¥W(x,aDy+6)uy)l 0

L2(S1) oo
T2 Up=Up

ce qui exprime bien que AeSp p~(x,a Dx), en remarquant que :

N, I ~ vyl

L2([o,21r]) L2([0,(zm/qQ))®C

Remarque 1.2.1. Cas de 1'équation _de Harper. (Cf. Appendice
pour une démonstration plus directe).

Soit p(x,€)=el€+e € 1elX1e™1X (1.2.13) donne :

Q(x,6) = e 1XgP4eiX g Pye 16K T4ei€k,

La transformée de Fourier usuelle ¥y dans L2(R)®CA correspond

a la transformation canonique (x,£)— (-€,x) et nous raméne & un
systéme pseudodifférentiel de symbole de Weyl.

(1.2.23) Mp,q(x,C)=ei€ JPre 1€ PyeiXKie XK1
qui sera celui que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

C’est donc lopérateur MV; q(x,h Dy) que nous étudierons

dans les paragraphes suivants.
emarque 1.2,2. L’'application p—Q est injective.

1.3. Suivi des symétries.

Ce paragraphe est consacré & l'étude des symétries au
travers de la transformation p— Q. On renvoie & [Wi4] pour des
considérations de ce type.

Nous examinerons successivement comment les



REDUCTION 19

propriétés suivantes de p se transforment :
(1) p réel
(2) plx,€l=pl-¢€,x]
(3) p(x,-€)=p(x,€)

correspondant au niveau des opérateurs quantifiés a :

an pW(x,aDy) autoadjoint
Q2) p™ commute avec F,
Q3) p¥ commute avec T':u—Tu=u.

1.3.1. Suivi du caractere auto-adjoint.
On va montrer le lemme suivant (qu‘on a déja

implicitement utilisé dans nos considérations spectrales) :
Lemme [,3.1, Si p est réel, Q=\Pa(p) est hermitien.

Compte tenu des propriétés de la quantification de Weyl,
ceci implique que : p¥W(x,a Dy) auto-adjoint = QW(x,h Dy)

auto-adjoint sur LZ2(R)®CA.

Démonstration du lemme 1.3.1. Si p est auto-adjoint, on a vu
(compte tenu du fait que le symbole de Weyl de pW(x,aDy)™ est

p(x,€)) que 1'on a :

f(-k,-j) = f(Kk,j) eidjk
(ct. §6 de [IleSjS] el (1.2.1)-(1.2.4)).

Au vu de la formule (1.2.7), il suffit d'observer que (avec

L2=53/0=0)
* -1
5 35 =5
2 1
ce qui est clair compte tenu du caractere unitaire de J et K.

1.3.2. Invariance par Fourier.

i.invariance par Fourier se traduit par : p(x,{)=p(-€,x).
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Lemme [.3.2.
(1.3.1) p veérifie : p(x,£)=p(-€,x)
si et seulement si :
(1.3.2) Up QCE, -x) Uy T=a(x,€)
ou Up estla transformée de Fourier discréte (cf. [HeSjS]1)
(1.3.3) (UD)jk = 1/vqwPU=Dk=1) =y . q

k=1,...,q.

Si on désigne par ¥ 4, Fp les quantifications de Fourier

correspondantes (1.3.1) et (1.3.2) se traduisent quantiquement par,
respectivement :

(1.3.4) :ra" pW(x,aD)F a=pW(x,aD)
(1.3.5) 9,71 a%(x,hD)gr=0%(x,hDy)
avec :

(1.3.6) 9h=U5 ' Fp .

Démonstration. On rappelle que pour p gquelconque

(5 71 pW(,hD)F ) = p™(x,hDy) avec p(x,6)=p(E, ~x)
et de méme pour Q quelconque

(8";'1 aW(x,h D) Fp)= QW(x,hDy) avec Q(x,§)=0Q(E, -x).

Observons que l'invariance par Fourier pour p se traduit
sur 1(j,k) par:

1k, ) =1(=j,k)eldJK
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On applique alors la formule (1.2.12). Le symbole doit vérifier
Up Q(E, - x) Up"=0(x,C)

soit :

1.3.7) S e TR o (mijkth2)) 1k, ) Up(PIK=Hu 1)
Jrk

Observons que :

Up~1dpUp =K
(1.3.7) pooTRR (avec Jp=JP)

Up=TK=TUp = Jp

de sorte qu'on peut réécrire (1.3.7) sous la forme (en posant
k=-J,j=k):

Z exp-i(jx+ k&) exp(ijk (h/2)) (-3, I)UD(JD Ky E)Up"
jr K
= Z exp-i(jx+ k&) exp(ijk(h/2))1(~J, KK~ idpf
js k
= Z exp-i( jx+ K€) exp(-iaj k) exp(ijk(h/2)11k, J]
j, k
exp[(217p/q) J’Q]JDTK“ k
=S exp(~i(Tx+ K6 exp(=1 TK(h/2)) 1(K, I)JDTK- k
jy k
=Qx,6). n

1.3.3. Notion d’opérateur réel.

sur L2(R), on a une opération naturelle u— u et on dit
qu'un opérateur est réel si Pu = P u. En quantification de Weyl,
ceci se traduit par la relation :

g p(x, - &)=p(x,£) .
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Pour f(k,j) ceci se traduit par la propriété :
(1.3.10) 1k, =) = 1(+k,)).
Si on remarque que K=K et J=J~! on obtient le :

Lemme [.3.3. pW(x,aD) est réel si et seulement si
QW(x,hD) est réel ce qui se traduit par :

(1.3.11) Qx,-€)=0Q(x,£).

1.4, Remarques.

Remarque 1.4.1. On peut caractériser les Q(x,£) obtenus comme
image par Y, d'un symbole C*® 2mw-périodique en x,£ comme les

symboles C® 2m-périodiques en (x,£) ayant les propriétés de
commutations

(1.4.1) Jax,€) = a(x,-(2m/q)J
K Q(x,€) = Q(x+2m(p/q),£)K .

Dans un sens, cela ¢ déduit facilement de 'expression (1.2.12).
Inversement, si Q(x,€) vérifie (1.4.1) il est 2mw-périodique en

(x,€) (enitére (1.4.1) et on utilise J4=I, K4=1) et on peut écrire :
ax,6) = > mEmeilkxeimé
(2,m)ez?
On déduit alors de (1.4.1) que :
MEM kM 5-PR commute avec J et K
ce qui implique :
MRm m j-pR = bom-I -

Si de plus p(x,£) est indépendant de a, et sion fait varier ,,
on en déduit que bgmze_ih(mQ/Z) epm avec epn, indépendant
de h.
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Les opérateurs QW(x,hDy) associés & p¥(x,aDy) sont
donc les séries
_'h
Z eam @ ih(mR/2) 312 z;n

R,m

qui sont introduits chez BELLISSARD [Be2].

Il est cependant plus utile pour nous de les regarder
comme la sous—algébre des o.p.d. (systémes qXq) muni de 1a loi ,f

s * -1
de Weyl et commutant avec les opérateurs (T zﬁ/q> J et

(Tamsq K-

Remarque 1.4.2. Compte tenu de la remarque 1.2.1, nous ne
prendrons pas cette quantification et les propriétés de symétries
seront modifiées en conséquence par transport de structure (cf.

§.5.1).

Remarque 1.4,3. Si f(j,k) vérifie des propriétés de décroissance
exponentielle |f(j,k)|=<C exp—-1/C(ljl+1kl), nous obtiendrons des
symboles holomorphes dans les 2 représentations (dans des
domaines que 1'on peut préciser).

Remarque 1.4.4. Dans le cas h=0, l'opérateur p(x,aDy) est

envoyé sur l'opérateur de multiplication par Q(x,£) opérant sur
Li €(]RZ)®tI:q. C'est ce qui a été rappelé au §.9 de [HeSj5].




2. ETUDE DU SYMBOLE PRINCIPAL DU SYST ik
MW(x,hD).

2.1. Etude des valeurs propres.

Rappelons quelques résultats du §.9.3 de [HeSj51 qui
vont jouer un rdle important dans la suite. D'aprés le lemme 9.3.1 de
cet article, ona:

(2.1.1) det(Mp, q(x,6)=E)=1p (E)+(~-NA*+1 2[cosax+cosq€].

Cette formule remonte en fait & CHAMBERS [Ch], BUTLER-BROWN
[Bu-Br] et 0BERMAIR. Si E est le niveau d'énergie qui nous
intéresse, les surfaces d'énergie sont données par:

(2.1.2) cosgx+cosqé = 3(-1)0 fp,q(E) = F .

A une dilatation prés, ce sont donc les mémes surfaces d’énergie qui
apparaissent que dans le cas g=1. Rappelons les principaux
résultats qui nous servirons concernant Mp,q(x,ﬁ) introduit en

[HeSj5] (cf. également (1.2.23)).

(2.1.3) Mp,q(x,6)-E est inversible pour tout (x,£), pour E en
dehors de g bandes By (R=1,...,q), Bp=[¥p,8p]
(avec ¥ p<8yp).

On a toujours :
(2.1.4) SQSXQ,’_]

(Cf. Remarque 0.3).

(2.1.5) Si fp,q(E) €1-4,+4l , 1 ¢(E) #0
Si fp,q(E) = 4, [} (E)=0, alors I, q(E) #0.

(Cf. Corollaire 9.3.4 dans [HeSj51).

(2.1.6) Si on désigne par M p(x,6) Ia R1éme yaleur propre de
Mp'q(x,C), By est décrite par M p(x,§) pour
(x,6)elo0,2m]2.
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Pour fp q(E)e]-4,4[\(0), les surfaces d'énergie Z(E)
introduites en (2.1.2) sont des réunions de ‘‘cercles’’
(translatés les uns des autres par (2m(j/q),2m(k/q));

— (i 2. _
oa=(j,k)ez? : Z(E)—UM Zj'k(E) avec Zj’k(E) connexe.

Pour rp,q(E)=O, la surface d'énergie E est une réunion

de droites x=x£+2mw(m/q), meZ. Nous ne traiterons
pas ce cas ici. On notera QQ le point dans By t.q.

Ipyq(gﬂ)zo.

Voor o a4l g Y by 8

—+ t 1 M A

Pour E=%p, ona 2 cas selon que :

@ 8- 1<¥y ® $g-1=%¢ -

Dans le cas @, on a f’p,q(?ﬂl)¢0 et prés des points (xg,gg) t.q.

M (xg,égth (cf. Prop. 9.3.5 de [HeSj5]1) ona:

(2.1.9) Jp(x,6)=¥g+

a2[(x-x9)2+(E-€1)2]

o o4
0 - _¢ 3 .
Tl +0((x-x2,6-€2)3)

Dans le cas @ (qu’on appellera parfois, la situation Dirac), le

systéme devient & caractéristiques doubles aux points (xg‘,ﬁg‘)et

on a alors :

(2.1.10)

He-1(x,6) =¥ -

Y7 %2 %2
7z ¥ ke G
+0((x—x3‘,€-§‘§)2)

He(x,6) = p Yz \/(x(;)zl)2 + (53()2

s 1172
+O((x—x°‘,§-€ﬁ‘)‘).
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Enfin, pour étre complet, ajoutons le cas () :
E=8p<¥ g +1, Ol on est dans une situation analogue au cas (@) et ou

ona:

Q2[(x-x3)2+(E-€1)2]
115, q(80)]

(2.1.11) 1g(x,€)=8p - +0((x-x2,€-€ 3.

Remarque 2.1.1. Rappelons que la situation (2.1.10) se produit
toujours pour q pair avec R=(g/2)+1 et que compte-tenu de la
Remarque 0.3 c’est le seul cas ou ceci se produit dans le cas de
'équation de Harper.

2.2. Réduction & une équation ou & un systéme 2x2 .

Traditionnellement, I'étude de systémes
pseudodifférentiels a caractéristiques simples se raméne & 1'étude
d'équations pseudodifférentielles et 1'étude de systémes &
caractéristiques au plus doubles se raméne & l'étude de systémes
2X2.

On va préciser ces indications dans notre cas particulier,
car nous aurons besoin de résultats plus fins. On se contente ici de

'étude du symbole principal de Vopérateur, I'étude du systéme
pseudodifférentiel lui—-méme ne sera abordé qu’au §.3.

Quelques notations. On introduit en (2.1.2) la surface d‘énergie

E, =(E), dont on n'a vu (et ceci est particulier au systéme que nous
considérons) qu'il ne dépendait que de rp,q(E).

Dans le cas ol EeBp, ona:

(2.2.1) 2(E)={}AEI(E)} )

Racines simples. Plagons nous d'abord dans la situation ou :

(2.2.2) EeIcBp\{lp} ol I estunintervalie fermé sur lequel
fp,q #0-
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On définit :

(2.2.3) =M = U =) .
Eel

Alors Z(I) est une réunion de couronnes £4(I), (xez?), ou de
disques si ¥pel (ou §pel).

On conviendra que ZO‘(I) est la couronne contenant le
point (2m/q)X+(0,0) ou le point (21/q)a+(1/q,w/q) selon que
ICl¥ g, sl ou ICRp,8p] c’est-a-dire selon que fp ¢(I)<O ou

fp,q(D)>0. Ce point sera noté (xq,6y), (x€22).

Il est clair qu'on peut localement diagonaliser par bloc
mais on aura besoin de le faire uniformément dans un voisinage
V(D) de E4(I). Remarquons aussi que compte—-tenu des propriétés
de symétrie (cf. par exemple 1.4.1), on peut se contenter de traiter
a=(0,0).

Lemme 2.2.1. Soit oez2, 1 vérifiant (2.2.2); il existe une
famille C* de matrices unitaires U(x,€) telles que :

uz(x,c)l 0 )

-1
Ui Mg U = (g

(2.2.4)
pour (x,€)eV () .

De plus, il existe €p>0 t.q. les valeurs propres de Ax,C-
Hi(x,€) (k #R) vérifient (e -M )X, 6)12€q, V(X,6)eVy(D).

Enfinon a VX'C Mp #0 pour (x,§) dans V() (assez petit)
lorsque IN3By=9.

Démonstration. Il suffit de trivialiser au dessus de VO((I) les 2
fibrés suivants associés a la donnée de MX,C : le fibré dont la fibre
est la droite complexe Ker(Mx,g—;i R(x,€)) et celui dont la fibre

est 'hyperplan complexe Ker(Mx’C—}lQ(x,ﬁ))-L.
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Ces fibrés sont trivialisables. C'est d'abord clair quand 1a base
est simplement connexe (cas ou les £ 4(I) sont des disques), mais

également dans le cas de la couronne en utilisant le fait que U(1) et
U(qg-1) sont connexes par arc. Les autres points se déduisent
facilement du §.2.1.

Remarque 2.2.2. Le résultat est encore vrai dans l'analytique.

En effet soit par exemple V (I)3(x,{) —e(x,£)eCn Ia
section C% trouvée pour Ker(Mx'C—;LQ(x,Q)). Soit I' un contour
dans le complexe entourant I el évitant les bandes By (k #R).

Soit alors Mp(x,£) = J (M(x,-‘;)—z)“I dz le projecteur
r

orthogonal sur Ker(Mxlg—}l 2(x,6)). Ona To(x,€) e(x,6)=e(x,£).

Soit E(x,ﬁ) un vecteur dépendant analytiquement de
(x,€) t.q. lle(x,6)-elx,E)l=ey, V(x,6)eV4(I) avec €; assez

pelit.
Te(x,6)ex,6)

Il est alors clair que — est une section analytique
1T (x,E)e(x,E) 1l

de Ker(M(x'C)—}L R(%,6)).

On procéde de méme pour Ker(MX,C—}L p(x,€))L en utilisant
(I—TTQ(X,C)) et remarquant que le procédé d’'orthogonalisation
standard respecte 1'analyticité (en choisissant €1>0 assez petit).

Remarque 2.2.3. On aura éventuellement & effectuer des
décompositions par bloc dans le complexe dans 2 situations.

Dans le premier cas, il s'agit de diagonaliser par bloc
dans un voisinage complexe de Z(I). Ceci ne pose pas de probleme

puisqu’on a un théoréme dans 1'analytique pour (x,£)eZ (1) et on
peut prolonger holomorphiguement dans un petit voisinage de Z,(I)

(qui est borné) : Vg(l).

Le prolongement satisfait a :
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T C
(2.2.5) (Uoe) " =uz! g pour (,0evEa.

Dans le deuxieme cas, on souhaitera diagonaliser par
blocs plus loin dans le complexe dans des voisinages QC de courbes

dans le complexe incluses dans AE‘(I)O(CZ\RZ) et qui seront
décrites sous la forme :

€= +iyp'(x)
avec Y réel, x réel, Y’ non nul.

Ces voisinages auront 2 composantes connexes
conjuguées £ et ﬁl ne rencontrant pas le réel.
ig

=N

Une technique analogue & celle utilisée pour la
démonstration de la remarque 2.2.3 permet de construire U(x,t;)

holomorphe par rapport & (x,£) inversible diagonalisant MX-C pour
(x,€) dans 2y puis, en utilisant que :

(Mx,ﬁ)* =M X, €

de vérifier que si, pour (x,€)e ﬁ‘ on déefinit ux’g par :

on diagonalise bien Mx,é pour (x,£) dans nC.

Uy, ¢ satisfait évidemment a (2.2.5).
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On souhaiterait avoir une famille holomorphe satisfaisant
(2.2.5) et permettant de diagonaliser par bloc dans un (voisinage:
complexe de Zd(l))unc dans le cas ol l'intersection est non vide :

/N Img

L (1)

\QZ |
I'}
T
v
v
Vo
\
\
\
% \V/

0
Re £

Nous ne savons pas démontrer ce point qui ne sera pas
nécessaire pour la suite (mais cela simplifierait certaines
constructions B.K.W).

Racines au plus doubles. Considérons maintenant le cas (b) ou

(2.2.6) I=[¥p-€3,%p+€3] , £3>0 “'petit’’ avec Sp_;=%yp .

On a d'abord une premiére réduction analogue a celle du
lemme 2.2.1.

Lemme 2.2.4. Dans un voisinage convenable V<Ix du “‘disque’’

(D) il existe une famille analytique Uy ¢ ((x,6)eV (D) de
matrices unitaires telles que :

i, B A”(X,C)l 0
(2.2.7) Ux,¢ Mx,€ Ux, € = ( 0 'AZZC ) )
Xy

ou A)'('C a comme valeurs propres g _1(x,6),dp(x,£)

v

2
Aj ¢ a comme valeurs propres M (x,§) k#R, R-1.
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Remarque 2,2,.5. On a des décompositions analogues dans
’'holomorphe (cf. Remarque 2.2.3).

On va maintenant s'efforcer de trouver (pour €3 assez
petit) une nouvelle famille analytique de matrices unitaires wx,€ de
la forme :

wil 0
(2.2.7) Wy, ¢ = ( %6 | ) :
o |1
de sorte que A(>]<'§) ait une forme canonique plus maniable.

Lemme 2,2.6. Quitte & restreindre I et V(I) il existe une

famille analytique de matrices unitaires 2x2 w)‘('€ telle que :

-1 1 R} _ c(x,€) b(x,€)
(2.2.8)  Wx,6 Ax,EWx, 6= < b(x,€) c(x,6) )

avec

(2.2.9)  b(x,€) = bo[(E=EX) +ilx-x%)+ O ((E-EX,x-x%)2)]
(2.2.10) Cx,6) = ¥ + O(1(x-x%),(E-€N12) .

Démonstration. Notons que c(x,£)=% Trace all(x,€).

(2.2.10) résulte alors de (2.1.10). On peut donc toujours se ramener

dans ce qui suit au cas ou Trace A(i'€)=0 (en retranchant a

11
A(X.C) , e(x,6)1).

Par changement de variable, on suppose qu’'on s'est
ramené a x°‘=§°(=0. La démonstration se fera en 2 étapes
correspondant au cas “linéaire’’ puis au cas général.

Etape I . On traite d'abord le cas ‘‘linéaire’’ ol la matrice A()I‘é)
est remplacée par son développement de Taylor & l'ordre | au point

(0,0). Aprés multiplication par une constante de A)‘(‘ , on peut

'€
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supposer qu’on regarde une famille hermitienne 2xX2
(%,6) — H(X,C)

linéaire en (x,€), de trace nulle et de déterminant -(x2+§2).
Par le théoréme de Cayley—Hamilton, on a :

(2.2.11) H(x,€)2 = (x2+€2)1 .
Par ailleurs, par linéarité on a :
H(x,€) = xH{+£Hp .«

Donc Hy et H, sont deux matrices auto-adjointes de trace nulle,
telles que :

2 _-42=
HZ =HZ =1

Hy{Hz + HpHy =0.

Si Hz=-iH{Hy, il s'ensuit que (Hj,H2,H3) satisfont aux mémes
relations algébriques que les 3 matrices de Pauli. Par conséquent, il
existe une matrice Wqg dans SU(2) unique au signe prés telle que

WoHiWo ™! ce qui implique :
(oA RANY]

0 !§+ix )

-1
(2.2.12) W H Wo =01x+02¢€ =
0 H(x,6) Wo =01x+02¢ ( eSix| o

Etape 2. Compte tenu de l'étape 1, on peut déja supposer que :

cam o (8 08)
od ag(x,€) = O(1(x,6)12)

bo(X,€) = bo(E+1x)+0(1(x,6)12).

I1 s'agit donc de trouver une farﬁme holomorphe de matrices
(unitaires pour (x,£) réels) définies au voisinage de (0,0) t.q.

w(0,0)=1
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(2.2.14) [w=ltx,0) Allx, ) wix, ], = 0.
1 1 e(x,€)
On cherche W(x,£) sous la forme VirlelZ [ -e(x,6) 1 ]

et on doit trouver e analytique au voisinage de 0 t.q.

(2.2.15)  ag(x,6)-bp(x,6)elx,€)-bo(x,E)e(x,6)-ap(x,E) lel2=0
e(0,0)=0 .

Apres changement de coordonnée (x,£)— (y,M), on peut
supposer que bo(x,£)=bgo(y,)=N+iy.

On peut alors développer ag sous la forme :
_ 2 - =2 = : _ =
ap = fo b0 +1o bo +9go bp bg avec fp,gp analytiques, go=4gdo

et on cherche e sous la forme : e=cg-bg+dg by avec cq,dg
analytique, cg=Cq.

On vérifie alors que (2.2.15) est vérifiée dés qu‘on a les
équations suivantes satisfaites :

fo-a_o—aoCO(To =0
2
do-2cg-ap(cg +1dgl2)= 0

Redp-Refo+agcoRedg =0
Imdg+Imfg-agcglmdg =0

3 o go
c +—c2~-—+agldgl2=0.
Co* 2 657 7 * 2o ldol

Ce dernier systéme se résout aisément en cg,dy parle
théoréme des fonctions implicites. g

Remarque 2.2.7. Dans le cas général, on ne peut pas s'assurer
que c=0 dans le lemme 2.2.6. C'est toutefois le cas lorsque q est
pair pour R=(q/2)+1 (cf. §9 de [HeSj5] ou le §3.7) qui est le seul
cas utile pour l'équation de Harper (cf. Remarque 0.3). Les
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réductions considérées ici ont une portée plus générale. g
11
X, €

On va encore “‘améliorer'’ 1a forme générale de A en

utilisant le calcul fonctionnel.

Rappelons que A1 provient de la décomposition par

1
(x,6)
bloc de M(x,£). Compte tenu de (2.1.1) et du théoréme de
Cayley-Hamilton, on en déduit que :

rp'q[Aijg] = 2(-19 [cosqx+cosq€] I, .
On peut aussi trouver g analytique sur I t.q. :
g(E) ~ E-¥y
et

rp,q(E)_rp,q(X Q)=g(E)2 .

Considérons g[A; ,ona:

1
,C]

Ny [ o) Bot,6)
9(Ax,e) = ( bo(x,6)  Co(x,€) )

avec cq et Dg vérifiant (2.2.9) et (2.2.10) (avec ¥ p=0).
11

X, €

Co=0 compte-tenu de I'ellipticité de by prés de x=€=0.

Observant que (g(A )) Z st diagonale, on obtient

On a donc montré le :

Lemme 2.2.8. 11 existe une fonction analytique gg et une
famille analytique Ux,C t.q.

go(E)=E-¥p+O((E-%¥ Q)Z)

U, g0(a, g = (0 PTF)
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b(x,6)=E+i x+0(( X, £)2),
avec £=€-€%X , x=x-xX,

2.3. Quelques lemmes techniques.

Dans l'étude ultérieure du spectre un réle important est
joué par des problémes a un “'puits’’, i.e. dont les surfaces d'énergie
n'ont plus qu'une composante connexe.

L'un des objectifs de ce paragraphe est de montrer
comment on peut définir de tels problémes. On étudie différents cas.
On traite d’abord le :

CaslI.

® Io=[¥p,¥'] avec 8p_1<¥p<¥ <Ly
(2.3.1) ou

O] Io=[8",8p]) avec Lp<8p<8p<¥p 41 -

On pose Ig=Ig+[-¢,El.
Lemme 2.3.1. Sous V'hypothése (2.3.1), il existe, pour tout

€>0 assez petit, une constante Cg et une matrice ﬁe(x,ﬁ)

autoadjointe t.q. :

(2.3.2) Me(x,6)=M(x,£) pour (x,£) € Z(0,0)(I¢)
(2.3.3) V(r,s)eN, 3Crg t.q. Dy Dg Fe(x, €)1 <Cpg-

11 existe une famille C® d’opérateurs (bornés au sens de
(2.3.2)) unitaire U(x,£) t.q.

- - - L , 0
(2.3.4)  U(x,€) Me(x,6) U~1(x,€) = ( “"g(x C)Zn L) )

avec

(2.3.5) }IQ,g(X,C)=}lQ(X,€) dans Z(g,0)(Ilg)
~
}‘LQ,C(IC)zz(O,O)(IC)
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(2.3.6) d(SpAp,e(x,6),1¢)>1/Co >0, V(x,6)eR2
d(Hp,e(%,6),1g) > 1/Co pour Ixl+1€1>Cq .

Remarque 2.3.2. On a alors bien entendu le méme résultat pour
tout sous—-intervalle de Ig.

Démonstration : Considérons la couronne
£(0,0)([¥p+(3e/2), 5"y +2¢e]) (avec £>0 assez petit).

Observons que dans cette couronne, on a det(M(x,£)-E) #0 pour
Eelg.

On peut construire un difféomorphisme global P de R2 sur
£(0,0)([¥ 0 ¥ +2¢e[) t.a.

Pe P 0,0 ¥, 52"+ = 1d
et

ID{DE@CI < Crg Vr,seN.

&¢ contracte RZ sur le pseudodisque (g, 0)([¥g,% g +2€l) en
laissant fixe Z(o,0)([¥g,¥ g +ED).

2(0,0)(Y;L+2£)'

Zo,0 ([Y!;‘Y;L-"E])
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Alors ﬁa(x,€)=r1 (o e(x,€))répond & la question. Les autres
affirmations se déduisent alors des résultats du §.2.2. g
On traite maintenant le :

CaslII.

@  Io=l¥pw gl avec S5 y=¥ ¥y <2y
(2.3.7) ou
® Io=18%,8 7] avec Lp<8R<E<8p=Y 41 -

Lemme 2,3.3, Le lemme 2.3.1. est vrai sous les hypothéses
(2.3.3).

Démonstration : On traite le cas (a).
Bien entendu, la difficulté nouvelle est qu‘on a une racine double

pour :

“Q(XQO ° vCQO ° )=82 .

. 0,0 o o _
On note dans la suite xQ,CQ ,xQ,CQ pour o=(0,0).

On va donc commencer par modifier M(x,€) dans
Z(o'o)([‘Z{Q,'K'Q—C]) de telle sorte que les racines deviennent

simples. Cette modification étant faite, on termine alors la
démonstration comme pour le lemme 2.3.1.

Observons tout d'abord que dans Z(g,0)([¥ g, ¥ g +M),

(N>0 assez petit), on peut conjuguer d'aprés les lemmes 2.2.4 et
2.2.6

M(x,€) & : c(x,€) b(x,£)
b(x,€) c(x,£) l

l 22
0 Ao (%,6)
par une famille unitaire U(x,€).

On est donc conduit a modifier la matrice :
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( c(x,€) b(x,€) )
b(x,€) c(x,€)

pour la rendre a racines simples.

Soit X une fonction C® positive t.q. X(x:,C;»O (assez
petit) et supp X dans un voisinage assez petit de (xg,ﬁg).
c-X b

b c+X
dans 2(0,0)(1X2+(1’[/2),XQ+Tl])pour un bon choix de ¥X.

1" 1"
On introduit Ay (x,£) = ( ) qui coincide avec Ag (x,£)

I1 est clair que Von a 2 racines simples : ;IQ = c+v/)(2+ Ibl2,

Mp-1=c-YXZ+b2 pour (x,€)€2(0'0)([7§Q,XQ+T’l]) et on peut
choisir X assez petite de telle sorte que :

(2.3.8) sup Mp < inf Mp
20,0 ¥ ¥+ N/ DD T 0y LB+ (N/2),8, 40D

Notons, pour un usage éventuel futur, qu’on peut choisir
X de sorte que :

(2.3.9) }Ip_ admet dans 2(0,0)(82,‘KQ+‘11) un unique minimum
non dégénéré en (xg,ég) égala X (XE,CZ) +¥ O¥ Q.

Prenant la conjugaison inverse par U"(x,C), on obtient
ainsi une matrice Mx(x,g) qui a toutes les propriétés voulues dans

z (0'0)([?5 g ¥ g+MD et coincide avec M(x,€) dans
2(0,0)([XQ+(T1/2),KQ+11]). On applique alors la construction faite
dans la démonstration du lemme 2.3.2 & la matrice définie par
My (x,6) pour (x,£) dans (g o)([¥ g, ¥ g+ et M(x,§) dans

2(0,0)(lxg+‘n,xh’+zc]).

On traite finalement le cas :
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Cas III.
— / ! ! - '
(2.3.10) 10_[82_1,3 2] avec 8y <8, =vp<¥,

et | X'R_ S'Q_II assez petit.

Par des techniques voisines des autres cas, onale :

Lemme 2.3.4., Sous I'hypothése (2.3.10), on peut trouver
pour tout €>0 assez petit une constante Co,» Me(x,8) vérifiant

(2.3.2), (2.3.3), U unitaire vérifiant (2.3.3) et :
Al

2.3.11 UMe U-1 = ( — )
( ) £ 5 =22

avec All = (cb_ bc) .

Al admet comme valeurs propres ﬁR-I,e y }12,8 avec :

Me-1=Hg-1,e < Ag,e = Mg dans T(o,0)(Ig)
(2.3.12) Hoiet) =i, =\ (To) = £(0,0y(1p) 0b Tg est
le plus grand intervalle contenant Ig t.q.

1p,qf I~€)=)‘p,q(15). (Voir figure).

(2.3.13) d(sp A22(x,€), Tg) > 1/Co >0 V(x,€)eR2
d(sp All(x,€), Tg) > 1/Co pour Ixl+1€1>Cq .

NF
E '
' : :
i : ’
)
: 11 1 l ;
T 4 T 'T s Y
Taml 18y S dimYa-1ivgl L il
[ '
g |
' 1
1 ¢ IE :
'
U
2 >




40 B. HELFFER, J. SIOSTRAND

emarque 2.3.5. On peut utiliser le calcul fonctionnel pour se
ramener au cas ou c¢=0 en utilisant le lemme 2.2.8.



3. DECOMPOSITIONPAR BLOCS PSEUDODIFFERENTIELS
ET RECHERCHE DE FORMES NORMALES

3.0. Introduction.

L'objet de ce paragraphe est d'étendre les résultats du §.2 de
[HeSj5] & 1a situation de systémes. Pour l'essentiel, nous avions
déja travaillé dans le cadre de systémes pour les principaux
résultats concernant 1'étude modulo ®(h®). Il reste toutefois 4
démontrer 1'analogue pour les systémes du résultat de [HeRo3]
utilisé dans l1a proposition 3.2 de [HeSj5] donnant une minoration
uniforme de la distance entre 2 valeurs propres consécutives (par
(1/Cgq) h) pour un o.p.d po(x,h Dy) dans tout intervalle I ne

contenant comme valeur critique éventuelle qu’un minima ou un
maxima non dégénéré avec pé“(l) connexe) dans le cas de la

dimension 1.

L'étude présentée ici dépasse de loin les applications
développées ultérieurement car 1'étude de systémes
pseudo-différentiels du type considéré ici apparait dans de nombreux
problemes de physigue des solides ol un petit paramétre h apparait
qui peut étre selon les cas la constante de Planck, le flux d'un champ
magnétique ou l'inverse de ce flux. Avant de passer & des énoncés
précis, il est peut étre utile de préciser la nature des résultats
obtenus pour mieux cerner leurs applications potentielles.

Les § 3.1 et 3.2 sont consacrés a une théorie du découplage pour
des systémes pseudodifférentiels A{(x,hDg,h) opérant dans

LZ(RN,CK). Au moins en premiére approximation beaucoup des
propriétés (lorsque h tend vers O0) de tels systémes se déduisent
de 1'étude du symbole principal A(x,£;0) et de ses valeurs propres
Ap(x,€) (R=1,... ,k). Lorsque toutes ses racines sont simples, on a

Vidée que 1'étude de tels systémes se rameéne & 1'étude de k
opérateurs pseudo-différentiels scalaires a une erreur prés qu'il
s'agit d'optimiser. Il n'est pas possible de réaliser un tel découpliage
complétement (et ceci est bien connu dans 1'étude de 1'équation de
Dirac relativiste). la théorie des pseudo-différentiels a petit
paramétre h se trouve étre un instrument trés adapté pour
construire un tel découplage. Celui-ci est réalisé modulo O(h®)
dans le § 3.1 et sous des hypothéses plus strictes (symboles
analytiques) modulo O(exp-€y/h) (pourun £4>0) dans le § 3.2.
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Dans le § 3.3, on utilise le découplage du § 3.1 pour ramener
1'étude du spectre d'un systéme dans une certaine zone d’énergie a
'étude d'un opérateur pseudodifférentiel scalaire j(x,h Dy:h). Au

moins formellement et dans le cas de la dimension 1 (le cas de 1a
dimension >1 nécessiterait des théories plus développées a la MASLOV
[Mal), le spectre dans des zones d’énergie non-critique pour
M(x,€) (ou prés d’un minimum ou maximum non dégénéré) est bien
connu modulo O(h®) et déterminé par des conditions de
Bohr-Sommerfeld (celles qui sont écrites en général le sont avec une
erreur de Vordre de ®(h2) ). Une maniére de produire ces valeurs
propres approchées consiste & chercher des quasi-modes sous la
forme B.K.W. mais pour justifier qu'on obtenait ainsi tout le
spectre, HELFFER et ROBERT ont été conduits dans [HeRo3] & trouver
- une fonction f(E,h) telle que, localement dans une certaine bande
d'énergie, V'opérateur f(P,h) ait le méme spectre que I'oscillateur
harmonique. La démonstration de ce résultat était plutot indirecte
puisqu'on vérifiait plutdt que :

X(P) e—ZTTif(P,h)=X(p)

ou X est une fonction & support compact qui vaut 1 dans la zone
d'énergie non-critique choisie.

Le § 3.4 toujours spécifique de la dimension 1 précise la
construction précédente en explicitant 1'équivalence unitaire entre
f(P,h) et Voscillateur harmonique. L'opérateur Fourier-intégral qui
réalise cette équivalence unitaire permet de mieux connaitre les
quasi-modes de f(P,h) et donc de P & partir de la donnée des
quasi-modes de l'oscillateur harmonique qui sont explicitement
connus (ce sont les fonctions d’Hermite). De plus, on obtient ainsi
une bonne connaissance du spectre et des quasi—modes prés d'un
extremum non-dégénéré (la zone la plus délicate est la zone
transitoire entre celle ou on étudie un nombre fini de valeurs propres
en fond de puits (si c’est un minimum) et la zone non critique ol on
peut utiliser des constructions B.K.W. plus classiques).

Le § 3.5 présente 1a méme étude dans le cadre analytique avec
des résultats modulo O(exp(-€q/h)).

A partir du § 3.6, on étudie des systémes pour lesquels une
valeur propre devient double. La réduction au cas scalaire n‘est plus
possible mais on peut par découplage se ramener & 1'étude d’un
systéme 2X2 qui dans le cas particulier qui nous concerne se
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présente comme un systéme du type Dirac. On tente dans les § 3.6
et 3.7 de développer une théorie analogue pour des systémes dont le

modeéle est :
( 0 hDy+iXx )
hDy-ix )

et de trouver 1'analogue des conditions de Bohr-Sommerfeld dans
cette situation. On essaye en particulier de trouver une fonction
f(E,h) et une transformation unitaire U telle que U~! f(P,h) U
corresponde exactement au modéle. On n’'y arrivera pas
compléetement mais une forme légérement affaiblie de ce résultat
nous donnera tous les renseignement nécessaires pour la suite.

3.1. Décomposition par bloc modulo ®(h*®) :
a méthode de Taylor.

Nous nous intéressons & 1'étude d'opérateurs pseudodifférentiels
asociés a un symbole A(x,{,h), helO,hg]l (ou méme t.q.

Ih1€lo,hgl) ou bien par la quantification classique, ou bien par la
quantification de Weyl : A(x,hDy,h) ou AW(x,hDy,h) (cf.
Remarque 3.1).

On va rappeler quelques faits connus sur ces o.p.d pour fixer les
notations (cf. [Rol). Ici nos symboles vérifient des estimations

uniformes.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie (par exemple
n(ck:ck)), mez, et 9 est unouvert de T*RN, on définit :

(3.1.1) S?(S‘Z,E)={ensemble des applications h— A(-,-,h) de
10,hol dans Cp (2:E) t.q. (x,€)—hMA(x,€,h) est

uniformément borné par rapport & h dans CEO(Q;E)}

ApeSh (R,E) ssi V¥,V8,3Cxs t.q.
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(3.1.2) hm | o’,fo‘é A%, €M) I <Cy g , V(x,6)eq.

Lorsque m=0, =T*RN, E=1(CKk,CK), on associe un opérateur
pseudodifférentiel A(x,hD,h) (ou AY(x,hD,h)) continu de
LZ(RM®CK dans lui-méme.

Il existe un isomorphisme ey, de S'r? (T*RN,E) sur S?(T*IR“,E),

A2¥S,8 t.q. AW(x,hD,h)=B(x,hDy,h).

On s'intéressera plus particuliérement aux symboles classiques
et a la classe S";“'CQ (Q;E) des symboles admettant un

- développement de la forme

(3.1.3) A(x,E,h)~ h~M 5" hi Aj(x,6)

jeN
et Aj(x,C)€S°(Q,E) indépendant de h avec le controle naturel du
reste correspondant.

Lorsqu’on s'intéresse aux propriétés de 1'opérateur
AW(x,hDy,h) (ou A(x,hDy,h)) avec un symbole A(x,£,h) dans
50, CR(T*Rn:15(Ck,ck)) modulo ®(h®), on peut travailler sur les
symboles formels c'est-&-dire la donnée de la suite Aj dans
SO(T*RN: (CK,CK). On note alors S%f cette classe. Les lois de

composition des o.p.d. de Weyl, et classiques induisent des lois de
compositions sur les symboles formels qui s'avérent etre

localisables dans des ouverts de T*RDN.

De méme lapplication ewc Opére bien dans les symboles

formels.
w
On note : et : les opérations obtenues. On a pour: A~2Ajhj

et B~EBhk symboles formels dans S 2f(2, 5(ck,ck))

(3.1.4) (A FB),(x,€)= D (1/¥1QE A)j DY Bly(x,€)
[¥1+j+k=R
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w
I: est donné par une formule analogue.
Rappelons seulement que :
w
-1
(3.]-5) h’ = (ewc) ° : ° eWc

et que sur les symboles formels (ey) est 1'opérateur :

(3.1.6) (ewe) = ((exp (/2005 3, 3¢ ).
)

Notons le fait classique :
(3.1.7) ((eywcXA))g = Ag

i.e. le symbole principal ne dépend pas de la quantification
..] - _ .
(3.1.8) (Cewe)~1A) = Ay - (1720) z 3x;9¢; Ao

(c’est une des maniéres de voir la notion de symbole sous-principal
de A(x,hDy) (quin’est pas le coefficient de h!)).

Tout ceci montre que, lorsque l'on fait des théories
“'elliptiques’’, il est indifférent de travailler en formalisme de Weyl
ou en formalisme classique.

Pour terminer ces rappels, on a deux lois naturelles

(correspondant dans le cas ou Q=T*RN & prendre le symbole de
'adjoint Hilbertien de A(x,hDy,h) (resp. le symbole de Weyl de

'adjoint Hilbertien de AW(x,h Dy,h)) qui par restriction aux
symboles formels s’écrivent :

(3.1.9) “'Adjonction classique’’
A— A% avec (A%)= 5 (/gD(EDY AMK,0)
j ACEV R B A
¥ +k=]j
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(3.1.10) “*Adjonction de Weyl”

A— A*W avec (A*W)j = (A’j‘) .

On retrouve la propriété classique que A=A*W<=»Aj=A’j‘ dans le

formalisme de Weyl, et on a bien sir
(3.1.11) Ceew®)™V = ey (8% .

Ces préliminaires étant faits, on adapte ici un résultat da a
TAYLOR [Tal dans le cadre des o.p.d. classiques.

Proposition 3.1.1. Soit Aesr?'f(fz). On suppose que :
Al o
- 0
(3.1.12) Ao(x,€) (0 e ) o0

Pour C»p>0 dans R, ona:

. 1 22
(3.1.13) dlst(SpAo(x,-‘;),SpAo (x,€))=1/Cy>0, V(x,6)e
(3.1.14) A*=A
Alors il existe U(x,€,h) dans sgvfm;:c(ck,ck) ), formellement
unitaire (i.e. U* fu=u*u*=1) t.q.:

h h

L Al
1. u u=
(3.1.15) hAh ( o i22 )

y O e
avec AO-A0 y j=1,2.

Corollaire 3.1.2: Soit A(x,h D,h) un systéeme

pseudodifférentiel h—-admissible (au sens de [HeRo2]) dont le

symbole est dans Sr‘]’vCQ(T*Rn,.‘G(Ck,Ck)). Alors il existe un

opérateur unitaire U(x,hD,h) t.q.
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(3.1.16) U*(x,hD,h)eA(x,hD,h)eU(x,hD,h)

( All(x,hD,h) 0

~ +0(h®?)
0 A22(x,hD,h))
dans B(LZ(RNK) .

Bien entendu, on a un résultat analogue en prenant la quantification
de Weyl.

Démonstration du Corollaire. Soit Ug(x,hD,h) une réalisation

du symbole formel U(x,£,h) introduit en (3.1.15), c'est-a-dire
"o.p.d. associée & un symbole Ug(x,€,h) dans

SﬁvCQ(T*lR“;.’G(Ck.Ck)) dont le symbole formel est U.On a :
UG (%,hD,h)eUg(x,hD,h)=1+Rp

avec Rp,=0(h®) et R*=Ry. Pour 0<h<hg, on peut considérer
h h h 0

-1
Sh=(I+Rp) 2 avec s:h:s*;1 et U(x,hD,h)=Uy(x,hD,h)*S}, vérifie :

U*(x,hD,h)eU(x,hD,h)=1.

U étant par ailleurs inversible, U est bien unitaire et est une
réalisation de U(x,€,h). g

Démonstration de la Proposition 3.1.1. Elle se fait par
récurrence. On suppose qu’on a résolu (3.1.15) modulo o(h®) (on
note (3.1.15)p) et on va montrer (3.1.15) 5,1 (notons gque

(3.1.12)=(3.1.15))).

Remargquons qu'il suffit de chercher Up sous la forme :

0  Br4i )

UR+I=I+hQ< B g, O

Il existe en effet un symbole formel unitaire GQ+I qui coincide avec
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Ug 41 modulo ®(h&+T),
On suppose donc qu‘on a trouvé GQ t.q.
(3.1.17) (GQ* #p* GQ) =R _ (AT 0
SR h “h (x,6) - 67 0 2422

~

Rf _0 A ‘2) R+1
+ h (Apz' o +0(h ).

On cherche donc Up 4 t.q.

* (R+1)A"H 0
_(3.].18)“ 2_‘_]' QA(X,g)' UQ+I =( 0 (‘+1)Z22)+®(h2+l),
on pose alors
(3.1.19) R+1 = GR.Tp .
On est amené & trouver Bp .y t.q.:
(3.1.20) Az, alllg B A22-0

qu’on résout grace au lemme suivant (cf. [Tal).

Lemme 3.1,3. Soit FeMpxpn (Mpxn est l'ensemble des
matrices a coefficients dans C) et E€Mpyxm-

On définit @g g : Mpxm—Mpxm Par
Qg f(T) = TF-ET
alors &g p est bijective si E et F ont leur spectre disjoint.
Si E et F sont autoadjoints alors :

II@E ! F I = Cd(o(F),o(E)) ou C est une constante universelle.
’
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(3.1.17) g 41 est vérifié grace a (3.1.18), (3.1.19) et (3.1.20).

3.2. Décomposition par bloc (modulo ®(exp(-€q/h))).

On se place maintenant dans le cadre de la théorie des symboles
analytiques formels (cf. [SjI§1),

(3.2.1) Ak, E,h) ~ 5 hTAj(x,6)
jeN
avec (x,£)eCC2N (Q ouvert).

On suppose que les Aj sont holomorphes dans Q et vérifient

(3.2.2) vKccn, 3C¢ ta. 1A(x,O1 sCi’”-jj, V(x,6)ekK .

On note alors Aesr?'a'r (Q:5(ck)).

td

ho il est classique que c'est une algébre.

Muni de 1a loi

On n'aura besoin dans la suite que de constructions dans des
ouverts  bornés (pour les constructions B.K.W).

si Aes:'a’(n,z(ck)), on a un opérateur naturel A* défini

dans s:vaf(ﬁ,zmk)) (§i={(z,t.q.2€Q)) par (cf. (3.1.9), (3.1.10)).

Adjonction classique.
_ ]_lXI
(3.2.3)  (A%(x, D). = Z;(———‘
boyivk=y ¥

Adjonction de Weyl.

[(agoz AR, E)]* .

(3.2.4) A*W(x, &) = ((A(x,6))* .

Dans toutes nos applications on aura 2=%: on dira, en général,
que :
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(3.2.5) A est autoadjoint sisur 2N, A=A* (resp. A=A*W)
ce qui coincide avec la notion classique sur QNRN.

On va démontrer la :
Proposition 3.2,1. Soit QccZn,

Soit Ae sr?'af(sz) vérifiant (3.1.12), (3.1.13) et formellement

autoadjoint au sens de (3.2.5).

Alors il existe U(x,€,h) dans sﬁ'ar(n) inversible et

-formellement unitaire (i.e. U*(x,€,h) :u(x,g,h)zl pour

(x,£)en ) tel que (3.1.15) soit vérifiée dans la catégorie des
symboles analytiques formels.

L'hypothése (3.1.13) et la continuité de Ay assurent qu‘on peut
trouver une famille de contours r=r(x,€) fermés avec

F(x,0)=-T(x,8) pour (x,£)eQNQ entourant le spectre de A(I)l

dans le sens positif et a distance >1/4Cq de Sp A(I)‘ et Sp Agz.

Dans la catégorie des symboles analytiques formels, on peut
grace a la théorie elliptique définir pour tout zeC t.q.
d[z,SpAg(x,£)]>1/4Cq 1a famille (dépendant holomorphiquement

de 2)
(z-A)~1
et par conséquent

(3.2.6) Mp = 1/2mwi [l 6 (z-A)"ldz

est un symbole analytique formel (notons gu’une petite variation de
I'(x,€) ne modifie pas Tp) etona:

(3.2.7) M : Mp=Tp
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(3.2.8) Tp :A = A :"F

(3.2.9) Tp=Tp.

On décompose : CKk=CKkixCKk2 (correspondant & la décomposition
(3.1.12) de Ag).

Soit Ty (resp. Ty) lamatrice kxk; (resp. kxky)

T = ( I(;q )(resp. T, =( Ik:))

qui appartient & sr?'afm;z:(ck‘,ck) (resp. sho'a’(fz;:c(ckz,ck).

On pose TWy=Tp; Mo=1-Tp. Considérons (ﬂlle)*’(TTlfT]).
Son symbole principal est égal & un :

(T #(M#T¢) = 1+hS,

et, pour h assez petit, on peut construire dans notre algébre
By=(I+h Sy)”2 par une série, comme symbole autoadjoint dans

s:’ar(n,zs(ck‘xck')).

On pose Uy=T1{#T#By. On construit de méme Uy etona:
(3.2.10) U;fujzld (par construction) j=1,2.
Considérons

u=> Uj#‘T;
j

* * * .
Ona U**U:Z % Tp*U Q’Uj'Tj.Or UQ#‘UJ-=8Q]- d'ol
J



52 B. HELFFER, J. SJIOSTRAND

(3.2.11) u*#u=g TjtT’j'=mh.
j

Par conséquent U est unitaire. On constate maintenant que

U*#A*U=5 I To#Up#A#U
j o2

T

) j*

De nouveau on remarque que u} fAij=0 si R #j (gréace a 3.2.8).
Dol

U*#A#U=¥ Tjt(u;tAfuj)tT;.
j

On a bien ainsi réalisé la décomposition par bloc avec :
A'JJ=(u;#Aij) ,j=1,2.

Cette démonstration est encore valable dans le cas C* (en
prenant Q réel) et fournit donc une nouvelle démonstration de la
proposition 3.1.1.

Bien entendu, on a tout fait ici avec le formalisme classique
mais par transport de structure, compte-tenu du fait que les
symboles principaux sont les mémes dans les 2 théories, on a un
formalisme analogue dans le cadre de Weyl.

3.3. Etude modulo O(h®), Cas de la bande simple.

On se place dans le cadre des hypothéses des lemmes 2.3.1. ou
2.3.3 et on cherche & étudier le spectre de V'opérateur ﬁ::v(x,h D)
dans un intervalle Iy (pour lesquelles les surfaces d’énergie sont
compactes connexes).

Plus généralement, on étudie un systéme pseudodifférentiel
kxk : MW(x,hD) pour lequel il existe une racine simple ):I(x,g)
isolée du reste du spectre de M(x,€) uniformément dans RZN (ce
qui est le cas dans le cadre des lemmes 2.3.1. ou 2.3.3. par
construction).
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Dans tous ces cas, il résulte des techniques du §.2 et des §.3.1
qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel unitaire U(x,h Dy,h) t.q.

(3.3.1)  U(x,hDy,h)" FY(x,hD) U(x,hDy,h)=
(ﬁW(x,th,h) 0

)+ O(h)
0 AW(X,th,h)

dans B(LZ@CK) .

De plus, pour nos applications, les hypothéses suivantes sont
vérifiées pour les symboles principaux jlo et Ag de JW(x,hDy,h)

et AW(x,hDy,h) :
(3.3.2)" Pour &€>0 assez petit, on a (avec Ig=Ig+[-€,E]) :
IgCIm ﬂo;VXeIC, ﬁ&‘()\) est connexe, compact

non vide et VX'C}I(X.C)#O sur ﬁa‘(le)

(situation qui correspond & des états excités)
ou, pourun TM==%1:

1
£

unique point critique en un point (0,0) ol 1'on a
I'hypothése de non dégénérescence : T -Hess J(0,0)

(3.3.2)1;1 }Io admet dans ﬁaI(II‘}) avec I =Ig+m[0,€], un

défini positif.

De plus, ‘v’)\el’rl

e’ ﬁg‘()\) est connexe, compact, non

vide.

(Situation qui correspond pour T =+1 & une situation fond de
puits, et pour M=-1 & une situation sommet de bosse).

(3.3.3) SpAg(x,E)Nlg=2 .

Modulo ©(h®°), le spectre dans Ig/> (ou plus précisément dans le
n

£/2
V'opérateur pseudodifférentiel : ﬁw(x,h D,h) aqu'on va noter
pW(x,hD,h) et dont I'étude reléve des techniques de [HeRo02,3] &

deuxiéme cas dans I +[-Ch,Ch]) est donc déterminé par celui de
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une petite différence die au fait que le symbole sous-principal
p1(x,6) n‘est pas nécessairement constant, ce qui va modifier les

regles de quantification.

Il est démontré dans cet article qu’il existe une fonction
appartenant 8 C®(Rx[0,hp[)

(3.3.4) SEsh) ~ D f{(E) h)

j=0
affine en dehors de Ig/, telle que

(3.3.5)  f(h,pY(x,hD,h))a comme spectre dans lintervalle
rO(Io) la suite des valeurs propres simples

(n+Hh (ne2), (n+Hhefollp).

De plus E— fo(E) étant bijective de Ip sur fo(Ip) il existe
une fonction : g(F,h) t.q. le spectre dans Iy de pW(x,h,Dx,h) est
décrit par :

(3.3.6)  pp(h)=g((n+1h,h), avec g(F,h)~go(F)+ > gj(FInl.
2

Si on s'intéresse & un nombre fini de valeurs propres prés de
"extremum on peut écrire modulo ©® (h 2)
}ln(h)=go((n+%+X)h)+®(h2). De plus gg et g; (ou %) sont
explicitement calculables & partir des quantités

dx d€ (avec o=min(NIg)
almpg(x,§><ME

et J- py do
po{x,%)=E

(ol do est la mesure de Leray dxd&/dpg) (cf. §.6.2).
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I1 ne s'agit bien entendu que d'une version précisée des
traditionnelles régles de Bohr-Sommerfeld.

Les racines jln(h) étant simples, on a donc en particulier,
démontré pour notre probléme la :

Proposition 3,3.1. (cf. Proposition 3.2 dans [HeS$j5]).

Sous les hypothéses du lemme 2.3.1 ou 2.3.3 ou de la remarque
2.3.2, ona (pour C assez grand) :

j=0,...,NCh

ou les uj(h) sont des valeurs propres simples satisfaisant a :

et de plus

[(Mo(h) =% g|~h (dans le cas du lemme 2.3.1) @) )
Hj(N <y qh)  (dans le cas du lemme 2.3.1 @ ou2.3.3Q@)

[Mo(h)-8p|~h (dans le cas du lemme 2.3.1 ® )
Hipi(h)<uyh) - (dans le cas du lemme 2.3.1 ®) ou 2.3.3 ® ).

3.4. Forme normale pour un o.p.d. & un puits non
dégénéré dans le cas de la dimension 1| (le cas modulo

o(h *)).

Comme on 1l'a rappelé au §.3.3, le comportement spectral de
'opérateur PW(x,hD,h) prés du minimum de son symbole principal
est calqué sur celui de Voscillateur harmonique : h20§+x2. On va

préciser cette information dans le cas de la dimension 1 en
démontrant :

Proposition 3.4,1, Soit ¥<8§.

Soit PW(x,h Dy,X) uno.p.d. h-admissible de symbole principal
po Vérifiant :
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(3.4.1) minpo(x,£) = ¥ = pp(0,0) .
(3.4.2) {po(x.€)<8} est compact, connexe .
(3.4.3) Po(x,€)>¥ pour (x,£) #(0,0)

Vx,&Po #0 pour ¥<ppo(x,£)<8 .
(3.4.4) Hesspp(0,0) est défini positif.

Alors quitte a restreindre &§>% il existe un symbole

o0

I(E;h)~z Ij(E)h] et un opérateur Fourier intégral U unitaire®
j=0
associé a une transformation canonique X t.q.

(3.4.5) u* f(P,h)u = q(g,hDg,h) (modulo ©(h®) dans B(LZ))
ou

(3.4.6) aly, M0~ F (M2+y2)-%n
pour (IMIZ+1yl2)/2 < 1o(8)-1o(¥)-

Démonstration. Dans [HeRo3], on a construit un symbole f[E,h]
t.q. pour une fonction de troncature convenable ¥ t.q. X=1 sur
[%5,8] on ait:

i2m/h f(P,h)

(3.4.7) X(P)e = X(P).

X avait comme fonction de localiser en énergie 1a fonction introduite
en (3.3.4). On prend comme nouveau P, f(P,h) et on travaille
microlocalement dans la zone d’énergie [fo(¥),fo(8)]=10,8]. Le

nouveau P a comme propriétés, outre (3.4.1) a (3.4.4) :

(3.4.8) Le flot de Hpo est 21 -périodique par (x,€) #(0,0) et
po(x,C)ei‘g.g} (qui résulte de (3.4.7).

(*) x n’étant défini que localement, on doit prolonger U et
1'unitarité n'est vraie que dans la zone définie en (3.4.6).
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et son spectre est dans la zone d’énergie considérée celui de
Yoscillateur harmonique.

L'objet de la proposition est donc de préciser cette
isospectralité en explicitant la forme de 1'équivalence unitaire.

Un premiére étape est obtenue par le :

Lemme 3.,4.2. Il existe une transformation canonique
X définie au voisinage de (0,0) t.q.

(3.4.9)  poeX (y,N) = £ (y2+nM2) pour y2+mM? assez petit.
Ce lemme est démontré dans [CDD].

Considérant un F.I1.0. unitaire Uy associé @ X et conjugant par
Ug, on peut remplacer (3.4.1) a (3.4.4) et (3.4.7) & (3.4.8) par
(3.4.7) et :

(3.4.10) Po(y, M) = £ (y2+M2) pour (y2+mM2)/2<8 .
On a ainsi “‘ajusté’’ les symboles principaux.

Une deuxiéme étape est alors de démontrer le :

Lemme 3.4.3. Soit q(y,h Dg,h) de symbole principal
a0y, M=% (y2+m?2) et vérifiant (3.4.7).

Alors il existe un o.p.d. formel unitaire U et keZ t.q.

# L4 2 2 2k +1
(U b aty, 10 Wy, ) = (o - (—5)h) pour un kez

pour (M2+y2/2)<s.
Le symbole sous-principal est alors donné par :
a;-(1/2)(3%q0 /3y3M)=q;.

Il résulte de (3.4.7) et du calcul des Fourier intégraux que :
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2w

J q (x(t,y, M), €(t,y,M))dt=(2k+1) 1 avec keZ
0

ot ((x,t,y,M),&(t,y,M)) est la solution de :

- g€ _
T TR

x(0,y,N)=y, €(0,y,M)=" .

2w

On adonc qy=r+(k+3) avec J r(x(t,y,n),€(t,y,M))=0.
0

Cherchons maintenant Rq elliptique d'ordre 0 t.q.

Qo 7 Ro =Ro ;@ mod 0(h?).
On voit que 1'on doit vérifier la condition
Hgoro+irro = 0.
Soit (d/dt) ro(Wi(x,6))==ir() ro(Py)

2w

qui est résoluble car J r(¥i(y,M))dt=0 (qu'on peut relever
0

modulo ®(h) en un opérateur unitaire Rq).
Aprés conjugaison par R, on est donc ramené a la situation ou

y2+m2  (2k+1) h
2

+ O(h2)

Qdy,n,h) =

i.e. Q—-Qoes“z,eZ‘" Q/h _ ,2im Qo/h _ |

On raisonne par récurrence en supposant qu’on a un Q(k) t.q.
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2im Q®/h _ o 21T Qo/h _

O(k)—Qoes‘k avec e I (k=22)

et on va conjuguer par un o.p.d. unitaire qu'on va chercher sous la
forme

UK=1+ink=TR +O(hK+1) avec Ry (x,£)eR
£ uk=uk # k)4 o(hk+!
Qo [ uk=uk ¥ k) omk+h.

11 suffit alors de résoudre :
{rk,qo} = Qg
qu’on peut résoudre sous la condition [qy (Wi(y,M)) dt=0.
Ak i
Soit Y (t) Vopérateur pseudodifférentiel (d/dt)(e]t a /he it
Qo/h)
2m
Ona: J Yy (1)dt=0
0

et son symbole principal est hK a(P1(x,6)).

On a donc bien :

2w
J a(Pe(x,€))dt=0 .
()
Par récurrence, on obtient le lemme 3.4.3.
Remarque 3.4.4. Le lemme 3.4.2 admet une version analytique
qui sera développée dans [HeSj6]. La version c! a été obtenue dans

[CDU-Ve].

3.5. Etude modulo O(exp-€qp/h). Cas de la bande simple.

L‘objet de ce paragraphe est de préciser le comportement du
spectre du probléme & un puits dans le cas ol on ajoute des
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hypothéses d’analyticité pour les (x,£) dans }‘IO-I(IC) (cf. §.3.5).

Compte tenu des résultats du §.3.2, il suffit d’étudier le cas
scalaire et comme on a dans 1'idée d'utiliser les constructions
ci—dessus pour construire des quasimodes, on travaillera avec des
0.p.d. analytiques formels et des Fourier intégraux analytiques

formels définis dans un voisinage complege de ﬁ(;l(le). Certaines

justifications techniques seront données dans [HeSj6].

On remplace comme au paragraphe précédent }IO par pgo et Ig
par [¥,8+¢l.

Tout dans la suite est microlocalisé dans un voisinage complexe
-1 . \ . .
Q de Py (I¢) (ou dans son image aprés transformation canonique).

Méme, si nous conservons des notations ‘‘opérateurs’’ il s’agit
toujours de relations au sens des symboles analytiques formels ou au
sens de la composition d’un F.I.0. formel et d’un o.p.d. formel.

Compte tenu de la remarque 3.4.4, des résultats de [HeRo3] et
observant que E— f dx d§ est analytique par rapport a E,
Po¢x, &) ¢E
on peut trouver une fonction analytique réelle f(t) définie au
voisinage de ¥ avec f'(¥)>0 et un F.I.0 unitaire analytique t.q.

u-tgPyu

a comme symbole principal % (n2+gz).

Ici I(P)(X,é)zfr (P—z)(; I,g) f(z)dz ou TI' est le bord d'un

disque de C de rayon assez petit centré en ¥ et le symbole de u-!
f(P)U est calculé comme le résultat d’un théoréme de phase
stationnaire analytique pour les (y,M)ex() ol X est la
transformation canononique de la remarque 3.4. On est donc ramené
& considérer un o.p.d. analytique formel auto-adjoint défini pour la
boule B(0,8) dans €2 de symbole principal § (€2+x2). Ce qui suit
est calqué sur le cas C®. Les relations formelles sont donc
satisfaites mais ce que nous avons & vérifier est que les 0.p.d. ou
F.1.0 qui apparaissent sont analytiques.
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On construit alors formellement pour |t| petit le F.I.O

- itP/h
analytique e de noyau

h=n [e/MOPXEI=YE) i o € mde
ol

__ X2+6% x€
¥(t,x,€)= > tgt + oSt

et a(t,x,£,h) est un symbole analytique formel (cf. [$j218§.9,
[HeRo03]) sont définis pour |t]|<m/2).

2imr (P/h)

; 8
l(Tf/4)P/h) ot

On définit alors e comme le F.1.0 (e

comme dans la théorie C®, on constate que compte-tenu du fait
que le flot hamiltonien associé & %(§2+x2) est 21 -périodique que
eZn'r(P/h) est un o0.p.d analytique formel R d'ordre O défini dans
Q, formellement unitaire et commutant avec P dans l'algébre
$9,3,1(Q) muni de 1a loi rf . Dans le cas C%, on avait montré (cf.
[HeRo31) que R=F(P,h) ol F(t,h)~Z Fj(t)h] Fj(t)eC®(]-§,8D).
Montrons que si R est un o.p.d analytique d’ordre 0, alors F est un
symbole analytique d’'ordre 0. On remarque que prés d’un point
(xg,i€p) dans pO_I(O) voisin de (0,0) mais #0, P est de type

principal et donc unitairement équivalent & Sx (cf. [$j2]1) (par

conjugaison par un F.I.0 analytique V). On voit alors que
R=V~IRV=F(Dy,h) de sorte que F(t,h) est un symbole analytique

formel. Comme R et F(P,h) sont deux o.p.d analytiques formels
coincidant au voisinage de (xg,i§q), ils coincident dans tout un

voisinage de (0,0) dans CZ. On trouve alors un symbole analytique
G(E,h) t.q.:

o 20/M(P+hG(P,N)) _

au sens des o.p.d analytiques formels dans fig avec &>0 assez
petit.
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On est ainsi ramené (comme au §.3.4) & savoir si l'on peut relier
par conjugaison par un o.p.d analytique formel, 2 0.p.d Q et Qg

ayant méme symbole principal et sous-principal et vérifiant donc :

2im(Q/h) _  2im(Qo/h) _
e =e =

(3.5.1)4 I
au sens des o.p.d analytiques formels

et

(3.5.1p Q-QpeS~2:3l() .

On cherche donc un symbole analytique ReS~13l(Q) t.q.

(3.5.2) Qo(I+R) = (1+R)Q

qu'on réécrit sous la forme :
(3.5.3) L-R=0Q-Qp ol BR=QgR-RQ.
w _—it(xs/h)

Considérons 1l'opérateur e qui agit sur les o.p.d

analytiques formels par :

(3.5.4) o TiUEB/M) o —it(Qo/h) o it@@/h)

On sait que :

(3.5.5) eZiTT(IZ/h)

=1 dans &(s°:21(Q),s%:21(q)) .
Observons maintenant que si B est un o.p.d analytique d'ordre
-k, alors :

2w

(3.5.6) A= (i/h) J (-(/zm) e " HEM g g
0

t

est un pseudodifférentiel analytique d'ordre (-k+1) et quona:

-it(B/h) B d

2w
(3.5.7) n-xx:a-(]/zn)f e L.
0
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2w

(En effet .‘GA:(i/h)J (-(t7zm) 5 e THE/M 5
[¢]

2w

- f (1-(t/2m))[(d/dt) e
0

-it&/h

B]dt

w

e—it(JS/h) B dt ).

2
B-l/mTJ
0

On pourra donc résoudre L A=B si:

2w

J‘ e—it(;c/h)Bdt 0.
0

Vérifions cette condition pour B=Q-Qg .

Ona:

2w 2w

J o UE/M g g qqt = J e "1 Q/M g gy o IUQ/N)
[s] o]

2w

" I 0/t [e~1H@0/M)_ i@/
0

=0 grace a (3.5.1).
On peut donc trouver R solution de (3.5.3) dans s-!. Ilreste &
montrer que 1'on peut choisir R de telle sorte que U=(I+R) soit

unitaire.

Ona QgU=UQ. Comme Q et Qg sont auto-adjoints, on a
aussi :

U*QO=Q-U* ,

dont on déduit :
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(3.5.8) Q(u*u) = (U*wa
avec U*U=I+T (Tes™ ).

Onin'a pas de probléme pour définir les o.p.d analytiques
(u*uw*z paria formule :

+1 +1
(u*wy“2=1/2mi [ (z-u*u)~'z"2dz
¥

ol ¥ est un contour dans C entourant 1.

Observons maintenant que :

1
vV = u(u*u) 2

satisfait a :

1 -1
(3.5.10) v*v= (U*U) 2u*-uu*u) 2=1

et

1 -1
QpV = QoU (U*U) 2=uQU*u) 2

1
et que (U*U) 2 commute avec Q compte-tenu de (3.5.8) et
(3.5.9), soit :

(3.5.11) QoV = Va.

V est bien de la forme I+R avec R dans s~! et on a donc
‘résolu (3.5.2). g

Pour récapituler, on a donc bien démontré 1a :

Remargue 3.5.1. Si p(x,hD,h) est un o.p.d analytique formel
satisfaisant (3.4.1) & (3.4.4), les conclusions de la proposition
3.4.1 sont satisfaites dans le cadr