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LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL

POUR UN GROUPE PRESQUE ALGÉBRIQUE A RADICAL ABÉLIEN :

CAS OÙ LE STABILISATEUR GÉNÉRIQUE EST RÉDUCTIF

P. TORASSO

URA CNRS D 1322 "Groupes de Lie et Géométrie"
Département de Mathématiques

UFR Sciences de l'Université de POITIERS
40. Avenue du Recteur Pineau

F-86022 POITIERS CEDEX

RÉSUMÉ :
La formule de Poisson-Plancherel, conjecturée par M. Vergne et dont nous

donnons une forme plus précise dans l'introduction, détermine la mesure de
Plancherel d'un groupe de Lie au voisinage de l'élément neutre. Nous établis-
sons cette conjecture dans le cas précisé par le titre de cet article. Cela
nous amène à introduire et étudier des intégrales orbitales, non pas seulement
sur l'algèbre de Lie comme dans le cas réductif. mais aussi et surtout sur le
dual de celle-ci. Cette étude se fait d'une part en montrant l'existence d'une
classe particulière de polynômes invariants sous l'action co-ad jointe et d'au-
tre part en établissant un résultat d'estimation a priori de type L pour des
fonctions C°° dans une chambre de Weyl d'un sous-système de racines. De plus
les propriétés de ces intégrales orbitales sont moins plaisantes que dans le
cas réductif, si bien que nous devons établir la formule sommatoire de Poisson
pour une classe de fonction de plusieurs variables présentant des singularités
importantes.

POISSON-PLANCHEREL FORMULA FOR

QUASI-ALGEBRAIC GROUPS WITH ABELIAN NILRADICAL :

THE CASE 0F REDUCTIVE GENERIC STABILIZER

ABSTRACT :
Thé Poisson-Plancherel formula which gives thé Plancherel measure of a

Lie group near ils neutral élément, was conjectured by M. Vergne. We give a
more précise statement of this conjecture in thé introduction of this paper
and then prove it in thé case announced in thé title. In order to do that, we
introduce and study orbital intégrais, not oniy on thé Lie algebra itself
(this was sufficient in thé reductive case) but aiso on thé dual space of thé
Lie algebra. To study thèse orbital intégrais, we prove firstly thé existence
of a class of polynomials which are invariant under thé coadjoint action, and
secondiy a L -type a priori estimâtes for functions which are C on a Weyl
chamber for a roots subsystem. Thé properties of thèse orbital intégrais being
not so simple as in thé reductive case, we need and prove thé Poisson's summa-
tion formula for a class of functions with gréât singularities.

Texte reçu le 9 janvier 1 9 8 9 , révisé le 8 septembre 1 9 8 9 .
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QOde la formule sommatoire de poisson - - '-

§ VIII A nouveau les intégrales orbitales sur Q —.........................................................................

§ IX Les mesures m- et m- -------——----••—.............................—.—.....................................................G,^ G

§ X Rappels concernant les intégrales orbitales correspondant

à un groupe réductif presque algébrique -..-..--..--..--...•"---............................................ 145

§ XI Les fonctions q et q et la formule de Poisson-

Plancherel pour G 157

BIBLIOGRAPHIE-_......................................................................................................................... 184



§ 1 - INTRODUCTION

Considérons un groupe presque algébrique, c'est-à-dire un triplet

(G,j,G), où G est un groupe algébrique défini sur 1R, G un groupe de Lie

réel séparable, et j un morphisme de groupes de Lie de G dans G dont l'ima-

ge soit un sous-groupe ouvert du groupe des points réels de G et dont le

noyau soit un sous-groupe discret central de G. Nous supposons de plus que G

est unimodulaire.

Soit ô l'algèbre de Lie de G. Rappelons qu'une forme linéaire f sur

à est dite très régulière si elle est régulière, auquel cas son stabilisateur

ô(f) dans Q est commutatif, et si, de plus. l'unique facteur réductif j,.
«

de ^(f), qui est un tore algébrique, est de dimension maximale. On note à

l'ensemble des formes très régulières sur ^, lequel est un ouvert de Zariski
» »

de Q , et car(â) l'ensemble des }„ pour f parcourant Q . Les éléments

de car(ô) sont appelés "sous-algèbres de Cartan-DufIo" de Q ; les raisons

ayant dicté le choix d'une telle dénomination sont expliquées dans le § III.

On note Car(G) un système de représentants des classes de G-conjugaison des

éléments de car(â), lesquelles sont. en nombre fini. Si '} est un élément de
» »

car(ô)» ô • désigne le sous-ensemble de Q constitué des formes linéaires
« «

f telles que j,, soit G-conjugué à j ; alors Q . est un ouvert et fi
«

est la réunion disjointe des fi . pour J parcourant Car(G). Si j appar-

tient à car(fi) on note b. son centralisateur dans Q, H. (resp. H'.) son

centralisateur (resp. normalisateur) dans G, et W. le groupe quotient
«

H'./H. , lequel est d'ordre fini. Alors t). s'identifie naturellement à un
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« « «
sous-espace de Q , et, si on note ï)- son intersection avec fi , toute

» «
G-orbite dans à . rencontre ()• suivant une H'.-orbite. si bien que pour

*
décrire une partie G-invariante de Q . il suffit de décrire son inter-

«
section avec ï)-.

» r
Soit f appartenant à fi , G(f) son stabilisateur dans G et G(f) le

revêtement métaplectique canonique de ce dernier, construit par M. Dufio dans

[Du 1] (voir aussi le § IX). On note X-(f) l'ensemble des représentations

unitaires irréductibles T de G(f) satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la restriction de T à la composante neutre de G(f) est multiple

d'un caractère de celle-ci dont la différentielle est i f i ,„.

(il) si e désigne l'élément non trivial du noyau de la projection natu-

relle de GÇT)^ sur G(f). on a

T(e) = -Id.

Le sous-groupe Kerj de G est contenu dans G(f) et il se relève de

manière naturelle en un sous-groupe de G(f) . Si % est un élément de

Kerj^, le dual unitaire de Kerj, on note X- ( f ) le sous-ensemble de X-(f)

constitué des représentations satisfaisant à la condition supplémentaire :

(iii) T(y) = ^(y) Id, Vy€Kerj.

Soit ^ appartenant à Kerj^. On dit qu'une forme linéaire f sur ô est

G-^-admissible (resp. G-admissible) si X- (f) (resp. X-(f)) est non vide ;
»

en fait un élément f de ô est G-admissible si et seulement s'il existe ^

appartenant à Kerj^ tel que f soit G-^-admissible. Nous noterons alors
« «

fi- (resp. ô-) l'ensemble des formes linéaires sur Q qui sont très régu-

lières et G-^-admissibles (resp. G-admissibles).

On note E,, (resp. E_) l'ensemble des éléments T de Q tels que exp-T

soit égal à 1 (resp. appartienne à Kerj). Alors E- (resp. È-) est une

partie G-invariante de ô constituée d'éléments elliptiques. On définit une

fonction î- sur È- , généralisant la fonction Ç définie lorsque G est

réductif dans [Du-Ve], en décidant que, pour T appartenant à Ê- , T-(T) est
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l'exponentielle de la demi-somme des valeurs propres À de ad T. telles que
S

[\ soit positif, comptées avec leur multiplicité, et, si ^ est un élément

de Kerj^, on définit la fonction ^- en posant, pour T appartenant à E- ,

Ïç(T) = Tç(T) ^(expT).

w
Alors si ) appartient à car(â), un élément f de ï). est G-^-admis-

sible (resp. G-admissible) si et seulement si :

Ï-(T) = e1^' T>. VTeÊ-nj
(*)

(resp. Î^(T) = e '̂ T> VTeE^nj).

Soit t la partie anisotrope du tore algébrique J et t(G) le sous-

espace de t engendré par E-nj. Alors Ê-nJ (resp. E-nj) est un réseau de

t (resp. t(G)) noté î- (resp. t ) et la restriction de ^- (resp. T.,) à Ï_
G G U G G

« » » »
(resp. t ) est un caractère de ce dernier, si bien que Q~ nf). (resp. fl nï).)

est un ouvert de

U t1 (resp. U t(G)'1)
^» M » P-

^G.x ^G.l
^* » ~

où, d'une part, t- (resp. t- ,) est le translaté du réseau dual de t-G,^ G,l G
(resp. t ) constitué des formes linéaires sur t (resp. t(G)) satisfaisant à

la condition (*), et d'autre part, si E est un espace vectoriel dont F est

un sous-espace, et si p. est une forme linéaire sur F, on note F le sous-
»

espace de E constitué des formes linéaires dont la restriction à F est p..
^ * •

Pour être plus précis, pour tout fi élément de t (resp. t-. ), l'inter-

section de s- (resp. Q-) avec t (resp. t(G) ) est un ouvert de Zariski

de celui-ci. Maintenant il résulte de la formule sommatoire de Poisson que la

série

^ î (Tie^- T> (resp. ^ îçffîe'^ ̂

^G ^G
«

converge dans l'espace des distributions tempérées sur h. vers une mesure de

Radon sur cet espace, notée m' (resp. m ' ) , dont le support est
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U t^ (resp. U t(G)^) .

^t^ .̂1

sa restriction à chacun des sous-espaces affines t , H€Ï- (resp. ^G)., »

îet ) étant une mesure de Lebesgue. Alors la restriction de la mesure m^

i *(resp. m') à t). est une mesure de Radon H'.-invariante et, à ce titre, se

prolonge de manière unique en une mesure de Radon G-invariante sur l'ouvert

ô . . notée m . (resp. m ,) (voir le lemme 3 du § III et aussi le

§ IX). On prolonge alors les mesures m,, . et m- . en des mesures boré-
» * ' «

liennes sur fi pour lesquelles le complémentaire de fi . est négligeable,
4(

et on définit les mesures boréliennes positives et G-invariantes sur Q , m-

et m- , en posant :

"̂  = ^ ^j ^ = Z ""G.j •

jeCar(G) J€Car(G)
«

Notons Y- l'ensemble des couples (f,T) avec f élément de fi- et T

de X (f). Alors M. Dufio a défini une fonction Ç sur l'ensemble Y permet-

tant de décrire la formule de Plancherel de G (voir [Du-31 V.5 theorem 40).
«

On définit alors une fonction G-invariante, q , sur Q- , en posant :

q^ (f) = [G(f):Kerj GÎf)]"1 V (dimr)2 Çç(f.T). Vf€ô^ .

^G,;̂

Remarquons que si f appartient à fi- , il existe un caractère ^ de Kerj
•

tel que f soit un élément de or- et» de P1118» l'ensemble des éléments ^

de Kerj" ayant cette propriété est égal à la classe ^(Kerjnexpt) , où

(Kerjnexpt) désigne le sous-groupe du groupe dual Kerj^ constitué des carac-

tères triviaux sur Kerjnexpt. Comme Kerj est un groupe abélien discret dé-

nombrable. (Kerjnexpt) est un groupe compact dont on note d^ la mesure de

Haar de masse totale 1. On définit alors une fonction G-invariante q- sur
«

ô- en posant :
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^-J .^^^ v f€^-
(Kerjnexpt)-

Soit T un élément elliptique de fi. Pour toute valeur propre À de adT

on note Q^ le sous-espace propre correspondant dans Q^ , et on pose

.-.^.
la somme étant étendue aux valeurs propres À de adT telles que iÀ soit

strictement positif ; alors u est une sous-algèbre niipotente de Q^ qui,

de plus, est Q -invariante, si bien que l'on peut définir un polynôme û)— sur
<L> 1

â^ en posant :

u)-W = det adT, VTe^ .
T u c

Dans ces conditions on définit une distribution tempérée G-invariante sur 5,

dont le support est contenu dans la G-orbite de T. et qui ne dépend que de

cette dernière, en posant pour tout élément <p de ^(â) :

d
M- -(y) = (i/2n) ô l^_(H) y(g.H)] „ - dg,

<-y» 1 J -r "T l |rl== l

G/G ' TH€S

où 7t— est un élément de l'algèbre symétrique S(Q ) dont la valeur en un
* »

élément f de Q est le pfaffien de la forme bilinéaire alternée K., . que

ce dernier définit naturellement sur Q/Q , relativement à une forme volume

bien choisie, et d— est la dimension complexe de u (voir le § V). En fait

la distribution M- _ est non nulle seulement s'il existe une sous-algèbre de

Cartan-DufIo de Q contenant T. On note 6- — la transformée de Fourier de

la distribution M- _ .G,i
Lorsque G est un groupe réductif la distribution M- — est, à un fac-

teur entier multiplicatif près, à savoir le nombre d'éléments de la G-orbite

de T contenus dans une sous-algèbre de Cartan fondamentale fixée de Q,

égale à la distribution invariante construite à partir de l'intégrale inva-

riante de Harish-Chandra, comme dans [Du-Ve] par exemple. D'autre part

M. Dufio a défini dans [Du-21, lorsque G est un groupe algébrique complexe,

une telle distribution dont M- „, est encore un multiple entier, le facteur
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multiplicatif étant ici le nombre d'éléments de G.T contenus dans une sous-

algèbre de Cartan-Dufio fixée de fi . La raison pour laquelle il n'est pas

possible de généraliser telle quelle la notion de distribution invariante

introduite par les auteurs précédents, c'est qu'il n'existe pas de notion

naturelle de sous-algèbre de Cartan-DufIo fondamentale, ni même de moyen

naturel d'associer à un élément elliptique T de 3 un élément de Car(G).

Plus précisément, si on note Car (G) le sous-ensemble de Car(G) constitué

des éléments rencontrant G.T, il y a en général dans Car (G) plusieurs élé-

ments dont la partie anisotrope est de dimension maximale, et, si j est un

tel élément . le cardinal de G.Tnj en dépend fortement. De plus les résultats

que nous avons établis au § V montrent que ces éléments de Car (G) jouent

tous le même rôle vis-à-vis de T.

Si 9 est une distribution tempérée sur Q nous noterons î? 9 sa trans-
0

formée de Fourier.

Remarquons que l'écriture de la formule sommatoire de Poisson ayant

servi, pour j appartenant à car(fi), à définir les mesures mjî. et m" ,

aussi bien que la définiton des mesures m- et m- , ou celles des distri-ct G
butions invariantes M- — et de la transformation de Fourier ^ . néces-G.T ô

4(
sitent un choix cohérent de mesures de Lebesgue sur Q et Q , ainsi que sur

certains de leurs sous-quotients. Ces choix sont expliqués dans le § II.

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture suivante qui précise une

conjecture de M. Vergue [Ve-ll.

Conjecture. Soit (G,j,G) un groupe presque algébrique et unimodulaire,

et soit -x, un caractère de Kerj. Al ors

( i ) m et m sont des mesures de Radon tempérées sur Q

( i i ) a) les séries distributions,

(-) ^ ÏG^G.T et ^ W^G.T'

T € E ' / G T€E,./GG G
convergent dans y'(Q) vers des distributions notées respectivement V et

G,x
^G-
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« «
b^ il existe un ouvert de Zariski V de Q tel que l̂ ôç (resp.

» »
Vnô ^ soit de complémentaire m- - (resp. m--<) négligeable dans fiç

» *
(resp. Q~), et que la fonction q- Cresp. q/J soit continue sur l̂ âç

Cresp. Vr\Q-). De plus les mesures q,.. dm et q^dm- induisent des mesures
«

de Radon tempérées sur Q .

c<) on a les formules de Poisson-Plancherel pour le groupe (GJ,G)

^ ( V Î/-(T) M- -) = q- dm,^ E ̂  ̂ /P = W^G,̂

TeE^/G

et celle pour le groupe G,

^( Z ̂  ̂ = v^ •
TeEç/G

En particulier les distributions tempérées V et V sont de type positif.

Cette conjecture a été démontrée, d'abord par M. Vergne, IVe-2], dans le

cas des groupes semi-simples connexes linéaires, puis par P. Dourmashkin.

[Do], dans le cas des groupes connexes de type B , et. enfin, par M. Dufio

et M. Vergne dans le cas semi-simple connexe. De plus M. Dufio a démontré une

forme affaiblie de la conjecture pour un groupe algébrique complexe ; en par-

ticulier il n'a pas démontré la convergence dans y'(ô) des séries (**) (voir

[Du-2]).

Dans ce travail nous démontrons la conjecture lorsque (G,j,G) est un

groupe presque algébrique possédant les propriétés suivantes :

(l) le radical unipotent, N, de G est abélien

(ii) le quotient, G/N, est un groupe semi-simple, noté S

(iii) si n désigne l'algèbre de Lie de N. on suppose que les sous-
«

groupes d'isotropie dans S des éléments de n sont génériquement réduc-
«

tifs, ou. ce qui revient au même (voir le § II), que les S-orbites dans n

sont génériquement fermées.

Le cas que nous considérons ici englobe celui que nous avons traité dans

ITo].



10 P. TORASSO

Nous n'insisterons pas sur l'intérêt qu'il y a, dans la perspective de

décrire explicitement la mesure de Plancherel pour 'le groupe G, à démontrer

cette conjecture î nous renvoyons simplement le lecteur à l'introduction de

IDu-Vel.

Essayons plutôt de préciser les résultats que nous obtenons dans le cas

considéré, et de donner quelques idées sur leur démonstration.
^ *

Tout d'abord il existe un polynôme S-invariant, q, sur n tel que, si

V désigne le complémentaire de l'ensemble de ses zéros, pour tout élément u

de V, S(u) soit un groupe réductif et, de plus, pour toute paire d'éléments

u et v de la même composante connexe de V, S(u) et S(v) soient S-conju-

gués.
«

On note alors V l'intersection de fi avec l'image inverse de V par
« « «

l'application de restriction, p, de Q sur n . Si f appartient à à • "^s

noterons u son image par p.

Si j est un élément de car(ô), on note V^ l'intersection de V avec
» »

ï). » et on définit une relation d'équivalence, notée ~, sur V ' en disant

que f ~ f si et seulement si S(u) et S(u') sont S'-conjugués, où S"

désigne le centralisateur dans S de l'image, dans s = Q/n, de j. Enfin on
* 4(

note 7t. le polynôme sur b- tel que, pour tout élément f de ï). . îr .(f)

soit le pfaffien de la forme bilinéaire alternée, K , sur ô/b » naturelle-

ment associée à f (voir le § III).

Si f appartient à V on choisit un facteur réductif J de G(f), et

un facteur réductif R de G(u) contenant J. On note J (resp. R) le fac-

teur réductif de G(f) (resp. G(u)) correspondant à J (resp. R). Alors

(R,j,R) est un groupe presque algébrique, tel que R soit naturellement iso-

morphe à S(u). On note r l'algèbre de Lie de R, et À la restriction de

f à r. On a alors les résultats suivants :

(i) si j appartient à car(fi), et f à V\ alors j est un élément

de car(r), c'est-à-dire que j est une sous-algèbre de Cartan de l'algèbre

de Lie réductive r. De plus le système des racines de j^ dans r ne dépend
<L> QJ
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ni du choix de l'élément f de V^ ni de celui de R, et on le note A.

D'autre part, si a appartient à A. , sa coracine, H , dans la sous-algè-

bre dérivée de r ne dépend pas, non plus. de ces choix. Dans ces conditions.

et si A. est un choix de racines positives dans A. .on pose :

"j.s = " \ "« •

"^j.s

où <r désigne le nombre de racines imaginaires pures contenues dans A,
J»5

«
Alors TC. est un polynôme réel sur t). , diviseur de n. , et tel que le

quotient, w. . d e n. par n. soit un élément de l'algèbre symétrique de

ir. le centralisateur de j dans n.
«» • «

De plus l'intersection, notée j , de j avec r est le complémen-
«

taire dans ) de l'ensemble des zéros de TT.

(ii) on peut choisir le polynôme g satisfaisant, de plus, aux conditions

suivantes :

d'une part il existe un entier k strictement positif et un polynôme

ît . G-invariant. tels que pour toute sous-algèbre de Cartan-Duflo. j, de fi,

on ait :

s; °ltL ̂  '
d'autre part, si } est un élément de car(ô), les classes d'équivalence

) *dans V pour la relation ~ sont des ouverts de ï)« . réunions de compo-

santes connexes de V .

(iii) soit ^ un caractère de Kerj. et f un élément de V. Alors f
« «

appartient à Q^ (resp. Q-) si et seulement si À est un élément de
« 4l o

r (resp. r ), où ^ désigne la restriction de ^ à KerjnR, et, de
0 0 u

R,XQ R

plus, on a :

q^ (f) = q (À) (resp. q^(f) = q (A)).

R^O R
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D'autre part, si j est un élément de car(ô), W de l/^/- et f de W, le

nombre q- (f) (resp. q-(f)) ne dépend que de la restriction de f à j (mais

pas de W, cf. § XI).

(iv) si T est un élément elliptique de Q, la distribution 9- — est
*

une fonction mesurable bornée sur Q . et analytique sur V, telle que :

^.T^' ^ ^.r^ vf€l/-
T'€(G.T)nr/R

Soit j appartenant à car(ô), et W un élément de W". Alors on pose

W = j nb^p'̂ pdf))),

* w **
et, pour tout élément <p de y(Q ), on définit une fonction F. sur } à

l'aide de la formule suivante

F.^ (f) = TI; (f)f -ff y(g.(f+u)) 7i; (u)2 dul dg Vfej*'.) . < P }.s Jç/^ (J^ J.n J

Lorsque G est semi-simple. Le. le radical N est trivial, W est tou-
»» ^f

jours égal à j , et les fonctions F. ne sont rien d'autre que les inté-
Wgrales orbitales de Harish-Chandra. Nous appellerons donc les fonctions F.

) . ̂«
les intégrales orbitales sur fi pour le groupe G.

Lorsque G est semi-simple, Harish-Chandra a démontré que les intégrales
«»

orbitales en question sont des éléments de l'espace y(j ) des fonctions de
oo * 'classe î? sur j à décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.

Cependant dans le cas que nous considérons les propriétés de ces intégrales
«

orbitales sont beaucoup plus subtiles ; en fait. si <p appartient à y(Q ),
W 1 *'F. est un élément de L ( j . J T T . |df), l'espace des fonctions de classe

fS sur j , intégrables, ainsi que toutes leurs dérivées, pour la mesure

J T T . | df. La démonstration de cette assertion qui reprend en les adaptant, les

idées de Varadarajan (voir [Va] Part 1.3.), repose sur l'existence du poly-

nôme n
ç
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Alors en utilisant la formule intégrale (15') du lemme 3 (§ III),

similaire à celle de Hermann Weyl ou de Harish-Chandra, on montre que la

formule de Poisson-Plancherel, pour le groupe (GJ,G) et le caractère ^ de

Kerj, se ramène à l'assertion suivante :

si j appartient à car (fi), f est un élément de V^ et R est un fac-
«*

teur réductif de G(u), on a pour tout élément \ de j ,
«

("") n.^M ^ î^ffî ,̂.00 » n.^M ^X) dm )̂ ,

T.È^/R

cette égalité devant être entendue comme une égalité entre distributions
1 4l*

opérant sur l'espace fonctionnel L (j ,|ir. |df).
00 j,S

L'égalité (»•»), considérée comme une égalité entre distributions opérant
»»

sur l'espace y(j ), a été démontrée par M. Dufio et M. Vergne dans [Du-Ve],

et une bonne partie de notre travail consiste à montrer que cette égalité est

encore vraie dans le cadre plus général que nous avons indiqué.

La démonstration de ce fait repose sur les résultats d'analyse établis

dans le § VII. lequel comprend deux parties.

La première partie du § VII est consacrée à établir, puis à en tirer les

conséquences, des majorations a priori pour des fonctions de classe î?00. sur

un cône ouvert convexe r de IR", et dont suffisamment de dérivées sont inté-

grables pour une mesure de la forme | îi(x) j dx , où n est un produit de formes

linéaires complexes sur IR . Pour démontrer ces majorations, on se ramène

d'abord au cas où n ne s'annule pas sur F. et où ce dernier contient le

cône C des x "positifs" de IR". i.e.

C = {xeIR"/ x,>0..... x >o} ,l 1 ' ' n ; '

et ensuite on utilise une solution élémentaire d'une puissance suffisament

grande de l'opérateur différentiel

(l-ô/ô )...(l-a/ô ).
1 ^

solution élémentaire dont le support est le cône -C des x "négatifs ou nuls"
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de IR", et dont l'expression est remarquablement simple. Nos résultats contien-

nent, dans le cas d'un cône convexe, ceux établis par Varadarajan dans [Val

Part 1 Appendice 1. 2 et 3, et sont obtenus, du moins le croyons-nous, plus

facilement (voir le théorème 2).

La deuxième partie du § VII est consacrée à la démonstration de la for-

mule sommatoire de Poisson pour une classe suffisamment large de fonctions

(voir le théorème 4).

Enfin nous achevons notre travail en montrant, par des exemples, que,

d'une part, contrairement à ce qui se passe dans le cas où le groupe G est

algébrique (voir le lemme 34, § XI), si j appartient à car(â), et f à V\

le nombre q^(f) dépend fortement de la classe de H.-conjugaison du groupe R,
G j«

et, d'autre part, les intégrales orbitales sur à sont loin d'avoir d'aussi

bonnes propriétés que dans le cas semi-simple.

Je ne saurais terminer cette introduction sans remercier M. Dufio et

M. Vergne, dont les idées sont à l'origine de ce travail, ainsi que

J.Y. Charbonnel et M. Raïs pour d'utiles discussions. Enfin je n'oublierai pas

Mlle C. Mâle et Mme B. Brault qui ont assuré avec beaucoup de patience la

dactylographie et la mise en page de ce travail.



§ II - GENERALITES ET NOTATIONS

Si E est un ensemble nous noterons [E] son cardinal.

Si E est un ensemble sur lequel agit un groupe H, nous noterons, si x

appartient à E, h.x ou hx le résultat de l'action de l'élément h de H

sur x, H.x la H-orbite de x dans E, et H(x) le stabilisateur de x dans H.

De même si <p est une fonction définie sur E et h un élément de H nous

noterons, h. <p ou hy>, le résultat de l'action de h sur <p par translation

à gauche, i.e. h.y> est la fonction sur E telle que

h.y>(x) = ^(h^x) VX€E .

Si { est une algèbre de lie, réelle ou complexe, et E un espace vecto-

riel, réel ou complexe, sur lequel l agit au moyen d'une représentation,

nous noterons, pour x appartenant à E, X.x ou Xx le résultat de l'action

de l'élément X de l sur x, ï (x) le stabilisateur de x dans ï. et ï.x

l'image de l par l'application X ——> Xx. Nous noterons E le sous-espace

vectoriel de E constitué des points stabilisés par l.

Si E est un espace vectoriel réel ou complexe, F un sous-espace, et u

(resp. p) un endomorphisme de E (resp. une représentation d'un groupe, ou

d'une algèbre de Lie, dans E) laissant stable F, on note u et ^rr/r ^'^P-

pp, et Pr/c^ ^es ^domorphismes (resp. les représentations) induit(e)s par u

(resp. p) dans les espaces respectifs, E et E/F.

Si L est un groupe de Lie on note L sa composante neutre, et on dési-

gne par la même lettre gothique, ï, son algèbre de Lie. Nous noterons exp

l'application exponentielle de t dans L.
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Si V est une variété analytique réelle, on désigne par TV le fibre tan-

gent de V, et, pour x appartenant à V, par T V l'espace tangent au point

x à V. Si p est un entier naturel, on note A^V la puissance extérieure

p-ième du fibre tangent de V. On note ï? (V) l'espace des fonctions conti-

nues et à support compact sur V. On note aussi (?(V) (resp. 2)(V)) l'espace

des fonctions de classe î? (resp. de classe Ç et à support compact) sur

V, muni de la topologie usuelle, et par ê'(V) (resp. 2)'(V)) l'espace dual,

muni de la topologie de la convergence faible.

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, nous noterons

y(E) l'espace des fonctions de Schwartz sur E, muni de sa topologie usuelle,

et y'(E) l'espace des distributions tempérées, muni de la topologie de la con-

vergence faible.

Si E est un espace vectoriel réel nous noterons E.-, son complexifié.
(L

«
Si E est un espace vectoriel réel ou complexe nous noterons E son dual,

et S(E) l'algèbre symétrique construite sur E ; nous noterons

(x.f) —> <x, f> ; X€E, feE*.
«

la dualité canonique entre E et E .

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, S(E_J s'iden-c
Ht

tifie à l'algèbre des polynômes à valeurs complexes sur E . Si p appartient

à S ( E ) , nous noterons Q l'opérateur différentiel à coefficients constantsC p
sur E qui lui correspond ; plus précisément l'application, p ——> 9 , est

l'unique morphisme de C-algèbres de S(E ) dans l'algèbre des opérateurs dif-
<L>

férentiels à coefficients constants sur E. tel que pour tout élément v de

E, 9 soit la dérivation le long de v. En fait l'application, p —> 9 .

est un isomorphisme entre les algèbres considérées.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et dx une mesure

de Lebesgue sur E. Si <p est une fonction Lebesgue-intégrable sur E, on
4F

définit sa transformée de Fourier, ^ <p , comme étant la fonction sur E

telle que :
r —î<T v^ *

(1) ^y(f) = y(x) e " x' dx ; VfeE .
" •'E
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On appelle mesure de Lebesgue duale de la mesure dx l'unique mesure de
«

Lebesgue df sur E telle que, pour toute fonction <p dans D(E) on ait

(2) y(0) = f 9-y(f) df.
J » t-

E
La tranformation de Fourier <p —> ^ <p induit un isomorphisme de y{E) sur

«
y(E ). Si T appartient à ^'(E) on définit sa transformée de Fourier ^ T

«
comme étant l'unique élément de y'(E ) tel que

<T. y> = <y. ^ y>. V^y(E).

Nous supposerons choisie sur tout espace vectoriel réel de dimension

finie E une mesure de Lebesgue notée d x telle que la mesure d ,x soit

la mesure duale : c'est possible d'après (1) et (2). Lorsqu'il n'y a pas de

confusion possible nous noterons dx au lieu de d x. Si E est un espace

vectoriel réel de dimension finie et F un sous-espace de E nous noterons

d x (ou plus simplement dx) l'unique mesure de Lebesgue sur E/F telle que

pour toute fonction (p Lebesgue intégrable sur E on ait

(3) ^ y(x) d^x » J^ {^ y(x.y) d^y} d^x.

Si L est un groupe de Lie d'algèbre de Lie l nous noterons d x (ou

plus simplement dx) la mesure de Haar invariante à gauche sur L correspon-

dant à la mesure de Lebesgue sur ï (Le. d expXALX vaut 1 en X=0).

Soit L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé de L et, 1 et m

leurs algèbres de Lie respectives. Nous désignerons par Ç (L:M) (resp 2)(L:M))

l'espace des fonctions <p continues (resp C00) sur L à support compact modu-

lo H et vérifiant la relation

(4) <p(xy) = |det Ad^ y[ y(x) , VxeL, VyeM.

Alors la mesure de Lebesgue d. X détermine une unique forme linéaire posi-

tive L-invariante à gauche définie sur l'espace î? (L:M) et notée d, x (ou
C L/M

plus simplement dx). D'autre part il existe une fonction p de classe Ç°° sur

L ne prenant que des valeurs strictement positives et satisfaisant à la rela-

tion (4) ; dans ces conditions l'application (p ——> p <p définit un isomor-
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phisme de î? (L:M) sur t? (L/M) et nous noterons ^ l'image de la forme

linéaire d. ...x par cet isomorphisme. C'est une mesure quasi-invariante sur
L/M

L/M.

Soit <p une fonction définie sur L et satisfaisant à la relation (4).

Nous dirons que <p est d. ...x-mesurable, intégrable, négligeable etc... si et

seulement si la fonction p (p est p. -mesurable, intégrable, négligeable

etc... En fait pour que la fonction <p considérée soit d. ^x-mesurable ou

négligeable il suffit qu'elle soit d. x-mesurable ou négligeable.

Si <p est une fonction d. . .x-mesurable et positive ou d. ,.,x-intégrable
L/M L/M

on pose

f y(x) ^/M^ = f p-lv) ^D •
•^L/M L/M •'L/M p

Bien entendu, les notions que nous venons de définir ne dépendent pas du choix

de la fonction p que nous avons considérée.

Maintenant soit <p une fonction d. x-intégrable définie sur L ; alors :

(i) pour presque tout x dans L la fonction

y — — > y ( x y ) [det Ad^y|-1

est d^y-intégrable

(il) la fonction

x ——> J y(xy) |det Ad^y|-1 d^y
M

est d. ,x intégrable, et on a
L/M

(5) J y ( x ) d x = J {J y(xy) |det Ad^ y["1 d y l d x
J^ L J^^ ̂  l/m M J L/M

Pour ce qui précède voir (Bel Chapitre V.

Soit L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé et E un espace vecto-

riel réel de dimension finie dans lequel M opère au moyen d'une représenta-

tion analytique. Alors on note Lx. E le fibre vectoriel L-homogène de fibre
M

E et de base L/M naturellement associé à ces données (voir [Wa] Chapter 5).

Nous désignerons par une lettre majuscule en caractère gras un groupe

algébrique complexe ; si A (resp. X) est un groupe (resp. une variété) aigé-
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brique complexe définie sur IR on note A (resp. X-J le sous-groupe (resp.

la sous-variété) des points réels.

Dans la suite G désignera un groupe algébrique défini sur IR et satis-

faisant aux conditions suivantes :

(0 le radical unipotent N de G est abélien,
(6)

(H) le groupe algébrique quotient G/N est un groupe semi-simple

noté S.

L'action naturelle de G dans N induite par les automorphismes inté-

rieurs de G, induit une représentation rationnelle définie sur IR de S dans
w

N ainsi que dans N , cette dernière représentation de S étant la contra-

grédiente de la précédente. Alors il résulte de [Ri-ll Theorem A et de [Ri-21

Theorem 2.3 que l'on peut trouver un ouvert de Zariski non vide S-invariant et
»

défini sur IR, [/. de N tel que

(7) (i) si x et y appartiennent à t/, les sous-groupes d'iso-

tropies S(x) et S(y) sont conjugués sous S,

« «
(7) (ti) l/nN- est un ouvert de Zariski non vide de N_ et, si x

w\ u\
»

et y sont deux éléments de UrM situés dans la même composante connexe de
u\

» o

t/nN- , les sous-groupes d'isotropie S (x) et S-(y) sont conjugués sous S« .

Nous supposerons que G satisfait de plus à la condition suivante :

(6) (lii) il existe un ouvert de Zariski non vide et G-invariant de
«

N , constitué de points dont le stabilisateur dans S soit réductif,

laquelle condition est équivalente à :

(6) (lii)* il existe un ouvert de Zariski non vide et G-invariant de
» «

N constitué de points dont la S-orbite soit un fermé de Zariski de N .

Pour ce qui concerne ce dernier point nous renvoyons, par exemple, à

[Mu-Fol Appendix to Chapter 1 F.
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Lemme 1. Soit R un groupe algébrique réductif défini sur IR, E un

C-espace vectoriel défini sur IR sur lequel R agit au moyen d'une repré-

sentation rationnelle définie sur R. Soit U un ouvert de Zariski non vide

et R-invariant de E constitué de points dont la R-orbite soit un fermé de

Zariski de E. Alors il existe une fonction polynôme p sur E définie sur IR

et R-invariante telle que l'ouvert affine E , complémentaire de l'ensemble

des zéros de p, soit non vide et contenu dans U. De plus l'intersection de

E avec E , le sous-espace des points réels de E, est non vide.p IR

Démonstration. On sait que les fonctions polynômes R-invariantes sur E

séparent les fermés de Zariski R-invariants (voir [Mu-Fo] Chapter 1 §2) ;

comme les orbites sous R des points de U sont des fermés de Zariski dans

E on voit qu'il existe une fonction polynôme, q, R-invariante sur E non

nulle sur U et nulle sur le complémentaire de U. Soit o- l'automorphisme

de IR-algèbre de l'algèbre des fonctions polynômes sur E induit par la conju-

gaison par rapport à la forme réelle E de E : plus précisémment si r est

une fonction polynôme sur E on a

(r(r)Cx) = r ( x ) . VxeE,

où, x ——> x désigne la conjugaison dans E relativement à E . Alors le poly-

nôme

p == q or(q)

répond à la question. Comme E- est Zariski dense dans E, E nE est non

vide. Q.E.D.

D'après Whitney [Whi un ouvert de Zariski d'une variété algébrique réelle

a, au plus, un nombre fini de composantes connexes. Le lemme énoncé ci-dessous

est alors clair.

«
Lemme 2. I l existe une fonction polynôme réelle, q, définie sur N- et

u\
Ht

S-invariante telle que l'ouvert affine U de N complémentaire de l'ensem-

ble des zéros de q ait les propriétés suivantes

( i ) les sous-groupes d'isotropie S(x), x parcourant U, sont ré-
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0

ductifs et sont tous S-conjugués à un même sous-groupe réductif de S

(ii) V = unN^ est réunion d'un nombre fini d'ouverts S-invariants,

V^,...,V^ , tels que, si l̂ ĵ r, les sous-groupes d'isotropie S (x), x par-
0

courant l. , sont tous S^-conjugués à un même sous-groupe réductif de S

Nous appellerons groupe presque algébrique la donnée d'un triplet

(AJ.A) tel que A soit un groupe de Lie réel séparable. A un groupe algé-

brique défini sur IR et j un morphisme de groupes de Lie de A dans A
u\

dont le noyau est un sous-groupe discret central de A et dont l'image est un

sous-groupe ouvert de A-, .

Soit (AJ.A) un groupe presque algébrique ; la différentielle dj de

j permet d'identifier l'algèbre de Lie de A avec celle de A . Nous appel-

lerons radical unipotent de A le sous-groupe analytique de A ayant même al-

gèbre de Lie que le radical unipotent de A . Le radical unipotent de A est

un sous-groupe fermé distingué de A et le morphisme j induit un isomor-

phisme de groupes de Lie du radical unipotent de A sur celui de A . Nous

appellerons facteur réductif de A l'image inverse par j d'un facteur réduc-

tif de A^ . Alors deux facteurs réductif s de A sont conjugués sous l'action

du radical unipotent et. étant donné un facteur réductif de A, A est naturel-

lement isomorphe au produit semi-direct de ce facteur réductif par le radical

unipotent. Pour ce qui concerne ce que nous venons de dire sur les groupes

presque algébriques on peut consulter [Du-3] IV 1.

Etant donné un groupe algébrique A défini sur IR nous appellerons

groupe presque algébrique associé à A la donnée d'un couple (Aj) tel que

le triplet (A,j,A) soit un groupe presque algébrique.

Dans la suite (GJ), ou plus simplement G, désignera un groupe presque

algébrique associé à G. Le radical unipotent de G sera noté N tandis qu'un

facteur réductif de G sera génériquement noté S. Alors S est naturelle-

ment isomorphe au groupe de Lie quotient G/N et le morphisme j induit un

morphisme encore noté j de S dans S^ ; de plus (S.j) est un groupe pres-

que algébrique associé à S.
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Les algèbres de Lie de G, S, N seront notées respectivement ô» 3» n ;

leurs complexifiées s'identifient naturellement aux algèbres de Lie respec-

tives de G, S, N. L'application exponentielle du groupe G et le morphisme

j induisent respectivement un isomorphisme naturel d'espaces vectoriels entre

n et N, d'une part, et N et N-, , d'autre part, permettant d'identifier
u\

entre eux ces trois espaces vectoriels, ce que nous ferons librement. Dans ces
«

conditions l'ouvert affine U du lemme 2 est un ouvert affine de n- ; de
*

plus il est immédiat de voir que V = Ur\n est réunion d'un nombre fini d'ou-

verts V.,..., V . . S-invariants tels que si l^j^r', les sous-groupes d'iso-
^ 0

tropie S(u), u parcourant V. , sont tous S-conjugué à un même sous-groupe

réductif de S.

Soit S un facteur réductif de G. Alors l'application,

(s,n) —> sn,

induit un isomorphisme de groupes de Lie du produit semi-direct SxN. muni de

la loi

(8) (s , n )(s- , n-) = (s.s , s n + n^),

s.eS, n.eN . i == 1.2,

sur le groupe G. D'autre part on a les décompositions en somme directe
« « «

ô = s © n, ô = s © n ,

le crochet dans Q étant donné par

(9) [x^ , x^y = 1x^1 + x^ - x^ .

X.€S , ç.en. i = 1, 2.

et les représentations adjointes de G et co-adjointes de G et à obéis-

sant aux formules dans lesquelles s appartient à S, n à N, X à s, ç à
« «

n, f à s et u à n ,

(10) Ad(sn)(X+ç) = s.X + (s.X).(s.n) + s.ç
»

(11) Ad (sn)(f+u) = s.f + $(s.u,s.n) + s.u

(12) ad*(X+^)(f+u) = X.f + <î»(u.ç) + X.u,
« «

où $ est l'application bilinéaire de n xn dans s définie par
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(13) <$(u.ç), X> = <u. X.ç>.

Si on identifie S avec un facteur réductif de G, l'application,

(s,n) —> sn,

induit un isomorphisme de groupes algébriques du produit semi-direct SxN, muni

de la loi définie par la formule (8), sur G, tandis que l'on a les décomposi-

tions en sommes directes

ÔC = ^ e "C • ^ = ̂  e \-

le crochet dans Qp étant donné par (9), et les représentations adjointe de

G et co-ad jointes de G et Q^ obéissant aux formules (10) à (13).
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§ II! - FORMES LINÉAIRES TRÈS RÉGULIÈRES ET FORMULES INTÉGRALES

Soit (B,j,B) un groupe presque algébrique et b l'algèbre de Lie de
»

B. Si f appartenant à b est une forme régulière. Le. telle que la dimen-

sion de b(f) soit minimale, on sait que b(f) est une algèbre commutative

qui, par suite, a un unique facteur réductif, lequel est un tore algébrique
»

que nous noterons j.. . On dit que la forme linéaire f dans b est très

régulière, si elle est régulière et si la dimension de ]„ est maximale.
«

L'ensemble b des formes linéaires très régulières est un ouvert de
4

Zariski non vide de b et, si f et f sont deux formes linéaires très

régulières situées dans la même composante connexe de b , les sous-algèbres

)f et j^.. sont B-conjuguées. Les sous-algèbres ]„ , f parcourant b ont

été introduites par Dufio et généralisent la notion de sous-algèbre de Cartan

des algèbres de Lie semi-simples ou réductives (Le. si b est une algèbre de
« «

Lie réductive, b est l'ouvert de Zariski de b constitué des formes liné-

aires semi-simples et régulières et les sous-algèbres ]„ . f parcourant b

sont exactement les sous-algèbres de Cartan de b) ; pour cette raison nous

appellerons sous-algèbre de Cartan-DufIo de b les sous-algèbres j . f décri-

vant b . Nous noterons car(b) leur ensemble et Car(B) un système de re-

présentants de leurs classes de conjugaison sous B ; il est clair que Car(B)

est un ensemble fini. De plus si, pour j dans Car(B). on désigne par b .

le sous-ensemble de b constitué des formes linéaires f telles que j
»

soit B-conjugué à j, b . est un ouvert réunion de certaines des compo-
* « «

santés connexes de b , et b est la réunion disjointe des b . pour j
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parcourant Car(B). Si b a une structure complexe alors b est connexe et

ÏCar(B)l = 1.
Soit j appartenant à car(b) ; on note ï)^ . ou plus simplement t).

son centralisateur dans b, b. l'espace [j,b], H- ; et H- . (ou H; et
} "») "•} J

H'.) respectivement, son centralisateur et son normalisateur dans B. Alors b
« «

est la somme directe de h. et b, et par suite h. et b. s'identifient à
«

des sous-espaces dont b est la somme directe ; plus précisément on a

» ». « » \~^
b, = b J et b = j.b = ) j.f.

1 ) ^»
f6b

De plus les groupes de Lie H. et H', admettent b. comme algèbre de Lie et

le groupe quotient H'./H. . noté W- . (ou W.) est un groupe fini.
) ) "»J )

On choisit maintenant sur b. une forme volume T». telle que, module

l'identification naturelle de b. avec b/ï). , elle induise sur b/ï). la me-
»

sure de Lebesgue d,,, X. Si f appartient à i), on note K, .. (ou icj la

forme bilinéaire alternée définie sur b. par

K (X.Y) = <f, [X.Y1>. VX. Y€b. .

«
Alors il existe f, élément de ï). . telle que K.. soit non dégénérée, de

telle sorte que dim b. est un entier pair, en fait indépendant du choix de

j, et noté 2d. . On définit alors un élément non nul et homogène de S(ï).),
»

noté TT, . (ou îi.), par le fait que, pour f dans ï)« » w.(f) soit le pfaf-

fien de la forme bilinéaire alternée K,. relativement à la forme volume T», .
« «

On a alors le résultat suivant, où ï). désigne l'intersection de ï)- avec
«

b :

Lemme 3.
» «

( i ) toute B-orbite dans b . rencontre ()• suivant une H.-orbite

« «
(ii) une forme linéaire f de t). est un élément de \). si et seu-

«
lement si elle est régulière dans ï). et vérifie n.(f) ^ 0.

«
(iii) l'application (x,f) —> x.f induit une submersion de Bxï). sur

J»1'«
b . , laquelle passe au quotient pour définir un isomorphisme de l'ouvert
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« « «
BX...Ï). ck* fibre vectoriel Bx.,,ï). sur b . .". )»'" H, j r.j

Civ<) soit <p une fonction, mesurable et positive Cresp. intégrable) sur
«

b . , alors la fonction

(14) ^(x) = [det Adx|~1 f y(x.f) îi.(f)2 df

b;
est d-,,, x-mesurable (resp. intégrable) et on a

o/n.

r "^h i r
(15) y(f) df = (2ii) °lW,r1 ^(x) dx.

\^ ^ JB^

«
De plus, si <p est une fonction continue à support compact sur b . , la fonc-

tion ^i définie par (14) est un élément de & (B:H.).

« » H>-
(v) a) si <p appartient à 2)(b .) et ô à î)'(ï). ) j, la fonction

^- définie par
0

(14*) V^(x) = |det Adx|~1 [ y(x.f) 7r^(f)2 dô(f)

ï);

est un élément de 2)(B:H*.)
« p

b^ si 0 appartient à 2)*(b .) , il existe une unique distribution
» »

H'.-invariante sur h- appelée restriction de 0 à ï)- et notée 9i »J ).r ).r |^^

«

telle que, pour toute fonction <p dans î)(b .), on ait

r -^h ï r
(15») <p(f) d6(f) = (2n) 0 [WJ'1 0. (x) dx

J ) J e! »

b;,, ^j '^.r

L'application

e —> e. ,
1^

« o
induit un isomorphisme d'espaces vectoriels topologiques de 2)*(b .) sur

H» r»)» ,
Î)*(Ï). ) . C'ette application prolonge l'application qui à une fonction B-in-

«
variante sur b . /ait correspondre sa restriction en tant que fonction à

<r-
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CvU soit p une fonction polynôme B-invariante sur b et p, sa
)

restriction à ï). . Alors pour toute fonction <p dans ê(b .)^ on a

(16) 0 y). , = (n^oô OTCJ (y. , ),

Kr } \ ) \\r

autrement dit la composante radiale suivant ï). de l'opérateur différentiel

à coefficients constants et B-invariant sur b . , ô , n'est autre que

l'opérateur différentiel à coefficients rationnels et H'.-invariant sur ï)*

n. oô on .
) p^ )

Les points (i) (il) (iii) et (v) du lemme 3 sont établis et démontrés

dans ÏDu-3] V.3. de même que le point (tv) mais seulement pour les fonctions
«

<p de î)(b^ .) ; cependant il n'est pas difficile d'étendre ce dernier résul-

tat aux fonctions <p qui sont mesurables positives ou intégrables et nous

laissons ce soin au lecteur. Pour ce qui concerne le point (vl) voir [To].

Si j appartient à car(b) nous noterons A, . (ou A.) l'ensemble des

racines de j^ dans b ou. ce qui revient au même, dans b. . Si l'élément
« -

f de b^ est tel que j = j^ alors K.. est une forme symplectique j-inva-

riante sur b. et, en conséquence, si a appartient à A. , -a aussi et a

la même multiplicité.

Pour ce qui concerne le groupe G qui nous intéresse nous adopterons les

notations et nous lui appliquerons les résultats ci-dessus, que nous allons

d'ailleurs préciser.

Dans la suite nous désignerons par g un élément de S(n)5, ayant les

propriétés énoncées dans le lemme 2 ainsi que d'autres que nous préciserons au

paragraphe IV. par U l'ouvert affine de n^ complémentaire de la variété

des zéros de g. et par V l'ouvert affine de n trace de l'ouvert U.

Nous noterons p l'application de restriction de Q sur n duale de

l'injection naturelle de n dans Q. Nous désignerons par n l'image de o

par p ; c'est un ouvert de Zariski de n .
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Si j appartient à car(ô)» on notera V l'intersection de V avec
»,

n ', et, si s est un facteur réductif de Q contenant j, on notera n.

(resp. s.) l'espace lj,n] (resp. Ij.sl). On a alors les décompositions en

somme directe

âj ss Sj œ n^ ^ = s^ œ n^

. « » j«
8 = 8 . © S' 8 = S . © 8'

(17) J » » j«
n = n. © n' n = n. © n'

{ * « .« .«
ï). = 9 ' © n7 b . = s' © t^

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 4. Soit s une algèbre de Lie semi-simple réelle ou, complexe et r

une sous-algèbre de Lie algébrique et réductive de s. Alors la restriction de

la forme de Killing de 9 à r est non dégénérée.

Démonstration. Désignons par K la forme de Killing de s. On remarque

tout d'abord qu'il suffit de montrer le résultat dans le cas complexe. En

effet si s est réelle, la forme de Killing K-, de s- est le prolongement<L C
naturel de la forme de Killing K de s, et, si E est un sous-espace vecto-

riel de s, K . _ est non dégénérée si et seulement si K^ l'est.IE c^
Nous supposons donc que s est complexe. Ecrivons alors

où r^ est le centre de r et les r. . l^i^s, sont les idéaux simples de la

sous-algèbre dérivée de r. Les sous-espaces r. , O^kss. sont deux à deux or-

thogonaux pour K. En effet soit 0^i<j^s et X et Y des éléments respec-

tifs de r. et r. ; comme r. est simple il existe Y et Y- appartenant1 J J i z
à r. tels que Y = [Y , Y-] et dans ces conditions on a

K(X.Y) = K(XJY^,Y^]) = K([X.Y^1,Y^) + K(Y JX.Y ]).
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chacun des termes de la somme étant nul puisque r. et r. commutent. Ainsi,

pour démontrer que K i est non dégénérée il nous suffit de montrer ce résul-

tat dans le cas où r est soit un tore algébrique, soit une sous-algèbre de

Lie simple de s, et. en fait ce dernier cas est, comme nous allons le voir,

conséquence du premier.

Soit donc r une sous-algèbre de Lie simple de s ; comme K. est une

forme bilinéaire symétrique ad -invariante elle est proportionnelle à la forme

de Killing de r et il nous suffit donc de voir que K. est non nulle.

Considérons alors une sous-algèbre de Cartan j de r. Il est clair que j

est un tore algébrique de s et. si nous faisons l'hypothèse que la restric-

tion de K à tout tore algébrique de s est non dégénérée, nous voyons immé-

diatement que K i est non nulle comme nous l'espérions.

Nous supposons maintenant que r est un tore algébrique de s. On sait

alors, voir par exemple [Bol Theorem (5.1) p. 161, qu'il existe une représen-

tation rationnelle de s dans un espace vectoriel complexe E et un vecteur

non nul x de E tel que

(18) r = -(x€8 / X.X€Cx]s

Soit j une sous-algèbre de Cartan de s contenant r et j le IR-sous-
u\

espace vectoriel de j engendré par les co-racines des éléments de A. . On

sait alors que K . . est définie positive. Soit €? l'ensemble des poids de
I ^ IR

j dans E. Si, pour À dans 7, on note E le sous-espace des vecteurs de

E de poids A,, on a

E = © E .
\ey A

Ainsi on peut écrire

x = F x. avec, VÀe^. X.€E. ;
LJ A À À

\çT
désignons alors par 7 l'ensemble des éléments À de 7 tels que x. soit

X A

non nul.

Soit X un élément de j. La relation (18) montre que X appartient à r

si et seulement si
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À(X) = n(X), VA, V^ie^ .

Cependant comme

on peut écrire

X = Y + iZ. Y et Z€L, .
u\

Utilisant le fait que tout élément de 7 ne prend que des valeurs réelles sur

j- , on voit facilement que X appartient à r si et seulement si

À(Y) = (LI(Y) et À(Z) = |Li(Z). VA et V^ .

Une autre façon d'exprimer ceci est de dire que r est le complexifié du tore

réel rnj . La restriction de K à j étant définie positive, il est clair

que K i est non dégénérée. Q.E.D.

Nous aurons aussi besoin de la remarque suivante :

Remarque. Soit s une algèbre de Lie semi-simple complexe, r une sous-

algèbre réductive de s et j une sous-algèbre de Cartan de r. Alors si À

est un poids de j dans s/r. il en est de même de -À et ils interviennent

tous deux avec la même multiplicité. Ceci est conséquence de ce que, d'une

part, les poids non nuls de j dans s/r sont les mêmes et interviennent avec

la même multiplicité que ceux de j dans s/[r,r] et que, d'autre part, la

restriction de la forme de Killing à [r.rl étant, d'après le lemme 4, non

dégénérée, elle induit sur s/[r.rl une forme bilinéaire symétrique non dégé-

nérée, manifestement j-invariante.

Si j appartient à car(ô), j s'identifie via la projection naturelle

de ô sur s = Q/n avec un tore algébrique de cette dernière algèbre de Lie

semi-simple, laquelle est, d'après le lemme 4, somme directe de j et de son

orthogonal relativement à la forme de Killing de $ ; par suite j s'iden-

tifie naturellement à un sous-espace de s . Cependant s s'injecte naturel-

lement dans Q (au moyen de l'application transposée de la projection natu-
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«
relie de fi sur s) et par suite j est aussi, de manière naturelle, un

«
sous-espace de fi . Il est clair que l'on a

« «
j e . , , .

De même» si u appartient à V et si s est un facteur réductif de fi,

alors $ est somme directe de s(u) et de son orthogonal pour la forme de
« *

Killing de 8 et, de ce fait. s(u) s* identifie à un sous-espace de s et
«

donc de fi .
»

Si f est un élément de fl nous noterons u-. ou plus simplement u sa

restriction à n. Il est clair que les groupes (G(f), j» G(f)) et

(G(u), j, G(u)) sont presque algébriques. On a alors le

Lemme 5. Soit f appartenant à p (V) et s un facteur réductif de Q.

Alors f est très régulière si et seulement si fi / . l'est relativement à

s(u).
—1 *Supposons que f appartienne à p (V)r\Q et soit J (resp. R) un fac-

teur réductif de G(f) (resp. Gw) dont on note j (resp. r ) l'algèbre de

Lie, tel que R contienne J. Alors si \ désigne la restriction de f à r

on a J = R(A). De plus le radical uni potent de G(f) est égal à G(f)nN.

»
Démonstration. Remarquons tout d'abord que, si f appartient à fi » on a

n.f = fi(u)1

(19)

N.f = f + ô(u)1.

Supposons maintenant que f appartienne à p (V). Alors, d'une part, si

n appartient à N, la restriction de n.f à fi(u) et donc à s(u) ne dépend

pas de n et, d'autre part, il existe n dans N tel que
«

n.f-u e $(u) .

On peut donc supposer, pour démontrer la première partie du lemme, que f-u
«

appartient à s(u) .

Nous allons calculer fi(f) ; comme il est contenu dans fl(u) chacun de

ses éléments s'écrit sous la forme
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X+ç, avec Xes(u) et ç€n.

Grâce aux relations (12) et (19) on voit qu'un tel élément est dans ô(f)

si et seulement si

X.(f-u) = 0 et $(u.ç) = 0.

c'est-à-dire, si et seulement si

X e s(u)(f-u) et ç e (s.u)1.

On a donc l'égalité

(20) â(n = s(u)(f-u) © (s.u)1.

Comme p (V) est un ouvert de Zariski non vide de Q on voit que f

est régulière (resp. très régulière) si et seulement si f-u est régulière

(resp. très régulière) dans s(u) . Mais. avec l'hypothèse faite sur f on a

f-" = ^(u) •
si .bien que la première partie du lemme est démontrée.

Maintenant soit f un élément de p~ (V)r\Q . Comme J est un groupe

réductif presque algébrique, si E est un J-module de dimension finie, le

sous-espace E de E admet un unique sous-espace supplémentaire J-invariant

et noté E. . De plus, comme f est J-invariant, l'application ç ——> ç.f

induit un morphisme de J-module de n dans Q . de telle sorte qu'il résulte

de (19) que l'on a

n^f = âtu)1^*1

N^f = f + Q(\i)1^*3.

Soit S un facteur réductif de G contenant R. Alors on a

R = S(u)

et on voit qu'il existe n dans N tel que n.f appartienne à s(u)*.

Comme, pour tout élément n de N , les groupes G(f) et G(n.f) ont même

intersection avec N et admettent tous deux J comme facteur réductif, il

nous suffit de démontrer la deuxième assertion lorsqu'il existe un facteur

réductif S de G tel que
R = S(u)

«
et que f-u appartienne à r . Dans ce cas on a

\ = f-u.
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II résulte alors de la formule (20), et de ce que, d'après la première
«

partie de la démonstration. À est un élément très régulier de r . que l'on a

ô(f)n r = r(Â) = j.

Ainsi RnG(f) est un sous-groupe réductif de G(f) contenant le facteur

réductif J. Par suite J est égal à RnG(f) et, à ce titre, est contenu dans

R(Â). L'inclusion réciproque est alors conséquence de ce que, comme f-u = À
«

appartient à r , tout élément de R(A) stabilise f. Enfin le fait que G(f)nN

soit le radical unipotent de G(f) découle aussi de la formule (20) Q.E.D.

Comme conséquence immédiate du lemme 5 on a le

Corollaire.
«

( i ) l'ouvert affine V est contenu dans n

(ii) un tore algébrique } de Q est un élément de car(fi) si et

seulement s'il existe u dans V et un facteur réductif s de Q tels que

j appartienne à car(s(u)).

Remarque. Soient u appartenant à V, s un facteur réductif de Q et

j un élément de car(s(u)), alors les injections successives,

« « «
j c s(u) c à »

« «

induisent l'injection naturelle de j dans fi décrite précédemment.

Lemme 6. Soit j appartenant à car(fiL s un facteur réductif de Q

contenant j et u un élément de V- . Alors le système des racines de j dans

s(u) ne dépend ni du choix de s ni de celui de u. On le note A.

Démonstration. Il est clair que le système des racines de j dans s(u)

ne dépend pas du choix de s, car, module l'identification de } avec son

image dans fi/n, ce système de racines est celui de j dans (fi/n)(u).
«

Soit f dans 5 tel que p(f) = u. Comme, d'une part. si X appar-

tient à Q. et Y à n. . on a
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*c..(X.Y) = <u, [X.Y]>

et, d'autre part» [fi. , tri est contenu dans n. , on voit que l'orthogonal

de n. dans Q. relativement à »€„ est égal à ô.nfi(u). Cependant K_ est

non dégénérée et il est alors clair que l'application

(X.Y) —> <u, (X.Y]>

induit une dualité j-invariante entre s./s(u)n3. et n.. En particulier,

compte tenu de la remarque suivant la démonstration du lemme 4, les racines de

j^ dans s. ^/s^(u)n9. ., et dans n. - sont les mêmes et interviennent avec
€» j,L C j,L> ' J,L>

la même multiplicité. Si, pour tout sous-espace j-invariant 1 de fi^ et tout
« ^

\ dans j^ , nous désignons par 1 le sous-espace des vecteurs de poids À
L^

de 1, il est clair que, pour tout a dans A. , on a

dim s^)" = dim û01 - 2dim n? „ .
L» L> j ,L»

Ceci achève la démonstration du lemme. Q.E.D.

Comme conséquence de la démonstration du lemme précédent on a le

Corollaire. Sous les hypothèses du, lemme 6, les espaces 9./s(u)r»s, et n.

ont la même dimension et celle-ci est paire.

Lemme 7. Sous les hypothèses du lemme 6, si a appartient à à. la co-

racine de a dans jp^ls^tu). s^(u)l ne dépend ni du choix de s ni de

celui de u et on la note H . Plus précisément si K désigne la forme de

Killing de s^ , la restriction de K à }^ ne dépend pas du choix de s
L> L

et, de plus, H est l'unique élément de j^ tel que
OC Lr

CU a(H) = 0 4=^ K(H.H ) = 0, VHej

(21)

(ii) a(H^) = 2.

Démonstration. La restriction de K à J_ ne dépend pas du choix de $L>

car, module identification de j^ avec son image dans ô^/"^ » la restriction

de K à j-, n'est rien d'autre que la restriction de la forme de Killing de

ô^/ttp à L, . Si u appartient à V9 alors le centre de s (u) est l'inter-
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section des noyaux dans j_ des éléments de A. ; il ne dépend donc pas duc j.s
choix de u dans V 1 ; on le note î. , et on pose

^

î. as î. n).
J ^C

II est clair que, pour tout u dans V\ ). est le centre de $(u). Soit

a, ,..., a . l'ensemble des idéaux simples de Is.rJu), s,-,(u)]. Alors on a
1 S IL L>

f s ^

lc = \ 9 Ik^M
et, pour l^kass, J^r»a. est une sous-algèbre de Cartan de a. . Si a appar-

tient à A. » il existe un entier k, l^fcss, tel que H ,la co-racine de a

dans L^[8jju).s (u)l, appartienne à î{^\ î et» sl K. désigne la forme de

Killing de a. , on sait alors que H est l* unique élément de Jr/^i. satis-

faisant aux relations
(0 a (H) = 0 -* K,(H,H ) = 0, VH€;çna

(ZD
(U) a(H^) = 2 .

Cependant K ( . est non dégénérée, les sous-espaces î. et )^û. , l^k^s,
l^C ^ c k

de )^ sont deux à deux orthogonaux pour K et, enfin, pour l^k^s, K i .
' ̂ C^k

est non nulle et proportionnelle à K. j . , comme il résulte du lemme 4 et

de sa démonstration. Il est alors clair que la relation (21') est équivalente

à la relation (21). Q.E.D.

Nous définissons alors l'élément w. de S{')}^ en posantj,s l^
(22) 'j.s-'" n ^.

"^j.s
où A , est un choix de racines positives dans A. , et <r est le nombre

de racines imaginaires pures contenues dans A. . C'est en fait. un élément

de S(j), et, si s est un facteur réductif de Q contenant }, et u appar-

tient à V\ il existe une forme volume, T». , sur s(u). = s.n$(u), telle
»

que. pour tout élément A de j , le pfaffien de K. , . . relativement à

V soit n).sM•
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Proposition 1. Soit j appartenant car(ô). -Alors il existe un unique

élément de S(n^), noté TC. , tel que

(23) "j - \s \n •

Démonstration. Soit s un facteur réductif de Q contenant j, f un élé-
» -1

ment de b'^P (V) (d'après le lemme 5, ce dernier ensemble est un ouvert de
»

Zariski non vide de b.), et,

X11 X11 Y" Y" ^ Ê"l ••-• ^Zp • •1 "••' -Zq ' s! "•" ^p '

une base de fi. univolumique par rapport à TÎ. , telle que

(0 X,,....X- soit une base d'un supplémentaire de s(u). dans s.

(ii) Y.,...,Y- soit une base de s(u). univolumique par rapport à T ] .

(iii) ç ,..., ç soit une base de n. ,

u désignant comme convenu la restriction de f à n.

Si p désigne la projection de s sur s' parallèlement à s. la ma-

trice, A- , de K,. dans la base considérée de Q. s'écrit par blocs

A,= . B, 0

^ ° °

B, = (<f, p(IY? , ̂ >\,,^

S, ° (<u• '̂  • ̂ î.̂ p •
Comme on a

s(u) = s(u). © J.

on voit que, pour l^i, j^2q, pdYV.Y1!!) est un élément de j et, par suite,

B^ n'est rien d'autre que la matrice de la forme bilinéaire alternée

K / . , relativement à la base Y U . . . , Y U de s(u). . \ désignant la

restriction de f à j. De tout ceci résulte que l'on a

n.(T) = n (f) q(u) .
avec

q(u) = detC .
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Utilisant la décomposition
» •» •«

ï). = 91 © n' .

nous pouvons donc écrire que l'on a

(23') n.(\+u) = n. g(À) q(u). VÀ€S^. Vue^.

j«

Choisissant un élément A.. de s' , tel que TT. (^) soit non nul, et fai-

sant A = \^ dans l'égalité (23)', nous voyons que q est la restriction à
i î* i*l'ouvert affine V 1 de tr d'une fonction polynôme sur ir , que l'on note

«
TT. . Ainsi les fonctions polynômes sur ï). , TT. et n. n. , sont égales

-1 *sur l'ouvert affine non vide p (Dnï). et, par suite, elles sont égales

partout. Q.E.D.

Remarquons que n. est, comme élément de S(j), H.-invariant. D'autre

part H', laisse invariant l'ensemble de racines, A. (en effet si u appar-

tient à V^ et. h à H'. , il est clair que hu est un élément de V^. et

ainsi, h.A. , l'ensemble des racines de l^ dans s_(hu), est, d'après le
J»S <L' IL>

lemme 6, égal à A. ), et. par suite, le polynôme îï. étant égal à

n H ." a

"^J.s

est H'.-invariant.

De plus, H. opérant trivialement dans S(j), l'action de H', dans cette

algèbre de polynômes, y induit une action de W. . On voit alors qu'il existe

un caractère e. de W. à valeurs dans le groupe à deux éléments, {1,-1),

tel que pour tout w e W. on ait

(24) wn. = Cj(w) n^



38 P. TORASSO

§ IV - UNE CLASSE DE POLYNOMES INVARIANTS SUR s-
i/

Ce paragraphe est essentiellement consacré à la démonstration du fait

suivant

«
Proposition 2. On peut choisir le polynôme q sur ' n , ayant les pro-

priétés énoncées dans le lemme 2, de telle sorte que

( i ) U/S soit naturellement muni d'une structure de variété analytique

quotient

(ii) pour tout u élément de U on ait i

^ - ̂ s(u) + •€•"•

Dans ces conditions on a les propriétés suivantes s

(iii) soit S^ un facteur réductif de G, s-, son algèbre de Lie, u un
4l

élément de U et p un polynôme sur s^(u) invariant sous l'action du nor-

mal isateur, dans Sç , de S^(u). .Alors il existe un entier naturel m et un
«

polynôme r sur Q , G-invariant, uniquement déterminé par p et m, tels que

» A^
(25) r(À+v) = p(\) q(v)"1 VÀes.Ju) , Vv€n_ -i, c

(iv) soient ) appartenant à car(fi^) et p un polynôme sur j , inva-

riant sous l'action du normal isateur dans G de j. .Alors il existe un entier
«

naturel m et un polynôme r sur Q^ G-invariant, uniquement déterminé par

p et m, tels que

(26) r(f) = p(f.J q^pîf) Vfeï)* .
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Démonstration. Soient q' un élément de S(n^) ayant les propriétés énon-(L>
«

cées dans le lemme 2, et l/' l'ouvert affine de n., qu'il définit. D'après

un théorème de Rosenlicht, [Ro], on peut trouver un ouvert de Zariski non vide

et S-invariant, (/", contenu dans l/' tel que l/"/S soit une variété quo-

tient. Soient u un élément de l7". et y un supplémentaire S(u)-invariant
«

de 8.-.U dans n- , où, pour le moment, s- désigne l'algèbre de Lie du
<L (u (L

groupe algébrique S = G/N.

Nous allons montrer l'inclusion

P c (n^<">.

Pour ce faire il suffit de montrer que. pour v appartenant à p et suffi-

samment voisin de 0, on a
S(u) c S(v)

Mais, puisque t/"/S est une variété quotient, et u+p est transverse, en u,

à l'orbite S.u, il existe un voisinage V (pour la topologie usuelle) de 0

dans p tel que pour v appartenant à V, l'orbite S.(u+v) intersecte u+î/"

suivant le point u+v. Supposons alors qu'il existe v appartenant à V tel

que S(u) ne soit pas inclus dans S(v), et soit s un élément de S(u) qui

n'appartienne pas à S(v) ; comme s.v est un élément de p, quitte à multi-

plier v par un scalaire non nul, on peut supposer de plus que s.v est con-

tenu dans V et, dans ces conditions, on voit que u+v et s. (u+v) = u+s.v

sont deux points distincts de la S-orbite de (u+v), contenus dans u+1/ ; une

contradiction.
Ainsi nous avons l'égalité

,S(u)

"C = "C + Y"

et il est alors immédiat qu'il existe un ouvert de Zariski non vide. W, de
»S(u)

n contenu dans (/". tel que, pour tout v appartenant à W on ait
»S(u)

(27) "C = "C + Y7 •

De plus si v appartient à W on a
S(u) = S(v).

En effet on sait déjà que S(u) est inclus dans S(v) ; d'autre part comme W
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est contenu dans l/", S(v) est S-conjugué à S(u). Ainsi S(u) est un sous-

groupe fermé du groupe algébrique S(u) ayant même dimension et même nombre

de composantes connexes : ces deux groupes algébriques sont donc égaux.
»

Considérons maintenant l'application, (s,v) —> s.v, de SxW dans n_, .
<L

II résulte de (27) que c'est une submersion en tout point de SxW et, par

suite, son image est un ouvert de Zariski non vide et S-invariant, l/"', de
«

n , lequel est contenu dans V". Alors, en utilisant la remarque suivant<c
l'égalité (27), on voit facilement que, pour tout u appartenant à l/"'. on a

,S(u)

\-\ ^C-" •

En appliquant le lemme 1 à l'ouvert de Zariski (/"', on trouve un polynôme q
«

sur n ayant les propriétés énoncées dans le lemme 2 et satisfaisant aux

conditions (0 et (II) de la proposition.

Avant d'aller plus loin dans la démonstration de cette proposition nous

aurons besoin du

Lemme 8. On. se place dans le cadre des hypothèses du point (LU) de la

proposition 2. Alors l'application ^ de

G x »-(u)*x (/s(u)
<L

«
dans fi- définie par

(28) ^(g.À.v) = g.(Â+v) VgeG, VÀes-(u)\ Vv€[/s(u),
(L>

—1 *est une submersion dont l'image est l'ouvert affine^ p (l/), de Q^ .

De plus, si S- désigne un facteur réductif de G, d'algèbre de Lie
IL

s , et N- (s-Ju)) le normal Isa teur dans S_ de S-(u), pour tout \ et
IL b ,̂ (L IL» IL

(L

À' éléments de S(p(u) et, v et v' de U u , les conditions suivantes

sont équivalentes

( i ) X' + v' e G.(À+v)

( i i ) il existe s appartenant à N-(s-(u)) tel que Y = s.f et v' = s.v.
0 v

Démonstration. Si l'on fait agir G sur

G > ^(u)*x t/8'"'
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par translation à gauche sur le premier facteur il est clair que ^ devient

un G-morphisme. Par suite pour montrer que 0 est une submersion il suffit de

le montrer en tout point de la forme (l.A,v). avec À appartenant à s (u)
C

et v à U . Mais, d'après la relation (12), on a,

d^i T, JX+ç.^i.w) = X.Â + H + $(v,ç) -»- w + X.v,
\,i,A,,v )

,S(u)
pour Xes , Ç€H . ̂ V^ et ^"c

et notre assertion découle du fait que, d'une part. d'après le point (il) de

la proposition

»S(u)
\ + 3^ = "C

et, d'autre part, d'après la relation (19), on a

(29) $(v.n^) = s^(v)1 = s^(u)1 .

«
l'orthogonal étant pris dans s- .

IL»

En appliquant les résultats de Luna et Richardson. plus précisément Lemma

3.5 et Lemma 4.1 de [Lu-Ri], à l'action de S dans l'ouvert affine U on

voit que

(30) toute S-orbite dans U rencontre U suivant une N (s(u))-or-

bite.

Maintenant le fait que Im^ soit inckis dans çT ((/) est clair, tandis

que l'inclusion réciproque résulte de ce que, d'une part, d'après l'assertion

(30). tout élément de p'^W est S-conjugué à un élément de p'^Çu3^)
<L>

et, d'autre part, d'après la relation (19) tout élément de p'^Çu3^) est

N-conjugué à un élément de s.Ju)% (/s(u).
(L>

Enfin soient À et À' deux éléments de s,p(u) , v et v' de U

et g appartenant à G tels que

À'+ v'= g.(Â+v).

Si on écrit g = s.n, avec s élément de S et n de N, l'égalité ci-des-

sus est équivalente aux relations

s.v = v'

s.f + $(sv.sn) = f .
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La première de celles-ci entraîne, d'après l'assertion (30), que s appar-

tient à Np (S^(u)). D'une part N«, (s,-,(u)) stabilise 9_(u) ainsi que sonSç C Sç C C

orthogonal dans s pour la forme de Killing, et, d'autre part, on aIL»

$(sv.sn) = s.$(v,n).

Ainsi grâce à l'égalité (29), la seconde des relations ci-dessus entraîne que

l'on a

$(v,n) = 0 et s.f = f.

La dernière assertion du lemme est alors claire. Q.E.D.

Reprenons la démonstration de la proposition et plaçons-nous dans les

hypothèses du point (iii). Désignons par X la variété algébrique affine
* S(u) ~G x s^u) x U . et notons p la fonction définie sur X par :

L>

p(g.À.v) = p(À) , V(g,Â,v)€X .

Alors p est une fonction rationnelle G-invariante et, d'après la deuxième

partie du lemme 8, constante sur les fibres de ^. Comme \ff est une submer-

sion de X sur la variété lisse p~ (l/), p est en fait une fonction ration-

nelle sur p (t7) (voir par exemple [Bol Lemma (6.2) p 173), qui est manisfes-
-\ »

tement G-invariante. Mais p ((/) est l'ouvert affine de fi- . complémentaire

de l'ensemble des zéros du polynôme G-invariant gop. Par suite il existe un

entier m et un élément r de S(ô-J tels que

r(f) = p(f) g^ptf). Vfep"1^) ;

il est clair que r est G-invariant et qu'il satisfait à la relation (25).

Comme l'image de ^ est l'ouvert affine p (l/), tout polynôme G-invariant
» « S(u)

sur à- est entièrement déterminé par sa restriction à 8^(u) + U ; l'uni-
IL IL

cité de r pour m fixé est conséquence de cela.

Il nous reste à démontrer le dernier point de la proposition. Pour cela

considérons un facteur réductif S de G dont l'algèbre de Lie s contienne
<L« (L>

j et un élément u de U' choisi de telle sorte que j soit une sous-algè-
« «

bre de Cartan de s-rJu) et que j soit un sous-espace de s-sïu) . Nous
IL IL

allons d'abord démontrer le
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Lemme 9. Avec les notations que nous venons d'introduire les assertions

suivantes sont vraies ;

( i ) pour tous v et w éléments de V\ les stabilisateurs S^(v) ett^

S-(w) sont S^-conjugués
L" L>

(W on a les égalités

Nç ( j ) = ( N ç ( j ï nNç (S^tu)))^^
"r r r(31) C G C

N- (S.,(u)) = ((Nç ( j ) n Nç (S..,(u))).S.p(u),
"C C "C -

où N- (j) désigne le normalisateur dans S^ de j .
"C c

(iii) l'application de restriction de s(s^(u)) sur S(jL induit un^/

isomorphisme d'algèbres de

N (j)

sur S(j) v .

N (S (u))
b,,, l̂

S(»-(U)) c

V

*t 1 *\Démonstration. En tant qu'ouvert de Zariski de n ' V = U^ir. est
«^ G

connexe. Par suite pour montrer la première assertion du lemme il suffit de

montrer, qu'étant donné v appartenant à U , il existe un voisinage ouvert
. 1

V de v dans U' tel que, pour tout w élément de I/1, S (w) soit S_-con-
IL C

jugué à S_,(v). Considérons alors l'application T» de«•>
J S (u)

S ^ x t / 0

dans (/}, définie par

J S (u)
Tî(s.w) = s.w, V(s,w) e S.., x Uc

Si nous montrons que T» est une submersion, il sera clair que son image est

un ouvert de U^ répondant à la question. De la même manière que pour l'appli-

cation ^ du lemme 8, il nous suffit de montrer que T? est une submersion en
S (v)

tout point de la forme (l,w) avec w élément de 17 ; mais l'image de

d'y»,, » est clairement égale àu»wj
Sp(v)

^ + "c
Cependant d'après le point (il) de la proposition on a
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•Sç(w)

"C = "C + ̂  '

^c^) »,
d'où l'on déduit, puisque n est contenu dans n ' ,

•v ILf

»{ ^c^î , »S (w)

V = "c + ^c'^ == "c + ̂  •

Ainsi TÎ est bien une submersion, et la première partie du lemme est démon-

trée.

Le fait que

(iSL (j) n Nç (S^u)^
-C C

soit inclus dans N- ( j) est clair. Réciproquement soit s appartenant à
"C

N- (j). Alors s u appartient à U^ et, d'après le point (i) du lemme, il
"C

existe un élément s de S' tel que
1 <L>

S^s^u) = s^S^(u)s,1. Le. s^S (u)s = s S (u)s~1 .

De là il résulte que ss. appartient à

N- (S.-,(u)) n N_ ( j )
^ c ^

et la première des égalités (31) est démontrée.

La démonstration de la deuxième égalité (31) est encore plus simple et

est laissée au lecteur.

La dernière assertion du lemme est conséquence des égalités (31), et

d'une généralisation facile du théorème de restriction de Chevalley au cas

d'un groupe algébrique réductif, en l'occurrence le groupe des automorphismes

de V^ induits par les éléments de N- (s (u)) ; on peut aussi utiliser
C

[Lu-Ri] Theorem 4.2. Q.E.D.

Comme le normalisateur de j dans G est égal à

Ng ( j ) exp n^ ,
C

les polynômes considérés dans le point (îv) de la proposition sont les élé-
Nç (J) N ( j )

C (Tments de S(j) . Soit donc p appartenant à S(j) . D'après le
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NçîS^u))
__ b^ I'

lemme 9 il existe un unique élément, p, de s(s (u)) tel que

P = P| « • Nous savons alors qu'il existe m appartenant à IN, et r à
'}

S(Q ) tels que
- - m - -s(u)

(32) r(À+v) = p(À) g ( v ) , VÀe<Uu) Vv€n_
U-' (L>

Nous allons voir que F répond à la question ; pour cela il nous faut montrer

que l'égalité (26), avec F à la place de r, est satisfaite pour tout élé-
«

ment f de ï)« • Remarquons d'abord que la restriction, ^', de l'application

0 du lemme 8, à la variété H. x ; x U u . est une submersion de cette
«

dernière sur un ouvert de Zariski de b- ; en fait il suffit de montrer que ^'

est une submersion en tout point de la forme (l,Â,v) avec A élément de

j , et v de U . Cependant on a

h^ ̂  e n^

et. si
S,p(u)

. . » » ^
X€8^ . ç€ti^ , ^ej et wen^

il vient

à^ ^ JX+ç.^.w) = X.À + $(v,ç) + w + X.v.

Alors notre assertion découle, d'une part de ce que, comme on l'a vu au cours

de la démonstration du lemme 9,
S_(u)

•i • i
V = "C + V

et d'autre part de la relation

$(v.n^) = s^(v)1 = Sç(u)1.

,»
l'orthogonal étant pris dans s' . Cette dernière relation est conséquence de

>L

(29) et de ce que

<î>(v.n^ = $(v,n^), et (^(v)1^ = ^(v)1,

comme on le vérifie facilement en tenant compte du fait que v appartient a

";J
Ainsi, l'image de ^' est un ouvert de Zariski H.-invariant de ï ) . et,

*
par suite, tout polynôme H.-invariant, défini sur ï)- , est entièrement déter-
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, »S(u)
miné par sa restriction à j + n_ . Cependant la relation (32) entraîne

L>

que la relation (26), avec 7 à la place de r. est satisfaite pour tout f

appartenant à
,S(u)

J ̂  .

tandis que les deux membres de cette relation définissent des polynômes sur
«

ï). qui sont clairement H.-invariants : d'où notre assertion.

Enfin l'unicité» pour m appartenant à IN donné, du polynôme r de

S(ô ) satisfaisant à la relation (26) est une conséquence immédiate du lemme

3 dit). Ceci achève la démonstration de la proposition 2. Q.E.D.

Désormais nous supposerons le polynôme q choisi comme dans la propo-

sition 2.

Compte tenu de la remarque à la fin du paragraphe III on a le

Corollaire. Soit j appartenant à car(Q ). Alors il existe un entier

naturel m et un polynôme n de S(Q ) tels que

(33) n (f) = n2 ^(f) q^ptf), Vf e h* .

Remarque. On voit facilement par transport de structure que, pour tout

élément g de G, on a

^AdgULs ° ̂ -"f.s
et, par suite, le polynôme n du corollaire ne dépend pas, pour m fixé. du

choix de l'élément ) de car(ô^).

« i
Nous noterons Y. l'ouvert de Zariski de û^ , intersection de p (l/)

IL'
«

avec Q . Si r est une algèbre de Lie réductive complexe, et j est un

élément de car(r). on sait que le polynôme TC. , défini sur j , se prolonge
»

de manière unique en un polynôme sur r , invariant sous l'action du groupe
»

des automorphismes de r, et tel que r soit l'ouvert affine, complémentaire

de l'ensemble des zéros de celui-ci. Il est alors clair que, compte tenu du

lemme 5, on a le
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Lemme 10. L'ouvert de Zariski U est, en fait, l'ouvert affine de Q ,

complémentaire de l'ensemble des zéros du polynôme n .

«
Nous noterons V la trace de l'ouvert U sur Q et, pour tout j élé-

ment de car(fl), nous poserons

V. = î^â^ et V ) = V^ .

Alors on a

v = U v, ,
J€Car(G) ;

la réunion étant disjointe. De plus les résultats du lemme 3 s'appliquent

avec, } appartenant à car(Q) fixé. G à la place de B, V. à la place de
» j «

ô . et V à la place de h. .

Nous rassemblons ci-dessous quelques résultats concernant l'existence de

variétés quotient pour l'action de G et de certains de ses sous-groupes.

Nous aurons besoin du :

Lemme 11. Soit A un groupe algébrique» et X une variété algébrique

lisse, sur laquelle le groupe A agit de telle sorte que X/A soit une va-

riété lisse quotient. On suppose de plus que A, X, et l'action de A sur X

sont définis sur (R, et on considère un groupe presque algébrique, (A,j,A),

associé à A. Alors la variété X , des points réels de X, est lisse et

X-/A est une variété analytique quotient.

Démonstration. Le fait que X est une variété lisse résulte de [Wh]

Theorem 1 et Lemma 9.

Rappelons qu'étant données une variété analytique Y et une relation

d'équivalence "R sur Y les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Y/?? est naturellement muni d'une structure de variété quotient

(ii) le graphe F de "R dans YxY satisfait aux hypothèses suivantes

(34) (a) F est une sous-variété fermée de YxY

(34) (b) la première projection de YxY sur Y induit, par restric-

tion, une submersion de r sur Y.
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Pour ce qui précède on pourra se référer à [Go] Tome 1 § 4, Théorème 5.

Désignons par r (resp. F . ) le graphe de la relation d'équivalence in-
A

duite par l'action de A (resp. A) sur X (resp. X-J.

Remarquons tout d'abord que F est une sous-variété algébrique fermée et

définie sur IR de XxX. En effet, d'une part, F étant l'image du morphisme

défini sur IR, (g,x) —> (x,gx), de AxX dans XxX, c'est un constructible de

X dont l'adhérence pour la topologie de Zariski est définie sur IR (cf [Bol

Corollary (10.2) et Corollary (14.5)). et, d'autre part, pour un sous-ensemble

constructible d'une variété algébrique complexe son adhérence, au sens de la

topologie de Zariski, et celle, au sens de la topologie usuelle, sont égales

(cf [Mul § 10 Corollary l).

Ensuite soit Fp l'intersection de F avec X_xX_. C'est une variété

lisse réelle et, si (x,y) est un point de F- , l'espace tangent T, y)^)

est l'intersection des espaces tangents T/ v(F) et T, JX-xX-J. Comme

la première projection de XxX sur X est un morphisme. bien évidemment dé-

fini sur R, nous voyons que F_ satisfait à la condition (b), et qu'il en

est de même de tout ouvert de F-. Enfin soit X, .... X, les composantes
u\ 1 1

connexes de X- , x ,.., x. , des éléments respectifs de X. ,.... X. , et,

a, ,..., a , des représentants, dans A, des classes de conjugaison module1 m
A. Alors il est clair que F est la réunion des composantes connexes dans

A

F-, des éléments (x. ,a.x.), l^i^l, l^j^m. De tout ceci résulte que F.
IK l J 1 A

satisfait aux conditions (a) et (b) ci-dessus. Le lemme est démontré. Q.E.D.

Si } appartient à car (3) nous poserons

^ = P(^).
<K

En fait V. est l'ouvert de n . sous-ensemble des éléments de V dont la

S-orbite rencontre V- . Nous poserons aussi

r= [^ / ^g(f^oi
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On a alors le

Lemme 12. Soit j appartenant à car(ô) et S un facteur réductif de

G dont l'algèbre de Lie s contient j.

CO toute S-orbite de V. rencontre V^ suivant une N (j)-orbite.
) b

( i i ) V./S et ^/N<,(j) sont des variétés quotients, et l'application,
î b

qui, à une S-orbite, fait correspondre son intersection avec V\ induit un

isomorphisme de la première sur la seconde. De plus V VS est une variété

quotient.

(iii) V^/H. est une variété quotient, sur laquelle l'action de H*, sur

V , induit une opération du groupe W. .De plus, l'application

(^u) ——> À+u, de ')* x V^ dans V^,

induit, par passage au quotient, un isomorphisme de variétés de

j* x l̂ W sur 1^/H. .

Démonstration. Soit x un élément de V. Alors il est clair que

•{s€S / S.X € V^ = <JS€S / S.X € U^ H S

Ainsi, pour établir le premier point, il nous suffit de montrer que

N^ = {s.S / s.x . U^.

Soit donc s un élément de S tel que s.x appartienne à U . Alors j

est inclus, à la fois dans s^(x) et s (sx) ; autrement dit j_ et s j-
<L <L» (L« (L.

sont deux sous-algèbres de Cartan de ^î^^)- ^>aLr suite il existe s appar-

tenant à S(x) tel que

^C = ^C •

c'est-à-dire tel que ss, appartienne à N-(U, d'où notre assertion.
1 îs <L>

Maintenant il résulte de ce que Î//S est une variété quotient, de ce que

V. est un ouvert S-invariant de t7, et du lemme 11, que V ./S est une

variété quotient. Le fait que WN (}) est une variété quotient, isomorphe,

comme expliqué dans l'énoncé du lemme, à V./S est alors conséquence de (î).
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Désignons par !.. /.. (resp. F .) le graphe, dans V'xV\ de la rela-
S ) S1

tion d'équivalence dans V 1 induite par l'action de N-(j) (resp. S^). Comme
0

S' est un sous-groupe ouvert d'indice fini de N^(j), on voit, comme dans la

démonstration du lemme 11. que F . est réunion de composantes connexes de
S'

F,. / . » lesquelles sont en nombre fini, et que, par suite, r . satisfait aux
S^ S^

conditions (34) (a) et (b). Ceci montre que WS1 est bien une variété quo-

tient.

Le fait que W. opère dans V^/H. est clair. Pour achever la démonstra-

tion de (iii)f il suffit de montrer que toute H.-orbite dans V^ rencontre
« j j

j +y suivant une S'-orbite. Mais cela résulte de ce que, pour v élément de

^, on a

$(v.J) = s^v)1,
j»

l'orthogonal étant pris dans s' . Les détails sont laissés au lecteur. Q.E.D.

Enfin pour terminer ce paragraphe remarquons que la même technique, que

celle utilisée pour démontrer le lemme 9 (0, permet d'établir le résultat

suivant :

Lemme 13. Soit j appartenant à car (fi), W une composante connexe de

l̂ , et S un facteur réductif de G, dont l'algèbre de Lie contienne j. Si

u et v sont deux éléments de W, leurs stabilisateurs dans S sont

S'-conjugués.

Si j est un élément de car (fi), et S un facteur réductif dont l'algè-

bre de Lie contient j, on définit une relation d'équivalence, notée -, sur

V^ en décidant que. pour f et f éléments de V\ on a

(35) M' si et seulement si SCuJ et S(u..,) sont S^-conjugués.

Cette relation d'équivalence ne dépend pas du choix de S. comme on le vérifie

facilement. De plus comme conséquence du lemme 13 on a le

Corollaire. SI j appartient à car(fi) les classes d'équivalence dans

V pour la relation ~ sont ouvertes et réunion de composantes connexes de V .
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FOURIER

Soit (B,j,B) un groupe presque algébrique d'algèbre de Lie b et soit

T un élément elliptique de b. Le. adT est semi-simple et ses valeurs

propres sont toutes imaginaires pures. Nous noterons ï)— (resp. H_) ou, si

l'on tient à préciser, ^ ^ (resp. H- _). le centralisateur de T dans 6

(resp. dans B), et b— l'image de adT. Alors, b», est stable sous l'action

adjointe de ï)^ et de H— , et, on a la décomposition en somme directe

b = Dr e ̂  •

induisant la décomposition analogue au niveau des espaces duaux. On note A—

(ou A, _) l'ensemble des valeurs propres de T dans b-, - et A_ (ou A, _)

le sous-ensemble des éléments A, de A— tels que i\ soit un nombre stric-

tement positif. Alors A— est la réunion disjointe de A— et -A— et, si \

appartient à A— , les valeurs propres \ et -\ ont la même multiplicité.

Si \ est dans A— , on note b- le sous-espace propre correspondant. On

considère alors les sous-espaces u~ (ou u~ ) de b définis parï 0,1 IL

u4: = œ b^ , et u = œ b^ .
T ̂  c T Ae-A^. c

Alors ù— et u— sont des sous-algèbres de Lie niipotentes de b qui

sont H—invariantes. De plus la conjugaison dans b relativement à la forme

réelle b, notée X —> X, induit un isomorphisme antilinéaire de u sur u—

lequel envoie, pour tout X dans A^, , le sous-espace propre b-, sur b .

Nous noterons d», (ou d, —) la dimension complexe de u ; c'est un entier

naturel tel que 2d_ soit la dimension de b», .
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» T
Si f appartient à ï)^ » on note K.,. la forme bilinéaire alternée défi-

nie sur b— de la manière habituelle, à savoir

K^X.Y) = <f. IX.Y1>. VX. VYeb .

Soit T»— une forme volume sur b induisant sur b/ïu, " b_ la mesure de

Lebesgue d,,, X. Si f est dans ï)— , nous noterons Tt_(f) (ou îtr ^(f)) le

pfaffien de K.. relativement à TÏ- . Alors TI est un polynôme homogène de
4

degré d— sur t)— , lequel n'est déterminé par la mesure de Lebesgue choisie

sur b qu'au signe près. Nous expliquerons plus loin comment lever cette

ambiguïté. Auparavant nous allons démontrer le

Lemme 14. La fonction polynôme Tt_ est non nulle si et seulement s'il

existe un élément } de car(b) tel que T appartienne à j.

m '
Démonstration. Supposons TT— non nul et notons ï)-. l'ouvert affine de

«
ï) complémentaire de l'ensemble des zéros de n— . Alors l'application ^ de

»» »
Bxt)— dans b définie par

0(b,f) = b.f

est une submersion.
» » »

En effet si f appartient à ï)-p » X à b et u à ï)-p , tout d'abord

on a

d^ ^(X.u) = y^(X) + u,
*

où y,, est l'application de b— dans b définie par

y (X) = X.f, VXeb^ ,

et, de plus, si on choisit une base de b_ univolumique pour T)_ , le déter-

minant de y» relativement à cette base et à sa base duale n'est rien d'autre

que Tr—(f). d'où notre assertion.
4t

Ainsi l'image de ^ est un ouvert non vide de b et, par suite, il

rencontre l'ouvert de Zariski partout dense b . Il est alors clair que
»» «

ï). n b est non vide et que» si f est un élément de cet ensemble, T

appartient à ]„ .
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Réciproquement, si j est un élément de car(b) contenant T, t)— (resp.

b.) contient ï)' (resp. b_) et on a les décompositions en somme directe

b^ = b. © b^nbj et b, = b^ © ïy^ ,

induisant les décompositions analogues pour les espaces duaux et permettant en
» «

particulier de considérer b- comme un sous-espace de ï)-p • Si f appartient
«i

à b « , on vérifie immédiatement que chacun des sous-espaces b— et bq^b.

de b. est l'orthogonal de l'autre relativement à K,. , tandis que

T
^ ~ ^[b^ '

de là il résulte que K.. est non dégénérée et donc que 7ï—(f) est non nul.

Q.E.D.

Pour lever l'ambiguïté sur le signe de n— il nous suffit, bien évi-

demment, de le faire lorsqu'il est non nul. Dans ce cas soit X. ,..., X . une

base de u_ ; alors X, ...., X, est une base de u— et on vérifie facile-T 1 d— 1

ment que

i\.(x^ .... x^ , 54 .... x^)

est un nombre réel dont le signe ne dépend pas du choix de la base X. ,...,
« y

X , . D'autre part si f est dans t)— , la matrice de K,. dans la base

X, ..... X , . X. ..... X, s'écrit sous la forme1 d^ 1 d^,

0 A )
. . . avec A. = «f.[X.. X.l»
' ̂  ) l̂ iĵ

Compte tenu des propriétés du pfaffien d'une forme bilinéaire alternée

relativement aux changements de base on voit, alors, qu'il existe un unique

choix de T)— pour lequel on puisse trouver une base X ...., X . de u

satisfaisant à la relation

d-r
(36) ît (f) = i • det A , Vfeb- ;

de plus, il est immédiat de voir qu'une telle base vérifie
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(37) i \^ ..... X^. , X^ ..... X^ ) = 1 .

Nous déterminerons TC_ à l'aide de ce choix de TÏ_ ou de la formule (36).

On définit maintenant un polynôme noté (*»_ (ou (<L ) sur ï)— en posant

ù> (H) = det ad ^ H, VHeï)-

Alors, si on désigne par n^— le radical niipotent de b^ . on a

(38) fa) (H+X) = fa)^(H). VHeb^ . VXc"^ .

Proposition 3. Soit T un élément elliptique de b. Si <p est une fonc-

tion de classe ^w sur b, la fonction ^ définie sur B par la formule

ïfi (b) = à Ifa)-(H) y(b.H)l „ - Vb€B,
<P "T

H€Ï)^.

satisfait à la relation (4) relativement a B et H— . De plus si <p appar-

tient à y(b), la fonction ^ est d-,., b-intégrât) le, et on définit une dis-<p B/Kp

tribution tempérée et B-invariante M- — sur b, en posant pour toute fonc-t>, i
tton <p de y(b)

d
(39) Mg^(y) = (i/2Ti) J ô^ ïa>^(H) y(b.H)] ^^ dB/ub.

B/Kp T Heï)^

Enfin la distribution M- — ne dépend pas du choix de la mesure de Lebesgue
D, 1

sur b/ï) , et, si T et T* sont des éléments elliptiques de b situés sur

la même B-orbite, les distributions M,, — et M-, _, sont égales,
D, 1 B, 1

Avant de procéder à la démonstration de la proposition, nous devons rap-

peler un certain nombre de faits concernant l'intégration sur les variétés et

plus particulièrement sur les variétés lisses réelles.

Etant donnés une variété différentiable X, dont on note n la dimen-

sion, et un nombre complexe À, nous appellerons À-densité sur X, toute fonc-

tion y de classe Ç00. définie sur l'ouvert A^ TX du fibre en droite A"TX,

complémentaire de la section nulle, et satisfaisant à la relation

y(t0) = |t|\(ô) ; Vt € IR ; WeA^TX.

L'ensemble des À-densités sur X est un espace vectoriel que nous noterons
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F (X), et les éléments de I" (X) seront simplement appelés densités sur X.

Nous dirons qu'une À-densité sur X est à support compact, lorsque l'image de

son support, par la projection naturelle p de A^TX sur X, est un compact

de X ; nous noterons, r (X), le sous-espace de F (X) constitué des À-den-

sités à support compact. On remarquera que l'application,

y —> <P°P.

permet d'identifier de manière naturelle êW (resp. 25(X)) avec F (X) (resp.

F (X)). Etant donnés, pour i=l,2, À. un nombre complexe, et y. une À.-den-

sité sur X, il est clair que le produit y. y- est une (À.+À-)-densité, qui

est à support compact dès que y. ou y- l'est. On voit en particulier que,

pour tout nombre complexe À, F (X) devient un ^(X)-module, et que, si <p

appartient à SD(X) et y à r\X). alors yy appartient à r\X).

De la même manière que, sur une variété orientée de dimension n, on sait

définir l'intégrale d'une forme différentielle de degré n et à support

compact, on sait définir sur X l'intégrale d'une densité à support compact ;

si y appartient à r (X) on notera

Jx"
son intégrale sur X.

On appelera forme volume impaire sur X, toute densité y de r.(X), ne

prenant que des valeurs strictement positives.

Soit y une forme volume impaire sur X. Alors l'application,

<f> —> yy.

induit une bijection de SW (resp. SD(X)) sur F^X) (resp. F^X)). De plus

l'application,

<p —> f yy.
•'X

définie sur 2)(X), se prolonge de manière unique en une mesure de Radon sur X

notée u .

Si X est une variété orientable, et si y est une forme volume impaire

sur X on lui associe de manière naturelle une forme volume définie au signe
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près : si ô est une section de A^TX ne s'annulant jamais, il existe une

unique forme volume, w , sur X, telle que

u (^(x)) = yG?(x)), VxeX ,

et on vérifie que, au signe près, w ne dépend pas du choix de -9. De plus si

on munit X de l'orientation déterminée par la forme volume u on a

f y du = f <p û> Vye2)(X) .
•'X y •'X y

Soient L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé, l et m leurs

algèbres de Lie respectives, et X l'espace homogène L/M. La mesure de

Lebesgue. d ( / X . permet d'identifier naturellement l'ensemble des densités

(resp. formes volumes impaires) sur X avec l'ensemble des fonctions de

classe ^ (resp. de classe Ç00 ne prenant que des valeurs strictement posi-

tives) sur L et satisfaisant à la relation (4) ; plus précisément, à toute

densité y sur X. on associe la fonction <p sur L telle que

(40) y (x) = y(xX ,..., xX ).

où X, ,..., X est une base de l/m (= T (L/M)), univolumique pour la mesure

d,, X. La densité y est à support compact si et seulement si la fonction <p

est à support compact modulo M, et. dans ces conditions on a

f ^x) \/^ st f V-^L/M y L/M •'X

Maintenant si y est une forme volume impaire sur X» l'application

<p —> <pv

induit une bijection de l'espace des fonctions d. ,..x-mesurables (resp.

d^^x-intégrables) sur L sur l'espace des fonctions du -mesurables (resp.

du -intégrables) sur X, et, pour toute fonction <p, d, ,..x-mesurable et posi-y L/M
tive ou d x-intégrable sur L. on a

(41) J y(x) d x = J ^ du .•'L/M L/M -^L/M v y

Soient X une sous-variété affine fermée de IR". ^(X) l'idéal de

IR[X. ,... X 1 constitué des polynômes s'annulant sur X, et. X , la variété

de ^(X) : Xç est la plus petite sous-variété affine fermée de C" contenant
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X. Nous dirons qu'une fonction définie sur un ouvert de Zariski U de X est

une fonction régulière sur U si elle est la restriction d'une fonction

rationnelle sur X^ définie en tout point de U
<L»

Si X est une variété affine lisse de dimension n, et, si y appartient

à r (X), nous dirons que y est régulière si et seulement si y est une

fonction régulière sur l'ouvert A^T(X) de la variété affine lisse A^CX) ;

nous noterons F (X) le sous-espace de r (X) constitué des À-densités régu-

lières. Il est clair que si F (X) est non nul, X est un entier pair. Un

élément de y de F (X) sera dit semi-régulier si y est une 2-densité

régulière.

Si X est une sous-variété affine fermée et lisse de dimension p de

IR , on définit une forme volume impaire semi-régulière y-, sur X de la

manière suivante :

y^X ..... X ) = Gram(X, ..... X î172. Vx€X. VX, ..... VX eT X.0 1 p 1 p 1 p -x

où Gram(X ..... X ) désigne le déterminant de Gram des vecteurs

X .... X relativement au produit scalaire euclidien canonique de IR11.

Alors utilisant les lemma 1 et 2 et les idées de la démonstration de la

proposition 1' de [Gil il est facile de démontrer le

Lemme 15. Soient X une sous-variété affine lisse et fermée de IR", y

une forme volume impaire semi-régulière sur X, et II II une norme sur IR11.

Alors il existe un entier naturel k tel que l'intégrale

f (1+11x11)^ du (x)
J^ Y

soit convergente. En particulier l'application

(p —> f (p du
J^ y

définit une distribution tempérée sur IR".

Démonstration de la proposition 3. Il est clair que l'on peut supposer T

choisi de telle manière que n— soit non nul (dans le cas contraire la

proposition est évidente).
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Remarquons que. si y appartient à ê(b). h à HL, et b à B. on a

V. (bh ) = ôîîï.j.oAdV^fa^oAdh^H) y(b.H)].^, .

IH€Ï)T,

Cependant il est clair que

(rf—oAdh = (<> »

tandis qu'il résulte facilement de la relation (36) que l'on a

(42) lyAdV1 = |det Ad^ h|2 w^ .

D'autre part, comme b_ ^ est somme directe des sous-espaces conjugués u+

et u-_ . on a

(43) det Ad, h = [det Ad ^ h[2 .

Nous voyons donc que la fonction ^ satisfait à la relation (4) relative à
V

B et Kj, . De plus il résulte aisément de la relation (43) que la variété

B/K_ est orientable, mais nous n'aurons pas besoin de ce fait.

Désignons par 0(6) l'algèbre des opérateurs différentiels à coeffi-

cients polynomiaux sur b et. pour tout entier naturel k. par D.(b) le

sous-espace de D(b) constitué des éléments de degré total au plus k. l.e.,

si X...... X est une base de b dont on désigne par x, ..... x la basei " i n
duale. D^(b) est le sous-espace de D(b) engendré par les opérateurs diffé-

a a
rentiels x ...x ô avec a ..... a . p .....p des entiersA n (X^L.^X^n 1 n 1 n
naturels tels que

a! ̂  °n + 3! ̂  ̂ n 2S k-

Le groupe B opère naturellement dans D(b) en laissant invariants les sous-

espaces D^(b), k€N. Si nous étendons le polynôme &) en un polynôme sur b

en décidant que

(Aj.(X+Y) s fa)^ (X). VX € b.r et VY e b .

l'opérateur,

A .̂ = a .̂ ̂  .

est un élément de D^.(b). Si P^ ..... P est une base de D (b) il
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existe des fonctions régulières a. ,..., a sur B telles que pour tout b

dans B on ait
1

b.A^. = £ a^(b) P^ .

i=l

II résulte de la définition de (<)_ que l'on a toujours

û) oAdh"1 = (A- . VheïL. .

et, par suite» comme conséquence des relations (42) et (43) on voit que les

fonctions a. . bsî l. satisfont à la relation

a.oj(bh) = a.oj(b) det Ad^ . h. VbeB, VheH .

Maintenant si <f> appartient à ^(b), on a

1
^ (b) = b.A^(y)(b.T) = S a^oj(b) P^(b.T), VbeB.

i=l

Comme T est semi-simple, F orbite de T sous B est une sous-variété algé-

brique affine fermée de b- et, par suite, X = B.T est réunion d'un certain
L>

nombre de composantes connexes d'une sous-variété affine fermée de b.

Soient y.. une forme volume impaire semi-régulière sur X et y la

fonction Ç°° sur B qui lui est associée selon (40). De même, pour l^issi,

désignons par y. la densité sur X telle que

\° v-* ;

alors y. est semi-régulière et il existe une fonction q. sur X telle que

q. soit régulière et que

y! = VO '
ceci pour Issî l.

Comme toute fonction régulière sur X est majorée en valeur absolue par

une fonction polynôme (cf [Gi], lemma 2) il existe d'après le lemme 15. un

entier k tel que, pour l̂ î l, on ait

J (l+Ilyll)^ |q^(Y)| VQ < +œ,
j\

où II II est une norme sur b. Comme on a, pour tout élément Y de X,

.1 1
(^y KY) = E q ^ ( Y ) P^(Y).
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et compte tenu de (41), on voit que la fonction ^ est d-». b-intégrable, et
<f> D/n—

que la formule (39) définit bien une distribution tempérée sur b.

Le fait que la distribution M- — est invariante est évident. De plus,

si la mesure de Lebesgue d , ,» X est multipliée par un scalaire À>0, il en

est de même pour d-,,, b. tandis que le polynôme TC— est multiplié par À ;
B/H— 1

ceci montre que M-, — ne dépend pas des choix de mesures de LebesgueD» *
effectués. Enfin, par transport de structure, il est clair que la distribution

M-, _ ne dépend que de la B-orbite de T. Q.E.D.
D, 1

Remarque. L'utilisation du théorème 2.6 [Chl nous aurait permis de

démontrer la proposition sans faire appel à la notion de forme volume impaire

semi-régulière.

Dans la suite, avec les notations introduites ci-dessus, nous désignerons

par 9- — la transformée de Fourier de ' M- — : c'est une distributionB, r "» i
»

tempérée sur b .

Soit (R,j,R) un groupe presque algébrique réductif. d'algèbre de Lie

r. Si j appartient à car(r) nous noterons J- (resp. J) le sous-groupe de
1K

Cartan de R (resp. R) correspondant, T (resp. A) le sous-groupe compact maxi-

mal de J- (resp. le tore maximal connexe déployé sur IR contenu dans J-), Tw\ "<

(resp. A) l'image inverse par j de T- (resp. le relèvement à R de A-) et

enfin t (resp. a) l'algèbre de Lie de T (resp. A). On a

j = t © û .

On dira que j est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de r si la

dimension de t est maximale. Soit j- une sous-algèbre de Cartan fonda-
0

mentale de r. Comme tout élément elliptique de r est R-conjugué à un

élément de t , l'étude des distributions M- — se ramène à l'étude de
\J K., 1

celles pour lesquelles T appartient à t . Soit T. un élément régulier de

t-. ; on peut, alors, choisir le polynôme TT. égal à TC— et, on pose
0 ^ 0

<o. = û ) .
^0 '0
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II est alors immédiat de voir que. si T est un élément régulier de t . on

a, pour tout élément <p de y(r)

M (y) = (i/2îr) r a L (T) f y(rT) d ri
R.T V 0 R/J ^-IIT^T

Nous voyons donc que les distributions M- — généralisent les distributions
0, 1

invariantes de Harish-Chandra, définies pour les groupes réductifs

(contrairement à ce qui est supposé par Harish-Chandra, le groupe R n*est

pas connexe» mais nous nous ramenons à ce cas dans le § X). Plus précisément,

si T est un élément régulier de r contenu dans une sous-algèbre de Cartan

fondamentale j- , la distribution invariante de Harish-Chandra, M- — , corres-
U K, 1

pondante, est définie par :

M- -W = (i/2n) r [W F1 à L, (T) f y(rT) d ri , Vy e^(r)
R,T R w^L ÎQ JR/J R/J J|r»T

où, pour tout groupe réductif R, W- désigne le groupe de Weyl de R, rela-
K

tivement à une sous-algèbre de Cartan fondamentale, )^ , de son algèbre de
0

Lie ; comme ces sous-algèbres de Cartan sont toutes R-conjugués, les groupes

de Weyl correspondants sont tous isomorphes et leur ordre ne dépend donc pas

du choix de ).. . Comme de plus, un élément régulier de r est contenu dans

un unique élément de car(r). il est clair que, comme le suggère la notation.

M- - ne dépend que de T ; en fait M- _ ne dépend que de la R-orbite de T.
K, 1 K, 1

Si j^ est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de r. Harish-Chandra a

démontré que l'application,

T -̂  "R.T •

définie sur les éléments réguliers de j-. se prolonge de manière unique en

une application continue,

^^°T.
~ •'0de j^ dans ^'(r). et, cette application est telle que, M- - soit la mesure

de Dirac à l'origine (cf [Va] Part 1 ou [Ha]). De plus on voit facilement que.

^0M- _ ne dépend pas du choix de la sous-algèbre de Cartan fondamentale, t- ,
K, 1 U

contenant T ; ainsi, si T est un élément de r, contenu dans une sous-
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-^Oalgèbre de Cartan fondamentale j- , nous noterons M- _ au lieu de Mp — .

Si T est un élément elliptique de r. le groupe. H— = R(T), est un

groupe presque algébrique réductif, dont l'algèbre de Lie admet comme

sous-algèbre de Cartan fondamentale, toute sous-algèbre de Cartan fondamentale

pour r. et contenant T. En utilisant la même méthode que dans la démons-

tration du lemme 4.2 de [Ve-21 on peut établir le résultat suivant :

Lemme 16. Avec les notations ci-dessus, pour tout élément elliptique, T,

de r on a

(44) ÎA^ » ([W l̂/lW,,]) U^ .

D'après Harish-Chandra. les distributions 9 _ (resp. § _) transformées

de Fourier des distributions M- _ (resp. M- -) sont des fonctions mesurables
Iv, 1 K, 1

* »
bornées sur r et analytiques sur l'ouvert r (voir par exemple [Ve-2]).

Avant de procéder à la détermination des distributions 9- - . pour T

élément elliptique de fi, nous aurons besoin d'un certain nombre de résultats

préliminaires.

Lemme 17. Soit (BJ.B) un groupe presque algébrique, d'algèbre de Lie

b, et V un B-module de dimension finie, défini sur R. Alors si T est un

élément semi-simple de b, pour tout élément x de V^ , l'intersection de
w\

B.x avec V-, est une réunion finie de B(T)-orbttes.
v\

Démonstration. D'après un résultat de Borel et Harish-Chandra (cf [Bo-Ha]

Proposition 2.3)» si (BJ,B) est un groupe presque algébrique, et, V est un

B-module défini sur R. toute B-orbite dans V rencontre V-, suivant une

réunion finie de B-orbite. Ainsi, pour démontrer notre lemme, il nous suffira

d'établir que si x appartient à V , l'intersection de B.x avec V est

la réunion d'un nombre fini de B(T)-orbites. Cependant, le lemma 3.1 de

(Ri-31, nous assure que ce résultat est vrai dès que

bç.x n V'1' c bç(T).x ;

or, cette inclusion, est une conséquence immédiate du fait que T est semi-

simple. Q.E.D.



INTÉGRALES ORBITALES SUR g 63

Soient S un facteur réductif de G, et T un élément elliptique de Q,
«

contenu dans s, l'algèbre de Lie de S. Si u est un élément de n . on pose

S = -jseS / s^T € s(u)l .

Alors il est clair que l'application,

s —> S(T)su.

induit une bijection, de l'ensemble des doubles classes

sm '̂̂ u)
*Tsur l'ensemble des S(T)-orbites contenues dans S.u n n . 1 1 résulte donc du

lemme 17, que ç

scr^ "-^(u)

est un ensemble fini, pouvant éventuellement être vide.

Soit } un élément de car(ô) contenu dans s, et, soit W c l/- une

classe d'équivalence pour la relation ~ définie par (35). Nous noterons,

S(W), un représentant de la classe de S^-conjugaison des stabilisateurs,

S(uJ, pour f parcourant W, et nous poserons, pour T comme ci-dessus,

S^ - -js e S / s^T € s(îm.

où s(W) désigne, bien sûr. l'algèbre de Lie de SW.

Remarquons enfin, qu'un élément de Car(G). possède toujours un repré-

sentant contenu dans s. On a alors le

Théorème 1. Soit T un élément elliptique de Q. Alors la distribution
«

9- — est une fonction mesurable bornée sur Q et analytique sur l'ouvert

V. De plus elle satisfait aux conditions suivantes qui la déterminent

entièrement : si S est un facteur réductif de G tel que son algèbre de Lie

s contienne T, et si j est un élément de car(G) contenu dans s, pour

toute classe d'équivalence, W, de V pour la relation ~, et pour tout f

élément de W, on a

(45) 9p-(f) = V © , (t..).GtT ^ sm.o^T ^
.. sm '̂̂ sm
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Démonstration. Il est clair que l'existence d'éléments j de Car(G) et

W de 1/V~ tels que S.y — soit non vide, est équivalente au fait que n—

soit non nul. Il suffit donc de démontrer la proposition dans ce cas.

Nous poserons alors

s^ = sn^ , et, n^ = nn̂  .

si bien que Q— est somme directe de s— et n— . Nous munirons s (resp.

s(T), s— , n_) de la mesure de Lebesgue induite, via l'identification

naturelle

s = ô/n (resp. s(T) = ï)-p/n(T). s = s/s(T). n = n/n(T)),

par la mesure

d^X (resp.d^^X, d^)X, d ,̂x).

Les espaces duaux seront munis des mesures duales, et les groupes de Lie

seront munis des mesures de Haar à gauche, correspondant aux mesures de

Lebesgue considérées sur leurs algèbres de Lie.
«

Pour déterminer 9- — nous devons calculer, pour <p élément de y(Q )

donné. M- —(^ y). Remarquons, dans un premier temps, que pour toute fonction

^. d g-mesurable et positive, ou d g-intégrable, on a
\j/ri—. U/H—

f ^(g) dg = f ïf V»(s expç) dçl ds.
J G/H J S/S(T) ̂  n f

les mesures dç et ds étant déterminées par les conventions rappelées

ci-dessus (ici ds est en fait une mesure S-invariante). Nous pouvons donc

écrire

(46) M (^"V) = (i/Zîr) T [ [\ Q t(<UH) y"^ (s.expÇ.H)]. dçl ds
— » ^ 8 J ^J ^"T 0 J

S/S(T) n 'Heh^

Nous allons d'abord évaluer l'intégrale entre accolades. Comme ï)— est

la somme directe de s(T) et n(T). il existe un nombre fini de fonctions

polynômes sur s (resp. n ) p (resp. q.), l^k^l, éléments de s(s(T)) (resp.

S(ti(T))), les q , l^k^sl. étant homogènes et linéairement indépendantes,

telles que
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"T = ^ ^ \ '
k=l

Le polynôme u satisfait à la relation (38), et, par suite, on a
,1

Q ° ^>T = E a ° ^-r0 ô •
"T T ^ T \1 k=l K K

Comme N est commutatif, les q. . l^fcsi, sont N-invariants. Le groupe G

étant unimodulaire, il est aisé de voir que, pour s élément de S, ç de n

et H de t)— , on a

(47) 9 [u(H^'^ts.exp ç.H)l = £ ô [(*> (H) ^(q S^XH-H.Ç)!,^T- ^ s Pi, - y —1 k=l K

les opérateurs différentiels Q et 9 , Lsk^l. opérant sur la variable H
"T ^

«
de b-p , et q. désignant, pour l^k^l, le polynôme sur Q. défini par

q^(f) = q^(if). Vfeô^ .

Mais. T étant elliptique, il est clair que det (ad T) est un nombre
T

réel strictement positif et, par suite, l'ensemble, ï),*, , des éléments H de

ï) , tels que le nombre det (ad H) soit strictement positif, est un ouverti n^

(en fait réunion de composantes connexes d'un ouvert de Zariski) de ce dernier

contenant T. Si s est un élément de S, H de t)— et k un entier compris

entre 1 et 1, on a

f ^(q s'^KH-H.ç) dç = (det ad, H)~1 f ^(q. s'"\p)(H+ç) dç.
"n 8 K "T ^n Q K

Notons ù)_ la fonction rationnelle partout définie sur b-p par

(<)_(H) = (<>-(H).(det ad H)"1.T T n_
—1 ~ —1Comme, pour tout élément s de S. 3e (q. s <p) appartient à y(Q) on peut

dériver sous le signe somme la première des intégrales ci-dessus, pour

obtenir, s étant un élément de S et k un entier compris entre 1 et 1,
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f ô l^-(H) 3e ^q. S'^KH-H.Ç)!. dç
J Pi, l 0 tv

"T Heb.

= ôp [^(H) J y^(q^ s"\p)(H+ç) dçi ̂  .
k n H€S(T)'

où, d'une part, on a posé

s(T)' = s(T)nb^ .

et d'autre part, la restriction de ï)- à s(1T, se justifie par le fait que

p, appartient à S(s(T)). Maintenant, si "P^ désigne la transformation dek s
»

Fourier partielle inverse par rapport à la variable f de s des fonctions
»

définies sur 9 , il vient

(48) f 9 [û)-(H) y'^q. s'^nH-HÇ)].,. - dç
J,. Pi. T à k H-i
^ ^k H€Ï).

= ô [ù)-(H) f ^^"^(s .H.s .u) q ( u ) duL
Pi. * J »T H-l

K « 1 n c a f T VHescir

- I . ô la)^(H) ^ y ^ y î s . H . s . u ) ] . ^ ^ q ^ ( u ) du .
k H€S(T) '

la dernière égalité étant justifiée par le fait que, T^ (p appartenant à
»

l'espace des fonctions de Schwartz sur sxn , on peut dériver sous le signe

somme. Utilisant (47) et (48) on obtient

(49) [ ô^ l^(H) ^ ^ ( s expÇ.H)! ̂ , dç

"T T H€h^

= J ï E q ^ ( u ) ôp l^(H) ^^(s.H.s.u)!,^^ l du.H=
H€S(T)'n^ ' k=l

Mais, nous pouvons considérer TC— comme une application polynôme, n , de

n- à valeurs dans s(s(T)) et, même, à valeurs dans le sous-espace de s(s(T))
QJ

constitué des éléments de degré inférieur ou égal à d . Dans ces conditions,

après avoir reporté (49) dans (46). on obtient
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(50) M (̂̂  ̂ (^J {J a^ .̂ (H) ^(s.H.s.u)! ̂  dulds.
S/S(T) *T 1 H€8(T)'

les intégrales étant successivement convergentes. Nous allons montrer que

cette intégrale double est, en fait, absolument convergente. Plus précisément

nous allons voir que l'application

(51) ^ -" J {J l^iu^T^ ^•"•^ H=T l^3

S/S(T) n Hes^"
«

ontinue sur ^(sxn ). Considéronsest une semi-norme continue sur y{sxn ). Considérons

Z = {(X.u) e sxn*/ X e S.T et X.u = 0= m.u) e sxn*/ X e S.T et X.u = o[.

Alors, Z est réunion d'un certain nombre de composantes connexes d'une
»

sous-variété affine fermée de sxn , et c'est même un fibre vectoriel

au-dessus de X = S.T.

Etendons la fonction polynôme

H —> det ad H ,
"T

définie sur s(T), en une fonction polynôme o" définie sur s à l'aide de

la formule

(<)_(H+X) == det ad H, pour H€S(T), et, Xes .

Alors la fraction rationnelle u— s'étend, en posant

^T = ^"T1 '

en une fraction rationnelle, partout définie sur l'ouvert de s,

s'= s(T)' + s .

De plus il existe un entier naturel, m, et un opérateur différentiel, A— , à
«

coefficients polynomiaux sur sxn , tels que, pour toute fonction 0, élément

de y(sxn ), on ait,

Q (t^(X') ^(X'.u)] ^.^ = ^"""(X) A-0(X.u), VX€8'. Vu€n*.
^(iu) ,̂

II est immédiat de vérifier que A— satisfait à la relation

s.A- = (det Ad „ s) A- = (det Ad s) A- , VS€S(T).T ô/*)^ T n T
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Par suite il existe des opérateurs différentiels, P ,..., P . à coefficients
»

polynomiaux sur sxn , et, des fonctions régulières sur S, a ..... a , qui

satisfont à la relation

a.(s<r) = det Ad (T a.(s), VseS. V(T€S(T). l^t,
J "'p J

tels que l'on ait
t

s.A^ == £ a (s) P . VseS.

J-l «
Ainsi, si ^ appartient à y(sxn ), on a, pour s élément de S, et, u

de n ,

,-m 1-
ô^ (i^T^ ^(S'H»SU)1 H=T s= (det ad T)~m E a•(s) P•^S•T'S•U)•

T H€S(T)' T j=l

et, par suite, on a la majoration

(52) f { f \ô [u-m ^(s.H.s.u)l. |dulds
•'S/SCT)1^^ ̂  |SI(T)' ;

^ (det ad , Tf"1 E f Tf |P.0(s.T,s.u)|dul[a.(s)|ds.
T J'-l • ' ^ • T J ) J

^ Tf"1 E l - 1 1 |P,0(s.T,s.u)|dul[a(s)
"'r j-i J ^J »T J 1 J

' J"1 S/S(T) n 1

Cependant comme, pour <r appartenant à s(T), on a
«

det Ad o- = det Ad ^-<r,
T n

il existe, pour 1-^j^t. une densité semi-régulière y. sur Z telle que
*T

y.(sXA.. .AsX , SUA.. .ASU ) = |a.(s)|, VseS, Vuen ,

»T
où X . . . . . . X (resp. u ,..., u ) est une base de s/s(T) (resp. n ) uni-

volumique pour la mesure de Lebesgue sur cet espace, choisie comme indiqué

plus haut. On montre alors facilement, que, pour toute fonction -n, définie

sur Z, on a

f m, = f ïf Tï(s.T.s.u) dul|a.(s)[ds .
•'Z J •'s/sm^ »T ) J

n
Utilisant le lemme 15 comme nous l'avons fait dans la démonstration de la

proposition 3 on montre qu'il existe un entier naturel k. tel que pour

l:sj:î;t, on ait
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f {f (1 + iKs.T.s.uîlD'^dulla.îsîIds < +œ,
•'s/sm^ »T ) J

ti
4

où II II désigne une norme sur sxn . En utilisant la majoration (52) on voit
»

alors que l'application (51) définit bien une semi-norme continue sur ^(sxn )

comme annoncé.

Comme nous avons supposé n— non nul, V est un ouvert affine non vide
*T Tde n . Soient u un élément de V , et f une forme linéaire appartenant à

l/^ telle que

p(f) = u

(il est facile de vérifier qu'une telle forme linéaire existe). Il résulte de

ce que K-. est non dégénérée, que l'application

(X,Y) ——> <u. (X.Y]>

induit une dualité, s(u)(T)-invariante. entre s n u — / $ ( u ) n u et
«L> 1 (U 1

n n u . Nous voyons donc. que les espaces s.., n u^8_(u) n u et n_ n u_
IL 1 IL 1 (L 1 (L 1

ont la même dimension, que nous noterons d ; comme, de plus

s^(u) n u; = u^ ,̂ .

il vient

(53) ^ ° ̂ .T + .̂T •

On déduit aussi de l'existence de la dualité s(u)(T)-invariante ci-dessus

que. pour tout élément H de s(u)(T), on a
d

det ad ^ ^H = (-1) n' det ad _H .
s nu^'8 (u)nu Cnu—

et, en tenant compte de ce que u est la somme directe de s n u et
1 <L> 1

n. n u_ , il vient
(L 1

u (H) = (-1) "'T det ad H det ad H. VH € s(u)(T),
• Sç(u)nu^. "T

égalité que l'on peut réécrire sous la forme :
2d

(54) ^(H) = i n' <^ (̂H). VH€ s(u)(T) = ̂ ^.

Soit.

V" yU y
^V. » • • • > A j , , A , , » • • • » A , ,

' ^n.T "T^n.T^ ^
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une base de u telle que

(55) (i) le polynôme n satisfasse à la relation (36) relativement à

elle ;

(55) (il) X, . .....,X, , soit une base de n- n u .̂ satisfaisant à la
^n.T^ ^ c T

relation

\^\-^r-'\ ' V^r-Vl = 1 -
où TÏ désigne une forme volume sur n y induisant la mesure de Lebesgue

"T T

considérée ;

(55) (iii) X" ,..., X^ ^ . soit une base de "^(u) T pour

n,T T n,T
laquelle le polynôme n . . — satisfasse à la relation (36) ;

(55) (iv) X " . . . , X11 . , soit une base de s.-, n u 4 , .1 d^-d^ C T

Dans ces conditions, avec les notations intervenant dans (36), pour toute
«

forme linéaire, f sur b » telle que p(f) = u, on a

^ * B^ 0

Aï ° °

^TB, . «r, W^^^

(56) C^ = «u. IXi.Xjl»^^
n,T

^-"n.T'̂ J^T

De ceci il résulte facilement que

n,T(57) TC (iu) = i • n (u) nn.T^ s(u).T •

où on a posé

(58) 7t (u) = |det C^|2.

Reportant (57) et (54) dans la formule (50) on obtient
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(59) Mç^(ï^) = (Ziri'̂ J { J l181"^
S/S(T) l̂

x \ , , '^(uLT'1" ^(s.H.s.u)) ̂  n (̂u)dulds.

• "^.(uLT

Si u appartient à 7, on note ifi la restriction à SxV de l'appli-

cation de SxV dans V définissant l'action de S dans V ; de même, on

note ^— la restriction de cette dernière à SxV . Il résulte de la propo-

sition 2(ii) que, pour tout élément u de V, ^ est une submersion, et que

l'image de ^ est un ouvert V , ensemble des éléments v de V tels que

S(v) soit S-conjugué à S(u) ; il est clair que deux tels ouverts sont soit

égaux soit disjoints et, par suite, chaque ouvert V est réunion de cer-

taines composantes connexes de V. Nous voyons donc que ^— est une submersion,

dont l'image, V— , est réunion des ouverts V , pour u parcourant V .

Ainsi V— est un ouvert S-stable, réunion de composantes connexes de V, et.

d'après la proposition 2(1) et le lemme 11, V-VS est une variété quotient. En

fait, 1—/S est l'ensemble des S-orbites dans V qui rencontrent V et

l'application,

u ——> S.u,

induit une submersion, p , de V sur V-VS. D'après le lemme 17, pour toute

orbite 0 appartenant à l^p/S. 0 n V est une réunion finie de S(T)-orbites ;

nous noterons [S2]— leur ensemble.

Avant d'aller plus loin dans la démonstration du théorème nous allons

établir un certain nombre de faits concernant la désintégration de mesures sur

une variété, mesures associées à une forme volume impaire. Soient donc X et

Y deux variétés différentiables, p une submersion de X sur Y, et, y y et
X

y., des formes volumes impaires, sur X et Y respectivement. Si y appar-

tient à Y. il existe une unique forme volume impaire sur la fibre p~ (y),

notée y , telle que, si x est un élément de p~ (y) et, si
P (y)

X. ,.... X est une base de T (X) choisie de façon que ses p premiers

vecteurs constituent une base de T (p (y)), on ait
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y^A...AX^) = y^(X^...AXp) y^dp^Xp^A.-.Adp^)).

Alors, la forme volume impaire y s'appelle le quotient de la forme
P (y)

volume impaire y.. par la forme volume impaire y^ le long de la fibre

p (y). Dans ces conditions, si ^ est une fonction dp. -mesurable et posi-
^

tive (resp. du -intégrable) définie sur X,
°X

(0 pour presque tout élément y de Y, la restriction de ^ à p~ (y)

est du -mesurable (resp. -intégrable).

V^y)
(ii) la fonction

y —> J V»(x) dUy (x)

p-^y) p"1^

est du -mesurable (resp. -intégrable),
yy

(iii) et on a

(60) f ^(x) du (x) = f {f ^(x) du (x)ldu (y).
J y "Y J u y i i YV

V p-l(y) P-^)

^TNotons y „,— , la forme volume impaire sur n , y définissant la mesure
n

de Lebesgue choisie, et choisissons une forme volume impaire y sur V/S.

Alors, pour toute orbite 0 de Ï-/S, nous notons y^ la forme volume
T T~^impaire quotient le long de iï n V = p (îî) de y ,_ par y. Il est aisé de

n
vérifier que, pour tout élément s de S(T), on a

s.y^ = |det Ad ̂  s\~\^ .
11

Enfin si u appartient à V , on a

|det Ad ^ s[ =1. VseHg^^ .
n *

En effet, comme l'application,

(X,Y) ——> <u, [X.Y]>,

induit une dualité H , . -invariante, entre s-p/s-p ^ s(u) et n , et comme
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l'action de S et, donc. celle de H , . sur n est unimodulaire, il nous

suffit de montrer que F on a

1^ ^ystu)3! = 1- ^"Stul.T •

or 8/s(u) est la somme directe de s-p/Sy ^ s(u) et de s(T)/b ^ ^ et. les

groupes S(T). S(u) et H g , . ^ étant réductifs. il est clair que l'action

de H - / , sur ces espaces quotients est unimodulaire, ce qui montre notre

assertion.

Il résulte de ce qui précède que, si u appartient a V , il existe une

unique mesure de Lebesgue sur b g / ^ telle que. ft (resp. S2') désignant la

S-orbite (resp. S(T)-orbite) de u. on ait, pour toute fonction </»

dp, -intégrable sur 0*,
'n

(61) J ^ dp ^ = f ^(su)|det Ad*» s|ds ;

"' y" ^^S^.T

c'est cette mesure de Lebesgue que nous supposerons désormais choisie sur

ï ) g , v ̂  , u e V . Pour toute S(T)-orbite n' contenue dans V^, on choisit un

élément u .̂ de 0'. Alors pour 0 élément de Ï-_/S et, pour \t» fonction

dp —intégrable sur Çï r\ V . on a

^

(62) [ 0 dp - ) r ^(su )|det Ad*» s[ds .
nr»V y / ^ J M

yn ^(C^ ^^^(u^J.T

Maintenant, si <r est un élément de S(T). compte tenu de (54) et (57),

et, du fait que, d'une part on a
« i

Tt—o Ad (T = |det Ad <r| 71— ,T ' ÔT T

et que d'autre part, l'action de S(T) dans s et n étant unimodulaire,

on a

|det Ad <r[ = [det Ad*» (r[
^T n l

il vient
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(63) \(<ru) T^5^'^0 ^s1^3-" '5^^1 H=T
^^((TU)

S ( ( T U ) , T

1 "^-(i^u)1^0 ^(s.H.scr.u)] ̂
H € S ( T ) '

= i "'^det Ad <r |~ 1 ô^ ^^[(^(o-H) ^^(sŒ.H.so'.u)!.^,
^ • "T1

Hes(T) '

, (H) y^- y ( s ( r . H , s < r . u ) ]
^(uî .T1^1 1 1^ H=T

H€b s ( u ) . T

x ïi (u) |det Ad » <r|~ .
* ti

ceci pour tout s élément de S et u de 7 . Utilisant alors (60), (62),

et (63), nous pouvons écrire la formule (59) comme suit

(64) Mç^y)

s(u^,),T'̂ 1 J { Z { J(2n)

S/S(T) V^S ^^ S(T)/H,(^)^

x ^ , , l",(u-. i.T'"' ^(^•H.s.r.u^)] ̂  d l̂
"' ' H e f ) , ,-»(u^,),T

r1}^/""n.T^Q-1 d"/")^ •

Compte tenu du fait que l'intégrale double apparaissant dans la formule

(50) est, nous l'avons vu, absolument convergente, il en est de même de

Fintégrable triple ci-dessus. Par suite, nous pouvons, dans la formule (64),

permuter entre elles les intégrations portant sur S/S(T) et 1—/S. Comme, de

plus, pour toute fonction ^ ds-mesurable sur S/H , v , on a
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0(s) ds
'S/H.S(u),T ^S/SfuA ^ îS/S(u)^ •^(uî/H

0(s<r) do* [ ds

S(u),T

= f { f 0(s<r) d<r } ds.
•^/Sm^ •^sm/H-. . _ J^S/S(T)^S(T)/H^^^

toutes ces intégrales étant absolument, convergentes dès que l^une d'entre

elles l'est, on obtient

,-1 >
(65) "G.T'V y'

(2n) ^T J { Z
^T78 ^[ni,

»("n.).T

"n.T1^1 J
S/HS(U^,).T

-1
«(u-.l.T1"'^,^-"-5-^-"s(u-.),T ""n"' H=T

Hebs(u^,),T

dsl.dHy(n),

et aussi, pour u appartenant à V ,

H--1

^ , .-^(uî/r^^s^^^lH^T
s l u / '1 "Heb

(66)

S/H,S(u),T

ds

s(u),T

-J { J
S/S(u) S(u)/HS ( u ) . T

Q^ [^r..îT (H ) e p ^ 1 y(s<r.H,s.u)]
"s tu î .T S(ULT 8 H=T

Heï)

irids.d(r^ds

s(u).T

L'orthogonal de 9(u) dans s , noté s(u) , s'identifiant naturellement

à l'espace dual de s/s(u), est muni, comme nous en avons convenu, de la

mesure duale de la mesure de Lebesgue de ce dernier. Dans ces conditions on a,

pour s appartenant à S, (T à S(u), et H à h / ^ >rsiu}, 1
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^^(so-.H.s.u) = f y(f+g+s.u) e^" '̂ ̂ '^ df dg.5 J » i
s(u) xs(u)

= f ^(sœ.f+s.g+s.u) e1^' H> df dg.
J » JL

s(u) xs(u)
« i

car, d'une part, S agit unimodulairement sur s et, d'autre part. s(u)

est stable par S(u), l'action de celui-ci sur celui-là étant unimodulaire.

Nous voyons donc apparaître dans l'intégrale entre accolade figurant au second

membre de la formule (66), l'intégrale orbitale M-, . — pour le groupe
o\Uj, 1

S(u). Compte tenu des résultats de Harish-Chandra sur les groupes réductifs

que nous avons rappelés après l'énoncé du lemme 16. le second membre de (66)

s'écrit

(^) d^ J {J ^ ^(s(f.g.u)) e^^(f) df dgids
S/S(u) s(u) x s ( u )

et, en reportant ceci dans (65), on obtient

-i -^f r y ^J.T(67) M^(^)=(2n) ^ ^ ^ (2K) " "n.^V5

v^/s n'€in]^

x I { J^î^V)) e^ (f ) d f } d s }d^).
S/S(u^,) s " U ^ ^

les intégrales n'étant» a priori, que successivement convergentes.

Nous allons maintenant montrer que l'intégrale triple ci-dessus est bien

absolument convergente. C'est une conséquence des résultats de Harish-Chandra

(voir les lemmes 29 et relations (173) et (174) du § X de ce travail), et du

fait qu'il n'y a qu'un nombre fini de classes de conjugaison, sous S, de

groupes de stabilisateurs S(u), u parcourant V , que les expressions,

9-/ v T^I f ^* sont uniformément bornées pour u appartenant à V , et f
«

à s . Ainsi, pour montrer la convergence absolue de l'intégrale triple

ci-dessus, il nous suffit de montrer que l'intégrale (d'après (53), d , v

ne dépend pas de l'élément u de V ) :
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(68) J { Z "nA' L {Jj<p(s(f^,))l<«f}ds}d^re)
Y15 n-einL. "' *

est finie. Or cette dernière s'écrit

(69) 1 { Z ̂ V ̂  ̂ (s.̂ )ds)d^),
Y8 n'etni^ "'

où on a posé

^ (u) sis f »|y(f+u)|df, Vuen*.
<p '3

•
On remarque que, puisque <p appartient à ^(fi ), la fonction \ff est inté-

«
grable sur n .

Maintenant si tî est un élément de WS, on note y- la forme volume

impaire quotient, le long de t2, de la forme volume impaire y , . définissant
n

«
la mesure de Lebesgue sur n , par y. On vérifie aisément que, si u appar-

tient à n, il existe un nombre A strictement positif tel que, pour toute

fonction ^ dp. -mesurable et positive, ou dp. -intégrable, sur 0, on ait
^ ^0

(70) f ^ dp. = \ f V»(s.u) ds .
"n ^n u ^s/stu)

Nous allons déterminer les scalaires À lorsque u appartient à Qr\V .

Pour cela, on note y (resp. y ) la forme volume impaire définissant la

mesure invariante ds sur S/S(u) (resp. S(T)/Hç/ . -). Soit Y .....Y une

base de s/s(u) univolumique pour la mesure de Lebesgue, telle que

Y. ,..., Y soit une base de s(T)/b , . — , univolumique pour la mesure de

Lebesgue et que Y , , . . . , Y soient des éléments de S—/3-, n s(u). Alors,p+l q 1 1
Y .u..... Y .u (resp. Y .u,..., Y .u). est une base de T (0) (resp. T ( C W ) )

et on a par définition de À ,

\ = ̂ r" ^-^ \•u)'
et comme conséquence de (61)

(71) 1 = y^Y u A...A Y .u).
«

Maintenant complétons Y .u,...,Y .u en une base de n , univolumique pour
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y » , à l'aide de vecteurs u ,...,u que l'on peut choisir dans n
il *

puisque,

*T *s.u + n = n ,

comme il résulte de la proposition 2(ii) et du fait que n est inclus
*Tdans n . Si p désigne la projection de V sur V/S, on a

y « ( Y . . U A . . . A Y . U A u , A . . . A U )„ i q q+1 r

= y^.u A . . . A Y^.u) y(dp^(u^) A...A dp^))

= À^ y(dp^(u^) A . . . A dp^ (u^) )

et aussi, si y . désigne la forme volume impaire définissant la mesure de
n(T)

4t
Lebesgue sur l'orthogonal de n(T) dans n ,

y » ( Y , . u A . . . A Y .u A u , A . . . A U )
„ 1 q q-H r

= V^^.UA...A Y p . U A U^ A.. .AU^,)y^^(Yp^.UA.. .A YqU)

= y^Y^.u A . . . A Yp.u) y^^(Y^.UA...A Y^.u) y(dp^(u^) A . . . A dp;(u)).

T *Comme p est la restriction a n de p, on a, pour q+issj^r,

dp^(u^) = dp^(u^).

et, par suite, compte tenu de (71), on obtient

\ = y i^ -.r11 ^-^ Y •u ï*u n(T)1 p+l ^
que nous préférons réécrire, puisque

q-p = dim s-p/s-p ^ s(u) = dim n _ = 2d ,

sous la forme :

\. =î y ^Y^r11 A"^ Y 4.̂  -u)-u n(T) P^ P^ .̂T

Soit Z. ,..., Z-. , une base de n univolumique pour la mesure de
n.T

Lebesgue sur n^. ; alors (I/ZTTÎZ^ ..... (l/2Tt)Z , est la base duale
n,T

» j_
d'une base univolumique de n = n(T) , si bien que l'on a :
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-2d
^=(2n) "•^«Y^.u.Z^^^I

= (21t) 2dn>TI<let (<u- 'Vr2,1»^,^ ^1

Maintenant rappelons-nous la base,

xï "" ̂ .T > S^n.T-1 ••" ^T •
de u^ , satisfaisant aux conditions (55)(î) à (iv). et ayant servi à calculer

TLj,. Pour hsj^-d^ , notons X^ . l'image de X" par la projection cano-

nique de s ,̂ ^ sur 9 .̂ ç/s^u) n s . Alors.

X" X" y11 Y11

(resp- \-^ - \f \-^ - V
est une base de ^^^ ^ s ,̂̂  (resp. n^ ^). et le déterminant du système

de vecteurs. Yp^ ..... Yp^ (resp. Z^ ..... Z^ ). relativement à cette
î^T n.T

base. est de module 1. Compte tenu de ces remarques et des formules (56) et

(58) définissant w (u) on obtient

-2d
(72) A^ = (2n) n>T ̂  ̂ (u).

Si u et v sont deux éléments de ^T. tels que S(u) et S(v) soient

S-conjugués, il est immédiat de voir que les ensembles de doubles classes
S ^ '

SCD^ ' /S(u) et SCD^ * /S(vr sont "^^G116"16"! en bijection ; par

suite, les ensembles [S.ulj. et (S.vl^ ont même cardinal. Comme l'ensemble

des classes de conjugaison sous S des sous-groupes S(u), u parcourant V,

sont en nombre fini, on voit qu'il existe un entier M tel que

[IQ]^] ^ M, Vîîe^ /S.

De tout ceci, résulte que l'on peut majorer l'intégrale (69), par
-2d

(27l) • " • M ^ (u) du,
J » <P
n

qui est clairement un nombre fini. Ainsi nous avons démontré la convergence

absolue de l'intégrale triple de la formule (67).
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Soit ) un élément de car(â) contenu dans s. Nous munissons s (resp.

s. , n j de la mesure de Lebesgue induite, via l'identification naturelle

s^ = ï)-/n^ (resp. s. = s/s^, n. = n/n^),

par la mesure

d .X (resp. d .X, d .X).
h./^ s/s^ n/ti^

»j
et, nous notons, y ». , la forme volume impaire, définissant sur n ' la

n J

mesure de Lebesgue choisie.

L'application,
u ——> S.u,

induit une submersion, notée p^, de V1 sur la variété quotient V./S, comme

il résulte facilement du lemme 12. Alors, pour tout îî appartenant à V./S,

nous notons y^ la forme volume impaire quotient, le long de
.-1

!î r\ Vî = pî (Sî), de y ». par y. Si tî est un élément de V./S, on sait
n ; ^

que R n V est une Nç,(j)-orbite et. par suite, est une réunion finie de

S -orbites, dont on note [01. l'ensemble. Alors, de la même façon que l'on a

établi (61) et (62), on montre que si u appartient à V^ il existe une

unique mesure de Lebesgue sur ï) , . . = j telle que. n (resp. Sî') désignant

la S-orbite (resp. S -orbite) de u, on ait, pour toute fonction ^» d^i .-

^
intégrable sur ft',

(73) f ^ d^ . = F 0(s.u)[det Ad*». s|ds.
- y^ - n ^
"' " <^/H

s ̂ (UÏJ

Si, pour toute S-orbite 0' contenue dans V \ on choisit un élément u-, de

îî'. alors, pour tout élément tî de V./S et pour toute fonction ^, dp. .-
y
^

intégrable sur O n l^ , on a

(74) f ^ d/i . = V f 0(s.u )|det Ad*». s|ds.
r1 ^ S^/H " }

p1 (n) " n'eini. "'"sîu^.).]

Nous avons vu précédemment que l'entier dim n. est pair ; nous le
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notons 2d , . Alors si u est un élément de V\ on choisit une base,

X" X" Y" Y0 7 7x! • • • • ' "2d ; • 'l • • • • ' ^d , • z! ••- ^d . •n») s(u),J n,j
de Q, , univolumique pour la forme volume T}. , telle que Z ,..., Z

"J
(resp. Y ,..., Y . ) soit une base de n. (resp. s. n s(u) == s(u)/t)

5(u),j J ^

univolumique par rapport à la mesure de Lebesgue d .X (resp. d .X).
n/n^ sluj/J

Alors, si f est une forme linéaire sur ï)- telle que p(f) soit égale à u,

en exprimant la matrice de K.. dans la base de Q. que nous venons de

choisir, on voit que

(75) "j10 = ^(u),/^' "n./"'
avec

n^(u) = det «u. ̂ >\^^ .

le pfaffien u^ ( f . ) de ^(y) f étant calculé relativement à la

forme volume sur s. n s(u) prenant la valeur 1 sur la base

Y" Y ui.,..., i _ .
1 ^(uîj

De la même façon que nous avons établi la formule (72), on peut montrer

que, pour u appartenant à V}\ le nombre À déterminé par la relation (70)

est donné par

-2d .
(76) \ = (2ïi) "^ITC .(u)|,u • n,j '

d'où il résulte que. si u appartient à VT n Vî ,on a
2(d -d )

(77) ^^(u) = (2n) ntl nl) \n^ .(u)[.

Maintenant, en utilisant le lemme 3 (v) formule (15)' pour les groupes

S(u) et pour la distribution 6 , . lorsque u parcourt V , et compte

tenu de (53), on réécrit (67) sous la forme :
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1 F f V- Y- -^(u^J-^nJ _,
(78) M^^)^ { ^ ^ (2.) (W^)^]

IT/S "'^"'T ,.Car(S(^,))

x IVj'V'l L.. J ^ ystf.g^,))
•""Stu^,),) s(u^,) x j

^S^.),-^"1,^.).,^2 dfdgds}^).

Soit Car—(G) le sous-ensemble de Car(G) constitué des éléments véri-

fiant une des conditions équivalentes suivantes

(79)(i) il existe W appartenant à T^/- tel que S-y. soit non vide,

(79) (ii) il existe u appartenant à V tel que j soit S-conjugué à

un élément de car(s(u)).

Il est clair que nous pouvons choisir les éléments de Car—(G) de telle

sorte qu'ils soient contenus dans s.

Si j appartient à car(fi) et est contenu dans s et si u est un

élément de V^ on pose

^.u = {ses / s-1 c s u)} •

et on désigne par Car.(S(u)) le sous-ensemble des éléments de Car(S(u))

S-conjugués à j. Alors Car.(s(u)) est non vide, si et seulement si S.

l'est ; plus précisément l'application

s ——> s.j

induit une bijection de l'ensemble des doubles classes, -, A J»11/^ i ' \ » sur

Car.(S(u)) et, de plus, elle induit une surjection de , A ),u/ j sur

Car.(S(u)), dont la fibre au-dessus de s.j, pour s appartenant à S.

s'identifie naturellement à l'espace homogène W./W _ . D'autre part
) Sis u) ,J

l'application

s ——> S^.su,

induit une bijection de , A ),u/ j sur l'ensemble des S -orbites contenues
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dans S.u n V 1 , si bien que S. est non vide. si et seulement si u est

un élément de V. . Enfin, si u appartient à V, Car(s(u)) est la réunion

disjointe des Car^(s(u)). pour j parcourant Car(G), tandis que V est la

réunion disjointe des V. pour j parcourant Car (G).

D'après le corollaire du lemme 6, si j appartient à Car(â) et u à

V ) on a :

d = d / , . + 4d . .ô s(u).j n,j

En utilisant les notations que nous venons d'introduire, et cette dernière

relation, il vient

(80) M (y~1^)

- Z ——^.v-j { ^ z-2(d,-d^ ,)

jeCar^(G) v'/s n'ein]^. g

<re S(u^. ̂  ̂ '""'̂

«"n.T,'^-1!!^ J ^ ^(s(f.g^,))
S(u^, ),<rj s(Uo' ^ xo'i

x ^(u^l.T^Î "s^L^2 df ^ ds } d^-

Cependant si j appartient à car(fi), u à ^J. et g à s^ l'application.

Z —> expZ.(g+u) - (g+u),

induit un isomorphisme linéaire de n. sur s(u) n s. dont le jacobien est,

on le vérifie sans peine,

(2"' "'^nj^l-
Alors, compte tenu de (75), la formule (80) devient
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. -2d r—i . p
(81) Mç ̂  y) = (2ît) 8 ^ ^j1 J

jeCar^(G) ^j^

{^ z ^
^s^)^'^^

J ^^(s expZ.(f^.)) e^^^(f^)

"o-j x s(rj

x TC .(f+u J2 dZ df ds l dn (SI) .<r j »< j y

Maintenant soient j appartenant à car(ô), u à V. et <r à S^

Alors le théorème de changement de variable permet d'écrire

(82) [ [ y(s expZ.(f+u)) 9 / . ( f ^ . . ) îi^.(f+u)2 dZ df ds

^"SdiLŒJ n^-xs^*

= ô(<r ) [ f y(s expZ. (f+or'^u))
JS/H -1 , . n.xs^S(<r u)j )

^Sîuî.^^lcrj^j^0'"1^2 dzdr dst

avec,

ô(<r) = det (Ad<r : n . ——> n . ) det (Ad <r : s^—> 3°'^ )
î ( r }

x det (Ad<r : s/j ——> s/(rj) TI .((rf+u) Tr.(f+<r~ u)~ .

j»
Mais on a, pour tout élément f de s' ,

n .(o-f+u)2 n.îf+^u)"2 = det (Ad(r~1 : 5 . ——> ô.)2.

et aussi,

det (Ad*<r : ^*——> s0'^) = det (Ado"1 : s^——> s^.
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det (Ad<r : n, —> n .) det (Ad<r : s/J —> s/<rj)

= det (Ad<r : Q. —> fi .) det (Ado* : s^/J —> s^/o-j).

det (Ado~1 : a —> à.) = det (Ad<r : s^—> s^) det (Adœ : n^ —> n^).

D'où l'on tire les égalités :

ô(<r) = det (Ad(r : s^/j —> s^/o-j) det (Ad<r : n^ ——> n0'^)

= det (Ad<r : s^/) —> s^/o-j) det (Ado1*"1 : n*^ —> n*^).

Si j appartient à car(fi), et u à V}\ on notera y", la forme
^/J

volume impaire sur s^/j induisant sur S)/H<,/ ^ . la mesure invariante

satisfaisant à la relation (73). Pour achever le calcul de ô((r), nous

considérons une base X, , . . . , X , de s^/j univolumique pour y°\ u et
p 3 Î / )

nous choisissons des vecteurs, u ,,..., u , de n ^ complétantp+1 q
- 1 - 1 *jX .<r u ,.... X .<r u en une base de n ' univolumique pour y ». . Nous

avons alors :

det(Ad^ : n^ —> n*^) = y ((r(X^<^~ lu)A.. .A(^(X .(r^u) A (TU A . . . A ( T U )

ï:î y «y.^^l^11 A . . . A (<TX ) .U A (TU A . ..A (TU ) ;

tandis que, par définition de y" . , on a
s^/o-j

(83) y „ j ((<rX. ).u A. . .A (<rX ).u A <ru A. . .A <ru )

= \^^^xl ^'^ <^XP) y(dp"j(<^Vl) ^'^ ^^"q^

= det(Ad<r r s ^ / j —> s^/o-j) yCdp^^o-u ^ J A . . . A dp^^o-u )).

Mais les applications p1 et p(^) étant les restrictions respectives de

la projection p à V 1 et V ), laquelle est invariante par <r, on voit que

y(dp^(<ru ) A...A dp^(<ru )) = yCdp^^ (u ) A...A dp^ (u )).
( T U * ( T U 4
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-i *iAlors que la relation (83). écrite au point <r u de n ' et pour la base,

X,.(T~ u,..., X .a" u, u , ,..., u , montre que1 P ' p+1 ' ' q '

yCdp^ (u ) A...A dp^ (u )) = 1.
<r u • < r u *

De tout ceci résulte que

0(<r) = 1.

Enfin, toujours sous les mêmes hypothèses, il est clair, par transport de
41

structure, que, pour tout élément f de j , on a

®S(u) T^0 = 9 -1 ( f)-SIU/>1 S((T \J).T

Alors, reportant (82) dans (81), on obtient

-2d r- .
(84) Mç ^(y~\>) = (2n) s ^ tWJ"1

jeCar—(G)

LJ z z J- -,'j'0 n'eltîl S(<r 'u ),j
^Sîu^.^ ^u^^

f y(s expZ. (f+cr"^-. ) ) 9 , _, (f,.)
'n^s^ S^.Ï.^T N

x îi. (f+o-"^ , )2 dZ df ds ^ dp. (0) .

Soient j appartenant à Car—(G), et îî à V ./S . Pour tout couple

d'orbites (î2',Si") dans lîîl— x [01. . choisissons un élément <r , „ de S
tel que

^.sr^ -V •

Alors, pour ft* appartenant à tî2l— (resp. îî" appartenant à [0].) fixée,

l'ensemble des 0- , „ , n" parcourant [Q]. (resp. (T . „ . n* parcourant
o •

[î2]—) constitue un système de représentants de \ îî*/ . (resp.
g ^ sl

, A îî"' / , J. A l'aide de ces remarques on transforme la relation (84)
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en

-2d -̂,
(85) M ( ^ ' y ) = (2ît) ô ) [W.r 1

J€Car^(G)

J { î E J , { I ilys .̂î  ^ s/s^ s^^

^sm^-^s^..)

f y(sT expZ.(f+u .)) 9 ( f . . )
n.^ Sîu^J.^T 1 ^

x n. (f+u ,.)2 dZ df di ^ ds dji (R) .

Un simple changement de variables dans l'intégrale portant sur n. x s^

montre que l'on a

(86) M (y"^) = (2n) â Y [ W . l '"1 f
' s Z—i ' J i^ /ç

J€Car^(G) r )

{ Z Z J , { I ,
""6ls2]j s s/s '^Stu^,,

^ scr^ """'^stu^,,)

•j f v(s expZ.(f+ïu „ ) ) 9 , ( f , , )
" n . ^ ' Stu^J.^T I'

x Hjtf+TU^,.)2 dZ df [• |det Ad*.,T| d-r ^ ds 1. d(i (t2).

En permutant les intégrations portant sur V./S et S/S1, en tenant compte de

(74) et de (60), relativement à la submersion p^ de V^ sur l^./S, et en

remarquant que, par transport de structure, on a la relation,
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^(U).- '̂ = ^(TUÏ.T'"- VTesj- ^i*- VT^

on obtient

i ~"2d ^-—» . p
(87) "G.-r^a^' (2"' h 'V J •

jeCar (G) S/S^xn,

y(s expZ.(f+u))ï Y Q ï ( r \ ï } }
»» »» l Z- S(u).<r T ^ ^

s- xn'
( J

<r€ SCD^'^SÎU)

x Tt.(f+u)2 df dul dZ ds = (Zîc) â V IWJ"1 f {f y>(g.f)
J J Z-̂ . ^ •'G/H v •

jeCar^(G) -"j ï)^

{ Y © i ^ l , ) } Tt.(n2 df \ dà.
l ^ S(u.).(^~ lT 1 ^ J j JStu^o^T l ^ J j

(r€ SÎT)^ u f t ' 'Stu^î

II nous faut cependant justifier la permutation des intégrations portant sur

V./S et S/S^ et, pour cela, il nous suffit de montrer que l'intégrale appa-

raissant dans (86) est absolument convergente. En utilisant les mêmes remar-

ques que celle ayant permis d'établir la convergence absolue de l'intégrale

apparaissant dans (67). on voit que l'intégrale (86), dans laquelle l'inté-

grande est remplacée par sa valeur absolue, est majorée par la même intégrale,

où on a supprimé la sommation indexée par

S(T)^ "'" (̂u .̂.),

et, où on a remplacé l'intégrande par

M|y(s expZ.(f+TU ,.)| Tr.(f+TU ,.)2 |det Ad*.,T|.
f n7

M étant un réel positif. Alors les calculs ayant conduit de (86) à (87)

montrent que l'intégrale (86), où on a remplacé l'intégrande par son module,

est majorée par
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(2n) ô M V [W;f1 f ïf |y(g.f)| In^n^dfidg
z- J "G/H. ^ J * ) ï

J€Car^(G) } t ) )

= M V f |y(f) |df s M f , |y(f) |df
L- Jy. ^

jeCar^(G) J

d'où notre assertion.

Soit j un élément de Car—(G), et considérons la fonction 6. défi-

nie sur V. par

V" ° Z ^(u .̂o-^T ^l,'-

^ S(T)^ "̂ Stu,,)

Nous allons d'abord voir que 9. — est une fonction H'.-invariante sur

V1. Remarquons d'abord que, si n appartient à N^, et, si f est un élément

de V\ alors

^.f^f et nr\) ^IJ '

ce qui montre que 6. est N^-invariante. Par suite il nous suffit de

montrer que 9. — est N-())-invariante, mais cela se démontre facilement par

des arguments du type "transport de structure" : les détails sont laissés au

lecteur.

De plus, si f et f sont des éléments de V ayant même restriction

à j et tels que S(uJ et S(u..,) soient S^-conjugués, on montre aisément

(voir la remarque 2 ci-après) que

V" = V-
Alors le théorème 1 est conséquence de ces deux remarques portant sur les

fonctions ©. , j parcourant Car (G), et de la formule (15') du lemme

3(v). Q.E.D.

Remarque 1. Il résulte de la formule (87) que, sous les hypothèses du

théorème 1, le support de 6 est contenu dans
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U V- = U fi
]€Car^(G) J jeCar^(G) ' J

Remarque 2. Soient j appartenant à car(â), et sa une partie H'-inva-

riante de V\ Supposons que 9 soit une fonction H'.-invariante définie sur

A et satisfaisant de plus à la condition suivante :

si f et f* sont deux formes linéaires appartenant à sd, ayant même

restriction à j, et telles que S(uJ = S(u,.,) (ici on a identifié S et

G/N), alors on a 9(f) = 9(D.

Sous ces hypothèses, la fonction 9 satisfait, alors à la condition a

priori plus forte :

soient W un élément de l^/-. et f et f des éléments de A n W

ayant même restriction à j. alors on a 9(f) = 9(f).

Remarque 3. Soit T un élément elliptique de fi. Alors si f appartient

à V, si R est un facteur réductif de G(u-) d'algèbre de Lie r, et si \

désigne la restriction de f à r, on a

(45)' B^(f)= ^ 9^.(À).

T'€(G.Tnr)/R

comme il résulte facilement de la formule (45) du théorème 1.
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Soit j appartenant à car(â). Nous supposerons choisie une mesure de

Lebesgue sur j, choix qui induit une mesure sur l'espace quotient \)./\ et
» j. »

sur les espaces duaux respectifs j et j n ï). , comme expliqué. Si s4 est

une partie de î/"', on pose

2 = j1 n ï)" n p'^pW).

Par définition de la relation d'équivalence ~ et, grâce au lemme 5, on voit

que, pour toute partie —saturée W de V\ on a

w = u f+iy ,r^r
tandis que W et W sont tous deux H.-stables. Il est alors aisé de

démontrer le résultat suivant :

Lemme 18. Soient j appartenant à car(ôL ^ un ouvert —saturé non vide

de V et <p une fonction mesurable et positive (resp. intégrable) sur Q

Alors
* w( i ) pour presque tout élément f de } , la fonction 0 - , définie sur<? » i

G par

0 ^ (g) = f y(g.(f+u)) îi. (u)2 du,
W

est d g-mesurable et positive (resp. intégrable)
')

W *(ii) la fonction F. , définie sur j par

(88) F w (f) = n (f) f {f y(g.(f+u))îr. (u)2 duldg.
; > r J> •'G/Hj ̂  J(n J

est ITT , ^(f)|df-mesurable Cresp. |7r. (f)|df -intégrable), et on a
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r w ^n r
|F. ( f ) | |TT. g(f) |df ^ (27t) 9 IWJ J |y(f) |df.

i' '' ' ^rj

Ce paragraphe, ainsi que les deux suivants, est consacré à l'étude des
W *fonctions F. , lorsque <p est dans y{.Q ). Pour justifier l'introduction

de ces intégrales orbitales d'un type particulier, remarquons tout d'abord

que, si G est semi-simple, i.e. si le radical N est trivial, on a toujours

W = j* . et
F.^ (f) = 7t.(f) f y(g.f) dg ;

) t < f ) } ^G/H.

Wainsi, dans ce cas, les fonctions F. ne sont rien d'autre que les inté-

grales invariantes de Harish-Chandra. Ensuite, si S est un facteur réductif

de G. T un élément elliptique de Q contenu dans l'algèbre de Lie s de S

et si les éléments de Car(G) sont supposés contenus dans s, pour tout élé-
«

ment y de ^(9 ), on a

(89) [ » y(f)9ç^(f)df = (2n) â y i w j 1 y y
J€Car(â) WçV^/- SIf W /~ \~W T/

(T€ g^\ ^T/g^

f F.^ ( f ) 9 , ( f ) n, ( f ) df.
J^ î l < p SW.^T J 's

comme il résulte du théorème 1.

Lorsque W sera égal à V , nous noterons l'intégrale invariante corres-
v>pondante F. , au lieu de F.1 LV J . y

Pour étudier les intégrales invariantes ci-dessus, lorsque <p appartient
x

à y(Q ), nous sommes amenés à introduire d'autres intégrales invariantes

moins naturelles, puisqu'elles dépendent d'un choix supplémentaire. Tout
»• ^ j «'

d'abord, si on munit j x V ' de l'action produit de celle de H. sur j ,

qui est triviale, par celle de H. sur V\ l'application

(f^u) —> f+u
»' ^ j «

induit un isomorphisme de variétés H.-équivariant de j x V ' sur V ; il
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résulte alors du lemme 12, que Î^/H. est une variété quotient isomorphe à

l^/S^ , lorsque S est un facteur réductif dont l'algèbre de Lie contient j.

De plus le groupe W. opère naturellement sur î/vH. . Soit alors y la

forme volume impaire, image réciproque, par la projection naturelle de

y/H. = V^/S^ sur V/S, de y ; alors y^ est clairement W.-invariante. Pour

toute orbite S2 de î^/H. , soit y^ la forme volume impaire quotient, le

long de n, de la forme volume impaire y . , définissant la mesure de
V 1

Lebesgue sur l'ouvert V de j n Ï)T , par la forme volume impaire y . Le

résultat suivant est alors immédiat :

Lemme 19. Soient ) appartenant à car(Q) et <p une fonction mesurable
*

et positive (resp intégrable) sur Q . Alors
»> ~»

( i ) pour dïxdp. .-presque tout (f,îî) dans } x 1/vH. , la fonction
^

^ „ - définie sur G par<p,î f\î

.̂f.n^ = J ̂ W) ̂ nj^2 ̂ j^^ ^^^
' ' n ' ^

est d- ,,, g-mesurable et positive (resp-intégrable)
{j/n.

( i i ) la fonction F. , définie sur j* x î^/H. par

(90) F. (f.n) = 7i. (f) f { f y(g.(f+u)) TT .(u)2 dpi .(u)}dg,
j.y J.s Jç/H t Jn n^ y^ J

Vfe j* ' . V^y^/H. ,

est [71. (f)jdfxd^ .-mesurable (resp. intégrable)J.s y)

Ciii^ si W est un ouvert ~-saturé non vide de V 1 on a, pour presque
Ht

tout élément f de j ,

(91) F.^ (f) = f F. (f.îî) d^ .(Sî).
^^ .L ^V> yj

1^/H. 7

Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe à l'étude des fonctions

F. , lorsque <p appartient à Dî^*).

Soit s = Q/n ', alors la projection naturelle de Q sur s induit une
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« « « «
injection naturelle de s dans Q et, par suite, de S(s ) dans S(fi ).

L'espace quotient Q/n étant naturellement muni d'une structure de G-module,

laquelle est induite par l'action adjointe de S = G/N sur s, et la projec-

tion de Q sur Q/n étant un morphisme de G-module, on voit que l'injection
« « « «

naturelle de s dans Q ou de S(s ) dans S(fi ) est un morphisme de
* S * GG-modules. En particulier, cette injection envoie S(s ) dans S(fi ) . Si p

»
appartient à S(g ), nous noterons p. sa restriction à j. Alors l'appli-

cation,

p^pj .
• G "^induit un homomorphisme d'algèbres de S(ô ) dans S(j ) . Nous noterons

» ^. » g
S. la sous-algèbre de S(j ) ' image par cet homomorphisme de S(s ) .

«
Lemme 20. L''algèbre S(j ) est un. S.-module de type fini.

Démonstration. Soit a une sous-algèbre de Cartan de s contenant j,

que l'on a identifié avec son image par la projection naturelle de Q sur

s = Q/n. Si S désigne l'image de l'application qui, à un élément de
* SS(s ) . fait correspondre sa restriction à û, on sait que S est une sous-

«
algèbre de S(a ), sur laquelle cette dernière est un module de type fini. De

«
plus, l'application, qui à un élément de S(a ) fait correspondre sa restric-

«
tion à j, induit un morphisme surjectif d'algèbres de S(a ) (resp. S ) sur

«
S(j ) (resp. S.). Le résultat cherché est alors évident. Q.E.D.

Si Y est un espace mesurable et p. une mesure, nous noterons, pour

l^T<+oo, L (Y,ji) l'espace de Banach des fonctions de puissance T ^i-inté-

grable sur Y, et nous noterons L°°(Y,/i) celui des fonctions ^-essentiel-

lement bornées sur Y.

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, n une fonction

polynôme non nulle sur E qui soit le produit d'un nombre fini de formes

linéaires complexes sur E, et S une sous-algèbre unitaire de S(E) sur

laquelle cette dernière soit un module de type fini.

Soient (Y,jn) un espace mesuré <r-fini et F un cône ouvert dans E.
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Nous noterons L^(FxY, |7i|dxd(Ji), où dx désigne la mesure de Lebesgue choisie

sur E, l'espace des fonctions <p définies sur FxY et satisfaisant aux

conditions suivantes :

(i) <p est j î i jdx dp. -mesurable

(ii) pour ^-presque tout y dans Y, la fonction <p == y(..y) est de

classe Ç sur F

(iii) pour tout p appartenant à S, Q <p est un élément de

L^rxYjîïldxdn).

Si p appartient à S et <p à L (FxY. |7i|dxd^t). on pose

(92) i/̂ ) = IIô yll
P P ^•»*1

où II 11̂  désigne la norme usuelle pour l'espace L^FxY, [Ti|dxdji). Alors les

applications v , peS, définissent des semi-normes sur l'espace

L-(rxY, |7t|dxd4), que nous supposerons muni de la structure d'espace vectoriel

topologique correspondante. Lorsque S est égal à S(E), l'espace

L (FxY, |7i|dxd4) est noté plus simplement L (FxY, [îijdxdH). Lorsque Y est

l'espace réduit à un point et 4 la mesure de masse totale 1. l'espace

L^(rxY,|7i|dxd/i), que nous noterons simplement L (r, |Tt |dx). n'est rien d'autre

que l'espace des fonctions <p de classe ^w sur F telles que pour tout p

dans S. Q _ p appartienne à L( r , | ï r [dx) , muni des semi-normes v11 , peS.

définies par (92). Les propriétés de ces espaces fonctionnels seront étudiées

dans le prochain paragraphe. Pour le moment nous nous contenterons d'établir

le résultat suivant :

Proposition 4. Soit j un élément de cartfi). Si y appartient à 2)(ô\

pour tout (f,î2) appartenant à j* x î^/H. , l'intégrale (90) est absolument

convergente et, de plus, la fonction F. est un élément de ë(i x î /H.),
J.y )

tandis que l'on a

(93) ^,9 <p ss ̂ .^i^' VP6S(S*)S•

L'application,
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^"j..-
induit un homomorphisme d'espaces vectoriels topologiques de V(Q ), muni de

la topologie induite par celle de y(ô\ dans L1 (j^ x î^/H. . |7r.|df d^i .).
J ) ) ^

Pour pouvoir démontrer cette proposition, nous devons d'abord établir le

Lemme 21. Soit g appartenant à V}, Alors il existe une fonction ^

de classe Ç00 sur Q et G-invariante, ayant les propriétés suivantes

(i) le support de ^ est contenu dans V.
•

(ii) pour tout élément g de fi , on a,

Oss ^(g) aîl

CiiO il existe un voisinage de g dans V. , sur lequel la fonction 0

soit constante et égale à 1.

»
Démonstration. Soit n un polynôme sur fi comme dans le corollaire de

la proposition 2. Alors n est un élément de S(ô)°. et. d'après le lemme

10, V est le complémentaire de l'ensemble des zéros de n . Soit alors 5
q

une fonction de la variable réelle» élément de 2)(IR). ayant les propriétés

suivantes :

(i) VteIR, si |t| > l/2|Ti (g )|. alors ô(t)=0

(ii) Vt€lR. si |t| < 1/4 |TT (g^)|, alors ô(t)=l

(iii) Vt€«R, Oss ô(t) s l.

Dans ces conditions, il est clair que la fonction ^» définie par

^(g) = •X.v (g) ô(ît (g) - n (g^)). Vgea111.

où •^y. désigne la fonction caractéristique de l'ouvert V. » répond à la

question. Q.E.D.

Démonstration de la proposition 4. Soient f appartenant à j » Çî à

V / H . , et UQ à t2 . Considérons alors une fonction ^ sur Q vérifiant

les propriétés énoncées dans le lemme 21 relativement à g = f + u . Alors

il est clair que. pour (f.î2) élément de j x Î^/H. suffisamment voisin de
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(f^). on a

y(g.(f+u)) = ^y(g.(f+u)) Vg€G VueO

a y(g.(f+u)) = Q (^)(g.(f+u)) VgeG Vu€tî Vp€S(ô\

si bien que, pour démontrer la première partie de la proposition, on peut

supposer que y est un élément de D(l/'.). Dans ce cas, il est facile de

démontrer que l'intégrale (90) est absolument convergente, et que la fonction

F . qu'elle définit est un élément de ÎXj*' x Î^/H.). De plus. il résulte

de ce que la forme volume impaire T choisie sur Î^/H. est W.-invariante.

et de la relation (24), que F. satisfait à

(94) F. (wf.wO) = e.(w) F. (f,ft). Vfsj*', VQe^/H. . VweW. .
J»<P J ).<P ) }

* SSoit p un élément de S(s ) ; pour démontrer la formule (93), il nous

suffit donc d'établir que, pour toute fonction 9 de classe t?00 et
«> , .

W.-invariante sur j x 1/VH. , on a

(95) [ 9(f,n) F. (f.n) TC. ( f ) d f d 4 . ( t î )
j^xî^/H. ' pp ts yj

= J e(f.S2)ô (F. )(f.n) n. g(f) df dfi ,(0).
J^x^/H^ j ' > y

Cependant, il résulte de la caractérisation des fonctions Ç00 et G-inva-

riantes sur V. (cf le lemme 3 (v)). qu'il existe une unique fonction, 9,
G *'appartenant à ê(V.) . telle que. pour tout f dans j et tout tî dans

Î^/H. . on ait

9(f,n) = 9(f+u) VueO.

La formule d'intégration (15) du lemme 3 montre alors, que

[ 9(f,nï F, (f,tî) TC. (f) df d<i .(tî)
/'x^/H. ' p ' y

= (2n) â [W ] f 9(f) Q y(f) df
J Jy P

i
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2d p
= (2îi) 9 IW.l a §(f) y(f) df.

j \. P

p désignant le polynôme p dans lequel on a effectué le changement de

variable X —> -X. Utilisant alors le lemme 3 (vi), formule (16), on obtient

2d. r
(2n) s [W.] 6 ^O(f) y(f) df

^ p

= f ïf ^ o 7i.)(§i »)(f) y(g.f) 7 t , ( f ) dfidg.
J U 0 J 'h ) )

G/H^ yj ^^ "J

# # .*Comme p, = p. est un élément de S(j ), on a

%; ° "i - "i."0 ̂ f ̂

et, par suite, on obtient

2d .
(2ii) 8 [W.l a §(f) y(f) df

1 .̂ p

= f î f a a0 7r. ^l »)(f) ̂ •f) ^i c^5 "i n^^ dî:\dë
j {J -ff J»5 |i. J»5 J»" J

G/H^ y ) Pj ^

= f a o TC. (e)(f.n) F. (f.n) df d^ .(n)
J ». ., P. j>s y

j xl/VH. J

= [ e(f,n) a (F. )(f.n) TI. (f) df dp .(n).
jll(txi/j/H. j * ' y

De cette dernière égalité, on tire la formule (95) ; ainsi s'achève la démons-

tration de la première partie de la proposition. La deuxième partie en est une

conséquence immédiate. Q.E.D.



§ VII - ETUDE DES ESPACES L^rxYjnjdx du) - UNE GÉNÉRALISATION DE LA

FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, et e e
1 ''"' n

une base de E, qui soit univolumique pour la mesure de Lebesgue choisie sur

E. Nous désignerons par x, y,... (resp. ç. Ç....), les éléments de E (resp.
*

E ). et par x^ ..... x^ (resp. ç^ ..... ç^), le système des coordonnées sur
»

E (resp. E ) par rapport à la base e^ ..... e^ (resp. la base duale). Soit D

l'opérateur différentiel sur E défini par

(96) D = (l-ô )...(l-ô ).
el en

Nous allons nous intéresser aux propriétés d'une solution élémentaire

particulière de D. Soit C le cône ouvert de E défini par

(97) C = -jxeE / x.>0, 1 ^j^ ni.

et soit T, la fonction définie sur E par

(98) T (x) = ^ (x) exp(x,+...+x ). VX€E.A -u l n

On voit que T^ appartient à L^E.dx). si bien que l'on peut définir, par

récurrence sur l'entier naturel non nul m. une fonction T , élément dem
L (E.dx). en posant

(99) ^^l'^-l- vmiz-
On conviendra que T^ est la mesure de Dirac à l'origine de E. Dans ces

conditions il est aisé de démontrer le

Lemme 22. ( i ) Pour tout entier naturel m, T est une distribution tem-

pérée sur E dont le support est contenu dans le cône convexe fermé adhérence

de -C et dont la transformée de Fourier est la fonction ^ T définie sur
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E par
m ,

(100) ^m^ = H d-iÇ,)""1. VÇeE .
J-l

(ii) Pour toute paire d'entiers, k et m, tels que O^k^m, on a

(101) ^m^m-k-
si bien. que T est une solution élémentaire tempérée de l'opérateur diffé-

rentiel D"1.

(iii) Pour tout entier strictement positif m, on a
, . (m-l)n .

(102) Tn(x) s (m-1) . ^ ̂ -"n' exptx^...^),

si bien que, d'une part, T est une fonction de classe ^w telle que,
m\-C

pour tout élément p de S(E) et pour tout r appartenant à 11, +00] ,

9 T est un élément de L^-C.dx), et, d'autre part, T est une fonctionp m( - ' m
1 ~

de classe Ç"1" sur IR". Pour être plus précis, si p appartient à S(E), il

existe une fonction polynôme Q sur E, de degré au plus m, telle que

(103) ô T (x) = Q (x) exp(x,+...+x ), Vxe -C.p m m,p 1 n

Maintenant soient n un élément non nul de S(E^), produit de formes

linéaires, S une sous-algèbre unitaire de S(E) sur laquelle cette dernière

soit un module de type fini, et F un cône ouvert de E de sommet l'origine

et admettant un nombre fini de composantes connexes, chacunes d'entre elles

étant un cône convexe. Pour l^T<+œ, on note L^ÏF, |n|dx). l'espace des fonc-

tions <p de classe Ç sur F telles que, pour tout élément p de S, 9 <p

appartienne à L^F. | n \ dx). Si <p est une fonction dans L^rjTtIdx) et si

p est un élément de S, on pose

^W ° «a^^ .
où II II est la norme usuelle de l'espace de Banach L (r,|7t|dx). On munit

alors l'espace L^r. lnldx) de la topologie définie par les semi-normes ^7t ,

p e S(E). Lorsque S est égal à S(E). l'espace L^r.lîildx) sera noté

l/œ.lîridx).oo ' •

Enfin nous noterons L (D, l'espace des fonctions <p de classe Ç00 sur
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F et dont toutes les dérivées sont bornées. Si y appartient à L^D et p
00

à S(E), nous poserons

i/%) = lia ^ = sup |a,y(x)[.
' xer -

Alors, muni de la topologie définie par les semi-normes i/° . p€S(E). l'es-

pace L^(D devient un espace de Frèchet. Dans ces conditions on a le

Théorème 2. Soit T un élément de l'intervalle [ ! , + « [ . Alors

( i ) l'espace L^(r.|îi(dx) est contenu dans L^(D, et l'injection est

continue

(ii) l'espace L^(r.|ît|dx) est un espace de Frèchet

(iii) l'espace L^(r,|ît|dx) est égal à l'espace L^F. |ît|dx), et la to-

pologie sur ce dernier est, en fait, définie par les semi-normes v11 , peS.

Démonstration. Ecrivons,
n n

n = ̂  ...a/.

avec o^ ..... a^ des éléments deux à deux linéairement indépendants (ou

premiers entre eux) de E^ . et n^. . . . . ^ des entiers strictement posi-

tifs. Soit ^ ..... p^ , un système de représentants dans E* des classes

dans l'espace projectif de E* des éléments non nuls parmi les formes

linéaires Reo^ ..... Reo^ . Ima ..... Ima . et soit

ïr! = ^-^m •

Si U est un ouvert d'un espace vectoriel réel. et p est un polynôme

sur ce dernier, on pose

•Kp = îxeU / p(x)^ol.

Dans ces conditions, on voit que 1^ est un cône ouvert de sommet l'origine,

réunion d'un nombre fini de composantes connexes qui sont autant de cônes

ouverts convexes de sommet l'origine. Soit 1^ une de ces composantes

connexes, et soit e^ ..... e^ une base univolumique de E constituée d'élé-

ments de r^ . Nous allons utiliser les notations et définitions relatives à

cette base introduites au début de ce paragraphe. Nous noterons H 11 la norme
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euclidienne définie sur E par

llxll2 = x2 +...+ x2 , VX€E.1 n
^

Si u est une distribution sur E, nous noterons u . la distribution

définie par

<\^,<p> = f y(-x) du(x). Vye2)(E).
•'E

En particulier, si u est une fonction, on a

u^(x) = u(-x), VX€E.

Il est clair que C est contenu dans r-, . D'autre part, si f3 est

l'une des formes linéaires. Rea. ou Ima. , l^sj^l, pour tout x et y appar-

tenant à r , on a

|P(x+y)| = | /3(x) |+| /3(y) | .
si bien que

(104) |n(x+y)| 2: |n(x)|, Vx. Vyer^ .

Soit <p un élément de L-(F, |îi|dx). Il résulte de (104) que pour tout x

appartenant à r- . et pour tout p dans S, Q <p est un élément de L^x+F-.dx).

Si ^ est une fonction définie sur F, nous noterons ^p la fonction défi-
• O

nie sur E telle que ^- soit nulle en dehors de F- , et 0- et ^ aient
0 'O

même restriction à 1"^. Avec ces notations on voit que, si T' désigne l'expo-

sant conjugué de T et si l'élément u de L^ (E,dx) a son support contenu

dans -C. pour tout x appartenant à F^ , la fonction,

y —> u(x-y)y- (y),
-0

est un élément de L (E,dx), dont le support est contenu dans x+C, et dont la

restriction à ce dernier ensemble est la fonction,

y —> u(x-y)y(y).

Alors on pose

u»y(x) = u(x-y) <p- (y)dy = u(x-y)y(y)dy. VX€F .
^E ' 0 •'x+C u

Soient m un entier supérieur ou égal à 1, et p un élément de S(E)

de degré au plus m-2. Alors il résulte du lemme 22. que l'on peut définir,

comme ci-dessus, pour tout x appartenant à F - , T * y ( x ) et Ô T * y ( x ) .
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Nous allons voir que, dans ces conditions, T * <f> est une fonction de classe

ï? sur F-, et que

(105) ô (T * <p) = ô T » y. VpeS(E). d°p^m-2.

Soit x,. appartenant à F- . Choisissons y- appartenant à F- tel que

x^ soit dans Y^C» et un nombre réel strictement positif, e, tel que

B(x-,e), la boule de centre x et de rayon e pour II I I , soit contenue dans

y +C. Alors, pour tout élément x de B(x^.e), on a

T * y(x) = f T (x-y)y(y)dy.
•'V 4.FVc"1

Comme T est une fonction de classe î? , pour établir notre assertion ilm
suffit de montrer que, pour p appartenant à S(E) et de degré au plus m-2,

la fonction,
y -^ W^'

est majorée sur y^C et uniformément par rapport à x dans B(x«,e), par

une fonction, élément de L (y,.+C,dx). Soit donc p un élément de S(E) de

degré au plus m-2, et soit Q le polynôme intervenant dans la formule

(103). Alors, il existe un nombre positif M tel que
.m „ -n|Q (x)| ^ M (1+ 11x11) . V X € I R .m,p '

et, si on pose
M' = sup exp(x.+...+x ),

xeB(x .e) n

on voit que, pour tout y appartenant à y,-v+C on a

sup |ô T (x-y)l as MM'f sup (1 + Hx-yll ï"1 | exp-(y.+.. .+y )
xeB(xQ.c) p m L X € B ( X Q , C ) •l i n

îs MM'd + e + l lx II + Hyl l ) " 1 exp-(y +. . .+y ).

d'où notre assertion.

Soit p un élément de S(E) ; alors Q (T * ( p ) est une distribution surp m
r- que nous allons évaluer. Soit donc ^ un élément de 2)(r ) et calculons

<a^ * ̂  0> = <T^ * <p, a^>

=s f ïf Tm(x•'y) ^r (y) ̂  ^(x) dx-^ ^E m 'o ) p"
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II existe • y^ appartenant à F tel que. Supp0. le support de .̂ soit

contenu dans YQ * ^Q ' En effet, comme Supp r̂ est un compact, et que l'en-

semble des x + IQ . x parcourant 1^ . constitue un recouvrement ouvert de

FQ , il existe des éléments de F,, en nombre fini, x ..... x . tels que

P
suppv» c U(x + r ),

j-l J °
et on se ramène à montrer qu'il existe y- appartenant à F-, tel que, pour

l̂ J^P, x. soit un élément de y^ + F^ . Cependant, l'intersection des

(x.-r^). pour l̂ ĵ p, est un voisinage ouvert de 0 et, par suite, son inter-

section avec r,. est non vide : il suffit de prendre y-, dans cette der-

nière. Dans ces conditions, on a

(106) f |T (x-y) y- ( y ) Q ^ (x) | dx dy
•^xE m ^0 ^

== f | T ( x - y ) y ( y ) Q ^(x) | dx dy
^upp^ x (y^) m p*

( r , ^I/T
=s H a ^ H^voKSuppV») 11 T^ H^. ^ |y(y)| dy^ < +œ.

p ' y o^o '
et. par suite, il vient

Vm * ̂ ^ s J { J ^n/^ ô ^(x) dx} ^r (y) dy
E ^ r^ p ' o

= f T ^ 9 ^t^(y) ^(y) dy»
^o P

la dernière intégrale étant absolument convergente, et le produit de convolu-
^

tion, T^ * 9 ^p étant le produit de convolution usuel de la distribution
P

T^ , élément de Î)'(E), par la fonction 9 ^, élément du sous-espace D(r )
P

de SD(E). On sait, alors, que l'on a

V* a/ = Vn/* '"•

si bien que l'on peut écrire
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(107) <ô (T^ » y). V>> = f (5 T^» V»(y) ç>(y) dy.
^

En particulier si p = D , avec O^k^m, on obtient

(108) <Dk(T^ » y), ^> = f T^^» V»(y) y(y) dy,
^

et, grâce à nouveau à (107), il vient, pour O^k^m-1,

<Dk(T^ * y), 0> = <T^ » y, ^>,

c'est-à-dire que l'on a l'égalité des distributions

(109) D^T » y) = T » y, O^k^m-1.

Tandis que. lorsque k=m, la formule (108) donne directement l'égalité des dis-

tributions

(110) D^T « y) = y.
1 0

D'autre part, si p appartient à S et ^ à î)(r^). on a

(111) 0 ( T » y), ^> = f ïf T (y) y- (x-y)dyl ô ..^(x) dx.
p ^r ^E m 'O ) p"

Mais on a aussi

f l'1,,,̂  ^r (x~y) a ^(x)l dx dy = f |T (x-y) y- (y) ô ..^(x)| dx dy
•T^xE m '0 p" •T^xE m 'O p*

si bien que, d'après (106), on peut permuter les intégrations successives dans

(111) pour obtenir

^n^m * 0)> ^ = f { f ^r (x~y) ô ^(x) dx l T (v) ^p m ' ' E ^ - T O p J " 1

'^{Jr^"^^0^^'}^1^^
et, finalement,

(112) Op(T^ » y). ^> = J ÏJ ôpy(x-y) ^(x)dxlT^(y) dy.
-C ^ FQ î

Comme ô <p appartient à L^îr. |7t|dx). on peut appliquer (112) en prenant

p = 1 et en remplaçant <p par ô y, ce qui donne

^m * ''p'"- ^ = ^p^m * <))- ^-
Ainsi, nous avons obtenu l'égalité entre distributions
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(113) ÔpCT^ * V) = T^ . SpV, Vp^S.

Maintenant, soient p appartenant à S(E), et k l'entier d p + 2.

Comme S(E) est un S-module de type fini, il existe un entier m plus grand

que 1, et des éléments de S, p ,..., p , tels que

^km ^ m ^k(m-j) g

j=l PJ

En appliquant cette égalité entre opérateurs différentiels à la distribution

T, * <p , et en tenant compte des relations (110) d'une part, et (109) et

(113) d'autre part, on obtient l'égalité entre distributions
m

^o^J*8?;-
Cependant y,- est une fonction de classe î?00 sur 1^ , tandis que, pour

ki-2l^j^m, T. . * Q <p est une fonction de classe ^ - sur F- , et on a,

d'après (105),

Wj *a^ = 'V^ •s^ •
On obtient alors, pour tout x élément de F , l'égalité

m m p
(114) 9 y ( x ) = £ 3 T » a < p ( x ) = S B T , ( x - y ) ô y ( y ) d y .

P j=i P ^ Pj .̂  Jx+C p kj Pj

Alors, on utilise (114) pour obtenir la majoration
m F r T 11 /T

| ôy (x ) | ^ E "Vki" 1 K^l dy} ' ^^0-
P ^ F J ^. ^x+C ^J ^

Cependant, compte tenu de l'inégalité (104), on a pour l^j^m,

f r ^ ̂ T } / ( r ^ ̂ T

\\ \Q , y (y ) I T dy^ ^ iHîx)!"1^^ Ky(y)r |îi(y)|dy^
Ux+C Pj ^ ^x+C Pj ^

^ Inîx)!"1^ ̂  (y)) .

et, par suite, il vient
m

\a^x)\ ^ Intx)!-1^ E "^^"T' ^.^)' ^^o-
J=l J

Comme F' possède un nombre fini de composantes connexes, on voit que
"l
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pour tout élément p de S(E), il existe une semi-norme continue, T» , sur

L^(r,|îi[dx) telle que, pour tout x appartenant à F' , on ait
"1

(115) \Q o)(x)| ^ l^x)]"1^ T, (<p).

Pour déduire le point ( i ) de la majoration (115). nous devons d'abord rappeler

un résultat établi dans [Va] Part I Appendix Lemma 5 .

Lemme 23. Soit y une fonction de classe î?00 sur l'intervalle ]0,1]

telle qu'il existe un entier positif ou nul, q, et des constantes, L . meIN
m

tels que

\'y(m\t)\ ^ L^ t"^ Vt€ 10.1L VmeIN.

Alors, on a la majoration

lï^tt)! s 2e' (L .̂...L )̂, Vte lO.l], VmeN.

Revenons à la démonstration du théorème, et pour cela soit r une com-

posante connexe de r^ . et x un élément fixé de r . Pour x appartenant

à FQ et p à S(E), soit <p la fonction définie sur [0,1l par

<P (t) = 9 ̂ (x+tx^). Vt<s[0,l].

Alors, pour tout m appartenant à IN, on a

^""x^ = Q m ^-^o^ ^0,1].
XOP

si bien que, compte tenu de (115) et (104), on a la majoration

l^(t)| ^ ^(x^r^ T, ^ (y) ^ [ndxQ)!-1^ TÏ (y), Vt € 10.11.
^P ^P

Si on désigne par q* le degré du polynôme TC, on obtient alors

l^x^l :£ l7^!"1^ Tî ^'^^ VmeM. V t e ]0,ll.
^P

si bien que l'on peut appliquer le lemme (23) à la fonction <p pour obtenir

l^p^l = l^px^l ^ ^l^o^'^ S^-^ . ^)).
^ P

avec q un entier naturel supérieur ou égal à q'/T. Nous voyons donc,

qu'étant donné un élément p de S(E). on peut trouver une semi-norme conti-
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nue sur L^r, |w|dx). que nous noterons T»' , telle que l'on ait

|a y(x)| ^ Tî'(y). Vy€L^(r.|Ti|dx). Vx€r^.

Comme F' est partout dense dans F, on obtient alors la majoration
"1

i/'°(y) ^ Tï'(y). VyeL^(F,|7ï|dx).

ce qui achève de démontrer l'assertion (0 du théorème.

Pour montrer l'assertion (U), considérons une suite de Cauchy dans

L^F.lîtIdx). que nous appellerons y. . kelN. Alors, il résulte de (0. que la

suite y. est une suite de Cauchy dans L^(F). Soit y la limite de la suite

<p, dans ce dernier espace. Il est immédiat de voir que (p appartient à

L^œ^iildx), et que y est la limite, dans cet espace, de la suite <f>^ . kelN.

D'où notre assertion.

Soient à nouveau I- une composante connexe de F' , (p appartenant à0 ^

L^F.Iîildx) et p à S(E). En utilisant (104) et (114) on obtient la

majoration suivante, valable pour tout élément x de F^

1 / ^ (* 1 /T

\ a y(x) | | nM |1/T ^ E J I Vk/^ ̂  y(y) 1 1 Î I (y ) 1 dy-
j=l x+c j

Utilisant alors l'inégalité de Holder, on trouve pour l^j^m, et x apparte-

nant à F

[ |ô T (x-y)Ô ^(y î l l î i îy î l^dy
•^x+C p J Pj

^ "^^"^{I lapTkj(x-y)llapy(y)IT17t(y)ldy} T'

et. par suite, comme pour tout x appartenant à F , x+C est inclus dans F..,

il vient, dans les mêmes conditions pour x,

\ô^M\\n(x)^l/r ^ ^ llapTkj"^l/T{J iVkj^-^N^y^i^y^y} •
j=i ^o

Appliquant alors l'inégalité de Minkowski au membre de droite de cette inéga-

lité, qui comme fonction de x est clairement mesurable et positive, on a
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( r ^ 1 '̂  ^ 1 1 /
{J lapyCxil^xlldxl a s BapT^iiî-1^

''0 j=l

„ ^1/T
x •IJ lapTi^x-ylllapVCylnntylldxdyj. .

^^0 J

Cependant le calcul montre que, pour isjsm,

f |a T ̂ (x-y)||a »(y)r|ir(y)|dxdy
^0 j

= " Vicj "i J, lap^yïl't-ty'l^a "Wi {^^r-
0 -

d'où il résulte que l'on a

fr T ^1/T m w{J |c^(x)r|ir(x)|dx^ ^ £ llôpT^H^^^).
^ j=l J

Comme d'une part. P-r' est négligeable pour la mesure de Lebesgue, et
"1

d'autre part, F n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, il est main-
ïl!

tenant clair qu'il existe une semi-norme, T»" . continue sur L^(r. |w|dx). et

telle que, pour tout y, élément de L^r, |7i|dx), on ait

r r ^1/T
{J |ôpy(x)r|îi(x)|dx^ ^ ïïp(y).

Mais il est manifeste que L^rjuldx) est contenu dans L^îr, [îr|dx), l'in-

clusion étant continue. Nous avons donc démontré le théorème 2. Q.E.D.

Maintenant, soit Y un espace mesurable muni d'une mesure <r-finie, 4. On

a alors le

Corollaire. L'espace Lç(rxY, |îi|dxd^) est un espace de Frèchet. De plus

les espaces L (FxY, J7ï|dxd^) et L (rxY, |îi|dxd^) sont égaux, et la topologie

du dernier d'entre eux est, en fait, définie par les semi-normes v , p par-

courant S.

Démonstration. Comme toute base de S est dénombrable, pour toute fonc-

tion y appartenant à L-CFxY, |7i|dxd/i), on peut trouver un sous-ensemble u-né-
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gligeable, N , de Y, tel que, pour tout y élément de Y-N , <p appartienne

à L^(r,|Ti[dx). Il est alors clair que, pour tout p élément de S(E), on a

(116) f |ô y(x,y)| |TC(x)[dx d^i(y) = f 1̂ % ) d<i(y), Vy e L^rxY. |7t[dxd^).•TXY p J Y P y 5 • •
La deuxième assertion du corollaire est une conséquence immédiate de cette

remarque et du point (iii) du théorème.

Pour montrer la première assertion du corollaire, on peut donc supposer

que S est égal à S(E). Soit donc (p , IC€IN, une suite de Cauchy de

L^(rxY,[7t|dxd(i). Pour tout p élément de S(E). il existe une fonction, y^

dans L (rxY.|ît|dxd4), telle que

^ iiâp^ - <pP|î  = o.

On montre alors par récurrence, que pour tout entier naturel s, il existe un

ensemble ^-négligeable N inclus dans Y, et une suite strictement crois-

sante d'entiers naturels,

k k ks,0 ' s.l "••' "s.l ' • • •
tels que

(i) ̂  c .̂1
(ii) (k ) soit une suite extraite de la suite (k ,), ..,

S+1,1 leilM S,l l€lN

(iii) pour tout élément y, de Y-N , et tout entier naturel k, (p,s -k ,y
appartienne à L (r, |ît |dx) et pour tout élément p de S(E) de degré au

plus s, on ait

lim Ilô y. - ^11 , = 0.
i->+~ p "s.r7 y lfn

Posons alors

c'est une partie ji-négligeable de y, et il est aisé de voir que pour tout y

appartenant à Y-N. la suite <p, . seIN, est une suite de Cauchy dans
s.s'3^

L (r, |7t|dx) ; désignons par <p la limite de cette dernière. Alors la fonc-

tion y, définie sur FxY par
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y(x.y) = y (x ) , VxeF, VyeY-N.

y>(x.y) = 0, Vxcr. Vy<sN,

est une fonction mesurable telle que, pour tout y appartenant à Y, y soit

de classe ^w. De plus, pour tout élément y de Y-N, et p de S(E), on a,

dans L^r. l î i ldx),
9 <p = ^p .P y y

On a alors, pour tout entier naturel s et tout élément p de S(E),

f l^k ( x . y ) - 9 o)(x.y) | [ î i (x) |dx d^i(y)"rxY ' s, s p

= f |5 ^ (x,y) - <pp(x,y)\\n(x)\dx du(y) ;
"rxY p s, s

ce qui montre d'une part que <p appartient à L (FxY. [îi|dxd^i), et d'autre part

que la suite y. , S€IN, converge vers la fonction <p dans L^FxY, |îr|dxdu).
s,s w

II est alors clair que <p est la limite, dans L^FxY. |7r[dxd4), de la suite

^. k€lN. Q.E.D.

Maintenant soit n1 un diviseur de n dans S(E ). Alors sous les hypo-

thèses habituelles on a la

Proposition 5. L'espace L (r,|ïr|dx) est contenu dans l'espace

L^(r,|7t'|dx), et l'injection est continue.

Démonstration. Comme n est un produit de formes linéaires, on se ramène

immédiatement au cas où il existe un élément non nul, a. de E tel que
C

ÏT = n'a.

On peut même supposer que Rea est non nul et, dans ces conditions, puisque

pour tout élément x de E on a

|a(x)| >: |Rea(x)[.

on peut remplacer n par n'Rea. Autrement dit. il suffit de démontrer la

proposition dans le cas où il existe a élément non nul de E , tel que

TC = n'a.
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Soit F-. une composante connexe de F* , et soit e.,...,e une base

univolumique de E constituée d'éléments de F-.. On peut supposer, quitte à

la multiplier par un scalaire non nul, que la forme linéaire a prend la

valeur 1 au point e.. Par suite, pour tout x élément de F- , a(x) est

un nombre strictement positif.

Nous noterons H Fhyperplan de E, noyau de a, que nous munirons de

l'unique mesure de Lebesgue d,,x telle que, pour toute fonction <p dans

L^E, dx). on ait

f y(x)dx = f y(x+te.) d.,x dt.
•IE •'HxlR 1 H

Pour tout réel strictement positif t, nous noterons F F ensemble des élé-

ments x, de H tels que x+te, appartienne à F,.. Alors, pour toute fonc-

tion <p dans L (F..,dx), on a

Ir v(x)dx = CU ̂ îM dt-

Maintenant soit y un élément de L (F, | TC | dx). Alors on a, pour tout

élément p de S(E).

f \Q y(x)| |n(x)|dx = f {[ |ô y(x+te )| ln^x+te )|d x}t dt,
Jr P JQ Wr p 1 A " J

si bien que la fonction ^ , définie sur lO.+œl par

(117) ^ (t) = J |a ^x+tepHn^x+te^jd^x,

est intégrable pour la mesure t dt. De plus on a
r r'1'00

(118) \Q y(x)| | îi(x)|dx = ^ (t)t dt,
-F p "0 P

et aussi
F ^w

(119) \Q y(x)| |ïi'(x)|dx = ^ (t)dt.
Jr^ P JQ P

De plus comme, pour tout x appartenant à F,, et tout p élément de S(E),

la fonction 9 <p est intégrable sur le cône convexe x+C, on peut écrire
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Q y(x) = (-1)" f Q y(x+y)dy. Vxer- VpeS(E).p Jç pe^...e^ 0

II résulte de là que, si x appartient à F /^ et p à S(E), la fonction <p

définie sur l0,+œ[ par

^M = '-""J^-Io^Pei-e/^l^y-'Yn^-^n •

est Lebesgue-intégrable, et qu'elle satisfait à la relation
p+œ

ô y(x+te ) = y (t+TÎd-r. VteIR.

Nous voyons donc que, pour x élément de F et p de S(E), la fonction

t — > a y ( x + t e ) .pe^ i

qui n'est autre que la dérivée de la fonction

t —> a y(x+te ).

est Lebesgue intégrable sur [0,+oo[ et que
p+oo

(120) 6 y(x) = 6 y(x+Te )dT.
P JQ P®! A

En reportant cette dernière relation dans la formule (117) on obtient, p

étant un élément fixé de S(E),

^ (t) :s f { f |ô y(x+( t+T)e) | | î ï ' (x+te) |dx}dT, Vt>0.P JQ ^JF Pe^ l l H j

Comme il est clair que l'inégalité (104) est encore vraie avec ît' à la place

de n, on a

r1-00 ( ç \
^ (t) ^ \\ \B y(x+(t+T)e)| |Tt ' (x+(t+T)e)|dx^dT. Vt>0.

P "o ^r p 1 1 " J

Enfin F- étant convexe, pour tout paire t et T de réels strictement po-

sitifs, F est inclus dans I , et, par suite, on peut majorer le second

membre de l'inégalité ci-dessus pour obtenir
+00

(121) \ii (t) ^ \lf (-c)dT, Vt>0.
P J t pe!

De cette dernière relation et de l'égalité (118). on tire
F+oo

t ^ (t) ^ \ff (T)T dT as [5 y(x)[ |7i(x)|dx. Vt>0,
P J t P6! ^r P6!
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ou, si l'on préfère,

(122) ^ (t) s V11 (<p) t~1. Vt>0.

Utilisant (121) et (122) on obtient, pour O^t^l,

^(t) ' Ope/™7 = j^pe/^ + J^pe^'^

1 +00

2S I/71 (y) [ T^dT + f T \f) (T) dT
pe. •'t •'0 pe!

soit finalement, en tenant compte de (118),

V» (t) ^ -I/71 ^(y) Logt + ̂  (y).

Utilisant alors la relation (119), on trouve
i .

f [ô y(x) Ti '(x)[dx ^ -v11 -(y) f Logt dt + v11 {^) + f ^ (t)dt
^Q p pe^ •'O P6! J l P

et, enfin

[ |ô y(x) n'(x)|dx ^ ̂  W + i/71 (y) + v^W.
•\ P pe^ P6! P

Alors la proposition 5 est conséquence de cette égalité et de ce que. d'une

part r-r' est Lebesgue-négligeable et, d'autre part F' a un nombre fini

de composantes connexes. Q.E.D.

Soit à nouveau (Y.^i) un espace mesuré (r-fini. En utilisant la relation

(116), on démontre le

Corollaire 1. L'espace L (FxY, |îr|dxd^) est contenu, dans l'espace

L^rxY.jîi'|dxdji), l'injection étant continue.

Si W est un ouvert de E contenant r et contenu dans r, on notera

L (r,W) l'espace des fonctions continues sur W et dont la restriction à F
00

est un élément de L (r,dx). Si p est un élément de S(E), on pose pour

toute fonction <p dans L (r,W),
00

v W = f |ô <p(x)|dx = i/1^, ).

Il résulte du théorème 2 (i) et du fait que F est partout dense dans W que

L (F,W) est un espace de Frèchet.œ
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Soit V(ît) l'ensemble des zéros du polynôme 71 dans E ; c'est une

réunion d'un nombre fini de sous-espaces propres de codimension au plus deux

de E. Nous noterons r71 l'intérieur de F U V(Tt). Comme V(îi) est d'inté-

rieur vide, on a
r c r" c r .

Corollaire 2. Si <p appartient à L (r,J7t|dx) , la fonction n<p se pro-

longe de manière unique en une fonction continue définie sur V , encore notée

n<p ; cette fonction est nulle sur r^-T, et de plus elle appartient à l'espace

L^r.r71). Enfin l'application
<p —> n<p

est une injection continue de L^rj î t idx) dans L^r^").
00 • ' 00

Démonstration. Soit y appartenant a L (r, |îi |dx) ; l'unicité du prolon-
jf

gement résulte de ce que r est partout dense dans F . Comme, d'après le

théorème 2 (i), la fonction <p est bornée sur F, l'existence du prolongement

est clair.

Maintenant, si p est un élément de S(E), il existe des éléments

Pi » • • • » P^, » dans S(E), et des diviseurs n. ,..., TC. , de îi, en nombre

fini, tels que
k
E

1=1

9 on = F n oQ
P " 1 P.

On a alors, pour tout <p appartenant à L ( r . j n j d x ) ,

k Fk
v,W ^ Y. | \Q y(x)| |n.i

T ^
v W ï E \Q <pW\ |".(x)[dx.

Le corollaire est alors une conséquence immédiate de la proposition 5. Q.E.D.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le :

Théorème 3. Soit <p un élément de L (FxY, JTijdxd^). Pour tout x appar-

tenant à F, l'intégrale

(123) f (p(x.y) d^i(y),
Jy
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est absolument convergente. Si on définit la fonction F sur r par

(124) F (x) = f y(x,y) d^i(y),
»> Jy

alors F appartient à L (r,|îi|dx) et, pour tout élément p de SCE<) on a
(D 00 • •

(125) ô F = F, .
P <P Q V

De plus l'application

^-»^
est un morphisme continu de L (FxY. | n \ dxdp) dans" L (r.|îi|dx).

Démonstration. Soit y appartenant à L (FxY. |it|dxd<ji). et x à r. Alors

il existe une base e. ...., e de E telle que, pour tout z dans un voi-

sinage W de x, z+C soit contenu dans r. En effet, considérons W un voi-

sinage convexe de x contenu dans r, et soit HW) le cône de E engendré

par W ;il suffit alors de choisir e ,.... e dans HW).

Maintenant, d'après le coroiiaire 1 de la proposition 5. on sait que <p

appartient à L (rxY,dxd|ji). Par suite, il existe une partie ^-négligeable,
00

N , de Y telle que, pour tout y appartenant à Y-N , <f> appartienne à

L^r.dx). Alors si y appartient à Y-N et z à W, on a, l'intégrale étant

absolument convergente,

(126) y(z,y) = (-1)" f Q y(z+t,y)dt.
^C ^"^n

II vient alors

f |y(z,y)| d|i(y) ^ f |ô y(z+t.y) |dt du(y)
•^Y ^CxY ^"^n

ss f I0 p y(z.y)|dz dn(y),
^rxY ^"^n

ce qui montre que l'intégrale (122) est bien absolument convergente.

Il est clair que F appartient à L^F.dx). et à ce titre, F définit
y <P

une distribution sur l'ouvert r de E. Nous allons, pour un élément donné

p. de S(E) évaluer la distribution 9 F . Soit donc ^ appartenant à 2)(r),

et calculons
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<â F . ^> = f ô ^(x)F (x)dx = f <ff y(x.y)d^i(y)la ..0(x) dx
P v •»r p r "r ^Y ^ p

= f ïf y(x.y)ô V»(x)dxUi(y).
^Y ^r p" )

Mais, si y appartient à Y-N , on a

f y(x,y)ô ,.0(x)dx = f ô y(x.y)V»(x)dx.
•^r p" ^r p

et par suite, il vient

<Q F . ^> = f f 9 œ(x,y)V»(x)dx d^(y) = <F . V»>.
P V JY Jf P "pV

Ainsi nous avons montré l'égalité (125) au sens distribution. Pour montrer que

F est de classe Ç00 et que cette égalité est vraie au sens des fonctions

^ , il nous suffit de montrer que, pour toute fonction y appartenant à

L^(rxY.|îi|dxd4). F est continue. Considérons alors x un élément de r,

ainsi qu'un voisinage W de x et une base e. ,..., e de E, comme

ci-dessus. Utilisant la formule (126) on obtient, pour tout z élément de W»

F (z) - F (x) = (-1)" ïf ô y(t.y) dt d^i(y)
r y ^(z+C)xY e l ' " e n

- f ô y(t,y)dt d^i(y)l.
^(x+OxY ^"^n >

et si, pour A et B deux ensembles, on note AAB leur différence symétri-

que. on a

l̂  - ̂ l s f 1^ e ^^M1 ^^ îv y ^[(z+OAtx+OIxY ^"^n

relation que nous préférons écrire sous la forme

IV2) - V^l s J x[(z.C)A(x.C))(t)lae,...e v(t•y)ldt ̂ ^* x i i n

où. si A est un ensemble. ^ désigne sa fonction caractéristique.

Lorsque z tend vers x dans W, la fonction ^. +c)Af 01 converëe

simplement vers 0, et le théorème de convergence dominée montre que l'inté-

grale à droite du signe "25" tend vers zéro. Ainsi F est bien une fonction
<P

continue. De plus il est clair que F appartient à L^r. [wldx) .
<p w • '

Le dernier point du théorème est une conséquence immédiate du premier.
Q.E.D.
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Considérons à nouveau la décomposition en facteurs premiers
"i "i7t = a. ... a. ,

w
avec pour l^j^l, a. élément de E- et n. entier strictement positif, et

J <L J
désignons par A l'ensemble dont les éléments sont a. ,..., a. , et par A

le sous-ensemble de A constitué des éléments qui sont totalement complexes,
»

i.e. qui ne sont pas proportionnels à un élément de E . Posons alors
n.

"c=ï n ai l»v 1̂ 1 1

a.eA

^ = ^"C •

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théorème 2 (i), et

de [Val Lemma 21. Part I, §3.

Lemme 24. Soit <p un. élément de L (r,|îr|dx). Alors, pour tout p appar-

tenant à SCE<) et toute composante connexe r- de V, Q <f> se prolonge conti-

nuement à V n F . De plus <p se prolonge de manière unique en une fonction
•n n.,

de classe ^w sur F élément de L (F ,|ïr|dx). Enfin l'application qui, à
1 w oo "C<p appartenant à L (r,|n[dx), fait correspondre son prolongement 'G à V ,

encore noté <p, est un isomorphisme d'espaces de Frèchet de L (r,jît|dx) sur
1 "CL/œ \[Ti|dx).oo 1 '

"cRemarque. Lorsqu'on prend r = E ' , o n a r s E * , s i bien que tout
ît! "IR

élément <p de L (E* , |7t |dx) se prolonge en un élément, encore noté y, de

L (E* ,[7i |dx). tandis que l'application, qui à <p fait correspondre ce pro-
00 ^IR

longement, permet d'identifier naturellement les espaces de Frèchet

L^E' , | îi |dx) et L^E* , |Ti |dx).
00 TC ' ' ' 00 TC(D

u\

Maintenant nous allons établir un résultat permettant d'appliquer la for-

mule sommatoire de Poisson à une classe suffisamment large de fonctions.

Nous supposerons IR muni du produit scalaire euclidien canonique, au

moyen duquel on l'identifie à son dual. On note II II la norme euclidienne
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correspondante, et dx la mesure de Lebesgue canonique sur IR . Dans ces

conditions, la transformée de Fourier, 9e y, d'un élément <p de L (IR ,dx),
IR11

est la fonction définie sur IR" par

y y(x) = f y(y) e"1 '̂ ^dy.
IR" J nR R"

Si x est un élément de IR", nous noterons x, ,..., x , ses coordon-1 n
nées dans la base canonique, de telle sorte que

x = (x,,....x^).

Soit C[X.....,X 1 l'algèbre des polynômes sur C en les n indéterminées

X ,..., X ; si p appartient à C[X.,...,X ]. on note Q l'opérateur dif-

férentiel p(ô/ôx.,...,ô/9x ). Nous noterons IR"' l'ouvert de IR" constitué

des vecteurs x de IR tels que

^•••^ " °'
et nous désignerons par ê l'espace L (IR'^'.IR").

Soit c. , leZ , la série définie par
n

c^ = nM 1 ' ! ) • vl€z •
j=l

II est manifeste qu'elle est de carré sommable et on pose, pour tout entier

strictement positif m,
(V- 2^2

"m = n c--Œ «?r
l l l l l ^ m

Enfin désignons par M la maille du réseau Z :

M = -{xcIR" / 0^x.<l. l^n[>.

On a alors le

Théorème 4. Si la fonction (p appartient à S , elle satisfait à la

relation suivante :

(127) V sup |y(x+k)| s 2" £ V f |9v Y ^(t)! dt-
^n^n s=0 L \^ \\

!^<...<J^n
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D'autre part il existe une semi-norme T», continue sur ê , telle que

(128) sup V |y y(x+2nk)| ^ u T»(y), Vyeg^ , Vma:0.
xeZîiM ^— IR

n keZ"
llkll^m

De plus, tout élément <p de ê satisfait à la formule sommatoire de

Poisson valable pour tout x et y appartenant à IR :

(129) E l̂Oe-̂ - y> » E ï ^(y.2nk) e^- x> ;

teZ" teZ" R

les séries étant uniformément convergentes sur tout compact de IR x IR .

Démonstration. Soit e (resp. e) la fonction définie sur Z (resp. Z ) par

e(l) = 1, si l€Z et 1^0, e(0) = -1,

e(l) = n8 0-^ si l€zn-
j-l

Nous allons d'abord établir une formule donnant une représentation intégrale

des fonctions de classe Ç00 sur IR'\ Plus précisément, si <f> appartient à

êdR"'), on a pour tout k élément de Z". et tout x élément de l'intérieur,

Ù , de M .n n
k

(130) y(x+k) = e(k) £ V ? ... f
s=0 ^ •'k-eîkj "k -e(k )

!^<...<j^n 1 1 n n

- fn (t . -k .+c(k . ))^ y(x+t) dt.
[^ Ji Ji Ji J \'"\

Remarquons d'abord que, si n=l. la formule (130) devient, pour <p appar-

tenant à ^(IR'), k à Z, et x à ]0.1l,

y(x+k) = | y(x+t)dt + | (t-k+l)y'(x+t)dt, si k^O
•'k-l •^k-1

0 0
y(x) = - y(x+t)dt - (t-l)y'(x+t)dt. sinon.

^ l •'1

Lorsque k est non nul, considérons la fonction de la variable réelle

^(t) = (t-k+1) y(x+t) ;
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elle est de classe Ç00 sur l'intervalle [k-l,kl et elle satisfait aux rela-

tions
V^(k) = y(x+k). ^(k-1) = 0

0.(t) = y(x+t) + (t-k+l)y'(x+t), Vteik-l.kl.

Alors, dans ce cas, la formule (130) se ramène à

^ (k) - 0 (k-1) = [ 0.(t) dt.
K K ^k-l K

Le cas où l'entier k est nul, se traite de façon analogue en considérant la

fonction de la variable réelle,

V^(t) = (1-t) y(x+t),
sur l'intervalle [0,1l.

La démonstration de la formule (130) dans le cas général se fait par

récurrence sur l'entier naturel n : les détails sont laissés au lecteur.

Nous noterons ^."(IR'VZ") l'espace des fonctions, y, définies sur IR"

telles que

d) y soit continue et Z^périodique

(H) <pi soit une fonction de classe <? bornée ainsi que toutes ses
I Mn

dérivées.

Si p appartient à C(X ,...,X ], et <p à ^'"(IR"/?"), on pose

i/°°(y) = sup |ô y(x)|.
0

^n
Alors, muni des semi-normes i/° , p € C[X......X 1, l'espace ^'"(IR11/!") estp I n b
un espace de Frèchet. Il est clair que si y appartient à ^."(^"/Z"), et si

k appartient à Z , la fonction <pi est de classe ^ et pour tout élé-
•k+Ûn

ment p de C[X.,...,X 1, on a

Q y(x+k) = Q y(x), Vx€& .

Alors, il résulte de [Val Part 1 §3, Lemma 21, que, pour k appartenant à Z",

<f> à ^ofm(^n/în) et p à CÏX ...,X 1. la fonction 5 y. ^ se prolonge
k+Mn

continuement à k+M .n
Soient <p un élément de ê , et p de C[X.,...,X ]. Alors il résulte
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de la formule (130) appliquée à 9 (p que l'on a, pour tout p élément de

1 , et tout point x de lîl ,
n

|ôpy(x+k)| ^ ^ ^ J l^pX...^.^^! dt*
s=0 l ^ j . < * - - < j ssn n J! ^

n ]k -e(k ),k J
1=1 l l 1

d'où l'on déduit la majoration uniforme par rapport à x parcourant l5l .

(ni) |^(x.k)|.^ ^ .̂..̂ jap ,(t)|dt.
s=0 l ^ j < - - - < j s £ n 1 n ^ ^

Cependant, si p appartient à C[X.,...,X 1, on a

(132) Z ̂  •••^l0?^^!^ - 2n J^p l̂̂
keZ" 1 n

La relation (127) est alors conséquence des relations (131) et (132), et de ce

que la fonction <p est continue sur IR".

Maintenant, pour tout 1 appartenant à Z , on a

Z sup [y(x+k)| == ^ sup [y(x+k)| .
xel+M z— xeM

k€Z" n keZ" n

ce qui montre que la série,

Z
keZ"

y(x+k).

est normalement convergente sur tout translaté, par un élément de Z", de la

maille M , et donc, sur tout compact de IR". En particulier, il est clair

que le membre de gauche de (129) est une série uniformément convergente sur

tout compact de IR" x IR".

Soit cr la somme de la série.

z^y(x+k).

keZ"
Alors il n'est pas difficile de voir. en utilisant les inégalités (131) et

(132), que l'application,

<p —> (T ,
<P
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est un homomorphisme d'espace de Frèchet de ê dans ^ . " " ( IR /Z ).

Si 0 est une fonction Lebesgue-intégrable sur M , on définit, pour 1

appartenant à 1 , le coefficient de Fourier d'indice 1, 0(1), de 0 en

posant
(133) 0(1) = f 0(x) e'^^dx.

•'Mn
Avant d'aller plus loin dans la démonstration du théorème 4, nous allons

établir le

Lemme 25. Soit 0 appartenant à Ç0'00^"/!"). Alors la série 0(1),

leZ , est absolument convergente, et 0 est la somme de sa série de Fourier ;

plus précisément on a
(134) 0(x) = Y 0(1) e1^"1'̂ . VxelR".

leZ"
De plus il existe une semi-norme continue, TÎ sur ^.^(IR /Z ) telle que, pour

tout mssO, on ait
(135) V |0(1)| s u T»(0L V0 € ^'"(^"/Z")./ ' ' m b

keZ"
Hklissm

Démonstration. Soit 0 un élément de ^.'"(IR'^/Z11). Nous allons d'abord

montrer que si s, J. » . . . » j , sont des entiers tels que hss=sn et

l^j <...<j ^n, on a, pour tout 1 parcourant Z ,

(136) 1. ...l. 0(1) = (Ziii)'5 f Q-, „ 0(x) e^^'^dx.
Jl Js \\'\

Lorsque n = 1 la formule (136) s'écrit, pour 1 appartenant à Z,

1 0(1) = (2iîr)~1 f 0'(x) e"2171^ dx.
"O

Or, la fonction 0 étant par hypothèse continuement dérivable sur 10,11, une

simple intégration par partie montre que la formule (136) est vraie dans ce

cas.

Pour démontrer cette formule dans le cas général» nous allons procéder

par récurrence . Soit donc n un entier plus grand que 1, et supposons le

résultat vrai pour tout entier au plus égal à n-1. Identifions IR"" avec le
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sous-espace de IR" constitué des vecteurs dont la n161116 coordonnée est nulle

et soit e , le n^"16 vecteur de la base canonique de IR11. Soit V» un élé-n

ment de î?0*00^11/!11). Pour tout x appartenant à IR"" . nous noterons ^ la
b x

fonction de la variable réelle t définie par

(137) ^ (t) = V»(x+te^). VtclR.

Nous allons montrer que, pour tout x dans IR . ^ appartient à

'̂"'(IR/Z), et que si. pour t parcourant ]0,1[ et k parcourant IN, on défi-

nit la fonction de n-1 variables réelles 0^ ^ , par

(138) ^ ^(x) = V^ît). Vx€lR11'"1 .

alors 0 est un élément de ^w(VÏn'~ï/în'~l), et on a

(139) ^ ^(x) = ô ^ ^(x+te^), Vxclîi^ .
xn

Soit x dans IR""1 ; il existe un unique élément 1, de Z"" tel que x

soit dans 1+M ,. Soit y appartenant à l+Û . Si t appartient à 10,11,n—1 n-i

il est clair que la fonction.

T ——> 0(y+T(x-y)+te ),

est de classe Ç00 sur l'intervalle [0,1] et, par suite, on a

n-1 pi
(140) \ff (t) = V» (t) + ^ (x,-y,) 9 0(y+T(x-y)+te )dT .x y ^ j J JQ A .̂ n

Pour T parcourant [0,1[. la fonction,

t —> ôv ^(y+T(x-y)+te_).A. n

est de classe ^w sur l'intervalle ]0.1[ , chacune de ses dérivées, à savoir

les fonctions,

t —> ô ^ ^(y+T(x-y)+te^). k€lN.
X .X

J "
étant bornée sur l'intervalle 10. Il, uniformément par rapport à T dans

10. 11 . Il résulte alors, du théorème de dérivation sous le signe somme que

la fonction ^ . qui par définition est continue et Z-périodique sur IR, est

de classe Î?00 sur l'intervalle ]0,ll et satisfait à la relation
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fk) fn n—1 -1
(141) ^(t) = V^Ct) 4. EÏx.-y ) f ô ^(y+T(x-y)+te )dT.y j^ j j JQ ^.x" n

J n

VkeN. VtelO.ll.

Mais la relation (141) entraîne que, pour tout entier naturel k. ^k^ est

bornée sur ]0,1[, et cette dernière remarque achève de montrer que ^ appar-
x

tient à '̂"(IR/Z).

Maintenant il résulte de (137) que l'on a. pour x appartenant à IR""1

et 1 à Z""1.

^x4l = ^x *

ce qui montre que, pour t élément de ]0.1[ et k de IN. la fonction (A
"t.k

est Z" -périodique. Comme la relation (139) est immédiate, pour montrer que

^t.k «W^16111- à ^•"(IR""1/?""1). il suffit de montrer qu'elle est une fonc-

tion continue sur M^. Pour cela on remarque que la relation (141) est. pour

t appartenant à ]0.1[. k à IN et y à M valable pour tout x dans

M et qu'elle s'écrit,

n-1 1
^tk^ = ^tk^ + S^î-V? ô l. ^^(x-yî+te )dr. VxeM ,.

j=l J ^0 X^ n n-1

J "

Mais. si j est un entier compris entre 1 et n-1. et si T appartient à

[0.1[, la fonction de n-1 variables réelles

x —> 9 ^(y+T(x-y)+te )
•y yK n

"j'n
est continue et uniformément bornée, par rapport à T, sur M • de là résulten
la continuité de la fonction ^ sur M .t.k n

Soit donc s. j^ ..... j^ , des entiers comme ceux intervenant dans la

formule (136). Quitte à effectuer une permutation des coordonnées on peut sup-

poser que n = j^ . si bien que le premier membre de (136) s'écrit. 1 étant un

élément fixé de 2°.

^ ...l̂ . 1, J ^e- '̂̂ dx » 1 ...l f l J, (i ie-^^dx.
J! "s-1 -^ J! Jg-l •'M x n

n n-1

Grâce au fait que la relation (136) est vraie lorsque n==l, on obtient alors
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1 . ...l . 1 V > ( 1)
J! ^-1 n

. 1 1 F ^ { J1 ^(t) e"21"1" dt} e^2711 '-> dx
^ ^-^M 2nt Uo x Jn-l

1 f1 f , r . f ^ -i<2Ttl ' . x> , 1 ~2iîttln .,= i- J i . . . . l . ^ (x) e dx > e dt.
2nJol ^ J^ J^ ^t ;

n-l

où on a posé

r = (ii,....î ).
Appliquant alors l'hypothèse de récurrence aux fonctions ^ , te]0,ll, et

remarquant que, pour x dans M . et t dans ]0,ll, on a

^ (x) = a^ ^(x^).
n

on obtient la relation (136) pour la fonction 1/1.

C'est alors une conséquence immédiate de cette relation, que l'on a

(142) |^(1) | ^ c { £ (Zut5 V I^X X ^^l)l}»
\c=o ^—J i * *" i /
s o !^<...<j^n ^ ^

d'où l'on tire, en utilisant l'inégalité de Parseval-Bessel pour les fonctions

à ^, l^j,<...<j ^n, O^s^n, que, pour tout entier positif m, on aX . .. .X . 1 s
J! ^s i^i-^r3 ^ {Ll^...x/^l2dx^}•

leZ" s"0 l ^ j < . . . < j ^ n % ^ ^
II 111 ssm

L'existence d'une semi-norme TÎ continue sur Ç. (IR /Z ) satisfaisant, pour

tout entier positif m, à la relation (135), découle de là.

Considérons à nouveau un élément ^ de Ç.^dR11/?11). D'après la relation

(135) la série des coefficients de Fourier de \f) est absolument convergente.

Comme la fonction ^ est continue et Z^périodique on sait alors qu'elle est.

en tout point de IR", somme de sa série de Fourier. Q.E.D.

Reprenons la démonstration du théorème 4. Si x appartient à fR on

note H (resp. T ) l'opérateur agissant sur les fonctions de n variables
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réelles (resp. les polynômes complexes en n indéterminées) défini par

H^p(y) = e"1 '̂ ^(y). VycIR"

-^p(y) == PÎy-13^ Vy€Cn.

Alors, si <p est une fonction de classe ^co sur un ouvert de IR". pour tout

x dans IR , on a

9 fy = P^ V).
x*

De cette dernière relation il découle que. pour tout x appartenant à IR", p.

opère dans l'espace ê et que, de plus, pour toute partie bornée B de IR"

et toute semi-norme T» continue sur € , il existe une autre semi-norme, -q\

continue sur ë telle quen •

(143) sup T](p. <p) s î»'(y), Vy € € .
X€B x n

D'autre part, si <p appartient à ê et x à IR". on a

y y(2îil) = <r ' (1 ) , VIeZ"
ip11 y

(144) IK

(^ H y)(y) = y y(x+y), VyelR".
IR x IR"

Alors, en utilisant la deuxième assertion du lemme 25, ainsi que le fait que

l'application <p —> <r est un morphisme d'espaces de Frèchet de ê dans

î?^' (IR /l ). on voit qu'il existe une semi-norme, T], continue sur ë telle

que, pour tout entier positif m et tout élément x de IR". on ait

E |^ ^ y(x+2nk)| ^ u^ n(^). Vye^ .

keZ" IR

l lkll^m

Choisissons alors une semi-norme, T»', continue sur ê et satisfaisant à lan
relation (143), relativement à la semi-norme T» et à la maille 2nU ; il estn
clair que cette semi-norme T»' satisfait à la relation (128).

De cette dernière relation résulte que le second membre de (129) est une

série uniformément convergente pour (x.y) parcourant K x IR", où K est un

compact quelconque de IR .

Enfin, le fait que tout élément de ê satisfait à la formule sommatoire

de Poisson est conséquence des formules (144) et du lemme 25. formule (134).
Q.E.D.
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.Nous aurons besoin d'un résultat complémentaire. Si r et q sont des

entiers naturels tels que r^q. on note C le cône de IR0* dont les élé-

ments sont les vecteurs y tels que les coordonnées d'indice j. pour l̂ ĵ r,

soient strictement positives, et. si n est un troisième entier naturel on

note ê l'espacen.r.q '

L ÎR"' x C . IR" x C ).w r.q r.q

Nous considérons les éléments de € comme des fonctions des deux varia-n.r.q

blés. x dans R" et y dans C . On a alors le

Lemme 26. SI y appartient à C et <p à ê , la fonctionr.q n.r.q

y(..y) est un élément de ê . De plus l'application <p ——> y(.,y) est un

morphisme d'espaces de Frèchet de ê dans ê .n.r.q n

Démonstration. Soit y un élément de ê . Alors il existe une partien.r.q *

négligeable. N . de R"* telle que. pour tout x dans IR"' et tout p dans

C[X^.....X^. Y^.....Y 1, la fonction ô y(x..) soit Lebesgue-intégrable sur

C . Il résulte de là que, pour x appartenant à IR"*- N . et p à

Cl̂ .....X, . Y,.....Y^

9y(x.y) = (-i)01 f ô y(x.y+z)dz. VyeC
P Jç PIl•" ïq ^•q

q.q •

Maintenant, si y appartient à C .il est clair que la fonction

y(..y) est continue sur R". et de classe Ç°0 sur IR"'. D'après ce qui pré-

.cède. pour tout élément p de C[X......X ]. on a

[ |ô <p(x.y)|dx 2S [ |ô y(x.y+z)|dx dz.
V p \\C p r ^

q.q
d'où il résulte que

i/p(y(..y)) ^ i/pY ...y (y)-

Le lemme est démontré. Q.E.D.

Le résultat suivant est. alors, conséquence immédiate du théorème 4 et du

lemme 26.
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Corollaire. Si y est une fonction, dans ê -, elle satisfait à lan,r,q
relation

(145) E sup [ |y(x+k.y)| dy

k^^n^r.q

:s 2" E Y f |ô y(t.y)|dt dy.
s=0 ^-J J n A j ...A.0 !^<...<j^n R"^^ ^ ^

D'autre part il existe une semi-norme TÏ, continLie sur ê telle que, pour

tout réel positif m, on ait

(146) sup ) |y y(..y)(x+27ik)| ^ u T»(y(.,y)), Vye^ , VyeC
xeZïiM ^ IR" m n r»(l

n keZ"
llkii^m

En particulier, les séries

E [ |y(x+k.y)|dy, et £ f |y y(..y)(x+27ik)|dy

k^^r.q k^'^q R

sont uniformément convergentes sur tout compact de IR", et leur somme est une

fonction continue, Z^périodique et bornée, de la variable x dans IR", tan-

dis que les applications oc. et (3 définies par

(147) a(y) = sup E f |y(x+k.y)|dy, \/<peS
YCB? n " r' "t^f'-tX€R k€Zn .̂q

(148) (3(y) = sup £ f |y y(..y)(x+27tk)|dy, \/<peS
vcB?" rï J^ iD11 n,r,qX€IR keZ" .̂q IR

sont des semi-normes continues sur ên,r,q
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§ VIII - A NOUVEAU LES INTÉGRALES ORBITALES SUR Q*

Reprenons les notations introduites dans le paragraphe VI et choisissons
«

une norme II II sur fi . Nous allons établir le

Théorème 5. Soient j appartenant à car(â) et W un ouvert ^-saturé

de V\ Alors il existe des réels positifs C et r, tels que, pour tout f
«

dans j , on ait

(149) |ît, (f) | f { f (1 + l lg. tf+uîl ir1 'TC. (u)2 duldg'^ C,
ï ï s ^G/nV^ hn )

} W

les intégrales étant uniformément convergentes par rapport à f parcourant

* Wj . En particulier, les intégrales orbitales F. (f) sont absolument conver-
J » < P

« »
génies pour tout <p dans y(Q ) et f dans '} .

* WSi <p appartient à y[^ ), la fonction F. est un élément de
i »» « o

L (j ,|ît. |df) et, pour tout p dans S(s ) , on a

(150) ô (F.^ ) = F ^ -
P. J . y ) . Q <P

Enfin l'application F^ de y(Q*) dans L^J^JTC. |df), qui a v>
} w )»s'

Wfait correspondre F. , est un homomorphisme d'espaces de Frèchet.

Avant de démontrer le théorème 5 rappelons le résultat suivant contenu

dans [Va] (Part 1 § 3. Lemma 8)

Lemme 27. Soient E un espace vectoriel euclidien réel de dimension

finie. II II la norme euclidienne sur E, et M un ensemble de mesures boré-

liennes positives sur E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
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(i) pour tout m appartenant à M., tout élément de 2)(E) est m-inté-

grable et, de plus, il existe une semi-norme v, continue sur ^(E) telle que,

pour tout m dans M et tout <p dans D(E), on ait

<p dm 22 v(<p),
^E

( i i ) il existe des réels positifs C et r, tels que, pour tout m

appartenant à M, on ait

{ (\ + Ilxll)"1' dm ^ C.
•^E

De plus, si ces conditions sont satisfaites, les intégrales apparaissant

dans (ii) convergent uniformément par rapport à m parcourant M.

Démonstration du théorème 5. Pour tout f élément de j notons cr.(f)
»»

le signe de ir. (f). Alors si f est dans j , pour tout <p appartenant à
« «

Ç (Q ), l'espace des fonctions continues sur fi et à support compact, l'in-
Wtégrale orbitale F. (f) est absolument convergente, et, de plus, l'appli-

cation

V -^ ^j(" F-^(f)

définit une mesure de Radon positive sur Q . notée m,..

Pour voir cela on constate, en premier lieu, que d'après la proposition

4. le corollaire du théorème 2 et le théorème 3. l'intégrale orbitale F. (f)
J » < P«

est convergente lorsque <p est une fonction de DCfi ) ne prenant que des
«

valeurs positives. Soient alors K un compact de Q , et ^ une fonction de
«

D(fi ) ne prenant que des valeurs positives et constante et égale à 1 sur K.
«

Dans ces conditions il est clair que pour toute fonction <p de <? (3 ) dont

le support est contenu dans K, on a

l",,̂ '! J {ĵ  l̂ g^"»! "j.n»")2 d"}dg a llpll̂  |F^(f)|.

i ^
Ceci montre notre assertion.

D'autre part les résultats des deux paragraphes précédents, cités ci-des-

sus, montrent aussi que l'application,

y-^ ,) < v
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induit un homomorphisme d'espaces vectoriels topologiques de T)(Q ). muni de
« 1 «'

la topologie induite par celle de y{Q ). dans L (j ,|n. |df). Il résulte
«

alors du théorème 2 (l) qu'il existe une semi-norme continue y, sur y(Q )
«'

telle que pour tout f appartenant à j ,

<p dm.. ^ v(y).u^
La première assertion du théorème est alors conséquence du lemme 27.

Maintenant l'application

'-F;,.
définie sur 2)(Q ), se prolonge par continuité en une application de y(Q )

i »» »
dans L (j ,|ït. |df), l'image d'un élément y de y(fi ) par cette dernière

_ ^y
étant notée F. . Comme d'après le théorème 2 (i), l'évaluation en un point

} » V
»» 1 *' i i

f de j est une forme linéaire continue sur L (j , n. df), il résulte
oo ' j»S '

»
facilement de ce qui précède et de ce que î)(fi ) est partout dense dans

y(ô\ que
_ w w «
F ) . = F) 0 ( vv6y(a )-

WPar suite, l'application F. est bien un morphisme d'espaces de Frèchet de

y(fi*) dans L^J^.ITC. |df).

Enfin, si p appartient à Sts*)3 . l'égalité (150) est, d'après les

résultats du paragraphe précédent déjà invoqués, vraie pour tout <p dans
» «

D(ô ). Ceci signifie que les deux morphismes continus de y(Q ) dans
i «» w w »

L (j ,|ïi. |df), que sont ô op. et F . oô ont même restriction à 2)(fi ).

Mais ceci entraîne leur égalité. Q.E.D.



§ IX - LES MESURES m. ET m.(-^ G

Commençons par introduire quelques notations. Soit E un espace vecto-

riel réel de dimension finie, muni d'une structure symplectique définie par

une forme symplectique, que nous noterons gêner iquement K. Nous désignerons

par Sp(E) le groupe symplectique de E si E est non nul, le groupe tri-

vial sinon, et par Mp(E) le groupe métaplectique correspondant, que l'on

peut définir comme étant le revêtement connexe à deux feuillets du groupe

Sp(E). Soient L un groupe de Lie et h un morphisme de groupes de Lie de L

dans Sp(E). Alors nous désignerons par L * , ou plus simplement par L , le

sous-groupe de L x Mp(E), dont les éléments sont les couples (l,x) tels que

h(l) = p(x),

où p désigne la projection naturelle de Mp(E) sur Sp(E). Le groupe L

est un revêtement à deux feuillets, pas forcément connexe, du groupe L. La

projection de L sur L définissant le revêtement, est induite par la pre-

mière projection de L x Mp(E) sur L. Le noyau de cette projection est un

groupe à deux éléments dont nous noterons e. l'élément non trivial ; si e

désigne l'élément non trivial de Kerp, on a

c[ » (l.A

II est clair que l'application,

x —> (x.l).

induit un morphisme de groupes de Lie de Kerh dans L . En fait cette

application est une section de Kerh dans L qui est canonique, et que nous

noterons s ' ou, plus simplement, s .
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Soient L un groupe de Lie, l son algèbre de Lie et 1 un élément de
» ^

I . Alors la forme bilinéaire alternée K , canoniquement associée à 1, et

définie par

K^X.Y) = <1. IX.Y1>. VX.Y€Ï.

induit une structure symplectique sur l'espace quotient 1/1(1). Si H est un

sous-groupe de Lie de L(l), la représentation adjointe de L induit un mor-

phisme de H dans SpO/Kl)) ; nous noterons H , e et s les objets dé-

finis ci-dessus et attachés à H et à ce morphisme.

Soit (B,j,B) un groupe presque algébrique, et soit ^ un caractère

unitaire de Kerj.
«

Si f appartient à b , on note X-,(f) l'ensemble des représentations
0

unitaires et irréductibles, T, de B(f) telles que

(151) (l) TÎC^ = -1

(151) (li) la restriction de T à la composante neutre de B(f) est

un multiple d'un caractère de celle-ci dont la différentielle est ^ i ^ f rv

et on note X- (f) le sous-ensemble de X-,(f), constitué des éléments T"»^ "
tels que

(151) (iii) ïCs^y)) == ^(y) Id, VyeKerj.

Il est clair que X-(f) est réunion disjointe des X- (f), pour ^ parcou-D ",^
rant Kerj".

«
Nous dirons qu'une forme linéaire f dans b est B-admissible (resp.

^-admissible), si et seulement si X-,(f) (resp. X- (f)) est non vide, et nous0 "»X
« «

noterons b . (resp. b .) leur ensemble. Enfin nous poseronstj,aa o,^,aa

(152) hB=\.^\' Y^^.ad"^-
4t

On remarquera que b ne dépend que de la structure de groupe de Lie de B,

et non de sa structure de groupe presque algébrique.

Soit e, le sous-ensemble de b constitué des éléments elliptiques. On



définit alors une fonction Ç, , sur e, en posant :

(153) Ç^(T) = exp (- E À dim 6^), VTee. .

AeA^

Soit E- (resp. Ep), l'ensemble des éléments T de b. tels que exp T

soit égal à 1 (resp. expgT appartienne à Kerj). Alors il est clair que l'on

a les inclusions

^c ^c s •
Si j appartient à car(b), on note t l'algèbre de Lie du sous-groupe

compact maximal de expg j, et a la sous-algèbre des éléments ÏR-semi-simples
IR

de j, de telle sorte que

j = t © a ;

dans ces conditions, t (resp. a), est la partie anisotrope (resp. déployée)

de j. Alors Ê n t est un réseau de t. que l'on note t- , et E,. n t est
D B B

un sous-groupe discret de t, noté t ; ce dernier groupe est en fait un

réseau du sous-espace vectoriel t(B). de t qu'il engendre. Le groupe quo-

tient ^B^B est isomorphe, via l'application exponentielle, au groupe

discret Kerj n expt.

Choisissons un élément X de it © û, tel que, pour toute racine a de

A. , a(X) soit non nul et posons

A j = ^aeAj / a(X)>0; A - <[aeA^ / a(X)>ol

(154)

P^ = ^ E^a, et <^=p^.
aeA.

Alors, pour tout T dans T- . on aB

(155) ^(T) = exp(p^ (T)),

si bien que la restriction de Ç. à t est un caractère de ce dernier, noté

< B -

Si ^ appartient à Kerj^, on lui associe une fonction, ^ , définie sur
B

Eg par
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(156) ïg(T) = ^(T) x(expT). VTeÈg .

Comme Kerj est central, E- est une partie B-stable de b, et la fonction

Xr» est B-invariante. De plus la restriction de ^- à t- est un caractère
D D D

de ce dernier, que l'on note encore ^- . On a alors
D

^ a <B •

Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si R est un réseau
«

de E, nous noterons R , le réseau dual de R, Le.

R* = ^XeE* / À(R) c 2nl^

et vol(R), le covolume du réseau R dans E ou, si l'on préfère, le volume

relativement à la mesure de Lebesgue choisie sur E d'une maille de R.
«

Si F est un sous-espace vectoriel de E, et si p. appartient à F , on
JL «

notera F le sous-ensemble de E constitué de formes linéaires À telles

que

A^=n .
1 » 1

Alors F est un sous-espace affine de E translaté de F . Le choix d'une

mesure de Lebesgue sur F détermine une mesure de Lebesgue sur F et sur
«

chacun de ses translatés dans E .

Soient j appartenant à car(b) et ^ à Kerj". Nous poserons

^= K / ̂ ei<t1'T> = ï^'}
(157)

^.1 ° {^B)f / ̂ B ei<tlt T> = ̂ B^] •

~» » ^*

si bien que t- et t- , sont des translatés respectifs des réseaux t-,
D,X "t1 0

«
et t . Plus précisément, si p. est une forme linéaire sur t, telle que

exp(i<p , T» = ^(expT)

pour tout T dans t_ , on a

(158) ^ = ̂  + "bj + ^ •
tandis que
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(159) ^i^b.jitœ)^-
Dans ces conditions on a

b;nl)^ U ^ (t(B)^nb^)

(160) ^B. 1

V^1';' u. " .̂r'-
^B.,

«

Considérons maintenant les séries de distributions sur t). :

E Tg(X) e" '̂ x> df,
X€tg

et

E îg(X) e" '̂ x> df.

Xetg

II résulte de la formule sommatoire de Poisson, que ces séries convergent dans
» *

y (h . ) vers des mesures de Radon positives, notées respectivement m' etJ o
m1 lesquelles sont déterminées par les formules

f y dm^ voKt.J1 Y f y(f) df, VyeÇ (b*)
J » 0 B Z - J l c î
^ .• t(B)^

^^B.l(161)

J ^ y dmg^ = voKtgF1 Y J y ( f ) df, Vy€^(^).
ï). » t

<. '
« • j

Les restrictions à ï)- des distributions m' et m' sont claire-
}^^ SJ UlX

ment H'-invariantes et, à ce titre, elles sont, d'après le lemme 3, restric-
» »

tion de distributions B-invariantes définies sur l'ouvert 6 . de b , et

notées respectivement m- . et m- .. Ces dernières sont des mesures de
">J o»^.J

»
Radon positives sur cet ouvert dont les supports sont les fermés de b . ,

« «
notés respectivement b-, . et b . , tels queo»j "»^»j

"B.j ° \ " <, • \x.Ï = \X " b^ •

*

Elles se prolongent en des mesures boréliennes positives sur b , encore
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»
notées m,. . et m- . , pour lesquelles le complémentaire de b . est

négligeable.
«

On définit alors les mesures boréliennes positives sur b , m- et

m-. , pour ^ appartenant à Kerj-, en posantb»^

(162) mg = E m^ , m^ = £ m^ .

jeCar(B) jeCar(B)

Pour ce qui précède on pourra consulter [Du-ll Appendice et [Du-31 V.

Remarquons que Kerj est un groupe abélien discret dénombrable si bien

que le dual unitaire de chacun de ses sous-groupes est un groupe abélien

compact que l'on munit de la mesure de Haar de masse totale 1. De plus, si j

est un élément de Car(b), il est clair que, pour ^ appartenant à Kerj-.

la mesure m1 ne dépend que de la restriction de ^ à Kerjnexpt. Dans
o»^

ces conditions on a les relations

m ^ - f m^ d^ = f m^ d^ , VjeCar(b)
Kerj- (Kerjnexpt)- Btx

(163)

^'J ^^ •
Kerj"

Revenons au groupe G qui, en fait, est le groupe presque algébrique

(GJ.G). Si j appartient à Car(Q), et si K. est la forme bilinéaire symé-

trique sur ) définie dans le lemme 7, les sous-espaces t et û de j sont

orthogonaux tandis que û est contenu dans l'orthogonal, û(G), relativement à

K. , de t(G) ; comme K . [ . est définie négative, û(G) est un supplémentaire

canonique de t(G) dans j.

Maintenant soient j un élément de Car(â) et ^ un élément de Kerj-.
«

Alors, pour toute fonction (p dans Î)(Q .), on a
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(164) (i) f <p dm- .
J « G. }
^j

= ( 2 7 i ) â [W^]'1 voKtçf1 y J F, (pi+i/) TC. ^w) di/.

û(G)

^G.l

(164) (ii) f y dm-
J « (J»^»}

^J

-2d
= (2î0 ô IW^r1 vol(îç)"1 y J F. (n+i/) 71. ̂ v) dv.

^* a

^€t-
G.X

En effet, si p appartient à t^ ^ (resp. î* ). t(G)'1' n l̂  (resp. t1 n î/^)

est de complémentaire m^ (resp. m^ î-négligeable dans ttG)1 n ï)* (resp.
JL * _L »

î ^ b. ^). Ce dernier point résulte de ce que, d'une part, si t(G) n ï).
_1_ # 4( 4(

(resp. t n b. ^) est non vide, il existe v appartenant à a(G) (resp. a )

tel que n. s^*^ soit non nul' et que> cl>autre part, V^ est l'ouvert de
ik

Zariski de ^. constitué des éléments n'annulant pas le polynôme TT , poly-

nôme satisfaisant à la relation (33). Comme t- , (resp. t ) est au plus
G,l G,^ r

dénombrable notre assertion est claire.

De plus les arguments que nous venons de développer montrent aussi que,

d'une part. les formules (164) (i) et (ii) sont valables pour toute fonction

<p borélienne et positive ou respectivement m- . et m- .-intégrable surG.) G.^J
ô , et que. d'autre part. Q^ n V (resp. g^ n V) est de complémentaire m

(resp. m )-négligeable dans Q (resp. Q ).

Nous désignerons par $ (resp. $ ) le sous-système de A. constitué

des racines réelles (resp. imaginaires pures) et par W($) le groupe de Weyl

de $. Alors W($) opère dans j et j et s'identifie naturellement à un

sous-groupe de W. .

On a le
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Théorème 6. Soient ^ appartenant à Kerj" et j a car(^). Alors toute
K

fonction appartenant à Y(Q ) est à la fois m . et m .-intégrable et,

de plus, m- . aussi bien que m- . est une mesure de Radon tempérée sur
»

à •

Démonstration. Nous allons tout d'abord établir l'assertion concernant la

mesure m ..En fait d'après le lemme 27 il suffit de montrer que toute
«

fonction <p dans D(ô ) est m .-intégrable et qu'il existe une semi-
»

norme, T». continue sur y(Q ) telle que

(165) | [ y(f)dm .(f) s 7î(y). Vy€Î)(â\

^j

Mais ce dernier point est conséquence du fait suivant :

«
(166) il existe une semi-norme, îî, continue sur y(Q ) telle que

^ f |F. (p+i/hr. (»i+i/)|di/ as T)(y). Vye2)(ô*).

a*
^G..

En effet supposons l'assertion (166) établie et soit <p appartenant à
« *

2)(ô ). Choisissons alors V» dans 2)(fi ) ne prenant que des valeurs positives

et constante égale à 1 sur le support de <p. Comme ^ est, en particulier,

borélienne et positive, on peut lui appliquer la deuxième des formules (164)

et il résulte alors, de l'assertion (166), qu'elle est m- ,-intégrable. La

fonction <p étant, en valeur absolue, majorée par llyll ^>. elle aussi est

m .-intégrable. et on est en droit de lui appliquer la deuxième des

formules (164), d'où l'on tire la majoration

<p ^G.^il ^ Z J » IFj,^+l/)Ttj.s(^+l/)ldl'•
"r.)

^G..

L'inégalité (165) est alors claire.

Soient $ un ensemble de racines positives dans $ et C($ ) la cham-

bre de Weyl positive associée :
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C^) = ï^a* / Vae^ <^ H > > ol.

«
Soit y dans D(ô ). Comme la fonction w. F. est H'.-invariante on a

V" J |Fj (^+i /)^(^+i/) |di /= [W($)l A(y).

^ û*
^^

avec

A(y) = V f IF. (^) TC. g(H+i/)|di/.

« W*')

^^G^

Si $. est un ensemble de racines positives dans $. , on note C($.)

la chambre de Weyl positive associée.

C(^) = -{^t* / Vae^ . <^. iH > > ol.

^et ^ la fonction caractéristique de cette dernière. Soit alors ^ la
^

• +
fonction définie sur t x C($ ) par

$!^ (^v) == ^ ^(jui) F. (^+i/)ii:( î+i/). V^€t , Vi/eC($ ).

*!
où ÎT*. est le polynôme quotient de ît. par le polynôme

"J.R' n^,.
a€<î>

Si on pose

$! V f ^
A ^ ) - [; J 1A '(y) = V J |̂ 1 (n.^)[ir,^(i/)dr ,

... O» )
'16tG,,

il est clair que l'on a

Z - IA(y) = A (y),

^
la somme étant étendue aux ensembles de racines positives dans $ .

Soit Ï . le système des co-racines de $.. Alors il existe un entier

naturel non nul, m, tel que 2iîrm$. soit inclus dans t . Soient n la di-
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mension réelle de t. q celle de a, s le rang de $, et r celui de $.

Soient H ..... H des éléments de t constituant une base d'un supplé-

mentaire dans t du sous-espace engendré par i^. , et soit t- le sous-

réseau de î- engendré par 2'mmÏ. et les vecteurs H , ,..., H . Alors\j l s+i n
^ » « * ~*
t est un réseau de t dont t- est un sous-réseau d'indice fini. PourG 'J
montrer l'assertion (166) il nous suffira donc d'établir, pour tout ensemble

de racines positives $, dans $, , l'existence d'une semi-norme -n, continue
«

sur y(Q ), telle que

(167) V [ \^f ^(X^v)^. (v}dv ^ T](<p), VAet*, Vy)€2)(ô').

. » Cî^)
^G

Soit donc $. un ensemble de racines positives dans $.. Soit

B, = ̂  ,...,« j (resp. B = ̂  ,....? J)

la base de racines simples de $, (resp. $ ) et, x., . . . , x , (resp.
4l *

y ,..., y ) le (resp. un) système de coordonnées sur t (resp a ) tel que

x. = imH , l^j^s, et x. = (2ït)~ H. , s+l^j^n

(resp. y = H , l^r).
J ' J » «

Nous identifions, à l'aide de ces systèmes de coordonnées, t x a à

IR" x ^q ; dans ces conditions t x M^) s'identifie à IR" x C et î

au réseau Z" de IR". D'après le théorème 5 et le corollaire 2 de la propo-

»;
sition 5, pour tout <p dans D(Q ), la fonction ^ TT, , considérée comme

fonction sur IR" x C , est un élément de ê et, de plus, l'appli-

cation

*î
v —" "v "l.R

«

est une application linéaire continue de D(â ). muni de la topologie induite
»

par celle de ^(3 ), dans ê . Alors l'existence d'une semi-norme 17.

continue sur y(Q ), satisfaisant à la relation (167) est conséquence de ce

que, d'après le corollaire du lemme 26, la formule (147) définit une semi-
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norme continue sur ë . Le théorème est donc vrai pour la mesure m
n.r.q G^,j"

Avant de poursuivre la démonstration du théorème, remarquons que les ar-

guments développés ci-dessus et le corollaire du lemme 26 montrent que, si <p
«

appartient à D(â ). la série

} l^ (p^^-*-^^, (^+^+r)[di/

^» a*
^G

converge uniformément sur tout compact de t , que sa somme F (À) est une

fonction continue et tç-périodique de la variable A dans t*, et qu'il
*

existe une semi-norme T] continue sur y(Q ) telle que

F (À) ï T)((p), \/<f)ç'D(Q*), VÀ€t*.

De même que l'assertion du théorème concernant la mesure m . a dé-
G.^J

coulé de la propriété (166). l'assertion concernant la mesure m . découlera
G,;

de la propriété :

(166*) il existe une semi-norme, T), continue sur ^(^ ) telle que

X. J \F^^+v)n,s(^v)\dv s 'n((p)f ^^â*).
^fr.\a(G)

^G.l

Si À appartient à t + a(G) n t , l'application

T —> e1^ T>.

définie pour T dans t^ , passe au quotient pour définir un caractère ^

du groupe abélien discret Kerjnexpt = t /t . De plus, l'application,

A-^,

induit un isomorphisme naturel du groupe quotient [t + a(G)* r\ t*]/ï* sur
G G

le groupe dual (Kerjnexpt)'. Alors on a, pour tout À dans t* + û(G)* n t*
G

L J » l1^0^ n^s(^v)\dv = ^<p((^Q,) + À) t v^:D^ilt).

^* a

••"^
et, compte tenu de la première des relations (163), on voit que, si dA dési-
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« « « ^,»
gne une mesure de Haar sur le groupe quotient [t + a(G) n t ]/t- , il

existe une constante positive, c. telle que. pour tout <p appartenant à
«

î)(ô ), on ait

E J J^^^LS^^
» û ( G ) *

(168)

^G.l

^J , . , .« ^âJ'^'

^G.l

[t,, + a(G) nt ]/t_
G G

La propriété (166*) est conséquence de la formule (168) et des propriétés
«

des fonctions F , y€Î)(û ), énoncées ci-dessus. Le théorème est donc démon-
V

tré. Q.E.D.

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théorème 6.

«
Corollaire. Soit ^ un élément de Kerj". Alors tout élément de y(Q )

est à la fois m- et m^-intégrable, et, de plus, m- , aussi bien que
»

m- , est une mesure de Radon tempérée sur Q .



§ X - RAPPELS CONCERNANT LES INTEGRALES ORBITALES

CORRESPONDANT A UN GROUPE RÉDUCTIF PRESQUE ALGÉBRIQUE

Dans ce paragraphe nous allons donner la description, due à Harish-

Chandra, des transformées de Fourier des intégrales orbitales pour un groupe

réductif presque algébrique, et rappeler certains résultats de M. Dufio et

M. Vergne concernant les constantes de Harish-Chandra liées à la description

de ces transformées de Fourier.

Soient (R.j.R) un groupe réductif presque algébrique et r l'algèbre de

Lie de R. Nous noterons ) le centre de r, 6 son algèbre dérivée et D le

sous-groupe analytique de R d'algèbre de Lie ô. Alors on a les décomposi-

tions en somme directe
» » «

r == î © ô, r = ^ © ô .

Si X appartient à r , nous noterons X (resp. X . ) sa projection sur

^ (resp. b ) parallèlement à 6- (resp. ^-J ; de même, si \ appartient à
l/ UJ IL> (L

r , nous noterons A (resp. À . ) sa restriction à ^ (resp. ô). Nous choisi-

rons une sous-algèbre de Cartan fondamentale de r, notée j , dont nous dé-

signerons par t (resp. û ) la partie anisotrope (resp. déployée).

Reprenons les notations introduites au § V, concernant les intégrales or-

bitales pour un groupe réductif, et, en particulier, soit W- le groupe de

Weyl de j dans R. Pour tout élément w du groupe quotient W /W, , nous
r R R

choisirons un de ses représentants, w, dans W- ; alors il est clair que pourK.

T dans j , la R-orbite de wT ne dépend que de l'élément w. Dans ces

conditions il n'est pas dificile de démontrer le
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Lemme 28. Soit T appartenant à t . Alors on a les relations suivantes

-l-1 F-
'° )l?J L^

(169) M - W /Wj ) M,
R^ L R RJ /L R,wT

weW /W,
R R

-i<T . À> ,
(170) §„ (À) = e z §- - ( À , ) , VÀ€r .

R.T ^d d

Si } appartient à car(r), on pose

j^ = it 0 a.

et on note $ le système des racines réelles, de j dans r, et W($) le

groupe de Weyl de $. Si $ est un ensemble de racines positives dans $, on
+ *note C($ ) la chambre de Weyl dans a correspondante :

^+) = -jrea* / v(H ) > 0, Vae$^M ) = ^€a / î (H ) > 0, Vae$l a

Soit a appartenant à $. On choisit des éléments X et X dans ô,a -a
de poids respectif a et -a relativement à j, et tels que

Î  • ^a' = "a •
où H est, comme d'habitude, la coracine de a dans j. Alors

IR(X -X ) C Keraa -a
est une sous-algèbre de Cartan, notée ï)'» de r dont

1R(X^-X_J 0 t (resp. a n Kera)

est la partie anisotrope (resp. déployée), notée t* (resp. û'). Soit c l'ap-

plication linéaire de j dans J- telle que(L, (L,

c (X) = X, VXeKera

c (H ) = i(X -X ).a a a -a
Alors c est la restriction à j de l'action adjointe d'un élément de

R. Si P est une racine de $. nulle sur H , P' = (3oc~ est un élément de

$'. le système des racines de j' dans r, et en fait, c'est l'unique élément

de $' tel que sa coracine dans j' soit H . L'application fS ——> f31 est

une bijection, de l'orthogonal de H dans $ sur $'. Si $ est un ensem-

ble de racines positives dans $, l'image, par cette application, de l'ortho-

gonal de H dans $ est un ensemble de racines positives dans $', que
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l'on note $' . Enfin on a

W ° ̂
Nous notons alors SB- l'espace vectoriel des fonctions, b, des troisR

variables, j un élément de car(r), $ un ensemble de racines positives dans

$, et Y un élément de ij- , qui satisfont aux conditions suivantes :

(171) (i) pour tout élément r de R, on a

b(rj. r$4', rY) = b(j, <î>+, Y),

(171) (il) si a est une racine simple dans $ , on a

bO.^.Y) + bîj.^.s Y) = b(j',$'"'',c Y) + b()\$'+.c s Y),

où s désigne la symétrie par rapport à la racine a,

(171) (lit) si on écrit l'élément Y de i)_ sous la forme
u\

Y = Yp-i^y.

avec Y- dans t et y dans a, on a

b(j, ^ Y) = 0 dès que y n'appartient pas à ) IR H ,

ae$
où IR désigne l'intervalle l0,+w l.

Lorsque j est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de r, $ est

vide, et $ est omis de la notation. La condition (171) (iii) s'interprète

alors de la manière suivante :

b(J,Y) = 0, dès que y est non nul.

Le lemme suivant regroupe, parfois en les généralisant de manière évi-

dente, les résultats des lemmes 1, 2, 3 et 6 de la deuxième partie de [Du-Ve].

Lemme 29. Soit b appartenant à S-. AlorsK.

( i ) la fonction b(j ,.) est une fonction W-invariante qui déter-r K
mine b,

( i i ) si b(j,$,Y) est non nul, et si on écrit

Y = Y^-iny

avec Y,, dans t et y dans û, il existe w dans" W($) tel que

wy = -y,



148 P. TORASSO

(iii) si bîj^.Y) est non nul, il existe r appartenant à R tel

que
r.j = j et b(j^ . r.Y) ^ 0.

De plus il existe un nombre positif d, tel que pour tout b dans £^ on

ait

(172) IbO.^.Y)! ^ d sup |b(j , X) [ .
R.Ynj^

D'après les résultats de Harish-Chandra, si T appartient à t^ il

existe une fonction b^ ,̂ dans S^ telle que

(173) 6^ ^ (À) = V bp^ (J.^Y) e. .+ v. ^<Y. Â>

y€i^
pour tout \ appartenant à j tel que À , soit dans C($ ). la fonction

b _ étant uniquement déterminée par la condition initiale :
R,T

b ( j . Y) = 0. si Y n'appartient pas à W^.T

(174)

^T^r • Y) = ^R-'1'1"1' si Y ^PP^^^ à WR•T•

On remarquera que. d'après la relation (174) et le lemme 29 (iii), la somma-

tion intervenant dans (173) ne porte que sur un nombre fini d'indices.

En fait le résultat que nous venons d'énoncer a été établi par Harish-

Chandra lorsque R est supposé connexe ; le résultat dans le cas général s'en

déduit facilement en utilisant le lemme 28.

Si j appartient à car(r), on note jy l'ensemble des éléments X de

ij^ tels que
a(X) e 2in2. VacA^ , , et expX^ € D.

ù X' désigne la projection de X^ sur t^ n ^ parallèlement à a^ n ^.ou

On pose alors
P,= E U H ,

a€$

(175) û = {^Pç, / ("i7^x+t) n ^z 5fe 0}

t^ = t n j^ .
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Soit Z^ le centre de D. Alors R = R/j(Zp) est un groupe algébrique

et. si j est le morphisme de R dans R induit par j, (R. j. R) est un

groupe presque algébrique d'algèbre de Lie r, que l'on note R. Si on pose

E^ st ^z » on voit alors sans peine, qu'avec les notations du § IX, on a
R

^ ° 'XZ ̂ t=\'
si bien que t est un réseau de t. D'autre part on a

t^ = (t^ n 6) © (t^ n î) et J^ = (j^ n ô) © (t^ n ^) ;

d'où il découle, qu'en fait

(176) û^ = -JX€P^ / (-iîiX + t n ô) n (j^ n ô) ^ ol.

Le résultat suivant se démontre de la même manière que le lemme 4 de la

deuxième partie de [Du-Ve] :

Lemme 30. Soient T appartenant à t^ ^ , j un élément de car(r), ^+

un ensemble de racines positives dans $, et Y un élément de ij tels que

^R T^' $ ' ^ soit non nul* ^ors

( i ) Y e ^

OU si on écrit Y = Y^-iny avec Y dans t et y dans a, y

appartient à a .

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie muni d'une forme

symplectique K, et soit Kç la forme symplectique sur E complexifiée de

la forme K. On appelle lagrangien positif pour E. un sous-espace lagrangien

1 de E^ tel que. pour tout élément X de 1, le nombre i^X. X) soit
c

positif ou nul.

Si F est un sous-espace vectoriel de E nous noterons Sp(E) le sous-

groupe de Sp(E) constitué des éléments laissant F invariant, et Mp(E)

l'image inverse de Sp(E) dans Mp(E).

Alors M. Dufio a défini sur le groupe Mp(E) une fonction ô^ satisfai-

sant aux conditions suivantes (cf [Du-31)

(177) (i) ô^e) = - 1.
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(177) (ii) si x appartient à Mp(E), et si 1 est un lagrangien posi-

tif x-invariant,
ô^x)2 = det x^ [det xj~1,

(177) (iii) si 1 est un lagrangien positif, la restriction de ô à

Mp(E). est un caractère de ce dernier.

Tout élément x de Mp(E) laisse invariant un lagrangien positif de E.

D'autre part si 1 est un lagrangien positif de E totalement complexe, i.e.

tel que 1 n Ï = 0, les conditions (177) (i), (ii), et (iii) déterminent

entièrement la restriction de ô à Mp(E)^ .

Si L est un groupe de Lie, et h un morphisme de L dans Sp(E), nous

noterons ô^. ou plus simplement ô , la fonction définie sur L par

(178) ô^l.x) = ô^x), Vd.xîel^ .
«

Si l est l'algèbre de Lie de L et si 1 appartient à l . nous note-

rons ô1 la fonction définie comme ci-dessus pour le groupe L(l) .

Nous supposerons jusqu'à la fin de ce paragraphe que le groupe presque

algébrique réductif (R,j,R) est connexe.

Soit \ appartenant à r- , de telle sorte que r(À) est une sous-al-
rC

gèbre de Cartan de r, que nous appellerons j, et que R(A.) est le sous-

groupe de Cartan, J, correspondant, dont nous noterons T le sous-groupe ma-

ximal compact module KerjnJ, et A le sous-groupe analytique d'algèbre de

Lie de û. On a J = TA.

Si 1 est un sous-espace j-invariant de r^/}^ > on notera A^ le sous-

ensemble de A . constitué des racines de j dans 1. Un tel sous-espacer.j ^
est automatiquement J-invariant.

Rappelons qu'une racine imaginaire, a, de A , est dite :

- compacte, si l'intersection de r avec la sous-algèbre,

^ ® CH, ® r^.

de r est une forme compacte de si (R),

— non compacte dans le cas contraire.
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Ceci étant précisé, un sous-espace j-invariant. 1, de fn/j^ est un la-ïc c
grangien de r/j pour la forme symplectique K , si et seulement si A. satis-

fait à la condition suivante :

(179) A . est la réunion disjointe de A. et -A.

et, dans ce cas. 1 est positif si et seulement si A. satisfait, de plus,

aux conditions :

(180) d) si a est une racine imaginaire non compacte de A. , L\.(H )

est strictement positif

(180) (il) si a est une racine imaginaire compacte de A. , i/V(H )

est strictement négatif

(180) (ni) si a est une racine complexe de A. , a appartient à A,.

Si 1 est un lagrangien j-invariant de rp/j^ , on a vu qu'il est J-in-
<L IL

variant, et. par suite, ô est un caractère de J. Si on note p. la demi-

somme des éléments de A. , et o. la restriction de p. à t, on voit sans

peine que, pour tout lagrangien positif j-invariant de r./j.., , on a
U-» lu

(181) dô^ = (T .

D'autre part, l'application,

X ——> exp < r ( X ) .

définit un caractère de î qui ne dépend pas du choix du lagrangien. 1,

j-invariant de r ^ / } ^ ' II résulte de là que l'on a, pour tout T apparte-

nant à t ,R

(182) ô\exp T) = ïr,(T).

Maintenant définissons X-(A) comme étant l'ensemble des représentations

unitaires irréductibles. T. de J = R(\) dont la restriction à J est un

multiple du caractère de ce dernier ayant pour différentielle

L\. . + dô\

Alors, si T appartient à X (A), la représentation ô\ de J^ passe
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au quotient à J, et définit un élément de X-(À) ; de plus, l'application

T —> ô\ est une bijection de X (À) sur X (À).
»

Si ^ est un élément de Kerj" tel que À appartienne à r- , on
^•tX

note X- (À) le sous-ensemble de X-(À) constitué des représentations TIv»^ *'•

satisfaisant à la condition

T(y) = x(y) Id. VyeKerj.

Alors l'application T —> ô T induit une bijection de Xp (^.) surR^

^ .̂ )-

Soit a appartenant à $, et soit y l'élément de R défini par

(183) y^ = exp^ i(X^-X^).

Alors y appartient à T et la paire <y , y } ne dépend pas du

choix des vecteurs X et X de r, de poids respectifs a et -a par

rapport à j, et tels que [X . X 1 = H .

Si or est une représentation unitaire irréductible de J, l'opérateur

(r(y ) a au plus deux valeurs propres qui sont complexes conjuguées : on note

alors y (a) la partie réelle commune des valeurs propres de <r(y ).

D'autre part on note n l'entier défini par

(184) n^ = ^ £ p(H^).

P
la somme étant étendue aux racines fS dans A . telles que P+p appartienne

»
à IR a, et on pose

(185) e^ = (-1) a.

Soit $ un ensemble de racines positives dans $. Si T appartient à

X-(X), on pose

|sh<ii^. H >|
(186) Çp(^T) = n + a

rv ^-A*'ae* ch<ïiÂ. H > - e y (a)oc. a T

et, si T appartient à X-(A), on poseK

(187) CJA.T) = Ç-(À.Ô\).
K K

Comme la notation l'indique, les nombres Çp(A,T) et Çp(^,T) ne dépendent

pas du choix de * . Pour ce qui précède on pourra consulter [Du-3] ou
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[Du-Vel.
«

Soit %, un élément de Kerj^ et supposons que À appartienne à r- .
K»^

Avec les notations ci-dessus on pose

(188) q., (X) = [J : Kerj.jf1 V (dim T)2 Ç,.,(A.T).
K»^ / . K

r^M

ou, ce qui revient au même,

(188') q- (\) = ÏJ : Kerj.J]"1 V (dim z)2 C,(Â.T).
^•X / . *<

T<^^)

«

Alors la fonction q_ ainsi définie sur r- , est continue et R-inva-
K»^ K»X

riante.

Si ^ appartient à Kerj", on définit la fonction b élément de S ,
K,^ K

en posant

(189) b (J.^.Y) = Y Ï (T) b (J.^^Y).K»^ / . n K»1

^r.Z
En fait, il résulte du lemme 29, que la somme ci-dessus ne comporte qu'un nom-

bre fini de termes non nuls et que, de plus. il existe une constante positive,

M, telle que

(190) |b (J.^.Y)] s M. Vj€car(r). V^c^. ^eiL. et V^KerF.

Le résultat suivant se démontre comme le lemme 5 de la partie II de

[Du-Vel.

Lemme 31. Avec les notations ci-dessus^ on a pour Y dans ij- et X
u\

dans t_

(191) b- (j.^.Y+X) = x (X) bp (J.^Y).
Rïx R Rfx

Soit 0 une application de a- à valeurs dans t n ô telle que. pour

tout y appartenant à a- , e(y)-iîty appartienne à j n ô ; une telle ap-
*-> £1

^,«
plication existe grâce à (176). Si p, appartient à t , on définit une

R.a;
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fonction c- (j.<î» ,^i..) sur a- en posant
^X ^

(192) c JJ.^y) = bp (j.^.eïyMny) e"1 '̂ e(y)>, Vyea-.^t-t *<»-<; -6

II résulte du lemme 31 et de la définition de Ï . que la fonction
R.^

c- (j,$ ,ji,.) ne dépend pas du choix de l'application 9 ayant les pro-*<»X
priétés ci-dessus énoncées.

On a alors le

Lemme 32. Soit ^ un élément de Kerj", et j un élément de car(r).

Alors on a

(193) q (^+y) = Y c-, (j^'^.yîe"71^' y>, V/iet* , Vi^C^L
î  ^R^ R..

la série à droite du. signe égal étant absolument convergente.

Démonstration. La convergence absolue de la série résulte immédiatement

de la majoration (190).

Lorsque R est semi-simple la formule (193) est une conséquence de III.

théorème 1 et II (81) de (Du-VeL Nous allons nous ramener à ce cas.

Soient D le sous-groupe dérivé de R, D = D/j(Z_) et j (resp. j )

la restriction de j (resp. j) à D. Alors (D, j, , D) est un groupe presque

algébrique tel que D = (D, j, , D).

Désignons par y , la restriction de ^ à Kerj.. Alors l'application
« »

A —> A . induit une surjection de r- sur ô_ , et les espaces symplec-

tiques
(r/j, K^) et (ô/jnô, K d)

sont naturellement isomorphes, si bien que l'application qui, à une représen-

tation de J. associe sa restriction à J n D, induit une bijection de X- (A)
^iX

sw .̂̂ d'-
De plus, si a appartient à $, la paire d'éléments, <y , y " }, de J.

OC OL

est aussi la paire correspondante de J n D. Enfin les groupes quotients
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J/Kerj.J et J n D/Kerj .J n D

sont naturellement isomorphes.

De toutes ces remarques résulte que l'on a, pour À appartenant à

'L-
q_ (À) = q_ (À ).
R^ D,;^

Dans la suite, si j est un élément de car(r), nous noterons j . son

intersection avec ô.

Comme on a manifestement,

(û n ô) = û

il nous suffit, pour établir la formule (193), de montrer que, pour p. dans
^,*
tj- et y dans û^ , on a

c^(j.<^.y) = c^(î  .̂  .y).

Compte tenu de la définition des fonctions c,, et c- , ceci revientR,^ D,̂

à établir que, pour tout Y appartenant à )_ n ô, on a

(194) b^J.^.Y) = b^ (j^ .^.Y).

Or il résulte de la forme (170) du lemme 28 que l'on a

b^U^.Y) = 8^^ b^,^ .^.Y^). VTet^^ , VY^

où ô . désigne le symbole de Kronecker des lettres a et b. Alors la for-

mule (194) est une conséquence facile de ce dernier résultat, de la définition

(187) des fonctions b- et b- , et de ce que t - = t, © () n t ).
K,;f '^d ' » *

Q.E.D.

Remarque. Si F est un groupe abélien discret, et si A est un sous-
1

groupe de I", nous noterons A le sous-groupe fermé de r^ constitué des

caractères triviaux sur A ; si ^ appartient à A", nous noterons (F^)
XQ

le sous-ensemble de r^ constitué des caractères dont la restriction à A

est ^. Alors (F^) est une classe module A . et on a (r^) = A1.
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Si À appartient à r- nous noterons (Kerj^L le sous-ensemble de
K A

»
Kerj", constitué des éléments ^ de Kerj" tels que . À appartienne à r ;

si ^ désigne le caractère de Kerjnexpt tel que
A

^(exp T) = e^' ^(T),

on a (Kerj"L = (Kerj") .
À ^A

»
Si ^ est un élément de Kerj" et À de r , il est immédiat que

*^tX

X-, (A) est la réunion disjointe des X- ,(Â). pour ^' parcourant
K,^ K,;<

(Kerj") n (Kerj"L . ensemble que l'on note (Kerj") . Un simple calcul
X A ,<;»A

montre que, dans ces conditions, on a

[KerJnJ : Kerjnîl ^
(195) q- (À) = ————^——————— ) q_ (A).

•"^ [Kerj : Kerj] ^_ R.^*
^(KerD^

«
Maintenant si À appartient à r , il n'est pas difficile de voir, en}\.

utilisant le lemme 32. les relations (189). (192) et (195). et le fait que la

majoration (190) est uniforme par rapport à ^ parcourant Kerj^. que le nom-

bre q- (À) est une fonction continue de la variable ^ dans (Kerj"). . si
*<»X A

bien que l'on peut définir un nombre q^A), en posant
tv

(196) q (À) = f q (À)d^
R J j_ K,^-

(Kerjnexpt)

où, maintenant ^- désigne un élément de (Kerj^L , et où d^ est la mesure
A A

de Haar de masse totale 1 sur (Kerjnexpt) .

On montre facilement que, si Kerj est fini. on a

(196)' q^(À) = U : Kerj.jf1 Y (dim z)2 Ç^(A.T).

T€X-(A)
K

Enfin il est facile de montrer que la fonction q- est. dans tous les
K

Ht
cas, continue sur r_.



§ XI - LES FONCTIONS q^ ET q^ ET LA FORMULE DE

POISSON-PLANCHEREL POUR G

Soit f un élément de ôç n V. Le groupe (G(f), j. G(f)) est presque

algébrique. On choisit un facteur réductif J. de G(f) et on note J. le

facteur réductif correspondant de G(f), et j son algèbre de Lie. qui est

donc un élément de Car(â). Le groupe (G(u ). j. G(u )) étant lui aussi pres-

que algébrique, on choisit un facteur réductif R de G(uJ contenant J. et

on note R le facteur réductif de G(u ) qui lui correspond, de telle sorte

que (RJ.R) est un groupe presque algébrique. On appelle r l'algèbre de

Lie de R et À la restriction de f à r. Comme f est un élément de V,

il existe un facteur réductif S de G tel que R = S(u ). et on a alors.

J = R(Â).

Ainsi j est une sous-algèbre de Cartan de r. et le système des racines de

jç dans r^ n'est autre que L. (Voir les lemmes 5 et 6 § III).

Soit JQ la restriction de j à R. Alors (R. j . R) est un groupe

presque algébrique, et, si on pose

JQ = R(À) = J n R.

JQ est le sous-groupe de Cartan de R d'algèbre de Lie j.

Si ^ appartient à Kerj". on note ^ sa restriction à Kerj . On a

alors le

Lemme 33. Soient -x. appartenant à Kerj", et f a Q n V. Alors f ap-

partient à fiç^ si et seulement si \ appartient à r* et, si ces
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conditions sont satisfaites, le nombre q, (A) ne dépend pas des choix des

•̂ 0

facteurs réductifs respectifs, J de G(f), et R de G(u ), tels que J soit

contenu dans R.

Démonstration. Nous avons vu que si f appartient à V', alors À est un

élément de r . Mais il est clair que, avec les notations ci-dessus, t- est

égal à t, , si bien que, d'après (158) et (160), on a dans ces conditions,
R

« ~»
f € fi- si et seulement si f,. e u + <r . + t , et

i-»,̂  Il <<. y»j —
« ~

\ € r si et seulement si Â , ^ e u + <r^ .+ t^ ,
«

où H est un élément de t tel que

i<H . T>
e x = ^(exp T), VTetç.

Cependant f et À ont même restriction à t. tandis que. on l'a vu au

cours de la démonstration du lemme 6. les racines de j^ dans ôç/âç^f^

d'une part, et dans n , d'autre part, sont les mêmes et interviennent avec

la même multiplicité, si bien que

.̂i - V)
est la restriction à t d'une somme d'éléments de A , et, à ce titre ap-

o» )

partient à Ï . Il est alors clair que les conditions,

f^ et A^r^,

sont équivalentes. Ceci achève la démonstration de la première assertion du

lemme.

Remarquons maintenant que J est le tore connexe de G(f) d'algèbre de

Lie j , et qu'à ce titre, il ne dépend pas du choix du facteur réductif J
C

de G(f). De plus. comme J est le sous-groupe de Cartan de R d'algèbre de

Lie j , il est clair que J-. est contenu dans j~ (J) ; autrement dit J^

est contenu dans l'intersection, notée J , des facteurs réductifs de G(f).

Mais si N. désigne le radical unipotent de G(f), pour que deux éléments de

J soient égaux, il faut et il suffit qu'ils aient même image dans G(f)/N,..

Cependant il résulte du lemme 5 que N,. est égal à G(f) n N, si bien que



LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL 159

G(f)/N- s'identifie naturellement à un sous-groupe de S = G/N, et que, par

suite, pour que deux éléments de J soient égaux il faut et il suffit qu'ils

aient même image dans S. Comme l'image dans S du groupe R est le groupe

S(u^), et, celle de J , est le sous-groupe de Cartan de S(u ) d'algèbre de

Lie l'image de j dans s = Q/n , il est clair que J ne dépend pas des

choix de J et de R. On voit de même que si a appartient à $ l'élément

y de J , défini par la formule (183). ne dépend pas, non plus, de ces

choix. Enfin, c'est une conséquence des relations (179), (180) et (181) que,

l'ensemble de représentations unitaires irréductibles, X, (À), de J ne
R,XO

dépend pas de ces choix. Le lemme est alors démontré. Q.E.D.

Si ^ appartient à Kerj", on définit alors une fonction q (resp.
« «

q-) sur l'ensemble g- ni/" (resp. fi n V) en posant

(197) q (f) = q, (X) (resp. q (f) = q,(f)).
R.^0 (J R

Cette fonction est G-invariante, comme on le voit par transport de structure.

Nous allons montrer que, si J appartient à car(â), et W à V^/ , on a
« »

pour tout élément f de fi n W (resp. de Q n W)

(197)' q ( f ) = q , (À) (resp. q (f) = q „ (À)),
"• sw.;̂  ur sm

où S est un facteur réductif de G. tel que son algèbre de Lie s contienne

j, et où X désigne la restriction de f à j.

Pour voir cela. remarquons, tout d'abord, que si f appartient à
» «

^G y n ^ (resp. Q r\ W), si S est un facteur réductif de G comme ci-des-

sus, et si on pose

r = ^stu/ "f •

élément que l'on considère, grâce à l'identification naturelle de s(uj
«

avec un sous-espace de s décrite avant l'énoncé du lemme 5, comme un élé-
«

ment de Q , alors S(uJ est un facteur réductif de G(u,.,) contenant un

facteur réductif de G(f ' ) et, de plus f . est un élément de
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»» »
s(uj ' = j égal à t.. = f j . . En particulier on a

q (D = q . (À) (resp. q (f) = q . (A)).
^ ^"f^o ^

si bien que, d'après la remarque 2 suivant la démonstration du théorème 1,

notre assertion sera établie dès que l'on aura montré l'égalité

"G.̂ " = 'W'1 (resp- ̂  ° qG(l"))•

Cependant, comme R et S(u-.) sont deux facteurs réductifs de G(u,.),

il existe un élément n de N tel que

n.R = S(u ).

Dans ces conditions il vient

^(D - q,,(n.f) = ̂ (n.f,̂ )

(resp. q^(f) = q^(n.f) = q (n.f^ )).
S(u ) ' ' f7

Notre assertion résulte alors de ce que

"•^(u^) = f|s(u^ = ^(u^)'

De la formule (197)' résulte que la fonction q- (resp. q ) est conti-
« » « *

nue sur Q- n V (resp. 5- n !/'). Comme fi- r\ V (resp. fi- n I/') est de complé-
« «

mentaire m- (resp. m-)-négligeable dans 5- (resp. Q ). il s'en suit que

la fonction q- (resp. q_) est une fonction borélienne m- (resp. m-)-
« )R

presque partout définie sur fi- (resp. fi-).
«

Si f appartient à 3-. , on note (Kerj^),. , le sous-ensemble des élé-
»

ments ^ de Kerj^ tels que f appartienne à fi- . Grâce au lemme 33, on
«

voit que, si f appartient à fi- n V, ^ est un élément de (Kerj^)- si et

seulement si ^ est un élément de (Kerj-L. D'autre part (Kerj"),. est

une classe. modulo (Kerjnexpt) dans Kerj"\
*

Soit f un élément de Q n V. En utilisant la formule (197)' et la

formule (196) du paragraphe X, on voit que l'on a

(198) q^(f) = J ^ q^ ^(f)d^ .

(Kerjnexpt)
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où ^ est un élément de (Kerj").. . et d^ désigne la mesure de Haar de

masse totale 1 sur (Kerjnexpt) .

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le résultat principal de cet

article.

Théorème 7. Soit ^ un élément de Kerj".
«

( i ) Si <p est une fonction dans y(Q ), elle est intégrable pour

les mesures q- dm-, et q-dm-. De plus, les applications

y ___ J ^ y IG.X^G.X ' et (p ~^ J . ï) V^G •

^ ^
«

définissent des mesures de Radon tempérées sur Q .

( i i ) Les séries distributions

E(199) ) ^(T) M^

TeE-/G
L»

et

£(200) \ 1^(T) Mç^

TeE-/G
L»

convergent dans y'(Q), et leurs sommes respectives V et V~ satisfont

aux relations

(201) Vc^oA,
(202) y V- = q-dm,..^ G G G

Démonstration. Nous allons, dans un premier temps, démontrer les asser-

tions du théorème concernant la mesure q- dm- et la série 7- .

Soit S un facteur réductif de G, dont on note s l'algèbre de Lie. et

choisissons Car(G) de telle sorte que ses éléments soient contenus dans $.

Alors en utilisant la relation (197)* on voit que l'on a, pour toute fonction

<p, borélienne et positive» ou q- dm intégrable,
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(203) f y ( f ) q- ( f ) dm-, ( f )
J « u»^ ^fX
^

-2d .-. _, _ i r-
= (2n) â ^ [W ] 1 v o l ( t ^ ) 1 ^

J € C a r ( G ) ^l/^/^

Z r wF, ( n + i / ) q , (^+y) 71 ; (p+p) dp.
\» J t y s(ir).^ j ' s

^<.
Un raisonnement analogue à celui que nous avons tenu dans la première

partie de la démonstration du théorème 6 permet alors de ramener la preuve du

point (i), relatif à la mesure q dm- , à la vérification de l'existence,

pour j dans Car(ô) et W dans V)/^ fixés, d'une semi-norme. T), continue
«

sur y(Q ), telle que

(204) ) f |F^ (n+i/) n. (^+v)\q , (^v)dv :£ Tî(y). Vy62)(â*).
L. \* ) t < p )1S S(W)^Q

^

Si $ et $. sont des ensembles de racines positives dans, respecti-

vement. $ et $ et si w appartient à W($). on définit, pour <p élément

» ^.w » ^ ^.w
de y(Q ), une fonction ^«y sur t x C($ ), et un nombre A,,, (y), en

W f <p VI

posant successivement

$ w
0 1 (n+p) = ^ (^i) F.^ (H+wi/)îi:(^i+wi/), V^iet*. V^a^).n^»y ^+ ^ . y J

*^w -̂, $^w
A,y (y) = ) |^.y (^.ï/)|ît; (i/) q , (<i+i/)dp,

W L. ï n^ )^ S(W)^

^a"
les polynômes n\ et TC. étant définis comme dans la démonstration du

) j»1"
théorème 6. Le premier membre de (204) s'écrit alors

7 V ^'wz. z- A^ w
*4' weW(^)
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la première sommation portant sur les ensembles de racines positives dans $ .

Cependant, pour ^ dans Ï , v dans û , et T dans X (^i+i/)
sw.^

on a

sh<Tti/, H > , +.
Ç . (^+i/) ^ n ————————°—— ^ 2 } n (l-exp(-|<Tn/.H >|))~1.
SW.^ + ch<m/. H >-1 " + a

0 aev a a€$

D'autre part la relation suivante,

ISW(^) : Kerj-Q expçjf1 Y (dim T)2 == 1,

T6XS(B^).^+1')

résulte du théorème de Peter-Weyl projectif pour le groupe

sm(H+i^)/(KerJQ expçj). Ainsi, grâce à la formule f I R S ' ) du § X, on a la

majoration ;

[$ ]
q , (^) ^ 2 + n (l-e"^' ^V)"1 V^t* . V^CÎ^).
s(iy).^ + Ly'^0 ae<î>

II est alors facile de voir qu'il existe une constante positive. M, telle que

l'on ait

(205) q , (H+Î TT (v) as M(l+ît; (v)) \/^i* , Vi/eCC^).
S(^).^ ï^ hlR G^

Par suite, l'existence d'une semi-norme T» continue sur y(Q } satisfaisant

à la relation (204) est conséquence de l'existence, pour ^+ et w dans W($)

fixés, d'une telle semi-norme satisfaisant à la condition

E r ^ î ( w
(206) J 1^^ ^.^)| (l+ît^(i/))di/ ^ Tî(y). VyeDîâ*).

« C($4")
^€tG..

Si nous identifions t x a à IR" x IR01 comme nous l'avons fait dans la dé-

monstration du théorème 6, les arguments développés dans cette même démons-

tration, mais relatifs aux intégrales orbitales F.^ . montrent à la fois que

les fonctions

<^,w

^ ^"i^' <pey^ )'

considérées comme des fonctions sur IR" x C sont des éléments de S
r'q n,r,q
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et que l'application
$ ,w

f^^,v "'"j.R'
«

est une application linéaire continue de Y(Q ) dans ê . A partir d'ici
«

la démonstration de l'existence d'une semi-norme T», continue sur y(Q ), sa-

tisfaisant à la condition (206). est identique à la démonstration de l'asser-

tion (166) ; ceci achève la preuve du fait que q dm est une mesure de
»

Radon tempérée sur Q .

Pour démontrer la convergence dans ^'(ô) d® ^a série (199), il suffit
«

d'établir, pour toute fonction <p de y (fi ), la convergence absolue de la

série
(207) ^ îp(T) ?gM^(ï>).

TeÈç/G

Supposons que les éléments de Ê-/G choisis soient contenus dans l'algè-

bre de Lie s. Alors, en utilisant les formules (44) et (89) du § V, on
»

obtient, pour toute fonction (p de y(Q ),

^ ÏG(T) W.T^
T6E-/GG

-(2n)-2^ ]T ^l-1 ^ ^ ^

J€Car(G) WeV^/- Te Ê-/G ç
\ H/" T/

<reS(T) '"sm

IW-^ : W . lî ((T'^) f F . \ ( f ) § / . ^ l T ( f ) "i (f) df-s(w) smîo^T) G J ^•y S(W).(T T ) , s
J » ^

Soient j appartenant à Car(G) et W à 1/V~. Si T appartient à Eç ,

l'ensemble des <r T . pour <r parcourant .S— _ . . est un système de
S(T) ' S(W)

représentants des S(W)-orbites dans S.T n 9(W). De plus il est clair que

^W) = ̂  n îw)-
Enfin il résulte des formules (155) et (156) et, de ce que, comme nous l'avons

vu dans la démonstration du lemme 33, si j appartient à Car(s(W)).



LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL 165

"fl.J " ^W),;

est la restriction à t d'une somme d'éléments de A . , que pour tout élé-
<î» 1

ment T de ^iw\ on a

^ = ̂ Sm^

Ainsi nous obtenons, au moins formellement, pour toute fonction <p de

^(ô\ l'égalité

^ ÎG^^A.T^
TcÈç/G

=(2n)2^ ^ [ W ^ r 1 ^ ^ ^SW^SWm1

jeCar(G) WeV1/- TeEç,^./S(W)<s{ iv )

x ïs(^r ) ( T ) J /j^ ^(^.T^^j.s^^'
i

que l'on peut réécrire, si on désigne par )y. , au lieu de j /«.,. , une sous-

algèbre de Cartan fondamentale de s(lf), et par ty. sa partie anisotrope,

^ ÏG^A.T^ = (27t) 2 ô Z ^i1"1 E. Z ^(^
TeÊ /G jeCar(G) ^e^/- y

- 1€ W,S(W}

'I^^^S^Î^T^Ls^^^
J

Si pour j dans Car(G) et W dans ^v- fixés, on pose, pour toute
H

fonction <p de ^(â ),
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(208) <V^ ̂  = ^ Ï^(T) J ^ F^(f) e^^(f)n^(f) df ,

)
^^.sm

on a l'égalité formelle

Z -2d r—i , r—» A
(209) ïç(T)y M^(y) = (2n) 9 ^ [W^l ^ <V^^ .<p>.

TeÊ /G jeCar(G) ^eî/^A

Ht
De plus, la fonction <p de ^(ô ) étant fixée, pour démontrer la conver-

gence absolue de la série (207) il suffit d'établir, pour j appartenant à

Car(G) et W à l^/-, celle des séries (208) .

Soient donc j dans Car(G) et W dans V ^ / ~ . Pour simplifier, nous

poserons R = S(W) et nous adopterons les notations introduites au début de

ce paragraphe et au cours du précédent. Nous noterons n,. l'ordre du groupe

quotient Kerj-VKerj , groupe qui est aussi isomorphe à t _/t . En uti-
*

lisant la formule (169) du lemme 28, il vient, pour <p dans y(fi )

<V,.,, .V»- IW /WJ Y Y ^R^ f Fw^n Qo - ^"j s^wtx R R L^ L. R J .» ^V R,wT hs

weW /W, T€Ï }

R ^ r.R

- "O 1 ^ : W^l'1 ^ ^ ^ ^(T)J F^(f)

-V^ ,,^erJ^^Tet,/ ^

X §, ( f ) T T . ( f ) d f .

R, wT " s

Mais le groupe W opère dans t en laissant invariant le sous-groupeK. * , £^

ï - ainsi que le caractère ^ de ce dernier, si bien que l'on a, pour (pr,K K

élément de ^ô*),
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-1 ^
(210) <V^^> = n ^ [W^ W^l ^ ^ '^

w€W /W, ;t 'e(Kerj.) T€t
R u ^0 rtz

w.î'(T) f F ^ ( f ) 9, ( f ) n . ( f ) d f
^ J , ) 'y R . T Ls

'"O1 Z ^^^
X'€(Kerj -)

^0

où on a posé. pour ^ dans Kerj^" et <p dans ^9*).

(211) <V^^ .y> = V ÏJT) J F^(f) 9. (f)Tr. ^(f)df.
R î* ' ^*^

^^.z J

Soient ^ appartenant à Ker j" et ^+ un ensemble de racines positives

dans <î>. Si $ est un ensemble de racines positives dans $ et si w est

un élément de W($), pour toute fonction <p dans ^ ). o" pose :

^^.w r" ~ r $ î»w

(212) <V^^ ,y> = ^ ^JT) J ^^ (̂ .i.) §, (^+i.)7t. ^(wi/)d4 di/.
^ . R t^a^) ' R•T

r.Z
On a alors, en tenant compte du fait que la fonction 9, est W($)-inva-

R.T
riante,

(213) <V^^ , <p> = ̂  Y ^W^ • <P>1 ^çy^^

^ weW(<î>)

la première sommation étant étendue aux ensembles de racines positives de $ .

De plus, il est clair que la convergence absolue des séries (212), pour ^+

un ensemble de racines positives dans $ , w appartenant à W($) et ^ à

Kerj ", entraîne celle des séries (208).

Pour T appartenant à t désignons par a (<p) le terme d'indice

T de la série (212). Utilisant la formule (173) donnant l'expression des
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fonctions 9, on obtient, pour <f> dans y(ô), la relation
R,T

a (y) = ï (T) Y b. ( j . ^ .Y î f ^ r (^i/)
'<•• 1 ~î" ^ D T J « . " ' . y

R Y^ij- t x w )
IR

-i<Y. u+i/> , , , ,x e ' n. -,(w^) dp. dv,),IR

$, ,w
que l'on peut réécrire, si on note •»»,., la transformée de Fourier par-w , <p

» ^T » W

tielle, par rapport à la variable p. dans t , de la fonction ( Z » 1 , sous laW,<p
forme suivante

(214) a^(,)=îjT) ^ b U.^Y); .̂ (Y, ..)
R Y.i^ ' c($+)

x e''ît<y• v> n. -(wi^) di/J.R

où. pour Y élément de ij^ . on désigne par Y (resp. y) l'élément de t

(resp. a) tel que

Y = Yy-iny.
«

Posons alors, pour T dans t et p dans y(g ),

A^v) = ^ |b. (j.^.Y)] J I^'^YO •"'l

Ve.,, '•'

-Tt<y, i/> / ^ ,x e •" n. (v) dv ,j »"<

de telle sorte que l'on a la majoration

(215) \aL^W\ ^ A^(y).

Si Y appartient à ij- , on pose
1K

c(Y) = V |b, (j,$+.Y)|.
L^ R,T

^^.Z
«

Alors il est clair que l'on a, pour y appartenant à y(fi ) ,
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^ A^)= ^ c(Y)J iTl̂ Y l̂le-"^ ̂ (l̂ .

V.ii, ^+)

En utilisant les lemmes 29 et 30 et les formules (174). on établit les

assertions suivantes :

(216) (l) il existe une constante positive M telle que l'on ait

c(Y) a; M. VYeij-
IK

(216) (ii) soit Y un élément de ij tel que c(Y) soit non nul ;
u\

alors Y appartient à j— et y à û .

Soit 9 une application de a dans t telle que, pour tout y dans

a^ . e(y)-iîty appartienne à j . Par suite, si y appartient à a , on a

(t - iny) n j = e(y)-iîty + t .

Alors, compte tenu des assertions (216). on a. pour <p appartenant à y(g ),

la majoration suivante

(217) y A^y) ^ M Y J I Y" I^^Y+etyî.^l^^'^Tr.^^di/.

Tet^ y€d C(<Ï>'1') Y€t

Remarquons que 2iîi<î> est contenu dans le réseau t , de telle sorte

que l'on peut choisir des éléments H' ,...., H' de t constituant une bases+1 n Z

d'un supplémentaire, dans t, du sous-espace engendré par 2in<î» Soit, alors,

t_ le sous-réseau de t engendré par 2ïnî> et les vecteurs H* ,...,H' ,^ z. l s+1 n

et désignons par Y , .... Y. un système de représentants dans t des élé-

ments de 17/ty • Considérons enfin le (resp. un) système de coordonnées
« «

x. ,..., x_ (resp. y' ,..., y ' ) sur t (resp. a ) tel que

x'. = iH , l^j^s. x'. = (271)"^'. . s+l^j^n
J ~. J J

(resp. y. = H , l^j^r)

où <a^ ..... c^J (resp. {(3 ..... (3 } ) est la base de racines simples de ^

(resp. <î» ). Nous identifions, à l'aide de ces systèmes de coordonnées, t x a
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à IR" x ^ ; dans ces conditions t x Cî^) s'identifie à IR" x C et t *
r,q Z

le réseau dual de t_ , au réseau Z" de IR". Enfin, si <p appartient à

« ^ r »w

y(â ). la fonction 0,... (1+ît. ). considérée comme fonction sur IR" x C ,W,y j,IR r,q

est un élément de S . L e corollaire du lemme 26 montre alors, qu'il
«

existe des éléments de S(t ), en nombre fini, notés p ,...,p , tels que,

pour <p appartenant à y(Q ). on ait

( ^.w ) k ^.w
(218) sup ^ ^ TÏ (X+Y.i/)^ ^ ^ |ô ^1 (^i,i/)[d/i, Vi/eC($'1').

Y€t^ j=l t

D'autre part on a pour y appartenant à û . v à C(<î> ), et <p à y(Q ),

+ 1 +

^ ^w1'^ (^(y'.1')! = ̂  ^ Iv^Yj^y^)!
Y.t^ -i-1 Y.t^

et, par suite, grâce à (218) on obtient, dans les mêmes conditions, la

majoration
4. k +

Z ^ i t w ^ r ^ î 'w

'Vy ^^^l ^ 1 ^ Jj0?.^ ^1^-
Y6t^ j=l t

En reportant cette dernière relation dans (217), on obtient, pour <f> appar-
«

tenant à y(Q ),
k , +

Z V^ r ^l^
A^W s 1M ^ |a ^1 (^,i/)|ô(i/)d^i di/

T€t^.^ j=l t*xM^)

avec, pour tout v dans C($ ),

.(.) » J ̂  e-^.-L^.) . { n ^-^Mn,^.

lyep J (aç^ J

si bien que l'on peut trouver une constante positive M telle que, pour <p
1»

dans y (g ), on ait
k ^+

Z V~^ r * j » w
(219) A^(y) ^ M^ J |ô 0^ (4,i/)|(l + TT. |R(i/))d/i di/,

T.t,^ J=l t#xc($+) j
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le membre de droite de cette inégalité étant fini puisque, nous l'avons vu.

« ^.w
pour toute fonction <p de y(Q ), la fonction ,̂./ (I+TC. _,) est un élément

W ,<p J.R

de ^n.r.q' En utilisant l'inégalité (215), on voit alors que les séries (212)

sont absolument convergentes. Ceci entraîne, comme nous l'avons observé, la

convergence absolue, pour tout <p dans y(Q ), de la série (207).

Dans le même temps la convergence absolue des séries (212) justifie les

égalités formelles (209), (210). (213) et (212). si bien que pour calculer la

somme de la série (206). il nous suffira de calculer celle des séries (212).

Mais grâce à l'égalité (214). si ^ appartenant à Kerj", j à car(G). W à

V /-, w à W(<î>) et $ un ensemble de racines positives dans $. sont

fixés, on a pour tout <p dans Y(Q ),

l^.w ^ -,
(220) <V 1 . y> = ) ) Î_(T) b. (j.^.Y)

z- L- p R.T
T€t^ Yei^r.Z '^IR

$. ,w

J Yy (YO'^^J ̂ wv)dv-
C{^}

Cependant il résulte de l'inégalité (219), que l'on peut permuter, dans le

membre de droite de l'égalité (220). les signes sommes pour obtenir, pour <p
«

appartenant à y(Q ). la relation

^$, .w
(221) <V^ . <p>

• ̂ .., { Z \^' •^wï.•-) •"<" "}•„,
V<- i f

c't•• S.:,. R"
avec, rappelons-le, si Y est un élément de ij-

_ IR

b, (J.^.Y) = V î_ (T) b, (J.^.Y).
R.X L- p R.T

Posons alors, pour <p dans y(â ) et v dans Cî^)

•ïij ^(wv)dv,
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A (>.) = V b. (j.^.Y) ^^(Y^) e-^- v>.
" ^ R,x

Y6i^
Remarquons tout d'abord que, si Y appartient à ij- , la non nullité de

b, (j.^.Y) entraîne celle de c(Y). On voit alors grâce à (216) (il) et au
R^

« 4.
lemme 31 que, pour y dans y(Q ) et v dans C($ ).

(222) A (i.) = V ^ Y ^^(X+eïy).!/) ï_W\ b, O.^.eîyî-iToOe'7^^.

y^z ^z
Comme t_ est un sous-réseau d'indice fini de t , on peut appliquer, <p ap-

partenant à y(Q ) et v à Cî^) et étant fixés, la formule sommatoire de

« ^\^
Poisson relative au réseau t_ à la fonction ^ pour obtenir

£- " » -r

V Tï^1 ' (x+9(y).Tï)ï_(X) = vol(t^)"1 y ^I^ (^ ^ e"1 '̂ 9(y)>.

,.t:

R.^
En reportant cette dernière relation dans la formule (222), et compte tenu de

la définition (192), on obtient

{ ^+ w 1A (i/) = voi(t_r1 y y ^ I t (^) c, (j.^.^y)^71^'^ ;y z /L z^ w^ p^ }y^ ^̂-̂
x

mais en utilisant le fait que, pour Y dans ij- , on a

|c, (J.^.H.y)! ^ c(Y).
R.X

^,»
ceci quel que soit 4 appartenant à t , ainsi que la majoration (216)

R.^
(i), on voit que la série double ci-dessus est absolument convergente. Il

résulte alors du lemme 32, que l'on a

1 V ^lvf
A (v) = vol(t )~1 ^ 0^ (^) q_ 4i+^).

R^
^iet_

R.;t
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En reportant cette dernière égalité successivement dans (221) et (213), et en

tenant compte du fait que la fonction q est W($)-invariante, on obtient

R.X«
pour <p dans y (fi ) et ^ dans Kerj-,

<^w » y> = vol(t-)~1 V f F.̂  (/A,i/)q (jLW)îr. (^v)dv.
" *X z- / , J » J » <P '5" J»5

^« û R^

^

R.x
Utilisant alors la formule (210) et compte tenu du fait que, pour ^ appar-

^* ~* —
tenant à KerJ^, t. est réunion des t_ pour ^* parcourant (Kerj-) ,

Rtx R^'»
on obtient pour <p dans ^(9 ),

^^= "o1 ^y"1 z j,{ z q. ̂
^t: û ^^^^O'̂ ..- R^

R.^

iy
x F. (n+i/) TC. (n+i/) di/ .

On obtient alors, grâce à la formule (195) et au fait que

vol(t_f1 = voKt-f1 [Kerj.. n î : Kerj,, n J.].
L. \j U U U

«

la relation, vraie pour toute fonction <p de y(Q ).

<V.y , y> = vol(t )~1 y f F ^ (^w) q, (^+i/)n, ,(4+i/)di/.
'r»^ {J ^ . J » ) » ^ 0 ^ J»5.» a

 xo
^t_

R^
Alors, en utilisant l'égalité (209) ainsi que la formule (197) définissant la

fonction q- , on obtient la relation (201) du théorème.

Maintenant, il résulte de ce que les séries (206) sont absolument conver-

gentes que, d'une part. comme E-/G est contenu dans E-/G, la série (200)
U U

m
converge dans y(^) et que, d'autre part, on a pour <p dans ^(3 ),
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^ ^m ̂ G.T^ = J { E ÎG^^Ô^.T^
T€E /G Kerr ~^G^ TeE-/G(-»

=! IL y ( f ) ̂ .^ ^G^^'
KerT ^ ô J

En utilisant la relation (197)' on voit que pour toute fonction <p boré-

lienne et positive ou q dm--intégrable on a

f y(f) q^(f) dm^( f ) = (2n) â Y I W J 1 vol(t^)"1 Y

ÔG je Car (G) W^/-

Z f W

F. (^i+r) q (^+I/)TT. ( /A+y)d i / .

» a(G)'11 ' S^)
^^G.l

Soit alors un élément j de Car(G) et W de 1/̂ A'. D'une part, de

même que pour ce qui concerne la mesure q dm , l'assertion (i) du théo-

rème, relative à la mesure q-dm- , sera conséquence de l'existence d'une

semi-norme T) continue sur y(Q ) telle que

(223) Y f l̂  ^v)\ q (^) |n. (^v)\dv ^ Tî(y), VyelXô*).

» a(G)* ) f < p sm

^G.l
et d'autre part, la relation (202) sera conséquence de l'égalité suivante

(224) V f F.^ (|i+î ) q (p+v)7i. (n+i/)di/
/ . J « ) » <P o j.s

» a(G) sm
^^G.l

= [ ^ Y [ F ^ (^+r) q ( H + p ) T t j ^+i/)di^d;t. Vye^ô*).
Kerr v « a* ' SÎ^)^ ' J

^G^

De même qu'au cours de la démonstration du théorème 6 on a établi la re-

lation (168), on démontre en utilisant les formules (163) et (164) l'existence

d'un nombre strictement positif, c, tel que pour toute fonction <p dans
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^(â ) on ait

(225) V f |F.^ (^v)n. ^^v)\ q (^v}dv

< a(G) ' ^ t s sw

^G.l

= c f r (A)dÀJ y
[ t * + û(G)*nt*]/t*

U Lx

où on a posé

F (A) = Y f |F.^ (^i+y)îi. (pi+i/)|q (^v)dv,

» a'" ' ' SÎ^)

"t^^
avec, rappelons-le, ^ le caractère du groupe discret Kerjnexpt défini

A

par

^(exp^T) = e^^'^. VTetç .

^« ~»
et t étant égal à t pour n'importe quel caractère ^ de Kerj dont

À

la restriction à Kerjnexpt est ^ . Remarquons maintenant que l'on a
^

F- ^ ~ ^i^r (A) = ) ) r l (À) ,<P ZL, L^ ^
^cî weW($)

la première sommation portant, comme d'habitude, sur les ensembles de racines

positives dans $. , et ce, à condition de poser, pour $. un tel ensemble et

w appartenant à W(<î>),

~ ^ j » w r—« - $. ,w
r^ X J ^V ^'^l'1 , (^+^)"^(R(^)^•

« a^) ' slw)
^

De plus il résulte de la formule (196) et de la majoration (205) que l'on a, M

étant une constante positive, la majoration analogue à cette dernière

q (^v)n. ̂ (v) ^ M(l+7i ^ ( i ^ ) ) , VÀet^ + û(G)* n t*,

SW

V^et* . Vi/ea^"").

$ ,w
Alors en utilisant les propriétés des fonctions ^L., et le corollaire
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du lemme 26 on voit, de même que dans la démonstration du théorème 6, que la

fonction F est une fonction continue de la variable X dans
<P

* » * ^ * «
[t + a(G) r\ t 1/t , et qu'il existe une semi-norme T), continue sur y(Q ),

telle que

sup l^^l :s ^y^-
Àelt.'î + a(G)*nt*l/Ï*

G G

On voit alors, grâce à la relation (225), que cette semi-norme T} satisfait à

l'assertion (223). Ceci achève de démontrer le fait que la mesure q dm- dé-
«

finit, sur Q , une mesure de Radon tempérée.

La relation (224) est alors une conséquence facile de la formule (198).

Q.E.D.

»
Soit Y l'ensemble des couples (f,T). avec f appartenant à fi et

T à X (f). Alors M. Dufio a défini sur Y- une fonction Ç- permettant,

pour tout ^ appartenant à Kerj", de décrire la mesure de Plancherel modulo

•X. du groupe G : voir (Du-31 V5. Theorem 40. En utilisant les résultats de

(Du-31 V5 et V6 . il n'est pas difficile d'établir le lemme suivant qui

complète le théorème 7.

Lemme 34. Soient ^ dans Kerj" et f dans Q n V. Alors on a

(226) q^ ( f ) = [G(f) : Kerj Gît)!"1 V (dim -r)2 Ç (f.-r).

^G.;^

Supposons que le groupe presque algébrique (G,j,G) soit tel que le mor-

phisme j soit injectif. Dans ces conditions les groupes Kerj et Kerj"

sont triviaux et les fonctions q et q- sont égales.
« j

Soient j un élément de car(fi) et f de Q r\ V, et utilisons les
0

notations introduites au début du paragraphe. Alors le groupe, R, est le sous-

groupe analytique d'algèbre de Lie r du groupe algébrique, défini sur IR. R.

Il est bien connu que, dans ces conditions, J , qui est le sous-groupe de

Cartan de R d'algèbre de Lie j, est engendré par la réunion de exp-j et de(_»
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l'ensemble des éléments y , pour a parcourant <î>. De plus, pour tout a

appartenant à <î>. on a

y = exp inH .a " a

II est clair alors que le groupe J- ainsi que chacun des éléments y , a
» j

appartenant à $, ne dépend pas du choix de l'élément f de fi n V', si bien

que l'on peut énoncer le

Lemme 35. Supposons le groupe (GJ,G) tel que j soit une injection,
» .

et soit j appartenant à car(ô). Alors, pour tout élément f de Q n V ' ,

le nombre ^(f) ne dépend que de la restriction de f à ).

Dans le cas général la situation est bien plus compliquée comme le montre

l'exemple suivant.

Si n appartient à IN, on note SO(n,IR) le groupe spécial orthogonal

pour la structure euclidienne canonique de IR et so(n,(R) son algèbre de

Lie. Si p et q appartiennent à IN, on note SO (p,q) la composante neutre

du groupe spécial orthogonal de la forme bilinéaire symétrique de signature

(p,q) sur IR13 q, et dont la matrice dans la base canonique, e ,...,e , de

^ t+q est

A
P.q

f i 0
P

10 -IV p

Nous noterons so(p,q) l'algèbre de Lie de SO (p.q), et M (IR) l'espace

vectoriel réel des matrices réelles, p-lignes et q-colonnes.

Soient S = SO (4,2) et s son algèbre de Lie. Nous désignerons par 0
(^*

la forme quadratique sur IR dont la matrice dans la base duale de la base
» *

canonique, que l'on note e ...,e , est A -.

L'algèbre de Lie s est l'ensemble des matrices

avec X élément de so(4,IR). Z de so(2.ÎR) et Y de M ( I R ) .

Soit h la sous-algèbre de Lie compacte maximale de *» constituée des
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matrices

(X 0

0 Z

avec X élément de so(4.1R) et Z de so(2,IR).

Soient S le revêtement universel de S, p la projection canonique de

S sur S et F le noyau de p. Notons K (resp K) le sous-groupe analytique

de S (resp. S) d'algèbre de Lie h. On a

K = SO(4,IR) x SO(2,IR) et K = Spin(4) x IR.

Spin(4) étant le revêtement universel (à deux feuillets) de SO(4,1R), de

telle sorte qu'on a l'identification

r = u. e) x z.
où e est l'élément non trivial du noyau de la projection naturelle de

Spin(4) sur SO(4,IR).
» ~ ~

On note, si n appartient à IN , F le sous-groupe de r s'identifiant

à <1, e) x nZ, et r celui s'identifiant à <1, e). De plus, pour tout n
» ~

appartenant à IN u <oo), on désigne par S le groupe quotient de S par

r , par p la projection naturelle de S sur S et par r le noyau de

cette dernière, qui n'est autre que F/F . Alors on a

r = Z/nZ. si n€lN*

r = z.w
«

de telle sorte que, pour n dans IN u <co} . S est un revêtement connexe à

n feuillets de S. En particulier on a S = S .
f\Soit n appartenant à IN u <oo). Alors le groupe S agit dans IR au

travers de la représentation naturelle de S, et on note G le produit semi-

direct correspondant de S par IR . On note Q l'algèbre de Lie de G ,

laquelle ne dépend pas de n et se trouve être le produit semi-direct de s

par R6.

Le groupe S est la composante neutre du sous-groupe des points réels de

S, le groupe spécial orthogonal de la forme bilinéaire symétrique sur C dont

la matrice dans la base canonique est A , groupe qui est défini sur IR. On



LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL 179

note G le groupe algébrique défini sur IR, produit semi-direct de S par

C . Le morphisme p s'étend naturellement en un morphisme encore noté p

de G dans G et tel que (G ,p ,G) soit un groupe presque algébrique.

Alors la forme quadratique Q est un polynôme sur C ayant les propriétés

relatives au groupe G énoncées dans le lemme 2 et la proposition 2. En par-

ticulier si on note V l'ouvert affine de IR complémentaire de l'ensemble

des zéros de Q et si on pose

^ueR / Q(u)>0^ et V )[• et V~ = <j ueR6* / Q(u)<o)

V est la réunion disjointe de V et V et les sous-groupes d'isotropie
+ - + *S (u), u appartenant à V (resp. V ), sont tous S -conjugués à R = S (e )

(resp. R~ = S (e.)). On note r (resp. r~) l'algèbre de Lie de R (resp. R~)n n b n n
laquelle est isomorphe à so(3,2) (resp. so(4.1)).

Il est immédiat de vérifier que

F c R'*' et F n R~ = <1),n n n n

de telle sorte que R est un revêtement connexe à n feuillets de SO (3,2)
0 _

tandis que R est isomorphe à SO (4,1).

Soit } la sous-algèbre de Lie de s constituée des matrices

fAW ^

W

^

' 0 0 0 0
0 0 1 0
0 - 1 0 0
0 0 0 0

AW p.E

^E 0

et E =

, À.iLieIR,

0 0'
0 0
0 0
1 0^

Alors j est une sous-algèbre de Cartan commune à r et r , et, en parti-

culier, est un élément de car(fi) ; on note J (resp. J ) le sous-groupe de
°+ °—

Cartan de R (resp. R ) d'algèbre de Lie j. On voit sans peine que

•'„ = 'n "PS >•

le produit étant direct, tandis que

exp }.

D'autre part le système des racines réelles, $, de j dans r ou r
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est constitué des racines a et -a, avec

a(H. ) = H , VA.^ieIR.
A,^A

Posons, pour e = ±1,

. fo E-

tE+ cW'
, avec E =

0 0
0 0
0 0
0 1

et W =
-1 0

\a-
W -eE

, avec E =
1 0
0 0
0 0
0 0

et W
'0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
- 1 0 0 0

Alors X (resp. X ) est un vecteur de poids ea dans r+ (resp. r~

relativement à j, et on a

(X'1' , X'*' ] == [X~ , X~ ] = H ,a -a a -a a

si bien que l'élément, y (resp. y"), de J'*' (resp. J~). correspondant à a,

est donné par

y = exp îi(X - X_ ) (resp. y = exp n(X~ - X~_ )).

Un simple calcul montre alors que y est un générateur de r , tandis que

y est l'élément trivial de G .a n

De plus, si f appartient à h - » les conditions suivantes sont équi-

valentes

(i) f appartient à Q n h.
n ^

(il) u^ appartient à V et il existe un élément, a. de Z + ^

tel que

f(IL -) = aÀ, VAeR.
A, U

Dans ces conditions il n'est pas diff ici le de voir que

(0 si l'élément f de 9^ n h. est tel que u appartienne à

V , on a
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n^,1 | sh<î t f , H >| »
q-. ( f ) = —— ) ——————————a—————— . si n€lN

n " Z-- ch<îtf, H >-cos (2kîi/n)
k=0

2îi | sh<nf, H > |
q (f) = ̂  J ——————————a——— d9 = 1.

co ^O chQtf, H >-cos27r6a

« «
(ii) si l'élément f de Q- n t). est tel que u« appartienne à

V , on a

|sh<îif. H >| »
q (f) = ———————a— . Vn€lN u <œ).

n ch<îtf . H >-1

Maintenant nous allons montrer, en calculant un exemple, que les pro-

priétés établies dans le théorème 5 et concernant les intégrales orbitales sur
«

Q sont bien les meilleures que l'on puisse obtenir, et qu'en particulier.

contrairement au cas semi-simple, elles ne sont pas à décroissance rapide à

l'infini.

Considérons l'algèbre de Lie, sl-(IR), que l'on identifie à son dual au

moyen de la forme bilinéaire symétrique

(U,V) ——> trUV.

Soient alors les éléments de si (R)

H - f 1 °1 Y - f° 1) et Y - f° °1H - [o -ij ' x - [o OJ et Y - [l OJ-

On suppose si (IR) muni de la structure euclidienne pour laquelle H,

X-Y. X+Y est une base orthonormée, et on note II II la norme correspondante.

On fait agir SL-(IR) sur sl-(IR) au moyen de la représentation adjointe

et on considère le groupe algébrique G produit semi-direct de SL»(IR) par

sl-(IR). On note n, l'espace vectoriel sous-jacent de sl-(IR) considéré comme

une algèbre de Lie commutative. Si A est une partie ou un élément de sl-(IR),

on notera A la partie ou l'élément correspondant de n. Dans ces conditions

l'algèbre de Lie Q de G est le produit semi-direct de sl-(IR) par n.

Soit
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b = IR(X-Y) ;

c'est une sous-algèbre de Cartan fondamentale de sl^(IR), et on note B, le

sous-groupe de Cartan correspondant de SL (IR). Les éléments de B sont les

matrices
cos9 sinO

-sin9 cos9
k = exp G(X-Y) = , 6€lR.

Si t appartient à IR, on note a l'élément de SL-(IR) tel quet <^
fe1 01

a^exptH^ ^j.

Alors b est un élément de carîfi), et on a

k = b © b et H. = B exp b .b n b • n
»

De plus, si nous identifions 9 avec Q , à l'aide de l'identification de

sl-(IR) avec son dual que nous avons décrite ci-dessus, on a, c étant une

constante positive,

TT (A(X-Y) + ^i(X-Y) ) = c î2, VÀ,4€lR.

» 2Nous identifions d'ailleurs K avec IR au moyen de l'application

A(X-Y) + n(X-Y) ——> (À.^i).
«

Soit alors, <p, la fonction définie sur Q = Q par

y(U+V ) = exp(-IIU112 - 1 1 V II2).
«

II est clair que <p est un élément de ^(3 ). Nous allons étudier le

comportement asymptotique à l'infini de l'intégrale orbitale F, .

Pour alléger l'écriture nous poserons S = SL(2,IR) et s = si (IR). Nous

allons effectuer les calculs sans nous préoccuper des problèmes liés à la nor-

malisation des mesures utilisées. Autrement dit, les égalités que nous écri-

rons ne seront vraies qu'à une constante multiplicative positive près.

Rappelons d'abord que, si ^ est une fonction sur l'espace quotient

S/B. on a

r r271 r"^^(s) ds =
Jç;/n J r\ J r\

^(s) ds = ^(k a . ) sh2t dt d9.
^S/B ^ 0 ^ 0 9 t

En utilisant cette relation on voit facilement que pour \ appartenant à IR
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on a

Fb w^ = f f f y((sexpÇ).(À(X-Y) + ^i(X-Y) )) ^ dç d<i ds
" "S/B •'IR •'n/b n

n

= f -j f f »>((a expÇ) . (À(X-Y) + ^i(X-Y) )) pi4 dç d^ilshZt dt
^0 ^ •'IR •'n/b L n J

n

= f {f ^(À.^.t) î2 d^lshZt dt ,
^O UR J

avec

0(A.^,t) = f <p( a . (Â(X-Y) + yH + ô(X+Y) + <ui(X-Y) ))dy dô
J 9 L nIR"

_ -(À2+<l2)ch4t F -(y2 + ̂ (^t + 2Àôsh4t) . ,„"~ e 1 "y uô

Y

= (ch4t)'l/2 e"1^20-11124^ + ̂ l^t

II vient alors

^^^ s= f^ e-^^4^"1 (ch4t)-2 sh2t dt = f1 e-^2 u2 du .
t r •^O •'0 (l+u2)172

On a alors l'encadrement

-^ f1 e^2112 u^u . F, (A) . f1 e-^2 udu.
v-Z •'O b^ ••0

la première des intégrales étant un 0(À~ ) au voisinage de l'infini, tandis

que la seconde est un 0(À ), comme on le vérifie aisément.
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