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LE PAPILLON DE HOFSTADTER

REVISITE

par B.Helffer , P. Kerdelhué et J.Sjostrand

RESUME

Dans ce travail, nous poursuivons I'étude de I'équation de Harper
coshDx+ cosx d'un point de vue plus qualitatif en approfondissant les
points de vue développés par Hofstadter et Claro-Wannier. On montre
comment la structure du papillon et son caractére cantorien se déduisent
de la conjecture que les trous dans le spectre ne se referment que pour

des valeurs rationnelles de h/2n.

ABSTRACT

In this paper, we continue the study of the Harper’s operator
costh+cosx with a more qualitative point of view. In particular, we
analyze more deeply the approaches by Hofstadter and Claro-Wannier.
We show how the structure of the butterfly and its Cantor’s character
can be deduced of the conjecture that the gaps in the spectrum can only

disappear for rational values of h/2m.
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§0 Introduction

Dans toute une série darticles ([He-Sj] ), deux des auteurs ont

1,2,3
développé a la suite des travaux de Wilkinson [W“k]l,Z,SA une étude
semi-classique du fameux papillon de Hofstadter. On trouvera dans
[Gu-He-Tr] toute une série de dessins décrivant les résultats obtenus.

Ces résultats, méme s’ils apportent un bon éclairage sur la plupart
des phénoménes observables sur le papillon, sont, de par leur caractére
asymptotique, partiels. On se propose ici de faire le point sur toute une
famille d’autres résultats, ou heuristiques ou dont la démonétration n’'a
pas été publiée, concernant la structure globale du papillon et qui
tournent autour de la conjecture des dix Martinis due a M.Kac. Nous
pensons ici a la discussion initiale de Hofstadter ([Hol) qui sera reprise
au §4, aux raisonnements sur la densité détat initialisés par Claro et
Wannier ([Cl-Wal]), a des arguments de perturbation indiqués par
Bellissard et Simon ([Be-Si]) que nous aborderons au §2 et enfin au lien
avec les classes de Chern observé par Wilkinson ([Wilk]z'é) que nous
préciserons dans un cadre semi-classique au §85. Seul le point de vue des
C,—algébres n'a pas été repris ici et nous renvoyons pour cette question
aux surveys de J.Bellissard ([Be] ,).

Ceci ne nous a malheureusement pas conduit a la démonstration de
la conjecture des dix Martinis dans le cas général (des réponses partielles
sont obtenues chez Bellissard-Simon [Be-Si], Helffer-Sjostrand
[He-Sj] Van Mouche [Mo], ., Choi-Elliott-Yui [C-E-Y]).

1,2,3" 1,2?

Dans un appendice ajouté dans la version finale de ce dernier
article, les auteurs donnent une démonstration détaillée d'un résultat

annoncé dans [Be-Si] dont nous proposerons une autre démonstration
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au §3.1 en s’appuyant sur les résultats du §2. Cet appendice contient
également des considérations recoupant celles du §5. Les techniques
d'approche sont cependant différentes. Ce travail a été annoncé par ['un

des auteurs au colloque de Delphes en septembre 89.



§1 Rappels sur la densité d’état

On rappelle dans cette section un certain nombre de résultats classiques
qui sont utilisés sans démonstration dans les autres paragraphes et on
précise certains résultats. Il s'agit en particulier de rappeler le lien entre

différentes définitions.

Premiére approche :

Rappelons que nous nous intéressons principalement dans cet article a la

famille d’opérateurs Pt o définis sur ¢%(2) par :

(11) €%Z)3u, »( PL (u), = (1/(1+)((A/2)(u,, +u, _)+cos (2n(an+8))u,)
(a normalisation prés, c'est I'opérateur de Harper)

On introduit dans Q=[0,11x[-1,1] 'ensemble :

(12) =" = U, (a,z}) ob I} est défini par:
(13)5h= Uy sk )

LA L. 1
ou Za.e désigne le spectre de Pa'e.

La densité d’état intégrée kz a été introduite depuis longtemps par les
physiciens (cf [Si] ,[CFKS] , [Av-Sil].. ) . Si X, est l'opérateur de
multiplication (opérant sur e%2)) par la fonction caractéristique de
{(n]-2< n < ), on peut la définir par :

A

(14) Ky o(E) = Limy | (2+1)"'Tr ( %o P(_ oy ) Pas))

€- )

ou PQ (P") est la projection spectrale de P" sur rintervalle Q .

Elle a les propriétés suivantes :

(LS)E- ki ¢ (E) est indépendante de 8 dans R\ 22 . Elle est
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indépendante de 6 si a est irrationnel.

(1.6) E— k:e(E) est continue , constante dans chaque trou du spectre
(cf [Si] qui référe a [J-M],[Ben-Pas] et a [Sh]).

Compte tenu de (1.4) et (1.5) , on la notera ki forsqu'elle ne dépend pas

de 0 (i.e pour « irrationnel ou pour E dans IR\Zi , cf (1.8) et(1.12)).

(1.7) Pour E dans R\ Zi , il existe deux entiers m et n dans Z tels que :
ki (E)=ma+n
(cf [Be]‘ pour une présentation et des références comme par
exemple [Pi-Vol)
De plus , dans une composante connexe S’L de (3\ ZJk , on peut

trouver m et n tels que (1.7) soit vérifiée pour tout (o,E) dans s

(1.8) Pour E dans IR\}_‘tt eta = p/q, kt(E) se calcule comme le nombre

de bandes situées avant E divisé par le nombre total de bandes, i.e

q.

On a en effet la formule (qui résulte de la théorie de Floquet) :

A
(1.9) k (E)= (1/q) ( fnhn(e)gE d6)

ou xn(e) n=1, ...,q désigne la néme valeur propre de Floquet.

(1.10) Soit a€]0,1[, I un intervalle contenu dans [0,1] et I3 A — E(R) un
chemin continu a valeur dans [-1,1] tel que : V 1€l ,
(a,E(Q)) e€Q\ o , alors kt(E(l)) ne dépend pas de A .

. A A 3
(1L11) SiE € Z,e »alors ka.e(B+€)' k“'e(E—€)>0 ,V e>0.

Soit ki la fonction définie par :
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(112) kg (E) = [k, 4(E) de
Alors, pour « irrationnel, on a :

A 1
(1.13) k,(E)= k_ o(E)
On notera parfois dans la suite : k(a,E)=k_(E).

(1.14) SiE € 22 , alors k:'l(E+E)- kz(E-€)>0 , V¥V e>0.
(C'est (1.10) dans le cas irrationnel et c’est facile 4 vérifier dans le cas

rationnel par la théorie de Floquet.)

euxié approche :

On a vu dans ([Wilk],.[He-Sj]l_z's) tout lintérét qu’il pouvait y
avoir a penser a l'opérateur de Harper comme un pseudo-différentiel
(2na)-quantifié a symbole périodique en (x,t). Cette approche remonte
aux travaux de Wilkinson et a été utilisée intensivement dans les
travaux de [He-Sj] concernant I’équation de Harper. Dans cette approche,
on considére l'opérateur pseudo-différentiel de symbole de Weyl :

p(x,8) = (1/(1+A))(A cos x + cos &)

et le spectre de (1/(1+2))( cosx + cos (2naD,)) est exactement 2:’(.

Plus généralement, considérons donc Pa=P(x,2nan) un opérateur
2na-pseudo-différentiel de symbole de Weyl p(x,%) supposé c® et
2n-périodique a la fois en x et & (p dépend éventuellement de ). On
définit : L~r(Pa) comme la valeur moyenne du symbole de P.

Introduisant alors la série de Fourier de P :

(L15) p(xt) = 53 p(jk) e "Xk

on a alors :
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(116) ir (P) = p(0,0).

Si p est réel, alors p(x,2naD,) est autoadjoint et si fe C‘:(IR), f(P) est aussi
le 2na-quantifié de Weyl de pr_u(x,t) qui a les mémes propriétés. On
peut donc définir tr f(P,), et il existe une mesure de Borel p_ telle que :
(117) {F £(P,) = [f(1) p,(dt) ,V [ € CR)

On a en effet :

(1.18) tr £(P_)> 0 pour >0

(cf [He-Sjl, ou voir plus loin la remarque 1.1 aprés (1.23)).

Au niveau des 2na-quantifiés de Weyl, on trouve a l'aide de (1.15) :

(119) P=33 pljk) ™2l

ou tﬁu(x)=u(x-[}).

Pour chaque 6 € R, P opére sur 22(2n((9)+2(1)) et si on écrit :
(8)+Zas(x/2n)=na+6

I'action est donnée en identifiant 82(271((8}+Zo¢)) et ?,2(2) par la matrice
Mg avec:

(1.20) M o(nm)= Z;p(j,n-m)e M- g2eiilnee)
En particulier,

(1.21) My(n,n)= Ziﬁ(j,O) i (ezi“i‘x)n

Considérons d’abord le cas ou @ ¢ Q. On s’'intéresse a la moyenne de

n—- M(n,n):
N

. N -
(122) (1/2N+1D) T Mylnn) = Z;5,0) =1 ((/2n+0) x (*99").
-N -N

Ici pour chaque j fixé :

N ..
((1/2N+1)) z (ez""“)") est égal 2 1 si j=0 et tend vers 0, lorsque N
-N

tend vers ['oo si j=0.

De plus :
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N .
(72N s (€@™™)] <1
-N

et comme j - f)(j,O)ezmle est sommable, une application du théoréme de

convergence dominée donne :
N

(1.23) (1/2N+1)) T My(n,n) = p(0,0) = ir (P) quand N tend vers I'o.
-N

Lorsque a est rationnel, la limite dépendra de 6, mais on observe que si

on fait la moyenne par rapport 4 6, on a :
N
(1.23) (1/2N+1))[( £ My(n,n)) d8 = p(0,0) pour tout N.
-N

Dans la suite, on définit donc fr( M) comme la limite dans (1.23) (ou
1.23").
De méme qu'on a associé a P la matrice infinie ‘M'e' on peut, pour tout f

dans C‘:ZIR), associer a f(P) la matrice infinie de f( M).

Remargue LL:
Il est facile de montrer maintenant (1.18) plus directement. La positivité
de f(P) entraine celle de f(J"ke) et de f(‘M,e)(n,n) pour tout n. On conclut
alors par (1.23).
On peut donc écrire :
fr f(Mg)= [1(t) pldt)

Dans le cas de I'’équation de Harper, on a ainsi identifié le premier

point de vue avec le second et on a donc :
E
(123) k(@E)= [ p(dt).

Ceci nous permettra d'utiliser indifféremment les techniques des
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matrices de Jacobi (cf [Av-Sil) ou celles des opérateurs
pseudo-différentiels (cf [Sh], [He-Sj]).
Rappelons également le résultat suivant (cf[He—Sj]4 §7 et
[He-Sj]5,§6) de Continuité par rapport a o :
(1.24) Pour tout f € CZTIR) ,a - tr f(P,) est c®

Continuité par rapport a &

On se limite ici au cas de I'’équation de Harper correspondant a
l'o.p.d de symbole : pk(x,§)= (17(1+2))(Acos x + cos &) , avec A€[0,1]
Sif € C:o(IR) ,on s'intéresse 4 la continuité par rapport a A de : tr £(Ph).
Pour cela, on utilise la formule :
(125) 1P = -+ [20(2) (z-PM) " La2)
ol L(dz) est la mesure de Lebesgue sur C, { € CZ?C) est une extension
presque analytique de f. Puisque :
(z-P" - (z-P") ' = (2-PY'(Pr-PY)(z-PM)
est de norme inférieure a C Il—l’l/llmzlz, on trouve donc :

L A ,
(1.26) Il £(P7) - [(P™)ll g C ””ICJ(IR) A=A

Comme chaque élément diagonal de ‘M'o est majoré par la norme, on a
donc :

(1.27) 1 & (c(P") =T eP* N < C el 3

R -2 .



On s’intéresse a l'opérateur H'= Ht,e sur 82(2) donné par :

(2.1) (H*u)(n) = 2 Au(n) + (cos 2n(an+8)) u(n)

outa €]0,I[, 6 €R, 2>0 et Au(n) =( u(n+1) +u(n-1) )/2

Notons que PL=(1/(1+X))HL, mais il est plus facile dans ce paragraphe de
travailler avec H;L (puis de dilater les résultats). Notons que pP°=H°

Pour A1=0, le spectre est bien entendu l'adhérence de l'ensemble des
valeurs propres (cos2n(an+8)) avec neZ. Quand A est différent de 0, on
cherche a établir l'existence de trous dans le spectre dus a un effet
tunnel entre des "puits ponctuels” n et n+€ ot €e(1,2,...., ) est fixé et
neZ a la propriété que cos 2n(an+6) est trés voisin de cos
2n(a(n+8)+6). Il y a un certain nombre de cas dégénérés a exclure (bien
qu’intéressants en cux-mémes), ce qui nous aménera a supposcr :

(22) ae 1040V UFE N ()

La premiére observation (on sera désormais toujours sous I'hypothése
(2.2) ) est que :

(2.3) Si neZ, 6eR vérifient cos 2n(an+8) = cos 2n(a(n+£)+86) alors il
existe ke Z tel que : 2n(a(n+£)+06) = 2nk - 2n(an+8).

preuve : Si n,0 vérifient 'nypothése de (2.3) mais pas la conclusion, alors
2n(a(n+€)+0) - 2n(an+6) € 2nZ, cad.:aleZ, donca = @E ,KeN , en
contradiction avec (2.2).

Avec n,0 comme dans (2.3),on a: (an+8) = ;~ %—e— ,et donc:
(2.4) cos 2n(an+8) = cos (nk - nal) = (-1)* cos nal .

On posc :
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(2.5) E ¢= cos (nal),
et la deuxiéme observation est que :

(2.6) E ¢ (0,1,-1)

La troisiéme observation est que :

euv
Supposons le contraire. Alors il existe £'<f et ke Z tels que nal= nk+
nal' pour un signe convenable. Donc a(8:8)=k ,a = k / (£5£') et comme
€:8'e(1,2,....,2¢-1) , on obtient une contradiction avec (2.2).

#

La quatriéme observation est :
(2.8)SineZ,8e€R et cos 2n(an+86) = cos 2n(a(n+8£)+6),

alors cos 2n(an+8) = cos 2n(a(n-£)+86)

preuve;

Sinon , il y aurait n,k,KeZ, 6eR tels que :

2n(a(n-£)+8) = 21 K - 2n(an+6)

2n(a(n+€)+8) = 2n k - 2n(an+8),

et en faisant la différence de ces deux équations, on trouverait
a=(k-Kk)/ (2¢)

en contradiction avec (2.2).

#
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Les résultats et estimations ci-dessous sont valables
uniformément pour € fixé, a dans un compact fixé (mais
arbitraire) contenu dans I'’ensemble introduit en (2.2),6 €R et

pour A3 0 assez petit.

On se propose d’établir I'existence d’'un trou dans le spectre de HL, qui
tend vers (E_,) quand 2 = 0 . On pose :
(29)A_g,= (neZ ;an+6 * (a€/2) €Z +[-¢] (pour un des signes))

et on remarque que Ac » €St union de couples (n,n+8).

0
Avec £ fixé et a dans un compact fixé (mais arbitraire) contenu dans
I'’ensemble introduit en (2.2) et 8 € R , nous avons uniformément pour

€> 0 suffisamment petit :

Lemme 2.1:
Ou bien Ac 0a=9 (ce qui se produit uniquement dans le cas ae Q)
ou bien A_ o, = U( ni,ni+8). ou nieZ, j€Z est une suite croissante avec :

0> n+ 28+1 . De plus, il existe une constante C >0 indépendante de ¢,

telle que :
[>€/C . neZ\A ,,
(2.10) I cos (2n(an+8)) - E_, | {
Lg Ce,n € A, o
preuve ;
Si Ac oo * ¢ , alors en considérant séparément les cas ae€Q et agQ , on

voit que : A = ut:: (ni, ni+€) , ou n est une suite strictement

€.0,a

croissante . Supposons que la premiére assertion du lemme soit fausse. Il
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(v) (v)

existerait alors une suite € ' tendant vers 0, une suite a tendant vers

2

ae 10,1 \ U i_llN[l/j) , un nombre n €(1,2,..-1,€+1,.., 28) et une

suite B(V)e R convergent vers 6(0) € 10,2n] telle que 0, ne A€(V) e(v) a(v).

Passant a la limite, on obtient :

(o) (o))

cos Zn(a(O).0+ 8(0)) = cos Zn(a(o).2+ 8(0)) = cos 2n(a’ .n+ 6
ce qui est en contradiction avec l'une des quatres observations faites

ci-dessus.

Soitne Ac 0.o €t SUPpOsons par exemple que an+0 = k - (af)/2 +§, avec
I3l< €. Alors cos 2n(an+8) = cos (nal+3) = E, ¢+0(8)= E_ o+ O(e)

ce qui correspond a la deuxiéme partie de (2.10). La démonstration de la

premiére partie de (2.10) est voisine, mais utilise aussi (2.6) qui implique

que Em'e n'est pas valeur critique de la fonction cosinus.

#

Pour € > 0 assez petit, on considére P (z) : BZ(Z)XEZ(AC) - EZ(Z)XCZ(AC)

donné par la matrice

e o= | |

oun: €%2)- EZ(AC) est l'opérateur de restriction , et
i =a*: EZ(AC) —0%Z) est donné par :

( u(n) ,ne A
()n) = |

L 0, neZ\A_.
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Pour A=0, on peut voir 5”0(2) comme une somme directe indexée sur Z
de scalaires ou de matrices 2x2 selon que neZ\ Ac oune AC. Dans le
premier cas, le terme est cos 2n (an+6) -z et quand ne€ Ac , le terme
correspondant vaut :

rcos 2n (an+6) -z 1 ]

L1 o )

Silz-E, ol < (%C)e (avec le méme C que dans le lemme), POz) est

bijective d'inverse :

0 -1 .
(1-m)((P —z)IZ_Ac) (1-n) i
(212) P°2)7"' =
n (z-P°)l
AC
Ona:
(2.13) 19°%z) "Il < Ce™" (avec une nouvelle constante C).

o (! . .
Avec une nouvelle constante C> 0, on en déduit que P (z) est inversible
€ € " C )
pour [z-E_ol < T |1 < ¢ et que l'inverse est de norme < et donné
par la série de Neumann :

(2.14) PH2) "= 32022 (3 2% 7")

(2-VESAE) 19-2) (E,A)E," \

B ' ( '

\=-0ieaE)  E;Texfl-nE(aE) 'aE
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ol (cf (2.12) ) :

(0} -1
E, = (1-n)((P -z)lz__A ) (1-m)

€

Ecrivant :
(B E )
219" " = | .
e '@ )

on a donc :

St it
Z-A) (I-m)) Ai.

€

(216) E;'(2) =(z-P%), +3{-2) 1 (A(-m)((z-P°)
€

L'observation principale et désormais habituelle est que :

(217) ze o(H") & 0 € 0 (E, (2))

De (2.16) , on déduit d'abord pour k=0,1,2,.... I'estimation :
[ In-m|
(2.18) lo, E, (z) (nm) | < C_ A ,
pour tous n,m € Ac.
Ici E:(z)(n,m) désigne I'élément de la matrice de E: (z) correspondant

a (n,m).

Soit n,n+€ €A_, et soit :
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r ;‘n,k,z p’n.L,z )
(219 |

L Far.z 1n+€,l..zJ

le bloc correspondant dans la matrice de E;+(z), ou in}_'z , 1n+€.k.z et

€+1

+o,0%

. . N e
sont les contributions a ce bloc provenant de (z—Po)IA + Zi_ o
€

l"'n.k.z
dans (2.16) tandis que le Oc(le”) indique la contribution de }Z:il.... )
Regardons d’abord de plus preés les éléments diagonaux, que nous notons

;‘n.l.z(e)' x’

0+l z(e) pour rappeler la dépendance par rapport a 6 , qui

prend maintenant de I'importance. Ces éléments ( aussi bien que Rorz =

Kna..(8) ) restent parfaitement bien définis si on remplace la variable 8

par une variable § qui varie dans le plus grand intervalle gn contenant 6

avec la propriété que n, n+8e AE g ou €, est fixé et petit (> >¢€). Plus

o
.. . (4
explicitement, si ke Z est tel que : na +6 + % € k + [-g¢]

alors 4 (8), A

ndz (8) et un'm(g) restent bien définis pour 16 -

n+€.1,2
8,/< €y, OU on définit 8, par : na +8,+ -‘212 =K.

Soit 8(8) = 6 - 8,(= na +8+ %e - k). Alors 18(8)l <€ . (8, dépend de n,
mais les estimations ci-dessous seront uniformes par rapport a n .)
Pour 8 = 80 ,n et n+£ sont dans une situation symétrique pour la
fonction 1 — cos 2n(an +6) :

(2.20) cos 2n (a(n+v) +8,) = cos ( 2nav-nal) = cos 2na(v-(£/2)),
et par des arguments de symétrie on obtient :

(2.21) 1n,;L,z (8,) = in+(’,,k,z (80) =ger 2~ E eaz

ou :
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(Eu,e,k,z = Ea.?, + 0(12) ’
(2.22)‘

K 2
L azEu,C.).,z = Ok(x )

et E est indépendant de n.

a.ﬁ.k,z

(On peut aussi remarquer que la dépendance de n dans 71n L z(6‘) et
1

De (2.16), on tire aussi le renseignement :

me_m(e) ne se manifeste qua travers 8 - 8 )

(223) 35k, ,8;) = a + 0%, 358,.¢, ,(8,) = ~a + O*) ou:

(2.24) q = 2n sin (na) =0
Avec 8=e—80 , on obtient par développement de Taylor :

(R0(8) = 2 = Egp, , + a8 + OIS + 181°)

o ,l.A,2
(225) |

| 2,,0008) = 2 - g, - a5 + OCR%I61 + 1617 ) .
On pose :

(226) w(zd) =z - E ¢, ,
ct on constate que :

(2.27)Iw(z M)l ~ Iz-2(D)] , 0b z(A) = E, ¢ + O(”) est indépendant de n.

Pour f,,.0na la formule explicite :
(2.28) = (-2/2)° / T} {(cos (2n(n+ja + 8) - 2)
mais il nous suffira d'utiliser le renseignement plus faible :

(2.29) Iyl ~ 2

Les valeurs propres du premier terme de (2.19) sont :

(2300 A= (A,+ 4,072 + VP24 (A, -1, 0)/2)?,

. +
et on obtient par conséquent :

(230 (A, + )72 = w(z) + 028! + 181)

+
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(232) (A, - 172 =Y/ P+ (A, -1, ,)/2)
c Il L (A=A, 0721 - 2%+8 + 07181 + 181 )
- le + § (si € et A sont assez petits )
Si:
(2.33) lz-z(2)] < 2%/ avec C assez grand ,
ona:lw(zd)l g 28/ & avec Caussi grand qu'on veut ,
et comparant (2.31) et (2.32) ,on voitque 4,~-4_>> (i,+ 1_)/2, donc
1A,1,14_]

Le premier bloc de (2.19) admet donc un inverse de norme 0(1)(1/(1e+ 3)).

1 e
> _c-onst( A"+ 3).
Comme la zéne ne dépend pas de n , que de plus ce résultat est valable
pour un €> 0 fixé assez petit, et comme, modulo O(leﬂ) dans :f’,((lz(Ac ),
E’,Z(Ac ), E;*(z) est une somme directe de blocs de ce type, on obtient

finalement :

Théoréme 2.2 :
Soit II:‘I o défini en (2.1), soit 2e(1,2,...), soit & un sous-ensemble compact

2¢

contenu dans ]0,1[ \ U;

Q-1 IN. (;— ). Alors, uniformément pour ae & et A

€ 10,2l avec A, > 0 assez petit, il existe zy(1)= cos(nal) + O(Az) et une
constante C> 0, tels que, pour tout 8€ R, on ait :

12,(0- A%70), M)+ Q700 n ol ) = ¢

et on a le méme résultat prés de -zy(1).

#

Remarque 2.3 :

Le théoréeme 2.2 met en évidence l'existence d’'un trou dans le spectre de

diamétre minoré par 22°/C. On voit immédiatement que ce diamétre cst
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majoré par 21. En effet, pour A=0 le spectre est [-1,1], et la perturbation
est de norme bornée par A. Comparant avec les résultats de Van Mouche
[Mo]z, on constate que l'on a obtenu, pour a rationnel, tous les trous du
spectre et que les minorations en le de leur taille sont en fait des

équivalents.

Remarque 2.4 :

Divisant par (1+2), on obtient les résultats correspondants pour P".

Nous allons maintenant donner une application au calcul de la densité

d’états pour I'équation de Harper. Rappelons que l'on a désigné par p’L la
AR, |

mesure associée a P~ par :

(2.34) & £(PY) = [fp*(dv) 1 = CAR).

Pour A = 0, cette mesure peut étre calculée explicitement, en utilisant
pour « irrationnel que les points 2n(an+86) mod. 2n sont équidistribués

1
sur S. On trouve :

(o sitg-1
(2.35) p°(J-o0,t]) = l;arc cos(-t), -1gtgl

L 1 sitxl
et donc
(2.36) p°(t) =(/m). 1, (0 v 1-2) at.

Si I est un intervalle :

(2.37) p°1) < c ",
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ou |I] est la longueur de I .

Prenant une fonction F € CETIR;[O,I]) avecF =1lsurl, IIFIIC3 < ™2 et

supp(F) contenu dans un intervalle de longueur 2|I], on trouve a 'aide de
(1.27) :

(238) p"(1) < F(PY) < & F®) + cl™a < Em™ v ima)
Soient maintenant o, et Zp= z(a,8;1) comme dans le théoréme 2.2 . On

pose pour étudier Pt ie=ze/(l+l). On choisit alors [={, :

2 lrou
Z

de telle sorte qu'elle ne soit non constante que dans le trou déterminé
précédemment (théoréme 2.2 et remarque 2.4).

Alors on sait (cf 1.7) que pour 2> 0 ffk(t) pl(dt) appartient 3 Za + Z , et
comme d’autre part cette intégrale dépend continiment de A , elle est

constante. Pour §> 0 petit soit F une fonction indépendante de A :

8 cos (nal)

Pour 2 assez petit, F-f, est (et en prenant § assez petit) a support dans
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[cos(nal) - &, cos(nal) + § ] et prend ses valeurs dans [~1,1] ; en utilisant
(2.38), on obtient :
(2.39)1 fr, p(dv) - [Fp*(dn) | < c6¥?+ 57%)
D’autre part , prL(dt) - prO(dt) = po(]-oo, cos (naf)]) + 0(8“/2))
quand A tend vers 0. Comme on peut prendre §> 0 arbitrairement petit et
comme jrk pk(dt) est indépendant de A , on trouve finalement :
p'(1-00,2(@L]) = [, p'dt) = p°(1-, cos(nat)])

= l;arc cos(-cosnal) = l;z\rc cos(cos(n+nal))

1 - dist(a€,2Z) = | 2 (Ba/2)-1l

On a le graphe suivant pour la fonction 1-dist(t,22Z) :

AN

A%

On a ainsi démontré la :

Proposition 2.5 :

La valeur de la densité d’état intégrée dans le trou entourant z(w,2,1) est

donnée par :

(2.40) p*(J-00,2(,l)]) = | 2 (Ba/2) -1



s3_Applicati - description d i

n émonstration d'un | i imon
Réexaminons tout d'abord les résultats obtenus au §2 dans le cas
rationnel.

Soit donc a,=p/q =q, + 1/(q+ 1/(q, + .oo.... (qg_,+1/q, )IN))) avec q€Z
un rationnel compris entre 0 et 1. On notera dans la suite :
ay=(dy,9,9,qy _pdy )

La condition (2.2) est satisfaite dans le cas ol q est impair pour €= 1, ...... s
(q-1)/2 et dans le cas ou q est pair pour €=1, ..., (q/2)-1.

Or nous savons que, pour tout A >0 , le spectre est constitué de q bandes
disjointes (a l'exception dans le cas ol q est pair des deux bandes
centrales). Ce résultat est obtenu par deux démonstrations différentes
dans Van Mouche[Mo] et Choi, Elliott, Yui [C-E-Y] qui s'appuyent sur

des résultats antérieurs de Bellissard et Simon[Be-Sil.

Examinons le cas oU q est impair. Le théoréme (2.2) nous donne
l'existence de trous autour de + z(a,A), ( €=1, ..., (q-1)/2 ), ou z(a,8,)
est proche, 2 O(1) prés, de cos nal . Ceci est vrai pour a assez proche de
a, et A assez petit positif. Pour a=a,, on obtient ainsi tous les (q-1) trous
centraux séparant les q bandes de spectre.

La proposition (2.4) va nous permettre de calculer la densité d’états dans
chacun de ces trous, résultat remarqué depuis longtemps par les
physiciens (c¢f par exemple Claro-Wannier[Cl-Wa]) et annoncé comme
théoréme dans [Be-Si]l (remarque a la fin de l'article) mais dont la

démonstration n'a pas a notre connaissance été publiée. On note I§(a,€,l)

la composante connexe dans le complémentaire du spectre de + z(a,8,1).
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Il s'agit de calculer la valeur de la densité d’états pour E dans Iz(a,e,l)
avec a proche de a, et A assez petit.

Daprés des résultats classiques ( cf §1)), on sait que la valeur de la
densité d’états intégrée est de la forme ma+n ol m et n sont des entiers
relatifs constants pour a assez voisin de Q. La question était de
déterminer (m,n) .

On a montré en (2.18) que, dans le trou It(a,E,l) , la densité d'états
intégrée est donnée par :

k(o,E) = | 2(Ba/2) -1| pour E dans I, (a,,1)
k(o,E) =1- | 2(8a/2) -1| pour E dans I _(a,21)

Ceci nous permet de voir que les seules valeurs de m qui apparaissent et
chacune une seule fois sont m=+1, , +(q-1)/2.

On a donc bien obtenu une démonstration de la derniére remarque de
[Be-Si]. Nous pouvons la reformuler de la maniére suivante :

Si on numérote les trous 0,1, ,q (q+1 trous, q-1 trous centraux) , on sait
(cf §2) que pour a=w, , la valeur de la densité d'états intégrée dans le
trou r est donné par r/q. Cette propriété ne détermine m que modulo q.
Dans cette classe de congruence, il n'y a qu'un m dans

[-(q-1)/2,(q-1)/2]. Le résultat se dit alors :

Proposition L:
Soit a =(p/q) avec q impair.
Pour E dans Iz((x,?,,l) avec a voisin de o et A assez petit, k(a,E) est égal a

ma+n ou m est 'entier de module minimal tel que ma, = r:,’ /q (modulo

*

Z) ou re est le numéro du trou correspondant a + cos n(xoe .
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Cette proposition a une interprétation graphique remontant sans doute a
Claro-Wannier (et qui est reprise dans [Gu-He-Tr]). Dans le plan des
(a,y) (voir plus loin (3.2.7), pour la définition), on détermine le couple
(m,n) déterminant la densité d'états du trou r pour a = a, =p/q en
tragant toutes les demi-droites brisées partant du point (p/q, r/q) (en
utilisant la réflexion naturelle en a=0 et a=1) d'équation (au départ)
(y-r/q)= m(a-p/q) avec m entier, (r-mp)/q entier, me( *I,..., *
(q-1)/2 ) joignant (p/q, r/q) a (0,0), (0,1), (1,0) ou (1,1) et en prenant celle
de longueur minimale (qui correspond également a celle dont la pente
est minimale).

Dans le cas ou g est pair, les trous numérotés :

I,...., (@/72)-1;(q/2) +1,.....,.q-1

se traitent de la méme maniére. Le trou central étant fermé pour a=q,,

on a de nouveau décrit toute I'évolution des trous.

Remarque 3.1.2

On n’a parlé jusqu’ici que du cas A>0 assez petit. Mais cette restriction
est inutile pour obtenir la proposition ci-dessus. En effet, la démarche a
suivre est explicitée chez [Be-Si] et est basée sur les deux remarques
suivantes :

En dehors des deux bandes centrales dans le cas q pair qui sont toujours
collées , les trous ne se referment jamais quand on fait varier A de 10 trés
petit positif a 1.

Par ailleurs si Ee I(a,8A) , E € 1(a,,X) pour a , A assez proche de a, A et

(m,n) restent constants.
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On peut alors montrer par déformation (voir au §3.2 pour des précisions)
que la proposition reste vraie pour tout 2€]0,1] puis en utilisant la
dualité d’Aubry pour tout A>0 (cette dualité permet en effet de passer

des résultats pour un A a ceux pour 1/1).

Calcul pour a_ =
Si a, = 1/q, il est facile de voir a partir des formules ci-dessus que :
k(ay,E) = ra, pour E dans le trour ; (r=1, .. (q-1)/2)

k(a,E) =1+ (r-q)a, pour E dans le trou r ; (r=(q+1)/2, ... )

escription du papillon 3 l'aide de fuseaux :

On s'intéresse dans ce paragraphe a la structure du papillon a des
déformations prés respectant les trous. Il est alors bien plus commode de
faire une description du papillon (pour A trés petit) en la reliant avec un
cas limite puis d’effectuer la déformation. Nous allons introduire une
notion de fuseau qui est bien entendue intimement liée au probléme du
“gap labelling". Considérons d’abord dans Q=[0,11x[-1,1] I'ensemble

st = U, (u,It) ou Ez est défini par: 22: (U, 2:0) 'Et.o désignant le
spectre de I'’équation de Harper normalisée. (Tout dépend de A>0 mais
on omet parfois la référence a A si on travaille a A fixé.) Il est classique

que I est fermé dans Q . On pose alors la :

Définition 3.2.1:

On appelle fuseau S’k une composante connexe du complémentaire de ZL.
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ue possible des fuseaux

Observons tout d'abord la propriété Pl :

P1 Si la droite « =Q, coupe un fuseau Sk , elle le coupe sur un intervalle
ouvert St:l(a A)

En effet attaché a un fuseau S’L, il y a un couple (m,n) dans Z2 tel que la
densité d’états soit donnée par (ma+n) pour les couples (o,E) dans le
fuseau $" On sait par ailleurs qua o fixé E —k(a,E) est monotone et
strictement croissante en un point du spectre (cf §1). Comme elle est

A A
constante dans la tranche de fuseau Sa (=8 n (a=0£0)) cette tranche
[¢]

est nécessairement un intervalle.

P2 Pour tout fuseau § , il existe des points Oti(g) tels que :

8cla (8,0, (8) [ x [-11],0<a_(8) < @, (8) <1,a,8) en( §)

Ceci résulte immédiatement de la connexité.

On introduit maintenant la conjecture dont va dépendre toute la

construction du spectre.

C3=Hypothése (suggérée par I'’examen du papillon)

Pour tout >0 et pour tout fuseau, les points a, sont rationnels .

(ceci n’est pas démontré a notre connaissance et ne sera pas démontré
dans cet article, mais c'est l'unique hypothése sur laquelle s’appuiera

toute la construction du spectre).
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Désormais, on suppose que C3 est vérifiée et on va metire en

évidence toutes les conséquences d'une telle hypothése.
Observons maintenant que, sous I'nypothése C3, on a :
P4 La frontiére d'un fuseau est "continue”.

Plus précisément, si on désigne par f_(ad) , f (@A) les deux bornes de
lintervalle 8§, alors Ja_,a,[ sa - [ (x) est dans la classe de Holder

C'/3eoc(]a_,a+[) et continue sur [a_,a, ] avec: f_(ozt,l)= f+(ai,l)

La propriété de continuité est attribuée a Elliott ([El]) dans [Be],
(théoréme S, Bellissard parle de gap boundaries of the spectrum), le
caractére Holder résulte de l'estimation donnée chez [C-E-Y]. Ces
derniers démontrent en effet que, si on définit par Dist(K ,K,) la
distance de Hausdorff entre KI et Kz (i.e. le plus petit d tel que tout point
de K, soit a une distance inférieure 2 d de K, et inversement), alors

dist (Etl , Zz,) < C Ia-a'l'/3.

On en déduit facilement le cardctére Holder local mais un point qui ne
nous semble pas avoir été étudié clairement dans la littérature
antérieure est la continuité aux points a_et a,.

On donne ici une démonstration qui s’appuie sur I'hypothése C3 et
I'analyse semi-classique de [He-Sj]Z.

D'aprés C3, les points a, sont rationnels de telle sorte qu'on peut utiliser

les résultats de [lle-Sjl, (théoréme 0.1, ce théoréme est énoncé avec A=1,
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mais ce que nous en utilisons est vrai pour tout A>0) (cf aussi [Be]2
(Théoréme 9)). Il est d’abord clair 4 partir de I'’étude semi-classique prés
de a, que la largeur de S:‘ lorsque a-o, tend vers 0. En effet prés de

chaque bande du spectre Z:'x , on a montré que le spectre 22 était

+

concentré dans des intervalles de taille majorée par exp—CIa-aiI sauf
dans un voisinage arbitrairement petit d’'un point 8:') (0!:) de la bande (le
voisinage de ce point est étudié¢ dans [He-Sjl,). De plus la distance entre
deux de ces intervalles tend vers 0 (cf le théoréme 0.1 de [He-Sjl, ). Ceci

montre que : [ (a,A)-f_(a,d) - 0 lorsque @ tend vers a, (+ a< a:).

Il reste 2 montrer que f_(a,A) tend vers une limite qui nécessairement
appartiendra a une bande correspondant au spectre du rationnel a,. Soit
donc € une valeur d’'adhérence de [_ en a,, cest a dire (compte-tenu de
la propriété sur f -f_ que l'on vient d'établir) un réel ¢ tel qu'il existe
une suite (otn,En) telle que 8§3(w ,E ) - (O‘y £)). L'analyse semi-classique
montre alors que nécessairement £ est soit 82, soit l'une des extrémités
Et de la bande. Comme f_ est continue par rapport a a dans Jo_,a [,

I'ensemble de ces valeurs d'adhérence en @, est un intervalle et est donc

réduit 2 l'un des points 8’: 2, (’,:'), qui est alors la limite de f_ena,_.On a
ainsi obtenu que f_(a,A) et f (o) convergent vers 8‘6 ou vers une
extrémités de la bande lorsque a tend vers a+. (voir théoréme 3.2.1 ol on

démontrera un théoréme encore plus précis).

#

PS Pour tout a, l'intervalle 32 =I(a,A) ne se referme jamais quand on

fait varier A dans ]0,o00[.
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(3.2.6) m,,a(s) + n , =mals)+ o + 1/q(s)
Soit encore :

(3.2.7) (m,,, - m)p(s) + (n,, - nJq(s) =1

t+1 t+1

Par ailleurs , on a, pour s tendant vers +oo, (on choisit le signe de s en
imposant (—l)ks> 0 (cf §4.3)) la relation :
(3.2.8),: (m,, -mlp+ (n, -n)g=0
Ces deux équations fournissent alors un systéme a deux inconnues y et z:
yp(s) + zq(s) =1 ; yp+ zq=0
Utilisant des relations classiques sur les développement en fraction
continue (formule K2), on obtient immédiatement comme solution :
Yy=-q ;Z2=0p
On voit ainsi que partant de (Oto,ak) on obtient (2 condition de s'approcher
suffisamment de la bande, car le résultat semi-classique n’est vrai
quasymptotiquement lorsqu'on tend vers o ) des fuseaux pour lesquels
le couple (m,n) vérifie m = m, +n q (avec nelN) En partant de
I'extrémité droite de la bande voisine gauche (si elle existe), on obtient
les fuscaux pour lesquelles m=mg-n ¢ (avec neN).
Pour les bandes extérieures , on couple l'extrémité droite de la bande
droite et I'extrémité gauche de fa bande de gauche.
Pour le pseudotrou central (dans le cas ou le dénominateur est pair), on a
deux fuseaux symétriques arrivant au point (0,0:0) correspondant a des
m de signe opposés. L'¢tude semi-classique réalisée dans [He-Sj]2
permet également de conclure.

#
Démonstration de (3.2

Dans la démonstration des points précédents, on a montré que le fuseau
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utre dé tration d
Une autre idée pour démontrer cette proposition est de montrer qu'en
considérant tous les fuseaux passant par les extrémités de la bande, on
épuise ainsi tous les fuseaux possibles, ce qui exclura par conséquent des
fuseaux parasites ayant leur "bout" a lintérieur d'une bande. On
construit ces fuseaux par déformation du cas A=0 étudié au §1. Soit donc
a,=p/q = (4., q,) un rationnel et B(A)=[a,,b,] la bande qui nous
intéresse et que nous supposerons isolée pour simplifier. On traitera le
cas q impair pour fixer les idées. Soit (mo,no) le couple correspondant a
la densité d’états dans le fuseau S; contenant le trou contigu a a,. On sait
que lm,l €(0, (q-1)/2 ) et qu'a chacun des q+1 trous est affecté un
unique m. Montrons comment on peut construire les autres fuseaux

partant de a,. Ceci résulte de l'‘étude semi-classique effectuée dans

A
[He-Sjl, (cf aussi les résultats rappelés au §5) ou on a étudié la
structure du spectre pour des a proches de Q. De l'étude semi-classique,
on déduit l'existence de fuseaux sf (t=1,2,...,....) aboutissant par la droite

en (a,a,) et dont lintersection avec a= a(s) ( o a(s)= (qg....,qy,8) = 44
A

p(s)/q(s) (cf I'appendice K) ) est un des trous ]bt odpay sl du
complémentaire de Ii(s) et [at sby ] est une bande de Zz(s) . De plus

deux trous successifs correspondent a des valeurs successives de t.
Calculons le couple (mt,nl)‘ On calcule la densité d'états dans S’t par
comparaison avec la densité d’états intégrée dans 37:_‘.

On utilisera la formule (1.8) rappelée au §1 qui permet le calcul de la
densité d’états pour des « rationnels en comptant le nombre de bandes.
On obtient en comparant les densités d’états intégrées entre deux

fuseaux successifs pour a=0(s) :
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1 . 1
P, (8) =11ma_'u_ P, (8)

Or | p:( (8)l < Im@+n-mo-ng| pour @ assez voisin de o _.

On en déduit que p:"_(g)=0 compte-tenu de (3.2.1). On a obtenu ainsi la

contradiction.

as de la e e o est un rati nel 3 dénominateur pair.
Supposons donc que a, (ou b,) soit égal a 0 (ce sera a, dans la suite pour
fixer les idées). Supposons toujours d'abord que k(a,E) soit continu par
rapport 4 (o,E) et que pour une valeur de A, on ait un fuseau S:' tel que :
E:(S’f) (ce sera E_ dans la suite pour fixer les idées) soit a l'intérieur de
la bande B(X) = [0, b,]. Quand on fait tendre A vers O alors
nécessairement (Sb tend vers un arc ayant comme extremité cos noztﬁ
pour un certain £ cette extremité correspondant a 0 (si on veut tomber
sur un cas différent du cas traité auparavant).

La densité d’états intégrée kl(a,E) est, pour (o,E) dans le fuseau S‘f, de
la forme mo+n avec m et n, indépendants de 1.

Soit (S:)' =( (a,E) : (a,-E)e Sf) le fuseau symétrique, dans lequel la
densité d'états intégrée est associée au couple (m’, n’) = (I-m, -n) .
On remarque alors que d’'une part en faisant tendre A vers O :

(3.24) mo_+n= m'a_+n’=1/2

et d’autre part , si on admet la continuité par rapport a (o,E)

(325) ma_+n, =k"(a_, E_)= k"a_-E_ )= m'a_+n’,

On a ainsi obtenu une contradiction. La suppression de I'hypothése de

continuité par rapport a (o,E) est analogue au cas traité précédemment.

#
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Pour fixer les idées, supposons que ce soit a,. On désignera par k"(a,E) la

densité d’'états intégrée qui, pour (o,E) dans le fuseau 8:‘, est

nécessairement de la forme m@+n, avec m, et n indépendants de 1.
Traitons d’abord le cas ou la; bande ne touche pas de bande voisine

en a, Soit S’z le fuseau dont la section par a=o, est un intervalle dont un

bord est a, . Ce fuseau est forcément distinct de 8:’ La densité d’états,

pour (a,E) dans le fuseau S:') , est nécessairement de la forme myo+n,

avec mg et n, indépendants de A. On a vu au §2 que les expressions

m,u+n, et mo+n de la densité d'états restent valables sur les fuseaux

limite pour A—0. Comme ces deux fuseaux limite se coupent au point

d’'abcisse a,, on a :

(3.2.2) mye +n,= mQa, +n;

D’autre part, si on admet la continuité de k(a,E) quand (o,E) tend vers

(ozt . E, ), on vérifie que :

(3.2.3) mo +n, =k1( a,, Et): k"(as' a,)= mo, +n

L’inégalité médiane est due au fait que : Ez = a, et a la stricte

monotonie de E —»k"(at,E) sur la bande B(1). On a ainsi obtenu une

contradiction.

On ne sait pas en fait que (o,E) - kl(oz,E) est continue mais on a

seulement la propriété 1.24. On procéde alors ainsi pour modifier la

démonstration. Soit g une fonction c®a support compact dans

Ila,, E_(s’b[ égale 2 1 sur Ja’, ,a"k[ (avec a, <a’<a", < E_(S?}) et

inférieure a 1 partout . ‘

On a d’'une part :

pi_ (g) >0 de par la propriété de stricte monotonie dans B(A)(cf §2)

et dautre part :
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rationnels au voisinage desquels on peut refaire la méme construction.

On met donc en évidence pour B un £'tel que p' ¢ Y20t IN{1/j) et tel
que le fuseau se contracte dans ]B‘-n,ﬁ‘ﬂ][ \ Uj<22t N{1/j) sur

gcos(nal') (avec n assez petit). On en déduit immédiatement que £°=€ et

que par conséquent : Ja_a [\ UKZB N{1/j) =g

Le théoréme (2.2) montre en fait que les fuseaux sont ouverts pour A=0

sauf éventuellement dans Uj<28 IN{l/j ). Par conséquent, on a

effectivement (3.2.5),.

Démonstration de (3.2.4) :

Supposons un instant que (a,E) —k(a,E) soit continue et que pour une
valeur de A, on ait un fuseau s'f tel que : Eg(S’f) soit 4 l'intérieur d'une
bande B(R) = [al, bL]. Quand on fait tendre A vers 0 alors nécessairement
(8:’) tend vers un arc ayant comme extrémité cos n(x:?, pour un certain £
cette extrémité correspond a l'une des extrémités de la bande limite aj

ou b0'

figures b
\bl/
)}

S, ct
| R

/\‘—‘)O \-r-f-—/
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A=A <(1/74) I £, (o, d)~f _(a,')l, alors (3.2.2) est vérifiée. Pour obtenir

(3.2.2) pour ll,lz quelconques, on trouve une suite croissante finie 2.(')

(j=1,.....N) de [ll,lz] telle que l(l) (N)

=2, 2" =2, et telle que :
vi, 92 <2y i1, @A) -1 _(@a®).
On obtient alors (3.2.2) en sommant sur j les inégalités :

it (@A) - £,@25 14 RI7-29

démonstration de (3.2
Dans [a_,] x[0,0], on a vu la continuité partielle par rapport a o au
point P4, (3.2.2) permet alors de conclure car le caractére Lipschitzien est

uniforme par rapport a a.

démonstration de

Quand A tend vers 0, chacun des fuseaux Sk se contracte sur un fuseau
limite 8° constitué d’ un arc situé sur la courbe E=+ cos naf . Plus
précisément, il existe un £e€IN et €=+1 tel que, pour tout compact K de
Ja_o [, il existe C tel que :

(3.2.6) sup ecos(nal)l < CA , Vaek.

xeln)®”
Cette propriété est une conséquence immédiate du théoréme 2.2 qui
localise les trous et de (3.2.2) qui contrdle le diamétre (on a :
f,(,0)-f_(a,0)=0). Le théoréme (2.2) donne d'abord le résultat dans tout

compact de Ja_a [\ uj IN{1/j) pour un certain € obtenu a partir de

<20
l'examen de la situation pour un rationnel dans Ja_ [ Ce £ est
déterminé par la valeur de la densité d'état dans le fuseau.

Les points exceptionnels B' de Ja_,a, [\ Uj<28 IN{1/j ) sont des
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¢oréme 3.2.1
Si on fait I'hypothése C3, il existe pour toute famille de fuseaux 5"‘
(A€10,00[) obtenue par déformation continue deux rationnelsa_et o,
(avec Oga_<a, 1) tels que :
VA, n(§) = [o_j,]et deux fonctions f_et f_ définies sur Ja_,a [ x
10,00[ telles que :
(320 1,(@p) € C(la_a,]x [0,00])
(3.2.2)If (o,2,) - [, (@A )I<2 1A -1,
(3.2.3)f_(a,A)<E< f (a,d), aela_o [ssi(aE e s

(3.2.4) f_(a,A) = [, (a,A) appartient 4 une extrémité d’'une bande de 2;

+

(dans le cas ol &_est un rationnel 4 dénominateur pair, 0 sera considéré
comme extrémité de bande)
(3.2.5)Si la densité d’état dans s est donnée par k(o,E) = ma+n, alors

(@)a, € uj N{1/j) u(o,1)

<2|ml
et

(b) Ju_,a [N Yic2lml N{1/jyu(o)) =¢

<2

»

preuve du théoréme ;
L'existence dew_, o, f_et [, a déja été obtenue dans la discussion

précédant le théoréme.

démonstratio
Pour o fixé dans Ja_,a,[ et A€]0,00[ , on montre par un argument de

perturbation immédiat que si :
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Pour a rationnel, c’est ['objet des résultats de Van Mouche [Mo] et
Choi-Elliott-Yui [C-E-Y]. On peut numéroter chacun des intervalles
entre deux bandes par un re (l,. , q-1} (si q est impair) ou a
1,.(q-2)/2,(q+2)/2, ...q-1) si q est pair.

La déformation pour a rationnel d'un intervalle I(a,A) quand A varie est
clairement définie en disant que son numéro r est fixé. Ceci va nous

permettre de définir la notion de variation continue d'un fuseau &  par

variation de A. Soit lo et choisissons un o, rationnel tel que I(Oto,lo) soit
non vide. On définit la variation du fuseau en prenant pour tout 0<A le
fuseau contenant I(a,A).

Le probléme est qu'on n'a pas nécessairement unicité du fuseau déformé
quand on change de « rationnel avec la propriété ci-dessus. Si on prend
en effet deux rationnels a, et @ distincts, on pourrait obtenir deux
familles distinctes de fuseaux 8" et 8"*. Mais ceci suppose qu’il y a une
valeur de a entre o et o pour lequel I(w,A) s'est refermé. Compte-tenu
de C3 et de ce qui précéde ceci ne peut se produire ni sur un rationnel ni
sur un irrationnel car on aurait un fuseau a extrémité irrationnelle. Par

conséquent, dans la déformation, l'intervalle I(a,A) ne se referme jamais

et le méme argument donne aussi :
(P6) a, (8) est indépendant de A.

Si on fait I'nypothése C3, on a donc toutes les propriétés P1 a P6. On

résume et compléte cette discussion dans le "théoréme"” suivant :
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8}' se contractait lorsque A—0 vers un fuseau limite s° correspondant a '
arc :E=tcosnal, aela_, o, l

Par 'homéomorphisme y défini par :

(3.2.7) y(a,E) = (x,y) avec y=1- (1/n)(Arc cosE), x = ),

on peut envoyer 3%ur un fermé 3° de [0,11x[0,1] et chaque fuseau
limite sur un segment de droite de la forme :

y=*x8+n(neZ, € e N) xelu_,al.

Dans la suite, on identifiera souvent les fuseaux -limites et leur image
par y. Il nous reste donc 4 montrer comment on trouve les différentes

valeurs de a_a, qu on a déja localisé dans Uj<22 IN{l/J ). Cette

démonstration se fera par récurrence sur £ et on en profitera pour
donner la régle pratique de détermination des segments (dans la

représentation aprés application de y).

ucti e imite
Pour chaque fuseau, on donnera la valeur du couple (m,n):
étape | ;
Tracer les droites y=x et y= (1-x). On les appellera les rayons Ri issus
de (0,0) et (0,1) en les restreignant au carré Q. On notera R'= R:uRl_
Il est clair que I'on détermine ainsi dans lintérieur de Q : ]0,1[x J]0,1[
quatre segments de droites ouverts. Ce sont nécessairement les fuseaux
limites. En effet, sinon un des rayons serait un fuseau limite ce qui est en
contradiction avec le fait que E=0 est toujours dans e pour tout a. Les
quatre segments correspondent donc aux fuseaux limites suivants :

m=1,n=0 x.=0,x, =1/2;x_=1/2,x, =1
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m=-1,n=1 x =0 ,x, =1/2;x_=1/2,x, =1

Ceci démontre bien (3.2.5), pour £=1.

On va maintenant poursuivre la construction des rayons sur lesquels
sont situés les fuseaux. A chaque étape, on obtiendra toute une famille
de segments ouverts portés par ces rayons et il nous restera a montrer
que les segments ainsi construits sont des fuseaux limites dans la

représentation (x,y).

étape 2

Tracer les droites y=2x et y=1-2x, et lorsque ces droites rencontrent

y=0 ou y= 1 les prolonger dans Q par réflexion. On obtient ainsi deux

rayons Rzi. Les segments de type 2 sont obtenus en prenant sur Ri les

composantes connexes de Ri \(Rz_ U Rl_ V] RL U 9Q) ou sur RZ_ les
1

composantes connexes de Rz_\(RiuR'_u R',f U 9Q ) . On notera R2 =R U

R UR?.

étape j :
On suppose qu’on a déterminé les segments de type strictement inférieur

f , Rk pour k<j . On détermine les segments

aj,etles ensembles R’i , R
de type j par la procédure suivante. On trace les droites y=jx et y=1-jx,
et lorsque ces droites rencontrent y=0 ou y= 1, on les prolonge dans Q
par réflexion et ainsi de suite. On obtient ainsi deux rayons Ri, Les
segments de type j sont obtenus en prenant sur Ri_ les composantes

connexes de R'_ \(RL uR™MU 9Q) ou sur RL le_s composantes connexes de

R \(R"UR'™ U 30). On notera : R' = R UR, UR' .
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in de

On sait par (3.2.5)a que tout fuseau limite de type £ est un segment
ouvert sur un rayon dans Ri V] Re_ . Il suffit alors de vérifier que les
abcisses de R?; nRP’_ correspondent 3 (IN/2£)n]0,1[. Comme dans le cas
=1, ces points correspondent nécessairement a des extrémités de
fuseau. On vérifie maintenant que les abcisses des points de Ri N (Ri'l U

3Q ), éorrespondent a uj lN{l/j). En ces points, le nouveau rayon

<20
rencontre forcément ou bien y=0,1/2,0u | ou bien un segment de Ri'l. Le

fuseau-limite ne peut traverser en ces points.

#

Remarque 3.2.2

Pour x donné, la densité d’états est déterminée par la valeur de y sur le

segment (= fuseau)

Remargue 3.2.3 : on n'a pas eu besoin des résultats semi-classiques de
[He-Sj]s. Bien entendu, dans tout ce qui précéde, on utilise I'nypothése

C3.

Remarque 3.2.4 :

la conjecture C3 implique bien entendu le caractére cantorien du spectre
dans le cas irrationnel. On obtient en effet la forme "dry” ou "strong" de
la conjecture des 10 Martinis que B.Simon énonce ainsi dans [Si] :

Pour tout A=0, tout irrationnel @, et tout entier m,n avec O<ma+n<1, il

existe un trou sur lequel on a : k(a,E) = ma+n.
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Cette conjecture se déduit de C3 de la maniére suivante ; Il résulte du
théoréme 2.2 que pour tout £, il existe pour A>0 assez petit, un trou et n,
tel que :

kl(a,E) = ma+n, avec m= +€ . Comme pour m fixé, il n'y a qu'un n tel
que O<ma+n<1, on répond bien a la question modulo cette restriction A
assez petit dépendant de €. La conjecture C3 et ses conséquences nous

permet de faire varier A dans ]0,00[ sans modifier la densité d'états. On

obtient bien ainsi la conjecture.

Apparition de bandes

La question est la suivante : étant donné une bande correspondant au
spectre de Harper correspondant a un rationnel a dont le développement
en fraction continue est @, = (q,, Qs Q)= pk/qk. Comment se
répartissent les bandes pour : a(q)= (g, Qpeveeens q, q) ou q est dans Z
avec lql>2. On peut espérer deux types de résultats : un résultat
semi-classique pour Iq| grand et le résultat pour tout q en tenant compte

de la description des fuseaux précédente. Ceci sera étudié aux § 4 et S.

R 3.2.5; , . . . P
Il s’agit de montrer la continuité en a_ ou a, de r‘(oz,l) sans utiliser
I'approche semi-classique. On reprend pour cela la démonstration de
3.2.4 sans supposer cette propriété.

On va regarder la situation en a_ et dans le cas d’'une bande simple.Soit :

£_(A)=lim f_ (@), 8, (2)=Tim f,(a)
—— Qoo A—-Q _

Il est clair que [ €_(3), €,(A)] est a l'intérieur d'une bande B() = (a,, b1
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Quand on fait tendre A vers 0 alors nécessairement (8:) tend vers un arc
ayant comme extrémité cos nazz pour un certain £ cette extrémité
correspond 3 l'une des extrémités de la bande limite a, ou b, Pour fixer
les idées, supposons que ce soit a, . Supposons alors que 2+(l) >a, pour
une valeur de A. Soit 82 le fuseau dont la section par a=0_ est un
intervalle dont un bord est a, . Ce fuseau est forcément distinct de S’f La
densité d'états, pour (o,E) dans le fuseau St , est nécessairement de la
forme m u+n, avec m, et n, indépendants de A.

On fait alors deux remarques, d’'une part en faisant tendre A vers 0, on
constate que nécessairement : m @ _+n,= mQa_+n,

et d’'autre part , si g est une fonction c®a support compact dans

la,,8, Q) égale a 1 sur lay ,a" [ (avec a, <a’,

<a",<€,(1) et <1 partout),
on a d'une part :

p:'(_ (g) >0 de par la propriété de stricte monotonie dans B(A)(cf §2)

et d'autre part :

ph_ (8) =lim,_,_ ph(g)

Or | pz gl < | ma+n-m,-n pour une suite de @ tendant vers a_.
On en déduit que pi_(g):O compte-tenu de (3.2.1). On a obtenu ainsi la

contradiction. On a donc €,(1)=a, ce qui implique a,= €_(1)=€,(3) et la

continuité de [_etf en a_.



§4 L’ approche de Hofstadter : le formalisme des trapézes

Hofstadter [Ho] travaille avec des notions de (sous-)cellules gauche,
droite ou centrale s'imbriquant les unes dans les autres. Pour des raisons
techniques, on préféere tourner la figure de n/2 pour avoir X = Q en
abcisse. Regardons ces constructions mais, compte-tenu des résultats du
§3, on travaille avec les fuseaux-limites et aprés I'noméomorphisme
introduit précédemment en (3.2.7) envoyant ces fuseaux -limites sur des

segments de droites (ou segments de rayon).
§4.1 préliminaires :

Lemme 4.11:
Soient X,<X, q, a >0, r,F' €Z. Alors il existe un difféomorphisme ¢:
[xo,x‘]le—>[0,1]le de la forme

(4.1.1) y= f(x)y+g(x) ; X= h(x)

avec f,g,h € Cw([xo,xl]), f(x)>0, h(x,)=0, h(xl)=1, h'(x)> 0, h quotient de
deux fonctions affines, et les propriétés :

(4.1.2) ¢ envoie le trapéze <(x,,(r-1)/q),(x,, (r=1)/q),(x,r7q),(x,, r/q))>
sur le carré standard Q= [0,11x[0,1].

(4.1.3) Pour tous k,keZ ,0 envoie le segment
[(xg(r+k=1)/q)),(x,,(r+K-1)/q)] sur le segment [(0,k),(1,K)]

De plus ce difféomorphisme est unique .
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Démonstration :

L'utilisation d'une application affine croissante en x permet de se
ramener au cas : X,=0, x,=1. On applique ensuite I'application :

o, - (x,y) -(x,y-(x.(f-1)/q+(1-x)(r-1)/q)), ce qui donne une réduction au
cas r=r=1. On cherche ensuite ¢ de la forme (4.1.1) avec g(x)=0. Il faut
alors trouver f et h tels qu'on a I'équivalence :

(4.14)y = (—E- %).x + %:. y=(k-k) X +k

pour tous k,K €Z. La deuxiéme équation de (4.1.4) est équivalente 2 :

y= (E-k) (h(x)/f(x)) + k/f(x) . On a donc (4.1.4) si :

(4.1.5) h(x)/f(x) = x/q , (1/6(x)) - (h(x)/£(x))= (1/q) - (x/q)

On trouve la solution :

(416) [(x) = 1/ (5 + (5-9x) , h(®)= () / (T + (-7x)

et on vérifie les propriétés voulues.

Montrons maintenant ['unicité. Il suffit de montrer que si on a un
homéomorphisme du carré Q sur lui-méme qui envoie tout segment
[(0,k),(1,K)] sur lui méme alors cest l'identité. Les points de la forme
(p/q,r/q) avec O0<p<q, O<r<q et q premiers sont les intersections de
deux segments de ce type et sont donc des points fixes pour l'application.

Ces points sont denses dans Q.

#

§4.2.C . szes " 3 droite”

Soit p/q €10,1[ avec p et q premiers entre eux (p,g €IN). Considérons

une droite de la forme y=mx+n, m,n €Z qui passe par (p/q,(r-1)/q),

Alors on a la condition :
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(4.2.1) mp+nq = r-1.

Appelons la droite y=mx+n admissible si m,neZ. Une telle droite est
caractérisée par le fait qu'elle passe par les deux points (0,k), (1,K) avec
k,KeZ. La condition (4.2.1) devient :

(4.2.2) (q-p)(k-((r-1)/q))+p(K-((r-1)/q))=0.

Si m,,n, est une solution de (4.2.1), alors la solution générale devient
(m,+€q,n,-€p), LeZ.

Si q est impair ou si q est pair et mo—(q/Z) ¢ Zq, alors il existe une
unique solution (m,n) de (4.2.1) avec Im| minimal. C’est I'unique solution
avec Im|l <q/2. Si m,-(q/2) € Zq, alors il y a deux solutions de (4.2.1)
avec Im| minimal : ((g/2),n,), ((-q/2),n_).

Alors (q/2)(p/q) + n_ = ((r-1)/q), cad. ((r-1)/q)=n_ +(p/2).

Comme q est pair, p impair on a ((r-1)/q)-(1/2)€Z et donc :

(4.2.3) (r-1)/q=1/2

Inversement si on a (4.2.3), alors q est pair, p est impair et (4.2.1) s’écrit :
m.(p/q)+n = (1/2), 2mp=(1-2n)q qui implique : 2m=E€q, L€ Z. Alors
€p=(1-2n) et comme p est impair, £ est impair et : (m-(q/2)) €Zq.
Supposons “"pour simplifier” (on pourrait traiter les autres cas) que
((r-1)/q)=1/2, r/q=1/2. Soit m__, la pente de la droite admissible
passant par (p/q,(r-1)/q) de la forme y=mx+n, avec Im| minimale
(=Im__,l), et définissons m_de méme. On a donc :

(4.2.4) Im__| < q/2,Im | < q/2.

Considérons la droite admissible passant par (p/q,(r-1)/q) de pente

immédiatement supérieure a3 m c.a.d de pente (m_ _,+q) :

r-1

(4.25)y = (m__ +q)(x-(p/q)) +(r-1)/q

Comme m__ +q> q/2 > m_, cette droite coupe la droite de pente m_
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passant par (p/q,r/q) en un point (p/q, r,/q) avec p/q > p/q. On pose :
(4.2.6) s=p/q - p/q = (pq-dp)/dq .

s vérifie :

(4.2.7) ((c-1)/q) + (m__ +q)s= (r/q) + ms,

ou bien :

(4.2.8) (m,_,+q-m )s=(1/q)

Cette derniére équation détermine s.

De méme la droite passant par (p/q,r/q) de pente m_-q coupe la droite
passant par (p/q,(r-1)/q) de pente m__, en un point (p/q, r,/q’).
Observons tout d'abord que : p/q'= p/q, comme il résulte de (4.2.8) et
de :

(4.2.8) (m__ +g-m )s'=(1/q) avec §'= p/q - p/q

On peut choisir : p’=p, @’=q et ainsi r, est bien déterminé. On observe
que :

(4.2.9) (rz—rl)/c‘i=qs , soit encore s=(r2-rl)/qa.

figure : Le trapéze a droite

(03

;‘.‘; Y= (ma,+q)x+(na,-p)

y= ML X+n,

7 P oa | —ﬁ:— Yz(m"'”"*(”rﬂ’)
(5%)
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Les droites admissibles (i.e. de la forme y=mXx+n avec m,ne2Z) passant
par (p/q, r,/q) passent obligatoirement par un point de la forme
(p/q,8/q) , LeZ et leurs pentes sont toutes congruentes modulo Z q (de
plus, on les obtient toutes ainsi). D'aprés la construction nous pouvons
avoir €=r et £€=r-1 (et donc tous les e Z) Les deux droites
correspondantes ont donc des pentes qui différent par 5:

(4.2.10) m,_ +q-m_=q

En substituant dans (4.2.8), on obtient :

(4.2.11) s=1/qq ,

et comparant avec (4.2.6) et (4.2.9), on a aussi :

(4.2.12) pq-gp=1

(4.2.13) r,-r =1

(on a donc deux "gaps successifs” pour x=p/q).

~

On écrira : r-1=r,, r=r

1 2"

Comparons les modules des pentes m__ +q, m_-q (voir figure
ci-dessus). Puisque Im__,+ql= m _,+q , Im_-ql=-( m -q ), on a
I'équivalence :

(4.2.15) Im__ +ql> Im_-ql & m_+ m__>0.

Par le méme calcul, on a :

(4.2.16) Im__,+ql=Im_-ql ssi m_+m__ =0.

La substitution de cette derniére relation dans les égalités:
m__p+n__q= r-1, mp+nq-=r,

implique :

2m__p+(n__,-n)g=-1.

Ceci est impossible si q est pair, mais peut arriver dans le cas ou q est

impair (si par exemple [(r-1)/q,r/q] correspond a la bande centrale) .
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On applique maintenant le lemme 4.1.1 avec :

(Xo X, 4, 4,1, N)=(p/q, p/q, q, q, r, 1)

(on explicitera plus loin le lien avec les développements en fractions

continues).

Soit T le trapéze (p/q,(r-1)/q) , ( p/q, (f-1)/q) , ( p/q, £/4Q) , (p/q, r/q).

On l'appellera dans la suite trapéze i droite ou TD (car x> xo). On a donc

o(T)=Q ot Q= [0,11x[0,1]. Soit Ae'i' un point a coordonnées rationelles et

considérons un segment S =[p/q,(r+k-1)/q), p/q,(r+K-1)/q)] qui passe

par A. Soit B=¢(A) = (p/q,£/q). Alors I'image par ¢ du segment S est le

segment [(0,k),(1,K)]. Ici k et K doivent vérifier (cf (4.2.2)) :

(4.2.2) (q-p)(k-(F/Q))+p(K-(f/q))=0.

Nous avons pour la pente m(¢(S)) de ¢(S) :

(4.2.17) m(§(S))=k-k= (K-(£/@))-(k-(£/a))= (a/(G-p)) (k-(£/q))

Par ailleurs la pente de S m(S) est donné par :

m(S)= (((r+K-1)/q) - ((r+k-1)/q))/s= qq (((r+K-1)/q) -((r+k-1)/q))=
=q(r+K-1)-q(r+k-1) = qf - qr + qK - gk +q - q.

D'aprés la figure et utilisant aussi que s=1/qq, on a :

(r-1)/q + mr_‘/q§=(F—1)/a et donc qr-qr +q - q =m__,.

(4.2.10) donne aussi : m =m__, + (q-q)= qr-qr

La pente de S devient donc égale 3 m__+ gk - gk et 2

m, +q(K-1)-q(k~-1).

Pour utiliser (4.2.2) , on prend une moyenne pondérée de ces deux

égalités et on obtient :

(4.218) m(s)=(((3-F)/@)m,_+ (7/3)m,.) + a(k - £/d) - § (k-£/Q)

D’aprés (4.2.2), nous savons que (K - r/q) et (k-r/Qq) sont de signes

opposés (et =0). Dans la suite p/q , r/q sont fixés et on ne considére que
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des segments S admissibles passant par A . k et K vérifient donc (4.2.2).
On note dans la suite S=S(k,K). Soit a, la plus petite valeur de kK-r/q
(avec (K,k) solution de (4.2.2) et (K-£/3)>0). Soit o _ la plus grande
valeur de K-r/q (avec (Kk) solution de (4.2.2) et (K-r/q)<0). Soient
k,, k_(resp.K,,k_) les valeurs de k (resp.k) correspondantes. Ainsi k,
est le plus grand des k avec k- r/q <O (grace a (4.2.2)). Alors si
IK,-t/7dl < IK_-£/ql, on a (cf(4.2.17)) : minlm(¢(S(k,K))=m(§(S(k,,K,)))
et ce minimum est atteint en un point unique (k+,E+). Inversement si :
Ik,-£/ql > IK_-7/al , on a : minlm(§(S(k,K))I=m(¢(S(k_,Kk_))) et ce
minimum est atteint en un point unique (k_,K_). Enfin si IE+-F/E1|
=|K_-r/ql, alors le minimum est atteint exactement en deux points
(k,,k,)et (k_Kk_)

Compte-tenu de (4.2.18) et (4.2.2), on a les mémes conclusions si on
remplace |Im(¢(S(k,K))) = |1K-k| par : | q(kK-r/q) - q(k-£/3)l. On est

maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer la :

Propositi (2
(i) Si min Im(¢(S))| est atteint en un point ko,Eo unique, alors min [m(S)I
est atteint en un point unique et c'est le méme.

(i) Si min Im((S))l est atteint en deux points (k,,K,) et (k_,K_) définis
ci-dessus alors min |m(S)| est atteint en (au moins) l'un de ces points et
en aucun autre. Plus précisément, on a les possibilités suivantes :

a) Si m__ +m_ <0, alors on a un seul point de minimum pour Im(S)] :
(k,,k,)

b) Si m__,+m_ >0, alors on a un seul point de minimum pour |m(S)| :

(k_,K)
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c) Si m__,+m_ =0, alors on a deux points de minimum pour Im(S)| :

(k,,K,) et (k_K).

preuve :

On se place d'abord dans le cas (ii) . On a déja vu qu'on a
nécessairement r/q=1/2 et alors le premier terme de (4.2.18) devient
Lz(mr_|+mr). La conclusion devient évidente.

Plagons nous maintenant dans le cas (i) . La démonstration n’est
pas aussi simple. Compte-tenu de l'unicité de ¢ dans le lemme 4.1.1 et du
recouvrement de Q par une famille dénombrable de trapézes "a droite”
ou "a gauche" introduit par Hofstadter (cf proposition 4.5.1) qui sera
décrit au 84.5, on verra dans ce § qu'on peut se ramener au deux cas
suivants :

(@ Im__JI<1, ImI<1, 422

(B) r=2, m;=-1, m,=1, p=2,q =3, p=1,g=1I
(ou dans le cas 2 gauche (B’) r=2, m;=1, m,=-1, p=1,g =3, p=0,q=1)

Au passage on démontrera aussi directement la proposition dans le cas
suivant :

() Im,_|<q/2; ImI< q/2
qui correspond au cas ou le trapéze construit "a droite” a partir de sa
bande verticale gauche peut aussi étre construit " a gauche" a partir de
sa bande verticale droite.

Prenons par exemple (k,K )= (k,,K,). Alors
IR, -#/4l < IR_-£/4l et donc (a laide de (%.2.2)) :
lk,-t/ql < lk_-r/ql et

lq(K,-£/@) - q(k,-f/Q < | q(K_-£/q) - dlk_-t/Q)I.
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Rappelons quon ne considére que des couples (k,K) vérifiant (4.2.2) ,

cest 4 dire :

(q -p)k +pk =r

et que :

K, est le plus petit des K vérifiant kK>r/q

k,est le plus grand des k vérifiant k<f/q

K_est le plus grand des K vérifiant K< r/q

k _est le plus petit des k vérifiant k> r/q

(k,,k,) et (k_,k_) vérifient (4.2.2) et de plus :

(4.219) K, -K_= q-p,k_-k,=p

Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que :

(4.2.20) A = 1 q(K_-7/Q) - q(k_-£/Q) - 1a(K,-F/Q) - q(k,-f/q)] >
21(3-1)/q)m,_+ (£/q)m,]

car alors, on a bien :

Im(S(k,,K,) )< Im(S(k_,K_))I ( en utilisant (4.2.18) )

Tenant compte des signes, on a :

(4.221) A = q(27/q -(K_+K,)) + qlk, + k_ - 2£/q),

ou chaque parenthése est positive.

Si:(2f/7q -(K_+k,))»1
alors A>q ce qui entraine (4.2.20) car Im__l<q/2,Im_[<q/2, et donc
I(q-£)/q)m__ + (f/q)m |< q/2.

I . . .
(4.222) 0 < (279 -(K_+Ek <1
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On distingue encore deux sous-cas :
(*)Si0< (2f/q -(K_+k )< 1/2,

~

alors 2r/q €10,1[ et (4.2.22) impliquent que : kK, + k_ =0,

cad:2 E+ -(q-p) =0
ou encore : kK, = (3-p)/2 (ce qui entraine p et q impairs)
La substitution dans (4.2.2) donne :

f= (q-p) k,+p.(q-p)/2, ce qui implique en particulier que :

>
LI}

p. (q-p)/2 avec 1gp €N ( comme p est impair p est impair).
Utilisant ces relations et (4.2.19), on a finalement :

(4.2.23) K,= (3-p)/2, k, = (p-p)/2, K_= -(q-p)/2, k_ =(p+p)/2
Utilisant la formule (4.2.21) , on obtient :

(4.2.24) A = p (q.(3-P)/q + q. (p/Q))

La proposition est encore vraie si : a > q, car on a alors A >q (ou sous
I'hypothése (¥), car on a alors A> inf(q,q)).

Nous n’allons donc dans ce sous-cas utiliser qu'on est dans le cas (a) ou
(B) que si g<q. On fait donc maintenant 'hypothése () et il suffit de
remarquer pour conclure que 1'6n adanscecas (( *) + () ):
210(g-1)/q)m__+ (f/q)m_| <2 et p (q.(q-p)/q + q. (p/q))>2

On constate que cette démonstration peut coincer si a=l et p =1 et que

par conséquent le cas (( *) +(B) ) devra étre traité différemment.

(**)sil/2¢ £/q<1,alors 2.¢/q € [1,2[ et nécessairement : K_ + K, = L
Donc 2 kK, - (q -p) = 1, soit encore : K,= (1+ q-p)/2 (g el p sont par
conséquent de parité différente). De maniére analogue au cas ( *), on
trouve :

(4.2.25) K,= (1+3-p)/2, k, = (1+p-p)/2,
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K = (1-(q-p))/2, k_ =(1+p+p)/2
et
(4.2.26) A = p (q.(q-p)/q + q. (p/Q))

La suite de la discussion est alors identique a celle du cas ( *).

Etude du cas (§)

Dans le cas ( **), le seul cas posant un probléme nouveau est celui ol p=1
(cf la remarque précédant la définition de ( **)); on se demande alors si
I'inégalité

21(q-£)/@)m _+ (£/q)m | <(q.(q-p)/q + q. (p/Q))

est vérifiée soit :

2 (-1+2£/3) < 3 (3-p)/a+ p/q

2-2p/q<3-2p/q qui est toujours vérifiée.

Dans le cas (*), Le seul cas qui échappe encore est donc le cas ol p=1 et
f=(3-p)/2 ; p=2, q=3, p=1, g=1, r=2 , m=-1, m,=1,r=1, cas pour
lequel on revient 4 une comparaison directe des pentes.

On a les relations :

K'+k7=0, £'= (3-p)/2, k" +k =1, k"= (1-p)/2

m(S(k",k")=-1+3 & -k" ; m(S(k",K7))=-1+3 K~ -k~
m(o(s(k™, K= K" -k" m((S(k ",k )= k™ -k~

Observons que :

+ o~ ~+

m(S(k*,k"))=-1+2 k¥ +(K"-k") >0

m(S(k™, K )=-1+3 K~ -k~ <0

et que

m(S(k ", K" ))+m(S(k,K7))=-2+3(K"+ K7) -(k"+k7) =-3

Par conséquent , on a bien : | m(S(k", K" NI < Im(S(k ",k 7))l
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Ceci termine la démonstration dans les cas (a),(B) et (Y) et le cas général
modulo un argument de découpage i la Hofstadter qui sera explicité au
§4.5.

On verra au §4.5 les conséquences de cette proposition qui permet de
dire aprés application de ¢ quel est le rayon déterminant la densité

d’états.

§4.3 liens avec les développements en fractions continues.

On explicite d’abord le calcul de h(x) fait au §4.1 dans le cas x,=p/q, X=
p/q

avec (cf (4.2.12)) p/q - p/g = 1/qq .

On trouve immédiatement que :

(43.0h(x) = (qx-p)/ ((a-Px - (p-5))

Inversement , on trouve comme solution de X=h(x) la formule :

(4.3.2) x=(p + (p-p)%)/(q + (§-q)F)

On va maintenant calculer plus explicitement Sa en fonction du
développement en fraction continues de p/q supposé vérifier les
conditions suivantes : %E]O,l[, p.g.cd (p,q)=1.

Soit r €Z; si q est pair, on suppose de plus que :

(4.3.3) rr-1= % mod (q).

Ainsi m__, est bien défini comme la pente de la droite admissible

1

passant par (p/q,(r-1)/q)) dont le module de la pente est minimal et m_

est bien défini de la méme maniére. Si y= m__ X+ n est I’équation de

1 r-1

la droite admissible de pente m__, passant par (p/q,(r-1)/q), on a
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m__(p/q) + n._ = ((c-1)/q) :

(4.3.4) o(q,p;m n__)=r-1,Im__|<q/2

r-r” ey

De méme pour la droite admissible d'équation y= m X +n_ passant par
(p/q,r/q), on a:

(4.3.5) o(g,p;m_,-n.) = r,Im_| <q/2

Comme g=1,2, la pente m, (pour r=1) est également bien définie :

(4.3.6) o(q,p;m,-n) =1, Im| <q/2.

On a donc :

~(k-1) ~(k-1)

(43.7) (m,-n) = (§7,5% )= £ ("

p(k-l))

ou les nouvelles quantités sont définies dans I'appendice K.
Déterminons le signe qui apparait dans (4.3.7). Rappelons que :

p/q= (qo,ql,....,qk] ou (qo,ql, ..... ,qk) vérifient les conditions K9 et K10 et

G _G)

que p q(i sont définis au théoréme K1.

Posons €,=q,/lq,l. Alors pour j>1:
(4.3.8) signe(q(i)) = €€y =de[€(i)

En particulier :

(4.3.9) q(k)=€(k)q, p(k)=€(k)p

Comparant les relations (K3), (4.3.6) et (4.3.9), on obtient :

(q(k—x),p(k—x))__:(_l)kns(k)(ml’_nl), d’ou :

k“s(k)q(k_l), n= ( _l)ks(k)p(k—l)
soit encore en posant E(k)=(-1)k€(k),

_ E(k)q(k—l)' n,= g(k)p(k-l)

m=(-1)

(4.3.10) m =
Comparant (4.3.4), (4.3.5) et (4.3.6), on trouve :
(4.3.11) (m,-n_) = r(m,-n,) mod Z(q,p)

(4.3.12) (m n._) = (r-1)(m,-n) mod Z(q,p)

r-y r

En particulier :



56 B. HELFFER, P. KERDELHUE, J. SIOSTRAND

k) (k- . (k) (k)
~()q l)"‘JE )q

(4.3.13) m-m__ = m1+jrq= -€ c , avec jreZ.

1
Comme Im |Im__Llm| < q/2, on a nécessairement |j I<1 ce qui conduit a
trois cas :

cas 1+ j,=0

cas 2:m>0etj=-1

cas 3:m<0etj=1

Remarque 4.3.1: Il résulte de (4.3.13) en sommant de r=0 a4 q-1 (avec
m,= mq=0) qu’on est toujours dans le cas 1 sauf pour exactement Iq(k_l)l

valeurs de r ou on se trouve dans la situation 2 ou 3 selon le signe de m,

Calculons 56 dans ces trois cas :

casl:j =

(4.2.10) donne q=q-m,. Alors (4.2.12) et (4.3.6) donnent :
p=(1+gp)/q= p + (1-mp)/q= p+n,

On a donc finalement :

(4.3.14) E=p+nl; q= q-m,

qu'on peut encore réécrire sous la forme :

4315) 5 =% (-15p* )

~ k), (k k (k-
= s( )(q( ), (-1) q( x))

Appliquant le théoréme K1, on conclut que :

(4.3.16) B/q = (Qgdp-dy o9+ (=15

emarque 4

La fonction t = (q,q,,...... ,qk_l,qk+t(—1)k) est croissante sur [-1,1]
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On est maintenant en mesure d’expliciter les calculs du § 4.1. Rappelons
(formule (4.3.2) que l'inverse de notre application h qui envoielp/q,p/ql
sur [0,1] est donné par :

(D= (p+(p-p)%)/(q+(3-q)%), avec 0<x<!

Dans le cas présent, on trouve a l'aide de (4.3.15) et (4.3.9) :

(—1)(;) =(p(k)+(-l)kx.p(k_'))/(q(k)+( 1) xq(k I))=

~ K
=(QgQppeerenGy oA * x(-1)7)

h

cas2:m>0etj=-1

Dans ce cas on a : m . -m__,=m,-q et (4.2.10) donne : q = 2q - m,.
(4.2.12) donne alors :

p= (1+pq)/q= I;(l+p.2q -p.m)=2p + l;(l-p.ml) , et a l'aide de (4.3.6),
on trouve :

p= 29+';(q.nl)= 2p + n,

(4.317) p = 2p+n, d= 2q-m,

Alors :

'@ = (p + (p+n)F)/(q+(q-m %)

(1+Dp + 0,%)/((1+Dg-m )

(o + n,. (%;))/(q“mr uxT;z) )

(k) (k) x (k) (k) _(k-1) (k) (k) k) (k) (k-
= (¢ fmE (-D5p 9)7(%q (TXF:Z)( (-1) ")

Kk X k) (k- k k) (k-
_(p( )+ X )( 1)()( l))/(q() (l+x)( 1)()( 1))

(1 +x

Le théoréme K1 donne alors :

En particulier, on obtient pour X=1:



58 B. HELFFER, P. KERDELHUE, J. SIOSTRAND

cas 3. m<0etj=1

Dans ce cason a : m_-m__,=m +q et (4.2.10) donne : q =- m,. (4.2.12)
donne alors :

p= (1+pq)/q= —:;(l-p.ml), et A l'aide de (4.3.6), on trouve :

p= I;(q.n‘)= n,, soit finalement :

(4.3.20) p = n, q=-m,
Alors on trouve pour 0 X<1:

') = (p + (-p+n)¥X)/(q+(-q-m)X)
((1-%)p + nli)/((l—f)q—ml)?)

k k) _(k-1) (k) X (k) (k-1)
(o™ + 25 (-0 p* ) /(g™ + 25, (-D% ")

Le théoréme K1 donne alors :

On remarque ici que q+ “—’f-;) ne s'annule pas , car q, ale meme signe
Kk L.
que (-1)". En effet, on peut écrire :

k+1 E(k-x)q(k~1)

0>m = (1) "'g,. (k‘”q(k_')

, et comme € >0, on obtient
Ek(—l)kﬂg 0, donc Ek(-l)k> 0, donc qk(—l)k> 0.

L'expression ci-dessus pour h '(X) perd son sens pour X=1; il est donc
préférable de réécrire la fin de la fraction continue sous la forme :

a_+ (e Zg-09) = a_+ ((1-D1/(q, (1- D+ F(-1Y),

ce qui donne :

(43200 B7R) = (Quapgy, 9+ ((1-D)7(q (- D)+ F(-15) ),
En particulier, on obtient pour X=1 :

(4.3.22) p/q= (9yQp-9y _,)
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Remarque 4.3.2

Remarquons que l'on peut unifier les trois cas pour X<1 en écrivant :

Remarque 4.3.3 :

Dans tous les paragraphes qui précédent nous avons explicité la
construction d’un trapéze a droite qu'on notera TD dans la suite. Comme
on l'a déja indiqué incidemment, on pourrait de méme faire une étude de
la méme construction avec un trapéze TG a gauche de la bande. Ceci ne
conduit a aucune difficulté particuliére par rapport au cas a droite. La
seule question non triviale est de savoir si un trapéze a droite peut étre
considéré comme un trapéze a gauche. On verra plus loin que ce n’est pas

toujours le cas.

§/t /‘ salgll g” ngmbcg gg banggs dans un Icapg‘zg

En fonction de la discussion précédente, nous sommes en mesure
d’expliciter le nombre de bandes contenues dans le trapéze TD
correspondant a certaines familles de rationnels déterminés par le
développement en fractions continues.

On regarde dans TD le spectre correspondant a

(k+1)
x=(qg Qg _p Ao, )= P/

(k+1)
q .
(avec (‘l)qu+1>0 pour étre dans TD). Il apparait (Ig,,,| +v) bandes
dans TD avec v a déterminer. On pose X=h(x) et la formule pour ht

établie au paragraphe précédent donne :
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ie. X = 17 ((-Dqy, +j,).

Le nombre de bandes apparaissant dans TD pour a=x est donc
I-D%a, + Jl=lag,| + i,

compte-tenu de (—l)qu+l> 0.

On a donc v=j.

4 i v es ¢ i d
On ne décrit que la partie gauche de la figure : 0<xg l; , la partie droite
se déduisant par symétrie.
On trace les deux droites y=X et y= 1-Xx qui délimitent trois triangles :
T_ (= triangle inférieur), T (= triangle central), T,( (= triangle
supérieur).
Chacun de ces triangles va étre recouvert par une famille de trapézes du
type décrit dans les sous-paragraphes précédents.
Dans T_ (ou T,) , les trapézes sont obtenus en considérant l'intersection

de T_(ou T,) avec ( gxgq—l_l; q> 3).

1
q

Chacun des trapézes "inf" TD_ _ correspond a la construction décrite

.q
précédemment avec :

x,= (1/q) , r=1, m=0, n =0, m =1, n,=0, =0, x,= 1/(q-1)

On remarque que l'on a : m +m >0 et que cest la régle du Q_ qui

s'applique.

Notons que tous sauf TD_,3 peuvent étre également considérés comme
des trapézes a gauche. On appellera ces trapézes réversibles. Le cas du
trapéze TD_ 3 pourrait étre considéré comme un trapéze a gauche

moyennant une légére extension de la définition dans le cas des bandes
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qui se touchent.

Chacun des trapézes "sup” TDJ,'q correspond a la construction déc:ite
précédemment avec :

xy= (1/q) , r=q, m,_=-1,n,_ =1, m =0,n =1 j=0,x= 1/(q-1)

On remarque que !'on a : mq_|+mq<0 et que c'est la régle du Q, qui
s'applique.

On notera que tous ces trapézes, sauf celui correspondant a q=3, peuvent

également étre considérés comme des trapézes a gauche.

ia al e
Un premier trapéze est obtenu en considérant l'intersection de T, avec:

nggé. Il correspond a un trapéze construit "a gauche" a partir de la
bande centrale correspondant a Xo= —'3— On a ici :
X,= (1/3) ,r=2,m=1,n=0,m,=-1, n,=1, j,=-1, x_=0.
On remarque que l'on a : m, + m2=0 et que c'est la reégle du Q. qui
s'applique.
Notons que ce trapéze ne peut pas étre considéré comme un trapéze a
droite. Le trapéze construit a droite a partir de X,=0 est Q.
Un deuxiéme trapéze est obtenu en considérant lintersection de T  avec :
1 1
3 SXS3T072)
Il correspond a un trapéze construit "a droite" a partir de la bande
centrale correspondant a Xo= 13 Ona:
Xo= (173) , r=2, m =1, n=0,m,=-1,n,=1, j,=-1, x,=2/5.

On remarque que l'on a : m+m,=0 et que c'est la régle du Q. qui

s'applique. Ce trapéze est réversible.
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Enfin une derniére famille de trapézes est obtenue en considérant
lintersection de T avec: ( (17 (2 + 1/q))g xg (1/ (2 + 1/(q+1)) avec g3 2.
On a ici :

x.= (q/(2q+1)) , r=q+l, m_=1, n_=0, m =-1, n =1 o,

o q+1 ’ jq+l=
x,=(q+1)/(2q+3).
Bien que situé au centre C'est un trapéze correspondant a TD avec =0

(k-1) (1)
=(q

(car q (car k=2)=2) et g=1.

Tous ces trapézes sont réversibles.

Chacun de ces trapézes est envoyé par l'un des difféomorphismes décrits
dans les paragraphes précédents sur Q munis des régles de priorité Q_,

Q. ou Q, qui seront rappelées en conclusion.

On recommence alors dans chacun de ces Q la construction précédente et
on peut itérer indéfiniment. Cest cette construction itérative qui est

décrite chez Hofstadter [Hol.

Propositi

(i) Tout trapéze obtenu par le découpage de Hofstadter est du type TD ou
TG.

(ii) Inversement, tout trapéze TD ou TG est obtenu par itération du

découpage de Hofstadter.

Dé L
Considérons la premiére étape du découpage de Hofstadter, on a vérifié

que tous les trapézes obtenus correspondaient a des trapézes TG et TD.
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Notons que la symétrie utilisée pour passer du cas 0gxgl1/2 au cas
1/2<x«1, transforme les trapézes gauches en trapézes droits. On note Gm
la famille des trapézes ainsi obtenus. On convient aussi que G(°)= (Q).

Si Tm est un trapéze de Gm s on a vu qu'il existait un difféomorphisme
¢T(i) envoyant

Tm sur Q.

On pose alors :

(‘3(2)= ( T(ii) t.q il existe T € Gm et TV ¢ G’m t.q T“”: 4>-!l.(i)(T(i)))

U . Kk
et on definit ainsi par récurrence les recouvrements (9( ) (keN).

(i) se vérifie par récurrence sur k en s'appuyant sur la proposition 4.2.1
uniquement dans les cas (a) et (B).

On a vu que (i) est vraie pour k =1. On applique la proposition 4.5.1 dans
(i)

les cas (a) ou (B), pour obtenir que I'image réciproque par ¢T(i) de T (qui

est un trapéze TD ou TG) est un trapéze TD ou TG (les segments non
paralléles issus de I'une des bandes sont extrémales). Ceci montre que (i)
est vrai pour k=2. La démonstration pour passer du cas k au cas kK+1 est

identique.

Démontrons maintenant (ii

Observons tout d’abord qu'étant donnés deux trapézes T, et T,
admissibles (c’est a dire du type TD ou TG, en particulier, on vient de
démontrer que les trapézes de Hofstadter sont admissibles; on convient
aussi que Q est admissible), on est forcément dans l'un des trois cas

suivants :
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(450 (@) TcT,
(b) T,c T,
(c) 'i'l N 'i‘z = ¢ (ou T désigne l'intérieur de T)
Ceci est une conséquence immédiate du fait que les cotés paralléles d'un
trapéze ne peuvent pas étre coupés par les bords non paralléles de
l'autre trapéze en dehors des extrémités. Notons ici que les parties non
verticales du bord d'un trapéze sont contenues dans des segments
admissibles.
Soit donc T un trapéze admissible. Il existe keIN tel que T est inclus

(k)

dans un trapéze de la famille T de la famille @(k) et ne peut étre

G(k”). En utilisant le

contenu dans aucun trapéze de la famille
difféomorphisme du lemme (4.1.1), (i) et la proposition 4.2.1 pour le
trapéze T(k), on se raméne a la situation suivante :

T est un trapéze admissible de Q qui n’est contenu dans aucun trapéze de
Gm. Il nous reste 3 montrer que T=Q. Compte-tenu de (4.5.1),T est une
réunion de trapézes de Gm. Supposons que T soit un trapéze “a droite" .
Soit T’, le trapéze de Hofstadter le plus 4 gauche contenu dans T (il existe
parce que l'on ne peut éliminer les cas ol x=0 ou 1/2). Soit D sa bande
gauche qui est aussi la bande gauche de T. Si T’ est un trapeéze TD, on a
alors T=T" et une contradiction. Les seuls trapézes de Hofstadter non TD
sont ceux olU D est sur x=0 ou sur x=1/2. Le deuxiéme cas est exclus car D

correspond a4 une bande simple.ll nous reste donc le cas x=0, qui

correspond justement a T=Q.

nclusion:

Récapitulons les régles que nous avons maintenant démontrées.
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On définira dans Q,. Qc , Q_ les régles de priorité suivantes pour deux
droites admissibles D : y=mx+n et D : y= mx+ n se coupant en un point
de O

Q, :Si Iml<Iml, priorité a D, si |ml=]m| priorité a la droite de pente
positive

Q_ : Si Iml<Iml, priorité a D, si Iml=lml priorité 3 la droite de pente
négative

Q. : Si Iml<Iml, priorité 2 D, si Iml=Iml| pas de priorité

Dans la récurrence de Hofstadter, le carré de départ est Q= Q.- Si on
prend un trapéze de Hofstadter de @(”, et si ¢ est le difféomorphisme qui
I'envoie sur Q, on aura sur Q la structure Q,, Q_, ou Q. selon que
m__+m <0, m _+m>0o0um._ +m_=0, c’est a dire selon sa place par
rapport a la décomposition de Q en

triangles T, T_, T.. A I'étape suivante, les trapézes appartenant aux
triangles T_ et T ,de la nouvelle décomposition prennent les régles Q_ ou
Q, tandis que les trapézes appartenant au triangle central gardent la

régle de priorité du trapéze dont ils proviennent a I'’étape précédente.






spects semi-classiques asses de

(en liaison avec les travaux de Wilkinson)

§5.1 Rappels (cf [Bel,[He-Sj],§85.1, et [He-Sjl, )

On a vu comment, pour étudier le spectre de pw(x,Znan,a) (ou p est un
symbole 2n-périodique en X et §), avec a=% + h (h petit), on pouvait de
maniére équivalente étudier le spectre d'un opérateur matriciel
Qh:=Qw(x,2nth,h) ol Q(x,&,h) est une matrice qxq associée a p par la

formule

i(jx+kg) K

K

ou les E’ik sont les coefficients de Fourier de p .

(5.1.1) Q(x,g,h) = Eik f)ik ¢

Rappelons que ] et K sont des matrices unitaires qxq possédant les
propriétés suivantes :

(5.1.2) %=1 ;K% =1 ; JK = 2™P/9g]

et quon a :

(5.1.3) Tr jeKm = 0 sauf si £ et m sont congrus 3 0 modulo q .

Rappelons que cette correspondance p — Q était un homomorphisme
d'algébre et que la densité d'état pa(dt) associée a Pa:=pw(x,2naDX) par la
formule :

(5.14) [f(t) p(dV) = {r £(P) = (1/47%) e nd o”"*¥(£(P,))(x5)dxdg
(-] x [-n.n

pouvait encore étre calculée (grace a (5.1.3) par la formule :
(5.L5)[f(t) p(dt)  ={r 1(Qy)
=(1/9).01741°) | Tr( o

(-#.x) x [~x,x]

2nh,w

(£(Q,N(x,8))dxdg
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Lorsque p(x,£) = A cos x + cos § , on tombe sur le symbole :

(5.1.6) Qx§) = (A/2) (™ J + e ™7 +(1/2) ("K+ ¢ K"

itude de la densité intégrée ;

On s'intéresse maintenant a la densité d'état intégrée pour a= %+h avec
h trés petit , correspondant au voisinage d’'une bande isolée I du cas h=0.
On souhaite pour cela comparer les méthodes semi-classiques et le
calcul fonctionnel de Helffer-Robert [He-Ro] qui permettent d’imaginer
des développements asymptotiques en puissances de h, les méthodes qui
ont conduit au calcul de la densité d'état intégrée entre deux trous qui
laissent prévoir un développement bien plus particulier et le calcul de la
densité d’états intégrée dans le cas rationnel obtenu en comptant le
nombre de bandes. On mettra ainsi en évidence des relations
intéressantes entre les différents points de vue expliquant un peu
certaines considérations de Wilkinson [Wilk]zv“.

Soit donc I une bande isolée correspondant a a0=% et soit ["un voisinage
assez petit de I qui ne rencontre pas les autres bandes. De par les
propriétés de continuité du spectre, on sait que pour h assez petit le

spectre de Pa +h est contenu dans [ et dans la réunion de petits

0o

voisinages des autres bandes.

La densité d'état intégrée ku(f) peut étre calculée de plusieurs maniéres
(cf [He-Sj]4). Ou bien on choisit une fonction fqui vaut 1 sur et est a
support assez petit et on peut alors calculer ka(f) par la formule :

(5.2.0) k(D) = [r(1) p (d)

ou bien , et c'est cette formule que nous préférerons utiliser :
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(5.2.2)

k (D=(1/q).(1747") [ fy=Te (0¥ ((z -0,)™)(x,8))dzdxdt
(-r.] x (-n.1) I

ou J:y; = (1/2in) jy; et Vf est un contour entourant I,

Notre stratégie est maintenant plus facile a préciser. Par des techniques
pseudo-différentielles semi-classiques, nous déterminerons les
symboles principaux et sous-principaux de (Z-Qh)_l (i.e. modulo O(h%) ).

Ce calcul sera effectué au § 5.3 et nous conduira a un résultat de la

forme:
(5.2.3) k(D) = g + w h + O(h?)

. k), (k)
On pose comme auparavant : Q= ( Agr Qpoeveves , qk] =p /q

Par ailleurs si h est choisi de telle sorte que :

(5.2.4) agth = { Qg Qeeess Qs Gy )
on a également :

(5.2.5) ky(D = Clag,t+v)/1g™ ™

avec (cf §4.4) : V=i

On raisonne dans la suite pour fixer les idées avec h >0 (mais ['étude
simultanée des cas h>0 et h<O0 est instructive). C'est la comparaison

entre les formules (5.2.3) et (5.2.5) qui va nous donner des informations

intéressantes.

Notons tout d'abord que, compte-tenu de la relation (K3), on a :
K+
(5.2.6) h = (p( l)/q(k+l))_ (p(k)/q(k)) =(_1)k/ ( q(k). q(kH))

(notons que h>0 est équivalent 2 (-l)kekH:l)
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De ( 5.2.3), on déduit alors :

(k)l (k)

k(D =a p+ 1/1% - w 6%79%) + o(n?

En faisant tendre h vers 0, on voit que nécessairement le reste 0(112) est
identiquement nul compte-tenu de [a structure affine par rapport 3 h de
la densité d'état intégrée (cf (1.7)). On a donc :

(k) (k)))

(5.2.7) ku(f) =ap+ (1/q - p (p(k)/q

et compte-tenu de (5.2.5), on obtient :

g/ Ca®a® )« 116®D= Cla, 1+ v 718%™
ou encore :

T |q(k+1)l + (g, |+ V). lq(k)I

D'oU finalement :

(5.2.8) g = ~eX* g% 4y g%

§5.3 Détermination de p par des méthodes semi-classiques

On va essayer d’expliciter la formule 5.2.2 en calculant le symbole de
Weyl de (z-Qw(x,ﬁDx,h)fl oll on a posé h=2nh.
Pour cela on va chercher la paramétrixe de Qw(x,HDx).
Le premier candidat est bien entendu (z—Q(x,i))_'. On a:
(531 (z-Q(x%)) ™" #L (z-Q(x %)) =
= Iy - 5 [3/08 ((z-Q)™). 30/3x - /2% ((z-Q) ™). 3Q/38] + O(b?)
On en déduit que (z-()w(x,EDx,h))_l est un o.p.d. f-quantifié dont le
symbole de Weyl admet le développement :
(5.3.2) " ((z-Q"(x,hD 07" = (z-Q(x %) ™" +
+8 (2-0(x8)) " 90/0t (2-Q(x,8)) .20/9x.(z-Q(x,£)) "
B (z-Q(x,8)) " 90/0x.(z-Q(x,8)) "' 30/3% (z-Q(x,£)) !
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+ 0(h?)
Ici z est choisi sur le contour YF
On va maintenant expliciter (5.2.2) en y insérant (5.3.2). On calcule
d’abord le terme principal :

(5.3.3) (1/9).174n") [ fy~Te z-Q(x%) "dzdxdg =

[-nz] x [-n.x] I

(compte-tenu du choix du contour).
Considérons maintenant le coefficient de h (attention : on passe de 0 a
h) qui va nous déterminer I'expression de L :

(53.4) k = alznf[ [ -Tr (Q,)(xt))dzdxdg
[-n.x] I

avec
(5.3.5) Q,(x%) := 3 .(z-Q(x,%)) ".9Q/3%. (z-Q(x,t))".9Q/dx.(z-Q(x,)) ™"
-5i(2-Q(x.8)) ".3Q/0x. (z-Q(x,8))™.9Q/08.(2-Q(x,£)) "

Il s'agit donc de calculer :

(5.3.6) Tr [~ [ 5 (z-Q(x£) 20708, (z-Q(x8))"3Q/0x.(2-Q(x,4)) "Jaz
I

ainsi qu'une expression analogue en échangeant les roles de x et §.

Pour faciliter les notations, on suppose que I correspond a la premiére
bande parcourue par la valeur propre 4,(x,§). On rappelle que A,(x,8) est
une racine simple et que les autres valeurs propres li(x,t) ne
rencontrent pas I (ni D.

Soit e,(x,§) une base orthonormée de vecteurs propres correspondant aux
2,(x,§). On peut de plus choisir e,(x,}) ™.

Pour calculer I'expression (5.3.6) , on va regarder :

(5.3.7);=f y~(5 (z-Qx.8) 3073t (2-Q(x ) "30/0x.(2-Q(x,8)) " ¢ e, )dz
I

en remarquant que :
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(5.3.6) = 3, (537),

calcu ur i=

Ona:

(5.3.7), =jyl~(';i (A,(x,8)-2) 2.0/3t. (z-Q(x,8)).3Q/ax.e le,)dz

On exploite maintenant les relations tirées de :
{(Q-l,(x,&)) e(xt) =0
(538 [0,0- 3,40 ¢, + (©@-1) 3., =0
L(ago- A ) e + (Q-2) o =0
On obtient alors :
(3Q/0%. (z-Q(x%)) .30/0x)e, =3Q/3.(z-Q(x,8) ™ (3, 4) e, - (Q-1) 3.e,)
Réutilisant cette relation dans (5.3.7),, on obtient :

(5.3.7),=- Y;(‘;i (A, (x,8)-2) 7220708, (z-Q(x,£)".(Q-2)a e le Jdz

et réitérant largument (avec § a la place de x) :

(5.3.7), =;Y;(‘;i (A x8)-2)72(Q-2,). (z-0(x,8)"(Q-1 3¢ 3¢ )dz

On pose :
(5.3.9) o,e,=% ;€ ;9e=3 P e,
On obtient alors finalement pour (5‘3'7)| :

a 1 -2 -1 2
(5.3.7),  =-73 o, .5 (f R RCICO R Y ).dz)
Dol :

(53100  (5.3.7), =-(3) I, o;. B

Le calcul est trés voisin. Soit donc a calculer :

(5.3.7); = f,-(5 (Ax8)-2)%3Q/0¢. (2-Q(x,8)) " 3Q/2x e le, )dz
I
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Iefy;('a (,(1,8)-2) "2 (2-29) TL(2Q/0x.elep) (30738 egle;)dz

fy-(G 3 x8)-2)7.2-2) " (3070x.¢le,) (3073 ee;)az
I

e -2
510073 eje)) T3Q73x efle)) (A;-2)7%;

utilisant (5.3.9), on obtient :
. _
(531D (5.3.7)= 3B, 9
Regroupant les calculs de (5.3.10) et (5.3.11), on a donc [l'expression
suivante :

Tr ﬁy~ [l?. .(z-o(x,t))".ao/ag. (z-O(x,t))".aQ/ax.(z—Q(x,t))"]dz:
I

== 5 (T Lo By - By ]

et observant que o, +a,=0 ; B, +B,=0, on a finalement :

(5.312) Tr [~ [ 5 (z-0(x£)™20/28.(2-Q(x £)) ""20/8x.(z-Q(x £)) " Juz=
I

== l?i (% lo; By - By )
Le deuxiéme terme mentionné en (5.3.5) s‘obtient en échangeant le role
dexetg
(avec le signe opposé) et on a donc finalement (par intégration) pour p
I'expression suivante :

(5.3.13) p == +(1/q).(1/2n) [[ [(3e,/3xl3e,/3t) - (3e,/dklde,/ax)]dx.dE
l

—n,n]z

Cette expression est connue et apparait dans [‘étude de ['effet Hall

quantique ( cf [Bell] [Av-Se], [He-Sj]z, [T-K-N-NJ, etc.). Il est en

1,2’

particulier classique que l'expression :

T a2m |

2 [(de,/3xlae /9%) - (3e,/3tlae,/ax)]dx.d
|-zl

est un entier. Mais comme on sait déja (cf §5.2) que | lui-méme est un
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entier (ce qui n'est pas impliqué par l'affirmation précédente puisqu'on a
a diviser par q), on va donner un argument jndépendant permettant de
reconnaitre ce caractére entier sur la formule (5.3.13).

Remarquons tout d’abord que cette formule peut se réécrire :

(5.3.14) p=i (1/q).(1720) [ (de,|de,)
|

-n.nlz
On va maintenant utiliser les propriétés suivantes d’invariance de Q(x,§) :
(5315 Qx + 2%,8) = UQU™; Qxk+ =) = VQ V™'

avec

e(p) (k+1) (k-1)
[ + q

(5.316) U=] ,V=K avec 8(p) = ¢
Si on reprend les expressions du type (5.3.12) et si on utilise la propriété
TrU 'AU=Tr A , on obtient :

(5.3.17) p = iq(/2n)f

(de |de))
l—n/q.n/qlz e

ou encore en utilisant Stokes :

(5.3.18) -(a)(1/2mIm ([, (e/de,)
q

ou Q, est le carré [-n/q,n/q]2 =(A,B,C,D)

avec A=(-n/q, -n/q), B= (n/q,-n/q),C = (n/q,n/q) ,D = (-n/q,n/q)

igure ;
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Le calcul qui suit est trés voisin de [Av-Se]. On a :

(1/2n)Im (IBQ (elde))) = (1/2n)Im (IBQ (e,lde,/ax)dx +(e lde,/9t)dE )
q q
= (1/2n)Im UAB (e loe,/ax)dx +ICD (e loe,/ax)dx +

+pc (eoe/ab)dt +f (e foe,/aE)dt ]

=(1/2m1m[ 273, (x,- Dl(3e,/ax)(x,- 5)) - (e (x,D)I(2e /0x)(x 5))dx ] +

+(172m1ml 123 (e (5 0I(0e /00 (26)) - (e, (- 0)I(3e,/ax) (- 5))dt ]
Observons maintenant que (5.3.15) nous donne en particulier :

(5.319) Q(x.5) =V Qx,-5) V7' Q%) = U. Q(-58) . U

Si e;@x,&) est le choix C™ dans le carré , on obtient I'existence de phases
¢ 0(x) et $%(&) telles que :

(53200 V'e(x) = ™ e(x,-2); UTe(Zp) = ¢ e(-Lp)

On en déduit :

(9e,/9x) (x,%): \Y eMX)

(de,/ox)(x,-%) + 1) *™ ve(,-5),

d’ou :

(e,(x,)1(3e,/3x)(x,7)) = (e,(x,-D(3e,/3x)(x,-7)) + i ¢'(x)

On obtient donc finalement :

(5320 p ==(q/2m - ¢(3) + 6(-7) + %) - ¢*(-7) ]

Il nous reste 4 examiner le membre de droite de (5.3.21) et pour cela on

va continuer d'exploiter les relations (5.3.20).

Ona:
-t mmy ieln/q) omo my  ie(n/a) ie*(-=/q) _x_=
Vielgg=e e(3.,-g) =e e Ue(-4,-7)

soit encore :

n io(r/q) _ie*(-n/q) P
(5.3.22) e(—q—,—q—) =e e VU e(__q_,__q_)
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De méme ,on a :

-1, nn ie*(n/q) L ie(-x/q) _ie*(n/q) non
U e(;,;) =e e(-;,;)— e e \% e(—;,- q)

soit encore :
oy _ ie(-n/q) ie*(n/q) _E_=
(5.323) e(gg) = ¢ e UV e(-4,-7)

Observons maintenant que :

(5.3.24) VUV ~'U™'= exp (- 2in &(p)/q)

On déduit alors de (5.3.22) - (5.3.24) , I'existence d’un entier V tel que :
(53.25) [ - () + 0(-9) + 0%(Q) = 0"(-7) 1= -2nL(p)/g - 2nV,

ce qui donne pour | la nouvelle formule :

(k)I

_E(ku)q(k—l) + q(k)I

(5.3.26) p = L(p) + Vg v

On a donc V=v (cf (5.2.5) et (5.2.8))

On a ainsi relié, par la formule (5.3.25), le calcul de | a des invariants liés

au classes de Chern associées au fibré Ker ( Q(x,§)-2,(x,8)).



Appendice K :

Quelques relations utiles sur les fractions continues

On ne considére que des rationnels compris entre 0 et 1 qu'on développe
en fractions continues. Le seul point non classique est que certains

coefficients sont dans Z.

Qa est un rationnel dont le développement en fraction continue est de

longueur k+1. (Jz“”:p(k)/q(k

)
= ( Qgpnenndy)
Les résultats qui suivent se trouvent (lorsque les q, sont positifs)

essentiellement chez Khinchin [Kh].

Théoréme K 1
On pose p("l)=l ; q(_”=0 , p(0)=qo, q(°)=l. Alors
KD (qgnay) = p*7a%) k=01,

(i)' q(i), 1< jgk sont donnés par les relations de récurrence :
k2) p"= q;p
(i) (ji-1)
a"=(gqq" "+ q

ou p

(i—x)+ (i-z))

p
(i-2))

De plus , on a pour 0<jgk :

(K3) o(q(i),p(i); q(i_l),p(i-l))=(-l)i”

ol par définition : o(x,&;y,m) = &y-x1

Remaraue K2
Si les q; sont des entiers, alors p('),q(')sont des entiers et

p.g.cd ( pm,q(i)) =1
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On s’intéresse aux développements de nombres rationnels avec
qp 9,y de module >2 et qo,ql....,qkeZ. Rappelons la procédure pour
trouver un tel développement d’'un nombre rationnel p/q avec p,q €2,
p.g.c.d(p,g)=1, Iql>1. Si g=*1, on pose q,=+p : p/q=(q,).

Soit Iql> 2 et considérons les solutions (a,ﬁ)ezzde :

(K4) o(q,p;q,p)=1.

Comme p.g.cd (q,p) =1, il existe une solution et cette solution est unique
modulo Z(q,p). Par réduction mod(q), il existe une solution (q, p) de K4

avec :

(KS) Iql <lql/2

Lemme K3

Silal» 3, alors il y a une unique solution (q,p) de (K4),(KS), qui vérifie
aussi : |ql<Iql/2 . Silql=2, alors il y a exactement deux solutions de (K4),
(KS)etonalql=

Soit Iql> 2. Avec un ke (1,2,.....) qui reste a choisir, on pose ék)=q, ﬁ{k)=p,

a(k")=5, B‘k' )._p, ou (q,p) est la solution de (K4),(KS) . Si IM(k l)I 2,
on recommence : o(q(k_l),p(k_l); q(k-z) (k- 2)) 1, l%k 2)|<( )I~(k l)

(avec inégalité stricte et unicité, si ék" > 2). On continue ce procédé
jusqu’a ce qu'on ait atteint (~(') 4')) avec I~(')I-1, et on choisit finalement
k pour avoir j=0.

On a donc:

K6) a(q p; g9 o121 1¢jck.

Avec EH)= +1 de signe convenable et $-1)=0, on peut aussi étendre la



FRACTIONS CONTINUES 79

validité de (K6) au cas j=0.

On change maintenant le signe convenablement et de maniére
unique de chaque (aﬂ)'ﬁ)) : (q(i),pm) =4+ (a{i),ﬁm) de fagon 2 obtenir une

suite avec p(_')=l, q(")=0, q(o)=1 qui vérifie K3. Grace a K3, il existe

alors des entiers uniques : L IS tels qu'on a aussi K2. Cependant, si

If]ml=2, le choix de (&‘0),540)) n’est pas unique; dans ce cas, l'unicité du
choix de (q,,....,q,) n'est valable qu'a partir_d'un choix de (&(O),S(O)) LA

()
comme dans le théoréme K1 avec :

(K7) p/q = ( qgpeenns@y)

(-0 () (0) )

(K8)2lg” “I<lqlsij>2,et2lq Iglqgl.

Combinant K8 et la deuxiéme équation de K2, on voit que :
(K9) |qu> 2, 1gjgk,

et que :

signe(q")=signe (qi.q('_')) }

De plus , il résulte de (KS) que :

(K10) Si j>2 et si Iqu=2, alors q,q;_, > 0.

En effet, supposons que Iqil=2 et 9,95 < 0 pour un j> 2. Comme q(i") a

), il résulte que qiq(i_') et q(i_Z) ont de signes

()

5 . (j-2
le méme signe que q;_4

opposés, et comme Iqi|=2, on voit que Iq 1< 2 Iq(i_l)l en contradiction
avec (K8).

On a montré une partie de la proposition :

p ition K4 -
Soient LS PN R des entiers et définissons p('),q(') comme dans le

théoréme K1. Alors on a I'’équivalence : (K8) <= (K9) et (K10)
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suite de la preuve ;

On a déja démontré que (K8) = (K9) et (K10).

On suppose donc (K9) et (K10) et on se propose de montrer (K8) par

(o) (0)I

récurrence. D’abord : Iq“’l:lqll la1>21q

Soit j> 2 et supposons qu'on a déja démontré que 2Iq(v_”l< IqMI pour

(i) (i-l)l.

2<vgj-1 Silgls 3 alors [g 713 316971 - 1697215 21

Supposons que lqi|=2' Alors 9;:9;_> 0 d’aprés (K10) et qiq(i'l) a le méme
signe que qiqi_lq(i'Z), soit encore celui de q(i_Z). Alors :
Iq(l)I= 5 Iq(l—l)I N Iq(1—2)| 52 Iq(l—l)I

#

Résumons une partie de la discussion dans les :

Théoreme KS

Tout nombre rationnel peut s'écrire de la forme (qo,ql, ..... ,qk) ou les q;

vérifient (K9) et (K10). Les nombres k et p(i)/q(i), -1g jg k définis dans le

théoréme K1 sont déterminés de maniére unique et il y a au plus deux

choix différents de (qo,ql,....,qk)eZk”.

Théoreme K6

Avec les notations ci-dessus, si K> 1, on a la relation :

Kk [ k- Kk
( +1)p( 1)_q( l)p( +l)=

(K11) g (-D"a,,,
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