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INTRODUCTION

L’objet principal de ce travail est ’étude des produits croisés introduits
par Anzai [An], c’est-a-dire les transformations Ty, : (z,y) — (z + a,y + ¢(z))
définies sur X2 ot X est le tore R/Z de dimension 1 muni de sa mesure de
Haar p, ol z — z + « est une rotation irrationnelle sur X et ¢ une application
mesurable, appelée cocycle, de X dans lui-méme. Le probléme de coalescence
de ces produits est étudié dans [Le-Li] et plus récemment dans [Kw-Le-Ru].
Il s’agit de déterminer si toute transformation de X? (mesurable, conservant
la mesure de Haar) qui commute avec T, est inversible (cas coalescent). Bien
que des exemples de produits de Anzai non coalescents soient construits dans
[Le-Li), il apparait que la propriété de coalescence soit la régle. C’est le cas
des cocycles uniformément lipschitziens de degré d’enlacement non nul, étudiés
dans [Fi 1 ], [Le-Li]. C’est aussi le cas de certains cocycles en escalier [Le~
Li]. Nous présentons ici une classe plus large de cocycles donnant des extensions
coalescentes et nous étudions le probléme de coalescence pour les auto-couplages
infinis. L’article est divisé en deux parties.

Dans la premiére partie, la section 1 fait I’analyse d’un ensemble d’invariants
pour les classes d’isomorphie. Le premier d’entre eux est un semi-groupe
mesurable de X, représentatif de ’ensemble de tous les endomorphismes des
produits directs T, x7 ou 7 parcourt les rotations du cercle. Les invariants
suivants traduisent des propriétés spectrales de l'isométrie associée a T, dans
Pespace L?(X?). Le plus important est le nombre S,(T) := limsup,q_¢ [7(q)]
ou 7 est la transformée de Fourier de la mesure spectrale v associée au
caractére (z,y) +— exp(2wiy). Les deuxiéme, troisiéme et quatriéme sections
sont consacrées aux cocycles ¢ absolument continus. »

Lorsque ¢ est de degré topologique nul, il peut se définir comme la réduction
modulo 1 d’une application f : R — R continue, périodique de période 1. Les
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propriétés fines de régularité de distribution de la suite n — na jouent ici un réle
de premier plan. Elles permettent de montrer que si f est absolument continue
et fol f(t)dt = 0, alors la suite des applications f(9) := f + foT + -+ 4 foT971
converge uniformément vers 0 quand ¢ parcourt la suite des dénominateurs des
convergents de a. Lorsque f est de classe 114, 0 < § < 1, nous déduisons
de cette étude que f est un cobord additif pour un ensemble de nombres
irrationnels @ de mesure 1, généralisant un résultat de [He-La]. Toujours pour
¢ de degré topologique 0, quelle que soit la rotation ergodique T': z — z + a,
la transformation T, est rigide, de type spectral maximal singulier et plus
précisément de Dirichlet.

Lorsque le cocycle ¢ (absolument continu) est de degré topologique non
nul, il est ergodique pour toutes les rotations irrationnelles T. Ceci généralise un
résultat de H. Fiirstenberg [Fii 1] sur les cocycles uniformément lipschitziens de
degré non nul pour lesquels nous obtenons S,(T) < 1. Notre méthode consiste
a montrer que, pour cette classe de cocycles, il existe un temps mélangeant dans
Porthocomplément du sous-espace engendré par la rotation. De plus, aucune de
ces extensions ne peut étre spectralement isomorphe a une quelconque extension
donnée par un cocycle (absolument continu) de degré nul. Nous calculons les
invariants introduits dans la premiére section. Nous sommes aussi en mesure
d’affirmer que la construction d’extensions non coalescentes dans [Le-Li] ne peut
pas étre réalisée, & un isomorphisme prés, par des cocycles absolument continus,
quel que soit le degré. De maniére plus précise, on ne peut pas modifier le
cocycle non coalescent construit dans [Le-Li] par un cobord mesurable f (i.e.,
de la forme f : z — g(z +a)—g(z), g mesurable), pour obtenir un cocycle ¢ + f
absolument continu. Nous rappelons & cet effet que suivant un résultat de [Ko]

(voir aussi [Ru 2]), la classe de cohomologie de tout cocycle contient un cocycle
continu.

La derniére section porte sur les cocycles en escalier. Les invariants intro-
duits permettent de montrer que les cocycles absolument continus et les cocycles
en escalier appartiennent a des classes distinctes de cohomologie. Les propriétés
spectrales dépendent des propriétés d’approximations diophantiennes de la ro-
tation. On donne une condition simple entre o et un cocycle en escalier ¢ pour
que celui-ci ne soit pas un cobord. Lorsque « est & quotients partiels bornés, un
renforcement de la condition précédente entraine que T, n’est pas rigide et les
rotations qui se relevent dans le commutant de T, ont un ordre, modulo Za,
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borné. Lorsque a admet un développement en fraction continue a quotients par-
tiels non bornés alors le type spectral maximal de T, est une mesure de Dirichlet

(ce qui généralise un résultat de Anzai [An]).

Dans la seconde partie, nous examinons 'ensemble des auto-couplages
infinis pour les produits de Anzai. Notre but est de démontrer que la méthode
de construction de produits de Anzai non coalescents présentée dans [Le-Li
est essentiellement différente des autres méthodes connues. Le probleme que
nous avons a l’esprit (posé par Ya. G. Sinai [Si] en 1963) est de déterminer
des transformations faiblement isomorphes qui ne soient pas isomorphes. Les
constructions de “machines a exemples”, données dans [Ru], [Th], [Ju-Ru], [Le 1],
[Ga-Le-Me], [Le 2], consistent & déterminer un automorphisme ergodique 7 ayant

la propriété suivante :

Il existe deux auto-couplages infinis ergodiques de T qui déter-
(FI)  minent des systémes dynamiques faiblement isomorphes mais
non isomorphes.

Récemment, A. del Junco et Lemarnczyk [Ju-Le] ont montré que la propriété

(FI) est générique.

Une premiére question naturelle se pose :

Question 1 : Un automorphisme ergodique 4 spectre partiellement con-

tinu posséde-t-il la propriété (FI)?

La section 1 de cette deuxiéme partie apporte une réponse négative sous la forme
suivante : tout auto-couplage d’un automorphisme quasi-discret est coalescent.
Cependant, on peut construire des extensions de Anzai admettant un auto-

couplage infini non coalescent mais dont un facteur naturel est quasi-discret.

Les sections suivantes ont pour point de départ une autre question naturelle

lié & (FI) :

Question 2 : Un automorphisme ergodiqgue non coalescent peut-il se
représenter comme un auto-couplage co—essentiel (voir
définition d la section 0.2) ?
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Ici encore, la réponse est négative. Elle fournit ’occasion d’introduire deux
invariants nouveaux jd(7) et chl(7) liés & la possibilité de représenter I’automor-
phisme ergodique 7 comme un auto-couplage d’un de ses facteurs stricts. Nous
examinons ici le cas des produits croisés ergodiques 7, : ' x G — T’ x G,
extensions d’une rotation 7 : ' — T (T, G groupes abéliens, métrisables,
compacts). Cette étude fait appel 4 la correspondance univoque entre les facteurs
€ de 7, et les couples de groupes compacts (H(E), Hy #(€)) ou H(E) est un
sous-groupe de G et H, x(€) un sous-groupe dans le commutant du facteur
naturel Tome) déterminé par le passage au quotient I'xG — I'x(G/H(E)). Cette
correspondance a été étudiée notamment dans [Ve], [Ju-Ru] et [Le-Me]. Elle est
reprise dans la section 2 et améliorée. Une premiére application (section 3) est
donnée dans le cas d’extensions 7, dont les facteurs naturels sont deux-a-deux
non isomorphes. Lorsque les groupes I' et G sont de la forme X?xF, ou F
est un groupe abélien fini, on obtient comme autre application (section 4) que
toute chaine croissante de facteurs de 7, est stationnaire. La derniére section est
consacrée au calcul de ces invariants pour les extensions de Anzai déterminées
par des cocycles absolument continus ou en escalier. Le sous-groupe des points
de torsion dans le commutant joue un réle essentiel.

Ce mémoire a été préparé au cours de la visite du troisiéme auteur &
I’Université Copernicus de Toruri en Mai 1989 et s’est poursuivi pendant le séjour
du second auteur & 1’Université de Bourgogne a Dijon, en septembre 1989 puis &
I’Université de Provence en janvier - février 1990. Les auteurs sont reconnaissants
a F. Parreau pour leur avoir signalé une erreur de démonstration et remercient le
Referee pour ses corrections et suggestions qui ont permis d’améliorer I’ensemble
de ce travail.
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0.1. NOTATIONS ET RAPPELS

Commutant et automorphismes coalescents

Soit 7 : ) — Y un automorphisme d’un espace de Lebesgue Y := (Y,C,v).
Le commutant de 7 est, par définition, le semi-groupe des endomorphismes de
7, t.e., des transformations C—mesurables S : ¥ — Y| qui commutent avec
7 et préservent la mesure v. Le commutant de 7, noté C(r), sera muni de
la topologie faible des transformations qui en fait un semi-groupe métrisable
séparable complet. La convergence d’une suite (S, )n vers S pour cette topologie

étant définie par
VAeC, liT v(S;1AASTT4) = 0.

L’ensemble des éléments inversibles de C(r) forme un groupe noté Ci(7).
En suivant [Ha-Pa] et [Ne 1], 7 est dit coalescent si Ci(7) = C(7). Un
automorphisme 7; d’un espace de Lebesgue Yy = (Y¥7,C1,11) est appelé un
facteur de 7 suivant une application mesurable f : YV — Y si myof = for
et v = vof 1. Le facteur 7; s’identifie avec la sous-o—algeébre T—invariante
€ = f71C1) et se note encore 7,. Les automorphismes 7 et 71 sont dits
1somorphes si, dans la définition précédente de facteur, on peut trouver f
inversible (d’inverse mesurable).

Remarque 0.1. Les égalités ou relations entre ensembles, fonctions, transforma-
tions et o—algebres sont supposées vérifiées en dehors d’ensembles de mesure

nulle (la mesure en question étant déterminée par le contexte).
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Remarque 0.2. Notons que 7 est coalescent si et seulement si aucun facteur 7,
n’est isomorphe a 7 dés que £ est une sous-o—algebre invariante distincte de C.

Il en résulte donc :

(0.1) Si T est coalescent, alors tout facteur faiblement isomorphe a 7
est en fait isomorphe a 7.

Type spectral, temps rigide et temps mélangeant

Un automorphisme 7 de (Y,C,v) induit un opérateur unitaire U, : f —
for sur L}(Y,v) (de produit scalaire noté (:|-)). Soit L3(Y,v) le sous-espace
orthogonal & ’espace des constantes. A toute application f : ¥ — C dans
L%(Y,v) nous associerons sa mesure spectrale oy définie sur le tore multiplicatif
S (ou cercle) par

B5(n)i= [ s"dog = @A)

Il est bien connu qu’il existe une application fo € L3(Y,v) telle que pour toute
f € Li(Y,v)onaoy, > oy. Le type spectral de oy, (i.e., sa classe d’équivalence)
ne dépend pas du choix de fy, il est appelé type spectral mazimal de 7. Le groupe
des valeurs propres de U, est noté Sp(t).

Une suite strictement croissante d’entiers naturels {ry)x sera dite temps
rigide pour 7 si la suite (77¢); converge vers l'identité pour la topologie faible.
Soit E un sous-espace U,—invariant dans L2(Y,v). Nous dirons qu’une suite
strictement croissante d’entiers naturels (m)r est un temps mélangeant pour 7
sur E si:

VfEE, lim UMflf)=0.

lim
k—+o00
Rappelons qu’une mesure o de probabilité sur le cercle de transformée de
Fourier 7 est dite de Dirichlet si limsup,,_, ., |3(n)| = 1. Notons que si 7 admet

un temps rigide, alors son type spectral maximal est donné par une mesure de
Dirichlet.

Cocycles et produits croisés

Pour tout groupe compact I', on note Br la o—algeébre des parties
boréliennes de I' et ur la mesure de Haar normalisée. Pour simplifier, on

notera simplement B et u si le contexte le permet sans ambiguité. Soit 7 :
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(T, B,p) — (T, B, 1) une rotation ergodique sur un groupe monothétique com-
pact T' (4 = pr et B = Br). La loi sur I sera notée additivement. Alors
C(7) = {y+— v+a; a € T'} [Ne2]. Soit G un groupe abélien compact métrisable,
de loi notée additivement. Une application mesurable ¢ : I' — G sera dite un
G—cocycle. On associe & ¢ le produit croisé 7, : (I'xG, B, i) — (FXG,E, )
défini par

(0.2) To(1,9) = (77, 0(7) + 9)

ol B est la o—algébre produit BRBg et ji := u®uc. Dans le cas particulier ot
I' := X (le tore) et G = X, on retrouve le produit croisé de Anzai [An).

Un G—cocycle ¢ est dit un 7—cobord s’il existe une application mesurable
f: X — G telle que ¢ = for — f. Deux G—cocycles ¢, 1 sont dits
T—cohomologues si leur différence est un 7—cobord. Notons que si ¢ et 3 sont
T—cohomologues, alors les produits croisés donnés par (0.2) sont isomorphes.
Un G—cocycle ¢ est appelé T—quasi-cobord s'il existe une constante ¢ € G et un
G—cocycle f tels que

(,'J=C+foT—f.

Toute extension en groupe de la forme (0.2) admet une famille particuliere
de facteurs BY appelés facteurs naturels définis pour tous les sous-groupes fermés
H de G de la maniére suivante :

BY:.={AeB;VheH, 6 (H=4)
ol l'on a noté @, 'automorphisme (v, g) — (y,9 + k).

Un automorphisme (0.2) n’est pas nécessairement ergodique. Classique-
ment, on a ([An], [Pa 2]) :

(0.3) T, est ergodique si et seulement si pour tout caractére non trivial
X le X—cocycle xop n’est pas un 7—cobord.

Le commutant de 1,

Deux G—cocycles ¢ et 1 définis sur I sont dits équivalents s’il existe S dans
C(7) et un automorphisme continu v du groupe G tels que le cocycle oS — votp
soit un 7—cobord, i.e., s’il existe une application mesurable f : ' — G telle que

(poS—’Uo'l/):foT-—f.
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Notons que dans ce cas, la transformation définie sur I'xG par

(0.4) S1,0(7,9) = (87, f(v) + v(9)),

détermine un isomorphisme de 7, sur 7. En fait (voir [Ne 2]), si ¢ et ¢ sont deux
G—cocycles ergodiques (i.e., si 7, et Ty sont ergodiques) alors tout isomorphisme
S de Te Sur Ty est de la forme (0.4). En particulier, dans le cas ergodique, ¢ et
% sont équivalents si et seulement si 7, et 7y sont isomorphes. Lorsque o = 9 et
¢ ergodique, les éléments § du commutant de 7, ont été décrits dans [Ne 2]. II
sont aussi de la forme (0.4), mais cette fois-ci, v : G — G est un épimorphisme

continu de groupe. Ainsi, Sy, € C(7,) si et seulement si I’équation fonctionnelle

(05) (poS — Vo = fo‘r - f

est satisfaite. Nous dirons que S dans C(7) se reléve dans le commutant C(7,)
s’il existe f : ' — G mesurable et un épimorphisme continu de groupev : G — G
solutions de (0.5). Notons au passage que Sy, est inversible si et seulement si v

est inversible.

Cocycles sur le cercle

Supposons maintenant que ’on ait une rotation irrationnelle T : z +— ¢ +
sur le tore X. Dans la suite, X sera identifié & Pintervalle [0,1] par P’application
t — t+ Z, la topologie compacte sur [0,1] étant donnée par la distance d définie
par d(u,v) := ||u — v|| avec ||t|| := min{|t — m|; m € Z} pour tout t € R. La
mesure de Haar p correspond sur [0,1] & la mesure de Lebesgue. L’identification
de X avec [0,1] définit un ordre total sur X. Si v < u dans X, on posera
[u, v[:= [0, v[U[u, 1{ (et [u,1[= X\ [0,u[). Choisissons également G = X. Un X-
cocycle ¢ : X — X sera alors simplement appelé cocycle. De méme un T—cobord
(resp. un T—quasi-cobord) sera dit un a—cobord ou simplement cobord (resp.
un a—quasi-cobord, ou quasi-cobord). Les facteurs naturels de T, sont ici tous

de la forme T}.,, avec k € Z.

Pour tout cocycle ¢ et tout entier n > 1 posons

g’a(n) =@+l +--- +590Tn_1,
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00 = 0 et o™ = —p(MeT" Llapplication @ : ZaxX — X définie par
®(n-a,z) := @{™(z) est un cocycle sur ZaxX & valeurs dans X au sens usuel,
auquel est associée la représentation unitaire n — V, de Z donnée par

Vaf() := exp(27i®(n-a, ) foT, (f € L}(X,p)).

De nombreux auteurs ont développé et généralisé cette notion (voir notamment
([Hel], [Pa 1, 2], [Sc]). Notons simplement que le relévement mesurable d’un
sous-groupe I' de X dans C(T,) correspond & I’extension du cocycle @, étudiée
par Helson [Hel]. Plus précisément, si un sous-groupe mesurable I' de X se
releve dans C(T,) suivant un homomorphisme F : T' — C(T,) tel que F(y)
soit représenté sous la forme (z,y) = (z + 7,y + fy(z)) avec F(a) = T, et
I'application ¥ : (y,2z) — f,(z) mesurable, alors ¥ est un cocycle sur I'xX,
extension de ®. Réciproquement, tout cocycle ¥ : I'xX — X extension du
cocycle ® s’obtient de cette maniére. En effet, par définition, ¥ est mesurable

et vérifie la relation des cocycles
Y(a+7,2) =¥(a,z)+ ¥(y,2 + a),

de sorte que F, : (z,y) = (2 + 7,y + ¥(7,z)) est dans C(T,,). L'égalité (0.5) se
traduisant ici par la relation ®(a,z +v) — ®(a,z) = ¥(v,z + a) — ¥(y,2z) et le
relevement de I" se faisant par vy - F,.

Les résultats suivants sont bien connus et faciles a établir :

Si un cocycle ¢ : X — X est un cobord, alors pour tout £ > 0
on a

(0.6)
lim u({e € X5 |exp(2rip®™(z) — 1| > £}) = 0.

mod 1

Si un cocycle ¢ : X — X est un quasi-cobord, alors il existe une
suite {(an)n, de nombres complexes de module 1, telle que pour
(0.7) tout € > 0 on ait

Jim p({z € X ; |exp(2rip™(z) — an| > €}) = 0.

mod 1
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Nous dirons que le cocycle ¢ est fatblement mélangeant s’il est ergodique

et si Sp(T,) = Sp(T). D’aprés [An] (voir aussi (0.3)) on a la caractérisation
suivante :

(0.8) exp(2mic) € Sp(T,) <= 3n € Z,n-p — ¢ est un cobord.

D’apres [Ko], [Ru 2], tout cocycle ¢ : X — X est cohomologue & un
cocycle continu. Supposons donc ¢ continu, il existe alors un relevement continu
@ : R — R de ¢ dont la restriction & [0,1] est encore notée @. On fixe ¢ en
choisissant @(0) € [0,1[. Par construction

(1) ¢(1) - ¢(0) €2,

(i1) () = 3(1),

(0.9)

ou’on aposét=t+7Z,t e R (rappelons que [0,1] est identifié au cercle tandis
que [0,1] est l'intervalle fermé). Nous utiliserons aussi les notations |¢] (resp.
(t)) pour la partie entiére (resp. fractionnaire) de ¢. L’entier d(¢) := @(1) — (0)
est appelé le degré de . En général, d(¢) n’est pas invariant par isomorphisme
puisque d’aprés [Ko, Thm 8] on peut trouver pour chaque cocycle un cocycle
cohomologue continu de degré donné. Cependant, une condition de régularité
plus forte que la continuité sur ¢ peut changer completement la situation de sorte
que le degré joue un rdle important (voir [Fi 1]) et peut servir & caractériser
complétement le commutant [Le-Li] de certains produits croisés de Anzai.

Il est intéressant de regarder T, comme la réduction modulo 1, suivant
I’homomorphisme (z,t) — (z,t), du flot cylindriqgue Ty : (z,t) — (Tz,t+ 3(z))
défini sur (XxR, k) ou h = p®A, A désignant la mesure de Lebesgue sur R.
Il en résulte que si T est ergodique, il en est de méme de T,,. D’autre part, si
3(t) = f({t + @)) — f({t)) pour une application mesurable f : [0,1] — R, alors
¢ est un cobord. Notons que le classique théoreme de Kolmogorov-Siegel [Co-
Si-Fo] ne concerne que les R-extensions T de rotations irrationnelles T par des
cocycles v : X — R différentiables et non pas des applications différentiables de
[0,1] dans R. Pour a & quotients partiels bornés, ¥ est un T-quasi-cobord deés
que 7 est suffisamment régulier (cf. [Co-Si-Fo], partie IV).

Nous dirons qu’un cocycle ¢ : X — X est uniformément lipschitzien (resp.

absolument continu) si ( 'est. Nous dirons que ¢ est en escalier s’il existe une
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suite finie de points 0 < z; < -+ < 7} < 1 et des constantes A;,..., A; dans
X, telles que

(P“Inlz[ = Ala EIIEI ‘r”l(:k_ly,k[ = Ak, ‘P“Ihzl[ = Ar.
Un cocycle ¢ : X — X est dit affine s’il est de la forme ¢(z) :=nz+¢,n €2
et ce X.

Les notations et définitions propres a la deuxieme partie sont renvoyées a
la section (0.2).






1.1. PREMIER ENSEMBLE D’INVARIANTS

Le semi-groupe MT ,(T)

Soit T une rotation irrationnelle £ — z + o du tore (X,B,pu) et soit
¢ : X — X un cocycle. Solent T; : (z,y) = (z + Bi,ni-y + fi(2)) ¢t = 1,2, deux
éléments du commutant de T,,. Il existe alors ([Le-Li], Lemma 2) une constante
¢ := ¢(f1, B2) telle que L1035 = 0.0X0%, avec b, : (z,y) — (z,y + ¢). Cette
relation se traduit par I’équation fonctionnelle

filz + B2) — na-fi(z) = falz + Br) — na-fa(z) + (B1, fa).

Il est donc naturel de considérer les endomorphismes & de (X, 1)? qui vérifient
une relation de quasi-commutation de la forme T,0X = §.0X0T,,. Remarquons
qu’alors T est un facteur de T, suivant mjoX (ol w; désigne la premiére
projection X2 — X). L’action de ¥ sur la premiére coordonnée correspond
donc, si T,, est ergodique, a une rotation z + z + . Introduisons le sous-groupe
fermé I' de X engendré par c et soit p. la rotation ergodique z +— z + ¢ sur I'.
La transformation $* définie sur X x T par ©*((z,y), z) := (8.0Z(z,y), 2) est
dans le commutant de T, x p.. En effet,

(Tp % pe)oZ*((z,y),2) = ((Typo0,0E)(z,y), 2 + ¢)
= ((92+C°(E°T¢))(‘l‘y y), 2+ C)
= S*(Tp(z,y), 2+ ¢) = T*(T, x pc)((z,y), ).
Ainsi, il existe 8 € X, un entier non nul n et un cocycle f : X — X, tels que

*((z,y),2) = ((z + B,n'y + f(z) + 2), z). De plus, la relation de commutation
se traduit par ’équation fonctionnelle

(1.1) ¢(z + ) —no(z) = c+ f(z + a) = f(2).

Nous désignerons par M7,(T) Pensemble des § € X pour lesquels il existe
n € Z,c € X et un cocycle f : X — X tels que I’équation (1.1) soit satisfaite.
Lorsque ¢ est ergodique, les éléments 3 de MT,(T) sont ceux pour lesquelles

il existe un endomorphisme £ de X? qui quasi-commute avec T, et tel que
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moXgomy ! soit égal & la rotations z +» z + . L’ensemble M7, (T) ne dépend
donc ici que du systeme dynamique T, et pas du cocycle ¢. Notons que M7 (T')
est encore bien défini lorsque ¢ n’est pas ergodique et dans tous les cas on a

Za C MT,(T).

Remarque 1.1. On savait déja [Le-Li] que si l'on considére une autre rotation
T’ du cercle et si le quadruplet (n, 8, ¢, f) vérifie (1.1) avec ¢ € Sp(T"), alors la
rotation S: z +— z + B peut étre relevée dans le commutant de Ty, xT".

Proposition 1.1. M7,(T) est un semi-groupe mesurable de X tel que
W(MT,(T)) = 0 ou MT,(T) = X.

Preuve. L’ensemble F des cocycles f : X — X muni de la topologie donnée par
la distance

d(f,g) == /X 1£(2) - 9(2)l|(d)

est un espace polonais. Soit alors E I’espace produit Z x X? x F muni de la loi

(n1, B1, €1, f1)o(n2, B2, €2, f2) 1= (nanz, B1 + B2, 1 + naca, f1oS2 + 11 f2)

ou S, est la rotation z +— z + f. On vérifie facilement que (E, o) est un semi-
groupe topologique d’élément neutre (1,0,0,0) et dont les éléments inversibles
sont de la forme (%1, 8, ¢, f). Le sous-ensemble des quadruplets (n, 3, ¢, f) qui
vérifient (1.1) forme un sous-semi-groupe fermé (et donc un espace polonais)
de (E,») et son image par la projection prs : (n,f,¢, f) — B est exactement
MT,(T) d’ou 4 la fois la structure de semi-groupe et la mesurabilité (mais on
ne sait pas si c’est un borélien). Notons que M7, (T') est aussi T-invariant, il est
donc de mesure 0 ou 1. S’il est de mesure 1, il en est de méme de ’intersection

MT,(T)N(=MT,(T)) qui est un sous-groupe mesurable de X. Il coincide donc
avec X. m

Proposition 1.2. Soient ¢ et 1 deux cocycles équivalents. Alors

MT,(T) = MT,(T).

Preuve. Par équivalence de ¢ et 1 il existe une rotation Sy : z — z ++ du cercle
et € = £1 tels que @oSy + €% soit un T-cobord. Il en résulte que pour tout
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triplet (n, 8,¢) € Z x X? le cocycle (poSg — ny — ¢)oSy + €(hoSg — n1p + ec) est
aussi un T-cobord de sorte que si ¢oSg — ny — ¢ est un T-cobord, il en est de
méme de oS — nyp +cc. W

Remarque 1.2. Si ¢ est cohomologue a un cocycle affine, ’équation (1.1) admet
toujours une solution quel que soit # € X. On a donc ici MT,(T) = X.

Les invariants S,(T) et D,(T)
Introduisons un deuxieme invariant noté S,(T'). Par définition

S,(T) := limsup

llgea]|—0
9EN

/0 exp(2mip D (2))u(dz)|.

De maniere évidente, on a 0 < S,(T') < 1. Définissons maintenant ’ensemble
D,(T) formé des nombres complexes ¢ de module 1 pour lesquels il existe un
temps rigide A C N de T (dit associé a () vérifiant

lim 1 exp(2ripD(2))u(dz) = .
0

g—+oo
9EA

Remarque 1.3.

(i) Jy exp(2rip®)dp = (UE, (1@ x1)I1 ® x1) = Grex, (4), ot xe désigne le
caractére y — exp(2nily), £ € Z.

(i1) Soit ( € Dy(T) et soit A un temps rigide de T associé a (. Alors, par
convexité, la suite (exp(2mip(?)),er converge dans L*(X, u) vers € et par suite,

on a aussi dans L%(X, u)

lirlx exp(2milp() = (¢
Teen
pour tout £ € Z ou, de maniére équivalente, F1gy, (7) — ¢t (g — +oo,q € A).
(iii) Si D,(T) n’est pas vide, alors c’est un sous-groupe fermé du tore
multiplicatif. En fait, soient { et (' dans D,(T) et soient (ri)x et (ry)xr des

temps rigides associés a ces valeurs. On a

P+ = ) 4 T
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d’otr par (ii) (ry + r) )k est un temps rigide associé a (('. Par ailleurs, soit ((;);
une suite dans D, (T') convergent vers ( et soit (ri’ ))¢ un temps rigide associé &

¢;. Quitte & prendre des sous-suites extraites, on peut supposer que I'on a
- 0) )
llexp(2mip™") = Gilla < 17k, [IrPall < 1/k.

Alors la suite diagonale (rik))k est un temps rigide associé a (. Il en résulte que
Dy(T) est un sous-groupe fermé du tore multiplicatif. En particulier, si ¢ est
constant égal a ¢, irrationnel, on a D(T) = X.
(iv) Pour tout cocycle ¢ on a équivalence entre
(a) ¢ est rigide,
(5) S(T) = 1,
(c) Do(T) £ 0.

Le lemme suivant sera souvent utilisé :

Lemme 1.1. Soit (,B,v) un espace de probabilité et soient deux suites
d’applications (fu)n, (gn)n & valeurs complexes, respectivement dans les espaces
conjugués L"(v) et L*(v) (1 <7 < oo et v+ s = rs). Si la suite (| fn|")n est
équi-intégrable dans le cas r # oo ou si sup,, |[fr]lec < +00 dans le cas r = oo
et si de plus sup,, |lgn||s < +00, alors la convergence de (gn ) vers 0 dans L'(v)
entraine celle de (f.gn)n vers 0 dans L1(v).

Preuve. Pour tout A > 0,

/ faguldy < f (g fuld + A / lgaldv
Q {Ifaf>A} {Ifn1<A}

< Hgnlls(/“f oA |fn|fdu)1/r+A”9nH1.

. » 1/r .
On a donc limsup,, [ |faga|dv < sup, l|gnlls sup, (f{lnt>A} | fal"dv) / , ceci
pour tout A > 0, d’ou le résultat. m

Proposition 1.3. Si ¢ et ¢ sont deux cocycles équivalents, alors S (T) =
Slp(T) et D‘P(T) = Dw(T)
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Preuve. Supposons @S — ep = foT — f, ¢ = £1. Alors, pour tout entier g on a
@ DoS — ep(®) = foT — f, donc

1 1
/ exp(2rip)dy = / exp(2emithD)dpu—
0 0
1
/ exp(2emity{D)(1 — exp(27i(foT? — f))dp.
0

Mais classiquement

im | [ 1(e + g2 = fNu(az) =

m
llgefl—

Il en résulte (Lemme 1.1)

1 1
lim ('/ exp(2mip(D)dy —/ exp(——2€7ri1/;(q))du') =0.
llgall—0 \ Jo 0

Proposition 1.4. Soit ¢ € D,(T) de temps rigide associé A. Alors, pour toute
application f € L*(X,p) et tout £ € Z, on a

Jim_Grex,(a) = CIFIE

9€A

En particulier, si ||f||2 = 1 alors 0sgy, est une mesure de Dirichlet.

Preuve. Posons f, := foT9, et g, := f-(xg(go(")) —¢Y, ¢ € A. Suivant la
Remarque 1.3(ii), (g¢)qer converge vers 0 dans L'(p) et par suite, en appliquant

le Lemme 1.1 avec r = s = 2, on obtient
Jm / | foT?F-(xe(#?) = (“)ldp = 0.
9€EA

Donc limgea 3f®xl (9) = ¢“ limgen ffqu-fdp = ¢CHIA1E.
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Introduisons les sous-espaces Hy := L*(X,u) ® x¢- lls sont deux & deux
+o0
orthogonaux, Uz, —invariants et classiquement L*(X?, i) = @ H,.
=—o00

Corollaire 1.1. Si S,(T) =1, (ou D,(T) # §) alors le type spectral maximal
de T, est une mesure de Dirichlet. En particulier, il est singulier par rapport
a toute mesure v sur le cercle telle que limn|—.4o0 ¥(n) = 0 et de plus T, est

rigide.

Preuve. Le type spectral maximal de Ur, est de la forme o = 3,5 CeOf,®x,
avec ¢g > 0, Ypezce = 1, et fr € L*(X,p), ||fell2 = 1. D’aprés la Remar-
que 1.3(iii), 1 € D,(T). Soit A un temps rigide associé a 1. D’aprés la Proposi-
tion 1.4 , la suite (5(g))qen converge vers Y,z ce(=1). Il en résulte que o est

une mesure de Dirichlet et puisque (5(g))qea converge vers 1, T,, est rigide. m
Nous terminons cette section par la proposition suivante :

Proposition 1.5. Soient T : (X, B, ) — (X, B, ) une rotation irrationnelle
et v, ¥ deux cocycles.

(i) Si S4(T) < 1, alors v n’est pas T—cohomologue & une constante.

(ii) Si $,(T) < 1, alors pour tout cocycle ¢ tel que Sy(T) = 1, le cocycle vy + ¢
n’est pas T—cohomologue a une constante.

(iii) Soit ¢ un cocycle de la forme
¢o(z) = ma + c+ Y(z)

avec m € Z\ {0}, c € X, et Sy(T) = 1. Soit { € Dy(T) de temps rigide
associé A. Alors limg— 40 qer Gr(q) = 0 pour toute F € L*(XxX,i) 6
(L*(X, 1) ® x0)- En d’autres termes, T, est mélangeant suivant A sur l'espace
LAH(XxX, p)o(L*(X, 1)®Xo)-

Preuve. (i) Si v est T—cohomoloque & une constante ¢, alors (Proposition 1.3 et
Remarque 1.3(iii)) S4(T) = S(T) = 1.

(ii) Si 4+ v est T—cohomologue & une constante ¢, alors pour tout temps rigide
A de T, la suite (exp(2mi(y(? + (9 — gc)))ger converge vers 1 dans L%(u).
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Choisissons A associé a ¢ € Dy, alors d’aprés la Remarque 1.3(ii) et le Lemme 1.1
ona

lirP /(exp(Zm'('y(") + 99 — g¢)))(exp(—2mip D) — {)dp = 0.
Yeen Vo

Il en résulte que lim 1= oo Jo exp(2mi(y9 —gc)) = (, ce qui contredit S,(T) < 1.
q

(iii) Soit A un temps rigide de T associé a { € D,,. Il suffit de démontrer que A est
un temps mélangeant pour les fonctions de la forme F = f ® x¢, f € L*(X, p),
£ # 0. Remarquons tout d’abord que

g—+oo
9€EA

1
(*) lim [ g-xe(¢®)du=0
0

pour tout £ # 0 et tout g € L}(X, p). En fait,

(¢-1)
2

¢(2) = mgz + ge + 2 ma +4(9(z),

d’ott
[ ey du=exp@ritate + Lrma) | ate)xetame e (@)u(da),

D’apreés le Lemme de Lebesgue-Riemann, la suite (fol g(z)xe(gmz)pu(dz)), con-
verge vers 0. Appliquons le Lemme 1.1 avec s = 1 aux suites (g-Xegm)q €t

(xe(¥D) — ¢*)4. On obtient

Jm /; l9(z) exp(2mitgmaz)](exp(27ily D (z) — ¢*) pu(dz) = 0,

9€EA

ce qui démontre (). Finalement, notons que
Brex (@)l =| [ £oT ¢ ®)iu] <
< [1570 = 11 Aldno+ | [ 1P

Cette majoration tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oco dans A. En effet, la
premiére intégrale tend vers 0 suivant A puisque A est un temps rigide pour
T et pour la seconde intégrale, il suffit d’appliquer (*). =






1.2. REGULARITES DE DISTRIBUTION

Suite na et discrépance

L’objectif de cette section est de donner des estimations précises sur les

sommes de la forme
@)= Y (e -+ ka))
0<k<g

lorsque ¢ est dénominateur d’un convergent dans le développement en fraction
continue de a et f : [0,1] — R est une application absolument continue,
c’est-a-dire de la forme f(z) := ¢+ f; F(t)dt o F est intégrable (au sens de
Lebesgue). On sait alors que f est dérivable pour presque tout z et de dérivée
f'(z) = F(z). Nous commengons par rappeler des propriétés classiques sur les
fractions continues et la discrépance avant d’aborder les lemmes fondamentaux
relatifs aux cocycles absolument continus. Pour plus de détails, nous renvoyons

le lecteur & [Pe] pour les fractions continues et & [Ku-Ni] pour la discrépance.

Dans toute cette section et les suivantes, a est un nombre irrationnel donné
dans [0,1[ de développement en fraction continue (réguliére) [0; ay,as,...]. Les
convergents de a sont les nombres rationnels

Pnlan :=[0;a1,...,a,] =
a; +

ay+ ————

)

+__

an
ou p, et g, sont les entiers naturels déterminés par les relations de récurrences
Pn+1 = @n41Pn + Pn-1, dn4+1 = @n419n + gn-1
pourn>1let pp=0,p =1, g =1, ¢1 =a;. Rappelons que

1.2 = —pa| = i k
(1.2) llgna|| = lgna — pal| lslgllg;mll af|,
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et
1 Pn 1
1.3 —<Ja-—=|< .
(1:3) 2¢ngn41 | an | Indn+1
Nous poserons 6, := gn(gna — pn). Ce nombre est du signe de (—1)", il

mesure la qualité de ’approximation du n-iéme convergent et
(1'4) 0< |9n| < Qn/qn+l~

Remarque 1.4. Si on suppose a rationnel, écrit sous la forme o := [0; a1, ..., amn),
alors toutes les égalités et inégalités précédentes (1.2), (1.3), (1.4) sont encore
vérifiées pour n =0,...,m—1 et @ = py/qm,0m = 0. Notons que a admet une
double représentation puisque si a,, > 1 on a aussi @ =[0;a1,...,an — 1,1].

Tout entier N > 0 peut s’écrire sous la forme
(1.52) N =nogo +niq1 +--- + nrr, (nr #0),
ol les n; sont des entiers tels que 0 < n; < a;4; et
(1.5b) nogo + -+ +nigi < i, (0<i<r).

Ces inégalités assurent 'unicité de ce développement, introduit par Ostrowski

[Os].

Dans la suite, p,, ¢, et 8, se rapporteront toujours & « et nous écrirons
simplement p, ¢ et 8 lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Lemme 1.2. Soit (up)n la suite de Fibonacci (ug = l,u; = l,upqyg =
Un+1 + Up). Alors pour tout @ = [0;a;,az2,...,an,...),0na:
01+d2+-'-+ans_n_, n> 1.
qdn Un
Preuve. Posons L,(ay,...,a,):= (@1 + ...+ an)/gn et montrons la majoration

La(a,...,a,) € Lp(l,...,1). Elle est évidente pour n = 1,2. Supposons n > 3.
Les formules de récurrence qui définissent les suites (pn)n €t (¢n)n se traduisent
de maniére équivalente par les égalités

0 1 0 1 _{ Pn-1 Pn
1l a; 1 a, - dn-1 d4n
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D’oli les formules de définition :

(pm-l Pm p(m,n - 1) p(m,n)> — (pn—l pn> .

gm-1 qm ) \g(m,n—1) g¢(m,n) Gn-1 ¢n

pour tout m=1,2,...,n. Fixons m et introduisons I’homographie H,, , définie
par

agt+ax+---+a,—am+1

H,, (%) := .
’ ( ) Qm—lp(m, n) + (tqm~1 + qm-—Z)q(nl, TL)

Cette homographie vérifie Hpy n(am) = Ln(a1,...,an), s’annule en am — (a; +
...+ a,) (£ —2) et a pour pole ——E%%% - Z_:f}f (> —2). De plus Hp, n(00) =

1/¢gm-19(m,n) (> 0). Alors H,, , est décroissante sur [0, +oco[ et par suite

Ln(al7a27 s ,G.n) S Hmyn(l)'

En d’autres termes, pour majorer Ly(a1,as,...,a,) il suffit de remplacer un
quelconque des entiers a; par 1, d’ot finalement la majoration par L,(1,...,1)
qui correspond au nombre -35—2_—1 =[0;1,1,1,...] dont la suite des dénominateurs

des convergents est précisément donnée par la suite de Fibonacci. ®

Soit (z1,...,zn) une suite de N points dans [0,1] et notons 1,4 la fonction
indicatrice de A(C [0, 1[). Introduisons la discrépance

N
1
D(zy,...rzn) = max | ’(v —u)-y kZl 1[u,v[(zk)l

et la discrépance a origine-

N

. 1

D*(zq,...,2N) = Joax }t -5 Z l[g,t[(mk)l.
- - k=1

La discrépance D(-) est invariante par translation (mod 1) et

1

¥ S<D<1, D*<D<2D"

Lorsque 0 £ 23 £ 2z < -+ £ zn < 1, la discrépance a lorigine est donnée par
([Ku-Ni],Thm 1.4) :

k k-1
(1.6) D*(zy,...,zN) = k=1?,".l.}.(,N (max{lzk — Ni' |zk - T‘})
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Enfin, nous utiliserons aussi la discrépance a 'origine en dimension s > 1 (et en
fait, seulement pour s = 2). Si (X1,...,Xn) est une suite de points dans [0, 1[°.
Par définition,

N
1
D*(X1,...,Xn):= ma 3(‘ tiets— E 1[0,t,[x- x[0,2,[( X&) |-
k=1

"-1 2

Parmi les résultats classiques d’intégration numérique, nous utiliserons les
suivants :

Lemme 1.3. (Denjoy-Koksma) (cf. [Ku-Ni], p.143). Soit f : [0,1] — R une
application & variation bornée, de variation totale V(f), et soit z1,...,zx des
points dans [0,1[. Alors

1 1 N
(1.7) ‘/ f(t)dt — NZf(zk)‘ < V(f)D*(z1,...,zN).
0 k=1
|

Soit f : [0,1] — R une application absolument continue. Rappelons qu’alors
V(f)= fol [f'(t)|dt. Introduisons le module d’absolue continuité wy de f défini
pour 7 > 0 par:

1

o= e / / () — £'(®)dsa.

Nous utiliserons également le module de continuité Qs de f : [0,1]° — R,
donné par Qg(n) := sup{|f(u) — f(v)|; |lv — v|]le < 7} ol Pon a posé
[Itlloo := max{|ti],..., |ts|} pour tout t = (¢1,...,%,) dans R".

Lemme 1.4. Supposons f : [0,1] — R absolument continue, alors

(1.80) /f(t)dt— Zf(k) i L 3 [0 - easa

ot A est l'union des triangles Ax = {(s,t); % < s <t < 5;—{}1}, k =
0,1,...,N—1. Si de plus f(0) = f(1) et fol f(t)dt = 0, alors pour tout z € [0, 1],

on a

(1.8b) ‘Zf(($+ )l<wf( )+9f( )-
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Preuve. Aprés une premiére intégration, on a

* #
J[ e-rnasie= [ Tiser-sgna= [T - s

N
=2 / fayie - L5k ) 4 7EED),
N

d’ou (1.8a) par sommation. Prolongeons f sur R en une application périodique
de période 1 et pour tout z € R remplagons f dans (1.8a) par f; : t — f(z +1).
L’application z — f(z)+ f(z+ %) +...+ f(z + N=1) est périodique de période
1/N. On peut donc, pour établir (1.8b), supposer z € [0, +;[. Maintenant, pour
0<k<N-2o0na

[ 17it6) = siolasde < 0550

L’intégrale ffAN—l (fi(s) — fi(t))dsdt se présente comme une somme de trois
intégrales de (u,v) — f'(u) — f'(v) sur les domaines B; = {1+z—-1/N <u <
v<1l},Bp={0<u<v<z}etBy={l+2—-1/N<u<let 0<v<z}
Pour i = 1,2, 0on a lfB.-(fl(u) — f'(v))dudv| < N~2ws(1/N) et sur Bs on a
explicitement

[ (51) = 5/ dudo = (0 = F(1 +2 = 1/N)) + (2 = YN)(S(2) = FO),

Il en résulte

N-1
1 k N+1 1 1 1
I3 2 fe )l < s )+ g U

d’ou la majoration (1.8b). m

Lemme 1.5. ([Hl]). Soit s un entier > 1 et soit f : [0,1]* — R une
application continue de module de continuité Q5. Alors pour toute suite de
points Xi,...,Xn de [0,1[* on a

(1.9) ]/ /f(tl, Jt))dty - dt, ‘Né (Xk)’Sc,Qf(lDLTJ_I/"),
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ou D% désigne la discrépance & lorigine de la suite (Xy,...,Xn) et ¢; une
constante qui ne dépend que de s. B

Ces majorations seront utilisées pour des suites de la forme

({z + ka))k=o,..q-1 et (((k/a),(z +kp/a))) o , o>

dont nous allons étudier les discrépances. Leurs majorations étant plus ou moins
explicites dans la littérature (cf. [Ku-Ni], [He-La]), nous avons choisi, pour la

convenance du lecteur, de démontrer celles qui nous intéressent.

Lemme 1.6. Soit a un nombre irrationnel. Pour tout z € [0,1[on a

D*((z), ( + a),..., ( + (ga — D)) < ;l;a +16.]).

Preuve. Soit 0 = a3 < a3 < -+ < a4 les points (ka), k =0,1,...,¢—1 ordonnés
croissants. On a, pour p = pn, ¢ = g, €t 0 = 65,
mp mé
ma=— + —
q q
de sorte que
k k6 .
— < ag41 < —+ — sinest parr,
(1.10) . ¢ 1

0 koo, . .
— 4+ — < ap41 < — sin est impair,
q9 q q

pour 0 < k < ¢ — 1. Soit maintenant 0 < z; < -+ < z4 la suite des points
(z+ka), k=0,1,...,¢g— 1. Elle se déduit de la précédente par une translation
(mod 1) et les inégalités (1.10) montrent qu'’il existe { := {(n,z) (€ [0,1/¢]) tel
que chacun des intervalles I} = [€ + f,{ + f + J%l] (mod 1) contient un des
points z; et un seul. Si Iy C [0,1/¢g[ alors zx41 € Ix et I C [k/q,(k+1)/q]. Si
I, contient 1/q alors Ij contient (k + 1)/q et selon que z; € Iy ou 23 € I;_; on
a Tr41 € Iy ou 24y € Iy pour k =1,...,¢9— 1. Dans tous les cas,

1 16]

k
y 1Tk -——<-+
blzes ql} i

E+1

max{|Tr+1 —

d’ou le lemme d’aprés (1.6).

D’apreés la Remarque 1.4 on a aussi :
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Lemme 1.7. Soit p/q un nombre rationnel > 0 (sous forme irréductible) de
développement en fraction continue p/q :=[0;ai,...,an]. Alors le Lemme 1.6
est vérifié pourn =0,...,m. ®

(le cas particulier ot n = m (gn = ¢) étant immédiat).

Lemme 1.8. Soient p et q des entiers premiers entre eux tels que 0 < p < ¢,
p/g=1[0,a1...,an]. Soit z € [0,1] et D*(z;p/q) la discrépance & I'origine de la
suite finie Xy = (k/q,(z + kp/q)), k=0,...,¢ — 1. Alors

gD*(({z + kp/q))k=o0,...g-1) S1+m+ a1 +... + am,
et
gD*(z;p/) S2+m+ a1 +... 4+ am.

Preuve. Remarquons que chaque X est déterminé par sa premiére coordonnée.
La définition de D* donne alors directement

*( e < ND*(x:
gD*(z;p/q) <1+ o 1(z; N)
ou Dj(z; N) désigne la discrépance a lorigine de la suite
((z + kp/q) Yx=o,... N -1

Soit go=1,q1,...,gm(= ¢) la suite des dénominateurs des convergents de p/q (as-
sociés a son développement [0; ay,...,anm]). Pour tout entier N < ¢, considérons
le développement d’Ostrowski

szniQi nr#07 r<m.

i=0

On choisit le développement trivial N = ¢, pour N = ¢. D’autre part, pour
toute partition d’une suite finie (z1,...,zn) de points dans [0, 1] en deux sous-
suites disjointes (zi,,...,Zig) et (zj,...,2;.), (K + L = N), une simple
énumération des points de chacune de ces sous-suites dans l'intervalle [0, ]
donne :

ND*(z1,...,an) £ KD*(24y,...,2iy ) + LD*(2j,,. .., 75, ).
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Posons myg = 0 et m; = nggo + ... + ni—1¢i—y pour 1 < z < r. Alors, en
subdivisant la suite des z := (z + kp/q) en sous-suites telles que

mi+4€g; <k <m;+(€+1)g, 0< 4 <ny,
(pour les n; = 0, les sous-suites correspondantes sont vides), on obtient
NDi(z;N)< ) Y aiD* (o + (mi + £gi + k)p/g))k=o,...qi-1)-
0<i<r 0<Li<n;

D’apres le Lemme 1.7,

¢:D*(((z + (m: + £qi + k)p/ @) k=o,....;=1) < 1 +16i],

d’ou

NDj(z;N) < ) ni(1+6i]).

0<ilr

D’aprés (1.4) on a n;l6;] < niqi/gi+1 < @i+19i/git1 < 1si0<i<r < met
pour r = m rappelons que 6, = 0, ce qui donne dans tous les cas

NDi(z;N)<1+r+ Z n;.

0<ilr

D’ou la majoration cherchée. m

Lemme 1.9. Soit g : [0,1] — R une application continiment différentiable
telle que g(0) = ¢(1). Alors pour tout z € [0,1[, ¢ = ¢n, @ = 0, n > 7 et
zy={(r+ka),0<k<gq,ona:

3 nt 1 T
|3 (st = st + /) < e 42 T, . 5T

ol ¢ est la constante du Lemme 1.5 et (u,)n la suite de Fibonacci.

Preuve. Soit g, l'application t — g({t + z)) définie sur R, de période 1. Elle
est absolument continue et vérifie ||g%|lco = |19'|lc0s fol g(t)dt = fol g-(t)dt. Soit
P=pn,0na

Y (9(ze) = 9:(k/9)) = Y (9z(ka) = g:(kp/q)).
k=0 k=0

Posons a = p/q + 0/¢* et rx = g.(ka) — gz(kp/q) — $95(kp/q). Soit Ji
Vintervalle [ka, kp/q] si § < 0 et [kp/q,ka] si § > 0. Si aucun point de la
forme £ — z, £ € Z, n’est intérieur & Ji, alors g, est de classe C! sur J; de sorte
que par le théoréme de la moyenne, on a
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k|
(1.12) el < g ¢

=2

ko), _ klo]. 1
7)5?99'(;)'

Dans le cas contraire,

kp/q k6 ,
Irel < |/‘ dL ()] + —qlz—'ug oo

2|6
(113) < Ly
Notons que les intervalles Ji, pour £k = 0,1,---,¢g— 1 sont deux a deux disjoints
modulo 1. En sommant les r; et en tenant compte des majorations (1.12) (et
de (1.13) pour &du plus une valeur de k), on obtient

g—1

q=
I3 (o(es) - 02(k/0))] 42—2 (kp/q) )+ R,
k=0

k=0

avec

g—1
k 1 216
Rl <101y 50 () + gl
k=0

1 1, 29, ,
< 51019 (2) + =21l

D’apres le Lemme 1.5,

2 Zg:(kpm ~ [ owuas] < e, (1010 77),

ou l'application f : [0,1)2 — R est donnée par f(u,v) = g'(u)v. D’autre part
Jo s f(u,v)dudv = 0 et pour tout n > 0, on a 24(7) < Qg (1) +7llg'||oo. Posons
pni=(24+n+a;+---+a,)g;}. On a classiquement u, < g, et la majoration
du Lemme 1.2 donne p, < 2(n + 1)/u,, ce qui permet d’obtenir facilement par
récurrence p, < 1 pour n > 7 et ainsi |p;!] 2 (2pn)”!. La majoration du
Lemme 1.8 donne alors

|D*(z,p/q)"* |7 * < \/2pa,
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de sorte que
5 qz-:l""(’“”/")(s)' < 2 (g (v2pn) + l'llow/200)-
k=0

Mais ¢~ < 1/2pn, par suite

q-1

S (oe8) ~ 92(k10))| < 1015 +e2)y: (v20m) + (2 + €2)16116'llo0/Zor

k=0
n+1 , +1
<1612+ 2) (2 24/ =) + 2l ooy =)

Cocycles absolument continus : étude asymptotique

Dans la suite pour f:[0,1] = R et z; € [0,1[, 1 <7 < N, nous poserons

1 1 N
Bepmem(D) = [ 0= 5 3 fla) (= A
0 k=1

et
! 1L k-1
80y i= [ S0t — 130 TR (= Bal).
0 k=1
D’aprés la linéarité de A et (1.7), on a

(1.11) [A(f - @) S V(f —g)D*(z1,...,2N)

ou f et g sont & variations bornées sur [0,1]. Nous aurons besoin du lemme
d’approximation suivant dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 1.10. Soit f : [0,1] — R absolument continue. Pour tout ¢ > 0, il
existe g : [0,1] — R continiiment différentiable, telle que

(1) ¢'(0) = ¢'(1),

(ii) g(0) = £(0) et g(1) = f(1),

(iii) o F(t)dt = [ a(t)at,

(iv) Jy 1f'(8) = g'(t)ldt < e.

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier les cocycles absolument continus.
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Théoreme 1.1. Soit f : [0,1] — R une application absolument continue telle
que f(0) = f(1) et fol f(t)dt = 0. Alors pour tout nombre irrationnel a dont
les dénominateurs des convergents sont notés g,, on a

lim sup |[fU")(z)|=0.
n—=+00 ;¢0,1

Preuve. Désignons par (zx)o<k<g-1 l1a suite ordonnée croissante des points
(z + ka). Nous devons majorer | (zy,z,,....,_1)(f)|- Choisissons € > 0 et soit ¢

Papplication déterminée par le Lemme 1.10 , alors

A S 1A = 9)l + 1A(9) — Bo(g2)| + [Ao(g2)]-

La condition (iv) du Lemme 1.10, le Lemme 1.6 et (1.11), donnent ¢|A(f —g)| <
2¢. Le Lemme 1.9 montre (pour ¢ = g, et n > 7) que

218(9) = Ba(g2)] < (e2 +2) (2 (242 ) + 20l

n+ 1)
" .
Enfin, le Lemme 1.4 appliqué & g donne :

q180(g2)| < we(1/9) + 24(1/9)-

Par ailleurs, d’aprés les définitions, wy < Qg et Qy(7) < 7[lg’||oo- 11 existe donc
deux constantes numériques A(g) et B(g) ne dépendant que de g, telles que

U (26,21,..,2,-1) ()] < 26 + A(9)Ry(€n) + Blg)en

ou £, = 24/(n + 1)/un. Cette majoration termine la démonstration puisque la

suite u, tend vers +o0o de maniére exponentielle. ®

Nous allons maintenant examiner les cocycles de classe C'*4 pour tout
6 €]0,1[. Rappelons que C'*+% désigne P’espace des applications f : [0,1] — R
continiiment différentiables, de dérivée f' uniformément Holder d’exposant &
(i.e., il existe C > 0 tel que pour 0 < 5,¢t < 1,0n a |f'(s) — f'(t)] £ C|s — t|*).
Par ailleurs, nous désignerons par E(§) I’ensemble des nombres irrationnels

a :=[0;a1,a2,as,...] tels que la série Z:io ar+41/98 converge.
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Théoréme 1.2. Soient a € E(§) et § €]0,1[. Alors, pour toute application
f:[0,1) = R dans C**¢ telle que f(0) = f(1) = 0, le cocycle f — fol f(t)dt est

un cobord additif suivant la rotation r + z + a.

Preuve. Avec les notations et hypothéses du théoréme, posons ¢ := f—fo1 f(t)dt.
Cette application est de classe C**% et nous la prolongeons & R par périodicité
en une application de période 1 , encore notée ¢. Montrons que la suite
N — ¢™)(0) est bornée. Soit N = nggp + -+ + n,q, le développement
d’Ostrowski de N(c.f (1.5a)) et posons mg = 0, m; = ), ;nqr, 1 <4 <7
Décomposons (™M) (0) sous la forme

™M)= > > Y el((mi+te)a+tka)

0<i<r 0<¢<n; 0<k<qi

Posons €, = 1/(n + 1)/uy,. Par hypothese on a 2, < Cn®. Le Lemme 1.9 assure
donc P’existence d’une constante C; ne dépendant que de ¢ telle que pour z > 7
on ait, pour z; ¢ := (m; + £g;)-a :

gi—1

0@ (i) = 3 o(ie + kfai)| < 18] Credl”.

k=0

Notons maintenant que w,(n) < Cp~2 [ ['|s — t|* < Cn®. On a donc par le

Lemme 1.4
gi—1

| z o(zie+k/q:)| S Cqr® + 110 lloogi -
k=0

On obient donc pourz > 7 :
; 5/2 -
[ (@s0)] < 16:[Cre’? + Cagy?
ou C est une constante ne dépendant que de . Par suite

Z le)(z;,0)| < n,-(|9,'|C1€f/2 +Caq77%)

0<e<n;

avec n;|6;| < 1. D’autre part, la série Yo €5 converge pour tout § > 0. D’ou

finalement .
n;
Y M)eo(y ?F)'

i=0 1i
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Ainsi ¢(M(0) est bornée si a € E(6) et par suite ¢¥) est uniformément bornée.
La rotation étant minimale, d’aprés un théoréme classique de Gottschalk et
Hedlund [Go-He], il existe une application continue & : R — R de période 1
telle que ¢(z) = h(z +a) — h(z),z €R. B

Remarque 1.5.

(i) Presque tous les irrationnels a appartiennent & E(8), § > 0. En effet on a
ant+1/9% < gnt1/gST!. 1l suffit donc, par exemple, d’appliquer le résultat de P.
Levy (cf. [Co-Si-Fo, p. 175]) suivant lequel lim, n™!logg, = 72/12log2 pour
presque tout a.

(ii) Si ¢ : X — X est continu, de degré 0, il est naturel de considérer
P’ensemble A(yp) des rotations irrationnelles T : z — z + a telles que la
transformation T, soit ergodique & spectre non discret. Lorsque ¢ est égal a
la réduction modulo 1 d’un polynéme trigonométrique réel de période 1, alors
¢ est a—cohomologue 3 une constante et ceci pour tout nombre irrationnel a.
Il en résulte que A(p) est vide dans ce cas. Cependant, dans [Kw-Le-Ru], les
auteurs répondent positivementa la question de J.P. Thouvenot en établissant
Pexistence de cocycles ¢ indéfiniment différentiables et de rotations ergodiques
T tels que les extensions T, soient non coalescentes. En particulier, ¢ est de
degré 0 et A(yp) n’est pas vide. Il est raisonnable de conjecturer que A(() est
un ensemble résiduel. Dans cette direction, notons que I’ensemble E(§) est de
premiére catégorie de Baire pour tout § > 0 et, vu la remarque (i), on retrouve
un résultat de Baggett ([Ba 1], Thm 3) sous une forme trés générale.






1.3. PROPRIETES CARACTERISTIQUES DES COCYCLES
ABSOLUMENT CONTINUS

Cocycles de degré non nul

Dans cette section, nous alions montrer I’ergodicité des produits de Anzai
déterminés par les cocyles absoluments continus de degré non nul. Nous don-
nerons également quelques estimations de M7 ,(T) et S,(T'). Ici et dans toute
la suite, a est un nombre irrationnel dans [0,1[ et T : (X,B,x) — (X,B,u)
désigne la rotation irrationnelle z — z + o (mod 1).

Théoréme 1.3. Soit A := (gn)n la suite des dénominateurs des convergents
de a. Si ¢ : X — X est un cocycle absolument continu, de degré non nul,
alors I'extension de Anzai correspondante T, est mélangeante sur L*(X xX, )&
(L*(X, p)®x0) le long de A. En particulier, ¢ est faiblement mélangeant (et donc
T, est ergodique).

Preuve. Soit d(¢) = m le degré de ¢ et soit ¢ : [0,1] — R Papplication
absolument continue donnée par (0.9). Définissons ¢ : z + ma + & sur [0,1]
de telle sorte que pour @; := G — 1 on ait 31(0) = G;(1) et fol B1(t)dt = 0. Soit
¢1 : X — X le cocycle correspondant & @, par réduction modulo 1. On a

¢a)=pi(a) +mate, zeX

ol c est la classe de é&. D’apres le Théoréme 1.1, D, (T) # 0 et par suite
T, est mélangeant sur l’ortho-complément Ho de L?(X,u)®xo le long de A
(Prop. 1.5). La deuxiéme partie résulte du fait que Ur, restreint & Hy est un
opérateur unitaire sur un espace de Hilbert séparable, mélangeant le long de A.
11 est donc a spectre continu. =

Corollaire 1.2. Dans la classe des cocycles absolument continus,
(i) le degré topologique est un invariant de cohomologie,

(ii) la valeur absolue du degré topologique est un invariant d’équivalence.

Corollaire 1.3. Soit ¢ un cocycle absolument continu de degré topologique
d(¢) non nul. Alors deux facteurs naturels distincts de T,, ne sont pas isomor-
phes. En particulier T, est coalescent. De plus, si S : z — = + 8 admet un
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relévement dans C(T,,), il est de la forme Sy ;q (cf. (0.4)) ot f est un cocycle tel
que oS — ¢ = foT — f.

Preuve. Pour S € C(T) et m, k entiers , le cocycle 1 := m«poeS — k- est
absolument continu de degré (m — k)d(¢). Donc 1 n’est pas un cobord si
m—k # 0. Alors S ne peut se relever dans C,(T') que sous la forme S, ;4 et deux
facteurs naturels Ty.,, Tm., distincts (i.e., |k| # |m|) ne sont pas isomorphes. m

Cocycles de degré zéro

Nous allons maintenant montrer comment distinguer du point de vue
spectral les cocycles absolument continus de degré zéro de ceux de degré non
nul.

Proposition 1.6. Soit ¢ un cocycle absolument continu de degré zéro, alors

S4,(T) = 1. En particulier, le type spectral maximal de T, est une mesure de
Dirichlet.

Preuve. Soit @ : [0,1] — R donné par (0.9). Soit & € R tel que pour 3; := $—Zon
ait fol $1(t)dt = 0. Par définition, @gq) = 3(9) —g& d’on, d’aprés le Théoréme 1.1,
la suite (exp 2733, (9)),, converge uniformément vers 1 sur X. En choisissant une
sous-suite (gn, )k telle que (exp 27i(gn,€))x converge, disons vers ¢, |¢| = 1, on
en déduit que

lim exp 2mipne) = (.
k—o0

La convergence étant uniforme. Ainsi, S,(T) =1 et la fin de la démonstration
résulte du Corollaire 1.1. m

Corollaire 1.4. Soient ¢ et 1 deux cocycles absolument continus de degrés

topologiques respectifs d(¢) # 0 et d(3) = 0. Alors T, et T, ne sont pas
spectralement isomorphes.

Preuve. Supposons que W soit un isomorphisme spectral entre Ur, et Ur,.
Puisque ¢ est faiblement mélangeant, I’espace engendré par les fonctions propres
est L2(X, 1#)®xo. Donc W laisse invariant l’espace L?(X, #)®xo et son ortho-
complément. D’aprés la démonstration précédente, il existe une suite extraite
(gn, )k telle que la mesure spectrale o de 1Qx1 : (z,y) — exp(2wiy) suivant Ur,



COCYCLES ABSOLUMENT CONTINUS 37

vérifie limy, 3(gn, ) = ¢, |¢| = 1. Cependant, la mesure spectrale 7 de W™1(1Qx1)
est encore 0. Mais le Théoréme 1.3 montre que la suite (7(¢n))» tend vers 0, ce
qui contredit c = 7. ®m

Remarque 1.6. L’exemple des cocycles affines montre que le degré topologique
n’est pas un invariant d’isomorphisme spectral (cf. [An]).

Remarque 1.7. Nous pouvons montrer que le cocycle ¢ construit dans [Le-Li]
donnant un exemple de transformation T, non coalescente n’est pas cohomo-
logue & un cocycle absolument continu. En effet s’il existe un cocycle f : X — X
tel que le cocycle ¢ := ¢ + foT — f soit absolument continu, alors d(¢) = 0
sinon T, serait coalescent (Corollaire 1.3). D’aprés la démonstration de la Propo-
sition 1.6 de toute sous-suite de (gn)» on peut extraire une sous-suite (gn, )x telle
que la suite (exp(27iy)(»«))), converge uniformément, donc dans L*(X, u), vers
une constante (, |(| = 1. Mais cette propriété est un invariant de cohomologie (le
temps rigide étant relatif & T'), elle est donc aussi satisfaite pour ¢. Cependant,
par construction de ¢ et de a, cette propriété est exclue (voir [Le-Li], étape 5 ,
preuve du Théoréme 1).

Etude de linvariant MT,(T)

Lemme 1.11. Soit f : [0,1] — R une application absolument continue telle
que f(0) = f(1) et fol F(t)dt = 0. I existe alors un ensemble non dénombrable
de B, B € [0,1], tels que I’équation fonctionnelle

F((e +8) = f(z) = ha((z +a) —ha(e), 0<a <1,
ait une solution hg : [0,1] — R continue.

Preuve. Prolongeons f sur R en une application continue périodique de période
1, encore notée f. Choisissons une suite (€m)m>0 de nombres réels £, > 0 telle
que Y o _€m < +00. D’aprés le théoréme 1.1 il existe une sous-suite (gi, )m de
la suite des dénominateurs g, telle que

(1.14) 159 [l < £m-

Soit maintenant (bm )m >0 une suite d’entiers > 0 telle que I'on ait simultanément

(1.15) Y bmem < +00

m=0
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et la série

[e=]
(1.16) > bmgla (mod 1)
m=0
convergente. Notons 3 sa somme. Posons en outre
m-—1
Mo=1 et Apm:=( Z brgy)a, m>1.
k=0
Par construction (Am)m converge vers 8 modulo 1. Les applications f(% sont
continues, f(9(0) = f(9(1) et

b —1 b —1
Ot ) = | 30 FO g+ sqma)| < D 1Sy + 5ma)] < b
s=0 =0
On peut donc définir hg : R — R par
ho(z):= 3 fOm I @+ Am),
m=0

la série étant normalement convergente d’aprés (1.15). Ainsi hg est continue,
périodique de période 1. C’est en fait la restriction de hg & [0,1] qui nous
intéresse. A partir de la définition, on a

f(bmqi,.)(z +Am + ) — f(bmqi,.)(x +Am) = f(2 + Amg1) — F(Z + Am).
Posons maintenant

rn(a) =Y fOmIn)(z 4 An),

m>N
alors
N
h(z +a) = hg(x) = Y (f(z + Am1) = f(z 4+ Am)) +7n(z +a) —rn(2)

= f(z + Ant1) = f(z) +ra(z + @) — ra ().
Mais (An)n converge vers 3 (mod 1) et (ry)n converge uniformément vers 0,
d’ou par passage a la limite

ha(z + ) — hg(z) = f(z + B) — f(z).
Il reste & montrer la possibilité de choisir un ensemble non dénombrable
de f donnés par (1.16). Si la suite des entiers b, est bornée, la série (1.16)
converge puisque ||dmgh,@|| < b /¢’ ,,. Il suffira donc de choisir les g;,, tels que

2¢;, < @pnyq €t les by, dans {0,1} pour que les 8 obtenus par (1.5b) soient tous
distincts. m



COCYCLES ABSOLUMENT CONTINUS 39

Proposition 1.7. Soit ¢ : X — X un cocycle absolument continu. Alors
pour toute rotation irrationnelle T : X — X, I’ensemble MT,(T) n’est pas
dénombrable.

Preuve. Soit n le degré de ¢ et soit 3 : [0,1] — R le relévement de ¢ donné par
(0.9). 1l est absolument continu et ¢(1) — 3(0) = n. Choisissons & € R tel que
Papplication 3; : £ +— 3(z) — (nz + &), = € [0, 1], vérifie fol @1(t)dt = 0. D’apres
le lemme précédent, il existe une infinité non dénombrable de 8 € [0, 1] tels que

¢1((z + B)) — ¢1(z) = hp((z + @) — hp(z)
c’est-a-dire, en passant aux classes modulo 1 :
¢(z + B) — ¢(z) =n-B + fg(z + a) — fs(z)

ou fz est le cocycle défini par fg(t) := hp(t). m






1.4. COCYCLES UNIFORMEMENT LIPSCHITZIENS

Dans cette courte section nous étudions ’ensemble S,(T') lorsque ¢ est
un cocycle uniformément lipschitzien de degré non nul. Nous noterons L(y) la
constante de Lipschitz d’un relévement continu ¢ : R — R de ». Cette constante

ne dépend pas du relévement choisi. Le lemme suivant est une conséquence de
[Fii 1.

Lemme 1.12. Soit ¢ un cocycle uniformément lipschitzien de degré non nul et
soit p(¢) = |d(p)|/4L(p). Alors pour tout entier n > 0 et tout c € X, on a

p({z € X5 |lp™(2) — | 2 p(¢)}) 2 20().

Preuve. Le cocycle o™ est de degré nd(y). Il est aussi uniformément lipschitzien
et L(p™) < nL(p). Etudions simplement le cas n = 1 et posons d := |d(¢)].
Puisque d # 0, le relévement continu (3 est surjectif et pour tout intervalle J de
longueur d il existe u € R tel que J C @[u,u + 1]). Soit alors ¢ € X, t € [0,1]
tels que = c et u € R tel que [¢,t + d] C $([u,u + 1]). Pour tout i = 1,...,d,
il existe au moins une solution u; € [u,u + 1] telle que G(u;) =t +1i—1/2 et de
plus, pour ¢ # j, on a
lu; —uj| > L7 i—j| > L7

Il en résulte que les intervalles I; :=Ju; — 1/4L,u; + 1/4L[, 1 < ¢ < d, sont
disjoints deux & deux modulo 1 et de plus

G(L) Clt+:i—3/4,t+1—1/4],
de sorte que ||o(z) —c|| > 1/4 sur la réunion des intervalles I; modulo 1. Notons
par ailleurs que d < L d’ou, en définitive,
iz € X; llp(e) — ol| 2 d/4L} > d/2L.
Dans le cas général, notons que |d(¢(™)|/L(¢™) > d/L, d’ott l'inégalité du
lemme d’aprés ce qui précede. m

Proposition 1.8. Si ¢ est un cocycle uniformément lipschitzien de degré non
nul, alors S,(T') < 1.

Preuve. Supposons, S,(T') = 1. D’apreés la Remarque 1.3 il existe une sous-suite
d’entiers (ny )y telle que la suite (exp(2mip(™*)(z))), converge en probabilité vers
1, ce qui contredit le lemme précédent. m
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D’apres la Remarque 1.3(iv) on a :

Corollaire 1.5. Si ¢ est un cocycle uniformément Lipschitzien de degré non

nul, alors il n’est pas rigide. m



1.5. COCYCLES EN ESCALIER

Cocycles a—discontinus

Soientt ¢ € R et A C X. Notons ¢1 4 le cocycle égal a ¢ sur A et & 0 sur le
complémentaire. Remarquons que pour t et ¢’ dans R on a ¢t + ¢t = ¢t £ t').
Définissons maintenant le cocycle L. : X — X par

L(t):=¢{t), (t€R).

Un calcul direct montre que pour tout u, v dans [0,1], on a (en indentifiant X

a[0,1]):
(1.17) i, o((2) — cp([u,v]) = Le(z — v) = Le(z — u).

Soit ¢ : X — X un cocycle en escalier. Rappelons que nous supposons
toujours ¢ continu & droite. Pour tout ¢ € X nous noterons ¢(o_) la limite &
gauche en 0 =3, 1.¢.,

@(o-) = limp(t) si 0>0 et p(0-):= thrr% (%)
t<e

Notons que ¢ est alors déterminé, & une constante additive prés, par Pensemble
de ses points de sauts

D) i= {0 € X;54(0) i= () — p(0-) # 0}(= T)

et ’ensemble des valeurs de ses sauts. Si ¢ n’est pas constant, ¥ contient au
moins 2 points et dans tous les cas

Z sp(0) =0.
- XM
Introduisons sur X(¢) la relation d’équivalence o ~, o' définie par 0 — o’ € Za.

Nous dirons que ¢ est a—discontinu si les classes d’équivalence modulo ~, se

réduisent toutes & un seul élément ( étant supposé non constant).

Lemme 1.13. 5i Z(¢) — B(p) C Za (i.e., tous les éléments de ¥ sont
équivalents entre eux modulo ~, ), alors ¢ est a—cohomologue a une constante.

Preuve. D’aprés (1.17), si v — u = %« alors les cocycles &1y, [ sont a—cohomo-
logues & une constante. Par simple addition, il en est de méme si v — u € Za et
le cas général en résulte par combinaison linéaire. =
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Lemme 1.14. Soit ¢ : X — X un cocycle en escalier.
(i) Si pour tout o € (), on a (dans X)
Z sp(1) =0,
Tr~a O
alors ¢ est a—cohomologue a une constante.
(ii) Si (1) n’est pas vérifié, alors ¢ est a—cohomologue a un cocycle en escalier
a—discontinu.

Preuve. Le cocycle ¢ peut s’écrire sous la forme

Y= 99(0—) - Z S‘P(T)l[a,r[a (U € E)
TEX
r#o

En effet, le membre de droite dans cette égalité représente un cocycle continu
a droite, prend la valeur ¢(g) en o (car ), 5 $o(t) = 0) et possede les mémes
points de discontinuité que ¢, avec les mémes sauts correspondants. Soit ¢ € T;
la somme partielle
(1.18) Yo =¢(0-) = D 86(7)jor
définit un cocycle a—cohomologue & une constante (Lemme 1.13). De plus 9, a
les mémes sauts que ¢ en 7 si 7 ~4 0 et T # 0. Le saut en o est égal a

spa(@) == D sy(r)-

reae

Choisissons dans ¥ un ensemble complet {oi,...,0x} de représentants des
classes d’équivalence modulo ~, . Alors le cocycle

&
@Yo = Z wo‘j
j=1

est a—cohomologue & une constante et ¢ — g fait un saut en o; de Z so(T).
T~ O

Cela démontre simultanément (i) et (ii). m
Remarque 1.8. Si la condition (i) est satisfaite, d’apres (1.17) et (1.18) ;> est
a—cohomologue a la constante

Y wlo)ul,)

c€EX
en considérant ¢ comme une application & valeurs dans [0,1[(C R) et ou
I, := ¢~ 1(p(0)). Cette constante est en fait l'intégrale fol o(t)dt.
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Cocycles a—séparés

Classiquement, 1’étude de 'ergodicité de T, dans le cas des cocycles en
escalier ¢ met en jeu les propriétés diophantiennes de la rotation T':  — z +a,
distinguant les a & quotients partiels bornés de ceux qui ne le sont pas (voir,
par exemple, [Me], [Ve]). Nous n’échapperons pas a cette dualité.

Notons pour simplifier z* la classe de £ € X modulo le sous-groupe Za.
Soit F' une partie finie de X ayant au moins deux éléments dans des classes
distinctes modulo Za. Pour tout entier n > 1 et tout réel ¢ > 0 posons

mup(F) := ¢, min { min Hu—v+k~a|[} ,

:;';Ev"_' 0<k<gn
M(F,c):={n>1; mu(F) > c} et  E(F):=limsupm,(F).
v—+oo

La partie F sera dite a—séparée si R(F') > 0. Elle sera dite bien a—séparée, s’il
existe ¢ > 0 tel que ’ensemble M(F, c) soit a lacunes bornées (i.e., il existe un
intervalle I de N tel que pour tout entier n, on ait M(F,c) N (I +n) # 0).

Proposition 1.9. Supposons a a quotients partiels bornés.

(i) Pour toute partie bien a.—séparée F, il existe co > 0 tel que m,(F) > ¢
pour tout entier n > 0.

(ii) Si F est une partie formée de points rationnels dans X, alors F' est bien
a—séparée.

(iii) Soient u, v deux éléments distincts dans X tels que u — v € Za. Alors
la paire {u,v} est a—séparée.

Preuve. (i) Choisissons ¢ > 0 tel que M(F, c) soit & lacunes bornées. Il existe un
entier L > 0 tel que pour tout n € N, on ait |n,n + L] M(F,c) # 0. Fixons
u et v dans F tels que u* # v*. Pour m € M(F,c), notons k,, 'entier tel que
0<km<qmet

em =min{|jlu —v+kal|l; 0 <k < gn}=|lu—v+kyal
Par définition, gmem > c et pour m' €lm,m + L]\ M(F,¢), m» <n<m',ona

CS gmEm S qmi€n S Im+l

Qnen-
m
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Si les quotients partiels de o sont bornés par B, alors gm+r < (B + 1)t¢m ce
qui démontre (i) avec ¢ = ¢/(B +1)%.

(ii) Soit d le dénominateur commun de F' (i.e., d est le plus petit entier > 0
tel que d-v = 0 pour tout v € F'), soit u et v distincts dans F' et soit k un entier

positif. On a
k kp,
llu—v+kaf] > [lu—v+ %n - nqi — kal|

et pour n tel que pged{d, ¢,} = d» # d, on obtient

dn k
u—v+kall>-—-— .
” “ dQn dnqdn+1

Soit maintenant u,, v, dans F et 0 < k, < ¢n, tels que m,(F) = gu||lun — vn +
kn-a||. D’apres ce qui précede, si d ne divise pas g,, on a
1 kn

(%) mu(F) > i o

Par hypothése sur a, il existe A > 1 et 0 < a < 1 tels que gn41 < Agn et

@ < @n||gn-a|| pour tout entier n > 0. Choisissons des entiers ¢, § et un nombre
réel ¢ > 0 tels que

a

—-1> 5> < -
t—1>26, 2°>2d, c‘2d(1+A“’)

et posons wy, 1= Up — Uy, €n := ||un — vn + kn-a||. Puisque w, ne prend qu’au
plus d valeurs, pour tout entier L il existe deux entiers r et s tels que l'on ait

simultanément :
L<r<s<L+td, s—-r>t, w,=ws.

Supposons m,(F) < ¢ pour tous les entiers n = L+ 1,..., L + td. Si k, # k;,
alors

llgs-cll < ||(ks — kr)al| S er + €5
d’o
a < gs€s + (grer)gs/ar < (14 A)
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ce qui contredit le choix de c¢. Nous avons donc &k, = kg et aussi &, = £,47 =
«++ = g, ce qui donne finalement w; = w, et kj = k, pour 3 =r,r +1,...,s.
Puisque ¢, et gs—1 sont premiers entre eux, l'un de ces entiers n’est pas divisible
par d et la minoration (%) pour n = s oun = s — 1 donne

_ i
9s

m,(F) >

.l

Mais les relations de récurrence entre les g, fournissent 2¢, < @¢,4+2 d’ol

qr/qs < 2% < 1/2d, par suite m,(F) > 1/2d, en contradiction avec le choix de
1% s

c. L’ensemble M (F,c) est donc & lacunes bornées.

(iii) Dans le cas contraire, il existe une suite d’entiers (k,)n telle que |k, | < ¢y
et lim, gn||lu — v — ky-al| = 0. Posons g, = gnllu — v — ky-all. La suite (kp),
ne peut pas étre stationnaire pour n grand, sinon (u — v) € Za. On a donc

kj # kj41 pour une infinité d’entiers j et dans ce cas
95+1
gi+1ll(kjrr = kj)all < pjar + Jq—_w
j
avec 0 < |kj41 — kj| < gj41 + qj < gj42. De (1.2) on déduit

gi+1ll(kjp1 — kj)-ell 2 gj41llgj+1]|

d’ou une contradiction en prenant j suffisamment grand. m

Un cocycle en escalier ¢ : X — X sera dit a—séparé (resp. bien a—séparé)
si ensemble E(p) de ses points de discontinuité forme une partie a—séparée
(resp. bien a—séparée). Remarquons que d’aprés le Lemme 1.14, ¢ peut étre

o—séparé et cohomologue a une constante.

Théoréme 1.4. Soit ¢ : X — X un cocycle en escalier a—séparé et

a—discontinu. Alors I’équation fonctionnelle

(1.19a) p(z) = flz +a) - f(z)

n’a pas de solution mesurable f : X — X. De maniére plus précise, il existe
deux constantes réelles €9 > 0 et 19 > 0 ne dépendant que de a ct de o telles

qu’il existe une infinité d’entiers n vérifiant

(1.19b) p({z € X, [lp')(z) = ¢|| 2 €0}) = o
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pour tout ¢ € X.
De plus, si a est a quotients partiels bornés et ¢ bien a—séparé, alors

(1.19¢) p({z € X, [|lp™(e) = cl] = €0}) 2 1m0

pour tout entier m > 0.

Preuve. Par hypothése sur ¢, on a TU(Z+m-a) = @ pour tout entier m non nul
(avec T = Z(p)). Posons A := ¥ — . L’ensemble des points de discontinuité
de ™) m € N, est égal & Uo<k<m(Z — k-@). Soit é(m) la plus petite distance
entre les différents points de discontinuité de (™) et posons pour simplifier
bn := 8(gn). Alors 8, = ||dp + rn-al| avec d,, € A, v, € Z, |ry] < gn. Puisque
¥ contient au moins deux points, on a §, < 1/2¢, de sorte que d,, # 0. En
effet, dans le cas ou d, = 0, on a ||rp-al| < 1/2¢, avec |r,| < gn, donc
lIrn-all 2 |lgn-1-e|] par (1.2). Mais gn|lgn—1-@|] > 1/2 d’aprés (1.3) ce qui
contredit ¢né, < 1/2. Maintenant de d, # 0 on en déduit m,(X) < gndn, d’ott
P’existence d’une constante c telle que

(1.20) 0 < c< qnbn

pour une infinité d’entiers n.

Soit ¢ € X, € > 0 et posons A(,m)(c) = {z € X; ||pU™(z) — || > ¢} Les
cocycles ¢ et (™ admettant les méme sauts, choisissons gg égal a la moitié
de la plus petite des valeurs ||s|| correspondant aux différents sauts s de ¢.
En tout point de discontinuité o de (™), envisageons les deux arcs qui ont o
comme extrémité commune et sur lesquels (™) est constante. L’un d’eux est
alors contenu dans ’ensemble Ag:,")(c), d’ou

(1.21) HA() 2 5mé(m)

Les inégalités (1.20) et (1.21) assurent (1.19b) en prenant 1y = ¢/2. Il est
maintenant clair que d’aprés (0.6), ’équation (1.19a) n’a pas de solution
mesurable.

Supposons a a quotients partiels bornés et ¢ bien a—séparé. Alors d’apres
la proposition 1.9(i), (1.20) est vérifié pour tout n. Soit B un entier tel que
Bgn 2 gn+1 pour tout n. A chaque entier m > 1, associons l'entier n tel que

gn < m < gnt1, alors m&(m) > ¢néns1 = B qn416n41 > ¢/B. D’ott (1.19¢)
avec maintenant 7y = ¢/2B. w
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Corollaire 1.6. Soit ¢ : X — X(= [0,1]) un cocycle en escalier a—séparé.
Alors ¢ est un a—quasi-cobord, cohomologue a la constante c, si et seulement
si

(Vo € 2(p); Xorm, o 56(T) =0,

(i) c - [} p(t)dt € Za. .

Corollaire 1.7. Soient o un nombre irrationnel i quotients partiels bornés, T
la rotation sur le tore correspondante et ¢ un cocycle en escalier a—discontinu

et bien a—séparé. Alors S,(T) < 1. En particulier, T, n’est pas rigide.

Preuve. Il suffit d’appliquer la deuxiéme partie du Théoréme 1.4 et la Remar-
que 1.3(iv). m

Proposition 1.10. Soient a un nombre irrationnel a quotients partiels bornés,
T : X — X la rotation z — z+ a et ¢ : X — X un cocycle en
escalier a—discontinu, bien a—séparé. Alors I'invariant MT ,(T') est un groupe
contenant aZ et il existe un entierrg, 1 < ro < card(X()), tel quero MT (T) C
Za. En fait, si un cocycle

Y= mpe.S — k- + d,

tel que E(k-p) = X(p) (avecd € X, m et k entiers non nuls et S : z — z+ 3 une
rotation du tore) est un a—cobord, alors k™ = m" ot r est I'ordre de 8 modulo
Za avec r < card(X(p)).

Preuve. Notons A un majorant des quotients partiels de a et £ = E(¢).
D’apreés la proposition (1.9)(i), il existe ¢ > 0 tel que m,(X(p)) > c et il
est loisible de choisir ¢ tel que ¢ < gn|lgn-a|| pour tout n. Supposons que
¥ soit un T'—cobord (le cas ot B € MT ,(T') correspond & m = 1). Posons
Un = fol [|%9")(2)||dz; par hypotheése lim, u, = 0. Notons ¢, := c/4(4 + 1)%q,
et soit D, I'ensemble des points de discontinuité de %(9) qui sont extrémités
communes de deux intervalles de longueur > t,, sur lesquels 1(9) est constante

(les autres extrémités de ces intervalles étant aussi des points de saut de (9n)).

Si eo == 3 min{|[¢(z) — ¥(v)Il; ¥(z) # ¥(), (z,y) € X*},ona

€otncard(Dy) < pin.
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En d’autres termes, card(D,) € o(gn). Soient u et v dans ¥ tels que u =
v—fB+ba,beZ(si € Za,alorsu=v). Siksy(u)# msy(v), alors les
points uj :=u—j-a =v—fB—(j—b)a, pour les j tels que 0 < 7,7 —b < ¢, sont
des points de discontinuité de %(97). Si w; est le point de discontinuité de (s
le plus proche d’un tel uj, alors ||u; — wj|| s’écrit sous la forme ||o — o' + h-a|
avec 0, o' dans T et |h| < gn + |b]. Pour n assez grand tel que |b| < g,—2, on
obtient ¢ < gn41]|u; — wjl|, ce qui donne

5_06(911
2

Hn 2 _|b|) ZC€o2qn_l 2660/2(A+1)2,

dn+1 In+1

en contradiction avec lim,, p#, = 0. Nous avons donc pour u et v dans & :
U~ v — 2> ks,(u) =ms,(v)

et dans ces conditions le nombre de points de discontinuité de (") provenant
de u ou v — 3 reste borné.

Notons par ailleurs que la relation u ~, v—p8 est biunivoque de son ensemble
de définition (C X) vers £ — . Soit y(u) le point v € T (sil existe) tel que
u ~q v — 3. Notre objectif est de montrer que « est en fait une permutation de
Y. Soit ¥y Pensemble de définition de . Faisons ’hypothése £y # . Le nombre
M, de points de discontinuité de (97) vérifie, d’apres ce qui précede

M, = 2card(Z \ £y)gn + 0(qn)-

Considérons maintenant la famille F,, des intervalles sur lesquels ©:(9) est
constante et dont les extémités sont des point de discontinuité de (). Soit P,
(resp. Gn) la famille des intervalles dans F,, de longueur < t,, (resp. > t,) Par
choix de ¢, les longueurs des intervalles dans P,, sont de la forme |[u—v+3+k,al|,
avec u et v dans ¥ et 0 < k, < ¢n. Notons I un tel intervalle et J un
intervalle de la famille F,,, contigu & I. Si J est aussi de longueur < t,, alors
les extémités de l'intervalle union K := I U J sont, soit toutes les deux dans
L + Za, soit toutes les deux dans £ — 4+ Za. Il en résulte que la longueur ¢
de K est de la forme |la — b+ £,-a|| avec a et b dans £ et 0 < £, < ¢,. Alors
£ > ¢/qn, ce qui est contraire & I’hypothése faite sur J qui se trouve donc de
longueur > t,(= c¢/4(A + 1)2¢n). Ainsi tout intervalle I de la famille P, est

contigu a chacune de ses extrémités avec des intervalles de la famille G,. Soit
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P,, Pensemble des intervalles I de P, d’extrémités u — i-a et v — 3 — j-a tels

que ksg(u) # msy,(v). Alors || (2)|| > €0/2 sur 'un des deux intervalles de
Gn contigus & I, d’ou

1
/ ||1/)(7")(:r,)||dx > %sotncard('P,',),
0

ce qui montre que card(P},) = o(gn).

Désignons par N, le nombre d’intervalles I de G,, dont les deux intervalles
(de la famille F,) contigus & I appartiennent a P,. Rappelons que card(D,) €
o(gn) d’ot
N, = card(Pn \ P.,) + o(gn).

Soit 0 € ¥\ £y. D’apres ce qui précéde, pour n assez grand, il existe un entier
J, 0 £ j < gn (et en fait il en existe O(gn)), tel que o — j-a soit une extémité
d’un intervalle de la famille P, \ P},. Cela signifie qu’il existe o' € (£ \ 7(Zy))

et un entier k,(o,0') € Z, tels que

ks,(0) = msy(0'), 0 < |ka(0,0")| < gn, €t |lo — o' + B+ kn(o,0')a|| < ta.
Fixons o, alors o' est déterminé de maniére univoque car si |jo — o + 8 +
kn(o,0")al| < tn, avec o' # ", comme |kn(0,0') — kn(0,0")| < gni1 et
o' —o" ¢ Z-o, on obtient

¢ < gnt1llo’ — " + (kn(o,0') — kn(0,0"))-al| £ 2tngnt1 < ¢/2,

contradiction. L’entier k,, := k,(o, ') est lui aussi déterminé de maniére unique,
n n b

car s'il en existe un autre, noté ki, (et toujours 0 < |k,| < g) alors

¢ < gnt1llgn+1-l] < gnia[[(kn — k7 )-0l] < 2gniatn < /2,
nouvelle contradiction. Passons maintenant & n + 1 et supposons, avec des

notations évidentes, que |lo — 0* + B + kny1-a|| < tay1. Alors si o' # o*,
on obtient la contradiction

¢ < gnt2llo’ = 0% + (kn — knt1)al] < gni2(tn +tnta) < ¢/2.
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On a donc o' = o* et cette fois-ci les majorations précédentes deviennent, si
kn 7’—' kn+1 :

¢ < gnt1llgnr-al] < gnia[i(kn = kng1)-all < gny1(tn + tnia) < ¢/2.

Ainsi pour ¢ € (£ \ Z) il existe un unique ¢’ € (X \ 7(Zg)) et un unique entier
k(o) tel que pour n assez grand, ||o — o' + 8 + k(o)-a|| < t,. Cela implique
o0 =o'~ B+ k(c)a et contredit o ¢ Zy. En d’autres termes, & = T.

Il en résulte que E(m-¢) = Z(¢) et la correspondance v : ¢ — ¢’ définie
par o ~, o' — f réalise une permutation de X. De plus sy(c) + sy(c’ — 3) = 0,
c’est-a-dire, ks,(g) = ms,(y(o)). Pour tout o € L, il existe donc un plus petit
entiere, = €,1 < e < card(X) tel que 0 ~o o0—e-f,donce B € Za et v4(o) = 0.
Mais alors e, est exactement égal a l’ordre r de § modulo Za.

De méme que ksy(0) = msy(y(0)), on a k2s,(c) = mks,(v(o)) =
m2s,(7v}(c)) et plus généralement kés,(0) = mis,(y'(0)) pour tout £ > 0.
En particulier, pour £ = r on obtient m" = k".

Montrons que MT,(T) est un groupe. D’aprés ce qui précede, pour
tout B dans MT ,(T) il existe d € X et ¢ = %1 tels que le cocycle z
o(z 4+ B) + ep(z) — d soit un T—cobord. Il en résulte que —3 est aussi dans
MT ,(T). Pour terminer notons que le groupe quotient I' := MT ,(T)/Za est
abélien et fini. Il existe donc un élément dont 'ordre ry est le plus grand commun
multiple de tous les ordres des éléments de I'. C’est 'entier cherché. m

Remarque 1.10. La démonstration précédente montre que M7 ,(T) est un sous-
groupe du groupe des 3 tels que I{p) + 8 C Z(p) + Za, les éléments 3 de
MT ,(T) étant caractérisés par les conditions

sp(0) £ 5,0y =0

qui doivent &tre satisfaites pour tous les éléments o et o' dans T(¢) tels que
o ~o ¢ — B. La structure générale de MT ,(T) peut étre précisée. Il est
cyclique ou de rang 2 (en tant que Z—module). En d’autres termes il existe
a® = (a + kg)/rq tel que

MT (T) = Za"

ou MT ,(T)=2Zda* & Zr—lu ou MT ,(T)=2Za" @ Zri0 (d divise rg).

De tels exemples avec ro = 2 sont donnés dans [Le-Li].
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Corollaire 1.8. Soit o un nombre irrationnel a quotients partiels bornés
définissant la rotation T sur X et soit ¢ un cocycle en escalier a—discontinu bien
a—séparé. Si ¢ admet un saut irrationnel, alors ¢ est faiblement mélangeant et
deux facteurs naturels distincts Tp., et Tx.,, (m, k entiers tels que |m| # |k|)
ne sont pas isomorphes. En particulier, T, est coalescent.

Preuve. De ’hypothése sur les sauts de ¢, on déduit qu’aucun des cocycles k-,
k € Z, k #0, n’est un quasi-cobord pour T. Donc ¢ est faiblement mélangeant
d’apres (0.8). Supposons maintenant que pour une rotation S : z — z + 8 du
tore et les entiers m, k, le cocycle m-poS — k- soit un T—cobord. Alors, d’aprés
la Proposition 1.10 on a |m| = |k| et les cocycles m-@, k- sont équivalents. m

Rotations d’angle a & quotients partiels non bornés

Théoréme 1.5. Soit T : £ — z + a une rotation sur X telle que a soit a
quotients partiels non bornés et soit ¢ un cocycle en escalier. Il existe une
suite croissante d’entiers (b,), et une sous-suite (qx, ). de dénominateurs des
convergents de a telles que

(1) limp—oo ||bngx, || = 0,
(ii) lim ‘/ exp(2wi¢(b"q‘"))du| =1
n—oo X
En particulier S,(T) = 1 et le type spectral maximal de T, est une mesure de

Dirichlet.

Preuve. Soit ¢ : R — R un-relévement périodique de ¢. D’aprés le Lemme 1.3
et le Lemme 1.6, pour tout z, y € [0,1] on a

[59)(@) = p(w)] < 4V

ol V est la variation de ¢ sur [0,1]. Montrons qu'’il existe une partie finie F' de

X (formée de combinaisons linéaires finies sur Z de sauts de ) telle que
(1.22) Ve,y € X, ¢U(z) - (y) e F

En effet, il suffit de vérifier notre assertion lorsque ¢ := €1; pour un arc I et
¢ € R. Le résultat général s’en déduisant par combinaison linéaire. Choisissons ¢
de sauts +c. Dans ce cas, on a simplement () (z)—3")(y) € [-4V, +4V]|NZc
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(z € [0,1)) d’oir (1.22) avec pour F les classes modulo 1 des éléments de
[—4V,+4V] N Ze.

Soit € > 0. D’aprés la théoréme de Kronecker [Kr] il existe un entier b non
nul tel que

< .
max l1bv]| < e/4n

Joint & (1.22), ceci entraine

l/ exp27rib<p("")dp| >1-—¢/2.
X
Notons maintenant que

9,(bqn)($)= E cp(q")(z+kq,,a)
0<k<b

= Y (¢ (a + kgna) — 1) (2)) + b ().

0<k<b
Mais
/x llo(z + kgna) — (z)|u(dz) < 2C][kgnal

ou C est le nombre des points de discontinuité de ¢. On en déduit donc, dans
le cas de p(dn)

J 161~ bptelidu <26 3 anllkanall <2011 3
X 0<k<b 0<k<b

< CH218,|.

Utilisons maintenant ’hypothése sur o. Il existe une infinité d’entiers n tels que
Cb?|0,,| < €/4m. Pour ces entiers, on a

]/exp27ri<p(bq")dy| = |/(exp27ribnp(""))(exp27ri(<,9(bq")—bcp(q")))dy‘

X X

> ]/exp?ﬂibnp("’")dﬂ — I/CXP 27rib(P(qn)(1 —expZWi(n,o(bq")—bnp(q")))du]
X X

>1-¢/2- / |1 — exp 2mi(b9n) — bo(an))|dp
b

>1—e.

La construction de suites (b, )n et (g, )n vérifiant (i) et (ii) est donc possible. m
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Corollaire 1.9. Soient a & quotients partiels non bornés et ¢ un cocycle en
escalier. Alors pour tout cocycle v uniformément lipschitzien de degré non nul,
le cocycle ¢ + 1) est faiblement mélangeant et n’est ni cohomologue a un cocycle

en escalier ni cohomologue & un cocycle absolument continu de degré 0.

Preuve. D’apres la Proposition 1.5 et le Théoreme 1.5, les cocycles k(¢ + ),
k € Z, k # 0, ne sont jamais cohomologues & un cocycle en escalier (notamment
a une constante). En particulier ¢ + ¢ est faiblement mélangeant. Supposons
maintenant ¢ + 3 cohomologue & un cocycle 4 absolument continu de degré 0.
11 existe donc un cocycle h tel que ¢ — 4 = hoT — h — 3. La démonstration du
théoréme précédent montre de maniére plus précise que pour tout £ > 0 il existe
un entier b := b(e) non nul tel que

l/ exp2ﬂ'iap(bq")dp‘ >1-¢
X

pour une infinité d’entiers n. Enfin, d’aprés les Propositions 1.3 et 1.8, on a
ShoT—h—y(T) = Sy(T) < 1. Choisissons € = 3(1 — Sy(T)), alors

\/;(exp 2mi () — 'y("q"))dul

> |/exp27rz'<p(bq")dy| - / |1 — exp 2riy) | dy
X X
(1.23) >1—¢—2n||y®9)]|| .
La suite (y(97)),, converge uniformément vers 0 (Théoreme 1.1). Il en est de
méme de la suite (y(%9n)),, puisque 7 = T, ;749" oT*9". On peut donc
choisir ng tel que pour n > ng on ait
[V ®)|e < e/2r.
L’inégalité (1.23) et le choix arbitraire de ¢ donnent donc

| / exp 2mi(heT®1%) — b — p49=))dp| > Sy(T),
X

ce qui est contraire a la définition de Sy,(T). =






DEUXIEME PARTIE

0.2. AUTO-COUPLAGES ET NOUVEAUX INVARIANTS

Nous présentons ici des invariants liés & la structure des auto-couplages
finis et infinis des produits de Anzai. Dans toute la suite, 7 : Y — ) désigne
un automorphisme ergodique sur un espace de Lebesgue Y := (¥,C,v). Soit
n un entier > 1 ou n = oo. Nous noterons Y* = (¥*,C(™) lespace produit
Ro<k<n(¥5C). La ki#me projection (yido<i<n > Yy de Y™ sur Y sera notée pry
et 'on posera Cy, := pr; ' (C). Une mesure de probabilité A sur Y™ est appelée un
auto-couplage d’ordre n (ou encore un n—auto-couplage) de 7 si A est invariante
par la transformation produit 7(®) : Y* — Y*, définie par pri(rMy) = 7(prry),
0 < k < n, et si toutes les marginales A o pr;' sont égales a v. Nous noterons
Ja(7) Pensemble des n—auto-couplages de 7. Par le plongement diagonal de
Y dans Y™ donné par A, : y — (¥i)o<i<n, ¥i = y pour tout 0 < 7 < n, on
peut identifier ¥ au n—auto-couplage voA;'. De méme tout n—auto-couplage,
par plongement diagonal de }® dans Y*", peut se voir comme un kn—auto-
couplage, £k =1,2,...,00.

L’ordre n d’un n—auto-couplage de 7 sera dit essentiel si :

L’inclusion Ck C Vycicn izr Ci modOy (ot Oy := A71(0)) n’est
vérifiée pour aucun entier k, 0 < k < n.

(0.10)

L’ensemble des n—auto-couplages A de 7 pour lesquels (Y, 7(") 1)) est
ergodique sera noté J2(7). L’espace Y sera habituellement un espace de Borel
standard compact (i.e., Y est métrisable compact et v une mesure de probabilité
sur la o—algébre des parties boréliennes). Dans ce cas J,(7), dans le dual

faible de C(Y'™), est faiblement compact, enveloppe convexe fermée de ses points
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extrémaux qui sont exactement les n—autocouplages ergodiques. Il en résulte
(cf. [Ju-Ru}) que pour tout A € J,, il existe une unique mesure de probabilité
A sur J:(7) telle que pour tout borélien B de Y™,

(0.11) \B) = / {(BYA(dL).

%(7)
Nous identifierons & 'occasion A avec le systéme dynamique associé (Y™, 7(™) X).
Toute suite & = (Sk)oc<k<n d’éléments S; dans le commutant C(7) de 7
détermine une mesure vy sur Y" par :

(0.12) ,,E( II Ak):u( N S;‘Ak).

0<k<n 0<k<n

On vérifie facilement que vy, € Jf(7r). Dans le cas ou 7 est une rotation
ergodique sur un groupe compact I', le commutant C(7) correspond au groupe
des translations de ' [Ne 2] et d’aprés [Ju-Ru] (voir aussi [Le-Me]), tous les
n—auto-couplages ergodiques de 7 sont de la forme vy, ou v est ici la mesure
de Haar sur I'. Il en résulte que dans ce cas, les auto-couplages ergodiques sont

tous isomorphes a 7.

Revenons au cas général. Un facteur € de 7 (i.e., une sous-oc—algebre de

C invariante par 7) définit un systéme dynamique quotient 7c : Ve — D,
Ye = (Ye,E,v). Pour tout entier n > 1 ou n = oo, le facteur £ détermine un
(n)

produit fibré Y2 := (Y™, ué") ) ot la mesure v est définie sur les cylindres

C(Aoy. -, Ar) = pro*(Ao)N---Nprit(Ax), 4i €C,0< i <k <n,

par
013 (C(Aoye s A)) = [ B(AlE)- - Bl )i,

E(A||€) désignant ’espérance conditionnelle suivant £ de I'indicatrice 1 4 de A.
En général, z/é") n’est pas ergodique; elle 'est lorsque I'extension J — )¢ est

faiblement mélangeante relativement a 7 (cf. [Fi 2], p. 119 et suivantes).

A Pautomorphisme ergodique 7 de Y = (Y,C,v) associons ’ensemble A(7)
des sous-algebres € de C, invariantes par 7 et telles que pour le facteur 7¢ défini
par &, on ait :
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(0.14) Il existe un auto-couplage \ de 7¢, isomorphe a 7.

En d’autres termes, £ € A(7) si et seulement si, il existe un entier n > 1 ou
n = oo et des facteurs £;, 0 < ¢ < n, tous isomorphes a &, tels que C = V/ ;. &
(mod O,). Remarquons que C est toujours dans A(7).

Pour tout facteur £ dans A(7), définissons :

(0.15) chl(€) :=sup{n > 1; il existe une suite strictement croissante de n
facteursde 7 : € =& C -+ C En—1 CC}.

et

(0.16)  jd(€) :=sup{n > 1; il existe un auto-couplage de 7¢, n—essentiel,
isomorphe a 7}.

Notons que :
jd(€) < sup{chl(€'); 7¢ facteur isomorphe a ¢ }.

Dans le cas oi chl(£’) est fini pour tout facteur 7¢s isomorphe a 7¢, il ne peut
pas exister d’auto-couplage co—essentiel de 7¢ isomorphe a 7.

Définissons maintenant :

chl(7) := sup{chl(£); £ € A(r)}
et

jd(7) :=sup{jd(€); € € A(7)}.

Ce sont des invariants d’isomorphie et 'on a jd(7) < chl(r). Lorsque 7 est
a spectre simple, chaque facteur étant canonique (cf. [Ne 2]), ’ensemble A(T)
se réduit & {C} de sorte que jd(v) = chl(r) = 1. C’est le cas des rotations
ergodiques. Lorsque 7 est non coalescent, alors chl(7) = +o00, mais nous ne

savons pas quelles valeurs peut prendre jd(7).






2.1. AUTOMORPHISMES TOTALEMENT COALESCENTS

Définition et ezemples

Un automorphisme ergodique 7 sera dit totalement coalescent si tout auto-
couplage A de J&(7) définit un systéme dynamique coalescent. C’est le cas
des rotations ergodiques. Notons que si 7 est totalement coalescent, alors tout
n—auto-couplage ergodique de 7 est coalescent. Nous verrons que la réciproque
est fausse.

Théoréme 2.1. Soit 7 : (I',B,u) — (T',B, ) une rotation ergodique sur un
groupe monothétique compact T et soit G un groupe abélien métrisable compact.
Soit ¢ : I' = G un G—cocycle faiblement mélangeant pour lequel

(2.1) Pour tout S € C(7), le G—cocycle poS — ¢ est un T—quasi-cobord.

Alors T, est totalement coalescent.

Preuve. Remarquons tout d’abord que pour S € C(7) et cs, c's dans G tels que
les G—cocycles

poSg—p—cs et poSg—p—cg

soient des T—cobords, alors pour tout caractére n de G, on a n(cs)/n(cs) € Sp(7)
puisque ¢ est faiblement mélangeant. Choisissons A dans J£ (7,); nous devons
montrer que X est coalescent. La marginale de A dans J&(7) est de la forme
(0.12), soit ici py avec ¥ := (Si)ixo, Si € C(7). Considérons le G*—cocycle
Y = (poSi)ixo et le groupe H; des caractéres x de G tels que ot soit un
7—cobord. Notons G ’annihilateur de Hj; c’est un sous-groupe compact de
G*°, de mesure de Haar notée y;.

D’aprés [Le-Me], il existe un G™—cocycle f : I' = G tel que le cocycle
(22) 1=+ for — f
soit a valeurs dans G, et le produit croisé 7y, sur (I'xGy, u®puy) soit isomorphe

a

(7)) (TxG)*®, ) = ((TxG)*, ).
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Nous sommes ainsi ramenés a étudier la coalescence de 7y, . Soit D la diagonale
de G*. Montrons que pour tout caractére x de G* on a :

(2.3) Si xotp est un T—quasi-cobord, alors D C Ker x.

En effet, x s’écrit sous la forme d’un produit fini

X= H neolle,

LeL

oung € G et I, : G*® — G désigne la £:¥™¢ projection. Si yotp est 7—cohomo-
logue a une constante ¢, c’est-a-dire si [],cy ne(w0Se) est T—cohomologue a ¢,
alors d’apres (2.1) le cocycle (HleL Ne)op est T—cohomologue & la constante
¢ Tleer me(—cs,) - Le cocycle ¢ étant faiblement mélangeant, nécessairement
ITecr me =1 et par suite D C Ker x, ce qui démontre (2.3).

Soit maintenant Uy, : (z,y) + (U(z),g9(z) + v(y)) un élément de C(Ty,),
avec U € C(7), v un épimorphisme continu de G; et g un G;—cocycle défini sur
G, tels que :

(24) ¢10U - ’vo’{/}l = goT — ¢.

En projetant sur G par II; les égalités (2.2) et (2.4), on obtient que les
deux G—cocycles @oSk<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>