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Spectre de V'opérateur de Schrodinger magnétique avec symétrie d’ordre six

Philippe Kerdelhué

Résumé. On étudie I’équation de Schrodinger semi-classique en dimension
deux, en présence d’un champ magnétique et d’'un potentiel périodique et
possédant une symétrie de rotation d’ordre six. On traite les cas dits trian-
gulaires et hexagonaux qui sont ceux ou le potentiel atteint son minimum
une ou deux fois par cellule de périodicité.

On montre que la partie inférieure du spectre de ces opérateurs est
le spectre d’opérateurs pseudo-différentiels & symboles périodiques dans les
deux variables, qui peuvent dans certains cas favorables étre étudiés comme
les opérateurs de Schrodinger.

Abstract. We study the two dimensional semi-classical Schrédinger equa-
tion, with periodic magnetic field and potential in the presence of a sixfold
rotational symmetry. We treat the so called triangular and hexagonal cases,
which are those when the potential reaches its minimum once or twice per
periodicity cell.

We show that the lower part of the Spectrum of these operators co-
incide with the Spectra of pseudodifferential operators which symbols are
periodic in the two variables, that, in the best cases, can be studed like the
Schrédinger operators.
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0. INTRODUCTION

Ce travail est une étude semi-classique du spectre des opérateurs de
Weyl i = cosz + cos (55- + hD) + (55- - hD) agissant sur L*(R; C) par

2

0 1+ ei:c + eiIID
qn = . .
14 e 4 e~ hD 0

agissant sur L? (R; C?) par :

ar(u(z) = cos zu(z) + cos (— +2) ule +) + co (3- B ute -1

et

an (u1,u2) (2) = ((1+ €') ua(z) + uz(z + h), (1 + e7%) us(z) + wa(z — h)).

Ces opérateurs s’introduisent notamment lors de I’étude de 1’équation
de Schrédinger en dimension 2, en présence d’un potentiel périodique possé-
dant une symétrie de rotation d’ordre 6 et d’un petit champ magnétique
constant.

Plusieurs études de ces opérateurs ont été faites.

Claro et Wannier [Cl-Wa] ont construit un analogue du fameux papillon
de Hofstadter pour 'opérateur gy, tragant le spectre de g en fonction de A
lorsque -2—'%; est rationnel & dénominateur assez petit. On sait que le spectre
de qz=p pour p et ¢ entiers et premiers entre eux est formé de g bandes

(intervalles de R) qui peuvent se toucher mais pas se chevaucher. Le dessin
obtenu par Claro et Wannier présente des trous dans lesquels ces auteurs
étudient la densité d’états.

Récemment une prébublication de Bellissard, Kreft et Seiler [BKS]
donne une étude semi-classique du spectre d’un opérateur légerement diffé-
rent de g, pour 5"; proche d’un rationnel. Ces auteurs étudient le spectre
de leur opérateur prés des extrémités des bandes simples de celui correspon-
dant A = —Z-'ET.

Dans un article [Wi-Au] proche de mon travail, Wilkinson et Austin
étudient un opérateur un peu plus général. Leur approche, qui n’est pas
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entierement rigoureuse mathématiquement, consiste & considérer des “puits
micro-locaux” dans I’espace cotangent T*R, interagissant par effet tunnel
comme les puits de potentiel pour I’équation de Schrodinger. Ils indiquent
comment ’analyse de ces interactions permet de ramener 1’étude de cer-
taines parties du spectre a celle d’un opérateur proche de celui dont on est
parti, avec une nouvelle constante de Planck, et pensent qu’on peut obtenir
la structure compléte du spectre en réitérant indéfiniment cette procédure,
ce qui est possible si 2% admet un développement en fraction continue con-
venable.

Dans mon travail certains résultats pressentis par ces auteurs sont
démontrés rigoureusement. Ceci a été possible grice aux techniques et
aux théorémes obtenus par Helffer et Sjéstrand dans une série d’articles
sur ’équation de Harper [He-Sjls5,6 et aux techniques qu’ils y ont intro-
duites. Ces auteurs se sont intéressés a 'opérateur cosz + cos hD, d’abord
dans la partie du spectre ot les courbes d’énergie sont connexes ([He-Sjls),
puis dans les zones de “branchement” ([He-Sj]s). Dans le premier cas, suiv-
ant intuition de Wilkinson, ils étudient une matrice d’interaction entre
les puits, dont il peuvent majorer les coefficients par des estimations de
décroissance exponentielle des fonctions propres. Ils se raménent ainsi a
un opérateur pseudo-différentiel, avec une nouvelle constante de Planck.
Cette opération a requ le nom de renormalisation. Ils arrivent également a
obtenir des minorations de certains coefficients de la matrice d’interaction
par des constructions BKW et montrent ainsi que 'opérateur renormalisé
est proche de 'opérateur de Harper, et a conservé ses symétries. L’opérateur
renormalisé peut alors étre étudié de la méme fagon. A chaque étape de la
renormalisation, les zones de branchement ont été laissées de coté et font
lobjet d’un étude spéciale ([He-Sjl).

J’ai adapté cette méthode aux deux opérateurs que j’étudie, en laissant
de c6té les zones de branchement, soit un ou deux intervalles suivant qu’on
étudie I'opérateur scalaire ou le systéme. Pour chacun des deux opérateurs,
la renormalisation conduit & chacun des deux, suivant la zone du spectre
que l'on étudie. L’innovation principale de mon travail consiste en ceci :
dans 1’étude des zones du spectre qui conduisent aprés renormalization a
I’opérateur scalaire, les constructions BKW n’existent plus au deld d’un
point oti la phase est singuliére. On a alors besoin de déplacer le probléeme
dans le complexe et d’étudier I’opérateur sur une droite R 4 di, avec d > 0
petit.

On obtient ainsi :
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Théoréme 1. Soit g9 > 0. Alors il eziste deuz constantes Cp et co telles

: ko , . 3 h __ 1
que 8t 3= admet le développement en fraction continue 3= = pre

2t
avec q; € Z,|qj| > Ch, on a : le plus petit intervalle fermé qui contient

Sp(gr) est  de la  forme [—-g- +0 (]?11—[) ,34+0 (]ql_l[>] ,

Sp(qn) C (UISJ'SM Jj) Ul u (U15k5N2 Kk) ou Iy, les J; et les Ky
sont des intervalles fermés de longueur non nulle, avec 05,,0J;,0K) C
Sp(qn),Jj < Jjs1 < Iy < K < Kiy1. Ces intervalles sont séparés d’au

moins I%?T’ Iy est de longueur 2¢9+ O (TQL[)' contenant —1 4 une distance
1

o (qu‘-[) de son centre. Les bandes J; et Ky sont de largeur e—ﬁﬁ et
1
b(k
e_ﬁﬁ avec ¢g < aj) < —%— et cg < b(k) < '515'

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(Q4) est de la forme
[-3+o (—1—) avo (],
lga lqa

ss@)c| U Ee|uinu|l U Ji|unu| U K,
M;<k<—-1 1<j< M, 1<k<Mj3

ot I_q,I; les j; et les Ky, sont des intervalles fermés de longueur non nulle,
avec

8I41,07;,0Kx C Sp(Qn), Kry—1
<I?k1 <I_4 <‘fj<-7j+1 <L <f\;k2 <I?k2+1

pour ky < —1 et ky > 1.
Ces intervalles sont séparés d’au moins r;—“-[, Iy est de longueur 2¢q +
1

S

1 , contenant £1 4 une distance O 1) de son centre. Les bandes
Tar Tar

t

~ 8 1 —.b k .
i et Ky sont de largeur e—ﬁ(ﬁ ete Ti‘ﬁ avec ¢g < aj) < Cl—o etco < b(k) <

gl*“s

Il existe une fonction affine £y qui transforme K en [——%,3] (respec-

tivement une fonction affine Zk qui transforme Ky en [—%,3]) telle que
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L (Sp(gn) N Ki) (respectivement A (Sp (@w)N I?k) vérifie les mémes con-
clusions que Sp(qn), avec g1 remplacé par g,.

Soit f; la fonction affine croissante qui transforme J; en [—3,3] (re-
spectivement f; la fonction affine croissante qui transforme J; en [-3,3)).
fi (Sp(gn) N J;) (respectivement E (Sp (@r)N f,) vérifie les mémes con-
clusions que Sp (Q4), avec g1 remplacé par qs.

Et ainsi de suite, en remplacant & chaque étape qn par qny1.l}

Comme nous ’avons déja vu, les opérateurs que nous étudions provi-
ennent de I’équation de Schrodinger et le théoréme 1 a donc une application
a ’étude de cette équation.

On considére dans R? 'opérateur de Schrédinger avec champ magnétique

Py = (hoDs, — i‘Al(-T))2 + (hoDg, — tAz(ﬂJ))2 +V(z)

ou V et A sont analytiques.

Le champ magnétique B est donné par B(z)dz; A dz,
=.d(Ay(z)dz, + Az(z)dz,), soit B(z) = Oz, As(z) — Oz, Ar(2).

On suppose que V et B sont invariants par la rotation « de centre 0 et
d’angle 7/3, et par translation selon un réseau Zvy @ Zv,, avec vy # 0,1, =

k(v1).
On traite deux cas :

Le cas triangulaire est le cas ou V atteint son minimum en un seul point
par cellule de périodicité. Compte-tenu des symétries que I’on s’impose, le
minimum est atteint en 0.

Le cas hexagonal est celui ou V atteint son minimum en deux points
par cellule de périodicité. Ce minimum est alors atteint en %(ul + ) et

en %(ul + v2)

On suppose que ces minima sont non dégénérés et, sans perte de
généralité, qu'’ils sont nuls. On considére alors la distance dy associée a la
métrique d’Agmon V(z)dz? et on suppose que les minima les plus proches
pour la distance usuelle de R? sont aussi les plus proches pour la distance
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dy, et que ces minima sont reliés par une unique géodésique, non dégénérée
au sens de [He-Sjls.

On a alors :

Théoréme 2. Il eziste un réel strictement positif Co(A,V) tel que, si

(t,ho) € [—-Clza,clvg] X [0, ég}, ® désigne le fluzr de B d travers une
27h

cellule de périodicité, et 7 admet le développement en fraction con-

. 2rh 1

tinue : = ——————, avec q; € Z,|q;| > Co,u(t,ho) est la plus
t 900+@+_‘_'.—_'_’ ] v 147 ’ ’

petite valeur propre de loscillateur harmonique (hoD:l + -;-B(:to):c;»)z +

(hoDs, — -;-B(a:o)xl)2 + 3 (V"(z0)z | z) ot 7o est un point ot V s’annule,
alors : le plus petit intervalle fermé contenant Sp (Pyp,)N] — oo, u(t, h) +
Coho) est de la forme

Bt horto(ho) [ +0 (2) o () 510 (1) 4 o e

si on est dans le cas triangulaire,

ﬁ(t,ho)+p(ho)[ 3+0< )+0( ) 3+0( )+O(e z’*)]

s1 on est dans le cas hezagonal. Dans les deuz cas, fi(t,ho) — pu(t, ho) =
O (h3), p(ho) a un développement de la forme p(ho) = hg " ao (h.g)e_;q%l,
ot vy € R,aq est un symbole analytique elliptigue, 0 < S(t) — S < Ct?, S
étant la distance d’Agmon entre les puits les plus proches.

De plus, aprés une similitude, le spectre de Py, a la méme structure
que celle expliquée au théoréme 1, pour Uopérateur scalaire si on est dans le

cas triangulaire, pour le systéme si on est dans le cas hezagonal, avec Qh: =
"

—;‘;‘—1—1——; c’est-dire que h est le plus petit réel tel que h = —%[2772].
92+ ‘

B+

Nous avons suivi le plan suivant :

Les trois premiéres sections traitent I’équation de Schréodinger :
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Dans la section 1, on construit des opérateurs commutant avec I'opéra-
teur de Schrodinger étudié, pour pouvoir conserver les symétries lors de la
renormalisation.

Dans la section 2, on rameéne 1’étude de lopérateur de Schrodinger
triangulaire a celle d’une perturbation de ’opérateur scalaire gs.

Dans la section 3, on rameéne ’étude de l’opérateur de Schrodinger
hexagonal a celle d’une perturbation du systeme Q4.

Dans la section 4, on construit des opérateurs commutant avec g, ou
@1, ainsi qu’avec les perturbations de ces opérateurs qui se sont introduites
aux sections 2 et 3. '

Les sections 5 & 7 sont consacrées a 1’étude de ’opérateur ¢ : dans la
section 5, on prépare ’étude de la matrice d’interaction par la démonstration
d’inégalités & poids.

Dans la section 6, on majore les coefficients de la matrice d’interaction.

Dans la section 7, on minore les plus grands coefficients de cette matrice
et la renormalisation nous rameéne & des perturbations des opérateurs g et
Qh-

La section 8 étend les sections 5 & 7 & I'opérateur scalaire perturbé.

Enfin la section 9 est consacrée a ’étude des systémes.



1. LES TRANSLATIONS ET LA ROTATION MAGNETIQUE.
Comme annoncé dans I'introduction, nous définissons ici des opérateurs,
appelés translations magnétiques et rotation magnétique, qui commutent
avec un opérateur de Schrédinger vérifiant les hypotheéses du théoréme 2.
On commence par traduire I'invariance de V et B par translation. Soit
71 la translation de vecteur vy : myu(z) = u(z — v1). Alorsd(A -1 4) =0,
donc il existe une fonction ¢, telle que tA — m1tA = dpy. On définit alors
la translation magnétique associée a la translation 7; comme ’opérateur

unitaire 77 = e 1.
On a alors :
Lemme 1.1. Ty commute avec P.
Démonstration. Posons D = —ihd, ou d est la différentielle extérieure.

Alors : »
Yu € C§° (R?),

(5 - tA) Ty = dcpl(:t)ei"?rlu + e‘_il‘rl(ﬁu) - tAeﬁfTLrlu
= eL“‘:'L‘rl [(——tA + 13)u] =Ty(D — tA)u.

Donc pour j = 1,2, (f)] - tAJ-) =T (131 - tAj).
Passant aux adjoints, on a :
(B -t4;) 1 =1 (B; ~t45)’
et comme P = z (5, - tAj)* (5] - tA]') +V, et que V est v4-périodique,
j=1,2

[Ty, Pl=0.1

On définit de méme Tp = e 57y, avec r2u(z) = u(z — v2) et dps =
tA — 1ot A. Comme Ty, T, commute avec P.

Nous avons besoin d'une relation de commutation entre T} et T :
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Lemme 1.2. VT, = eit,liTsz ou ® désigne le flur de B & travers une
cellule de périodicité: ® = fc Bdzidz,.

ipo(z—v

Démonstration. Ona: 1T, = ei_w*(ﬂe_ﬁ'ﬂ—urlrg
et LT = e g=rad e~ ToT

donc Tng = e*[‘l’l(z)—‘l’i(2—V2)+<P2(I—V1)—&pg(z)]Tng,

Avec les notations de la figure ci dessous :

Ona: ¢gi(z) —p1(z — ) = [,dpr = [[(tA—mtA) =t [, A
et @a(z — v1) — @2(z) = [, dpz = [} (tA— motA) = tf1+3 A.

Donc pz(z — 11) — pa(2) + p1(e) —@r(e —ve) =t fi o 0 A=t [ dA =
tch d.’tldtﬂg =P,

Done Th' T3 = e#Tng.

Construisons maintenant la rotation magnétique : on a k*(dA) = dA,
donc il existe une fonction f avec tA — k*tA = df. On pose alors F =
et k*, F agit sur les espaces des fonctions et des 1-formes de carré intégrable
et est unitaire sur ces deux espaces. On a

Lemme 1.3. F commute avec P.

Démonstration.
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VueCy (R, F (D -ta)u=e“x (D - t4) u
=42 [m*u — (5*t4) (K*u)]
=4 (13,:*1; — Ak*u + dfx‘u)
= (D -t4) (¢ 5m)
=(b- tA) Fu.

Passant aux adjoints on a :
F(D-t4) =(D-14) F

et comme (13 - tA) (5 - tA) = Z (hD; — tA;)* + V, et que F com-
Jj=1,

mute avec V, F commute avec P = z (hDj — tA.,-)2 +V. 1
j=1,2

Lemme 1.4. Quitie & ajouter & f une constante, on peut supposer F& =

Id.

Démonstration F® = id pour tout A équivaut & f +&*f +---+&*3f =0
et ona:
d(f+&"f+- +£*f)
=tA — K*tA+ K" (tA— £*tA) + - + £*° (tA — £*tA)
=tA—-s**tA=0.

Quitte 4 ajouter une constante & f, on peut avoir f+x*f+---+k*5f =

0, et donc F® =id. |

On a aussi besoin d’une troisieme translation magnétique T3 définie
comme Tj et Ty & partir du vecteur vz = k(v2) = k% (1) et d’une fonction
3. On peut obtenir des relations de commutation commodes :

Lemme 1.5. Quitte ¢ modifier 1, 02,03 en leur ajoutant des constantes,
on peut supposer:
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(1.1) FIh =TYF
(12) FTy = ToF
(1.3) le_l =T F

Démonstration. On a les trois équivalences
Pour tout h > 0,FT, =W F < (14)f + k*p2 —p1 —1f =0

Pour tout A > 0,FT3 = To.F <= (1.5)f + k*¢p3 — 2 — T2f =0
Pour tout h > 0, FTy ' = T3 F <= (1.6)f — m36*¢1 — 3 — 73f = 0.

Les différentielles des membres de droite des égalités (1.4), (1.5) et
(1.6) sont nulles et les expressions & annuler sont donc des constantes.
Si on ajoute trois constantes aj,as,a3 aux fonctions ¢3,¢2 et 3, ces

trois expressions sont modifiées respectivement de —a; + as,—as + as,

-1 1 0
—a; — az. Comme la matrice 0 -1 1 est inversible, on peut
-1 0 -1

trouver aj, az, az telles que (1.4), (1.5) et (1.6) soient vérifiées. |

Lemme 1.6. Pour ce choiz de p1,¢2,03, on a les égalités :
(17) T1T3 = engsTl = G%TQ.

Démonstration. On a :

(e1+m103) (eytmiea—e2)
13 3

T1T3=e T = € T2

et d(p1 + T3 — @2) = 0, donc ¢; + T3 — 2 est une constante a et
T1T3 = C%TQ.

On conjuge cette égalité par F. Les relations de commutation du Lemme
1.5 donnent fflTlTsf = Tle_l et F~1T,F = T3 et donc Tng_l =e* T3,
soit TyTy = e~ 7 Ty,
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Ces deux relations combinées donnent Ty T3 = 3 T3Ty et le Lemme
1.2 avec T3 au lieu de T, donnent Ty T3 = et T3Ty, donc % = 2ha—[27r] pour

tout h, d’ott a = t% et le lemme est démontré. |§

On remarque alors que Ty ! est une translation magnétique :
Tl"l‘r_,,le"%]“ = exp (—iﬂ,ii‘-) Ty,
et d(—7—p, 1) = —T—p, dp1r = —7—y, ((A — tA) =tA — 7_, tA.

Ceci permet de considérer les trois translations magnétiques Ty =
TN Ts =T, et T = Ty .
On introduit &' le plus petit réel en valeur absolue tel que A’ = — % [27].

..ot _ite s ,
Ainsi T = +e~ T, et, quitte & changer tous les T, en leurs opposés dans

N in! i® Y . .
le cas o1 €7 = —e?, on a, en considérant I'indice n comme un élément
de Z/67 :

[P,F] = [P,T,] =0
Toys =171
FTopr = ToF
TnToaye = e n+1
Toi2Tn = ej_giTn+1
Tos1Tn = € T, Trps

_hls?
VyeN, T, =e 2 T ,T)

ihoqga
Posant alors T = e—"‘z“"le"“Tz""2 pour a € Z%, on a :

ihaya —a
(18) ()7 = (1°)" = I
= e"_"’_‘;l_“le—a,T;a,

. T—a

et
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(1.9) TT8 — eﬂiﬁ}ﬂlmj‘“l"’ﬂlj";’?"'ﬁ?e“"azm
th !“Z"] —o ﬂlea+ﬁ

th r;a ’!TQ'#'ﬁ

=e

avec o(a, ) = azf1 — a1 Bs.

Enfin,
(1.10) FTo = eL"?ﬂT-“lT“?f
= exp [z’h' (“1“2 ] T Ty T2 F
2
= exp [ih' ( —=— )] Tty
=T @) F,

ou r: (ayog) — (—az,a; + ay) est la rotation d’angle /3 dans le repere
suivant :

n/3

o/

Remarquons que, si on identifie Z% avec le réseau Zvy ®Zvo, onar = k.

L’objet des deux sections suivantes est de ramener 1'étude du spectre
des deux opérateurs étudiés, en fond de puits, a celle d’opérateurs pseudo-
différentiels.



2. REDUCTION DU CAS TRIANGULAIRE.
On veut ramener ’étude du spectre de l'opérateur de Schrédinger tri-
angulaire en fond de puits a celle d’un opérateur pseudo-différentiel.

On commence par obtenir des fonctions approchant I’espace spectral
associé a un petit intervalle situé a la limite inférieure du spectre en con-
sidérant les fonctions propres d’un opérateur proche de celui que 'on étudie,
mais dont le spectre est discret, qu’on obtient en bouchant tous les puits
sauf un.

Soit donc w une fonction C*° a support dans la boule de centre 0 et
de rayon 7, n étant assez petit. On prend w radiale, w > 0,w(0) > 0.

On pose Pyg = P + Z w(z — 3) Pour 8 € 72, on a noté /? =
BEZ*\(0,0)
frvr + Bava.

Ainsi, avec Vo = V+ Z w(:c—B), £ =liminf V40 > 0et, d’apres
BET?\(0,0) Jelco

un théoréme de Persson, le spectre de Py o est discret dans I'intervalle [0, £].

Soit A(h) la plus petite valeur propre. Elle est simple et il existe une con-

stante C telle que 0 < A(h) < Ch et Sp(Po,0)N] — o0, A(h) + z}fv] = {A(Rh)}.

Les résultats de Carlsson [Ca] généralisés & A # 0 rameénent I’étude
du spectre de P dans I(h) =] — 00, A(R) + %] a celle d’une matrice infinie
opérant sur L? (22)‘

Soit (g0 une fonction propre normalisée de P associée a la valeur
propre A(h) et rg 9 = (P — A(h))po,0. Ces fonctions ont les propriétés de
décroissance suivantes :

o oo = O. (exp (_ dv(O,x)(}ll —&) - ))

dans L? (R?)

d(0,2)(1 —¢) — ¢
(2.2) Veawo,0, Vearoo = O. (exp <" v I)(h ) t))
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dans L? (R?), avec Viaf = ((hDj — tA;) f)

j=1,2"

Ces inégalités sont & prendre au sens suivant :

!l-e)dz(o.z) e
”e (Ipo,0] + Iro,0] + [Veawo,o| + IVtAT‘o,ol)“L2 < C.e®

De plus, supp o C U B(ﬁ, n).
BeZ2\(0,0)

On utilise alors la fonction g o et ses translatées ¢, = T%po,0 pour
construire une base orthonormée de F(h), espace spectral de P associé a

I(h).
Soit done ro = T%rg 0 = (P — A(h))@a-
Les fonctions ¢4, 7 vérifient des propriétés de décroissance :
PasTay ViAPa, ViaTa = O. (exp (M)) dans L? (R2)-
Suppra C Uﬂ;éa B(B,1n).

IIr étant le projecteur othogonal sur F', Carlsson [Ca] a montré que
{vjr} = {rpjr} est une base hilbertienne de F' pour h assez petit.

Les propriétés de décroissance des fonctions ¢4, 74 permettent de mon-
trer que la matrice D définie par Dy g = (v.,, | vﬂ) séerit D =I+0O (D(l)).
1—e
Onnote A = O (D) si pour tout ¢ il existe h(¢) tel que |Aq,5] < (dff’)ﬂ)
pour h < h(g), avec

d=_ it i @) +dvGii)+e+dv (3,,8)] -
(2tyy-v~ €22
a#"ﬁ#"'#‘?}‘_l*ﬂ'

On introduit alors la base orthonormalisée des v, :

o = zﬂ:v/; (D_1/2>a’ﬂ .
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On connait le comportement des e, sous ’action des T? et de F.
Lemme 2.1. On a : e, = T¢q et il eziste une constante c telle que

e =1 et Fep=cep

Demonstration. Par construction, ¢ = T%. Comme P ¢ est invariant
par conjugaison par F, Feg est un vecteur propre de Py associé a A(h).
Cette valeur propre étant simple, Fyg = ¢p¢ pour un ¢ € C, et comme F
est unitaire, |¢| = 1.

Les opérateurs T® et F commutant avec P, ils commutent aussi avec
IIr, donc vy = Tvy et Frvg = cvg.

L’opération d’orthonormalisation commute avec les opérateurs uni-
taires T* et F, et donc :

T {ea} = T* (orth {eg}) = orth (T* {eg})

ih'!(ag81—ay82)
= orth {e 7 VatB [ -

On constate alors que
ih'(agBy—ay82) ih'(agBy) —a382)
orth<e 2 VatB ( =14 € 2 €atg
et donc

o ih'(agB)—a18y)
T%eg =e }

Ca+p3

En particulier, T%¢y = eq.

De méme, F {eq} = F {orthva} = orth (F {va}) et Fva = FT %
Tr @) Fyy = T (@eyy = CUr-1(q). Donc F{es} = orth{cvr-x(a)}
{ce,—1(°)}. Ainsi F (eq) = cer-1(q) €t le lemme est montré. |

Il

Le résultat de Carlsson s’énonce alors ainsi :

Théoréme 2.2. La matrice de Py g r dans la base des eq est donnée par
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Pyjp = Ald+w = A1d+3 + O (D).

avec

Wa,8 = ((P - /\)eﬂ I ea)
Wa,p = (P = Aps | pa)-

Nous allons & présent étudier comment les propriétés d’invariance de
P se traduisent sur la matrice w. On a

o = (P = Ve | ) = (P~ NTPex | T%0))
= (T?(P - Neg | T%eo) = ((P - Aeo | T—ﬁT“eo)

_ ((P e | e‘_".'_(izﬁ;lz."_"lilea—ﬁeo)

ih!(ayBg—az8y)
donc wa,3 =€ ) Wa—g,0-

Posons f(a) = wa,o-
L’invariance de w par rotation s’écrit :
fla) = ((P = Neo | T%) = (F(P — Neo I FT%)

= ((P=NFeo | T Feo) = wrms(apo = £ (7 (@)).

Donc for = f.

De plus w est hermitienne donc wa,0 = Wo,a, ie. f(—a) = ?(a).
Comme f est invariante par r, cette propriété exprime que f est réelle.

En résumé, on a montré :

Théoréme 2.3. Il existe une fonction f sur R?, réelle, & décroissance
exponentielle, invariante par r, telle que

in'(a189-0281)
We,g =€ 7 fla—B).
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On veut maintenant ramener 1’étude de la matrice w & celle d’un
opérateur pseudo-différentiel dont le symbole posséde des symétries traduisant
celles de w.

Remarquons tout d’abord que w est unitairement équivalente & la ma-

o oqsps . in'(8y 83—y az)
trice @ définie par : Wa,g =€ 7 Wa, 8-

Cette matrice définit un opérateur sur L%(Z?) :

Du(a) =) e~
B

ih! (ay +

L 10— BYu(B).

C’est un opérateur de convolution en la deuxiéme variable, qui par
transformée de Fourier est unitairement semblable & 'opérateur w défini
sur L%(Z x [0,2n]) par :

~ _ih'(ay +81)B2
Bu(ag,0) = 3 RGN0 f (0 — By, By)u (B, 0)
B
ih! (201 -81)82
=Y F(B)e™EHF R (8204, (0 — By, 6)
B
= YR (e (e (o - 1,0).
B
Cet opérateur a le méme spectre que sa restriction a Z x [0, A'[ et si on

identifie Z x [0, A'[ & R par £ = h'ay — 6, on trouve que w a le méme spectre
que l’opérateur w' agissant sur L*(R) par :

w'u(z) = 3 fB)e R e Pz — Wfy)
B

w' est le A'-quantifié de Weyl du symbole réel, 2r-périodique en z et £ :

(2.3) Pz, 8)= Y, f(,k)e it

(4,k)€Z?

c’est a dire
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wu(e) = @n)™ [ [5G+, v

Traduisons la propriété d’invariance de f par r :

P°(z,6) = Y for(j, k)e i ke+i0)

)
= 3" f(j, k)T GRIE)
(k)
=3 £, ke~ GHR=DIE)
(3:k)
= Z f(j, k)eike+ite—2)
o)
Donc
(2.4) po(z,g) — Po(f,f _ z.) — po ° P_l(:t, f),

ol p est la rotation de 7/3 dans le repére suivant :

21/3
N\

Les résultats de [He-Sj]3 permettent de minorer leffet tunnel entre

les puits les plus proches : Ve > 0, il existe C. > 0 tel que, si |& — E' =
4], [Bays] > Cee™ 2 0 D 2 dy (0,11), D = dy (0,11)+0 (? sup |B[?).

On obtient donc pour p°, en séparant dans la somme (2.3) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c’est-a-dire les
termes en « = (£1,0), (0,£1), (1,-1) et (=1,1):
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(2.5) P’(2,€) = 2£(1,0) [¢°(z, &) +r°(=,8)] ,

avec : ¢°(z,€) = cosz + cos € + cos(z — £),r? est analytique, 27-périodique
en = et {, invariant par p, réel sur le réel et Iro(:c,f)l < Ce~7r dans le
domaine complexe |Im(z,¢)| < &% pour un C > 0. ¢° et r0 vérifient la
propriété (2.4) d’invariance par rotation.






3. REDUCTION DU CAS HEXAGONAL.

La situation ne pose pas de problémes nouveaux par rapport & la section
précédente du point de vue de ’analyse, mais la géometrie du probléme est
plus compliquée.

Rappelons qu’avec les notations du dessin suivant :

les puits sont situés aux points M, o = {752 M, pour ¢ € {0,3} et a € Z2.

On considére comme & la section précédente une fonction w réelle,
positive, de classe C*°, a support dans une boule de centre 0 et de rayon 7,
n étant choisi suffisamment petit. On prendra w radiale avec w(0) > 0.

On définit alors pour tout puits M :

Py =P+ Z w(z — N).
Npuits, N#M

Les Py sont conjugués les uns des autres par translation et sont donc
isospectraux. Leur spectre est discret dans un intervalle [0,£] avec £ > 0.
Soit Ag(h) leur plus petite valeur propre, qui est simple, et ¢o est une
fonction propre de Py, associée Ao(h).

Nous aurons besoin dans la suite d’une invariance de ¢q par rotation.
On remarque que 'opérateur T3 F* commute avec Pyy,, et comme Ao(h) est
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une valeur propre simple, Ty F*po = cpo, avec |¢| = 1. On peut déterminer
c:

Les relations (1.2) et (1.3) donnent :

(Tl:F4)3 = 71,0 F=2p(1,0) £=2/(1,0) £—2
= T(L,0)pr*(1,0)r¥(1,0)
= 7(1,0)(-1,1)(0,-1)

in!

—=e” 7

3

Donc ¢® = e~ et quitte & multiplier F par un multiple de e~ %", ce qui

ne change pas les relations établies a la section 1, on peut avoir ¢ = e~ ¢,

On pose alors @3 = F3pq. (3 est une fonction propre de Py, associée

a Ag(h) et :

Tlfcp;; = 6_%300.

En composant & gauche par F?3, on obtient :

- —inl
Ty Fo = 77 3.

On note mg, m3 les coordonnées de Mpy, M3 dans la base (v1, 1), soit

o = (3,3) e ma = —ra = (~,-3).

Soit alors M = M, o un puits. On définit alors @57 fonction propre de
Py associée & A\g(h) par :

ih'a(m:,a[
M =e 2 Ta(pz.

On a noté : U(($7§)’(y’ 77)) =Ly —an.

L’objet des paragraphes suivants est de décrire 'action de la rotation
et des translations magnétiques sur les fonctions ¢ .

On a d’abord :
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ih!o(mg,a
FoMpo =Fe 2 T%po

ik e(r—Y(m .r-l a
2

=e T Fy
M [o(r= (mo)r~t(a))-4]  _
—e 2 B et @,

in[o(r=(mg),r = (a)) +o(r = (a),(1,0)- %]
=e > p d T" 1(0)1'*(1,0)"93

Comme r~!(mg) + (—1,0) = m3, I’expression en exposant s’écrit :

o (m3, r"l(a)) -

1
3
a(mg,(l,O))=a((% ) 1,0))=~%.

Donc finalement,

= o (m3,r (@) +(1,0))

car :

in'e(ma,r~1(a)+(1,0))
2

-1
FoMoa = T (@00

= P3,r-1(a)+(1,0) = Pr=1(Mo,a)

3

(on a fait ’abus de notation ¢, 3 = ¥, 4)-

De méme,

ihlc(ma,al
Foraa =Fe— 2 T%;

in'o(r=1(mz),r~1(a)) —-1
_ e___i_f.l__(._LT,- (a)]:‘PB

in'[o(r=1(m3z),r~1(a))- %]
2

T @ (=1.0) 50

=€

ih'[o(r= 1 (mg)+(1,0),r "1 ()~ %]
2

—e TrH (@+(=10)

Comme r~1 (m3) + (1,0) = mo et o (mo,(—1,0)) = -3, on a:

ih’o'(mo."_l("')"'(l-o)) -1/ _
3 T (@) +( 1:0)990

]'-‘P]Ma.a =e
= ¥0,r-1(a)+(-1,0)

= Pr=1(Ms,q)
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De plus, on a :

ih!e(me,(a
TPou, . = TPe™ " F Ty,

— e:'h’[e(mi,(;);tegﬁ.anTa_'_pLPe

in'[a(me,atB8)teo(B,at+m
- e_I_L_r__%i_(_J'_LZJTa-i-pSOE

ih'c!ﬂ.a-{-m!!
=e 2 (PMc,a-h’

ih"(ﬂ,;"c a)

=e PrA(Me,a)
ou Me,a = m, + a désigne les coordonnées de M,  dans la base (v1,15).

En résumé, si M est un puits, on a les relations :

(3.1) Foum = px-1(m)

~
ih'o(a,M
2

(3.2) T%pm =¢€ Prea(M)

Comme & la section précédente, on considére F' ’espace spectral de
P associé a lintervalle | — 0o, Xo(h) + &), la famille {vas} des projetés
orthogonaux sur F des ¢, et {ear} la base hilbertienne de F' obtenue par
orthonormalisation de {vp}.

Les eps vérifient alors les relations :

(3.1)’ feM = €x-1(M)

~

(3.2)' TQCM = e“l GEQ’M €ro(M)-

On appelle w la matrice de Pjr dans la base {ex}, et on va maintenant
chercher la traduction sur les coefficients de w de l'invariance de P(h) par
les translations et la rotation magnétiques.
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Si M et N sont deux puits on a :

(3.3) wM,N = (PeNIeM)
= (FPen|Fem)
= (Pex-1(myles-1(m))
= Wk-1(N),s=1(N)-

et :

(3.4) wM,N = (PeN I eM)
= (T*Pen | T%en)

ih’as‘a,;l ih'c%a,h‘;l

= (e Pe,a(N) | e efa(M))
ih'e!a.;—gt

=e Wra(M),ro(N)-

Cette derniére formule s’écrit aussi :

ih'o (’F"(M) ~M,N - 1’\?)
WM,N = €Xp B} Wra (M), ra(N)

ie. :

i (LN th'o (7¢(M),7*(N
e_iT_le,N = exp[ ( ( 2) ( ))] Wre(M),re(N)-

Ceci conduit & introduire la fonction ¥ définie sur I' x I', o1 I est ’ensemble
des puits, par :

(3.5) U(M,N) = e uy N

Cette fonction vérifie :
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(3.6) U (r%(M), 7%(N)) = ¥(M, N).

De plus, (3.3) et la propriété de w d’étre hermitienne donnent :

(3.7) T(k(M), 5(N)) = T(M, N)

(3.8) (M, N) =T¥(M,N)

Gréce a (3.6), on peut trouver des fonctions g; x 7,k € {0,3} telles que
U(M,N) = gjx(N — M) pour M €Tj et N € I'x. (3.7) donne :
(3.9) gik(&(v)) = g—j\x(u) pour v €Dy —T;, avec j =3 —j.
Ainsi gjx(v) = gy’fk\.(—u) et comme, grace a (3.8), g;»i(—u) = ﬁ(u), on a
2 g e(v) = ﬁf(u), ie.

(3‘10) 933 =goo et go3 et g3o sont réels.

On définit alors la fonction g sur I' — I par :
g=g3o sur Io—TI43
g=gos sur I's—Ty

g=033=goo sur [3—T3=T¢—Ts.

(3.9) donne :

(3.11) gok=g

Grace a (3.10), on sait que g est réelle sur I'o — '3 UT's — T'g.
On a donc montré :
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Théoréme 3.1. Il eziste une fonction g définie sur I' — T, réelle sur
Fo —T3UI3 — Ty, telle que :

(3.11) gok=g.
(3.12) wpM,N = e“' 2 g(IN-M) si MeTy ou NeT,.
(3.13) wun =TGN~ M) si M eTl; ou NeTs.

On veut maintenant ramener ’étude de l'opérateur w a celle d’un
opérateur pseudo-différentiel agissant sur L? (R, CZ). On regroupe les puits
par couples (Ny, N3), tels que Ny — Ny soit vertical et la distance [Ny — Ny|
soit minimale :

Py

P,

Ona: L=1n,K=2%02umun)etl= L= (3,0),k = K = (-%,3)
sont leurs coordonnées dans (v1,v2). N2 = N + K,N; = N — K, et on
repére le couple par I’élément o de Z? tel que N = L + a.

Soient P avec P = £+ 3,P; = P — K, P, = P+ K. On note :

WN,, Py WN,,Pp
walﬂ =
WN,, Py WN,y,P,
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.‘u'a(;],;\?l) ih'o(;z.;l)
€ 2 y(Pl"'Nl) e ] g(Pg—-Nl)

in'e ;1,;, ih'a(;,,ﬁz
eAT—Zg(Pl — N2) e_T—Zg(Pg - N)

We,p =

— ih' o ;-;,k) ih'e ;+;;,k
inle P,N) —_J——g(Pl _Nl) —J_—)

e 7 e 7 g(P, — N,)

~ o~ ~ ~
ih'c!P+N,k) ih'e(P-N,k

e 7 g(Pr—Ny) e 7 g(Py — N3)

=€

ih!a(B+t,at+t)
Z

_ih'a(B—a,k) _ih'e(Btat2t,k
e "““!'""lg(,B—a) e 7 ""Zg(ﬁ—a+2k)
eih a(ﬁta-"u’klg(ﬂ—a—Zk) eih a(ﬂ;a,klg(ﬂ_a)
in'o(B,0) ih'o(B—a,t) (e_m - %“'E 0 )
= e 2 e 2

ih!o(att,k
0 e 2

=e€e

ei o (B-ak)g (B _ o) 9(B8— a+2k)
g(B—a—2k)  eoBakg (5 q)

ih'o(B42,k)
e 7 0
_ih'a(B42,k)
0 e z

o —ih'c 'f—ar.k _ _ _ .
_ e (e—"—lg(ﬂ @) 9(8=atak) ) A5
g(B~a—2k)  e¥oGN(f—a)

ou 'on a noté :

in'o(y+t,k)
_in'e(v,ty [ €7 3 0
A.Y =e 2

ih'o(y+e,k)
0 e z

La matrice w est donc unitairement semblable & la matrice w' définie
par :
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» e‘"”g“ (e-ih:a(ﬂ-a,k)g(ﬂ - a) 9(B8— a+2k)
a,,B = Sy -
g(f-a=2k)  &Mmebg(g—a)

Pour éviter une complication technique dans la suite, on travaillera
avec la matrice w" : wg,ﬂ = w;_g(a)’r_,w), ce qui revient remplacer k par
r?(k) dans la formule précédente.

Considérons & présent I’application Mp qui & T € £ (22, M,(C)) asso-
cie la matrice Mp(T") définie par
ih! v(ﬂ a

Mp(T)op =€ 2 F(,B - a).

On a une formule de composition :

[Mp (D) Mp (D)), 5 = 3 ™2 (4 _ayry(8 - )
o4

in'o(8,a) ih'o(f~a,v) )
=e Ty et T ()28 - a—7)
b

= [Mp (I‘lﬂafz)]a,ﬂ

oaTitpla(f) = 3. ™52y (8)ra(8").
B+p"=p

Soit Ag = {Mp(f); f € £ (2%, M2(C))}. Ap est engendré par les
“translations” 778 A = Mp (6,A4), ot v € Z? et A € M(C).

Remarquons que les translations 77 A = M_p (6,4) commutent avec

ih'a(p a)
Ap et 5aﬁ36ﬂ =e" 2 6a+ﬁ-

On cherche un morphisme entre Ap et I'algebre d’opérateurs de Weyl
engendré par expf;(z, D) = oplie€ et expLa(z, D) = opie’t, ol on a posé

U(z,§) = (b, £2) = (§, 2).
On définit donc R(&,,A). = opl e’ A. Ainsi, comme TQ_BAIT;BAQ =
eihragﬁ.a[ ;+Bﬂ‘4 A2 et

(opPeiat4y) (opleiP4,) = eit'olatpt) opuw (ei{(a+ﬂ)-I}A1A2)
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ih'e(B,a) i{(atp)-t}

=e” 7  opp (e z A1A2) ,

le prolongement R & £! (22, My(C)) : R(f) = opY, (Z ei°”f(a)> est tel
a€l?

que

Mp(f) — R(f) soit un morphisme.

Suivant [He-Sj]s, on montre alors que si f est & décroissance exponen-
tielle, R(f) comme opérateur sur L2 (R,C?) et Mp(f) ont le méme spectre

Il suffit de montrer que : 0 & Sp(R(f)) <= 0 & Sp(Mzs(f)).

Supposons donc que Mp(f) inversible. Son inverse [Mp(f)]™" com-
mute avec les translations 72 Id et vérifie 'estimation

- _la=p
|Ma(1)17}] < cem
pour un C > 0.

Donc il existe g € £ (22,]\{[2((:)) a décroissance exponentielle tel que

Mp(£)Ma(s) = Ma(9)Mp(f) = 1d. On a donc : R(f)R(g) = R(9)R(f) =
Id et R(f) est inversible.

Supposons maintenant R(f) inversible. On utilise un théoréme de
Beals :

Soit a € 59  tel que A = op™a soit inversible au sens de £ (L* (R, C?))
alors il existe b € 57§ tel que A™! = op™b.

Ce théoréme permet d’affirmer que R(f)™! est le quantifié de Weyl d’un
symbole b, et comme R(f)~! commute comme R(f) avec e'* et e’ P b est

27-périodique en z et £ et donc b s’écrit b= Z’l;(a)ei“'[ ou ’l;, transformée

[e3
de Fourier de b, est & décroissance exponentielle.

Ainsi R(f)™" = R(g) et R(f)R(g) = R(9)R(f) = Id, Mp(f)Mp(g) =
Mp(9)Mp(f) = Id et Mp(f) est inversible.

Le symbole associé a w" est :
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(3.14)

Po(x7§) hl) = Z ei(als+a22) (

_ (P?l(f'?,ﬁ,h') ng(l',ﬁ) )
pgl(x’ 5) pg2($,€, hl)

WP Mg (a) g (a+2r2(k)
gla—2(k)  eMe(ar®g(a)

C’est un symbole hermitien, 27-périodique en z et £, dont on va main-
tenant étudier les symétries de rotation.

On a d’abord :

PO("‘T, —§> h’) = Z 6i(ale+azr) (
e 3

Donc:

eih'a(a,TQ(k))g () g (a - 27“2(’”'))
gla+2r2(k)) e Moo’ ®g(q)

(3.15) PO(—x,—g,h')=((1’ (1))P°(x,£,h’)<(1) 3)

. . . . d 27 d 1 ~ \
On veut aussi une invariance par rotation de %~ dans le méme repére
qu’a la section 2.

On commence par remarquer que r2(a) = (—a; — az,q;) et :
P°(z,&,h') =

T ell-enman o tae-s)

[e3

(e‘ih'“(’2(°)'r4(k))§(a) g (r*(a) +2r%(k)) )
g (@)= 2r(k)) e W)g (12(a))

Comme r*(2k) — r?(2k) = (1,0), le changement de variable 8 = r?(«a)
dans la somme donne :
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Po(x’g) h,) =

e—ih"’!ﬂ,r (b)!+ﬁ2§(ﬂ) g (/3 + 2r2(k) + (1,0))
o L

Z ei(Bi(=2)+B2(§—2))
? g (B —2r*(k)+(1,0))

Posons (y,n) = (€ — z,—z) = p~2(z,£). On a obtenu :

1 .
. , P (y - %—»n, h’) e~ pY(y,m)
P (x7 67 h ) = . o o hl
e"p2(y,7m) P22 (y + 3,7 h')

et on veut traduire cette relation au niveau des opérateurs. on a :

1 .
. , P (y ~h o h’) e~ p2y(y, 1)
oprip (y,m, h') =
Php (Y1, k') im0 o B o
e"poi(y,m) Pyt T,

TL';" 0 0 T_brl 0
= opyr A
0 1. pwp (y,m, k') 0
2

En effet :

[(T%’- ophpi1(2, 6, hl)T_%) u] ()

i(e—bl -y X !
=y [ S, (é ( i y) £ h') . (y i %) dy de
i(z—2z) hl
=ent)? [ [ (G- 56 ) ) ds de

(oot (=~ L) )] 0

De méme7 T_L-.LOP#sz(-"?» 57 hl)Tl‘E'_ = OPE"'sz (m + L})i>£> hl)
S 2
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Et :

[T%:_op,‘:’,p?z(z, f)T%r_ u] (z)

= (27h')? / / ei(':%l)ep?g (% (z - %' + y) ,5) u (u - %i) dy d¢
= (2nh) / / o E5FAE 0 (% (z+ z),f) u(2)dzde
= {[op} (e7%pYs(2, )] u} (2).

De méme, 7_y (opf o (z,€)) 7_sz = opl (458 (2,8))

On a montré :

(3.16) opis (P°0 p?) =T (opps P°) T2,

T = Th_; 0
- 0 T_;.TI ’

L’étude compléte des invariances des opérateurs déduites des symétries
de leurs symboles sera faite a la section suivante.

ou

On veut maintenant séparer dans la somme (3.14) les termes correspon-
dant aux interactions entre puits les plus proches pour chaque P;’ x- Dans
les expressions donnant Py} et Pjg,, aucun de ces termes n’intervient. Dans

l'expression de P, il faut retenir les termes correspondant & a = 0,(1,0)
et (0,1). PJ est le conjugué de Py, et on obtient, avec c(h) = g (r?(2k)) :
(3.17) P°(z,£,h') = c(h) [Q°(z,€) + R(z,¢, )]

avec :

Ve > 0,3C. > 0, Cie-‘-r”*‘ < Je(h)] < Coe= 57
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1 2 1 2
dy (§ (n1 +V2),§(l/1 +1/2)> <D <dy (g(vl +1/2),§(U1 +1/2)) + Ct?

pour un C assez grand dv ( (11 +12), % (11 + 12)) est la distance d’Agmon
entre les puits les plus proches),

0 _ 0 1+ €' +eit
Q (Z,f) - <1+e—iz+e—i£ 0

R est un symbole analytique, 27-périodique en z et €, hermjtiengpour z et
¢ réels, et il existe C' > 0 et g9 > 0 tels que lRo(m,f,h'| < Ce~% dans la

bande |Im(z,£)| < 52, Q° et R® vérifient les relations d’invariance (3.14)
et (3.15).

De plus, det(AId—Q°) = A% — [3+2¢°(,¢)] ot ¢°(z,&) = cosz +

cos & + cos(z — ¢) est le symbole introduit la section précédente.

Ce résultat et celui de la section 2 entrainent le Théoréme 2, si on
admet le Théoréme 1 pour des opérateurs perturbés qui est 'objet des
sections suivantes.



4. OPERATEURS COMMUTANT AVEC LES OPERATEURS
ETUDIES.

Comme nous I’avons fait pour les opérateurs de Schrédinger dont nous
sommes partis, nous allons traduire les symétries des symboles obtenus au
chapitres 2 et 3 par ’existence d’opérateurs commutant avec ceux que nous
étudions. Ceci nous permet de suivre les symétries des symboles & chaque
nouvelle renormalisation.

On supposera dans cette section o > 0 et on verra a la section 8
comment on adapte ce qui suit au cas ou A < 0.

A. L’opérateur scalaire.
On étudie d’abord les opérateurs de Weyl scalaires introduits a la sec-

tion 2, dont les symboles p°, comme ¢°(z,£) = cosz + cosé + cos(z — &)
dont ils sont proches, vérifient :

(4.1) p’op=p°, avec p(z,8)=(z—&z)

(42)  Pe+2mE) = a,8) ; Pz, +2m) = 'z, €).

On introduit la A-transformée de Fourier unitaire
Fn: Fru(é) = (27rh)"% / e—ii'{u(x)dx,

qui vérifie :
Fropya(z,€)Fy; ! = opya(~¢, )

pour tout symbole a.
iz2 iz?
Comme e*% (opya(z,£))e” 2% = opya(z,{ —z),ona:

iz2 —_ _gl
opya(z — £,2) = e Fropia(z, )F; e .

Ainsi (4.1) exprime sur le symbole que I’opérateur op}’p® commute avec

1

lopérateur U= e%’fh. U est associé a p™', rotation d’angle —g— dans le
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repere :

2n/3

"\

Y
»

On veut modifier U pour que U3, qui est associé & la symétrie de centre
0, ait une expression simple. On a immédiatement :

= iz ihD)? g2 3
U =eme e (Fp) .

Calculons cette expression (les intégrales étant prises au sens des intégrales
oscillantes):

<e{;_:em?ﬁ e%rTzu) (z)

=(271'h)"1//e@{e%ze%e%u(y)dydﬁ
i i[e2 42z -1)e+(z=1)2 4223

= (27h) //e " u(y)dyd¢

:(27rh)_1/ei2§:‘d£ /e’i’*u(y)dy

=T (F1) 7 u(z).

Ainsi, si on pose U = eT7U,U commute avec op¥p® et Udu = u[=
2 s u(—2)].

On introduit aussi des translations : on pose

Tiu = Typu[= z — u(z — 27)] = op}, (e_iz_:{) u,



OPERATEURS COMMUTANT AVEC LES OPERATEURS ETUDIES 41

et Ty, = U™ T U™ pour n € Z/6Z. T, est associé a la translation 7,,_,

ol v, est le vecteur de longueur 27 et d’argument &“3—11’3 D’apres (4.2),
Ty, donc tous les Ty, commutent avec opyp°.

Calculons quelques relations :

Tn+3Tn — U—n—QTlUn+2U—n+lTlUn—-l
— U—n+1VT1VT1Un
=1d.

Ty =U'TU = opy (7% 0 p7'(3,6))

i?r(f—zL
=oppe " *
et
27 12rx
T = U_leU2 = Opz’ (6__'7{ o P~2($’§)) = OP;:)CT
Ainsi

T,Ty = opy (e'ﬂf—.—zl) opy (e_mr )

i 2w (-2 27 i2n(z— z
= opy (e%{_—T_l’_T{}OPZ) Ca ))

i2w2 w i2w(z—2¢)
=e h opy |e h

(les accolades désignent le crochet de Poisson) et

_2ix? w i2w(z—2¢)
TiTy =e™ "* opy (e R

iar?

donc To,Ty = e » 11 T15.

On en déduit :

Tn+1Tn = U—_n+1T2T1Un_1

i4x?

=e Ut LU

i4r?

ek TnTn+1.

De méme,
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TpToaye = U "IN TU™!
Uty () opp (o555

i2x2

= U_n+16~TT2Un_1
i2x2
= e_Jﬂ_Tn_‘_l,

i2r2
et Tn+2Tn = eern.{.l.
: 2
On note h' = h'(h) le plus petit réel en valeur absolue tel que A’ — 4—%— €
i2n2 ih! . .
2rZ. Alors e 5 = :|:e“'2", et, quitte a changer tous les T, en leurs opposés
dans le cas ou on a le signe —, on a I’équivalent des relations de la section
1:
Tpys =T !
UTn+1 = TnU
—in!
ToTaye =€ 7 Thyy
it
Tot2Tn =€ 7 Ty
Tn+1Tn =e'h TnTn+1
[U,opfpo] = [Tn,op',fpo] =0.

B. Cas de l'opérateur matriciel

On étudie ici les invariances des opérateurs introduits a la section 3,
dont les symboles P%(z, ¢, h), proches de :

0 0 1+ ei® 4 ¢
Q (1‘,6) = (1+e—i:c +6—i€ 0

possédent les symétries que nous rappelons : Avec p(z,{) = (z — {,z), on
a:

(4.14) P%0p® = AP°A, avec A=A"'= <(1J (1)> ,

w - 0
(415)  op (PPop*) =T (opy P") T, avec Tz(ro% A)
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et quel'ona morzltré au paragraphe A que, pour tout symbole B, I’opérateur
scalaire e~ 1% e 3% F, vérifie :

opy(Bop)=U(opy B)U™".

On a donc :

U (opy P') U™* = A (opy P°) A

et:
U? (opy PO) U2 =T (opy P°) T7.

On remarque que U3TU 3 = VTV = T!, donc :
(op¥ P°) = UUU? (opy PO)UTPU U !
=UUT (opy P°) T'U U}
=UT'U? (opp P*) UT3TU ™}
= UT~'A (op P*) ATU™?
= (UAT) (opl P°) (UAT)™™.
et AT =T-1A= < 0 T-%)
A 0

Comme précédemment, on a ’espoir que 'opérateur UAT qui commute
avec (op P°) ait des puissances simples. On calcule donc (UAT)? :
(UAT)® = U (UT2ATU?) (UTYATU) AT
=U3A(UTU?) (UTT™'U) T

i
2

0 e% ) et donc T = op}'T.

On pose 7 = (e
Ainsi

(UTA)® =U3A opy (r0p7?%) (opyTop™") (opi'T)

{ i(6=z i
et 0 == 9 w(ed 0
=U34 opf( 0 e_%:_> op',:’(e 02 6_5(52—11) opy, <e eifi)
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Il
'S
N
o
o I
ol
o
o5 =
N

Posons
~ -5
A=A(e &) et V =UAT.
0 e*
V commute avec ophp®, V3 = AV, et V = Id.
On construit maintenant des translations commutant avec op? P°.

Posons Ty = 7or et T, = V™" T3V1 pour n € Z/6Z. Ty, et donc tous
les T, commutent avec op®p°.

Ona:
Tn+3 — V-—n+1 ‘/—ST1 V3vn—l — V—n+1Tl—1Vn—1 — T;l

Calculons T, et T3 :

T, = (AT) U™ T U (AT)

0 T_h w S2m(z—€) 0 T_n
- (5 ) @) ()
i2n(z+ 4 -¢)
=0PZU<6 iz(q —e))
0 e__TL
= —opfem?-E I

T3 = (AT)'U'TL,U(AT)
0 T_h i2rz 0 T_h
:_(T% Oi)eT (T% 0’)
i27(z+£)
=-(° i2 (0— ))
0 e_—'ﬁ_t

i2rz

=e & I.

Ainsi les T, sont des opérateurs scalaires, ce sont des translations associées

n—1)m
aux vecteurs de norme 27 et d’argument (—3—L
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On peut conclure comme au paragraphe précédent : Soit k' le plus

!
petit réel en valeur absolue tel que 2}% = 2,:5[2] Alors, quitte & changer
tous les T}, en leurs opposés, on a les relations :

Toys =T .

Vg1 = ToV.
TnThye = P n+1
Ay N o

Tog1Tn = €7 Ty Ty
[Tn, 0pp°] = [V, 0Pk p"] = 0.

Comme au paragraphe A, ce sont les mémes relations que celle de la section

1.






5. INEGALITES A POIDS POUR L’OPERATEUR NON PER-
TURBE.

On s’intéresse dans cette section & l'opérateur de symbole ¢°(z,¢) =
cosz + cos€ + cos(z — €) qui s’est introduit & la section 2. Les autres
opérateurs scalaires que vous avons rencontrés seront traités a la section 8
comme perturbations de celui-ci.

On traite les puits micro-locaux de ¢°, qui sont les composantes con-
nexes des ensembles {(z, £); ¢°(z,¢) = E}, comme les puits de potentiel de
I’équation de Schrodinger aux sections 2 et 3. On commencera par définir
les opérateurs auxiliaires a un puits g4 dont le spectre est discret dans
lintervalle | — co,—1 — €] ou dans [—1 + €g,+o00[ (La partie du spectre
comprise entre —1 — g9 et —1 + go ne sera pas étudiée dans ce travail).
Prés de chaque valeur propre de ces opérateurs, on fait une étude analogue
a celle qu'on a faite prés de la premiére valeur propre de 'opérateur de
Schrédinger, et on montre que le spectre de ¢° est concentré dans des inter-
valles de longueur O(h*°) contenant 'une de ces valeurs propres. L’objet de
cette section est de montrer une inégalité a poids sur le projecteur spectral
associé a chacun de ces intervalles, pour pouvoir, dans la section suivante,
majorer les coefficients de la matrice d'interaction.

Les valeurs critiques du symbole ¢° sont :
Le maximum 3, atteint sur 2722,

Le minimum —3/2 atteint sur

4T 2% 2 2r 4w 2
—_—, — —, 2
<3,3)+2WZU(3,3>+7&'Z

la valeur —1 obtenue aux points selle (7 + 2kx,2k'w), (2km,n + 2k'x) et
(7 + 2km,m + 2k'7) pour (k, k') € Z*.

Ces points critiques sont non dégénérés.

L’ensemble {(z,£); ¢°(z,£) = —1} est la réunion des droites d’équation
z=02k+1)m{=2k+1l)ret z—€=(2k+1)x pour k € Z.
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On peut alors tracer les courbes de niveau du symbole ¢° :

— E=-1
————— -1<E<3
------------- -3/2<E<-1

On préfere se ramener a une situation plus symétrique par le change-
ment de variables symplectique (z,£) +— (:t,§+ 5—) et on travaille avec

P’opérateur

q(z,&) = cosz + cos (z + %—) + cos (z — -2) = cosz + 2 cos (%) cosé.

On utilise systématiquement la quantification de Weyl et on désigne par
une méme lettre un opérateur et son symbole. ¢ et ¢° sont conjugués :

iz? iz?
(5.1) g=e gl
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2 .
et comme ¢° commute avec U = e~ 15 ¢! = fh, q commute avec U = e~ Uei%

ix g2 )
= eT'17e'T Fje' F, et avec les T =e ’TTne"F Dans la suite, on ne
s’occupera plus de ¢° et on oubliera le signe ”

H
> o

Au niveau des symboles, ¢ commute avec la rotation d’angle T : p :

(z,6) — (£ —¢, %’E + %) (c’est une rotation dans un repere orthogonal,

mais non normé) et les translations 7,,, ot vy = (27, —7) et v, = p"_l (v1)
est un vecteur de longueur indépendante de n et d’argument &F — 7 (dans

le repére ol p est une rotation).

Tracons les courbes de niveau du symbole ¢ facilement déduites de

celles de ¢°
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Pour la partie du spectre au-dessus de —1+ €9, nous avons la géométrie
de la section 2 et on va ramener 1’étude du spectre de ¢ prés des valeurs
propres des opérateurs auxiliaires a celle d’'une perturbation de p(h)Id
+e"%opf,q0, avec C' =~ 1.

Pour la partie du spectre au-dessous de —1—¢g, nous avons la géométrie
de la section 3 et on va ramener ’étude du spectre de ¢ prés des valeurs
propres des opérateurs auxiliaires a celle d’'une perturbation du systéme

p(h)1d +e‘%op',f,Q°.

A. Conjugaison par des exponentielles.

Pour utiliser au maximum l’ellipticité du symbole ¢, on conjugue ¢ par
une exponentielle. On est alors amené & calculer [ e* Putudz, ou P est le
h-quantifié de Weyl du symbole cos (-;— + f) + cos (% - §) et la phase ¢ est
une fonction réelle de classe C*1, avec ¢, ¢"” € L°°. On utilise toutjours la
h-quantification de Weyl, on note u,, = e u et = désigne 1’égalité modulo
O(R) |lup||® lorsqu’il sagit de scalaires, et modulo O(h) ||u,|| dans L2(R)
lorsqu’il s’agit de fonctions.

Alors, si u est une fonction C*° a support compact :
/ez"ﬁPu'ﬁda: = / (e%Pe_%) U, de.

Nous allons donner deux démonstrations de 'inégalité suivante :

(5.2) ‘Re eszPuUd:c‘

g

la premiére est plus élégante, mais exige que ¢ soit C* a dérivée bornées ;
la seconde est plus calculatoire, mais n'exige que ¢ € C1:1.

cos (3 +i'(2)) + cos (5 = i¢/(2)) | lue * do + Ol gl

Premiére démonstration. Supposons donc que ¢ est C® & dérivées
bornées. Alors e¥ Pe~% est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole
est dans la classe

$80 = {ale, &, ) € C= (R®)¥(e, B) € N%, 3Ca,g, 0200 a(, £, )] < Cas},
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et dont le symbole principal est

cos (L;- +10'(z) + {) + cos (g- — ' (z) — {) .

Ce symbole s’écrit :

(cos &) [cos (% + itp'(x)) + cos (% - up'(m))]
+(sing) [sin (5 — is'(2)) —sin (5 + i(2)]

sa partie réelle est donc :

(cos€) [cos (—;- + icp'(m)) + cos (';‘ - u,a'(:c))]

= cos (-g-) [cos (% + ic,o'(:c)) + cos (g - i(p'(x))] cos (-;-)

—sin (g) [cos (g + z'cp’(:c)) + cos (% - icp'(z))] sin (g) .

On a donc :

Re/eszPm_[dx
/ [cos (% + inp'(z)) + cos (g - i:,o'(:r))]
( (cos hTD) Uy, <sin hTD> Uy 2) dz.

2

51
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Et comme :

2
+

2

hD . hD
COS? Uy Sll’l'2— Up

2 1
TalUy + T_%u“,’ + Z ]Th/2u¢ - T_h/2u¢|2
)
< Ci()h Ju |

+/% 'cos (g + ic,o'(z)) + cos (7;— - 299'(93))‘ (

et donc :

T_rU
—-4le

2
T%U‘Fl +

on a:

Re/ el':a Putudzx

2 2
T_;_u(',l + ‘T_g_’m;! ) dx

(5.2)

Re e Putdz

< / Icos (—; + i(,o'(a:)) + cos (g - up'(a:))l |“¢|2 dx.

+Ca(e) gl

Ca(¢) dépend de sup || pour j > 1. I

Nous allons maintenant montrer (5.2) pour ¢ € CH1(R), avec ¢', " €
L*=(R):

Deuxiéme démonstration. On a :

@
e%Pe'Tu.,,

o2 [Op;f (ei(%+£) 1 emiEHO 4 (i3 4 e—i(%—e))] (e--:-%)

et St - uu(z + €'h)

(e,e)€{-1,1}2
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Il
N —
o
-
o
>
®
&
®
|
E
»)

) up(z +¢'h)

(575)’6{"'1’1}2

1 i ol (z

5 e Te £ u,(z +€'h)
(e,6)'€{-1,1}2

= cos (g—) [(ch¢' + sh¢')(cos AD — isin hD)u,,
+(ch¢' —she')(cos hD + isin AD)u,,)
= 2cos ( ) [ch'(z) cos(hD)u, — tsho'(z) sin(hD)uy)
et comme
z . r
2 cos ( ) chy'(z) = cos (2 + 2 (:1:)) + cos (5 —ip (z)) ,
ona:
Re/e%?PuUda:
= / [cos (% + i(,,’(m)) + cos (; ip (m))] cos(hD)upu T dz

= / [cos (g— + z'np'(.z')) + cos -122 —i¢'(z) )]

2 2
( KD ) én,

COSs —‘-)—u4p
et on conclut comme dans le cas ot ¢ est C*°. On a montré (5.2) pour
¢ € CU(R), avec ¢, " € L®(R).

sin TU‘P

B. Un théoréme de Helffer et Sjostrand.
On rappelle ici les résultats de la section 2 de [He,Sj)s

Théoréme 5.1. Soit P € 9, avec P(z,&,h) = p(z,€)mod S71, tel que
{(z,€); det p(z,£) = 0} = UU, (union finte ou dénombrable) ot les U, sont

compacts et disjoints entre euz.



54 P. KERDELHUE

On suppose méme que :
Il eziste Ry tel que le diamétre de chaque U, est inférieur 4 Ry.

Il existe €9 > 0 tel que les Uy + B(0,£0) sotent disjoints entre eusz,
et pour tout «, on peut trouver dans un borné de Sg)o un symbole P, tel
que P = P, dans Uy + B (0,¢0) et que P est elliptique en dehors de U, +
B (0,¢0), uniformément par rapport & a pour tout € €]0, €.

On suppose qu’il eziste un intervalle compact I(h) qui tend vers {0}
quand h tend vers 0 et a(h) > h™° une fonction qui tend vers 0, tels que
P, n’a pas de spectre dans I(h) + [—2a(h),2a(h)\I(h) pour h < hg, uni-
formément en a.

Soit QU = {z;dist(z,I(h)) < a(h)}. Alors pour z € OQ4,P — 2 est
inversible et, uniformément en z, “(P - z)_lﬂ < Ca(h)™1.

De plus, s1 on pose

d((z,€), (y,n)) = min{d((2,£), (y,m)), (2, €), Ua) + d(Uas (v, 1))},

st x1 et x2 appartiennent & un borné de SS’D, et st cAiJ(supp X1,Supp x2) >
€0 > 0, alors pour tout entier N, il existe Cy > 0 tel que |IX1(P - z)"l)(g“ <

CwhNd (supp x1,supp x2) " -
On suppose de plus que Sp (Py) N I(h) = {pa} o0t uo est une valeur

propre simple, et que d(Uqs,Ug) ~ |a — B|. Soit 0o un vecteur propre
normalisé associ€ @ (Pa, fa):

(Po — La)Pa =0, ”"POH =1L

Alors la matrice infinie ((npalga/;)) est de la forme I + K,
avec Ko = (’)(hN (1+ [ —ﬂ[_N)) pour tout entier N, et donc K =
O (k) dans £ (L*,L?).

Si E est ladhérence des combinaisons linéaires des ¢q, {pq} est une
base “hilbertienne” de u(h) au sens suwant : tout u € E s’écrit de maniére
1/2
unique u = Zuocpa, et ||ul| ~ (E [ualz) , uniformément par rapport &
a
h.



INEGALITES A POIDS POUR L'OPERATEUR SCALAIRE NON PERTURBE 55

Soit F' l’espace spectral associé & Sp(P) N (I(k) + [—a(h),a(h)]) et np
le projecteur correspondant. On pose vy = Ilpp,. Alors si x appartient &
un borné de Sg,,,, et d(supp x,Ua) > €0 > 0, on a, pour tout entier N :

lIxpall + Ixvall = © (h¥d(supp x, Ua) ™)

et sans restriction sur supp X, st x appartient & un borné de S°, pour tout
N entier :

I (pa = va)ll = © (h¥ (1+ d(suppx, Ua)) ™).

La matrice ((va I vp)) s’crit I + T, avec pour tout N, tog
= O (AN (14 |a —B|7N)). Les vy forment une base “hilbertienne” de F
et d(E, F) = O (h*) avec, selon la terminologie de [He,Sj;,

d(E, F) =Sup (d(x’F)) + Sup <d(y’ E )> .

z€E fl|l yEF llyll

Nous allons maintenant utiliser ces résultats et I'inégalité (5.2) pour
obtenir des inégalités dans des espaces L? & poids pour les opérateurs qui
nous intéressent.

C. Majoration des projecteurs spectraux pour la partie
supérieure du spectre.

Comme pour ’équation de Schrodinger, “cas triangulaire”, on a des
puits, cette fois micro-locaux, qui sont les composantes connexes de {z,¢) ;
¢(z,&) = E}, pour E > —1, et un groupe de déplacements échangeant
les puits engendré par la rotation p d’angle T et la translation de 7,, de
vecteur v; = (2m,—n). On appelle Uy le puits centré en 0 ; les puits
sont les Uy = (75,)™* (74,)** Up pour a € Z2. Soit xo une fonction réelle,

positive, de classe C'*°, invariante par la rotation p, a support compact

dans U Uo(E). On note x, sa translatée par (1,,)%" (7,,)%?, i.e.
—-1<E<3

Xa(2,¢) = xa((z, €) — @111 — az1), et on veut étudier le spectre de ¢ dans

[=1+¢€0, +o0[,e0 > 0 étant donné. On choisit xo de sorte que q—Z Xo—F
[=3

est elliptique pour E € [—1 + &9, +00].
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On prend comme choix de P, du paragraphe précédent ¢, = q— Z X8>

B#a
associé au puits U, centré en ayvg +asvs. Ces opérateurs sont isospectraux

car conjugués : ¢4 = T%qeT 7.

L’étude du spectre de g, dans [3 — Ch, 3] pour C > 0 arbitrairement
grand est entiérement analogue a celle de ’équation de Schrédinger en
présence d’un puits ponctuel non dégénéré (voir [Si], [He, Sjl;). Dans
lintervalle [—1 + £9,3 — Ch], on peut d’autre part appliquer les résultats
de Helffer et Robert [He,Ro];. On obtient ainsi le résultat suivant :

Proposition 5.2. ¢ > 0 étant donné, pour h assez petit,

Sp(ga) N3, +oo[=0
et :
8 (g0) N [~1+ 53] = {so(R), s (B), -, im ()}

ot les p1;(h) sont des valeurs propres simples, pj(h) — pjy1(h) = h,3 —
wo(h) = h.

Ainsi, grice auz résultats de Helffer et Sjéstrand que nous avons rap-
pelés :

ss@nl-1+2]c U 7

0<i<N(R)

ot J; est un intervalle de longueur O (h*°) centré en pj(h).

Comme nous 'avons fait dans la section 2 pour 'opérateur de Schré-
dinger “triangulaire”, nous allons ramener ’étude de chaque Sp(q) N J;(h)
a celle du spectre d’un opérateur proche de pj(h) + e_%op};’, qo, avec une
nouvelle constante de Planck k' et C =~ 1. L’objet de la suite de ce para-
graphe est d’obtenir des inégalités a poids sur le projecteur spectral de ¢
associé a un Jj.

Dans la suite on fixe un p(h) = jny(h), et tout marchera uniformément
par rapport a ce choix.

On est dans la situation du paragraphe précédent avec I(h) = {u(h)},
a(h) = CLO, Cy étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais
reste dans un compact, ce qui ne change rien.
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Pour E €] — 1, 3], les projections des puits Ua(E) sur 'axe R, sont des
intervalles Ij(4) centrés en 27k(a) = 27 (a; + az). On peut les définir par
une inégalité :

z € |, I.(E) équivaut & :
3¢ € R,cosz + 2 cos (E) cos{ —FE =0,
2
ie.
Jte[-1,1],cosz +2 ‘cos-;—‘ t—E=0,

(

la fonction de t : cosz + 2 Icos _z;| t — E est croissante, on a

et comme cosz — 2 cos % cos —1)——E—1<O,etque

cos%I—E:Q
(5.3) mEUIa<=)cos:c+2’cos%|~E20.
o

Nous sommes maintenant en mesure d’écrire des inégalités & poids, en
commengant par un opérateur a puits bouchés :

Lemme 5.3. Soit § un réel strictement positivf, 6y € C§°(] — =, w[) une
fonction positive, 4 support dans {z;cosz + 2 cos % — (u(h) —8) > 0}, telle
que cosz + 2cos% — p(h) — 6p(z) < —% pour —7 < z < 7, et Oi(a) =
Oo(z — 2k).

Soit o € CVY(R,R) telle que ', 0" € L=, ¢ =0 sur Usupp O, et
k

T
2] z
cosz + 2 |cos 5

ch'(z) — (,u(h) - g) <0 sur R\Usupp 0.
k

Soit g =q— Z 0y opérateur ”d puits bouchés”. Cet opérateur vérifie

k
Uinégalité :

64 Re [F@-uwpumde < (=5 +C(M) .



58 P. KERDELHUE

Démonstration. L’hypothése sur 6§, donne :

]

T
cosz + 2 cosEI — u(h) - ;6,;(:5) < -3

pour tout z et donc cosz + 2 |cos 526-

cho'(z) - (y(h) — g) - Z&;(z) <0
k

sur U supp Oy car ¢' = 0 sur cet ensemble.
k

D’autre part, ’hypothese faite par ¢ donne :

cos g—’ ch¢'(z) — (/l(h) - —g—) - Z Or(z) <
k

cosz + 2

ch!() — (k) — 3 ) <0

T
cosz + 2 ’cos 5

sur R\ U supp O.
k

Ainsi, sur tout R, cosz+2 ‘cos %—' cho'(z)— (u(h) — &) - Z 6r(z) <0,
k

et, grace A l'inégalité (5.2), on a :

R.ef ezhz(&'—— putdz

cos (g + icp'(x)) + cos (g— - z,a'(:r))‘ - Z O (z) — p(h)]
k

< / [cosz+

|2

fug | dz + () lug

< (-5 +Clom) el

Soit Q4 le disque de centre u(h) et de rayon a(h) = C];ll—, avec C assez
grand. On a:
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Théoréme 5.4. Pour tous € > 0 et Co > 0, 1l ezxiste C. > 0 tel que : st
z e BQh,
h< & et p € CYI(R,R) avec || + [¢"| < Co, et si
&
cosz + 2 ]cos Z|chy'(z) — (u(h) —€) <0
sur supp @', alors Uopérateur (q — z)'lngomp admet une extension bornée

4 LL = {u; e~ %u € L2(R)} et la norme de cette extension dans £ (L?p,Li)
est inférieure & a—((-%

Démonstration. On choisit un § €]0,¢[ et comme dans le Lemme 5.3 une
fonction 8y € CF(] — 7,7[), positive, & support dans {z;cosz + 2cos & —
(p(h) — 8) > 0}, telle que cosz + 2cos% — pu(h) — 0p(z) < —g pour <
z < m, et on pose f(z) = bp(z — 2kw). Alors ¢ vérifie les hypothéses du
Lemme 5.3, qui donne, pour z € 9Qy, et h < h(e):

(5.5) lullzy < CE) G- 2)ullyy pour ue CPR),

et par un argument de densité on obtient :

(5.6) ”(‘7— 2)—1||L(L3,L3) < C(e)

dans le cas ol ¢ est constante prés de l’infini. En prenant une suite de
fonctions ¢; constantes prés de I'infini convergeant vers ¢, on obtient (5.6)
pour les ¢ vérifiant les hypothéses du théoréme.

Posons maintenant ¢ = ¢ — Z 0; =q+ 6.
ik
Les ¢; sont des opérateurs dont les puits sont bouchés sauf dans une

rangée. Les résultats de [He, Sj]4 que nous avons rappelés s’appliquent & gy
en prenant comme opérateurs de référence les g4 pour les valeurs de « telles

que k(a) = k. Le spectre de g dans {p(h) - 3"—;'11,/1(h) + gal(,—hl] est donc
inclus dans un intervalle [u(h) — O (h*°), u(h) + O (h*)] et on obtient :
_ 2
ll(ax = 2) 1”c(Lg,,Lg,) s a(h)

pour z € 00y et h assez petit.
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Etudions ensuite (gx — z)™" de plus prés. Comme (g — z)(§ — z)7l=
14+6(g—2)"1,ona

(5.7) (e =27 =(@-2)" ~ (@ —2) 7" 0(@— 2)™".
Passant aux adjoints et remplacant z par Z, on obtient :

(5.8) (=27 =(T~2)7" ~ (7~ 2)"0(ar —2)7".
Une substitution de (5.8) dans (5.7) donne :

(5.9)
(qr—2)"1 = (3—2) 7' =(q—2) 7 0k(§—2) T +(7—2) " Ok (g —2) T Ok (g—2) .

Comme on a pris § < ¢, est constante sur les supports des 8; et on
obtient :

-1 c 1
(5.10) ll(qx — 2) ”c(Lg,,Lg,) = a_((’_f.))_ €0k < Cle)

Pour aborder (g — z)™! il nous faut un peu plus de marge et on prend
§ < % Soit xi la fonction caractéristique de [27k — 7,27k + 7] et posons :

R, = Z(Qk —2) Xk
k

Posons a;; = IIXk(qk - z)~1X’°I|L(L3,Lg)' Comme on a un peu de

marge dans le choix de ¢, on obtient facilement a partir de (5.10) :

(5.11) aji < S((;; si [ —k[<1T,
eli=k C(E)

si |j—k|l>2.

Soit v = R,u,vj = ”va”l'a Juj = “Xfu”Lf,'
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Alors “””i; = va,”u"ia = u} et on a v; < Zaj,kuk. Vu la
k
majoration (5.11), on obtient :

C
(5.12) RN crz,p2) < a—((hi))'

D’autre part, (g — 2)R, = I + K, avec K = Z Z 0;(qr — 2)  xx, et
Rk
de la méme maniére que pour (5.12), on obtient : ||R.||zz2 72y < 1sih<
0l

o1y; ceci avec (5.11) donne le théoréme puisque (¢ — z)™! = R,(I + K)~L.

Corollaire 5.5. Si ¢, et g sont définies comme précédemment avec oy =
@2 sur les projections des puits, alors

(5.13) Mrllezs iz ) < Cle)-

Démonstration. Si § = Z 6y, on obtient comme pour (5.9) :
k

(4=2)7=(@-2)7 = (@- 2707~ 2) 7 +(T-2)T (g —2) 07— 2)
et seul le dernier terme contribue & la représentation intégrale de IIp car les
deux premiers sont holomorphes au voisinage de €. Comme la longueur
de 88, est O(h) et a(h) ~ h, on obtient alors (5.13) a partir du Théoréme
54. 1
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D. La partie inférieure du spectre.

Ce cas est assez semblable au précédent, on a ici I'analogue de ’équation
de Schrédinger a symétrie hexagonale et non plus de I’équation de Schrodinger
a symétrie triangulaire.

Commengons par examiner la disposition des puits ;

On pose My = (1—1375,0> ,M; = p? (Mp) pour j = 1,---,5. Les centres

des puits sont les points M. o = (7, )" (74, )02. M, pour (¢, a) € {0,3} xZ%.
. ’ (o3
On note U, , le puits centré en M, 4. On a U, o = (7,)** (74,)** Ueoo.

On définit maintenant des opérateurs a puits bouchés : Soit xo une
fonction C*, positive, & support compact dans Z Up,0(E), invari-
-3<E<-1
ante par la rotation (7, )"1 p?, telle que q(z, &) + xo(z,€) > —1 — % dans
U Uo,o( E). (On étudie le spectre dans l'intervalle | — 0o, —1 — €o]).
—3/2<E<—1

On pose alors X3 = X0 0 p> €t Xe o = Xe © (1,) "0 (14,)” %%, qui bouche le
puits Ue o.

Onagqg+ Z Xeo = —1— -6;)9- et on peut définir comme au paragraphe
(e,) -

C des opérateurs a un puits :
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Gea =9+ Z Xe',a!
(¢',a')#(e,0)

associé au puits U, . Ces opérateurs sont isospectraux car conjugués :

33,0 =Uq0oU™° et quo=T%.oU™.

Leur spectre dans | — co, —1 — ¢o est :

SP(e,a)N] — 00, =1 — £0] = {po(h), p1(R), -+, unewy(h)},

ou les p;(h) sont des valeurs propres simples, po(h) + % ~ h, pjt1(h) -
pj(h) = h.

Ainsi, grace aux résultats de Helffer et Sjostrand que nous avons rap-
pelés, on obtient:

Sp(g)n] —oo,-1—elC  |J i,
0<j<N(h)

ou J; est un intervalle de longueur O (h*) centré en yu;(h).

Comme nous ’avons fait dans la section 2 pour 'opérateur de Schro-
dinger “hexagonal”, nous allons ramener I’étude du spectre de ¢ dans chaque

intervalle J;j(h) & celle du spectre d’un opérateur proche de e"ci'oq}:’, Q°, avec
une nouvelle constante de Planck k' et C ~ 1. L’objet de la suite de ce
paragraphe est d’obtenir des inégalités a poids sur le projecteur spectral de
g associé a un J;.

Dans la suite on fixe un pu(h) = p;n)(h), et tout marchera uniformsé-
mement par rapport a ce choix.

On est dans la situation du paragraphe B avec I(h) = {u(h)}, a(h) =
C}%’ C, étant choisi assez grand. I(h) ne tend pas vers {0}, mais reste dans

un compact, ce qui ne change rien.

On veut maintenant caractériser par une inégalité les projections des
puits sur l’axe R;, qui sont des intervalles Iy, k € Z. On note I la

projection de puits centrée en 43"1 + 2wk, Ix41 la projection de puits centrée

en 5375 + 27k, de sorte que Ir4; est immédiatement & droite de Iy et Iy =
0,0

I

3
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La réunion de ces projections est :
{a:; 3¢ € R,cosz +2cos (%) cos{ — E = 0}

= {:v; Jt e [-1,1],cosz + 2

cos%lt——E:O}.

Or cosz +

cos%—'—E:2

cos § (}cos%’-i—l) —1—-FE >0, et la

fonction de ¢ : cosz + cos%— t — E est croissante, donc la réunion des

projections des puits est

{x;cosa:—2\cosg-,—ESO}.

On a un lemme analogue & celui du paragraphe C :

Lemme 5.6. Soit § un réel strictement positif, 6y € C§°(]—7, =) une fonc-
tion positive, d support dans {z;cosx —2cos (%) —(u(h)+6) < 0}, telle
que

cosz —2cos § — p(h) 4 fo(z) > % pour —w <z <, et O = Op(z — 2k7).

Soit p € CHIH(R,R) telle que @', 0" € L™, ' =0 sur Usupp O,
k

et cosr — 2

COos %

sur R\ U supp 0.
k

ch'(z) — (,u(h) + %) >0

Soit g =q+ Z O Vopérateur “d puits bouchés”. Cet opérateur vérifie
k
Uinégalité :

o) Re [ ¥ G- uh)ute2 (5 - CM) Il

Démonstration. L’hypothése sur 8§y donne :

cosT — 2

)
cos %l —u(h) + Zek(z‘) 2 5 pour tout z
- 2
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et donc

cosr — 2

z
cos =
2

()~ (U(W) + 5) + 3 0u() 2 0
k

sur | |supp 8 car ¢' = 0 sur cet ensemble.
k

D’autre part, ’hypothése faite sur ¢ donne :

cosz —2

cos 3| chif(2) = (ulh) + 5 ) + S bua) 2
k

)
cost — 2 ‘cos %I ch¢'(z) — <,u(h) + 5) >0

sur R\ U supp 0.
k

Ainsi, sur tout R, cosz—2

cos 5—' ch'(z)— (u(h) +£) +Z 0k (z) >0
k

et grice a 'inégalité (5.2), on a:

Re‘/eziﬁ('qv— u(h))uude

> / [cosz - ’cos (% + ic,o'(a:)) + cos (g - u,a'(z))l + Z O(z) — ,u(h)]
k

gl da = G gl = (5 = CoI ) el
|

Une fois ce lemme établi, le reste est entiérement analogue au para-
graphe précédent. On considére Q2 le disque de centre p(h) et de rayon

a(h) = C}T’I—, avec C assez grand. On a :

Théoréme 5.7. Pour tous € > 0 et Co > 0, il eziste C, > 0 tel que s1 2 €
o, h < Clv- et ¢ € CUVYR,R) avec |¢'| + |¢"| < Cop et
&

cosz — 2 'cos %l cho'(z) — (u(h) + €) > 0 sur supp ', alors lopérateur
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(¢ - z)"lngmP admet une eztension bornée 4 espace
L2 = {u;e~Fu € L*(R)} et lo norme de cette extension dans £ (L2,r2)

e C
est inférieure d .
f a(h
?On a ausss” :

Corollaire 5.7. Si @1 et @2 sont définis comme précédemment avec p; =
2 sur les projections des puits, alors :

IFllers 22,y < Cle).



6. MATRICE D’INTERACTION POUR L'OPERATEUR
SCALAIRE.

A. La partie supérieure du spectre.

Rappelons que ’on étudie 'opérateur ¢ = cos z+cos(hD+%)+cos(hD—
%) pour un h > 0, et que l'on a introduit des opérateurs auxiliaires & un

puits g = ¢ — Z xg- Ces opérateurs ont un spectre discret dans la région .

pra
qui nous intéresse ici et sont reliés entre eux par: qgo = T%gT ™%, ol T® =
i oga
ez T TSR = h'(h) est le plus petit  réel
2
tel que A’ — i% € 27Z. (On prend les mémes définitions qu’a la section

1 pour obtenir les mémes relations de commutation et donc retomber sur
les mémes opérateurs). On choisit une valeur propre u(h), et un a(h) =
h{Cy tel que Sp(ga) N [u(h) — 2a(h), u(h) + 2a(h)] = {u(k)}. On sait
que p(h) est une valeur propre simple et on introduit la fonction propre
wo : (g0 — 1(h))pe = 0, ]|o]] = 1. On pose o = T*pq pour a € Z? et ainsi
(4o — H())pa = O, llpall = 1.

D’apres le théoréme de Helffer et Sjostrand rappelé au paragraphe 5.B,
si F' désigne 1’espace spectral de g associé & V'intervalle [u(h) — a(h), u(h) +
a(h)], la famille {IIppq} est une base “hilbertienne” de F'.

Ce n’est pas dans cette base que nous allons écrire la matrice de ¢,
nous allons utiliser des fonctions dont nous savons qu’elles ont de bonnes
propriétés de décroissance.

Nous utilisons un lemme montré dans [He-Sj), dans une situation ana-
logue:

Lemme 6.1. Soient (zq,&0) € Uy, b > 0. Alors on peut trouver (z,&n) tel
que

[(ach,{h)——(xo,fo)l — 0 et c(h) avec c(h),c(h)™! = O(h™No) tels que go(z) =
c(h)eﬁ(‘_"‘)e"‘?I,F(‘_”‘)2 vérifie les hypothéses:

(6.1) (gol0) =1
(6.2) lgoll = O(h=°)
(6.3) llxgoll = O(RY d(supp x, Uo) ™),

uniformément pour y dans un borné de 53’0 st d(supp x,Uq) 2 €0 > 0.
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On veut une invariance par rotation. Un calcul explicite montre que:

ol = ke (3 + })_% e (- s (- 66— 2))

o=kl (7 +5) e (g (6 3))

On peut donc remplacer go par (Jo|@o) ™ Go ot Go est ’'une des 6 projec-
tions de go sur les espaces propres de U et vérifie |(§o|w0)| > 3. Le nouveau
go est vecteur propre de U, vérifie (6.1)-(6.3) et:

2bd2(1l‘, I())
a0(a)] < R exp |- 220
toujours avec Iy = II,Uj.
On pose alors g4 = T%gp et on a:
(6.1) (9alpa) =1
(6.2) llgall = O(R™™)
(6.3)' lIxgall = O(h" d(supp x, Ua) ™),

uniformément pour x dans un borné de 59 4 si d(supp x,Ua) > €0 > 0.

Rappelons que les v4 = IIpp, forment une base hilbertienne de F et
que:

(6.4) X(va = a)ll = O(RY (1 + d(supp x, Ua))™™)
pour x dans un borné de 57 5, sans restriction sur supp x,
(6.5) Ixvall + lIx¢all = O(AY d(supp x, Ua) ™)
pour x dans un borné de 5§ o, si d(supp x,Ua) 2 €0 > 0. On a:
(TFgalvs) = (galvs) = (9alps) + (9alvs — vp),

et d’aprés (6.1)-(6.3): (galps) = ba,s + O(RN (1 + |a = 8)~N).
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D’aprés (6.3), (6.4), on a (galvg — @) = O(AN (1 + |a — B))~V), donc:
(6.6) (TIrgalvs) = 6a,p + O(AN(1 + | — B])~N).
Si {eq} est la base orthonormalisée de {v4}, alors:
{va} = {ea}(I + (ka,p)), avec : ka,p = ORN(L+|a - B))™"),

et (6.6) reste valable avec vg remplacé par eg.

Autrement dit:

(6.7) rge = €q + El::o,,ﬂe,g, avec : ’Ea’p = (’)(hN(l +la = BD~M).
On en déduit que {IIFgs} est une base hilbertienne de F. C’est dans
Porthonormalisée de cette base que nous écrirons la matrice de q.

On veut maintenant utiliser le Corollaire 5.4 pour obtenir une majora-
tion de Mpgq.

On considére la fonction poids ® définie par: @ est réelle, croissante,
constante sur les projections des puits, et ch ®'(z) = {&{ti=cos=

STeoozT— hors des
2
projections des puits.

On définit & partir de ® une distance dégénérée sur les projections des
puits, par D(z,y) = |®(z) — ®(y)|.

Le Corollaire 5.4 s’applique & toute fonction @, vérifiant |®]
< min((|®'] — €)4, 1), |®%| < 1 et on obtient:

(1—e)y
(6.8) Ve > 0,le Orgollz2®y < c(e)

ol on a posé:

A(#) =inf G(w) + DV (a,y),
D(l)(a: y) = mm D(z, It)+D(Ik,y), ou les Iy sont les projections des puits,
G(m) = %%%L mesure la décroissance de gop.

On a la méme proprxete pour les transformées de I p gy par I'opérateur
de rotation U = e Tfe""t"}';.e_h'

le“ 5= rgol| + le“F Ul pgo| + [le“F U Tl pgo| < c(e).
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On considére la distance d’Agmon entre les puits les plus proches: S =
®(27) — ®(0). Alors il existe un v avec 0 < v < S tel que y(27k) > vk,
pour k entier positif.

Alors, si 2nk < |z| < 2n(k +1):
(69)  +(z) > min((vk + D(2mk, o)), (v(k +1) + D(2n(k +1), la])).

On continue de noter U, le puits centré en a3y + asvy et on définit les
i—1 (cavi+azvs)

entiers: £;(a) = I, p* 71 2222222222 pour ¢ = 1, 2,3 (Ainsi 7,Uqy = Iy, (o))

§(a,B) = _sup [€:(a) — £:(B)].
i=1,2,3

6 mesure la distance entre les puits. §(a, f) = 1 lorsque U, et Uz réalisent
la distance minimale entre deux puits.

On reprend aussi les notations de [He,Sj);:

§®)(a, B) = min §(a, 1) + (a1, @) + ... 8(ae_y, B)
afayFE.Fay_ 1 #B

. P A G
et, si A est une matrice infinie indicée sur 7%, A = O(exp — "'sh ) si:

(Aa,s1 < (exp EZ O DEROB, e < ey

On considére maintenant {u} la base orthonormalisée de {IIFgq}.

Si on change la normalisation de IIpg, pour avoir ||IIpgq| = 1, les
relations (6.8) et (6.9) permettent d’affirmer:

{ua} = {TTrga}(I + 6(™*57))
et donc si f est définie par:
f(z) = min((vk + D(2rk,|z|)), (v(k + 1) + D(2=(k + 1), |z|))),

pour 27k < |z| £ 27(k 4 1), on a:

—e)f(z=27y () 1—e)f(z—2nlo(a
(6.10) Ve > 0, [l 4 e )
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1—e)f(z—2xl3(a 2 e
+le T = 2y uqs|| < Cee®

On s’intéresse maintenant a la matrice W de q|r dans la base {uq}.
L’étude des invariances de cette matrice par les translations est entiérement
analogue & celle faite & la section 2 pour P’équation de Schrédinger et la
matrice de g est de la forme uI + W, ol la nouvelle valeur de p(h) differe
de O(h*) de l’ancienne, et:

(6.11) W= e 222y,

ou h' = -HL[27r]
Comme (6.10) reste vraie avec u, remplacée par quq, on a:

vs(1)
We 5 = O(e="50).

A priori v < S et cette estimation est insuffisante, mais nous pouvons

I’améliorer pour |a — 8| petit en utilisant la procédure mise en place par
Helffer et Sjostrand & la section 4 de [He,Sj]s, qui s’applique sans modifica-
tion.

On obtient:
Wapo = O(e” s ) pour tout € > 0si ,max, |£ (@)} =1

Wao = (’)(e"LFﬂ)si Jmax. [4i(e)| > 2, pour un g9 > 0.

Grace & (6.11), ces estimations permettent de majorer W, s pour 8 # 0.
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B. La partie inférieure du spectre.

On a les puits suivants (calculés dans la section 5):

A v
2
M, M, Mo,(0.1) Ms,(1.2)
(o] rt O (o] (o]
M, M, M3 (1) My, (1,1)
—O t —O O t O t O—————>x
-2% 0 2n 4n
O +-mO (e} o]
My M; Mo, (1.0 Ms2,1)
Vi

On veut avoir la méme géométrie qu’a la section 3. On considere les
centres des puits les plus proches de 0:

My =(*,0); My = M 0,1 = (&, )
My =My 0y =51 My=(-%,0)
My = M(O,(O,—-—l)) = (*231, —7")§ My = -M(a,(l,o)) = (2—3"‘, —W)

On note toujours M, o = (7, )*(73,)** M, pour ¢ € {0,3} et a € Z%,U, 4
le puits centré en M, , et g. o 'opérateur dont tous les puits sauf U, o sont
bouchés.

On se donne maintenant (z9,£) € Upo et b > 0, et on construit
(i(z—z1)én—%(z—214)?)
E

comme au paragraphe A une fonction go(z) = c(h)exp
avec (zp,&r) — (z0,&0) et c(h), 3155 = O(hNe), et telle que, si ¢y est une
fonction propre normalisée de gg o:

(6.12) (90lp0) =1

(6.13) llgoll = O(R=™)
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(6.14) I goll = O(hY d(supp x, Uo,0)~™)

pour tout N entier, uniformément en x pour x dans un borné de SJ, et
d(supp x,Us,0) 2 €0 > 0.

On modifie alors go pour qu’elle soit valeur propre de T, F2, tout en
vérifiant (6.12)-(6.14) et

2b$($,fo)
< op |— 280
a0(e)| e exp [~ 2]
On pose alors g3 = U3gy, et:
ih'o(me,a)

Je,a = € 2 Tage

exactement comme dans la section 3, pour aw:oir les mémes symétries. On
rappelle que A’ est le plus petit réel tel que ,_f‘—" = 2—,:’-[2]

Alors, comme au paragraphe A, IIpg. , est une base hilbertienne de
F, espace spectral de g associé & [p(h) — Ch, u(h) + Ch].

On veut maintenant majorer les IIrg. o au moyen du corollaire 5.7.

On considére donc la phase @ définie par: ® est réelle croissante, con-
stante sur les projections des puits, et: Ch®' = g—c%,—slz—;"—%(;ﬁ hors des pro-
jections des puits.

On obtient une distance dégénérée sur les puits en posant D(z,y) =
|®(z)—®(y)|. Le probléme est alors de comparer les deux distances possibles
entre puits voisins:

On a:
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Lemme 6.2. D(—%F,2%) = D(%, 4r)

Démonstration. On va raisonner sur les puits Uy, Uy, U, centrds en
Moy, M, M, dont les projections sur R, sont les intervalles [a;, b;], ¢ = 0,1, 2.
On a a comparer Sy = ®(ag) — B(b1) et Sy = B(a;) — B(by).

Soit ¢ définie sur |7, ag[ par ¢ = @'. ¢ est réelle, positive, et ¢(z,ip'(z)) =
u(h) sur ], ap[. On ne peut pas prolonger ¢ holomorphiquement au voisi-
nage de 7, mais on le fait sur le domaine hachuré:

iR,

j‘ a %E b%o %n bo

Sur ce domaine,

Y
]

cos z + cos (% + zc,o(a;)) + cos (g - u,o(a:)) = p(h),

donc W+1
- _ gy M+

che = COS(Z)+ 2cos—§- '

Sur le trajet pointillé C, Imcos < 0 et lorsque I’on contourne le point

7 de la droite vers la gauche, Imch(z) < 0 et Im pase de 0 & —=x. Sur

Pintervalle réel ]b1, ao[, @' = Re .

On peut donc écrire S = Im fCl &dz, ou C; est le chemin complexe
z € C, £ =ip(z), qui relie Uy a Uy, que I’on oriente de Uy vers Up.

De méme, on a: S =Im sz &dz, ou C, est le chemin défini par:

3’3
Re{ =, Im¢{ 20,

et
q(z,€) = p(h)
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ui relie Uy 4 Uy, que l'on oriente de Uy vers U;.
) 2

On fait un changement de variable dans l'intégrale définissant S, au
moyen de la rotation p~! d’angle —F qui échange les puits.
Cette rotation est définie par

- z 3 ¢
0= (5+e-2e45).

Elle est symplectique donc avec (y,n) = p(z,£), on a d(ndy) = d(édz) d’on
ndy = {dz + df, ol f est une fonction holomorphe réelle sur le réel.
Donc S; = Im fp—l(cz) €dz, et on cherche a déformer p~1(C;) sur C;.

p~1(C;) est dans X = {(z, €); ¢(z,€) = p(h)} et en projection sur C, il a la
forme:

-1
e (G)

N

a) by ap by

Y
]

On peut, en restant dans X, déformer légérement le chemin p~1(C;)
sur un chemin C3 pour que, en projection sur C,, C3 ait la forme:

Y
=

2 b] ) bO

Sur ce chemin ¢(z,£) = p(h) et donc cos{ = cosip(z), d'out { = Lip(z) +
2k, k€ Z.

Au voisinage des extrémités du chemin, ¢ = i(z), et pour que cette
égalité ne se propage pas le long du chemin, il faudrait qu’en un de ses
points ¢(z) = ¢k, mais alors:

- 24 2 _io(z)) = 2cos? Z z
,u(h)—cos:c+cos<2+up(z))+cos(2 zc,,(a:)) 2 cos 3 1:[:20052
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ie. ("L,‘),t%l = (cos £+3)? et comme pu(h) > -2, cos £ € R. Or Imcos § =
—sin(Be2)sh(1m2), et comme sur le contour C3 Rez €]0, 27, cette égalité
implique que z est réel. Ceci ne peut arriver qu’aux extrémités du chemin,
et on propage donc I’égalité £ = ip(z) le long de C3, & partir du voisinage
d’une extrémité.

Pour déformer C3 sur C;, il suffit de déformer les projections en z et de
toujours avoir £ = ip(z), et on obtient ’égalité S; = 5;. i

Dans ce qui suit, certaines démonstrations tout a fait analogues a celles
du paragraphe A ne seront pas reprises.

On pose:
¥(z) =inf G(y) + D(l)(z, ¥),
y

204
ot DM est la distance indirecte et G(z) = %%%2. Alors, pour tout
>0

(6.15) le“=F = Trgo(2)| ey < ole)-

On a un résultat analogue pour les transformées de IIrgp par la rotation U

(6.16) e =2 U T pgo (o) | 2y < (e)
(6.17) e == U2 T go () | ary < (€).

Comme dans la section 5, on indice les projections de puits sur Z de
sorte que Ij4; soit immédiatement a droite de Iy et Ty = II, U p.

Alors il existe un réel v, avec 0 < v £ 5 = D(—?al,%" = D(ZT",%"
z

tel que si z € Iy, v(z) > |k|v. Par conséquent, si Iy < z < Ix41, on a:
¥(z) > min(|k|v + D(Ix,z), |k + 1|v + D(Ix41,2)).

Si U est un puits, on note £;(U) pour ¢ = 1,2,3 Uentier tel que Iy, () soit
la projection sur 'axe des z de p*~'U, et §(U,V) = sup |[&:(U) —£;(V)).
i=1,2,3

On définit aussi:

s, v) = SU U+ ... + 8(Upq, V).

min
UAUy#.. AU, #V
2k
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Comme on a besoin d’une distance orientée a I, et que ® est définie
4 une constante prés, on décide que ® = 0 sur Jy. (On rappelle que @ est
constante sur les projections des puits.)

Ainsi, si on pose f(z) = min(v|k|+ D(Ik, z), v|k+1|+ D(Ig 41, z)) pour
It < 2 £ Igqq, on a: f(z) = A(®(x)), ou A est la fonction paire vérifiant
A(nS) = v|n| pour n € Z dont le graphe est:

__________________________ v _penel pente - 1

! v ;

f t ! } > X
-28 -S 0 S 28

Soit u, o la fonction associée au puits U.q. (6.15)-(6.17) donnent:
Ve > 0,

_(1=e)A((z) = Sti(Ue,o))
h

(618) ” €xp ] Ui_l“s,a”L’(R) ..<_ Cee%

et, si U et V sont deux puits,
e —e)v 1) 5
(0 H(Rulu)] < Ceek (=280,

On s’intéresse maintenant & la matrice de ¢ dans la base
{tte,0}(e,a)€{0,3) xZ2-

Comme précédemment, cette matrice s’écrit a(h)I + W, avec |i(h) —
w(h)| = O(h®),Wa v = (1 — 8o(M — N))(qun|upr) ot é désigne le sym-
bole de Kronecker, et on a la méme géométrie qu’a la section 3, et donc
Péquivalent de la formule (3.4):

ih'd!a,)l‘l—ﬁ!
(619) VVM,N =e 2 VV,.a(M)’,.a(N)
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od M représente les coordonnées du centre de puits M dans la base (v1, 1),

A »5(1)
T =T R = -(-2—',:-2:[27r]. On a aussi: Wy n = O(e——é;;l-).

Comme a priori ¥ < S, cette estimation est insuffisante pour 6(M,N)
petit et nous allons ’améliorer en utilisant la procédure de Helffer et Sjostrand.

On fait ’hypothése de récurrence (H) = (H1) — (H4):

(H1) |Wan| < Ceexp—0=22CQLN) o . N* - Ry vérifie:
(H2) 0<a(k+1)—alk)<v

(H3) a(1) LS

(H4) a(k) > eok pour un g9 > 0.

1l s’agit d’améliorer la fonction a.

On commence par estimer (¢ — p)upy = Z Wpamup. On a: up =
P#M
@[exp-—W], ou ¢g(z) = @(e'uﬁﬂ) signifie: Pour tous K com-
pact, € > 0, il existe Ck . > 0 tel que

1—e)f(z e
llg(z)e ; lz2(ky £ Ch,e €F.
Les termes avec £;(P) = £;(M) se majorent par

6 (exp 122 MBe) - SHOO)).

Ceux avec £y (P) # £;(M) fixé se majorent par

. <p [l (M) — 5(PY) + A(B() - sel(P))J> |

© 3

Donc (g — plum = @(e‘mﬁﬂuﬂ) ou L(y) = min[a(2) + A(y),
r{l;xg a(|k]) + A(y — k5)). Pour Sk < |y| < S(k+ 1), on a donc:

L(y) = min(a* (k) + |y| — Sk,a*(k + 1) + S(k + 1) — |y|),

pour

a*(k) = a(|k]) si k # 0,
a*(0) = a(2).
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On cherche une estimation de was,n pour £;(M) # £,(N), par exemple
£(N) > £,(M). On pose a = £4(N) — &(M) > 0. On écrit wpr v = ((q —

mwun,um) = ((1=x)(g— p)un,ua)+(un, x(9— p)usm) + (un, [, x]uar) =
I+ II+III, oi x = 1j_c,»), avec A & choisir, ®(X) €]S¢, (M), S, (N)].

Premier cas: a = 1.
On prend %’\—) = £,(M) + 3, ce qui donne pour I et II:

I+11=0 <eXp _minfa(2) +#a(1) + S])

A
=0 <exp —(—a-(l—)th—”)) d'apres (H?2).

Comme [P, x] est & support dans [\ — h, A + &), IIT = O(1)e~ %, et:

~ M 1
Wu,n =0 (exp—M) )

Deuxiéme cas: « est pair, o > 2.

On prend 2(5—’\2 =4(M)+ ("%z et on obtient:

[+I[=0 (exp_ﬁ”%’fh_“(%)))
=20 (exp _Q’(a_—hl)_tf_))

et donc Wy ny = O (exp _min(u(a—l):s,u%ﬂ(%»)_

Troisiéme cas: « est impair, a > 3.

On prend q)—f;‘l = {1(M) + % et on obtient:

veg +a(°T"))

I+II:(§<exp—— A

a _h1) + 5)

IIr=0 (exp—



80 P. KERDELHUE

~ — i - a4l a a-—1 . .
et donc Way,v = O (exp __ —min(¥(a l)+f,++ (_Fl)) . Ainsi, dans les cas
2 et 3,

Wt = & (exp_min(v(a - 1)+ S,a([§]) + (a - [‘—;—]))) ‘

h

On peut refaire ceci avec Uupr, U%upr au lieu de ups et cela montre
que les hypothéses (H1) et (H3) sont vérifies par la fonction b définie par
b(1) = min(S, a(1)+v) pour j > 2, b(j) = min(v(j —1)+5, a([§])+(—[4])).

Montrons que b > a:
Pour j = 1, d’aprés (H3), S > a(1) et donc b(j) > a(j).
Pour j > 2, d’apres (H3) et (H2):

S+v(i-1)2a)+ Y (a(k+1)—a(k) = a(j),

1<k<j—1

et d’apres (H2),

a <[%D +v(a-[3]) 2 a<[]§]) + Y (a(k+1) - a(k)) = a(j).

[§1<k<i-1

Donc b > a. En particulier, b vérifie 'hypothese (H4).
Il reste & montrer que b vérifie 'hypothese (H2).
Pour 7 = 1:

b(1) = min(S,a(1) +v)
b(2) = min(S + v,a(1) +v)
donc 0 < b(2) — b(1) < v.
Pour 7 > 3:

b(f+1)=min(uj+5,a([j—;—1].)+V<J+1_[ :
etb(j)=min<u(j—1)+5,a<[%]) ( H))

Posons A = {a([“EL)) + v(j +1 - [LF2])} - {a([4]) +v(i - [£])}. 1 suffit
de montrer 0 < A < v.

=)
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Ona: A= (a([ﬁ';;l)] - a([%])) - V([Qizi)-] ~ 1Y+ v, et d’apres (H2):

ose (1) () s+ ((5 4

donc »(1 — [J%] + [-27;]) <A<v,et comme0<1— [0—"2'1-)-] + [%], on a bien
0 £ A < v et b vérifie (H2).

On itére plusieurs fois cette procédure en commenant par a®(j) = vj.
Comme a*+1(1) = min(a*(1) +v, S), au bout d’un nombre fini d’itérations,
on aura: a*(1) = §. A D’étape suivante, a¥*+1(2) = min(S + v,a*(1) + v) =
S + v et donc, pour j > 2, a**1(j) > S+ v. On a donc montré:

way = O(L)e™F i §(M,N) > 2,

6.20) i
( =O01)e™ % s §(M,N)=1.






7. MINORATION DE L’EFFET TUNNEL ENTRE PUITS LES
PLUS PROCHES.

Il s’agit d’obtenir une minoration du terme wy,v ot U et V sont deux
puits avec §(U,V) = 1. Rappelons qu’a chaque puits U on a associé une
fonction uy telle que {uy} soit une base orthonormée de F' et que uy soit
microlocalement concentrée sur le puits U. {uy} est la base orthonormalisée
de {IIrgu}, ol gy est une gaussienne concentrée sur U.

On a besoin pour ces minorations d’approximation BKW des fonctions
uy et uy sur un domaine commun, mais dans 1’étude de la partie supérieure
du spectre, on a vu que les phases utilisées ne sont pas analytiques entre les
projections des puits. On résout cette difficulté en regardant les fonctions
uy et uy sur une droite complexe R + di, avec d # 0 petit. L’étude de la
partie inférieure du spectre ne comporte pas ces complications.

A. La partie supérieure du spectre.

On veut estimer le terme wq g pour é(a, ) = 1. Grice aux symétries
de la matrice W, on peut supposer que a = (0,0) et 8 = (1,0), c’est-a-dire
qu’on s’intéresse aux puits centrés en 0 et (27, —7).

On veut utiliser la méthode mise au point par Helffer et Sjostrand pour
I’équation de Harper, qui consiste & écrire des développements BKW des
fonctions ug et ug entre les projections des puits Uy et Ug. La fonction
poids ¢ que nous avons utilisée n’est pas analytique en 7 et on ne peut
espérer avoir ’approximation BKW de ug qu’a gauche du point 7 et de ug
qu’a droite du point 7.

Par contre, on peut définir une phase ¥ holomorphe sur le domaine
hachuré:

iR

et

T t > R
2n-1 2n

U(z) = ®(z) sur le segment J¢, 7|
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U(z) = ®(z) + mi(z — ) sur le segment |z, 27 — o[

Les transformées de Fourier des fonctions uq et ug étant & décroissance
exponentielle, ces fonctions sont holomorphes sur un voisinage du réel et on
va chercher & en obtenir des approximations BKW sur une droite R + di,
ou d > 0 est petit.

Helffer et Sjéstrand ont montré & la section 5 de [He, Sj]s comment
obtenir une approximation B.K.W. de uo prés de ¢, a droite de ce point.
Pour pouvoir appliquer leur résultat, il faut vérifier qu’on a ici la géométrie
du cas qu'ils traitent, c’est-a-dire que la courbure du puits Up au point (¢, 0)
n’est pas nulle.

Lemme 7.1. La courbure de Up(u) au point (¢,0) est non nulle.

Démonstration. Dans un voisinage de (¢,0),Up est de la forme (z(¢),£).

Dérivant deux fois la relation cos(z(¢{)) + 2 cos (%Q> cos ¢ = u, on obtient:

(1) —cos(a(€))e'(e) — sin(a(e)a"(§) - 5 cos (X&) (e cose

—sin (?L;—)> 2"(€) cos & + 2sin (32i)> 2'(€)siné — 2 cos (””(25)) cost = 0.

On a: z(0) = ¢,2'(0) = 0 et (7.1) appliquée au point £ = 0 donne:
. " o« LN _9 L —
0 —sin¢z"(0) 40 51n(2)z (0)+0 Hcos(2) 0,

soit:
(7.2) (1 + 2cos (%)) sin (%) z”(0) + 2 cos (%) = 0.
Comme 0 < ¢ <, (7.2) entraine:

(7.3) 2"(0) < 0
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ce qui montre le lemme. |

On peut donc appliquer le résultat de Helffer et Sjostrand qui s’énonce:
étant donné un point yo réel, choisi arbitrairement prés de ¢, avec yo > o,
on peut décrire up dans un voisinage complexe de y par

(7.4) uo(2) = bo(h)ao(z, h)e™ "+
avec: 1
Ve > 0,3C., |bo(h)| + = < Ceef,
€ | 0( )|+ |b0(h)[ e

ao(z,h) est un symbole analytique avec ag (yo, h) = 1.

Par la méthode BKW exposée dans [Sj]; on prolonge le symbole ay en
un symbole analytique elliptique défini sur le domaine

Yo — €0 SRezx < 7w+ ¢
0 <Imz < dp.

Soit af(z,h) une réalisation de ce symbole sur un compact de ce do-
maine et définissons

vo(z, h) = bo(h)d)(z, h)e™
On a alors, pour 0 < d < dp:

(7.6) l(uo — ) eiiil < Ce~®

dans un voisinage complexe de 1o

(1.7) “voeiiﬂ < Cu(d)eF

lL’[yo—eo+di,1r+eo+di]

pour 0 < d < dp.
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(7.8) ‘ < Cpem %2

e* (g% - 1) ‘L’o’

dans L? ([yo — €0 + di, © + €0 + di]), avec £9(d) > 0. ¢ représente 'opérateur
g sur la droite R + di, défini par:

(¢%u) (z) = cosz u(z) + cos (éz + -‘lih) u(z + k)
+ cos (%x - %h) u(z — h).

Dans ces inégalités, ag est une réalisation de ay au voisinage du segment
[yo —eo+di,m+e9+ dl]

Il nous faut maintenant majorer (qd - ,u) ug sur la droite R + di. On
a:

Théoréme 7.2. §i 2z € 29, alors (qd — z) est invertible et:

(7.9) |- 27, < e

< —
Lz~ a(h)e

Démonstration. On considére la transformation de F.B.I.:

Tu(z) = Ch™% / e S u(y)dy.

On définit les classes Hp = {u entitre ; e~% € L*(C)}.

Pour un choix convenable de C,T est unitaire: de L?*(R) dans Hg,,
2
avec o(z) = (I_mzi)_” et de L%(R + d:) dans Hs,, avec ®4(z) = (mz—d)” "2'4) .

Apres conjugaison par T, ¢% est Popérateur défini sur Hp, par:

¢%u(z) = (27h)! //ei:hiq ox™! (z -;-y,0> u(y)dydb,
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ol « est la transformation canonique associée & T: x(y,n) = (y — in,n), et
un bon contour est

oo cen- ()5 (232) 50

Ainsi q et q¢ coincident sur Hy,NHg,.

On consideére & présent la fonction holomorphe: ¥(z,y) = — (’}y)z , qui
vérifie ¥(z,Z) = ®o(z). On a:

=9
Do(z) + Po(y) — 2Re ¥(z,y) = —

et Popérateur
B u(z) = %/em’fj)'u(y)e_zith(dy),

ou L(dy) représente la mesure de Lebesgue sur C, qui pour un choix con-
venable de C est le projecteur orthogonal de Léo sur Hg,. Le noyau de
z—y)2?
e~ % Be¥ est estimé par %e_ e,
Soit {Q4} 472 un recouvrement de C ~ R? par des cellules de périodicité

du symbole ¢, tel que chaque 2, est borné, son intérieur contient un puits,
et Q4 est a distance non nulle des autres puits. L’identification C ~ R? est

faite par (y,n) — H.x(y,n) =y —in.
On définit les opérateurs x, de Hs, dans Hg, par xo = Bolg,.

On veut a présent donner un sens a ’expression:

(7.10) (-2 u=) (¢—2)""Xou
pour u € Hg,.

La majoration du noyau de B permet d’écrire une premiere majoration:

(7.11) lixatlly, _s2e 001 < Cllulls,a,
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avec
_20 z 2 1/2
lulla, o, = ( [ e o) L(dm>> .

Comme |33V, ®4(z)| est borné, on contréle les normes ”u”%,fla et
lulls, o, I'une par 'autre:

_cl4q 2 (za)
(7.12) e ™ Jully, o

Po(za Cld] ®4(za)
< ™7 ullg, 0. < €T lully, .

)

ol z, est un point quelconque de 4.

Comme on n’a pas de résultat de continuité de (¢ — 2)~! pour le poids

dz(z,ﬂa) 3 H
Py — —2—>, on revient aux fonctions sur R.

On considére donc T~ xqu, qui s’écrit:

42(25‘7&) _ 4 (z-904)

-1 (z=p)? T _%o z
4 Th e 3 e h Xau(x)da:

(T"lxau) (y) =Ch e
et on choisit le contour d’intégration Rez = y. On obtient:
1T Xau||_ @i, < Cllullsga, »

ol I est la projection sur R de Q,.

Donc, si ¢ est une fonction constante dans un voisinage uniforme de
chaque puits, nulle sur I, décroissante a droite de I,, croissante a gauche,
et telle que |¢'| < 8§ ot & > 0 est assez petit, on a:

(713) ”T—Ionu“La < c llulléo,ﬂa :

Le théoréme 5.4 s’applique alors et on a:
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(1.14) (a2 T (xow)] » <~ lu]
: q Xa¥llgz = a(h) Uleo,0q

Comme on peut avoir les mémes inégalités pour U(g — z)™1 T~ (xqu)
et U%(g — 2) 1T~ !(xau), on déduit en appliquant T

(7.15) ”(q - z)—l(X"u)“%— 4(z,0+B(0,C))
o
< a_(71—) ”u”q»o,na .
Soit C' > C. Alors pour |d| < & — &7, on a:

(7.16) ”(q - Z)—I(Xau)“q)o_d(z,ng+B(0,C2)_

Ccld

+l o )= o
> ¢ C ”(q—z)_l(xau)|l¢d_d(=,n,.ga 0,c 61’ HalrteX ).

De plus, (7.12) s’écrit:

Ccld] 24(Xa)-%0(Xa)
(7.17) [ulle, 0, < Ce™™ e g lulle, 0, -

Ainsi, (7.15)-(7.17) donnent:

] ejat uls, 0,
(7.18) [I(g = 2)7* (xa®)||p - 2tz.00 tpc00n < Ce o)

Cette relation assure la convergence de (7.10) dans Hg,. On a donc
Cld

construit un inverse & droite de ¢ — z de norme inférieure a C %(W Le
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résultat est vrai pour son adjoint ¢~¢ — %, donc cet inverse & gauche est un
inverse et le Théoréme 7.2 est démontré. |

Remarque. Le Théoréme 7.2 reste vrai pour z € Qp, |2—pu| > AN, h < Ay,
en remplagant a(h) par |z — p| dans son énoncé, mais nous avons besoin
pour le montrer d’une version améliorée du théoréme 5.4. Ceci montre que
le spectre de ¢¢ dans Qp est & une distance O(h*) de celui de g¢. i

On a aussi besoin d’un inverse de 'opérateur g — z sur la droite R+ di.
On rappelle que l’on avait a la section 6:

g=a- 6
j

Ge=q- ) 0;=7+0k
i#k

ou 8; est une fonction positive destinée a boucher le puits centré en 27j.

On prolonge les fonctions 8; au domaine complexe par §;(z) = 6;(Rez),
ce qui permet de définir sur la droite R + di les opérateurs:

§d=qd—zeja
J

quqd_29j=ad+ek.
J#k

Soit ®, une fonction de R + di dans R vérifiant la condition

1
(7.19) (e) ] < (IRe®| ~e),,[8)] < = pour k21,

e(x ~ e(z . . .
L’opérateur eLﬁu (q‘i - z) e~ 25 est elliptique pour h assez petit en
fonction de € et donc, pour h assez petit:

-
[

e
L2

2
Lg,
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On va contréler ¢f — z & partir de ¢? — z et ¢% — 2:

Lemme 7.3. Il existe une constante C > 0 telle que, si z € OQy, alors

Cld
g — z est inversible et ”(&d - 2)4“ < Ce;(-;;:;l :

Démonstration. On note toujours I; les projecteurs des puits. Soit 4 un
intervalle de R tel que Iy CC A et A ne rencontre pas I_y U I;4;. Soit B

vérifiant les mémes propriétés et tel que A CC B.

Soit ¢ positive, & support prés des extrémités de B, nulle sur A,
vérifiant (7.19) (o) pour un certain €o:

A o(x)

- A
LY
Y

Alors, pour u € L?, on a:
It~ )l = 1 -2l = o (=)l
2 [[(¢* = 2) 1825 — l[[e% 18] ],

Or (¢¢ - z)_1 est continu sur L2 car:

(=27 =@ -2 -@ -2 [ 6] @ -2
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J

+(@ -2 (Z 9:’) (¢¢=2)" (Z 9:') @ -2

et ¢ est constante sur U supp 8;.

J

Donc
1 _cld 4
(120) gt =) vl 2 (5 ) Fa®) asll - e fula.

Il nous faut une inégalité analogue avec 14 remplacé par 1gy 4, que
nous obtenons de la méme manieére:

Soit D un intervalle avec Iy CC D CC A. Maintenant supp¢ est
proche de dD. On a:

1(ak = 2) ull» 2 Itryo (0 = 2) ull, = tyo (@ = 2) ]l

> [ - 2) 1moul, ~ 5% tavo] wll

et donc:
1 -
(7.21) gk = 2) ullza 2 & tRyaul o — e % JJull s -
Pour |d| assez petit, (7.20) et (7.21) entrainent

(7.22) (gt~ =) ull 2 Ze=Fa® ul

Comme on a la méme inégalité pour I’adjoint (q,‘f - z)* = (qk_d - E),
Cld

g (¢f - 2) - ” < C%py et le lemme est démontré. i

qf — z est inversible et
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Nous allons en déduire des inégalités & poids, d’abord pour 9;.’ puis
pour ¢¢.

Soit donc ®, vérifiant (7.19)(¢). On a:

(-2 =@ -2 =@ -2 0@ -2)"

@ -2 (0 - 2) T 0 (3 -2)7

et comme P, est constante sur le support de 6y,

Ccld|
e h

(7.23) H(q;‘i - z)"‘ ey S Oy

Nous allons réutiliser la construction de ( — z) a partir de (qg - z)—1
pour montrer le:

Théoréme 7.4. Il eziste une constante C > 0 telle que, si o vérifie (7.19)
(e + C|d|) et z € Iy, alors:

clal

(7.24) [CEDN “Lg < Ce Z(;z)

pour h < h(g).

Démonstration. On reprend dans le complexe la démonstration du Théoréme

-1 .
5.4. On pose R = Z (gf —z)" Wi ot U = lizikn—n<Rez<2kntn) b

_ d -1
ajk = ”‘I’J (¢f - 2) \I"“”a(m‘
)

Comme on a un peu de marge sur ¢, on a:

alal
ajr < C si |-k <1

*a(h)
e-i—l  Li=kl(Elalte)
a(h) ©

aJ’k<C |]—k|22
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<

Donc, si C est assez grande, ”R ”C(L?) < C.5 FOR

De plus, (g — z)—1 R =TI+ K? avec K% = ZZGi (gf - z)—1 Ty,
k j#k
Gréce a la marge qu’on s’est donné sur ¢,

Jos -

et si C est assez grande, et h < h(e),||K||L(L2) < 3, ce qui achéve la
@

Cld ~
e*l_imuc;pi;kl

< J—
k c2(12) = Ce a(h) €

2
démonstration. |

Corollaire 7.5. Si ¢; et g vérifient (7.19) (e + 5|d|) et o1 = g sur les

projections des puits, alors le projecteur 1%, défini par sa représentation
intégrale, vérifie:

(7.25) ||H(Ii’”1,301,L302 < CeH,

Démonstration. On écrit

(@-2)" =@ -2 -@-2)"" ZG @ -2

H@ -T2 @7 () @)
J

et seul le dernier terme contribue & la représentation intégrale de H?. On
obtient alors le Corollaire & partir du Théoréme.

Revenons maintenant aux fonctions ug et ug. {uq} est la base or-

v d2(2,1; (a))
thonormée de {IIrga} avec |[IIpgall =1 et |ga| < |c(h)|e™ % pour
o > 0.

Sur P'axe R 4 di, |go(2z)] < ]go(Rez)Ieﬂhil pour un ¢ > 0 et d’apreés le
Corollaire 7.6:
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¢ —e— ~d(z
IH‘I{"QO(-T)I SCee_I"ﬂe—g_CFu_l

6'1‘1.1;[ Dgl)(a:,y) + bd(Rey,I))’ Dy est la distance de
y i

R + di associée a la fonction Re ¥, et D‘(il) est la distance indirecte associée.

o y(z) =

Ainsi, quitte & réduire un peu la valeur de v 4 la section 6, on a:

—— dig e
e_gt clansi( luo(x) < C.em +cld|

(7.26) <C.
L2(R+di)

f 4 est la fonction définie sur R + di par

(7.27)  fU(z) = Min (vk 4+ Da(2xk, |z|),v(k + 1) + Da(27(k + 1), |z|))

pour 27 < |z| < 2w(k + 1).

Comme de plus (¢¢ — p) up = Zw,)ww et que les w. o sont expo-

v#0
nentiellement petits,

(7.28) (g% — 1) uo <e *.

IL’([yo—eo+di,1r+zo+di])

Or nous savons par (7.6) et (7.7) que ug vérifie la majoration:

(7.29) < Ceef

(z
luo(a:)ei'-_2

dans un voisinage complexe de yo, pour tout £ > 0.

Nous allons pouvoir améliorer ’estimation (7.26) au voisinage de I'inter-
valle [yo, ™ + €o]:

Soit W,4(z) la fonction réelle continue définie sur R + di par ¥4(z) =
Re ¥(z) sur [yo —eo+di, 7+ 221] , ¥4 est constante a droite et & gauche de
cet intervalle.
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Soit x : R+ di — [0,1] une fonction troncature & support dans
[yo — €0 + di, 7 + €0 + di], valant 1 sur [yo - 4di,7m+ %Eo + di].

On a:

(¢* — 1) xuo = x (¢* — 1) wo + [¢% x] wo

(7.28) permet de majorer le premier terme:

2(=) d 0
P - 0w g, <

[dd, x] est & support dans

. . 3e . .
[yo—-eo-l-dz,yo-—-et)—o+dz]u [7r+T0+dz,7r+so+dz ;

grace & (7.29) la partie dans [yo — €0 + di,yo — & + di] est O(1)e~ = , et
S : 3eg | s . 511, LEd=cldl

grice & (7.26) la partie dans [7 + 22 4 di, 7 + o + di] est O(1)e

(car f?¢ coincide avec Re ¥ sur l'intervalle [y + di, 7 + o + di]), elle est

donc 6(1)6-1425&!1. :

¥4(z) e .
e~ [q",x] Ug < C.e* puis

L2(R+di) —

Donc

(7.30) ™5 (g% — 1) (xuo) F

e€

<
L2(R+di)

Nous savons que si ¢ est une fonction réelle définie sur R + di avec
e(z) /1~ #lz) . g8
l¢'| < |Re¥'|, Popérateur e & (g% — p) e~ est elliptique. (7.30) en-
tramne donc:

et comme sur le segment [yo — % + di, 7 + ¢ + di] ,¥4(z) = Re ¥(z), on
a:

$4(z)
e Up

IA

&
Ceer,

L2([yo— P +di, 7+ 2 +di])

¥(z) e
. < Ceer.
(7.31) uoe ™ (ot iims psa) S O
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Enfin, si on regroupe les majorations (7.6)-(7.8), (7.28) et (7.31), on a

¢g(d!
Cde_

h

e (qd — ) (uo — vo)‘

<
L2([yo— P +di,m+ f+di]) T
pour 0 < d < do,

‘ eiglil (uo — vo)

pour 0 < d < dp, &t ‘elﬁﬂ (uo — vo)
de Yo- '

< Ce(d)e®
L2([yo— g +di,m+f+di]) T «(d)

e
< Ce~7 dans un voisinage complexe

Compte tenu de 'argument d’ellipticité déja invoqué, ceci entraine:

< Cde—'?.

(7.32) Heﬂ'\i2 (uo — vo)‘

L"‘([yo—ii,ﬂ+di,1r+%l+di])

Récapitulons les formules dont nous aurons besoin par la suite. On a
montré que, pour tout € > 0, on a les majorations:

(7.6)
(=) 4 _eo(d)

% - < Cyge "k our 0 < d < dp.

‘e (q ,u) Yo L2([yo+di,m+eo+di]) — d P =70

e%ﬂvo < Ce(d)e% pour 0 < d<d,.

(1.7) |

L2([yo+di,m+eo+di])

< Ce® pour 0 <d < dp.

W(z d
7.2 H (g - <
( 8) ¢ (q u) o L2([yo+di,m+eo+di])

(7.31) ‘ e!%ﬂuoy < C.ef pour 0<d< dp.
L2([yo+di,m+<0+di])
=) )
7.32 D - < Cge™ " our 0 < d < dp.
( ) ¢ (uo UO) L2([yo+di,m+eo+di]) d P 0
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Maintenant que nous avons obtenu ces approximations BKW, nous
pouvons passer au calcul du coefficient wg g.

On a:

wpo = /(q - puo(z)updz.
Donc, avec Xt = 1j—co, pour ¢ dans un voisinage de 7:
wpo = [ xu(e)a = wuleialeis

+ [ @) (1 = x() T Dua(ede
- / uo(2)[g, x¢) ug(z)dz.
Les deux premiers termes de la somme sont majorés par e™ "%
peut calculer le troisieme car:

Steg

et on

h
z — —
lg,x] = 1(¢,t44) COS ( D) 2

z+ 2
> Th — I[t_h’,] cos ( 5 2) T_h.

On a donc

(7.33) wgo = ~/[.t,t+h] cos (% - %) [uo(z — h)ug(z) — uo(z)ug(z — h)) dz

S+4e
+0 (e75)
Ceci nous conduit & introduire la fonction holomorphe:

A(z) = cos (% - %) [uo(z — h)Ts(Z) — uo(2)Ts(Z — b))

A vérifie la majoration:
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(7.34) lrohA—Al=0 (e-i?“)

dans le domaine D = {z;7+ $ <Rez<m+ep et 0 <Imz < dp}.
En effet:

(T—nA — A)(z) = cos (i + é) [uo(2)@s(Z + k) — uo(z + h)us(z)]

2 4

— cos (% - -Z) [uo(z — R)T(Z) — uo(2)up(Z — h)]

= ug(2) :cos (% + %) (% + h) + cos (g - %) (% — h)]

—4(3) :cos (-;- + g) uo(z + k) + cos (% - %) uo(z — h)]

= uo(2)(q — w)up(Z) — Tp(Z)(q — p)uo(2)-

Il suffit alors de majorer (q? — p)ug et ug par (7.28) et (7.31) et
(g% — 1) up et ug par les inégalités analogues:

-5

(7.28) ‘ e i (¢% — 1) ug

<e
L2([m+ %R +di,y1+di])

I'(z
€ ug

£
C.et

(7.31)

<
L2([m+f +di g +di])

ou d € [—dg, do],y1 est un point choisi arbitrairement proche de 27 — ¢, par
exemple y; = 27 — yp, et I est le prolongement holomorphe de la fonction
S — &(z) + mi(z — 7) & un voisinage complexe de 'intervalle |7, 27 — [ sur
lequel elle est analytique.

Sur cet intervalle, on a:
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T(z) =S5 — ®(z) — mi(z — 7) = § — Y(z)

et donc, dans un voisinage de 7,27 — ([:

T(z) = 5 - 0(z).

Les majorations (7.28), (7.28)’, (7.31) et (7.31)’ entrainent donc (7.34).

Il en résulte que pour d €]0,do] et t € [$,e0] :

(7.35) Wap = / A(z)dz +0 (7558
[t+di,t+h+di]

De plus, ug admet une estimation BKW vg = bﬂ(h)aﬁ(m,h)e‘%ﬂ.
Plus précisément, on a:

, T (i <e™
(7.8) e (¢ —K)vp L3([rt 2t digatai]) —

2 1 .l;%l _ < -
(7.32) e ® (up vﬁ){ Lo([rt St disgatai]) = h

pour d € [—dy, dp].

Si on pose

B(z) = cos (-;— - %) [vo(z — h)T3(Z) — vo(2)Ts(Z — R)],

alors |B(z) — A(z)| £ e~ dans D et:

(7.36) wgo = / B(z)dz + O (=54
[t+di,t+eo+di]

pour 0 < d < dy.

On peut calculer B(z):
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— h L _
B(Z) = bo(h)bﬁ(h) cos (% — Z) [ao(z _ h)e_!LT‘_hlEﬂ(E)e— Ik
—ao(z)e“lﬁﬂﬁp(i — h)e“g'r'” = ]

= bo(h)Bs(h) cos (%) a0(2)a5(3)

[e-ﬂ%ﬂei*r"‘ﬂ - e-’%ﬂe'-s—*x*—“l}u + O(R))

= 2by(h)Bs(h) cos (g) ao(2)as(F)e”Fsh¥'(z — h)(1 + O(h)).

Donc B(z) s’écrit e'%bo(h)gp(h)d(x,h) ou d est la réalisation d'un
symbole analytique classique elliptique.

De plus, on montre de la méme fagon que (7.34):

(7.34)' |r_sB — B| < Cqe~ =%

sur le segment
[7r+i29-+di,7r+eg+di] ,
avec 0 < d < dp.

P el
Ceci entraine que, sur ce segment, |d(z + h, h) — d(z,h)| < Cde_ﬁn_dz

et comme d est classique, on en déduit en annulant l'un apres l’?utre les
termes du développement de d: |d(z,h) — d(= + €0 + di)] < e~ 7 sur le
segment

[71'—%—%2+di,7r+€0+di].

Comme

wgo = / e~ % bo(h)bs(h)d(z, h)dz
[t+di,t+h+di]
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pour ¢ € [7r+52°~,7r+€o],et

- 1
|bo(R)bs(R)| + W < Cee?,

on a montré:

Théoréme 7.7. Pour tout € > 0, il existe C. > 0 tel que, st U et V sont
deuz puits avec §(U,V) =1, on a:

1 e —e
a—e"ﬁp <Jwyv| £ Cge_g's'rl.
&

B. La partie inférieure du spectre

On choisit de minorer 'interaction entre les puits centrésen M = M, =
(55,0) et N =M,y = (5,0).
La phase ¥(z) = ®(z)— <I>(4T") est analytique entre les projections des puits
Uum et Un et on a des constructions BKW:

va(z) = bar(h)e~ ap(z, h)

on(z) = by (h)e =T 2ay(z, h)

oll: ap et ay sont des réalisations de symboles analytiques classiques ellip-
tiques définis sur Jyo, 27 + €o[ et |27 — £9,47 — yo[, o étant un point choisi
a gauche de II, Uy, arbitrairement proche de cette projection, €y un réel
strictement positif ; bar(h) et bn(h) vérifient:

[ (B)] + e + [ ()] + =y < Clee

|ba (h)l LY (h)l

Ces constructions vérifient:

¥(z) ( -
n —u)v <e
“6 (q ﬂ) M L2([-yo,e0))
'l((r e
_ <e~ W
(unm M)NL,([_%COD <e
v < e"sﬁq
2 N“L?([—so,yon =
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e (un —vn)

<e#

IL’([—eoyyo])

On conclut comme au paragraphe A, en restant sur le réel, et on mon-
tre:

Théoréme 7.8. Pour toute > 0, 1l C, > 0 tel que, si Ups et Uy sont deuz
puits avec §(M,N) =1, on a:

1 e _S-c
C—e'%‘ < lwa,n| < Coe™ 7.

€

C. Renormalisation.

A la section 6, nous avons pris soin en définissant les fonctions g, as-
sociées a chaque puits de choisir des relations entre ces fonctions entiérement
analogues & celles de la section 2 pour le cas p(h) > —1, et de la section 3
pour le cas u(h) < —1.

On peut donc dans les deux cas faire les mémes réductions qu’aux
chapitres 2 et 3. On obtient:

Théoréme 7.9. On considére lopérateur
qn = opy [cosm + cos (% + {) + cos (% - 5)] .
Soit €9 > 0. Il existe c(eo) > 0 telle que, si b < c(eg), le spectre de g est

wnclus dans [——%, 3] et:
Sp(qh)ﬂ[—%, -1- €0] est snclus dans une réunion d’intervalles U Jj,

J=1,--,n(h)
Jj41 est situé d droite de J;, d une distance équivalente d h, Jy est situé 4

une distance équivalente ¢ h de —%, [J;] < e""c(—;ﬂ,Sp qn N J; est le spectre
d’un opérateur uI + cjopy, P°, avec p € Jj, cj est réel avec |cj| = e"F e
1,h' est le plus petit réel tel que % = Z,EI[Z],P0 est un symbole & valeurs
dans M,(C), hermitien, 27-périodique en z et &, tel que:

p°(—z,—£,h)=((1) (1))1)0(%6,’2)((1] (1,)

et

P (z—2%,¢n e ¥ PO (z,
Peeon = ("Gl mered)
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ot p est la rotation d’angle 7 /3 dans le repére:

De plus, P® s’écrit P° = Q° + R®, avec:

Q° = .0 1+ et + eié
14e % 4% 0

R° se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine
{(z,¢) € C%|Imz|+|Im¢| < c(%l} et sur ce domaine |R0(x,{)| < e__c%'L);

Sp(gn)N[—1+¢€o,3] est inclus dans une réunion d’intervalles U K;,

J=1,-+,n(h)
K11 est situé ¢ gauche de Kj, d une distance équivalente ¢ h, Iy est

c(e

situé & une distance équivalente d h de 3, |K;| < e~ Spgn N K; est
le .spect'recd’un opérateur ul + djopl.p®, avec p € Kj, d; est réel avec
|djl =e~%,cm1,p" est un symbole réel, 2m-périodique en z et €, invariant
par la rotation p.

De plus, p° s’écrit p° = ¢° +1°, avec ¢° = cosz + cosé + cos(z — £),7°
se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine {(z,§) € c?; | Im z|+
| Im¢| < C(%)-} et sur ce domaine |r®(z,£)| < =5

(Dans cet énoncé, “a est équivalent & h” signifie que § et % sont ma-
jorés par une constante qui ne dépend que de £).



8. EXTENSION A L'OPERATEUR SCALAIRE
RENORMALISE.

Le but de cette section est de montrer comment ’étude de ’opérateur
q° = cosz+cos ¢ +cos(z —£) faite aux sections 5 & 7 s’adapte aux opérateurs
perturbés p° = ¢° 4+ 7%, olt r° est un symbole défini sur {(z,¢);|Im(z,¢)| <

%} et vérifiant Z |0%ro| < & sur ce domaine, holomorphe, réel sur le réel,
le|<2
27-périodique en z et £ et invariant par la rotation p(z,§) = (z — £, z).

A partir des courbes de niveau du symbole ¢° étudiées & la section 5,
on peut déduire celle du symbole p® grace a une étude analogue faite dans
[He,Sjls. On a les résultats suivants :

Les valeurs critiques de p° sont :

1. Le maximum p°(0,0), atteint aux points (2kw,2k'r) pour (k,k')
dans 72

2. Le minimum po(?f-, 131) atteint aux points (33’-'- + 2km, 4% 4+ 2k'w) et
(4 + 2k, 27" + 2k'r) pour (k, k") dans Z2.

3. La valeur ¢ & —1 obtenue aux points selle (kr, k'7) pour (k, k') dans
Z? tels que k ou k' soit impair.

La courbe de niveau de p° correspondant & une valeur E €]p°(2E, 48), ¢[
est une réunion de cercles déformés entourant les minima de p°. De méme,
pour E €]c,p°(0,0)[, c’est une réunion de cercles déformés entourant les
maxima de p°. L’ensemble {(z,£);p"(z,¢) = c} est décrit par : {(z,¢)
p2(2,€) = ¢} = F({(2,€);(2,£) = —1}), ob  est 2r-périodique, proche
de P'identité et laisse fixes les points (k=,k'w) pour (k,k') € Z% et k ou k'
impair.

On étudie le spectre de p® dans R\[—1 — g9, —1 + &¢] olt ¢ > 0 est
fixé et on cherche & écrire des résultats vrais pour § < 6(ep). L’étude
du spectre au-dessous de —1 est entiérement analogue a celle faite & la
section 7 de [He,Sjls; nous n’étudierons donc que la partie supérieure du
spectre. A partir de maintenant, on fait le changement de variables sym-
plectique (z,£) — (2, — %) et on travaille avec p = ¢ +r, ou p(z,¢)
=p%z,6 - %), q(z,€) = cosz + 2cos(3) cosé, r(z,£) = rf(z, & - %).

On commence par prendre § < 2%, avec C' assez grand. Ainsi les
projections des puits restent séparées par au moins c<g, avec ¢ indépendant

de é.
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Soit E € [~1 + €0,p(0,0)] et Uy(E) la composante connexe de p~1(E)
entourant le point (0,0),z¢ > 0 le réel tel que Iy = II,Uy = [—zg,20]. On
a:

Lemme 8.1. Il eziste une fonction 79(6) tendant vers 0 avec § telle que,
dans le domaine D :

iR,
A

D

Iy m I R

Xo n-1(8) m-1,(d) Mm-xg 2n

Y

(la hauteur du rectangle ne dépend pas de §) il existe une fonction holomor-
phe £y, telle que Im &y (z0) =0, p(z,é4(z)) =FE, et 0 <Iméy < 5.

Démonstration. On sait que le lemme est vrai pour p = g, et la situation
est stable prés des points tournants; loin de ces points, on veut appliquer
le théoréme des fonctions implicites. Soit donc 3 la fonction vérifiant le
lemme pour p = q.

On sait que preés de , |3 | &~ — Log |z — 7|, et si on prend 7(6) = e~ 7%
pour C assez grand, |¢3| < 55 dans D. On a:

q(:t,fg_(:z) +&)—-FE
= cosz + 2cos(§)[cos % (z)cosé —siné} (z)siné] — E
= (cosz — E)(1 — cos§) — 2cos(§)sin§f’+(z)sin§.

Comme |cos(£)sin ¢l (z)| > ¢, et que, uniformément en (z,£) pour z € D
et |Im¢| < %, |r(z, €)|+|0er(z, )| < 6, on peut résoudre p(z,&4(z))—E =0
dans D avec |¢3(z) — €4 (z)| < Cé. I

Pour z dans D, les zéros de la fonction p(z,{) — E sont les points
E4(z) + 2k et €_(z) + 2kx, pour k € Z, avec {_(z) = —{4+ (2% — z). Pour
z € Det |Im¢| < min(Iméy(x),Imés (27 —2)), p(z, {)— E ne s’annule pas.
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Sur le réel, £_(z) = &4(z) + 2kn. On prolonge la fonction ¢(z) =
Im {4 (z) sur tout R : d’abord par 0 sur |7 — 70(8), 7 + 70(8)[, puis entre
les puits par péridicité, et sur les projections des puits par 0. On définit
alors le poids ® comme la primitive de £(z) qui s’annule en 0, la distance

D(z,y) = [8(z) — 2(¥)|-

On peut refaire ’étude des sections 5 et 6 avec ces fonctions. La seule
modification est qu’on ne contréle plus le support de [p, x] lorsque x est
une troncature, mais le résultat suivant de [He,Sj]s (paragraphe 7.1) suffit
¢ S8i X = 10, €t 1 €t 2 sont des fonctions réelles uniformément lips-
chitziennes, avec ]| + |¢5| < 2z et ¢1(t) = @2(t), alors pour tout € > 0,
il existe C, > 0 tel que :

P, x]llz2

w1’

Lz, < CeeF.
On a donc :
(8.1) ™= ug(@)l|z2my < Ceet
f est la fonction définie sur R + di par
(82)  f(z) = min(vk + D(2rk, |z]), v(k + 1) + D2x(k + 1), |z]))

pour 27k < |z| < 27(k + 1), ol v est un réel vérifiant : 0 < v < S'(p) =
D(0,2).

On en déduit, comme a la section 6, que la matrice W vérifie les ma-
jorations :

(8.3) |wa,g] < P pour un &g indépendant de 6.
S'+e
(8.4) |wa,gl e & sié(a,B) =2

(8.5) |wa,g] < Cse'(s_iﬂl pour tout € > 0, pour é(a,3) = 1.

Il reste & minorer wq, g pour é(a, 3) = 1. La phase ¥ que nous allons

utiliser pour les constructions BKW est la primitive de Q‘f—’) qui s’annule
en 0. On sera amené a considérer deux distances entre zg et 27 — z¢ :

S(p) =Re¥(27 — z9) et S'(p) = ®(2m — zp).
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Ona:
Lemme 8.2. Il eziste une fonction t1(8) tendant vers 0 avec § telle que :
(8.6) 0 < 5(p) — S'(p) < m(8).

Démonstration. S(p) — S'(p) = Im [, £4(z)dz ol C est le chemin :

Tt—‘t; (8) n T+T, (5)

Donc S(p) — S'(p) = Im [, €3(2)dz + Im [.[€4(2) — €3 (2))dz. 1l résulte
de Pétude de £} de la section 6 que la premitre intégrale est positive et
équivalente & —79(8) Log 79(6), et du Lemme 8.1 que la valeur absolue de la
seconde est majorée par C'§75(8), ce qui montre le lemme. ||

Corollaire 8.3. On a :
(8.4) lwa 5] < e~ 52 s 8(a, B) > 2.

Démonstration. Ceci résulte du Lemme 8.2 et de la majoration (8.4). i

On définit comme & la section 7 l'opérateur p? comme lopérateur p
agissant sur la droite R + di, pour d > 79(§). On prolonge la fonction
é(z) = min(Imé4(z), Imé4 (27 — z)), qui est définie sur le segment [z +
di, 27 —z9+di] & R+ di par périodicité au-dessus des intervalles séparant les
projections des puits, par 0 au-dessus des projections des puits. La fonction
poids &4 que nous utiliserons est la primitive de £(z) qui s’annule en di. La
distance associée est D4(z,y) = |®a(z) — ®4(y)|.

On va maintenant écrire des formes B.K.W. pour estimer le terme
w(o,1),0- S0it up la fonction associée au puits Up. Il existe un réel yo > zg
tel que, dans un voisinage complexe de yo, on ait :

(8.7) wo(z) = co(h)e™F ap(z, b),

ou ag(z, k) est un symbole analytique classique elliptique vérifiant a(yo, h)
1, co(h) un complexe tel que pour tout ¢ > 0, |co(h)| + m < C.er.

o
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Par la méthode B.K.W. analytique, on peut prolonger le symbole a sur
[0 — €0 + di, m + €9 + di] pour d > 7(8). On appelle vo(z) une réalisation de

co(h)e'iﬁnﬂao(x,h). On obtient alors, comme & la section 7, pour 7(§) <
d _<__ do :

(8.8) ”63"&(?'1 — 1)vol|L2((yo+di, x+eotai) < C(d)e_ﬂéﬂ
(8.9) ”eid"(i)vo”L‘([yo+di,1r+eo+di]) < C(e,d)e®
(810) (€™ (0" — muolliayos aimseta) < Cld)e™
(8.11) ||eid#uo1|L2([yo+di,w+eo+d,~]) < Cle,d)ef
(8.12) ||e e (“0 — vo)l| L2 ((yo+di,nteotai)) < C(d)e —9

Comme [¢(z) — Imé4(z)] < C6, |®4(z) — Im ¥ (z)| < C6 sur [yo + di,w +
€o+di]letona:

B8 10! — Wvolliaquordimteoray < Cld)e™ 5 e
(8.9) ™5 vo | 2(tyot di,nreosay < Cle, d)eFe®
(8.10) 1™ (0% — o |2 uotdi meota) < C(d)e™ 7 5
(8.11) I|e+—u0|lL7([yo+dz rteorai)) < Cle,d)efe™
(8.12) ™67 (o = vo) 2yt 4, reordi) < C(d)e™ "7 o g

On écrit :
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wona= [ valeXo= (s
= /’; ug(2)(p~? — pw)u(o,1)(2)dz avec 7(8) < d < do,
+di

et on remplace la fonction troncature par K = fIR +ai X(8)7sds, ol x est
définie sur R+ di par x = 1{;;Re:<n} €t 7, est 'opérateur de multiplication

ips(z . 4 o, . .« .
par C1h~3e™ %, o,(z) = iCo(z — s)%,Cy est réelle positive choisie assez
grande, et C; est choisie pour que [, .. 7o(z)dz = 1.

On a alors :
w(O,l),O = / [pd,I{]UQ(Z)'E(O’])(E)dZ

R+di

b [ G~ W) s
R+di

[ - KT - Duen)E)ds
R+di

compte tenu des majorations (8.8)'-(8.12)' et du Lemme 8.2, les deux derniers

L, _S}eg(d)-Cs .
termes sont majorés par e . On fixe d et pour § assez petit, ces

termes sont majorés par e~ 2 Le premier terme se traite exactement
comme dans le travail de Helffer et Sjéstrand [He,Sj]4 et on obtient : Pour
tout € > 0, il existe C, > 0 tel que :

1 _ste _S=e
(8.13) e < Jwaop0] € Cee™
€

On a donc montré qu'il existe g9 > 0 tel que :

(8.3) lwa,g] < e~ 52
(8.4) |ta,s] < &= F* pour 6(a, f) > 2
(8.13) _ClTe—s—F < |wa,g] £ C’ee"if'E pour é(a, 3) = 1.

&£

On peut alors étendre le Théoréme 7.7 & opérateur perturbé :
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Théoréme 8.4. Soit go > 0. Il existe un réel &y avec 0 < §o < 5 tel que,
3 r%(z, &) est une fonction réelle, 2n-périodique en = et £, invariante par la
rotation p(z,&) = (z — &, z), et se prolongeant en une fonction holomorphe

sur le domaine compleze |Im(z,¢)| < glo-, avec Z |8%ro| < 8o sur ce
le]<2

domaine, alors : La fonction p° = ¢® 4+ r® admet trois valeurs critiques

My, c avee |My — 3| < &, |M_+3| <8, lc+1| < 8. Le Théoréme 7.7

est vrai pour p°, en remplagant le mazimum 3 et le minimum —3 de ¢° par

M+ et M_.

Remarque. Casou h < 0:

Aprés le changement de variables qui conduit & p, on note que opy' p(z, )

= op®,p(z, —&) et le symbole p(z, &) = p(z, —€) a les invariances dont nous
avons besoin et est proche de q. Le Théoréme 8.4 est donc valable pour
h <.






9. ETUDE DES SYSTEMES.

Il ne nous reste plus qu’a adapter les sections 5 & 8 aux opérateurs ma-
triciels qui sont introduits lors de 1’étude des problémes & symétrie hexag-
onale, qui sont les quantifiés de Weyl de symboles de la forme:

iz i€
P0=Q0+R0, aV'eCQ0($,£)=< 0 1+6 +e >

l4+e iz fei€ 0
ot R? est un symbole analytique classique (il s’agit de fonctions holomor-
phes en (z,¢, h)),27-périodique en z et ¢, hermitien, s’étend en une ap-

plication holomorphe de {(z,¢) € C?%|Im(z,£)| < 3} dans My(C) avec
[|R%||c2 < 8, 8 étant un réel strictement positif suffisamment petit.

De plus, R® vérifie les conditions d’invariance par rotation:

w0 e 1) meen(l )

R?1,1)(z - %,f,h) e_iERt()l’g)(z»é‘,h))

(3.14)  R[p*(z,€),h] = ( _ . .
esz?Z,l)(zy 67 h) R(Q’Q)(x + oL f, h)

ol p est la rotation d’angle w/3 dans le repére:

2n/3
o\ -

On a vu au paragraphe 4.B que ces relations sur les symboles se
traduisent sur les opérateurs par:

[RO,VO] =0

(R, T3] =0
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avec

ix l'2 0
Voze—hgﬁ;h(T 13%)

(Ve =1d

et
T = Tox[=u > u(. — 27)]

T,‘,’ — (VO)—n+lT10(VO)n—1.

a. Etude des surfaces d’énergie réelles.
On étudie les lieux T°(E) = {(z,¢) € R% det(P(z,¢) — E) = 0}, ot
Py est le symbole principal de P°.

Remarquons que pour P = Q°% on a
det(Q° — E) = E? — (3 + 2go(z, £)) olt ¢°(z,&) = cosz + cos & + cos(z — £)
est Popérateur scalaire qu’on étudie dans les sections précédentes. On

connait donc les courbes Z°(E) dans ce cas:

Pour E €] — 3,-1[U]1,3[, £°(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (27Z)2.

Pour E €] — 1,1[\{0}, Z°(E) est une réunion de cercles déformés en-
tourant les points de

(39 rvare(§5) e

¥0(-3) = £°%(3) = (27Z)? et une seule valeur propre de Q° £ 3 s’annule
en ces points,

20(0) = (&, 45)+(27Z)2U (4F, %_) +(27Z)? et le symbole Q° s’annule
en ces points; pour (z, f ) proche de (2, &) € £°(0), les deux valeurs propres

de Q° sont +(f(z, £))2, avec
f(2,8) = (z = 20)” + (£ — &0)* = (2 —20)(€ — o) + O(lz — 20> + 1€ — &oI*)

pour E ¢ [-3,3],2°%E) = 0 . £°(—1) et £°(+1) sont des réunions de
droites.

On peut étudier les courbes d’énergie de Py comme une perturbation
du cas Q°.
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Les relations (3.14) et (3.14)' montrent:
- d’une part, que la fonction de (z,£) : det(P§(z,£) — E) est invariante par
la rotation p,
- d’autre part, qu’au voisinage d’un point (zo,&) € (3£, 4%) + (27Z)2 U
(4, 38) + (27Z)?, P{ s'écrit

) Ph PY,
PD (z,£)= 0 o
P21 P22

avec Pfy(xo,&0) = Pgi(z0,60) =0,
|PYi(z,€) — Pfi(z0,€0)| < Cé(lx — z0| + (€ = &o)
IPJO](xoafﬂ)l S 6) .7 = 1)2

On en déduit qu'il existe 6 réels M_ < c_ <m_ < my < cy < My
tels que:
[Mg — (£3)] <6, |ex — (£1)] <8, |my| <6

Pour E €|M_, c_[U]cy, Mi[, £°(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de (27Z)2.

Pour E €]c—,m_[U)m4,c4[, Z°(E) est une réunion de cercles déformés
entourant les points de

27 4w 2 4m 27 N2
(2.4) s rzro (£.2) v

SO(M_) = 2%(My) = (2nZ)? et une seule valeur propre de Py — My
s’annule en ces points,

4 47 2
SO(m_) = 20my) = (22,25 y @rzpu (2,2 4 2r2),
373 373
la valeur propre est simple si m_ < my, double si m_ = my; pour (z,¢)
proche de (z9,&) € £°%(my4), les deux valeurs propres de Pf(z,&) sont

/\l(xag) = fl(z7£) - (f?(maf))% et AZ(maf) = fl(ma‘f) + (f2(:l", é‘))% avec
Fi,) = 5 +m) + OBl = 0)? + (€~ €0)°]) et

Faa,) = 3(mo —m ) (@ = o)+ (§ = ) = (2 — 20 (€ — o)
+O(8(z — 20)? + 6(§ — &0)* + |z — 2ol” + 1§ = &)
et en particulier, A;(z,€) < m_ < my < Ay(z,§). Si m_ < my alors pour

E €)m_,my[, Z%(E) = 0. Pour E ¢ [M_,M,], Z%(E) = 0. £%ec_) et
£9%(c4) sont des réunions de droites déformées.
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b. Définition des opérateurs de référence et étude de leur spectre.

Comme on P’avait fait pour les opérateurs scalaires, on fait maintenant
le changement de variable symplectique (z,£) — (z,€ + £) et on travaille
avec les opérateurs:

im2 ]
P = e 9% pOeiin

P=Q+R, R=c RS
Q@ est 'opérateur de symbole
0 14 ei* 4 eilé+%)
14 e 4 emil6+3) 0

—iz? iz? —iz? iz
Ces opérateurs commutent avec V = e~ VO0e'ir et T}, = e~ 4% T0e%r .

Nous allons utiliser les notations et les résultats de [He-Sjls.

On note A1(z,£) et Az(z,€) les valeurs propres de Py(z,¢), symbole
principal de P, avec M_ < A\ (z,€) < m_ < my < Ay(z,€) < My

Si E est un réel, on note (E) = {(z,¢) € R?; det(Py(z,¢) — E) = 0},
et si I est un intervalle £(I) =ELeJI Z(E).

On étudie le spectre de P en laissant de c6té les intervalles [c— —gq, c— +
€o] et [c+ — €0,c4 + €o] ol €9 > 0 est donné. Comme & la section 8, on
choisit § assez petit en fonction de €y pour que les projections de deux puits
(composantes connexes de £(E)) soient toujours disjointes ou confondues
pour E hors des deux intervalles exclus.

a. Cas des valeurs supérieures a cy4.
Pour E €lcy, M), X(E) = U22 Za(E), ot T4(E) est la composante
o€

connexe de L(E) contenant le point ajv; + agvy, avec vy = (27, —7) et
vy = (2m, 7).

Il est montré dans [He-Sj]s qu'il existe une fonction UC* de Lo([c4 +
£, M.]) dans M,(C) telle que U(z,&) est unitaire et

/\1(%5) 0

0 AZ(J:’{)

U™z, &) Po(z,6)U(z,€) =
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~ Soit x un difféomorphisme de R? dans To([cy + &, My]) vérifiant
lagaé“xl < Cjx et dont la restriction & Do([c4 + 252, M) est I'identité.

On définit l'opérateur de référence associé & £y:

PO z,&,h) = P(x(z,£), h).
C’est un symbole C*, classique, et en posant U(?(z,£¢) = U o x(z,§),

le symbole principal P(fo) est diagonalisé par la famille unitaire U(®:

W6 0
U (2,6) P (2, )U (=, €) =

0 =6
,\go)(z,f) < c— pour tout (z,£),
A = 2, dans So([ey + 22, My)),
(577 (lew + 352, My ]) = Solfes + 52, M),
d(A57(2, ), [er + %2, My)) 2 & pour a] +1€] 2 C.

Les valeurs propres de P(®) dans [c; + -2-§°-, +oo[ sont de la forme:

p1(h) > pa(h) > ... > pnny(h) avec pi(h) — pig1(h) ~ h et
|pa(h) — My| < Ch pour un C > 0.

On pose alors P(® = T*PO T~ ce qui assure isospectralité des
P@),

Soit ¢ un vecteur propre normalisé de P(%) associé & une valeur propre
1i(R), po = T%pq est vecteur propre de P().

Comme & la section 5, si F' est ’espace spectral de P associé a 'intervalle
[ti(h) — ch, ui(h) + ch], avec ¢ > 0 assez petit, la famille {Ilpp4} est une
base hilbertienne de F' proche de {¢q}.

B. Cas des valeurs comprises entre m4 +¢; et c4.

On se donne €; > 0 et on étudie & présent la région [m4 + €1, c4+ — €0},
c’est-a-dire qu’on évite la zone ou les deux valeurs propres sont proches.

On numérote les puits comme a la section 3:
47 4m
M, = (—3-,0) y Mz = —Mp = ("_3_’0>

My = My, + aqvy + agvs pour a = (a9, a1,a2) € {0,3} x Z x Z.
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Pour E € [my,c4[ on appelle X, (E) la composante connexe de £(E) con-
tenant le point M,.

Il est montré dans [He-Sj]s qu'’il existe une fonction C* U(z,&) de
S([m4 + %, cq — %)) dans My(C?) telle que U est unitaire et:

c(z,€) b(z,€)
b(z,€) (=€)

On considére alors une fonction x définie dans un petit voisinage de
My et on perturbe Py dans (g 0,0)(1.) en le remplagant par:

U—‘(-'L‘,f)PO(m,E)U(xaf) =

Y A P
’ bz,6) ez, €) - x(z,€) ’

ce qui nous rameéne a un opérateur a valeurs propres simples. On procéde
alors comme précédemment et on obtient un symbole C* classique P(%) et
une application C® U(® de R? dans M,(C) telle que U(®) est unitaire et

A0z, ¢) 0 )

UO(z,6) P (,6)U Oz, €) = (
0 AP (2, )

)\go)(:c,f) < m; pour tout (z,£),

/\go) = ) dans Zo([m+ + %‘,c.,_ — —2—341],
QY1 = ([my + 22,04 — 22)) = So([my + 24,4 — X2)),
AP (2, €), [my + 2+, e — 22]) > & pour |z + |¢] > C.

Les valeurs propres de P(®) dans [my + 22+, ¢y — 2] sont de la forme:
p1(R) > pa(h) > ... > pacny(h) avec pi(h) — piya(h) = h.

On définit alors Popérateur P®) = V3POV3 attaché au point Ms,
puis P(@) = T(en,a2) plao)=(21,02) attaché & M, pour a € {0,3} x Z x Z.

Soit ¢ un vecteur propre normalisé de P(°) associé & une valeur propre
pi(h). On pose p3 = V3pq puis 04 = T(ene2) o, est vecteur propre
normalisé de P(®),
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Comme a la section 5, si F' est I’espace spectral de P associé & I'intervalle
[#i(h) — ch, pi(h) + ch], avec ¢ > 0 assez petit, la famille {Ilrp,} est une
base hilbertienne de F proche de {¢4}.

4. Cas des valeurs comprises entre m_ —¢; et my +¢;.

On prend un difféomorphisme x de R? sur T(q,0,0)([m- — 3, m4 + 1])
tel que |3fc3£‘x| < Cjyx et la restriction de x & E(0,0,0)([m— — 3, m4 + 1]) est
Pidentité. On définit P par PO®)(z,¢, k) = P(x(z,€), k). Ainsi, si A(”) et
Ag") sont les deux valeurs propres de P(?), avec Aio) < Ago)’ on a:

A <moy A (- - fomo]) = Soo(fm- — fom-)

A 2 ma, Q) (I ms + 1) = S ((mme +5)

d(AJ'(x>£)’ [m— - %7m+ + 411']) 2 Zl:' pour |z|+ [£] > C.

Il faut maintenant étudier le spectre de ’opérateur 4 un puits P(®) dans
un voisinage de 0. On prend ¢; petit, § < €1, E réel tel que |E| < €3, et
on cherche si P(®) — E est inversible.

P _ E a pour symbole principal, au voisinage de (4—3’5,0) = Mjy:

ru—FE Py, .
avec Py; = Pig, |p;j(Mo)| <6, j=1,2.
Py, pn—FE
De plus, |pjj(z,€) — pji(Mo)| < C8l(z,£) — Mol?, j = 1,2
P12(Mo) =0
|dPya(Mo) — dQ12(Mo)| < 6
e% + %e_%
et dng(Afg) =

i

e~ 3§

Il est montré dans I’appendice ¢ de [He-Sjl¢ qu’on peut trouver un
opérateur Ag proche de I’identité tel que 'opérateur auto-adjoint AL (P —
E)Ag ait comme symbole, au voisinage de Mj:

pu— E+ hFi(E, k) PE(z,¢,h)
Pfi(z,€,h) P22 — E + hFy(E, h)

Ici pj; est constant, F; est un symbole analytique d’ordre 0, avec |Fj| +
|0 F. jI < Cé,
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P2Ei'($a§7 h) = P1E2(‘T7€, h),

pE(My) = 0 ol pF, est le symbole principal de PE
lpfz(x,f) - PIZ(Z)E)I < C5!($,£) - MOI,

|0 PE(z,&,R)| < C8.

Comme le symbole principal de A est de la forme:

1 aio(z, €)

a21($a£) 1
on a: pj; = p;;j(Mo).

On veut travailler avec des symboles définis sur tout R? et on pose donc
Ag = Agpo ¥ ou ¥ est un difféomorphisme de R? dans un voisinage de M,
dont la retriction & un voisinage de My est l’identité, et tel que: |02 0? | <

Ca,p pour tous a, 3. De méme on pose: Ag = (A%(P — E)Ag)o . Ainsi
AE est proche de 'identité, les éléments diagonaux de Ag sont constants
et Ap: A% (P — E)Ag au voisinage de M.

Posons Ag = (;1* i) avec aj = p;;j(My) — E+hFj(E,h),B = P}

au voisinage de M.
Comme premiére approximation du spectre de P(®) au voisinage de 0,

on s’intéresse & & = {E € [—¢1,€1); 0 € Sp(Ag)}

Proposition 9.1. & est un ensemble fini dont deuz éléments disjoints sont
toujours distants d’au moins ch pour un certain ¢ > 0. De plus, s10 € &, 0
est valeur propre simple de Ag.

Démonstration. Commengons par remarquer qu’on connait les spectres
de BB* et de B*B dans l'intervalle [0, 2¢2]:

Sp BB* n [0, 25%] = {a'o(E, h), al(E, h), ey an(h)(E, h)}

SpB*BN|0, 25%] ={a1(E,h),... ,an(h)(E, h)}

avec ag = 0, aj41 —a; ~ h. Ce sont des valeurs propres simples.

De plus, nous savons que B est injectif, mais non surjectif, et que B*
est surjectif mais non injectif.
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ler cas: aja; #0.
Soient u = (uy,u;) et v = (vy,v2) = Au. Alors on a:
(1) a1uy + Bug = vy
(2) B*u1 + azus = vy
d’on
(3) (a1az — BB*)u; = ayvy — By
(4) (a1a2 — B*B)uy = ayv; — B*v;.

Si Ag est inversible, a;v2 — B*v; peut prendre n’'importe quelle valeur,
donc (ayaz — B*B) est surjectif, donc inversible.

Réciproquement, si (aja; — B* B) est inversible, alors aja; — BB* 'est
aussi et (3) et (4) donnent:
[ull < Ci(llazvy — Bvz| + |larve — B*vi|)) < Ca|lv]| = Ca[|Apu||

donc Ag est inversible.

Dans le cas ot Ag n’est pas inversible, Agu = 0 équivaut a
(a1jaz — B*B)ua =0
U = “al—lBUQ
0 est donc une valeur propre simple.

2éme cas: a; = 0.
On a alors:
(1) Bug = v,
(2) B*uy + agug = vy
et comme B n’est pas surjectif, Ag n’est pas inversible.

Ug = 0
De plus, Agu = 0 équivaut a et comme le noyau de B*
B*ul =0
est de dimension 1, 0 est une valeur propre simple de A.

3éme cas: a; =0, a; =0.

Le systéme:
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(1) a1u1 + Bug = vy
(2) B*uy = vy

donne B*Buy = B*v; — a,v,, et comme B* B est inversible, [|uz|| < Ci[v]|.
Grace & (1)', on a alors ||u|| £ Cy||v|| et Ag est inversible.
Finalement:
Siajas #0, 0 € SpAg < aja, € SpB*B
Siaja; =0, 0€ SpAp <>a; =0.

Lorsque 0 € Sp Ag, 0 est une valeur propre simple.

On a donc montré que & est fait de valeurs propres simples et est:
& ={n € [~e1,e1); 3k €N*, R(p, k) = ar(p,h)} U {uo}

ott R(E, k) = [p11(Mo) — E + hEy (B, b)][paz(Mo) — E + hFy(E, hY] et o =
p(Mo) + O(8h) vérifie p11(Mo) — po + hF1(po, h) = 0.

Faisons un dessin pour plus de clarté:

R(E, h)

a4 (E, h)

—

Ps

— 04(E, h)

/
.

— o,(E, h)

7

I~ o, (E h)

S ¥
"€ K3 Ho Hy o py '—’/Ho Hi Hy H3 He &

Lo
L
Y

& est formé des py et p_p pour k > 0 auxquels on ajoute celle des deux
valeurs u7 et pg qui vaut po. Pour que cette affirmation soit rigoureuse, il
faut montrer:

Lemme 9.2. A droite de uf [Resp. & gauche de puy) les courbes ay(E, k)
coupent R(E,h) en au plus un point.
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Démonstration. On commence par majorer la dérivée logarithmique de
a(E,h) pour |E| < ¢y, k€ N*.

ar(E, h) est solution de:

(91) akV(E,ak,h) =kh

V est un symbole dont le symbole principal V4 vérifie:

(9.2) aVo(E, a) = (27)~! vol{(z,g); IpE(=,6)|" < a} .

Ainsi |0gVo(E, a)| < Cé et |[Vo(E,a)| > &.
Dérivant (9.2) par rapport a E, on obtient:

(0Ear) [V(E, ar, h) + akdaV (B, ax, h)] + axdpV(E, ag, h) = 0

et comme |0gV| < |0gVo| + Ch < C(6§ + h), on a:

(9.3) |ax(E, k) 0par(E,h)| < C(6 + h) .

Minorons la dérivée logarithmique de R dans la région ot R > 0:
R(E,h) '0pR(E,h)

_ —1+hBEF1(E,h) —1+h8EF2(E, h)
- pll(ﬁffo)—E—FhFl(E,h) pz;»(]\lo)-—E#—th(E;h)

donc
|R(E,h)'0pR(E, k)|

_ =1+ hOeF1(E, h) —1+4 hOpFy(E,h) S g=1
" |p11(Mo) — E + hFy(E,h) p22a(Mo) — E+ RFy(E,R)| =1

Ainsi o '0pa| < |[R™'0gR| ce qui montre le Lemme 9.2. |

Il reste & montrer qu'’il existe ¢ > 0 tel que les éléments de & sont
espacés d’au moins ch.
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Définissons e par:

er = pi pour k > 0 assez petit pour que p; existe,
€g = u0+ .
Il faut montrer qu’il existe ¢ > 0 indépendant de k et h tel que efq; —
er > ch pour k € N.
On a:

R(ek+1,h) — R(ex, h)
sup[_sl !51] |6ER|
R(ek-i-l’ h) _ R(ek, h)

€kt1 — € 2

- 4eq
_ ak+1(ek+1, h) - ak(ek, h)
4e,
S kti(es1, h) —arlersr,h)  |on(ert, h) — arler, b))
- 4ey 44 ’

Or agti(ex+1,h) — ax(exy1,h) = Ch pour un certain C et d’aprés la
démonstration du Lemme 9.2:

lak(ert1, k) — ar(er, h)| < C(6 + h)er |ex+1 —ex| -

On a donc:

h
(94) €41 — €k Z E— .
&1

Ceci achéve la démonstration de la Proposition. J§
On peut maintenant montrer:

Proposition 9.3. Le spectre de P(®) dans [-—321, 527-! est formé de valeurs
propres simples espacées d’au moins ch.

Démonstration. On va montrer que le spectre de P(®) dans [—521, 521]
fait de valeurs propres simples situées chacune & une distance O(h*) d’un
élément de 6. L’argument qui suit est trés inspiré de [He-Sjl4.
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Soit donc E € & et posons Q2 = {z€C |z] <hN} avec N €N, N >
2. On commence par construire un inverse approché de A%(P(®) — z)AEg
pour z € 0.

Soit x € C§°(R?), valant 1 au voisinage de Mj, et & support assez
proche de My pour que A%(P® — E)Ap = Ag micro-localement prés de
supp x.

Soit @,(z,£) un symbole dépendant holomorphiquement de z pour z
dans un voisinage de 2, et tel que:

(Ax(P) — B)Ap — 2)Q. =1-x + O(h™) .

On pose:
Rz = Qz + (AE - Z)—IX

et on a:
(AR(PO-E)Ag—2)R, = 1+(A5(PV-E)Ap—Ap)(Ap—2) " x+O(h>),

et comme le support de ( *E(P(O) — E)Ag — Ag) est disjoint de celui de x
et de {(z,¢) ;det(p® — E) = 0} (p(®) est le symbole principal de P(V)), on
a, d’apres le théoréme 5.1:

|(42(P@ - Bz - ap)(Az — 2) x| g . = OB

Finalement ( 'l‘,;(P(O)—E)AE—z)Rz =[+K,avecK, € ™. R.(I+K,)™?
est un inverse a droite de (A} (P(®)— E)Ag—z) de norme O(h~") et comme
on pourrait construire de la méme fagon un inverse a gauche, c’est un in-
verse.

Ceci montre que Sp(A%(P® — E)Ag)N[—h%, k%) C [-O(h*), O(h>)).
Pour plus d’information, nous allons majorer la différence des projecteurs
spectraux 7 et 7' associés aux opérateurs A’E‘;(P(O) - E)AE et Ag et &
l'intervalle [—h2, h?].

Soit Q. tel que (Ag — z)Qz = I-x + O(k%). Pour z € 94, on
pose R, = Q.+ (Ag — z)"'x. Alors (Ag — 2)R. = 1+O(h*) et donc
R. = (Ap — )1 + O(h%).
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On a donc, si les intégrales sont calculées sur le contour 8, conven-
ablement orienté:

r— 7' = (2mi)! / ((A*E(PW) —E)Ap-z2)"" —(Ap— z)-l)dz
= (2m)™! / [(Q +(Ag—(2— E))“X)
~(@-+ (Ap -~ E)))'lx] dz + O(h)
= O(h*™) car Q, et Q. sont holomorphes sur € .

Ainsi ||r—7'|| = O(h*®) et le spectre de A%(P(®) —E)Ag dans [—h2, A2
est formé d’une valeur propre simple qui est O(h*°).

Comme Ag est proche de l'identité, le spectre de PO — E dans
[—ch?,ch?] pour ¢ > 0 assez petit est aussi formé d’une valeur propre
simple qui est O(h%®).

D’autre part, si d(u,5) > ch?, on peut construire un inverse a
A%(P® — y)A, de la fagon dont on a construit (AR(P(*) — E)4p — z)™?
précédemment et P(®) — i est donc inversible. Ceci achéve la démonstration
de la proposition. |

On définit alors I'opérateur P®) = y3pOY3 attaché au point Ms,
puis P(®) = T(e1,02) paop=(a1,02) attaché & M, pour a € {0,3} x Z x Z.

Soit ¢ un vecteur propre normalisé de P(®) associé & une valeur wi(h).
On pose 3 = V3¢pq puis ¢, = T("““’)cpao. (o est vecteur propre normalisé
de P(®),

Comme 2 la section 5, si F' est I’espace spectral de P associé a 'intervalle
[1i(h) = ch, pi(h) + ch], avec ¢ > 0 assez petit, la famille {Ilp@,} est une
base hilbertienne de F' proche de {¢,}.

c. Décroissance exponentielle.

A partir de maintenant, on ne considére plus que la partie du spectre
dans [c~ — €q, ¢4 + €0] pour éviter d’avoir a reprendre le passage dans le
complexe, qui n’est pas différent de ce qu’on a fait pour ’opérateur scalaire.

E étant donné dans [m4,c4], on trouve une fonction ¥ (z), réelle sur
les projections des puits II,Z(u), de partie imaginaire positive et telle que
dét(Po(z, & (2)) — p) = 0.

Les zéros de la fonction ¢ +— dét(Po(z,€) — ) sont les €4(z) + 2k et
€4 (z) 4 2k7 pour k € Z.
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La phase ® est une primitive de ¢*/i; la distance qu’on considére est
D(z,y) = |Re(<I>(z) - <I>(y))|

On va définir 1’équivalent des opérateurs p+ % 0:(z) qu'on avait utilisé
dans le cas scalaire pour obtenir des inégalités & poids.

On se place prés d’un niveau d’énergie E € Jmy,cqy —g). On a vu
qu’il existe une application C®U : T([my,cqy — $]) — M(C) telle que
U(z,§) est unitaire et

b(zvf) C(:L',E)
U_l(f, ﬁ)PO(‘T, E)U(ZL‘, E) =

c(z,€) b, §)

On considére alors une fonction x positive & support dans I([m4, E]) et on
définit Py' par:

— b($,£)+X(x,f) C(:L‘,f) -1 T
P:(x,f)—U(z,f)(c(x,é) b(z,f)—x(z,{))U (z,¢)

dans I([my, E])
P(;"(%f) = Py(z,¢) ailleurs.

Ceci a pour effet d’écarter les valeurs propres. On considére alors une
application C®V: £([my,cy — §| — M,(C) telle que V(z,¢) est unitaire

ot M) 0 )

0 23 (2,€)

avec c— < M\ (z,6) <m_ <my <A (2,€) < cq. AT et AT coincident avec
A1 et Ay hors de I([m4, E]). Soit x. € C=(R,R) telle que x.(t) =t pour
t> E+c¢et x.(t) 2 E+ § pour tout t.

V"l(x,ﬁ)Po'*'(x,ﬁ)V(m,f) = (

Soit Py défini par:

. (Af(w,f) 0 )
PO(x’€)=V(za£) V—l(.’t,f)
0 Xe (A;(I,‘S))

dans £([my,cq — £]), By = Py ailleurs.

Ainsi le symbole P = }30 + (P — Pp) coincide avec P hors de
Z([m4, E +¢€)) et det(P — a) # 0 pour a € [m4, E+5].
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Pour que p agisse bien sur les espaces & poids exponentiels, on quantifie
de la fagon suivante: on considére 6 une fonction C* de R dans [0,1), &
support dans un voisinage de LkJ I (Les I sont les projections des puits) et

valant 1 sur LkJ I et on pose ﬁu =P, + G(ﬁo — P)(6u).

On a aussi besoin d’opérateurs dont une rangée de puits n’est pas
bouchée: On a:

P-pP= Z Na(z,€) avec supp(No) C Za([my, E +¢]) .
a€{0,3} xZ XL

On pose P, = P + Z No(z,€): on a bouché tous les puits sauf

{ask(@)#k}
la rangée de ceux qui se projettent sur Ix. On quantifie alors de maniere
analogue a ce qu’on a fait pour P.

Ces opérateurs construits, les modifications a apporter & I’étude du cas
scalaire sont indiquées dans [He-Sj]s, et on montre que, si F' est lespace
spectral de P associé & un intervalle I (h) de la forme [u(h)—ch, u(R) +ch],
avec c assez petit, Il vérifie le:

Théoréme 9.4. Si ¢y et @o sont deuz fonctions C° de R dans R vérifiant

[0l < (|Re®'|—¢)4+ etpr = @ sur I, T(E), alors Ip défini sur C§°(R, C?)
admet une extension bornée de Lil dans L?P? avec:

||HF||£(L3,1,L3,2) < C(e) -

d. Matrice d’interaction.

Nous continuons & utiliser les résultats de [He-Sjls. Il est montré dans
cet article, dans une situation analogue a la notre, qu’on peut trouver une
fonction §(® € C*(R,C?) de la forme:

5 (@, k) = e(h)exp {% [i(w ~nW)a) - 3= - n )|}

avec d[(xl(h),fl(h»,zg(u)] — 0 et Je(h)| + |e(R)|]7 = (’)(h_"\"’) et telle
que :

(9.5) (!7(0) Isﬂ(")) =1
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(9.6) 15 = 0(h="e)

(9.7)
x4 = O (AN d[Supp x, So(1)] ") pour N € Net d[Supp x, To(E)] > & .

Comme lors de 1’étude des opérateurs scalaires, on se ramene alors 3
une fonction ¢(®) valeur propre de Ty V4, vérifiant (9.5)(9.7).

On pose alors ¢g® = V3@ e g® = plare2)g(a0) pour
a = (ag,a1,a2) € {0,3} x Z x Z.

{T1Fg(®} est une base hermitienne de F. On appelle {u(®)} sa base
orthonormalisée. On a pour u{®) des majorations et des constructions BKW
comme dans le cas scalaire et donc, si M et N sont deux puits, on a les
majorations:

(98) IVVM,N| < e“! MiLN)
(9.9) (Warn| < e” 5% si 6(M,N) > 2
(9.10) Wy n| < Cees_;'£ pour tout € > 0 si §(M,N)=1.

e. Minoration de ’effet tunnel entre puits les plus proches.

Pour fixer les idées, on prend pour M et N les puits centrés en (531, 0)
et (ST",O) (cest-a-dire: M = My et N = M3 1))

On peut appliquer les résultats & la section 7 de [He-Sjl4 et on obtient:

S+4e
(9.11) Warn = —h(uar, $TarTuy) + o(e——*r“)

avec g9 > 0, ¥ est une fonction C* a support compact qui vaut 1 dans un
voisinage de 2.

T, est donné par son noyau:

(9.12)

.(z—v)9+a}c‘co((,_-_;,)24.(”_2,)2) ’ ‘
TZW:C]h"3/2/el = S(I;y,ﬁ, ’E—‘i)-y —2r,h.)(10
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avec cp > 0 assez grande, et ¢; = (2c0)%(27r)‘3/2.

Le symbole S(z,0,0,h) est donné par:

(9.13) e"m’-a—2 [Po(z,0 + icoo) — Po(z,0 — icoo)] =

c 02
~hd,[e” "% 5(z,8,0,h)].
Ainsi, si Sy est le symbole principal de S,
(9.14) So(z,6,0) = i10gPy(z,9) .

Pour un choix convenable de la phase ®, qui n’est définie qu’a une
constante pres, les approximations BKW de ups et uy sont:

(9.15) Uy = CM(h)e_i"maM(m)
(9.16) iy = en(h)e SF 2ay(e) .

La formule de la phase stationnaire donne:

(9.17) B
Wa,n = —hea(h)en(h) [{ads(27) | i8¢ Po(2m, —i®'(27))a (27)) + O(R)] .

Il faut donc montrer:

(9.18) (a%y(27) | B¢ Po (27, —i®'(27))ay(27)) #0 .

Cas de la bande simple.

Ce cas est analogue & celui traité dans [He-Sj]s. On prend un ¢; > 0,
avec § < €;, et on traite les valeurs de p avec u > ;.
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Pour (z,¢) au voisinage de (2,i®'(27)) ou de (2, —i®'(27)), il existe
une matrice U(z,§) vérifiant:

U—l(xaﬁ)PO(m,‘ﬁ)U(x’g) = </\l(g’£) )‘2(2>'S)>

et Ay(z,i1®'(z)) = p, \i(z,1®'(2)) # p, U(z,&)* = U~1(g,§).
On pose alors
ay(z) = U(z,i®'(2))bm(2); o (z) = U(z, —1®'(z))bn(z)

ainsi: B
< a31(27r)|55P0(27r, —i@'(?ﬁ))a?\,(%') >

=< bar(2m)|U (27,19 (27))* O Py (27, —i®'(27))U (2, —i®' (27))bn (27) > .

Soit N(z,€) = U=1(z, £) Py, E)U (2, €) = (*‘(g’f) Az(g’ £)> Alors:

OeN(z,€) = 0¢(U™(2,8))(Po(,€) — p)U(z, )
+U_l($,£)a£P0(x7§)U(z5 E) + U_l(zvg)(PO(‘Ta 5) - /'L)an(z) 5)
et on a:
< by (27)|U (27, 1@ (27))* O Po (27, —i®' (27))U (27, —i®' (27 ))bn (27) >
=< by (27)|0 N (27, —i®'(27))bn(27) > .
Les premiéres coordonnées des vecteurs bps et by sont nulles, donc
| < a%4(2m)|0e Po (27, —i®' (27)a (27) > |

= [lbar (2m) 1o (2|0 A2 (27, 1 ®'(27)|
et comme, par construction de ®, 9¢A2(27,7®'(27)) # 0, on a montré (9.18)

dans ce cas.

Cas de la bande double.
On travaille cette fois dans la région |u| < £, onl g1 est assez petit et

6<<€1.

Ce cas est un peu plus compliqué que le précédant car la matrice
po(z,i®'(z)) n'est plus diagonalisable. Toutefois la matrice 9¢ Py(z,1®'(z))
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est inversible et on peut faire des constructions BKW. L’argument qui suit
est tiré de [He-Sj]s:

On connait les équations de transport vérifiées par axs et ay:
1 = . . .
5{0ePo(2,i®'(2))(i0z a3 (2)) — i0: [0 Po(, i¥'(2))ay ()]}

+Py(z,19'(z))ajy (2) + (Po(z,i®'(2)) — p)ajps(e) = 0

%{351’0(% ~i®'(2))(~i0zaly(2)) — i0:[0¢ Po(z, —i®'(z))ay(2)]}

+Py(z,—1®'(z))a (z) + (Po(z, —i®'(z)) — p)ay(z) = 0.
On en déduit:

(9.19) 9, < a%(2)|0¢ Po(z, —i®'(z))ak(z) >= 0.

On peut donc calculer cette expression ailleurs qu’au point 27. On
prend z € [4F + 7, 4F + 2n] avec § < &1 < n* <« 1. Alors:

_ P11($,f)—l—‘ P12(~’E,f)
P"(x’f)”“‘( poi(z,€) pn(z,s)—u)

avec p1a(z,€) = B(E +ia(z — 45)) + O((z — 42)% + €?)
B=e"F +0(5)
a=(Ht+0s)
p;i(2,€) = O + (2 — &) 4+ €2), j=1,2

® vérifie det[Py(z,i®'(z) — pu] = 0 et Re®’ > 0, donc pour z €
(4 + 0,4 + 20, @'(z) = &(z — %) + O(n%). Donc Py(z,id'(z)) — p =
(5 250 + 00 et Pa,~i9'(a)) - = (P 5)+oun e,

comme (Py(z,i®'(z)) — p)al,(z) =0,

(o) = () + 0

avec [ym ()| = [lag; (2)]-
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De méme, a}/(z) = <7N(zi'3)) + O(n) avec |yn(z)| = |lak(z)]].

On a aussi ¢ Py(z, —1®'(z)) = < ’B) + O(n), donc

0
g0
< a8, (=) Fo(e, ~i®' () (z) >
~m@0) (5 5) (L4 + 00 = Bt + oG

n(z)

Finalement,

| < ads(2)|0¢ Po(z, ~i®'(z)a(z) > | = || lafe(2)]| llaN ()]l + O(n)-

En choisissant 7 assez petit et z € [5F + 7, 4% 4 27], on obtient <
a%;(2)|0e Po(z, —1®'(2))ad (z) ># 0 et (9.18) est montrée.

On a ainsi montré que ’étude du spectre de P hors de deux inter-
valles correspondant & des zones de branchement se raméne aux opérateurs
scalaires ou aux systémes que nous avons étudiés. Ceci achéve la démons-
tration du Théoréme 1.
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10. APPENDICE.

Le dessin de la page suivante représente le spectre de op¥gq, qu’on
dessine horizontalement en fonction de ’ordonnée h, pour les valeurs de h
telles que % soit compris entre 0 et 1 et soit rationnel de dénominateur
inférieur & 30. On se contente de cet intervalle car le dessin complet est
4m-périodique et symétrique par rapport a la droite h = 0.

Pour 2% = & avec p et ¢ entiers et premiers entre eux, la théorie de

Floquet permet (fe montrer que le spectre est formé de ¢ bandes qui peuvent
avoir des extrémités communes mais pas se superposer. Le probleme du

nombre exact de bandes disjointes est ouvert.
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