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Résumé. On étudie la contrôlabilité de l'équation des plaques avec un
contrôle portant sur la trace du laplacien sur la frontière extérieure d'un
domaine contenant des obstacles strictement convexes. Sous une hypothèse
d'hyperbolicité forte de la transformation de billard, on montre qu'en tout
temps arbitrairement petit, on peut contrôler toutes les données initiales
(u \t=^9tU \t=o) C H^ x H-^ (c > 0).

Abstract. Assuming that thé hamiltonian flow is "strongly hyperbolic", we
study thé exact controllability of thé plates équation in a domain containing
strictiy convex obstacles, with a control acting oniy on thé trace of thé
laplacian on thé exterior boundary of thé domain. We show that for any
time T > 0, any initial data (u \t=o, 9tU \t=o) ç H^6 x H'1^ (e > 0) can be
controlled in time T.
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Introduction, énoncé du résultat.

Le problème du contrôle pour l'équation des plaques sur un ouvert
borné de IR", fî, a été étudié par J.L. Lions [Lij. En utilisant sa méthode
H.U.M. et des techniques de multiplicateurs, J.L. Lions démontre des ré-
sultats de contrôlabilité exacte en temps fini (dépendant de la géométrie
de l'ouvert), si le contrôle porte sur une partie FQ du bord F de l'ouvert fl,
définie de la manière suivante:

Soit XQ ç. IR71, pour tout point x ç F on note n(x) la normale sortante
au bord en x. On définit Fo par

Fo = {x e F; n(x) ' (x - xo) > 0}.

Ces résultats ont été améliorés par E.Zuazua [Z] qui a démontré qu'on
pouvait prendre un temps de contrôle arbitrairement petit (ce phénomène
est dû au caractère non hyperbolique de l'équation des plaques).

A la suite des travaux de C.Bardos, G.Lebeau et J. Rauch [BLR] sur le
contrôle de l'équation des ondes, G. Lebeau [Le] a appliqué les techniques
d'analyse micro-locale à l'équation des plaques et obtenu des résultats de
contrôlabilité exacte en temps arbitrairement petit avec des hypothèses sur
Fo plus naturelles que celles de J.L. Lions. Plus précisément, on dira que Fo
contrôle géométriquement Q en temps To si tout rayon partant d'un point
XQ ç. fl, dans toute direction ^ G IR71, parcouru à vitesse 1, se réfléchissant
sur le bord de Q selon les lois de l'optique géométrique, atteint Fo en temps
inférieur à To (pour une définition rigoureuse nous renvoyons à [BLRj).
Le résultat de G.Lebeau dit alors que si Fo contrôle géométriquement fî en
temps fini, on peut contrôler l'équation des plaques en temps arbitrairement
petit avec un contrôle portant agissant sur Fo.

Il faut cependant noter que contrairement au cas de l'équation des
ondes où le critère de contrôlabilité géométrique fournit des conditions né-
cessaires et suffisantes pour la contrôlabilité exacte, on n'a, pour l'équation
des plaques, qu'une condition suffisante. En effet, les résultats de A.Haraux
[H] sur le contrôle semi-interne de l'équation des plaques dans un rectangle
de IR2 où on autorise le contrôle à agir dans une bande parallèle à un des
cotés , montrent que l'hypothèse de contrôlabilité géométrique n'est pas né-
cessaire. Ces derniers résultats ont ensuite été étendus par S.Jaffard [J] au
cas du contrôle interne d'un rectangle c'est à dire au cas où on autorise le
contrôle à agir seulement sur un ouvert quelconque du rectangle. Cependant
ces résultats dont la démonstration fait appel à des techniques d'analyse
harmoniques ne semblent pas généralisables à des situations géométriques
plus complexes.

Nous allons nous intéresser au contrôle de l'équation des plaques dans
un cadre géométrique où la partie du bord sur laquelle nous contrôlons ne
contrôle plus géométriquement l'ouvert. Nous nous placerons donc dans la
situation géométrique suivante:
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Hypothèses
Soit Q un ouvert de R3, connexe, borné , à frontière analytique . Soient
^i? • • • ^N1 N fermés strictement convexes de Q, à frontière C°° tels que
l'enveloppe convexe conv(U^), de l'union des Q{ soit inclue dans 0, et vé-

i
rifiant de plus les hypothèses suivantes introduites par M. Ikawa [13]:

Hi) VI ̂  j i j 2 j 3 ̂  N, j i + j k =» conv(^ U 6^) 0 ̂ 3 = 0.

H^) 3a > 0 ; ^ \^e01^ < oo,
•7 primitif

où A^, = ^ / J J ^ J S ' ; /3-y et /3' sont les deux valeurs propres de module plus petit
que 1 (strictement car les obstacles Oi sont supposés strictement convexes)
de l'application de Poincaré (billard) associée à la trajectoire captive 7; la
sommation n'ayant lieu que sur les trajectoires primitives (voir définition
au §6) et pour toute trajectoire captive 7,

7 = U [Xi,Xi^},Xn+l = XQ,
i=0

d^ = ^[[.Tz - ̂ 2+1 I I .
2=0

Remarque 1 : l'hypothèse Hl est essentiellement technique.
Remarque 2 : l'hypothèse H2 est une hypothèse sur la structure fortement
hyperbolique de l'application de billard et est par exemple vérifiée si les 6j
sont des boules de rayons r, éloignées les unes des autres d'une distance
d > r N .

Soit ^ = Q \ U ^ z .
i

Ce cadre géométrique a été étudié par C.Gérard [G] (dans le cas de deux
obstacles) et M.Ikawa [II,2,3], pour le calcul de la localisation des pôles de la
matrice de diffusion pour l'équation des ondes à l'extérieur des obstacles. Le
résultat que nous obtenons semblerait indiquer l'existence d'un lien qui reste
à définir précisément, entre cette localisation et la contrôlabilité exacte.
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Enoncé du théorème
Sous ces hypothèses, nous allons démontrer le théorème de contrôla-

bilité exacte suivant :
Théorème 0.1.— Pour tout temps TQ > 0, pour tout réel e > 0, pour
toutes conditions initiales (^0,^1) € H^^^nH^^) x Jf-14"6^), il existe
un contrôle g ç. I^GO, To[x9^) tel que la solution du problème d'évolution :

(Q^ + A2)^ = 0 dans Ri x Q,

u\a^î = 0,

(0.1) ^u\a^=gxl^^

U\t=0 = UQ,

9tU\t=Q = ni,

vérifie u = 0 pour tout t > TQ.

Remarque 3 : ce résultat est légèrement plus faible que celui de G. Lebeau
[Le], la perte sur la régularité des données initiales étant due au fait que
90, ne contrôle plus géométriquement Q, en temps TQ fini.
Remarque 4 : les hypothèses H^ et H^ sont évidemment vérifiées si on
n'a que deux obstacles.
Remarque 5 : la dimension n = 3 ne jouant aucun rôle particulier, nos
résultats semblent généralisables au cas n quelconque.

Le plan de l'article est le suivant : dans le §1 nous réduisons le problème
à un problème de décroissance exponentielle de l'énergie, pour la démon-
stration duquel nous adapterons une stratégie inspirée de celle de M.Ikawa

S[3] consistant à construire une paramétrixe de la solution de l'équation de
chrôdinger. Le §2 est consacré à la construction des troncatures micro-

locales dont nous aurons besoin par la suite. Dans le §3 nous donnons des
résultats sur le comportement des rayons captifs. Ces résultats sont pour
la plupart dus à M.Ikawa [II], [12], [13]. Dans le §4 nous construisons la
paramétrixe dont nous avons parlé plus haut. Dans le §5 nous estimons la
décroissance de notre paramétrixe. Le §6 termine enfin la démonstration
de notre théorème. Dans l'appendice A nous rappelons quelques résultats
sur le calcul h-pseudo-différentiel et dans l'appendice B nous étudions la
propagation des singularités h8 dans l'esprit de Lebeau [L].

Ce travail a constitué une thèse de l'Université de Paris Sud (Orsay). Je
remercie chaleureusement G.Lebeau qui a dirigé cette thèse pour ses nom-
breuses indications et pour la constante disponibilité dont il a fait preuve.
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1. Réduction du problème.

Nous allons réduire la démonstration du théorème 0.1 à la construction
d'une paramétrixe de l'équation de Schrôdinger avec conditions au bord
de Dirichlet, vérifiant certaines propriétés de décroissance (analogues à la
décroissance exponentielle démontrée par M. Ikawa pour les solutions de

N
l'équation des ondes dans R's\ |j Oi).

i=l

On commence par introduire quelques notations.
Soit (e^^\v)vç_^ la base orthonormée de L2^) formée de vecteurs propres
pour le Laplacien —ADirichlet associés aux valeurs propres A^.

Soient p > l,a < p~1. On note

Fk^a = {v ; pk0i < v^ < /a-1}

et
Ek,p,a ={uC L2^) ; u = ^ u^}.

^ÇFk.c.

1.1 Définition des opérateurs dévolution.
Notre point de départ est la constatation suivante :
Soit u solution de

ÇihQt - h2^ = 0,
(1.1) u\a^=0,

u\t=o = ^o.

Nous poserons pour tout k ç. N, h^ = p~k et nous noterons (l.l)/i=/^ le
système (1.1) où on a fixé le coefficient h = hk.

Soit To > 0 et soit ^(t) ç Cfooo(R) telle que ^<To/3 = 0, ^>27o/3 = 1,
^(f) ç. [0,1] et ^\t) positive pour tout t.
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Alors la fonction v = if^(t)u(x^ t) vérifie

(ih9i - h2^ = ih^'{t)u,

(1.2) 4<o=0,

v\açî = 0.

Soit A(K) : H^(fl,) —>• H^(fl) un opérateur dépendant de h comme paramè-
tre, uniformément borné en h pour la norme L2 .

L'isométrie (pour la norme L2) I(h): UQ —> u\i=To peut alors se décomposer
en somme de deux termes Ii(h) et I^Çh)^

avec Ii(h) défini par

h(h) : H^fl)^H^)
(1.3)

avec v défini par

UQ -^ V\f=To

(ih9t - h2^ = ih^(t)A{h)(u),

(1.4) 4<o = 0,

V\8!î = 0.

et I ' z défini de la même façon en remplaçant A par Id — A.
On a alors

W^)= / \f(s)e-i^TO-S^D(A(h)[u(s)])ds^
Jo

donc comme ^' est positive

||A(fa)||^(n) ^ l|A(A)|k.(n).

Nous allons montrer que le théorème suivant implique le théorème 0.1 :

Théorème 1.1.— II existe des réels p > 1, a' < a < p~1 et Ti > 0 et
une fonction r e C<00(^*IR3), 0 < r <, 1, tangentielle près du bord de Q (au
sens de V appendice A), nulle au voisinage du bord extérieur de f2 (<9fî), tels
que si x ç. Q, r(x^) ̂  1 et \ç\ ç [a, a"1], le rayon généralisé issu de (x,ç)
parcouru à la vitesse \ç\ rencontre Qfï en temps t 6 [—Ti,Ti] et tels qu'il
existe une fonction q ç. CS°(T*n), 0 < q < 1, vérifiant:
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ç(^)=0 V^I^Ka'-1],

q(x^)=l si x ç . X et |$| ç [a,o-1],

avec X ouvert et X CC T*^, X vérifiant de plus :
il existe TQ > 0 et M G N* éeis que éoué rayon g-énérahsé issu de (a*,^),
.r ç 0, |^| ç [a, a"1] parcouru à la vitesse |^| restera dans X pendant
un intervalle de temps de la forme [nTo, {n + l)îo] ; 0 < n ^ M — l o u
rencontrera le bord extérieur 90, de l'ouvert Q et restera dans le complé-
mentaire du support de r pendant un intervalle de temps de la forme
[nTo, (n + l)îo] ; 0 < n < M — 1. L'opérateur I\ associé à Op(r) par la
relation (1.3) vérifiant de plus:

(1.5)
3e > 0; 3A e N*, 3a > 0, 3C > 0; V s e [-£ ;^],

3ko > 0, VA; > ko, \/Uk e ̂ ,p,a,

I I {I^k^ IsOp{q)^Uk\\L. < Ch^h^

où on note Is l'opérateur UQ •—>• u |<=5= IsUQ, où u est la solution de
(l.l)h=hk associée à la donnée initiale UQ et Op(q) et Op(r) les opérateurs
h-pseudo-différentiels associés aux symboles r et q comme à l'appendice A.

Remarque: l'opérateur Op(r) est un opérateur de troncature qui permet
(T éliminer à chaque étape la partie micro-locale de l'énergie de la solution
de l'équation de Schrôdinger contrôlée par le bord extérieur de l'ouvert.
L'opérateur Op{q) est essentiellement technique; il permet de localiser la
fonction u en fréquence dans une zone |^| ç. [a, a~1] et de se ramener à une
donnée initiale à support compact dans fl.
Nous avons dû utiliser des troncatures régulières du type de (1.4) plutôt
que tronquer brutalement à l'instant t = TQ ce qui correspondrait à rem-
placer ^(t) par 6t=To-> ann ^e pouvoir appliquer par la suite des résultats
de propagation des singularités.

Pour réduire la démonstration du théorème 0.1 à celle du théorème 1.1,
nous allons procéder en deux étapes.

la première étape consistera a montrer que le théorème suivant implique
le théorème 0.1

Théorème 1.2.— II existe des réels p > 1, a' < a < p~1 et Ti > 0 et
une fonction r vérifiant les hypothèses du théorème 1.1, tels qu'il existe a",
a < a" < p~1 et un entier ko tels que pour tous v > 0 il existe C > 0 tel
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que pour tout À; > Â;o et toute fonction UQ^ ç. Ek,p,a", on a, si u^ est la
solution de (1.1)^^^ associée à la donnée initiale UQ k,

Ck2 [vpkTO} r /ITO

(1.6) |K||i. < —^ ^ / / |0p(l-r)^,(^(^n^o+.))|2&^.
P ^o JsîJo

La deuxième étape consistera à montrer que le théorème 1.1 implique le
théorème 1.2.

1.2 le théorème 1.2 implique le théorème 0.1.
Supposons donc le théorème 1.2 démontré. Les réels a, a', a" et p sont

donc fixés.
Comme pour tout point (x^) tel que x ç. Q, |^[ ç. [a, a"1] et r(x^) ̂  1,
le rayon généralisé issu de (a-,^), parcouru à la vitesse |$|, rencontre le bord
extérieur de l'ouvert 90, en un point non diffractif, en un temps t ç. [-TI, Ti]
si r(x^) -^ 1, d'après les résultats de G.Lebeau [L], §3, on sait que si
(f) G C§°(H) ; supp^) C [-^L, T^], on a alors:

Proposition 1.3.— Pour toute suite UQ = (^o,fc)A;eN ê Bp^n , 012 notera,
U = (uk)kw ^ suite des solutions u^ de (l.l)h=hk Q-ssociées aux données
initiales UQ k- On a alors pour tout U ç. Bp a» et tout k ç N,
(1.7)

I W ( W^-r^Uk^dxdKChi ( 1 / ^nU^dxdt + 0(U, hk).
J JÇÎ J-2Ti JQ^Î

Preuve:(pour la définition de l'espace Bp^a '• cf. appendice B).

Avant de démontrer ce lemme remarquons d'abord que le 0 ne dépend pas
en fait de U:
par l'absurde, si le 0 dépendait de U on aurait:
pour tout n ç. N, il existe Un € B et kn € N tels que

/• /•2T1 /.
/ lOpO-r)^)!2^^ / JOnUk^dxdt+nhk^
Jfl J-2Ti JQ^Î

alors nécessairement (kn) n'est pas bornée car d'après l'inégalité de Gârding
(voir appendice B),

/ |0p (1 - r^u^dx < (1 + Chk)\\u\\2
Jn

et \\Uk\\ < 1 car u ç. B.
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On peut donc, quitte à extraire une sous-suite, supposer kn strictement
croissante.

La suite
U = (uk) ; Uk = u^ si k = kn,

= 0 sinon ,

fournit alors une contradiction.

1.2.1 Estimation elliptique, relèvement et propagation.
Nous rappelons maintenant comment déduire la proposition 1.3 des

résultats de G.Lebeau [L]
Lemme 1.4.— II existe D > 0 tel que pour tout opérateur h-pseudo diffé-
rentiel Q (tangentiel près du bord), à support dans \ç\ > D, (\^\ > D près
du bord), pour tout U = {uk)kw € Ep^, on a

(1.8) / [ ^u^dxdt^O^hk).
Jo Jçi

Lemme (1.4)\— Soie \ e C^ÇR^)^ = 1 sur [a'.a'"1], alors pour tout
u e Bp^

||(1 - x)(^W(^)(l - Ç)^II^(R^) = W hk) .

Ces deux lemmes sont démontrés dans [L], ce sont les relations (8) et
(11) du paragraphe 3.

On se ramène donc dans un domaine compact de l'espace des phases.

on ûote .2T. .

IIHII^ / h2, ^Qnu^x^dtdx.
J-2Ti JQ^Ï

Lemme 1.5.— Pour tous a < p~1 et tout U G Bp^,
WFb{U) C Sfc = TT{T ç [a, a-1], |$|2 = r}, où TT est la projection de

r^surr*^ + r*Q=r*n.
(c'est le Lemme 1, §3 de [L] et son corollaire)
(pour la définition de WFb U, cf. appendice B).
Lemme 1.6.— Soit po = (î/o,^o) = (^o^o^o^o) ê ^b n {t = 0} tel que
r(xQ^o) 7^ 1, alors il existe un opérateur h-pseudo différentiel A, elliptique
en po (tangentiel si XQ ç: 9fl), une fonction (po e C^° telle que (po = 1 près
de XQ et une constante C > 0 tels que

(1.9) V/? > 1, a < p-\ U e J5p,cn ||A<^fc|k2 ^ ^ I I I ^ I H + 0(U, hk).
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Preuve :
Comme le point po est contrôlé géométriquement par le bord extérieur de
l'ouvert en temps t ç [-Ti,Ti], c'est le lemme 3 de [L], §3.
On en déduit par un argument de compacité la proposition 1.3.
Les relations (1.6) et (1.7) entraînent alors le théorème suivant:

Théorème 1.7.— Pour tout v > 0 il existe un entier ko et des réels p > 1,
a" < p~1, C > 0 et TI > 0 tels que pour tous k > ko et tout ujc ç. Ek,p,a",
on ait

,2 /•[^Ti] /.
(1.10) K||i. <C-^ / JOnU^dxdt.

P Jo Jaçi

1.2.2 Décomposition de Littlewood Paley.
On revient maintenant aux solutions de l'équation de Schrôdinger :

(i9t - A)u = 0,

(1.11) ^1^=0 ,
u\t=o=uo çH^fl).

Nous allons démontrer le résultat suivant :
Théorème 1.8.— Pour tout 7 > 0 et tout e > 0

/27 /*^
N 1 1 = / / ^u\

J-7 JQ^Ï
= / ^ ̂ nU^dtdx

--i JQÏÎ

est une norme sur H^(fl,), le complété de H^(fl) pour cette norme W est
inclus dans ̂ -£ et il existe une constante C > 0 telle que sur W on a

\M\>C\\U\\H.-..

Preuve :
On suit [L], §4.
Si on identifie maintenant les distributions UQ ç. H^ avec les solutions de
(1.11) et si on pose v(x^t) = uÇx^hfçt)^ on sait que:

il existe p > 1 et a" < p tels que pour tout v > 0, il existe ko tel que pour
tout k > ko et tout UQ ç Ek,p,a" on a

p /^Ti r
^<C-^ \ JQnV^dxdt,Mi. <C—— 1 1 ^nV\

P6" J-^pk^ JQÇÎP^ J-^pkT, JQÇÎ
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donc

Ml^C-^- F ' [jônu^dxdt.
p— J-i.ri Jaçî

Or sur Ek,p,a", les normes ^11^11^2 et ||^||jfi sont équivalentes.
On a donc :

(1.12) |H|lp <CÂ;2 r 1 /l lô^pd^.
0 J-vTi Jaîi

Compte tenu de l'invariance par rapport au temps de ||iA||jyi, on a :

3Ti > 0, 3ko > OVz/ > 0, 3C > 0, VA: > ko ̂ u ç E^a",

^^Ti y.

(1.13) |H|̂  <,Ck2 \ ^nu^dxdt.
0 Jo JQÏÎ

On note 7 = 3z/To et ^ == [t ; 7^ < ^ < 7 • (^ + 1)}. Soit y C Co°(R)
telle que (p =. 1 sur [—7/3,7/3], support (y?) C [—7,7]? 0 < (p <^ 1 et si
w(t)=y(t-^), E ^ = i -

^€2

Pour a e 2^(IR x ôfî) = iî, on pose

a^ = ̂ (^) • a

et
||a||^ = sup \\li,(t) ' a\\L^i^a^.

Soit F = Co°°(R )̂ et Fp(r) = F{p-^r).

On notera aussi Fp l'opérateur pseudo-différentiel de symbole Fp(r) avec la
quantification :

W{x) = Ç^ Je^T•tFp(r)u^x)dr.

Lemme 1.9.— Pour toutes fonctions (feo e Co°(R) et ^o(t) ç C^ÇR)
bornée ainsi que toutes ses dérivées, pour tout N > 0, il existe une constante
CN telle que pour tout i ç. J. vérifiant dist (J^.supp^o) > 6 > 0 on a pour
tout a ç. H et tout p ^ 0
(1.15)

sup \\WF, ((a),) 11^^ ^ CNp-2p(N-l)ë-N(27)l/2MH\\ML^,
fÇIftt
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(i.isy
^||^(<)^((^o(()-ô<a),)||^^

< CNp-2p(N-2)6-N(2^1/2\\a\\H\\^\\^ .
Preuve :
Nous ne démontrons que la deuxième de ces inégalités, la démonstration de
la première étant similaire.

WFp({^(t)Qta),){t,y)

=^yy^<-5)F(^T)^(^^o(5)^(^a(^2/)^T,

1 ^+£ y+oo ^ F
= 2^ / / ~W PT(t-s)^^(^^(^)^[^-2PT)]^(<)Z7r Js=--f+eJ-<x> Cs L J

(^^T

donc

|(<Ao(<)Fp(i/'o(<)5( ae)(t, • )/u)£2(an)|
-2p(N-2) r+<x>

^ c^——^——^-A^II<Âo||oo||a||^(27)l/2||^||^ / (1 + |r|)|^^(r)|dT
«/ —00

où la constante C'^ ne dépend que de N et des normes L°° des fonctions
(J)Q et ^o et de leurs dérivées.
Pour a ç. U, on peut donc d'après (1.15) poser

F,(a)=^F,(a,),
f

la série étant localement convergente dans L00^,^2^^)) d'après ce qui
précède.
Lemme 1.9\— II existe une constante C > 0 telle que pour tout a ç. H,
pour tout ^ e C^ÇR),

(1.16) ÈIIW^IIl.^.^ l̂l̂ lll̂ xrô)-
p=o

Preuve :

Cte f̂ ||W«)||i, =f; / /' JFpMn^T,:.;)!2,
p=o p^-7 •/"^an
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or
00

sup.^|Fp(r)|2^ Cte
T p=o

car dans la série, on a au plus 1 ̂ v n J ^ n a termes non nuls si F est à
support dans [a, b} et F est bornée.

Lemme 1.10.— Soient ̂  e C^G0^!) eé ^1 ^ C^ÇH) bornée ainsi que
toutes ses dérivées telle que ^i = 1 sur 7_i U IQ U Ji.
Alors pour tout M > 0, il existe une constante CM telle que pour tout
a e H, b ç. H, ̂  = a et tout p >_ 0 on ait

(1.17) \\W (F,(a) - F,(^a)) ||̂ ^ < CM^-^ll&llzf.

Preuve :

F^a) - F^a) = ̂  ^(a,) - Fp ((^a),)
Kl>2

et

ll^i (Fp(a) - Wia)) II < ̂  ||̂ î (a,)|| + ||̂ Fp ((^a),) ||
?2

D'après le lemme 1.9 appliqué pour N = M + 2 à (J)Q = ^>i, î/?o = 1 e!
à &, puis à <^o = ^i; ^o = V^i et à &, on a

^ ll̂ (()^(^)ll,^,,^))
1^1>2

^ GM+2^-2P(M)||^'||^7-(M+2) E Tî -r̂  (2^1/2'
|^>2 v l 1 /

et
^ ||^l(^(^l^)||^00(R,^(^))

|̂ 2

< rA/f o/ï-2^M)|l/)ll^-v-(M+2) V^ 1 (2-y}l/2
S ^M+2P 1 1 ° 1 1 ^ 7 / . /[^i _ 1\M+2 ^) '

|^^2 v l ' /

d'où le lerame.
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Posons maintenant :

(1.18) x(r) = ïr^F(T2) ; xp(ï) = Ir^T2),

= XG^T)
et pour u G H^

(1.19) u€Vect{^jE;fc^"},

(1.20) XpW" = ̂  Xp(v^)a^,
l/

avec % tel que supp ̂  C]- 2[ et

00

(1.20') 'Exl{r)>l pour r > 1.
p=o

Alors ^p(-D) commute avec exp(-^A^)
et Xp(^)^ e^p,?^.
Comme y? = 1 sur [—7/3,7/3] et 7 = 3z/To, a donc d'après (1.12), si on
note Up = \p(D}u, pour tout p > po?

(1.21) ||zzp||^ <Cp2 [ [ J^9^|2,0 J JRxôn

(1.22) 9^|ô^^ et ||9 |̂|̂  <Ch||^i.

En effet : si ^ (E Co^,

/' / (^ - A)zzV^ = - / |^9n^|2
J jRtxn jRtXôn

+ / / nP^
J J^tX^Î

avec P = [î9f - A, ̂ (9n] de degré 2.

Lemme 1.11.— Pour tout u vérifiant (1-19)

(1.23) 9nXp{D)u \Q^= Fp(9nu).

Preuve :
W) = Xp^e^,
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donc

(1-24) ^t)9nXp{D)u |̂  = ̂ )Fp(c^),

Soient a = 9nU [^ et ^ e C^IR) telle que ^ = 1 sur [-7,27] .

Posons n = H^ c'est à dire si

N
u=^e^t^Uje^

j'=i

^ 1
v- ^T—e^u-e-v- ^zA, J J'

Alors on a, en posant b = <9^ | „, d'après le lemme 1.10 appliqué à a = ̂
(1.25)
\\vWFpm\\2^^ <, 2||̂ )F,,(W)||2^̂  +2G^/>-4PM||6||2„,

l l < ' l l f f < l l " l l ^ = l l " l l f f - ' .
donc d'après le lemme 1.9',

(1.26) ^ ||̂ )Fp(a)||i, ^ C'11^112^^^^ + 2C2^-4PM|H|2„-..
p>pl

or

lK^<E(^)ll^ll2^ +^-111^p=i ^
avec n-i = ^ a^e^ et uo = ^ a^e^.

^^^i v'X^a/o^
Donc pour tout pi ^ po? d'après 1.21, le lemme 1.11 et 1.26 on a
(1.27)E^iKii^^^r/-1971'^ ^ M^+^^ îHi2^.
p=0^ J-^ '7ÔÎÎ -l<P<Pi

On en déduit que pour pi assez grand (indépendant de N)^ pour tout e > 0,
il existe C (indépendant de N) tel que

(1.28) \\u\\^-.^C[r 1 \9nu\•^+ ^ M2^).
•/-^ ^a" -IÉ^PI
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On voit ici apparaître la perte de notre théorème par rapport au ré-
sultat obtenu si les hypothèses de contrôle géométrique de [L] étaient vé-
rifiées. On pourrait en fait espérer contrôler dans un espace à poids du
type

{""i^'^i.ifn-wi""""'}-
1.2.3 Conclusion.

Pour conclure, on commence par déduire de (1.22) qu'on peut passer
à la limite pour

E N^oo ,-,-1
UN = U-v^v —> U ç. HO

À^p^

et que la relation (1.28) reste vraie pour tout u ç. HQ.
Nous allons maintenant éliminer le deuxième terme par l'argument

d'unicité suivant :
Soit N = { u ç H o ;9^|^=OV^ç]-7,27[}.

Alors ^ ll^pl l lyo est une norme sur N qui est donc de dimension
-l<P<Pi '

finie.
Nous allons maintenant montrer que l'espace N est invariant par l'opé-

rateur 9t.

En effet : soit u ç HQ, soient Vh(t, x) = u^+h^-UW définis pour tout h > 0
assez petit.
Si u e 7V et si h <, ho alors ^ e Nho = {u e HQ ; OnU = 0; \/t ç
[-7 + ^o?27 — ho}}. On sait maintenant que si on prend ho assez petit
et pi assez grand, ^ ll^pl l^o est une norme sur Nho qui est donc de

-i<p<pi 1

dimension finie. On a de plus:
0

çih\v _ 1 çih'\v _ 1
il il ^ V^ e ' - 1 e - - 1 2
IK - ̂ HN^ < ^ ———^——— - ———^——— ^

A.<^

—^ 0 quand h et h' —> 0,

donc la suite v^ est de Cauchy dans Nfio quand h —> 0. Sa limite est (au
sens des distributions) QfV qui est donc dans |j^ Nh, = A^.
Donc N est invariant par <9f.
Soit alors u ç. N ; î<9<n = 2^
H s'écrit u(t^x) = e"1^^, avec Aï; = zv; v \açi= 0 ; 9nV l^^o
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donc v = 0 et N = {0}.

On en déduit que ||| • ||| est une norme sur H^ et qu'il existe une constante
C > 0 telle que pour tout u ç H^

(1.29) \\u\\^<C F (\9nu\\
"o J_^ JQ^Î

On en déduit alors d'après la méthode HUM de J-L. Lions et [L] §5 le
théorème 0.1.

1.3 le théorème 1.1 implique le théorème 1.2.
Nous allons maintenant aborder la deuxième étape de la réduction de
notre problème au théorème 1.1 : montrer que le théorème 1.1 implique
le théorème 1.2.
Supposons le théorème 1.1 démontré. Jusqu'à la fin du paragraphe 1, les
réels p, a, a', a et T\ sont donc fixés. On rappelle qu'ils vérifient 0 < a' <
a < p~1 < 1, Ti > 0 et a > 0.
On notera pour tout a" < p~1, a" > 0

F^a" = {v ; P^" ^ y^ < A^L

Ek^" = {u G L2^) ; u = ^ u^}.
^^^,,

On notera Hk,a" l3- projection orthogonale sur Ek,a" -

Proposition 1.12.— 12 existe p e N tel que pour tout a", a < a" < p~1,
il existe C > 0 tel que pour tout A* G N et tout v,k G Ek,a" ? on a

IKA^^II^ < Ch^kh^

avec les notations et hypothèses du théorème 1.1.

La preuve de cette proposition repose sur des estimations de commutation
et de propagation



22 N. BURQ

1.3.1 Commutations.
Nous allons montrer qu'il existe? ç N* tel que pour tout a " , a < a" <

p~1, il existe C > 0 tel que

(L30) ll(A)^;:on^[|^^^c^.
Pour on montre l'inégalité analogue sur l'adjoint

(i-30)' ((zo^o ii^»)* = n^» o ((A);^)^.
Or on a

Lemme 1.13.— L'opérateur 1^ est défini par la construction suivante
Soient u^v' telles que

(ih9f - h2^ = 0,

u' \t=To = UQ,
u' \QÇÎ = 0,

(1.31)

(ih9t - h2^ = -ih^(t)Op(rYu',

v ' I^To = 0,
v ' lan = 0,

alors I^UQ = v ' \t^Q.

Preuve :
On reprend la notation de la définition de Ji , alors

ih9f j vu'dx = j h^^vû' + ih^\t)0p{r)uu' - vh^^u'dx

= + / ih^'(t)uOp(rYu'dx
(1.32) J _____

=- u(h2^ - ihQt)v'dx

= —ih9t / uv'dx

donc f vu' + uv'dx est indépendant du temps.
î2
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Pour t= 0 et t = To, on obtient

(I^UQ.Uo) = {UQ,V' \t=o).

L'opérateur 1^ est donc un opérateur du même type que Ji, on va donc
pouvoir appliquer les théorèmes de propagation de l'appendice B.
On rappelle qu'on a noté à l'appendice B

B = {U = (uo^k)kW ; VÂ; ^0,^ € Ek,p,a ; ||^0,fc||£2(n) <, 1}.

Nous commençons par montrer que les opérateurs (A)^/^ e^ lïfc^
"commutent presque" :

Lemme 1.14.— Pour tout f3 et /3i tels que a < {3 < fî\ < p~1 et pour
tout n ç. N, il existe Cn tel que pour tout k ç. N,

(1.35) lirWA)^ - n,,^(A)^n,^||^ < w.

(i.35y l|n^(A*)^ - n,,^(A)^n,^||^ < c^.
Preuve :
Démontrons par exemple la première inégalité.
Nous allons montrer que pour tout 7 < 1 et tout n ç. N il existe une
constante Cn > 0 telle que pour tout {3 tel que a < /3 < p~1, en posant
/ r = ^ . ( l + / ^ ) o n a

(1.36) ||n^(7i)^(n^)||<Cn^.
En effet :
soit UQ ç. Ek^i

UQ = Sn^ =^ u = Se^^^e,,.
Posons îl^gl^u = Sv^e^ (projection orthogonale sur l'orthogonal de
Ek^o)
alors

(ihk9t - hî/\)v = -ihk^WW^u^OpÇrye^

^ Q, {e-^^v^ = -^(t)^e^</lfc(Àl/-^)^.(Op(r)*e^e^),
v

^ ^(0) = [T'1 ̂ (t)'^eithk(xv-^)u^0p(rre^e^^)•
Jo „
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On intègre par parties en t et on obtient donc en utilisant (1.37)

MO)|<C. ^ [______)'(!+^).
^^,0' \llk\Ât/~Â^lV

Or pour v ç. Fk^' et /j. ̂  Fk^ on a

l\/^-Aj>c7^1

donc comme y^ > ̂ h^1

\\.-\^\>Ch^2

et

;A,<^SCk,-
l^<§}s

d'après la formule de Weyi.
D'où le résultat si on prend n assez grand.

Nous avons utilisé ici que Op(r) est borné indépendamment de h (car les
opérateurs h-pseudo-différentiels d'ordre 0 sont continus pour la norme L2).
On a en fait plus précisément l'inégalité suivante (inégalité de Gârding) que
nous démontrons à l'appendice A

(1.37)

donc

(1.37)'

3C > 0 ; ||(Op(r)/^J||^ < (1 + Chk),
aC > 0 ; ||(0p(l - r)^\\L- ^ (1 + Chk),

300; ||(Zi)/>=/J|^(l+C7^),

3(7 > 0 ; ||(J2)ft=/Jk^ (1 + CTifc).

On a alors

(1.38

lliW^i)^ - IWA)^II^||
-l|nfc,A(A)^o(jd-n^)||
-lliWii^on^ii
^ lin ,̂ o ((Ji)^^-1) o (Ti^d+hî) + n^(i+^)) o Wh=h,TiU\
^(i+chkr^^Cnhî + lin^^^-'on^i^^lixo+c'^)
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< ...

< [Akxw + l|n^(A).=^on^,^^||] x^+c^)^-1

< W-1

Nous avons donc démontré le lemme 1.14.

1.3.2 Propagation.
Compte tenu de ce lemme, nous pouvons donner un sens évident au

front d'onde d'ordre a OF^ et au .front d'onde WFb de suites de fonctions
de la forme

(1.39) U=îîo{I^Ak+Pu^

où A ç N , p ç N , (uo,k)kw ^ Bp,a" {oi < a" < p~1) et où on note
I^uo(x,t) = v'(x,t), v1 étant la solution de (1.31)/i=/^ associée à la donnée
initiale UQ = uo,k puisque compte tenu de l'inégalité de gârding si U est de
cette forme alors il existe V = (vk) et C > 0 tels que H^HL^ÎÎ) = 0(/i^°)
etC(U-V)çB^.
On déduit des lemmes B6 et B7, que si on note g(s, po) le flot sur r*(IR< x
Q) = T*(R^ x Q)ur*(<9(IR< x Q)) orienté dans la direction des temps positifs
on a

Lemme 1.15.— Pour tout po e T*^ x R^)- et tout U =,(^o,fc)fceN €
-BP,C(" °îl ^

po e OF^(((î^=h^k) n {t = 0}
^ 3sç poA 2To/3] g(s, po) ç OF^u') n [t = s}

et comme OF^u') est invariant par le flot

g(To,po)çOF^(uf)^\{t=To}.
De plus il est clair que le lemme 1.15 reste vrai si on remplace l'hy-

pothèse "U ç. B p ^ ' par l'hypothèse 'V est de la forme (1.39)".

Si on note p = (t, x, r, ̂ ) p — (s, 0,0,0) = (t — 5, x, r, ç), on a

Lemme 1.16.— Pour tout a"; a < a" < p~1 et tout po ç. T*(^ x Ht) et
tout (uo,k)k G Bp^"

po € OF^(ÎÎ)^ o (Ii)^uo^) n {^ = 0}

=^ <^To^o) - (pïo, 0,0,0) e OF^((h)^uo^ H {^ = 0} .
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Preuve:
po e OF^((îî)h=hk 0 (A)^i^o,fc) n {t = 0} entraîne d'après le lemme 1.14
g(To,po) e OTO((A*)L/J^).
Or par construction les opérateurs ^((I^)^1)^^ et (^î)((^ï)5^ ^o,fc)(^-
ïo, •) coïncident au voisinage de t = 0 puisque ̂ (t) =. 0 près de t = 0, d'où
le lemme.
Nous revenons maintenant à le démonstration de la relation (1.30).
Il suffit maintenant, d'après le lemme 1.14, de montrer que pour tout a"
tel que a < a" < y9~1, il existe une constante C > 0 telle que

(1.39) Whtf^k^^Chî.

Soit u = (ufc)fceM G B.
Nous allons montrer que si M est l'entier introduit au théorème 1.1 et pour
tout a" tel que a < a" < p~1 on a pour tout (ufc)fc € -ffj(n); ||ufc|| < 1

(1.40) OFS (W)/.^) o (A*)^-1 o Tl^uk)^ n {t= 0} - 0.

En effet, soit p 6 OF^ ((J^)/,^ o (I^^-1 o IIfc,<,"Ufc)^ n {( = 0};

alors d'après le lemme 1.16 pour tout l = 1,..., M

g(lTo,po)-(lTo, 0,0,0)

€ 0^ (W)/.=^ ° W)^"1^' ° "fc,,̂ ) n {t = 0}.

Or, d'après l'hypothèse faite sur les troncatures q et r, il existe un entier
m ç. { 0 , . . . , M — 1} tel qu'on ait

(1.41)' 7r(^(mro,A)))e{ç=l},

ou

(1.41) g(t, po) ç Int({r = 0})V< e [(m - l)To, mTo]
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car d'après (1.35) et (1.35)' on a

OFÏ (W)/^ o (l^+Ak-i ^ ̂  ̂

= OFS ((îî)k=h, o IIfc,., o ((7^)M - 1 + Ak)^ o Tlk^'u)

C^e^a-2] ;|^T}c{|^|€[a,a-1]}
1

d'après le lemme 1.14 et [L], comme a < a" (car OF^(u) C WFb(u)).

Etudions d'abord le cas (1.41)':

on démontre comme le lemme B7 que si g(t,po) ç. Int{r = 0} pour tout
t ç [(m- l)To,mro], on a

g(mTo,po)-(mTo, 0,0,0)

i OFS ((A)^,J o (A)^-771-1 o n^n^^ n [t = 0}
Le cas (1.41)' n'est donc pas possible, on a donc nécessairement (1.41).

On choisit un entier 772 vérifiant (1.41).
Soit (p ç C§°(R) , y?(0) = 1 et (p à support assez petit tel que sur le support
de y,

u = (Uk)^ = ((A)L^ o (Jî r^^ o n^^),eN
vérifie

(ihk9t - hi^)Uk = 0,

Uk \t=o = ((A*)^^'"^)^ on^,^.
(c'est possible car la fonction ^ de (1.31) vérifie ^ = 0 au voisinage de 0).
On pose

PUk = ̂ (i)Op(q)Uk

= ̂ t) (2^,) / ̂ '^'^^ o^(^s)^^ •
Nous allons montrer que

\\PUk\\ma'xn)<Chî,
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ce qui impliquera g(mTo,po) ^ OF^U et donc que

ors ((7n,=,j o (jn^^-^ o n,,̂ )̂  n {^ = 0} = 0.
D'après le théorème 1.1 :

il existe un e > 0 tel que pour tout s ç [-Ê-, e]

^M+Ak-m^ ^ ̂  ̂  Q^ ^ n,,,||̂ ) < ch^

Or au voisinage de t = 0

(1.42) îî=lilî.

où on note It l'opérateur défini au théorème 1.1. Comme Op(q)^^ =
Op((l)h=hk + 0(hk) (d'après l'appendice A car le symbole q est à valeurs
réelles), on en déduit en passant à l'adjoint que ||n^ o (PUk)\\L2 ^ Ch^ si
le support de la fonction y? est assez petit.
Il reste donc à majorer

||(i-nfc,,)o(p£4)||.
D'après le lemme 1.14 pour tout t <^ To/3 et ai tel que a < ai < a",

Uk=Tlk^Uk + O(h^)

donc ||(i - n^)(P^)|| = ||(i - n^jpn^ ̂ || + o(/ir).
Si on a pris dans la définition de PU le support de (p assez petit, alors sur
ce support, U vérifie {ih^Qt — /î|A)îz = 0, donc

{ihk9t-hl^){PoH^Uk)
= [ihk9t - ̂ |A, yOp(q)]Hk^Uk,
= hk^(t)RHk^ Uk

avec ||-R|| < C et supp ^ C supp y?.
On en déduit comme à la démonstration du lemme 1.14 que

| |(i-n^)opon^^||^^x^)=o(^)-
Nous avons donc montré que

OFS ((î!)k=k, o (A*)^^ ° nfc,,»») = 0.
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Pour tout a1" tel que a < a"1 < a", en prenant l'adjoint de (1.35) on
obtient

^(p+A^^ ^ ̂  ̂  ̂  ̂ ^ ^ ̂ +A^^ ^ ̂  ̂  ̂ ^

On en déduit comme dans JL], en utilisant (1.42) et en se ramenant
d'abord à un domaine compact de l'espace des phases que

||((A)L=^ o (^)(M+AA;) - 1)̂ , on^^H < C^

donc
|[((JI*)(M+AÂ;))^ on^^n < chî

On obtient par l'absurde comme à la proposition 1.3 que la constante C est
indépendante de la suite U choisie. D'après le lemme 1.14 on a donc pour
tout a" tel que a < a" < p~1

IITT ^ /r*(P+^)\ i l ^ /^ LCT
||i4,aO(A )h=hk\\ < ̂  ^ k '

En appliquant encore le lemme 1.14 on obtient (1.39) ce qui termine la
démonstration de la proposition 1.12.

1.3.3 Conclusion.
Avec les notations du théorème 1.1, quitte à prendre une constante a

plus grande, nous nous trouvons maintenant dans la situation suivante :
~I(h) est une isométrie
~Ii(h) et I^W sont deux opérateurs de norme inférieure à (1 4- C h)

(d'après l'inégalité de Gârding)
-A + la = 1 .
L'opérateur 7i vérifie de plus la relation

3p > 1, a < p, C > 0, a > 0 Â-o > 0 A e N* ; \/k > ko

||(A)^on^||<c^.
On en déduit :
Lemme 1.18.— Pour tout a" tel que a < a" < p~1 il existe un entier
ko > 0 et une constante C > 0 tels que pour tout k > ko et tout Uk ç. Ek,a",

Ak

IKIIi.<^^||j2(M^o))||i..
n=0

Preuve:
IKIÎ  = 11^^11^
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Nous allons montrer par récurrence sur n que pour tout n < Ak, on a

IMk^ E \\Wh=k,(i)^W\L^ + c^-1

p=i
+||(A)^(J)^>,||^.

Preuve:
-n= 1

IM < 11(^)^(^^|| + IKA)^^^)^^».
-Supposons la relation vérifiée au rang n, alors

IKII < E IIWtt l̂Mi + ̂ ^-1 + ll^)^^7)^71''1^^!p=i
+||(Jl)L^?)^.œ^n+l)^||.

Comme IKA)^/,^ || < (1 + C h^, on en déduit la relation au rang n + 1
donc

/ Ak \
\\Uk\\ < C^ \\Wk=k, (^(pTo)) ||̂  +0^11^11 .

\ p=o /
En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient le lemme 1.18.

Nous montrons maintenant le

Lemme 1.19.— Pour tout a" tel que a < a" < p~1, il existe C > 0 tel
que pour tout Uk G Ek,p,a11 ?

\\Wk=k^\\î. < C ( ° \\0p{l -r)u^s)\\i.ds.
Jo

Preuve :
Soit Vk solution de

ih9t - h^^Vk = ih^(t)0p(l - r)(uk(t,x)),
Vk |ôn= 0
^k |«o= 0
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On a
/•To

Vk(To,x) = / ^{sy-^-^^^Opd - r)uk(s,x)ds.
Jo

Comme par définition I^u^ = v^ÇTo), on obtient le lemme 1.19.

Appliquant alors le lemme 1.19 aux instants AA;, 2AÀ:, • • -, [^(//yAÂ^AÂ:, et
utilisant la conservation de ||^||L2 en temps, on obtient dd'après le lemme
1.18, le théorème 1.2.



s



2. Construction des troncatures micro-locales.

Nous noterons dans toute la suite de cet article F = (J .̂ 90 i et F, = 96,.
tous allons dans ce paragraphe construire des troncatures r et g vérifiant
îs hypothèses du théorème 1.1.

;.l Définitions, propriétés géométriques.
)éfinitions 2.1.—
- On notera H(x^ $, to) le rayon généralisé se réfléchissant sur 90 (0 =

R3 \ U Oi) issu de (rc, $, to), paramétrisé par le temps t.
i

- On notera pour tout i = 1, • • • , N et tout point x ç. I\-, n(x) la normale
à l'obstacle 61 dirigée vers l'extérieur de l'obstacle.

- On posera p(x^ ^) = ̂ , si x ç. Q ou si x ç. 9Q et ç ' n(x) >_ 0;
p(x^) = ̂  — 2(n(.r) • (i)'n(x) sinon.

- On notera To{x,ç) = mî{t > Ox + tp(x^) ç 90}.
- On notera Lo(x^) = {x-}-rp(x^) ; T < To(x^)}.
- On notera X1^,^) = x + TQp(x^y).
- On notera El{x^)=p{Xl(x^)^).
- On peut recommencer ces opérations et définir

LiÇx.^.TiÇx.^.X^x.^^Çx^) tant que^x^) < œ.
- On peut faire de même pour les entiers négatifs i en partant dans la

direction p(x^ —^).
- On notera pour tout réel t:

Xt(x^) = X\x^) + t - ̂ Tj(x^) S,(^0

\ ^° /

^0=^,0,
si

i î+1

^ ^T,(^0;^T,(^0 •
j=0 j=0

- On notera OdqX(x^) le q-uplet (j'i, • • • Jq) défini par X^x^) e F^.
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Nous rappelons le lemme suivant dû à M.Ikawa ([I3], lemme 3.1) :
Lemme 2.2.— Pour tout a tel que 0 < a < 1, il existe 6^ > 0 et do > 0
te2s que pour tout i = 1,.... 7V et tout (x, $) tel que x ç F, et \^\ ç [a, a~1],
si X1^,^) e F, aJors

-n{X\x^)).^ < 6, ̂  L,(x^) 0 {î/; dist(î/, U ^) ^ rfo} = 0.
W

Preuve:
Soit x ç I\. Si np^.O)^ = 0 et si X2^) e 1̂  existe, alors

nécessairement j'2 ^ j et X1 ç. Conv(^- U ^-J, ce qui est absurde d'après
l'hypothèse H^.
On en déduit le lemme 2.2 par un argument de compacité.
Lemme 2.3.— Pour tout a , 0 < a < 1 il existe 6[ > 0 et do > 0 éeJs
que pour tout j = 1, • • • , N si x C Fj et |$| e [a, a-1], si -n(x).^ < 6[ alors
le rayon issu de (x,ç) ne rencontre pas un do-voisinage de U Oi soit dans

W
le passé soit dans le futur. On notera (Plj) cette propriété.

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme 2.2.
Soit (Ui,ki)içi un recouvrement fini de ^ vérifiant la propriété (A.5).

Soit ((pi) une partition de l'unité associée à ce recouvrement. Nous sup-
poserons de plus qu'au voisinage de F les fonctions (pi sont indépendantes
de la distance d(x^F) du point x considéré à F et que si UiÇ}F ^ 0, les
coordonnées ki sont des coordonnées géodésiques normales (en particulier
ki(x)n=dist(x,T)).

On déduit du lemme 2.3 par un argument de continuité le lemme
suivant:
Lemme 2.4.— Pour tout a', 0 < a' < 1, il existe 6^ > 0 et e > 0 tels
que pour tous k = 1, • • • ,7V et j ç. I et tout (x,ç) ç. T*^ = { (^ ,C) ^
T*IR3; z ç Q} tels que x ç supp(^), dist(a;,r\) < e et \ç\ ç [a', a'-1]
et si on pose (y,r]} = (kjÇx)^ dk^^)) ( {y,rj) = (^ y ' , r ] n , r ] ' ) ) alors si
1^^(7771,0)1 < (5l, le rayon issu de (x^) vérifie la propriété (Plk)-

Preuve : Pour x ç. F le lemme 2.4 est juste une écriture en cartes locales
du lemme 2.3, on conclut par compacité pour dist(a;,r) < e si on prend e
assez petit, quitte à prendre une constante 6\ plus petite.
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2.2 Construction de la troncature r.
Nous fixons maintenant la constante a' jusqu'à la fin du paragraphe 2.

On remarque que nos constantes <5i et e ne dépendent pas des fonctions (pi,
on pourra donc supposer de plus que la partition de l'unité ( ( p i ) vérifie la
propriété suivante:
Pour tout i ç I , si supp(<^) H F ̂  0 alors supp((^) C {x ç H3 ; dist(;r, F) <
^/2}, où e est la constante du lemme 2.4.

Soient a une constante telle que a' < a < 1 et e\ > 0.
Pour tout j ç I , on peut définir une fonction Rj e Cfoo(^*IR3), 0 ^

Rj < 1 vérifiant :

- Si supp (^ • )n r==0 ,

^•Q/,77) = 1 52 |(^)^-i^(77)| ç [a,û-1] , î/ ç A-,(supp(^))

N
etk^(y)çConv(\j0i)^

i=l

= 0 si |(^)^-i^(77)| (É [a7, a'-1] on y ^ ^-(supp(^)) + 5(0,1)
N

ou kj\y) i Conv(\J 6,) + B(0,^),
2=1

R, ç Co00^3) et supp (R,) c {Q/^); IC^)^-!^)^)! e [a', a'-1]}.

- Si supp (^) nr -^ 0 et pour e-z > 0 et £3 > 0 deux constantes que nous
fixerons par la suite,

^•(^ r]) = 0 5î yn>£ ou si yn < -2^2 o^ 5î î/ ^ ^-(supp(^)) + B(0,1),
= 0 si - 2^2 <yn<eet ̂ dk,)^^\0)\ > a - e^

= 1 si - £ 2 < y n < ^/2 et IC^^-i^^^, 0)| < a - 2^,

où £ est la constante du lemme 2.4.
On supposera que Rj(y,r{) ne dépend que de (î/,7/), que J?^ considérée
comme fonction de (î/,7/) est dans Cg°(H3 x H2) et qu'au voisinage de
Vn = 0, Rj est indépendante de yn et qu'il existe une fonction gj(y) telle
que 0 < Rj(y, 77) < gj(y) < 1 et au voisinage de 77' = 0, Rj(y, 77) = ^-(î/).
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2.3 Quelques propriétés des troncatures.
Soit €4 > 0 que nous fixerons par la suite.

Comme l'enveloppe convexe fermée conv |ĵ - 0i de l'union des obstacles est
incluse dans fî, il existe une fonction q ç C§°(fl) telle que 0 < ç < l , ç = l
sur conv U 0i et q = 0 sur 9fl + B(0, £4) si on prend la constante £4 assez
petite.
Il existe des constantes a, a' < a < 1, Ti > 0 et £3 > 0 telles que la fonction

r(x^) =q(x) x ̂ ^(x)Ri(ki(x^dk^^))
i

vérifie la propriété suivante.

Propriété 2.5.— Pour tout (x^) ç T*^ tel que r(x^) ^ 1 et |$| ç:
[û^a"1], le rayon issu de (x,ç) rencontre le bord extérieur de Pouvert, <9Q,
en temps t ç. [—Ti.Ti] .

En effet :

r(x^) + 1 ̂ 3j; Rj(k,(x)^dkJ\^) + 1 et ̂ (x) + 0

ou q(x) ̂  1.

Dans le premier cas, si on pose (y,rf) = (kj(x),1' d^"1^)), comme |^| ç.
[a, a-1], supp (^) H F ^ 0, 0 < 2/n < £ / 2 et I^A;, (^^-^O'^O) | e [a -
2^J$|],ona

1<-———^————-<-^-
- ^^(^(O^O)! - a-2^3

donc
|n(^) . ^1 < <5(a^3)|Ç| < ̂ ^(a,^)

avec 6 fonction de a et £3 qui tend vers 0 quand a tend vers 1 et £3 vers 0.
Donc si a est assez proche de 1 et £3 assez proche de 0, on est sous les
hypothèses du lemme 2.4. Les constantes a et £3 étant ainsi choisies, Ti =
diam Q, x a~1 permet alors de conclure.

Dans le deuxième cas, comme x ^ conv \J^0i, la propriété est facilement
vérifiée.
De la même façon, on peut choisir a et £3 tels qu'on ait la propriété suivante:
Propriété 2.5\— II existe 6 > 0 et TQ > 0, tels que pour tout i =

1, • • • , N , tout XQ e F, et tout ç tel que |^| e [a, a-1], si -6 < n(x) • ^ < 0
alors le rayon issu de (a-o^o) est resté dans le passé dans le complémentaire
du support de r(x, -^) entre les points (a-o^o) et (xo - 4To$o^o).
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II suffit en effet de prendre 8 et a tels que —6 < n(x) • ^ < 0 implique

^dk'j)^ [{t^^1) k ( x } (^°)'^) 1 > a ~ £3 au ^^ûag6 ^e XQ, on peut alors
choisir To > 0 assez petit qui vérifie la propriété 2.5\

On fixe à partir de maintenant la constante a et on choisit p > 0 tel
que a < p~1.

Remarque 2.5\— La fonction r est indépendante de la distance de x à
F au voisinage de F. On en déduit donc que pour tout x G F et tout ç tel
Q"6 Kl ^ C, la fonction

tç}£,£[^r(Xt(x^),Et(x^))

est de classe C°° avec des normes Cp indépendantes de x et ç pour tout p.

On choisit une constante 65 > 0 que nous fixerons par la suite. Il existe une
fonction qo(x^) ç Coïo(^*IR3) telle que

go(.r,^) = 1 si dist(x,9fl.) > 2^5 et si \ç\ ç. [a, (a)"1],
= 0 52 dist(:r,(9Q) < £5 ou si \ç\ ̂  [a', (a')-1].

Soit gi(rr,0 e Co°°(r*IR3) telle que

- çi(^-0=0si{rc-r^; r>0 }n fÛ W-+B(0^o))) =0,
\i=l )

- ç i ( ^ - 0 = l s i { r c - r $ ; T > 0 } n f Û W-+B(0^o/2))) ^0.
\î=l /

On pose
g(^0=go(^0 xq^(x^).

Remarque 2.5".— On déduit du lemme 2.3 que si q(x^ —Q -f- 0 et si la
droite issue de (x^ç) rencontre dans le futur 0i, alors on a

{z+rS1^^); T > O ; ^ç l \ - , 0>^n(z)>-6,}Ç}\j0,=9
j^i

et
- { ^ + T $ ; T > 0 ; Z Ç O i } Ç } \ j 0 j = ^

j^i

(c^est à dire que la zone d^ombre de F obstacle Q{ associée à la phase incidente
—^ ne rencontre pas \J 0j).
"' j^i
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Nous allons montrer qu'il existe des constantes €4 > 0 et ^5 > 0 telles que
les fonctions r et q vérifient les hypothèses du théorème 1.1 (les constantes
a, a' et £-3 sont fixées vérifiant les hypothèses des propositions précédentes).

Il reste à montrer la propriété suivante:

Propriété 2.6.— II existe un temps TQ et une constante M tels que pour
tout point (x,ç) ç T fl tel que \ç\ ç [a,a~1], le rayon généralisé issu de
(a*,^) parcouru à la vitesse |$[ a rencontré le bord extérieur de Rouvert Qfl,
en temps t ç. [—4MTo,0] ou est resté dans le complémentaire du support
de (1-q) pendant un intervalle de temps de la forme [-47îTo; —4(n - l)To]
pour un entier n ç {1,..., M}.

Preuve
Si on prend TQ > 0 et

8To

< min< inf ^ {dist(;r,î/) x a}
la;€(9,+B(0,£5),î=l,...,-/V, 2/€ôn+B(0,£5)

a 1
,-mm^{dist((9,,^)}^

6 )

et M > 2dlamQXQ"1 4-1^ alors si le rayon ne rencontre pas le bord de l'obsta-
-^o

clé pendant l'intervalle de temps [0, MTo], c'est qu'il rentre dans conv(Ui^)
et qu'il rencontre au moins deux obstacles consécutivement. Comme les
obstacles sont strictement convexes, si on prend ^5 assez petit, le rayon
ne peut rester dans un é^-voisinage d'un obstacle que pendant un temps
arbitrairement petit (dépendant de es et du minimum des courbures des
bords), qu'on peut donc supposer inférieur à TQ; il est donc resté entre les
deux obstacles dans le complémentaire du support de (1 —q) (car entre deux
obstacles q\ = 1) pendant un temps au moins égal à 6To et est donc resté
dans la zone qo = 1, gi = 1 pendant un intervalle de temps de la forme
[—4nTn; —4(n—l)To] pour un entier n ç. {1,...,M}. D'autre part si le rayon
a touché le bord extérieur de l'obstacle, comme r est identiquement nulle
au voisinage du bord de l'obstacle, il est resté dans le complémentaire du
support de r pendant un intervalle de temps de longueur fixe ( dépendant
de la constante €4 de la définition de la fonction q).
Nous avons donc montré que les fonctions r et ç vérifient les hypothèses du
théorème 1.1. si on prend 0 < To < TQ, To assez petit et M assez grand (en
fonction de To).
Nous allons maintenant montrer une propriété supplémentaire de la fonction
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Lemme 2.7.— II existe 0 < To < TQ, ̂  > 0 et 6 > 0 tels que pour tout
x e F et tout ç ç [a', a7-1] tel que ^.n(x) > -6, le point X(t) = (x +

0

^,^) est reste dans le passé dans l'ensemble { (^ ,77) ; r(y,rj) = 0} pendant
un intervalle de temps de longueur supérieure à 4To, [~to - 4To,-^o] et
entre les instants t = -to - 4To et t = 0, il est resté dans Pensemble

0

{{y^) ; q(y,rj) = 0} .

Preuve:
On va commencer par montrer la première partie de ce lemme (celle con-
cernant la troncature r)
On a le lemme géométrique suivant:
Lemme 2.8.— Pour tous j = 1, • • • , N, C > 0, 6 > 0, il existe 6' > 0 tel
que pour tout x ç. Fj et tout ç tel que \ç\ < C et n(x)^ > 6, si on note
y le deuxième point d^intersection de la droite D(x^) avec Y j , alors on a
-n(y)^ > 6'.

La preuve par l'absurde est évidente.
Par contraposée on en déduit que la meilleure constante 6'(6) telle que pour
tout a; ç F et tout $ tel que |^[ <, C et 0 < n(x).ç < 6, on ait:

0 < -n(y}.ç < 6'

tend vers 0 quand 6 tend vers 0.
On peut maintenant démontrer le lemme 2.7.
On fixe des constantes 6 et 60 que nous préciserons plus tard. On a trois
cas :
i) -6 < ç ' n(x) < 0

ii) 0 < ^ • n(x) < 60
iii) ÔQ < ç ' n(x)
Le deuxième cas se ramène au premier en appliquant le lemme 2.8 si on
prend 60 assez petit.
Le premier cas est une conséquence de la propriété 2.5\
II reste à étudier le troisième cas. C'est pour ce cas que nous allons ajuster
la constante e'z de la construction de r que nous n'avons toujours pas fixée.
Soit Oi l'obstacle sur lequel est situé le point x, soit y le deuxième point
d'intersection de la droite D(x^ç) avec ^-, soient rj > 0 et 0^ = {z ç
0 ; dïst(z,90) ^ rj}. Alors 0rj Gst un convexe (non vide si r) est assez petit).
Soit x ' (resp^ y ' ) le point de 90^ intersection de Q0^ avec la droite D(x^Ç)
situé le plus proche de x (resp^ y). Alors on a \\x — x'\\ < C(rf) avec C{rf)
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ne dépendant que de 60 et du minimum des courbures sur F et tendant vers
0 quand rj tend vers 0. En effet, si on fixe le point a:, cette relation est
évidente et pour avoir la relation pour tous les points x tels que n{x).ç > <5,
on fait un raisonnement par l'absurde comme précédemment. On a la même
relation pour \\y — y'\\.
On démontre maintenant par l'absurde la première partie du lemme 2.7
dans le cas iii) si on prend la constante e^ de (2.1) assez petite.
Comme dans tous les cas on est resté entre les instants i = —to— 4To et
t = 0 dans 0j + i^O^î^a')"1), on en déduit qu'on peut choisir TQ > 0
vérifiant le lemme 2.7.
On supposera de plus par la suite qu'on a TQ < ^-a et TQ < ̂ -a.



3. Quelques résultats sur les phases
et les transformations de billard.

Les résultats de cette partie sont pour un certain nombre démontrés
(parfois sous une forme plus faible (n = 2 obstacles) par M. Ikawa dans [II]
[12] et [13]. Dans ce cas, nous rappellerons les démonstrations données par
M.Ikawa (éventuellement légèrement modifiées).
Dans ce paragraphe on notera a une constante strictement positive et
strictement plus petite que 1 qu'on pourra éventuellement augmenter un
nombre fini de fois.

Définitions 3.1.—
- On appellera fonction phase toute fonction (p définie sur un ouvert U de
classe C°° jusqu'au bord de l'ouvert U telle que |Vy?| = 1.
- On appellera front d'onde de (p les surfaces C(p{x) = {y ; (p(y) = y(x)}.
- On dira que la phase (p définie sur Rouvert U vérifie (P) sur Fj si :

i) les courbures principales de C(p par rapport à la normale (—Vy?) sont
positives en tout point de U .

h) [y + ïV^) ; T > 0 ; y ç U n F,; V^Q/) • nÇy) > 0} D \J ^.
W

iii) pour tout A ç. H les ensembles {x ç. U ; (p(x) <^ A} sont vides ou
convexes.
-Soit <5i > 0. On notera Fp^) = {x e Fp ; -n(x).V(p(x) > <5i}.
On notera Up(y) = (J {X1^.^^) + r E1^, Vy?) ; r > 0}

x^x^yj)çrp(y)
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3.1 Construction des phases réfléchies.

Proposition 3.2.— ([13] lemme 3.5). Il existe <5i > 0 tel que si y est
une phase vérifiant (P) sur Fj, alors pour tout p ^ j on peut définir, sur
Rouvert Up(ip), une phase (pp vérifiant (P) sur F p , par la relation :

^(X\x, V^) + r S1^ V^)) = ̂ (X\x, V^)) + T .

De plus pour tout XQ ç. Up(y) C\fl, les courbures principales de la surface
C^^Çxo) sont supérieures en tout point à une constante K, > 0 ne dépendant
que de la géométrie de V ouvert.
Preuve : On choisit la constante <5i assez petite pour qu'elle vérifie les
lemmes 2.2 et 2.3. Nous allons montrer que les points i), ii) et iii) de la
définition 3.1 sont vérifiés.
i) Soit XQ = Xi(.r,V<^). Nous allons montrer que les courbures princi-
pales de C(pp(xQ)) sont supérieures à 2K(xQ), où K(xo) est le minimum des
courbures principales de F en XQ :

Prenons un système de coordonnées tel que :

"(a-o)= 0 9^y(0)= 0 9^y(0) = 1
(3.1)

r^^i^e^CR2},!/^)^,).

Soit m un système de coordonnées de Cy(xo) tel que

MCT) ; o € Û} = Cy(xy) , c^(0) = XQ ,

(3 2) 9a.^(0).ô<r^(0) = <5,,j,

j^-(O) = Kj9^(0) avec i(a) = V^(a>(<7)),

où K\ et K-i sont les courbures principales de Cy(xo).
Alors

(3.3) Cyp = {r(o) = y(»?(a)) - ̂ )r(a)},

avec
r(<7) = i(a) - 2{i(a).n{y(^a)))}n(y^(a)))

où r)(cr) = (»?i(<7), »?2(<7)) et f.(cr) sont déterrninés pour tout a ç. U par

(3.4) y(r,(a)) = u,(a) + £(a)i(a) .
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^a.

On a

On peut supposer

figure 1

r(a) = V^(T(a)).

smv
-i(0) =

cosv
Quitte à permuter o-i et 02, il existe 0o tel que

— COS OQ COS VQuj
Qa\

Q^ sin 0Q cos v
COS0Q

— sin 0o sin v
sm0Q(3.5) (0)= (0)=""* " U î f)

cos 0o sin î; (7a2

Différentions (3.4) par rapport à aj

Q^yQa^ + Q^yQa^ = (9^ + (^/) 2 + tQ^i

or ^(0) = 0 ; on a donc on a donc en utilisant (3.5)

(3.6) <9ai^(0) = tgvcos0o , 9^£(0) = -^sin<9o

et

/o 7\ ( Q^i ^^i^ _ f cosv~1 Q\f-cos0o sm0o\d^_f^ „
^•0 l^,^ 9a^2j - V 0 i K sin^o C O S 0 J - 1 ' 0 '

\ / <7=:U \ /

Différentions la relation T(cr) = ^(^(cr)) — ^(a)r(<7) par rapport à <7j.

En utilisant (3.6) et (3.7), on obtient

/ cos v 0 \
(3.8) (^r,^T),=o= 0 1 ©

\ sin v 0 7
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Soient K[ et K^ les courbures principales de F par rapport à —n^xo) au
point :ro. Soit ^ l'angle de Q^y(0) par rapport à la direction principale
correspondant à J<i.
Alors

(3.9) (9,,n(y(rî)) ;cM^)))^o = (^ '.9^)^K^
avec

(o^\ vn -^cos^ s i n ^ . ^ ^ A ^ 0 ^(6A{)) ^ - ̂ ^ ^g^J etK - ̂  Q ^j .

Donc

(c^nQ/(^))) ,^(»(y(»?(^)))),=o
f311') /1 0^v ' / = (^,n , ^n)^o(^î?,),,j,<r=o - 0 1 ^KWQ.

\0 O J

Or
(3.12) ô .̂r = 9^i - 2{9^i.n}n - 2{i.9^n) - 2(i.n)9a,n,

et

(cos v 0 \ , _ f\ \
(3.13) (8^i-2(9^i.n}n)\^=K, 0 1 (^,°)

sinv O/

et
(3.14)

(cos v \ t 0 \
-2(î.9^ n)n - 2(2.n)9^n = 2 0 (<9<^)i + 2cosî; 1 (9a^)2

sin v ) \ 0 )

où (9a,n)j est la j'6 composante de <9o^-
On en déduit

(3.15) c^r|,=o = f^^ ?) (K.I+^cosvT^K^T) ( "^f0 )
\sini; O/

et de même

(3.16) c^r|^o = f "O8 " î ) (A'2J + 2 cos î,r^A^r) ( ̂ n^0 ) ,
\sinu O/
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soit
(3.17)

(COS V 0 \ r , T.. ^ x -,

(<9^r , <9^)a=o = 0 1 ( Al u ) + 2cosî;r^A^r 6.
smv OJ L v u A 2 / J

Les courbures principales de Cy^ sont donc les valeurs propres de la matrice

( K)1 7°' ) + 2 cos VTt ̂ K}sfT^
car

/ cos v 0 \
(3.18) (C^T,C^T)= 0 1 6 .

\ sin v 0 /

Elles vérifient donc

(3.19) mm(K^K^) -}-<2mm(K[,K^ < K'{ , K^

< max(A'i, R\) + 2 cos v ma.x(K[, K^).
Il reste à vérifier que les courbures principales restent positives le long de
{XQ + ïV<^p}, ce qui est immédiat car

(3.20) K[\x^ + TV^,) = K^xo) x ̂ ^ .

Nous allons démontrer maintenant les parties ii) et iii) de la proposition
3.2.
On sait qu*-

(3.21) 0pC \J {rr+rV^)}.
xç.Yjr\u

Nous allons montrer que pour tout z\ ̂  p,

(3.21)' d C \J {x + TV^(rr) , T > 0} .
a-er?^)

On notera
K = {a:+TV^(:r) ; a- ç <9p}.
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figure 2
On prolonge (pp en reprenant la construction précédente pour tout <5i > 0.

Nous commençons par montrer que H3 \ K est connexe.
En effet, comme

GpC |j {rr+rV^)},
xç.Yjr\u

l'ensemble K ' = {y + rV^(î/); y ç U H Tj} est un voisinage de K et pour
tout point x de Jf \ J^, il existe un rayon issu de y ç. Fj qui arrive en x
et ce rayon ne rencontre pas K entre les points x et y car sinon le point x
serait dans K.
Si on prend maintenant un point de IR3 \ K ' ^ on le relie à Oj par une droite
quelconque. Si cette droite rencontre K, il existe y ç. K ' \ K tel que le
segment [a-, y\ ne rencontre pas K. On peut donc dans tous les cas relier le
point x à l'obstacle 6j par un chemin continu. IR3 \ K est donc connexe par
arcs.
Nous allons montrer que l'ensemble des rayons réfléchis recouvre IR3 \ K.
Pour cela on montre que l'ensemble des points des rayons réfléchis est ouvert
et fermé dans IR3 \ K.
Il est fermé:
Soient Xn = Vn + Tn^^p{yn) tels que Xn —^ x ç. IR3 \ K.
On peut supposer quitte à extraire des sous-suites, que yn —> y G Fp et
Tn -^ T > 0.

On a par passage à la limite Vy?(î/) • n(y) < 0.
On ne peut pas avoir V(p(y)'n(y) = 0 car sinon on aurait Vy?p(î/n) —> Vy?(î/)
et donc x ç. K.
La phase (pp est donc définie au point y et on a alors x = y + ïVy?p(î/).

Nous allons maintenant montrer que l'ensemble des points des rayons réflé-
chis est ouvert dans IR3 \ K.
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Soit XQ = yo + ToV(pp(yo) (ïo ^ 0). On choisit un point ZQ ç R3 \ uf^- tel
que yo = ZQ + ̂ oV^o) (^o > 0).
Comme .z-o (JE K on a. Vy?(î/o) • yî(î/o) < 0.
Il existe un convexe C et un voisinage U de ZQ dans C<^(^o) tels que V C 9C
(car les courbures principales de C(p sont strictement positives).
De plus, quitte à diminuer V, comme V<^(?/o) • n(yo) < 0, on peut sup-
poser que l'application z ç. V^ \-^ Xl(z^(p(z)) est un difféomorphisme,
l'application inverse étant la projection sur le convexe G.
Soient Vi CC V et TVi CC W.
Les points ZQ et yo réalisent un minimum local strict de la fonction {z^ y) C
YI x W\ \—> \\z — y\\ + \\y — XQ\\. Quitte à diminuer les voisinages Vi et W\,
on peut supposer que c'est un minimum global strict.
On montre maintenant par l'absurde qu'il existe un voisinage U de XQ tel
que pour tout point x ç. U si y et z sont des points réalisant le minimum
de la fonction (^, y) C Vi x W^ \-^ \\z — y\\ + \\y - x\\ alors z ç. Vi et y ç. W^.
En effet, il existerait sinon des suites de points (xn) —^ XQ, (zn) et (y^) telles
que pour tout n, yn € QW\ ou Zn € QV\. On en déduit alors que yn ç. 9W\
et Zn ç. 9V\. On peut de plus supposer que Zn —> z ç. 9V\ et yn —> y G QW\.
Comme [\Zn - Vn\\ + \\Vn - XQ\\ < \\Zn - Vn\\ + \\Vn - ^n|| + \\Xn - XQ\\, par
passage a la limite quand n —> +00 on contredit le fait que le minimum de
la fonction (z, y) C V\ x W\ ^—> \\z — y\\ + \\y — XQ\\ est un minimum strict.
Comme les points z et y sont à l'intérieur de V\ et de Wi, il est aisé de voir
que pour tout point x de 17, si z et y sont définis comme précédemment,
^X^.V^etrre^.V^).

Il reste à voir que pour atteindre un point de l'obstacle 0i (i ^ p) on peut
se limiter aux rayons issus de F p ( ( p ) , ce qui est une conséquence du lemme
2.1.

Pour démontrer la proposition 3.2, il suffit maintenant de montrer la pro-
priété suivante

Propriété 3.2\— II existe une constante K, > 0 ne dépendant que de la
géométrie de l^ouvert fî, telle que si (p est une phase définie sur un ouvert
U vérifiant (P) sur Fj alors pour tout p ̂  j et tout point XQ ç. Cl H Up(y),
les courbures principales de la surface Cy^{xo) sont strictement supérieures
à K en tout point.
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Preuve:
II existe un point y ç 0p tel que (pp(xo) = (p(y) + dist(;z;o,î/); et pour tout
point x ç. Cyj(xo) il existe un point z ç. 0p tel que ippÇx) = (p(z) + dist(a;, z).
Comme |V<^| = 1 sur 0p, on en déduit que si 6 = marc^-dist^,^-), on a
dist(.r, z) = (pp(x) - (p(z) < 6 + ^p(^o) - y(y) < 6 + diam(fî). Comme au
point z les courbures principales de C<^, J<i et J<2, sont supérieures à une
constante strictement positive, d'après ce qui précède, celles de C^ (xn) en

K Kx^ i+dist(J-^)A'i et i+dist(!,z)7<2? sont strictement supérieures à une constante
K, strictement positive.

On notera ipp = ̂ y.

Soient
(3.22)

î(n)={J=(^,...,^); ^€{ l , - . . ,^} ,^+i^^Vl<^<n},

^ ( r a )={^=a=Jl ,••• ,Jn); ^e{l,--^},^+l^^},
î=U,î^,î,=U,îjn).

Pour J ç.Ij^ (p vérifiant (P) sur r,, on peut définir

def a. 7-, ,- 7, def ^y j = ̂ j^ • " ^ j ( p = ^ j y .

Si on note J' = (j == j'i, • • - , j^_i), la fonction <^j est définie dans

(3.23) Uj^)= |j {X,(.r,V^)+rV^;T>0}
^er^c^j/)

qui est un voisinage de (J Op.
p^jn

On peut donc définir pour x ç Uj[^p) et pour tout i tel que 1 <, £ < n + 1,
X-^x^yj).
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3.2 Comportement exponentiel du billard.

3.2.1 Le billard en variables d'espace.

Propriété 3.3.— ([13] lemme 3.6 , sans démonstration) II existe une
constante K > 0 telle que, si (p est une phase définie sur U vérifiant la
propriété (P) sur Î o et telle que pour tout point XQ ç U H fî, les courbures
principales de C^(xo) sont plus grandes que K en tout point, alors pour tout
j -^. JQ y si (pj est la phase construite à partir de la phase (p après rebond sur
l'obstacle O j , pour tout XQ ç. U H fî, pour tous x^y ç. C^\xo) , pour tout
T > 0 ,

(3.24) dist(:r + rV^(.r), y + r^(pj(y)) > (1 + r /c) dist(rr, y).

Preuve :
On prend K, comme à la propriété 3.2'.
Nous allons prolonger la fonction (pj en une fonction (pj définie sur R3 telle
pour tout point XQ ç. R3 il existe un nombre fini de courbes simples (c'est
à dire ne se recoupant pas) et fermées de IR3, de classe C1, telles qu'en
dehors de ces courbes, la surface de niveau Cyj(xo) est de classe C2 et a
des courbures principales supérieures à une constante K > 0, et telle que
l'ensemble Ej(A) = {x-, x ç. R3; (pj(x) < A} soit convexe.

On commence par prolonger (pj en étendant la construction précédente aux
points correspondant à cosv > 0, c'est à dire jusqu'aux points issus des
normales à Cy. qui sont aussi tangentes à l'obstacle Oj^ ce qui définit une
nouvelle fonction y?,, prolongeant la fonction (p j , à l'extérieur du volume
K.
On pose maintenant (pj = (pj sur K.
D'après la construction de la phase <^, les surfaces de niveau de la nouvelle
fonction (pj sont continues et de classe C°° en dehors de 9K et d'après la
propriété 3.2', pour tout point XQ ç. Q, les courbures principales de la surface
C(pj(xo) sont supérieures à K, en tout point x ç. Q \ 9K. Pour conclure, il
suffit donc de vérifier que l'ensemble C(pj{xQ')C\QK est une courbe simple et
fermée de R3 de classe C1. Nous supposerons que C(p(x) n'est pas réduite
à un seul point (sinon la propriété 3.3 est évidente).

Lemme 3.4.— L'ensemble E des points du bord de l'obstacle 6j tels que
en ces points la normale à la surface Cy est aussi tangente à l'obstacle, forme
une courbe de classe C°° de IR3.
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Preuve:
Considérons le difféomorphisme de classe C00'.

x ç 90j ̂  n(x) ç S2.

Comme la courbure de l'obstacle Oj est bornée (par compacité), on peut Re-
tendre à un voisinage de Oj dans IR ce qui nous donne un difféomorphisme

^ : V(0j) -^ V(S2).

On cherche maintenant à résoudre l'équation

(||^(.r)|[, V^).^)) = (1,0).

On se place au voisinage de XQ^ une solution de cette équation. Quitte à faire
1

une rotation, on peut supposer que ^(a-o) = 0 donc que ^11^(^)11(^0) =
0

dxi o ̂ .Soit H = Vy?(a;o). On a alors

H^^x).^(x))(xo) = Hess^H^(xo) 4- V^o).^(^)

Or Jfes5<^a.o(V^(a*o)) = 0; donc

^(V^ro).^(rco)) = V^o).^.o(V^o)),

=^V^o),V^o)),
(3.25)

où / est la seconde forme fondamentale de la surface QOj au point XQ et est
donc strictement supérieure à une constante K > 0 (nous rappelons que les
courbures principales d'une surface de IR3 sont les deux valeurs propres de
sa seconde forme fondamentale). On peut donc appliquer le théorème des
fonctions implicites et conclure que l'ensemble E est localement une courbe;
et comme E est clairement fermé et inclus dans 90 j donc compact, E est
nécessairement réunion finie de courbes fermées de classe C°°.
Le bord du volume K est donc une surface de classe C1 (c'est le recollement
de deux surfaces QOj et {x = XQ + TVy?(.ro); T € IR^; XQ ç E} de classe
C00 le long d'une courbe de classe C00, le recollement étant fait de telle
manière que les espaces tangents à nos deux surfaces coïncident aux points
d'intersection (ces espaces sont engendrés dans les deux cas par la tangente
à la courbe de E passant par XQ et par le vecteur V(p(xo))). Les points où
notre surface Cy. n'est pas de classe C°° sont les points de l'intersection
des surfaces Cy et 9K. Cette intersection est trans verse: en effet, soit x
un point de l'intersection. Si x n'est pas un point de 90 j alors la normale
à la surface Cy est tangente à la surface QK au point x. Si x est un point
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de 90j et si les normales aux surfaces Cy et 90j sont colinéaires, on a alors
nécessairement Cy^ = {rr}, cas que nous avons exclus.

Comme notre intersection F est fermée, on sait que c'est la réunion d'un
nombre fini de courbes de classe C1.
Nous allons maintenant montrer que les ensembles -Ej(A) sont convexes
pour toute constante A. Pour cela, fixons un point XQ de l'espace R3;
nous allons montrer que sur tout segment 1 contenant 1 dans son intérieur,
le point XQ n'est pas un maximum local (sur I ) de la fonction ( p j . En
effet, si XQ ^ 9K^ alors la surface C(pj((pj(xo)) est régulière au voisinage de
XQ^ strictement convexe et de normale V^j(a*o)- Si le segment 1 n'est pas

0

orthogonal au vecteur V^-(.ro), le point XQ ç. 1 n'est pas un maximum local
de la fonction ipj. Si le segment 1 est orthogonal au vecteur V<^(rco)î il est
dans le plan tangent à la surface C(pj(yj(xo)) qui est strictement convexe;
donc le point XQ est un minimum local de la fonction yj. Il nous reste à
étudier le cas où le point XQ est sur la surface 9K. On se ramène au cas
précédent en remarquant qu'au voisinage de XQ on a (pj(xo) > ^p(x) donc
que la surface C(pj(xo) est " à l'intérieur" de la surface C(p(xo). En effet :
on fixe une surface de niveau C(p{B) telle que B < A, d'où provient le rayon
qui rencontre l'obstacle 0j et parvient en XQ. Alors au voisinage de XQ les
rayons (incidents ou après rebond sur l'obstacle) proviennent d'un voisinage
de XQ où XQ vérifie XQ ç. Cy{B) et XQ + (A - B)Vy(Xo) = XQ. Si on prend
ce voisinage de XQ assez petit, on peut le compléter de telle manière que
ce soit une partie du bord d'un convexe C et il devient alors clair que
y(x) = dist(a',<7) ^ ^jÇx) car ^pj(x) est la distance de x au convexe C en
suivant une ligne brisée.

figure 3

On en déduit maintenant que l'ensemble Ej(A) est convexe: il est clair que
si on prend deux points de cet ensemble, le maximum de la fonction (pj
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est atteint au bord du segment donc le segment est tout entier inclus dans
^•(A).

Nous allons montrer le lemme essentiel à la démonstration du lemme 3.3:
Lemme 3.5.— II existe n > 0 tel que pour tout JQ = 1, • • - N , si (p est

une phase définie sur l'ouvert U, vérifiant la propriété (P) sur F^, alors
pour tout point x ç. Cl et y ç. C^ (xo), si x et y sont des points réguliers de
la surface C^ (c'est à dire des points qui ne sont pas sur 9K), si on note
X le point de H3 situé sur la normale en x à la surface C^. à Fintérieur à la
distance ^, alors le point y est dans la boule centrée en X et de rayon 1.

Preuve
On prend ^ comme à la propriété 3.2'.
Nous allons commencer par nous ramener à une situation plane: soit y un
point de C^. Considérons un plan P passant par les trois points rr, X et
y . Soit Ce le cercle centré au point Xg = x - r^— et de rayon Rg == -^.
Ce cercle est tangent extérieurement à la courbe C^ intersection du plan P
avec la surface C^, qui est aussi le bord du convexe D^ intersection du plan
P avec le convexe Ej(A). Comme le point y est sur la courbe C, il nous
suffit de vérifier que la courbe C est toute entière contenue dans la boule J9g
centrée en Xç et de rayon J?g. Nous faisons un raisonnement par l'absurde:
Supposons que la courbe C intersecte le cercle Cg. On repère les points sur
le cercle par l'angle 0 avec 0 ç. [-7r,7r[ qu'il font avec le vecteur Xx. Soit
z un point de Cg H C tel que le module de l'angle qui lui est associé est
minimum. Comme au voisinage du point rc, la courbe C est strictement à
l'intérieur de la boule Bg, on sait que cet angle 0 n'est pas nul. On choisit un
repère tel que le point Xe est l'origine, le point x sur l'axe des abscisses du
coté des abscisses positives et que le point z est dans le demi-plan supérieur.

Soit B^ la partie de Bç située au dessus de la corde [z^ x}. Soit D' = jDDBg.
On considère maintenant les boules fermées Bt de rayon Rç centrées sur la
médiatrice du segment [z^ x] qu'on paramétrise par l'ordonnée t de leur
centre. Soit to = sup{t < 0; J3< Fl Bg C D'}. Comme pour t assez petit
Bt D B^ = 0, on sait que to existe.
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figure 4

On vérifie d'abord que to < 0. En effet, si ce n'était pas le cas, on aurait
alors Bf H Bg C D' pour tout t < 0 donc J3g C D' ce qui est impossible
d'après l'hypothèse de convexité au voisinage du point x (D' est strictement
incluse dans B au voisinage de x). On en déduit donc qu'il existe un point
Z ç. BÎQ H QD et comme to < 0 on a Z ^=- z et Z ^ x.

Au voisinage de ce point, la boule B^ est dans le convexe D et lui est
donc nécessairement tangente ce qui est impossible d'après l'hypothèse sur
la convexité de D ( on sait que D est "plus courbée" que la courbe P H Cy
qui elle-même a une courbure supérieure à K,). On en déduit que le convexe
D est inclus dans la boule Bg quelque soit le réel e > 0 donc qu'il est inclus
dans la boule BQ.
Le lemme 3.4 est donc démontré.
Nous pouvons maintenant finir la démonstration du lemme 3.3:
Nous avons la situation suivante:
Soient C et C ' deux sphères de même rayon R = ^ centrées en 0 et 0 ' .
Soit x {respt y) un point de C (resp1 C') tel que x (respt y) est dans la
boule fermée de centre 01{respt 0) et de rayon R. Soit n(x) (respt n(y))
la normale extérieure à la sphère C {resp1 C ' ) au point x (respt y). Nous
voulons montrer que pour tout d > 0, on a

\\(x + dn(x)) - (y + dn(y))\\ > (1 + d^)\\x - y\\.

On prend un système de coordonnées ayant pour origine le milieu du seg-

ment [0,0'] et tel que l'axe des z soit dirigé suivant 00'.
Dans ce système, on a:

(3.26) 0=
0
0

—a
0'=

-g



54 N. BURQ

avec a > 0 , e > 0 e t g > _ 0 (c'est l'hypothèse que x (respi y) est dans la
boule fermée de centre Ot{respt 0) et de rayon R).

figure 5

On a alors

X =

y=

(1 + dK,) x b
(1 + diï) x c

( l+^ ) ( e+a ) - a

(1 + d^} x f
(1 + d^) x h

(l+dK)(-g - a )+a

On en déduit donc le résultat annoncé ce qui termine la démonstration du
lemme 3.3.

Lemme 3.5\— ([13] lemme 3.7). Soit y vérifiant (P) sur F,, soient
x ^ y ç. Fj tels qu'il existe p tel que x^ = Xl(x,V(p) et y\ = X^^Vy?)
appartiennent à Tp.
Quitte à échanger les points x et y, on peut supposer <^(.z'i) < <^(î/i).
Soie x\ le point de {x + rVy? ; r > 0} ; y(x\) = ç?(î/i).

Soit x\ le point de L\{x^ Vy?) tel que ^p(^ï) = ̂ (yi )-
Alors

dist (rr^î/i) < dist (x[,y^).
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Preuve :
Elle découle de la convexité de Tp :

figure 6

Lemme 3.6.— ([13] lemme 3.8). Il existe a tel que 0 < a < 1 et pour
tout 8\ > 0 il existe C > 0 tel que si (p est une phase définie sur un ouvert
U, vérifiant (P) sur Fj et si a*, y ç Tj vérifient

-n(x).^7(p{x) >6i ,
(3.27) -^/).V^/)^i,

et Odq X(^V^) = Od, X(^V^),

alors
\x - y\ < Ça9 .

Preuve :
Soient

XQ = x , ' " , X q = Xq(x,V(p),

(3.28) î/o^—^^Y^V^

^x(^v^)=o=ji,...,j,).
Posons pour tout p < q

(3.29)

Wp = Xp,
si ^jJ^-Jp-^p) ̂  ̂ 0-Ji,-,jp-i)(^

, ̂  = Vp.
wp = y p ,
Zp == Xp^

sinon .
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Soient Wp et w^ comme au lemme 3.4.

Alors \x—y\ < 6~l\w^—ZQ\ (les courbures principales de Cip sont positives).
Or

K^î) - ̂ S)l = |<^i) - <^o)| > ^min = mindist(6^-),
Î^J

donc
1^1 -W[\ > \ZQ -W^\,

1^1 -^n > ki -^i-
Comme les courbures principales de ^o-ji) sur Qiï^ (^) sont plus grandes
qu'une constante K > 0, on obtient, d'après le lemme 3.3,

1^2 -^4|> ( l+^min^) |^ l -wr |

On a donc

Or

donc

1^2 -W^\ > |^2 -W^\ ,

| ^2 -W2|>( l+^ inJQ|z i -wr | ,

|̂  - W;\ > (1 + d^nJQ^1!^ - <| .

|Zp-Wp| < /)|Wp-W^| < p,

(1 + d^nJQP-^l^ - y\ < 2p = supdiam(^).
i

3.2.2 Le billard en variables de directions.

Lemme 3.6\— ([13] lemme 3.9). Pour tout K > 0, il existe a > 0 tel que
si (p et (p sont deux phases définies sur un ouvert U vérifiant (P) sur Fj, et
si les courbures principales de la phase (p sont supérieures à K, en tout point
de U H fî, alors pour tout p ̂  j et tout i -f- p, on a

(3.30) sup |V<^p(.r) - V^p(a-)|, < a sup |V^(a:) - V^)|.
xçFi a-er?

Preuve : (Nous donnons ici une démonstration différente de celle d'Ikawa).
Soit z un point de I\-. Il existe des points x et y de Fp, tels que z =
x + ^V^p(rr) et z = y + d'VfpÇy).
Pour tout î/ € Fp,

||V^(y) - V^(y)[[ ^ ||Vy(y) - Vy(y)||,
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(on note ici encore (pp le prolongement de la phase (pp défini sur le complé-
mentaire de 0p comme précédemment).
En effet:
SiV(p(y)'n(y) < Ojdors V^pQ/) = ̂  y(y) - 2n(y) ' ̂  y(y)n{y) et ̂ fp(y) =
V(p(y) - 2n(y) ' ̂ (p(y)n(y). On a donc

IIV^Q/) - V^(2/)|| == ||V^) - V^/)[|.

Siyy(y) • n(î/) > 0, on a V^p(î/) = V<^0/) et V<^(î/) = V^(î/) - 2n(2/) •
\^(p(y)n{y), donc

1|V^(2/) - V^0/)||2 = ||V^(2/) - V^(2/)||2 + 4(nQ/). V^))(n(2/) . V^Q/))

<||V^)-V^)f.

Ainsi, il suffit de démontrer que

||V^(z) - V^)|| ̂  a||V^(i/) - V^(y)||.

On considère le chemin inclus dans fî

y(s) = y + 5V^p(î/)

et sur ce chemin l'application

/(.) = V^(2/(^)).V^(2/).

Cette application est continue sur [0, d'\ et de classe C1 sauf en des points
isolés. En effet, elle est de classe C1 sauf sur le bord de l'ensemble K associé
à la phase (p. D'autre part, l'intersection d'une droite D avec le bord de K
n'est pas une réunion de points isolés, seulement dans le cas où la droite a
pour direction \7(p(x) avec x ç D H QK. Ce cas est exclu car z ^ K (K ne
rencontre pas l'obstacle 6i).
Comme

/(O) = V^(2/).V^Q/),

W = V^).V^)

et rîf
-^(y(s)) = Hess (^)^ (V^Q/)).V^Q/),

si on note v(s) le projeté du vecteur V^p(î/) sur l'espace tangent en y(s) à
la surface Cipp{y{s)\ on a

^(y(s)) > K\\v(s)\\\
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or \\v(s)\\2 = (1 - /(s)2) donc

df
± > ̂  - Hds

1-/WL2^1-AO) )> | i + / W l '1+/(0)

Si on note ^o l'angle des vecteurs V<^(?/) et V<^(î/) et ^i celui des vecteurs
V<^(^) et V^(2:), on a donc

^o/2) > e^tg^W.

Pour conclure, il suffit de remarquer que comme les obstacles sont convexes
de diamètres inférieurs à une constante 6 > 0 et sont éloignés les uns des
autres d'une distance d > 0 on a \tg(0^/2)\ <, ^. II existe donc une
constante 0 < a < 1 (ne dépendant que de /î, d et 6) telle que

a x sin2 (<9o/2) > sin2 (<9i/2),

ce qui est la relation annoncée.

Corollaire 3.6".— ([13] lemme 3.9). Il existe un réel 0 < a < 1 tel que
si (p et (p sont des phases définies sur un ouvert U, vérifiant (P) sur Fj alors
pour tout J = {j,j'2, • • • ,jn) ç.1 et tout i / jn on a

|V^j - V^/lr, ^ al-7'-1^ - V^|r,,.

3.3 Quelques estimations C°°.

Définition : On munit R3 de la norme euclidienne. Pour toute fonction
/ : U C IR3 —^ IR3, tout point x G U et tout ouvert V C U, on notera

\f\m(x) =max max \Xa, ' • 'Xa,(x)\,
3<m aiÇS2

\f\(m)(x)= max \Xa,'"Xa,f(x)\^
diÇ.S2

\f\m(V) = SUp^çv\f\m(x),

\f\(m)(V)=SUp^y\f\^(x),

oviXa=ala^ +a29^ +a3^.
Dans toute la suite, a désignera une constante 0 < a < 1 qu'on pourra

augmenter un nombre fini de fois.
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Lemme 3.7.— ([II] lemme 5.1). Soient XQ ç. R3 et (p une phase définie
au voisinage de la demi-droite issue de XQ et de direction Vy?(;ro).
Soie K = min{ K\^K^} où K^ et K^ sont les courbures principales de
Cy(xo). Pour tout i > 0, on a alors

|V^|(i)(^o+^V^o))< ^^lœ^o).- 1 + Œ '

Preuve : Reprenons les notations de la preuve du lemme 3.2 :

C^{xo) = Ma) ;ae(7}.

On peut supposer de plus que

(3.36)

<9^a;(0)= 0
0
0

9a^(0)= 1
0
0

n(0)= O

L'application (cr, r) i-̂  o;(a) + rn(cr) est donc un système de coordonnées
au voisinage de XQ = (0,0,0). De plus, si on note 0-3 = T, on a

(3.37) 9^crj{xo) = 6^.

On en déduit
(X^V^o) = [a^n + a2^](0),

car Qrfi = 0.
De même : prenons une représentation de C^(a-i) = {^(^)} vérifiant les
mêmes propriétés (3.36)\ On a alors

(3.38) (XaV^i) = a,0^ + û2^^(0)

où z/(^) = ̂ (p(uj(rf)).
Si .ri = XQ + ^Vy?(a;o), on peut définir, pour tout T] assez proche de 0, a{r])
par

(3.39) ^(77) = ̂ (^)) + èn(a(ri)).
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Dérivons cette relation par rapport à c^-; on obtient

(3.40) 9^(0) = (1 + Œ^ôij d'après (3.36) et (3.36)5 .

Si on reporte dans (3.38), on obtient

(3.40)' X^V^i) = ai(l + Wi)-1^^) + 02(1 + Œ^a^nÇO)

d'où le lemme 3.7.
Lemme 3.8.— ( [ I I ] lemme 5.2). Il existe C^ > 0, tel que si XQ ç R3,
si (p est une phase définie au voisinage de la demi-droite issue de XQ et de
direction V(p(xo) et si K = mm{K^,K'z} où K^ et K^ sont les courbures
principales de Cy(xo), pour tout i > 0, on a

|V^|(2)(^o + ̂ V^(rco)) < (1 + W)-3|V^|(2)(^o) + ̂ IV^Ii^o).

Preuve :
Dérivons (3.39) par rapport à rjk et 77^; il vient
(3.41)

^ » !>„. . ̂ )^. . ̂  (^ + ̂ n) ̂ .

Plaçons nous en T] = 0 et prenons le produit scalaire avec 9^,^(0), on obtient
d'après (3.40)

(3.42)
Qî,^ • 9^W

= (1 + Œ,}Q^a, + £9^ • 9l,^n(ï + ̂ )-l(l + Œh)-1

+9^ • 91^(1 + Œk)-\l + eK\)-1.

Or on peut choisir uj et û vérifiant (3.36) et (3.36)' et tels de plus que

^ |(P^)(0)|^C^ ̂  |̂ ^o)|,

(3.43) h^m wm

^ |P^(0)| < C^ ̂  \DM^)\,
\^\<m h\<m
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avec Cm indépendant de rco^i et t. On obtient donc
(3.44)

-^40) = -(i + Œ,)-\I + ?,)-l(l + ̂ Kkr^Q^wai^nÇo)
^'nkQ'nh

+ ̂ ',fc,^
avec

(3.45) \I^h\ < C2(|V^|i(:n) + |V^|i(rco).

Or d'après 3.40

9l^V^(^(77))|,=o = c^n(0)(l + ̂ ^-^l + Œh)~1

+E^.n(0)^^a,(0).
j=i

Prenons le produit scalaire avec 9^.^(0) ; utilisant (3.44), (3.45) et (3.2),
on obtient

^a;(o)9l^v^(^)l.=o=
(3.47) 9^(0) • 9^n(0)(l + ̂ A^)-^! + Œ\)-\l + ̂ •)-1

+^-^,fc.

Or ô^.n(cr) • n(o') = 0, on a donc

9^^n ' n \^=o = \9^n • 9^n\ < |V(^|^ (xo)

et
3 3 3

EE E ̂
î=l j=l k,h=l

(XaX^y(x) = ̂ ^ ̂  b,ai [9l^n9^k9^+9^n9^^] .
î=l j=l k,h=l

Or 9^371 = 0, donc utilisant (3.37)

2

(3.47)' XAV^o) = ̂  a^^^ .̂n + JJ,
îj=l

|JJ| < CIV^Ii^o) .
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De la même manière on obtient :
2

(3.48) (XA)V^i) = ̂  ̂ <,,,V^(77))|,=o + ̂ '
»j=i

avec \II'\ ̂  C|V^(;ri).
On en déduit :

2 2

(3.49) | E "^^(O)!2^ E "A^(0)<,^(0)| ,
j=l k,h=lk,h=l

d'après (3.47)

2
aA ça^w.Q2^))} +11"=^(i+^,r2 Ê(1+Œ,)(1+Œ\)j=i

< (1 + ̂ ^-^^.^^^(^o)!2 + I I 1 "

K=mm(K^I^)^
avec

Ijr'l^civ^ii^o),
|jr'l<c|v^|i(.ri),

b2"(r
ai ^2 6= ,0 .+ ^A'i ' i + ̂ 2 ' y ' u + ̂ i ' i + ̂ 2 '

En combinant cette dernière inégalité avec (3.48), on en déduit le lemme.
De la même façon, on démontre par récurrence sur m le

Lemme 3.9.— ( [ I I ] relation (5.15). Soit XQ e IR3 et (p une phase définie
au voisinage de la demi-droite issue de XQ et de direction \^(p{xo).
Soit K = min{ K\^K^}, où K^ et K^ sont les courbures principales de
Cy(xQ). Pour tout £ > 0, on a alors
(3.50)

|V^|(^o + ̂ ) < (1 + ̂ Q-^-^IV^^Cro) + Cm^y\m-i(x,).

Lemme 3.10.— ( [ I I ] lemme 5.3). Il existe Ci > 0 et C^ > 0 tels que si
(p est une phase vérifiant (P) sur Fp pour tout p ^ j et tout XQ ç. Fp(^),
on a
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(3 51) l^pld)^) < |V^|(i)(^o) + Ci|V^|o(rco),
|V^|(2)(rco) < |V^|(2)(rco) + C^V^iCro).

Preuve :
On reprend les notations de la démonstration du lemme 3.2.
D'après (3.4) et (3.44), comme y = (rjÇa)) = w(a) + ^(cr)î(a) et ^(0) = 0,•-" ^ ^ ) i

iïrpi
on a

|(^z)(0)| < C,|V^||,|(rco),

|(^2/)(0)| < C,|V^|i,,_i(.ro).

La direction r(<7) vaut

r(a) = t(<7) - [2i (a) .n (y (r, (a)))] .n (y (^ (a)))

et on en déduit :

\D^r(0) - [£^(0) + 2Dy(0).n(xo)n(xo)} \ ̂  C^y\^(xo).

Or
2

\X^y(xo) - ̂ a,^,t(0)| ^ C'|Vy|(.ro)
i

2

|XAVy(;ro) - ̂ a,^<,^(0)| < C|V^|i(a-o)
i

si a = ^iô<,,r(0) + ̂ r(O) + ç3r(0) et X,, - ̂ 9y, + ̂ 9y, + ̂ 9y,.
On en déduit

2
\XaVVp(xo) - ̂ aj^,r(0)| ̂  C|Vy?p|o,

(3.52) ^ 1

|X<.XbV^(a-o) - E^^^-^Wl < ̂ VF^O^-
i

Comme
|D?t(0)| = |£>^(0) - 2I?îî • n{xo)n(xo)\,

|Vy|o = 1 = |V<^,|o , |a| = |^|
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et a —>• ç est bijective S2 —^*S'2, on en déduit

(3 53) 1^1(1)^0) < |V^|(i)(^o) + CIV^Io^o),
|V^|(2)(^o) < |V^|(2)(;Z-o) + C\^^(xo).

De la même façon, on démontre le

Lemme 3.11.— Pour toute phase (p vérifiant (P) sur Tj et tout point
XQ ç. ̂ p(y), on a

(3.54) |V^|(^(^o) ^ |V^|(^o) + C^|V^-i(^o).

Soit J ç I.
Soit <^ une phase vérifiant (P) sur Fj. Nous allons démontrer des estimations
sur la phase (pj construite au lemme 3.2.

Lemme 3.12.— ( [ I I ] proposition 5.4). Pour tout p ç N, il existe Cp > 0
tel que pour toute phase (p vérifiant (P) sur Tj, tout J = (j,j2, • • • Jn) € 1
et pour tout x ç. Uj{^\ on a

|V^|p(^) < C^^(X-^ V^)).
Preuve :
Nous allons faire une récurrence sur p.

- p = 0 : |V<^/|o = 1 = |V^|o.
- Supposons la propriété vérifiée pour p = 0,1, . . . , h. On sait qu5 il existe

K > 0, tel que pour tout 5 G N tel que s > 2, les courbures principales
de C(p(jj^ ...^), (J^s,i)i=i;2 en un point x ç. Cl HZ^-... j ) vérifient pour
J = l ; 2

Kjj > ̂
où K ne dépend que du minimum des courbures principales de F et du

diamètre de Cl.
Alors, d'après le lemme 3.9, on a, pour tout x ç Uj((p).

|V^|(^i)(rr) < |V^|(^l)(X-l(^V^))+Cf^|V^|^X-l(a:,V^)).

Posons pour s < n ̂  = ^ja,...,^ . V = X~^(x^(pj) ç T^ , ^ =
^(^V^),
alors X-l(a', V(/?j) = î/n et

(3.55) |V^j|(^i)(^) < |V^n-i|(^i)(î/n) + C^V^-ll^î/n),

d'après le lemme 3.11.
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Appliquant alternativement les lemmes 3.9 et 3.12, et comme, si ̂ s+l ==
dist(^,^+i), (1+^Kj) > l+dmin^, on obtient, en utilisant l'hypothèse
de récurrence

|V^j|(/i+l)(2/n)

<(l+^inJ<o)-(2/l+l)|V^|(^)(X-IJI(rr,V^))
+2Q,(1 + (1 + dn^o)-^^ + . . .+ ( !+ d^K^-^^V^y).

Ce qui démontre le lemme 3.12.

De la même façon, on démontre à partir du corollaire 3.6", la
Proposition 3.13.— ([13] proposition 3.11). Il existe 0 < a < 1, tel que
pout tout p e N, il existe Cp > 0 tel que pour tout j ç {1, • . . , N}, J ç. Ij
et toutes phases y et y, définies sur un ouvert U, vérifiant (P) sur F j , on a

(3.56) |V^j - V^j|^ (Uj{y) n Uj(y)) < Cm a1171-1 |V^ - V^(^).

Nous pouvons maintenant démontrer la

Proposition 3.14.—^ ([13] proposition 3.12). Pour tout p ç N, il existe
Cp > 0, tel que si (p et (p sont deux phases définies sur un ouvert U, vérifiant
(P) sur Tj, alors pour tout £ < \J\ et tout x e Uj((p) Ç}Uj(^>\ on a

(3.57) \X-\^ V^) - X-\; V^)|^) < Cp|V^ - V^l^^al-7!-^.

Preuve :
L'application (rr,^) ̂  X-1^,^) ç r est C00 sur l'ensemble des (x^) tels
que il existe j € {1, • • • , N] y ç Yj et T > 0 tels que x = y + r^ ; ~^n(y) >
^i.
Comme par construction de <^j, le point (x, V^j) vérifie automatiquement
cette hypothèse (d'après le lemme 2.2), on en déduit d'après le lemme 3.12

\X-\x, V^j) - X-\x, V^)|p < Cp|V^ - V^|p(rr),

^CpIV^-V^^al'7',

puis

IX-^^V^^-X-^^V^)^
=|X-l(X-l(rc,V^),V^^,.,^_^)

-X-^X-^^V^^.V^,,.^,))!,,
< Cpl^-1^, V^j) - X-\x^ V^)|p
+ l̂vm...jn-l) - Vm...Jn-Jp(^,...jn-^) n ̂  ,.. j,_ , (^)) ,
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< Cp|V^ - V^V^a'-7'-1 (1 + a).

Par une récurrence immédiate, on a :

\x-\x, v^) - x-\x, v^)|p (Uj^) n ̂ (^))
< Cp|V^ - V^y^al-7'-^! + a + ... + c/),

^IV^-V^^a'^.

Remarque 3.14\— Comme les fonctions phases y et y vérifient (P) sur
F j , on peut dans les propositions 3.13 et 3.14 ne pas supposer quelles sont
définies sur le même ouvert U et remplacer dans 3.56 et 3.57, U par un
voisinage de 0 j ^ , quitte à perdre une puissance de a.

3.4 Comportement asymptotique des phases.
Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique

des fonctions phases le long des trajectoires captées primitives :
Définition 3.15.— Soient j ç {1, • • • , N} et 1 ç. Ij ; 1 = (î'i, • • • , im) ;
im 7e î! = 3 '

On notera pour 0 < i < \I\ = m,

ri + ^ = (î'i, • • • ,im-> " • •>n->" '^m^'l, • • • ,H)'

On dira qu^un rayon J = (ji, • • • ,j^) ç î est primitif si jn 7^ j\ et si pour
tout 1 ç.î et tout r ^ 2, J n^est pas de la forme r i .

Théorème 3.16.— ([13] théorème 3.13) Soit J = (ji = j , • • • Jn) € î j tel
que jn 7^ j ; alors il existe une unique trajectoire périodique se réfléchissant
sur F selon les lois de Implique géométrique 7 = U [x^^ a^+i], avec x^ ç. F^

et Xn+i = x^.

Preuve :
Existence : on considère l'application

m

(.z-o, • . • , xn) e r^ x • • • x r^ -> ̂  \\xe+i - xe\\.
e=l

Cette application est continue sur un compact, donc atteint son infimum;
il est alors facile de voir que le rayon 7 correspondant aux points du bord
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ainsi obtenu est nécessairement un rayon se réfléchissant selon les lois de
l'optique géométrique.

n n
Unicité : soient 7 = (J [x^,x^} et 7 = |j [f^a^+i] deux trajectoires

€=1 €=1
correspondant au même rayon J .

Soient ^ = -£î  ^= ga-gi .
-• p2-a-i| î •> la-2-a-il

On commence par construire y? et ^ deux phases définies sur des ouverts ^/
et U vérifiant (P) sur Tj telles que

v^i)==$ , v^(îi)=$.
Il existe £ > 0 tel que la boule de centre Xn et de rayon e soit incluse dans
IR3 \ |j Oj et e ne dépend que de la géométrie de Cl. On en déduit que tout

Wn
rayon issu d'un point de cette boule dirigé selon la normale extérieure à la
boule qui rencontre l'obstacle Oj^ rencontre aussi l'obstacle 6j^ (au point
Xn)'

figure 7

Si on définit ^>o(x) = rs ia* = z-\-rn{z\ on voit facilement que la procé-
dure du lemme 3.2 permet de construire une phase (p = <^o,î'i qui répond à
la question. (On demande que les rayons rencontrant ̂  soient issus de 0^
pour pouvoir vérifier la partie ii) de la propriété (P)).

On peut faire de même pour x\ et ç.
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De plus, pour tout p £ N, il existe des constantes Cp telles que

\vW < Cp,
\vW ^ Cp.

On a donc pour tout r G N et tout s G N tel que s < r,

X-6n{x^^J)=x^

X-sn(x^^J)=x^

donc
1^2 - X^\ < IX-^C^V^j) - X-sn(x^iprJ)\

+ ix-571^, v^j) - x-^Çx^ v^j),
=1+11.

D'après le lemme 3.5
J^Cû^,

et d'après la proposition 3.14 et la remarque 3.14', comme 0^ C ^rj(^) H
UrJ^

JKCa71^-5).
Faisons tendre r puis 5 vers l'infini, on obtient x^ = x^.
De même on a Xp = îp, donc 7=7.

Lemme 3.17.— ([13] lemme 5.2). Soient 1 = (j = î'i, %2, • • • , ^n) G î un
rayon primitif et 7 = IJt̂  ^^,+1] ^a trajectoire captive associée à I.

£

Pour tout £ = 1 , . . . , n, il existe (p^ une phase définie sur un ouvert Uf°^
telle que :
i) ̂  vérifie (P) sur F,,,

ii) ^(xe)=^

^) ^+l^=^+l+^^

avec d^i^ = \x^\ — x^\ et la convention ^?°^_i_i = y^r

Preuve :
Soit ^ une phase construite comme précédemment vérifiant (P) sur Fj telle
que :

^i)==0 ,V^i)= ^"^
1.2:2 ~~ •z'! |
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Soit zf^rW = ̂ (rW)^ °ù ^rl+f. est associée à la construction du lemme
3.2 avec une constante 6[ > 0 strictement plus petite que la constante ̂  et
ï^ri+f. est définie sur l'ouvert ^_^(^) associé à 6[ et ^.

Clairement, pour tout r > 0 et tout t tel que 1 < i < n, on a

V (̂.,) = ^±1^,
|̂ +i -^|

^rl^e) = ̂ 7 + ̂ (^o + • • • + ^(-y),^-l.

D'après le lemme 3.13 et la remarque 3.14', on en déduit :

\^rw - ̂ r+iwWw n^+i)w) ^ Cpa7'^^

Or les ouverts U'^^^i) contiennent pour tout r > 0 un voisinage de |j ^-,
i^il

on en déduit donc qu'il existe M > 0 et des ouverts U^ tels que pour tous
r et ^, si rn + i > M alors

(3.58) UrwW C U^ C Z4wW,

où les ouverts Uri-\.i sont associés à la construction du lemme 3.2 avec la
constante <5i.

On en déduit qu'il existe une fonction rji^ définie sur l'ouvert Uf°^ C00

jusqu'au bord de l'ouvert Uf°^ telle que

\^rw - r]iApW) < Cpa^

et
^rl+e - [rd^ + d^^ + • • • + ^(-y),^-i]

converge quand r tend vers l'infini vers une fonction (p^ ^ qui vérifie :

(3.59) |̂  - [̂  - [rd^ + d^ + • • • ] ] |p(̂ ) < Cp a^.

La phase y?^ vérifie clairement (P) sur I\ et y^(^) = 0.
D'après la proposition 3.13,

^+1 (^ - K + ̂ 7)^0 + • • • + ̂ )^-i]) - ̂ ^'(^j,^)!?
^Ca^^1,

et on en déduit donc la partie iii) du lemme 3.17.

Remarque 3.17\— . On démontre de même qu'il existe M > 0 tel que
pour tout rayon primitif 1 ç 1 et toute phase (p vérifiant (P) sur Fj, pour



70 N. BURQ

tout r > 1 et tout 0 < £ < \I\ si r\I\ + i >_ M, on peut définir ^prl+£ sur
Uf°^ et on a Uri+^v) C U^ (il suffît pour cela de définir ^pri+e. selon la
méthode du lemme 3.2 avec une constante 6[ telle que 0 < 6[ < <5i, si 6\
est la constante qui intervient au lemme 3.2).

D'après la proposition 3.13 appliquée à (pj et î/vw=J et la remarque 3.17',
on a le
Lemme 3.18.— ([13] lemme 5.3) II existe M > 0 e t 0 < a < l , tels que
pour tout p ç N, iî existe Cp > 0, tel que si (p est une phase définie sur
un ouvert U vérifiant (P) sur Fp pour tous 1 ç. I j , r ç. N et £ < |7|, si
r|J[+^ >. M alors

|V^+, - V |̂,(^) < G,(l + IV^^a^.

Nous fixons maintenant et jusqu'à la fin de cette partie une fonction y?
définie sur un ouvert U et vérifiant (P) sur Fj. Toutes nos constantes ne
dépendront, sauf mention du contraire, que de la géométrie de fl et des
normes \V(p\p(U).

Lemme 3.19.— ([13] lemme 5.4). Il existe 0 < a < 1 et une constante
C > 0 tels que pour tout rayon primitif 1 ç. Ij, il existe un point xf ç. Tj
tel que pour tout 0 < i < \I\ on a

(3.60) ^^(^V^) - xe\ < Ca^.

Preuve :
Posons n = |J|. Soit x^ = X-^-^.V^w).
Alors

^r+rW ^ ̂ -rn-i (x-^ n{x^ ̂ ^^ ̂ ï}

et on en déduit donc d'après le lemme 3.6 que :

(3.61) \x^rl}n^ - x^ < Ca^,

donc lim x^^^ existe.

Soit xf^ cette limite,
alors

{x^ - xf^\ < C a^^
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or
(3.62)
| rn+€ rn+^+l|
Fj ~ x! \

= |X-^)(^V^) -^(-r7^^)(^-l(^l,V^^O,V^^)|
«^a^

on en déduit x^^ = xf^ dlf xf.

De plus, comme xe = X-^;^, Vy?^), on a

^-^(^V^^)^) - ̂ | < Ca^^

d'après la proposition 3.14, et en remarquant que

^(r+r'wW) = ̂ i + (r + r')d^ + d^i, + . • . + d^,,.

De plus
X-^xe, ̂ V(r+r-)w) = X^ '̂̂ , V^),

donc
IX-^^^^^.V^) - x,\ < Ca^

et si on fait tendre r' vers oo, on obtient le lemme 3.19.
Intuitivement, on a la situation suivante: l'application de billard définie
dans rr^ au voisinage du point x^ et de la direction .^2^. a un point
fixe de type hyperbolique correspondant à la trajectoire périodique 7. On
a donc une sous-variété stable rentrante et une sous-variété stable sortante
toutes deux de dimension 2. Le point (a;^°,V^) est l'intersection de la
sous-variété stable rentrante avec la sous-variété de dimension 2 définie par
{(.r.V^))}.

Proposition 3.20.— ([13] proposition 5.5). Il existe M > 0 tel que pour
tout p ç. N il existe Cp > 0 tel que si la phase (p vérifie (P) sur Fj, pour
tout rayon primitif 1 e I , et tout J = ri + ̂  r > 1 et 0 < £ < \I\ tels que
r\I\+£>M,ona

i) pour tout s < |J|/2, {X-^., V^j) - X-^., V^)|p(^j(^)) <
C,aWI\

H) pour tout s < \J\,

^-^-^(.^^-x^xT^vMUj^^c^w-8-1.
Preuve :
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En utilisant le lemme 3.18 et la remarque 3.17', on démontre i) comme la
proposition 3.14.

Démontrons ii) :
^-d.71-,-1)^ ̂  _ ̂ ^ ̂

= ix-^'-6-1^, v^j) - x-^'-5-^ (xi-7'^?0, v^), v^j) l
^Cpal17'-5-1

d'après le lemme 3.6.
Nous allons maintenant démontrer que pour tout p >_ 1, il existe Cp >

0, tel que pour tout n ç N, on a

(3.64) \X-^-S-1\., V^)|p(^) < C,^.

D'après ce qui précède et le lemme 3.19, on remarque d'abord que si V dé-
signe l'indice de la partie du bord de (J^ Oi où se trouve le point Xn{x, V<^j),
on a

(3.65) IX-^I-5-1^^./)-^/! <Ca 5

Ainsi, sauf pour un nombre fini (indépendant de J) d'entiers s, les points
j^-d./l-s-i)^'^^ gQ^ ^çg proches de la trajectoire captive 7 =
|j[^,^+i].

Il nous faut donc étudier X-^., V^/-^) |r^i au voisinage de 7.

En fait, nous allons étudier l'application

x e C(prw(xe+i) ^y e C^rw-i(^e)
définie par la relation

X-\y^^rW-l) = X^Çx^^rW)

On décompose ^ri^-e en ^2 0 ̂ i avec

v^r1 : ̂ ri+^(^) -' ̂ w+^+i)
î/1-^ î/ + ̂ ^V^j+^-i(î/)

On a donc :
d^i (.r^) = Id + c^ Hess ̂ r-J+^-i (y) •
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Or, on a vu plus haut que le Hessien de y?y.w-i appliqué à l'espace tangent
en xi à C(p était symétrique défini positif, de valeurs propres K^ et K^
(supérieures à K > 0) les courbures principales de C(p. On en déduit

(3.66) ||̂ i \TC^^ I I < ————— = a < 1.
-*- i~ ^min l v

Etudions maintenant ^2 '-
nous reprenons les notations de la démonstration du lemme 3.2. Avec ces
notations ^Ç1 est donné par : ^Ç1^7^0'))) = r((T) avec T(c^) défini par
(3.3) ;
donc

( — cos OQ cos v sin OQ cos v \
((9cri T, <9ai T~) |a=o= sin ^o ^ cos^o

— cos 0o sin î; sin OQ sin î; /

Comme <9s,T • ôo-jï = ^'5 on en déduit que pour tout X ç. TC(pri+e-i{x^)
tel que ||X|| = 1, on a

(3.66') ll^^"1)!! = 1.

donc pour tout Y ç. TCiprl+£+i{x^) tel que ||y|| = 1, on a

llîWII = i,
donc pour tout Z ç. TC(prl+e(xe+i) tel que ||Z|| = 1, on a

(3.67) ||^20^i)||^a.

On en déduit que quitte à prendre a un peu plus grand, (3.67) reste vraie
dans un voisinage (de taille indépendante de J, ̂ , r et £) de x^. Or, si on
note : (j) l'application qui à x ç. Uj associe l'unique y ç. C(pj(x^i) tel que
X-^rr.V^j) =X- l(î/ ,V^J), on a alors

(3.68) Wm^j(y)) < Cm

et

(3.69) X-^., V^j) = ̂ ,..,̂ _,) o ... o ̂  o ̂ (., V^j).

Utilisant (3.67), on déduit (3.64) pour p = 1 et comme ||̂ ||m ^ Cmi on
déduit (3.64) pour tout p.
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Lemme 3.21.— ([13] proposition 5.6). Il existe M > 0 tel que pour
tout rayon primitif ï ç. I j , il existe une constante dy^i telle que pour tout

orop
i j , il existe une constante a^j

J ç Ij J = ri + £', r > 1; 0 < i < \I\ tel que \J\ > M, on a

(3.70) |^j - (^ + r^ + d^, + — + ̂  + d^i) \^ (Uf°,) ̂  C^

et F ensemble {dyj} /primitif Gst borné par une constante ne dépendant que
de la géométrie de Cl et de |y?|o(^ H^/).

Preuve :
D'après le théorème 3.18, en tout point x ç. Uf°^ on a

\V^j(x)-V^(x)\ «^a71^ si J = r l + £ .

Intégrons cette inégalité de x^ à a^+i; on obtient

|^(^+i) - yj(xe) - ̂ (^+1) - ̂ (^)1 < Ca71^,

or (pj(xe) = (prw(x^ = yri+e-i(x^) et (^(^+1) - ̂ (^) = c^.

Posons
oo n—1

,̂7 = ̂  ̂  y r ' I + ^ ' Ç x ^ ) - ̂ w-l(^-l) - ̂ 7,^
r^O ^=1

alors

r-l \I\-1

dçp,I - ̂  ̂  ^r /7+^(^ /) - ̂ 1+^-1(^-1) - ̂ 7,^
r'=0 ^=1
^-1

- ̂  ̂ r/+^(^') - ̂ r7+^-l(^-l) - ̂ y,^ < C 0^^
^=1

c'est à dire

|^j(^) - ̂ (^0) - ̂ ,J - ̂ ^7 - ̂ 7,îi - • • • - ̂ ,^| < COL^^ .

Posons dyj = d^i + ^(^o) et intégrons de nouveau l'inégalité |V<^j -
V^jyn < Ca717'4"^ entre .z- et a^, on obtient alors le lemme 3.21.
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3.5 Comportement asymptotique des courbures
Gaussiennes.

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique
des courbures gaussiennes des surfaces C(pj (on rappelle que la courbure
gaussienne d'une surface est le produit des courbures principales).

Soit
(3.71)

A^M = f GyJ(x) 1 1 / 2 x f^-'^V^)) 1 1 / 2

"Jv ) [G^(X-i(.r,V^))J ' [^(X-l^l-i^V^))]

où G(p(x) est la courbure Gaussienne de Cy en x.
La fonction A(pj est définie sur Uj(y).
Nous allons donner une expression asymptotique pour A(pj(x).

Soit pour x ç F,,, \^(x) = [^^^^]i/2.

Posons \i^ = \^>i^{x^^).

Lemine 3.22.— Soit 1 ç. 1 un rayon primitif et soit 7 la trajectoire
captive qui lui est associée. On rappelle qu ̂ on a noté \^ le produit des deux
valeurs propres plus petites que 1 de l'application de Poincaré associée à la
trajectoire 7. On a alors

n

(3.72) Y[\^=\^
e=i

Preuve : D'après [13], ce lemme est démontré dans [BGR] section 2, nous
en donnons ici une autre preuve.
Nous utilisons les résultats de la démonstration de la proposition 3.20.

Considérons l'application x G C^^x^y ç. ̂ ^(a^+i)

définie par la relation X"2^, V^.^) = X^Çx, V^).
On sait que ^ == ^3 o ̂ i avec d^(x^^) isométrique, et

det (d^i)(a^) = det(Id + dHessy? \TC00 (a^))?

(3.73) =( l+dJf i ) ( l+dA'2) ,

=(A^(^+i))-2.
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On en déduit donc que le déterminant de la différentielle P de Inapplication
de billard : C^ ^ —> C°^ ^ en x\ obtenue en partant de x dans la direction

V^(^) est (f[\i^ .
V=i /

D'autre part, il est clair que {X,Hess(<^jj)(a.^)(X)} est la sous-variété sta-
ble sortante de l'application de Poincaré (d'après le lemme 3.3 appliqué à
<^), d'où le lemme 3.22.

Proposition 3.23.— ([13] proposition 5.7). Pour tout p ç N, il existe des
constantes Cp telles que pour tout rayon primitif 1 ç. I j , pour tout r ç N*
et tout 0 <, i < |J|, il existe

i) - des fonctions aj^ définies sur Rouvert Uf0^ de classe C°° jusqu'au bord,
telles que \a,i^\p <^ Cp avec Cp indépendant de I et ^,

ii) - une constante bi bornée indépendamment de I,
telles que si J = ri + i et si 7 est la trajectoire périodique associée à I, en
posant \i = A.? A^ == AîyAj^ ... Aj^, on a :

(3.74) |A^(.) - A^(.)^|p(^) ^ CpÀ^al-7'.

Preuve :
Soit

\^(x) A^(X-W1+^V^))
(3.75) a^(x) = ————— x . • . x ——^-—————

Âj^ Aj^i

On sait d'après le lemme 3.12 que |V<^|p(Z^) <, Cp avec Cp indépendant
de I et de £.
De plus, on a le
Lemme 3.24.— II existe M > 0 tel pour tout rayon primitif I ç. I , tout
r e N*et tout 0 < i < \I\, si r\I\ + i > M on a pour tout x ç: U^

IX-W-^V^) -x^e\ ̂  Cpa^^.

Preuve :
On applique la proposition 3.20 ii) à J = r ' I + ^ avec r' choisi tel que
r\I\ + ^ < (r'\I\ + £ ) / 2 et on constate que pour y = ̂ ^ on a xf = x^
et de plus que si r|J| + i est assez grand, on a d'après la remarque 3.17'
^ C UrwW)'

On revient à la preuve de la proposition 3.23.
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D'après le lemme 3.24, pour tout x ç Uf^ et pour tout 0 < V < \I\, on a

W'^-^-^Çx^^/Xl^ = 1 +^rnW(x)

avec \^rn-\-i-i'\p < CpO^^^^' et la convention \i^s = ^i,\n-s'
La suite a^n+a converge donc quand r tend vers oo ; sa limite aj ^ vérifie
i).
On sait d'après le théorème 3.18 que |V<^j - V<^|p(^) < Cp al'7!.
Soit pour tout x ç Uj(^p)

A^) = [___^/(îL__^l/2
^Jw lG^(X-l(^V^))J •

Considérons

_ A^^X^I+^^V^)) A^(.r?°)
Or|7|+^ — —————————.——————————— X • • - X ——.————.

A!^ A^i

On sait que ̂ ^^^^xf, V(p)-x^\ < C a^^^, donc comme précédemment,
on en déduit que lim &r|J|+^ existe et que la limite bi vérifie \bf -

r\I\+!C—^x>

brW+^^Ca-W.

Nous allons décomposer en deux parties l'expression définissant ^J.
A/

Posons

(3.76) ^^(•^...^[I.W^
AJ,^ AJ,^'

avec
[|J|/2]=r'|J|+r

et

^^ , . . G^^(X-[(-)IW^)](.,V^))
v / SIJI+PV ') ~ G^i^ (x-[^mw-p)}-^., v^,))

.._ Â[|^|/2]^_} Â i ( - )
11 — ———.——————— X • • • X ————.

Aj^-l ^1,1

Étudions I :
d'après le lemme 3.18 si s\I\ -}- p > |</|/2 on a

IV^+p-V^lp^C-pa^/2
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donc, sir'\I\+i' = [|J|/2]

(3.78) I - ̂ ^ x ... x W^^'^"^'7^))
Â/,< ^/,<'

^ CplJI^I-7!/2

Or

, , À^(. ) M°, (x-K'--')!7^^^., V^,))
^^--^^•^———^—————^——————————-A//-

<C^r-r'W+e-e>

on en déduit
\I-a{x)\^C^\J\^12.

Etudions II :
nous allons utiliser la relation :

|^-(UI——i)(. ^ v^) - X^xf, Vy)|p < Cp a'7!/2.

On a

„ _ \Vr'W-l(X-^-r')n+e-e'+l\. , V^)) Ày(X-l•/l(.,VyJ))
_/ _/ — -—————————————————— X " " * X ——————;—————————,

ÂJ,^-l ^1,1

donc
(3.79)

^_A^^(^^)(^,V,)^^A^,V.) <^|^1^
^Z,^-! A/,1

donc
l^-^lp^CplJ^a'17 '/2.

Quitte à remplacer a par a' avec 0 < a < a' < 1, nous avons donc démontré
la proposition 3.23.



4. Construction asymptotique le long
cTune trajectoire captive.

Nous allons dans ce paragraphe construire une solution approchée du
problème (1.2), obtenue par "rebonds" successifs sur les obstacles 0i.

On se donne une donnée initiale de la forme

(4.1) uo{x)=e-ix^hq^-^

où q ç Co°(T*R3) est la troncature construite au paragraphe 2.

Dans ce paragraphe on considérera la variable ç ç IR3 ; |^| ç [a, a"1]
comme un paramètre, on notera R l'opérateur associé par la procédure de
l'appendice A à la troncature r construite au paragraphe 2. On notera ÔQ
une constante strictement positive plus petite que les constantes 6 de la
remarque 2.5' et des lemmes 2.7 et 2.8.
Par abus de notation, dans les paragraphes 4, 5 et 6, on notera encore
X-tÇx^ |^|Vy?j) l'application définie sur Uj(^p) qui coïncide avec l'applica-
tion X-t{x^ |^|V<^j) définie au paragraphe 2 tant que

^ ̂ (^-^-I^.V^))
1 ^ 1

et qui vaut

x-^ w - (i - ̂ ^-^^(^v^)))

sinon, (ce qui revient à oublier les obstacles pour les temps négatifs) et on
fera de même pour l'application S-<(a*, |$|V<^j).

Lemme 4.1.— Soit ^o^) uû^ phase définie au voisinage de la réunion
des supports de UQ et u\. Il existe un opérateur différentiel L\ d'ordre 2 et
une constante C > 0, tels que si UQ et u\ sont dans C°°(^î) et sont bornées
ainsi que toutes leurs dérivées, alors on a

(4.2)

^(e-^o^kl-^V/t^^^^.^^^^^^^-^oC^KI-^2)//.^^^)
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-hL^(r(x, r})uo(y,t^)) | y=x
77=-V^o(.c)|^|

<C7î2 ^ I^Hol+l^^ll

H<10

et de plus les coefficients de L\ sont des fonctions C°° dont toute semi-norme
d'ordre (3 au point x est contrôlée par les semi-normes d'ordre inférieur à
|/3 [ de (po et de ses dérivées jusqu'à l'ordre 4 au point x. La constante C est
bornée par les semi-normes jusqu'à l'ordre 16 de y?o.

Preuve :
Suivant la définition de R donnée à l'appendice A, on peut décomposer

^=E^A-
J'€J

Nous allons étudier le cas où le support de la troncature (pj rencontre le
bord d'un obstacle, le cas intérieur se traitant de manière analogue.

A,(e-^^(a;)l^)//l(^o+^l))

= (-1—} [ eiÇwxy-y^^-^k-^y^kw^m+w2)
\^h) J

^(^.r)^')^^^-1^'^^),))^-1^^^),))^'^'.

On applique le théorème de la phase stationnaire à la phase

f { y ' ^ ) = (k(x)' - y ' ) . r,' - ̂ (k-^y',k(x)n^\.

Le point critique est

y' = k{x)'
rf = -?0 o dy,k-\k{x)', k(x^) = -l^-^Vyo^))]';

en ce point on a

f=-vo(xm
,„ _ ( 0 -Id ^
î y ' , r , ' - ^ - Id (Hess^o o k-^y', k(x)n}\^)y'=k(x)') ) •
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D'après le théorème de la phase stationnaire ([Hô] tome 1 th 7.7.5 et 7.7.6),
on a

A,(e-^»^l)//'(H<,+^))

_g-«(yo(r)|î|)//i

(y',(x)Rj [k(x), -'^(VyoCi-)^)') ("o + hui) + hL^uo)

^Ch2 ^ \Dauo\+\Dau,\
\a\<10

où C est une constante bornée quand y>o reste bornée dans C*16 et si on note

O/o^o) = (Â^-I^ICdfcV^)/)
et

9y»,r,»(y',rf)

_ ,„ ,. ,, . <f'(M,r„)(y'-yo.r^'-r^o),(y'- 2/0, rj' - rjo) >~ j\y i i ) ~ j { y o i lia) — ——————————.——————————,
on a

2^ ^—i^-^-i
^i,^"^^^/^, </"(</o,'7o)-1^'^',^^ >"+1

«,,o (^'(Â;-l ( y ' ^ k (rc)J) R, (x, n ' ) y ' (k-1 ( y ' , k (:c)J)
u{k-l{y',k(x)^}}\,,^.

'n'-=r]o

Ceci prouve le lemme car comme la fonction g^ s'annule à l'ordre 2/2 au
point (yo,rjo), l'opérateur -Li est bien d'ordre 2.



82 N. BURQ

4.1 Construction dans Pespace libre.
Nous allons construire une solution approchée de notre système (1.2)

dans l'espace libre associée à notre donnée initiale (4.1). On cherche donc
à résoudre le système :

{ih9t - h2^ = 0 sur (IR< \ NTo) x Q,
U \8fl = 0,

u \nT^ = v InT,-
(4.3)

^o=e-^-^)ç(.r,-0.

(4.3)'
(ihôt - h2^ = ih^'(t - nTo)R(u(x,^ t)) sur ]nTo, (n + l)To[xQ,

v |ôî2 = 0,
v lnT,+ = °.

v \t<o = 0.

On commence par résoudre (4.3) et (4.3)' pour Q = R3 ; pour cela, on
cherche u et v sous la forme

(4.4)
u=(uo-^-hu^e-i{x^-te^\

,;==(î;o+/^i)e-^-^/\

On ne cherche un développement asymptotique que jusqu'à l'ordre 2 car
on veut seulement résoudre de manière approchée le système (4.3), (4.3)'.
On verra au paragraphe 6 qu'il suffit en effet de gagner un facteur h2 pour
pouvoir conclure. On verra également que, contrairement à ce qu'on pour-
rait penser, on a réellement besoin des termes u\ et Vi, c'est-à-dire que le
gain d'un facteur h ne suffit pas.
On obtient alors les équations de transport (n = 0,1) :
(4.4)'

i(9tUn + 2^.V^) = A^_i sur ]mTo, (m + l)To[xn3,

Un \t=0 = ̂ n,0ç(^-0,

n^ \t=mT^ = vn ImTo-'

i(ôtVn + 2ç.Vvn) = Avn_i sur }mTo, (m + l)To[xlR3

+ i^'(t - mTo)[r(x^)un(x,^t) + L^(r^_i)],

^ Lr+ = 0'
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avec la convention ZA-I = v.i = 0 et où LQ = 0 et Li est l'opérateur
différentiel d'ordre 2 donné par le lemme 4.1 appliqué à (po(x,ç) = -^ •

Lemme 4.2 .— Les fonctions définies par récurrence sur m pour tout
t e]mTo, (m + l)To[ par

(4.5)
no(;r,^) =

__ yTo

9^ - 2^, -0 U / ^0>)^ + 2(s -(t- mTo) - iTo)^ Q^,
i=lJO

u^x.t^) = v^x - 2(t - mTo)^mT^^)

-i I ^uo(x-2(t-s)^s^)ds,
JmTo

(4.5)'

vo(x,t,ç)^ f ^\8-mTo)r(x+2(s-t)^-ç)uo(x+2(s-t)^,s,ç)ds,
J 'mTo

vi {x,t^)=-i j ^VQ (x + 2(5 - t)^ s, ç)ds
JmTo

^ r
+ / ^(s - mTo) r(x + 2(5 - t)^ -ç)u,(x + 2(s - t)^ s, Q

J mTo |_

+L,(ruo)Çx+2(s-t)^s^)\ds^

sont solutions de (4.4)\

On a de plus
(4.6)

"_ ^To
VQ (x, mTo-, 0 = q(x - 2(mTo- )^ -Q TT / ^\s)r(x + 2(^ - iT^ -^ds.

1=1^°

La preuve par récurrence sur m est immédiate.

Lemme 4.3.— Soient to ç IR+ \ NTo et (a-o^o) C T*IR3. Si le point
X(t) = (XQ + 2{t — to)^ —ç) sur la droite issue de (x, ç) parcourue à vitesse
2|^| est resté dans le passé dans l'intérieur de l'ensemble {(x,ç) ; r(x^) =
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0} pendant un intervalle de temps de longueur supérieure à 2To entre les
instants t = 0 et IQ alors

uo(x,t^) =ui(x,t^o) =vo(x,t,Ço) =Vï(x,t^o) =0

au voisinage de {xQ^to).

Preuve :
II existe n ç. N tel que (n+l)To < to et tel que le segment [x-(t-nTo)^x-
(t- (n+l)To)$] x {^} soit dans l'intérieur de l'ensemble {(x^) ; r(x, -$) =
0}. D'après la relation (4.5), on a uo(y, s, ç) = 0 au voisinage de {(z, p) ; z =
x - ( t - p)^ p ç [nïo,+oo[}.
On en déduit que VQ = 0 au voisinage l'ensemble {(^, p) ; z = x-(t—p)^ p ç.
[nîo, 4-00 [}, puis que Vi est identiquement nulle au voisinage de l'ensemble
{Çz,p) ; z = x—(t—p)^ p ç. [nTo, (n+l)îo]} puis que u^ est identiquement
nulle au voisinage de l'ensemble {(^ ,p) ; z = x — (t — p)^; p ç. [{n +
l)To, (n + 2)To]}. Finalement, par une récurrence immédiate, u\ et v^ sont
identiquement nulles au voisinage de l'ensemble {(2:, p) ; ^ = a ' — ( f — p ) ^ ; /?ç
[(n+l)To,+oo[}.
On démontre de la même manière le
Lemme 4.3\— Si le point (xo - 2^, -0 n'appartient pas au support de
la fonction q, alors UQ, VQ, u^ et v\ sont identiquement nulles au voisinage
de (xo.to).

Comme TTa. (support (r)) + ^O^Toa"1) C ^ (d'après la définition de la
fonction q au paragraphe 2 et le choix To < ^-a), on en déduit le

Corollaire 4.3".— Pour tout ç tel que \ç\ ç. [a, a"1], n = 0; 1 et tout
t çR+\ NTo on a

support Un(',t^) C ^,

support Vn(- ,^ ,0 C ^.

Corollaire 4.4.— Pour n = 0; 1, on a
( ^ \| diamf^ |

support Vn C < (x, t) ; 0 < t < > ,
1 s J

(4.7) . }

) diamQ [
support Un C < (x, t) ; 0 < t < > .
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Lemme 4.5.— Pour tout p ç. N il existe Cp > 0 tel que pour n = 0; 1,
on a pour tout t ç. R4' \ NTo, et tout $ tel que \ç\ € [a, a~1],

M, , 0|p(R3 x ^+ \ NTo) < Cp(l + ̂ 2n+l,
K(, ,0|p(R3 x ̂  \ NTo) <; Cp(l + ̂ 2n+l.

Preuve
Pour UQ et 1:0, la preuve par récurrence sur m pour t 6]mro,(m + l)îo[
est immédiate et pour u\ et î;i il suffit de remarquer que les semi-normes
des phases y(x^) = -ï-^ 1^(^01? sont uniformément bornées sur fl pour
|^| G [a,a~1]. Les coefficients des opérateurs L\^ sont donc uniformément
bornés ce qui permet de conclure par récurrence en utilisant ce qui précède.

4.2 Rebond (Tune solution.
Nous allons maintenant faire "rebondir" ces solutions approchées sur

les bords Fj des obstacles 0j.

Soit J= ( j i , . . . j z ) ë l .
On notera J' = (j'i, -Ji-i) avec la convention (^'i)' = 0.
On notera ̂  et v^ les fonctions ^n et Vn définies au lemme 4.2.

Lemme 4.6.— Pour tout £, ç. H3 tel que |ç| G [a, a-1] et tout j e
{1, • • • , N} il existe une phase ^j(x, ç) (^ est un paramètre) définie sur un
ouvert U, de classe C°° jusqu'au bord sur U, telle que

i) sur (J (suppo^t(lA§)Usuppo^t(^0)Usuppo^t(^)Usuppo^t(î;0))n
<€R+\MTo

Fj, on a

^•(^0 = Kl
H) la phase (pj vérifie (P) sur F j .

Preuve :
Tout d'abord si UQ, u^, VQ et v^ sont identiquement nulles sur F, pour tout
temps t alors le lemme 4.6 est évident. Il suffit en effet de prendre par
exemple la phase ̂  définie sur 0^ de la manière suivante :

si y = x + dn(x)', y C H3 \ Oj et x (E F^ on pose (pj(t) = à.
On peut donc supposer que UQ,U^, VQ et v^ ne sont pas toutes identiquement
nulles sur Fj.



86 N. BURQ

On notera <5i une constante telle que ^ < 6 / 2 où 6 est la constante du
lemme 2.7 et on supposera de plus que <5i est plus petite que la constante
6\ du lemme 3.2.
La construction du lemme 3.2 permet de définir la fonction (pj sur l'ensemble
Uj((p) = {^(x^) ; x e F, ; n(x) • ç < -6^}. Il faut donc vérifier que
^(•.O = ^(•.0 = 0 sur {x ç r^ ; n(:r) . ̂  > -2<5i}, ce qui en utilisant le
lemme 2.7 est une conséquence des lemmes 4.3 et 4.3'. En effet, si n{xo)'(, >
-2^i, d'après le lemme 2.7, le point (x(t) = xo+2(t-to)^ -ç) est resté entre
—oo et to dans le complémentaire du support de r pendant un intervalle de
temps de longueur supérieure à 2To, [t^t^ + 2To]. Or on sait qu'entre les
instants <i et to le point x(t) est resté dans le complémentaire du support
de q. On conclut donc en appliquant soit le lemme 4.3 soit le lemme 4.3'.
Il suffit finalement de montrer que (pj vérifie (P) sur Tj. Le seul point qui
ne soit pas une conséquence directe de la construction de (pj est le point ii)
de la définition 3.1.
On montre ii) en utilisant la remarque 2.5'. En effet si UQ, ni, VQ ou v^ ne
sont pas identiquement nulles sur Tj alors il existe z ç Fj et r > 0 tels que
(x - T^, -^) e support(ç), on en déduit que le point ii) de la définition 3.1
est vérifié d'après la remarque 2.5'.
On peut maintenant réitérer la construction du paragraphe 3 et définir des
phases ipj sur des ouverts qu'on notera encore Uj((p) où (p(x^) = —^

On cherche maintenant à résoudre le système :
(4.8)
(ihôf - ̂ A)^ = 0, dans 0^ x (R< \ NTo),

"•'LT^^LT,,-'

^llV^'lr,,,
"J |<=o = 0,

{ih9t - ̂ A)^7 = ih^'(t - mîo)(0p r)(u-7), daiisé^ x]mîo, (m + l)îo[,

^|r,,=^'|r,,,
"'LT^O.

On va donc comme précédemment chercher u'7 et v'1 sous la forme

u^ = e-'^^-^^u^ + huî)

vJ = e-^^^-^^ + hv^).

On notera
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J(a;, f^)= (ji,... ,j») si X_2((a-, |^|V^j(a;)) e £.,„(X-l•71(a•^|V^J)V^•,),
c'est à dire si le point X_2<(a-, |$|Vyj) se trouve entre les obstacles ô^ et
ejn+li
et J(x,t,ç)=9 si X,^(x,\^VyjÇx)) eL-i^-I^V^V^).

On note q(x,ç,I) la fonction égale à ç(a-, -^) si 1 = 0, 0 sinon .

Lemme 4.7.— Les fonctions définies si t e]mîo, (m + l)îo[, par
lorsque x ç Uj(y),

(4.9)

"̂ ,U)
- \yj(x)q(X^t(x, |^|V^), 2_2<(a-, |^|Vy)j), J(.c, (, Q)

"_i .To
n / ^(s)r(X_2«_,_,r<,)(a-,K|Vyj),-2-2«-,-.T<,)(-c,K|Vyj))ds,
i=o •/0

(4.10)
v^{x,t^)

= 1 ip'(s-mTo)gy,(x,t-s^)
JmTa

xr (X_2«-,) (a-, |$|Vyj), -2_2«_,) (a-, |e|Vyj))

x^(^<-^« (^_3^_^(a., \^yj), s,^) ds,

où on note

, ., / Gyj(x) V72

^^^^^^(X-K^))) x-
^ ^G^-n(^(^-TO(a•.V^))^l/2

VGyj(,,,,o(X_2,(.c, |^|V^))y

avec J = (j'i, j2, • • • , J l ) et Jp = (j'i, • • • , jp) et Jm-n = J ( x , s, ç).
et lorsque x ^ Uj(ip),

u^(x,t^)=0,

^(rc^,0=0,

sont de classe C00 sur R3 \ •̂, et vérifient
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i) A) i^ie^a-i]8111'1'0^^^^ ° M U supporta (.,0 |r,,) C {^ =

^}
î  Pour tout mç.N et tout (x, t) ç 0^ x]mTo, (m + l)îo[, on a

(^+2K|V^jV+|$|A^j)^=0,

^ Irj, = ̂  |r^ ,

(4-11) ^LT^=^LT^

^ |«o = 0,
supporta C Uj^p).

m) Pour tout m ç N et tout {x, t) ç 0^ x]mTo, (m + l)To[ on a

(4.11)'
(9, + 2K|V^V + KlA^j)^ = ̂ (^ - mTo)[r(^ -|^|V^)^(^,0],

^ l r ^ = < Ir,,,
^ If^o = 0,

^ \t=mT^- = 0.

supporta C Uj{<p}.

Preuve :
Ces fonctions sont de classe C°° sur R3 \ Oj^ en tout point t ^ NTo.
En effet si la fonction J(x^ t^ $) n'est pas localement constante au voisinage
de (xo.to) alors X-'Z^(XQ, |$|V^j) e F et donc

g(X-2<(rcJ^|V^),S-2,(.r,K|V^))

est nulle au voisinage de (rro^o)-
Sur Uj(^p) la régularité de ̂  est donc une conséquence de la remarque 2.5.
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Si J{x,t - mîo,^) = J la régularité de z^ se déduit facilement de la ré-
gularité de u^ et sinon on a

^.n-f——^^L-l172
^^^^-[G^X-i^V^))]

. <(;<-•(.. V^).,-^-^'(^').t)

+ 1 .^-^-^^r (x-^-) ̂  1^1^) - -5-^-) (^ 1^1v^))
^-^—————2T?|———————

g^j(x,t - s^)i{;\s - mTo)u^ {X_^_^(x, |^|V^j), s^) ds

ce qui permet de conclure par récurrence sur |J|.

Il suffit maintenant de vérifier que les fonctions u^ et v^ sont identiquement
nulles au voisinage du bord de Uj{(p) dans R3 \ ôj^.
Si x ç. Tj^ et si —<5o < n(x) ' V(^j/ < —^i (<5i est définie au lemme 4.6)
alors le rayon issu de ( x ^ V ( p j ( x ) ) parcouru à vitesse 2|^| est resté dans
le complémentaire du support de r dans le passé pendant un intervalle de
temps de longueur supérieure à 2To d'après la construction de la troncature
r. On en déduit que u^ et v^ sont identiquement nulles au voisinage de x.
On démontre ensuite comme le lemme 4.37 que u^ et v^ sont identiquement
nulles sur L^a^V^j^)).

Pour démontrer le point i), il suffit de montrer que les supports de u^' et
de v^ sont inclus dans r^(<^), ce qui ce montre de la même façon.

Pour démontrer les points ii) et iii), nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 4.8.—
(4.12)

e,p(-|̂ |̂ (̂ .|̂ .̂) . [g :̂̂ ,̂ ]"

Preuve :
Si K\ et K^ sont les courbures principales en x de C(pj, alors les courbures
principales en x + ^V^j(x) de dpj(x + ^Vy?j) sont ^^ et ^^ . Ce
sont les deux valeurs propres du Hessien de (pj appliqué à l'espace tangent
en (x+£^7(p) à la surface C<^j(.r+^V^j) TC(pj(x+£V(pj). Or la troisième
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valeur propre du Hessien de (pj (considéré comme endomorphisme de R3)
est 0, donc A^j(x + W^j) = —^ + —^-
d; \ 1 1 -^ r <- ̂ y 1 -L -r c ./v 2ou le lemme 4.8.
Nous pouvons revenir à la démonstration du lemme 4.7.

^(^(m+i)ro-,o
/.(m+l)To

= / ^ ̂ -mTo^^m+lTo-^V^j)
«^mTo

X^ (^2(.-(m+l)To) (^, I^IV^j) , -S2(,-(^+i)To) (.T, |^|V^))

XA^J(a.,(m+l)^o-5,0 (^-2((m+l)To-5) (^ V^j))

XÇ ̂ X_25 [^-2((m+l)To-.) (^ |^|V^j) , (2_2((^+i)To-.) (^, |^|V<^j)) ] ,

2-25 [^-2((m+l)To-s) (^ |^|V<^j) , (2_2((m+l)To-s) (a', |^|V^j)) ] ,

J(.r,(m+l)To,0^

m_l T.,x n / ^ ^'(^)
2=0 </0

r ^X_^-0-iTo) [ (^-2((m+l)ro-5) (.r, K| V<^j)) ,

(2-2((m+l)ro-5) (^, K|V^j)) ] ,

-2_2(5-0-zTo) [ (^-2((m+l)To-5) (^, K|V<^j)) ,

(S-2((m+l)To-5) (^ |^|V^j)) ] j .

Or:

x-2(s-e-iTo) [ (^-2((m+l)To-5) (^, |^|V^j)) ,

(S-2((m+l)ro-.) (^, K|V^J)) ]

= ^-2((m+l)To-0-îTo)(^^A

S_2(5-0-îTo) [ (^-2((m+l)To-5) (.T, |^|V(^j)) , (2_2((^+i)To-5) (^ |^|V^j)) ]

= S-2((m+l)^o-0-^^o)(a;î ̂ j)

et

^^(a-,(m+ l)ro - 5,^)A^j(a,^^+i)^_^^(X_2((ni4-i)To-5)(*r,V<^j))
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= A(pj(x).

Donc ^(^ (^ + l)îo~) = u^ (^ + l)^)-
On a u^ \FJ = u^ |i\, car d'après le lemme 2.7, on a ^o = u\ = 0 sur
r^ \ r^(y?j/), A(^J |r^ = Ay?j/ |r^ et ç tangentiel près du bord (car nul),
ainsi que r.
De même pour v^ |r^= v{ |r^.

Il reste à vérifier que u^ et v^ vérifient les équations de transport.
En effet, soient XQ ç. 0^ et to ^ NTo.
On se place sur un voisinage connexe CJQ de (xo) dans C^j{xo) tel que

{y-, t) G ^o x] - ̂  e[^ y + (t - to)\7ipj(y)

soit un système de coordonnées dans un voisinage uj de XQ dans 0e. .

Alors pour tout x ç. c^a-tel que .r = rco + ^Vy^o); on a

(4.13)

^(-M,0

( ^ / \ \ 1/2

= -yj^) A^(.co)ç(X_2<(.c,K|V^),2-2,(.c,K|V^),J(rc,(,0)Gyj{xo)^
"'-1 yTo
]"[ / d^'(s)r(X_2«_,_,ro)^,K|Vyj),2-(,-,-.To)(^k|V^)),
«=o •/0

=f^(^y/2^o,<-<o^),
\Gy?j(a-o)/

car au voisinage de (xQ.to) on a J(x,t^) = J(^o^0î0- Donc d'après le
lemme 4.8, u^ vérifie

(<9<+2|^[V^jV+A^j)^ =0 sur uj.

De même v^ vérifie pour tout t €]mTo; (m + l)îo[ et tout a- ç. 0^

{Q, + 2|^|V^jV + A^j)^ = ^(^ - mTo)r(rr, -|$|V^j)^.

Lemnie 4.9.— Les fonctions définies par récurrence sur m pour t ç.
]mïo, (m + l)To[ et x e Uj((p) par
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(4.14)
^(M,<0

ft
= / -tA^ (.r, t - s, OA^^'*-^ (X_2«-,) (x, \ç\Vyj), t - s^}

*1 mTo

+ I dsz/)'(s - mTo)g^ (x, t - s, Q
JmTy

x [(»• {X-2(t-s) (x, |$|Vyj), -S_2«_,) (a-, |ç| V^j)))

ui7(X_2«_,)(.c,^|V^),s^)
^^(.,f,<-.) ̂  (^_^^_^ (^^ [^^j), ̂

"0 "' ' s (î/^^)} ly=X_,(,_,)(.r,K|Vv^)

'^-lîl^Jt.t, {,«-.) -I

(4.15)

^(^^O

= "lJ(a''<-"lT°'o(^-2(t-nTo)(.E, |^| V^j), nTo, Off^ (X, t - mTo, 0
y.(

-î / ^(.E,<-s^)AuoJ(''î'<-s)(X_2«-,)(a•,K|V^),s,0
i/mTo

et par
u { ( x , t , ^ = O s i x ^ U j ( y )
v [ ( x , t , ^ = O s i x f U j ( y )

sont de classe C00 sur 0 \ 0 j , et vérifient

i) À [^6^ -ij^PP^ (^'(•' 0 lr,,)Usupport (<(., 0 |r,,) C {^ -

^'}
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ii) pour tout m ç. N,

sur 0^x}mTo,(m+l)To[,

{Qt + 2|^|V^V + \^j)ui = -zA^,

^ Ir,, = ui' |r,, ,
(4.16)

^ LT,+ = ;̂1J LT,-.

^f 1^0 = 0,

support^f C ̂ (V^./),

h'̂  pour éoué n ç N, sur 0^ x}mTo, (m + l)To[,

(4.16)'
(9t + 2|^|V^V + \^j)vi = (-i^) + ̂ (t - mTo)

^ ̂ , Kl V^j) ̂  (rc, 0 + ̂  (r (.r, 77) ̂  (?/, 0) | î/=^ 1 ,
L î7=-k|V<^j(a-,Oj

^Ir,,=< |r,,,
VÎ \t<Q= 0,

supporta C^J(V^J).

où oji a noté L^ F opérateur différentiel d'ordre 2 donné par le lemme 4.1
appliqué à u^, u^ et la phase (pj(x^).

Preuve :
La preuve est identique à celle du lemme 4.9.

Lemme 4.10.— On a

(4.17) support u^ C ^ x R H {(x, t) ; J ( x , t, ç) = 0},

support v^ C ^ x IR H {(x, t) ; J ( x , t, ç) = 0}.
Preuve :
On démontre comme au lemme 4.3 que u^ et v^ sont nulles au voisinage du
complémentaire de fL On démontre comme au lemme 4.35 par récurrence
sur |J| que si J(x^ t^ç) ̂  0, alors u^ et v^ sont nulles au voisinage de (.r, t).

Lemme 4.11.— On a les mêmes inclusions qu'au lemme 4.10 pour les
fonctions u'[ et vf.
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Preuve :
Soit (x, t) ç Uj(y)x]mTo, (m + lTo)[, on a alors deux cas possibles :

i) soit J(^ - mToU) = J,
ii) soitJ(x,(t-mTo)^)^J.

Dans le premier cas, on a, si ui(x, t, ̂ ) ̂  0, deux possibilités :
1.1) soit v{(X_^_^)(x, 1^1 V^j)^ - mTo,0 ̂  0,
1.2) soit il existe s ç [mT^t\ tel que Au^X.^.^x, |^|V^j), t - s, Q ̂  0

et si v[(x,t^) ̂  0 on a alors trois possibilités :
1.3) soit il existe 5 e [mTo^] tel que A^^-^^-.)^, \^yj),t-s^) ̂  0,
1.4) soit il existe s ç [mTo, t] tel que nf(.r, ^ - s^) ̂  0,
1.5) soit

^^"^(^^-^-^^J^iv^)^))^^^^-^!^^^^
»7=-|^Vy7(x,t-s,$)

Dans le deuxième cas, si u-[(x, t^)^0 ou si v^(x, t, ç) ̂  0, on a
11.1) soit

^ (x-\.^i- (^) ĵp^^)^o,

11.2) soit

^(x-\.,v^),,- (^^"^^^'^^^o,

11.3) soit il existe s £ [t - ̂ W-v^^vj)^ ̂  ̂  ̂

ui (^_2«-,)(a-, \ç\Vyj),t - s) ̂  0,

11.4) soit il existe s € [< - ̂ (^-^(^'(^v^)^ ^1 ^i q^

^(r(X_2«-,)(^ |^|V^)^))^(y,e,< - .) |̂  ̂ ^_^(^ 1^,)^ 0.
»? == -I^Vyj

En appliquant alternativement ces deux cas et le lemme 4.10, on obtient le
lemme 4.11.
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On en déduit le

Lemme 4.12.— Soit d = mm(dïst(0i,0j)). Alors pour tout p ç N, tous
X\,..., Xp ç. S2 et n = 0 ; 1, on a

(4.21)
supp^c^e ^(\J\ -Ds^dJi+i)

supp^c{<e ^i-Ds^dJi+i)



s



5. Décroissance des solutions le long
cPune trajectoire captive.

Nous allons étudier dans cette partie la décroissance des fonctions zzf
et vf construites précédemment et de leurs dérivées.

Dans ce paragraphe, nous fixerons ^ ç IR3 tel que |^| ç [a, a"1] et
J ç. T. On notera y(x) = 3-^.
Toutes les constantes introduites seront indépendantes de ^ et de J .

5.1 Régularité des transformations géométriques.

Proposition 5.1.— L'application ̂  définie surUj((p),

G^(x)ï^ '. x\—> G^(x-^x^^j)y
vérifie F estimation suivante:
Pour tout m ç. N, il existe Cm > 0 tel que

|^k(^)nQ)^c^
Preuve :

l l^(x)= (1 + £Ki(x))(l + HW) 1 + Œ(x) + PG(x)

où £ = \x — X"1^, V^>j)| et où H (respectivement G) est la courbure
moyenne (respectivement de Gauss) de la surface Cyj en .X""1^, V<^j) c'est
à dire la trace (respectivement le déterminant) de la seconde forme fonda-
mentale de la surface. Or cette seconde forme fondamentale vaut

L(u,v) = .— .Hess(y j )^ - i^^y^(u,v)

Comme d'autre part £ == <pj(x) — yj^X'1^^ V<^j)), la proposition 5.1 se
déduit du lemme 3.12 et du lemme suivant:
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Lemme 5.2.— Pour tout 6^ > 0 et tout p ç N, il existe Cp > 0 tel que
pour tout x e {.^(X-^.^V^j^.S'^^V^j) > 61} H Q, on a

(5.1) IX-^, V^j)l^(rr) < C\^<pj\m < Cm.

Preuve :
Soient x, = X-^x^^j) et t, = ̂ (")"yJ^l(^v^))•
On considère l'application définie au voisinage de (rco^o) dans F x IR par

g '' (y^) ̂ y+t^^jÇy)'
Soient Y\ et Y^ une base orthonormale de l'espace tangent en XQ à Tj^
telle que (Y^^Y'z,n(xo)) soit une base orthonormale directe de IR3. Alors la
différentielle de g en (xQ.to) s'écrit dans cette base (la base d'arrivée est la
base canonique de H3)

(Y^-}-toHess(yj)(Y^ , Y^ + toHess^j)(Y^) , V^(^o)).

Si on décompose Yi et Y'z sur la base orthonormale de R3 formée des direc-
tions principales de C(pj(xo) et de ̂ yj(xo), on obtient aisément que le dé-
terminant de cette différentielle vaut (l+to(^i+^2)+^i^2M^o)-V^j(a-o)
si A'i et Â;2 sont les courbures principales de la surface C^pj(xo), ce qui ter-
mine la démonstration du lemme 5.2 car Q est borné.

Lemme 5.3.— II existe M > 0 tel que pour tout p C N il existe Cp > 0
tel que si \J\ > M alors pour tout i ç. N, l'application

p : (^^)e^Jx]^To,oo[^(X_«-,To)(^J^|V^).2-«-^To)(^J^|V^))

vérité les estimations suivantes au voisinage de tout point {XQ , to) e Uj(^) x
Hf tel que X_^_,ro)(^o, |^|V^j) i F et XQ ç Û

\p('.tW<C,.

Preuve :
Nous utilisons le lemme 3.20 :

Si (to - iTo) < ^(^o)-^^."^^^^)) soit s l'indice tel que

X_^_^)(;roJ$|V^j) e L,(X-^(xo^^j).

Alors au voisinage de (xQ.to)

5-«-^)(^K|V^j) = [^|V^,,...^)(X_(<-^)^,V^j)).
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L ̂ estimation du second terme découle donc de celle du premier terme qui
découle aisément de la partie ii) du lemme 3.20 car, avec les notations
précédentes et si on note de plus

_ yjW - ̂ •••j^-^'-^v^))
1 ^ 1

X_«_^)(rc, |^|V^) = X^ÇX-^-^^ V^j), V^,.,^)).

Si (to - iTo) > (pj(xo) - (p(X~^^(xo^(pj)), alors au voisinage de (a-o^o)

X-(,-,To)(^KV^7)

= X-I-V V^j) - ((t - zTo) - y j ( x ) - y(X-^(x^ V^))) ̂

Le résultat est alors encore une conséquence du lemme 3.20.
Le cas (IQ - iTo) = (pj(xo) - ̂ (X'^^XQ, V(^j)) est exclus par l'hypothèse
x_^_iT^xo,\^yj)^r.

Lemme 5.3\— II existe M > 0, tel que pour tout p ç. N, il existe Cp
tel que si \J\ > M, alors pour tout i ç N et tout point x ç. Uj((p) H Q, on a
pour tout t ç. H^

\rop{',t)\p(x)^Cp
et

\qop(^t)\p(x)<Cp.

Preuve :
La preuve est identique à celle du lemme 5.3, si on utilise de plus la remar-
que 2.5.
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5.2 Décroissance asymptotique des solutions.
Avec la relation (4.9) et les estimations de la propriété 3.23 et des

To
lemmes 5.1, 5.2 et 5.3\ comme |r[ < 1 et J ̂ '(s^ds = 1, on montre le

o
Lemme 5.4.— II existe M > 0 tel que pour tout p G N il existe Cp > 0
tel que si \J\ > M et si J s'écrit J = rl-\-l avec 1 e î, r > 1 eu 0 < £ < \I\,
on a pour tout t ç. R4" \ NTo

(5.2) kJ(^)lp(^(^))<cfp^(l+^p•

On en déduit le
Lemme 5.5.— II existe M > 0, tel que pour tout p € N, il existe Cp > 0
tel que si J s'écrit J = rJ+J, avec 1 ç î, r > 1 et 0 < i < \I\ et si \J\ ̂  M,
on a pour tout t ç IR"1" \ NTo

(5.3) i^(-^)ip(^(^)) < ̂ (i + ̂
Nous allons maintenant estimer les termes u{ et vf

Proposition 5.6.— II existe M > 0, tel que pour tout p e N, il existe
Cp > 0 tel que pour tout m ç N, si [J| > M et si J s'écrit J = ri + /^p ^ ^ ̂  ^— ^—. —— m e N, si [J| > M et si J s'écrit J = ri + /
avec J e î , r > l e t 0 ^ ^ < |J|, on a pour tout x ç. Uj((p) et tout
-t- /-1^T\ y^-Ll^TT

îVPr1 J Ç- T r " ^ > ' [ ^ f ^ - ^ ^ ^ ^ T \ <-»n Q n^Tir 1-rtiif v C- 1 ^ l i ( c r > \ fit. fmit.

t^\mTo,(m+l)TQ[

(5.4)

(5.4')

^M (^)<^(l+^) 2 +^

^(•^) (^<C,(1+^)2 + P ,

|^f(•^)|p(^<C^(l+^)2+^

k(^)|p(^<C^(l+^)2+p.

Preuve :
Distinguons les deux cas:
i) si i - mTo ^ ̂ (a;)-^(^l(a;^J)), on a alors d'après (4.14) et (4.15)
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(5.5)

vî(x,t,^)
yt

= \ -idsg^(x,t-s^)^(X^(t_s)(x,\^<pj),t-s,^
JmTo

+ I ds^'(s - mTo)g^, (x, t - s, Q
JmTa

x f (r (X_2«-,)(a-, |$|V^), -=_2«_,)(a-, |^|Vyj)))

^(^.^-^(.rJ^IV^)^^)

+ L{ (r (X_2«-,)(a-, K|V<^j),»?)) u^y) |y=x_,(._.)(.t,|f|v^)
»7=-|(|Vy^ J

(5.5)'

<(.̂ ,0
= uf(X_2(<-^To)(.r, Kl V^j), "îo, Off^

ci
-î / ff^(a;,(-s,OA^(X_2«-,)(.i;,K|V<^j),s,0

JmTo

ii) si ^ - mîo > ^(^-^(^•'(^^^)) on a

(5.6)
v[(x,t^)

G^} 1/2

G^X-^Vy.^)))

,̂ (^(,,,_^1^^^))Z,0)

+ / , —idsg^Ax.t — s^)
I . < f t j ( x ) - y > j ( X - ï ( x , V y j ) ) ^Jv 7 - > /

2|(|

. A^(^-2«-.)(^K|V^j),t-5,0

^
+ / . . . , _ ^'(^-mTo^^^-^Q
^ ^(^)-yj(X-l(r,Vyj))
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x f(r (X_2«-,)(;c, \^Vvj), -2-2«-,)(;c, |^|V^)))

«f(^-2«-3)(,K|V^),s,0

-{-Li (r(X_2(<-,)(a;,|^|Vyj),r?))t(^(y,s,0 |y=x_,(,_.)(»,|i|v^)
i,=-|(|Vyj -1

(5.6Q

"^(•r^O

G )̂ 1/2

<^(X-i(:r,V^(;c)))

ni(X-\^ ̂ ),t - ̂  - ̂ ^ ̂ , 0

<•<
-î / , , ,„ ,, - „ ff^A^(X_2«-,)(.r,|$|Vyj),s,0

J^ yJ(ic)- lr>J(^~ l('c,^<r'J))

Pour estimer ces termes nous allons utiliser le lemme suivant
Lemme 5.7.— 12 existe C > 0, tel que si J = ri + £ avec 1 ç. I , r ^ 1 et
0 < i < \I\, pour tout x ç. Uj((p) n d, on a

\^j(x)\ > c\1.
Preuve :
D'après la partie ii) de la proposition 3.23), il existe M > 0 tel que si
|J| > M, on a

\^j(x)-a^(x)\1bi\^C\1a^.

Or la démonstration de l'existence des fonctions a^i montre qu'il existe
C > 0 indépendant de 1 et i tel que ai^i(x) > c.
En effet, si | J | = = n o n a

AyfiW A^X-^.V^))
ai i(x) = hm ———— x ... x ——•———-————————,

r^oo \f^ \l^

avec
A^^^^^^V^))
———•——————-.——————————— = (1 + ̂ r'n+l'W)

ÂJ/ '
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et ^r'n-H'l < C^ n+l avec C indépendant de J . Il reste maintenant à
minorer indépendamment de J et de x ç. Uj((p)

^m
^I,il

X .
A^(X-^")(rc,V^))

^

où si NQ = rn + s (0 < s < n) et si / > s, V = / - s et si / < s l ' = n + / - 5.
Le dénominateur se minore facilement par 1.
Etudions le numérateur: pour tout x ç I\^ si on note Â-i et Â-2 les deux
courbures principales de C<^ au point X'^^V^J et d la distance de

x à X-^V^) alors ̂ :̂v^ = (i+^d.̂ ) > c > 0 car
les courbures principales A'i et A;2 sont bornées indépendamment de 1 et s
d'après la construction du lemme 3.2. On en déduit donc qu'il existe CQ > 0
tel que

\ai,i(x)>co JJ (l-c^-^OO.
n>_No

Nous avons donc démontré le lemme 5.7 pour [J| ^ M. On conclut par
un argument de compacité pour J quelconque car on a A(pj(x) > 0 sur
(^j(^) H ^) et de plus les rayons J tels que | J |<M sont en nombre fini.
On montre de la même façon qu'il existe une constante C > 0 indépendante
de 1 telle que bi > C.
On déduit aisément de la proposition 3.23 ii), du lemme 5.7 et du lemme
5.4 le lemme suivant :

Lemme 5.8.— Pour tout p ç N, il existe Cp > 0, tel que pour tout
x E Uj^p) H H et tout t çR+\ Nïo, on a

(5.5)

A..J |

°-(;t)\ ( .c)<Cp(l+<)2+p ,
|Ay>j

r J f » , , J
^^M w<w+t)2^.

D'après les lemmes 5.4 et 5.7, on a

Lemme 5.9.— II existe M > 0, tel que si \J\ ^ M pour tout p £ N,
si J s'écrit J = ri + / avec 1 ç I , on a pour tout x ç. (Uj(y)) et tout
t € R+ \ NTo,

\u^;t)\p(x) ̂  Cp\Ayj\(x)(l +1)",
^(•,tW^C^j\(x)(l+tr.
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La proposition 5.6 se déduit maintenant des lemmes 5.7, 5.8 et 5.9 par une
double récurrence sur |J| et sur m pour t ç]mTo, (m + l)To[-



6. Démonstration du Théorème 1.1.

Considérons les fonctions u et v définies de la manière suivante:
siK|e[a,a-1]

<r,U)= E ^(^)kl-^2)/'(-l)IJ4^+^)(^^0,
.ezuw

^,U)= E ^^(^)m-^2)//^(-l)IJI(^+^lJ)(^^0.
J€ÎU{0}

où les phases yj sont définies à partir de la phase y(x) = —^

et u = 0, v = 0 si |^| ^ [a, a-1].

Ces sommes sont définies car localement finies d'après le lemme 4.12.

De plus u et v vérifient u |an= v |ôQ== 0.

Définition 6.1.— On notera, pour UQ ç ^(fî)

Uu^t) = - (——') y^ uÇx^^y-^u^dyd^

(6.2) 7r 3 $!eR3

yno(^^)=-(^) / ^^Oe^^/^oW^.

Théorème 6.2.— II existe fjL > 0 tel que les fonctions UUQ et VUQ vé-
rifient les propriétés suivantes pour tout m ç N, tout t ç]mTo, (m + l)îo[
et tout x ç. Cl :

(6.3)

\(ih9t - h2^^^)} < C/i^e-^lluoll^ ,

Uuo\9n = 0,

UUO\mT} =VUO\mT^

Uv,o\t=o = Op(q)u,o,
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\{zhQt - h^^Vu^x) - ih^{t - nTo)R(Uo)\ < Chïe-^\\uo\\ ̂  ,
^o|â.=0,

v ^oL^=0,
Vuo\t<o=0.

Preuve :
Les seuls points à démontrer sont les deux inégalités. Nous commençons
par démontrer le lemme suivant
Lemme 6.3.— II existe M > 0 tel que pour tout p ç N il existe Cp > 0
tel que pour tout x C ^, tout $ e H2telque |^| G [a, a"1] tout t ç IR^NTo,
tout rayon primitif 1 ç. 1 et tout J = ri + £ avec r > 1 et 0 < £ < \I\, tel
que \J\ > M, on a pour n = 0 ; 1

klp^)<CpAÏ(l+^+2.

Preuve :
On a

(6.4) \i^ x ... x \i^ < 1,

le lemme 6.3 est donc une conséquence directe des lemmes 5.5 et 5.6.

Lemme 6.4.— II existe ^ > 0 tel que pour tout p € N, il existe Cp > 0
tel que pour n = 0; 1, tout t çR\ NTo, tout ^ e IR3 et tout x ç fl, on a

^\ui(^t)\,{x^<C,e-^.
J€î

Preuve : Comme u^ et v^ sont identiquement nulles en dehors de Uj{(p),
on a

E i"^^ E ^(i+f)2^,
J€ÎU{0} J=rJ+5ÊT

^^(x,t,$)^g ^^ ^otsinnage de x

«^ E E ^(/)+rÀKl+<)2+p,
(6.5) IprimUif ̂  ;S:^|_,

<^ E ^(—(E^i^)2^
I primitif v /
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avec p ( I ) = inf{r ^ 1; 3m = 0 ; 1 ; 3 J = r J + 5;^,.) ^ 0} et la
convention p ( I ) = oo si cet ensemble est vide.
En effet, tout rayon J ç. 1 s'écrit r l + s o ù l ç . 1 est un rayon primitif: si
J = (ji , . . . ,jn) et si jn 7^ ji alors soit J est un rayon primitif soit il existe
1 et r > 2 tels que J = ri. Si J = ri avec 1 = (î'i, • • • , irn)i alors on peut
appliquer le même raisonnement à 1 car comme J ç. î, on a nécessairement
i^ -^. i^ ( c'est l'hypothèse jp ^ jp+i'i VI < p < n), on peut donc conclure
par récurrence.
Dans le cas où jn = ji, considérons le rayon J ' = (ji , . . . ,jyi-i); on peut
alors appliquer le raisonnement précédent à J'. On conclut donc que J =
r J+5 ; s = 0; 1 avec I .
Revenons maintenant à la preuve du lemme 6.4. On a

(6.6) ^|^|p(;r,^Cp ^ Àf)(l+^+2|7|.
JÇÎ 1 primitif

p(J)^+oo

Or d'après le lemme 4.12, si u^(x,t) ̂  0 il existe des constantes C.C" > 0
telles que

(6.7) ^,c'<pW^C'.

Donc si p ( I ) ̂  +00 alors il existe C > 0 et C ' > 0 tels que d^ <Ct-\-C'. De
plus, pour toute trajectoire périodique 7 on a exactement 2card(7) rayons
périodiques qui lui correspondent (suivant le point de départ du parcours
et le sens choisi) et si on note d^ la longueur de la trajectoire 7,

(6.8) -^——^car^)^^^.
diam(S2) "mm

On déduit maintenant de (6.6),(6.7) et (6.8) qu'il existe C'.C" > 0, to > 0
tels que pour tout t > <o; on a

(6.9) ^\u^x,t)^C" ^ À^(l+f)P+ 4 .
JçT ^primitif

Par hypothèse (H2), on sait qu'il existe f3 > 0 tel que

^ \^ < oo.
7 primitif
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Posons À-Y = C^€—J—^ on obtient alors

Ei"̂  E ca+^e-^c-^.i"
Jç^ 'y primitif

Or ^ Cy < oo donc sauf un nombre fini d'entre eux, tous les termes Cy
sont strictement inférieurs à 1. Quitte à prendre f3 assez proche de 0 (mais
strictement positif), on peut les supposer tous inférieurs à 1. On a donc

C ' t

\C^n\ < \C^\ soit

^ k|p(^) < C(l +<)p+4e-c^ \ft > t^
JÇI

et pour t < to, il existe Cp > 0 tel que

Y^\ui\^x^)<c^
J Ç . I

car on a un nombre fini de termes tous bornés. Nous avons donc démontré
le lemme 6.4 pour tout fi < f3.
Nous pouvons maintenant revenir à la démonstration du théorème 6.2.
Démontrons par exemple la deuxième inégalité.
Pour tout m ç: N et tout t ç]mTo, (m + l)îo[? on a

(ih9t - h2^]VuQ - ihî^\t - nTo)R(Uuo)\

< IT^ / ^|A^U)W(01^
(Z7r/l) J\^ç[alî-^a-^h-^j

^Ce-^————( ^R0|^
(2^)" J\^ç[ah-^a-^h-1}

^Chh-^\\UQ\\L^

Nous avons donc démontré le théorème 6.2.

Lemme 6.5.— 12 existe a > 0 et A > 0, tels que pour tout (uk) ç. Ek,p,a,

\\I^\^oOp(q)uk\\<hî\\Uk\\.
on a
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Preuve :
D'après le théorème 6.2, il est clair comme Cl est borné que

11^ \h=h, o0p(q) - Uu^hw < Ch^NTM^.w.

Or
(6.10)

\\Uuo^\\L-m < fo-^) / 1 1" ^ + ̂ 1^ / \uo,k(y)\dy,
\27^h^ ^€R3 .^, Jfl/^R3 J€ÎU{0} t/n

^C^e-^lino^ll^^),

donc
3A > 0; \\Uuo\^\\L2(^ < h\\uo\\L2^)

(il suffit de prendre C/i-^-^70 < 1).
Le lemme 6.5 est donc démontré.
Nous avons donc démontré l'estimation (1.5) pour s = 0, il est clair que
nous pouvons faire varier s dans [-£, e\ ce qui revient juste à prendre la
première troncature en To + s au lieu de To et à décaler la fonction 1/7 de s
ce qui ne modifie pas les estimations.
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Appendice A. Calcul h-pseudo-différentiel.

Soit Q un ouvert de IR3 relativement compact dans IR3. Nous allons énoncer
dans cet appendice les bases de la théorie h-pseudo-différentielle sur Ci dont
nous avons besoin pour notre travail.

Définition A.l.— Pour n ç N, m, k ç IR on note S'^^IR") l'espace
des symboles q(x,y,^h) ç C^IR" x IR" x IR") définis pour h ç]0,/io[ (on
considère h comme un paramètre), vérifiant

Va,/3,7 e N", 3C,,̂ , ̂ (x,y^,h),

(A.l) \9]9^9^y^^h)\ < C^h-^l+^r-^.

Pour tout q ç S171 on notera Op(q) l'opérateur h-pseudo-différentiel associé
au symbole q par la quantification

(A.2) Op(q)u(x) = (ÏTrh)-11 ( e^-^/^, y , ̂  h)u(y)dyd^

On notera Op(q) ç Lm-Â;(Rn)

Proposition A.2.— Soient aj ç S1713^3 ; on suppose que rrij et kj dé-
croissent vers —oo. Alors il existe a ç. S^^0 tel que supp (a) C IJj SUPP m?
et tel que pour tout A" ç N,

On notera

\ ^ ^ cm,.k,' , - ^ c i j G S " '.
}<i

'E1
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On rappelle les propriétés suivantes (voir C.Gérard [G] ou D.Robert [R]).

Proposition A.3.— Soit a ç ^^(R71), alors il existe aA(x,^h) et
âA(y^,h) dans S^ÇH^ tels que

Op(a)u(x,h)= ( — — ^ fe^-y^OA^x^u^dyd^

= (^) fe^-^a^^hWdyd^

Si A = Op(a), on appelle (TA (resp. à ̂ ) le symbole à gauche (resp. à droite)
de A.
On a

aA(x^^h)^ ^ -^h^D^a(x^^^h)\y^
H>o

ÔA{y^h)^ ^ -^h^(-D^a(x^ y^h)\^y.
|a|>0 û/'

Proposition A.4.— Soient ai ç. L1711^^1'1) et Ai = Op(ai)pouri = 1;2.
Alors AÏ çL7"1^^^71), A i o A 2 e Lml+m21A; l+ f c2(Rn),

(A.3) OA^ (.r, ̂ h) - ̂  '̂"I^JD^A, (^, ̂  ̂ ),
|a|>0

(A.4) aA,oA.(^^^)~ ̂  ̂ ^IÔ^A^;^^^^)
|a|>0

et chaque semi-norme de

OA^^h)- ̂  -^Hô^aA,(.r^^)
|a|<A; '

dans 5^1-^^i-^
(respectivement de

(7A,oA^^)- ̂  ^HÔ^A^^A.^^^)

|a|<fc
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dans S^ -^i-^
est majorée par un nombre fini de semi-normes de a\ (respectivement de a\
et a^).

Proposition A.5.— (Continuité L2) Soit a ç ^(IR3).^ existe C > 0
tel que

\\Op(a)\\L^w,L^W) ̂  C.

De plus la norme de Op(o) ne dépend que d'un nombre fini de semi-normes
de a.

Nous allons maintenant définir des opérateurs h-pseudo-différentiels
sur un ouvert relativement compact de IR3, fî. Notre quantification est
simplifiée car dans tout notre calcul, nous travaillons module 0(h) et nous
ne nous intéressons donc qu'aux symboles principaux.

Soit (Ui)içi un recouvrement fini de Q par des ouverts de IR3 et (y?,)
une partition de l'unité associée, telle que pour tout i ç. I , 0 < ^ < 1 et
vérifiant de plus la propriété suivante:

Vî.^ec00^;^3),

(A.5) Ui H O^i ^ 0 ̂  Ui = k^\[xn > 0})

(on note pour y ç. IR3 y = ( y ' , yn))'
On dira qu'une fonction / est tangentielle près du bord de fî si / s'écrit

sous la forme
A^O-E^^^'C^"1^^)^))'

ici

avec pour tout i ç I , fi G ^(R3) et si Ui H 9^î ^ 0, le symbole /, est
indépendant de la variable rjn-

Cette définition dépend évidemment du choix du recouvrement (Ui) et
des fonctions ki.
A toute fonction / tangentielle près du bord de Q on peut associer un
opérateur borné Op(f) : H^(fl) -^ H^(fl) de la manière suivante:

Soient <^'- e C§°(Uj) des fonctions identiquement égales à 1 sur le
support de (p j .
On pose

(A.7) A,,.(.)-̂  /^ .•<-•'•"'•/, (t, M, W%<.) tt))

y;.(»')«(.t')<it<i{,
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si Uj H 9Q = 0 et

(A.8) A^)^———— /> e^(fc^^-^)^//^/,(^(rz;)^/)
(27r/l)2 jR2x|R2

^.(^-l(2//,^(rc),))^(^-l(2/^^(rc),))^'^^

si ̂  n afl + 0.
On définit maintenant Op(f) par la relation suivante:

(A.9) Op(f)(u)(x) == ̂  ̂ (x)Ai(u)(x).
i

II est clair que l'opérateur Op(f) est continu sur H1^) C L2^) et envoie
Ho(fl) dms Ho(fl).
Théorème A.6.— (Inégalité de Gàrding). Soit CQ > 0 et soit r un
symbole réel d'ordre (0,0), nul pour |$[ < CQ et tel que 0 < r. Il existe
C > 0 tel que l'opérateur Op(r) associé au symbole r par la quantification
(A.2) vérifie l'inégalité suivante :

(A.10) Vîz e L2^3), Re ((Op(r)u, u)) > -Ch\\u\\2^

et la constante C ne dépend que de CQ et d'un nombre fini de semi-normes
du symbole r.

Preuve :
On considère la famille de symboles (classiques) d'ordre 0 (cf. [Hô] chap
XVIII), indicée par le paramètre h

r k ( x , r ] ) = r(x,hr]}.

C'est une famille bornée de 5% (notation de L.Hôrmander [Hô]) pour h ç
]0,1[.
En effet,

l^f^OI = h^\0^(r){x^h^
^C^IÛI(l+/lK|)-H,
^c^i+Kl)-0.

De plus TH = 0 sur l'ensemble {\h^\ < Co}.

On en déduit donc d'après le théorème 18.1.15 de [HÔ] que

Re(Op(r^u)^-Ch\\u\\i,.
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Remarque A.7.— Soit m(x) une fonction de classe C°° sur R3, stricte-
ment positive et égale à 1 au voisinage de l'infini. Modifions la structure
L2 sur R3 en posant

(u,v)m = / u(x}'v(x)m(x)dx , \\U\\L^ = (u,u)m-

On a alors
(Op(r)u, u)m = (Qv,v)

avec v(x) = ml^2(x)u(x) et

Q = Op(m^\x)r(x^ y, /^m-1/2^)) = Op(r) + OÇh)

d'après la proposition A. 3.
On en déduit que si r vérifie les hypothèses du théorème A.6, on a aussi

{Op{r)u,u)m.>-C'h\\u\\L^

avec C' ne dépendant que de CQ, de m et d'un nombre fini de semi-normes
de r.

Corollaire A.8.— (Inégalité de Gârding pour des opérateurs tangentiels
près du bord ). Soit f(x^) = E^J^^V1 {^W^ dk71(^} une fonction

tangentielle près du bord de Q, nulle au voisinage du bord extérieur 9Q de
Q, associée au recouvrement (Ui,^i, ki), telle que il existe C > 1 tel que

- 0 < /, < 1,

- si supp (^i) H 90, = 0, on a

(A.ll) / ,(^)=OV^ \r]\i[C-\C},

- si supp (^) n r ̂  0, il existe g j G Co^3) telle ̂  sAv) < 1 et P0^
tout (y, r]1) ç R3 x R2, on a fj(y, rf) < g j ( y ) et pour tout {y, rf) tel que
C-1 ïW^onafjÇy^^^gjÇy) .

On suppose de plus que la partition de l'unité ^i{x) utilisée pour quantifier
le symbole f s'écrit (pi(x) = ̂ (x).
Alors il existe C ' > 0 tel que

(A.12) \\Op(f)\\î^<^+Ch)

et

(A13) • \\(Id - Op(fmî^ < (1 + C'h).
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Preuve :
Nous allons démontrer la première inégalité.

A^Au(x) = ̂  A^j(piAiu(x),
i j

donc d'après la proposition A. 3

II (A^Au(x) ,n) - ̂  (A^Ai^iU^^iu) || ^ C^||u||2.
i j

II suffit donc de montrer qu' il existe C > 0 tel que les opérateurs Ai sont
de norme L2 inférieure à 1 + Ch.
D'après la remarque A. 7, il suffit de vérifier cette assertion en transportant
les opérateurs Ai par les difféomorphismes ki
- Si supp ((pi) H r -f- 0, alors d'après la proposition A. 4, comme les

semi-normes dans 5'°'°(IR2,/^/^/) de fi ( x n . x ' . r ] ' ) ̂  (k^Çy^Xn)} sont ma-
jorées uniformément par rapport à Xn par les semi-normes dans S'0'0^3)
de/.^^^.^-^î/'^n^^ona

^(^u-A^AiÇu)^)

- 1 (Op{gi{x^x'f (^.(^/))2f\2 ( 1 ( ^\\2

^.Cn€R\

- î i { X n , X ' , r ] ' ) 2 ̂ (k^Çx^Xn^^uÇXn.X')) dXn ,
/L2(R2)L2(DS2)

< / G^ll^n^OII^^^C/illnlli^Rs).
^a'»i :r

Comme ̂ (^^(^(.r^) - (/,(^^/^/)^.(^^'))2 e ^0'0(^^)
vérifie les hypothèses du théorème A.7 (en dimension 2) avec des constantes
CQ indépendantes de Xni on en déduit qu'il existe C > 0 telle que

({Id-A^Ai)u,u)>-Ch\\u\\\

donc
| |A^f<(l+C/i)|H|2.

- Si supp ((pi) H r == 0, prenons ^(Q tel que ^(Q = 1 VC-1 < |$| < C et
^ = 0 V|$| < c-^- où C est la constante de (A. 11).
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Alors ^(^) - (fi(x^))2 vérifie les hypothèses du théorème A.5. On a donc

{{x{hD)-A^A^u)>-Ch\\u\\\

IIA^ll^ll^^ll^O+c^lHl2,
ce qui conclut la démonstration de la première inégalité, la deuxième se
démontre de la même façon.

Corollaire A.7.— les troncatures r et q construites au paragraphe 2
vérifient les inégalités (A. 12) et (A. 13).

Remarque A.8.— II est essentiel d'obtenir des majorations par des ter-
mes de la forme (1 + Ch), des majorations par des constantes arbitraires,
a-priori plus faciles à obtenir (puisqu'elles découlent de la continuité L2 des
opérateurs h-pseudo-différentiels) ne suffiraient pas. En effet, on applique
les opérateurs de troncature ——, fois et on veut contrôler uniformément
par rapport à h la norme.



s



Appendice B. Front d'onde oscillant et propagation.

Nous allons nous intéresser dans cet appendice à la propagation des sin-
gularités h°'. La méthode développée est celle de G.Lebeau qui consiste à
transformer le système étudié pour éliminer le paramètre hk^ ce qui intro-
duit une nouvelle variable et permet d'appliquer directement les théorèmes
de propagation des singularités de Meirose et Slostrand [MS]. Pour une pré-
sentation plus générale de la propagation h-micro-locale, nous renvoyons le
lecteur à Ivrii [Ï].
Nous commençons par quelques définitions et propriétés:
Soient p > l e t 0 < a < p~1.

Définition B.l.— On notera Bp^ t'espace des suites U = (ufc(x))kw
vérifiant

v/c e N, uk e Ek^ IKII < i.

Définition B.2.— On notera B l'espace des suites U = {uk(t^x))kw
telles que pour tout k, la fonction Uk G C^IR^.L2^)) est C°° jusqu'au
bord de Q, et telles que

et

n/v^ il ^ r /,-(lal+3/2)11^ ̂ Ik2^) < ̂ a^k

\\Uk\\L^W < 1-

Propriété B.3.—
Si on identifie les données initiales U]ç avec les solutions du système

{ihkQt - h^)uk = 0,
(B.l) uk\açî=0,

Uk\t=0 = Uk,Q.

l'ensemble B est inclus dans l'ensemble B et pour toute suite U de B , pour
tout opérateur Q h-pseudo-différentiel tangentiel près du bord de Q, il existe
une constante \ > 0 telle que la suite (\Q\h=hkuk) ^st dans l'ensemble B.
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Preuve
On a

Uk = ̂  U^kC^, ̂ ^fc < 1
^€Ffc

^,A;^ /. ̂ ,fc < 1?

de plus

et

et

||̂ ||̂ ) <C,AH/2

H^WL^) < C,,çAH/2

card(Ffc) < C/Ç3

(c'est une conséquence directe de la formule de Weyl).

Comme l'opérateur Q est borné L2 —^ L2, la propriété B.3 est démontrée.

Définition B.4.— Pour po ç. T*(IR< x fl), pour toute constante o > 0 et
U ç. B, on dira que po n'est pas dans le front d'onde jusqu'au bord d'ordres
de U s'il existe un opérateur h-pseudo-différentiel ( tangentiel près du bord
de ^ si po ç r*(<9^),) de symbole p(x,^ h) ( p { x ^ ' , H ) si po ç T*(8^)), à
support compact en (x,ç), d'ordre 0, elliptique au point po et une fonction
^ G C^°(IR3) égale à 1 près du point XQ (po = (^o^o)) tels qu'il existe
C > 0 tel que

(B.Ï) \\Op(p)\h=h^Uk\\L^^ < Ch^.

On écrira po i OF^(U).

On notera de plus WFb(U) = U^ç^OF^ÇU).

On notera Z = IR x IR< x Q et z = (s, x) = (s, t, y).

On notera Ef, == TT(T = rf2 ; a2 < r ^ a~2) où TT est la projection canonique
de r*z sur r*z = r*z u r*ôz.
Pour U ç. f?, on pose

(B.3) e^^^V^).
A;

C'est une distribution prolongeable à Rs x Ht x IR3-

Pour p ç. T*X soit (9(5,/?) le point de T*Z

^p)=(5,a=l,p).

On peut définir WF^Çu) dans T*^ selon la procédure standard.
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On a alors le lemme suivant dû à G.Lebeau [L] :
Lemme B.5.— Pour tout SQ, on a pour tout U ç. Bp^ et pour tout point
po e T*^,
(B.4) po e WFb(U) ̂  0(s^po) e WFb(0(U)).

On en déduit que si on note g le flot généralisé sur T*X, le front d'onde
WFb^ d'une suite U ç. Bp^ est invariant par g.
Nous allons maintenant nous intéresser à la propagation des singularités
OF^.

Théorème B.6.— Soie UQ = (uk,o)k un élément de Bp^ et soit U = (v.k)
solution des équations

(ihk9t - h^A)uk = 0,
(B.5) Uk\a^=0,

Uk\t=0 = ̂ ,0-

Alors le front d'onde d'ordre a, OF^(U), est invariant par g .

Preuve:
D'après le lemme B.5 et [L], chapitre 3, on sait que

(B.6) WFb(U) C Sb = TT({T = 772; a2 < r < a-2}),

où TT : T*(IR< x IR3) —^ r*(IR< x ^) est la projection naturelle.

Soit pQ € Sfc D {t = 0}. Nous allons montrer que si il existe un point
p^ = g(so^po} tel que p\ n'appartienne pas au front d'onde d'ordre o de U^
alors pQ n'appartient pas non plus au front d'onde d'ordre a de U. Nous
nous limitons au cas le plus compliqué :

XQ e <9^; x^ ç <9^; (pQ = (a-o^o); Pi = (^1^1))-

Dans les autres cas, il suffit d'adapter la démonstration.
Quitte à intercaler un troisième point sur le flot, nous pouvons supposer
que XQ 7^ a-i.
Nous allons appliquer la méthode de G. Lebeau [L], lemme 3.3.

Par hypothèse, il existe un opérateur h-pseudo-différentiel E(x,hD',h)
tangentiel près du bord de fî, à support près de pi, d'ordre 0, tel que
e(x,^,h) = 1 près de /?i. Il existe une fonction y?i ç. Co°(H3), identique-
ment égale à 1 près de .ri, et une constante C\ > 0 telle que

(B.7) VA;, \\E^Uk\\<C^.
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Posons

(B.8) H = {îhkQt - /î|A) = Op(r]2 - r)

et

(5.9) Vk = HE^Uk = [H, E^]uk,

alors /^[^E] = To + T-thkQxr, avec supporta) C support (E) et /)i ^
support (r,).

On écrit alors T, = T^ 4- T° + T^~

avec T^Çx^, h) = 0 pour =p(^ - ̂ i) > -<5 et ^(s, po) H support (T0) = 0.
On pose aussi

^=^+^+^+^.
(5.io) ^° = ̂ r^^i^,

^=E[Iî^i]^.

Soient w^ 'o'n les solutions de

(5.ii)
rr ±,0,n ±,0,n
Hwk = ̂  .

^^1^=0,
support (w^) C ±(< — f i) ^ 6,

support (w^71) C {^ > 0}.

On en déduit

SUp\\W^\t)\\L^ ^ H^'^i^H^^),
(B.12) ^z

<C/^

et

(5.13) sup|K(t)||^)=0(/^
t€l

pour tout intervalle borné JT de R, car support (T^) C support (£').
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Écrivons maintenant W]ç = w^ + wf^ + w^ + w^. On a alors

H{uk - E^v,k + Wfc) = 0,
(B.14) (^ - E^uk + Wfc)an = 0,

(uk - E(piUk + WÂ;)|^=O = (uk + w^)|<=o,

(si on a pris <^i = 0 au voisinage de t = 0, ce qui est possible car x\ -^ Xo).

Or si on prend A assez petit (indépendant de k\

\\\{uk - E^Uk + Wfc)|| ^1.

de plus si l'opérateur A est à support assez proche de {t = 0}, alors

(B.15) A<^o(^ - E(p^Uu + Wfc) = A(poUk + Ay?o^^

donc d'après (B.ll), il suffit de montrer que po ^ WFb(uk - E(p^Uu + w^),
donc d'après le lemme B.5 que p\ ^ WFb(uk — Ey^Uu + Wk).
Il suffit donc de construire un opérateur tangentiel P elliptique en /?i, tel
que

\\P^[uk - E^Uk + Wk}\\^ = O(h^).
Cette construction est faite par G.Lebeau [L], chapitre 3.
Nous nous intéressons maintenant à un résultat de propagation avec second
membre.

Lemme B.7.— Soie (uk) comme dans le lemme B.6, soient A un opé-
rateur h-pseudo-différentieî d'ordre 0, 60 > 0 et ^ C C00^) telle que
support(^) C [<5o,2<5o], soit Vk solution de

(ihk9t - h^Vk = ih^(t)A(uk)(t,x),

(B.16) Vk\afl = 0,
Vk\t<o = 0,

Alors pour tout po e T*(IRf x Q) H Eb H {t = To} (To > 0),

g{s, po) H OF^U) H {t e [<5o, 2<5o]} = 0 =^ po 1 OF^V).

Preuve: Pour tout s ç. [0,To], il existe un opérateur h-pseudo-différentieî
elliptique au point p8 = (s,T^a^^) intersection de la bicaractéristique
issue de po et de {t = s} et (ps ^ C^° égale à un au voisinage de (s,Xs) tel
que

(B.17) \\E^Uk\\L^x^<Ch^.
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Par compacité, on en déduit qu'il existe un opérateur h-pseudo-différentiel
P, elliptique au voisinage de l'intersection de la bicaractéristique issue de
po avec l'intervalle [0, Tb] et une fonction (p ç CQ° égale à un au voisinage
de la projection sur Z de l'intersection de la bicaractéristique issue de po
avec l'intervalle [0,To], tels que

{B.18) \\Pyuk\\L^x^<Ch^.

On écrit Vfç = v\ + vj avec v\ et v^ solutions de

{ihkQi - hi^)v\ = ih^{t)P^A(uk){t,x\
(5.19) v^ = 0,

^l«o = 0,

et

(ihk9t - hîA)vl == ih^(t)(l - P^)A(^)(^),
(B.20) ^|aî2=0,

^l«o = 0,

On a alors

KMIÎ ) < fl^^)|||P^A^||^(
Jo

^)lk^) < 1 \^{t)\\\P^Auk\\L-w
Jo

On en déduit qu'au voisinage de [0,To], ||^||L2 ^ ^^î'
Pour conclure il suffit maintenant de montrer que po ^ WFb(v^).
Or Q(U) et e(Y) vérifient

Q^Q(V) = ̂ W(Id - P^p) o A(Q,Q(U)),

Q(V) |̂  - o,
e(v) |t<o = o.

Le théorème de propagation avec second membre de MeIrose-Sjôstrand
implique alors le résultat.
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