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MICROLOCALISATION TEMPEREE

Emmanuel ANDRONIKOF

Abstract - Along the lines of Sato and his school, we build the theory
of tempered microlocalization of distributions and of holomorphic functions.
We obtain new sheaves of microfunctions and microdifferential operators,
invariant under complex canonical transformations. We apply these new tools
to the study of distribution solutions of linear systems, in the systematic way
that had been achieved in hyperfunction theory. Tempered microlocalization
is also essential in analyzing the microlocal structure of regular D-modules.

Résumé - Dans la ligne des idées de Sato et de son école, nous constru-
isons la théorie de la microlocalisation tempérée des distributions et des fonc-
tions holomorphes. On obtient de nouveaux faisceaux de microfonctions et
d’opérateurs microdifférentiels invariants par les transformations canoniques
complexes. On applique ces nouveaux outils aux solutions distributions des
systeémes linéaires, sur le modele systématique qui avait été réalisé en théorie
des hyperfonctions. La microlocatisation tempérée est également essentielle
pour analyser la structure microlocale des D-modules réguliers.
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Introduction

hyperfonctions pour les équations aux dérivées partielles (“I’analyse

algébrique” de Sato), et leur intense développement, il était regret-
table que ces mémes méthodes ne puissent en général s’appliquer aux solu-
tions distributions des systémes linéaires - sauf peut-étre ce qui concerne la
propagation des singularités - faute de disposer d’un appareillage fonctoriel
analogue a celui de I'ouvrage connu sous le nom de code SKK, mais en théorie
des distributions.

D epuis l'irruption des méthodes géométriques liées 4 la théorie des

Le présent article, se propose de tenter de combler cette lacune en jetant les
bases d’une formulation a la SKK, d’une théorie des microfonctions tempérées,
qui précise et prolonge notre travail de [Anl].

Le fait qu’une telle théorie fiit possible nous était devenu clair depuis
D’apparition du foncteur de cohomologie modérée introduit par Kashiwara
pour résoudre le probléme de Riemann-Hilbert.

Tout D’exercice consiste alors & microlocaliser ce foncteur en le foncteur
T—phom(-,O); on se place d’emblée dans le cadre général de la théorie
microlocale des faisceaux de Kashiwara et Schapira et on fabrique une version
tempérée du foncteur phom(-, 0), a 'aide d’opérations standard de la théorie
des D-modules (chapitres 2 et 3).

On obtient en particulier un nouvel anneau d’opérateurs microdifférentiels
ERS qui opére sur les microfonctions tempérées, ces derniéres étant définies
fonctoriellement. La possibilité de faire opérer les transformations canoniques
quantifiées est certainement le coeur de I'ouvrage (chapitre 5). Les applications
sont alors nombreuses, qui permettent de donner des théorémes d’annulation
et des versions pour les distributions de certaines constructions bien connues
dans le cadre des hyperfonctions (chapitre 6).

Une autre application essentielle est I’étude microlocale des modules
holonémes réguliers : elle est seulement esquissée ici (cf. 5.6 et 6.3.1). Signa-
lons que sur une variété complexe une distribution holonéme réguliére a un
front d’onde égal & la variété caractéristique du D-module qu’elle engendre
(cf. [An 4]), et que, d’autre part, dans un travail en cours de rédaction on
obtient une version microlocale de la correspondance de Riemann-Hilbert (cf.
[An 5]).

L’essentiel de ce travail a été réalisé alors que P. Schapira était a I’Université
Paris-Nord et qu'’il rédigeait avec M. Kashiwara leur impressionnante mono-
graphie [K-S 3]. C’est dire tout ce qu’il doit & ces auteurs : qu’ils trouvent ici
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0. - FORMULAIRE

On a dressé ci-dessous une liste de quelques propriétés générales et conven-
tions d’écriture classiques sur les faisceaux coniques et les D-Modules qui
seront constamment utilisées dans la suite sans qu’il y soit explicitement fait
référence a chaque fois.

0.1. - Faisceaux coniques

On renvoie & [K-S 3] pour un exposé didactique.

Soit X un espace topologique localement compact, dénombrable & ’infini. On
note D+ (X) (resp. D(X)) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes
de faisceaux bornés & gauche (resp. bornés) de C-vectoriels sur X.

Soit E — X un fibré vectoriel.

On identifie X a la section nulle et on note ¢ 'immersion X — E. On pose
o
E = E\X, Rso := R4 \{0}; on munit E/R>, de la topologie quotient (elle
est non séparée), on désigne par v 'application canonique v : E — E/Rs,,
et onnote’oy='y|o.

E

° - -1 o o-1
Soit F un faisceau sur E/Rso. Ona: F 5 5,¥ F e RI55 F =
0, Vj > 0.

Soit maintenant F' un faisceau sur E. On dit que F est conique s'’il est
constant sur les fibres de « (il revient au méme de dire y~!v,F =5 F), et
ona Ry, F=0,Vj>0.

On note Fais.coni(E) la catégorie des faisceaux coniques sur E et D} _.(E) la

sous-catégorie de Dt (E) des objets & cohomologie dans Fais.coni(E). On a les
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identifications RT.F = i~!F, RnF =i 'R x F et on a un triangle distingué

RnF — Rr,F — R?,F 5 , ot 7 désigne 7 = T|o.
E

Rappelons enfin quelques formules relatives & la transformation de Fourier
topologique, dite encore de Fourier-Sato ([S-K-K], cf. aussi [K-K 1], [B-M-V],
[Br], [K-S 3)).

Soit E* - X le fibré dual.

La transformation de Fourier F' — F” est une équivalence de catégories

D+

coni

(E) — Dt

coni

(E*),
et posséde les propriétés suivantes.

1) Pour tout F € Ob D} . (E) et tout ouvert convexe U € E (i.e. convexe
dans la fibre) on a

RI(U; F*) ~ RTy.(E; F)
ou U° C E* est par définition le polaire de U.

En particulier R['(E*; F) ~ RI'x (E; F).
2) Pour tout A fermé convexe propre de E* on a

RT4(E*; FM) ~ RI'(Int(A°)%; F) %? org/x (4,

ou £ est la dimension de la fibre de 7 et ou Int désigne lintérieur et a
Papplication antipodale; on a noté org,x le faisceau d’orientation relative
a coefficients complexes.

3) La transformation de Fourier commute au changement de base.

4) Soit f : E — E’ un morphisme de fibrés au-dessus de X, !f : E'* — E*
le morphisme dual.

On a (RiF)" ~ (4)~'(F") pour F € ObD}, _,(E) et (f'G)" ~ R(}).(G")
pour G € ObD} (E").

coni
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0.2. - D-Modules : formulaire de Kashiwara

0.2.1. Dans tout ce qui suit on entend par variété complexe une variété ana-
lytique complexe lisse; sous-variété voudra dire sous-variété lisse, localement
fermée. Soit X une variété complexe. On note Ox le faisceau structural, Qx
le faisceau des formes holomorphes de degré maximum, Dx le faisceau des
opérateurs différentiels linéaires & coefficients holomorphes sur X.

On note Mod(Dx) la catégorie des Dx-Modules & gauche et, pour (x) =
(), + ou b, on note D*(Dx) la catégorie dérivée D*(Dx) = D*(Mod(Dx)). Si

E 5 X est un fibré holomorphe on définit de maniére analogue D*(7~1Dx) =
D*(Mod(r~*(Dx)))-

Soit Z une sous-variété de X. Rappelons que

Bz\x = RTiz)Ox[dimg X — dimg 2]

est concentré en degré 0, c’est le faisceau des hyperfonctions holomorphes
d’ordre fini de [S-K-K] (cf. (1.2.1) pour une définition du terme de droite).

Si f: Y — X est un morphisme de variétés complexes, A C Y x X le graphe
de f, on pose :

Qy/x = Qy ; @O fagt (le faisceau des formes relatives),
—Ux
Dy_.x =Bajyxx ® 2x =0y ® f'Dx,
Ox f-10x

Dx—y= BA|y><x ® Qy =Dy__x ® Qy/x = f_IDx ® Qy/x .
Oy Oy f-1ox

L
Ona Dx=D g4 et Bz|x ~Dx 7 Ogz.
X—X Dz

Soient f :' Y — X et g : Z — Y deux morphismes de variétés complexes
alors :

L
(021) DZ—»Y ® g DY—>X =~ DZ—'X)
g-1D

Y

et

L
(0.2.1)bis 9 'Dxey ® Dyez=Dxez,
.-

Y
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(s’il n’y a pas risque de confusion on omettra la notation g—! dans ces
formules).

Soit f : Y — X un morphisme de variétés complexes, Z une variété complexe,
ona:

L
(0.2.2) thygo Dyxz ~DxxzeYx2z;
Y

si de plus f est une immersion fermée, on a :

L
(0.2.3) DY«—»Xg) Dxxz ~ DyxzxxZz;
X
et
L
(0.2.4) Dy.x I;@ Dx oy =~ Dy[dimg X — dimg Y]
X

Si f est lisse, on a :
L

(0.2.5) Dxey 2 Dy_x =~ fDx[dimgY — dimg X].
Y

Soit maintenant un diagramme cartésien de variétés complexes

On a un morphisme canonique

L _ L
(026) o Dy_x & f 'Dxcx: — Dycy ® Dyx.

a‘lf-le Dyl

Si de plus les fleches horizontales sont des immersions fermées et si X' — X
est transverse a Y alors

(0.2.6)bis la fleche (0.2.6) est un isomorphisme
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Le corollaire suivant des formules (0.2.5) et (0.2.6) nous sera utile (cf.
proposition 1.2.3). Soit un diagramme commutatif de variétés complexes :

Y;X’————’—+X'
N
/Y

Y ——MM X

f

ol l'on suppose que Y x X’ est une variété complexe et que le morphisme
PP q o

canonique Y/ - Y ))é X' est lisse. Alors on a un morphisme canonique

—1 L 1—1
o Dysx ® f Dxex
(0.2.6)ter a”lf ™ Dx L
— Dy.y' ® Dy x:/[dimgY ))é X' —dimgY'].
Dy

Soient X,Y des variétés complexes. Si M (resp. N) est un Dx-Module (resp.
Dy-Module), le produit tensoriel externe de M et N est par définition le
Dx xy-Module noté M XI N

MNdff Dxxy Q& WMEWN),

Dx Xl Dy

ou FXIG = a; g ®4qy 1G désigne le produit tensoriel externe des faisceaux
()
FetG.

Dans ’expression précédente, comme dans toute la suite, on adopte comme
convention que tout produit tensoriel (resp. tout foncteur RHom) non indicé
est réputé étre pris sur (le faisceau constant) €.

Le produit tensoriel externe de M € ObD*(Dx) par N' € ObD%(Dy) est
I'objet M X] N de D*(Dx xy) défini par la méme formule que précédemment,

moyennant la convention que si un (bi-) foncteur T" est exact (en chacun de
ses arguments), on désigne par la méme notation T le (bi-) foncteur dérivé.

Soit X une variété complexe, § : X — X x X immersion diagonale.
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L

Soient M € ObD*(Dx) et N' € Ob D*(Dx), alors M 68) N est aussi un objet
X

de ObD*(Dx) et on a

L
(0.2.7) MSN=D , M EN),
Ox X—XxX 6 'Dxxx D
et
L L L L
(0.2.8) Qx M) N =2Qx (M R N).
Ox Dx Dx Ox

Rappelons enfin que x = RHomyp, (Ox,Dx)[dimg X], et que pour tout
M € ObD%(Dx) on pose

L
DRx(M) = RHomp, (Ox, M) (29){5@ M[—dimq:X]).
X

Toutes les formules ci-dessus se trouvent essentiellement dans [S-K-K], K 1,
2, 3,4, 5, 6] (cf. aussi [S1], [Be], [Bj2]), mais les formules de numéros 0.2.4,
0.2.5, 0.2.6, 0.2.6, 0.2.6 bis et ter n’y sont pas explicites. Pour la commodité
du lecteur on trouvera leur démonstrations en paragraphe 0.2.3 plus bas.

0.2.2. Soit X une variété analytique réelle.

On note Ax le faisceau des fonctions analytiques réelles sur X, 2x le faisceau
des formes de degré maximal & coefficients analytiques, orx le faisceau
d’orientation sur X & coefficients dans €. (Si X est la variété réelle sous-
jacente & une variété complexe on considére X comme orientée.) Le faisceau
des densités analytiques est noté

Vx d=efﬂx Qorx.

Si f:Y — X est un morphisme de variétés analytiques réelles on pose, pour
rester en conformité avec les notations de [K 5] :

ory;x =ory @ f‘lorx
Dy_x = Ay ®-1.4, f ' Dx,

Dxey = f7'Dx ®f-145 Vy/x,
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ou Vy,x est le faisceau sur Y des densités relatives
_ —1(1)®—1
Vy/x = Vy f_?Ax 8.

On a encore les formules (0.2.1), (0.2.2), (0.2.3), (0.2.6)bis, mais la formule
(0.2.4) est a remplacer par

f:Y — X immersion fermée, alors
(0.2.9) {

L
Dy_x 1;87 Dx.y ~ Dy ® ory;x[dimr X — dimR Y],
X

et la formule (0.2.5) est & remplacer par

f:Y - X lisse alors
(0.2.10) L 1 . .
Dx—y ’D® Dy_x ~ [T Dx ®ory;x[dimr Y — dimp X].
Y

Les catégories D*(Dx) et D*(17'Dx) (E-5 X un fibré analytique réel)
sont définies de maniére analogue au cas holomorphe et on désigne par

Dz ..(171Dx) la sous-catégorie de D*(7~1Dx) des objets & cohomologie dans

Fais.coni(E).
0.2.3 - Démonstration de quelques formules

- d’apres des indications de Kashiwara (les erreurs éventuelles sont & attribuer
au seul copiste).

Les variétés sont ici supposées complexes. Dans les démonstrations ci-dessous
on note z pour dimgX etc.

Démonstration de la formule (0.2.4)

Soit Y < X une immersion fermée. On a Dxy = By|yxx 6@ Qy, donc
Y

L L
Dyw.x ® Dx—y = Dyw.x ® (Byjyxx ® Qy)
Dx Dx Oy

L
~ Dyxywyxx ® (Byjyxx ® Qy)
Dy x x Oy

=~ Byjyxy S Qy[ly+2) - (y+y)

=Dy_y[z -y,
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dans le premier isomorphisme on a utilisé (0.2.3), et, pour le second, on
applique la formule (0.2.11) ci dessous.

Q
Soient
Z—>Y X
(0.2.11) les inclusions de trois variétés complexes fermées. Alors
L
Dyox ® Bzix ~ Bzylz —y).
Dx
On effet on a (cf. [S-K-K]) :
L L
Dy_.x ® Bzjx = Oy ® RI'(zOx[z — 2] ~ RT'|z(Oy ® Ox)[z — 2]
Dx Ox Ox
= RT(z|0y[z — 2] = Bzjy[z — 4] .
%

Démonstration de la formule (0.2.5)

Soit f: Y — X lisse et notons £ = dimgY — dimgX. Pour tout Dy-module &
L
gauche M on a RHomp, (Dy—x, M) ~ Dy._x ®p, M|—¥)], en particulier

L
Dx<_Y1;® Dy_x ~ -Rﬂompy(qux,DY_.x)[e] .
1%

D’autre part, on a une fleche (de f~!Dx-modules & droite a priori) f~!Dx —
Homp, (Dy—x,Dy—x), résultant de I'utilisation de ’élément canonique de
Dy_x, d’ou une fleche canonique dans la catégorie dérivée f~1Dx —
RHomp, ( Dy—x,Dy—x). On obtient donc une fleche canonique

L
f'Dx — DX‘—Y‘? Dy_x[-{).
Y

En prenant un systéme de coordonnées locales Y = X x T, on vérifie que c’est
bien un isomorphisme (utiliser la formule 0.2.2).
Q
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On aura également besoin des deux formules auxiliaires suivantes. Soit d’abord
un diagramme commutatif de variétés complexes

X—Y

N

zZ
avec X — Y et X — Z des immersions fermées. Alors

L
(0.2.12) Dzy 2 Bx|y ~ Bx|z -
Y

L L L L
Eneffet, onaDz_y ® Bxly ¥ Dzey @ (Dy—x ® Ox)~Dzex ® Ox =~
Dy Dy Dx Dx
Bx|z -

Considérons maintenant un diagramme cartésien dont les fleches horizontales
sont des immersions fermées

YIQ——>X/
o B

Ye—X .

On a un morphisme canonique
(0.2.13)

L
Dxnx ® B 'Byix — By x,
B~'Dx

(0.2.14)  si de plus B est transverse a Y, (0.2.13) est un isomorphisme .

On laisse le soin au lecteur de vérifier ces deux derniéres formules.

Démonstration de la formule (0.2.6)

En omettant dans ce qui suit les notations d’image inverse de faisceaux, on a
d’une part, un morphisme

L
(0215) Dy.x ® Dx—x — BYIIYXXI ® Qx- ,
Dx Ox/
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obtenu de la maniére suivante

L L L
Dy_x ® Dx—x =Dy_x ® (Dx ® Qx//x) =Dy_x ® Qx//x
Dx Dx Ox Ox

L
=Qx/x ® (By|lyxx ® Qx)
Ox

— (Oyxx' ® Qx'/x) ® By |y xx ® Qx
Oxr Oy xx
=O0yxx' ® Byyxx ® Qxr,
Oy xx Oxr
— Byrjyxx: ® Qx,
ol dans 'avant derniére ligne on a remarqué que Qx: = Qx//x ® Qx, et

ou dans la derniére on a appliqué la formule (0.2.13) dans la 51tuatxon du
diagramme cartésien

Ye—SY xX

u}

Y—>Y xX .

D’autre part on peut écrire

L
Dy.y: ® Dy x' = Dy .y D® By y:xx: ® Qx:
Y/

YI
~ (Dyxx'—y'xx' % By yxx) ® 5%
Y/x X'’

~ BY'|YXX’ 0% QX/’
Oxs

ou ’avant dernier isomorphisme résulte de la formule (0.2.2), et le dernier de
la formule (0.2.12) appliquée au diagramme

Vie——Y' x X'

|

Y x X'

Le morphisme (0.2.6) résulte donc de la comparaison avec (0.2.15).
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Démonstration de la formule (0.2.6)bis

On peut écrire

L L
Dywx ® Dx—x' =Dyox @ (Bxx'xx ® Qx)
Dx Dx Oxr
~ (Dyxxraxxx' _ ® Bxixxx) ® Qx
Dxxx’ Oxt

~ Byyxx: ® Qx,
Oxs

ou I'avant dernier isomorphisme résulte de la formule (0.2.3), et o1 le dernier
résulte de la formule (0.2.14) appliquée dans la situation du diagramme
cartésien

Y e— S5Y x X'
X —XxX'.

Démonstration de la formule (0.2.6)ter

Posons Z =Y ; X'. On suppose donc que Z est une variété est que Y’ — Z
est lisse. On écrit :

L L L
Dy.y' ® Dyrx ~Dy_z ®(Dz—y' ® Dy_z) ® Dz_x:
Dy/ Dz Dyl DZ
L L ,
~Dy.z ® Dz @ Dz_x'[y — 2
Dz~ Dy
L
~Dy.z ® Dz_x'[y — 7]
Dz

L
— Dy_x ® thxl[dimq:Y/ — dimgY X X'] s
Dx X

ou on a appliqué successivement les formules (0.2.1)bis, (0.2.5), et (0.2.6).
Q






1. - RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LES FONCTEURS TH
ET RH DE KASHIWARA

On a rappelé dans les paragraphes 1.1 et 1.2 des notations et résultats de [K 5]
qu’on a fait suivre de propositions supplémentaires, utiles également dans la
suite, qui sont essentiellement des corollaires du théoréme d’image directe de
Kashiwara.

1.1. - Le foncteur TH = T—Hom(-, Db)

Soit X une variété analytique réelle (paracompacte). Rappelons qu’un faisceau
F de @-vectoriels sur X est dit IR-constructible si

1) Vz € X dimF; < o0, et

2) il existe un recouvrement localement fini (X;)jez de X par des
ensembles sous-analytiques X; tels que pour tout j, F Ix est localement
3

constant.
Du théoreme de triangulation résulte le critére suivant.

Si F est IR-constructible, il existe une filtration F' = Fo D F; D --- D F; D
Fj41 D --- de F par des faisceaux IR-constructibles F; et une famille (Z;);
de sous-ensembles sous-analytiques localement fermés Z; tels que :

(1.11) 1) pour tout j, Fj/Fjy;1 ~ gz, ,
- 2) localement sur X,on a F; =0 pour j assez grand.

On note R—c(X) la catégorie des faisceaux IR-constructibles sur X, Df__(X)
la sous-catégorie de D®(X) des objets & cohomologie R-constructible. Alors
on sait (cf. [K 5]) que 'application naturelle :

(1.1.2)  DY(R —¢(X)) — D% _(X) est une équivalence de catégories.
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On note Dbx le faisceau des distributions sur X. Soit U un ouvert de X et
u € I'(U; Dbx); u est par définition une forme linéaire sur I'c(U;C§ ,? Vx)
X

continue pour la topologie de Schwartz.

Soit z € 8U. Rappelons qu’on dit que u est tempérée en z s’il existe un
voisinage ouvert V de z et v € I'(X; Dbx) tels que V| yny = %y b on dit
que u est tempérée si elle est tempérée en tout point de U, et il revient au
méme de dire que u est la restriction a U d’une distribution définie sur X ; on
dit encore prolongeable au lieu de tempérée; on notera S (U) le sous espace
de Dbx(U) des distributions prolongeables (cf. [Ma]).

Pour F faisceau IR-constructible, on pose, suivant Kashiwara :

T-Hom(F,Dbx)(U) = {¢ € T'(U; Hom(F,Dbx)); pour tout
(1.1.3) ouvert sous-analytique relativement compact V C U et pour
toute section s € I'(V;F), ona ¢(s) € Sx(V)}.

Alors U — T—Hom(F,Dbx)(U) est un faisceau (cf. [K 5]) que I'on note
THx(F) ou TH(F) et on a les propriétés essentielles (1.1.4), (1.1.5), (1.1.6)
et (1.1.7) suivantes (cf. [K 5]) :

(1.14) TH(F) est un C¥-Module, en particulier c’est un faisceau mou.

Dans le point suivant U est un ouvert quelconque de X.

Pour tout ouvert sous-analytique V C X on a
M(U;TH(Gy)) = Sp(UNV),

et pour tout fermé sous-analytique Z C X on a
TH(Fz)=TzTH(F).

(1.1.5)

(1.1.6) Si f est une fonction analytique sur X et U = X \ f~1(0), on
a TH(Fy) = TH(F); (localisation par f), en particulier 'opération de
multiplication par f est bijective sur TH(Fy).

(1.1.7) Le foncteur F — TH(F') est un foncteur exact de IR— ¢(X)° dans la
catégorie Mod (Dx) des Dx-Modules.

On notera donc de la méme maniere le foncteur dérivé du précédent
TH : D _.(X)° ~ D*(R — ¢(X))° — D®(Dx).

Il nous sera commode d’utiliser la notation suivante.
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Soit 2 un ouvert sous-analytique de X et F un sous-faisceau de Dbx.

Pour tout ouvert U de X on pose :

(1.1.8) FYU)=T(UNQ; F)NS,;(UNN),

ce qui définit le sous-faisceau F'~% des sections de I'gF prolongeables en
distribution & travers 8Q (i.e. Ft= = o F NTHx(Cq)).

Les remarques suivantes nous seront utiles.

Soient F' un faisceau IR-constructible sur X, U et V deux ouverts de X, avec
V sous-analytique et V CC U.

(1.1.9) (i) Si U est sous-analytique, I’injection canonique
I'(X;TH(Fy)) — I'(X; Hom(Fy,Dbx)) = I'(U; Hom(F, Dbx))
est d’image dans I'(U; TH(F)).

(1.1.9) (ii) La restriction I'(U;TH(F)) —T(V;TH(F)) est d’image dans
(X, TH(Fy)).

(1.1.9) (iii) La fleche I'U; TH(F)) — I'(X; TH(Fv)) est surjective.

Les points (i) et (ii) résultent de la définition et (iii) de ce qu’on peut supposer
U sous-analytique, de 'exactitude de TH(-) et de ce que TH(Fy) est mou.

Remarquons aussi que pour tout F € ObDf;_ (X)etz€ X on a
H’(TH(F)), = lim H’ (RT(X; TH(Fy))),
v
ou V parcourt une base de voisinages ouverts sous-analytiques de z, comme
il résulte de (ii).

Rappelons maintenant les opérations sur TH. Le résultat fondamental est le
théoréme d’image directe de Kashiwara :

THEOREME 1.1.1. [Kashiwara, loc. cit.]. — Soient f : Y — X un morphisme
de variétés analytiques réelles et F € Ob(D%_ (Y)) tels que f soit propre sur
supp(F') . Alors on a un isomorphisme canonique

Rf. (Dx.y 15% THy(F)) = THx(Rf.F).
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Mais on n’a pas de théoréme d’isomorphisme d’image inverse en général.

Examinons d’abord le cas d’un morphisme lisse f : Y — X de variétés
analytiques réelles. Soit F' € Ob D% __(X). On a un morphisme naturel

L
(1.1.10) Dy_.x ; @D fTITHx(F) — THy(f7F).
- X

On le construit comme suit. On a ’injection

Dy_x ® f'Dbx — Dby
f-1Dx

des distributions sur Y & parameétre analytique dans la fibre. Pour tout
F € Ob(IR — ¢(X)) on a donc un morphisme canonique

Dy_x ; & f~YHom(F, Dbx) — Hom(f ' F, Dby)
—*Dx

obtenu par la composition :
Dy_x ® f'Hom(F,Dbx)=Dy_x ® Hom(f 'F,f 'Dbx)
f-1Dx f~1Dx

=Hom(f1F,Dy_x ; ® f~1Dbx) — Hom(f~1F, Dby).
- X

On remarque que le morphisme

quxf ® fITHx(F) — Hom(f ' F, Dby),
-1 X

induit par le précédent, est & valeur dans THy (f~1F), par exemple parce que

c’est vrai pour F' = €4, A sous-analytique qui est fermé ou bien ouvert, et

en remarquant que le foncteur (contravariant) Dy_, x ® FITHx () est
f~1Dx

exact (Dy_x est plat sur Dx). On en tire le morphisme
Dy_x ® f'THx(F)—THy(f'F),
f~1Dx
qui définit une transformation de foncteurs exacts sur IR — ¢(X), d’oti le
morphisme (1.1.10) pour tout F' € ObD§_(X).

Si X = {pt}, la variété réduite & un point et F = €, le terme de droite de
(1.1.10) est THy (Cy) = Dby tandis que le terme de gauche est Ay qui n’est
pas méme de la forme THy (G).

Dans le cas d’une immersion on a néanmoins la
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ProposITION 1.1.2.. — Soit j : Y — X limmersion d’une sous-variété fermée
de codimension £ dans X et soit F € ObD};_.(X). On a un isomorphisme
naturel

L ~
Dy_x ®Dx THx(F) — THy(FIY) ® OTY/X[Z]'

Démonstration

On a un triangle distingué Fx\y — F — Fy Ll», d’out un triangle distingué
(1.1.11)
1

L L L
Dy_x ® THx(Fy) - Dy_x ® THx(F) — Dy_x ® THx(Fx\y) == .
Dx Dx Dx

L
Vu le théoréme d’image directe, on peut écrire THx (Fy) ~ j.(Dx—y ®p,
THy(F|Y)), donc

L L L
Dy—x ® THx(Fy) ~Dy-x ® Dx.y ® THy(F|,)
Dx Dx Dy
o~ THy(Fly) ® O'r‘y/x[f].

Alors la fleche de 1’énoncé se déduit de la premiére fleche de (1.1.11). Pour voir

L
que c’est un isomorphisme, il suffit de montrer Dy_,x ®p, TH X(Fx\y) =0.

Soit Y : 3 = 23 = ... = x4 = 0 les équations de Y dans un systéme de coor-
données locales sur X ; si £ =1 on sait que z, : THx (Fx\y) — THx(Fx\y)

L L
est un isomorphisme, vu (1.1.6), d’ott Dy_,x ®pyx THx(Fx\y) = Ay ®ax
THx(Fx\y) = 0, et on conclut par récurrence sur £, on écrivant Y = Y1 NY;

L
onY;:z;=0,Y2:2, = =1z, =0, et en appliquant Ay Q, (-) =
L
(Ay,/z14y,) ®ax (*) au triangle distingué
1
Fx\(ruvy) = Fx\v, ® Fx\y, = Fxyy ==

Q

Par exemple, soit X = IR™ et Y ’hyperplan Y = {(z1,2’);z; = 0}; pour
~ L
F = @y (cas Y caractéristique) on trouve I'isomorphisme Dby = Dy _, x ®p,
I'yDbx |Y[-— 1]. Pour F = Cx (cas Y non caractéristique) on trouve ’isomor-
~ L
phisme Dby — Dy_,x ®p, Dbx |Y[—1]. Ce qui est une maniére de dire que
z; est surjectif sur I'yDbx (resp. Dbx) et de noyau isomorphe & Dby.
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ProposITION 1.1.3. — Soit f : Y — X un morphisme lisse de variétés analy-
tiques réelles et soit F € ObDf_.(X). On a un isomorphisme canonique :

L ~
Dxy ® THy (f'F)«= f'THx(F)
Y

Démonstration

L
Soit £ la dimension de la fibre de f; appliquant le foncteur Dx. y ®p, (-) &

L
(1.1.10) et utilisant I'isomorphime Dx .y ®p, Dy_x =~ f~'Dx ® ory,x[f]
du (0.2.10), on en tire le morphisme de ’énoncé

L
f'THx(F) ~ f'THx(F) ® ory;x|[f] — Dx.y ®p, THy(f'F),

et il reste & voir que c’est un isomorphisme. Il revient au méme de montrer
que le morphisme

L
fT'THx(F) — Dx.y ®p, THy(f'F) ® ory; x|~

est un isomorphisme. La question étant locale sur Y, on peut se ramener
par le dévissage (1.1.1) & le montrer pour F = €z , Z sous-analytique
localement fermé, puis, en considérant la suite exacte 0 — (])7\ gz — Oz —

Cz — 0 a le montrer pour F' = €z, Z sous-analytique fermé. On peut aussi
supposer, par récurrence, que ¥ = X x IR; alors si ¢t est la variable réelle,
RHompy (AR; I's-1(z)Dby ) est quasi-isomorphe au complexe

0 — T'yo1(z)Dby 25T4-1(2)Dby — 0,

lequel est concentré en degré 0 et dont la cohomologie en degré 0 est
f‘leDbx.
Q

Soient X et Y deux variétés analytiques réelles et q;, g2 les premicre et
deuxiéme projections de X xY .

Soit F € Ob(R — ¢(X)), G € Ob(R —¢(Y));on a:
g7 "“Hom(F, Dbx) ® ¢; ' Hom(G, Dbx) =
’Hom(qle, ql"l'Dbx) ® 'Hom(qz_lG,q;l'Dby)
—Hom(g; ' F ® 45 G, ¢y ' Dbx ® g5 ' Dby)

—Hom (g7 ' F ® ¢;'G, Dbx xy),
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et ces morphismes sont ¢; 'Dx ® g5 ' Dy- linéaires, d’oti un morphisme
Hom(F,Dbx) Hom(G, Dby ) — Hom(F X G, Dbxy),

oul'on anoté FIXIG = ¢;'F ® ¢; 'G. On voit facilement que ce morphisme
{c}
passe & T—Hom(-), d’oli la :

PROPOSITION 1.1.4. — Soit F € ObDiy_(X), G € ObD},_(Y). On a un
morphisme canonique dans D*(Dxxy)

THx(F) ® THy(G) — THxxy(FE G).

1.2. - Le foncteur RH = T-Hom(:,O)

1.2.1 - Soit X une variété analytique complexe. On note X la variété com-
plexe conjuguée de X et X la variété réelle sous-jacente & X. L’immersion
diagonale X — X x X permet de considérer X x X comme un complexifié
de XR . Pour F € Ob(D¥__(XRr)). On pose (cf. [K 5]) :

RHx (F) = DRx(THxg(F)),
le foncteur RHx : D _.(X)° — D(Dx) étant aussi noté ¥x .

Si Z est un sous-ensemble analytique complexe fermé de X de codimension
pure d on a

HRHx(Cz) ~ H[dZ]Ox (cf. Kashiwara loc. cit.),
(ot le terme de droite est par définition H[dZ]Ox = mgxtéx (Ox /T, 0x).
k
Jz étant un idéal de définition de Z).

Plus généralement, pour tout K C X localement fermé sous-analytique on
posera par définition :

(1.2.1) RT'(10x = RHx(Ck).
Il résulte donc de la définition qu’on a

RHx (Ck) ~ THxg (Tx)®),

qis
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le deuxieme terme désignant le complexe de Dolbeault & coefficients dans
THxg(Ck); comme THxy (Ck) est un faisceau mou, on aura aussi :

Hij(X;Ox) = H’RT(X; RHx (Cx)) = B (T(X; THxu (Tx)®))..

e
On utilisera également les caractérisations suivantes.

Pour tout ouvert sous analytique U de X = C" et tout ouvert 2 C X on a
H°RHx(Cy)=0%Y ( =THxg(Cy) NTuOx, cf. (1.1.8)),
et

(1.22) T(H°RHx(Ty)) = {f € T(QNU;0Ox) ; pour tout compact
K C Qil existe v > 0 tel que d(z,dU)" f(z) est borné sur K N U},

ou d désigne ici une distance localement équivalente & la distance euclidienne
sur €" (pour une démonstration voir [An 2, prop. 4.3]). La formule (3.1.3)
plus bas montre aussi qu’on peut calculer RHx(Cy) & V'aide des fonctions
analytiques réelles prolongeables en distributions & travers oU.

On a aussi :
(1.2.3) {

si U C X est un ouvert sous-analytique qui est de Stein alors
RHx (Cy) est concentré en degré 0.

En effet on a, pour z € 8U, Hi RHx(Cy), = lim H’(V;THx, (Cy)©")),
V ouvert
Voz
et, dans la limite inductive, on peut se borner aux ouverts V tels que VNU

soit pseudoconvexe et le résultat découle du théoreme de Hormander sur le &
a croissance ([H1, theorem 2.6.12]).

On a le théoréeme d’image directe :

THEOREME 1.2.1. (Kashiwara [K 5]). — Soient f : Y — X un morphisme de
variétés complezes et F € ObD%_ _(YR) tels que f soit propre sur supp F.
Alors

Rf.(Dxcy gL;; RHy(F)) [dimg Y] > RHx(Rf.F) dimg X].

On va construire également un morphisme d’image inverse (proposition 1.2.3
ci-dessous).

L’énoncé suivant généralise un lemme de [K 6].
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LEMME 1.22. — Soit Y — X Uimmersion d’une sous-variété Y de X de
codimension compleze £. Soit F € ObD%__(Xw). On a un isomorphisme
naturel dans D*(Dy, ) :

L L
Dy.x %-THX[R(F) ~ DY«-'?%THYR(F‘Y) [Z] .

Démonstration
Remarquons d’abord la formule :

L L
(124) Dy_x ®Dx DXIR,‘—'YIR. = DY.-? ®Dv (DYx7 [e] IYIR) )

en effet le premier terme de (1.2.4) est aussi

L
® DX XX Y x?') IYIR

L
Dy-x ® (PxyXeyx¥lyy) = (Pyux—xxx
X XxX

L L
~ Dy XoxxX - ®_ Dy xXeyxX D ®_ Dy Xy x¥) |y‘R
XxX Y xX

L
= DYXYc—Y)(?[Z] |Ym ~Dx vy 7Sei(DYxV 4 ]Ym) )
Y
oll on a utilisé (0.2.2) et (0.2.4).

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 1.1.2. on

L
montre Dy _x ®py THxgp(Fx\y) = 0. Alors en considérant le triangle
L
distingué Fx\y — F — Fy Ll», on en tire Dy_,x ®p, THxp (F)|Y ~
L
Dy_.x ®py TH XR(FY)ly' D’autre part, par le théoréme d’image directe

L
pour TH on peut écrire TH Xn(FY)|Y ~ DxpeYr ®pyy, THyg (F| Y);
alors I'isomorphisme de ’énoncé résulte de (1.2.4).

Q

PROPOSITION 1.2.3. — Soient f : Y — X un morphisme de variétés complezes
et F € ObD%_(XRr). Alors

(i) on a un morphisme canonique

L
Dy.x ® f'RHx(F)— RHy(f™'F).
f~1Dx

(ii) Si de plus f est une immersion fermée, le morphisme précédent est
un isomorphisme.
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Démonstration

Soit z (resp. y) la dimension complexe de X (resp. Y'). Notons o : ¥ xY -Y
(resp. B : X x X — X) la premiére projection et f’ d=f(f,f) Y xY - X xX.
e

On a par définition
Dy_x & fRHx(F)=Dy_x & f~(D, x® THxn(F))[-a]
Y—X f-iDx X = —X F-iDyx pt—X Dy Xr
(1.2.5)

L L
~ a_l'Dy_.x ® fl_l(DXa—XXY,D® IB—ITHX[R(F)) [—I]I
a

~1f=1Dx e Y
modulo lidentification Dy = oDy lye.
R

1) Supposons d’abord f: Y — X lisse. On peut écrire

L
Dy_x ® [ 'RHx(F)
f-1Dx

L
~Dyx ® R’Homf—lz)—(f*1077 fTHxy (F))
f-1Dx X

L
— RHoma, (™' 0x, Dy—x ®

Dy_x Dy_.x ® f[T'THxy(F
Y_.Xf—l’DY( Y Xf—l xf X]R( )))
L -1
— R'Hommy (O?yDYm—»Xm % f THX]R(F))
“1Dxp

f 1
— RHoma, (Oy , THyy (f~'F)) = RHy (f7'F),
ou la derniére fleche est donnée par (1.1.10).

2) Supposons maintenant que f est 'immersion d’une sous-variété fermée
f:Y—>X. Ona

L L L
Dy-x B RHx(F)=Dy-x § (DxxuX|y, @ THxu(F)[-a])],,

Dxpg
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et, appliquant la formule (0.2.6)bis dans la situation du diagramme cartésien

L
ou on a fait usage du lemme 1.2.2, d’ol1 'isomorphisme annoncé : Dy _, x ®py
RHx(F) ~ RHy(FIy).

3) Dans le cas général on décompose f =Y — X en immersion puis
submersion par le graphe Y — Y x X — X et la proposition résulte de 1) et
2). '

Q

Soient maintenant X et Y deux variétés analytiques complexes. Le produit
tensoriel externe de D-Modules & droite étant défini, mutatis mutandis, et avec
des notations analogues, comme dans le paragraphe 0.2, on a Q% Oy =

Q.7 et de la Proposition 1.1.4 on tire la

PROPOSITION 1.2.4. — Soient F € ObD}_ (XR) et G € ObDY_(YR). On
a un morphisme canonique dans D®(Dxxy) :

RHx(F) X RHy(G) — RHxxy(F ® G).
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1.2.2 - Relation entre TH et RH, valeur au bord et réalification
tempérées

On a la formule suivante qui calcule TH & partir de RH (le chapitre 3 en
donnera une version microlocale).

PROPOSITION 1.2.5. — Soit M une variété analytique réelle, X = MCT
un complezifié de M et notons j lUimmersion 7 : M — X. Pour tout
F € ObD%_.(M) on a un isomorphisme canonigue

(1.2.6) THy(F) ~ RHx (j. F) ® or[dim M]| .

Démonstration

Remarquons que X (resp. X) étant un complexifié de M on a un morphisme
complexe canonique de conjugaison (défini au voisinage de M dans XR)
¢: X — X, donc un complexifié de I'injection j : M — X est I'immersion
diagonale ¢ : X — X x X, définie par z +— (z,c(z)), et on a

Dxpem =D _ orum.
Xr—M XxX<L—X'M® M

L
D’autre part, vu le théoréme d’image directe, on a : Rj.(Dxp—M ®p,,
THp(F)) ~ THxy, (4. F). Alors on peut écrire :

RHx (j.F)|,, [dimgX] = D, x

pte

L
T i« F'
58_;? Hx (5:F))

—1 L . L
=57 Py 8 Ri(Pxers § THu(F)))

X
L L
o (DX‘—XXYD;G;YDXx%‘—x”M%THM(F) ® orym

~THy(F)®orpy .
Y

Pour F = @), la proposition précédente se réduit a la formule “bien connue”
(cf. Ma)) :
Dby =~ RF[M](')X ® OTM[dimM] IM'
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Remarquons que la proposition analogue ou ’on remplace les distributions
par les hyperfonctions est immédiate, et s’écrit

RHom(F, By) ~ RHom(j.F,Ox) ® ory[dim M] | .

Remarque 1.2.6

Plus généralement, si X est une variété analytique complexe de dimension n et
j : M — X Pimmersion d’une sous-variété réelle de codimension quelconque
d, on aurait démontré de maniére analogue la formule

pour tout F € ObDf_. (M) ona

1.2.7 . . L
20 REx(.F) = Riu(Dxcme |y $ THu(F)) @ orwl-nl,
M

ou M® — X désigne I’application _holomorphe canonique déduite d’une
complexification de j en M® — X x X.

(On notera qu’ici Dxgem = Dy, 3. M| 5 ® ora, vu les conventions du
paragraphe 0.2.2.)

On n'utilisera pas ici cette formule (cf. cependant § 6.3.2).
Valeur au bord

On définit ci-dessous les analogues tempérés des morphismes de valeur au
bord et de réalification de [S-K-K].

On adopte pour les valeurs au bord le cadre général élaboré par Schapira dans
[S 2.

Si M est une variété réelle et F € Ob D®(M) on notera Dy F = RHom(F,Cuy)

le dual, qu’on désignera également par F* = Dy F s'il n’y a pas risque de
confusion.

Rappelons que si N C M est une sous-variété fermée on a
Ty = RUNCy =~ OTN/M[dimRN —dimg M].

Soit 2 C M un ouvert. On dira ici que 2 est ouvert a bord C° si la condition
suivante est satisfaite

(1.2.8) Q est I'intérieur d’une sous-variété topologique a bord.
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Soit maintenant X une variété complexe de dimension n, et soit Q C X un
ouvert & bord C°.

Soit M une sous-variété analytique réelle fermée de X de codimension d et
telle que

M c 0.
La fleche canonique Cg — Cps définit par dualité(®) la fleche

(1.2.9) orp(—d] =~ orpyx[—d] — (Cg)* ~ Cq,

d’ott un morphisme RHx (Cq) — RHx (Cpr)® orp[d] dont la cohomologie en
degré 0 est par définition le morphisme de valeur au bord

(1.2.10) 0?22 Hityy Ox ® oru.
On note de la méme manidre la fidche de valeur de bord de [S-K-K] et [S 2]

(1.2.11) I'aOx &Hg,!(Ox@OTM

obtenue en appliquant le foncteur RHom(-,Ox) a (1.2.9), et celle-ci est com-
patible & (1.2.10) via la transformation de foncteurs RHx (-) — RHom(-,Ox).

Ces morphismes sont D-linéaires.

Si M est une sous-variété générique, le terme de droite de (1.2.10) (resp.
(1.2.11)) est le faisceau des CR-distributions (resp. CR-hyperfonctions) sur
M (pour les CR-distributions cela résulterait déja de la formule (1.2.7), mais

on trouvera plus généralement au paragraphe 6.3.2 un énoncé microlocal).

Réalification

On laisse au lecteur le soin de vérifier les assertions suivantes (qui résultent de I’emploi du
complexe dualisant).

Si  est un ouvert de X = RN tel que N est une variété topologique, on a l'équivalence

(Q vérifie la condition (1.2.8)) = ((Rl"ﬁ(vx-)lan = 0),

oraq x est trivial et (RFQ(BX)lan = Cpq,
et si cette condition est vérifiée on a : mﬁl' RTaCx (= (Ta)*)
Cq — RTgCx (= (Tg)*).
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Soient M une variété réelle de dimension n, N — M une sous-variété réelle
de codimension d, et Y — X une complexification de N <— M. Le morphisme
canonique Cy — Cp produit par la dualité (-)* = Dx(-) le morphisme

(1.2.12) ory[—n] — Cy[—d],
d’ol1 le morphisme de “réalification”
(1.2.13) By|x — I'n Dby ® orn/m
obtenu en appliquant RHx () & (1.2.12). Plus précisément on obtient
RHx(Cy)[d] ~ RI'|y|Ox|[d] ~ By|x —

RHx(Cn)[n]® ory ~ THM(CN) ® orn/pm = Tn Dby @ ornyar
ou on a utilisé la proposition 1.2.5 avec F = Cy.
Le morphisme de réalification de [S-K-K]

B,°,°'X — I'nBm Q@ orn/m

obtenu par application de RHom(-,Ox) & (1.2.12) est injectif (cf. loc. cit.) et

induit (1.2.13). Ces morphismes sont D-linéaires.

1.3. - Le cas T-constructible

Notons d’abord que dans le cas C-constructible les propriétés d’image inverse
et de produit tensoriel externe peuvent étre considérablement renforcées grace
a la “correspondance de Riemann-Hilbert”. On note :

Db, (X) la sous-catégorie de D(X) des objets & cohomologie @ - construc-
tible,

Reghol(Dx) la sous-catégorie de Mod(Dx) des Dx - modules holonémes
réguliers,

Db_, (X) la sous-catégorie de D®(Dx) des objets & cohomologie holondme
réguliere,

et si M est un objet de D®(Dx) on pose Sol(M) = RHomp, (M, Ox).
Rappelons que les foncteurs (contravariants)

M€ O0bD?_, (Dx) + Solx(M) € ObDl,_.(X)
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et
F e ObD}_.(X)— RHx(F) € ObD?_,(Dx)
sont bien définis et sont quasi-inverses I’'un de l’autre, [K 1], [K 3], [K 5],
(cf. aussi [Me] pour une autre version de cette correspondance).
On désignera ici par Perv(X) la sous-catégorie de DY __(X) équivalente
par le foncteur de cohomologie modérée RHx(-) & Reghol(Dx); id est, si

F € ObDY_.(X), on a F € Ob(Perv(X)) si et seulement si RHx(F) est
concentré en degré zéro.

COROLLAIRE 1.3.1. — Soit F € ObD%__(X), G € ObD§__(Y), alors

RHx(F) ® RHy(G) =5 RHxxy(F ® G)

Démonstration

Posant M = RHx(F), N = RHy(G), il suffit d’appliquer le foncteur
RHx «y(+) aux membres de I’égalité suivante

Solxxy (M X N) = (Solxy M) X (SolyN) , cf. [K-K 2] (voir aussi [Me]).
Q

COROLLAIRE 1.3.2. — Soient f : Y — X un morphisme de variétés complezes
et F € ObDg_.(X). Alors

Dy __x f—?%p f'RHx(F) > RHy (f'F).

Démonstration

Il suffit de montrer que le morphisme donné par la proposition 1.2.3 est un
isomorphisme quand f est une submersion, puisque si f est une immersion,
I’isomorphisme est déja assuré dés que F est IR-constructible (proposition
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1.2.3). Supposons donc f lisse; la propriété étant locale sur Y on peut supposer
Y =7 x X, f étant la deuxiéme projection. Alors

L L
Dy—x ®s-1py f'RHx(F) = Ozxx ®ox RHx(F)
~ RHzyxx(Cz X F) = RHy(f"'F),

vu le corollaire 1.3.1.

Rappelons enfin que si F € ObD},_(X) et G € Ob D} _(Xmr) on a
(1.3.1)  RHomp,(RHx(F),RHx(G)) ~ RHomgy (G, F) (cf. [K 5]).

Plus généralement Bjork a montré le

TutoriMmE 1.3.3 ([Bj 2], [Bj 3]). — Soient F € ObD}__(X) et G €
Ob D} _.(Xw), alors

() RHx(F) § THxa(G)~>THxy(F®G),
(i)  RHx(F) g% RHx(G) ~> RHx(F ®G).

Remarquons que le morphisme canonique du (ii) s’obtient en utilisant (0.2.7)
puis les propositions 1.2.4 et 1.2.3; le morphisme canonique du (i) résulte de
(ii) par la proposition 1.2.5.






2.- MICROLOCALISATION TEMPEREE DES DISTRIBUTIONS

On définit les notions de spécialisation et microlocalisation tempérées du
foncteur TH le long d’une sous-variété ainsi que la version microlocale du
foncteur TH (paragraphes 2.1, 2.2, 2.3). La définition qu’on donne ici de la
spécialisation tempérée, plus compliquée a priori que celle indiquée dans la
premiere note de.[An.1] (rappelée dans la remarque 2.1.16), a Pavantage de
rendre les opérations plus limpides (paragraphe 2.4). On suivra en général les
notations et définitions de [ K-S 2], [K-S3].

2.1. - Spécialisation tempérée des distributions

Soient X une variété analytique réelle de dimension n, Y une sous-variété de
codimension £ dans X, Ty X — le fibré normal.

On considére ’éclatement réel de X le long de Y (“déformation au fibré
normal”), i.e. on se donne en particulier une variété analytique TyX , -une
application (p,t) : Ty X — X x IR et une action du groupe R* := IR\{0}
sur Ty X | (s,Z) — s Z, qui vérifient les propriétés suivantes :

p~}(X\Y)  estisomorphe & (IR\{0}) x (X\Y)
t~(c) est isomorphe & X pour tout c#0
t=1(0) est isomorphe & Ty X

et, notant s l'injection Ty X — Ty X ,  Pouvert Q& = {t > 0} C TyX, j
Pinjection j : Q@ — Ty X, p=po j, on a le diagramme commutatif

Ty X —5 S TyX —1 >q

(I

Ye——- X
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On écrira le plus souvent dans la suite X au lieu de TyX . On note 6 le
générateur infinitésimal de l’action de IR\{0} sur X , i.e. 8 est le champ de
vecteur défini par z € X — 6; = %(sd)ls:l. Sur Ty X, 6 induit le champ
d’Euler.

Soit z = (z/,z") un systéme de coordonnées locales sur un ouvert U de X
ol Y est définie par =’ = 0 et notons (¢,Z’,z”) le systéme de coordonnées de
p 1 (U) = R x U; alors t est la projection (¢,Z',2”") e RxU — t € R et
p Papplication (t,Z’,z") — (tZ’,z"); laction de s € R\{0} est définie par
s-(t,%',2") = (s7'¢,53',z"). Dans ces coordonnées on aura donc

6= (ITI’,D,-;I) —tDy.

Remarquons que si f € A; on a f-f =0 si et seulement si f est localement
constante sur les fibres de p.

On utilisera aussi les faits suivants :

1) L’orientation relative ors . est triviale, i.e. org,, ~ @

X/X X/ X X
2) Le fibré Q5 /X des formes relatives est trivial, i.e. il y a un isomor-
phisme canonique (de Ag-modules) Qg /x = Ag .

Vérifions ce deuxiéme point (dont résulte le premier). Sur un ouvert de
coordonnées U de X comme ci-dessus, la forme relative v = dt A dZ’ A dz” ®

(dz' A dz")®~! engendre Q5 = Qf p_% . p Q% comme Ag-module,

d’ou1 un isomorphisme ¢y : A)ﬂu — Qi x|y Remarquons que sur ¢t # 0
on a v = t~tdt Ad(ti') A dz" ® (dz’ A dz”)®! (£ est la codimension de Y’
dans X et 2’ = tZ’). Soit maintenant U’ un autre ouvert de coordonnées, et
soient v’ et y- les objets construits de maniére analogue & v et @y ; alors sur
Pouvert (UNU’)\{t = 0} on a, la coordonnée t étant canonique, 'identification
v = t~%dt = v’ (comme sections de Ag-modules), d’ou ey = Id sur
(UNU")\ {t=0},doncsur UNU".

LEMME 2.1.1. — On a un morphisme canonique de Dy -modules a droite :

Dg/®+t-1)Dg — Dy x>

et c’est un isomorphisme en dehors de Ty X.
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Démonstration

Soient 1 FaX la section canonique de D)'('—» x et v E Q %/x la forme relative

canonique; alors 13 . ® v est une section globale qui engendre Dy,

X
Dz .x P'%x Qk'/x’ d’ol le morphisme Dy — D, 5 défini par 1 —
15('_.X®‘U.

D’autre part, par définition de I’action des D-modules & droite, on a
(15('—»X ® v).o;{(—a.li_’x) Qutlz ® (v.8) = 0+ 1z x® (—=Lgv),

ot Ly est la dérivée de Lie ([Lg,d] = 0). On a Lev ~ Le(t~%dt) =
(Lot~t)dt + t~tLg(dt) = (6t=%)dt + t—4d(0t) = lt~tdt — t—tdt = (£ — 1)t~4dt.
On trouve donc (15  , ®v).(6 + £ —1) = 0, et le morphisme canonique
Dy - Dy _x induit le morphisme de 1’énoncé.

Ecrivons alors D, % = Dx.—)'fxx.D® Di.x % Ou X — X x X est

X xX

'immersion X —>A — X x X, A le graphe de p, et X x X — X la

projection, et plagons-nous dans un systéme de coordonnées locales comme
plus haut. On a A={tz,2"¢,y)e X xX; y =tz;y" =2"},
et

DXw—i(' jad

(Dfxx/(Dt’ D, Dz")Dfo) D? (Dfxx/'D}?«xx(y' _ txl’ yll _ :L‘")).

XxX

Soit Z la variété X x X munie des coordonnées (t,z’,z",2',y") ot 2’ = ¢/ —t2’;
alors D, < s’identifie &
X=X

(DZ/(tDz’ - D!t’v (zlv Dz’) - Dt7D:t”)DZ) 1;@ (DZ/DZ(Z/,ZU" - 13”)) )

z

et on voit sur cette formule que pour ¢ # 0 ce D z-module a droite est bien
isomorphe & Dg/(0 + £ — 1)Dy (mais D, n’est méme pas cohérent au
voisinage de la section nulle de T'y X (d’équations t =0, =’ = 0)).

Q
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LEMME 2.1.2. — Soit F € ObD} _c()? ). Le morphisme précédent induit les
isomorphismes

L ~ L
x x
(ii)
L ~ L
D, = ® RHom(Fq, Db:\;) — (D)'(*/(o +4— 1)D§E) ’ISGLRHO’ITL(FQ, Dbf) .
X

X=X p.
X

Démonstration

(i) Soit £ le complexe borné de Dg-modules & droite défini par le triangle
distingué
+1
— L.

Dg/(0+£—-1)Dg — D,
Posons G = F. On a un triangle distingué

X

L L L
(Dg/(0+£-1)Dg) & TH(G) — Dy _5 ® TH(G) — L & TH(G) ity
X X

X

L
et on doit montrer £ ®D~ TH(G) =0.

1) Fixons jo € Z et montrons d’abord (H’° L) ép}, TH(G) = 0. Soit d’abord
M un sous Di -Module cohérent de H7°L : comme M est a support dans
o9 (lemme 2.1.1), un théoréme de Kashiwara affirme que M est de la forme
M= N ép‘,n Dy, 5) O N est un Dan-Module cohérent et ¢ ’immersion

fermée ¢ : 00 — X.

X
P’action de t est un isomorphisme de TH(G) = TH(Gq) .

L L L
On a donc M ®p~ TH(G) = t,(N ®p~ D, ) ®p- TH(G) = 0, puisque

Alors, comme HP°L est quasi-cohérent sur D , ce qui précede implique

) L .
(H%L) ®D TH(G) = 0 (écrivant HOL = llin_)MJ avec M; , Dx-

J
cohérent, et TH(G) ~ F" ou F' est un complexe d’objets D4-plats, on a
qis
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L . . L
M; @ F = M; &p_ TH(G) = 0 Vj, donc H'(H"L) Gp_ TH(G)) =
X

Hi((HJ'DL)i;@ F) =@H‘(M,~§ F)=0, Vi).
% i %

. L
2) On a alors (759L) ®p~ TH(G) = 0 pour tout j € Z, puisqu’en utilisant

le point 1 et le triangle distingué 7<9-1L — 79 — HIL L | on obtient

. L L
(159-1L) ®p. TH(G) ~ (tS9L) ®p.~. TH(G); conclusion par récurrence
x ) x
croissante puisque 7<9L = 0 pour j << 0.

L .
3) De 2) résulte £ ®p.. TH(G) = 0 puisque 7<IL = L pour j >> 0.

X
La démonstration de (ii) est analogue, t induisant également un isomorphisme
sur RHom(G, Dbx).
Q
DEFINITION ET PROPOSITION 2.1.3. — Soit F € ObD};_(X). On pose

Tvy THx(F) = s (D, ¢ 1;5; THg((P'F)a)) .

On a aussi

Tvy THx(F) = 57 (Dy_z & THg((*F)o))[-1]

L
- s_l((D&'/(e +£-1)Dg) & TH}A(f((p‘lF)Q))[—l]
X
= s—lRﬂomD;(Di/Dgo, TH}Z((p_lF)ﬂ)) .
Dans la suite on écrira souvent, pour simplifier, p'Fo , p~1Fq , au lieu de
(P'F)a , (071 F)q, etc. On écrira aussi T—vy TH(F) au lieu de T-vy THx (F)
s’il n’y a pas risque de confusion.

Démonstration

Comme p est lisse et org . trivial, on a (P'F)a = jij ' ('F) = jp'F =

@ TF @ org x(1]) = 5i(B~1F)[1] = (p71F)q[l], d’ot la premitre égalité
démontrer.
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La seconde égalité résulte du lemme précédent, et la troisieme de ce que les
complexes

L
(Dx/(6+¢-1)Dg) ®p THx((p™ F)a)[-1]
et
0 — THy((p" F)a) > THg((p™ " F)a) — 0
sont quasi-isomorphes.
Q

Pour tout sous-ensemble A C X on désigne par Cy(A) le cone normal de A
le long de Y ; par définition

Cy(A) =Ty X N5-1(A) (cf. [K-S 3)).

PROPOSITION 2.1.4. — Soit F € ObDY;_ (X).

(i) T-vy TH(F) est un objet de D% _.(7"'Dx) .

(i) SoitveTyX . Ona :

H’(T-vy TH(F)), = lim{ H’ RU(X; THx (Fv)) ;
U ouvert sous-analytique de X tel que v ¢ Cy (X\U)}.

En particulier supp(T—vy TH(F)) C Cy(supp(F)).

(iii) Plus généralement, si A est un sous-ensemble conique de Ty X qui est
(o] [ ]
image réciprogue par ¥ : Ty X — Sy X := Ty X/IRs¢ d’un compact, on a :

HIRT(A; vy TH(F)) = 1_i_II_1’{HjRF(X; THx(Fy)) ;
U ouvert sous-analytique de X tel que AN Cy(X\U) = 0}.

Démonstration

(i) Sur la premiere formule de la définition 2.1.3 on voit que T-vy TH(F)
est un objet de Dt (r7!Dx), et, sur la seconde, que c'est un objet de
D} (Ty X), puisque @ induit le champ d’Euler sur Ty X. Il résulte par
exemple de la formule du germe (ii) que T~vy TH(F) est quasi-isomorphe
a un complexe borné.
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(ii) Soit V' un voisinage ouvert sous-analytique relativement compact de
v € Ty X dans X qui vérifie la condition suivante :

(2.1.1) la restrictionde p & QNV est a fibres connexes.

Posons U = p(2NV) et remarquons d’abord que ’on a :
L

(2.1.2) Rp. (DX‘_;&TH;((P!F)nnV)) ~ THx (Fy).
X

En effet 2 NV étant relativement compact, on peut appliquer le théoréme
d’image directe de TH et le premier membre de (2.1.2) est isomorphe &
THx(Rp((p'F)anv)). 1l reste & voir que Rpy((p'F)anv) = Fy. Notons
pv : NV — U la restriction de p, jy 'immersion ouverte Q NV — X
et ju 'immersion ouverte U — X. Comme py est a fibre homéomorphe
a R on peut écrire j;'F = Rpvipyjy' F , donc Fy = Rjuijg'F =
R(ju opv)i(juopv)'F = R(pojv)i(pojv)'F = Rp((p' F)anv). D’ou (2.1.2).

Rappelons les deux propriétés suivantes (cf. [K-S 2, 3]).

(2.1.3) v € Ty X a une base de voisinages V' ouverts sous-analytiques et
relativement compacts qui vérifient (2.1.1).

(2.1.4) Soit v € Ty X. On a les implications :

1) (V est un voisinage ouvert de v dans X) == ('ouvert U = p(QNV)
est tel que v ¢ Cy (X\U)).

2) (U est un ouvert de X tel que v ¢ Cy(X\U)) = (p7'(U)=QnV
ol V est un voisinage de v).

Soit V ’ensemble des voisinages ouverts sous-analytiques relativement com-
pacts V 3 v qui vérifient la condition (2.1.1). Comme D5/(6 + £ — 1)Dx; est

Dy -cohérent on peut écrire, vu la formule du germe de TH %>

Hj(T—Vy TH(F))y
— lim B9 BT (X; (Dg/ (6 + ¢~ 1)Dg) & THz(pFarw))
v x

. ~ L
=@H’M(X;DX_;5® TH;(P!FQnV))
v x

. L
= anJRr(X;Rp,,(ij 8 TH;(p!Fmv))) :
X
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et on conclut par la formule (2.1.2) en utilisant les propriétés (2.1.3) et (2.1.4).

La preuve de (iii) est similaire (cf. aussi la remarque 2.1.16).

Q

COROLLAIRE 2.1.5. — Soit F € Ob(R — ¢(X)). Alors T-vy TH(F) est
concentré en degré 0.

Vu la formule du germe, cela résulte de ce que THx (Fy) est un faisceau mou.

On identifiera T-vy TH(F) 4 H°(T—vy TH(F)) quand F est un faisceau IR-
constructible, (F' étant lui-méme identifié & un complexe concentré en degré 0).
Le foncteur de catégories triangulées vy TH(:) : D _ .(X)° — DF,_.(Ty X)
transformant les objets concentrés en degré 0 en objets concentrés en degré
0, il induit un foncteur IR — ¢(X)° — Fais.coni (Ty X) et on a donc le :

COROLLAIRE 2.1.6. — Le foncteur
T-vy TH(-) : R — ¢(X)° — Fais.coni(Ty X)

est exact.

Remarque

Soit F' € Ob(IR — ¢(X)). Alors 'opérateur 6 est surjectif sur le D-Module &
gauche TH (p~1Fq) . En effet, d’une part c’est clair en dehors de 9QNp=1(Y)
et, d’autre part, le complexe

-1 s (=1
s RHomD;(DX/DXQ,THX(p Fp))

n’est autre que vy TH(F), lequel est concentré en degré 0.

Rappelons que pour tout F € Ob D*(X) le spécialisé de F le long de Y, noté
vy F, est Pobjet de DY . (Ty X) défini par

coni

wF =s"'Rjuj"'p”'F (=s"'Rlap™'F),

et que, pour v € Ty X et j € Z, on a H'(vy F), = lim HY(U; F), ot la limite
inductive est prise sur les ouverts U de X tels que v ¢ Cy(X\U), et on peut
aussi imposer a U d’étre sous-analytique.
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PROPOSITION 2.1.7. — (i) Pour tout F € ObD¥%__(X) on a un morphisme
canonique
T-vy TH(F) — vyTH(F).

(ii) Pour tout F € Ob(IR — ¢(X)) le morphisme précédent induit une
injection sur la cohomologie en degré 0.

Remarquons que si F est un faisceau IR-constructible sur X, vyTH(F)
est concentré en degré 0 puisque c’est le spécialisé d’un faisceau mou (ceci
se voit sur la formule du germe de vyTH(F)), et il résultera donc de la
proposition que T—vy TH(F) s’identifie canoniquement & un sous-faisceau
de vwTH(F) ~ HOwyTH(F)), cf. aussi remarque et définition 2.1.15 et
remarque 2.1.16.

Démonstration

On passe par le détour du lemme suivant.

LeEMME 2.1.8. — (i) Pour tout F € Ob D% _ (X) on a un morphisme canonique
T—vy TH(F) — vy RHom(F, Dbx).

(ii) Pour tout F € Ob(IR — ¢(X)) le morphisme précédent induit une
injection sur la cohomologie en degré 0.

Démonstration du lemme
Montrons d’abord la formule :
L ~
(215) Dy _x R~ RHom((p'F)a, Dbg) ~ Rj.p~ ' RHom(F, Dbx).
Comme laction de Dy 5 sur RHom((p'F)q,Dbg) s’identific & l'action

d’un Dg-Module cohérent (lemme 2.1.2 (ii)), le premier terme de (2.1.5) est
isomorphe &

L
RHom ((p!F)Q, DXa—? ®D; Dbz)
. 1t L
~ R]*R'Hom(] p'F,j ('DX<—5(“ ®D; 'Dbi))
L
= Rj.RHom(5'F, Dx.q &p, Dba)
~ Rj*R’Hom(ﬁ_lF ® ora/x (1], 7 'Dbx ® orQ/X[l])

~ Rj.RHom(p ~'F,p 'Dbx) ~ Rj.p ~* RHom(F, Dbx).
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On a utilisé le fait que p étant lisse a4 fibre homéomorphe a4 IR, on a

L
Dx.—q ®p, Dbq =p Dby ® OT‘Q/X[I]. D’oti (2.1.5).
Le morphisme canonique TH(p'Fo) — RHom(p'Fqo,Dbz) induit donc le
morphisme
T—Vy TH(F) =

L
s~ (Dy_5 ®p~ TH(p'Fa)) — s~ Rj.p~' RHom(F, Dbx)
- X
= I/yRHO’In(F, Dbx) .

Soit maintenant FF € Ob(IR — ¢(X)); le morphisme H®(T-vy TH(F)) —

H°(vy RHom(F,Dbx)) est injectif comme on le voit aussitot sur les formules

des germes de ces deux faisceaux. D’ou le lemme 2.1.8.
Q

Fin de la démonstration de la proposition 2.1.7

1) Soit F € Ob(IR — ¢(X)). On a par construction de TH(F) un
morphisme TH(F) — RHom(F,Dbx), d’oule morphisme vyTH(F) —
vy RHom(F, Dbx).

Soit v € Ty X et notons U le systeme inductif des ouverts sous-analytiques
U C X tels que v ¢ Cy(X\U). On a H*(wyTH(F)), = lim I(U; TH(F)) et
Ueu

H°(vy RHom(F, Dbx)) = lim I'(U; Hom(F, Dbx)) donc le morphisme
Ueu
(2.1.6) H°(vwyTH(F)) — H°(vy RHom(F, Dbx))

est injectif.

Alors Ho(vyTH(F)) et H(T-vy TH(F)) s’identifient, par (2.1.6) et lemme
2.1.8 (ii), & deux sous-faisceaux du méme faisceau H°(vy RHom(F,Dbx)).
Vu la formule des germes et la remarque en (1.1.9) (i), on a, pour tout v €
Ty X, H(T-vy TH(F)), — H°(vyTH(F)),. Par conséquent le morphisme
H°(T-vy TH(F)) — H°(vy RHom(F, Dbx)) se factorise par H®(vy TH(F)).

Cela définit donc une transformation de foncteurs vy TH(-) — vy TH(-)
de R — ¢(X)° dans Fais.coni(Ty X).

2) Le foncteur vyTH(-) : R — ¢(X)° — Fais.coni(Ty X) est exact pour
la méme raison que T-vy TH(-) : R — ¢(X)° — Fais.coni(Ty X). Alors
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on définit une transformation de foncteurs T~vy TH(-) — vyTH(-) de
D _(X)° ~ D¥R — ¢(X))° dans DZ ,(TyX) en dérivant la précédente.
D’ou la proposition 2.1.7.

Q

PROPOSITION 2.1.9. — Soit F € Ob(IR — ¢(X)). Le faisceau T-vy TH(F) est
acycliqgue sur tout ouvert conique de Ty X .

LEMME 2.1.10. — 5, T-vy TH(F) est un faisceau mou sur Sy X .

Démonstration du lemme 2.1.10

Posons T'(F') = 5. T-vy TH(F). Soit A, B compacts de Sy X , B C A. Pour
tout ouvert sous-analytique V de Ty X tel que y~!(B)NCy (X \V) = 0 on peut
en trouver un autre, U, tel que V C U et v~ 1(A) N Cy(X\V) = 0 : alors de
Pinjection Fy — Fy on déduit la surjection TH(Fy) — TH(Fy) et comme
TH(Fy) est mou on a la surjection I'(X; TH(Fy)) — I(X;TH(Fy)). Vu
la proposition 2.1.4 (iii) on en déduit donc que la restriction I'(4;T(F)) —
I'(B;T(F)) est surjective. Comme Sy X est dénombrable & Dinfini, on en

déduit que T'(F') est c-mou , donc mou.
Q

LEMME 2.1.11. — Soit F € Ob(R — ¢(X)). Alors

(i) T~vy TH(F)|Y ~ TH(F)|Y et

(ii) le morphisme 7, T-vy TH(F) — 7,T-vy TH(F) induit une suite
eracte de faisceaux mous sur'Y

(2.1.7) 0— TH(Fy)|, — TH(F)|, — 7« T-vy TH(F) — 0.

Ici, comme dans la suite, on identifie Y a la section nulle de Ty X.

Démonstration du lemme 2.1.11

Montrons que le morphisme injectif T-vy TH(F) ly — vyTH(F) ly =
TH(F )'Y est en fait bijectif. Soient z € Y, U un voisinage ouvert de = dans
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X et uw € T(U;TH(F)); soit alors V un voisinage ouvert sous-analytique de
z tel que V.CC U : alors u| € I(X;TH(Fy)) vu (1.1.9)(ii) ce qui définit
bien une section de T-vy TH(F), puisque Cy (X\V) est vide au-dessus d’un
voisinage de z . D’ou (i).

Le noyaude 7, Tvy TH(F) — 7, T-vyTH(F) est alors 'y (T-vy TH(F) | Y)
= (CyTH(F))|,, = TH(Fy)|, d’ol la suite exacte 0 — TH(Fy)IYi»

7o vy TH (F). Montrons que « est surjective. Soit € Y. Remarquons que
pour tout ouvert U de X on a ’équivalence

o—1
(T (z)NCy(X\U) = (Z)) <= (UUY est un voisinage de ).
On a par conséquent :

o—1
It (z);TvyTH(F))=
Im{T'(X;TH(Fy\y) ; U ouvert sous-analytique, = € U},

et la surjectivité de a, résulte de la remarque en (1.1.9) (iii). Enfin, dans
la suite exacte (2.1.7), les deux premiers faisceaux sont mous, donc aussi le
troisieme.

Q

Démonstration de la proposition 2.1.9

Soit U un ouvert conique de Ty X. On doit montrer H? (U; vy TH(F)) =0,

o
Vi > 0. Posons Uy = UNTyX et Uy = 77 1({UNY); alors U; et U, sont
des ouverts coniques et U = U; U U,. Ecrivons la suite exacte longue de
Mayer-Vietoris associée a cette décomposition de U :
(2.1.8)
-~ HI(U; T-vy TH(F))— H? (Uy; Tvy TH(F))@® H (Uy; T-vy TH(F))
— HI(UyNUy; T-vy TH(F)) —» HIYY(U; vy TH(F)) — - -~

Remarquons que pour tout ouvert conique V de io’yX on a RF(%(V);

Y, T-vyTH(F)) ~ RI(V;T-vy TH(F)) (cf. chapitre 0) en particulier,
HI(V;T-vy TH(F)) = 0 pour j > 0, vu le lemme 2.1.10; c’est donc le cas
pour V =U; et V = U; N U,. D’autre part, on a :

RI(Up; T-vy TH(F)) ~ R(U NY; TH(F)| )
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en particulier H? (Uy; T—vy TH(F)) = 0 pour j > 0 . De (2.1.8) on tire
HI(U;T—vy TH(F)) =0 pour j > 2, et (2.1.8) se réduit a la suite exacte :
0—-INU;T~vy TH(F)) —» I'(Uy; T~vy TH(F)) ® I'(Uy; T-vy TH(F))
2, 0(U, NUy; T-vy TH(F)) — H(U; T~vy TH(F)) — 0.

Il reste & voir que B est surjectif.

Appliquons le foncteur I'(U NY,-) & la suite exacte de faisceaux mous (2.1.7).
Comme U2\Y = U; NUz, on obtient la suite exacte 0 - T'(UNY; TH(Fy)) —
I(Uy; T-vyTH(F)) — I'(Uy NUy;T-vyTH(F)) — 0; en particulier, 3 est
surjectif.

Q

De I'utilisation de la proposition 2.1.9 et de (2.1.7) résulte alors le

COROLLAIRE 2.1.12. — Soit F € Ob(IR — ¢(X)). Pour tout entier j >0 on a
H’(RTy T-vy TH(F)) = 0.

COROLLAIRE 2.1.13. — Soit F € ObD%_(X). On a :

i Rr, Tvy TH(F) ~ Tvy TH(F ~TH(F
(i) 7o Tvy TH(F) = Toy TH(F)| .., (F)y
(i) ROy Ty TH(F) ~TH(Fy)|,,

et on a un triangle distingué

TH(Fy)|, — TH(F)|, — Rt. T-vy TH(F) % .

Démonstration du corollaire 2.1.13

Le foncteur T-vy TH(-) est exact sur R — ¢(X) et, de la proposition 2.1.9
(resp. du corollaire 2.1.12), résulte que le foncteur 7, o T~vy TH(-) (resp.
I'y o T-vy TH(-) est exact sur R — ¢(X). Les isomorphismes (i) et (ii)
sur D _.(X) en résultent, puisque pour tout F € Ob(IR — ¢(X)), on a
T T-vy TH(F) ~ TH(F)IY (resp. 'y T-vy TH(F) ~ TH(Fy)|Y), vu le
lemme 2.1.11.

Q
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Notations et définitions 2.1.14

On pose
T-vy Dbx = Tvy TH(Cx)
e

(et on I'identifie au faisceau H(T—vy TH(Cx)). Soit maintenant F un sous-
faisceau de Dbx et supposons F acyclique sur les ouverts de X ; alors vy F
est concentré en degré 0 et on a une injection H°(vyF) — HO(vyDbx).
On pose alors vy F = HO(Vyf) N T-vy Dbx. Par exemple F = C™, H{
(resp. F = Ax) vérifient la condition parce qu'’ils sont mous (resp. en vertu

du théoréme de Grauert).

Remarque 2.1.15

On a R7,T—vy Dby ~ (FyDbx)|Y vu le corollaire 2.1.13, alors que la
cohomologie de R;*VyDbx n’est pas triviale en général (R['y Dbx n’est pas
concentré en degré 0 en général).

Soit v € Ty X. Soit ¥V l’ensemble des ouverts sous-analytiques V de X
tels que v ¢ Cy(X\V). On a (T—vy Dbx) = lim Sx(V), (T-vy Ax), =

Vey
lim T'(X; A%"Y) (notation de (1.1.8)), mais (vy Dbx ), = lim Dbx (V).
Vey Vev

Remarque 2.1.16

Indiquons comment on peut construire plus simplement T-vyTH(F) sans
utiliser la théorie des D-modules (cf. la premiére note de [An 1}).

Soit F' € Ob(IR — ¢(X)). Pour tout compact A C Sy (X) on pose :

T(F)(A) = im{I'(X;TH(Fy); U ouvert sous-analytique de X tel que

o

-1

7 (4) NCy(X\U) =0},

et pour tout ouvert 2 de Sy X on pose :

T(F)(Q) =lim{T(F)(A); ACQ, A compact}.

On montre alors assez facilement, en utilisant la théorie du foncteur TH,
que le préfaisceau ainsi défini est en fait un faisceau mou sur Sy X et qu'on a
I'(A;T(F)) = T(F)(A) pour tout A compact C Sy X. Alors T(F) s'identifie &
un sous-faisceau de 7, Hvy TH(F) et on dit qu'une section u de Hovy TH (F)
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-1

est tempérée si U|% ¥ est une section de 7 T(F). Alors on pose ici par
Y

définition vy TH(F') = le faisceau des sections tempérées de Hovy TH(F).

L’exactitude du foncteur R — ¢(X)° — Fais.coni(Ty X) obtenu résulte ici
de la formule du germe et le foncteur dérivé, foncteur de Df;_.(X)° dans

Dgoni(TyX ) , coincide avec celui défini au début du chapitre vu les proposi-
tions 2.1.4 et 2.1.7.

2.2. - Microlocalisation tempérée des distributions

Soit X une variété analytique réelle, Y une sous-variété de X et Ty X ——Y
le fibré conormal.

DEFINITION 2.2.1. — Soit F € ObD¥%_ _(X). On pose
A

Ty THx(F) = (T-vy THx(F))

ot (-)\ désigne la transformation de Fourier D} _,(Ty X) — DF,

l coni(T;}X)' On
pose également

T-py Dbx =(Tvy Dbx )" = T-py THx (Cx),
et, pour tout sous-faisceau F de Dbx qui est acyclique sur tout ouvert,

Tuy F d=f(T—1/y FN.

On regardera aussi Ty THx(F) comme objet de DY .(T*X) porté par

coni
Ty X. On écrira aussi T-uy TH(F) au lieu de Tuy THx (F') s'il n’y a pas
risque de confusion.

On a une transformation de foncteurs :
(2.2.1) T-puyTH(-) - pyTH('),

assurée par la proposition 2.1.7, puisque, par définition de la microlocalisation
de Sato on a puy (-) d=f(uy(-))’\.
€]



52 E. ANDRONIKOF

ProposITION 2.2.2. — Soit F € Ob(R — ¢(X)). Alors T—uy TH(F) est
concentré en degré 0 et on a

H° Ty TH(F) =5 HouyTH(F).

Démonstration

Soit U un ouvert de Ty X. Considérons d’abord la suite exacte longue de
cohomologie & support dans le polaire U° de U du faisceau vy TH(F) :
comme Ty X et Ty X\U® sont des ouverts coniques de Ty X, il résulte de la
proposition 2.1.9 qu’elle se réduit & la suite exacte

0—-Tye(TyX; T-vy TH(F)) - I'(Ty X;T—vy TH(F)) —
(2.2.2)
I(Ty X\U® ; Tvy TH(F)) — Hbo(Ty X; Tvy TH(F)) — 0

Rappelons d’autre part que si l’on suppose de plus que U est un ouvert convexe
de Ty X (i.e. convexe dans la fibre de 7 ), on a RI'(U;T-vy TH(F))" ~
RTyo(Ty X;T-vy TH(F')). Soit alors p € Ty X et passons dans (2.2.2) 4 la
limite inductive sur I’ensemble ¥ des voisinages ouverts convexes U de p; on
obtient la suite exacte :

0 — H°(T—py TH(F)), — N(Ty X;Tvy TH(F))
lim [Ty X\U®; T—vy TH(F)) — H(T-uy TH(F)), — 0,
b

et HI(T—uy TH(F)), =0, Vj > 2. Pour voir que H(T-puy TH(F)), = 0
montrons que « est surjective.

1) Supposons d’abord p € Y = T3Y : alors pour tout U € ¥ on a 1’égalité
Ty X\U° = Ty X\Y au voisinage de p et la surjectivité de a résulte de (2.1.7).

2) Soit p € f’;,X . Soit {p}°® l'antipodal du polaire de {p} et posons
A = y({p}°*\Y). A est un compact de Sy X et les ensembles v(Ty X\U°),
U € ¥ , forment une base de voisinages de A; par conséquent

Lim I(Ty X\U®; T-vy TH(F)) = T'(4;7, T-vy TH(F))
z

et la fleche o se factorise en o = B3’ avec :

I(Ty X; T-vy TH(F)) 25 T(Ty X; T-vy TH(F)) 25 T(4;5, T-vy TH(F)).
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Mais 8 est surjective parce que v, T-vy TH(F) est mou (lemme 2.1.10) et la
surjectivité de @' résulte du lemme 2.1.11,(ii). Ce qui achéve de montrer que

T—uy TH(F) est concentré en degré O .

Montrons que le morphisme canonique Ty TH(F) — pyTH(F) induit un

isomorphisme sur la cohomologie en degré 0. Soit p € Ty X . Rappelons qu’on

a7 Tvy TH(F) -~ 1wy TH(F) ~ TH(F)|, - Alors H(T-py TH(F))p =

lim Tye (Ty X; T-vy TH(F)) =~ limTye (Ty X; vy TH(F)) = H(uy TH(F)),.
b b

Q

Si F est un faisceau IR-constructible on identifiera donc T—uy TH(F) a
H°T—uy TH(F).

COROLLAIRE 2.2.3. — Le foncteur
T-uy TH(:) : R —¢(X)° — Fais.coni(Ty X)

est exact.

PROPOSITION 2.2.4. — Soit F € ObD%;_ (X)) .

(i) T-uy TH(F) est un objet de D® _.(m~'Dx) .

(if) SoitpeTyX . Ona

HY(T-puy TH(F))p = im TH(H’ (F)z)(p)

ou Z parcourt l’ensemble des fermés sous-analytiques de X tels que :

CY(Z)‘lr(p) c {U € (TyX)w(p); (p,v) > 0} U {0}

(iii) Soit K C Ty X , K conveze compact tel que KNK*=0 . Ona :
HI(K; T-puy TH(F)) = im{ H’ RT(X; TH(Fynz)) ; V owvert sous-analytique
V.2
de X tel que VNY D w(K), Z fermé sous-analytique de X tel que K C
Int(Cy (2)°)}.

(iv) Rmy Ty TH(F) = THx (Fy).
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(v) Soit £ la codimension de Y dans X , alors
Ry Tuy TH(F) ~THx(F) ® 07‘y/x[—e] )
et on a un triangle distingué

THx (F) ® ory,x (€] — THx(Fy) — Rty T-py TH(F) % .

Démonstration
(i) Est évident.

(ii) Pour tout j > 0 on peut écrire H (uyTH(F)), = MH;TH(F),,(,,)
z
ol les Z sont comme dans (ii).

Supposons d’abord F' € Ob(IR — ¢(X)) alors vu la proposition 2.2.2 on a
(2:2.3) (T-py TH(F))p = H*(uyTH(F))p = imTH(Fz)x(p).

Z

Soit maintenant F" un complexe de D®(IR—c(X)), alors H? (T—uy TH(F")),
T-uy TH(HI(F")), vu le corollaire 2.2.3, et on applique la formule (2.2.3)
HI(F') au lieu de F, d’ou (ii).

o |l

(iii) En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 2.2.2,
on remarque d’abord que, pour F € Ob(IR — ¢(X)), RT'(K; T-uy TH(F)) est
concentré en degré 0, puis, que

T(K; T-py TH(F)) = H(K; py TH(F))
= m{HO(V; TH(Fz)); V, Z comme dans la proposition 2.2.4 (jii) }
v,z
= MHO(X; TH(Fvnz)).
v,z

Pour F € Ob D}, _(X) on obtient la formule annoncée en raisonnant comme
ci-dessus en (ii).

(iv) et (v) résultent des égalités Rmy T—uy TH(F) = RUyT—vyTH(F) et
RTyT-wTH(F) = RT(Ty X; T-vyTH(F)) ® orr, x/y[—#] , et du corollaire
2.1.13.

Q
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Remarque 2.2.5
(i) On a Ry T—uy TH(F) > RTyuyTH(F).

(ii) En général, pour F € Ob(R — ¢(X)), T-py TH(F) n’est pas acy-
clique sur les ouverts convexes de Ty X (en effet H'(U;T—u, TH(F)) =
H}o(Ty X; T-vy TH(F)) pour tout ouvert convexe U).

2.3. - Le foncteur Tphom(-,Db)

Soit X une variété analytique réelle, T*X —— X le fibré cotangent q; et g2
les premiére et deuxiéme projections de X x X, A la diagonale de X x X .
On identifie T*X & T (X x X) par la premiére projection de T*(X x X) =
T*X xT*X .
Rappelons que pour F € ObD*(X) et G € ObD*(X) on pose

phom(F,G) = puaRHom(q; ' F,qiG)  (cf. [K-S 2,3));
c’est un objet de D} .(T*X).
Prenons maintenant G = Dbyx. Comme on a

¢ Dbx = ¢; 'Dbx ® orx[dim X]
= RHom 15, (g5 ' Ax, Dbxxx) ® orx[dim X]

L
=D ® Dbxx,

X<q—lXxX Dxxx

on a aussi

L
phom(F, Dbx) = DX‘Q_I X ®Dx xx Au'Am'lom(qz_lF’ Dbx xx) -

X x

DEFINITION 2.3.1. — Soit F € ObD};,_ (X). On pose :

T-phom(F,Dbx) = D a

L
" -1
XX D;?XXT uaTHxxx(qz F).

Ainsi T-phom(F,Dx) est un objet de DY, (n~!Dx) et, en considérant la
suite de morphismes

T-up TH(g;'F) — paTH(g; ' F) — paRHom(g; ' F, Dbxxx)
on voit qu’on a une transformation de foncteurs :
(2.3.1) T—yhom(- ,Dbx) —_ phom(- ,Dbx).
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PROPOSITION 2.3.2. — Soit F € ObD%_ (X). On a
(i) R, T-phom(F,Dbx) ~ THx(F),
(ii) Rm T—phom(F,Dbx) ~ F* ® Dby .

On a donc un triangle distingué

F* ® Dbx — THx(F) — Rm, T-phom(F, Dbx ) 5 .

Démonstration

(i) Comme T—phom(F, Dbx) est conique, on a : Rm, T-phom(F, Dbx) ~

T—uhom(F, Dbx) e x c’est aussi
X

L 1 L -1
1 = F,
. @ XxX D)?;XT ,uATH(qZ F)IA DX ' XXXD)?;X THXXX(Qz A)IA’

vu la proposition 2.2.4(iv). Comme g¢; est finie sur supp((g; *F)a) on peut
appliquer le théoréme d’image directe de Kashiwara et le dernier terme
des égalités ci-dessus est canoniquement isomorphe & THx (Rq14(g; ' Fa)) =
THx(F), dou (i).

(if) On sait qu’un objet de Df;_.(X) est cohomologiquement constructible
au sens de Verdier [V], donc on a Rm phom(F, Dbx) ~ F*®Dbx d’apres [K-S
2] proposition 5.6.3.

Il suffit donc de démontrer que la transformation de foncteurs (2.3.1) induit
I’isomorphisme

(2.3.2) Rm T-uhom(F,Dbx) ~ Rm uhom(F, Dbx)

Vu lidentification T*X ~ Tx (X x X) on peut écrire (d’apres la proposition
2.24(v)) :
L

Rm T—phom(F,Dbx) = DX<£—X><X D)((g))(x RUA Tup THXX_,X{(QZ_IF) =

L
® (THxxx(qz_lF) ® OTA/XxX[‘ dimX]) .

q
XX %X Dyyx
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Soit £ € X et V une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement
compacts de z. Pour tout entier j on peut écrire :

J
H (D )(xx1353,)(;(THXXX(q2 F)) z,T)

= lim HIRPUXV;D, o & THxxx(a;'F))
UTZl’v XxX Dxxx

= lim HRT(X x X; D ® THxxx((g3' F)uxv))
Uvev XXX Dxxx

= lim HRI(X; Ru. (D ® THxxx((a3 " F)uxv)))

——XxX Dxxx

UVGV

= lim H’RT(X; THx(Rqu((gz 'F)uxv)))
U Vey
U,vey

ou on a utilisé la cohérence de D ¢4, sur Dx x x et le théoréme d’image
) Xe—XxX
directe.

D’autre part on peut aussi écrire :

Rmphom(F, Dbx)

=D o, XD)?;X(RHO"'L(% 'F,Dbxxx) ® ora;xxx)[— dim X].

et on calcule de maniére analogue

J R 1F Db
H (D g X'Dﬁx Hom(qy XXX))(x,m)

= lim H’RI(U; RHom(Rqu(g; ' (Fv)), Dbx)).
U Vey

Or on a THx(Rqu(g;'(Fv))) = RHom(Rqu(g;'(Fv)),Dbx), puisque
Rq11(g5 ' (Fy)) est représenté par un complexe de faisceaux constants de rang
fini.

Q

Soit X un espace vectoriel réel de dimension finie et v un cone convexe de
X . On note X, 'espace X muni de la topologie d’espace vectoriel dont les
ouverts sont les ouverts de X invariants par v, et ¢, P’application continue
¢y : X — X, (la “y-topologie” de [ K-S 2,3] ).



58 E. ANDRONIKOF

PROPOSITION 2.3.3. — Soient X = R™ , F € Ob(D_.(X)), p = (z:¢) €
T*X. Alors pour tout j € Z on a :

HY (T-phom(F, Dbx)), = lim H' RT (U ; THx (¢ Roas(Fv)))
UA

ot la limite inductive est prise sur les (U, A) tels que U est un voisinage ouvert
sous-analytique de = et A est un cdne conveze propre fermé sous-analytique
de R™ tel que A C Int({£}°*) U {0}.

On a désigné par Int(-) lintérieur, i.e. Int({£}°%) = {v € R"; (v,&) < 0}.

Remarquons que l’expression précédente a un sens puisque golego,\*Fu €
Ob(D%,_.(X)), comme il résulte par exemple d’'une formule de [ K-S 2,3 ],
rappelée en (2.3.3) ci-dessous, A étant sous-analytique.

Démonstration

La démonstration adapte celle de [K-S 3, Proposition 4.4.4]. On peut supposer
& # 0 vu la proposition 2.3.2. En vertu de la proposition 2.2.4(ii) on peut
écrire, D ¢, étant cohérent sur Dx x x,

Xe—XxX

H (T-phom(F, Dbx)),

= li J M
liy B RO(XxX;D o

L
X BDxxx THXxX((QZ_IF)(UxV)nZ)) »
ou la limite inductive est prise sur les (U, V, Z) ou U et V sont des voisinages
ouverts sous-analytiques de z dans X et Z est un fermé sous-analytique de
X x X tel que Ca(Z)(z,2) C Int({&, —€}°)U{0}, et on peut se restreindre & ne
considérer que des ensembles Z de la forme Z = Z, dzf{(x, y) e XxX;y-x¢€
e

A} ol A est un cone convexe propre fermé sous-analytique dans IR", tel que
A C Int({€}°%) U {0} (comme Zp = Zp + A , les Z, vérifient la condition
ci-dessus sur Z et d’autre part ils forment une famille cofinale de tels Z).

On peut, de plus, prendre U et V relativement compacts. Alors remarquant

que q; est propre sur supp(g; 1F( X xV)nz,)s ON peut écrire, vu le théoréme
d’image directe,

H (T-phom(F, Dbx)),

) L
- 1 iRT(X - . -1
U,l_‘f,lll,AH RT(X; Rq (DX o XxX‘DS?‘,\—THXXX((qZ F)wuxvynza)))

= lim H’ RT(X ; THx (Rau:((g5 ' F)wxv)nza)))-
UV,A
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Remarquons que Rgu((g7'F)wxvynza) = Rau((a'(Fv))wxx)nz.) =
(Rau((a7 " (Fv))za))u = (03 Rpas(Fv))u, ot lon a utilisé la formule de
[K-S 2, 3] suivante

(2.3.3) Rg11((92 ' Fv)za) = 91  Roas(Fv).
Dot HY(T-phom(F,Dbx)), = lim HRI(X ; THx (w3 Roa«(Fv))v))
U,V,A
= lim HY RO(U ; THx (03" Roas (F0))).
U,A

Q

COROLLAIRE 2.3.4. — Soit F € ObD};_(X). Ona :

supp( T—uhom(F,Dbx)) C SS(F).

On a désigné par SS(F) le micro-support de F (cf. loc. cit.).

Démonstration

On peut supposer X = R" . Soit p = (x9;&) € T*X , p & SS(F).
On peut supposer & # 0 vu la proposition 2.3.2. On peut trouver un
voisinage ouvert U de zo et un voisinage conique convexe V de &g tels que
SS(F)N(U xV) =0 . Pour tout cone A convexe propre fermé sous-analytique
tel que V°¢ C A C Int({&o}) U {0} on a SS(F)N (U x Int(A°*)) = @ . Posons,
pour € >0, Q2 = Q= {z; (x — z0,&) > —€}. On peut trouver un voisinage
ouvert sous-analytique W de z et € > O telsque X CC U et W = QN(W +A).
On a SS(Fq) N (U x Int(A°*)) = @ comme il résulte de la proposition 4.3.2
de la loc.cit. Appliquant le théoréme de propagation ([K-S 3, Proposition
5.2.1]) on obtient (<p;{1chA.FQ)|W+ A=0. Soit alors U’ un ouvert convexe
U’ ¢ W + A; on peut écrire RT'(U’; or'RpaFw) = RU(U’ + A; Fw)
RL(U’ + A; FQn(W+A)) = RF(U’ + A; Fo) = RT(U' + A; RoadFaq)
0 = RT(U’; ' RyasFa) (on a utilisé [K-S 3, Proposition 3.5.3]). On a
donc (golecpA,Fw)|w+A = 0 . Il résulte alors de la formule du germe que
T-phom(F,Dbx), =0, d’ou le corollaire.

Q

COROLLAIRE 2.3.5. — Soit X = R™. Soient K un conveze fermé de R" et
p = (z0;é0) € SS(Ck). Alors on a :

H®(T-phom(Ck, Dbx)), = imI'(U ; Tk 4+ADbx),
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ot la limite inductive est prise sur les (U,A), U wvoisinage ouvert de zo, A
cone conveze fermé tel que A C {n; (n,&) >0} U{0}}.
Les autres groupes de cohomologie sont nuls.

Démonstration
(cf. [ K-S 2] corollaire 5.5.9)

On peut supposer & # 0. On a K C {z; (z — zo,&0) > 0}. On peut trouver
un cdne convexe propre fermé sous-analytique A; C Int({£o}°*) U {0} et un
voisinage ouvert sous-analytique U de zo tels que KNU = KN (U + Ay).
Alors (gaxlchpAl*(]IKnu)lU = <pX11R<pA1*(BK = Ck+Ag d’olt la conclusion par
la formule du germe et en posant A = A .

Q

COROLLAIRE 2.3.6. — Soit Y une sous-variété fermée de X. Alors :

T—phom(Cy,Dbx) ~ T—uy Dbx .

Démonstration

Remarquons que T4y Dbx est concentré en degré 0 (proposition 2.2.2) et que
T—phom(Cy,Dbx) est également concentré en degré 0; pour voir ce dernier
point on peut supposer X = IR" et Y affine et alors cela résulte du corollaire
2.3.5. D’autre part on a un morphisme canonique T—uphom(Cy,Dbx) —
uhom(QCy,Dbx) = pyDbx (cf. (2.3.1)). Il induit un isomorphisme en degré
0:
H®(T—phom(Cy, Dbx)) — H®(uyDbx) = H(T—uy Dbx);

en effet, pour le vérifier dans le germe en p € T* X, on peut supposer Y affine
et appliquer le corollaire 2.3.5. De ce qui précede on déduit 1'isomorphisme

canonique T—phom(Cy, Dbx) — T—uy Dbx.
Q
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2.4. Opérations

Soit f : Y — X un morphisme de variétés analytiques réelles. On note

respectivement f'y, 75, f', ps, wy, les applications canoniques f'y : TY —

Y xTX, 75 : Y;TX —>TX, f'=1r0fy, pr ="'fy: Y;T*X - TY,
X

wy:Y X T*X — T*Y. On omettra souvent l'indice dans les notations p; et

wy.

Soit M (resp. N) une sous-variété de X (resp. Y). On suppose f(N) C M.
Quand la confusion n’est pas possible on désigne également par fi, 7¢, f',

pf, wy respectivement, les applications canoniques fy : TnY — N 1\>f1 TuX,

5t NxTuX — TuX, f = 150 fy, ps = 'fy - NA>/<IT}{‘,IX - TNY,
M

ws: N IETX’IX — T X. Soit X = Ty X 1éclaté de X le long de M et notons

respectivement px, sx, Tm, jx, Dx les applications canoniques px : XX ,
sx : TyX — )? T™M = DPx08x,Jx : Qx — X ,Px = px©°j,oux est ouvert
{t > 0} de X. On utilisera les notations analogues pour Péclaté Y = TNY
de Y le long de N. On désigne par f l’apphcatlon ff:Y > X etpar f

sa restriction f Qy — Qx. Rappelons qu’on a le diagramme commutatif
suivant, ou tous les carrés sont cartésiens (cf. [ K-S 2,3])

NY °r Y it Qy LN Y
(2.4.1) f’J J F J 7 J f

sx ix PX
Remarquons qu’on a en général pour G € Ob D(X)

(2.4.2) FHPx9)ax) = 0y F16)ay -

En effet, on a f~'Rjxi5¥G ~ Rjvif 'Bx'G[l] =~ Rjyipy ' f~1G[1] ~
(p!Yf_lG)QY'

Rappelons également les deux définitions suivantes :

1) f est dite “clean” relativement & M si F~L(M) est une sous-variété
¢ (f{’)_l(f_l(M)Kf[TM) = T(f~}(M)); alors, si de plus f~1(M) =
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I’application YooY )); X est une injection propre et si, de plus, Y — X est

une immersion fermée, Y — X est une immersion fermée.

2) f est dite transverse a3 M si TM + M;f’(TY) = M; TX, et alors,
si de plus f~1(M) = N, ona?zY;)?.

2.4.1. Images directes

PROPOSITION 2.4.1. — Soit F € ObD}__(Y). On fait les hypothéses sui-
vantes; f est “clean” relativement @ M, f~1(M) = N et f est propre sur
suppF'. Alors on a les isomorphismes canoniques :

L ~

(i) Rf{(Dx—y 2 TwwN TH(F)) — T-vm TH(Rf.F),
Y
L ~

(i) Rw!p_l('DX—ng T-uny TH(F)) — T-puy TH(RfF) .
Y

On a commis I’abus de notation usuel qui consiste & omettre 7 (resp. my,
wn désignant ’application 7y : TnY — N) devant Dx. _y et Dy dans
Pexpression (i) (resp. (ii)).

Démonstration

Remarquons d’abord que les hypothéses impliquent que f’ est propre sur
supp(ply Fa, ). On a en effet un diagramme commutatif

’[\
~/

ond:Y oY ;)? est propre et f est propre sur S;{suppF; alors ¢
est propre sur g; !(S), f' = g2 0 ® est propre sur ®~1q;}(S) = p;l(S) =
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supp(py F). Donc f' est propre sur supp(py Fa, ) C supp(py' F). On en tire
également :

(24.3) RfL((py F)ay) =~ (o RfF)ax;

en effet on a Rfi(p} Fa,) = Rf.Rjy\pL F = Rf!Rjy P, F ~ Rjx\RfipLF
= }?jxtRf*f"}!'F ~ RjxpxRf«F = (PxRf«F)ay , (on a utilisé la propreté
de f sur supp(py F)).

Montrons (i). On a

Rf! (TN Dxe—y ® T—VNTH(F))
DY

—rf(r'D ® (s'Dy._y & THy(w Fa,))
1\ TN VXY 7-‘11) Y Yy—¥Y D~ Py Loy

Y

L
~sx' Rl (p¥'Dxy & Dy_ g2 @ THg (bl Foy )
Py Y

~ sy RF(F'Dy_x_® Dy Y®TH (P Fay))
fl I’D

_ L
— 53! (Dy._z @ RiDz_g § THy(B Fay)),
X Y

alors f' étant propre sur supp(p} Fa, ), il résulte du théoréme d’image directe
de Kashiwara, puis de (2.4.3) que le dernier terme des égalités précédentes

L
est isomorphe & s}l(DX ¥ ®p~ THs (Rf*pYng)) o~ s}l(th; ®p-
THy((px RfsF)ay)) = T-vm TH(RS.F).

Montrons (ii). On applique la transformation de Fourier & (i) en remarquant
que 75 est un changement de base et fy un morphisme de fibrés; on a donc

A
Ty TH(RS.F) = (Tvu TH(RSF))
~ , L A
< (Rf(Dx—y &p, TN TH(F)))
/ L A
~ Ry (R Fir(Dx—y &p, T-vn TH(F)))
L A
~ Ranp~! (Dx._y ®py T-UN TH(F))

L
= Rwip ' (Dxy ®py T-uy TH(F)).
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THEOREME 2.4.2. — Soit f : Y — X un morphisme de variétés analytiques
réelles et soit F € ObD%_ (Y) tel que f soit propre sur supp F. Alors :

(i) On a un morphisme canonique :

L
Rw;p_l(Dx‘__y 2 T-phom(F, Dby)) — T-phom(R{.F, Dbx).

(it) Si de plus f : Y — X est lisse, le morphisme précédent est un
isomorphisme.

Montrons d’abord le :

LEMME 24.3. — Soit f : Y — X lisse, Z' (resp. Z) une sous-variété de
X (resp.Y) tels que f induise un isomorphisme Z' — Z. Alors pour tout
G € Ob D% _(X) on a un isomorphisme canonigue :

L ~
p_l(DX4—Y15® Tpz THy (f'G)) = T-p; THx (G).
Y

Démonstration du lemme

L’application p : T; X — T2Y étant ici une immersion, il revient au méme
d’exhiber un isomorphisme canonique

L ~
Dxy ®py T-uz TH(f~'G) <~ Rp. T-u; TH(G),

lequel résultera du sous-lemme suivant par transformation de Fourier.
SOUS-LEMME 2.4.4. — On a un isomorphisme canonique

L ~
Dxey ® Tvz THy(f'G)«— f"Tvz THx(G).
Y



MICROLOCALISATION TEMPEREE DES DISTRIBUTIONS 65
Démonstration du sous-lemme

Soit X (resp. 17) P’éclaté réel de X (resp. Y) le long de Z, et reprenons les
notations du diagramme (2.4.1), avec M = N = Z; f’ étant ici lisse. Notons
£=dimY —dim X. On peut écrire

L
fHTvz THx(G)) =~ f'~'sy' (DX,_‘“??;TH;(P!XGQX)) ® ory/x (4]
X
- L
= sfflf'_l(thjzgvTsz(Plenx)) ® ory/x[]
X

~ L -
(2.4.4) ~ sy (f"lDX_; }7—?1) f'!THg(P!xan)) ;
X

ol on a utilisé l'identification f(-) ~ f~1() ® ory/x€).
Alors la proposition 1.1.3 montre que (2.4.4) s’envoie isomorphiquement dans

7' (F "Dy 5 _ ® Dz g8 THy(F " (pxCa)))
Y

—1D

~ o1 —lD L
=Sy Py PXey ?
py D

L
~Dx. vy 1;@ Tvz THy(f7'G)
Y

L
Dyr § TG 0n)
Y

ou on a utilisé les formules

FID. - & Dy o ~ pilD ® D, o
XX ~ Xy = Py PX-vy & Ye¥
f’-l'Dﬂxv Py Dy

et (2.4.2).

Démonstration du théoréme 2.4.2

1) Supposons d’abord f : Y — X lisse.

Notons f1 = (f,Idy) : Y XY - X XY, fo=(Idx,f): X xY —- X x X, Ax
(resp. Ay) la diagonale de X x X (resp. Y xY), Ay = {(f(y),y)} C X xY le
graphe, g;x (resp. gjv,g;) la j-iéme projection de X x X (resp. Y xY, X xY),
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j = 1,2. Remarquons que wy, : AYAX TA,(X xY) > TA (X xY) est un
s
isomorphisme et que, f, étant lisse, ’application pg, : Ay Ax TA (X xX)—
X
TA,(X x Y) est un isomorphisme; notons wy = wy, et p1 = pg,. On a un

diagramme commutatif

P1 w2

%, (Y xY) ——— T3 (XxY) T% (X x X)

J |-

Ay — Ay _ Ax

ol le deuxiéme carré est cartésien. On a également un diagramme commutatif

20 w32

TX, (Y xY) ——— T3 (X xY) T%, (X x X)

|, l

T*Y Y xT*X -z, T*X

dans lequel les fleches verticales, induites, par définition, respectivement par
les premiéres projections de T*(Y x Y), T*(X x Y), T*(X x X), sont des
isomorphismes, et on identifie donc la premiere ligne a la deuxieme.

On peut alors écrire
L
Rwip™'(Dx .y ®p, T-phom(F, Dby))

=Rw2'p_1(Dx Y%’D D é T-un, TH(gy F)
101 - v P ay KAy Qy

——YXY Dyyxy

L
:szgp_l(f—lf—l'D . ® f'p
VU P s B T Py

L
D ® T- TH(g\F )
ST Dxxy XxY<f—‘yxy Dyxy KFay (g2y F)

L L
= Rwy, (w-lv : ® D ® pri(D
! 2 q1x P
X XXX 71D xux XX L2 Xxy Dy Xxy vy

L
& T-ua, TH(gF))).
YXY
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Remarquons que q{}F = fi g7 F et appliquons le lemme 2.4.3 a I'applica-
tion lisse fi, avec Z = Ay = Z’' = Ay, G = ¢; ' F; 'expression précédente
est donc isomorphe a

L L
—— o, )
T X8 yex @y I%Xxx DXxX1f—2XxY ’D?;y Ta, TH(@y F)

L L
=D (D Tpn TH(q:LF)).
x &% xxx 'D?;x w2 XX L Xy D?;y Ha, (22v ))

Comme f est propre sur suppF, f; = (Idx, f) est propre sur supp(g; ' F) et
on peut appliquer la proposition 2.4.1 (ii); alors ’expression précédente est
isomorphe a

L
ol -1
Dyax oy p® Ttia, TH(Rfrug5 ' F)

L -1
2Dy g 0@ Tiiny TH@HREF)
= T-phom(Rf,F, Dbx).

Ce qui établit le théoréme 2.4.2 dans le cas f lisse.

2) Supposons maintenant que f : ¥ < X est une immersion fermée.

Notons f2 et f1 respectivement les applications f2 = (Idy, f) : Y XY — Y x X,
fi=(fldx):Y x X — X x X, Af le graphe Af = Ax N (Y x X).

Posons p2 = py, et w; = wy,. On a un diagramme commutatif

P2 w1

TX, (Y xY) - TH (Y xX) —— Ti (X xX)

T*Y vy xT'X AN T*X

dans lequel les fleches verticales, induites par les deuxiémes projections, sont
des isomorphismes (les applications py,, ty, sont des isomorphismes); on
identifie la premiére ligne & la seconde. Notons g;x, g;v, g;, respectivement,
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les j-iémes projections de X x X, Y xY,Y x X, (j = 1,2). On peut écrire
L
Rwyp Y (Dxo—y 758) T-phom(F, Dby))
Y

= Row~ ! (Dxey & D ® Tun TH(gGLF
= Rwyp (X‘—Yg?, v &y ® Bay (92v F)

—YXY Dyxy

L 1 L -1
® Rwup; (DXxX<——Y><Y ® T-pp, TH(gyy F ))
Dyxy

= 1X
xExx Dxxx

L
~ = *
Dyav, 8 Tpu, TH(@y B RLF)

L
T =T
— DX<ql—YX)<X 'D;?xx T-pp, TH(Cx X Rf,F) = T-phom(Rf.F, Dbx),

ou l'isomorphisme de la quatriéme ligne est donné par la proposition 2.4.1
(Y x Y étant “clean” relativement & Ax), et ou la fleche de la derniére ligne
est induite par la fleche Cx — Cy.

3) Dans le cas général on obtient le morphisme (i) en décomposant
f:Y — X en immersion puis submersion par le graphe et en composant les
morphismes obtenus en 1) et 2) ci-dessus. Mais ce n’est pas un isomorphisme
en général (faire par exemple F = Cy dans le cas 2)) - sauf sur la section
nulie de T*X ou le morphisme coincide avec I'isomorphisme d’image directe
de Kashiwara.

Q

2.4.2. Produit externe

PROPOSITION 2.4.4. — Soient X (resp. Y) une variété analytique réelle,
M (resp. N) une sous-variété de X (resp. Y), F € ObD}_.(X), G €
Ob D} _.(Y). On a un morphisme canonique dans DY _ (7 'Dxxy) :

coni

Ty TH(F) B T-py TH(G) — Tppyn TH(F K G).

Dans le terme de gauche la notation désigne le produit tensoriel externe

d’un objet de D*(77!Dx) par un objet de DT (7~!Dy) et se définit comme
dans le paragraphe 0.2 pour les D-Modules.
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Démonstration
1 revient au méme d’exhiber le morphisme dans D} (7" !Dxxy)

(245) TwyTH(F) B TwyTH(G) — Tvyxny TH(F ® G).

Soient p : X x XY — X x Y Déclatement de X x Y le long de M x N, Qny
Pouvert {t > 0} de X x XY et 7 p,p,s les applications 7 : Qxxy — X x Y,
p p0], s:TMxN(X xY)— X x Y. Les notations associées a I’éclatement
: X - X (resp. py : Y — Y) le long de M (resp. N) seront celles
du début du paragraphe (sauf qu’'on ne se donne pas ici de fleche de Y
dans X). Soient 3 I'immersion ouverte ] (] x,Jy) : Qx X Qy — X xY,
(px,py) XxY > XxY, 9’ =p' o7, ¢ (resp. 7) 'immersion fermée
XxY—rXxY(resp T: Qxxy = Qx xQy) et s =1o0s. Onaun
dlagramme commutatif :

~ ~ ‘I
Ty X x TyY s’ Xx¥ J Qx x Qy

/\

TruxN(X XY) ————— X XY « Qxxy-

Ona:
TvyTH(F) R TvNyTH(G)

L o ~ L o
= 53" (DX‘_;{&THX'(]X!P}F)) sy' (Dy._?gfvTH?(JY’pi’G))
X Y

- L . ~ . ~
— (DXthf(’x? L8 THgg(ixi px F B jy: p,’,G))

XxY

G % THy (i7" (FRG))

Y

D ;& THyo (a5 (FRG)

XxY«—XxY

XxY¢—X><Y
Xxv

— 1(
(2.4.6) — ! (DXXY4—X><Y ® THzgwnp rx G’)))

XXY
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ou la premiere fleche résulte de la proposition 1.1.4 et la deuxieme de la
transformation de foncteurs 7' — p’".

D’autre part on a

Tvay TH(F E G) = 57! ® TH o~ (ji5'(F B G)))

XxY

Hy (17 (F B G)))

(DXxYe—XxY P2
L

= D.. . T
XXY —XxY L_1§~~ Xxy‘L—XXY
XxY

st (L_ID

~ g1 (DxxY—Xx? ® THg ~(u_7up (FX G)))

par le théoréme d’image directe de Kashlwara, et la derniere ligne des égalités
précédentes n’est autre que (2.4.6), d’out le morphisme (2.4.5).
Q

PROPOSITION 2.4.5. — Soient X et Y deuz variétés analytiques réelles,
FeObD% (X), G € ObD_.(Y). On a un morphisme canonique dans

con1(7r DXXY)
T—uhom(F,Dbx) X1 T-puhom(G, Dby) — T—phom(F X1 G, Dbx xy).

Démonstration

Notons g; la j-ieme projection de (X xY) x (X xY)sur X xY, j =1,2. On
peut écrire :

T—phom(F, Dbx) T—uhom(G’, Dby)

= (P ax, ffl Tpn, TH(GHF)) ©
T 1
(Dy vy ?2,, N TH(qZYG))
- DXXY&XxYxXxY DXX§xxxy ( _#AX TH(q F) - T_I‘LAY TH(qZYG))

L

-1
DxxY B XY DXx?xXxY T-pny,, TH(grx lFX 0y G)

= —uhom(F G, Dbxxy) )
on a utilisé la proposition 2.4.6 et I'égalité g;% F' X] g5y & (FRG).
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2.4.3. Un lemme technique

On n’envisagera pas dans ce chapitre de morphisme d’image inverse pour la
microlocalisation des distributions (cf. cependant [An 1] dans le cas d’une
immersion) mais on le fera dans la catégorie holomorphe au chapitre 3 ou la
construction utilisera le lemme suivant.

LEMME 2.4.6. — Soient f : Y — X un morphisme de variétés analytiques
réelles, Z C X, Z' C'Y des sous-variétés fermées et g : X — Z une rétraction
analytique lisse. On suppose que f induit un isomorphisme analytique Z' ~ Z
(et on identifie Z & Z'). Soit F € ObD%_.(X). Alors on a un morphisme
canonique

L
Rp (Dz._xg’ Ty THX(F)) —
X

L
Dz y 2 T-pz; THy (f'F) ® oryx [dim Y — dim X].
Y

Démonstration

On construit le morphisme dans les cas f immersion et f submersion, d’ot le
morphisme en général en décomposant par le graphe.

1) Supposons d’abord que f : Y — X est une immersion. Alors
p:T;X — T;Y est lisse a fibre contractile, en particulier :

p() = p() ! ® oy x/Tsv[dim THX — dim T3Y]
= p()"' ® ory/x[~(dim Y — dim X)],
Rpp'=1d, (etona f'F= RFYF|y)‘

On peut alors écrire, en utilisant le morphisme canonique RI'y F' — F :
Rp((Dz—x QI§>Dx T-uz THx(F)) — Rp(Dz—x Q%Dx T-uy; THx(RT'y F))
~ Rpi(Dz.x Sy p™(Dxoy $py Tz THy(RTYF|)))
~ Dz x épx Dx.y évy T-puy THy (f'F) ® ory,x[dimY — dim X]
= Do x ®py Tz THy (fF) ® ory/x[dimY — dim X,

ou le premier isomorphisme résulte de la proposition 2.4.1.
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2) Supposons maintenant f : ¥ — X lisse. On a f'F ~ f71F ®
ory/x[dimY —dim X] et p: Ty X < T;Y est une immersion fermée.

Appliquant le lemme 2.4.3 (avec G = F), on peut écrire

L
Rp. (Dzh x @y Tz THX(F))
~ L _ _
= Rp. (Dzex Spx p7 (Dxy ® Tz THy (§7'F)))
L
~ Rpup™ (Dzey &, Tz THy (f7'F)).

Le sous-lemme ci-dessous implique que cette derniére expression n’est autre
que

L
Dz—y ®py Tpy THy(f‘lF) ®ory,x [dle — dim X]

Q

SOUS-LEMME 2.4.7. — Sous les hypothéses du lemme 2.4.6 ou l'on suppose de
plus f: Y — X lisse, on a

L
supp (Dxby & Ty THy f-lF)) CTLX.
Y

Démonstration

L’assertion étant locale, on peut supposer Y’ = IR7* xRy x IR‘ZZ avec X :y =0,
Z:xz=y=0.
Soit p=(z; &,m) € T3Y tel que p ¢ T; X, i.e. n # 0; il faut montrer que pour
. L
tout j on a HY (Dxby ®py, Ty THy(f_lF)) = 0. On a, en utilisant
P

la formule du germe (proposition 2.2.4), puis le théoréme d’image directe de
Kashiwara :

. L
HI (DX«—Y ®py T-pz THY(f—lF))p

. L
=li_m)H7RI‘(Y; Dx—y ®Dy THY(f_l(F)Um))
Uyy

= lim BV BT (X ; THx (RA(f ™ (FJun) ),
Uy
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ou la limite inductive est prise sur l’ensemble des (U,7y) ou U parcourt
une base d’ouverts sous-analytiques relativement compacts de Y contenant
z et v parcourt ’ensemble des sous-analytiques fermés de Y = IR™ tels que
(¢,71,0) € Int(Cy (7)°).

11 suffit alors de remarquer qu’on peut choisir y tel que ¥N f~!(z, z) contienne
une demi-droite, et alors Rfi(f~'(F)vuny)(z,z) = 0.
Q

Remarque 2.4.8

Dans la situation du lemme 2.4.6 on a en fait montré que si ’on impose de
plus & f : Y — X d’&tre lisse, le morphisme du lemme est un isomorphisme.
Supposons maintenant que f : Y — X est une immersion fermée et soit U
un ouvert de T*X qui est non caractéristique pour F au sens de [K-S 2, 3];
on sait alors que le morphisme RI['y F — F' est, microlocalement sur U, un
isomorphisme (i.e. SS(RTyF — F)NU =0, cf. loc. cit) et on peut montrer
sous cette hypothése que le morphisme du lemme 2.4.6 est un isomorphisme
sur U (cf. [An 1], theése).






3. - MICROLOCALISATION A CROISSANCE DES FONCTIONS
HOLOMORPHES

3.1. Objets

Soit X une variété analytique complexe, T* X - X son fibré cotangent. Dans
la suite on écrira souvent Ox, Dx, etc. au lieu de 77 1Ox, 7~1Dx quand il
n’y aura pas risque de confusion.

DEFINITION 3.1.1. — Soit M une sous-variété analytique (réelle) de Xg et
soit F € ObDY_ (XR). On pose :

T-vp RHx(F) = DRy(T-vps THx (F))
(= RHomp_(O%, T-vm THxy(F))),

T-pp RHx(F) = (Tvum RHX(F))A (= DRx(T-pp THxy (F))),
T-pp Ox = T-pp RHx(Cx) (= DRx(T-pp Dbxy)),
T-phom(F,Ox) = DRy (T-phom(F, Dbxy)) ,

et pour tout Ox-module localement libre £ on pose :

T-phom(F, L) = T-phom(F, OX)(’;@ L.
X

Alors T—uy RHx(F) et T—uhom(F,Ox) sont des objets de Db _.(T*XR)

coni

et de D*(n~1Dx) et T—pp RHx(F) est concentré sur T3, X. (On omettra
éventuellement X dans la notation T-u,; RHx (F).)

On a une transformation de foncteurs sur Df; __(X), résultant de (2.3.1) :

T-phom(-,0x) — phom(-,0x).
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ProPosITION 3.1.2. — (i) Soit p € Ty X, £ = w(p). Pour tout j on a :
Hi (Tt RH(F)), = lim, HY RHx (Fy)s
Z
ot Z parcourt la famille des fermés sous-analytiques de X tels que Cp(Z), C

{v € (TMX)z; (v,p) >0} U {0},
(i) Rm, T-ups RH(F) ~ RHx(Fu)|,,

et, notant £ = dimgr M — dimp X, on a

(iii) RTpr Tup RH(F) ~ RHx(F) ® orM/X[£]|M, d’ou un triangle dis-
tingué :

(311) RHx(F)®orax[d|,, — RHx(Fu)|,, —R7T-py RH(F) 5

Démonstration

(i) Notons n = dimg X. Soit F* un complexe de R — ¢(X) quasi-
isomorphe 4 F. On peut trouver un complexe Q.Y localement libre sur Q
et tel que Q5 =~ Q% [—n]. On peut donc écrire

qis

L
T-py RH(F) = Qg ® T-uy TH(F)[-n] = (0% ® T-py TH(F®)),
X X

qis

ot s( ) désigne le complexe simple associé au complexe double, d’ot1, notant
Z la famille des fermés sous-analytiques Z vérifiant la condition du (i)

HI(T-ppy RH(F)), = lim F(U; HI (s (% ® Tuy TH(F‘))))
U ouvert Dx
Usp

- H (s (%, @ T-ww TH(E* ),,))

= 19 (s(0%, ® lm TH(F).))

X,z ZezZ

= lim H (s(Q% ® TH(F3)
lim 19 (o(0% 8 TH(FE)),

. L
= lim H’ (Qs ® TH(Fz)[—n]
= lim HIRH(F).,
ZeZ ;
ol on a utilisé la proposition 2.2.4.
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(ii) Résulte de la proposition 2.2.4 (iv), Qx étant Dx-cohérent.

(iii) On a RT'm T-up RH(F) = RIU'yRHomp_(Ox, T-uy RH(F)) =
RHomp_( O, RT'm T-pup TH(F)), et (iii) résulte de la proposition 2.2.4
(iv).

Q

Dans certaines applications (cf. paragraphe 6.3.2) il peut étre utile de disposer
de la formule pour les sections de T-v ;s RHx(-) que voici. Soit V' C Tpy X un
ouvert conique et K C V, K ensemble conique engendré (comme ensemble
conique) par un compact, alors :

HIRT(K; T-vy RHx (F)) = lim { H RT(X; RHx (Fy));
U C X ouvert sous-analytique tel que Cp (X \ U) N K = {0}}.

(3.1.2) {

La démonstration est analogue & celle du (i) précédent.

On peut aussi calculer T-u),; Ox a partir des fonctions analytiques réelles :

PRropPoOSITION 3.1.3. — La fléche naturelle
DRx(T-ppy Axw) — DRx(T-pp Dbxg) = T-pn Ox

est un isomorphisme.

Démonstration
Il revient au méme de montrer que la fleche
DRy(T—VM _Axm) — DRy(T—I/M Dbxy)

est un isomorphisme, donc il suffit, en utilisant la formule des germes (cf.
remarque 2.1.15), de montrer que pour tout ouvert analytique U C X on a :

(3.1.3) RHx(Cy) = DRx(A%Y).
Or on a une suite exacte :
0 — Coy(Dbxg/Axg) = Tg(Dbxe /Axg) = THxp (Cu)/A%Y — 0,

comme il résulte de la propriété de Lojasiewicz (U étant ouvert sous-analy-
tique), et pour montrer DR (THxy (Cv) /.Ag(_ni] ) = 0 il suffit de montrer que
pour tout fermé sous-analytique Z de Xr on a DR5(T'z(Dbxy/Axg)) = 0.

La proposition résulte alors plus généralement du
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LEMME 3.1.3 bis. — Soient M une variété analytique réelle et M un D-module
elliptique sur M, Z C M un fermé. Alors

RHO’ITL'DM (M,Pz(DbM/.AM)) =0.

(L’hypothese signifiant que M est un Dx-module tel que Car MNT3; X C {0},
ol X = MC est un complexifié de M et Car M est la variété caractéristique

de M.)

Démonstration

En considérant une résolution locale
0—M—&Dx/DxP; — N «0

avec N' un D-module elliptique sur M et les P; des opérateurs elliptiques
en nombre fini, on voit, par récurrence, qu’on peut supposer M de la forme
M = Dx/DxP avec P un opérateur elliptique, et alors le lemme résulte
trivialement de la résolubilité locale et de la régularité elliptique de P.

Q

PROPOSITION 3.1.4. — Soient F € ObDf_ (Xm) et A = Ax la diagonale de
X x X. On a les propriétés suivantes.

. L -1 .
(i) Tphom(F,0x)~ qu_lXxX Dg{))(x T-pa RH(g;  F)[dimg X] .

(ii)
Rr, T-phom(F,0x) ~ RHx(F), RmT-puhom(F,0Ox)~F*® Ox,
et on a donc un triangle distingué

F* & Ox — RHx(F) = Rft, T-pthom(F, 0x) *5,

(on rappelle que F* = RHom(F,Cx)).

(iii) supp(T-phom(F,Ox)) C SS(F).
(iv)  Si M est une sous-variété analytique réelle de Xgr, on a

T—uhom(G)M, Ox) >~ T—uM Ox.
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(v) Soient X =CQ" etp= (z;¢) € T*X. Pour tout j € Z on a :

HY (T-phom(F, Ox)), = lim H’(RT(U; RHx (¢ ReasFu)),
U,A

ot la limite inductive est prise sur l’ensemble des (U,A) tels que U est un
voisinage ouvert sous-analytique de x et A est un céne conveze propre fermé
sous-analytique de Xp = IR®™ tel que

A c {veR™; (v,€) <0} uU{0}.

Soit Y un ensemble produit de la forme ¥ = X; x --- x X,. Pour tout k-
uple (1,...,%k) avec 1 < 43 < -+ < i < £ on désignera par ¢;i,..i, : ¥ —
Xi, x -+ x X;,, la projection.

Démonstration
(i) Soit n =dimg X. On a
T—phom(F,Ox)
®  TuaTH(g;'F))[-n]

L
~Dpx® (D 4
P Dx RXXR

1
Xre—XrXXR Dx
L

L
=D v ® D _ - ® TupTH(q;'F)[-n
X‘_XXXDXXY XL 3 Tx xx| XXX Dxgorn, 27N (a3 F)[-n]
L L
~D ¢ ® D q13

N ®
XXX Dxxx XxX—XxXxXxX {XIRXXIR DlexxR

T-punTH(gz ' F) [-n]

L L
— —_ ol -1 _
=Dy s n®, (Prekox ,&_FaTHGE'F)) (-l

L
— ol -1 _
—DX LI DﬁxT#ARH(‘h F)[-n].

Les points (ii), (iii), (iv), (v) résultent des proposition 2.3.2, corollaire 2.3.4,
corollaire 2.3.6 et proposition 2.3.3 respectivement.
Q

Remarque 3.1.5

Soit @ C T*X un sous-ensemble et soit D% __(X;Q) la catégorie localisée de
Df,_.(X) par le systéme multiplicatif des fleches dont le micro-support ne
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rencontre pas Q2 (voir Pappendice en fin d’article pour une discussion de cette
catégorie).

On peut regarder T-phom(-,Ox) comme un foncteur Df;_(X)° — D*(Q),
par restriction du but, et vu le (iii) de la proposition 3.1.4, cela définit, par
localisation, un foncteur

T-phom(-,0x) : Dh_.(X;9)° — D*(Q),

(qu’on notera encore de la méme maniére).

3.2. Spécialisation tempérée le long d’une sous-variété complexe

3.2.1 Soit Y une sous-variété complexe de X. Il est alors naturel, et souvent
utile (cf. les paragraphes 3.2.2 et 4.2), de disposer d’une formule qui calcule
T—vy RHx(F) a laide de la déformation au fibré normal complexe 3 la
MacPherson-Verdier (cf. [F], cf. aussi [V]).

On pose par définition T§X = Specan( @ I{i), ou Iy est I'idéal de définition
keZ

de Y dans X et ou IX d=f(9y pour k < 0.

Notons p 'application canonique p : T‘;X — X et z la coordonnée canonique

z: Tg X — €. On a un diagramme commutatif (de variétés réelles) :

XIR‘_p_ TeX)r —2—C

oo ] ]

Xr ——— Ty XR —t JR

par lequel on identifie la déformation au fibré normal réel, TmelR, az"(R).

Dans la proposition suivante on désigne par X la variété complexe X = T;X ,
par 2 le sous-ensemble sous-analytique localement fermé de ()? )r défini par
Q = 271 (R>o) (dans Ty, XR, 2 est Pouvert {t > 0}) et par s 'immersion
s: Ty X - TeX.
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PROPOSITION 3.2.1. — Pour F € ObD¥%_.(XR) on a

(3.2.2) Tvy RHx(F) =~ s~ (Dy _5 ,;‘%’, RH3 (5™ F)a)).

Démonstration

Remarquons d’abord que

L
(3.2.3) T-vyg THxg(F) ~ s (wa( Fomp® TH(;)R((p‘lF)a)) (~1].

R
En effet, si on note ¢ I'immersion fermée ¢ : z7}(IR) — (X)Rr, on a

Tvyg THxg(F)
—_— L -
def 1(’D"IR‘—Z“(R) D,—Q?m) TH:=1aw (P 1FQ)L-‘(IR))) (=1]

1 L L .
s (Dxmh(")“”(% D(X)““"'(‘R)v,ﬁmTHrl(m)((p FQ)I:-I(IR)))[_I]
R
=57 Dy tpn ® TH gy (Ruw™ (07 Fa))) [-1
=3 Xr—(X)r p = (X \ et Q —1]
(X)R
_ 1 L -1
=57 Dy Bim p & THezy 07 F0)) 1],
(X)R

ou on a utilisé le théoreme d’image directe de Kashiwara et le fait que

-1 _
(p F9)|§\z—l(m) =0
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Soit n la dimension complexe de X. Vu (3.2.3) on peut écrire

Tvyg RHx(F) =Dy xX| x,. ® Tvyg THxy (F) [-7]

L —
= 1(DX«—MFIX,R 2 DxneOm p g TH %) IF")) [=n—1]

(x)n
_ 1 _ L _ -1 e
=3 (DX*‘XXXD?JDXR«—}xﬂ(;)‘R S)RTH(X) (p Fﬂ))[ n—1]

~ -1 ~ L - 1 - —
o~ s (thxgvpi_jw% D@ TH iz (P~ Fa))[ n—1]
x X “GOm
~ s (D¢ & (D TH g (p~'F, 1
=57 (Dy 5 & (D 58 THgz, ("' Fa))) [-n—1
X X
— -1 x 1
= 57 (Dy._z @ RHz(r™'Fa)),
X

puisque la dimension complexe de X estn+1.
Q

On aurait démontré d’une maniére analogue la formule “sans conditions de
croissance” suivante

(3.2.2)bis vy RHom(F,Ox) ~s~! (’D

XX S ® R’Hom((p F)q O~)).

X
3.2.2. On donne maintenant un analogue microlocal de la formule (1.2.6) (qui
sera utilisé dans le paragraphe 3.4).

Soit M une variété analytique réelle et N C M une sous-variété fermée. Soit
Y — X une complexification de N — M et notons ¢ : M — X D’inclusion
de M dans son complexifié et p = p;, w = w; les applications définies par le
diagramme Ty M <2~ N T X ST X.
PROPOSITION 3.2.2. — Soit F € ObD};_(M). On a :

(i) T-vN THM(F) ~ T-vy RHx (i, F) ® orp[dim M].

(ii) T-uny THM(F) ~ Rpow ™} (T—uy RHx (i, F)) ® orp[dim M].

Dans (i) on a considéré I'injection Ty M C Ty X : le terme de droite de (i) est
bien & support dans Cy (M) = Ty M.
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Démonstration

(i) Soit p : TNM — M Véclatement réel de M le long de N, t € R
la coordonnée canonique, s : TNN{, — TnyM, Q Pouvert {t > 0} de Ty M,
j:Qo>TyM,p= Pl Soit p’ : Tg X — X Déclatement complexe de X le
long de Y (cf. § 3.2.1), z € € la coordonnée canonique, s’ : Ty X — T,C,X ,
Q' =2"YR>o),j : ¥V o> T X, p’ =p’ln/‘

Alors Tf,X est un voisinage complexe de TNM ; on note T : TNM — T{,X
P’inclusion et ¢ : © < Q' 'injection induite par 7.

Posons M = fNM , X = Tf,X . On a un diagramme commutatif :

TvM s M J Q
R M
1 L 1 t
/ X W)
TY‘X sl > X ¢ jl )

dans lequel les grands carrés sont cartésiens et on a également M=MxX ,
X
Q=Mx.
X

Soit n = dim M.

En se plagant dans un ouvert U de coordonnées locales z = (z/, ") de M on
peut supposer M = U C Ry, N = {z' = 0}, X C € et X voisinage ouvert
de M dans € muni de la coordonnée holomorphe § = z + /=Ty = (¢',¢"),

={¢ =0}; p est l’appllcatlon (2,€,8") € TYX — (2¢',¢") € X, et on a
Ty,RXIR {Imz = 0}, TnM = {Imz =0,y =0,y" = = 0}.

Remarquons que p'~1(M) N TYRXIR > TNM et que cette inclusion est
une égalité au dessus de ¢t # 0 (mais p' ' (M) N TyxgXr N {t = 0} =
TNM + /—1TnM). En particulier (p"li*F)Q,\Mf =0.

Montrons d’abord

(3.2.5) WRIPTIF ~ (p/ Vi, F)o
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on a en effet

WRIPTIF = L.Rjp~ Vi VinF ~ LRju"W Vi F ~ L Rip Vil F ~
i (BN F)ar),

et (3.2.5) résulte de ce que (p'~1i.F)q/ est concentré sur Mvula remarque
précédente.

D’autre part, org; /M étant trivial, on a (en omettant les p~!) ory =

~ ~ ~ — ~ -1 = ~
OTii/m ® OTM = orm et Dxa—x|1(,7 =Dy 5® OTM/M =Dy et on
peut écrire, en utilisant (1.2.4) :

. = g1 ~ L ~ gL —
Ty THu(F) = 57 (D) iz 2 TH(Rjg™'F)) [-1]
—1 L < L ~—1
~s (DMQ_ i1 8 (RHg (. Rjsp™ F)| ; ® ormln + 1]) [~1]
M
/-1 L ] e |
=s (thi,?;RH)?(“RJ!P F)) ® ory [n]
X
/—1 L /—1 -
~s (DX_)? $ RHg((p z*F)Q/)) ® or [n]
X

=Tvy RHx(i+F) ® orum [n], vu (3.2.2).

(ii) Posons E = TyM, E' = NxTyX, E” = TyX et désignons

Y
respectivement par ( )*E, ( )"e’, ( )"&” les transformations de Fourier-
Sato respectives sur ces fibrés.

Soit '/ : E — E’, j : E' — E" les applications canoniques déduites de
i: M — X, et posons F = Tvy RHx(i.F) ® orpy [n]. Vu (i) on peut écrire
T-unyTHy(F) = (7' F)Ne =~ R()((G7'F) ) ~ Rpyw™'(Fhe”)
puisque j est un changement de base, i’ un morphisme de fibré et F est a
support dans E (puisque T-vy RHx (i, F) est & support dans Cy (supp i, F') C
Cy(M) =TnM). o

Les formules “sans conditions de croissance” s’obtiennent de maniére ana-
logue, par exemple on a

(3.2.5)bis vy RHom(F,Bp) ~ vy RHom(i. F, Ox) ® orp[dimM].
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Remarque 3.2.3

Soit F € ObDf;_.(M). On a un morphisme canonique
(3.2.6) T—phom(F,Dbp) — Rpyw ™! T—phom(i,F,Ox) ® orp [dim M]
ol p et w désignent les applications T* M 2 M ))é T*X ST*X.

En effet, posant n = dim M, on a

L
T—uphom(F, Dbyy) d:;f DM4‘“—MM><M D%M T—;I.AM THpxm (Cyr X0, F)

L
® w! T—,LLAX RHxxx (Cy X i F) ® or prscms [271,])

=R (D
P\ MM penr Direns

_ L . -1
= Rp,w! (DX(,h_XXXX o2 Tottay RHxoc(@n B i F) ® gijorns [2n])

-— L . —
— Rp,w! (Dxf“—xx)cx D%x T-un, RHxxx(Cx X i.F) ® gporm [2n])

= Rp,w~ }(T—phom(i,F,Ox)) ® orp [n],

oll on a utilisé la proposition 3.2.2 et la fleche canonique Cx — Cys.

La restriction du morphisme (3.2.6) & la section nulle est isomorphisme
(1.2.4). Mais (3.2.6) n’est pas un isomorphisme en général. Autrement dit il
ne semble pas que ’on puisse retrouver facilement le foncteur ~phom(-, Db)
a partir de T-phom(-, O).

3.3. Opérations

Soit f : Y — X un morphisme de variétés complexes. On note p et w les
applications canoniques associées T*Y «Z~ Y x T*X = T*X. Soit N (resp.

X
M) une sous-variété analytique réelle de Y (resp. X) telle que f(N) C M;
on notera également p et w les applications T}Y <2~ N X Ty X 5 ThX sl

n’y a pas risque de confusion.
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3.3.1. Images directes

PROPOSITION 3.3.1. — On suppose que f est “clean” par rapport ¢ M et que
f~Y(M) = N. Soit F € ObD};__(YR) tel que f est propre sur supp F. Alors :

L ~ .
Rw;p_l(Dx._y 2 Ty RHy (F)) [dimg Y] % T~y RHx (Rf.F) [dimg X].

Démonstration

On a
Rwyp™! (Dx..y % T-uy RHy (F)) [dimg Y]
Dy

1 L L
= Rwp (Dx.—yz;e; (DpthV%T_uN THY]R(F)))

1 L L
= R~} (Dxy & Provi¥ly, @ Tin THyq (F))

L 1 L
= DX4—XXY D;?;Y RWIp (DXXY«—YX?h’m D§m T—,’LN THYIR (F))
L . L

= Dy @ Beonp ™" (Pt Foian ThHy (F))
= pt«-Y%T_ﬂM THX]R(Rf*F)
= T-pyp RHx (Rf,F) [dimg X] ;

on a utilisé la proposition 2.4.1 (ii).
Q

THEOREME 3.3.2. — Soit F € Ob Dp_.(YR). On suppose f : Y — X propre
sur supp F'. Alors on a un morphisme canonique :

L
Rewipt (Dx4_y & T-hom(F, Oy)) [dimg Y] —
Y
T-phom(Rf.F, Ox)[dimg X).

Si de plus f est lisse, ce morphisme est un isomorphisme.
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Démonstration
Ona:
L
Rop™?! (Dx...y ® T—uhom(F, Oy)) [dimg Y]
Dy
. L L
= Rop (Dx._y ® (Dpy & & T-phom(F, Dbya))
— Ronp™ (thy ® Dy y¥lyy 1 ® Tphom(F, Dbyn))

- DX#——XXX ® Rwp™ ! (Dxxxhyxyly ® T-phom(F, Dbyn))
D@
L
= Dpte—_)?ﬁei_Rw'p (DXml——Ym ® T—uhom(F Dbym))
x
L
— D,y x § T-uhom(Rf.F, Dbxy)
X

= T-phom(Rf.F,Ox) [dimg¢ X] ,

ou le morphisme est assuré par le théoréme 2.4.2; le méme théoréme montre
que c’est un isomorphisme si f est lisse.

Q

3.3.2. Images inverses

ProPOSITION 3.3.3. — Soit S C Y, Z C X des sous-variétés complezes de Y
et X respectwement On suppose f : Y — X transverse & Z et S = f~1(Z).
Soit F € Ob D]R_ (XR). On a un morphisme canonique

L
Dy_x ,-‘?D w ' T-py; RHx(F) — T-ug RHy (f'F).
X
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Démonstration

r
On a TgY « SxT7X et il revient au méme de construire un morphisme
z

canonique

L
Dy-x ® f""'Tvz RHx(F) — Tvs RHy(f'F).
f~1Dx

Utilisant les notations du paragraphe 3.2, désignons par X TZX — X la

déformation au fibré normal complexe de X le long de Z, Qx l ensemble sous-
analytique localement fermé Qx = z~1(Rso), sx : TZX — X D'immersion
canonique, et les notations analogues en Y. Notons f’ Y5 X0 application
associée a f. Vu la proposition 3.2.2 on peut écrire

L
Dy_x ® f'~'T-vz RHx(F)
f~1Dx
_ Lo 1 1 _ —1
=Dy.x & sk (DX_X % RHz((px'F)ax))
—1(, -1 Lo = -1
= Dy, D, = ® RH: F
7 (py'Drox 8, Dy ng %X Flay))
L L ~ _
- 57" (Py v L Y 'RHZ((vx' F)ax))
- 57! (Dy.3 § RHZ(F (0% F)ax)))
Y
L — —
~ 57" (Dy 5 ® RHF((07' (F ' F)ay))
Y

=T-us RH(f™'F),

ol on a utilisé la formule (0.2.6) dans la situation du diagramme cartésien

7

Py PXx

N e— =
]
b —— >

f

puis la proposition 1.2.3 et la formule f’“l((P)_(lF)Qx) ~ (py* (f~1F))ay qui
s’établit comme (2.4.2).
Q
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Dans le cas d’une immersion on a un énoncé plus précis. Soient M et N des
sous-variétés réelles de X et YR respectivement.

ProposITION 3.34. — Soit f : Y — X une immersion fermée, “clean” re-
spectivement & M et telle que N = MNY . Alors pour tout F € Ob D}, _ (XR)
ona:

L
Dyx 1% T-up RHx(F) |T;,Y ~I-uyn RHY(F|Y)

L
en particulier Dy-x @ T-up Ox! oo 2Ty Oy.
Dx TRY

Démonstration

1l suffit de recopier la démonstration de la proposition 1.2.3. en utilisant le
lemme suivant au lieu de la proposition 1.2.2.
Q

LEMME 3.3.5. — Les hypothéses étant celles de la proposition 3.3.4, on a
Dy_x ® Toping THx (F) ., < Dy ® & Ty THyy (F) ) 4],

ot £ est la codimension (compleze) deY dans X.

Démonstration du lemme 3.3.5

Il revient au méme de démontrer ’isomorphisme

L L
(3.3.1) Dy_x 1?; fYTvMmMTHxx(F)) ~Dx._y 75@7 T-vy THyg (F|, ) [€).

Soit Xgr 25 XR (resﬁp Yr ———»Y;R) Péclaté réel de Xg(resp. YRr) le long de
M (resp. N) et f' : YR — Xr Vapplication induite par f (cf. le diagramme
(2.4.1) ou les occurrences de X (resp. Y') sont remplacées par X (resp. YR)).

Remarquons d’abord que les hypothéses impliquent que f’ YR — )Z']R est
une immersion fermée. Alors on a

(3-3'2) DX ‘—?n ® TH ((pY(FIY)Qy) f’ 1TH~ ((pXFY)Qx)!

YR
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en effet par le théoréeme d’image directe de Kashiwara, on a
R (Dgp 0 @ THy, (4 (Pl )ay))

~THyg, (RF. ((p‘y(F y)a))
~THg, (B RA(F|,)a, )

=THg_ ((pxFy)ax), (on a utilisé la formule 2.4.3).

D’autre part, la formule (1.2.2) implique la suivante :

L
(3.3.3) Dk v XX D® D

L
’E-eiDYIR“?JR [e] Dy-.x ® Xr—Yr
Y Xm

Considérons le terme de droite de (3.3.1), égal par définition a
L 1
Dr.7 8 5 (Prae 7 o2 ® TH (B (F|,)ay)) 1
alors par (3.3.3) et (3.3.2) on voit qu'il est canoniquement isomorphe &

L1 -1
Dy_x % f Sx (DXIR‘—XR D ((pXFY)QX ))

XR

L
=Dy_x 1;8;( T—vm THxy (Fy) ITNY .

Pour conclure il suffit de voir que ce dernier terme est canoniquement
isomorphe au premier terme de (3.3.1). Vu le triangle distingué Fx\y —

F - Fy +, , le morphisme canonique
L L
Dy_x ®py T-vm THxr(Fy) — Dy—x ®px T-vm THxy (F)

L
-est un isomorphisme si Dx_.x ®py T-vm THxy(Fx\y) = 0; alors en se
plagant dans le germe en v € Ty X on est ramené & la situation déja traitée
dans la démonstration de la proposition 1.2.2.

Q
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THEOREME 3.3.6. — Soient f : Y — X un morphisme de variétés analytiques
complezes et F € ObDl_ (XR)-

(i) On a un morphisme canonique d’image inverse

L
f~1Dx
T—phom(f'F,Oy) [dimg YR — dimg XR] .
(ii) Supposons de plus que f :' Y — X est une immersion fermée et soit

U un owvert de T*X tel que Y est non caractéristique pour F sur U. Alors
la restriction & U du morphisme précédent est un isomorphisme.

On utilisera le plus souvent le morphisme
L
(3.34) Rp (Dy_,x ] @~ P-phom(F, ox)) — T—phom(f~1F, Oy)
- X

qui se déduit de (i) par utilisation du morphisme canonique

f'F ® oryg /xg [dimR YR — dimp Xg] — f'F.

Comme la suite n’utilisera pas (ii), on renvoie le lecteur & [An 1] pour une
démonstration de ce point - que I’on a surtout cité pour rassurer le lecteur : le
morphisme n’est pas (toujours) nul! (cf. remarque 2.4.9) - et on va se borner
ici & établir (i).

Montrons d’abord le :

LEMME 3.3.7. — Soient f : Y — X un morphisme de variétés complezes,
Z C X, Z' CY des sous-variétés complezes, g : X — Z un morphisme
lisse qui est une rétraction sur Z. On suppose que f induit un isomorphisme
analytique Z' ~ Z (et on identifie Z' & Z). Soit F € ObD%_ (Xr). Alors
on a un morphisme canonique :

L
Rp, ('Dz«-xgb T-pg RHX(F)) —
X

L ]
DZ._Y1<)2> T-uz RHy (f F) [3(dimg Y — dimg X)].
Y
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Démonstration du lemme

Ona:
L
Rp(Dz—x ® T-puz RHx(F))
X
L L i
= Rp, (’Dz._x 8 x| 2 TH2 THX,R(F)) [~ dimg X]
~ Dy 52 5 ® Rp, (Dzw_xm & Ty THx (F)) [ dimg X]

L
——y'DZ‘_szlz ® Dzge—Yn ®

Dyg
T-uz THyg (f'F) [-dimg X] [2dimg Y—2 dimg X]
L L
=Dy 2z Di; Doz ys¥ |y D@ﬂ
T, THyg (f'F) [2dimg Y — 3dimg X]

~Dz. vy ® Dy. vv IY ® T-py THyR(f F)[2dimg Y — 3dimg X]
=Dz y 158) T-u; RHy(f'F) [3dimg Y — 3dimg X],
Y

ou le morphisme est donné par le lemme 2.4.6.

Démonstration de (i), théoréme 3.3.6

Notons f; = (f,Idx) =Y xX — XxX, fo = (ldy,f) =Y xY — Y xX,
Af C Y xX le graphe de f, g; la j-itme projection de Y x X, dx = dimg X,
dy = dimg Y, et identifions la premiére ligne 4 la deuxiéme dans le diagramme
commutatif suivant :

TA, (YXY) —— Tx,(YxX) —— T3, (XxX)

J J J

™Y — Y ;<( ™ — T*X
P w
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Ona:

L
Rpr (Dy_. x & @~ T-phom(F, ox))

L L
~Ro(Dy-x & ® Tun, RH(G}F))) [dx]

-1
w (D
( XX XxX Dxux

X

L L
— Rp (DYe-YxX ® Dyxx—xxx ® @ 'Tpx, RH(gGxF )) [dx]
Dyxx FT 1 Dxxx

® Touns RH(fT'GEF)) [dx]

YXX

— Rp, ('DY<—Y><X »
L -1
= Roi(Dyevx @ Touns RH(g;'F)) [dx]

L
— Dyary,y Doy Topuay RH(f305" F) [3dy — 2dx]

~ & —1p
=D gr, . 2, T-un, RH(g5y fF) [3dy — 2dx]

= —,J,hom(f!F, Oy) [2dy — 2dx]

ou le premier morphisme est obtenu en considérant le diagramme cartésien

f1

YxX — XxX

Q J ] v[ q1x

Y X

et en appliquant la formule (0.2.6),

ou le second morphisme est donné par la proposition 3.3.3 (f; : YxX — XxX
est transverse & Ax et fi 'Ax = Af),

et ol le troisieme morphisme résulte du lemme 3.3.7 appliqué dans la situation
du diagramme

YxY—-fL»YxY

o171

Y <& Ay ~ SAf 2Ly

On a ensuite utilisé I'identification fyg; ' ~ g5y f'.
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3.3.3. Enfin on a une opération de produit tensoriel externe qui résulte
immédiatement des propositions 2.4.10 et 2.4.11 .

PropPosITION 3.3.8. — Soient X et Y deux variétés complexes, et M et
N des sous-variétés analytiques réelles de X et Y respectivement, F €
ObD_(XR), G € ObD%_(YR). On a les morphismes canoniques dans
Db _(T*(Xgr x YR)) et dans D*(n~'Dxxy) suivants :

coni

(i) T-up RHx(F) X T-uy RHy (G) — T-upn RHxxy (F X G),
(ii) T=phom(F,Ox) X T-phom(G, Oy) — T-phom(F X1 G, Oxxy).

Remarque 3.3.9

On utilisera le plus souvent les opérations d’image directe, d’image inverse ou
de produit externe en “oubliant” qu’il s’agit d’opérations de D -modules. Plus
précisément, si f : Y — X est un morphisme de variétés complexes, la section
canonique ly_,x € Dy_ x définit un morphisme de f~!Dx-modules & droite
f'Dx — Dy_.x et un morphisme de Dy-modules & droite Qy;x — Dx.y.
Alors par exemple, sous les hypothéses du théoréme 3.3.2, on obtient, par
composition, un morphisme dans D?_;(T*XR) :

(3.3.5) Ramnp~ ! T-phom(F,Qy)[dimg Y] — T—phom(Rf.F,Qx)[dimg X],
et sous les hypotheses du théoréme 3.3.6, des morphismes dans D2, (T*YR) :
(3.3.6)
Rpiwo! (T—,uhom(F, ox)) — T-phom(f'F, Oy)[dimp Yir — dimp Xg]
— T-phom(f~'F,Oy).

3.3.4. Transformations intégrales

Si X est une variété complexe, on note dx sa dimension et ax : T*X — T*X
I’application antipodale. Soit X; x- - - x X, un produit de n variétés complexes.
Pour 1 <k<mn1<i <---<ix<netl<i<j<n, on désigne par
Gi,....i, €t par p;,...;, les projections g;, 4, : X1 X - x X, = X, x--- x X;,
et Piyiy :T* X1 X - xT* X, = T*X;, x -+ x T*X;,, et on note

P?J = (IdT‘Xi x an) O Pij

O(O,...,O,dxn

(3.3'7) X;x-uxX,.) = QX1><~--xX,‘/X1x-~~xX,,‘_1

(0,---,0,dx; ,0,...,0,dx; ,0,,0) =
0X1 XX Xn = 0X1 XX Xp ® q;; QX;ij .

-1
95 Ox;xx;
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Rappelons également que pour K € Ob(D%(X; x X2)) et F € Ob(D*(X2)) on
pose :

ok (F) = Rqn(K ® ¢; ' F),
et pour K; € Ob(D%(X; x X)) et Ky € Ob(D%(X2 x X3)), on pose

K 0 K; = Rqi31(g77 K1 ® 453 K2).

Si K € Ob(D*(T*(X; x X2))) on notera aussi K® = (Idr-x, x ax,) (K).

PRropPoSITION 3.3.10. — Soient X et Y deuz variétés complezes.

(i) Soit K € ObD}_ (X x Y) tel que q1 soit propre sur supp K. Soit
F € ObD%_.(Y). On a un morphisme canonique :

Rpy (T—uhom(K, 0§)f§))“ ®py! T—,uhom(F,Oy)) —
T-phom (P (F), Ox) [—dy].

(ii) Soit Z une troisiéme variété compleze et soient Ky € ObDfy_ (X xY)
et K2 € ObDi_ (Y x Z). On suppose q13 propre sur supp(giz K1 ® g53 K2).
On a un morphisme canonique :

Rpis(pts T-uhom(K1, OF) @by F-uhom(Ky, OF,(2))) —
T-phom (K1 o Ka, (9&?’:%)) [—dy].

Démonstration

(i) Soit {pt} la variété réduite & un point et identifions F' & un objet de
Db(Y x {pt}). Alors @k (F) = KoF et (i) résulte de (ii) en prenant Z = {pt}.

(ii) Soit 6 Pimmersion X xY x Z — X xY xY x Z associée 2 la diagonale
deY et notons j : T*Y —-TA (Y xY) 'isomorphisme induit par la deuxiéme
projection de T*(T x Y) sur T*Y.
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On a un diagramme commutatif :

T*(XXY) x T*(Y x 2) < P2X P85 ey oy gz —

1
Ws ~|Idxjxaz

T* (X xY) 1>§T“(YxZ)<—T*X>< TA, (YXY)xT*Z

ps o P13

T*(X xY x Z) « > T*X xY xT*Z
13

Waq13

T*XxT*Z +— |
ou le deuxiéme carré est cartésien, donc on a une identification (cf. [K-S 3])

(338)  Ruwgp; Rosw; (Fi B F2) ~ Rply(pl, Fi1®pls F2),

pour F; € ObD¥(T*(X xY)) , F» € ObDb(T*(Y x 2)).

Alors en utilisant successivement (3.3.8), proposition 3.3.8, (3.3.6) et (3.3.5)
on peut écrire les fleches

Rpls (Pi'z_ " Tphom(Ky, 098 )) @ ply | T-phom (K, 0557 ))
~ R,y pqs Rpsws (T—uhom(Kl,Og‘(’;(‘{)’)) Tphom(Ky, 02 dz)))
—~ Rwvgyy s Roorwy  ( Tpuhom(K B Kz, OQ350:%8))
= Fevg iy (Tshom(aid . ai Kz,os?m)

— T-phom (K, o K, 0(0 dZ))

On a également la propriété d’associativité des noyaux suivante :

ProprosITION 3.3.11. — Soit X; une variété complexe pour 1 < i < 4 et
soit K; € ObDiy_ (X x X;) pour (3,5) = (1,2),(2,3),(3,4). On suppose les
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conditions suivantes satisfaites

q13 est propre sur supp(g;; K1 ® ¢33 K2)
@24 est propre sur supp(z; K> ® 434 Ks),
q14 est propre sur supp(qy; (K1 o K3) ® 434 Ka),
q14 est propre sur supp(g; K1 ® ¢34 (K2 0 K3)).

Alors on a un diagramme commutatif

ol
- d a- ,d
A= Rty (pf;" T-uhom(Ki, 05532)) @ ' Truhom(Ka, O%c))®
- d
Ph T-uhom(Ks, %)),
- ,d
B = Rply (pty T-uhom(Ki 0 Kz, O 3))) [-dxa)®
-1 0,d
Phs F-uhom(Ks, O%3xt)),
_ a a—l (OvdXQ)
C = Rp{y (P12 T-phom(K1, O 1, )®
P5s T-uhom(Ks 0 Ko, O3%)) ) [=dx )
D = Tphom (K 0 K3 0 K3, 0558 [—dx, — dx,).
La démonstration est du méme type que la précédente et on en laisse le détail
au lecteur.

3.3.5. Transformations intégrales microlocales

Dans le cas qui nous intéressera (au chapitre 5) des transformations canon-
iques, les noyaux qu’on a a considérer ne vérifient pas en général les hypothéses
de propreté des propositions 3.3.10 et 3.3.11 (excepté en dimension 1); on
va néanmoins définir, sous des hypothéses microlocales, des opérations sur
T-phom(-,O) sur le modele des opérations microlocales sur phom(-,0) du
chapitre 11 de [K-S 3].
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Rappelons que si 2 C T*X est un sous-ensemble, le foncteur
T—uhom(-, OX) : DIbR-—c(Xa Q)o - Db(Q)

est bien défini (cf. remarque 3.1.5), ot la catégorie D _.(X; Q) est celle définie
dans ’appendice.

Dans 'appendice en fin d’article, on montre comment définir des opérations

microlocales sur les complexes constructibles en adaptant la théorie de la loc.
cit. Les notations ®% et K; o K ci-dessous sont celles de Pappendice.
I

Les références a I’appendice sont indiquées A.1, A.2, ...

PROPOSITION 3.3.12. (cf. proposition 3.3.10). — Soient X et Y deuz variétés
complezes.

(i) Soient K € ObDfy_ (X xY), px € T*X et py € T*Y tels que

SS(K)N ({px} x T*Y) C {(px,p})} au voisinage de ce point (cf. condition
A.3). Alors pour tout F € ObD};_ (Y) on a un morphisme canonique

T-phom(K, 03 ) (o p5.) ® T-phom(F, Oy ) p, — T-hom(®% (F), Ox )y

(ii) Soit Z une troisiéme variété compleze, et soient K1 € Ob D (X x
Y), K, € Ob Dﬁ{_c(YxZ) t.q. Ky et Ky soient microlocalement composables

en un point (px,py,pz) € T*(X XY x Z) au sens de [K-S 3] paragraphe 7.3,
c’est a dire qu’on a :

(ssx1) x SS(K2)) Nty (px,p%) € {((ox, %), (v, p5))}
au voisinage de ((px,py), (py,p%)). Alors on a un morphisme canonique :

!d b
T-phom(Kj, Og?xl},))(l’x Py) ® T-phom(Kz, Og)x(éZ))(PY Py T
T-uhom(K1 0 Ko, O o ) [y ):

Démonstration

Elle modifie celle de la proposition 3.3.10.
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(i) Ce point résulte de (ii) en prenant Z = {pt} vu le corollaire et la
définition A.3.

(ii) Remarquons d’abord qu’on peut supposer que K; et K> vérifient la
condition (A.2), en vertu du lemme A.6. Soit V' un voisinage ouvert sous-
analytique relativement compact de 7(py). On peut écrire les morphismes

.
T-phom(K1, Ogg;gy))(px 23) ® T-phom(Kz, Og)xZZ))(py,p‘})
~ Rpgy (pt; T-phom(Ky,0%3) ® pis T-uhom(Ka, 057
=~ Rpyy (ply T-phom(K1,Ox.y'’) ® pis phom(Kz, Oyy7”") (px,92)
X Pz

_ _ - 0,dy ,d
— Ry, pqlz (T—phom(qlel ® 53 Ko, Og(xy‘;ZZ)))(px )
Pz

_ _ _ dy,d
= Rt P ( Trmhom(aiy (Ky)xxv) ® a3 Ko, 05955 )
Pz

— T—uhom ((Kl)va o K, 0§?;<dZZ) [—dy]

) (px,p%)

— T—phom (Kl 2K2, O%fzz) (—dy],

) (px,p%)

ou la premiére fleche est fournie par la démonstration du (ii) de la proposition
3.3.10, la deuxieme est induite par (Kj)xxvy — Ki, la troisieéme résulte de
Papplication de (3.3.5) avec f = ¢qi3 (qui est propre sur X x V x Z) -
ces trois fleches étant des morphismes de D®(T*(X x Z)) et la quatritme
est le morphisme de D°({(px,p%)}) induit par le morphisme K; 2K2 —
(K1)xxv o Kz de Diy_o(X x Z ; (px,p%)).

Q

On laisse le soin au lecteur de démontrer la variante microlocale suivante de
la propriété d’associativité, dont ’énoncé a un sens par le corollaire A.7.

ProposITION 3.3.13. (cf. proposition 3.3.11). — Soient X,Y,Z,W quatre

variétés complezes, un point (px,py,pz,pw) € T*(X xY x Z x W), et
trois complezes '

K1 € ObD}y_ (X xY), Kz € 0ObDYy_ (Y x Z), K3 € ObD%_(Z x W),

tels que

SS(Ky) x SS(Kz) x_ SS(Ka) € {((px. %), (bv,p3), (o2, 550))}-

Alors on a un diagramme commutatif :
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ol
A =T-phom(K1,0%:5" ) (o p3) ® T-tthom (K2, O%57) (py ) ®

—[.lhom(K3: OZ)(W ))(PZwa) ’
B = T—#hom(K1 ° K, O @ dZ))(Px,Pz) [ dY] ® T_ﬂhom(K& OZxW )(PZ,P&,) )

C = T-phom(K;, O}?x}},))(l’xmy) ® T-phom(K2 °K3’ OYxW )(py,Pw) —dz],

D= T—uhom(Kl OKZ ng,OX )(PX,PW)[ dy dz]

Remarque 3.3.14

Tous les morphismes et (ou isomorphismes) des énoncés des paragraphes 3.2
et 3.3 sont valables respectivement dans le cadre non tempéré. Ils sont pour
la plupart bien connus (cf. [S-K-K], [K-S 3]) et ils sont compatibles avec
ceux-la. Plus précisément, les énoncés sont ceux qu’on obtient en remplagant
T-uyn THrp (F) par un RHom(F, Byr), T-uhom(F, Dbyy) par phom(F, By,
RHx(F) par RHom(F,Ox), T-uhom(F,Ox) par phom(F,Ox) etc., et la
méme remarque vaut aussi pour les démonstrations, d’ou la compatibilité an-
noncée. Bien entendu, dans le cadre non tempéré on dispose de démonstrations
plus directes.

3.4. Produit tensoriel sur O par un module holonéme régulier
On donne ici une version microlocale du théoréme 1.2.8.

THEOREME 3.4.1. — Soient M wune sous-variété analytique réelle de X,
FeO0bDY_.(X), G € ObDy_.(XR). On a un isomorphisme canonique

L
7 'RHx(F) @O T-up RHx(G) ~ T-up RHx(F R G),
T Ux
et en particulier

L
T—uMRHx(F):'?r—lRHx(F) '?O T-pp) Ox.

X
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Montrons d’abord le

LEMME 3.4.2. — Soient f : Y — X wun morphisme de variétés complezes,
N € ObD®(Dy) et M € ObD*(Dx). On a :

L L L L L
fIM & (Dxey @ N)=Dxey & ((Dyox & fIM) & N).
f-10x Dy Dy f-1Dx Oy
Démonstration

Notons 8x (resp. 8y) limmersion diagonale éx : X — X x X (resp.
by : Y > Y xY), A={(f(y),y)} C X xY le graphe de f, § 'immersion
§:A— X xY, g; la j-iéme projection de X x Y. On peut écrire

L L L
Drey B ((Prox & M) § )
Dy f~1Dx Oy

~ L L 1 L 1
~ ’Dx<-Y1<)8; (Dy_»yxy 1® oy ((Dy_.x f_(lgpr M) j\[))

6; Dyxy
L L - L
~ Dx.y ® | Dywyxy & &y (DYxY—~XxY ®
Dy 67 Dy xy (fxIdy)='Dxxy

(7 x dy) (M B W) )

L L
~ Dxey ® Dyxxy ® 6§ MEN)
Dy 1 D

6~ 1Dxxy

L L
~ f'Dx_xxx ® 5_1(DX><X<—X><Y ® (M N))
165" Dxxx Dxxy D
. L L
=f M ® (DX4—Y & N)7
f-10x Dy

on a utilisé (0.2.7) et (0.2.6), et la derniére égalité se montre comme (0.2.7).
Démonstration du théoréme 3.4.1
" Il revient au méme de démontrer :

L
(3.4.1) T RHx(F) _@O T-vyp RHx(G) ~ Tvy RHx(F ® G).

T X
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out:TyX — M.

On traite d’abord le cas ou M est une sous-variété complexe de X en se
ramenant & utiliser le théoréme 1.2.8 & I’aide du lemme précédent et on en
tirera le cas général en complexifiant M C XR et en utilisant la proposition
3.2.2.

1) Supposons que M est une sous-variété complexe de X, et notons la
M =Y. Désignons par p : X = TyX — X Déclatement complexe de X le
long de Y. Avec les notations de la proposition 3.2.1 on peut écrire :

L
7'RHx(F) ® T-vy RHx(G)
—10x
= s (p'RHx(F) & (Dy. %% RHz(r™'Gn)))
PIOX X‘_X'D; X

e
i
ol

((D)‘Z_.xp;%pxp_lRHx(F)) RH~(p‘1Gn)))

X

(RH;Z(p'lF) éRHy(P_lGn)))

>
1
>
x?®“ ><?®r x?‘@‘* x?®"‘

(RHz 6 P& 67 Gn))

ke
»
L
/‘\/\/‘@\/’\/—\
>
1
>

RHy ((p~1(F ® G))Q)) =Tvy THx(F®G),

5
1
>

ou on a utilisé successivement le lemme 3.4.2 (appliqué a p : X - X ), le
corollaire 1.2.7 et le théoreme 1.2.8. D’ou (3.4.1) si M est complexe.

2) Soit maintenant M une sous-variété réelle de XR. Identifions Xy a
Axp C Xr x XR et notons 6§ : Xg — X x X 'immersion de X dans son
complexifié X x X, g; la j-i¢me projection de X x X, j = 1,2, et dx = dimg X.
En réduisant au besoin X on peut se donner une sous variété complexe fermée
Y C X x X telle que Y est un complexifié de M. On peut écrire (en omettant
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les notations 771)
L

RHx(F) C;@ Tvpm RHx(G)
X

L L ’
= RHx(F) @ (Dx_m,,® TvmT HXR(G)) [~dx]

XxX
D % ((D ® o' RHx(F)) &
= —XxX X— 1 X
X XXXDxxY XxX X‘Dx OXxY
T-vn THxa(€) ) [-dx)
L . L
=~ Dy xxX D?;y (RHXxY(ql F)O;g)’(?

Tvy RHy % (6:G) ® orx,R) [—dx]
L —1
= DX«—Xx7D® (T—”Y RHy x(q F® 5*G)) ® orxp [—dx]
XxX
L
=Dy x © Tvy RHy, 5 (8.(F ® G)) ® orxg [-dx]
X
L
~ Dph—? [—dx] &T_UM THxy, (F®QG)
X
=1-vpm RHx(F X G),
ot1 on a utilisé le lemme 3.4.2 (appliqué avec f = q; : X xX — X)), le corollaire

1.3.2, la proposition 3.2.2 (deux fois) et la partie 1) de la démonstration.

Q

Remarque 3.4.3

Soient F, G € ObD¥%_.(XR). On a une fleche canonique :

L
(34.2) 7 'RHx(F) _<18>o T—phom(G,0x) — T-phom(F ® G, Ox).

X

On a en effet les fleches canoniques :
7 'RHx(F) 7! Rr, T-uhom(F, Ox) — T-phom(F,Ox),

d’ou la fleche (3.4.2) en utilisant successivement la formule diagonale (0.2.7),
le produit externe et la restriction & la diagonale (cf. remarque 3.3.9), plus
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précisément, en écrivant la chaine de morphismes
L

T-uhom(F,Ox) c? T-uhom(G,Ox)
X

_ L —1(m_ o
=Dt ex s ° (T-uhom(F,0x) B T-phom(G, Ox))

L
—1({m_
— Dx«ﬁ»XxX 6_1%)0“ 61 T-phom(F X G, Oxxx))

— T-phom (6 1(F ® G), Ox) = T-phom(F ® G,Ox).

Mais (3.4.2) n’est pas un isomorphisme en général.

Par exemple, supposons de plus F € ObD{__(X), et notons g; la j-ieme
projection de X x X. Alors le terme de gauche de (3.4.2) est

L
— 3
DX<q—1XXX D%x T-pa, RHxxx(F X G) [dimg X],

(utiliser successivement le lemme 3.4.2, 'isomorphisme d’image directe de RH
dans le cas C-constructible, puis le théoréme 3.4.1),

tandis que le terme de droite de (3.4.2) est, par définition de T~phom(G,Ox),

L .
x B xxx D? Tup, RHxxx(¢7' (F ® G)) [dimg X],
xXX

et ces termes ne sont pas en général isomorphes sans, par exemple, des
hypothéses convenables sur les micro-supports de F' et G (cf. [K-S 3}).



4. - MICROFONCTIONS HOLOMORPHES TEMPEREES ET
OPERATEURS MICROLOCAUX HOLOMORPHES D’ORDRE
FINI

4.1. - Le faisceau C{l}l){(

Soient X une variété analytique complexe, et Y C X une sous-variété de
codimension complexe d.

On sait alors (cf. [S-K-K]) que puyOx est concentré en degré d et que
CYix = puyOx [d] (identifié au faisceau H%(uy Ox)) vérifie CF x ~ BYx
€!

(d-—e—f RTyOx [d]).

T4X

PROPOSITION et DEFINITION 4.1.1. —

(i) T-uy Ox est concentré en degré d .

(ii) Le morphisme canonique H4(T—uy Ox) — H(uyOx) est injectif.
On pose C{l}l)f; = Tuy Ox [d],

(et on lidentifie au sous-faisceau HY(T—uy Ox) de CR ., ).
Y Yix

(iii) C%IT,—(X ~Byjx ( = Ry)Ox [d)).
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Démonstration

(iii) Vu la proposition 3.1.2 on a T-uy Ox

d’ont (iii).

« = BHx(@y) = Rl'y|Ox,

Tx

(i) et (ii). Soit p € flo’sz . Rappelons que

HI(uyOx)p = im RT 70y (U; Ox) = lim H9 RT(X; RT' 2y Ox) et
HI(T-py Ox )p = lim R'T(zny)(U; Ox) = lim H? RT(X; RT |2y Ox ),
(la deuxieme égalité de la derniere ligne résultant de (1.1.9)(ii),) ot les limites
inductives sont prises sur ’ensemble des (Z,U), Z fermé sous-analytique dans
X tel que Z C Int({p}°) U {0}, U voisinage ouvert sous-analytique de 7(p).
On peut supposer X = C?xC™ et Y = {0} x " et, dans les limites inductives
précédentes on peut se borner & ne considérer que des Z, U tels que ZNU

soit de la forme ZNU = (L\K) x B ol K et L sont des convexes compacts
sous-analytiques de ©? et olt B est un polydisque ouvert de ™.

Alors (i) et (ii) résultent du lemme suivant qui est la version tempérée
d’un théoreme de Martineau et dont on ne doute pas qu'’il fit connu des
spécialistes.

Q

LEMME 4.1.2. — Soit K, L compacts convezes sous-analytiques de ©¢, K C L,
B un polydisque ouvert de €". Alors :

(i) RF[(L\K)xB]((Dd x B;Ogax ) est concentré en degré d.

(i) Hif 1\ k)5 (T X B; Ogaxp) = Hi\ kyu (€4 X B; Ogay ) est injectif.

SOUS-LEMME 4.1.2 bis. —
BRIk« B) (T? x B; Ogaxp) est concentré en degré d, et

Hfe, 5)(C? X B; Ogayg) — Hit p(C? x B; Ogay ) est injectif.

Démonstration du sous-lemme
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1) Supposons d’abord n = 0. Munissons A(K') de sa topologie naturelle
de DFS et C*°(K), lespace de Whitney des fonctions C® sur K de sa
topologie naturelle de Fréchet. Soient A(K)©") et C°(K)©") les complexes
de Dolbeault a coefficients A(K) et C*°(K) respectivement, chaque A(K)(®),
C>°(K)(©9) étant muni de sa topologie naturelle. On sait que les complexes
A(K)©) et C*(K)©) sont concentrés en degré O - pour le second c’est
un résultat de Dufresnoy [D] - et on a une injection continue d’image dense
A(K)©3) — c°(K)(©9) Vj. Notant Bx = A(K)' I'espace des fonctionnelles
analytiques portables par K et £'x = C*®(K)' l'espace des distributions 3
support dans K, il résulte de ce qui précede, par dualité, que les complexes
de Dolbeault B(KO") et 8’&2"), qui calculent respectivement Rk (€¢; Oga)
et RI‘[K]((Dd; Oga), sont concentrés en degré d et qu’on a pour tout j une

injection E’Q’j) — Bg?’j).

2) Le cas n > 0 est la version “avec parametres dans B” de 1) que
l’on obtient en appliquant le foncteur (-)t® I'(B; Op) aux complexes de la
op

démonstration précédente, t@ désignant ici le produit tensoriel topologique.
op

O

Démonstration du lemme 4.1.2
Posons X = @¢ x B. Appliquons le foncteur RI'(X; RHx (-)) & la suite exacte
0— C\k)xB — CLxB — CxxB — 0.

Vu le sous-lemme précédent la suite exacte longue de cohomologie se réduit a
la premiére ligne du diagramme commutatif suivant :

0 — H{(1\ oy ) (X3 Ox) — Hijc ) (X Ox)

(1)[ <2>1

0 Hi . p(X;Ox)

H{t, 5)(X;0x) — H{{1\ kx5 (X; Ox) — 0

(3)1 (4)[

Hi, p(X;0x) — Hp\ )< 8(X;0x) — 0,
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dont la deuxiéme ligne est exacte par le théoréeme de Martineau. Comme (2)
et (3) sont injectives, on a aussi H[(L\ K)xB] (X;0x) =0 et (4) est injective.

Q

Décrivons maintenant les opérations sur les faisceaux C®f. Elles sont traduc-
tions immédiates des opérations du paragraphe 3.3.

Soit X (resp. Y) une variété complexe et Z C X (resp. S C Y) une sous-
variété complexe fermée. On désigne par dim X ou dx la dimension complexe
de X, et par codimy X la codimension complexe de Y dans X.

Dans les deux énoncés suivants on se donne un morphisme de variétés
complexes f:Y — X tel que f(S) C Z.

PropPosITION 4.1.3. — (Image directe). Supposons f propre sur S et dim S =
dim Z. Alors on a un morphisme canonique

@i~ (Csi ®oy Qy/x) = ok

La condition est évidemment réalisée si f induit un isomorphisme de S sur Z.

Démonstration

Appliquant le théoréme 3.3.2 (sous la forme du morphisme 3.3.5) & F = Cg[ds)]
on obtient :

Ranp™(C51y ®oy Qy/x) — T-uhom(Rf,Cslds], Ox) [dx] —
T-phom(Cz[dz], Ox) [dx] = CZlY ,

ou le deuxiéme morphisme est déduit de €z — Rf,Cs-1z — Rf.Cs, et on
conclut en prenant la cohomologie en degré 0.

Q

PROPOSITION 4.1.4. — (Image inverse). Supposons f~1(Z) = S et codimx Z =
codimy S. On a un morphisme canonique :

—1pR,f R, f
pw Cpx — Coy-

La condition est évidemment réalisée si f~1(Z) = S et f est transverse 3 S
(et alors on peut supprimer p; de la formule).
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Démonstration

Appliquant le théoréme 3.3.6 (sous la forme du morphisme 3.3.6) & F =
Cz[dz — dx] on obtient

Rpiw™ (Cf) — T-uhom(f~'Cz[dz — dx], Oy) = Cg1f.

De méme, utilisant la proposition 3.3.8 on obtient la :

ProPoOsSITION 4.1.5. — (Produit externe). On a un morphisme canonique :

R,f R,f R, f
CZ|X CS|Y - CZxS[XxY'

Et des proposition 4.1.4 et 4.1.5 on tire le produit :

COROLLAIRE 4.1.6. — Soient Z, et Zy deuzx sous-variétés transverses dans X .
On a un morphisme bilinéaire de produit

R, f R,f R, f
Czix XCzix — Cainzx -

(On aurait pu définir un morphisme sous les seules hypotheéses que Z; N Z;
est une variété et que dz, +dz, —dz,nz, = dx.)

Remarquons qu’on peut retrouver de maniére analogue les énoncés “non
tempérés” correspondants pour les faisceaux C® : ce sont précisément les
opérations de [S-K-K] (sous une forme un peu plus générale) auxquelles les
opérations ci-dessus commutent vu la remarque 3.3.11.

Soient maintenant Y une sous-variété complexe de X et v (resp. ) les
applications canoniques

]
Ty X — TEX/TX et 7:TpX — PLX,
ou C* = C\{0} et yX =Ty X/C*.
def def
Rappelons que Rj'y*C{‘}'X = 0,Vj > 0, (cf. [S-K-K]) et que, dans les

notations classiques de [K 4], le faisceau Cy | x est un sous-faisceau du faisceau

— o~ R
C{.ﬁx d:f'Y 17*Cy|x-
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THEOREME 4.1.7. — On a :
@ vk =Crix,
(i) RInCyf=0,V5>0.

Le point (ii) ci-dessus sera démontré au chapitre 5 par transformation canon-
ique complexe (cor. 5.5.2).

Démonstration de (i)

Soit d la codimension complexe de Y dans X que l'on peut supposer > 1.
Utilisant (3.1.1) on obtient le triangle distingué

RHx(Cx)|, [-2d] — RHx(Cy)|, — R, T-py Ox ANy
ce qui s’écrit encore
By|x — Rr.Cy§ — Ox | [-d+1] 5.
En particulier By|x — e C;l,"’)f est injective et

sideplus d=1 ona Rj;r*C;l,{l’)f( =0 pourtout j>1,
(4.1.1) et on a une suite exacte

0 — Byjx — T Cyix = Ox|, = 0;

(tandis que si d > 2 on trouve By|x =~ Tw C{[}l’;, HIiRm, C)]l}l)’; = 0 pour tout
; d-1p2 PR,f _
j#d-let H RmCYlX—Oxly).

1) Supposons d’abord d = 1. Alors I'isomorphisme IP} X — Y identifie
)
vam.

On peut écrire le diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes
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et les fleches verticales injectives :

o R,
T Cypf(

0 —— By{x —_— Oxly —F 0

I

0 —— Byx —— mCx Ox|, — 0

I

0 —— Byjx — mCyix Ox|, —— 0

On sait que T, C{‘}I x =~ Byjx @ Ox |, comme O-modules [S-K-K], par
conséquent toutes les lignes du diagramme précédent sont scindées (sur O);
alors 7, C;l,)“p’; =Ty C{l}p{ =T Cy|x =7, Cy|x , d’ou (ii) dans le cas d = 1.

2) Supposons d > 1. La question étant de nature locale, on peut supposer
X = €™ muni des coordonnées (z,y) € ¢4 x ¢ | Y d’équation z = 0. On
va utiliser la transformation de Radon de [S-K-K] dont on rappelle ci-dessous
la définition.

Notons @¢ := ¢\ {0}.
Soit
X=X x@xC=0ixC* x T x T,
Wi=Y x @ x € =00 x T x €,
Z ={(y,£t);t=0} CW,
g: X — X la projection (z,9,&,t) — (z,9)
f: X — W la projection (z,y,&,t) — (y,&,t)
s:Z~P,W — Py X Dapplication induite par (y,&) — (y; (£,dy)).

Notons également
S:=Yx(?}dx®=¢;’dx&}gx¢,,
H Thypersurface de X, H := {(z,y,¢,t); t — (z,£) = 0}
A=HnS={0,y,5¢1t)}
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La situation se résumant dans le diagramme suivant :

ScX»>A
7 N
X W >

Remarquons que

g} (Y)=S (etg esttransversed S)
H est transverse & S

f induit un isomorphisme A ~ Z.
La transformation de Radon est le morphisme de faisceaux
(4.1.2) Rad: s7' 9, C¥x — 7. C¥w

défini dans [S-K-K] de la maniere suivante (cf. aussi [Kat]). Soit u = u(z,y)

une section de Ci',‘i x sur un ouvert U de ’_;’"{/X tel que €*U = U; par
image inverse par g on la regarde comme section de C°° . Alors 6§(t —

(z,8))u(z,y)dz € C;"’f ® QX/W, et on pose Rad(u) = v, ol v est la section

Wu,60)i= [ 8t (@) ule, ) do
de C%TW définie sur I’ouvert

U'={(y,€,0) e P3X; (y,€) e U}

Onale:
THEOREME ([S-K-K]). — Le morphisme (4.1.2) est un isomorphisme.

(On tire ’énoncé et la démonstration de ce théoréme de la réunion des exemple
1.4.1, proposition 1.4.3, proposition 1.4.4 et théoreme 1.4.5 de la loc. cit.)

1l résulte de la définition de Cy|x que (4.1.2) induit aussi un isomorphisme

(4.1.3) 571 %, Cyix = ¥, Cow-
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LEMME 4.1.8. — Le morphisme (4.1.2) envoie s~ 3, C{l}"}{ dans 7, C?Ib{/‘

Démonstration du lemme 4.1.8

Cela résulte aussitot des opérations d’image inverse et d’image directe (propo-
sitions 4.1.4 et 4.1.3) qui sont bien définies dans le cadre ci-dessus.
Q

Fin de la démonstration de (i) théoréme 4.1.7

Comme 7, C?ﬁ{, = 7% Czw, par 1), 'inclusion 7, C{Bl’,{ C 74 Cy|x résulte des
isomorphismes (4.1.2), (4.1.3) et du lemme 4.1.8.

Pour montrer I'inclusion 7, Cy|x C 7. C{Bl’){, on va utiliser la représentation
de [S-K-K] des sections de C{'}l x et Padapter au cas tempéré.

Dans les mémes coordonnées que ci-dessus, on définit pour € >0, A € C* :

Ue={(z,y) € X;l|z| <e, |yl <e}
Zye ={(z,y) € Us; Re(Az1) > €|Im(Az1)|, |21]| 2> €], 5 =1,...,d},

de sorte que 'on a

R, 1 d
(4.1.4) Cyik o day) = im Hf (U, Ox).

€

On définit un recouvrement de U, \ Z). par les ouverts de Stein Vf,e,
1 <k < d, suivants :

Ve = {(z,y) € Us; Re(Az1) < [Im(Az1)[}
V¥, =VE={(z,9) €Uc; || <elzn|}, 2<k <d

et on pose
V/\,€ = m V)\k,s
1<k<d
Vi =(Vi. 1<k<d
i#k

Le complexe de Cech C du recouvrement (V,\k’ Sk

C=(0_'¢Vx,s_’€9¢?; = ... > Cy —0)
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est quasi-isomorphe & Cy,\z, , et ses termes sont acycliques pour RHx (-) vu
(1.2.3). On en déduit la suite exacte

P r(v; HREX(Ty, ) —
(4.1.5) 1<k<d .
[ (Us; HRHx(Tv,,.)) — Hiy, \(Ue; Ox) — 0.

Soit donc u un germe de v, Cy|x au point (0;dz;00) : il faut montrer que
R,
u € (7*CY|)f()(0;dxloo)-

On sait (loc. cit.) que u est représenté par une classe de cohomologie de la

forme
flz.y)= Z aa(y) Pa(z)
z=(a1,a’)eZ?
a’'>0,|a|<m
ou la série converge localement uniformément sur un ensemble de la forme
{(z,y) € X; |z| + |y] <e&; 0 < |z1] <e|z'|} (z = (z1,2"))}, an holomorphes,
et olt 'on a utilisé la notation de la loc. cit., i.e. @o(z) = ®p, (z1) ... Pay(za),

1 n! -1 1
Qn =g~ 70— Si >>t ) <I)—nt="._‘_l —
avec &, (2) S (—f) sin>0,teC,et (t) 5t (n 1)) (logt
n—1 1
(Z P 'y) sin>0,téeC, (yest la constante d’Euler).
k=1

Une telle f définit une fonction ramifiée de la forme

£@9) = ol ) + Wlap) og + ),

ou ¢, v, 0 sont holomorphes au voisinage de 0.

Ainsi pour tout A € €, f définit un élément de I'(U; HORHX((IJVM)), donc
vu (4.1.4), (4.1.5) et la caractérisation (1.2.2) de HRH(Cy), f définit une
classe de cohomologie & croissance u € (7*65{")]2)(0;@:100)-

Q

Remarque 4.1.9

Le morphisme Cy|x — C;l,{l)’; induit par y~1v, — Id est injectif (par exemple
vu les injections Cy|x — C%‘l x €t C{l}l’}; < Cyix), et on identifie Cyx & un
sous-faisceau de C{l}l’)f(
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4.2. - L’Anneau S?’f

Soient f : Y — X un morphisme de variétés analytiques complexes, A = Ay
le graphe de f, n = dimg X, m =dimg Y, g; la j-iéme projection de ¥ x X,
ji=1,2.

Sur le modele de [S-K-K] et avec les notations (3.3.7) on écrit les

DEFINITION ET COROLLAIRE 4.2.1. — On pose

0,

Eylx =Cx |YxX B0vx OFu%
R,f 0

ety = (cAleX) B0vyx OVi%

g]Rf gIRf

b

~1,, ¢R, ~1., R, _1. ¢R,
etona YInEyIy = Evox, 7TInERSy = Excy, vTInEXY = &,

lryx = Dx

Ce sont respectivement des sous-faisceaux des faisceaux & | €8 _, , R
de [S-K-K] vu la proposition 4.1.1.

Notons également que la section canonique 1y, x = §(z — f(y))dz de ER
est une section de Sy_,x, (en effet, 6(z — f(y)) est une section de By|x); en
particulier 1 € £ Pl

Décrivons le germe de E?’f en un point pg € T*X. Soit (z;&) des coordonnées
sur T* X associées a une coordonnée locale z € X au voisinage de o = m(po),
et soit Z(z,&) la famille des fermés sous-analytiques Z C XRr x XR tels que :

Cx(2)(2,2)\{0} C {(&1,62) € C" x " ; Re(&y —&2,€) > 0},

(ie. Z € Zye) ssi Je = €(Z) > 0 tel que au voisinage de z on ait
V(&1,62) € Z,Re(§1 — £2,€) > €lé — &)

Alors si pg = (z0,&0) on a :
. 0,
gx,po - h—m> (H[nZ](I)g(x';())T .
Z€ Z(z0,80) '

En utilisant cette formule et une suite exacte du type (4.1.5) on en tirerait une
théorie des symboles pour 8}'}”‘ en adaptant les calculs de [Ao] au cas tempéré
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(cf. aussi [L]). Voir par exemple [A-MF] pour une application du calcul

symbolique sur 8§’f aux solutions distributions de systémes différentiels
réguliers.

Des opérations du paragraphe précédent on tire la proposition suivante
(comme dans la loc. cit.).

PROPOSITION 4.2.2. —
(i) Supposons f : Y — X transverse & la sous-variété Z C X ; soient
S = f"Y2), w, a les applications w : T{Y ~ S X T3 X - T3X, a:TEY —

Y )>§ T*X. On a un morphisme canonique

a~! —-1pR,f R, f
Eix®w Czix = Cay

(ii) Soient f :' Y — X et g : Z — Y deuz morphismes de variétés
complezes, 81 et B2 les applications

B:ZxT*X - ZxTY, fB: ZxT*X—»YxT*X
X Y
On a un morphisme canonique (“composition”) :
1 R, f
BT ety ® B Ex Iy — E70Ix.
On a un énoncé similaire en renversant les fleches. Ces morphismes sont

compatibles aux analogues de [S-K-K], en particulier le morphisme de (ii)
envoie 1z_,y ® ly_,x sur 1z_,x.

COROLLAIRE 4.2.3. —
(i) On a les inclusions d’Anneauz : Ex C SX f ER.
(i) EpTy est un (p 1687, w1ER7) -bi-Module.

(iii) C® Yl X est un }}’f -Module & gauche (Y sous-variété de X ).

On a plus généralement :



MICROFONCTIONS HOLOMORPHES TEMPEREES ET OPERATEURS 117

PROPOSITION 4.2.4. — Pour tout F € ObD};_(Xr), T-uhom(F,Ox) est
un 8?’f -Module & gauche au sens suivant. On a une fléche naturelle dans
Db (T*XR)

coni
EX! @ T-phom(F,Ox) — T-phom(F,Ox),

qui induit une structure de £¥’f -Module sur H? (T-uhom(F, Ox)), compatible
d la structure de m~'Dx-Module, Vj € 7Z .

En particulier T~phom(F,Ox) est un Ex-Module (au sens précédent).

Démonstration

On applique la proposition 3.3.10 (i) en y faisant ¥ = X, dx = n,
K = Cayx[-n]. Comme @k, F' = F, on obtient le morphisme de 1’énoncé.
En raisonnant comme dans [S-K-K] on montre que la section 1 € 8§w opere
comme l'identité.

Q

On notera que si X est le complexifié d’une variété réelle M, il n’est pas vrai
en général que T-phom(F, Dbys) fit un E-module.

Une application immédiate est la régularité elliptique, qui se formule plus
généralement en termes de paires elliptiqgues a la Schapira et Schneiders (cf.

[S-5)).

COROLLAIRE 4.2.5. — Soit M un Dx -module cohérent, (ou, plus généralement,

un compleze borné de D-modules & cohomologie cohérente) et soit F €
ObD};_(X) tel que
CarMNSS(F) Cc TxX,

ot Car M désigne la variété caractéristique de M (i.e. (F, M) est une paire
elliptique dans la terminologie de la loc. cit.). Alors

RHomp, (M, F* ® Ox) = RHomp, (M, RHx (F)).

On retrouve par exemple que si M est une variété réelle de complerifié X et
M un systéme elliptique sur M alors

RHOme (M,AM) l) RHO?'n'DX (M, DbM).
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Démonstration

Appliquons le foncteur RHomp, (M,-) au triangle distingué (cf. proposi-
tion 3.1.4)

F* ® Ox — RHx(F) — R, T-phom(F, Ox) *5.

11 suffit de démontrer que RHomp, (M,R%* T—uhom(F,0x)) = 0. On a
pour tout j € Z :

RT, RHomg-1p, (w‘lM, HI T—phom(F, Ox))
o L .
~ R7, RHomg, (sx ® 7'M, HI T—phom(F, ox)) =0,
n=1Dx
puisque
L .
supp(é'x (1813 W_IM) =CarM et supp(H] T—uphom(F, OX)) c SS(F)
T X

n’ont de point commun que dans la section nulle.

D’autre part on a les triangles distingués
TSIT1 T phom(F, Ox) — ™SI Tphom(F,Ox) — HI T—phom(F, Ox) A,

et, en y appliquant le foncteur RT. RHom,-1p, (77IM,-) on déduit de ce
qui précede, par récurrence sur j, T—phom(F,Ox) étant un complexe borné,
que

RHomp, (M, R, T-phom(F,Ox)) ~
R7, RHom-1p, ("' M, T-phom(F,Ox)) = 0.

L’exemple s’obtient en prenant F' = €y, alors SS(F) = Tj; X et CarM N
Ty X C TxX est la condition d’ellipticité usuelle, et on a F* = orp[—dim M].
La formule résulte de la précédente en se restreignant & M et en appliquant
la proposition 1.2.5.

Q

Bien entendu les formules et arguments analogues, sont vrais en remplagant
RHx (F') par RHom(F,Ox) et Dby par By (cf. [S-S] qui utilisent un autre
argument qui n’aurait pas ici d’analogue tempéré).

Rappelons que si F € ObD{,__(X) on a la formule fondamentale

(4.2.1) ER & n'RHx(F)=~ phom(F,0x) (cf. [K-S 2)),

W‘le

dont on établit maintenant ’analogue tempéré.
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THEOREME 4.2.6. — Soit F € ObD4,_(X). Alors

L
ERf & 7 RHx(F) ~ T-phom(F,Ox).

n—1Dx

Démonstration

Notons n = dimg X, g; la j-iéme projection de XxX, j = 1,2. On peut écrire
(en omettant les notations 7', Txhy) :

L
et ] n~'RHx(F)

L L
=(T—qu0xXx[n] ® q{lﬂx) ® ¢ RHx(F)
q; Ox 9, Dx
L L
~g;'0x & (TuayOxex ® a3 RHx(F))[n]

g9, Dx g9, Ox

® RHyxox(a;'F)) [n)

XxX

L
~D (Tuac 0
X XX Dy X XX,

~D ® (T-nay RExoc(a;'F)) [n]

X‘q—IXXX Dxxx

= T~phom(F,Ox),

ou on a utilisé la formule (0.2.8) et le théoreme 3.4.1.

Q

En particulier, si Y est une sous-variété complexe de X de codimension d, en
posant dans la formule précédente F' = Cy [—d] et en prenant la cohomologie
en degré 0 on obtient le :

COROLLAIRE 4.2.7. — On a :

R, R, - R,
Ex fgg’CYlX = &t Q7 'By;x = CY|)f('
X w—1Dx






5. - TRANSFORMATIONS CANONIQUES ET THEOREME DE
DIVISION

5.1. - Enoncé du théoréme et principe de démonstration

o
Soient X et Y deux variétés complexes de méme dimension n, px € T X,

o
py €ET*Y et
0 (T*Y )py — (T*X)px

un germe de transformation canonique complexe.

Soit A C T*(X x Y) le germe de variété lagrangienne associée, définie par
P’équivalence (p,¢%) € A <= p = ¢(q).

On se donne un complexe K € ObD}_ (X x Y;(px,p%)) (notation de
I’appendice) tel que :

(5.1.1) SS(K)=A et K estsimple de décalage 0 le long de A,

au sens de [K-S 3], chapitre 7. On sait qu’il existe de tels K, et K est
essentiellement unique au sens de [K-S 3], proposition 7.5.4.

Le principal objectif de ce chapitre est d’établir le théoréme suivant, version
tempérée du théoréme 11.4.9 de [K-S 3] (cf. aussi [K-S 2]).

THEOREME 5.1.1. — Avwec les notations précédentes, il existe une section
s € H° T-phom(K, OS¢ ) (o pe) telle que :

(i) La correspondance P € 8?,’,{)( — Q€ 8&,’,{, tel que Ps = sQ est bien
définie et c’est un isomorphisme d’anneauz.
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(ii) Pour tout F € ObDl_.(Y;py) on a un isomorphisme naturel :
@s : T-phom(F, Oy )p, — T-phom( @ (,, F, Ox )px

et il est compatible d (i) et d la transformation de foncteurs T-phom(-,0) —
whom(-,0).

Rappelons qu’on regarde T-phom(F, Oy) comme un 5’11} /_module au sens de
la proposition 4.2.4. L’énoncé (ii) veut dire qu’en chaque degré j de cohomolo-
gie, H?(p,) est un isomorphisme compatible au changement d’anneau défini

en (i), i.e. pour u € HI T—phom(F,Oy),, et Q € 8&’,{, on a une égalité

Pos(u) =ps(Qu) si Pe 8}2‘;; avec Ps=s5Q.

Pour clarifier la stratégie utilisée pour les démonstrations, rappelons briéve-
ment les points essentiels de celle du théoréme de [K-S 3], laquelle rassemble
des résultats de (K-S 1, 2 et 3] et de [S-K-K].

La démonstration du théoréme 11.4.9 de [K-S 3] :
1) Sous ’hypothese (5.1.1) on a :
(5.1.2) ®% : D*(Y;py) — D°(X;px) est une équivalence de catégories
(elle est induite par @ : DY (Y) — Db(X)).
Pour F,G € ObD*(Y) on a un isomorphisme naturel
(5.1.3) phom(F,G)p, — phom(®k(n)F, k(n)G)px -

()

A toute section s € HOuhom(K,O0%7y est associé canoniquement un

) (px,p%)
morphisme dans D°(X;px)

(5.1.4) Pk (n) Oy — Ok,
par conséquent, de (5.1.3) et (5.1.4) on déduit un morphisme
(5.1.5) @5 : phom(F, Oy )y, — phom(@kn F, Ox)px -

Notons que les morphismes (5.1.3) et (5.1.4) se déduisent naturellement des
opérations sur le bifoncteur phom(, ).
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2 ) On montre alors qu’on peut trouver une section s telle que (5.1.4),
et par suite (5.1.5), soient des isomorphismes; mieux la correspondance

PEEEEPX +—+Q€8¥fw tel que Ps=sQ

est un isomorphisme d’anneaux et (5.1.5) est un isomorphisme de 8}},”-
modules au sens du théoreme 5.1.1.

Notons que cette deuxiéme partie repose essentiellement sur les quatre points
suivants.

(i) Si A =T%(X xY) au voisinage de (px,py ), ou Z C X xY est une
sous-variété, on a

0,n R(0,n 0,
phom(K, Og(x})’) = CZI(sz’ > C(Zl)’{z)xY J

au voisinage (px,py) (cf. [K-S 2]).

(ii) Une transformation canonique quantifiée a la [S-K-K] par une

. s 222 (O,n) “ py ” R
section non dégénérée de C Z)X xY,(px,p3) OPere” sur les CW]Y’ W une sous-

variété de Y, en tant qu’opération de £-modules (cf. [K-S 1]).

(iii) On a le théoreme de division dans E® par un opérateur micro-
différentiel , (dont la démonstration utilise le point précédent (cf. [K-S 1])).

(iv) On a la compatibilité de la composition des sections au sens des
opérations sur phom avec la composition de [S-K-K] des sections au sens des
&-modules (c’est 'objet de la proposition 11.1.3 de [K-S 2]).

Le cas tempéré

1) On sait que le foncteur ®% induit une équivalence de catégories
Dﬁl—c(y;pY) — D{,R—c(X;pX)

(cf. appendice) ; mais la formule (5.1.3) n’aurait pas de sens dans le cadre
tempéré (“I—phom n’est pas un bi-foncteur”) et on ne peut utiliser (5.1.4).
La proposition et définition 5.2.1 ci-dessous va néanmoins associer & toute
section

s € H* T-phom(K, 09T )

Px9%)
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un morphisme

Ps = T—phom(F, OY)py I _y'ham(@‘;([n]F: OX)PX
compatible & (5.1.5), moyennant une hypothése supplémentaire sur K (il

résultera de la théorie qu’en fait cette hypothése est toujours satisfaite, cf.
lemme 5.2.3).

2) Dans la situation du point (i) du 1) on a bien T-phom(K, or) ) =~

XxY
C?l’,{()?’; ) > C(Zol’;)xy (comme il résulte du chapitre précédent) et pour achever

la démonstration du théoréme 5.1.1 il restera a établir les analogues tempérés
de (ii) et (iii) qui sont respectivement les propositions 5.2.2 et 5.3.3 ci-dessous,
et & se ramener & utiliser le point (iv).

5.2. - L’action sur T-phom(-,0)

Pour démontrer le théoréme 5.1.1 il est commode d’introduire la notation
suivante. Si @ C T*X est un sous-ensemble et A une variété lagrangienne
complexe fermée dans un voisinage de 2, on désigne par P,(2) la sous
catégorie pleine des objets F' € ObD}_ (X ;) tels que :

SS(F) C A,
(5.2.1) F est simple de décalage 0 le long de A,
T—phom(F,Ox) est concentré en degré 0.

Si @ = {p} o p € T*X, on note Pr(p) au lieu de Pr({p}). (Le lemme
5.2.3 ci-dessous montrera que la troisitme condition dans (5.2.1) résulte des
précédentes.)

PROPOSITION ET DEFINITION 5.2.1. — Awvec les notations de 5.1, soit ¢ :
(T*Y)py — (T*X)px un germe de transformation canonique compleze,
A C T*(X xY) la variété lagrangienne associée, K € Ob Py ((px,p%)), et

s € H* T-phom(K, Og?’:))/)(lnx pY)

(i) Alors pour tout F € ObD%__(Y;py) on a un morphisme naturel
associé d s

s : T-phom(F, Oy )p, — T—uhom(@’,‘qn]F, Ox)px
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et ce morphisme est compatible ¢ (5.1.5) via la transformation de foncteurs

(ii) Soient de plus Z une troisiéme variété compleze de méme dimension

o
n=dimgX =dimeY, pz € T*Z et ¥ = (T*Z)p, — (T*Y)p, un germe
de transformation canonique compleze de variété lagrangienne associée A' C
T*(Y x Z). Soient K' € ObPy (py,p}) et s' € HO T-phom(K', OF)) oy e
On fait Uhypothése suivante :

(5.2.2) KﬁK/["] € Ob Ppon'(px,P%)-

Alors pg 0%g = (P 01)sosr, 0U s0 8" est par définition 'image de s @ s’ par
le morphisme :

HO T—p,hom (K, OXXY)(Px,p';',) ® HO T_ﬂhmn (Kly OYXZ)(py,p%)

— H° T—uhom(KgK'[n], Oxx2)(x,p%)s

obtenu en prenant la cohomologie en degré O du morphisme de la proposition
(3.3.12).

(iil) Soient P € Eﬁgx etQ € 8&1’,{, tels que Ps = sQ . Alors :

Pog,=,0Q.

(On verra que la condition 5.2.2 résulte des hypotheses, cf. lemme 5.2.3.)

Démonstration

o o
(i) On peut trouver des ouverts Q C T*(X x Y), Ux C T*X voisinage

(]
ouvert de px, Uy C T* X voisinage ouvert de py et V C Y voisinage ouvert
relativement compact de 7(py) tels que,

( A est fermée dans (Q,

P, A Ux et p3|, AUy,
Q};(F=®KXXVF’
[ s € T(Q; HC T-uhom(K, O))
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ou p;,pz désignent les projections de T*(X x Y') et p§ = pz o (Idr+x X ay).
Posons :
K = T-phom(Kxxv, 0Ky

Fi = T-phom((®x v n) F> Ox)

F2 = T-phom(F, Oy)
On a

F2|y, — Rpu(C} ®P{1f2)|vx,
(ici (-)* désigne Pantipodal par rapport au deuxiéme facteur de T*(X x Y)).
D’autre part, la section s € I'(Q;H°(K)) = Hom(Ty,H°(K)) induit le
morphisme dans D%(f2)

TR ®p;' Fo — K*®@py ' Fa,

ceci parce que K est concentré en degré 0.

On définit alors s comme le composé des morphismes

(5:24) Fo|,, = Bpu(CR®@p; ' F2)|, — Rpu(K* ®p3' F2)|, — Fu

)IUX |Ux’

ou la derniere fleche est assurée par la proposition 3.3.10 (en effet ¢; est propre
sur supp Kxxv)-

(ii) Ce point résulte de I'utilisation répétée de (i) et en prenant la coho-
mologie en degré 0 dans la propriété d’associativité (3.3.11)

(iii) En appliquant (ii) aux transformations canoniques ¢ et Idr.y (resp.
Idr.x et ) avec les noyaux respectifs K et Ta, [—n] (resp. Ca,[—n] et K),
on obtient s 0 Q = s (resp. P oy, = pps), d’ou le résultat.

Y%
PROPOSITION 5.2.2. — Soient ¢ et A comme dans l’énoncé précédent. Alors
il existe
K € ObPr(px,py) et une section
s € HO T-phom(K, O) (o)
tels que :

(i) la correspondance
Pelxpx — Q€ &y, telque Ps=sQ

est bien définie et c’est un isomorphisme d’anneauz.
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(ii) pour tout F € ObD¥%_ (Y;py) le morphisme
s : T-ppthom(F, Oy )p, — T—uhom(@‘l‘([n]F, Ox)px

est un isomorphisme et est compatible au changement d’anneauz du (i).

Démonstration

1) Supposons d’abord que A = T3, (X x Y) au voisinage de (px,p{ ), ol
W est une hypersurface fermée lisse de X x Y.

Soit K := Qw][—1]; alors on sait (cf. chap. 4) que Tphom(K,Oxxy) =
C%’lg(xy est concentré en degré 0, et donc K € Py (px,p%y)-

Soit d’autre part s := 6w ® dy € HOT-phom(K, Of,?’:}),) ol 6w est le

générateur canonique de Bw |x xy -
Alors (i) est un résultat de [S-K-K].

On déduit donc du (iii) de la proposition et définition 5.2.1 que ¢, est un
morphisme de £x p,-modules.

Pour voir que ¢, est un isomorphisme, on considére le noyau symétrisé de K
K :=r.C.ow)[-1]
our:(z,y) € X xY r (y,z) €Y x X, et on pose s’ = . (w) ® dz.
On a
K' € Py(py,p%) ot A':=r,A est associée d ¢!,
KgK'[n] =Cay[—n] € ObPry_(vxv)(py,p¥), et

— RSO (~ ERS Y.

! 0 ! (0,n)
sos € H T—uhom (KﬁK [n], Ony) rps) CAlexY,(py,p‘;,) Yooy

Alors utilisant [K-S 2, proposition 11.1.3] on sait que s o s’ s’identifie & une

section de la forme Réa, ® dy ol R est un élément inversible de Eyp, .

Vu la proposition précédente, on a donc @g o (¢ 1)y = (Idr+y)sos, qui
s’identifie 4 I'action & gauche de R € £y, sur T—phom(F, Oy)y,, laquelle
est inversible.

On aurait raisonné de méme pour (¢~!)s o @, ce qui achéve de montrer la
proposition dans ce cas particulier.

Pour achever la démonstration on utilise le :
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LEMME 5.2.3. — Soient A un germe de sous-variété lagrangienne compleze en

pE T*X et F e ObDS,_ (X;p) tels que :
{SS(F) cA

(5.2.5) F est simple de décalage 0 lelongde A.

Alors

T-phom(F,Ox), (respectivement phom(F,Ox)p) est concentré en
degré 0 et

HOT—phom(F,Ox), — Huhom(F,Ox), est injective.

En particulier les conditions (5.2.1) et (5.2.5) sont équivalentes, et la condition
(5.2.2) est toujours satisfaite par K o K'[n].
m

Démonstration du lemme 5.2.3

On peut trouver une transformation canonique complexe ¢ définie au voisi-
nage de p telle que ¢ est associée au conormal & une hypersurface de X x X
et p(A) est, au voisinage de ¢(p), le conormal & une sous-variété Z; (il suffit
de considérer une transformation de Legendre de [S-K-K] bien choisie).

Comme ’hypothése du lemme est invariante par transformation canonique
étendue a la [K-S 3], on peut utiliser la partie 1) de la démonstration de la
proposition 5.2.2 et donc supposer que A = T X au voisinage de p.

Alors I'hypothese implique que F' ~ Cz[—d] dans D*(X;p), ot d est la co-
dimension complexe de Z et le résultat découle de ce que T-phom(Cz[—d],0x)
~Cpf € CBy ~ phom(Cz[—d], Ox).

Q

2) (Fin de la démonstration de la proposition 5.2.2)

On peut écrire ¢ = ¢’ 0 ¢ avec ¢’ et ¢” transformations canoniques comme
en 1). Plus précisément, soient Z une variété complexe, dimg Z = n, et
W' c X x Z (resp. W” C Z xY) une hypersurface telle que ¢’ (resp. ¢"')
soit associée & A’ := Ty /(X x Z) (resp. A :=Ty..(Z x Y)).

D’apres la partie 1) de la démonstration, on peut trouver :
K' € Prn(px,py) et & € HT-phom(K', OL%)) (ox 03
(resp. K" € Pyu(pz,p%) et s € H° T—uhom(K",(’)g),’("})(pz,p;))



TRANSFORMATION CANONIQUE ET THEOREME DE DIVISION 129

"

w» correspondants satisfont a la

tels que s’, s” et les morphismes ¢/, et ¢

proposition.

Alors vu que SS(K'gK") C A; oAy = A et que K'o K”[n] est simple de
m

décalage 0 le long de A, on trouve par le lemme 5.2.3 que :

K'lc:K”[n] € Ob PA((px,pY))-

Alors (i) résulte de 'application répétée du (iii) de la Proposition 5.2.1, et on
a aussi

Psrosr =@ g 0k, d'ou (ii).

Remarque 5.2.4
Le paragraphe 5.3 utilisera le cas particulier suivant de la proposition 5.2.2.

Soient ¢, A, K,s comme dans la Proposition 5.2.2, et soit Z C X (resp.
S C Y) une sous-variété complexe et supposons que ¢ échange T¢Y et T; X
au voisinage de px. Alors

CpRf  _~ RS
?s : Csypy — Cz1X,px

est un isomorphisme de £x,,,-modules.

11 suffit en effet de prendre F' = Cg[dimg Y —n], alors @’I‘([n]F = Cz[dimg Z —
n] (cf. [K-S 3]).

5.3.— Division par un opérateur microdifférentiel et fidéle platitude
de RS sur £

On note (Ex(m))mez la filtration de £x par 'ordre des opérateurs et pour
tout m € Z, o : Ex(m) — Ex(m)/Ex(m — 1) Papplication symbole d’ordre
m. On note également o : Ex — gréx — Or.x application symbole
principal, et pour f € Or.x, on note Hf = {f,-} le champ hamiltonien
de f.
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o
PROPOSITION 5.3.1. — Soient Y une sous-variété compleze de X, p € Ty X,
Peé&xp, A€ Ex(m)p, a=0m(A). On suppose :

(Ho)’(0(P)) () =0, 0<j<m, et (Ha)™(o(P))(p)#0.
R,f . . , R,f
Alors pour tout u € Cle,p il existe un couple unique (u,v), u,v € CY|X,p’ tel

que :
u=Pv+w avec A™w=0.

On notera qu’on ne pourrait pas adapter ici la démonstration du théoréme de
division de [A-K-K].

On va se ramener a utiliser le lemme suivant, version tempérée d’un lemme

de [K-S 1]. Supposons X = €7 ou z = (1,...,Zn) = (z1,2) est un systéme
de coordonnées holomorphes pour lesquelles Y : z’ = 0, et soit P € £x, un
opérateur micro-différentiel défini au voisinage du point p = (0,0;0,...,0,1) €

T*X et tel que

& o(P)(p)=0 pour 0<j<m et 87 a(P)(p)#0.

LEMME 5.3.2. — Tout u € C;l,kl’)‘;,p s’écrit de maniére unique u = Pv + w avec
v,w € C{I}l’,f(’p et Ofyw = 0.

Démonstration du lemme 5.3.2 (cf. [K-S 1))

Remarquons que I'unicité résulte du lemme 6.2.1 de [K-S 1]. La décomposition
u = Pv + w se démontre de maniére analogue a la loc. cit. : on considére une
coordonnées holomorphe t € @ et on écrit grace a la proposition 4.1.3 :

1 1
) N=— re ta ! dt:
ol v est un lacet |t — z;] = r > 0 dans C; et ol 'intégrand est regardé

comme section de C%}foICx X o® Qexx/x, puis on effectue la division de
Tx X

1/2mi(t — z,) par P(z,D.) dans Eg,xx et on en substitue le résultat dans
Pintégrale ci-dessus.
Q
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Démonstration de la proposition 5.3.1

Soit z = (z1,...,Z,) un systéme de coordonnées holomorphes d’un voisinage
de 7(p) dans X. Soit a la 1-forme canonique de T*X.

1) Supposons d’abord que :
(5.3.1) m=1 et (daAa)(p)#0.

Alors, vu la Proposition 5.2.2 (cf. Remarque 5.2.4 ci-dessus), on peut supposer,
moyennant une transformation canonique quantifiée bien choisie, que

Y={r2=...=2,=0}, a=&, A=0y,,

et la proposition se réduit au lemme précédent (avec m = 1).
2) Dans le cas général, soit ¢t une coordonnée holomorphe sur € et
j:z€ X (0,z) € CxX. Alors on a par la Proposition 3.3.4 I’identification

R,f . R, f R, f
Cyixp = Ke‘(t Clojxyioxx — C{O}XYIGXx)(,,,(O;dt)) :

Posons A; = A8;™"!. Comme la condition (5.3.1) est satisfaite ol ’on
remplace a par 0, (4;) = 7™ !a, a par la 1-forme canonique de T*(C x X) et
p par (p, (0;dt)), on peut appliquer la partie 1) de la démonstration : regardant
u comme section u € C?})’}fxywxy,(p,(o; dt)) (telle que tu = 0), il existe un couple

(u,v) unique u,v € Cg}folme(p,(o;dt)) tel que u = Pv + w avec Ayw = 0.
11 suffit alors de vérifier que tv = tw = 0.

Remarquons d’abord que Ajtw = 0; en effet, Ajtw = tAjw + [41,tjw =
0+ AB; ™, tjw = (m —1) AG;™w = (m — 1) ;' Ayw = 0. Alors, comme
tu=0et [Pt]=0o0na:

tv+tw=0 avec A;tw=0,

d’ol tv = tw = 0 par la propriété d’unicité de la division.
Q

THEOREME 5.3.3. — Soit P € Ex, un opérateur microdifférentiel défini au
voisinage de p € T*X. Soit A € Ex(m), et a = om(A). On suppose :

(HaY (0(P))(p) =0 0<j<m et (Hd)"o(P)(p)#0.

Alors pour tout Q € SX , il eziste un couple unique (S,R), S,R € &€ X.p RS tel
que @ = PS + R avec (adA)"‘R 0.
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Démonstration

Par définition g}(ﬂ,f = Cf‘l’)’;x X O® Og?’:))( ou on identifie X a la diagonale
XxX

A de X x X par la premiére projection ¢;. Soit A € Exxx opérateur
microdifférentiel défini par :

A= A(z,2',0s,00) = Az, 8;) — A* (', 8r),

U (z,z') désigne la coordonnée de X x X et A* est un adjoint de A. Posons
— om(A) = a(z,€) - alz’, ~€'). On &

[s 1}

(Ha)’o(P) = (Ha)'o(P)

(P étant identifié & un opérateur de Exxx par ¢ 1.) Soit Q € 8?;{ défini par
la section u ® dz’ o u € Cg‘}f(x x- Appliquant la proposition 5.3.1 on trouve
un couple unique (v,w), v,w € C/n:l’)f(xx tel que u = P(z,0z)v + w avec

A™y =0, et on pose S =v®dz’, R=w®dz’. Ona (ad A) R = (Aw) ®dz/,
d’ou (ad A)™R = 0.
Q

Comme premiére application notons le :

THEOREME 5.3.4. — S}?’f est fidélement plat sur Ex.

Démonstration

On a la propriété suivante :
pour tout idéal de type fini Z C €x on a ’Torf"' (Ejl()"f, I)=0.

Cela se montre, en utilisant des transformations canoniques (proposition 5.2.2)
et le théoréme de division précédent, en raisonnant exactement comme dans
[S-K-K, theorem 3.4.1] (démonstration de la platitude de £§ sur £x).

Il en résulte donc que 8;‘:'! est plat sur £x. Comme d’autre part on a les
injections de faisceaux £x C Ex/ C ER et que R est fidelement plat sur Ex
([K-S 2, Chapter 10]), 5;‘(“ est fidelement plat sur £x.

Q
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5.4. — Démonstration du théoréme 5.1.1

Soient le noyau K et la section s donnés par la proposition 5.2.2.

Vu le (ii) de la proposition 5.2.2 et le (iii) de la proposition 5.2.1, le théoréme
5.1.1 résultera du :

LEMME 5.4.1. — La correspondance

PEE;I},'JX »——»QGE%’,{, tel que Ps=sQ,

est bien définie et c’est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration

Rappelons qu’on a construit s comme composée s = s’ o ", cf. 2) fin de la
démonstration de la proposition 5.2.2, et il suffit donc de montrer le lemme
pour s’ et s”. Autrement dit, on peut supposer qu’'on est dans la situation
suivante :

A=T}(X xY), Z hypersurface lissede X xY,
- (o,n)
s=u®dy€ CZ|;xY,(px,p';,) ,

ol u est un générateur simple de Cz|xxy, par exemple u = §z, et il suffit
donc de montrer que les morphismes

R,/ R, f
{ Pe&x, r— Pue CZlXxY,(px,pg,) et
R, f R,
Q€& M QUECH Xy (pxps)

sont des isomorphismes.

L’injectivité résulte déja de [K-S 2] (puisque dans le cas non-tempéré (i.e. sans
le “f”) ce sont des isomorphismes), et la surjectivité résulte, comme dans [S-
K-K], de l'utilisation du théoréme de division.

Q
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5.5. — Le cas d’une transformation de contact complexe

On remarquera qu’on n’a pas construit ’action sur T—phom(-,Ox) d’une

o
transformation canonique ¢ globalement sur un ouvert de T*X ou ¢ est
définie. Cela tient & ce qu’on ne sait faire opérer les transformations canoniques
étendues que sur la catégorie localisée D% _.(X;px) (cf. 'appendice).

o (o]
Si la transformation canonique ¢ provient par v : T*X — IP*X = T*X/C*
d’une transformation de contact 1 définie sur un ouvert de IP*X, id est si
¢ est globalement définie sur les orbites de I’action de €*, on sait que ¢
opere sur D, _.(X;T*px) (au sens de 'appendice). On peut alors donner la
variante suivante du théoréme 5.1.1.

VARIANTE 5.5.1. — Avec les notations de 5.1, soit Ux (resp. Uy ) un voisinage

[¢] o
ouvert de px € T*X (resp. de py € T*Y ) tel que Ux = C*Ux, Uy = C*Uy.
Soit ¢ : Ux — Uy une transformation canonique compleze, A la variété
lagrangienne associée (A = C©*A). Alors il eziste :

un noyau K € ObD%_ (X xY;T*(px,p%))
tel que la condition (5.1.1) soit satisfaite,
et une section s € F((Ex (px,pY); H® T-phom(K, C’)ﬁ?;?;)/ ) )

tels que :

(i) la correspondance P € Ex px — Q € Eypy tel que Ps = sQ est bien
définie et est un isomorphisme de Ex px -modules,

(ii) pour tout F € ObD¥%_.(Y;T*py) on a un morphisme naturel défini
au voisinage de C*px :

Vs 1 s T-phom(F, Oy ) — T—uhom(‘b’,‘([n]F, Ox),

qui est un isomorphisme de Expy -modules compatible au morphisme noté de
la méme facon dans le théoréme 5.1.1.

Démonstration

Rappelons que si K € ObD§_ (X x Y;CT*(px,p%)) vérifie 5.1.1 (avec
A = C*A) alors ®% induit des équivalences de catégories

D (Y;C*py) — Dy _.(X;C*px)
et D_.(Y;C*py) — Df_ (X;T*px)
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qu’on note encore ®%. On sait d’ailleurs qu’il existe de tels noyaux K (cf.
Pappendice).

Remarquons alors que, un tel noyau K étant fixé, on peut trouver des ouverts
QCcT(XxY), U, cT*X, U, CcTY,
et une section s € T'(2 : H® T—phom(K, 02(";)},)) tels que on ait :

Q=C*Q et
la condition (5.2.3) est satisfaite.

Alors en raisonnant comme dans la démonstration du (i) de la proposition
5.2.1 on construit le morphisme au voisinage de C*px :

¢y T-phom(F,Oy) — T—uhom(@’,‘([n]F, Ox)

pour F € ObD%_.(Y;py). Le morphisme est par construction compatible &
Ps-

Pour choisir une section s qui assure I'isomorphisme et tel que 'on ait (i),
il suffit de remarquer qu’on peut recopier la démonstration de la proposition
5.2.2 “en restant globalement C*-invariant”.

Q

On en tire une démonstration de la propriété (i) du théoreme 4.1.7.
COROLLAIRE 5.5.2. —
(i) Soit Z une sous-variété de X. Alors : R’ , Cgﬁ;’; =0 pour j#0.

(ii) Riy 37 =0 pour j#0.

Démonstration

o
(i) Soit px € Tz X. On sait qu’on peut trouver une transformation
canonique complexe

[e] o
p:Ux cT*X =5 Uy C T*Y,



136 E. ANDRONIKOF

ou Ux est un voisinage ouvert de px, telle que
C*Ux =Ux et p(UxNTzX)=Uy NTGY
ou S est une hypersurface de Y.

Vu la variante 5.5.1 on peut donc supposer dés le départ que Z est une
hypersurface de X. Alors I'isomorphisme IP% X -~ X identifie v TSEX —
P7X a T 7(3} X — X, et la conclusion résulte de ce que R’ T C?I){ =0,
j #0 (cf. (4.1.1)).

(ii) résulte de (i) par définition de 8;';”’f .

5.6. - Applications aux modules holonémes réguliers.

Concluons ce chapitre par quelques applications immédiates aux “faisceaux
pervers” et aux modules holonémes réguliers. Rappelons que Perv(X) désigne
la sous-catégorie abélienne des objets pervers de D§__(X) avec la convention
sur le décalage du Chapitre 1.

COROLLAIRE 5.6.1. — Soit F' € ObPerv(X). Alors :
HI T—phom(F,0Ox) =0 pour j#0
H® T—phom(F,0x) ~ Ex7  ® = 'RHx(F),

1Dy

RI v, T-phom(F,0x) =0 pour j#0
H~y~ 1y, Tuhom(F,0x) ~ Ex ® 7 'RHx(F).
n—1Dx

(i)
(i)

Démonstration
Rappelons la formule (cf. théoréme 4.2.6) :
L
T-phom(F, Ox) ~ £ ® m'RHx(F).
T Dx

Alors (i) résulte de la platitude de €§’f sur £x donc sur 71Dy, et (ii) résulte

du corollaire 5.5.2 et de ce que v~ v, Ex = Ex.
Q

Les énoncés suivants microlocalisent des théorémes de comparaison classiques
pour les D-modules holonémes réguliers.
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PROPOSITION 5.6.2. — Soit M un Dx-module holonéme régulier (ou plus
généralement un complexe borné de Dx-modules d& cohomologie holonéme
réguliére) et soit G € ObD%_ (X). Alors :

RHomp, (M, T-phom(G, Ox)) — RHomp, (M, phom(G, Ox)).

Démonstration

Elle résulte du théoréme de comparaison de Kashiwara rappelé en (1.3.1)
moyennant la formule du germe de phom(G,Ox). (resp. T-phom(G, Ox)).
(cf. [An 3].)

Q

PRoOPOSITION 5.6.3. — Soit M un Ex-module holonéme régulier défini sur un
owvert U de T*X. Soit G € ObD¥%_.(X;U) vérifiant la condition suivante :

(5.6.1)

T-uhom(G,0Ox) (resp. phom(G,Ox))
est concentré en un seul degré, (comme objet de D*(U)).

Alors :
RHomg, (M, T-phom(G, Ox)) — RHomg, (M, phom(G, Ox))

sur U.

La condition (5.6.1), donne un sens aux deux termes de I’isomorphisme (on
ne sait pas en effet si phom(G,Ox) (resp. T-phom(G,Ox)) est un objet de
la catégorie dérivée des complexes bornés de Ex-modules).

Démonstration

11 suffit de vérifier I'isomorphisme en le germe en p € U. Si p € Tx X c’est le
théoréme de comparaison de Kashiwara déja cité.

Sip e ’10" *X, remarquant que la propriété ainsi que I’hypotheése (5.6.1)
sont invariants par transformation canonique quantifiée, on peut appliquer
le théoréme de la position générique de [K-K 2] et on peut donc supposer que
My, est un Dx r(p)-module holondme régulier et on conclut par la proposition
précédente.

Q
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COROLLAIRE 5.6.4. — Soient M et N deux Ex-modules holonémes réguliers
définis sur un ouwvert U de T*X . Alors

RHomg, (M,N®S) = RHomg, (M, N'®)
surU.
Onanoté NBR =B @y N, NRS =R g N.
Cette formule généralise I'isomorphisme
(5.6.2) RHomg, (M,N) > RHomg, (M,N*°) cf. [K-K 2]),

qu’on retrouve en appliquant le foncteur Y 1Ry,(-) & isomorphisme du
corollaire.

Démonstration

On raisonne comme ci-dessus pour démontrer 'isomorphisme dans les germes
enp € U.Sipe TygX, Mp et Ny, sont des Dx x(p)-modules réguliers, et
I’isomorphisme résulte de 'utilisation de (5.6.2) sur la section nulle, puisque

~ Ex

~ Dx.
Ty X x— X

R £ ~ DX R, f
~ o~ et &
€x lrg x = X |pe x X X Ty

Sipe Io’*X , on peut supposer par [K-K 2], moyennant une transformation
canonique quantifiée, que NV est de la forme N ~ Ex ®-1p, m " 1RHx(G) au
voisinage de p, ou G est un “faisceau pervers” défini au voisinage de n(p) et
on conclut en utilisant la proposition 5.6.3 et les formules

NR = phom(G,0x)p, Np¥! = T-phom(G,Ox),.



6. - APPLICATIONS : MICROFONCTIONS TEMPEREES

6.1. - Microlocalisation tempérée sur des sous-variétés réelles :
théorémes d’annulation

Dans ce paragraphe on désigne par X une variété complexe de dimension
n = dimg X, et on dira qu’'un sous-ensemble localement fermé M C X est
une sous-variété réelle de X si M satisfait les conditions suivantes :

(6.1.1) {M est un ensemble sous-analytique dans X et

M  est une sous-variété réelle de classe C2.

La premieére condition permet de définir la microlocalisation tempérée de Ox
le long de M par la formule

(6.1.2) Ty Ox dffT—p,hom((DM,Ox),

tandis que la seconde est nécessaire pour utiliser les invariants différentiels
classiques rappelés ci-dessous.

(Rappelons qu’une sous-variété de IR™ de classe C* qui est un ensemble sous-
analytique est nécessairement une sous-variété analytique.)

Comme on dispose des transformations canoniques, on peut établir sans peine
les analogues tempérés des résultats de Kashiwara et Schapira sur la microlo-
calisation de O le long de sous-variétés réelles; voir [K-S 2, Chapitre 11], dont
on va utiliser, en les rappelant, les notations.

Soit M C X une sous-variété réelle et p € T}/ X. On considere T,T*X =~
T,T*X comme espace symplectique réel et on y définit les sous-espaces
lagrangiens

M) =Tpr In(p) et Am(p) =TpThX

et on pose )
s(M,p) = 5 7(Am (), 1Am (p), 2o (p)),

ou 7(+,-,-) est lindice d’inertie des 3-plans lagrangiens (indice de Maslov-
Hormander-Leray-Kashiwara..., cf. [K-S 3, Appendix]).
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THEOREME 6.1.1. — Soient M et N deuzx sous-variétés réelles de X, Uy et Uy

deuz ouverts de T* X, ¢ : Uy — U, une transformation canonique compleze
telle que (T3 X NUL) =T X NUs. Soitp € Ty, X NU; et

d= % [dim M + s(M, p) — dim N — s(N, o(p))]-
Alors on peut trouver un voisinage ouvert U C Uy de p tel que :

(i) la fonction q — s(M,q) — s(N,p(q)) est constante sur U N Ty X,

et

(i) il existe une transformation canonigque quantifiée § au dessus de ¢ qui
induit un isomorphisme

Tpp OX,p = KN C)X,gp(p) d].

Ici @ est par définition de la forme ¢, pour une section non dégénérée s bien
choisie et c’est un isomorphisme de 8§g(p)-modules (cf. théoréme 5.1.1).
Démonstration

C’est ’analogue de [K-S 2, theorem 11.2.8] : on applique le théoréme 5.1.1
avec F = Cp, d'olt ®xy, o) Cu =~ Cn[—d] dans Dy (X;0(p)), ou d est
calculé par Kashiwara et Schapira (cf. loc. cit.).

Q

On rappelle également les notations suivantes :
v(p) = T,C™p
6(p) = dime(Anm (p) NiAr(p) N Ao(p))

sT(M,p) est I'indice défini par

st—s7=s
{ st 4+ 5~ =n —codimM + 286(M,p) — dimg(Apr(p) NiXpr(p)).
On a en particulier les points suivants.

e s* =0si X est un complexifié de M, ou bien si M est une sous-variété
complexe de X. (Dans ce paragraphe on dira par abus de langage que X est
un complezifié de M si T,X =T, M & iT,.M en tout point z € M.)
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o
e On a I’équivalence (6§ = 0 sur T}, X ) <= (M est non-caractéristique
pour le 9, i.e. M est une sous-variété générique).

e Si M est une hypersurface réelle d’équation ¥ = 0 (dyp # 0 sur M)
et si 'on note 8y la différentielle complexe de 1, alors s*(M, 8y (z)) est le
nombre de valeurs propres 2 0 de la restriction de la forme de Levi de M &
M ;—fT,,.M NiTM.

Avec ces notations on sait que les décalages prennent une forme plus agréable.

THEOREME 6.1.1 (bis). — Les décalages des complezes
T-up OxlcodimM + s~ — 6] et T-up Ox[n—st + 6]

sont invariants par transformation canonique quantifiée.

On a en effet :

1, .. n d n d . _
—§(dlmM+s)__§_§_s +§——§——2-—n+cod1mM+s -4,

ou on a noté ici d = dum(p) = dimg(Ap(p) N iAr(p)), qui est un invariant
microlocal (cf. [K-S 2]).

o
THEOREME 6.1.2. — Soit p € T*X. On suppose la condition suivante satis-
faite :

dimg (Aym (p) N¥(p)) = 1.
Alors pour tout entier

j ¢ [eodim M + s~ (M, p) — §(M,p), n—s*(M,p) +8(M,p)],

ona HI(T—pp Ox)p=0.

La condition du théoréme est en particulier satisfaite quand M est générique.

La démonstration va utiliser le
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LEMME 6.1.3. —

(i) Soit Z C X un sous-analytique localement fermé dans X et z €
X\Int Z. Alors

H[jzl(’)x,z =0 pour j¢[1,n]

(ii) Pour toute sous-variété réelle M C X et toutp € Ty X on a
H?(T-pp Ox)p = 0 pour j ¢ [1,n].

Démonstration du lemme

(i) lecasj < Oest trivial et d’autre part H' RHx (Cz) ~ HszDbg?") =0
pour j > m, ol Dbg(()") est le complexe de Dolbeault sur X.

(i) résulte de (i) vu la formule du germe de H? (T-u,; Ox).

Démonstration du théoréme 6.1.2

Elle adapte celle de [K-S 2, proposition 11.3.1] : on peut trouver une transfor-
mation canonique ¢~ (resp. pt) définie au voisinage de p telle que T échange
Ty X et T} X avec codimN =1 et s~(N, ¢~ (p)) =0 (resp. sT(N, ¢t (p)) =
0). Posons ¢ = codim M.

Alors en utilisant le théoréme 6.1.1 bis avec la transformation canonique ¢~
(resp. 1) et en appliquant le lemme 6.1.3 on trouve :
H? (T-pp Oxlc+s~ —6])=0 pour j<O,
(vesp. H? (T—pp Ox[n — st +6]) =0 pour j >n).

COROLLAIRE 6.1.4. — Supposons que X est un complezifié de M. Alors
HiT—p,,Ox =0 pour j#n, et
H" Ty Ox — H"upmOx est injective.
On tire facilement ce corollaire du théoréme précédent et - en ce qui concerne

le deuxiéme point - de sa démonstration, mais on va donner, sur le modele de
[K-S 2], un énoncé plus général :
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THEOREME 6.1.5. — Soit M une sous-variété réelle de p € T, X. On fait les
hypothéses suivantes :

dimr(Am(p)Nv(p)) =1, et
s7(M,q) — 6(M, q) est localement constant au voisinage de p dans Ty, X.

Posons jo = codim M + s~ (M,p) — 6(M,p). Alors :
HY(T-pp Ox)p =0 pour j # jo,
H¥(T—pp; Ox), est de dimension infinie et

H(T—pp Ox)p — H®(uyOx),  est injective.

Démonstration

Idem [K-S 2, proposition 11.3.5], ou par transformation canonique, on se
ramene a la situation suivante :

M = 9%, ou 2 est un ouvert pseudoconvexe a bord analytique de X = C™,
p = (z; &) est la normale extérieure,

Jo=1.

Alors comme

HI(Tpp Ox)p = lim {HjRHX((IJZ):B ; Z fermé sous—analytique tel que

z
Cu(2). <t ({£)°) U {0}}
= Hix\q)0x.q
il suffit d’appliquer le lemme suivant.
Q
LEMME 6.1.6. — Soient Q un ouvert pseudo-convexe sous-analytique dans

X =0q" etz € 9. Alors :
(i) RTx\q)Ox,z est concentré en degré 1.
(i) Hix\qOx,c est de dimension infinie.

(iii) Hllx\mOx,gC — H}(\Qox,x est injective.
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Démonstration du lemme

Le premier point résulte facilement de (1.2.3), et les deux autres de ce que

I’on a : . .
Hix\q|Ox,e = lim Ox"(U)/Ox(U) et
Usz

I{;(\Q(f)x‘Jc = li_m)(’?x(Uﬂ 02)/0x(U).
Usz

Q

COROLLAIRE 6.1.7. — Soit M une hypersurface réelle de X d’équation 1 =0
(dip # 0 sur M) telle que le nombre de valeurs propres < 0 de la forme de Levi
de 3 sur TCM est constante égale a v pour tout x € M dans un voisinage
assez petit de xog € M. Soit p = (zo,0%(z0)) (0%, la différentielle complexe
de ). Alors :

{HjT—uMOx,p=0 jET+HL, et

H™ 1 Ty Ox, — H ' upyOx,  est injective.

Le théoréme suivant sera utile dans les problémes aux limites. C’est ’analogue
d’un énoncé de Schapira (cf. [S, proposition 3.1], cf. aussi [Ud]) et dont la
démonstration se laisse recopier dans le cadre tempéré.

THEOREME 6.1.8. — Soit M une variété analytique réelle et X = M® un
complexifié de M. Soit A C M un sous-ensemble sous-analytique fermé qui
vérifie la condition suivante :
A est localement analytiquement isomorphe & un convexe de IR™.
Alors :
(i) H T-phom(T4,0x), =0, j #n.
(i) Pour tout p € Ty X le morphisme

H" T-phom(T4,0x ), — H"phom (T4, O0x),

est injectif.
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6.2 — Faisceaux de microfonctions tempérées

6.2.1 — Soient M une variété analytique réelle de dimension n et X = MC®
un complexifié de M. Soit N une sous-variété réelle fermée de M.

COROLLAIRE ET DEFINITION 6.2.1. — T—uy Ox est concentré en degré n et
on pose :

Clix =H"T-uyOx®ory et Cly=H"T-pp Ox®ory.

L’assertion résulte du corollaire 6.1.4, d’ou il résulte également que
(6.2.1) I’application canonique C,{,, — Cp  est injective,
ou Cym = pmOx[n]®orpy est le faisceau des microfonctions de Sato.

Du triangle de Sato (3.1.1) résulte

RinCl =RIT.C{, =0 pour j#0 et
(6.2.2) { M M

Ci”'T;,M ~ Dby et mCly =~ Dbp/ A

La proposition 4.2.4 implique

(6.2.3) ¢l estun &y -module.

On a aussi :

(6.2.4) Les transformations canoniques réelles opérent sur C,{,,,
comme il résulte du théoréme 6.1.1 (avec d = 0).

Rappelons également que si 2 C X est un ouvert a bord analythue reel qui

est strictement pseudo-convexe, on peut échanger localement T X et TaQX
par une transformation canonique complexe (cf. [K-K 3]); alors en appliquant
le théoréme 5.1.1 bis avec le noyau K de [K-S 3, example 7.2.6] on obtient un
isomorphisme de E®+f-modules

(6.2.5) C (0% /0x) ‘BQ localement sur 'f‘}MX

(cf. aussi [BdM]).
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Ainsi que déja remarqué par Bengel et Schapira (cf. [B-S]) un isomorphisme
tel que (6.2.5) permet de retrouver facilement leur résultat que C,{,, est un
faisceau “coniquement souple” (dans la terminologie de la loc. cit.), id est
qu'on a :

6.2.6 VZ,UCTyX, Z et U coniques, Z fermé, U ouvert, on a
(6.2:6) { Hi(U;TzC)=0 Vj>o0.

Remarquons aussi que l'isomorphisme (6.2.5) admet une réalisation plus
explicite : si X = €, la transformation intégrale de [H 2, theorem 8.4.11] qui
y est définie sur ’espace S’(IR™), induit I'isomorphisme de faisceaux (6.2.5),
comme on le montre facilement & ’aide de (6.2.6).

Montrons maintenant comment les opérations du chapitre 3 permettent de
définir fonctoriellement les opérations sur les microfonctions tempérées.

Soient N et M deux variétés analytiques réelles.

Produit tensoriel

On a un morphisme canonique
(6.2.7) iR, — iy (Wv)»uu,

comme il résulte de la proposition 3.3.8 avec F' = Cp[—dim M| ® orps et
G =Cn[-dimN]|® ory.

Soient f : N — M une application analytique, et notons encore f : ¥ =

N® — X = M® une complexification de N — M et p,w les applications
canoniques T§Y «/~ N I)GTX'IX Ty X.

Image directe

On a un morphisme canonique

(6.2.8) @ p~H(Cf ® Vym) — Cly



MICROFONCTIONS TEMPEREES 147
Démonstration

1) Supposons d’abord f lisse.

Soit (N;)jen une famille exhaustive de fermés sous-analytiques de N telle que
f est propre sur N; pour tout j.
On peut écrire pour tout j € IN les morphismes

R p~! (T-phom(Cn;,, Oy )[dim N] ® Vn/um ® ornyum)

— T-phom(Rf.Cn;,Ox) [dim M]
— T—phom(Cp, Ox) [dim M],

ou le premier morphisme résulte du théoreme 3.3.2 et le second de la fleche
Cr — Rf. (DNj déduite de Tpr — Rfs Cn — Rf« (DN]..

On a un diagramme commutatif :

wp ! (T—,uhom((DNj ,Oy)[dimN] ® Vn/m ® orN) —cf;

| |

@' ® Vym Cm

ou la premiere fleche horizontale se déduit du morphisme précédent, la
premitre fleche verticale résulte de l'utilisation de la fleche Cn — Cy;,
et la deuxiéme fleche horizontale se déduit de l'utilisation du morphisme
d’intégration de [S-K-K] :

@p 'CN ® Vv/m — Cur.

Comme toute section de (w!p*lc,{,),, (Vp € T}Y) provient pour 7 > 1
d’une section de

wp~! T-phom(Cn;, Oy )[dim N]j,
on en déduit, vu (6.2.1), que la fleche horizontale du bas est & valeurs dans
iy

2) Supposons maintenant que f est une immersion fermée. Appliquant
le théoréeme 3.2.2 avec F' = Cp on trouve I'isomorphisme :

L ~
(6.2.9) Rwp }(Dxy 158; CI):I) —_)CI{HX ® OTN/M,
que ’on compose avec le morphisme canonique C{Vl x = Cz{d (cf. (6.2.12) ci-

dessous) d’ou (6.2.8) dans ce cas.
Q
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Image inverse

On a un morphisme canonique :

(6.2.10) pwcl, — cf.

Démonstration

Supposons d’abord que f est une immersion fermée : alors la fleche résulte du
théoreme 3.3.6 appliqué a F = €y, puisque

f!(DM = Rry(EM = RFN(DM = orN/M[dimN —dim M]

Si f est lisse, la fleche résulte du méme théoreme appliqué avec F =
RT'yCx = orp[—dim M], puisque f~!R['yCx = RTNCy ~ ory[—dim N].

Comme d’habitude, produit tensoriel et image inverse permettent de définir
I’opération de

Produit

(6.2.11) pawxl(C, ® L) —cl,

ol pa, wa désignent les applications canoniques associées & la diagonale
Ay CMxM:

TRMAX‘&TKJX;{TKJX'%TK/IXM(X x X):

et ol on a identifie T, Ax a Ty X.
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Réalification

Soient M une variété analytique réelle de dimension n, N < M 1’immersion
d’une sous-variété analytique fermée de codimension d et ¥ — X une
complexification de N — M.

On a un morphisme canonique :

(6.2.12) Chx — Clp

obtenu en appliquant le foncteur T—phom(-,Ox) ® orm[—n] a la fleche
Cy — Cn.

D’autre part, on a un morphisme canonique ory[—n] — Cy[—d] (cf. (1.2.12))
d’oll, en y appliquant le foncteur 7~phom(-, Ox), le morphisme canonique

(6.2.13) Cyik — Chix ®ornym -
On en déduit le morphisme de réalification

(6.2.14) C{l}l’,f( |T;,x — Tirgm cl® OTN/M »

par composition des deux précédents, I'image du composé étant bien & support
dans Ty X NTy X =iTHM.

Le morphisme est compatible & ’analogue non tempéré de [S-K-K] et est donc
injectif (cf. loc. cit.), mais non bijectif en général.

Opérateurs microlocaux d’ordre fini
On définit le faisceau £{,, des opérateurs microlocaux d’ordre fini en posant :
f — f —1
e (CergomnChin Batau VM) g arensy

qui est un sous faisceau du faisceau Ly de [S-K-K, chap. I, definition 2.5.1].
En utilisant les opérations précédentes on montre facilement que

L{l C Ly est un sous-faisceau d’anneaux,

C{,, est un £{,,—module a gauche.
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Les transformations canoniques réelles opérent sur C{,, et on a un morphisme
injectif de réalification
R,f f
€’ |T,;,x = Lo

qui résulte de (6.2.14).

Signalons qu’on peut faire une théorie des symboles pour .C{,I en adaptant au
cas tempéré celle de [Uk] pour le cas de L.

6.3 — Exemples

6.3.1 — Modules holonémes réguliers et microfonctions tempérées

Soit X une variété analytique complexe et Y C X une sous-variété complexe.
Ona:

(6.3.1) Cyk ~ RHomp_(Byix,Ch),

plus généralement, si M est un Dy -module holonéme régulier et F =
Solx(M) on a

RHomp_(M, C)f(m) ~ T—phom(F*,0Ox)

.. L
(6 3 2) ( ~ g;l?yf ® W_IRHX(F*)) ,
1r‘1Dx

ol F* = RHom(F,T). On obtient (6.3.1) de (6.3.2) en y faisant F = Cy[—d],
ou d est la codimension complexe de Y.

La formule (6.3.2) se démontre & l’aide des opérations du chapitre 3 (cf.
[An 4, proposition 6.1] ou elle est utilisée pour microlocaliser le foncteur de
conjugaison de Kashiwara de [K 6]).

Soit M une variété analytique réelle de dimension n et X un voisinage

complexe de M. Soit M un £x-module holonéme régulier défini sur un ouvert
U de T*X. Alors on a un théoréeme de comparaison

(6.3.3) RHomg, (M,CL;) =5 RHomg, (M,Cy)  sur U,

comme il résulte de la proposition 5.6.3 avec F' = Cp[—n] ® orp, (cf. [An 3,
theorem 1.2 (ii)]).
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6.3.2 — Microfonctions CR tempérées

Soit X une variété analytique complexe de dimension n et soit M C X
une sous-variété analytique réelle fermée de codimension d. Dans tout ce
paragraphe on fait ’hypothése que

M est une sous-variété générique.

Soit Y < X xX un complexifié de 'immersion j : M — Xgetsoit f: Y — X
le morphisme complexe lisse défini par le diagramme commutatif

Y——XxX

I

M——X

On désigne comme ’habitude par dp = Dy_, X | le systeme de Cauchy-

Riemann sur M. La proposition suivante est la version tempérée d’un énoncé
de [K-K 3].

ProprosITION 6.3.1. — On a :

RHomp,, (B, Cly) ~ Ty Ox ® oru[d].

Démonstration

Soient p et w les applications canonique définies par le diagramme T*Y £
Y X T*X =>T*X. Comme f est lisse et induit identité sur M, p est une

immersion fermée et il n’y a qu’un point dans la fibre de w au dessus de M.
Appliquant le théoreme 3.3.2 avec F = @) on obtient donc
L
Dxcy ® T-phom(Cp, Oy) [dimg Y], o = T-phom(Cp, Ox) n],
Dy TyX

et, puisque dimgY = dimg M =2n —d, on a

L
(6.3.4) Dx._y;)% T OY|T;,X[n —d] ~ Tu, Ox.
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D’autre part, Dy_, x étant Dy-cohérent, on a pour tout (complexe borné de)
Dy-module(s) M :

L
RHompy (Dy—x, M) = Dx—y ® M[dimg X —dimg Y]
Y

On a ici dimgY — dimg M = 2n — d, et on obtient 'isomorphisme de la
proposition en posant

M= C{,, ®ory =T—pp Oy[(2n—d] @ orpy.

Q

Le méme argument montrerait plus généralement que pour tout F €
Ob D¥;_.(M) on a un isomorphisme

~

RHomp(8m, T-phom(i, F, Oy))| e x
M

6.3.5
( ) T-phom(j« F,Ox)

IT,;,X[2d— 2n].

Par exemple si Z C M est un fermé sous-analytique, en prenant F =
C[d — 2n] on obtient sur la section nulle :

RHomp,, (Om,Tz Dby) ~ Rz Ox|d] (cf. formule (1.2.7)).
Comme T-u)r Ox est concentré en degré > d, la proposition 6.3.1 identifie les

CR-microfonctions tempérées a un groupe de cohomologie de microlocalisation
a croissance :

(6.3.6) Homp,, (Om,Cly) =~ HYT-pp; Ox) ® o,
en particulier pour les CR-distributions on a
Homp,, (Om, Dbu) = Hijy Ox ® ora,
et le triangle de Sato pour T—phom produit la suite exacte
(637 0— 0x|M — Hﬁw] Ox ® orpy — e HY(T—pup; Ox ) ® orpgr — 0.

Si u est une CR-distribution sur M (i.e. une section de H[‘fw]Ox ® orp) on
définit classiquement le front d’onde CR de u (comme CR-distribution) par

WFz (u) = supp sp3p,,(u) C Ty X (C TyY),
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A,

ou
(6.3.8) sp3,, i 7 (H{yOx ® ory) — HY(Tup Ox) ® oy

est application canonique déduite de (6.3.7); on a WF5 (u) C WF4(u) en
vertu de (6.3.6), ou W F4(u) est le front d’onde analytique de u. (Le corollaire
6.3.3 ci-dessous - ainsi que le bon sens - semblent indiquer que ce front d’onde
CR coincide bien dans le cas analytique avec celui défini dans [B-C-T] d’une
autre maniére, comme suggéré dans [S-T].)

Notons que les versions non tempérées de (6.3.6), (6.3.7) et (6.3.8) sont bien
connues (cf. [K-K 3]), et on a le morphisme canonique injectif

(6.3.9) Hd(T—uM Ox)®ory — Hd(ltMOX)®orM,

Pinjectivité résultant par exemple de la comparaison de (6.3.6) avec la formule
analogue pour les microfonctions. On désignera donc de la méme maniére par
WF5, (u) le front d’onde CR d’une CR-hyperfonction.

On retrouve par exemple des propriétés d’hypoellipticité (cf. [B-C-T]) :

COROLLAIRE 6.3.2. — Soit v C Ty X un ensemble conique conveze propre

o
fermé tel que v D M ~ T M. Supposons 5(M,p) > 0 pour tout p € Ty X \7.
Alors pour toute CR-distribution u sur M on a :

WF5, (u) C 7.

o
En particulier si s~ (M,p) > 0 pour tout p € Tjy X on a H[dM]C)x ®orpy =~
Oxl .
M

Démonstration

Cela résulte aussitot de la suite exacte (6.3.7) vu le théoréme 6.1.2.

Q

(Notons que, vu (6.3.9), ce corollaire est un cas particulier de sa version non
tempérée, laquelle est implicite dans [K-S 2, 3].)

Il résulte également de ce qui préceéde que si  C X est un ouvert sous-
analytique qui est un ouvert & bord C° au sens de (1.2.8) et tel que 8 D M,
le morphisme de valeur au bord (1.2.11) (resp. (1.2.10)) définit un morphisme

ba :TaOx — By (resp. bq : O% — Dbyy)
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qui est bien a & valeurs dans les CR-hyperfonctions (resp. CR-distributions),
ba étant D-linéaire. Soit v C T3 X un ensemble conique convexe propre fermé
tel quey D M ~ Ty, M et soit Q C X un ouvert tel que Cpr (X\Q)NIntv° = @
(cette condition implique M C 69).

Dans les énoncés ci-dessous on dira qu’une fonction f € T'(Q; Ox) est d
croissance lente (vers M) le long de 4° si f satisfait & la condition suivante :

pour tout ouvert relativement compact U C X tel que Cp(U) C 4°
il existe v > 0 tel que d(z, M) f(z) est borné sur U,

ou d désigne une distance localement équivalente a la norme euclidienne de
C". Notons qu’en vertu de (1.2.2), cette condition est équivalente a la suivante

VK C Int v°, K ensemble conique engendré par un compact,
AU C X ouvert sous-analytique tel que Cy(X\U) N K C {0}
et f € T(X;0%Y).

THEOREME 6.3.3 (cf. [B-C-T]). — Soity C Tx; X un ensemble conique conveze
propre fermé tel que v D M ~ Ty M. Soit u une CR-distribution sur M. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) WF5M (u) C .

(i) On peut écrire u = ba(f) ot Q C X est un ouvert ¢ bord C° tel que
Cu(X\Q)NInty°% =@ et on f € T(Q; Ox) avec f a croissance lente le long
de 7°2.

THEOREME 6.3.4. — Soit v comme dans ’énoncé précédent et soit Q C X un
ouvert a bord C° tel que Cpr(X\Q2) NInt%® = @. Soit f € T'(; Ox). Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) La valeur au bord hyperfonction bo(f) est une (CR-) distribution.

(ii) f est a croissance lente le long de y°*.

Ce dernier énoncé généralise aux sous-variétés génériques une propriété due a
Martineau dans le cas M = R™ C C".
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Démonstration des théorémes 6.3.3 et 6.3.4

Supposons, pour alléger les notations (scrupule tardif!), que M est orientée.
Considérons le diagramme commutatif :

I(Inty°%; H Tvp Ox ) —=— Ty (Thy X; HE T-pps Ox ) — T'(M; Dbyy)

| | |

[(Inty°%; Hovp Ox) —=— T (T X; HumOx ) —— T'(M; Bur)

dans lequel les fleches verticales sont injectives.

D’autre part rappelons que :

(Inty°*; H° Tvp Ox) = lim lim {P(X; oY) K cInty*®, UcC X,
K U
K ensemble conique engendré par un compact, U ouvert sous-analytique

tel que Cp(X\U)NK = {0}}
(voir la formule (3.1.2)), et que
I'(Inty°%; HupOx) =

M{F(U; Ox); U C X ouvert tel que Cpr(X\U) N Inty°® = (0}.
U

Les théoreémes 6.3.3 et 6.3.4 résultent alors aussitét des remarques suivantes :

- Dzzns les limites inductives apparaissant ci-dessus on peut supposer
que les ouverts U sont des ouverts & bord C°, connexes (et tels que U > M).

- Si Q est un ouvert connexe a bord C° tel que Cis (X \Q)NInt(°%) = 0,
la valeur au bord

ba :T'(Q2; Ox) — T'(M; By) est injective,

(et WF5_(ba(f)) C v pour toute f € [(2; Ox)).
Q

Notons que le théoreme 6.3.3 résulterait aussi de sa version non tempérée de
[S-T] par utilisation du théoréme 6.3.4.
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Remarque

L’utilisation du foncteur T~phom(-, O) permet de préciser pour les distribu-
tions bien d’autres propriétés bien connues pour les hyperfonctions. On a
par exemple ’analogue tempéré du théoréme d’annulation de [D’A-Z] et ses
applications & Bochner local, ou encore la formulation des problémes aux lim-
ites elliptiques pour les systémes, traités & la [K-K 3] mais dans le cadre des
distributions (cf. [An-T}).



A. - APPENDICE - OPERATIONS MICROLOCALES SUR LES
COMPLEXES CONSTRUCTIBLES

Soit X une variété analytique réelle. Dans la théorie microlocale des faisceaux
de Kashiwara et Schapira le role central est tenu par la catégorie D?(X;Q), la
catégorie localisée de D®(X) par le systéme multiplicatif de fleches & micro-
support ne rencontrant pas un ensemble donné 2 C T*X. Le bi-foncteur

phom(-,-) : D*(X;Q)° x D*(X,Q) — D*Q)
est alors bien défini.
Si p € T*X, une propriété essentielle de D*(X;p) := D°(X;{p}) est la pos-
sibilité d’y faire opérer des transformations intégrales microlocales, en partic-
ulier des transformations canoniques (les “extended contact transformations”
de [K-S 3]). Quand X est une variété complexe, on en déduit 'opération de

transformations canoniques complexes sur phom(F, Ox)p.

Pour réaliser ces opérations sur T-phom(F, Ox), il faut donc disposer d’une
bonne notion de microlocalisation de D _.(X).

Dans cet appendice on explique comment adapter [K-S 3] & cet effet, dont on

utilisera les notations, sauf mention expresse d’un changement.

A.1. - La catégorie D% _.(X;0)

Soit X une variété analytique réelle.
Soit 2 C T* X un sous-ensemble. On pose

No={FeObD%_.X); SS(F)nQ =0}

Alors N est un “null-system” dans D, _.(X) et on pose la
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DEFINITION A.l.. — Df_ (X;Q) = D% (X)/Na.

Si p € T*X on écrit N, et D% __(X;p) au lieu de Nip} et Dfy_(X;{p})
respectivement.

On a un morphisme canonique
Dh_.(X;9) — D*(X;9),

qui identifie D%__(X;Q) & une sous-catégorie triangulée de D®(X;2), mais
il n’est pas clair que ce fiit une sous-catégorie pleine (cf. cependant le lemme
A.3 ci-dessous).

Les propriétés suivantes résultent aussitot de la définition :

-Si  C Q est un sous-ensemble, on a un morphisme canonique
D _o(X;9) = D_(X; ).

-Si F/ = F — F" XL est un triangle distingué dans Dl_.(X;9)
tel que SS(F")N =0, alors F' ~ F dans DY __(X;9); propriété qu’on
utilisera souvent sous la forme suivante :

(A1)
{Un morphisme F — F’ de D% _.(X;) qui induit pour tout p € 2

un isomorphisme dans D®(X;p), est un isomorphisme de D} _.(X;Q).

Remarque A.2

Soit j : U < X 'immersion d’un ouvert sous-analytique et Z C X un fermé
sous-analytique. On sait que les foncteurs Rj,571, jii ™1, (\)z, RT'z opérent
sur D§;_.(X). Si de plus X est un espace vectoriel réel, et v un céne convexe
fermé sous-analytique dans X, alors le foncteur ¢ 1Ry« opére sur D,’ﬁ_c(X ).

On peut donc recopier les énoncés et démonstrations des chapitres V et VI
de [K-S 3] en y remplagant D*(X) et D*(X; ) par D __(X) et D& _.(X;9)
respectivement. En particulier on dispose des “cut-off lemma” et “microlocal
cut-off lemma” dans ce cadre.

LEMME A.3. — Soitp € T*X . Alors D%, _ (X p) est une sous-catégorie pleine
(triangulée) de Db(X;p).



OPERATIONS MICROLOCALES SUR LES COMPLEXES CONSTRUCTIBLES 159
Démonstration
o
On peut supposer p € T*X. Soit ¢ : D% _.(X;p) — D*(X;p) le morphisme
canonique et F,G € D§_ (X). On doit montrer que
a:Homps (x5 (F, G) — Homps(x ) (0(F), 9(G))
est bijectif.

On sait que
HoleaR_c(X)(F, G) = Hompe(x)(F,G) ~ H°RI(T* X; phom(F, G)),
d’ot1, par localisation, des morphismes :
Hompe(xp) (F, G) — H®(uhom(F, G)),
et
Homps  (x,p)(F, G) — H°(phom(F,G))p,

et la proposition 6.1.2 de la loc. cit. prouve que le premier est un isomorphisme.
Vu la remarque A.2 précédente, la démonstration de cette méme proposition se
laisse transposer dans le cadre IR-constructible, donc le deuxieéme morphisme
est également un isomorphisme. Le morphisme a est donc un isomorphisme.

Q

Remarque A.4

La catégorie Df;_.(X;§2) n’est pas celle définie dans I’exercice 8.6 de [K-S 2];
rappelons la définition de cette derniére avec une autre notation.

Soit Db(X;Q)Rr_. la sous-catégorie pleine de D°(X;Q) des objets F €
Ob Db(X) tels que
VpeQ 3F €ObDh_.(X) telque F~F' dans DYX;p).
On a donc des morphismes canoniques
D (X;9Q) — DY(X;Q)r-. — D*(X;Q),
ou la premitre fleche identifie Df;_.(X;) & une sous-catégorie triangulée
de D*(X; Q)R—. (mais pas pleine & priori), tandis que la seconde identifie
Db(X;Q)R—. & une sous-catégorie pleine de D®(X;Q) (mais pas triangulée &
priori). Cette difficulté disparait dans le cas ol 2 est réduit & un point, vu le
lemme A.3 et le fait qu’on peut aussi montrer que
Dh_o(X;p) — D*(X;p)R-c,

est une équivalence de catégories. Par conséquent la catégorie D*(X;p)r_.
est bien triangulée, et il en résulte également que D*(X;Q)R_. est triangulée.
(Mais on n’aura pas besoin ici de ce dernier point.)
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A.2. - Noyaux microlocaux pour D¥__(X;p)

Soient X,Y, Z trois variétés réelles. On désigne par ¢; : X xY — X, q12 :
XxYXZ = XxY,p :T*(XXY) > T*X,p12: T X xY xZ) - T*(XxY),
les projections, avec des définitions analogues de g;, g;;, pi, pij. On désigne
par ax (ou a) lopération antipodale de T*X, et si 2 C T*X, Q¢ désigne
a(€); mais dans le cas d’un produit de la forme X x Y, la méme lettre
a désignera l'application antipodale relativement au deuziéme facteur, e.g.

p‘fz = (Idx X ay) O Pi2.

Rappelons les définitions suivantes de [K-S 3]. Si K; € ObD*(X x Y) et
K, € ObDb(Y x Z) on pose

K1 0 Ky = Rq131(gi3 K1 ® 455 K2) € ObD*(X x Z),
etsi K€ ObDY(X xY) et Fe ObD*(Y)~ ObD*(Y x {pt}) on pose
®x(F) = Rqn(K ® ¢;'F) = Ko F € ObD*(X).
Mais, méme si K est a cohomologie IR-constructible, le foncteur ¢ x n’opere
pas en général sur DfR_c, (c’est faux quand le support de K n’est pas propre
sur X), et il faut avoir recours & la composition microlocale des noyaux de

(K-S 3.

Si K, et Ko sont comme ci-dessus et (px,py,pz) € T*(X XY x Z), on deﬁmt
un pro-objet de D*(X x Z, (px,p%)) en posant

.
K;0K,;=")im" K} o K},
m —

ou K{ — K; (resp. Kj — K;) parcourt ’ensemble des isomorphismes de
D*(X x Y;(px,p%)) (resp. de D*(Y x Z; (py,p%)))-

On dit que K, et K3 sont microlocalement composables en (px,py,pz) si la
condition suivante est vérifiée :

(42) { (SS(Kl)T3<Y SS(Kz)) Nos (ox,0%) C {((ox,0%), (oy,0%))}
au voisinage de  ((px,p¥), (py,p%))-

Ici et dans la suite, le produit fibré sur T*Y est pris relativement aux
applications p§ : T*(X xY) > T*Y et py : T*(Y x Z2) » T*Y
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PROPOSITION A.5. — Soient K1 € ObD}_ (X xY) et K, € ObD%_ (Y x Z).

(i) K, 2K2 est un pro-objet de Db _o(X % Z; (px,D%))-

(ii) Supposons de plus que K, et Ko sont microlocalement composables en
(px,py,pz). Alors

K, 2K2 € ObD%_ (X x Z; (px,p%))-

Démonstration

Dans la définition de K; o K3 on peut remplacer K; par (K;)xxy ou V est
®

un voisinage ouvert sous-analytique relativement compact de m(py) : alors q;3
est propre sur le support de qul((Kl)va) ® qi,le donc (Ki)xxv o K €
ObD%_ (X x Z). Alors (i) résulte du lemme A.3.

Si de plus K; et K5 sont microlocalement composables on sait que

KoK, € ObD*(X x Y; (px,p%)),
1"

(cf. 1a proposition 7.3.1 de la loc. cit.) d’ou (ii).
Q

Dans le paragraphe suivant on aura besoin des précisions données par le lemme
suivant, analogue des proposition 7.3.1 et le lemme 7.3.3 de la loc.cit., et qui
s’établissent de maniére analogue vu la remarque A.2.

LEMME A.6. — Soient K, et Ko comme dans la proposition A.4.

(i) Supposons de plus que la condition suivante est vérifiée :

(A3
ssumx  SS(K2)) N ({px) x T Yx{pz})c{((px,py) (bv, )}

(sstx) SS(K;)) (1(20;0)} x T3, ¥ x {(20;0)}) =0,

» Yo = (py), 20 = (pz).
Soit le (pro-)objet de Dy _ (X x Z; (py,p%)) défini par

K = ”liﬂ” (K1)xxv o Ka,
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ot V parcourt une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement
compacts de yo. Alors on a :

Kl OKz —:PK.
©

(ii) Dans le cas général, on peut trouver des isomorphismes
K{ — K1 dans D]lh__c(X X Y7 (PX,p?/)) )
K),— K, dans D% (Y x Z;(py,p%)),

tels que K| et K}, vérifient les conditions analogues & (A.3).

COROLLAIRE ET DEFINITION A.7 (cf. [K-S 2, remark 7.3.7]). — Soient K €
Ob D]bR—c(X xY) et (px,py,pz) € T*(X xY x Z). Supposons la condition
suivante satisfaite :

(A4) SS(K)N({px} xT*Y) C {(px,py)} au voisinage de ce point.

Alors :

(i) pour tout L € ObD¥%;_ (Y x Z), les noyauz K et L sont microlocale-
ment composables en (px,py,pz), et pour tout F € ObD¥%_(Y) on pose :

Oh(F) = KzF € ObDi_.(X;px).

Vu ce qui précéde, cela définit un foncteur :
(I)I;( : D]bR.—C(Y;pY) I D&{—C(X;pX) ,
et on a :

(ii) si L € ObDl_ (Y x Z) vérifie la condition analogue d (A.4) au point
(py,p%), alors K /C:L vérifie la condition analogue au point (px,p%),

(iii) si L est comme dans (ii) ci-dessus, les foncteurs ®% o ®; et <I>’I‘{ oL

®
sont isomorphes.

Remarquons que si K € ObD*(X xY; (px,p$)) vérifie la condition (A.4), le
foncteur
Bk = Rai!(K & (1)) : DH(Y) — D¥(X)
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induit un foncteur D(Y;py) — Db(X;px) qui n’est autre que ®% (comme
il résulte de la remarque qui suit la définition 7.1.3 de [K-S 3]). Sous
les hypothéses de la proposition précédente, il induit aussi un foncteur
D% _(Y;py) — D% _.(X;px) (alors que ®x n’opere pas lui-méme de
D% _(Y) dans D¥;_.(X) en général).

Soient maintenant ¢ : (T*Y),, — (T*X)px un germe de transformation
canonique et A la sous-variété lagrangienne associée dans X x Y (i.e. A est
I’antipodal relativement au facteur Y du graphe de ¢1).

PROPOSITION A.8. — Il existe K € ObD¥ (X xY) et un voisinage Qx
(resp. Qy ) de px (resp. py) tels que l'on ait :

(A.5) (Qx xT*Y)U (T*X x Qy))NSS(K) C A,
et tel que

@Y : Di_.(Y;py) = Dhp_o(X;px)
est une équivalence de catégories.

Un quasi inverse est ®%. avec K* = r,RHom(K,wxxy/v), ot r(z,y) =
def /

(y,7) et ol wxyy/y est le compleze dualisant relatif.

Démonstration

1) Supposons d’abord que A = T(X x Y) ou S est un germe en w(px,py)
d’hypersurface lisse. La démonstration du corollaire 7.2.2 de [K-S 3] produit
un K € ObD%_ (X x Y) qui vérifie la condition (A.5) et aussi la condition
suivante :
(A.6)

{le morphisme canonique €5 — phom(K, K )|A est un isomorphi-

sme dans D®(ANW),o W est un voisinage ouvert de (px,p%).
On sait aussi que ®% : DP(Y,py) — D®(X;px) est une équivalence de

catégories de quasi-inverse ®%.. Du corollaire et définition A.7 on tire que
les foncteurs
o

D]li'{—c(Y;pY) —_— DIbR—c(X;pX)
o
Kt
sont bien définis et quasi-inverses I'un de I’autre (parce que K o K* ~ Ca,
m
dans Dﬁ{_c(X x X, (px,p%)) et K*o K ~ Cx, dans D]”R_C(Y xY, (py,p¥)),
©

puisque c’est vrai sans ’indice R — c).
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2) Dans le cas général, on décompose ¢ en ; o g2, ou chaque ¢; est
une transformation canonique associée & une hypersurface, et on conclut en
utilisant le corollaire A.7 et la partie 1) de la démonstration.

Q

A.3 - Le cas d’une variété complexe

Soit X une variété complexe, X la variété réelle sous-jacente. On identifie
(T*X)Rr et T*(XR) a Paide de la partie réelle de la 1-forme canonique de

o o
T*X.Onnotey =yx : T*X — T*X/TCX et 7x = T* X — T* X/C* =IP*X
les applications canoniques.

Rappelons les faits suivants (cf. [K-S 3]) :

- Si M est une variété réelle et F € ObD’(M) tel que F, est un
complexe parfait pour tout z € M, on al’équivalence (F € ObD¥%;_ (M)) <>

(SS(F) est un sous-ensemble sous-analytique lagrangien de 7* M (au sens de
K-S 3])).

- Soit V un ouvert de T*X et A C V un ensemble IR-involutif, C*-
conique et fermé dans V. Alors A est un ensemble C-analytique C-lagrangien.

- Soit F € ObD};_.(X). On a léquivalence (F € ObD}_ (X)) <=
(SS(F) est C©*-conique).

Ici, comme dans la suite, T*-conique veut dire localement €*-invariant.

DEFINITION A.9. — Soit Q2 C T*X un sous-ensemble. On définit la catégorie
DY (X;9) comme la sous-catégorie pleine de Di_ (X;) dont les objets
sont les F € Ob DY, _ (X)) tels qu’il existe un ouvert W O Q tel que SS(F)NW
est € -conique. C’est une sous-catégorie pleine triangulée de D (X;Q).

On a évidemment D}_ (X;T*X) = D§_.(X), et siz € X ~ TEX et
F € ObD} _.(X), on a ’équivalence :

(F € ObDY_.(X; x)) o

(il existe un voisinage V de z dans X tel que F|, €0b D&_C(V)).

Du paragraphe précédent on va déduire l'invariance de D&_C(X ;p) et de
D} _.(X; @*p) par transformation canonique complexe.
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PRrROPOSITION A.10. — Soient Y une deuziéme variété compleze de méme

o ]
dimension que X, px € T* X, py € T*Y, ¢ : (T*Y )p, — (T*X)px un germe
de transformation canonique compleze et A le germe de variété lagrangienne
complexe associé.

(i) Alors il eziste K € ObD}_ (X x Y;(px,p%)) tel que la condition
(A.5) soit satisfaite et tel que le foncteur :

@ : Dg_(Y;py) — Dg_o(X;px)
est bien défini et est une équivalence de catégories (de quasi-inverse ®%. ).

(ii) Supposons de plus que ¢ soit globalement définie sur orbite C*py
(i.e. :vxp = ¥y ou 1 : (P*Y )y (py) — (P*X),x(px) €St un germe
de transformation de contact compleze), alors il eriste K € ObD§_ (X x
Y;C*(px,py)) tel que lon ait (i) et tel que DY induit une équivalence de
catégories

@Y : Dg_o(Y; T py) — Dg_.(X; T px).

Démonstration

(1) On peut supposer A = T§(X xY) ot S est un germe d’hypersurface
complexe lisse en 7(px,py ). On remarque d’abord que sous les hypothéses de
la proposition A.10, le noyau K fourni par la démonstration de la proposition
A.8 vérifie K € ObD}_ (X x Y;(px,p%)) vu les conditions (A.5) et (A.6).

Soit alors F € ObD¥%__(Y) tel que SS(F) soit un ensemble €*-conique au
voisinage de py. Comme ®x : D*(Y;py) — D®(X;px) est une équivalence de
catégories, ’ensemble SS(Pk (F)) = p(SS(F)) est C*-conique ou voisinage
de px. D’autre part, soit V un voisinage ouvert (sous-analytique) relativement
compact de 7(py) : alors ®g,, (F) — ®x(F') est un isomorphisme dans
Db X;m n(py)), donc SS(®kxy (F)) est C*-conique. Par suite (cf. lemme
A.6) SS(®%(F)) est T*-conique.

Ce qui précede montre que le foncteur du (i) est bien défini, qu’on note encore
i .

Comme on peut raisonner de maniére analogue avec ®%.. : D?D_C(X ipx) —
DY _ (Y;py), le (i) résulte de la proposition A.8.
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(ii) Ici on peut supposer A = T&(X xY') ol S est un germe d’hypersurface
complexe lisse en 7(px,py), I’égalité ayant lieu sur tout un voisinage de
C* (px,py)- Vu la condition (A.6) il est clair que SS(K) est localement €*-
conique au voisinage de €* (px,p% ), d’ou la premiere assertion.

Soit V une base de voisinages ouverts sous-analytiques relativement compacts
de y := w(py). Pour tout V € V le foncteur @k, : Di_.(Y) — Di_.(X)
induit un foncteur @k, : Di_.(Y;C*py) — D&% _(X;TC*px) (puisque,
d’aprés la proposition 7.1.2 de [K-S 2], ®g,,, respecte le “null-system”
Nexp)-

Pour tout F € ObD¥%__(Y) on peut donc définir un pro-objet ¥y (F) de
D% _.(X;@T*px) en posant
Ui (F) = "lim" @k, (F).
Vey

1l résulte du lemme A.11 ci-dessous, en y faisant f =¢; : X xY — X (cf. la
démonstration de la proposition 7.3.2 de [K-S 3]), que ’on a en fait :

Uk (F) € Ob Dip_.(X; T*px).
On obtient donc un foncteur

Ui : Dh_(Y;C*py) — D_o(X; Cpx)

dont on vérifie que c’est une équivalence de catégories. En effet, pour tout
A € €* on a un diagramme commutatif (cf. lemme A.6) :

Dby (Y;C*py)

J

D]lh—c(y; )\PY)

Dj_o(X; T px)

J

Dfy_ (X; Apx)

ou la deuxiéme ligne est une équivalence de catégories vu la proposition A.8,
d’ot1 également la premiére vu (A.1). On la notera encore ®% au lieu de Y.

En raisonnant comme dans (i) on en tire que ’équivalence de catégories
ok : Dby (Y;@*py) — Df_.(X;T*px) induit un foncteur

&% : Dg_ (Y; @ py) — Di_(X;C*px)

qui est encore une équivalence de catégories.
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LEMME A.11 (cf. [K-S 3] proposition 6.1.10). — Soit f : ¥ — X un
morphisme de variétés complezes, et soient T*Y <2 Y x T*X Z>T*X les

X
applications coniques associées. Soientp € Y ))é T*X, py = p(p), px = w(p)

et G € D _.(Y). On suppose la condition suivante satisfaite :
w1 (Ap) N p~1(SS(G)) c {\p} au voisinage de Ap, pour tout A € T*.

Soit V une base de voisinages ouverts sous analytiques relativement compacts
de y = w(py). Alors

"lim” Rfi Gv € Ob Dz_.(X; C*px),
%

et il existe Vo € V tel que

"lim" Rfi Gv > Rfi Gy, dans Dp_o(X;T*px).
%

Démonstration

C’est I’analogue de la démonstration du (i) de la proposition 6.1.10 de [K-S
3.

Remarque

Soit p € T*X et notons N}, le “null-system” des F € ObD§_ (X;n(p)) tels
que p € SS(F) (ou, de maniére équivalente, SS(F) N C*p = @). On a un
diagramme commutatif

Dg_o(X;m(p)) /Ny,

D§_.(X;T*p) —D§_.(X;p),

mais pour p € TxX, aucune des fleches ci-dessus n’est une équivalence de
catégories en général.
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