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Résumé.
Ce mémoire traite des groupes d'automorphismes des arbres homogènes

ou semi-homogènes, que l'on appelle arbres Bruhat-Tits.
On considérera les sous-groupes doublement transitifs d'automorphis-

mes d'arbre de Bruhat-Tits, ce sont ceux qui sont fermés et opèrent tran-
sitivement sur chaque sphère: on en étudie la structure, qui est analogue à
celle des groupes réductifs, puis on en fait l'analyse harmonique en termes
représentations irréductibles qui admettent un vecteur invariant non nul par
le fixateur d'une arête. Cette théorie s'applique, à la fois au groupe de tous
les automorphismes de l'arbre et aux groupes p-adiques simples de rang re-
latif un. Elle a des applications à certains groupes discrets qui opèrent sur
ces arbres, notamment aux groupes libres à un nombre fini de générateurs.

Abstract. This memoir is concerned with thé automorphism groups of
homogeneous and semi-homogeneous, which we call Bruhat-Tits trees.

We call a group doubly transitive, a subgroup which is closed and acts
transitively on each sphère: we study ils structure, similar to thé case for
reductive groups, and form harmonie analysis of irreducible représentations,
tamely ramified m thé sensé that they admit a non-zéro vector, invariant
for éléments which pointwise fix an edge.

This theory applies both to thé group of ail automorphisms of thé tree,
and to thé simple p-adic groups of relative rank one.

It bas applications to certain discrète groups, which act on thèse trees,
notably to thé free groups with a finite number of generators.
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INTRODUCTION
L'objet de ce mémoire est l'analyse harmonique sur les groupes qui opèrent
par automorphismes de façon doublement transitive sur un arbre de Bruhat-
Tits.

Suivant la terminologie introduite par Ol'shanskii, on appellera arbre de
Bruhat-Tits, soit un arbre semi-homogène1 de type (^1,92)5 c'est à dire un
arbre bipartite dont au moins la valence d'un sommet est supérieure à 3, soit
un arbre homogène de type q avec q > 1. Ce dernier cas peut être ramené à
un arbre de type (ç, 1), grâce à l'artifice qui consiste à rajouter un sommet
au "milieu" de chaque arête. Ainsi, ces derniers apparaîtront comme cas
particuliers des arbres semi-homogènes.

Pour de tels arbres, on sera amené à étudier l'analyse harmonique du
groupe G des automorphismes de l'arbre.

Les classes de réseaux de Q^ forment un arbre homogène de type p sur
lequel opère PGZ^Qp), ce qui réalise un analogue non archimédien du demi-
plan de Poincaré; cf. [S].

Plus généralement, à un groupe simple G sur un corps local non archi-
médien est associé par la théorie de Bruhat-Tits un immeuble qui, si le rang
relatif de G est un, est un arbre, sur lequel G opère par automorphismes
de façon doublement transitive 2. Dans ce cas, les nombres ci et 92 seront
certaines puissances du cardinal du corps résiduel.

Par ailleurs, à certains groupes discrets 3 sont associés des arbres de
Bruhat-Tits sur lequels ils opèrent, selon les cas, de façon simplement transi-
tive, sur les sommets (cas des groupes libres), ou sur les sommets de numéro
donné, ou sur les arêtes.

L'analyse harmonique de Q permettra d'aider à connaître celle de ces
groupes discrets.

Dans ce mémoire on considérera un sous-groupe fermé G du groupe Q des
automorphismes d'un arbre de Bruhat-Tits, qui opère de façon doublement
transitive sur les sommets. Ce cadre couvre aussi bien le cas où G = Ç, que
celui des groupes p—adique simples de rang un.

Un des objectifs de ce travail sera donc de donner une présentation unifée
de résultats concernant ces groupes.

^oir définitions 1.1.8 et 1.1.9
2 voir la définition 1.4.1
3 voir [Ch-l],[Ch-2],[Ch-3] et [M-W], pour des exemples
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L'article d'Ol'shanskii a décrit les représentations de Q en insistant plus
précisément sur les représentations des séries discrètes, qui n'apparaissent
plus sous cette même forme pour les groupes G que l'on va étudier.

Dans son exposé [Ca-3], Cartier a traité le cas des arbres homogènes
et des fonctions sphériques, l'aspect représentation étant sous-jacent. Il a
donné la formule de Plancherel pour les fonctions sphériques: j'ai d'ailleurs,
dans [Ch-1], utilisé ses résultats pour faire le lien avec le groupe libre. Un
des objectifs de ce travail est de donner des démonstrations des résultats
annoncés par Cartier dans [Ca-3], qui soient valables dans le cas des arbres
semi-homogènes; cependant les méthodes employées seront différentes.

Un des premiers résultats sur les arbres de Bruhat-Tits est que le groupe
des automorphismes de l'arbre opère transitivement sur l'espace des bouts4

de l'arbre. Le théorème 1.6.1, et la proposition 1.6.2 montrent que cette
condition caractérise essentiellement, parmi les arbres réguliers numérotés,
les arbres homogènes et semi-homogènes.

Enfin, on notera que, pour PGL^ÇQp), la plupart des résultats que nous
démontrons sont connus depuis longtemps; voir [G-G-P].

Ce mémoire est divisé en cinq chapitres.
Le premier chapitre, où l'on a rassemblé des résultats classiques sur les ar-

bres de Bruhat-Tits, est consacré ensuite à l'étude de la structure des groupes
d'automorphismes doublement transitifs de l'arbre.

Soit A un arbre de Bruhat-Tits, on désigne par Q. l'ensemble des bouts
de .A, et par G le groupe des automorphismes de A.

On se donne un groupe G d'automorphismes de A qui est doublement
transitif au sens de la définition 1.4.1, c'est à dire un sous-groupe fermé de G
transitif sur chaque sphère.

On remarque qu'on peut choisir en particulier G = Q.
On note B^ le fixateur d'un bout u 6 fî; dans le cas où G est un groupe

p—adique, B est un sous-groupe parabolique propre de G. Il existe un ho-
momorphisme canonique v = v^ de B^ sur Z, défini par la proposition 1.5.1,
dont le noyau N^ correspond dans le cas du groupe p—adique au groupe
B1 = r\çx(B)ker|^|, où X(B) désignant le groupe des caractères rationnels
deB.

On appellera sous-groupe d'Iwahori le fixateur d'une arête de A : pour
un tel groupe J, les doubles classes I\G/I sont paramétrées par le groupe
diédral infini, d'après la proposition 1.5.4, mais il n'y a pas de système de

4 voir définition 1.2.1
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Tits diédral infini correspondant à J, car, si q\ = 1 ou 92 = l? le groupe J est
d'indice deux dans son normalisateur.

On se fixe une géodésique (xn)nçzi dont on suppose que le sommet XQ
est de numéro 1, elle définit deux bouts ±00, on note B = Boo le fixateur
du bout oo, et N = N00 C B, et H le sous-groupe de B qui fixe toute la
géodésique, et K le fixateur du sommet XQ, enfin 1 le sous-groupe d'Iwahori
qui fixe l'arête {rro,rci}; on choisit un élément w € K qui échange les bouts
=Loo, et un élément r e (7, qui opère sur la géodésique par une translation
de pas 2, c'est à dire tel que r(xn) = ^71+2-

Le théorème 1.5.2 établit les décompositions de Cartan, d'Iwasawa, et de
Bruhat pour G : une grande partie de la structure des groupes algébriques
de rang un est retrouvée.

On a G == KT^K == Kr^N = B U BwB, et H = N H wNw-1.
On ne peut pas décrire en général, un groupe qui soit l'analogue du radical

unipotent Ru(B) de B, défini quand G est un groupe p—adique; dans ce
cas H == B1 H B1., pour B- = Bw qui est un parabolique opposé à B, et
N = HRn(B).

N'ayant pas de sous-groupe distingué de B qui soit un facteur direct de H
dans N, on ne pourra pas généraliser la théorie du fondeur de Jacquet pour
les représentations de G que nous allons construire. L'espace homogène N / H
reste un analogue du corps p-adique k, identifié à un sous-groupe unipotent
de PGL^(k).

La proposition 1.5.5 donne une relation explicite entre les décompositions
de Cartan et d'Iwasawa, et la proposition 1.5.6 décrit en terme de cocycle sur
l'arbre les éléments donnés par la décomposition d'Iwasawa.

La relation fondamentale des groupes de rang un a un analogue donné par
la proposition 1.5.7. Elle permettra de définir une transformation sur N / H
analogue à l'application définie dans le cas PGL^k), sur le corps p-adique k
par x ̂  -x~1 : on déterminera même son Jacobien. Enfin le groupe N admet
néanmoins une valuation, définie en fait sur N / H , et la transformation de
N / H satisfait à des conditions analogues à celles des valuations des données
radicielles des groupes p-adiques de rang un.

On détermine, au 1.7, les mesures de Haar, et étudie ensuite les formes
linéaires G-invariantes sur l'espace des fonctions sur G qui vérifient la con-
dition f(gb) = /(^(T1^), pour b G B et 6~1 le module de B. Ceci permettra
de donner des réalisations différentes des séries de représentations étudiées
au chapitre 2. On aborde l'aspect probabilités et martingales au 1.9, et on
montre que l'espérance conditionnelle relativement à la tribu ^n, qui est na-
turellement définie sur l'espace des bouts, se décrit (voir corollaire 1.9.3) par
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une convolution par la fonction caractéristique renormalisée d'un sous-groupe
compact X71. L'espace des bouts est naturellement un espace homogène sous
K. La proposition 1.9.5, qui sera utilisée au chapitre 4, décrit cette convo-
lution à gauche, comme convolution à droite par la fonction caractéristique
renormalisée d'un groupe ro(p71), qui est l'analogue d'un groupe de congru-
ences.

Un énoncé de ce type met en valeur le caractère central dans les mathé-
matiques, des objets étudiés dans ce mémoire, des considérations de nature
combinatoire ayant un sens tant du point de vue arithmétique que proba-
biliste.

Les idées issues des probabilités seront encore utilisées pour donner une
décomposition de L2^) adaptée aux opérateurs d'entrelacements.

L'analogue de la fonction c d'Harish-Chandra, qui intervient en de nom-
breuses occasions dans la théorie, est donnée ici par

1 + ̂ =A-1 - ̂ -A-2

^i.qïW =
l -À-2

Le chapitre 2 est consacré à la définition et à l'étude de représentations
généralisant ici les séries principales non ramifiées des groupes p—adiques.

On donnera trois réalisations de ces représentations et le dictionnaire qui
décrit leur relation.

La première réalisation est obtenue comme représentation induite à partir
d'un caractère de B. A un paramètre À G C*, on associe les caractères À"
et ^ = ^^À^de B, et la représentation 11̂  est l'induite unitaire de B à
G du caractère À", c'est à dire l'induite de ^A. Cette représentation sera
naturellement unitaire si |À| = 1. La II-réalisation ainsi décrite est attachée
à un bout.

L'espace de la deuxième réalisation est un espace de fonctions sur fî, sur
lequel le groupe G opère de façon canonique. On définit les représentations
fl.3 de G, via cette action naturelle de G, par une torsion d'une puissance du
noyau de Poisson, c'est la ^-réalisation qui dépend du choix d'une origine
dans l'arbre.

Enfin, l'espace de la troisième réalisation est un espace de fonctions sur
N / H , dont la description est inspirée de l'action de SL^ÇR) sur le demi-plan
de Poincaré, généralisée par Gelfand à SL^{<Qp). C'est le N/H-mode\e. Bien
qu'il soit tout simplement l'image sur N des restrictions à Nw des fonctions
ir\ il est intéressant à étudier.

On montre, voir théorème 2.4.6, que ces représentations sont toujours de
longueur au plus 2, et irréductibles si et seulement si Cq^q^(\)cq^q^(\~1) -^ 0.
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La méthode, pour démontrer ces résultats, est d'utiliser un sous-groupe
ouvert compact J, pour lequel le G—module V ainsi que son contragrédient V
possèdent une droite de vecteurs J— invariants cycliques, car cela impliquera
l'irréductibilité de la représentation V.

Si A = (^/çîçï)^1, on montrera que ces représentations sont de lon-
gueur deux, comportant d'une part la représentation unité, d'autre part une
représentation que l'on appelera représentation de Steinberg, dont on a deux
variantes. Ces deux représentations ont une droite de vecteurs invariants par
I .

Si A = —(A/51^1; d'après la proposition 2.4.7, ces représentations sont de
longueur deux: chacune des représentations est associée à un numéro, celle
de numéro i possède, pour tout sous-groupe compact fixant un sommet de
numéro î, des vecteurs invariants non nuls, mais n'admet aucun vecteur non
nul invariant par le fixateur d'un sommet dont le numéro est différent de i.

Dans le cas des arbres homogènes, pour lesquels on a par exemple q^ =
1, le groupe G possède un homomorphisme e d'ordre 2, de sorte que la
représentation de Steinberg coïncide avec une des représentations du type
ci-dessus, tordue par e\ ainsi l'étude de la représentation de Steinberg sera un
corollaire de l'étude des représentations sphériques qui sera faite au chapitre 3,
le sous-groupe compact maximal choisi sera le normalisateur N { I ) du groupe
d'Iwahori.

L'étude des propriétés de la représentation de Steinberg dans le cas général
est un peu plus délicate, et nécessite une étude approfondie, qui sera faite ici.
Les représentations de Steinberg possèdent une droite de vecteurs invariants
par le sous-groupe d'Iwahori I . La démonstration de leur irréductibilité fait
l'objet de la proposition 2.6.1, le calcul du coefficient de ces représentations
est fait dans la section 2.7; d'où on en déduira que les représentations de
Steinberg sont de carré intégrable, mais non intégrables, enfin on pourra
préciser les équivalences entre les diverses réalisations.

Une description plus géométrique de la représentation de Steinberg, dans
le cas homogène, sera donnée, en 3.7.1, en utilisant la formule de Plancherel.

Le chapitre 3 est consacré à l'étude des représentations et des fonctions
K— sphériques, pour un sous-groupe compact maximal K de G.

On s'écartera, pour décrire la mesure de Plancherel de L^ÇK^/K), de
la méthode initiée par Cartier dans [Ca-3], qui utilise la relation entre la
résolvante et la décomposition spectrale attachée à un opérateur de moyenne,
cette méthode a été réutilisée par [Fa-P] dans une situation analogue.

Le rôle essentiel dans ce chapitre est joué par la transformation de Satake.
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C'est un homomorphisme de l'algèbre ^ ( K ^ / K ) , pour la convolution
sur G, dans une algèbre de fonctions symétriques sur Z, pour la convolution
usuelle du groupe Z, dont les caractères sont bien connus.

Cette transformation de Satake est définie en 3.1.1, par

f^) = 6^^) f^fW dn = (çi^)5 ̂  f^n) dn,

on démontre qu'elle est donnée, d'après le théorème 3.1.5, à l'aide de la
fonction Cq^q^ dont Cç^ est la transformée de Laplace par

]\^={^î)^Cq^.

La fonction Cq^q^ a aussi une interprétation simple en termes d'intégrales
d'entrelacement, d'après le lemme 3.1.3.

On calcule alors facilement les fonctions sphériques élémentaires, voir la
proposition 3.2.1, et on montre que si ci < 92, il existe une représentation T°
qui est ^-sphérique de carré intégrable obtenue comme complétée d'un des
facteurs de TT^ pour À = -(J^)^; o11 notera qu'en général le degré formel
de T° n'est pas un multiple entier de celui de la représentation de Steinberg.
Les fonctions sphériques permettent aussi de décrire les équivalences entre
représentations (corollaire 3.2.3).

On décrit ensuite pour I?{K\GIK) puis pour ^{G/K) la formule de
Plancherel et la décomposition spectrale.

Les sections suivantes sont consacrées à expliciter le cas homogène: on
obtiendra même la décomposition spectrale de L^G/J), en utilisant la théorie
pour le compact N(J), et dans le cas où le groupe G n'a qu'une seule orbite
sur l'arbre, on sera amené à utiliser une théorie des fonctions e - N{I)-
sphériques, qui est une facile extension de la précédente.

Ce chapitre se termine en spécialisant les résultats aux groupes p-adiques
de rang un, dont on décrit certains, puis par des applications esquissées à
certains produits libres de groupes, qui ont beaucoup intéressé des mathéma-
ticiens italiens, voir [M-W].

La chapitre 4 est consacré aux opérateurs d'entrelacement, qui sont définis
par une intégrale qui converge pour |A| > 1, et qui admet des prolongements
analytiques. Il faut signaler que ces opérateurs d'entrelacement sont donnés
par des noyaux de convolution dans le N / H -modèle, voir la proposition 4.2.1,
ainsi que dans le II-modèle, quand on considère la restriction à K des fonc-
tions de TT\ Ce dernier modèle, ou sa traduction comme ^-modèle, perme-
ttra une diagonalisation des opérateurs d'entrelacement donnée au théorème
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4.3.7. La détermination des séries complémentaires est alors très simple, voir
théorème 4.6.1.

Ce chapitre se termine par la détermination de représentations unifor-
mément bornées. Le résultat, qui fait l'objet du théorème 4.6.1, utilise des
méthodes d'analyse fine faisant appel aux espaces de Lorentz. Le lecteur
attaché à l'étude des fonctions spéciales pourra trouver des résultats nouveaux
et intéressants en explicitant les résultats de ce chapitre. L'analogue pour

• PGL2(Qp) est bien connu.
Le dernier chapitre fait l'étude des restrictions à B des représentations

définies précédemment.
Dans le cas où G est triplement transitif, inspiré par la théorie de Kir-

illov, nous avons obtenu des résultats simples: les représentations unitaires
restent irréductibles si l'arbre est homogène, et si le groupe, comme dans le
cas de PGLa, y a une seule orbite; sinon elles sont somme directe de deux
représentations unitaires irréductibles, qui sont orthogonales pour un produit
scalaire quasi-invariant par B.

Enfin, on décrit la décomposition spectrale sous B de L2^), quand S est
l'ensemble des sommets de numéro donné: le résultat est plus intéressant si
l'arbre est homogène et s'il n'y a qu'un seul numéro.

Remarque Ces résultats ont déjà été présentés, du moins en partie, lors
des exposés faits à lowa-City en juillet 1986, à Nancy en janvier 1987, au
séminaire "groupes réductifs et formes automorphes" à Paris 7, en janvier-
février 1988.
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Chapitre I: Arbres de Bruhat-Tits et grou-
pes opérant sur ces arbres

Dans ce chapitre, on va étudier la structure de groupes qui opèrent sur un
arbre de Bruhat-Tits, et essayer de retrouver sur ces groupes, une partie des
propriétés des groupes p-adiques de rang relatif un.

On appliquera ces résultats à l'analyse harmonique de ces groupes, et de
certains groupes discrets liés aux arbres, dans les chapitres suivants.

1.1 Arbres
Nous allons donner quelques définitions classiques.

Définition 1.1.1 On appelle graphe (S, A) la donnée d'un ensemble S dont
les éléments sont appelés sommets, et d'un sous-ensemble A de P(S) formé
de parties à deux éléments appelées arêtes.

Les graphes ainsi définis ne sont pas orientés, et ne possèdent pas d'arêtes
multiples.

Définition 1.1.2 On appelle chemin sur un graphe (S, A), une suite finie,
ou infinie, de sommets Xi reliés par une suite, éventuellement vide, d'arêtes,
et sans aller et retour, c'est à dire {^,^4.1} € A et Xi ̂  x^ pour tout i.
On appelle circuit, un chemin (^1)1=0,...,n avec XQ = Xn {n > 2) .

On dira que le graphe (6', A) est connexe si, pour tout couple de sommets
(x,y) de A, il existe au moins un chemin qui les joint, c'est à dire un chemin
de la forme (rri)i=o,..,n tel que XQ = x et Xn = y -

Définition 1.1.3 On appelle arbre, un graphe connexe et sans circuit.

Pour un arbre A, il y a une notion naturelle de distance géodésique. La
distance géodésique d^x.y), notée aussi d{x,y), définie pour x,y e S est la
plus petite longueur des chemins joignant x à y. Pour tout sommet x e S,
on a d(x,x) = 0.

Pour cette distance d, on notera B(a,r) (resp. 5'(a,r)) la boule fermée
(resp. la sphère) de centre a e A et de rayon r.
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Définition 1.1.4 Un chemin (xi)^, paramétré par un intervalle 1 de Z, sur
un arbre A, sera appelé chemin géodésique, si pour tout i , j on a d{xi^xj) =
\^-3\'

On appelle chemin géodésique infini (resp. doublement infini), un chemin
géodésique paramétré par N (resp. Z).

On considère un arbre A = (S, A). Etant donnés deux éléments x^y e S, on
vérifie qu'il existe un chemin unique géodésique (^1)1=0,.. .,n avec XQ = rr, et
x^ = y : on dira qu'il joint x à y . On peut vérifier que tout chemin fini sur un
arbre peut être transformé en géodésique en supprimant des allers et retours
(on appelle aller et retour un chemin de la forme (a, &, a) avec d(a, &)=!) .

Définition 1.1.5 On appelle segment, l'ensemble {xi\i = 0,... ,n} des som-
mets d'un chemin géodésique joignant x à y , et on le notera [x,y].

On appelle géodésique (resp. demi-géodésique) l'ensemble {xi\i € 1} avec
1 == Z (resp. 1 =N) des sommets d'un chemin géodésique doublement infini
(resp. infini).

Le sommet XQ, dans le cas d'une demi-géodésique, s'appelle l'origine de
la demi-géodésique.

Proposition 1.1.1 1) On a pour tout couple de sommets x,y

[x. y} = {z I d{x, z) 4- d(z, y) = d(x, y)}.

2) L'intersection des trois segments [x,y\ H [x,z\ n [ y , z ] est un ensemble
réduit à un sommet {c}, appelé carrefour des trois sommets.

Corollaire 1.1.2 La relation "d{x,y) est pair" est une relation d'équiva-
tience.

Démonstration: En effet 1) est conséquence de l'unicité de la géodésique
joignant x à y , elle même conséquence de l'absence de circuit sur un arbre.

Pour 2) on notera (rr,) (resp. (x^) les géodésique partant de rr, (resp. y)
vers z ; on définit c = Xj où j = mox(i\Xi = x^.

Le chemin obtenu en joignant y à c le long de [x, y} composé avec le chemin
joignant c à z le long de [ y , z} est une géodésique, car il n'y a pas d'aller retour
entre y et c, ni entre c et z, et que x^i ^ x^ si :Cz ^ y ou x\ ̂  z (autrement
ce serait trivial).

Comme sur une géodésique tous les sommets sont distincts, on voit que c
est l'unique sommet commun au trois segments.

On voit de plus que l'on a d{x,y) + d(y, z) = d{x,z) + 2d(y,c), ce qui
démontre le corollaire. *
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Définition 1.1.6 On appellera automorphisme d'un arbre A une bijection
de l'ensemble des sommets de A qui est une isométrie pour la distance géo-
désique.

Comme les arêtes d'un arbre sont les couples de sommets à distance 1, un
automorphisme d'un arbre respecte sa structure, c'est à dire induit une bijec-
tion sur l'ensemble de ses arêtes; on pourrait prendre ceci comme définition
d'automorphisme, et il ne serait pas difficile de prouver que c'est une défini-
tion équivalente.

Définition 1.1.7 On appelle arbre numéroté, un arbre A = (5, A) muni
d'une application de S sur un ensemble à deux éléments, et pour un tel ar-
bre, on appellera automorphisme un automorphisme de A qui conserve la
numérotation.

Pour un tel arbre l'ensemble des sommets S s'écrit comme réunion disjointe
S = 5i U 52, les éléments de Si étant appelés sommets de numéro i.

On va s'intéresser à une famille particulière d'arbres les arbres homogènes
et semi-homogènes.

Pour cela, on se donne deux entiers strictement positifs (91,92) non tous
deux égaux à 1.

Définition 1.1.8 On appelle arbre semi-homogène de type (91,92), un arbre
(5, A) numéroté par {1,2}, et dont l'ensemble des arêtes A C S^ x 82, c'est
à dire que les arêtes ne joignent que des sommets de numéro différents, et tel
que tout sommet de Si(i = 1,2) appartient à Qi + 1 arêtes. ( Le cas 91 = 92
est admis.)

On peut vérifier que deux arbres de même type sont isomorphes.
On désignera dans la suite Aq,^ un arbre homogène de type (91,92).
Dans le cas où 91 ^ 92 une isométrie de l'arbre Aq,^ respecte néces-

sairement la numérotation: en effet une sphère de rayon 1 centrée en un
sommet de numéro i contient q, + 1 éléments, le cardinal d'une sphère de
rayon 1 détermine alors le numéro de son centre. Ainsi le numéro d'un sommet
devient donc invariant par isométrie.

Définition 1.1.9 Etant donné un entier q > 2, on appelle arbre homogène
de type q, un arbre dans lequel tout sommet appartient 0 9 + 1 arêtes.
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Comme pour les arbres semi-homogènes, les arbres homogènes de même type
sont isomorphes.

On notera Aq un arbre homogène de type q.
L'arbre homogène Aq = (S, A) peut être considéré comme arbre numé-

roté, en choisissant un sommet XQ et en définissant S\ (resp. S^ ), comme
l'ensemble des sommets à distance paire (resp. impaire) de XQ .

Compte tenu de ce que d(x, y) + d(y, z) 4- d{x, z) = 0 mod 2, la partition
de 5' obtenue ne dépend pas du sommet XQ choisi, par contre la numérotation
dépend d'un choix supplémentaire.

Comme les arêtes sont de longueur 1, il est évident qu'elles sont composées
de deux sommets de numéros différents, on voit donc Aq devient un arbre de
type (91,^2) avec q^=q^= q.

A partir d'un arbre Aq = (*S', A) ( non numéroté) nous allons construire
un arbre de type (ç, 1) en posant S ' == S U A, les éléments de S étant de
numéro 1 et ceux de A de numéro 2 ; A' = {(s, a) \s € a} C S x A.

En langage imagé, on ajoute comme sommets les "milieux" des arêtes. Il
est clair qu'un sommet s de S appartient aux ç+1 arêtes a' = (5, a) obtenues
en faisant varier a dans l'ensemble des arêtes de Aq qui contiennent s; de
même un sommet a de A appartient aux deux arêtes a! = (a, s) pour s e a.

Les sommets de S se plongent naturellement comme sommets de numéro
1, dans le graphe G' = (iS^A') . Tout chemin de Aq se plonge naturellement
dans un chemin (de longueur double ) dans G': entre deux sommets voisins
dans A, on rajoute dans G' le sommet de G' correspondant à l'arête de A
qui les joint .

On vérifie ainsi que G' est connexe, car les sommets de numéro 1 sont
connectés, et tout sommet de numéro 2 est lié à un sommet de numéro 1.

Pour montrer qu'il est sans circuit, on remarque qu'un chemin de G",
quitte à rajouter une ou deux arêtes (a, s) aux extrémités, provient, sauf des
allers et retours du type s, (a, s), s où s ç 5, d'un chemin de Aq, ce qui exclut
l'existence de circuit dans G" .

Ceci montre que G" est un arbre, d'où la proposition

Proposition 1.1.3 Les sommets d'un arbre Aq = (S, A) se plongent canon-
iquement sur les sommets de numéro 1 d'un arbre Aq,\, et on a

dA^{x,y)=2dA,(x,y).

Définition 1.1.10 On appellera arbre de Bruhat-Tîts un arbre homogène,
numéroté ou non, de type fini, ou un arbre semi-homogène de type (^1,92),
où (91,^2) sont des entiers positifs dont au moins un est différent de 1.
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Nous conservons cette définition d'arbre de Bruhat-Tits, introduite par
OPshanski, en hommage "au55 mathématicien Bruhat-Tits, bien qu'il n'ait
considéré que la réalisation géométrique de ces arbres, qui sont des cas parti-
culiers d' immeubles affines, que les entiers q\ et 92 obtenus soient particuliers;
voir les tables dans [T-2].

1.2 Arbre achevé

Désormais on se fixera un arbre de Bruhat-Tits A, bien qu'une partie
des résultats de cette section soient encore vrais plus généralement pour des
arbres localement finis.

Définition 1.2.1 On appelle bout de l'arbre A, une classe d'équivalence de
demi-géodésiques, pour la relation d'équivalence U

(^)TZ(^) <==^ (3A;, p | xi = y^k Vî > p)

On note fî l'ensemble des bouts de A, etÂ = A U ̂  que l'on appelle arbre
achevé.

Etant donné un sommet x e A et un bout u, on vérifie qu'il existe une
unique demi-géodésique partant de x appartenant à la classe a;. Elle sera
notée [x^uj\ .

Etant donnés deux bouts o;,^', on voit qu'il existe des chemins dou-
blement infinis (^ | i G Z) géodésiques tels que (xi\i e N) G a; et que
(x-i\i € N) 6 a/. En effet on considère les demi-géodésiques [a, a;] et [a, a;'],
que l'on écrit [a, a;] = (y-i\i e N) et [a,a/] = {y-\i € N). On considère alors
le chemin (^ paramétré par Z, obtenu en joignant la demi-géodésique [0,0;']
à la demi-géodésique [a, a;'], dont on a changé le sens. On supprime ensuite
les allers et retours du chemin (î/z), et on obtient le chemin (rr,|î € Z). Un tel
chemin est dit joindre u à a;'.

On vérifie ensuite que deux tels chemins doublement infinis géodésiques
diffèrent par le paramétrage. Il est clair vu la définition que [a;, a;'] = [a;', a;]
et que les paramétrages ne diffèrent que par le sens et le choix d'une "origine"

D'une façon générale, pour a ,& € A, on appelle segment [a,b], soit le
segment déjà défini si a, b e S, soit la demi-géodésique complétée [a, a;] IJM
dans le cas où a e S et uj G ^, soit la géodésique complétée [a;, a;'] U{^^}
quand a; et a;' sont des bouts distincts. Enfin, on pose [a;, a;] = {a;}.
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Définition 1.2.2 Soit X une partie non vide de A ou de A. On dira qu'elle
est convexe si elle vérifie

a.bçX => [a,&] CX .

Proposition 1.2.1 Soit X une partie convexe ( non vide) de A et y ç. A\
on suppose^ dans le cas où y ç. f2, que X ne contient pas de demi-géodésique
appartenant à y.

Alors il existe un unique sommet z ç. X, appelé projection de y sur X, qui
vérifie z e [x^y] pour tout x € X.

Si de plus y e A, d(y, z) = mm^x d{y, x), et pour tout sommet x ç. X,
on a d{y, x) = d(y, z) + d(z, x).

Corollaire 1.2.2 Soient a^(3 deux arêtes distinctes, la projection d'un som-
met d'une arête sur l'autre arête ne dépend pas du sommet choisi; de plus il
existe deux sommets s e a,t ç. f5 tels que le segment [s,t] contient les deux
arêtes a et {5.

Démonstration: Supposons d'abord que y est un sommet; la fonction d{x^y)
étant à valeurs dans N admet un minimum sur X.

Supposons que ce minimum soit atteint en plusieurs points x et x' de
X\ on considère le carrefour c des trois sommets y ^ x ^ x ' ^ on a c € [^a"'], et
comme X est convexe, c ç. X .

Des propriétés des carrefours, on déduit les relations d(x,c) = d(x,y} —
dQ/,c), d(rr',c) = d ( x ' , y ) - d(y,c), ainsi que d { x , x ' ) = d(rc,c) 4- d{c,x'), ce
qui, compte tenu de la minimalité de d(x, y ) , donne d(rr, x ' ) = 0 d'où l'unicité
de x.

On voit ensuite que le carrefour c des trois sommets y , z , x est z, car
c G [x, z] C X et d(y, c) < d(y, z}, ce qui prouve la relation demandée.

Dans le cas où y est un bout, on choisit un sommet XQ de X, on considè-
re [xo^uj} et sa numérotation (xn)\ son intersection avec X est de la forme
[xQ,Xk\. On vérifie que Xn i X pour n > k et que la projection de Xn sur X
ne dépend pas de n et est égale à x^. La démonstration prouve en plus que,
pour tout x e X, z appartient à la demi-géodésique [ x ^ y ] .

Pour démontrer le corollaire, on écrit provisoirement a = [u,v], et l'on
note u' la projection de u sur a, et v ' celle de v. On considère l'ensemble
[u,u'} n [v,v'}, il est non vide, sinon u,u',v',v,u serait un circuit, c'est un
segment, comme intersection de segments.

On vérifie ensuite, que la projection d'un sommet w de cette intersection
sur ft est à la fois n', et v ' ; en effet [w,u'} et [w,î/]sont des géodésiques.
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Ceci prouve que u' = v ' . On note a = [s.soL et 0 = Mo], °ù ^ désigne la
projection des sommets de f3 sur a, et to désigne la projection des sommets
de a sur /3.

Les propriétés des projections donnent pour x e a, d(x,t) = rf(a;,^o) + 1,
et pour ^/ € /3, d(î/, s) = dQ/, «o) + 1-

D'où on en déduit que [t,to] U [to,So\ U [so,s] est égal au segment [t,s\.
On appellera s et t sommet extrémal d'une arête par rapport à l'autre. On
remarque enfin que le corollaire que l'on vient d'établir est un cas partic-
ulier d'un résultat sur les immeubles, qui s'énonce ainsi: deux chambres sont
toujours contenues dans un même appartement. •

Corollaire 1.2.3 Soient 0:1,0:2,^3 € ^ trois bouts distincts, alors la projec-
tion d'un bout uji sur la géodésique [^j^k\ joignant les deux autres est l'unique
élément de l'intersection Ç\j<k[^j^k\, et ne dépend donc pas du sommet pro-
jeté

On l'appelle carrefour des trois bouts 0:1,0:2, ̂ 3 •

Démonstration: Ceci se démontre en choisissant X = [^1,0:2] et y = 0:3,
et en considérant la projection c de y sur X\ par construction c e X. Les
demi-géodésiques issues d'un sommet de X et allant vers y contiennent c, car
les géodésiques [^,0:3], (i = 1,2) rencontrent [0:1, c^], donc contiennent des
demi-géodésiques [0,0:3].

Ainsi c G [o;i, 0:3] et c e [0:2, ̂ 3}, et dans l'intersection des trois géodésiques
contient c.

Il reste à montrer que cette intersection est réduite à c : si d est un
autre point de cette intersection, comme d ç [0:1, o^L c € [^^3] 5 d'après la
proposition 1.2.1, et comme d ^ c, d i [c,^]. Comme d e [a;», 0:3], pour
i = 1,2, on en déduirait que d e [0:1, c] pour i = 1,2.

Le lemme suivant, presque évident, exprime que si a;, a;' sont deux bouts
d'un arbre, et x un sommet de cet arbre, tel que x e [a;, a;'], alors [a;, a;'] =
[a;, x} U [x, a/], et [a;, x} H [rr, a;'] = x.

En l'appliquant à c,o;z, pour i = 1,2, on obtiendrait d G [0:1, c] H [c, 0:2] = c,
ce qui est absurde.

L'arbre A est naturellement muni de la topologie discrète.
On va munir A d'une topologie définie par la base d'ouverts constituée

des {x}^A et des O^y pour x,y € A, , qui sont définis par

0^y={açÂ\yC [x,a}}.
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Pour x = y , on a Oa.,:r =^' On notera ^,i/ = ̂  H 0^,y la trace de cet ouvert
sur Q.

On remarque que si a;' e [rr,^/] et x ' -^ y on a Ox',y = Or,y. L'égalité
Ox'.y = 0:r,i/ est encore vraie si le carrefour des trois sommets x . x ' ^ y est
différent de y.

Ceci montre, que pour la définition de la topologie, on peut se limiter aux
ouverts Oxo,y avec XQ fixé et aux {a^ç^ces derniers définissant la topologie
discrète sur A).

On remarque que pour tout n > 0, et XQ fixé, on a

^= U ^o.y et Â=B{xo,n)U [] O^y.
d(xo,y)=n d(xo,y)=n

On rappelle que B(a,r) désigne la boule fermée de centre a et de rayon r.
On montre [Ça-2]

Proposition 1.2.4 L'arbre achevé A, muni de la topologie décrite ci-dessus,
est un espace topologique compact totalement discontinu. L'arbre A est ouvert
dense, et est discret pour la topologie induite. De plus, l'ensemble ^î des bouts
est compact.

Remarques Pour une demi-géodésique (rri)ieN € u avec uj € f2, la suite Xn
de ses sommets converge vers u dans f2; ceci permet d'interpréter les bouts
comme l'ensemble des points à "l'infini" de 6'.

Enfin, on remarque que le plongement d'un arbre homogène non numéroté
Aq dans l'arbre semi-homogène Aq^\ associé précédemment, se prolonge con-
tinûment aux arbres achevés, et induit un homéomorphisme de l'espace des
bouts de Aq sur celui de Aq,\, une demi-géodésique de Aq définissant na-
turellement (en rajoutant les sommets traversés de type arête ) une demi-
géodésique de *Aç,i.

1.3 Automorphismes de l'arbre

Soit A = (S, A) un arbre homogène ou semi-homogène, on considère
l'ensemble Q des automorphismes de A.

Proposition 1.3.1 Si g € G, l'action de g se prolonge naturellement à
l'ensemble des bouts ^2 et/ait opérer continûment Q sur fl, et sur A.



ARBRES DE BRUHAT-TITS ET GROUPES OPÉRANT SUR CES ARBRES 21

Lemme 1.3.2 Si g e Q et x, y € S on a gO^y H S = Og^^gy H 5'.

Démonstration: Comme g est une isométrie, l'image d'une demi-géodésique
gÇxn) = Çgxn) est une demi-géodésique, et deux demi-géodésiques appar-
tenant a un même bout uj ont une image appartenant a un même bout, que
l'on note guj. On voit ainsi que Q opère sur f2, donc sur A U fl..

On a clairement l'équivalence z G [x, y} <==î> gz e [gx, gy\, car les segments
dans un arbre sont caractérisés de façon métrique, ce qui démontre le lemme.

On remarque que pour un bout uj C ^î, on a u ç Qr,y si et seulement s'il
existe dans O^y une demi-géodésique de la classe u contenue dans Oa.,y.

Ceci permet de montrer que gO^y = Og^gy, d'où la continuité de l'action
de g sur f2.

L'ensemble Q des automorphismes de l'arbre est un groupe que l'on munit
de la topologie de la convergence simple de fonctions de S à valeurs dans S.
Le résultat suivant pour les arbres localement finis est classique.

Proposition 1.3.3 G est un groupe localement compact dans lequel les sta-
bilisateurs de sous-ensembles finis sont des sous-groupes ouverts et compacts.

Démonstration: Les sous-groupes Qx = {g <= Q\ V^ ^ x^ 9^ = rc}' P0^ x

fini, sont des ouverts et forment une base de voisinages de l'origine dans 9,
d'après la définition de la topologie de la convergence simple.

Pour démontrer la proposition, il suffira de prouver que le fixateur d'un
sommet est compact, ce que l'on verra dans la proposition suivante, en prou-
vant que c'est un groupe profini.

Lemme 1.3.4 Soient S l'ensemble des sommets d'un arbre homogène Aq ou
semi-homogène A,^ et f une application conservant la distance géodésique
de l'ensemble S dans lui même.

Si ci ^ 92 ou si l'arbre est homogène non numéroté, f est un isomor-
phisme.

Démonstration: On remarque que dans tous les cas / est injective.
Nous allons montrer que / est bijective. Dans le premier cas on choisit un

sommet a de numéro z, de valence maximale, sinon un sommet quelconque.
Comme, pour tout n, on a /(5(a,n)) C 5(/(a),^), le numéro de f(a) est
le même que celui de a, les sphères de rayon 1 centrées en un sommet de
numéro i ayant Çz + 1 éléments.
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Dans tous les cas, les sphères centrées en a et f(a) de même rayon ont
même cardinal, on a ainsi l'égalité f(S(a, n)) = 5'(/(a), n), d'où la surjectivité
de/.

Comme d est conservée par /, les numéros des sommets le sont sous
l'hypothèse du lemme. I

Pour x^y deux sommets de l'arbre ayant même numéro, on note G(x^y)
l'ensemble des automorphismes / tels que f{x) == y et pour n ç N, ^(rr,^/),
l'ensemble des isométries de B{x,n) sur B(y,n).

Proposition 1.3.5 1 ) L'application canonique de restriction de Qn(x^y) sur
Q^^^x.y) est surjective.

2) G(x,y) est la limite projective des G^'Çx.y). En particulier Gx est un
groupe profini.

8) Soient X et Y deux sous-ensembles finis isomorphes de 5, c'est à dire
tels qu'il existe un paramétrage (x^ de X et un un paramétrage (^) de Y
par le même ensemble d'indices J, tels Xi et yi ait même numéro, et que pour
tout i j e 1 ,d(xi,Xj) = d{yi,yj).

Alors il existe un automorphisme de l'arbre f qui vérifie f{xi) = yi pour
touti ç. I.

On va tout d'abord établir un lemme.

Lemme 1.3.6 Soient n 6 N, x^y deux sommets, de même numéro si l'arbre
est numéroté, et f une isométrie de B(x^n) sur B(y^n)^ et pour tout z ç.
S{x,n), une bijection g^ de S(x^n+l)nS(z,l) dans S{y,n-^-l)r\S(f(z)^ 1).

Alors f prolongée par les gz définit une isométrie de B(x,n 4- 1) sur
BQ/,n+l).

Démonstration: On note F l'application ainsi définie; il s'agit de montrer
que pour tout couple u^v ç. B(x^n + 1) on a d(u^v) = d{F(u)^ F(y)). Le cas
u,v ç. B(x^n — 1) est trivial.

On supposera donc d'abord que l'un des sommets u ç. S{x^n + 1) et que
l'autre v G B(rr,n), et on considérera z la projection de u sur B(x^n). On a
d(u,v) = d(z,v) + 1, de même on a d(gz(u),f(v)) = d(f(z),f(v)) + 1, d'où
l'égalité cherchée.

On supposera ensuite que u,v e S(x,n + 1), et on considérera les pro-
jections z (resp. z ' } de u (resp.î;) sur B(x,n). On utilise alors les propriétés
de la projection sur les convexes B(-*',n): les géodésiques qui joignent u à v
(resp. F(u) à F(v) ) sont [u^'\ H [z^v] (resp. [F(^)J(^)] n [/(A^)L
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car v (resp. F(v) ) est extérieur à [ u , z ' } (resp. [F{u),f(z')}). On a donc
d(^-y) == d{u,z'} + 1 et d{F(u),F(v)) = rf(F(^),/(^)) + 1. On utilise alors
le cas précédent pour conclure. Le lemme est ainsi démontré.

Dans tous les cas, il y a (r!)^^71)) extensions possibles de /, où la
valence d'un sommet de S(x, n) est égale à r + 1.

Il reste à démontrer la proposition.
Le 1) est clairement établi.
Le 2) est conséquence de 1); on peut remarquer que la topologie de la

convergence simple coïncide sur l'ensemble profini G(x^y) avec celle qui est
définie par la limite projective des ensembles finis Gn(x^y).

Pour établir 3) on suppose d'abord X et Y convexes. On. remarque
d'abord que la projection des x^ sur la boule B(xo,r) est dans X, car l'inter-
section de convexes est convexe: soit a^(z,r) cette projection. Comme elle est
définie de façon métrique, la projection de yi sur la boule B(yo^r) est %(i,r)-

On partira de XQ et on démontrera par récurrence qu'il existe, pour tout
fc, un isomorphisme fk de B(xo,k) dans B(yo,k) telle que fkÇxj) = yj si
d(xo,Xj) < k.

Pour cela, on suppose fp défini, on appliquera le lemme, en choisissant des
Qz, z ç. XC\S(xo^p}, qui vérifient gz(xj) = yj pour xj ç S{xo,p-\-l)r\S(z^ 1).
Ceci est possible, car si z = Xm l'ensemble des éléments de X H S{xo,p + 1)
qui se projettent en Xm sur B(xo^p) a le même cardinal et est paramétré
par le même ensemble d'indices que l'ensemble des Y H S(yo^p + 1) qui se
projettent en y m sur BÇyo^p).

Par ce procédé on peut prolonger fp à tout X U B(xo^p +1) , ce qui
démontre l'hypothèse de récurrence.

On prolonge ensuite fn en un automorphisme à l'aide de 2). On se
ramènera au cas convexe en remplaçant les ensembles par leurs enveloppes
convexes, et en utilisant le lemme suivant. •

Lemme 1.3.7 1) Si X est un ensemble fini dans S, l'ensemble [Jx,yçx[x,y\
est convexe, et il est donc l'enveloppe convexe de X .
2) Si deux ensembles finis X et Y sont isomorphes, alors leurs enveloppes
convexes le sont.

Démonstration: Le premier point se démontre en utilisant la propriété suiv-
ante des arbres. Etant donnés trois points a,5,c, on a [a, 6] C [a,c] U [b,c].
On part de x ç [a, b] et y G [c,d], on voit en itérant la remarque précédente
que x, y sont dans l'enveloppe convexe de trois sommets, et ensuite que le
segment [x^y] est entièrement contenu dans l'un des trois segments liant ces
trois sommets.
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Le deuxième point s'établit de proche en proche. On part de X = Xo
isomorphe à Y == Yo par g , on suppose Xi isomorphe à Yi par ^ prolongeant
g. On considère X^ = Xi U [a,b] et y,+i = Y, U [^(a),^(6)], pour deux
sommets a, & ç. X. On vérifie qu'il existe un et un seul isomorphisme, noté
^1+1, qui prolonge ̂  et Pisométrie naturelle des intervalles [a, b] sur [g(a}^g(b)}
qui envoie a sur g{a). •

Remarque Les résultats précédents montrent la grosseur du groupe Q. La
description de Q donnée dans [Ch-4] permet aussi de s'en convaincre.

Proposition 1.3.8. Soit K un sous-groupe compact d'automorphismes d'un
arbre semi-homogène. Alors K a un point fixe dans l'arbre.

Démonstration: On va démontrer que K a une orbite réduite à un point.
On commence par remarquer que si x est un sommet, alors l'ensemble

Kx est fini. En effet K^ le fixateur dans K du sommet x est un sous-groupe
ouvert, comme trace sur K du groupe Gx qui est ouvert, l'ensemble KjKx est
donc fini. Comme il paramètre l'orbite sous K du sommet rr, on en déduit
que Kx est fini.

La proposition sera démontrée, si on prouve qu'une orbite de diamètre
minimal est réduite à un point. Pour cela, à une orbite finie X non réduite à
un point, on va associer une orbite X' de diamètre strictement inférieur. On
considère l'ensemble Y des couples de sommets de X à distance maximum,
et Z l'ensemble des milieux des arêtes de Y. On remarque tout d'abord, que
Y est stable sous l'action de K. En effet si rr, y e X avec d{x^ y) = diam(X),
clairement A;(rc), k(y) vérifient les mêmes conditions. Comme X est une orbite
sous K^ ses sommets sont de même numéro. Deux sommets de X sont à
distance paire, ainsi le milieu du segment défini par ces sommets est bien
défini. On notera Z l'ensemble des milieux des segments de Y. On remarque
K stabilise Z, car si deux couples de Y sont transformés par un élément X, les
segments le sont aussi, de même que leur milieux, car ces objets sont définis
de façon métrique. Il ne reste plus qu'à choisir X' une orbite contenue dans
Z, et à vérifier que diam(Z) < diam(X).

On pose diam(X) = 2n. Soient (x,y), ( x ' , y ' ) e Y, m le milieu de [x,y]
et m' celui de [ x ' , y ' } . Montrons que l'on a [x,y\ H [ x ' , y ' } ̂  0. Supposons le
contraire, alors la projection d'un sommet de [x,y\ sur [x1\y'} ne dépend pas
du sommet choisi. Notons p e [x, y] la commune projection des sommets de
[ x ' , y ' } , de même q € [ x ' , y 1 } celle des sommets de [x,y\. (Les deux segments
jouent des rôles symétriques.) On vérifie sans peine que si u = x ou u = y ,
et v = x ' ou v == y ' ' , on a d(u, v) = d(u,p) + d(p, q) + d(q, v), d'où l'on déduit
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que l'une des quatre distances d(u,v) > 2n + d{p,q), ce qui serait absurde,
car d(u,v) < diam(X).

Il existe donc un sommet s commun aux deux segments. Ce sommet s peut
être choisi différent des extrémités. Sinon les deux segments seraient deux
segments contigus, et deux extrémités seraient à distance 4n, plus grande que
le diamètre de X.

Clairement d(m, s) < n, d(m', s) < n, et au moins une de ces expressions
est différente de n, car l'égalité d(m, s) = n est équivalente à ce que s est une
extrémité du segment, de même avec m'. Comme on a d(m, m') < d(m, s) +
d(m', s), on en déduit que diam(Z) < 2n. •

Remarque Ce résultat est manifestement faux sur un arbre homogène, car
il existe dans Q des éléments involutifs qui échangent deux sommets voisins,
et qui ne fixent aucun sommet.

En considérant l'arbre Aq,\, on obtient

Proposition 1.3.9 Soit K un sous-groupe compact d'automorphismes d'un
arbre homogène. Alors, ou bien K a un point fixe dans l'arbre, ou bien K
stabilise un arête et permute ses sommets.

On notera désormais Qq,^ le groupe des automorphismes de Aq^, Qq =
Qq^ celui de l'arbre homogène non numéroté Aq, et Q^ = Qq,q le sous-groupe
des automorphisme de Aq qui conservent la numérotation.

Retour aux arbres homogènes.
On se donne un arbre homogène Aq, avec ou sans numérotation, on a vu

que l'ensemble des bouts est le même dans les deux situations, et que c'est
encore le même pour Aq^q et Aq^ La proposition précédente montre que Q^
qui s'identifie à Çq^ est un sous-groupe d'indice 2 de Qq, qui s'identifie à Qq,,.

Exemples.
On va donner des exemples de groupes qui opèrent naturellement sur des

arbres homogènes, ou semi-homogènes qui sont définis de manière "concrète",
ce qui donnera des exemples de sous-groupes d'un groupe des automorphismes
d'un arbre.

Exemple 1. On considère un corps local non archimédien fc, dont on note D
l'anneau des entiers, et ¥q le corps résiduel. On considère un espace vectoriel
V de dimension 2 sur k, et le groupe linéaire GL(V), dont le centre Z est
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formé des homothéties par les scalaires de fc* . On considère le groupe quotient
G = GL(V)/Z.

On appelle réseau un sous-0-module de rang 2 de V. Le groupe GL(V)
opère sur l'ensemble des réseaux de V. On considérera l'ensemble S des classes
de réseaux sous l'action de Z. Alors S sera l'ensemble des sommets d'un
graphe, dont les arêtes sont les couples A, A' dont deux représentant L e
A U ç. A' vérifient

[L:LnL']=[Z/ :LnZ/ ]=ç .

On peut encore exprimer que les sommets voisins de A sont ceux dont un
représentant L' vérifie

L D L1 D wL,

où w est une uniformisante, c'est-à-dire un générateur de l'idéal maximal
de l'anneau d'entiers 0. Ainsi les sphères unité ont une structure de droite
projective sur ¥q\ chaque sommet est donc lié à q + 1 sommets. On obtient
ainsi un arbre homogène de type q.

On vérifie que l'ensemble des bouts est l'ensemble des droites vectorielles
de Y, c'est une droite projective sur k, l'action de G étant l'action canonique
induisant les homographies.

Les demi-géodésiques se décrivent ainsi: étant donné un réseau L et une
droite vectorielle D, il existe toujours une base (61,62) de V telle que L ==
Dei + De2 et D = ke\. La suite de réseaux Ln = Oei + ̂ e^ , où ̂  = wD,
est la demi-géodésique issue de la classe de L allant vers le bout D. Une classe
de réseau A sera sur la géodésique reliant D à D', s'il a un représentant L
qui s'écrit Oei + Oe^ avec D = ke\ et D' = ke^.

On sait que PGL(2,k) est triplement transitif sur P^A:), il l'est sur fl.:
on remarque ensuite qu'un automorphisme de l'arbre est déterminé par son
action sur l'ensemble des bouts, car tout sommet de l'arbre x est le carrefour
de trois bouts distincts 0:1,0:2,^3- Les trois bouts g{uj\},g (0:2), g (0:3) restent
distincts et leur carrefour est le sommet g(x).

On peut ainsi caractériser les éléments de PGLÇV) : parmi tous les
automorphismes de l'arbre, ce sont ceux qui opèrent par homographie sur
l'espace des bouts quand on le munit de sa structure de droite projective sur
k. Par ailleurs, compte tenu de ce qu'une homographie qui fixe trois bouts est
l'identité, on voit que le groupe des automorphismes de l'arbre est beaucoup
plus gros que PGL(V). Cet énoncé est précisé dans [Ch-4].

Exemple 1\ On considère une algèbre à division D de dimension finie cP
sur son centre un corps local non archimédien k, dont on note q le cardinal
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du corps résiduel.
On note 0 1' ordre maximal de D, et on considère un D-espace vectoriel (à

droite par exemple) V de dimension 2. On fait opérer le groupe linéaire GL(V)
à gauche, et l'on considère le groupe G = PGL(V), quotient du groupe
linéaire GL(V) par son centre, constitué des homothéties par les éléments de
k*. On a une situation analogue à celle de l'exemple 1.

Pour définir les sommets de l'arbre, qui sera homogène de type ç^, on
considère l'ensemble des D-réseaux, sur lequel le groupe GL(V} opère na-
turellement à gauche, le corps D* y agit par multiplication à droite, mais
de façon non D-linéaire. Cependant l'action de k* est la même si on la
considère comme une homothétie agissant à gauche, ou comme une multipli-
cation à droite par un élément (central) de D*.

L'ensemble des sommets de l'arbre est l'ensemble quotient de l'ensemble
des D-réseaux par l'action droite de D*, et on vérifie que le groupe quotient
PGL(V) y opère simplement transitivement. On vérifie que l'ensemble des
bouts s'identifiera à l'ensemble des droites vectorielles de V. Ce groupe sera
noté PGL^D), quand V est l'espace vectoriel canonique D2.

A la fois dans les cas des exemples 1 et 1', on peut considérer dans
PGL^(D) (resp. PGL^k)) le sous-groupe PGL^(D) (resp. PGL^A;)) image
des éléments de GLî{D} (resp. GLî(k) ) dont la valuation du déterminant de
Dieudonné est paire (la valuation étant triviale sur les commutateurs passe à
l'abélianisé ). Ce groupe opère sur un arbre semi-homogène de type (ç^,^)
(resp. (ç,ç).) Enfin on peut considérer le groupe PSL^D) (resp. PSL^k))
qui est un sous-groupe du précédent.

Exemple 2. On considère un groupe G simple ou quasi-simple, défini sur un
corps local non archimédien, de rang relatif 1: la théorie de Bruhat-Tits lui
associe un immeuble, qui est ici un arbre semi-homogène, sur lequel G opère,
d'où un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de l'arbre,
qui est un plongement, quand le groupe G est simple. On va expliciter cinq
nouveaux cas, les groupes S[/(3), qui seront des groupes quasi-déployés, les
groupes 577(4) de rang un, dans ces cas les arbres associés dépendent de la
ramification de l'extension quadratique considérée, enfin un groupe SO(Q),
pour une forme quadratique Q d'indice 1 dans un espace de dimension 5, ce
qui donnera un groupe qui n'est pas quasi-déployé.

Exemple 3. On se donne F un groupe libre à un nombre fini de générateurs
muni d'une présentation, ou plus généralement un produit libre

r = z * z . . . * z * z/2 * z/2 * . . . * z/2
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avec r facteurs Z et s facteurs Z/2; (le cas du groupe libre correspond à
s = 0). On se donne pour chacun des facteurs Z (resp. Z/2) un générateur
d (i = 0 , . . . , r ) (resp. a, {j = 1, . . . , s)).

F est engendré comme monoïde par

T= {£i,£^~\aj , i= l,...,r, j = l,...,s},

avec les seules relations £i£^~1 = e^ei = a| = 1.
On note |7| la longueur de l'élément 7 e F dans le monoïde, et pour

71,72 e F, on note ^(71,72) = hf^l.
L'ensemble F apparaît comme l'ensemble des sommets d'un graphe, le

graphe de Cayley relatif à T, qui est ici un arbre homogène de type 2r + s — 1,
et pour lequel la distance géodésique est la distance d définie ci-dessus. Le
groupe F y opère de façon isométrique par la translation à gauche (7, x) »—>• 73;
et de façon simplement transitive. (Cette remarque a été exploitée dans ma
note [Ch-1]).

Enfin les bouts correspondent aux mots réduits infinis.

Dans [Ch-2], on construit des groupes comme ci-dessus, dont on donne des
plongements comme sous-groupes discrets à quotients compacts de groupes
PGL(2), compatibles avec les structures d'arbre homogène.

Ces résultats se généralisent partiellement dans le cas des groupes dont
l'arbre est homogène. Voir[Ch-3].

Exemple 4. Soit F un produit libre de k + 1 groupes Hi d'ordre r + 1, par
exemple des groupes isomorphes à Z/(r + 1)Z, avec k et r non tous deux
égaux à 1.

Contrairement à ce qui a été fait pour le produit libre des groupes cy-
cliques par l'école italienne, voir dans [M-W] des références, il ne faut pas
considérer le graphe de Cayley de F (qui n'est pas en général un arbre), mais
le graphe suivant, dont l'ensemble des sommets est

S=SiUSî avec 5'i = F, S^= |J r/^
i=l,...,fc

et dont l'ensemble des arêtes

A = { ( g ^ g ' H i ) | i = 1.... ,r +1, g e g'H,} c S, x S^.

Chaque sommet de type 1 est de valence A;+1, et chaque sommet de type
2 est de valence r + 1; comme le groupe F est le produit libre des groupes
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Hi^ le graphe obtenu est un arbre semi-homogène de type (A;, r), sur lequel F
opère, via la multiplication à gauche, par des isométries, de façon simplement
transitive sur les sommets de type 1.

On va expliciter les géodésiques de longueur paire issue de l'origine e.
On se donne un élément g = hi... hn où hi e Hj, - {e}, et où le mot
( f a i , . . . , hn} est réduit, c'est à dire que ji ^ jz+i. On considère la suite (rrfc),
pour k = 1 , . . . , 2n et où XQ = e ,x^k = / i i . . . ftfc, et x^i = XîkHj^ : c'est
une géodésique.

On peut encore exprimer le fait qu'une suite d'éléments (^) de F est la
suite des sommets d'ordre pair d'une géodésique sous la forme suivante. Soit
l'ensemble B = UHi - {e}, les éléments de F sont les mots en B, un mot
( / i l , . . . , hn) sera réduit de longueur n, si on a /i^fc+i t B n {e}' Dans ce

cas, la suite gk = / i i , . . . , ftfc, pour k = 1 , . . . , n, est formée des sommets de
numéro 1 d'une géodésique.

Exemple 5. Soit F un produit libre Gi * G^ de deux groupes finis, Gi
d'ordre fci + 1 et G^ d'ordre h + 1. On considère le graphe dont l'ensemble
des sommets est la réunion S = Si U S-^ avec Si = F/Gi, et S-2 = F/G2, et
dont l'ensemble des arêtes est l'ensemble F, identifié aux couples (^Gi, hG^),
avec gGi H hG^ + 0.

On vérifie, que c'est un arbre semi-homogène de type (ki^k^), que F y
opère, via la multiplication à gauche, par des automorphismes, et que cette
action est simplement transitive sur les arêtes de l'arbre. Dans cette sit-
uation, on peut considérer le sous-groupe Fo de F, qui est le noyau de
l'homomorphisme de F dans Gi qui prolonge l'identité de Gi et qui vaut
l'élément neutre pour tout élément de G^. On vérifie que Fo est le produit
libre des k^ + 1 groupes hG^h-1 pour h € G^ et que F = FoXiC^. Ainsi, les
arbres construits dans les exemples 4 et 5 coïncident.

Remarque Dans ces trois exemples, le groupe F est discret à quotient
compact dans le groupe Q des automorphismes de l'arbre, et comme ensemble
peut s'identifier à un Q / H , où U est le fixateur d'un sommet ou d'une arête,
et la multiplication à gauche dans F s'interprète comme la restriction à F, de
l'action de Q sur G/H .

Dans [Ch-3], on a généralisé les résulats qui ont été établis dans le cas
de l'arbre homogène, et on a construit, pour un certains nombres de groupes
p-adiques de rang un, à qui sont associés des arbres, des sous-groupes qui
opèrent simplement transitivement sur les sommets d'un numéro donné, et
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dans de meilleurs cas des sous-groupes qui opèrent simplement transitivement
sur les arêtes.

1.4 Groupes faiblement doublement transitifs

Les conditions de la proposition suivante seront satisfaites pour une large
classe de groupes, qui seront l'objet de ce mémoire.

Proposition 1.4.1 Pour un sous-groupe G de G, il y a équivalence entre (1)
et (2);
(1) Etant donnés deux couples de sommets (^1,^2), Q/i, ̂ 2) € A2 tels que
d(x\,x^) = d(y\,y^) et que x\ et y\ soient de même numéro, alors il existe
un élément g ç G tel que g(x\} = y^ et g^x^} = y^.
(2) G est transitif sur chaque sphère, c'est à dire, étant donnés trois sommets
x,y,z qui satisfont à d(x,y} = d(x,z), alors il existe g e G tel que g{x) ==
x , g(y)=z'

Si de plus G est fermé dans Q ces conditions sont équivalentes à (3):
(3) Etant données deux géodésiques pointées par des sommets de même type
XQ e [^1,0:2], et XQ ç [0/1,0:2], il existe g C G avec g(xo) = XQ et g(u;i) = uj\
pour i = 1,2.

Démonstration: Comme 1) implique trivialement 2), on va montrer la récipro-
que: on se donne deux couples de sommets vérifiant les hypothèses de l'énon-
cé. Comme x\ et y\ sont de même numéro, leur distance est paire, le milieu z
de [rri,î/i] existe. D'après la condition 2), il existe g e G tel que g{x\) = y\ et
g(z) == z. Pour y'^ = gÇx-^) on a d{y^y'^) = d{x^,x^} = dÇyi.y^). Donc y^ et y'^
étant sur une même sphère centrée en y\^ il existe g ' ç. G tel que g ' ( y \ ) = y\
et g ' ( y ' ' î ) = y-2- L'élément g ' g va convenir, car g ' g € G et g(xi) = y^ pour
i== 1,2.

Pour démontrer que (1) implique (3), on écrit les géodésiques [0:1,0:2] =
{xk \k € Z} et [0/1,^2] = {^4 1^ e ^}- ^a condition (1) s'applique aux deux
couples (rc_n, Xn)i (^'-nî ^n)^ car ^n et ^n sont ^e même numéro, chacun étant
à distance n d'un sommet de même numéro, et puisque l'on a d(x-niXn) =
2n+l=d(^_,,<).

Il existe donc Qn e G tel que gn(xn) = x^ et gn(x-n) == ^'-n' Comme
les sommets des intervalles [rc_n,:Cn] et [^'_n,^n] sont définis par les distances
aux extrémités, on a encore g-n(xk) = yjç pour |A;| < n.

On sait que G^xo^x'o) est une sous-ensemble compact de Q\ la suite Qn a
donc une valeur d'adhérence g , et pour un tel g on a g{xk) = x'^. Comme G
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est fermé, g e G, d'où (3).
Il est clair que (3) implique (2), car deux couples de sommets peuvent se

plonger dans deux géodésiques pointées. •

Définition 1.4.1 Soit G un sous-groupe fermé de G.
On dira que G est faiblement 2-transitif, ou faiblement doublement tran-

sitif, s'il vérifie les conditions équivalentes de la proposition précédente.
Plus généralement, on dira que G est faiblement k-transitif, si étant don-

nés deux ensembles de k sommets X et Y isomorphes et donc paramétrés par
(1 , . . . , A;), il existe un élément g € G tel que g(xi) = ̂ , pour 1 < i < k.

Dans ce mémoire, l'adverbe "faiblement" pourra être omis, les n—uplets pou-
vant se correspondre par automorphismes étant nécessairement isomorphes.
Remarque La proposition 1.3.5 montre que le groupe Q est, pour k aussi
grand que l'on veut, A;—faiblement transitif.

Proposition 1.4.2 Un sous-groupe fermé G est faiblement triplement tran-
sitif si et seulement si, étant donnés deux triplets de bouts distincts dont les
carrefours sont de même numéro, (^i,^^) ^ (o^, 0:3,0:3), il existe g 6 G
tel que g(uJi) == uj[ pour i == 1,2,3.

Démonstration: Soient c (resp. c'} le carrefour des trois bouts a;i,a;2^3
(resp. o/i, o;2,0:3), on notera Xn.y-n^n (^sp.^n,^,^) des paramétrisations
des demi-géodésiques [c, 0:1 ], [0,0:2] ,[0,^3] (resp. [c,o/J, [c,^], [0,^3]), telles
que XQ = yo •= ZQ = c (resp. XQ = yo = ZQ = c').

On considère des isométries fn telles que f(xn) = x'^ f(yn) = y'n^ î^n) =
4. Par convexité, on a f(xk) = x^f(yk) = y^fW = 4 P01111 k < n' on

conclut comme dans le cas des groupes faiblement 2-transitifs.
Si deux triplets sont isométriques, leurs carrefours sont de même numéro,

et ces triplets pourront être chacun sur les demi-géodésiques issues du car-
refour de ces triplets, allant vers trois bouts distincts, et en même position.
Ceci permet de montrer la réciproque. •

Remarque Un groupe opérant sur un arbre homogène non numéroté Aq peut
être considéré comme sous-groupe d'un groupe Qq, ou comme sous-groupe
d'un groupe Qq^\ correspondant à l'arbre numéroté Aq^i canoniquement as-
socié.

Proposition 1.4.3 Pour un groupe G opérant sur un arbre homogène non
numéroté de type q, il est équivalent d'être faiblement 2-transitif considéré
comme sous-groupe de Gq ou comme sous-groupe de Qq^
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Démonstration: L'égalité des groupes Gq = Gq,i est claire, donc pour G, être
fermé, ne dépend pas du point de vue adopté. Il en est de même pour la
transitivité sur les géodésiques pointées. Car si un groupe est transitif sur
géodésiques pointées par des sommets de numéro 1, il l'est pour l'ensemble
des géodésiques pointées par des sommets de même numéro: en effet, si le
sommet n'est pas de numéro 1, choisir le sommet voisin dans la direction du
premier bout sur chacune des deux géodésiques. On se contentera alors, dans
le cas de l'arbre de type (ç, 1), de ne considérer que les géodésiques pointées
par des sommets provenant de l'arbre homogène Aq^ et il est clair qu'elles
correspondent bijectivement aux géodésiques pointées de l'arbre homogène
A. •

On a

Proposition 1.4.4 Pour qu'un sous-groupe G de G soit fermé il faut et il
suffit que G H Ça. soit compact pour un sommet x de l'arbre.

Démonstration: La condition nécessaire est triviale. Montrons la condition
suffisante. On remarque que les groupes G H G(x,y), s'ils ne sont pas vides,
sont compacts comme translatés de GD&. Ceci entraînera, vu la topologie de
Ç, la fermeture de G. En effet soit g adhérent à G et y = g(x). L'intersection
G H G(x,y) ^ 0, soit h un élément de cette intersection. On vérifie que
G H G(x,y) = G H h(G(x)), qui est compact comme image continue d'un
compact. Ainsi, g qui est adhérent à l'ensemble compact G H G(x,y), y
appartient, d'où la proposition. •

Les groupes considérés dans les exemples vérifient cette propriété.
Dans le cas des produits libres considérés dans les exemples 1,2,3, le

fixateur d'un sommet est fini.
Dans le cas des groupes sur les corps locaux, le fixateur d'un sommet

spécial est, d'après la théorie de Bruhat-Tits, l'ensemble des points à valeurs
dans l'anneau des entiers D d'un groupe algébrique, et est donc compact
pour la topologie induite par le corps local; il l'est encore pour la topologie
de G. Par exemple, dans le cas PGL^k), on pourra obtenir PGI^D).

Dans les exemples 1,2,3 de produits libres, le fixateur d'un sommet est
fini: ainsi ces groupes ne peuvent être doublement transitifs.

Par contre, dans le cas des groupes quasi-simples de rang un sur un corps
local, l'immeuble, qui est ici un arbre simplicial (dont les arêtes sont des
intervalles réels), mais dont on considère l'arbre combinatoire sous-jacent, est
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une réunion d'appartements qui sont les transformés par G d'un appartement,
ici réduit à une géodésique: ainsi le groupe G est transitif sur les géodésiques
non orientées. Par ailleurs, le centralisateur d'un tore déployé maximal agit
transitivement par des "translations" sur les sommets d'un type donné situés
sur la géodésique qui lui est associée, et le normalisateur de ce même tore
peut permuter les bouts de cette géodésique.

Ainsi, les groupes quasi-simples de rang un sur un corps local non archi-
médien ont une image faiblement doublement transitive dans le groupe des
automorphismes de l'arbre de Bruhat-Tits associé.

Il est bien connu que le groupe PGL^Çk) est triplement transitif sur la
droite projective; comme l'arbre associé est non numéroté, on en déduit que
PGL^(k) est triplement transitif sur l'arbre qui lui est associé.

On a vu plus haut qu'un automorphisme est déterminé par son action
sur l'espace des bouts, qui dans le cas des groupes ci-dessus, s'identifie à
l'immeuble sphérique des paraboliques, qui est ici réduit à l'ensemble des
paraboliques propres de G', qui peut se décrire comme G/P, avec P un de ces
paraboliques propres.

Donc pour que l'homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes
de l'arbre associé soit un plongement, il suffira que G opère librement sur
G/P, ce qui sera le cas si et seulement si r\gçc9P9~1 est réduit à l'identité.

Ceci se vérifiera pour PGL(2), les groupes SU(3) dans le cas général et
des formes de 50(5) que l'on va décrire ci-dessous. Ceci ne sera pas le cas
pour SL(2), pour SU(3) dans certains cas, et pour les formes de rang un de
SU(4.) considérées, car ces groupes ont alors un centre fini non trivial formé
de matrices scalaires.

Pour définir un groupe SU(3) ou SU(4), on considère une extension
quadratique séparable L de k: on notera ~z l'action de élément non trivial
du groupe de Galois de L\k sur z.

On considère un espace vectoriel V de dimension 3 sur L, sur lequel on
choisira une forme hermitienne <, >, qui s'exprime dans une base (e-i, eo, Ci)
de V par la formule

< x,y >=rci^i + XoyQ + rr-i^/i,

où x = E Xiêi et y = E Vi^i-
On considère le sous-groupe des éléments g € -S'L(3, L) tels que pour tout

couple (x,y) e V2 , on ait < g(x),g{y) >=< x,y > .
Ce groupe est un groupe SU(3).
Ce groupe admet des sous-groupes de Borel, qui sont les stabilisateurs des

droit PS isotropes, et dont on montre qu'ils sont conjugués dans G .
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Soit B == {g ç 5'[/(3) |^(e-i) € Le-i}, on a B = TU, où T est un tore
défini par

/À _0 0 \
T={ 0 XX-1 _0 |AeL*} ,

\0 0 A~1/
et [/ est le radical unipotent de B,

(1 u v \
U=[ 0 1 -u \ u,v € L , îA-m+^=o}.

0 0 1 ;
On remarquera que [/ est non abélien, et on vérifie que l'intersection des
conjugués de B est triviale, sauf quand L est l'extension ^(^3), où ^3 est
l'ensemble des racines troisièmes de l'unité, et dans ce cas il est constitué par
les homothéties par ^3; cette situation se produisant si et seulement si L / k
est non ramifiée et si 3 divise q2 — 1 et ne divise pas q — 1, ou encore si q est
impair et q = —1 mod 3.

On considérera aussi un espace vectoriel W de dimension 4 sur L, que
l'on écrit W = Le-i ® H Q Lei, avec un espace vectoriel H de dimension 2
sur L, dont (e-i,ei) est une base d'un supplémentaire.

On se donne sur H une forme hermitienne qo anisotrope, dont on notera
Ao la matrice dans une base donnée. On pourra, par exemple se donner H
une algèbre de quaternions choisie comme espace vectoriel sur L, la forme ço
provenant de la norme quaternionique. On considère la forme hermitienne
sur W définie par

< x,y >= x^y~Li -^-qoÇxoyo) +rr-i$i,

où x = rr-ie-i + XQ + x\e\ et y = y-\e-\ + yo 4- y\e\, avec xo.yo e H.
On considère le sous-groupe des éléments g e SLÇ4., L), qui vérifient, pour

tout couple (x,y) e W2, < g(x),g(y) >=< x,y >
Ce groupe est une forme de rang un du groupe *S'[/(4), que l'on notera

ainsi.
Il admet des sous-groupes paraboliques minimaux, ce sont les stabilisa-

teurs des droites isotropes, dont on montre qu'ils sont conjugués dans (?.
Soit B = {g C 577(4) |^(e-i) <E Le-i}. Il s'écrit B = MU où M est un

groupe de Levi, qui contient un tore déployé T isomorphe à k* et U est le
radical unipotent de P. Ecrits comme matrices par blocs (1,2,1), on a

(\ 0 0 \
M = { 0 h _0 \\XeL\heU(qo),dethXX~1 = l} D T

\0 0 À"1/
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/A 0 0 \
où T={ 0 1 0 | Ae^ } , et

\0 0 A-1;

( l u v\
U = <f 0 J w |Sz, w (^ H, tu= -Aow, -y e L , -y + v + ço(w) = 0 }.

0 0 l ]
On remarquera que [/ est non abélien.

Enfin, ce groupe SU(4.) a toujours un centre non trivial, qui est formé
de matrices scalaires, ce centre est en général égal à ±1 et donc d'ordre
2, sauf si L = A;(\/—l), alors il est constitué des matrices scalaires AJ avec
A € L, A4 = 1, alors il est d'ordre 4. Ce dernier cas se produit si l'extension
est non ramifiée, et si q = 3 mod 4.

De même, on considère un espace vectoriel V de dimension 5 sur fc, que
l'on supposera pour simplifier, de caractéristique différente de 2.

On écrira l'espace V = ke-\ ® VQ (D ke\^ avec Vo un espace de dimension
3 qui est anisotrope pour une forme quadratique coi dont on note <,>o là-
forme bilinéaire symétrique associée: on définit la forme q sur Y, associée à
la forme <, > qui est égale à

< x,y >= Xiy-i-\- < xo.yo >o +rc-iî/i,

pour x = rrici + XQ + x-\e-\,y = y\e\ -h yo + ^/-ie-i, et xo.yo ç Xo.
On peut remarquer que ces formes existent; en effet, il suffit de prendre

a ^ k2, et (3 ^ N[k{a)}, où N est la norme de l'extension k(a)\k, ce qui est
toujours possible sur un corps local, et de considérer la forme

qo(u, v, w) =u2 — av2 — /?w2.

On peut aussi penser aux quaternions, et restreindre la norme quaternionique
à un sous-espace de dimension 3. Ayant une base de Vo, on notera Qo la
matrice de ço dans cette base.

On considère alors le sous-groupe de SL{5,k) qui conserve cette forme,
c'est un groupe S0(5) non déployé, de rang relatif un, que l'on note S0(q).

Dans ce groupe, on considère les sous-groupes stabilisant une droite iso-
trope; on montre qu'ils sont conjugués à l'un d'eux,

B = {g G S0{q) |^(e-i) e fce_i}.

C'est un sous-groupe parabolique propre de G, qui admet une décomposition
B = MU, où M est le centralisateur d'un tore et U le radical unipotent de
B.



36 F. CHOUCROUN

Ecrits comme ensembles de matrices par blocs (1,3,1), on a

( t 0 0 \ t t 0 0 \
M={ 0 h 0 \\tëk\ /i € 50(ço)} 3 T = { 0 1 0 1 1 e fc*}

\0 0 t-1/ \0 0 t-1]

/i -Wo^) -èîo(^)\
et U = [ 0 /vo v \\tvç Va}.

\0 0 \ )

On remarque que U est isomorphe à Vo comme groupe, donc est abélien.
Pour ces trois types de groupes, que l'on note G, il y a un élément non

trivial dans le groupe de Weyl, c'est l'élément

/O 0 1\
w= 0 J 0 ,

\1 0 O/

où, dans le cas SU(S) c'est une matrice (3,3) avec J = —1, dans le cas
577(4) c'est une matrice (4,4) écrite par blocs (1,2,1) avec J matrice de la
conjugaison dans l'espace des quaternions, et dans le cas SO c'est une matrice
(5,5) écrite par blocs (1,3,1) avec J = —7, où 1 est la matrice identité.

Pour ces groupes, on a la décomposition de Bruhat G' = B U BwB.
Cette décomposition de G est équivalente à la double transitivité de G

sur la variété des droites isotropes. En effet, G est transitif sur l'ensemble
iï des bouts. Désignons oo le bout fixé par B : la décomposition de Bruhat
est alors équivalente à la transitivité de B sur f2 — {00}. On note que, pour
montrer que G est doublement transitif sur fî, il suffit de vérifier qu'étant
donnés deux bouts a; et a;', distincts de oo, il existe un élément g e G tel que
g(oo) == oo, et g(uj) = a/. D'où, l'équivalence annoncée.

Pour ces groupes "orthogonaux", en général les sommets de l'arbre ne
peuvent être définis avec un seul réseau.

Alors que dans le cas PG'L(2), à un réseau est associé une norme dont
c'est la boule unité et dont les autres boules sont homothétiques, dans le cas
général les boules de rayon 1 et (p ne sont pas homothétiques (g désigne le
cardinal du corps résiduel de k.)

On sera donc amener à considérer l'espace des normes sur V, c'est à dire
des fonctions définies sur V* = V-{0}, à valeurs dans R^, vérifiant l'inégalité
triangulaire ultramétrique, et la condition v(\x) = \X\v(x), pour À dans le
corps de base.
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A une telle norme v, on peut associer v* définie par

v\x) = sup ̂ î .
!/€Y- v(y)

C'est une norme, appellée la norme duale de y. On dira que la norme v est
autoduale,ou encore maximinorante dans la terminologie de [B-T 2], si elle
égale à sa duale.

L'arbre simplicial est l'ensemble des normes autoduales.
Pour cet arbre, l'ensemble des bouts est l'ensemble des droites isotropes,

et les géodésiques, correspondent aux couples de droites isotropes distinctes;
ces droites peuvent être déterminées par deux vecteurs (e-i,ei) isotropes,
tels que < ei, e-\ >= 1.

En désignant par Vo l'orthogonal de {ei,e-i}, on obtient une décomposi-
tion de V de la forme V == Ke-i + Vo + Ke\.

Dans le cas SO^ on a K == k et Vo anisotrope avec une forme ço? et dans le
cas SU on a K = L et Vo = Léo ou Vo = H et qo(xQCo} = q(eo)xoXo, ou qo une
forme anisotrope sur Vo qui peut coïncider avec la la norme quaternionique.

On montre, cf. [B-T 1& 2], que, pour toute norme autoduale, il existe une
décomposition de ce type, dite base scindante, dans laquelle elle s'écrit:

z/a(^-ie-i +vo+a;iei) ^ s\lp(\x-^q~a,\qo(vo)\^\Xl\qa) .

On montre qu'une norme autoduale v est sur une géodésique définie par deux
droites isotropes, si on peut choisir sur chaque droite un vecteur appartenant
à une une base scindante pour v. Si on prend la base canonique et la norme i/o
correspondant, elle correspond à un sommet dont le fixateur dans le groupe
G est l'intersection avec GL(n,0) ( n = 3,4,5 suivant le cas).

L'arbre combinatoire est constitué des points de l'arbre simplicial qui sont
points de ramification. On note q le cardinal du corps résiduel de fc.

Dans le cas S0(q), qui est aussi une forme d'un groupe PSU^D), où
D est un corps de quaternions, on obtient un arbre semi-homogène de type
(g2, g), constitués des Va dans une base scindante avec a ç. q^.

Dans le cas 577(3) cela dépend de la ramification de L\k.
Si l'extension L\k est ramifiée, on obtient un arbre de type (g, g).
Si L\k est ramifiée on obtient, un arbre de type (g3, g).
De même pour 577(4), cela dépend de la ramification.
Si l'extension L\k est non ramifiée, on obtient un arbre de type (g3, g3).
Si L\k est ramifiée, on obtient un arbre de type (g2, q).
Dans le cas L\k non ramifiée, le groupe PG77(4), quotient du groupe

des similitudes de la forme par son centre, échange les sommets de numéro
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distincts et opère avec une seule orbite sur l'arbre homogène de type q3. En
effet, il est facile de voir que le rapport de similitude \g = ̂ ^ est défini
module 7VL*, les éléments conservant ou non la numérotation selon que cette
classe de k * / N L * est ou non triviale. ( On rappelle que le groupe k * / N L *
est d'ordre 2, et qu'ici les éléments se distinguent suivant la parité de la
valuation.)

Par contre dans le cas 577(3) avec L\k ramifiée, les deux sommets jouent
des rôles différents, et leurs fixateurs ne sont pas isomorphes, comme on peut
le voir dans le diagrame de [T-2].

Dans tous les cas on obtient des groupes faiblement 2-transitifs. En effet,
il y a un fixateur d'un sommet qui est l'intersection de G avec GL(n,D),
ainsi G est fermé dans Q.

On a vu que G est doublement transitif sur l'espace des bouts identifié à
la variété des droites isotropes.

Pour montrer la double transitivité faible de G, il suffira de montrer que
G est transitif sur les sommets de même numéro d'une géodésique; on pourra
prendre celle définie à partir de la base canonique, que l'on appellera standard.
On vérifie alors qu'il y a un sous-groupe de M, isomorphe à L* dans le cas
unitaire, et à fc* dans le cas orthogonal, qui contient des éléments g\, pour
A ç L* ou fc* selon les cas, tels que

^(ei) = Àei, ^(e-i) =^6-1 ou À-^e-i,

et dont la restriction à Vo est unitaire ou orthogonale. Ce groupe est opère
transitivement sur les sommets d'un numéro donné de la géodésique standard.

On rappelle enfin que, pour tout n, le groupe Q de tous les automomor-
phismes est faiblement-n-transitif.

1.5 Propriétés et structure des groupes (faiblement) doublement
transitifs

On considère un arbre A = A^ et on se donne un sous-groupe faible-
ment doublement transitif G du groupe Q des automorphismes de l'arbre A,
ce groupe pouvant être égal à Q.

Soit un bout ^ € fî, on considère le fixateur de a; dans Q que l'on note
^ = {g e G 1 g(^) = ̂ } et B^ = B^ n G.

Si (Xn) est une demi-géodésique de la classe de a;, et si g € B^ on a pour
n assez grand g(Xn) == Xn^k • L'entier k ne dépend pas de la demi-géodésique
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choisie dans la classe de uj et est pair, car Xn et g(xn) sont de même numéro.
On définit v^(g) = |.

Proposition 1.5.1 L'application v = v^ est un homomorphisme de B^ sur
.

Démonstration: v est un homomorphisme de façon triviale, et on voit que
son image contient 1 en utilisant les propriétés de double transitivité de QM

On notera A/L le noyau de z/^, c'est un sous-groupe distingué de B^.
On notera N^ = A/L H G.
On choisit une géodésique pointée, notée [a/,(j] = (r^n), et on suppose que

XQ est de numéro 1.
On notera B = B^, B' = B^, N = A^, et JC == Gxo , K = G H /C, ainsi

que î == &,o H Gx, et J = G H î.
On désigne enfin par Njç = {n € N \ n\[^^} = Id} et

H = H Nfc = {n e N | Vfc n(rrfc) = rr^};
fcez

On voit aisément que Nk est un groupe, et on désigne pour ne N - H ,

v{n) = mi{k \ n e Nk} = mî{k \ n(xk) == Xk}.

Théorème 1.5.2 1) II existe dans G des éléments w,r tels que

\/n , w(Xn) = X-n ,ï(^n) = ̂ n+2

2) On a la décomposition de Cartan

G = U KrnK

n€N

g € K^K ^==^ d(g(xo},xo) = 2n et les classes KgK sont invariantes par
g \—> g~1.

3) On a
B ^ r ^ N e t K n N = N o

4) On a la décomposition d'Iwasawa

G = KB = Kr^N

5) On la décomposition K = 1 U Iw l , et la décomposition de d'Iwasawa
peut être précisée en G == I B U IwB.
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6) Le groupe d'Iwahori admet une décomposition 1 = {I D B).{I n 5'),
dont l'intersection {I H B) H (J H 5') = Jif.

7^ On a la décomposition de Bruhat

G = NwB U B

et on a : n\wB H n^wB 7^ 0 -<=» n\H = 712^-
^ L 'indice [Nk : M;_i] = qi, oui est le numéro de Xk, i = 1 si k est pair,

i = 2 sinon.

Corollaire 1.5.3 La paire (G^K) est une paire de Gelfand, et l'algèbre des
fonctions K-sphériques Cc(K\G/K} est une algèbre commutative pour la
convolution relative à une mesure de Haar.

Démonstration: L'existence de w résulte de la 2-transitivité faible de G ap-
pliquée aux géodésiques [o;,ci/] et [a/, a;] pointées par XQ et celle de r résulte
de la même propriété appliquée à la géodésique [o;,ci/] pointée par XQ et par
rr2, d'où 1).

Si d(g(xo),xo) = 2n, d'après la transitivité de G sur la sphère de centre
XQ et de rayon 2n, il existe k G K tel que g(xo) = kÇx^n) = kTn{xo), d'où
g ' ^ k r ' " ' e K\ ce qui permet de conclure que g ç. Kr^K.

Réciproquement, si g e K^K il existe k ç K tel que g (E k^K, ainsi
d(g(xo},xo) = dÇk^g^.Xo) = dÇ^^.xo} = 2n, car la distance géodé-
sique est invariante par isométrie.

Enfin, d{g(xo),xo) = d^g-^xo)), car g-1 est une isométrie, d'où 2).
Le 3) est trivial, et pour montrer 4), on prouve d'abord que K est transitif

sur n. Pour cela on se donne 0:1 e fî et on considère les demi-géodésiques
[xo,uj} et [xo.uji}. D'après la double transitivité de G, il existe g C G tel que
g{xo) = XQ et g{uj} = c^i. Un tel g G K , d'où la transitivité de K sur Q.. On
considère alors g e G, et le bout g{uj\. d'après ce que l'on vient de voir, il
existe k G K, avec k(uj) = g((J). L'élément k~^g fixe a;, donc il existe b (E B
tel que A;-1^ = &, d'où g = A;&. Ceci prouve donc 4).

Pour démontrer le premier point de 5), on considère un élément k e K et
le sommet fc(rci); s'il est égal à rri, alors par définition k € I . Sinon, il existe
un élément i € I tel que î(rr-i) = A;(rri), on applique la 2-transitivité aux
segments [:c-i, rri] et [A:(rci), rri] qui contiennent tous deux XQ. Il est alors clair
que iw et fc ont même image sur XQ et rri, donc que A; e iwl.

Pour établir le second point de 5), on remarque qu'étant donnés les som-
mets XQ et Xi et le bout 0:1 = g(uj} on a l'alternative: rri € [rro,o;i] ou
XQ € [rri,a;i].
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Dans le premier cas, on considère un élément h e G qui vérifie h(xo) = XQ
et h{uj} == o;i. Cet élément existe bien, car K est transitif sur ^. Comme
xi est sur les deux demi-géodésiques [xo.aj] et fa([a;o,o;]), on en déduit que
h € J. Comme ^ et /i ont même image sur a;, ils ne diffèrent donc que par un
élément de B, d'où g ç I B .

Dans l'autre cas, on se donne h e G qui vérifie /i(a;i) == x^ et /i(o/) = 0:1;
cet élément existe, car Gr\Gx, est transitif sur iï pour la même raison que K.
On remarque que XQ est sur les deux demi-géodésiques [rri,o/] et /i([rri,o/]) =
[:ri,o;i], on en déduit que h e I . Enfin on remarque que g et faw ont même
image sur a;, ils ne diffèrent donc que par un élément de B, d'où g e IwB,
ce qui établit le second point de 5).

Soit g C J, par définition g fixe rco et rri, on pose alors 0:1 = g(uj). On
considère l'image par g de la demi-géodésique [rro,o;], c'est la demi-géodésique
[rro,o;i] qui contient rri. On sait qu'il existe dans un élément fa € G qui envoie
la géodésique [a/, a;] pointée par XQ sur [o/,o;i] pointée par XQ. On remarque
que cet élément h e J, car il fixe les sommets communs aux deux géodésiques,
en particulier XQ et rci; de plus par construction h{uj'} = a;7, donc h ^ B ' ^ I .
On considère alors l'élément ^/r1 : clairement gh~1 e J, et gh^^) = a;,
donc gh~1 e J D B, d'où la décomposition énoncée.

Vérifier que BïïB'nJ = H est facile, car BHB' est le groupe qui stabilise
les bouts de la géodésique [a;', a;], son intersection avec 1 fixant un sommet,
il s'en suit que cette intersection fixe la géodésique [a;', a;], donc est contenu
dans le groupe H. Ce groupe H est manifestement contenu dans les groupes
B,B',J, d'où l'égalité annoncée.

Pour démontrer 7), il suffira de prouver que si 0:1 est un bout différent de
a;, il existe n € N tel que n(o/) = ^i. Pour cela, soit 0:1 = u' et alors l'identité
convient, sinon on considère le carrefour Xk des trois bouts a;, a;', 0:1, on choisit
g e G, qui envoie la géodésique [a/, a;] pointée par a-fc sur la géodésique [0:1,0;]
pointée par Xk .Comme g(u) = o;, et comme g(xk) = ^, ^ fixe une demi-
géodésique [rrfc.o;], d'où g ^ N .

Enfin, niwB H n^wB + 0 ^> ni(o/) = T^) ^=^ ^i ^(^O = ̂  ce
qui est équivallent à n = n^n^ stabilise la géodésique [o/,o;] et la fixe, car
n e N . Or le fixateur de [o/,o;] est B : d'où l'équivalence avec n^H = n^H.

Pour montrer que [Nk : M;-i] = ^, on remarque que le sommet n(xk-i) e
S(xk^) - {^fc+i} Pour n e Nfc et représente la classe nNfc-i; il suffira de
montrer que Nk est transitif sur S{x^ 1) - {a-fc+iL car lson cardinal est <?,.

Et pour cela, on considère pour u 6 S{xk, 1) - {^fc-n} les demi-géodési-
ques [xk-i^] et [zi,o;], d'après la double transitivité de G, on voit qu'il existe
g € G qui envoie la première sur la seconde, c'est à dire telle que g(xk-i) = u
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et g(uj) = uj. Or nécessairement on a g{xk) = rr^,, d'où g € A^;. Ainsi le point
8) est démontré.

Pour démontrer le corollaire, il suffit de remarquer que Pinvolution /»->/,
définie par f(g) = f(g~1), est triviale sur Cc(K\G/K), et vérifie pour /i, /2 €
Cc(K\G/K), l'égalité /i -*• /2 = (/2 * /i)\ ce qui montre la commutativité de
la convolution sur ces fonctions. •

On posera N^ = Nk — Nk-i: c'est l'ensemble des éléments n ç. N dont
la valuation v[n) = k. Ces ensembles ne sont pas vides, sauf si Nk = M;_i,
ce qui se produit uniquement si q\ ou q^ est égal à 1 ; ce sera le cas pour k
impair si ci = 1 et k pair si 92 = 1-

Enfin on remarque que

v(n) = k -<==> p(n(ijj') : [o/,o;]) = Xk.

On a désigné par p(o;i : [^2,^3]) la projection du bout uj\ sur la géodésique
[0:2,^3], qui est aussi le carrefour des trois bouts (o;!,^,^)-

Proposition 1.5.4 Soit
W =TZU T^W.

Cet ensemble stabilise [—00,00], y induit la même action que le stabisateur
dans G de [—00,00], et y opère comme le groupe diédral. On a

G= U 1g1-
gçW

Démonstration: On considère un élément g ç. G, et l'arête a = g([xo^xi}).
On a a = [rro.rri] si et seulement si g € J, car le stabilisateur de [xo,X]] est
son fixateur.

On supposera donc que g ^ I . On va montrer qu'il existe i € 1 tel que
i{a) C [-00,00]. Les arêtes a et [a-o^i] sont différentes, on sait d'après le
corollaire 1.2.2 qu'il existe s C a et j € {0,1} tel que a U [rro.a-i] C [s,^-].
On distinguera les cas suivant les valeurs de j.

Si j = 0, on pose n = d(xo,s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(xo) = XQ, et h(s) = Xn. Comme Xi C [rro.s], on en déduit que
h(x^) = Xi. Comme par hypothèse h fixe XQ, on en déduit que h e I .

Si j = 1, on pose n = d(x\^s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(xi) = x^ et h(s) = a-i-n.Comme XQ 6 [x\,s\, on en déduit que
h{xo) = XQ. Comme par hypothèse h fixe x\, on en déduit que h G I .

On considère alors une arête a = [a;n,rrn+i].
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Si n = 2m, alors a = ̂ [xo^xi} et d{xo^y)j pour y e a, prend les valeurs
|2m[, |2m + 1| tandis que d{x\,y} prend les valeurs |2m|, |2m — 1|.

Si n = 2m — 1, alors on vérifie que a = (^w^xo^Xt} et d(x^y)^ pour
î/ ç a, prend les valeurs |2m|, |2m — 1[ tandis que d(x\^y) prend les valeurs
|2m+2|,|2m-l|.

Ceci prouve que G = JIVJ.
La considération des valeurs prises par d(rc,, y} pour î == 0,1 quand y € a,

et que a décrit l'ensemble des arêtes, montre que les classes Iwl H I w ' I = 0
pour des w -^ w ' . •

Remarque L'énoncé précédent montre que la position relative de deux arêtes
dans l'arbre est décrite par le groupe diédral infini induit par W, ce groupe
décrivant déjà la position d'une arête [a*n,a:n+i]) contenu dans la géodésique
standard par rapport à l'arête de base [rroi^i]-

Cas de l'arbre homogène
Soit Aq un arbre homogène, dont on note S l'ensemble des sommets, et

A l'ensemble des arêtes. Soit Aq,\ l'arbre semi-homogène associé, dont on
rappelle que l'ensemble des sommets S ' = SU A, et que l'ensemble des arêtes
A' est formé des couples (a, s), où a e A, s ç S qui vérifient 5 € a.

Il faut donc distinguer entre les arêtes de l'arbre homogène Aq, et les
arêtes de l'arbre semi-homogène associé Aq,\ : ces dernières sont les arêtes
pointées, ou orientées de l'arbre homogène.

Ainsi, comme le fixateur d'une arête de Aq dans G est le fixateur d'un
sommet de valence 1 + 1, la position relative de deux arêtes (non orientées)
est donnée par la décomposition de Cartan, donc dépend d'un entier positif,
qui est la distance dans l'arbre Aq des "milieux" des arêtes.

Par contre, la proposition précédente décrit la position relative de deux
arêtes orientées de l'arbre homogène Aq, paramétrée par le groupe diédral
infini.

La relation entre les décompositions de Cartan et d'Iwasawa, qui sera à
la base du calcul de la transformation de Satake des fonctions sphériques, est
donnée par

Proposition 1.5.5 Soit n € N , avec v(n) = k. On a

^n <E Kr^^K
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OÙ
r \l\ À;<max(0,-20

^^-t^^ À;>max(0,-20

Démonstration: On notera 0 = rro. On suppose d'abord que k < 0, dans ce
cas n C K, et alors r^n ç. K^K = Kr^K.

On supposera désormais que k > 0, donc n(0) -^ 0, et n(0) ^ [c^,a/], et
n(0) se projette en Xk sur [a;, a;'].

En particulier pour tout y ç. [a;', a;], on a

d{n{0),y) = rfQ/, Xk) + ̂ (n(0), rrfc).

Comme r1 stabilise la géodésique [ci/,o;], et est une isométrie, on déduit que
si z est la projection de x sur [o/o;], alors ^z est la projection de r^x sur
cette géodésique, car ^x e [ci/,o;], et que si y ç. [a;', a;], r^y est encore sur
cette géodésique; on a donc d(T~^, x) = d^y, z)-{-d(z, x), d'où d{y, ̂ x) =
d{y^lz)+d(Tlz^lx).

On en déduit que la projection de '7-^(0) sur [a/\aj} est rr^+^î d^où
0^(0), 0) = ^(^71(0), ^+2z) + d^w, 0). Or

^71(0), ̂ +2z) = d{n{0),Xk) = ^O^n-1^)) = d{0,Xk) = k,

comme par ailleurs d{xk+2i, 0) = |A; + 2Z|, on a m(fc, l) = fc + |fc + 2l\, ce qui
démontre la proposition. •

Exemple. On considère le groupe G = PGI^A;), où k est un corps local
non archimédien dont on désigne par 0 l'anneau des entiers, par w une
uniformisante et par p = wO l'idéal de valuation. On suppose que le corps
résiduel D/p a q éléments, et que la valeur absolue vérifie \w\ = ^.

On considère l'arbre semi-homogène de type (ç,l), construit à partir de
l'arbre homogène, et dont les sommets de numéro 1 sont les classes de réseaux
dans k2.

On choisit alors la géodésique {xn), où x^n est la classe du réseau D x p71,
le bout u correspond à la droite k x {0}, le bout a/ à {0} x fc, et le groupe
B^ à l'image du groupe triangulaire supérieur. On pose N = N^ et on a

»-{^ ^=l}-f'•={{l ̂ =1.^-}.
pour m = [|], et on a H = { ( a 0^ , |§| = l} = 0§|=1}= ringzA^.
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On vérifie que G^ = PGZ^D), et que q^ = \b\ pour ^ = ( û i ) e N-

Enfin, on pourra choisir r = ( ) et w == ( /. j .

Revenons à l'étude de la structure de G.
Tout d'abord, on remarque que dans un arbre il n'y a pas de notion

canonique de distance d'un sommet à un bout. Néanmoins, on peut comparer
les distances de deux sommets à un bout.

Définition 1.5.1 Etant donnés deux sommets x,y G A et un bout uj € ^,
on définit la position de x,y par rapport à uj par

<x,y\uj >=d(y,z} -d{x,z), pour z e [x,uj\ n[^,o;].

On vérifiera dans la proposition suivante que la différence d(y, z) - d(x, z) ne
dépend pas du sommet z choisi dans [x,u\ H [y,uj\, et que la relation 7^/ sur
A définie par

xU^y <==»< x,y\uj >= 0,

est une relation d'équivalence, dont les classes sont appelées horicycles issus
de u.

La proposition suivante qui établit une relation entre les <,;o; > qui
interviendront dans le noyau de Poisson et la décomposition d'Iwasawa de G,
permettra d'établir un dictionnaire entre les réalisations des séries principales
définies au chapitre II, en terme de représentations induites, et celles qui le
sont à l'aide du noyau de Poisson sur Q..

Proposition 1.5.6 1) Soient x,y ç A et uj e ̂  on a pour tout u C [x,u} H
[y^} l'égalité

< x, y; uj >= d{y,u) - d(x, u)

En particulier les horicycles sont des classes pour la relation

xUy <=^< x,y\uj >= 0,

qui est une relation d'équivalence.
2) Si z e A, on a < x,y;u > -h < y,z\uj >=< x,z\u > (relation de

cocycle).
3) Pour tout g € G on a < g{x), g(y); g{uj) >=< x,y'^ >.
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4) La relation < x^y\u >= 0 éqivaut à 3n ç A ,̂ tel que y = n(x). Ainsi
les horicycles issus de uj sont les orbites de N^ dans l'arbre.

5) Plus généralement, si b € B^ on a < b(x)^x\u >= 2v^(b).
6) On choisit un sommet 0 dont on désigne par K le fixateur dans (7, on

sait que G = KB^. Soit un élément g ç G écrit sous la forme g == kb, avec
k ç. K et b ç B ,̂ on a Inégalité

< ^(0),0;^(a;) >=< O.^O);^ >= 2^(6).

Démonstration: Le 1) est clair car si u e [z^ u\ == [rr, a;] H [^/, a;], on a d(rr, IA) ==
d(rr, 2;) + d(z, u) et dQ/, u) = dQ/, 2;) + d{z, u).

Le 2) s'obtient en utilisant 1) avec u e [x,u\ D [^,0;] n [z,uj\.
Un élément g ç G respecte les demi-géodésiques et les distances, donc

si [z,uj] = [x,uj\ n [y,uj}, on a [g(z),g{uj)\ = [g(x),g(uj)} n [^(î/),^(a;)] et
d(g(y),g(z)) - d(g(x), g(z)) = d(y, z) - d(x, z\ d'où 3).

Pour montrer 4), on remarque que si y == n{x) avec n ç. N^, comme il y a
des éléments z qui vérifient n(z) = z^ on a la relation < rc, z\ uj >=< y^ z\ uj >
en appliquant 3) an . Ceci entraine, d'après 2), l'égalité demandée.

Réciproquement, si < x,y\uj >= 0 les sommets x ^ y ont le même numéro
car leur distance est paire, il existe donc dans G un élément g qui envoie
la demi-géodésique [x,u}} sur [y,uj\. Un tel g vérifie g(x) = y et g(uj) = u.
Donc g e B^. Pour montrer que g € A^;, on remarque que tout sommet de
[rr.o;] H [y,uj] est équidistant de x et de y , donc est fixé par g .

Pour démontrer 5), on se donne une géodésique (xk) avec XQ = 0 et
[xn\n > 0] C a;, et un élément r e G tel que T^) = x^i-

Tout élément b ç B^ s'écrit alors & = nr^ avec n € A^j et < = ^(&), d'où

< &(0),0;o; >=<nTl(0),0,uJ ^^(O^O;^ >=<rr2f,rro;o; >= 2L

Enfin si g = /c&, on a

< g(P}^ o; ̂ (o;) >=< &(0), o; /c-^(o;) >=< 6(0), o; ̂  >;
les égalités annoncées s'en déduisent. •

On part d'une géodésique [a/\uj\ pointée par un sommet 0 == XQ, on
considère le groupe K = Go, il opère transitivement sur l'espace des bouts
f2, qui s'identifie à l'espace quotient K / N o . En effet KÇ\B, qui est le fixateur
de uj dans K, est aussi le fixateur de 0 dans B, d'où No = K D B.
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Comme dans le cas de PGL^k), où l'espace des bouts a une structure de
droite projective sur k, on peut essayer d'étudier le complémentaire du point
à l'infini qui généraliserait la droite affine.

L'ensemble n s'identifie à G / B comme espace homogène sous G, une fois
choisi le bout uj.

Partant de la décomposition de Bruhat de G = B U BwB, on déduit la
décomposition

G / B = N w / H U B / B ,
la classe B/B correspond au point à l'infini, et comme w normalise H ,
l'ensemble G / B - B / B correspond à N / H .

Ainsi, à tout bout 0:1 7^ uj on associe un élément n e N, tel que n{uj') = uj\.
On remarque ensuite que H est le stabilisateur dans N de la géodésique
[o/,o;], donc le bout 71(0;') définit nH. Ceci explicite la bijection de fl. - {a;}
avec N / H .

Dans le cas de PGL^k), bien que N / H n'ait pas de structure de groupe,
on peut l'identifier à k . La proposition suivante vise à généraliser la formule

/ i oVi t\( i o\_( o t\
[-t-^ l ) [ o l)[-^ l l - [ - t - 1 0;

Proposition 1.5.7 1) Soit ne N - H , il existe n' G N - H tel que

wnw = n'wb avec b € B.

De plus n étant donné, la classe n'H est unique et ne dépend que de nH.
On désignera par ^p l'application de N / H - H dans N / H - H , définie par

^(nH) = n'H.
2) On a ̂ {nH) = w^nH, et v(n') = -v(n).
De plus si v(n) = k, pour tout l > 0, on a (p(nNk-i) = ̂ (n)N-k-i'
3) Enfin, pour un b vérifiant wnw = n'wb, on a v^(b) = v(n}

Corollaire 1.5.8 Pour tout n e N - H , il existe n', n" C N - H tels que

wn'wnwn" = Tk

avec k = v{n) = -v{n') = -v(n")

Corollaire 1.5.9 Si q-2 ̂  1 le groupe < N,w> est égal à G.
Si 92 = 1, ce qui correspond à un arbre homogène non numéroté, le groupe

< N,w > est le sous-groupe d'indice deux des éléments de G qui conservent
la numérotation de l'arbre homogène sous'jacent.
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Démonstration: Pour cette démonstration, le lecteur aura intérêt à faire une
figure. Soit n ç N - H , alors n(uj) = u et n(o/) ̂  a/. On pose k = v(n), on
sait que Xk est la projection de n(o/) sur la géodésique [a;', a;].

On vérifie que wnw(a/) = a/ et que wnw{u) = wn(c</). Donc l'image par
wnw de la géodésique [a;', a;] est la géodésique [o/,wn(o/)]. On choisit n1 ç. N
tel que n'(a/) = wn(o/), ceci est possible car wnw{uj>) ̂  a;, n étant choisi par
hypothèse en dehors de H.

Ainsi n'w(uj) = wnw(o;), et l'élément g ç. G défini par wnw = n'w^ vérifie
g(uj) = a;, donc g ç: B.

On a vu plus haut, que le bout n(o/) est défini par nH, ainsi son image par
w, qui est le bout n'(o/), définit n ' H . Ceci prouve que ^ est une application
de N / H sur 7V/^, d'où 1).

Pour vérifier 2), on remarque que le carrefour de (a;, a;'\n(ijj')) est rr^,
on en déduit que le carrefour de (a/,a;,wn(a/)) est w(rcfc) = ^-fc- Comme
wn(a/) = n'(a/), on en déduit que la projection de n'(ci/) sur la géodésique
[a/',0;] est rr-fc, d'où i^n') = —A;.

On part de wnw = n'wb, de même on écrit wn'w = n"wV', d'où w'2nw =
n"wb'b\ on remarque que w2 ç. H donc wb'bw~1 € 7V, ce qui n'est possible
que si b'b e H = N H B^. D'où w2^ = n"H. Ainsi ^(n) = w^nH.

On choisit ni e nNiç-i. On écrit wnw = n'wb et wn'w = n'iW&i avec des
notations évidentes. On a n\(xk} = n{xk} = Xk et n\(xk-i} = n(rKfc-f).

Donc les géodésiques [n{u'),uj\ et [n\(u'),u\ ont en commun la demi-
géodésique [n(xk-i)^}.

En considérant leur image par w on voit que les géodésiques [a;7, n'(a/)] et
[a/,n'i(ci/)] ont en commun la demi-géodésique [uj^wn(xk-i)]'

Le point wn(xk-i) est à distance l de rr-^ qui est à la fois le carrefour de
(o;,a/,wn(o/)) et celui de (a;, a;'',wni(a/)).

Les géodésiques [a;, ni (a;')] (resp. [a;, n'i (a;')) sont donc la réunion des demi-
géodésiques [o;,-Â:] et [-A;,wn(o/]) (resp.[-A;,wni(o/)]), la partie extérieure
à [uj',uj\ étant l'image par n' (resp. n[) de la demi-géodésique [uj',Xk-\Y

On en déduit que wn{xk-i) = n\x-k-i), et que wn^{xk-i) = n[(x-k-i)'
D'où n'{-k -l) = n[{-k - l), c'est à dire que n[ e n'N-k-i-
On considère (^-1 et on obtient l'égalité y(nNk-i) = y{n)Nk-i.
Enfin on va montrer que v^(b) = v(n). En effet b = w'^n'^wn.
On suppose d'abord k > 0, alors n(a-o) == rro, d'où b(xo) = w-ln/_l(a:o)•

Comme î;(n'~1) = -A;, n'"^^) se projette en Xk sur [a;', a;] et est à distance
\k\ de sa projection. On en déduit que b(xo) se projette en x-k sur cette
géodésique et est à distance \k\ de sa projection.

Donc < b(xo),xo,(jj >= 2fc, d'où ^(6) = fc, car 6(0;) = u.
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Dans le cas où n ^ No, on part de wnw = n'wb et que l'on écrit sous la
forme wn'w = (w^n^wb^. On remarque que w^n ç. N, car w2 e H et que
v(n') == —fc < 0. D'où ^(&~1) = —A;, ceci implique i/(b) = k.

Pour démontrer le premier corollaire, on part de wnw = n'wb et on écrit
h = r^n", avec n" e 7V d'où w'W^wmW"1 = T^. On sait que n'^f est
déterminé et que k = v(n) = —v{n').

On effectue la transformation g \—^ w'^g^w^ on remarque que l'on a
w~lT~kw = r^/i, avec h e Jif, et on obtient la relation

r^ = w~lntfw~ln~lw~ln/w2h~l.

Ceci donne une décomposition de wn^w du type cherché, ainsi l'on a
v{n"w~2) = —î;(n~1) = —î;(n) == —A;. De plus on voit que n"H est déterminé
par n~1, d'où le corollaire. On aurait pu utiliser ce corollaire pour préciser
par le calcul (p{nNk-i)'

Le deuxième corollaire se démontre en constatant que si 92 7^ l? l'élément
T ç< N^w >, car il existe des éléments dans N dont la valuation v est égale
à 1, et on applique le premier corollaire. Comme, d'après la décomposition
de Bruhat, G est engendré par w, T, N, on en déduit le corollaire dans ce cas.

Dans le cas OM q^ = 1, \e groupe < JV.w >, qui est engendré par des
éléments qui fixent un sommet de numéro 1, sera contenu dans le sous-groupe
de G qui conserverait la numérotation de l'arbre homogène sous-jacent à
l'arbre de type (ci, 1) considéré.

Comme il existe des éléments dans N de valuation 2, l'élément r2 sera
dans < w^N >, et la décomposition de Bruhat appliquée à G"*", qui est le
groupe des éléments qui conservent la parité, G^ = B^ U B^wB^, avec
B^ =G^ nB = T^N, montrera alors que G^ =< w, N > . •

Remarque Dans le cas de PGI/2, il y a une section naturelle de N / H égale à
fc réalisé comme groupe des matrices unipotentes supérieures: on peut choisir
la presque-involution (/?, définie sur fc*, (p(x) = x~1. Dans tous les cas le 2)
prouve qu'elle est continue sur N / H et permettra même de déterminer son
jacobien.

De manière analogue la proposition suivante donne une décomposition de
K liée à l'action de K sur f2.

Proposition 1.5.10 On rappelle qu'on a choisi un sommet 0, une géodési-
que dont B est le fixateur du bout oo, un élément w qui fixe 0, et échange les
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bouts de la géodésique, on a

K = NowNo U wN-iwNo.

Pour k e K, on désigne par Xp(k) la projection de k(u}) sur [a;', a;], qui est le
carrefour des trois bouts (fc(a;),a;,a/), et qui est définie s'ils sont distincts.

Dans cette décomposition, on a

p(k) = v(n) >0 si k € nwNo
p(k) = -v(n) < 0 si k 6 uinwNo.

Démonstration: On a k(uj) -^ u , sauf si k e No, d'où k(uj) e A/w(o;), et on
peut écrire fc = m/A. Si n ç No alors b = w^n'"1^ e Jf, d'où b ç BDJC = No.
On désigne par l=v(n) > 0.

On sait que ̂  est la projection de n{uj') sur [a;7, a;]. Comme k(uj) = n(ci/),
on a ici p(fc) = l, d'où l'égalité p(A;) = v(n).

Le cas où k(u}) = uj' correspond à k ç. HwNo qui est le seul cas où v(n)
n'est pas défini. On pourrait poser a/ = rc-oo et v(H) = -oo.

Dans le cas où n ^ No, on écrit nw = wn'wb, avec v(n') = —i;(n) > 1.
D'où k == wn'wb' avec &' e B et n' e Nr Or &' e J9 H ̂  = No. Ceci montre
que A; e wNiwNo. C'est encore vrai si A; e No = wHwNo.

D'où la décomposition de J^.
On a ^"^(a;) = n'w{uj}, on en déduit que rc-p(fc) == ^"^^(fc)) est le

carrefour des bouts (n'(o/),a/,o;), d'où —p(k) = ^(Ti7) si n' ^ H.
Dans le cas où k(uj) = ci;, alors k ç: No = wHwNo^ on peut poser p(k) =

oo = -v(H).
La caractérisation donnée ci-dessus des éléments de K, par leur projec-

tion, précise l'unicité dans cette décomposition, et prouve en tout cas que la
réunion est disjointe. •

On remarque aisément que v(n) ne dépend que de la classe IïnH\ en
effet H est un sous-groupe des groupes TVfc, ceux-ci sont donc des réunions
de classes bilatères modulo H^ il en est de même des différences N^ qui
définissent v.

On peut s'intéresser à la réciproque, à savoir si les valuations paramétri-
sent les doubles classes de H \ N / H .

La réponse à cette question qui dépend du groupe (7, qui est positive dans
le cas de Ç, est donnée par la proposition suivante.
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Proposition 1.5.11 Soit G un groupe doublement transitif,
II y a équivalence entre 1) etÏ), où
1) Pour n,n' e N, l'égalité v(n) = vÇn') implique HnH = H n ' H .
2) Le groupe G est faiblement triplement transitif.

Démonstration: Pour montrer que 2) implique 1), on se donne n,n' comme
dans l'énoncé, et on pose k = v{n) = v(n'). Les deux triplets de bouts
(o;,a/,n(o;)) et (uj ,o/, n1(ci;)) ont même carrefour rr^, d'après 1.4.2, il existe
g ç. G qui envoie la première situation sur la seconde, à savoir g qui fixe
uj,uj\Xk et tel que ^(n(o/)) = n^o/). On voit donc que g e H, on considère
ensuite n'~^gn^ et on voit que cet élément fixe a;, a;', Xki d'où n'^gn € J7,
ce qui prouve que n1 € HnH.

Pour montrer que 1) implique 2), on se ramène, en faisant agir G sur la
situation à la donnée suivante, deux bouts 0:1, uj^ distincts de ci;,o/ tels que
les carrefours Xk de (a;, ci/, 0:1) et xi de (a;, a;', 0^2) soient de même numéro,
ce qui signifie que k et l ont même parité.

Ceci est toujours possible, car le groupe G étant transitif sur les géodé-
siques, on peut, étant donnés trois bouts distincts, envoyer par un élément
de G les deux premiers sur uj et a/. Par cette action, les carrefours des trois
bouts conservent leur numéro. On peut supposer ensuite que Xk = Xi, quitte
à faire agir une puissance de r, à savoir fc^-1 .

On considère alors n ç. N et n' ç N tels que n(ci/) = uj\ et n'(o/) = 0:2.
Comme v(n} = k = l = v(n'), d'après 1) n1 ç. hnH avec h ç. H . L'élément h
envoie donc c^i sur 0:2 et fixe uj et u ' . D'où 2). •

Avant de passer à la section suivante on remarquera que

T'NkT-1 = NWI-

la démonstration est presque évidente une fois que l'on a remarqué que

Nk = G^k H B, que r e B, et que gGxg~1 = Gg^y

1.6 Autres arbres numérotés et réguliers
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Définition 1.6.1 On dit qu'un arbre numéroté 5 par un ensemble fini J, et
sans sommet pendant 6, est régulier, si pour tout i ç. I et pour tout sommet
de numéro î, le nombre d'arêtes le contenant et contenant un sommet de
numéro j est une constante, notée m(î,j).

Définition 1.6.2 On appelle arbre épais un arbre dans lequel tout sommet
appartient à au moins 3 arêtes.

Remarque7 On peut vérifier aisément qu'un arbre numéroté est régulier si
et seulement le groupe des automorphismes de cet arbre qui respectent la
numérotation est pour chaque numéro transitif sur l'ensemble des sommets
de ce numéro. En particulier un arbre régulier est épais, si et seulement si
Eje77n(î,j) > 2 pour tout i e I .

On remarque que dans un arbre épais, tout chemin fini [ r ro , . . . , Xn] qui est
géodésique peut être prolongé dans les deux sens par un chemin le contenant
[rr-i,. . . ,rrn+i] qui est géodésique, car Xn (resp. xo) est lié par une arête à un
sommet y -^ a-n-i, (resp. z ^ Xo) et on choisit alors Xn-^i = y (resp. rr-i = z).

Ainsi tout chemin géodésique est contenu dans une géodésique maximale
qui est doublement infinie.

Soit A un arbre régulier épais numéroté par l'ensemble I . On considère
la matrice M = (m(î,j)). La matrice M permet de définir une structure
de graphe (orienté) sur I . Deux éléments ij sont liés, si et seulement si
m(ij) ^ 0. On appelle chemin sur I une suite de sommets liés. Comme
les arêtes de A ne sont pas orientées, la condition m(î,j) -^ 0 implique
m(j, i) ^ 0. Comme A est un arbre, il existe des chemins liant tout couple
des sommets. Ainsi la matrice M est irréductible8.

L'application de numérotation de l'ensemble des sommets de A dans /,
définit une application de l'ensemble des demi-géodésiques dans 7^, et induit
une application de l'ensemble ^ des bouts de A dans un ensemble quotient
de i^, à savoir l'image par la relation d'équivalence sur les demi-géodésiques
définissant les bouts:

(^) =E (<J <=^3kç^peN\n>p-^in= 4+fc-
5 On rappelle qu'un arbre est numéroté, ou colorié, par J, s'il existe une surjection de

l'ensemble des sommets de l'arbre dans I .
^n sommet de numéro i sera dit pendant, ou extrémal, s'il n'est lié qu'a un seul

sommet.
7 Remarque suggérée par G.Rousseau
^ne matrice M est dite irréductible, si pour tout couple d'indices ij € Z, il existe une

puissance de M dont le coefficient d'indice (i,j) est non nul.
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On appelle encore "numérotation", ou coloration d'un bout, la classe ainsi
définie, cette "numérotation" est clairement invariante par les automorphis-
mes de l'arbre.

On vérifie qu'un chemin (îp)o^p^m sur J, sans aller et retour, se relève
toujours dans A en un chemin géodésique issu de n'importe quel sommet de
numéro io.

Deux chemins sur J, (îp)o<p^m et (^(Xp^m7, tels que im = io et satisfaisant
à im-i 7e io ou à m(im,im-i) > 1 si im-i = IQ, se composent et leur composé
est l'image d'une géodésique issue d'un sommet donné de numéro io.

Montrons que si l'arbre A est régulier et épais, et si les bouts sont dans la
même classe, c'est à dire ont tous le même "numéro", on a, pour tout i € J,
un et un seul j e J, avec m(ij) -^ 0. Ce qui est la définition d'une matrice
monômiale.

Ceci impliquera, compte tenu de ce que m(ij) = 0 <==^ m(j,i) = 0, et
de ce que que M est irréductible, que J a au plus deux éléments: ainsi on
aura montré que l'arbre est homogène ou semi-homogène.

Supposons donc l'ensemble J, = {j\ m(ij) ̂  0}, pour un i e I donné, ne
soit pas réduit à un élément.

Ou bien Card(Jz) > 3, on note alors j, k, l trois éléments distincts de J,.
Ou bien Card(J,) = 2, la relation E rnÇiJ) > 2, montre qu'il existe k e Ji

avec m(î, k) > 2; on note alors j e Jz l'autre élément de J»; et on pose l = k,
pour unifier l'écriture avec le cas précédent.

On considère deux lacets sur I allant de i à î; le premier C = [zp)o<p<m^
avec io = Mi = k,...,im-\ = l,im = ^ le second C' = {i'p)o<p<m, avec
ÎQ = i^i[ = j , . . . ,^_i = l.i'm = ^ ces lacets étant supposés minimaux
pour ces propriétés. L'hypothèse de minimalité implique que ne peut avoir
à la fois j e C et k G C"; on voit qu'on ne peut constituer un chemin
géodésique sur I en composant C ou C' de façon arbitraire et obtenir ainsi
une infinité de demi-géodésiques issues d'un sommet donné de numéro v. ces
demi-géodésiques sont paramétrées par les 2N suites à valeurs C ou C", car au
moins un des cycles C ou C' est repéré par un couple de sommets consécutifs
(ij) ou (z,A;).

Comme chaque bout ne contient qu'un ensemble dénombrable de demi-
géodésiques issues d'un sommet donné, on en déduirait l'existence d'une in-
finité non dénombrable de "numérotations" de bouts. On a donc démontré
le théorème suivant.

Théorème 1.6.1 Les seuls arbres numérotés réguliers et épais, dont le grou-
pe d'automorphismes est transitif sur l'ensemble des bouts, sont les arbres
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homogènes et semi-homogènes.

Montrons maintenant, comment dans le cas d'un arbre A régulier non
épais, mais dont au moins un sommet a une valence supérieure strictement à
2, et dont le groupe des automorphismes est transitif sur l'espace des bouts,
on peut construire un sous-arbre Ao régulier épais, pour lequel l'injection
canonique va induire un isomomorphisme de l'espace des bouts de Ao sur
ceux de A, et un iso.morphisme canonique des groupes d'automorphismes des
deux arbres.

Supposons que pour un io donné on ait E^(îo,j) < 2.
On supposera d'abord que Y,m(ioJ) = 2. Le cas où ^m(ioj) = 1,

correspond à un sommet pendantet sera discuté plus loin.
Ainsi tout sommet de numéro io est donc de valence 2; ce qui se produit

dans l'un des deux cas suivants.
1) Pour un jo, on a m{iojo) = 2.
On va vérifier qu'alors m(jo,jo) = 0, en montrant, par l'absurde, qu'il y

aurait des géodésiques correspondant au cycle (jo,îo,Jo)- Ceci qui est impos-
sible, compte tenu des hypothèses, car on est dans l'une des deux situations
suivantes.

a) |J| > 2. On peut vérifier que, pour tout numéro j G J, il existe des
géodésiques comportant une infinité de sommets de numéro j. Ainsi, il y
aurait plusieurs "numéros" de bouts.

b) 1 = {io^jo}' Deux cas sont à envisager.
Ou bien, 'm(jo^jo) > 2, alors il existe des géodésiques composées exclu-

sivement de sommet de numéro jo. D'où au moins deux "numéros" de bouts,
donc à exclure.

Ou bien m(joijo) == 1. On a m(io,jo) > 1, car il n'y a pas de sommet
pendant.s Si mÇio^Jo) = 1, chaque sommet de l'arbre serait de valence 2, c'est
à dire l'arbre non numéroté sous-jacent serait Z, hypothèse éliminée. Ainsi
^^Oî^o) > 2; il y a donc des géodésiques correspondant au cycle (îo^o)? d'où
au moins deux "numéros" de bouts.

On a ainsi montré que m(jo,jo) = 0.
On pose alors I ' = 1 — {io}^ et on considère l'arbre A' dont les sommets

ceux de A qui sont numérotés par I ' . Ainsi par construction A' est numéroté
par I ' . Les arêtes de A! sont, d'une part les restrictions à A! d'arêtes de
.4, d'autre part celles liant deux sommets de numéro jo, ainsi décrites: un
couple de sommets de numéro jo définit une arête, si et seulement si ils sont
à distance 2 dans A, et si la géodésique de longueur 2 qui les joint contient
un sommet de numéro io.
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2) II existe j,k e J^, avec m(ioj) = m(io,k) = 1. Montrons qu'alors
m(j, k) = 0, sauf dans le cas où |J| == 3, et A est isomorphe à Z, numéroté
par les classes modulo 3, cas éliminé par les hypothèses.

En effet, si m(j,k) ^ 0, il y aurait deux sortes de géodésiques mini-
males liant des sommets de numéro j et de numéro k, les unes de longueur
1, les autres de longueur 2, passant par des sommets de numéro io. Et on
pourrait construire des géodésiques infinies correspondant à une suite de cy-
cles (j,îo,fc). On va vérifier que cela implique que \I\ = 3 : on sait que si
l € 1,1 ̂  ioj.k, il existe une géodésique comportant une infinité de som-
mets de numéro l, d'où au moins deux "numéros" des bouts. De plus on doit
avoir, m(j,fc) = m(kj) = 1, et m(j,îo) = m(Mo) = 1, car, si par exemple
m(j,k) > 1, il y aurait des géodésiques correspondant au cycle (j,io,kj,k)
donc plus qu'un "numéro" de bout. De même, si m(j, io) > 2, il y aurait des
géodésiques corespondant au cycle (j,îo,Mo,^) donc plus qu'un "numéro"
de bout. Le même argument montre enfin que m(j,j) = m{k,k) = 0.

Mais le cas |J| = 3, et m{u,v) = 1, pour u,v <E 1 ,u + v est justement le
cas d'un arbre isomorphe à Z, numéroté par les classes modulo 3, cas qui a
été exclus.

Ainsi m(j, k) == 0, on définit alors un nouvel arbre A1. Il est numéroté par
F = I - {io}, les sommets de A sont ceux de A dont le numéro est différent
de io, les arêtes de A sont, d'une part les arêtes de A composées de sommets
de A, d'autre part les couples de sommets de numéro j, k à distance 2 dans
A.

On vérifie que c'est un arbre régulier numéroté par F avec m'{p,q) =
m(p,ç), sauf si {p,q} = {j,k}, où m\j,k) = m(j,î) et m'ÇkJ) = m(ij). On
vérifie, bien que les distances géodésiques soient modifiées en passant de A a
A, que le groupe des automorphismes de A et de A, ainsi que l'espace des
bouts de A et de A sont naturellement isomorphes.

En itérant ce procédé, on aboutit à un arbre de Bruhat-Tits. On a ainsi
montré

Proposition 1.6.2 Soit A un arbre numéroté régulier, sans sommet pen-
dant, et avec au moins un sommet dont la valence est supérieure ou égale à 3.
On suppose que le groupe d ' automorphismes de A est transitif sur l'ensemble
de ses bouts.

Alors, il existe un sous-arbre A de A, qui est un arbre de Bruhat-Tits et
l'injection de A dans A induit un isomorphisme canonique de l'espace des
bouts de A sur celui de A et du groupe des automorphismes de A sur celui
de A.
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Remarques
1) Dans le cas où tous les sommets sont de valence 2, l'arbre non numéroté

est isomorphe à Z qui a deux bouts. Le groupe des automorphismes de l'arbre
est le sous-groupe du groupe diédral infini qui respecte la numérotation, il
contient des translations, et peut contenir ou non, des symétries, il en contient
si et seulement, il est transitif sur l'ensemble de deux bouts.

2) Dans le cas où il y a des sommets pendants, toute demi-géodésique
maximale ne définit pas forcément un bout, car elle peut se terminer par
un sommet pendant; on peut encore supprimer ces sommets, et en supposant
l'arbre initial A infini, obtenir une projection de A sur un arbre A^ homogène
ou semi-homogène, induisant un isomorphisme des ensembles de bouts, mais
seulement un épimorphisme du groupe des automorphismes de A sur celui
de A.

1.7 Mesures sur G, K^ mesure quasi-invariante sur G/B

On remarque que le groupe G, dans le cas de l'arbre semi-homogène, est
engendré par les fixateurs des sommets. En effet, étant donnés g ç. G et un
sommet rc, on sait qu'on peut choisisir un sommet z équidistant de x et de
y == g(x) car x et y sont de même numéro. On choisit h G Gz avec h(x) = i/,
ce qui est toujours possible.

D'où g G GyhGx C GyGzGx^ ainsi G est engendré par des groupes com-
pacts, d'où on déduit qu'il est unimodulaire pour une mesure de Haar.

Pour définir une mesure de Haar p, sur G, on va choisir un sommet 0 = XQ,
on désigne par K == Go et on va normaliser la mesure /A par p,{K} = 1.
Comme G = KB, on sait d'après [W], qu'en choisissant une mesure de Haar
à droite drb sur B, normalisée par f^nB^rb = 1, et

dfi{kb) = dkdrb

définit la mesure de Haar sur G telle que p^(K) = 1.
Le groupe B = U^zr^TV est donc une réunion de translatés de N . Pour

déterminer une mesure sur £?, on commence par déterminer une mesure du
sur N , qui est unimodulaire, car c'est une réunion de groupes compacts (les
Nfe). Comme B H K = NQ, on doit avoir m(No) = 1, où m désigne le volume
pour cette mesure.

On utilise ensuite que [N^ '• A^fc-i] == Ci et que [A^fc+i : A^fc] = Ç2?
démontré dans la proposition 14.
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II s'ensuit que mÇN-^k} = (çi^ et m{N'2k+i) = (9192)^2, ceci simplement
par itération de la formule précédente quand k est positif, et pour k négatif,
on utilise ̂ ^ = [No : N21,} = (çi^)^.

On considère ensuite sur B la mesure dib définie par

^f(b)dlb=^^f(rln)dn.
w

Cette mesure est invariante à gauche, car elle l'est trivialement par multipli-
cation à gauche par T, et qu'elle l'est aussi par multiplication à gauche par
un élément de AT, car N < B, et dn est une mesure de Haar sur N.

Donc dib est une mesure de Haar à gauche pour B.
Pour déterminer une mesure de Haar à droite, il faut déterminer l'inverse

6 du module9 de B. Ce module 6~1 est trivial sur N, car il est une réunion de
compacts, il reste à déterminer 6{r). Or on a la formule suivante TiNkï-1 =
Nfc+2Z et comme ̂ ^ = (çi^V, on en déduit que 6(r1) = (q^)\ d'où

6(b) = (çi^)^.

On en déduit que la mesure de Haar ^ ainsi normalisée est donnée par

/ f(g)d^(g) = I E / f^n^q^dkdn.
JG JK ^ç^ • /^v

Une des conséquences de la théorie de la mesure de Haar est que la forme

f f= I f(k)dk
J G / B J K

est une forme linéaire, invariante par translation à gauche par les éléments
de G, sur l'espace des fonctions vérifiant

f(gb)=6-\b)f{g)

et dont la restriction à K est intégrable, et toute forme G-invariante sur le
même espace lui est proportionnelle.

Remarque Pour ce choix de la mesure de Haar sur G, il est intéressant de
connaître le volume des sous-groupes compacts maximaux de G, qui sont les
fixateurs des sommets.

^n rappelle que le module de B est l'homomorphisme défini sur B par x ̂  d{x db ^
lorsque db est mesure de Haar à droite ou à gauche de B.
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Soit x un sommet de numéro 1, comme G est transitif sur les sommets
de numéro donné, il existe g ç G tel que x = g(0), alors G^ = gKg~1 d'où
^(Gx) = /-A(^) = 1, car JJL est invariante à droite et à gauche.

Pour des sommets de numéro 2, dont les fixateurs sont conjugués, il suffira
de connaître /^(Go-J, où rri est un sommet voisin de 0. Pour déterminer son
volume, on considère le groupe 1 = K H G^, qui est le fixateur de l'arête
[0,a;i], et on vérifie aisément, vu la transitivité du groupe G sur les sphères,
que les ensembles quotients K / I (resp. G^AO, s'identifient aux sphères de
rayon 1, centrées en 0 (resp. a;i). D'où

[ K : I } = — — — , e t [ G ^ : I ] = 1

çi+r L Al ' ç2+r
Ceci prouve que si y est un sommet de numéro 2, le volume de G y est

donné par

^•'-tTT
Au passage on a prouvé que celui de 1 est donné par

1
KI)= ç i+r

II en sera de même pour les fixateurs des arêtes, qui sont conjuguées de / par
G, car G est transitif sur les arêtes.

Avant de continuer la détermination des mesures, il est nécessaire de
connaître le cardinal des sphères.

Lemme 1.7.1 Soit x un sommet de numéro i, alors le cardinal des sphères
centrées en x est donné par:

f (1+^(^2)' sin=2k
\ (qi + IXçi^ si n = 2k + 1'^•""'ite+î

Démonstration: La démonstration se fait par récurrence, on commence par
remarquer que la sphère unité a g» + 1 éléments, ensuite pour passer de la
sphère de rayon n à celle de rayon n + 1, on remarque que tout sommet de
la sphère S(x, n) est situé sur qj segments liant a; à un sommet de la sphère
«S'(rr, n-\-1), où j est le numéro d'un sommet à distance n de rc, ce qui entraîne
que \S(x,n + 1)| = qj\S(x,n)\. Comme pour n pair j = i et pour n impair
j = 3 — î, on en déduit le lemme. •
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II est intéressant et utile de connaître la décomposition de la mesure de
Haar liée à la décomposition de Cartan.

Comme les classes dans cette décomposition sont ouvertes et compactes,
la mesure /^, notée aussi dg, est donnée par la formule :

I f(g)dg =f^^KTlK) I fÇk^k^dhdkî.
JG i_n JKxK1=0

Cette formule est évidente, et il ne reste qu'à préciser la valeur de ^(K^K).
Pour ( = 0, on a seulement p,(K) = 1.
Sinon on remarque que K^K s'identifie au quotient de K x K par Ii =

K^^KT-^G^^.
Donc ^(K^K) = [K : Jf], et cet indice est le cardinal de l'ensemble

quotient K/G[^^, qui s'identifie aux orbites de x-n sous K, donc à la sphère
de centre 0 et de rayon 2^, car K y opère transitivement. Comme

|5(0,20|=(1+^-)(<M2^
Qi

on obtient ainsi la formule

/ f{g)dg= I ?)^+Ê(1+-^)(^2)^ /_ fÇk^k^dhdh.
JG JK 7^1 Cl JKxK

On va dans cette partie étudier une autre forme de fç^- ^n considère
sur l'espace des fonctions, vérifiant

f(gb) = (T^)/^), pour g € C7, b e B,

la forme linéaire
J{f)=f^f{nw)dn

définie au moins pour les fonctions positives.
On va montrer que cette forme est invariante par les translations à gauche

par les éléments de G, et pour cela, on le vérifiera pour des générateurs de
G, à savoir N,T et w.

On désigne par fn le translaté défini par f^g) = fÇh^g).
Il est évident que si n e N on a J(fn) = J(f). car la mesure dn est une

mesure de Haar.
On va expliciter fr, on a fr(nw) = /(ï-^rr-^).
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Or n' = r~^nr ç. N , et l'application n \—^ n1 est une bijection mesurable
de N dont le module

ÎPM-
On en déduit que frÇnw) = f(n'w)6[r), ce qui en intégrant donne J(/r) =

W
On remarque que pour les fonctions vérifiant f(gb) = Ô^Ç^fÇg),

on a f(nhw) = fÇnwÇw^hw)) == /(nw), car w^hw e H c N.
Ainsi dans l'intégrale définissant J, on peut écrire J(/) = fj^,jf f(nw)dn.
Pour prouver l'invariance par w, on établira un lemme donnant le jacobien

de la transformation y? définie dans la proposition 1.5.5.

Lemme 1.7.2 On pose pour n e N / H — H , (p(n) = n ' H , où wnw == n'wb.
Pour une fonction positive h définie, ou une fonction de C^°(N/H — H)

continue à support compact sur N / H — H , on a:

fî^n^q^dn = [ f { n ) d n
J N j ri JN/H

Démonstration: On va démontrer cette formule pour une famille génératrice
de C^ÇN/H), les fonctions fn,k-{-i caractéristiques des ensembles nA^, avec
v(n) = k et l > 0.

Dans ce cas, on a fn,k-^-i ° ̂  == fn^-k+ii d'après le 2) de la proposition 17,
et la première intégrale vaut mÇN-k^Çqiq^, car / o (p a comme support
n'N^-i C N1^

La deuxième intégrale vaut donc m(Nk-^-i}. Ces deux expressions sont
égales, car on sait que m(Nr^s) = (çi^^W)-

Ceci démontre le lemme pour les fonctions continues à support compact
sur N / H nulles en H^ et pour les fonctions positives sur N / H . •

Pour montrer l'invariance de J, il reste encore à étudier J(/w), et comme
w € w^H, on va considérer /w-i-

On a fw-^^w} = f{wnw)= f(n'wb} = f(nfw)6~l(b).
Or v(b) == v{n) = -v{n'), et comme 6{b) = (çi^)^,

on a fw-^nw) = fÇ^Ww)^^)-^,
et on en déduit que

^(/w-l )=./(/)• ^
On a ainsi montré

Proposition 1.7.3 La forme linéaire J sur l'espace des fonctions f vérifiant

fW=6-l(b)f(g^ p o u r g ^ G ^ b e B ^



ARBRES DE BRUHAT-TITS ET GROUPES OPÉRANT SUR CES ARBRES 61

est invariante par translations à gauche par les éléments de G.

Il ne reste plus qu'à comparer J et f^/p. D'après [W], on sait que ces deux
formes sont proportionnelles, donc J = c^/g. Pour déterminer la constante
c, on choisira la fonction / qui vérifie f(gb) = Ô^Ç^fÇg) dont la restriction
f\K à K est la fonction caractéristique de NowNo.

Ceci donne 1 = J{f) == cfç^ f = m{NowNo).
On sait par ailleurs que m(K) = m(NowNo-}-m(wN-iwNo), or comme la

mesure est invariante, on a m(wN-iwNo) = m(ALiwTVo), et il ne reste plus
qu'à comparer les ensembles NowNo et N^wNo.

Le premier contient le second, et si k décrit NowNo, le sommet k{x\) décrit
l'ensemble No(x-\) qui est l'ensemble des sommets de la sphère S(xo, 1) autre
que rci, alors que si k e N-]_wNo, on a k(xi) = rc_i.

Donc NowNo est une réunion de translatés de ALiwNo paramétrée par
les sommets de S(xo, 1) autre que rri, d'où m(NowNo) == qim(wN^wNo).

On en déduit que m(NowNo) = -^-r.
On a ainsi montré

Proposition 1.7.4 On a

j = ( i+ l ) / .
Cl J G / B

On va utiliser cette proposition pour décrire la mesure de K exprimée
sous la forme wN-^wNo D NowNo.

Corollaire 1.7.5 On a pour la mesure de Haar sur K

[ fÇnwn^dndn' + / fÇwnwn^dndn' = (1 + -!-) ( f(k)dk .
JNoxNo J N - ï x N o q\ J K

Démonstration: On notera I ( f ) la somme des deux intégrales figurant à
gauche dans la formule ci-dessus. On commence par une fonction / dont le
support est NowNo. On suppose / positive et on la rend invariante à droite
par No, ce qui définit f'{k) = {^ f(kn)dn.

Soit F la fonction définie sur G qui vérifie, pour g ç. G et b ç. B, la
relation F{gb) = (^(^F^), et dont la restriction à K est égale à /'.

On compare alors J(F) = J^ f(riw)dn et fç^ F = SK î'Wdk.
On a

J(F) = / f(nw)dn = / f[nwn')dndn'.
JN JNxNo
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Or le support de / est NowNo, donc dans l'intégrale ci-dessus on peut limiter
à NQ l'intégration par rapport à dn, ce qui montre dans ce cas J ( F ) == J(/),
car le support de / ne rencontre pas wN-^wNo.

Par ailleurs on remarque, en appliquant le théorème de Fubini, que l'on a
SK fWdk = SK fW^k, d'où le corollaire pour / en appliquant la proposition
précédente à F.

' On suppose ensuite que le support de /est wN-^wNo. On considère alors
la fonction g = /u,, son support est ALiwNo, et on a l'égalité

(1 + —) / g(k}dk = I gÇnwn^dndn'.
q\ JK JNoxNo

On en déduit l'égalité recherchée pour /, en remarquant que, d'une part
l'intégrale sur K de / et g sont égales car dk est une mesure de Haar, d'autre
part que le support de g est ALiwTVo, donc dans l'intégrale de gauche on peut
limiter à ALi x No l'ensemble d'intégration.

Le cas général s'en déduit, car toute fonction sur K est trivialement une
somme de fonctions de deux types précédents. •

1.8 Mesures sur fî, noyau de Poisson

Soit x un sommet, on sait que le groupe Gx opère continûment et de
façon transitive sur fl,. On choisit un bout a;; comme le groupe B^ est fermé,
l'espace des bouts s'identifie à K / K D B^ comme espace homogène sous Kx.

D'où une mesure fx sur Q invariante par K^, unique si on la suppose
normalisée par ^a-(^) = 1-

Cette mesure vérifie, pour d(x^y) = n,

^^ = Card(S,,n)'

En effet on a g(^ïx,y) = ^g{x)^(y), ceci entraîne que i^x(^x,y) = ^(^,2), si
d(x,y) = d{x,z), car Gx est transitif sur les sphères de centre x, et on sait
que fî est la réunion disjointe des ^ïx,y quand y parcourt S{x,n).

Enfin, comme les ensembles Q.^y quand y parcourt l'arbre, forment une
base de la topologie de f2, on en déduit que la mesure Vx est caractérisée par
ses valeurs sur ces ensembles. On a ainsi prouvé, en reportant les résultats
du lemme 1.7.1
Proposition 1.8.1 Soit x un sommet de V arbre, dont on notera i le numéro.
Il existe une unique mesure Vy, sur fl vérifiant l'une des propriétés suivantes
qui sont équivalentes.
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1) La mesure î/a. est invariante par le groupe Gx.
2) La mesure v^ vérifie, pour tout y tel que d(x, y) = n, la relation

v (0 \= 1 = j ÎTT^i^)^ si n = 2k
yx( ^ ~ Card(^,,) - \ ^(q^)-' si n = 2k + 1

On désigne par Tg, où g e G', la représentation régulière gauche sur L(îî)
définie par

W^=f(g-^

Proposition 1.8.2 On a la formule

f^Tgf(uj)dVg^) = ̂ f^)d^).

Démonstration: Pour établir cette égalité, on se contentera de considérer
la famille génératrice de C(S^) constituée des f^y, qui sont les fonctions
caratéristiques des ensembles ^ïx,yi quand y parcourt l'arbre.

Pour / = /^, on a Tgf^^y = fg(x),g(y), car ces deux fonctions ne prennent
que la valeur 1 ou 0, et on a

Tgfx^) = 1 ^> 9~1^) e ̂  <=> ̂  e g(^y) = ̂ ,g(y).

L'intégrale de gauche, qui est égale à f^ fg(x\g(y)dvg^(ijj), vaut donc

(̂.)(",(.),,(.)) = \s(g(x[g(y))\-

Comme g est une isométrie, \S(g(x),g{y))\ = \S(x,y)\, et comme cette
dernière expression est égale à la seconde intégrale, on obtient ainsi l'égalité
des deux intégrales, d'où la proposition. •

Corollaire 1.8.3 On a la propriété de moyenne Suivante

1 ^
l^.n)]^^-^

Démonstration: On se donne un entier n, et on choisit un sommet y sur la
sphère S(x, n), on considère alors la forme fc^x^î Tkf{i^)dkdvy{uj) définie pour
/ € C(^t)^ la mesure sur Gx étant supposée normalisée.

Par construction, cette forme sur C(^2) est invariante par C'a;, elle vaut 1
si / est la fonction constante égale à 1 sur f2, donc elle est égale à ^(/).
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On obtient, en intégrant d'abord sur ^2, et en utilisant la formule précé-
dente appliquée à A;"1 la relation

/, ^k(y)(f)dk=^(f).^GX

On en déduit la formule demandée en remarquant que S(x,n) est l'orbite de
y sous Gx. •

II est donc naturel d'étudier le quotient des mesures v en des points dis-
tincts.

Définition 1.8.1 On appelle noyau de Poisson K la dérivée de Radon-Ni-
kodym

dvy(u}
K{x,y,u)=—y——.

dv^uJ)

On a

Proposition 1.8.4 Le noyau de Poisson est donné par la formule

r^f \ ^ ~^ q^V^ i———<xv^>K(x^u) = ——————^2< ^ >,
{ ' g^V^

où i est le numéro de x, et j celui de y.
En particulier si x et y sont de même numéro, on a

K(x^u;)=^q2<x^>^

De plus K(x^y\.) est continu.

Corollaire 1.8.5 Le noyau de Poisson est harmonique, c'est à dire qu'il
vérifie la propriété de moyenne suivante

^.s,^'-'1^'1'
Démonstration: Pour démontrer la formule donnant K^ on va poser

r̂ = ̂ (1 + ̂ v^,
Ci
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où i est le numéro de x, et dans ces conditions la formule à démontrer se
ramène à

^=v^———,
d^\^)

compte tenu de la formule de cocycle de <, ; >, il suffira de démontrer cette
formule pour deux sommets x,y voisins, et pour cela d'évaluer Vx(?'x,z} et
^y(^x,z)^ pour des z à distance paire de x : soit d(rr, z) = 2n.

Deux cas peuvent se produire, soit x e [ y , z\ et alors d(rr, z) = d{y, z) - 1,
soit y e [x, z} et alors d(x, z) = d(y, z) + 1.

Dans le premier cas, d(y, z) = 2n+l, on a donc, pour u) ç. f^, la relation
< rr, y; u >= d(x, z) - d(y, z) = -1, d'où

(̂̂ ,.) = ——r^)^ , ^(^,z) = ——(q^y.
• m l-~^ Qj

d'où

'-("•••)=(,^^("")=^(^
Et dans ce cas, on a ̂ ^^ = .̂ MÏ"1-
Dans l'autre cas, on a < x,y\uj >= 1 pour u e fl,^,z et

^(^.) = r1^^1^2)71"1 ' ̂ -) = ̂ (^)n-l-

on a alors ̂ g^ = ^92.
Ceci prouve que les mesures ̂  et /^/^/çi^^'^'^ coïncident sur les en-

sembles f^a.^ avec d(x,z) pair qui, comme on le voit aisément, forment une
base de la topologie de f2; il s'ensuit que ces mesures coïncident sur C(Q.).

Ceci établit la formule demandée dans le cas de deux sommets voisins.
Elle s'en déduit donc dans tous le cas.

La formule donnant K montre, de façon triviale, que K(x,y\.) est con-
tinue sur Q..

Enfin, pour démontrer le corollaire, on part du corollaire de la proposition
précédente, qui donne \s(x,n)\ ̂ yçs(x,n) K(x, y , uj)d^(uj) = d^(^), quand on
a remplacé dvy(uS) par sa valeur K(x, y\uj)dvx(^)\ on conclut, en utilisant la
continuité de K(x^y\uj)^ et le fait qu'une fonction continue sur fî, z/a.-presque
partout nulle, est nulle partout. •
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1.9 Probabilités et martingales

On peut, étant donné le sommet x^ considérer la marche aléatoire Xn
sur l'arbre qui s'éloigne de x, de façon "isotrope", c'est à dire associée au
processus de Markov, donné par

f —— si d(y, z) = 1 et y ç. [rc, z]
W^=.\X.=y)=p^=[^ ^ )

( où n(y) désigne le numéro du sommet y )
Dans ce conditions, l'ensemble des bouts s'identifie aux chemins infinis

(Xn) issus de x, et la mesure sur cet ensemble, obtenue à l'aide du théorème
de Carathéodory, coïncide avec ̂ , car on vérifie sans peine que les ensembles
Çl^y sont ceux pour lesquels Xn = y pour n = d{x,y), et que l'on a alors
P(Xn = Y ) = \S(x,n)\ '

Cette façon de procéder est différente de celle de [Ça 2], où l'on considère
des marches aléatoires sur l'arbre avec des probabilités

p(y, z) = ——1—— si d(y, z) = 1, et p ( y , z) = 0 sinon.
QnÇy) + 1

Le théorème à démontrer est que Xn va à l'infini, c'est à dire vers un
bout. Ceci peut se voir en évaluant la fonction de Green, et en remarquant
que les chemins non géodésiques se ramènent aux chemins géodésiques en
retirant des chemins fermés. Comme il n'y a qu'une mesure normalisée sur
Cl invariante par G;c, la mesure obtenue coïncidera avec v^'

Mais seule la première interprétation est facilement généralisable dans le
cas d'un immeuble.

On choisi un sommet XQ, et la mesure v = Vxo sur Cl.
En liaison avec la marche Xn, on va considérer sur Q. la tribu B" définie

par Xn, c'est à dire engendrée par les ensembles fl,^y avec d(xo,y} = n.
On considérera le sous-groupe /C71 de Ç, qui est le fixateur de la sphère

S{xo,n). Il fixe aussi la boule B(xo,n).

Proposition 1.9.1 II y a équivalence pour une/onction f ç L2^) entre les
assertions 1) et 2) : 1) La fonction f est K'^-mesurable.
2) On a T(k)f = f, pour tout k e /C71.
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Démonstration: II est évident que 1) implique 2). Pour montrer la réciproque,
on utilisera le lemme suivant:

Lemme 1.9.2 Soit 1Cy l'ensemble des restrictions ky des éléments k ç /C71 à
""a'0,!/-

L'application canonique k ^ (ky) de /C71 dans îlyçs(xo,n) ̂  est un iso~
morphisme.

Ce lemme se démontre en utilisant le lemme 1.3.6 et la proposition 1.3.5,
qui montrent que l'identité sur S(xo, n) se prolonge en un automorphisme de
l'arbre, et que les prolongements à partir d'un sommet sur la sphère se font
de façon totalement indépendante, contrairement à ce qui se passerait dans
le cas de PGL^. Ceci prouve donc la surjectivité de l'application. Le reste
est trivial.

La proposition s'en déduit, car 1Cy est clairement transitif sur Q.xo,y •

Corollaire 1.9.3 Soit On la fonction caractéristique de /C71 normalisée par
sa mesure.

Alors l'espérance conditionnelle E^ est donnée par la

EBn{f}=f^T{k)(f)dk=e^^

où * est la convolution à gauche dans le 10-espace fl,.

Ce corollaire est trivalement une conséquence du 2) de la proposition.

On rappelle, pour le lecteur qui l'aura oublié, que l'espérance condition-
nelle E^ est la projection orthogonale de L2^) sur L2^,^).

On peut aussi considérer ^2 comme quotient de JC = ÎCxo par le fixateur
du bout uj.

On choisira la demi-géodésique {xn) partant de XQ supposé de numéro 1,
et allant vers uj et on supposera que la mesure de A/o = ^C H K^ a été choisie
égale à 1.

Dans ces conditions, à une fonction / sur fl, on associe une fonction F sur
/C, invariante par A/o définie par F(k) = f{k(uj)).

Ce procédé établit une bijection entre les deux espaces de fonctions, et
est compatible avec les mesures de Haar sur /C et v^ sur Q..
Lemme 1.9.4 Les espaces suivants sont en bijection:

ÎC^JC/ATo - S(x^n) - /C/̂ o,..],

où G[xo,xr,} est Ie fixateur dans G des sommets {xo.Xn}, donc du segment
[rco.rrn].
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Démonstration: A une classe à droite fcA/o, on associe le bout k(uj), et à un tel
bout on associe sa projection p(k(uj)) sur la sphère S(xo^ n). Cette projection
ne dépend que de la double classe ^"feA/o, et on obtient tous les éléments de
la sphère, d'où la première bijection.

On remarque ensuite que p(k((j)) qui est l'unique sommet sur la demi-
géodésique [xo,k(uj)} à distance n de rro, n'est rien d'autre que k(xn), car k
est une isométrie qui fixe XQ. On en déduit le deuxième isomorphisme. •

On peut donc donner une autre description de l'espérance conditionnelle.
On rappelle que En la fonction caractéristique normalisée de /C71, et on

note On la fonction caractéristique normalisée de G[xo,x^}' On a

Proposition 1.9.5 Soit f est une fonction définie sur JC invariante à droite
par A/o, on a l'égalité

^n * / = / * O'n.

La démonstration de cette proposition est immédiate à l'aide du lemme
précédent.

Remarque Cette proposition met en relation différents aspects liés aux ar-
bres: d'une part, le point de vue martingales et probabilités qui y est na-
turellement associé, d'autre part le point de vue arithmétique: on considère
l'arbre de PSL-^ÇQp), décrit précédement, le sommet origine est fixé par K =

PSL^CZép), et G[xo,x^} est l'image du groupe des matrices ( , ) e SL^^p),\c a f
avec c ç î^Zp, groupe qui est l'adhérence de l'image du groupe Fo^) con-

stitué des matrices ( , ) € SL^Z), avec c e j^Z.\c a )

On remarque que UB"' est l'ensemble des ouverts de Î7, donc que la tribu
engendrée par UZ^ est la tribu des boréliens de fî.

D'autre part si / e C°°(Q.)^ on remarque qu'il existe n tel que / = E^f.
On notera enfin An/ = E^f - E^'f, pour n > 1 et Ao/ = E^f, On

posera aussi 6n = ^n — ^n-i pour n > 1 et 60 = CQ.
On a la proposition suivante classique dans les martingales

Proposition 1.9.6 Les projecteurs An forment une famille de projecteurs
orthogonaux de L2^), c'est à dire que pour /, g G L2^) on a

00

< Î\9>=Y, <An/,A^>,
71=0
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et si f e C°°(^), on a
n«oo

f= E A"/-
n=0

Démonstration: La démonstration est classique, et ici sera encore plus facile,
quand on aura remarqué que Ayi est la convolution par 6m où

6n = {6 - £n-l) * On = en * (6 - Ê-n-l),

pour ^ la mesure de Dirac sur /C, que la convolution par 6 est l'identité, et
que

^m * ^n = Ê:m * ^n = ̂ n, SÎ H < m,

car JC1 C /C771. •

Cette décomposition de l'espace L2^) sera utilisée pour diagonaliser les
intégrales d'entrelacement.
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Chapitre II: Séries principales

Dans ce chapitre, on va définir et commencer l'étude des séries principales de
repésentations de G, qui généralisent les séries principales non ramifiées des
groupes p-adiques de rang un.

2.1 Définition des séries principales

On va donner trois modèles des séries principales, et expliciter le diction-
naire (entrelaceur) qui fait passer de l'un à l'autre.

La première définition consiste à les définir comme représentations in-
duites. On se fixe un bout noté oo et on désigne par B son fixateur dans G.
On rappelle la définition de l'homomorphisme v = v^ de B sur Z, voir page
40, l'entier pair 2^(6) est l'ordre du germe de translation qu'induit b ç. B sur
les demi-géodésiques du bout oo.

Définition 2.1.1 Soit À un nombre complexe non nul, on définit le caractère
\\ de B par

x>w={^\r^.
Soit C°°(G) l'espace des fonctions complexes localement constantes sur G.

On définit alors

V = {/ € C°°(G) | f(gb) = /(^A^) pour g C G, b C B }.

On se donne un sommet x de l'arbre, dont on considère K le fixateur dans
G, et on notera dk la mesure de Haar normalisée de K. On notera RK
l'application qui à une fonction sur G associe sa restriction à K. L'image
RKVX = VK est un sous-espace de l'ensemble C°°(K) des fonctions locale-
ment constantes sur K. Il est constitué de celles qui sont invariantes à droite
par K n B, et s'identifie naturellement à C°°(K/K H B). Il ne dépend donc
pas de À.
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Dans le cas où le sommet est fixé, et qu'il n'y a de risque d'ambiguïté, on
notera R = RK et V = VK.

La décomposition de Cartan G = KB implique que RK est une bijection.
On considère sur V x , la forme hermitienne < f,g >K= SK f(k)g(k)dk.
On a le lemme suivant, dont la démonstration sera apportée plus loin, au

corollaire 2.2.2

Lemme 2.1.1 Soient (^1)^1,2 deux sommets de l'arbre, dont on note Ki les
fixateurs dans G, et A un nombre complexe non nul. Les formes hermitiennes
<>Ki et <>K2 construites sur l'espace V^ sont équivalentes.

On suppose donné un sommet x.
On notera T-i^ le complété de V^, c'est un espace de Hilbert, que l'on peut

réaliser comme espace des classes de fonctions vérifiant f(gb) = f(g)XxlW,
pour g e G et b e B, et dont la restriction à K est de carré sommable.
L'application R se prolonge en un isomorphisme d'espace de Hilbert de /HX sur
L^ÇK/K H B), considéré comme sous-espace de L^^K). Le lemme précédent
permet de voir que l'espace 7^ ne dépend pas du sommet choisi pour définir
la forme hermitienne.

On fait opérer le groupe G par translations à gauche sur V x .

Définition 2.1.2 Soit \ e C*.
Pour f e V x et g e G, on pose ^(^/(/i) = fÇg'^h),

Proposition 2.1.2 1) Pour g e G, l'opérateur ̂  (g) de V^ est borné. Il se
prolonge donc en un unique opérateur borné de 7-^, noté Tl^^g). On obtient
ainsi des représentations TT^ et 11^ de G.

2) La représentation 11^ admet comme contragrédiente 11^ , où À' = À~1.
Les représentations 11^ sont unitaires si |A| = 1.

Démonstration: Soit g e G' et À 7^ 0, on va majorer la norme de TT\
La décomposition d'Iwasawa de g~1 permet d'écrire g sous la forme g =

bh, avec b G B et h ç K.
Soit / e V^, on a

ll̂ vii2 = / l/or^)!2^.
*/K

Comme /(g-^k) = /(b-^h^kbb-1) = f\b~1 h-1 kb)x\(b), on obtient en posant
u=b-lh-lkb

Ik^VII2 = \x>(b)P / 1/(")12^,
J K
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où K ' = b^Kb est le fixateur du sommet x ' = 6-lr^•. D'après le lemme 2.1.1,
il existe une constante C(K, K ' , A) telle que pour toute fonction y? e V^ on
ait

/ ^(u^du^CÇK^K^X)2 I |^)|2^;
• / jy' •/J'C

on vient de prouver que la norme de ̂ (g) est majorée par C(K, K ' , \}\\\(b)\.
•Pour démontrer 2), on note 6 l'inverse du module de B, et on remarque \\

a été défini pour vérifier ̂ \\^ = ̂ , avec À' = À~1 et on a l'égalité l^l2 == 6
si |A| = 1. On sait que l'intégrale {^(p(k)dk est une forme invariante par
translations à gauche sur l'espace des fonctions vérifiant <^(gb) = <^(g)6~l(b)
pour b G B.

On en déduit sans peine les résultats du 2), en introduisant pour f ç:VX

et g € V^ (p = fg, et en posant < /, g >= J^ ip(k)dk. •

L'espace G / B s'identifie naturellement à l'espace des bouts ^2, car c'est
l'orbite de oo sous G qui est transitif sur ^ et que B est le stabilisateur de
oo.

Il est donc naturel de chercher une autre réalisation de ces représentations
comme espace de fonctions définies sur fî.

On rappelle que G opère naturellement sur f2, et qu'étant donné un som-
met x de l'arbre, dont on note Kx le stabilisateur dans G, il y a sur fî, que
l'on identifie à un espace homogène sous Kx, une unique mesure invariante
i/a. par Kx sur fl, de masse totale 1.

On sait que G opère sur f2, on en déduit une action sur les fonctions sur
^2 par g.f{^) = f{g~1^), et on a

! /(^-^d^)^) = / f(^)dw.
Jçî J^î

A un sommet x de l'arbre est associé la forme hermitienne sur l'espace
C°°(^) des fonctions localement constantes sur fl. égale à

< f^9 >x= [ /(^)^)^(^).
u^î

Comme pour deux sommets distincts x et y la dérivée de RadonK^-^
est une fonction continue non nulle sur le compact f2, le noyau de Poisson
ainsi obtenu est borné inférieurement et supérieurement dans R^.
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On en déduit que les formes <, >^ et <, >y sur C°°(fl.) sont équivalentes.
L'espace L2^) pour la mesure dv^ est donc le séparé complété de C°°(Q.)

pour l'une quelconque de ces formes, et ne dépend pas du sommet choisi pour
définir la mesure.

On se fixe un sommet XQ, et on note K = K^o.
Soit 5 un nombre complexe, il est alors naturel de considérer les opérateurs

uj'Çg) sur C°°(^), et ^(g) sur L2^) que l'on définit comme suit.
Soit / e C°°(^), on pose

^{g)f{u) = K^gÇx^^x^fÇg-1^))^0

on vérifie aisément que l'on a ainsi défini un opérateur continu sur C00^),
et même borné en norme par sup^ \KS~^(g{x),x;uJ)\. II se prolonge donc, de
façon unique, par continuité à L2^) : on notera ^{g) ce prolongement.

Proposition 2.1.3 La représentation Q.8 admet ̂ l-s comme contragrédien-
te.

Pour ^StÇs) = ̂  , les représentations fl,8 sont unitaires.

Ces résultats se démontrent sans peine directement. On pourra aussi les
déduire de l'étude faite au numéro suivant.

Remarque La construction de Q,8 et de u8, définie en termes géométriques,
montre que ces représentations sont naturellement définies comme représen-
tations de Q.

Par ailleurs, comme le noyau de Poisson K(x^ y\ uj) = ^/çi^^'^'^ pour
deux sommets de même numéro, et que < g(x), x\uj > décrit les entiers pairs,
les facteurs ^s(.,.;.) ne dépendent que de (q^)8.

Les représentations fl,8 et uj3 ne dépendent donc que de s mod ^^ Z.

2.2 Equivalence de modèles II et Q,.

On se donne un sommet a;, dont on note K le fixateur dans G et un bout
noté oo dont on désigne B le fixateur dans G.

Les espaces K / K D B et ^ sont des K-espaces homogènes isomorphes.
On désignera par u l'application de K / K H B dans f2 induite de celle de K
dans Q définie par

k t-^ fc(oo).

^.K^.,.;.) désigne, bien entendu, la puissance s—ième de K(.,.;.)
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On vérifie sans peine que u est bicontinue et commute à l'action de K.
De plus comme K / K D B et fl. sont formés d'une seule orbite sous K^

et sont compacts, on a l'égalité Jn^(o;)d^(^) = SK Uip(k)dk, qui est une
conséquence de l'unicité des mesures de Haar de masse 1 sur K / K 0 B.

On considère ensuite R l'application de restriction à K définie sur les
éléments de 7^ et de V x , on remarque qu'en notant V = RVX et H = RH^
on a V = C°°(K/KnB), et U = L^ÇK/KHB). Ces espaces ne dépendent pas
de À, et la restriction à K des représentations 11̂  et ^x est la représentation
régulière de K sur ces espaces. On a la proposition.

Proposition 2.2.1 Soit \ ç C*, l'application U = Rou~1 de Vx dansC00^)
est une bijection isométrique pour les produits hermitiens <, >K e-t la forme
hermitienne surC°°(Çl) provenant de la norme L2^,^)- Elle se prolonge en
une isométrie de 7^x sur L2^).

Soit s vérifiant \ = (çi^)5"^ on a

U o 11̂  = ÎT o U et U o ̂  = a/ o U.

L ̂ opérateur U est donc un opérateur d'entrelacement de uj8 et de 7T\ qui sont
ainsi équivalentes, de même que fl.8 et de Tlx.

Démonstration: Soit f ç:VX et ip = Uf. On vérifie d'abord que y? e C°°(^).
On détermine l'action du groupe G sur /
Soient g e G, et h € X, on a ^\g)î{h} = fÇg^h) = f^Xx'^) si

g-lh=kfbf,îiyeckf eK , V € B.
On remarque dans cette formule que A;'(oo) == g^hÇoo), donc que f(k') =

^-^(oo)).
D'autre part x^1^') = (v^î^^)"1'^^ d^P^ ^ formule établie dans

1.5.6, on a
2z/((/) =< g'{x),x\g'{Qo) > . On a ici

2z/(^) =< g~\x),x\g~\u) >=< rr,^);a; >,

pour uj == h(oo).
Cette formule est à comparer à l'expression du noyau de Poisson donnée

à la proposition 1.8.4, dont on rappelle la valeur pour des sommets x,y de
même numéro

K{x^)=^MW>^

on en déduit que, pour la valeur de s choisie, on a

U7^x(g)f(h)=^(g)v(h(^
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c'est à dire que U vérifie la relation U^ = UJSU.
Par continuité, en déduit que le prolongement de l/, que l'on notera encore

U vérifie UH^ = ̂ l/, car U est un isomorphisme d'espaces préhilbertiens. •

Le corollaire suivant est une simple traduction pour les représentations
induites TT et II des résultats établis pour uj et Q.

Corollaire 2.2.2 Les différentes structures d'espace de Hilbert définissant
7^ associées à des sommets distincts sont équivalentes.

Les opérateurs Tl^Çg) sont bornés et continus sur'HX^ de même que ̂ (g)
sur Vx.

Démonstration: Pour démontrer ce corollaire et le lemme 2.1.1, il suffit étant
donné un sommet y et son stabilisateur K ' ' , de montrer qu'il existe une con-
stante C ne dépendant que de ( K ^ K ^ X ) ^ telle que pour / ç Vx^ on ait
< f J > K ' < C < f J > K .

On remarque que la fonction |/|2 ç V^, avec [L = y^ï^l^l2' on note

t = s + 5 qui est l'exposant correspondant à /2, et (/? = R\f\2 C C°°(^î}.
On a < /, / >K= fçî (^(^)d^(^), et

<î.f>K'=f \î\\u)du= I ^{u-WWdu
J K JK

= I (Jt{u~l)y((X))du= I ^(zr^rc^rr.ctô^z^oo))^.
J K 1 J K 1

L'expression ^(^^(^'^(oo)) ne prend qu'un nombre fini de valeurs,
car les sommets u(x) sont situés sur la sphère de centre y qui contient rr, et
que les noyaux de Poisson associés à deux sommets fixés ne prennent qu'un
nombre fini de valeurs. On pose alors M = sup^ç^/ ^(rK.i^rr^z^oo)).

On en déduit que < /, / >Kt<

M ( ip(u(oo))du = M I ^{uj]dvy{uj} = M f (p(uj)K{x,y;uj)d^(uj).
J K 1 «/S2 u i l

On conclut en posant C = M sup^ç^ K(x, y , uj). •

Remarque La définition des représentations TT et II ne dépend, outre À, que
du choix d'un bout, même si en apparence la forme hermitienne permettant
de définir U^ fait intervenir un sommet, mais on vient de voir que l'espace
de Banach n'en dépend pas.

La définition des représentations uj et fl, ne dépend que du seul choix d'un
sommet.



SÉRIES PRINCIPALES 77

La proposition précédente montre enfin, qu'à équivalence près, ces repré-
sentations ne dépendent en fait, ni du choix d'un sommet, ni de celui d'un
bout.

Ce résultat montre, qu'à défaut d'une définition intrinsèque, les représen-
tations que nous avons définies sont naturellement définies sur le groupe à
équivalence près.

2.3 Le modèle sur N / H .
On va définir dans cette section une nouvelle réalisation des représenta-

tions précédentes.
On remarque qu'étant donné un bout a;, le groupe N^ opère sur fl, et y a

deux orbites l'une est réduite au bout û;, l'autre étant Q — {ù;}.
Ceci se voit sans peine: en effet étant donnés deux bouts 0:1 et 0^2, tous

deux distincts de a;, on considère les deux géodésiques [^1,0;] et [a;2,^], dont
l'intersection est une demi-géodésique du bout a;, donc de la forme {xn}n>k'
II existe donc un élément g du groupe qui envoie la géodésique [uj\, u\ pointée
par Xk sur la géodésique [a;2^] pointée par Xk-

Cet élément g e A^,, car il fixe la demi-géodésique [rcfc,a;]. On a triviale-
ment g(uj\} = ̂ ' 2 '

Cette situation généralise celle de PGL^^ où f2 est une droite projective,
dont le complémentaire d'un point appelé point à l'infini, est une droite affine.

Pour simplifier l'étude, on va rigidifier la situation, en se fixant une
géodésique pointée, c'est à dire une suite de sommets {xn)nç'Li dont on désigne
les bouts (oo, —oo), la classe des demi-géodésiques (xn)n>_k étant oo.

On notera B = Boo le fixateur du bout oo, le noyau de v sera noté N^
enfin on notera H le fixateur de la géodésique, H = N H B_oo.

On choisit alors un élément w G G qui échange les bouts oo et —oo, et qui
fixe XQ. Il vérifie w{xn) == x-n pour tout n. Cet élément est unique modulo
H.

Les représentations uj3 et ^s sont définies sur des espaces de fonctions soit
continues, soit intégrables, et sont donc déterminées par leur restrictions à
l'ensemble fî privé d'un bout.

On va examiner ces restrictions à l'aide du modèle 7^x.
Soit A e C*, on définit une application T de Hx ou de V x dans l'ensemble

des fonctions sur N par

T(f) = y où (^(n) == f(nw) pour n e N .

On pose Wx = T^^); soit f\ e V x la fonction égale à 1 sur K, donc vérifiant
fxW^xx'W.
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Pour déterminer ^p\ = T(f\), on rappelle la proposition 1.5.7, qui étant
donné n € N permet d'exprimer wnw = n'wb, avec n' € N et & e B, en
précisant ^(n7) = —z?(n) et 1^(6) = v(n).

On trouve alors que

^(n) = (v/gî^A)-^),

où
w(n) = sup(0,^(n)), avec v(n) == inf{A; | n(xk) = Xk},

et on a w(n) = 0 si n e No = N n K.
Comme une fonction de C°°(Q.) est localement constante, si elle est nulle

en oo elle est encore nulle au voisinage de ce bout, on a

Proposition 2.3.1 On a

WX=.C^(N|ïî)@C^^

où on a désigné par C^° (N / H) l'espace des fonctions localement constantes à
support compact sur N/H.

On sait que sur l'espace des fonctions F sur G qui vérifient les relations
F(gb) == F^ô'1^} pour b ç B, ce qui est le cas des fonctions |/|2 pour
/ € TY^, avec |A| = 1, il existe une forme invariante par translations, à
savoir Jj^ F(k)dk; on a vu dans la proposition 1.7.4 que l'on peut choisir
aussi S N I H F(nw)dn = (1 + -L) SK F{k)dk. On a donc établi.

Lemme 2.3.2 Pour \\\ = 1, l'image de l'espace de Hilbert H^ par T est
l'espace L ^ Ç N / H ) pour une mesure de Haar convenablement choisie.

On considère ensuite pour [i e C* la fonction a^(kb) = ̂ -ï/(6).
Cette fonction a^ = fp e V^ avec ^/q^qïp = ̂  Si / € V alors a^f C V ' ,

avec T' == r^.
Soit A e C*. on considère f eVX, on remarque |/|2 e V, où on a posé

T = ^/ç!ç2|À|2, la fonction F = l/l2^ avec ^ = |A|-2 coïncide avec |/|2 sur
K, et vérifie F(gb) = F(^)6-l(&) pour b e B.

On en déduit que J^ F{nw)dn = (1 + ^-) SK F(k)dk.
On remarque ensuite que F(nw) = |^(n)|2^(n), où (/? = T(/) car (/?? =

T(^) = T(a-^). On a (^p(n) = lAI2^). On en déduit

(1 + ̂ ) IK l/w'2^ = /N^ l^^l^l"2^^'

Ce qui prouve.
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Proposition 2.3.3 Soient w(n) = sup(z»(n), 0), et dn la mesure de Haar sur
N/H pour laquelle le volume N D K est 1. On pose

^^(l+l)-1^-2^71)^.
Qï

L'espace L^N/J^c^n) est l'image isomorphe parT de Hx.

Soit U\ la représentation de G sur L^ÇN/H.dxn), et u\ celle sur Wx. On
vérifie trivialement que la restriction U\\N de U\ à N est la représentation
régulière gauche.

Soit / e 7<\ et (/? = T(/), on a

(^(rnw) = î(rnw) = fÇr^rw) = f (n" w)\^ {w~1 rw) = ̂ (n^v/çî^Â.

Ceci permet de décrire la représentation U\{r~1) pour un élément r qui agit
comme la translation Xn '—^ ^n+2 sur la géodésique. L'application qui inter-
vient ici, n ̂  n7", est une sorte de dilatation.

Enfin pour décrire u\(w~1), on utilise la relation wnw = n'wb. L'applica-
tion n ̂  n' est une sorte d'involution de N / H - H qui provient de l'action
u >—>• w{uj) sur ^ — {oo, —oo}. On obtient

U^w-^n} = /(wnw) = fWxx'W = ̂ (n'X^Î^A)^.

On voit qu'au facteur (^/çIgîÂ)"^^ près, ^(w-1) ne fait intervenir que
l'application n i—^ n'.

Remarque La dépendance du N-modèle par rapport aux choix faits est
facile à voir.

Changer de bout, c'est à dire remplacer -oo par un bout a;0, tout en
gardant bien entendu oo, revient à conjuguer la situation par un élément
n e N qui vérifie uj° = n(-oo), car N H B^o = JT1.

Changer d'origine sur la géodésique revient à remplacer w par Wi = wt
avec un élément t qui stabilise la géodésique [-00,00], donc qui y agit par
translation. Pour / e V^, la comparaison de (p(n) = f(nw), et de (/?i(n) =
/(nwi) est très simple, car (^i(n) = /(nwi) = f(nwt) = f{nw)x\(t).

On voit ainsi que (^i s'obtient à partir de y par une multipliation par le
facteur constant XxW-

L'exemple de P-S'La.
On se donne un corps p-adique k, dont on note o l'anneau des entiers,

p = wo l'idéal premier, q le cardinal du corps résiduel, et val la valuation
associée.
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On considère le groupe G = PSL^{k).
Son arbre est l'ensemble des classes de réseaux de k2, c'est un arbre semi-

homogène de type (ç,ç). On désigne Xn la classe de o x p71. On a ainsi défini
une géodésique pointée, dont note oo, —oo les bouts, le premier correspond à
la droite fcei, l'autre à ke^.

L'élément w image de ( j échange Xn et x-n.

Le groupe B est formé des images des matrices triangulaires supérieures,
le groupe N (resp. H) des images de

{ ( a ^|val(a)=0}, (resp.{^ ^ |val(a) = 0}).

Le groupe { ( x ) \x ç k}, isomorphe à k, est une section de N / H .

On vérifie que v(l^ x})=mî{k\(^ ^ e Nk} = val(rr).

On considère T = ( w -i L et P1118 généralement d = ( i ) , on\^ 0 w f \u t f
aï/(ï) = 1, et z/(d) =val(^).

On voit ainsi que si / e V^ et y? = T(/), en écrivant par abus, (^(rr) =

^(n 2; ]), et en posant ^-1 = ( a , ] , on a
V0 1 / V e a /

ux(gMx) = f(g-1 ( 1 ^ w) = ̂ )XA1^),

On trouve

^(S î)w(e l)=(arr+^c:r+ r f)'^(i ? ) W (S t^)^^^^'
d'où ^ = ̂ , ̂  = ex + d, î ) = val(t), et ̂ '(^ = (çA)-^.

Ayant posé ÇA = g28, avec l'exposant 5 qui correspond à À dans 1' équiva-
lence de uj8 et de TT^, on obtient alors la formule

n T -\- h
^('r1)^)^^^^-^)-

Après avoir identifié N / H à k et noté dx la mesure de Haar sur k de
volume 1 sur l'anneau des entiers, la mesure dm,), s'explicite en

dmx(x) = (1 + ̂ W-^dx.
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Dans cette formule on a noté w{x) = sup(0,v(:r)) = sup(0,val(rc)).
Cette présentation est bien classique, voir par exemple [G-G-P].

2.4 Irréductibilité
L'objet de cette section est de discuter l'irréductibilité des représentations

TT^ et ir\ et de décomposer en facteurs irréductibles celles qui ne le sont pas.
On considérera un sous-groupe J ouvert compact de G, dont on sait,

d'après la proposition 1.3.8, qu'il fixe un sommet de l'arbre, et une représen-
tation V de G. On étudiera VJ ensemble des éléments de V invariants par
J.

On va expliciter V3 dans un certain nombre de cas.
Soit J = Kx le fixateur d'un sommet x, et V l'un des G-modules Vx ou

U\
Une conséquence de la décomposition d'Iwasawa est que V^ est un espace

de dimension un, constitué des multiples de la fonction (p çVX égale à 1 sur
K^.

On se fixe une géodésique infinie pointée {xn\ et un élément w qui vérifie
w(xn) = x-n\ on considère J = 1 le groupe d'Iwahori fixateur de l'arête
[a;o,rri], et K = K^.

On considère les fonctions (/^", (pj de V x déterminées par leurs restrictions
à K, qui sont égales aux fonctions caractéristiques de 1 pour ^>}\K, et de wl
pour (pJ\K-

La décomposition K = JUwJ, montre que ces fonctions forment une base
de V7, qui est donc de dimension 2.

Cl est réunion disjonte des deux J-orbites ^+ = J(oo) et Q.~ = ̂ (-oo),
et on a

n+ = [u\ xi C [xo,uj]} = ̂ 0,0:1 et fl~ = {o;| xo G [rri.o;]} = ÎZ^o.

Intuitivement, cette partition de fl. classe les bouts à "droite" ou à "gauche"
de l'arête, suivant la valeur de la projection du bout sur l'arête.

Pour obtenir des résultats d'irréductibilité, on utilisera la dualité G-
invariante entre représent ations_obtenue à partir de celle de V x et V^ ainsi
que celle de H^ et ^v, pour ÀÀ7 = 1.

On considère V=VX (resp. V = 7-^) et V = V^ (resp. V = U^ ), avec
À et À' comme ci-dessus, on suppose qu'il existe deux sous-espaces vectoriels
V et W fermés invariants par G de V qui vérifient V C W.

On désigne, pour un sous-espace U de V, par

U±={g^Vf\^feU <gJ>=0}.
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On a une définition analogue pour V, les rôles de À et \' étant symétriques, et
on vérifie sans peine, que si U est fermé, on a (^~L)"L = U. On vérifie ensuite
que W1 C V-1 sont deux sous-espaces invariants par G, et que la dualité
entre V et V induit une dualité (7-équivariante entre V/W et W•L/V-L.

Le lemme suivant, conséquence de ce qui précède, et qui est classique,
sera utile.

Lemme 2.4.1 On garde les notations précédentes.
Le G-module V est irréductible (ne contient pas de sous-module invariant

fermé) si et seulement si le G-module V est irréductible.
Soit V un sous-espace invariant fermé de V. Alors V est un G-module

irréductible, si et seulement le module quotient V/V'1- est irréductible.
Et dualement, soit W un sous-espace invariant fermé de V. Alors V/W est

un G-module irréductible, si et seulement le sous-module W1' est irréductible.

Le lemme suivant donnera un critère d'irréductibilité.

Lemme 2.4.2 Soit J un sous-groupe ouvert compact de G fixant un sommet
XQ de l'arbre, et K = G^. Soit V C V un sous-espace invariant fermé, on
suppose que V 3 est de dimension un, et engendre le G-module V (topologique-
ment si V = 7^, algébriquement si V == Vx). On considère dans V la fonc-
tion fj dont la restriction à K est la fonction caractéristique de J, et on
suppose que fj engendre le G-module V.

Alors le G-module V est irréductible.

Démonstration: On notera TT la représentation de G dans V, ainsi que la
contragrédiente dans V. On désigne par m le volume pour la mesure de Haar
dg^ et on considère le projecteur

pj
m(J) J jf ̂ (g)dg,j j

et sa restriction à V.
On a V 3 = PJ(V). II suffit de montrer que P^V) C Y, ce qui se prouve

en distinguant les cas. Si V = V^, la restriction à K d'un élément / C V x

est localement constante, il existe donc un sous-groupe ouvert H C K tel
que pour tout h € H, g e G on ait f(hg) = f{g); comme J H H est d'indice
fini dans J, PJ f € V comme moyenne finie de translatés de /. Si V = 7^, le
sous-espace V est supposé invariant et fermé, donc P-^Y) C V, car PJ est
une limite de moyennes finies de translations.
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Pour montrer que V est irréductible, on considère un sous-espace invariant
(fermé) W non nul de V : il faut vérifier qu'il est égal à V.

Pour cela, on montrera que P^W) = V J , car alors W contiendra le sous-
espace PJ(W) cyclique dans V. Et pour l'établir, il suffira de vérifier que
WJ ¥" {0}, car V 3 est un espace vectoriel de dimension un. Ceci se prouve
par l'absurde, car si P\W) == 0, pour tout / e W et tout g e G, on a
^)(/) ^ W, d'où P^TT^)/)^) = 0. On remarque ensuite que

PJWÎ^= ̂ L^f^ = ̂ /^(^v)w
=^<fJ^g)f>=^<7^^fJ-f>'

On conclut en utilisant le fait que l'orthogonal de l'espace engendré par
^(GO/J est nul, car, par hypothèse, cet espace est dense dans V. •

Le lemme suivant décrit les vecteurs Ky invariants dans les représentations
étudiées.

Lemme 2.4.3 On fixe À, et on pose a = ^/çîç^A = (çi^)5. On fixe une
racine carrée a?, et ses puissances entières. On notera V l'espace du G-
module a;5. Soit la fonction ipy égale à

^(a;)=Q;i<^^>.

On a uj\g)^y(uj) = ̂ g{y}' En particulier V^ = C^, et gÇV^) = V^v).

Démonstration: On rappelle que

^(^/(o;) = Q^^0^01^/^--1^).

qui est égal à
^<g(xo),XQ;u}>^<y,xo\g-.i(w> ̂  ^<g(y),xo-^>

qu'on obtient en remarquant que < g{y), XQ, g~1(ci;) >==< y,g(xo},uj >,
comme conséquence de l'invariance de <, ; > par G, et en utilisant l'additivité
du cocycle < y , x\ u >=< y ^ z\ uj > + < z^ x\ uj > . •

On a

Lemme 2.4.4 On suppose que A^/çTça 7^ 1 et que V = V\
L'espace engendré par les V^, quand x parcourt l'arbre, est égal à V.
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Démonstration: On se place dans modèle ^2, c'est à dire, on suppose que
V = C°°(^î). On se donne une origine XQ dans l'arbre, on considère Vy = {u ç.
f2 | y ç. [rro,o;]}, dont on note ^py la fonction caractéristique. On sait que
C°°(^) est engendré par {^py}.

Soit V = Sa.ç.4 V^, il est engendré par les ^a. pour x ç. A.
Nous établirons, que (py ç. V. Pour y = o-o, on a (pxo = ̂ xo- Supposons que

y ̂  XQ^ soit z ç. [xo, y}^ avec d(y, z) = 1. Comparons ^y(uj) et ^2(0;). On note
p{u) (resp. j/(o;)) la projection de u sur le segment [xo,y] (resp.[a:o,î/])- On
remarque que Vy = p"1^), et que p et p' coïncident sur le complémentaire
de Vy. Sur Vy on a p(u) = y et j/(o;) = 2;.

On pose pour simplifier p(u) = u et p ' ( ^ ) = v, et on a

< ^/, rco; ̂  > - < -2, ̂ o, ̂  >= d{xo, u) - d(y, u) - d(xo, v) + d{z, v).

Cette expression est donc égale à — l s i o ; ^ V y , e t à l s i a ; e V y .
On considère ̂ y—oT^^z. L'expression ci-dessus montre que cette fonction

est nulle sur le complémentaire de Vy, et vaut Ca(y) = a^^Çl - a~1) sur
Vy

Comme a -^ 1, Ca(y) ̂  0, on peut écrire ^py = Ca(y) \^y - a 2^), d'où
le lemme. •

Lemme 2.4.5 1) Soit \ ̂  -J^, c'est à dire X^/qîqï ^ -92.
Soit y un sommet de numéro 2 voisin de XQ, alors

[ ^Wxodg=c^y,
JKy

avec une constante c non nulle.
En particulier ^o engendre V = Ea-e-A ̂ Kx comme G-module.
2) Soit X = -A/|^ c'est à dire X^/q^qï = -q2-
Pour tout sommet y de numéro 2, on a

/ ^(^=0.
JKii

Démonstration: Soit y un sommet, d'après les propriétés de la mesure de
Haar, l'intégrale suivant Ky de ̂  est une fonction J^-invariante de Vx.
Comme les éléments de V x invariants par Ky forment un espace de dimension
un, cette intégrale est un multiple de ipy.

Pour voir si ce multiple est nul ou non, comme la fonction ^y n'est jamais
nulle, il suffira d'évaluer le membre de gauche sur un bout u bien choisi pour
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établir 1) ou 2). La fonction "ip^o est la fonction égale à 1 sur îî, la valeur
du membre de gauche évalué en a; est égale, à un facteur non nul près qui
dépend des mesures, à

E ^V^)^0'^-
d(z,y)=d(xo,y)

Soit S la valeur de cette somme sur un bout uj qui vérifie XQ € [y,^\- On
posera a = A^/çifc

Etablissons le 1) : < Z,XQ\UJ >= d(xo,xo) - d(z,xo) prend la valeur 0
pour z = XQ et prend q^ fois la valeur —2 pour z ç. B ( y , l ) ^ z ^ XQ. On a
donc S = 1 + q'î0i~1, qui est nulle si et seulement si a == —q^. D'où le premier
point de 1). L'espace engendré par ^o comprend des vecteurs invariants non
nuls pour des fixateurs de sommets de chaque numéro. D'après la formule
7r(g)^y = ̂ g(y), on voit qu'on les engendre tous.

Etablissons le 2) : on pose 2n+1 = d(xo,y), et on note q(z) la projection
d'un sommet z e B(y, 2n + 1) sur le segment [xo,y\.

On a pour un tel sommet < Z,XQ;UJ >= —d(z,xo) = —2d(xo,q(z)), parce
que q{z) est aussi la projection de y sur [xo, z\ et que XQ et z sont une sphère
de centre y . La somme S s'écrit

^ (_^)-^o,ç(.)) ̂  (_^)-2n-i^ avec S' = ^ {-q^^\
zeB(i/,2n+l) z€B(!/,2n+l)

On note yk le sommet de [xo,y} qui vérifie d(yk,y) = k, et Cfc le cardinal de
Qk={zç B(y, 2n + 1) | q(z) = 2/fc}, pour k = 0 , . . . , 2n + 1.

Ona^^Ec^-^)'.
On a C2n+i = 1, car Q2n+i == {^o}.
Calculons Cfc pour k = 1 , . . . , 2n. Un sommet z e BQ/fc, 2n + 1 - k) est

dans Qk si et seulement si [z,yk}^S(yk, l)n{î/fe-i,^+i} = 0- So^ 3 le numéro
de ^/fe, on a ̂  -1 choix possibles dans S(^, 1), ces choix ayant étés effectués,
on prend tous les éléments de la boule B{yk, 2n +1 - k) qui se projettent sur
la sphère S(yk, 1) sur ces % - 1 sommets.

On distingue suivant la parité de k.
Si k = 21 ^ 0 est pair, on a j = 2, et il y a (çi^)"^ choix possibles,

comme on l'a déjà vu en calculant la cardinal des sphères. On obtient

c^ = (^ - l)(qiq2r~1 = q^q^T'1 - W-1î.

Si k = 0, on a q(z) = y , on obtient tous les éléments z € BQ/,2n + 1) tels
que yi ^ [z,y] H S ( y , 1). Ceci donne q^ projections possibles, et pour chaque
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sommet obtenu, il y aura (çi^)" choix possibles, d'où

co = (^(çi^)71.

Si k = 2Z -+-1 est impair, on a j = 1, et il y a ̂ (çi^)71"^"1 choix possibles,
comme on l'a déjà vu en calculant la cardinal des sphères. On obtient

C2f+i = (ci - l)ç2(<M2)71-^1 = {qiq^T-1 - ̂ (çi^)71-'"1.

On obtient

5' = co + E^'fe)2' - E^+ite)2'^ - te)2"^
f=:l ^=0

= E 92(9192)"-'^ - E^)"-'̂  - E^r'g^1 +E ̂ (îi^)"-'-1^1
!=0 f=l ^=0 1=0

= E^^igz)"-'^ - E(9l92)"-'Ç22' - E^Çl'fa)"-'^ +El(( l̂92)n-'-lÇ22'+2,
f=0 f=l ^=0 Z=0

d'où 6" = 0. •

Des lemmes précédents on déduit

Théorème 2.4.6 Si A ^ (v/çl^)^ etsiX^ (-^^^ ïes représentations
TT^ e< 11̂  son( irréductibles.

Démonstration: On choisit un sommet de numéro 1, dont on note J le fixa-
teur. On considère V =VX on^, on pose \' == X .

Alors V = V^' ou H^ est la contragrédiente de V. Les espaces V3 et V ' 3

sont de dimension 1.
Si A ̂  -̂ |, V3 engendre V = ExeA^^ ̂ [ s[ A + (\/(M2)-1 engendre

V.
De même, si Y ^ -^ et V ^ (v/çl^)"1, alors V13 engendre V, qui est

donc engendré par la fonction fj ç V égale à 1 sur J. D'où l'irréductibilité
de V sous les hypothèses du théorème. •

Proposition 2.4.7 Soit \ = -J91, alors 11^ (resp. ^x) est de longueur
deux. H contient un sous-espace invariant fermé T1, (resp. t1 ).
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Ce sous-espace T1 (resp. I1 ) possède pour tout sous-groupe compact Kx
fixateur d'un sommet x e Si une droite de vecteurs invariants par Kx et
aucun vecteur non nul invariant par le fixateur Ky d'un sommet y ç. S^.

Plus précisément, si on note P^ = -^-j J^IT^)^ le projecteur sur
les vecteurs Ky-invariants, on a T1 = Hyçs^ kerP^ et t1 = T1 n V\

Si ci ̂  q'2-i il n' y a pas d'autre sous-espace invariant fermé (resp. invari-
ant).

On note T^ l'espace quotient de 7^ parT^, (resp. t^ l'espace quotient de
Vx par ti. Les représentations Ti et T^ (resp. ti et t^) sont topologiquement
(resp. algébriquement) irréductibles.

Les représentations T^ et t^ possèdent, pour tout sous-groupe compact Ky
fixateur d'un sommet y e Sa, une droite de vecteurs invariants par Ky et
aucun vecteur non nul invariant par un Kx pour x e Si.

Si ci = Ç2, alors \ = -1, il existe dans H~1 (resp. V~1) deux sous-espaces
invariants fermés T1 et T2 (resp. t1 et t2 ) non triviaux.

La représentation II"1 (resp. 7r~1 ) est somme directe Ti C T^ (resp.
ti C tî), chaque T1 (resp. f), pour i = 1,2, possède pour tout compact K^
fixateur d'un sommet x e Si, une droite de vecteurs invariants par K^ et
aucun vecteur non nul invariant par un Ky pour y de l'autre numéro.

Il n'y a pas d'autre sous-espace invariant fermé (resp. invariant) non
trivial.

Démonstration: On remarque d'abord que si À = -^/^ ^ contragrédiente
de TT^ est TT^ avec Y = -./f. Donc, le passage à la contragrédiente échange
les rôles de q\ et de q^.

On notera, provisoirement Vi le sous-espace engendré par par les fonctions
^-invariantes pour x G S\, et V^ = H^ç^ kerP y .

Soit V un sous-espace invariant non nul de V-z, montrons qu'il contient Vi.
En effet il existe x C Si tel que V^ ^ 0. Sinon l'orthogonal de V contiendrait
l'espace engendré dans V^ par les fonctions ^-invariantes pour x e Si, tout
en contenant l'espace engendré par les fonctions ^-invariantes pour y ç S-2,
car V C Hyç^kerP^. On déduirait,que l'orthogonal de V est V^, car ces
fonctions l'engendrent, d'où V = {0}. D'où Vi C V, car Vi est^ engendré
par la droite de fonctions ^-invariantes pour un x e Si donné, puisque
la représentation TT^ permute les droites de fonctions ^-invariantes pour le
différents sommets x e Si.

Montrons ensuite que Vi = Vi. Comme d'après le 2) du lemme 2.4.5,on
a V\ C Vî, il suffit de montrer que le module quotient V^/V^ est nul. Son
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orthogonal, qui est contenu dans un sous-quotient V^, est contenu dans la
contragrédiente de V^ engendré les images des vecteurs invariants par les Ky
pour y ç. 5'2, et étant orthogonal à Vi, il contient les images des vecteurs
invariants par les Ky pour y e 5l, donc contient l'image de V^ d'après le
lemme 2.4.4.

Ce qui démontre l'irréductibilité de T1.
On considère d'abord le cas q\ -^ q^.
Il n'y a pas d'autre sous-espace invariant non trivial fermé que T1. En effet

soit W un tel espace, comme W <{. T1, il existe un sommet yo ç. S^ tel que
\yKyQ ^ ^o}. Comme A ^ ~^f(iL^ l'espace Vx est engendré par les vecteurs
invariants par les Ky pour y ç. S-^ qui sont proportionnels aux transformés
par TT^ des éléments J^o-invariants de V x . On en déduit que V = Vx o\i
V = 7^x. Ceci prouve en particulier que T'2 qui est le quotient par T1 est
irréductible, ne possède pas de vecteur non nul invariant par Kx pour x ç. S'i,
et en possède une droite par Ky pour y ç. S^.

Enfin, on vérifie aisément que la contragrédiente de T1 est T'1, celle de
T2 est T'2.

On considère ensuite le cas q\ = q^ (= ç).
On remarque que A == —1, donc la représentation 11̂  dans H^ est unitaire,

car elle est sa contragrédiente.
On a H^ = T1 ©T2, et H^ ne possède pas de sous-espace invariant fermé

non trivial autre que T\
En effet, les espaces T1 et T2 sont les orthogonaux l'un de l'autre. L'or-

thogonal de T1 HT2 est un espace invariant fermé qui contient T1 +T2, donc
les vecteurs JCr-invariants pour tous les sommets: il est donc égal à 7-^, d'où
^nr^^}.

Par dualité, on voit que l'orthogonal de T1 + T2 est l'espace invariant
fermé qui contient T1 n T2 = {0} : d'où T1 + T2 = Hx.

Soit V un sous-espace invariant, et posons V1 = V H T". Comme T^ est
irréductible Y1 = T1 ou V1 = 0.

Si Y1 = Y2 = {0}, alors V est orthogonal à F1 et à T2 donc à la somme
T^+T^d'oùy^O}.

Si V1 = {0}, alors V est contenu dans l'orthogonal de T^ donc dans T3

{j étant le numéro différent de î). Il est donc égal à T-7 ou à {0}. Enfin, si
V^ + {0}, pour i = 1,2, alors l'égalité V = ̂ À, est triviale, car T1 +T2 C V.
Les énoncés pour TT^ se déduisent trivialement des résultats démontrés pour
11̂ , quand on aura remarqué que les vecteurs de 7^ invariants par un sous-
groupe ouvert compact sont dans V x . •
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La question de l'équivalence des représentations ainsi construites sera discutée
au chapitre 4 en utilisant une analyse approfondie des opérateurs d'entrela-
cement.

L'utilisation des fonctions (zonales) sphériques permet de comparer deux
représentations.

Le lemme suivant est classique, cf. [G].

Lemme 2.4.8 On considère (TT.V), (TT^V) deux représentations algébriqu-
ement irréductibles de G, dont on note V (resp. V) les contragrédientes de
V (resp. V).

Soit J un sous-groupe compact de G, et on suppose que dimY'7 = 1 et
que dimY717 = 1.

On se donne des vecteurs e e V J , e' ç. V13 et è ç. Y7, è' € V'3 qui vérifient
< e,ë >=< e', e' >= 1, et on considère alors les fonctions sphériques

(pj =< 7r(.)e,ë >, et ^p'j =< Tr'Oe'.e' >,

alors les représentations TT et TT' sont équivalentes si et seulement si (pj = <//j.
On suppose, de plus que V et V sont des espaces normes, et que les

opérateurs 7r(g) et ^'(g) sont bornés. On note H (resp. H') le complété de
V (resp. V) pour cette norme, et II (resp. V) la représentation de G dans
7ï (resp. 7î'), prolongeant par continuité TT. (resp.Tr'.) On suppose que pour
tout g CL G on a Inégalité ||II(̂ )|| = ||IT((7)||. L'égalité ^pj = ̂ j implique alors
l'équivalence de II avec II'.

Démonstration: La condition nécessaire est évidente, la condition suffisante
se démontre en remarquant l'espace V est engendré par les translatés d'un
vecteur J-invariant non nul, que l'on décrit à l'aide de (pj. Le passage au
cas topologique est trivial, sous les hypothèses de l'énoncé. Enfin, si V et
V sont des espaces préhilbertiens, et si TT et TT' sont unitaires, la condition
||II(^)|| = Hn^^H est trivialement vérifiée. •

On appliquera, pour commencer, ces résultats au cas où J = K est le
fixateur d'un sommet. On a g~1 e KgK^ dans la décomposition de Cartan,
d'où ^K(g) = ̂ x(p~1).

On calcule ^?K dans le cas où V est un sous-module, ou un module quotient
d'un Vx.

Soit f^ défini par f^(kb) = x^W : on a

^=^/^(fc-lff)dfc•
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Cette fonction sphérique définie, à partir de V x est en fait définie sur Y,
pourvu que dim VK = dim V1^ = 1.

On vérifie sans peine, que cette intégrale est en fait une somme finie,
indexée par K / K H gKg~1, de termes m(K n gKg'1)^1^), avec bg e B.
C'est donc un polynôme à coefficients réels en A.

Pour (p la fonction sphérique de Y, et y?, celle de la contragrédiente V de
Y, on a y?(^) = ̂ -1). D'où

Proposition 2.4.9 Si \^ (y^M?)^ et \^ —i/31- ^s représentations TT^
et Tr^"1 sont équivalentes.

Si de plus \\\ == 1, /es représentations 11^ et IÎ "1 sont unitairement
équivalentes.

Démonstration: II suffit de remarquer que, pour A' == A~1, on a

^'^-^^-^Or1)-^

car la représentation TT^ est la contragrédiente de 7r\ •

Ces raisonnements s'appliquent aussi pour A = -(J^)^' I^our chaque
i = 1,2, on choisit comme compact K = Ki le fixateur d'un sommet donné
de numéro i. Les (7-modules t^ et t^ sont contragrédients, les fonctions Ki-
sphériques calculées dans V^, l^"1 et dans f,^ sont les mêmes. On obtient.

Proposition 2.4.10 La. représentation ti considérée comme sous-représen-
tation de Vx est équivalente à la représentation t11 considérée comme quotient
de la représentation de Vx .

Une réciproque à ces propositions sera donnée dans le corollaire à la propo-
sition 3.2.2, où on donne la valeur explicite des fonctions sphériques.

Soit A = ^/gîç2, alors le caractère \\ est 6 = SB l'inverse du module de B,
il existe donc sur H^ une forme linéaire invariante par l'action de G. Cette
forme fc/af est égale, pour tout fixateur d'un sommet K, à un multiple non
nul de SK fWdk.

Définition 2.4.1 Soit A = ^/qîqï, on appelle représentation de Steinberg
l'un des sous—G-module

St={f^•HX\ f^f= 0} ou st={fçV>\ f^f= 0}.
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On remarquera que dans 7^ l'intégrale fç/g est bien définie, car elle peut
être interprétée comme le produit scalaire dans I^ÇK) de la restriction à K
de / et de la fonction constante 1, qui est de carré intégrable sur le compact
K.

De même, pour A~1 = ^/çîçi, le caractère x\ est trivial, les (7-espaces V x

et H^ sont les espaces C°°{G/B) et L2(G/B)^ où G opère par la représentation
régulière, dans lequel les fonctions constantes forment un sous-espace invari-
ant.

Définition 2.4.2 Pour X = ̂ /çlçî"1, on appelle représentation de Steinberg
l'un des G-modules quotients St' = ?^/C1 ou st' = VX/C1.

On notera que St et St' sont les contragrédientes l'une de l'autre, de même
que st et s t ' .

2.5 Cas des arbres homogènes

Soit Aq = {S, A) un arbre homogène de type q. On considère G un sous-
groupe d'automorphisme de fermé de Aq doublement transitif.

On désignera par e le caractère d'ordre 2 de G, défini par

c(g) = (-i)^'^
pour un sommet x e S. On considérera G^ = kere, qui est un sous-groupe
d'indice deux.

Proposition 2.5.1 L'application f ^ ef induit un isomorphisme de TT'^
avec € (g) TT^, ainsi que de I[~x avec e ̂  II\

Les représentations TT^ et 11^ sont irréductibles sauf si \ = ̂ y^1. Dans
ce cas, elles sont de longueur deux, avec un facteur de dimension un.

Pour \ = ̂ /ç^1, on obtient en outre le module st ou st' qui est irréductible.
Les modules st et si' sont équivalents, et on verra, au chapitre suivant, qu'ils
sont de carré intégrable.

Il en est de même pour X = -v^, on obtient alors les modules e^st et
e (g) st'.

Enfin, les modules St et St' sont irréductibles.

Démonstration: Si f{gb) = f^X^W, la fonction F = fe vérifie F{gb) ==
F(g)e(b)x^(b), or e^x^W = x^\(b).

On considère ensuite l'arbre Aq,\, dont les sommets de numéro 1 sont les
sommets de l'arbre homogène, ceux de numéro 2 sont les arêtes.
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Les compacts maximaux de numéro 1, sont les fixateurs des sommets de
l'arbre Aq, et sont dans le noyau du caractère e.

Un compact associé à sommet de numéro 2, qui est une arête de l'arbre
Aq, est le stabilisateur de cette arête; c'est aussi le normalisateur du groupe
d'Iwahori qui fixe cette arête. Il contient des éléments sur lesquels e vaut —1.

En particulier pour A = —q la représentation T2 est définie dans l'espace
des fonctions qui vérifient J^ F(g}dg pour tout fixateur de sommet de numéro
1, c'est à dire fixateur d'un sommet de l'arbre Aq^ et comme on a pour
F == e/, l'égalité fj^ F(g)dg == J^ f(g)dg, pour ces compacts K considérés,
on a st = T2. De même, on prouverait st' = T72. Dans ce cas on vérifie que
T1 == T'1 =e. •

On désigne par G^ = kere D G. C'est un groupe qui opère sur l'arbre
homogène avec deux orbites; il est doublement transitif sur l'arbre Aq^q obtenu
à partir de l'arbre homogène en choisissant un sommet XQ décrété de numéro 1
ainsi que ceux qui sont à distance paire de rro, les autres étant de numéro 2. Les
compacts maximaux de G^, qui sont répartis en deux classes de conjugaison
dans G^ sont les compacts maximaux de numéro 1 de G.

Si on écrit B = r^N, alors 5+ = B H G^ = r^N = r^N, avec r+ = r2.
On note \^ le caractère associé à G^, et TT^ et 11̂ . les représentations induites
de G4' obtenues. On a

XÎ(7+) = \/^ = W' et ^(^ = (v^)2 = ̂  = X^{r+).

Ce calcul, et la remarque que les compacts maximaux de (7+ sont des
compacts maximaux de G prouve

Proposition 2.5.2 La restriction des représentations à G^ est donnée par

7^4-=7r^2, et 11^=11 .̂

Elle sont irréductibles, sauf si A2 == —1, A2 == q^.
Si À2 = —1, la représentation

n^ =n^ ̂ ^er2,
où T^T2 sont deux représentations unitaires orthogonales, et il existe un
opérateur unitaire U, et un automorphisme extérieur a de G+, restriction à
G+ d'un automorphisme intérieur, qui vérifient pour tout g 6 G^' :

UT\g) = T\a(g))U et UT\g) = T\a{g)}U.
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Démonstration: Le premier point est déjà connu.
L'opérateur U est facile à définir. On choisit un élément h ç G, h ^ G^.

Comme le sous-groupe G^ est d'indice deux dans G, il est distingué, d'où
l'automorphisme a(g) = hgh~1, et l'application U = II^/i).

La formule suivante ir /̂i)!!^) = ir^Qi^))!!^), est évidente, il reste à
vérifi'er que IT^/i) échange les espaces V1 de T1 et V2 de T2.

Soient IV1 = II^V1, et IV2 = IT^y2. Comme

n^a^n^y1 = n^n^y1,
les espaces W1 sont des espaces invariants par G+, fermés non triviaux, ils
ne peuvent être égaux qu'à Y1 ou à Y2. L'égalité V^ = IV\ impliquerait la
stabilité de cet espace par l'action du groupe G == G^UhG^. Ceci contredirait
l'irréductibilité de II\ Donc IV1 = V2 et IV2 - V1. •

Remarque L'irréductibilité des représentations de Steinberg, qui sera dé-
monstrée dans la section suivante, montrera que les représentations de Stein-
berg, et les représentations de Steinberg tordues par le caratère c de G, qui ont
d'ailleurs même restriction à G"1", et apparaîssent comme les sous-modules ou
modules quotients, de dimension différente de un, des 11̂  et TT^ pour À2 = g^,
restreints à G+ restent irréductibles.

Ainsi, IP^ et TT^ seront les seuls sous-quotients irréductibles des séries
principales de G', dont la restriction à G^ n'est plus irréductible.

Remarque Dans de nombreux cas, un groupe d'automorphismes H double-
ment transitif d'un arbre Aq^q provient d'un groupe d'automorphisme G d'un
arbre homogène, pour lequel on a H = G^.

C'est le cas de PSLa, d'un groupe S[/(4) associé à une extension non
ramifiée, et bien entendu du groupe Q~q . Par contre, il n'en est pas ainsi
dans le cas où H == SU(S) associé à une extension ramifiée, car même si les
compacts maximaux des deux classes de conjugaison ont même volume, les
uns sont hyperspéciaux, pas les autres. Voir [T-2].

L'exemple de Q^ permet de comprendre les représentations T^ dans les
cas d'un sous-groupe G C Gq,q-

Enfin, les cas d'arbres homogènes que l'on vient d'étudier, donnent des
cas extrêmes pour les facteurs f. Dans un cas on obtient un module de
dimension un et un module de codimension un, dans l'autre deux modules
presque isomorphes, sans être isomorphes, car ils ne possèdent pas de sous-
module invariant non trivial par les mêmes compacts maximaux.
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2.6 Représentation de Steinberg

Le lecteur, dont l'intérêt se réduit aux groupes d'automorphismes d'ar-
bres homogènes, peut se dispenser de cette section, les résultats qui y figurent
ont déjà été établis, ou le seront comme conséquence de l'étude des fonctions
sphériques, qui sera faite au chapitre suivant.

Proposition 2.6.1 Les représentations St et 5V, ainsi que st, et st', sont
irréductibles.

Démonstration: On se donne une géodésique pointée (a"n)n€Z5 e^ on considère
le fixateur K de XQ, et le fixateur 1 de l'arête [rro,^i].

Soit A == ^/çlç2- On appliquera le lemme 2.4.2 à J = I , et au module st
qui est égal bV={fçVX\ fc/B îWg = 0}.

On a déjà vu que dimV7 = 1. Il s'agira, pour prouver l'irréductibilité
de St, de montrer qu'un générateur de V1 engendre Y, et que la fonction
fi e V^"1 définie par sa restiction à K, égale à la fonction caractéristique
de 1 engendre V^"1. Ce sera l'objet des deux lemmes suivants, qui seront
établis en utilisant le modèle Q, de représentations dans l'espace C°°(^), et
en utilisant le lemme 2.4.1, on en déduira l'irréductibilité de st'. Enfin, de
l'irréductibilité algébrique de st et de st1, on déduit l'irréductibilité toplogique
de St et de S t ' , car ces deux modules sont engendrés par la droite des éléments
invariants par I . •

Nous allons introduire quelques notations.
Pour y e A, on note Vy = {u \ y € [xo, a;]}, qui est égal à fl. si y = XQ, et ^y

sa fonction caractéristique, et on rappelle la notation Qa,b = {^ I b e [0,0;]},
pour a, b € A, qui est égal à Q. si a = b.

Lemme 2.6.2 Soit \ = ̂ /qîqï. L'élément fi e V^, dont la restriction à K
est la fonction caractéristique de J, engendre le G-module V^ .

Démonstration: L'espace V^ est simplement l'ensemble des fonctions lo-
calement constantes sur G invariantes à droite par B sur lequel G opère
par la représentation régulière gauche. Son image dans le modèle sur Cl, est
l'ensemble C°°(^), sur lequel G opère par translations; il est engendré par
les <^y. On notera que l'image de // dans le modèle sur fî, est la fonction
caractéristique de J(oo) = V^. On en déduit que Ti^"1^)// a comme image
la fonction caractéristique de gV^ = ^g(xo),g(xi)'
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On considère y € A tel que d(xo,y) soit impair, on note x le sommet
x ç [xo,y] qui vérifie d(x,y) = 1 : on a l'égalité Vy = f^y.

Soit g ç G avec ^(rri) = ^/ et ^(a;o) = x, comme O^y = gVx^ on en
déduit que l'image de l'espace engendré par fi contient tous les </?y, avec
d(xo,y) impair. Les fonctions <py, avec d(xo,y) impair, engendrent C°°(î2),
car si d(xo,z) = 2n > 0, l'ensemble Vz est la réunion disjointe de Vy avec
d(0,y) = 2n + 1 et z e [^o,2/L donc 1e1 fonction ̂  est la somme de ces (py
quand y décrit ce même ensemble. •

Proposition 2.6.3 Soit X = ^/çlçï. On considère hj e V x défini par sa
restriction à K^ donnée par hi(k) = q\ si k e 7, et hi(k) = —1 si k ç Iw.

L'élément hi e st1\ il engendre algébriquement le G-module st, et topolo-
giquement St.

Démonstration: Pour démontrer cette proposition, nous allons considérer le
f^— modèle, et nous noterons (pj l'image de /ij, égale à (pi(uj) = q\ pour
uj € V^ et y?j(o;) = —1 sinon.

On remarque, eu égard à la décomposition en martingales de 1.9.6, que
si on désigne par Vn = {/1^571/ = /} pour n > 0, WQ = Vo, et pour n > 1,
Wn = {f C Vn et E^f = 0}, on a

CW=@Wn et ^(^©^ÎV,,
n>0

dans ces décompositions les espaces sont orthogonaux, dans le premier cas
c'est une somme directe algébrique, dans le deuxième cas il s'agit d'une
somme hilbertienne. On vérifie ensuite que l'on a

st=@W^ et St =©n>i^
-n>\

avec la même signification que ci-dessus.
Soient a, b deux sommets voisins, tels que d(rro, a) + 1 = d(xo^ &), on note

n = d(xo,b). Soit S'(a) = S{xo,n) H S'(a,l), et q + 1 = Gard ^(a); on a
q = q\ si n = 1, ç = 92 — 1 si n = 2k > 0, et q = q\ — 1 si n = 2k -h 1.

On considère la fonction de y?a,6 ^ ^Ki, dont le support est Va, qui est
égale à -1 sur Va - Vb et à q sur V&.

On remarquera que (pi = y?a;o,a-i •

Lemme 2.6.4 L^ espace Wm pour n > 1, est engendré linéairement par les
(pa,b avec d(xo, a) + 1 = d(xo, b) = n
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Démonstration: On remarque que ces fonctions sont dans Wn'
Pour d(rro,a) = n - 1, soit lVn,a l'ensemble des f ̂ Wn, dont le support

est contenu dans Va.
On a Wn = eae5(:Eo,n-i)^n,a '' en effet la fonction 1 qui est égale à 1 sur

fl., se décompose sous la forme 1 = Eae^o.n-i) ̂  et toute fonction / définie
sur îî s'écrit alors / = Ea€5'(a;o,n-i) ̂ a/-

Comme E^-^a = ^a, on en déduit que, pour p > n — 1, on a l'égalité
E^(f^a) = E^(f)^ d'Où Wn = eaçS(x^n-l}Wn,a'

Toute fonction / C Wn,a s'écrit / = Ec€^(a) /(c)^c, avec Ece^(a) /(c) =
0. Il s'agit de montrer que / s'écrit aussi Efce^(a) g(b)(paft' On remarque que
^a b == (ç + l)^b — ^a? on vérifie ainsi que le système à résoudre admet comme
solution g(b) = -q^fW, d'où le lemme. •

Le lemme précédent permet donc de conclure que l'ensembles des ipa,b
définis ci-dessus est une famille génératrice de st : on notera ici w la repré-
sentation st dans le modèle fL

Clairement, il suffit de vérifier que ^a,b € Mw(G)(^j + Co<p<n^p pour
démontrer, par récurrence sur d(xo,b) = n, la proposition. Etablissons ce
point.

Le calcul de w{g)(pi est facile, car

"( '̂t"''̂ ^"'"»'
le premier membre ̂ ^ = (q^)-^9^0'^ ^ ̂ P^ ̂  de la P1'0-
jection de a} sur le segm°ent [xo,g(xo)}, l'autre expression prend deux valeurs,
à savoir 92 sur ^(^+) = ^(ïo),ff(^i)î et -1 sur ^(^-) = ^ff(^i)^o)-

On a pour k ç K, w(k)^i = ^o,fc(.i); on sait que K est transitif sur la
sphère S(xo, 1), donc si d(xo,b) = 1, et a = XQ, on obtient ^a,b e Rw(G)(pi.
L'assertion est ainsi démontrée pour n = 1.

Pour démontrer l'assertion pour n > 1, c'est à dire que a, & vérifiant les
hypothèses, ^a,b € M^(G)(^j+eo<p<nWp, on considère un élément g G G qui
envoie le couple (rro,rri) sur le couple (a,&).

On pose (^ = w{g)^i, on remarque que E^y = ^, car c'est le produit
d'un noyau de Poisson qui ne dépend que de la projection de a; sur [xo,a\ et
de ^0,6- ., „.

Soit alors ^ = ^ - E6-^ : on vérifie que E^-1^ e Co<p<n^p, car
E^E^^p = ̂ °^ = 0, puisque (^ € st.

On vérifie ensuite que le support de ^ est ^o,a, et qu'elle n'y prend que
deux valeurs, suivant que b € [xo,^} ou que & i [xo,u\. Ceci prouvera que
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ip est proportionel à ^,6 car ^ e H^. Pour vérifier l'assertion, il suffira de
prouver que ^ n'est pas nulle. Ceci se vérifie aisément, car la restriction
de (p à Qa.o,a est le produit de deux fonctions, l'une qui est un noyau de
Poisson, toujours strictement positif, et prend deux valeurs distinctes sur
^o,a) suivant que b e [xo.uj] ou que b ^ [rro,o;], et l'autre, qui est w(g)(pi,
prend deux valeurs de signes opposées sur les ensembles g(^î+) et g(^î-), qui
réalisent une partition de fî.

On a ̂ ,6 = f2^ H g(fl.-) si n est pair et fl.^ = ^o,a H ^(^+) si n est
impair.

Ceci prouve que la restriction de (p à ̂ o,a est une fonction qui prend deux
valeurs non nulles de signe opposées sur .̂̂  et son complémentaire.

Ainsi -0 n'est pas nulle sur 0^,a, donc ̂  ^ IK-0, d'où l'assertion. •

2.7 Coefficent de la représentation de Steinberg

L'objet de ce numéro est de calculer le coefficient de la représentation de
Steinberg

. . ^ <^(g)hiji>
w <Wj> '

où hi (resp. /j) est le vecteur non nul de st1\ (resp de st11.) Le produit
scalaire <, > est la dualité entre représentations contragrédientes, défini par
le produit scalaire des restrictions à K.

On a aussi c{g) = <^^^//>, ce qui prouve que le coefficient c est bi-
invariant par J, sa valeur sera ainsi déterminée sur les doubles classes J\G/J,
dont on connaît un système de représentants,

I\G/I = T2^ U T^W.

Le calcul de c sera effectué dans le modèle fî, dans lequel on a

c{g) = —o-) / ^(g)^i){^)duj.m[\î^ Jçi+

Proposition 2.7.1 Le coefficient c de la représentation de Steinberg st est
donné par

( ——ra- sig=Tn
(9i_g2)l71' u

^^ = \ (g^ si 9 = rnw' avec n>o

g^)N s^g= ̂ ^^ avec n < 0
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Démonstration: En effet, pour simplifier les notations, nous allons paramétrer
par Z la géodésique engendrée r^o, que l'on appelera standard, à savoir
r^o = 2n, rnx\ = 2n + 1. L'action de r est la translation d'ordre 2, et
w(n) = —n.

On rappelle que fl, = ̂ 4- U fl,-, où ^4- = ^0,1 et que

0(5) = c / (pi(g~^uji) dvg(p)uj = -c I (piÇg^uj) dvg^uj,
J^ï-\- JÇl—

la deuxième expression étant conséquence de ce que f^w(g)tpi(^)duj = 0,
pour une constante c telle que c(l) = 1, donc 1 = cj^çi = c^-y, ce qui
donne c = 1 -h —.

Traitons d'abord le cas de g = rn. Le cas n = 0 est trivial, car alors
c(l) = 1. On remarque ensuite que uj ̂  (^/((7~lCl;) vaut q\ sur ^2n,2n+i et —1
sur son complémentaire, à savoir ^2n+i,2n- Le calcul sera explicité en fonction
du signe de n.

Remarquons d'abord que l'on a r^u e fî+, si et seulement si on a 1 e
[O,'?-"^^)], qui, comme on le voit en transformant par ï71, est équivalent à
2n+l € [2n,o;].

On vérifie de même que r""^ e n-, si et seulement si on a 2n ç. [2n+l, a;].
Donc pour n > 0, si uj 6 Q- alors ^pi(uj} = —1, et alors

C(T71) =(!+!)/ ^2n(o;)=
Cl Aî-

1 d^(^), ,p ^ (-{ \ 1 } 1 gl - 1
= (1 + ̂ -d^-^ = (1 + ̂ (^FçrTT - (çiy

De même si n < 0, on voit que si a; € ^2+ alors ^j(o;) = ci, et

c(r71) =(!+-) / çi^2n(^)=
gi ^n+

= (1 + l^^^l^^^) = (1 + 1)^(^^)-——— = (g^)71.
ci d^) + ci 9i +•*-

Pour calculer c^w) on étudie ^/((^w)-1), et on vérifie qu'il vaut -1 si
(Tnw)-l(a;) e ^+, c'est à dire si u e nr"w(o),r-w(i) = ^2n,2n-i, et ci sur son
complémentaire qui est ^2n-i,2n. On remarque ensuite que Q- C ^2n,2n-i si
n > 1, et Î4 C ^2n-l,2n SÎ H < 0.

Le calcul est alors simple, pour n >. 1 on a

c(^) = -(i + ̂  f^_ ̂  w = -(i + ̂ ^^-)= (^-
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De même, pour n < 0, on a

c^w) = (1 + 1) / (-1) d^) = -(1 + 1)————^) = ————.qi ^+ ci (çi^)1711 gi(giç2)1711

Ceci termine la démonstration. •

Proposition 2.7.2 Les représentations st et st1 ont mêmes coefficients.

Démonstration: Nous allons montrer que le coefficient de st est le même que
celui de la contragrédiente st'. En effet, il est réel et on vérifie que c(g) =
°{9~1)^ car on voit que c^) = (^(r""), et on note que les classes I^wl sont
involutives, l'action de (^w)2 étant triviale sur la géodésique standard. Ainsi
c(g-ï)=c(g).

Le coefficient de la contragrédiente est donné par

cf[9} = ^ f h ^ < ̂ Wj^j >= ——— < fi^(g~1)^ >=cQF^).< J l î ^ l > J l ^ l l >
d'où le résultat annoncé. •

Corollaire 2.7.3 Les représentations st et st' sont (algébriquement) équiva-
lentes.

Démonstration: En effet ces représentations sont irréductibles, et équivalentes
à la sous-représentation engendrée par c dans la représentation régulière
droite de G. •

Remarque Le coefficient c peut aussi s'interpréter comme un caractère de
l'algèbre de Hecke, pour la convolution, Cc(^\G/J), en associant à une fonc-
tion (p € Cc(I\G/I) l'opérateur w{(p) = fç ̂ {g)<^{g) dg^ qui est de rang un, et
qui agit sur st1 par l'homothétie de rapport c((/?) = Jç c{g)(p{g) dg^ et vérifie
c(^*VO=c((^)c(VQ.

Le lemme suivant servira à étudier l'intégrabilité de c.

Lemme 2.7.4 Les mesures des doubles classes de I\G/I, pour une mesure
de Haar m sur G, sont données par

( (çi^)1711^/) si g = T71

m(lgl) = ^ (^(çi^)^1"1^^) si g = ^w, avec n > 0
l ci (çi^^^CO si g = ̂ m, avec n <0
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Démonstration: On a pour g e G, m(J^Z) = [7 : (^-1 n J)]m(J), car J^J
est une réunion de classes à gauche I g x indexées par I / ( g l g ~ 1 n I ) . Comme
glg~1 = ̂ {g(o),<y(i)}, on a glg~1 ni = ^{o,i,g(o),ff(i)}, la notation /^x désignant
ici le fixateur de l'ensemble X dans G. Il ne reste plus qu'à expliciter les
différents cas.

Si g = r71, alors ̂ -1 H 1 = ^{o,i,2n,2n+i}-
Si n > 0, on a ̂ -1 n 1 = J^o,2n+i}, et I/K{O^+I} s'identifie à l'image

par 1 du sommet 2n -h 1, qui est égale à l'ensemble de sommets

{a|d(0,a)=2n+l, 1 G [0,a]};

Cet ensemble a (çi^)"1 éléments, d'où mÇ/r71/) = (q^q^mÇl).
Si n < 0, on a ̂ p-1 H J = ^{i,2n}, et I / K ^ ^ n } s'identifie à l'image par 1

du sommet 2n, qui est égale à l'ensemble de sommets

{a|d(0,a)=2n,l^[0,a]};

Cet ensemble a (çi^)1711 éléments, d'où m^r71/) = (çiÇa)1711^^).
Si ^ = ̂ w, alors glg~1 H J = ^{o,i,2n,2n-i}.
Si n > 0, on a ̂ /^-1 H 1 = ^{o,2n}î et J/^o,2n} s'identifie à l'image par 1

du sommet 2n, qui est égale à l'ensemble de sommets

{a|d(0,a) =2n, 1 e [0,a]};

cet ensemble a 92(9192)^"^ éléments, d'où m^T^J) = Ç2(çlÇ2)^n~l^(^)•
Si n < 0, on a ̂ -1 H 1 = ̂ {i,2n-i}î et I/K^^n-i} s'identifie à l'image

par 1 du sommet 2n — 1, qui est égale à l'ensemble de sommets

{a|d(0,a)=2n,l^[0,a]};

cet ensemble a 91(9192)^ éléments, d'où m{IrnwI) == qi(qiqî)^m(I)', d'où le
lemme. •

Proposition 2.7.5 La fonction c est de carré intégrable sur G', mais n'y est
pas intégrable.

Les représentations st et st' peuvent être considérées comme plongées dans
l'espace engendrée par c dans L2^), muni de la représentation régulière
gauche.

Cet espace est en fait un sous-espace invariant à droite par I. Ainsi
ces représentations peuvent être réalisées comme sous-représentations de la
représentation régulière de G dans L^G/J).
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Elles restent algébriquement irréductibles, et sont unitarisables.
Soit ST l'adhérence de ces représentations: c'est la représentation de

Steinberg (unitaire).
Son degré formel, donné par dsr = «y, est égal à

d^ = —1————~^
m(J) (1+^(1+^)'

Démonstration: La non intégrabilité de c est évidente, vu les valeurs calculées
de c et des mesures des doubles classes.

Par contre on a

||c||2 = ̂  eÇr^mÇl^I) + ̂  cÇr^mÇl^wI) + ̂  ̂ T-^m^T-'wJ),
neZ n>0 n^O

qui s'explicite en

"''''•^(^^(^Ç^
qui donne la valeur annoncée.

On interprète la fonction c comme un coefficient < L(^)e,e >, où e est
le vecteur unitaire, invariant par 1 dans la représentation st réalisée comme
sous représentation de L2^), pour la représentation régulière gauche L. En
fait e = n^,. Ce coefficient c devient la fonction 1 sphérique associée à ST.
Ainsi, la tnéorie des représentations unitaires de carré intégrable, exposée
dans [D], s'applique ici. •

Remarque Comme G / I s'identifie à l'ensemble A des arêtes de l'arbre,
L^G/J) s'identifie à ^(A), pour la mesure de décompte (éventuellement
multipliée par la valeur de m(J).)

L'énoncé précédent montre que la représentation de Steinberg ST est
un sous— G— module invariant fermé dans ^(A), celui qui est engendré par
l'image de la fonction c. Ceci permet une nouvelle définition plus géométrique
de ST, qui ne fait pas intervenir le groupe G choisi.

L'image de c est très facile à expliciter, car les classes I\G/I décrivent les
positions de deux arêtes.

Les propositions 3.7.2 et 3.7.3 donneront une description géométrique de
la représentation de Steinberg dans le cas homogène.
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Chapitre III: Représentations sphériques,
transformation de Satake, décompositions
spectrales

Ce chapitre est consacré aux représentations sphériques associées à un com-
pact maximal K^ à la transformation de Satake de ces fonctions sphériques,
à la détermination des fonctions sphériques élémentaires, à la formule de
Plancherel, puis à la décomposition spectrale de 1?'(GJK\

Dans le cas d'un arbre homogène, on en déduira la formule de Plancherel
pour les fonctions bi-invariantes par un groupe d'Iwahori J, puis la décom-
position spectrale de L^ÇG/I).

Enfin, comme application, on démontrera une formule de Plancherel pour
certains groupes discrets, tels les groupes libres, à qui on peut associer des
arbres.

3.1 Transformation de Satake

Comme dans le chapitre précédent, on s'est fixé un sommet XQ que l'on
suppose de numéro 1, et on a noté K son fixateur dans G. On choisira la
mesure de Haar sur G pour laquelle le volume de K est égal à un.

On considère les algèbres Cc{K\G/K) et ^(^G/K). Ce sont des al-
gèbres commutatives pour la convolution, car Pinvolution g \—> g~1 fixe les
doubles classes de K\G/K et induit un anti-isomorphisme de ces algèbres.

Définition 3.1.1 Soit f e Lt(K\G/K), on appelle transformée de Satake
de f la fonction f sur K\G/N = r2, définie par

f(rP)=6^rP) f îWdn^^q^ [ /(r^dn,
JN JN

où 6~1 est le module11 d'une mesure de Haar de B.
11 défini sur B par d(x~ibx) = ^(rr)"1^, db étant une mesure de Haar de B.



104 F. CHOUCROUN

Pour À e C* et / € L^(K\GIK), on considère l'opérateur

H\f)= f^\g)î{g}dg.
J G

II est de rang un, et opère par un scalaire, noté c\(f), sur la droite des vecteurs
invariants par K, portée par la fonction ÎK,\ C ^À définie par sa restriction
à K égale à 1.

Proposition 3.1.1 L'application c\ est un cararactère de ^ ( K ^ / K ) , il
est donné par la formule

^œ^E^w)-
p€Z

Démonstration: On vérifie que ÇA est donné par la formule c\(f) =

^î{g)ÎK^g~')dg = f^{g-')ÎK^g)dg = ^f(g)fK^(g)dg

= / nkr^yq^^Xx1^) dkdn = ̂  X-W).
J K x Z x N pçZ

Comme TT^ est une représentation, on a pour /i,/2 ^ ^ ( K ^ / K ) , l'égalité
^ ̂  ̂  = TT^/l)^^^); d'Où Cx(fl ^ /2) = CÀ(/l)CA(/2). •

Comme Cx(f) est la transformation de Laplace de /, l'application f ̂ f
est un homomorphisme entre l'algèbre Cc(K\G/K), munie de la convolution
sur le groupe G et son image dans l'algèbre, pour la convolution sur Z. On
peut montrer à priori qu'on obtient l'ensemble des fonctions symétriques à
support fini, sur Z. Ce résultat est démontré dans le cadre des groupes p-
adiques par Satake dans [Sa].

Redémontrons le ici.

Proposition 3.1.2 Soit f une fonction de Cc{K\G/K), sa transformée de
Satake f vérifie /(r-^ = fW.

Elle est donnée, pour p > 0 par la formule suivante

^^(i-^^^g '̂).
où on a posé (^T^) = (<M2)V(^); en particulier elle est à support fini.
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Démonstration: On rappelle les résultats de la proposition 1.5.5, où il est
montré que si v(n) = fc, alors r^n e Kr^^K avec un entier m(k, l) = l + k
si k > max(0, -21), et m(k, l) = \l\ sinon.

La mesure de A^ = [n e N \ v(n) = k} est facile à déterminer.
On a vu que m{Nïp) = (q\qîY et mÇN^i) = q^q^Y', d'où on déduit

que

^W) = m(N^) - m(A^-i) = {q^Y - q^q^Y-' = (1 - -^(gi^.
ci

De même, on a

m(N^) =-m(^2p+i) - ̂ Wp) = q2{qiqiY - {WiY == (^2 - l)^!^)".

Le calcul de la transformation de Satake est alors très facile.
On suppose que p > 0.
On voit trivialement que si n € No, on a r'pn ç. Kr^K.
Si v(n) = k > 0, alors la formule ci dessus montre que

^n C Kr^K.

Comme N = No U |_|g>o N ^ , on en déduit que

(9192)-^^) = fWmW + f: /(T^MA^) + f: /(TP+2fc+l)m(^)
fc=l fc=0

= /(T^) + (1 - i) f:(9lÇ2)fc/(TP+2fe) + (92 - 1) E^)^^2^1),
9l fc=l k=0

ce qui démontre la proposition dans le cas p > 0.
Supposons maintenant p < 0, on a r^n € Kr^K pour n e N^\p\, et on a

ï^n e Kr^K pour n e A^ avec fc > -2p.
La série donnant /(r^ s'écrit alors sous la forme (çi^)"^/^) =

/(T7>Wb|)+ E /(^+2fcM^)+ E /(^^M^)
fc=2|p|+l fc=2|p|

= /(Tl^")m(N2lp|) + E /(T'̂ MA^) + f: /(Tl̂ ^MN l̂pl)
Â;=l Â;=0

00 00

= (ÇlÇ2)lpl/(Tlpl)m(No) + E/^'^M^fc) + E/^^M^)-
fc=l fc=0
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On en déduit que (çi^)"1/^) = (q^fÇr-P), d'où /(r^ = /(r^). •

II est naturel de définir une fonction c à la Harish-Chandra, qui permet
de reformuler la transformation de Satake comme convolution.

Définition 3.1.2 On note Cq^q^ la fonction méromorphe suivante

1 + ̂ =A-1 - ̂ -A-2

„ (\\ _ v^^______<7l
^gi^V^/ ~ 1 _ \-2

Cette fonction est liée aux opérateurs d'entrelacements, qui seront étudiés
dans le chapitre suivant. On notera que les zéros de Cq^q^ sont —^ et —^-f?
et les pôles sont =bl, sauf dans le cas où ci = 92, où il y a simplification, la
fonction Cq^q n'ayant qu'un zéro égal - et qui est simple, et qu'un pôle égal à
1 et qui est simple.

On notera que les zéros de Cq^q^{\)cq^q^{\~1) correspondent aux valeurs
de À pour lesquelles TT^ n'est pas irréductible.

Néanmoins nous pouvons donner une formule qui établit partiellement ce
lien; voir ausi la proposition 4.1.1.

Lemme 3.1.3 Soit /K,X e V x le vecteur normalisé invariant par K dans
l'espace de la représentation 7r\

On suppose \\\ > 1, alors on a f^fK^w} dn = Cq,^(\}.

Démonstration: On a ÎK^\W = Xx^W, où x^^) = (v^^i^A)^
Clairement si n € No = N H K on a ÎK,\{n'w) = 1.
Par contre si v(n} = k > 0, d'après la proposition 1.5.7 on a nw =

w-Wwfc, avec v[n') = -k, et z/(6) = k. On a fK,>(riw) = (./çT^A^, car
w^n'w e K. Le calcul de cette intégrale se ramène donc à

i+E^Hv^^
p=\

= 1 + (i _ 1) ̂ (^'(^A)-^ + te - 1) Ê((M2)fc(^/9Î92A)-2fc-l

Cl k=l fc-0

= 1 + (1 - 1) £ ̂ "2fc + ̂  - ̂ ——=r E(^-2fc"l•
Cl k^l V^ k=0

Cette série est essentiellement la somme de séries géométriques de raison A~2,
cette intégrale convergera donc si |A~2] < 1, c'est à dire |A| > 1. Sa valeur est
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alors égale à

1^1 1^ A-2 (92-1) A-1 1+^-1-^"2 ^
1 + (1 - ̂ i-A=2 + -7̂ -1-̂  = ———T-^——— = C9l•<12w•

Ce qui démontre le lemme. •

II est possible de reformuler la formule donnant la transformée de Sa-
take. A la série donnant Cq^q^(\~1) == Z^o^^ on P^ associer une série
formelle.

Soit a le décalage défini sur les fonctions sur r^ par

<7<^)=^(T^1),

et Cq^q^(a) l'opérateur défini par
00

^1,92^)= Y,^.

n=0

Les calculs précédents démontrent

Proposition 3.1.4 La restriction à T^ de la transformée de Satake f d'une
fonction f de Cc(K\G/K) est donnée par

/IrN = C^(a)((^A

où 6~1 est le module de B.

Cette formule peut aussi être interprétée comme une convolution sur le
groupe Z.

Notons Cç^ça la fonction sur Z, dont A ̂  Cq^^(\~1) est la transformée de
Laplace. On notera que la série associée E^°=o ̂ ^ a un rayo11 d6 convergence
égal à 1.

Cette fonction admet -N comme support, on a Cq^q^[n) = a_n, pour
n < 0. Ayant identifié Z et r2, on note encore Cg^ la fonction obtenue
sur r^ de sorte que la transformation de Satake s'interprète comme une
convolution, d'après

Théorème 3.1.5 La restriction à r^ de la transformée de Satake f d'une
fonction f de Cc(K\G/K) est donnée par

~f\^=^f)^Cq^

où * désigne la convolution sur le groupe T^ et 6~1 le module de B.
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On désignera par [7^—1, la fonction sur le groupe Z dont la transformée1
^91,92'"°<n,<ï2

de Laplace est égale à À >-)• ——^r^n, c'est à dire que f——1 admet —N" ° ^i,^^ ) '•^ïi,^
comme support, et que pour n < 0 on a [^J—](n) = &-n, les coeficients bn
étant définis par ———n = E^o^^-

^l i<?2 '• / »—"
II est facile de déterminer le rayon de convergence de la série Z^o^n^"-

II est égal à infdA,"1!), où Ai désigne le ou l'un des deux zéros de Cq^q^.
Des propriétés de la transformation de Laplace, on déduit

Proposition 3.1.6 Soit f e Cc(K\G/K), alors f est à support fini, et on a

f\^=6-^.Cf^ [——-])•
°gi ,92

Démonstration: La démonstration consiste à vérifier que le produit de con-
volution f -A- \——1 est bien défini, ce qui est clair car / est à support fini:

°91>92 p ,
on utilise F associait vite de la convolution, on remarque que la transformée
de Laplace de Ça, oo * [7——] est égale à 1, puis on conclut en utilisant la

S. H\.iH£ '•(-^l,^

proposition précédente. •

Cas des arbres homogènes
Deux cas sont à considérer.
Le cas d'un arbre homogène non numéroté correspond à q\ = q et q^ == 1.

Dans ce cas, on pose Cg(A) = Cq^(\) et on a

1 - ̂ A-2

^(^ = ^ _ ^-2 •

Le cas ci = 1 et Ç2 = 9 correspond aux fonctions sphériques pour l'autre com-
pact maximal, celui qui est le stabilisateur d'un sommet de valence 2, dans
l'arbre de type (ç,l). C'est aussi le stabilisateur d'une arête de l'arbre ho-
mogène sous-jacent, qui est encore le normalisateur du sous-groupe d'Iwahori
fixant cette arête.

Le cas d'un arbre homogène numéroté correspond à ci = 92 = q' Dans ce
cas, on pose c^(A) = Cg,g(A) et on a

W = -T-FT-
On remarque qu'alors Cç(A) == c^(A2). Le passage au carré est simplement

dû au fait que le générateur T de l'un est le carré de l'autre.
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3.2 Fonctions sphériques élémentaires

Les fonctions sphériques élémentaires sont les coefficients des séries prin-
cipales. Elles sont définies par

^(^) =< ̂ {g)fK^fK^ >= [ fK^g^^dk.
J K

Ce sont des fonctions bi-invariantes par K, et sont associées aux caractères
de l'algèbre pour la convolution L\K\G/K) définis pour / e L^K^/K)
par

^(/) =< ̂ (f)fK^ /x,À-i >- ̂  f(g)^x{g) dg = f^ f{g)^x(g~1) dg,

ou encore (p\(f) = f ^ ̂ \(e).
Enfin la définition de ^\(g) montre que pour, au moins / e Cc{K\G/K\

on a
^(/) = \ fÇg^g-^dg = / f(g)fK,x{gk)dgdk

JG JKxG

= f ^ f{gk)fKAgk)dgdk = ̂  f{g)fK,x(g)dg

= I fWxx'Wdkdb =^ I î^n^WWd^
J K x B pçz^

D'où ^(/) = ̂  À-^(^) / f^n) du = ̂  À-^(^),
P€Z JN pez

ce qui prouve que ^px(f) est la transformée de Laplace en A de /.
On considère la fonction caractéristique de la double classe KrpK^ notée

fp, on obtient fp^^\{e) = m^KrPK^xW, et en appliquant le résultat
précédent on obtient

Proposition 3.2.1 La valeur, sur un élément fixé du groupe, de la fonction
sphérique y\ est un polynôme en X et \~1. Elle est donnée pourp > 0 par la
formule

^(Tp) = T1T(^^2)-P[^^(^)ÂP+^^(A-1)A-P].
91

Démonstration: On vérifie que

^1,92 W + ^1,92 (^ ) = ~~" •
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Pour p = 0, on obtient trivialement ^\(e) = 1, la formule est vérifiée dans
ce cas.

On supposera donc p > 0.
On évalue d'abord m^Kr^K} = [K : (K H r^Kr-^} = [K : Ko^p}. (On

a noté ici, comme plus haut, l'origine 0 et 2p = r^O)). Cet indice est donc
égal au cardinal de l'orbite sous K du sommet 2p, qui est la sphère de centre
0 et de rayon 2p, car G est doublement transitif.

On obtient alors m^K^ K) == (ci -h 1)92 (çi^"1.
On détermine ensuite Jp.
Comme Cq^q^(X) = 1 + En^ûnA^, on a alors fpÇr^ = 0 si k > p,

/pO^) == (91^2)^ et pour 0 < k < p on a /p^) = Op-fc^i^)21.
On obtient alors

{qi + iMçî rW^) - (çi^)^! + É ̂ -^ + À-fc)]
fc==i

= (<M2)? [A" f: ap-fcÀ-fr-^ + À-Î' £ ap-.A^-^]
fc==0 fc=l

= {q^^i^akX-^X-^a^
fc=0 fc=0

On remarque qu'en écrivant Cq^^(\) = a 4- ^ .^ - i + ^_^_ i , on obtient

\P ̂  afcÀ-fc + X^a^ = À%,^(A) 4- A-%,,^(A-1),
fc=0 fc==0

car la somme des restes dans les développements en série vaut

-•i^î^i-^îê^».
D'où la formule annoncée. •

Préposition 3.2.2 1) La valeur de la fonction sphérique élémentaire ̂ (r^
pour p > 0 est un polynôme de degré p en X + À"1.

En particulier, les fonctions ^p\ et ^p\i sont égales si et seulement si \' = À
o u X ' ^ X - 1 .

2) La fonction ^p\ est bornée si et seulement si

(^r^iÀi^çi^.
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3) La fonction (p\ est de carré intégrable sur G, si et seulement si q\<qî,
31et^-^ouX-^-^.I g2 - - - V 92 '

Dans ce cas on a

ii 1 1 2 /^12-H /nl̂ l-tJ -̂Lll
ll̂ ll2-^^^) Mi •

Démonstration: On a vu au cours du calcul de fp que k ̂  f?^) est une
fonction symétrique dont le support est l'intervalle d'entiers [-?,?]. Comme la
fonction (p\ est sa transformée de Laplace, en vertu du théorème des fonctions
symétriques, elle s'écrit comme un polynôme de degré p en À + A~1. On en
déduit donc que ip\ == ^px-i.

L'égalité ̂ \ = c\i implique que ^x(r) = CY(T-). Donc ces polynômes de
degré un en A + A-1 et A' + A'-1 sont égaux, d'où A + A-1 = A' + A'-1, c'est
à dire A' = A ou A' = A~1. __ _^

Les zéros de c(A)c(A~1) sont ^/çlç?1 et -^' •
La formule donnant (^ montre, au moins pour A + ±1, que si -^ < 1

et l^l < 1 la fonction sphérique (px est bornée. C'est aussi le cas si A = ±1,
\/9lÇ2 —

d'après le principe du maximum sur {A | ^/<M2~1 < |A| < ^/q\qi}-
Les zéros de c(A)c(A-1) sont ^qï^ et -^±1. Ils sont donc dans la

couronne {A | ^/gig2~1 < |A| < ^/çîç2}• On en déduit que, si |A| > ^92 ou
si |A|-1 > v^Tç2, la fonction ^xW est asymptote à un terme proportionel à
( > }v ou à ( A"1 Y terme dont le module tend vers l'infini avec p, et avec^v/îT^ ^^v/grgï 7 7 ^ , , 1 / i.
un coefficient de proportionalité non nul, car égal a ^-xc(A) ou a ̂ -xqA J.

Evaluons la norme \\^\\\2 de (p\ : on a

||̂ ||2 = rn(K) + Ê m(XTn^)|^|2(TP)
71=1

= m(K)[l + ——— £ IA^A) + A-^A-1)!2].
1 + çT "=i

Cette série ne peut converger que si c(A) == 0 ou c(A)~1 = 0.
Etudions ces cas; on peut toujours supposer, quitte à remplacer A par

A-1, quec(A) =0.
Dans ce cas, on a c(A-1) + c(A) = 1 + ̂  d'où c(A-1) = 1 + ̂ , et on

obtient ||̂ ||2 =m(K)[l +(14-^-) E^i lAl-2"!]. ^ ^
Traitons d'abord le cas ci = 92 = ̂  dans ce cas c a un seul zéro égal à -^

et la série E ̂ -2n diverge pour A = \.
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Si ci '=/=- Ç2î alors c a deux zéros égaux à —= et —\[92-'
Pour le premier zéro À = ——= la série EÂ"271 diverge manifestement.
Pour l'autre zéro À = —J^- la série SA~271 converge si et seulement si

Cl < Ç2.
On suppose donc que q\ < q^ on pose Ao = —i/22', on a

|K||2 = m(/<)[l + (1 + 1 ) f:(^)"] = mW92^!.
VI 71=1 ^2 ^^ yl

d'où la proposition, en remarquant que [K : 1} = Ci + 1, qui est le cardinal
de la sphère unité centrée en XQ. •

Corollaire 3.2.3 Pour \ -^ ^/çlç^1 et \^ —J^^^ i ^\ est équivalent à 7r\'
si et seulement si \' = \ ou A' == A~1.

Si \ = ^/çTç^1 ou \ = —J^ 5 TTA est ^équivalent à aucune 7r\' avec
A' + A.

Démonstration: Dans le premier cas, où la représentation TT\ est irréductible,
l'égalité des représentations implique l'égalité des fonctions sphériques, qui
d'après 2.4.9 implique l'équivalence des représentations.

Pour les autres cas, si A = ~\/ i chaque facteur Ki sphérique apparait
dans un cas comme sous-représentation, et dans l'autre cas comme quotient,
et les équivalences sont décrites à la proposition 2.4.10.

Enfin, si A == v/çlç^, on obtient la représentation unité et la représen-
tation st ou s t ' , l'une comme sous-représentation, l'autre comme quotient,
donc les représentations TT\ et Tr^'1 ne sont pas équivalentes, mais les facteurs
le sont. •

Remarque Les résultats démontrés ci-dessus pour les fonctions sphériques ,
permettent de conclure aux équivalences des représentations des séries princi-
pales étudiées au chapitre précédent, car les hypothèses du lemme 2.4.8 sont
vérifiées.

Quand q\ ^ qi, les compacts maximaux n'ont pas le même volume, les
formules donnant les fonctions sphériques élémentaires dépendent du numéro
du sommet. On fixera une arête, dont on notera 1 le fixateur, d'où deux som-
mets voisins, une géodésique qui la contient numérotée par Z, et un élément
T qui y agit par la translation de pas 2.
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On obtient deux familles de fonctions sphériques que l'on notera ip\ où i
désigne le numéro du sommet associé. Si q\ 7^ 92? pour A = —J0^- l'une des
fonctions ^p" est de carré intégrable, pour le numéro i avec qi = inf^i,^)-

Le sous-espace vectoriel de L^G) engendré dans la représentation régu-
lière gauche par cette ̂  est isomorphe à f1. Il est même invariant à droite
par Ki qui est le sous-groupe compact maximal contenant le sous-groupe
d'Iwahori I qui fixe un sommet de type i.

On désignera par T° la représentation unitaire qui est l'adhérence de cette
représentation.

Son degré formel s'exprime alors

1 |ç2-gi|d^o =
m(J) (ç i+ l ) ( ç2+ l ) '

On notera qu'il vérifie

, , |<72-Çl|0^0 == dsT~^ " 1 ~ ^OJ -, •

ÇlÇ2 - 1

II n'est pas, en général, un multiple entier de celui de la représentation
de Steinberg. Néanmoins, ces degrés formels sont égaux si l'un des ç» vaut
1, c'est à dire dans le cas d'un arbre homogène. Ce n'est pas étonnant, car
ces représentations sont obtenues l'une à partir de l'autre par torsion par un
caractère d'ordre 2.

Remarque On peut, comme pour la représentation de Steinberg, donner
une définition plus géométrique de T°. L'espace G / K s'identifie à l'ensemble
des sommets Si de l'arbre, dont la valence est la plus petite, ainsi L^ÇG/K),
s'identifie à L2^), et T° en est un sous—G—module invariant fermé, celui
qui est engendré par l'image de ip\o.

Ainsi cette définition ne fait pas intervenir le choix particulier de G.

3.3 Formules d'inversion de Fourier, Plancherel.

Soit / e Cc(K\G/K), comme / est à support fini, la théorie élémentaire
des fonctions analytique nous donne

/(^)=^ A^cfA,
J A \=pJ\\\=p
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pour d*X = 2^^ la mesure réalisant la moyenne sur le cercle de rayon p
orienté dans le sens direct.

Comme pour p > 0 on a

fW = ë-^r^) f; bnfÇr^) = 6-^rP) f; bn ( /(A)A^ d*A.
n=0 n=0 ^1=^

On considère alors le rayon de convergence de la série Z^Lo^n^71 ^ont on a

vu qu'il est égal à R == inf(|A,~1)), où A,"1 sont les zéros de c(A~1), c'est à dire
AI = ^/çlç2 ou A, = ~\PSL1 saul sl 9i == 92? et dans ce cas, seul le zéro ^/çlçï
existe.

On voit que si ci > 92 on a R > 1. Sinon R = ./flr < 1.
Dans tous les cas, pour p < J?, on peut permuter intégration et somma-

tion, d'où la formule

/(r'')^-^)^/ fWX^d^X
n=0 •'Î P

= ̂ Î(TP) /" £ 6n/(A)À^"^À = ̂ -^T") / /(À)À')——————^<fÀ.
•/IÀI=P7^=o ^I^I^P ^gi^v^ J

La fonction à intégrer n'a que deux pôles, ^/çTç2 > 1 et Ao = ~^|SL'
Calculons son résidu en Ao (pour ci ^ q^). Il vaut

J_f(_ /^)(- [^Y^-^
2^ V^" V^ 7 9 2 + 1 '

comme on le vérifie aisément.
En déplaçant le contour d'intégration du cercle de rayon p, où p < R, au

cercle unité, et en appliquant le théorème des résidus, on prouve.

Proposition 3.3.1 Pour une fonction f e Cc(K\G/K) et p > 0, on a

fW = (q^)-'2 f. . fW^———^T^^ si ̂  ̂  ̂  ^
J\\\=l ^1,92^ )

nr") - (çiç2)-i / /(A)À^ 1 d*À + ̂ ——^/(Ào)^ sinon ,
J\>\=1 ^i^V^ / 92 ~r 1

où Ao = -JI', e< la mesure d*A = ^tTF^.
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Dans le cas p = 0, on peut modifier l'expression précédente.
En effet l'intégrale sur le cercle unité est invariante par le changement

de variable A t-^ A~1, comme la transformée de Fourier / l'est aussi, car les
fonctions sphériques élémentaires sont invariantes par cette transformation,
on peut se limiter à intégrer /(À)ÀP(^——m + g 1 (A)) sur ^e demi-cercle
unité 7Ï' situé dans le demi plan supérieur, et orienté dans le sens direct.

On remarque aussi, que Cq^q^(X) = Cq^q^(X) = c^g^A"1), pour |A| = 1.
Comme c^^(À) + c^^(À~1) = 1 -h ^-, on obtient

Proposition 3.3.2 Pour une fonction f C Cc(K\G/K), on a

f(e) = (1 + 1) f /(À)!————!2^ pour ci > 92, et
9i î ^i^W

f{e) = (1 4- -3-) f fW}————^^ + ̂ L/(ÀO)' pour ql < g2'
Cl ^î ^i^W Ç2+i

où ̂  = -\/t-
On en déduit la formule de Plancherel

Proposition 3.3.3 Soit f e L^J^Gy^), on a

Il/Il J = (1 + 1) L ̂ W}———.^^ P0^ 9i > ̂  et
Cl ^^i ^1,92^

1 1 / 1 1 ^ =(!+-) /, l/l^^l——TA)!2 dtx + '--^^^ pour ql < 92'Cl ^i ^i^^J 92 ^-L

^0=-^
Corollaire 3.3.4 S'o^ une fonction f e ^(K^/K), alors f s'obtient à
partir de f par la formule suivante. Pour p > 0, on a /(r^

= (1 + ̂ ) / , /(^^(T^I————TI'^Â ^ 9i > 92, et
Cl «^i ^1,92^^

= (1 + 1) L /(^^(T'')!———^^^ + ̂ -^(AoWT") ^on.
Cl ^7i ^gi,^^ 92 "T" -L

Démonstration: Soit une fonction / € Cc(K\G/K), on va établir d'abord la
formule de Plancherel pour /, en appliquant la formule d'inversion de Fourier
à / * jf, où f(g) = f(g~1) = TQ/L car P01111 une fonction K-biinvariante on
a/(^ l)=/(^•
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On remarque ensuite que / * /(e) == ||/||2, et que

f^fW = fWJW = 7(A)7(A).
Cette expression coïncide avec |/(A)|2 si |A| = 1 ou si A € R.
Ceci est trivial si A e R, et si |A| = 1, c'est une conséquence de 7(A~1) =

7 ( A ) , e t d e À = A - 1 .
Cette formule se prolonge par continuité à L2(K\G/K)^ ce qui donne un

sens à /(A), qui est défini comme un élément de L2 du cercle unité pour la
mesure ci-dessus.

Enfin, on démontre le corollaire en polarisant la forme associée au carré
de la norme L2, et en considérant la produit scalaire de / avec la fonction
m(KrPK^fp^ ^m vaut ^ sur ^a double classe Kr^K, et 0 ailleurs, et dont la
transformée de Fourier fp(\) = (pxÇr^. On obtient immédiatement la formule
du corollaire. •

II est facile d'expliciter la mesure de Plancherel dans le cas d'un arbre
homogène. On choisit alors ci = ç, 92 = 1, on exprime les représentations
paramétrées par 5, où A = q3'^.

On a ̂  = log (q)dt, pour s = \ + it, le support de la mesure m est
l'intervalle [0, -^—], et elle y est égale à

1, 1 , 1-ç2^ ,2i , ç+1 4çsin2tlogç
dm(t) = (l+^l^-^log^ = V^i^^logg10^-

On va en déduire la décomposition spectrale de L^^ncy^).

Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.3.5 On suppose que q\ < 92, on pose \o = -J^-
1) On a pour |A| == 1, ^o(A) =< ̂ \^\o >= 0-
2) Pour |A| = 1, le produit de convolution ̂ \ * (p\o est défini et est donc

nul.

Démonstration: On a pour |A| = 1, et A2 7^ 1

< ̂ ^ >= 1 + £ mÇK^K)^)^^) =
71=1

!+£(!+ -)('?i'?2)"(l + ^)-2('?l'^2)-n(l + ̂ )(-A"2^(A%^(A)).
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D'OÙ < (^,^Ào >==

1 + 2% f:(-A J^YC^W = 1 - m————^c^W = 0,
n==l V q2 \ qi

car pour |A| = 1, on a c^(A) = (1 + A-^XA - ̂ );n-
Le cas A = =bl se démontre par continuité.
En effet, on vérifie que ^Cq.^W + ^"^^(A"1) est un 0(n), unifor-

mément sur le cercle unité, donc que la série donnant le produit < y\^\o >
qui est égale à 1+E^i ^S^Cq.^W+^Cq^q^X'1), converge uniformément
sur le cercle unité, d'où le résultat annoncé dans tous les cas.

On a IA^^A) - A-%^(A)| < nsupp^i |(1 - A-2)c^(A)|, ainsi que
^(^(A) + c^(À-1)) = A-^l + ^).

Ceci montre que sup^^o^n ̂ ^i^W + ̂ '^gi^^1)! = o(n)•
On peut alors prouver la convergence de l'intégrale donnant la convolution

^À * ̂ Ào(^) P01111 9 ^ G, en copiant la démonstration précédente.
Cette intégrale s'écrit, à part un terme, encore comme une somme, sur

les entiers p > 0, d'intégrales

————7\ 1 {-J^Y^^W + A-^^A-1)) rirr,
m(KTPK) JKrPK V ^2

où l'entier n^ > 0 est défini par gx € Kr^K.
Pour l'évaluer, on remarque que d(0,gx(0)) < d(0,g{0)) 4- d(g(0),gx(0)),

et en utilisant le fait que g est une isométrie, que on a, pour g e K^K
et x e Kr^K, Ha. < n + p. On rappelle que 0 est l'origine fixée par K, et
2n,=d(0,^(0)).

On remplace alors le raisonnement de la convergence uniforme du produit
scalaire des fonctions sphériques données ci-dessus la majoration 0(n) par un
0(n + p) avec p fixé, ce qui permet de conclure à la convergence du produit
de convolution, d'où à sa nullité, car on a ^\Q * y\ = ^\o(A)(/?A. •

Remarque On aimerait se passer de cette démonstration directe et utiliser la
formule / * <^\ = fW^Px et ^a commutativité de la convolution des fonctions
J<-biinvariantes, pour obtenir ce résultat, en utilisant la relation (p\ * y\o =
(^(Ao)(^o == ^PxoW^- Mais si ^o(À) est bien défini' car ^o est de carré

sommable, ce n'est pas le cas de ^(Ao).
Une autre façon d'obtenir un résultat voisin, serait d'appliquer la for-

mule de Plancherel à ^o, de vérifier que ||^oll2 = ^I^Àol^o), d'où on



118 F. CHOUCROUN

déduirait que la restriction à ̂  de \y\o\2(\) est nulle presque partout pour
la mesure dm.

Nous allons donner la décomposition spectrale de L^ÇK^/K).

Théorème 3.3.6 Soient ̂  le demi-cercle unité situé dans le demi-plan
supérieur, et dm la mesure sur^ égale à dm(A) = (1 -+- J-)^—17\d22J"XC^>

1) Si ci > Ç2, l'espace I^ÇK^/K) est isomorphe à 2^(7^, dm), par
l'application qui à f associe f\ +.

2) Si ci < Ç2, l'espace L2(J<\G?/7<) es< isomorphe à Z/^^.dm) C C^o
par l'application qui à f associe (/|^,/(Ao)^o), avec \o = -J^-

Démonstration: Comme la transformée de Fourier / reste invariante par
A i-̂  A~1, compte tenu des formules de Plancherel, la restriction de / à 7^
dans le premier cas et à 7^ U {Ao}, dans le second cas détermine /.

Les applications ainsi définies sont des isométries (injectives). Il reste à
prouver la surjectivité.

L'image par f ^—> f de Cc(K\G/K) est constituée des polynômes sy-
métriques en A et A~1, dont l'adhérence pour la convergence uniforme sur
7i1" est, d'après le théorème de Fejer appliqué aux fonctions continues paires
sur le cercle unité, constituée de l'ensemble des fonctions continues sur 7lt-,
qui coïncident en 1 et —1. On en déduit alors que l'image par / i—^ / de
Cc(K\G/K) est dense dans 2^(7^, dm), ce qui prouve la surjectivité dans le
premier cas.

Si par contre q\ < 925 on montre l'injectivité à l'aide de la formule de
Plancherel.

Pour vérifier que c'est une isométrie, on notera que ||^Àoll2 = ^"i7]1, de
sorte que la norme sur la droite C^o est I81 restriction de la norme L2 du
groupe.

Pour montrer la surjectivité, on considère l'image de Cc(K\G/K) ©C^o
dans L^^, dm) (DC(^\o. Compte tenu du lemme précédent, on voit que cette
image est la somme directe de l'espace des polynômes symétriques en A et
A~1 et de C^o.

On conclut comme dans le premier cas. •

3.4 Décomposition spectrale de L'^ÇG/K)

On part d'une fonction / e C^°(G/K) à laquelle on associe, pour tout
g e G, une fonction fg définie par fg(x) = SK /O^) ̂ -
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On vérifie que fg € C^(K\G/K) et que fg(l) = f(g). On peut donc
lui appliquer la formule d'inversion de Fourier, car l'algèbre L^ÇK^/K}
a une unité e, qui est la fonction caractéristique de K : on obtient ainsi
/,(!) =< /„€> , et ê ( À ) = l .

On remarque ensuite que fg{l) =< f,€g >, où Cg désigne la fonction
caractéristique de g K . On considère un paramètre A, soit de module 1, soit
égal à Ào si ci < q-2 : on note 1 le vecteur normalisé invariant par K, dans V^
si |A| = 1, ou dans t1 si À = \o. On a

f^\) =< 7r\fg^l >=< I I f(gkx)7^x(x)ldxdk^>=
J G u K

f f f(y) < ̂ (k-lg-ly)î,î> dydk = [ f f{y) < ̂ (i/)!,^^)! > dydk
JC J K "G J K

=< f fW^Wdy, f v\gk)îdk >=< ^(^I^^Cg)! > .
J G " Jv

Comme les fonctions caractéristiques des ensembles gK forment une base de
C^°{G/K), on déduit par linéarité la formule suivante

< f^h >= f < ̂ {f)iywî > <MA),
où pour ci > 92 le support de la mesure dv est 7^ et dv est donnée par
(1^-J-)| 1 |2 (f\ et pour ci < q-2 la mesure dv a comme support ̂ ^{M
avec'Ao ̂ 1>92^ sur ̂  elle est donnée par (1 + ̂ )1^^)12 ̂  et sur {Ào}
c'est la mesure de Dirac: le facteur apparaissant dans la mesure de Plancherel
3.3.3 provient de ce que la fonction sphérique (^o a une de norme L2 différente
de 1, de sorte que 1 = ii^-ii^Ào-

On peut énoncer le théorème

Théorème 3.4.1 La représentation régulière de G dans ^(G/K) est égale
à la somme des représentations suivantes.

Si Ç2 < ci : l'intégrale des 11^ pour la mesure dv, dont le support est 71 ,
et dont la densité est égale à (1 + ̂ )|^(A)I d+À-

Si ci <qî'. ily a un sous-espace invariant fermé irréductible égal à T° et
son orthogonal est l'intégrale des ̂  pour la mesure dv, dont le support est
7^, et dont la densité est égale à (1 + ^)lc,^(A)l du

Enfin, dans tous les cas, la projection d'une fonction f € C^(G/K) sur
la partie continue de cette décomposition spectrale est égale à (TT^/)!)^.
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Démonstration: On remarque, puisque pour |A| = 1 les représentations 11̂
sont à valeurs dans le même espace de Hilbert L^^K/No), que l'intégrale
hilbertienne des 11̂  pour la mesure au sur A e ̂  est simplement L'^ÇK/No x
7l1') pour la mesure produit dk^dv. La formule donnant le produit scalaire de
deux éléments de C^°{G/K) montre d'abord que si q\ < q^ la projection d'un
élément / e C^(G/K) sur T° est TT^/KI), qui est égale à TT^/K^^),
ouencoreàj^/^Ao-

Elle montre ensuite, que le plongement de C^ÇG/K) dans la décomposi-
tion spectrale est isométrique, donc qu'elle se prolonge à L^ÇG/K).

Pour démontrer que c'est un isomorphisme d'espaces de Hilbert, il suffira
de montrer que l'image de C^ÇG/K) est dense. On traitera ensemble les
deux cas q\ < q^ et q\ > q^, en remarquant que dans les deux cas, il suffit
de montrer que l'image de C^ÇG/K) est dense dans la partie continue de la
décomposition: en effet T° est un sous-espace fermé dont la projection sur
l'orthogonal est donnée, pour / e C ' ^ ( G / K ) par g = f — i i—n/ * ̂ Ao» et

pour un tel /, on a si |A| == 1 11̂  (/)(!) = IT^) (I), car la fonction sphérique
(p\Q vérifie la relation IT^^o)! == (p\ -k ip^ = 0, d'après une formule établie
ci-dessus.

Pour / ç C^°(G/K), on notera / la fonction sur K/NQ x 7^ égale àn^œw.
Il s'agira donc de montrer, que toute fonction F e L^J^yWo x ^fî), or-

thogonale à tous les /pour / e C^°(G/K), est nulle presque partout pour la
mesure produit. _^

On remarque que si (p ç C^°(K\G/K) on a (p^ f(k, X) = (p{\)f(k, À); on
a donc

I (p{\) I /(fc, A)F(fc, \)dm{\)dk = 0.

Comme l'image de l'ensemble des transformées de Fourier des fonctions
de C^°{K\GIK) est dense dans L2^), on en déduit, qu'il existe un ensemble
négligeable Nf C 7^ pour chaque / e C^°{G/K), tel que pour A e 7^ - Nf,
oiiaff(k,\)F{k,\)dk=0.

On considère l'ensemble dénombrable P C C^ÇC/R) formé des fonctions
à valeurs rationnelles, et l'ensemble N = U/epN/-, qui est négligeable, comme
réunion dénombrable d'ensembles négligeables. Comme pour tout A, avec
[A| = 1, {/(A,.) | / e V} est dense dans L'^ÇK/No), on en déduit F(A,.) = 0
p.p., pour A e 7^ - N d'où F == 0 p.p. •

Avant de spécialiser ces résultats aux cas des arbres homogènes, il est
nécessaire d'étudier les conséquences des choix faits.
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On remarque que le support de la partie continue de la mesure de Plan-
cherel pour L2^^) ne dépend pas du numéro du sommet considéré, il est
égal à 7^; on définit les mesures d^\ pour i = 1,2, par

d^(A)== (1+^)|———l2^, avec j=3- î .
Qi ^QjW

On vérifie sans peine la relation

<7l ̂ 1,92(^)^1,92 (A-l) = ̂ C^îiW^,^"1)-

II est clair que ces expressions sont proportionnelles, car les deux fonctions
rationnelles de A ont mêmes zéros, et mêmes pôles avec même multiplicité. On
peut aussi interprêter cette relation en termes d'opérateurs d'entrelacement,
ce qui sera fait au chapitre suivant.

Soient alors x\ et x^ deux sommets voisins, x\ de numéro 1, et x^ de
numéro 2 : on considère les groupes compacts K1 = K^ , K2 = K^ et le
groupe d'Iwahori I == K1 H K2.

Comme m est une mesure de Haar, on a m(K^ = (^ + l)m(J), d'où
l'égalité ^nd^1 = -m^dp.2. on notera -^jd^° cette valeur commune, ce
qui définit une mesure dp°, que l'on va expliciter: on note encore d^°(u) la
mesure obtenue par le changement de variable À+A"1 = 2cosit. Son support
est [0,7r], elle y est donnée par la formule dp°(u)

2glg2sin2^t_______________du_
= (<7i + Ç2)(l + 91^2) + 2^M2(çi - 1)(<?2 - 1) cosu - 4giÇ2 cos2 u TT '
On choisit la forme linéaire fc^ sur les fonctions quasi-invariantes par

B, qui vérifient (p(gb) = ^(^-l(&), pour laquelle si ^i est la fonction de
support I B et qui vaut 1 sur J, on a fc^ ^i = m(J)• cette forme P6™^ de

définir le produit scalaire sur U^ pour |A| = 1.
La partie continue de la formule de Plancherel pour L^GyX') est donnée

par

«•'ir'.U/̂ 1''"'0'"'
pour une fonction g , orthogonale à la représentation T° dans le cas où T°
est contenue dans la L^ÇG/K1) : on note (gx)^ la partie continue de cette
décomposition spectrale. On a vu que pour g e C^ÇG/K) on a gx = 71-̂ )1,
avec I = -^^K et ^>K est la fonction de V x dont la restriction à K est égale
ai.

Ceci montre que la partie continue de la mesure de Plancherel pour
L2(G/K) ne dépend pas du sommet choisi x, dont le fixateur est le groupe
K.
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3.5 L\G/K} et L\G/I) (arbres homogènes)

Les résultats précédents s'appliquent au cas des arbres homogènes de type
g, auxquels sont associés des arbres semi-homogènes de type (g, g), ou de type
(<Ll).

On commencera par étudier le cas d'un compact K fixateur d'un sommet
de l'arbre homogène, c'est à dire un sommet de l'arbre semi-homogène de
valence q +1.

La décomposition spectrale de I^ÇG/K) ne comporte qu'une partie con-
tinue, et pour l'exprimer de façon naturelle on normalisera le produit scalaire
sur V^ et la mesure sur G, de sorte m(K) = 1, et que l'on ait ||̂ || == 1 pour
la fonction g\ e V^ définie par g\\K = 1.

On obtient, dans le cas d'un groupe G associé à un arbre de type (g, 1),
comme mesure de Plancherel

/ . g + 1 4g sin2 u ,
^^^(g+D^cos^-

Pour le cas d'un groupe G associé à un arbre de type (g, g), la formule
précédente s'applique encore, en changeant u en ^, en gardant [0,7r] comme
support de la mesure.

On obtient ainsi
, ,/ . g+1 4gsin2j
^^'^rig-n^-^c^^

On va maintenant donner, pour un groupe G qui opère sur un arbre
homogène de type g, dont 1 est le fixateur d'une arête, la décomposition
spectrale de L^G/J), dans les deux cas où G opère de façon faiblement
doublement transitive, en conservant ou non, la numérotation des sommets.

De façon géométrique, on peut remarquer que si G respecte la numérota-
tion, G sera associé à un arbre de type (g, g), et G / I s'identifiera à l'ensemble
des arêtes de l'arbre homogène, alors que si G ne respecte pas la numérotation,
G sera associé à arbre de type (g, 1), et G / N ( I ) s'identifiera à l'ensemble des
arêtes de l'arbre, tandis que G / I s'identifiera à l'ensemble des arêtes orientées
de l'arbre.

Dans ce dernier cas, on remarque que N(J), qui est le normalisateur de
J, est aussi le fixateur du sommet d'ordre 2 associé à l'arête, et contient 1
comme sous-groupe d'indice 2.

Il serait commode pour la suite, de considérer les groupes G du pre-
mier cas, comme sous-groupes d'indice deux de groupes plus grands: mais
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l'exemple du groupe G = SU(3) associé à une extension non ramifiée d'un
corps local, montre que les sous-groupes compacts maximaux, bien qu'étant
de même volume, ne sont pas isomorphes, l'une des deux classes de conjugai-
son correspond à des sommets hyperspéciaux, mais pas l'autre.

On considérera le groupe Qq des automorphismes de l'arbre de type (g, 1),
dans lequel on s'est donné une géodésique, pour laquelle XQ est d'ordre q+1,
et xi est d'ordre 2. On note G = G~q , qui est le sous-groupe d'indice 2 de Qq
qui conserve la numérotation de l'arbre homogène d'ordre q sous-jacent.

On note 1 le fixateur de l'arête [XQ,X^\ dans Qq, qui est aussi le fixateur
d'une arête dans l'arbre homogène d'ordre q sous-jacent, c'est un sous-groupe
de G, dont le normalisateur N ( I ) dans Qq est le compact maximal fixant x^.

De la décomposition spectrale de ^(Qq/NÇI)), on va déduire la décom-
position spectrale de L^G/J). Avec les notations et choix précédents on a

Théorème 3.5.1 Soit G un groupe opérant de façon faiblement doublement
transitive sur un arbre homogène numéroté d'ordre q, et 1 un sous-groupe
d'Iwahori.

^ G-espace Z/^G/J) est isomorphe à la somme directe des G-espaces
de Hilbert

\ ^\^°(A)e^T,
J^

la mesure d^i0 est la même que pour les fonctions K-sphériques. Le plonge-
ment f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale est donnée,
pour /eC,°°(G/J), par

fx=^Wi.

où li e U^ a comme support IB et mut ^jy sur I.

Démonstration: On va se ramener au cas où G = Q^, car les espaces L^G/J)
sont définis géométriquement, comme espace des fonctions de carré intégrable
sur l'ensemble des arêtes de l'arbre, muni de la mesure discrète, sur lequel G
opère de façon naturelle; ainsi l'action de Q-q se transportera par restriction
à G, de même que la décomposition spectrale, car les restrictions à G des
représentations 1̂  de Q^ sont les représentations ̂  de G, comme on le voit
aisément, en considérant les modèles ̂  de ces représentations, qui agissent
dans L2^).

Il en est de même pour les restrictions de la représentation de Steinberg
st. Il en est encore de même pour 5T, qui à priori est l'adhérence de st dans
L2(G) et L2^), mais est en fait réalisée dans le même espace L^G/J). On
notera Q = Qq de sorte que G = Q^.
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On choisit un élément a ç. Q qui stabilise la géodésique \Xn\ choisie dans
l'arbre homogène Aq^ et y agit par aXn == ^i-n; son carré a2 ç. H\ on pourrait,
en se fatiguant inutilement, construire une involution dans Q qui vérifie cette
condition. Cette construction n'est pas toujours possible pour un groupe plus
petit que Ç, comme on peut le voir dans le cas PGL^(D)^ pour une algèbre
à division D de degré impair sur son centre un corps p—adique [Ch-3]. On
notera que le normalisateur N ( I ) de 1 dans Q est égal à 1 U la = 1 U al.

Avant de comparer les représentations de G et 0, convenons de noter 11̂
la représentation de Q dans l'espace 'H^, associée au paramétre A, de sorte
que la restriction à G de 11̂  est la représentation II^2 de G.

On choisira un produit scalaire commun sur les H^ et W, pour |A| =
|/2| = 1, donné par l'intégrale SK l/l2^-

Ceci est possible, car K est le fixateur d'un sommet à la fois dans G, et
dans G.

On considère pour / e ^(G/J), la fonction J ç L ' ^ Ç Q / N Ç I ) ) , définie par
7{g) = f{g) P01^ 9 ^ G, et J ( g ) = fÇga) pour g ^ G. On vérifie que / ̂  f
est une bijection de Z/^G/J) sur I ^ Ç Q / N Ç I ) ) , telle que pour les normes L2

sur G et Q on ait ||7||2 = 2||/||2.
On a II^(7)(^ = n^/^+n^/)!!^^)^, que l'on applique à l'élément

I N ( I ) e H^ égal à ^yyy = ̂  sur N(7).
On obtient 2H^(f)lN(i) = ̂ Wi + n^/)!!^) .̂ Ce sont des élé-

ments dans des espaces de fonctions, sur lesquels Q opère, dont on considère
la restriction à G. On en déduit la relation 11̂  (7)1^(7) == n^/)^, car
l'intersection Iaî3 H G == 0.

D'autre part, la représentation T° et la représentation de Steinberg de
Q ont même restriction à G, qui est la représentation de Steinberg ST de
G. Comme le produit scalaire sur T° provient de celui de L^Ç/^J)), on
voit que, outre la partie continue, l'espace L^G/J) contient ST comme
sous—G—espace invariant fermé.

On remarque ensuite que, si / <E C^°(G/K), on a l'égalité n^/)^) =
n^/KIj), car m(K)î = EgeK/imW{g)(li).

Ainsi le support de la mesure de Plancherel de L^G/J), correspondant
à l'orthogonal de la représentation de Steinberg, est celui de L^ÇG/K). Une
fonction / e C^°(G/I) s'y projette par (A)^, avec fx = II^/XI). On voit
compte tenu des résultats établis pour / G C^ÇG/K), que la partie continue
de la mesure de Plancherel de ^(G/J) est celle décrite, qu'elle coïncide avec
celle de L\G/K),

Comme St est le sous-espace de L^G) engendré par sa fonction J-sphé-
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rique, ST est un sous-espace invariant fermé de L^G/J). •

3.6 L^G/J), pour G transitif sur un arbre homogène

Nous allons décrire la décomposition spectrale de L^G/J), où le groupe
G opère avec une seule orbite sur l'arbre homogène, et J est le fixateur d'une
arête [rro,a;i] de l'arbre homogène.

On normalise la mesure de Haar sur G, de sorte que m(K) = 1, on choisit
la forme fç/g égale à f^ ̂  On choisit enfin dans le groupe G.un élément a
tel que a(xn) = a-i-n, c'est à dire qui envoie la géodésique [-00, oo] pointée
par XQ, sur la géodésique [oo, —oo] pointée par x\, et un tel élément existe,
d'après les hypothèses de transitivité faites sur G.

On remarquera que, quand x\ est choisi comme origine de la géodésique,
ce que nous ferons pour décrire L^G/J), un tel élément est noté w : nous
réserverons cette notation à un élément qui fixe rro,et échange les deux bouts
de la géodésique.

On sait que a normalise J, que a1 e H et que N ( I ) = 1 U al = 1 U la.
Soit alors / e Z/^G/J), on définit les fonctions

Mg) = JW, /+ = f + /„ f~ = f - /..
Ona2/=/++/-.

Comme a normalise J, la fonction fa est invariante à droite par I . Donc
/+ et /" sont invariantes à droites par I . On vérifie que /+ est invariante à
droite par a, et que f~{ga) = -f~(g}'

Donc /+ G L^G/A^J)), et /- e L^G/A^J), c), où L^G/NÇI), e) désigne
le sous-espace de L^G) formé des fonctions (/? qui vérifient ^p(gk) = e(k)(p{g},
pour k e N { I ) , pour le caractère e défini par e(g) = (-1) '̂̂ . ce caractère
d'ordre 2 sur G ne dépend pas du choix du sommet x qui intervient dans sa
définition.

La théorie des fonctions N(J)-sphériques a permis de décrire la décom-
position spectrale de L^G/A^J)), il faudra faire la théorie analogue pour les
fonctions e - A^(J)-sphériques.

On introduit

L\N{I)\GIN{I)^) = {(^ € L\G}\ V/c,/c' € N(J). ^{kgk') = e(H/)(^)},

et C^{N(I)\G/N(I)^) = L2(N{I)\G/N{I)^)nC^(G).
On remarque que si / € L^A^JAG/N^.e), alors ef et biinvariaiite par

A^(J), et que l'on a ||/||2 = ||6/||2.
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La formule de Plancherel appliquée à ef ç L2(^^(/)\G/A^(J)), donnera
la formule de Plancherel de /. Il suffira alors d'exprimer €/(A), pour ef ç
C^(N{I)\G/N(I))^ pour |A| == 1 ou A = Ao.

Deux cas sont à examiner.
Pour |A| = 1, on a alors 6/(A) =< n^c/)!^),!^) > .
Comme pour fa e V^, on a

Tl\ef)h(x) = |€(g-l}f(g-l)h(gx)dg=e(x) { )'{g-^eh^gx) dg.
•/Cr JG

On voit facilement que si h e V^, on a eh ç V~x : en effet (eh)(gb) =
€(^)^(^)e(^)5 et e(^)XÀ(6) = X-A(^). On remarquera JTV(J) égal par définition
à eljv(j) de V-^, qui vaut ^jy sur J, et -2^ sur I(T.

Pour A = Ao = "A/^Î ^a représentation est de carré intégrable, son coeffi-
cient est (/^o, et e/(Ao) == jj^p < c/,(^o >, où <, > et ||. || sont les produit
scalaire et la norme L2.

La formule établie à la proposition 3.2.1, donne pour g ç AT(J)r^N(J),
avecpX),^^^.

On compare cette formule avec celle du coefficient c de la représentation
de Steinberg, donnée dans la proposition 2.7.1, par

c{9) = (^H, si g e Jr71/, et c(g) = -(^l71!, si ^ e JT71^.
Comme une classe NÇI^NÇI) = ïr^ï U ÎT^Ï U 7'TpaJ U JT'PO-J, on

vérifie que cÇga) = —c(g}, et que pour k € ^(J) on a c(^A;) = e(A;)c(^). On
en déduit, comme c(g) = c(g~1), que c = c^o-

La formule de Plancherel pour L2 (N(I}\G / ' N ( I ) , c) est alors facile à éta-
blir, on a

= / | < n^/)^),^) > ̂ (A) + —^| < /,c > |2,"^i i i^n
pour une fonction / intégrable, < .,. > notant le produit scalaire L2, d^i0

désignant la mesure de Plancherel de L^^G/J^).
Ceci s'établit, en remarquant que la transformée de Fourier g(X) d'une

fonction ^, N(J)—sphérique, est invariante par A »-̂  A~1, que A i-̂  —A~1

conserve le demi-cercle ̂ .
On en déduit la formule d'inversion de Fourier.
Soit alors / e C^(G/N(I), c), pour g € G, on considère la fonction fg sur

G définie par fg(x) = f^ e(k)f(gkx)dg.
On vérifie,,en utilisant la relation c(kgk') = e{kk')c{g)^ pour k^k' ç. N(J),

que cette fonction est e — 7v(J)—sphérique. On peut donc lui appliquer la
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formule d'inversion de Fourier, ce qui donne

f(g) = J^\ < Tï\f)3N^\g)SN(i) > FW) + ——f^c(g).

En effet on a

^(fgMy) = I f^h^y) dx = / f^e^h^y) dx^
JG JGxN(I)

qui est égal à fç f(gx)h(x~ly) dx si on a h(ky) = e(k)h(y) pour k ç N ( I ) .
On obtient la relation n'^/^J^j) = n -̂1!!̂ /).̂ ), d'où la formule

annoncée.
On en déduit que la décomposition spectrale de L^ÇG/NÇI)^)^ est la

somme directe J^+7^Àd//)(À) © 5T, avec la même mesure d^i0 que pour les
fonctions X-sphériques.

Le plongement f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale
est donnée, pour / e C ^ ( G / I , e), par f\ = 7^À(/)JJ, et le projecteur sur ST
est donné par n—f * c.

Les outils sont en place pour établir le théorème

Théorème 3.6.1 Soit G un groupe opérant de façon faiblement doublement
transitive sur un arbre homogène non numéroté d^ordre g, et 1 un sous-groupe
d'Iwahori.

Le G—espace L2^//) est isomorphe à la somme directe des G—espaces
de Hubert

[ ^//^©.STeT0,
^t

la mesure d^ est la même que pour les fonctions K-sphériques. Le plonge-
ment f\ dans la partie continue de la décomposition spectrale est donnée,
pourfçC^°(G/I),par

f^7T\f)î^

où Ij e 7^ a comme support I B et vaut —jy sur I .

Démonstration: De la relation 2f = /+ + /~, on déduit que

L\G/I) C L\G/N{I)) + L^G/NGO.e),

et même l'égalité. Il est ainsi clair que la décomposition spectrale de L^Gyi)
est celle qui est décrite dans l'énoncé.

Il reste donc à indiquer quel est le plongement {f\) d'un / e C^°(G/I)
dans la partie continue de la décomposition spectrale.
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Soit À € 7i1", comme on a ^((T^NÇI) = IN(/), et ^((7)1^(7) = S N ( I ) , on
voit que ^À(/+)IN(/) = 2^À(/)IN(/), et n^.DJI^/) = 2Tl\f)3N(i)-

Comme/=j( /++/-) ,ona

A = \{SÎ + A-) = n^/)!^/) + ̂ (f)SN(i) = n^Hiz);
en effetïff(i) (resp. JN(J)) vaut ̂  sur J. et ̂  (resp. -^) sur 7, donc
leur somme est Ij.

3.7 Description géométrique de T°, et de ST (cas homogène)

On rappelle la notation, où 5'., pour i = 1,2, désigne l'ensemble des
sommets de numéro i.

On choisira t, j de sorte que g, < %. On choisit alors un sommet de numéro
î, dont on note K le fixateur. Ainsi l'ensemble G / K s'identifie à Si. On sait
que l'espace de T°, est engendré par les translatés de c^o, que c'est un sous-
espace invariant fermé irréductible de L^G/K), et qu'il n'a aucun vecteur
invariant non nul par un Ky pour y 6 Sj. On a

Proposition 3.7.1 La représentation T° se réalise comme la sous-représen-
tation de L'i{G|K') dans

V°={f e L'^ÇG/K) \pour tout y £ Sj et tout x 6 G, ̂  f(kx)dk = 0}.

De façon géométrique, T° est la sous-représentation de L2^,) égale à l'in-
tersection des noyaux des opérateurs de moyenne sur les sphères centrées aux

sommets de Sj.

Démonstration: . On a vu plus haut que T° C V°. La formule de Plauche-
rel de ^(G/K) montre que T° est l'orthogonal du spectre continu. Pour
montrer que V° = T°, il suffira de montrer que si / € V° et si (A)^? est

la projection de / sur la partie continue de la décomposition spectrale, alors
f),=0 pour presque tout À € ̂ . ,

Soit K' = Ky avec y C S,, notons Kl f la fonction définie par /(a;) =
f,f,f(kx) dk. On remarque que ^f € L^X^G/K).

On a ( K l f}\ ̂  (A), car la décomposition spectrale commute aux repré-
sentations de G; on en déduit que si / € V°, on a ;„' n^WA dk = 0, pour
presque tout À 6 7^.
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On note Î K ' , \ la fonction de V x égale à 1 sur K1\ et <, > le produit scalaire
de H\ On a donc < /j^, ̂  >=< /^,À,^ A >= 0.

L'ensemble des sommets de numéro j étant dénombrable, il existe un
ensemble N c ̂ f qui est une réunion d'ensembles négligeables indexés par
Sj, donc de mesure nulle, tel que pour A ^ N^ la fonction f\ est orthogonale
à l'espace engendré par les fonctions ÎK ' , \ 5 quand y décrit Sj. Cet espace
contient Vx^ puisque la représentation TT^ est irréductible, et que l'ensemble
des fK',x est (7—invariant.

Donc f\ = 0, pour Xe-yî - N, ainsi / e T°. •

Cet énoncé admet des traductions dans les cas d'un arbre homogène.
Le premier cas est celui d'un groupe (7, qui conserve la numérotation,

donc associé à arbre de type (ç,ç).

Proposition 3.7.2 Soit G un groupe d'automorphismes doublement transitif
d'un arbre homogène numéroté, dont on note A l'ensemble des arêtes.

La représentation de Steinberg est la représentation naturelle de G dans
le sous-espace V° = {f € L^ÇA) \pour tout sommet x, M^f ==0}, où M^f
est la moyenne de f sur les arêtes issues de x.

Démonstration: Ce résultat serait clair, si on considérait aussi les moyennes
par des compacts fixateurs de sommets plus éloignés. Mais on peut vérifier
sans peine, par exemple par récurrence sur la distance du sommet x à l'arête
a, dont on note la le fixateur, que les moyennes Ma; engendrent les sommes
^K^/ia /(^O? ̂  sont proportionnelles à Kxf{a). •

Le second cas à examiner est celui du groupe G', transitif sur les sommets
de l'arbre homogène: alors la représentation de Steinberg est alors égal à la
représentation r° 0 e, et l'espace G / I se décrit comme l'ensemble des arêtes
orientées de l'arbre homogène. La proposition suivante est claire

Proposition 3.7.3 Soit G un groupe d'automorphismes doublement transitif
d'un arbre homogène non numéroté, dont on note A l'ensemble des arêtes o-
rientées.

La représentation de Steinberg est la représentation naturelle de G dans
le sous-espace V° de L2(À) constitué de fonctions f qui prennent des valeurs
opposées sur des arêtes de même support et d'orientation opposée, et dont
les moyennes orientées Mxf(a) = 0, où la moyenne M^f{a) est prise sur les
arêtes dont l'origine est x.
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Remarque Donner dans le cas général une description analogue de la repré-
sentation de Steinberg semble équivalent à la connaissance de la formule de
Plancherel pour I/^G/J).

3.8 Exemples: groupes p—adiques de rang un

Cette théorie s'applique aux groupes p—adiques G quasi-simples de rang
un, au moins pour les groupes dont le centre est trivial: en fait, pour les
autres, les représentations définies ici et les espaces quotients G / K ^ G/J, se
factorisent, via leurs images, dans le groupe d'automorphisme de l'arbre.

Les groupes que l'on étudie plus précisément, seront définis sur un corps
p—adique k dont on note q l'ordre du corps résiduel. Ils seront de deux types:
d'une part des groupes linéaires, d'autre part des groupes orthogonaux ou
unitaires, associés à des formes d'indice de Witt égal à un.

On considérera, pour une algèbre à division D centrale sur k de degré d, le
groupe PGL(2, D), son sous-groupe PGL°(2, D) des éléments dont la valua-
tion du déterminant de Dieudonné est paire, et les sous-groupes P5'L(2, D),
voire 5L(2, D)

Le cas D = k n'est pas exclus, et il correspond à des groupes déployés sur
k.

Ces groupes opèrent doublement transitivement sur un arbre homogène
d'ordre ç^, numéroté pour PGL(2,D), non numéroté sinon. Le caractère e,
dans le cas PGL(2,D), est trivial sur PGL°(2,D), et est donné par e(g) =
(_iy^ où v(g) est la valuation du déterminant de Dieudonné d'un relève-
ment de g.

Dans ce cas, l'espace des bouts s'interprète comme droite projective, le
groupe B, fixateur d'un point à l'infini, est le stabilisateur d'une droite, il est
constitué des matrices triangulaires supérieures dans une base adaptée; les
caractères considérés de B seront factorisés par la valeur absolue du quotient
des coefficient diagonaux.

Les autres cas considérés ici, sont ceux des groupes orthogonaux ou uni-
taires.

Un groupe S0(5) de rang un, et des groupes unitaires associés aux ex-
tensions quadratiques séparables L de fc, 5[7(3), une forme de SU(4) pour
forme hermitienne de rang un, et des groupes PG[/(4), qui sont les quotients
des groupes de similitudes des formes par leur centre.

Pour ces groupes, l'espace des bouts s'interprète comme l'ensemble des
droites isotropes, et le groupe B sera le stabilisateur d'une droite isotrope,
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et sera un parabolique minimal de G. Il agira par homothéties sur la droite
isotrope qu'il stabilise, d'où un homomorphisme de B dans k* pour le groupe
orthogonal et dans L* pour les groupes unitaires, qui composé avec la valeur
absolue, donne un caractère à valeurs dans R!,., que l'on compose avec un
caractère de R^, ce procède donne un caractère de B à valeurs complexes.

On obtient par ce procédé les \\ définis plus haut.
Il s'agit maintenant de décrire les arbres associés et les compacts maxi-

maux.
Pour les groupes linéaires, on obtient des arbres homogènes de type qd^

avec une orbite dans le cas PGLa, deux sinon; les compacts maximaux dans
PGL^(D) sont de deux types, les conjugués de PGL^Oo)^ et les normalisa-
teurs des sous-groupes d'Iwahori; les sous-groupes d'Iwahori sont conjugués
au sous-groupe de PGZ^DZ)), formé d'éléments dont les images modpjo
sont les malices triangulaires supérieures dans le corps résiduel.

Les compacts maximaux de PGL°(2, D), sont conjugés à PGL^Oo) par
des éléments de PGL(2,D), ceux de PSL^(D) le sont à PSL^Oo) par ce
même groupe.

Les sous-groupes d'Iwahori de PGL^(D) sont ceux de PGL^D), et leur
trace sur PSL^D) donne ceux de PSL^D).

Les groupes SUsÇL), pour L\k ramifiée, opèrent sur un arbre homogène
de type g, avec deux orbites; les compacts maximaux ne sont pas isomor-
phes, l'un est 5'[/3(L)n5'L3(DL), les sous-groupes d'Iwahori ont une descrip-
tion analogue comme matrices, dont l'image par réduction est triangulaire
supérieure.

Les groupes de rang un PSU^(L), pour L\k non ramifiée, opèrent sur un
arbre homogène de type g3, avec deux orbites, les compacts maximaux sont
isomorphes: l'un est tout simplement PSU^L) H PSL^{OL)'

PG[/4(L), pour L\k non ramifiée, opèrent sur un arbre homogène de
type g3, avec une seule orbite, le caractère c étant simplement la composée
du caractère d'ordre 2 de k ^ / N L * avec le déterminant. On vérifie que les
compacts maximaux de PSU^(L) sont conjugués dans PGU^(L). Les sous-
groupes d'Iwahori ont une description analogue en terme de matrices dont
l'image par réduction est dans un parabolique minimal.

Pour les autres cas décrits ici, les arbres associés sont semi-homogènes.
Le groupe SUsÇL), pour L\k non ramifiée, opère sur un arbre semi-ho-

mogène de type (g3, g). Un sommet d'ordre g3 + 1 est fixé par un conjugué
du groupe SU^{L) HSLsÇOL), la réduction modpjr, donnant un SU(3} sur le
corps résiduel de k. L'autre sommet, d'ordre q + 1 est fixé par un conjugué



132 F. CHOUCROUN

du fixateur de la norme î/i.
2

Les groupes de rang un PSU^(L), pour L\k ramifiée, opèrent sur un ar-
bre semi-homogène de type (g2,^), le sommet d'ordre q2 + 1 est fixé par un
conjugué du groupe PSU^(L) H PSL^{OL), la réduction modpL donnant un
50(3) de rang un sur le corps résiduel de L, ce groupe étant isomorphe à
PGLî. L'autre sommet est fixé par un conjugué du fixateur de la norme v^.

Le cas du goupe 50(5) de rang un décrit ci-dessus, opère sur un arbre
semi-homogène de type (ç2,^). On peut écrire la forme quadratique q(x) =
x^x-i + u2 — av2 - /3w2, pour un x de coordonées (rr_i, u, v, w, x^) dans une
base adéquate, avec a, f5 ç. Ok — VÎ-

Le groupe S0(5) H SL^(Ok) fixe un sommet d'ordre q + 1, si a,/? <E Vk,
le groupe résiduel est un 5'0(3), qui est une forme de PGL^ sur le corps
résiduel de k.

Le groupe SO{5)^SL^(Ok) fixe un sommet d'ordre ç^l, si a ou (3 e q^fc,
mais pas les deux, le groupe résiduel est un S0(4), de rang un, qui est une
forme de PGLa, sur une extension de degré deux du corps résiduel de k.

On peut voir facilement, que par un simple changement de base sur fc5,
on passe facilement d'une de ces deux formes décrites ici, à un multiple de
l'autre.

Cette étude des compacts maximaux a été traitée en détail dans [Ch-3].

3.9 Applications à certains produits libres

Cette théorie donne des résultats intéressants, quand un arbre homogène
ou semi-homogène est associé à un groupe discret F qui opère fidèlement et de
façon simplement transitive sur les sommets, ou sommets de numéro donne,
ou enfin sur les arêtes de l'arbre, le premier cas est le cas du groupe libre à
r générateurs: ce cas a été étudié dans [Ch-1] et a été l'origine indirecte de
ce travail.

Le premier cas étudié est d'un groupe qui opère simplement transitivement
sur un arbre homogène, supposé de type q. On sait, d'après [Ch-2], qu'il est
de la forme F = F^, un produit libre de r groupes d'ordre 2 et de 5 groupes
cycliques infinis isomorphes à Z, avec r + 25 = q + 1; on a vu [Ch-1], que le
graphe de Cayley de F est un arbre homogène de type q sur lequel agissant
à gauche, il opère simplement transitivement.

Si G est le groupe des automorphismes de cet arbre, et /C le fixateur du
sommet "origine" dans F, on a Q = IX, FH/C == {e}, l'action de F sur L^F)
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est simplement la restriction à F de l'action de Q sur L^Ç/yC), qui a été
décrite ici. Ces résultats ont étés explicités dans [Ch-1].

Soit F un produit libre de k + 1 groupes Hi d'ordre r + 1. On a vu que
F peut s'identifier aux sommets de numéro 1 d'un arbre homogène de type
(fc, r) et que Y opère sur son arbre par des automorphismes. En notant encore
G le groupe des automorphismes de cet arbre, et JC le fixateur du sommet
"origine", qui est donc de numéro 1, dans cet arbre, on vérifie que Q = IX,
F H /C = {e} et que l'action de F sur ^(F) est simplement la restriction à
F de l'action de Q sur L^ÇQ/JC), qui a été décrite ici. Il sera commode de
décrire les représentations intervenant ici, sous une forme adaptée au groupe
r.

L'espace Cl des bouts de l'arbre s'interprète, comme espace des géodésiques
issues de l'origine, qui restreintes aux sommets de numéro 1, s'identifient aux
mots infinis du groupe F, réduits relativement au produit libre. La mesure
invariante par /C sur ^2, se définit naturellement sur cet espace de mots infinis,
ainsi réinterprétés.

Enfin, la représentation T°, définie si k < r, se réalise dans L^Ç/yC); elle
est donc définie dans ^(F), car F a été identifié à l'ensemble des sommets
de numéro 1 de l'arbre.

Ainsi, la représentation régulière gauche de F dans I/^F) se décompose
en somme directe continue de représentations de la série principale unitaire,
que l'on peut décrire dans le fl.— modèle, et si k < r, de la représentation T°|r
de carré intégrable sur F, dont un vecteur cyclique, est l'image lue sur F de
{?\Q pour AO == ~ \ / ^ ' La fonction sphériques <^\Q définit une fonction sur F,
qui ne dépend que de la longueur dans F.

Le cas k = r == 1 est exclus de cette construction, il correspond au groupe
diédral infini, pour lequel l'arbre associé se réduit à Z.

Le cas k == 1, r > 1 correspond au produit libre de deux groupes du même
ordre; c'est groupe qui opère simplement transitivement sur les arêtes d'un
arbre homogène.

Le cas r = 1, k > 1 qui correspond à un produit libre de k + 1 groupes
cycliques d'ordre 2, a déjà traité.

Un cas, beaucoup plus intéressant, est le cas d'un produit libre de deux
groupes F = Hi * H^, où H^ est d'ordre 2, et H^ d'ordre q + 1, avec q > 1.

Ce groupe F opère simplement transitivement sur les arêtes d'un arbre
homogène d'ordre ç, et il s'identifie à un sous-groupe du groupe Q des au-
tomorphismes de l'arbre. On notera î C Q le sous-groupe d'Iwahori fixant
l'arête "origine". On a Q = Fî avec F H î = {1}, ainsi F s'identifiera à G/î
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L'homomorphisme canonique T] de F sur 77i == Z/2Z, trivial sur ^2, égal
à l'identité de H\ coïncide sur F avec le signe e du groupe G.

Le groupe F0 = ker(e) D F, qui est un sous-groupe de F d'indice 2, est le
produit libre de H^ et du groupe H^ qui est le conjugué, dans F, de H^ par
l'élément non trivial de H\. Les arbres associés à F et F° sont identiques. Ainsi
les représentations de la série principale décrites décrivent dans le ^—modèle
se lisent sur F°, donc sur F. Et la représentation de Steinberg naturellement
décrite sur les arêtes de l'arbre, se lit ainsi sur F.

La décomposition spectrale du G— module L^Ç/Z) donnera une décompo-
sition spectrale de ^(F) en une somme continue de représentations unitaires
de la série principale, que l'on a déjà décrite, et de deux représentations
de carré intégrable, l'une est la représentation de Steinberg, et l'autre la
représentation de Steinberg tordue par rj.



Chapitre IV: Opérateurs cTentrelacement des
séries principales, séries complémentaires,
et représentations uniformément bornées

Dans ce chapitre, on va construire des opérateurs d'entrelacement pour les
représentations des séries principales par intégration et prolongement analy-
tique, on vérifiera que dans certains modèles ils sont définis par des convolu-
tions.

On diagonalisera ces opérateurs, ce qui s'exprimera aisément dans le
^2—modèle.

Cela permettra de construire des séries complémentaires, puis en appli-
quant la théorie des espaces de Lorentz, de décrire les représentations uni-
formément bornées.

4.1 Opérateurs d'entrelacement

Dans tout ce chapitre, on va garder fixée une géodésique {xn} pointée par
un sommet XQ, dont on note K le fixateur dans G\ le choix de la géodésique
nous donne deux bouts ±00, et on choisira encore w ç G qui vérifie w(xn) =
x-n' Les constructions seront relatives au bout oo, au sommet rco, ou du
moins son numéro. On supposera de nouveau la mesure de Haar m de G
normalisée par m(K) = 1, on conservera les autres choix et normalisations
précédement faits.

On considère, pour f ç V x e t g ^ G , l'intégrale

I{f.g)= [ f{gnw)dn.
JN

On notera 1\ la fonction de V^ égale à 1 sur K, cette notation étant simplifiée
en I, s'il n'y a pas d'ambiguïté.

Proposition 4.1.1 1) L'intégrale I ( f , g ) est convergente pour \\\ > 1.
2) La fonction I{f,.) qu'elle définit appartient à l'espace V^, et l'application
1 : f ̂  I(f,.) est un opérateur d'entrelacement de ̂ x avec TT^"1, c'est à dire
vérifie

/o^Q^Tr^oJ.
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3) On a
W=c^(À)I,-i,

d'où une interprétation de la fonction Cq^q^.

Démonstration: Le point 3) a été déjà établi à l'origine, dans le lemme 3.1.3,
où on a prouvé que I(l\)(e) = Cg^(A), ainsi que la convergence de l'intégrale
associée pour |A| > 1.

Pour établir la convergence de l'intégrale, on peut supposer, quitte à
remplacer / par une translatée à gauche, que g = e. On remarquera que
l'intégration définissant J, et la translation à gauche commutent de façon
évidente.

Comme une fonction f ç V x est continue sur G, elle est donc bornée
sur K^ soit alors M = supj^ç^ |/(^)|, et on remarque aussi que la fonction
n i-> f(gnw) que l'on intègre est continue sur N. On remarque que \\\\ = ^|A|,
d'où la majoration |/| < MI|A| car \f(kb)\ = |/(A;)|[^(&)|. De la convergence
de l'intégrale d'entrelacement pour I|^ en e, déjà établie, on déduit le point
1).

Il est clair, que I(f,gn) = I(f,g}^ pour n e AT, d'après les propriétés des
mesures de Haar. Pour démontrer que J(/,.) ç y^"1, il suffira de vérifier que
I(Lgrp)=I{f^)xx-^r)-P.

On a f{grpnw} = f(gTpnT~pww~lTpw) =

= /(gr^r-Pw^Çw-^w) = /(^nT^w)^1^).

Comme on a l'égalité

dÇbnb-1) _ ^ _ xxW
~dn~ - 6(b) - (qlq2) -X^T

on en déduira l'égalité à vérifier, sous réserve de convergence de l'intégrale.
Dans chacun des espaces V^ et V^ , l'action du groupe, qui définit les

représentations TT^ et Tr^"1, est la translation à gauche; comme ces translations
commutent avec l'intégration à droite, on vérifie ainsi que 1 est un opérateur
d'entrelacement.

Pour établir le point 3), on remarque d'après l'argument précédent, que
l'image d'une fonction invariante à gauche par K sera donc invariante à
gauche par K. Comme dans V^ l'espace des vecteurs invariants par K est de
dimension 1, on voit que I{1\) sera un multiple de I^-i, que l'on déterminera
par sa valeur à l'origine, qui a été donnée par le lemme cité. •
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La suite logique du programme consisterait, en une normalisation des
opérateurs d'entrelacement, obtenue par division par Cq^q^(X) et en leur pro-
longement analytique.

Pour le premier point, on remarque que si q\ ̂  q^^ les pôles de Cq^q^ sont
±1, les zéros étant —=, et -J92-- Si ci = Ç2 == q, Cq^q n'a qu'un zéro égal à
1, et qu'un pôle égal a i .

Donc si ci < Ç2î la fonction c a un zéro Ao = ~\[^ ^e module |Ao| > 1.
Et diviser par c, introduirait un pôle, pour une valeur du paramétre pour

laquelle l'intégrale converge. Cette valeur correspond à 71-^°, qui n'est pas
irréductible, le sous-espace engendré par I^, qui est une sous-représentation,
est équivalent à un quotient de TT^O .

On pourrait aussi se contenter pour ces intégrales de choisir un sommet
dont le fixateur est un compact de plus grand volume.

Le prolongement analytique, qui sera traité plus loin, est toujours associé
au choix d'un sommet.

Pour cela, fixons les notations.
Soit rx:VX—^Vo= C^(K/No), défini par rx{f) = Î\K, c'est à dire qui

à / associe sa restriction à K. C'est une bijection, dont on note i\ l'inverse.
Pour |A[ > 1, on définit

^(/)=^-iojo^(/).

Le problème consiste à montrer, que pour / C Vo nxé, J\{f) dépend analy-
tiquement de /.

Ceci s'obtiendra sans peine, quand on aura explicité 1 dans l'un des deux
modèles suivants, le N-modèle ou le ^-modèle, dans lequel on pourra même
diagonaliser J, et dont on verra que les valeurs propres sont des fonctions
rationnelles de A avec au plus deux pôles simples en A = =bl.

4.2 Convolutions associées sur N

Soit / e V^, et (^ = T(/) la fonction définie sur N par

(p(n) = f(nw).

On a la proposition
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Proposition 4.2.1 L'opérateur d'entrelacement sur Vx lu dans le N—mo-
dèle est donné, pour \\\ > 1, par la convolution à gauche par le noyau

a,{n)={x=)v^\
VQiQ2

où v est la valuation définie sur N — H.
Plus précisément, on a T o I(f) = T(f) * a\.

Démonstration: Soit <^(n) = J(/)(nw), on a ^(no) = IN f(riownw) dn,
intégrale dans laquelle H est de mesure nulle.

On sait, d'après la proposition 1.5.7, que si n ^ H, 3n' e N, 3& e B avec
wnw = n'wb, et v(V) = v(n) = —v(n').

Cette intégrale s'écrit

^(no) = [ f{nonfw)P(n)dn, avec fï{n) = (y/çI^A)-^.
J N—H

On utilise le lemme 1.7.2 pour effectuer le changement de variable n ^ n'
sur N I H - H,q\ie l'on étendre à N, qui est de mesure nulle, son "Jacobien"
est donné par dn' = (çi^)"^ dn = (çi^)^0 dn.

On obtient alors

/3(n) dn = {^^{q^Y^ dn1 = (———Y^ dnt = a^ dnt^

parce que v est invariant par n ̂  n~1, il en est de même de a\, et comme le
groupe N est unimodulaire, on en déduit le résultat annoncé. •

On notera, ici, ̂  l'image de la fonction I, qui vaut 1 sur K. On sait que
l'image par T de V x , est la somme directe de C ^ Ç N / H ) , et de la droite Q/^.

Pour obtenir un prolongement analytique, on traitera séparément les deux
espaces C^x et C ^ ° ( N / H ) .

Pour ̂ \, c'est facile, car on sait que I{^\) = ^,92(^)^-1.
Sur C ^ ° ( N / H ) , on remarque que s i / G C ^ ( N / H ) , il existe un k tel que

/ est invariante à gauche par le sous-groupe Nk.
On peut alors dans le calcul de la convolution remplacer ax par û^ ,

sa régularisée à gauche invariante par Nk, défine par a^ = ek,N * ÛA, avec
^ = ^—iNk' ( ÏNk désigne, ici, la fonction caractéristique de M;.)

Clairement a^ est invariant à gauche par M;, et on vérifie que a^ et a\
coïncident sur N — Nk.
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En effet, on a, pour l > k, et n e ATf, l'égalité o^\n) = ax(n), car QA ne
dépend que de v, et parce que NkN^ = TVf.

Sur Nk le noyau o:̂  est constant, il est donné par la moyenne de a\ sur
M;, on a donc

^)| = ( x ^^W) 1 , rn(Ni_,)^/q^\-1.
x V^/W ^(MOl-A- 2 1 m(Nk) 1-A-2 J *

On obtient ainsi, pour À 7^ ±1, une fonction continue, convolable à gauche
avec une fonction continue à support compact sur N / H .

On peut remarquer que i})\ est invariante par No, encore faudrait-il mon-
trer, pour unifier ce procédé de prolongement analytique, vérifier qu'elle est
convolable par oÇ.

On peut remarquer que dans le cas PGLî(k), l'espace N / H s'identifie à
fc, le noyau a\ est de la forme \x\3, que l'on régularise au voisinage de 0, et
en le remplaçant par sa moyenne sur {\x\ < ç"^}, obtenant ainsi un pro-
longement analytique de opérateurs de convolution; le cas le plus intéressant
est le cas où |A| == 1, correspondant à 9Î5 = —1, pour lequel les séries
principales sont unitaires, et pour lequel on démontrera que les opérateurs
d'entrelacementsnormalisés sont unitaires.

On obtiendrait alors, que les régularisés et normalisés des noyaux de con-
volutions ^l+it définissent des opérateurs unitaires sur L2^).

On aurait des résultats analogues sur L2^), quand N est le radical unipo-
tent d'un parabolique minimal d'un groupe p—adique de rang un. La théorie
réelle analogue n'est d'ailleurs pas triviale: elle se traite par transformation
de Fourier.

4.3 Convolutions associées à K, et f2— modèle

Avant d'étudier les opérateurs de convolution associés à K^ il convient
d'introduire certaines notations.

Pour 0:0 e ^, on note p(o;; ujo) la distance à XQ de la projection y d'un bout
uj •=/=- o;o sur la demi-géodésique [rro,o;o]. Par continuité on posera p(ujo;uo) =
oo.

Si 0:0 = oo, on notera simplement p{uj} = p{uj\ oo), on aura p{u) = n si
Xn est la projection de uj sur [rco? oo].

Cette fonction se remonte à K, et ce qui nous permettra de définir une
fonction p sur K, par p(k} = p{k(oo)).

On sait que K = NowNo U wN-^wNo.
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Lemme 4.3.1 La fonction p est donnée par
p(k} = 0 si k e NowNo,
pÇk) = —v{n} si k € wnwNo, avec n ç N-i — H.

Démonstration: Dans le premier cas, on a k(oo) = n(—oo), avec n ç TVo;
comme l'image par n de la géodésique [—00, oo] est la géodésique [fc(oo), oo],
et que n(xo) = rro, on voit que XQ ç. [A;(oo), oo], d'où p(k) = 0.

Dans le second cas, on a A;(oo) = wn(-oo), avec n ç. N_i.
On pose m = v(n) < —1. Le sommet Xm^ par définition de la valuation, est

le carrefour des trois bouts (oo, —oo,n(—oo)), d'où x-m = w{xm) est le car-
refour des trois bouts (—00, oo,wn(—oo)), qui coïncide avec (A;(oo), —oo, oo).
Comme —m > 0, la projection de A;(oo) sur [xo, oo] est x-m, d'où le lemme.B

Lemme 4.3.2 Soit m > 0 et k ç K, on a

k{Xm) = Xm <=^ k C wN-rn^No,

d'où on déduit p(k) = sup{m > 0 | k(xvn) = Xm}-

Démonstration: On sait que K = NowNo U wN-iwNo.
Si k e NowNo, on a k e nwNo, avec n e No, donc k(xm) = n(x-rn) 7^ ^m ''

sinon n(xm) = x-m-, impossible car n fixe la demi-géodésique [3:0,00].
Nécessairement k e wN^wNo, et k(xm) == wn(rc-yn), avec n e N , on en

déduit que k{xm) = Xm ^=^ n(^-m) = ^(^m) = ^-m ce qui est équivalent à
n e N-rn-

L'assertion sur p est trivialement un corollaire de la formule démontrée
ici et du lemme précédent. •

On peut maintenant exprimer l'opérateur d'entrelacement

Proposition 4.3.3 Soit la fonction ̂ \ définie sur G pour \ -^ 0, à support
dans K, égale, en dehors de H, à

-(t)-(l+î)(^^'(>)•
L'intégrale d'entrelacement 1 est donnée sur Vx, pour \\ > 1, par la

convolution à droite par 7^.

Démonstration: On remarque que la valeur de 7^ sur H n'importe pas, car
H est négligeable.

On pose Ji = f^ f(gnw) dn et Ji = f^-No f{9^) dn.
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On remarque que, dans ces intégrales on peut intégrer encore à droite sur
No, car / est invariante à droite par No, d'où I\ = f^oxNo /{Q^w^dndu, et
en utilisant le corollaire à la proposition 1.7.4, on obtient

^i=(l+1) / , f(gk)dk.
Cl JNowNo

Pour I^, comme pour n ç N — No on a v(n > 1), on écrit, suivant la
formule établie dans la proposition 1.5.7, nw = wn'wb, avec v(n') = —v(n).

On a /2 = IN-NO î(gw^'wh} dndu = S^-No f(9wntw)x^lW dn, on effectue
le changement de variable n i-> n', dont on connaît d'après la proposition 1.7.2
le " Jacobien", on obtient alors

h = I f(gnw) du = ( fÇgwn'w^———)^ du'JN-NO JN,i ^/Wh

par le même calcul que celui fait pour a\, puis, comme f est invariante à
droite par No, on intègre sur N-i x No, d'où h = JwN-iwNo f^^W dk^le

passage de l'intégrale sur N-i à l'intégrale sur wALiwNo pour dk se faisant
comme pour I\.

Comme 7^(fc) = ^x(k~1) pour k e K, on en déduit la proposition. •

II est intéressant d'expliciter ces opérateurs sur le ^— modèle.
On va noter Ix l'image dans C°°(^) de l'opérateur 1 de V x dans V^,

c'est à dire de façon plus précise,

JA=JA-1! OI03^

où jx est la bijection de C°°(^) sur V x définie par jx(f}(k) = /(^(oo))-
On définit, sur Q. x Cl le noyau K\ par

/ /\ / ' i i v^'-^-p^^7)^(o;;o;)=(l+—)(———)
Cl \/ÇlÇ2

pour u -^ <J la valeur pour a; = a;' étant indifférente.
Par simple traduction de la proposition précédente, on a

Proposition 4.3.4 L'opérateur Ix est donné, pour \\\ > 1, par le noyau K\,
c'est à dire

^(/)(^o)= / /(^W^^o)^o^
</S2

pour f eC°°(^).
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On peut remarquer que le noyau ̂  est purement géométrique il ne
dépend pas du groupe G considéré, il en est donc de même de 7,

nalifZ1"16 ̂ ude plus aî>î>ïoîondie des opérateurs d'entrelacement, diago-
nal sation, prolongement analytique, et autres considérations, compte te^
de la remarque précédente, il sera judicieux de travailler avec le^roupeT
que l'on notera simplement G. groupe y,

Pour m > 0, on notera

K^m]={gçK\g{x^=x^},

r^^^^T^^si't̂ ^^^^^^^^
caractéristique et ̂  = ̂ ^^, cette dernière notation étant compati-
ble avec celle de la proposition 1.9.5.

Pour m = 0, on a K = K(Q, m), et a» = I, dont la restriction à K vaut 1
un notera le noyau régularisé 7^1 = dm * 71.

Proposition 4.3.5 1) On a ̂  = c,, ,,(À)I.
2) Soit m > 0, sur K - K(0, m) on a l'égalité ̂  = 7^
SurKÇO m) la fonction ̂  coïncide avec la constante c^(À), égale à
GmW = (1 + ̂ -)(^)-'"c+(A) si m est pair et
CmW = (1 + ̂ -)(•^)-mc_(À) si m est impair, avec

c,(A)=L±tS^/.l-ô+^^
1 - À-2 ' c-^ - ————l-A-2————•

ûmo^nrôon. Le premier point est clair, car w, est la fonction constante
égale a JK^{k) dk, expression déjà calculée, et égale à la restriction à AT de
I(î\), qui vaut Cy^(\)î^.

On notera pour / ^ 0, ^(0, () = K(0, l) - K(0, l + 1), c'est un ensemble
sur lequel la fonction 7^ est constante.

On remarque que pour ( < m, on a ^(0,m)^(0,0 = K-(0,l), car
K(0 m) est un sous-goupe de K(0, l) et de K{0, l - 1). Donc, pour 0 m la
régularisée 7^ de 7^ coïncide avec elle sur K*(0, l)

Ceci établit la première partie de 2).
Par définition de ̂ , on sait que c'est fonction constante sur K(0 m)

dont la valeur donnée par ̂ ^f^^Wdk ' / )

^l+^-^^L^TO, A-^TO.
îi m(N^) 1 - À-2 KvTO-"1 (v^î^)-ï;^ÎJ'
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car on a (1 4- ^)m(K(0,l)) = m(M), ainsi que m(N.i^) == (qiq^mÇN^),
et m(N,^Y = (^-^(ALO*.

En utilisant encore ces relations d'homogénéité, on obtient les formules
suivantes

^ ^ ^n(^) 1 m(A^)^Ig2A-1

+v / m(No) 1 - A-2 m(No) 1 - A-2 '

m(^) 1 m(N^) ^/M2A-1

v / m(ALi)l-A-2 m(ALi) 1 - A-2 '

comme m(NS) = (1 - ̂ )m(^o), et m(A^) = (1 - ̂ )m(^_i) = ^m(No).
On a la formule analogue m(N^) = ̂ —m(-/vo)5 on obtient ainsi les formules
annoncées.

On remarquera que l'on passe de c+ à c_ en échangeant ci et 92- •

Corollaire 4.3.6 On a
û;o*7À = Co(A)o;o, avec Co(A) = Cgi^(A).
et pour n > 0, (o;̂  - ûn-i) ^7À = Cn(A)(a^ - On-i), où

C2m+i(A) = -A'^c^^À-1), pour m > 0, e<
C2mW = -^^^^^(À-1), p r̂ m > 0.

Démonstration: Le premier point est clairement une conséquence de la for-
mule établie pour 7$.

Pour les valeurs de n > 0, il convient de connaître les volumes de X(0, n)
qui sont, puisque le groupe est faiblement doublement transitif, d'indice dans
K égal à l'ordre de la sphère de centre .TO et de rayon n.

On a donc m(X(0,2m + l))-1 = (ci + l)^^)771, et m(J<:(0,2m))-1 =
(1 + ̂ (çi^, pour m > 0.

On remarque ensuite que (un — û^n-i) *7^ = 7? — 7Î~1, est nul en dehors
de K(0,n -1) et est constant sur K(0, n - 1) - K{0,n) et sur K(Q,n).

Pour calculer ces valeurs, on utilise les relations suivantes, dont la vérifi-
cation est immédiate, ( ! + — ) - Cçi^A) = Cg^A"1),

1 - c+(\) = c<^(À~1), et c+(A) - c^A"1,/^ = (<7i - l)cçi,ç2(A~1),

ainsi que la relation analogue en échangeant q\ et 925

1 - c_(A) = c^(A-1), et c-(A) - c^A-1^^ = (^2 - l)^,gi(A~1).

Trois cas sont à étudier.
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Sur K - K{Q, 1) la fonction (ai - Qo)^^\, vaut

(l+-)-c^(A)==c^(A-1).
Cl

Sur 7<(0,1), elle vaut (1 + •^)\-1 ̂ q2C-{\) - c<^(A) =

= (1 + ^)(1 - çiC^(A-1)) - c^(A) = -çiC^(A-1).
Qi

On remarque ensuite que, puisque m(K(0,1))~1 = (ci +1), que 0.0 - ai vaut
1 sur K - K(0,1) et -ci sur X(0,1).

On obtient ainsi la relation (0:1 - Qo) *7À = -^^(^"^(^i - ̂ o), œ qui
donne ci(A) = —Cgi,^^"1)'

Pour n > 1, la fonction (o;n - ân-i) * 7A a son support sur K(0, n - 1),
elle vaut

sur X(0,n - 1) - K(0,n) elle vaut (1 + -l-)(—=)l-7l(l - c-,(A))
9l v9i92

et sur J<(0,n) elle vaut (1 + ̂ (—^^-"(c^A-1^"^ - c-.(A)),
9i V^1^

avec £ = (—l)71. Explicitons ces valeurs.
Pour n = 2m + 1, avec m > 0, on obtient sur K(0,2m) - J<(0,2m + 1)

(l+^Xgi^A-^c^A-1)
9i

et sur J<(0,2m+l)

(1 + ^-)(1 - çiK^rA-^c^A-1)
9l

on note que c^n+i - ̂ nz vaut -(1 + ̂ (q^ sur 7<(0,2m) - K(0^ 2m +1),
et qu'il vaut (1 + ^)(çi - l)^)771 sur J<(0,2m + 1).

Il S'ensuit que (û;2m+l - û'2m) * 7A = C2m+l(A)(û/2m+l - O^m))

avec C2^+i(A) = -A-2m^^(A-l).
On remarquera que la formule est encore vraie pour m = 0. La formule

précédente est donc valable pour m > 0.
Le cas n = 2m, avec m > 0, se traite de même, on obtient

surX(0,2m-l)-^(0,2m)

/^2( ^-ï\f^ ^ \m-l\l~'2'mr' (\~1}-1 /—W + ̂ W^) A Cq^^[Â ) ,v^i
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et sur K(0,2m)

|̂(ç2 - l)(gi + IX^^A1-2^,^-1),

comme a^m - ût2m-i vaut -(1 + çi)^! '̂"1 sur J<:(0,2m) - K(0,2m + 1),
et qu'il vaut (^ - 1)(1 + Çi)^!^)"1"1 sur ^(0,2m 4-1), on vérifie que

(O;2m - 0!2m-l) * 7À = C2m(A)(a2m - û;2m-l),

avec c^(\) = -^A-^c^A-1). •

Théorème 4.3.7 Pour \\\ > 1 l'opérateur d'entrelacement I), est diagonali-
sable dans l'espace L2^).

Ses sous-espaces propres sont les images des projecteurs An, et ils sont
orthogonaux, et on a

A|AnL2(îî) = Cn(A).

Démonstration: Cet énoncé est une simple reformulation du résultat précé-
dent, compte tenu de la proposition 1.9.6. •

4.4 Etude des opérateurs d'entrelacement

On sera amené à considérer l'opérateur

Jx = ̂ w^
si ci > Ç2î cet opérateur est défini sur |A[ > 1, par contre si ci < q^ il l'est
sur |A| > 1, sauf en —i/31, où il a un pôle simple, qui est celui de ^—1—

Proposition 4.4.1 1) Pour |A| > 1 les opérateurs I\ sont définis sur L2^).
2) Les opérateurs I\ admettent un prolongement analytique sur C°°(^)

pour A e C*, sauf en ±1 si q\ -^ q^, et en 1 si q\ = 92-
Ils vérifient l'équation

I\-i o I\ = Cq,^(\)cq,^(\~1)!.

Ils sont donc inversibles si et seulement si Cq^^(\)cq^q^(\~1) -^ 0, ces valeurs
étant celles pour lesquelles TT^ est irréductible.
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3) Les opérateurs normalisés J\ admettent un prolongement analytique
sur C°°(Q,) pour À ç C*, sauf aux zéros de Cq^q^(X), qui sont égaux à ——= et

à -^ si ci ^ ça, et à -^ si ci == 92 = ç. On a

J\ = J, amsî gtie poîzr ci ̂  Ç2 « -̂i = If ^t J>-1 0 J\ = I'

4) Pour |À| = 1, les opérateurs J\ se prolongent à L2^) et sont unitaires.

Démonstration: Clairement si |À| > 1, les coefficients Cn(A) sont bornés. Le
prolongement analytique est trivialement défini, grâce à la diagonalisation.

Pour établir la relation T\-i ° I\ = ^i ,92(^)^1,92 (^-1)^? on P6^ solt ve-
rifier la relation CnÇÀ"'1)^^) == Cq^q^{\}cq^q^(X~1) pour n > 0, soit utiliser
lemme de Schur qui montre que, si TT^ et Tr^"1 sont irréductibles, I\-i o 1^ est
un scalaire; on pourra alors se contenter de vérifier la relation annoncée sur
les fonctions constantes. On obtiendrait ainsi la relation recherchée pour les
valeurs de À où TT^ est irréductible, et on la prolongerait par continuité.

On connaît les zéros de Cq^q^(\)Cq^^{\~1) égaux à ^/çlçs^1 GÛ général et
J^ , pour q\ ̂  Ç2 : oi1 y reconnaît les valeurs de non irréductibilité de 7r\

L'énoncé général de 3) est clair, on peut seulement remarquer que la
détermination de Ji et éventuellement de J-i se fait, soit par le calcul, soit
en invoquant encore le lemme de Schur.

Le point 4) est une conséquence de ce que, pour |A| = 1, on a |cn(À)| =
|cçi ,93(^)1 '• ainsi J\ est diagonalisable, avec des valeurs propres de module 1,
dans des espaces propres orthogonaux.

La relation est à vérifier est triviale pour n = 0, claire pour n = 2m + 1,
car alors on a |cgi^(A)| = Icg^^"1)!) emm conséquence pour n = 2m avec
m > 0, de l'égalité 92^2,91 Wcq^q,(\~1) = qiCq,^(\)cq^q^{\~1).

On peut aussi rappeler que l'équivalence unitaire de 11̂  et de 11̂ " a été
établie dans la proposition 2.4.9, grâce aux fonctions sphériques. •

On notera que J\ n'est pas scalaire pour ci = q^ = g, car Cn(A) = (-l)71.
Ce dernier point est évidemment lié au fait que TT^, pour À = —1, est
réductible.

Il sera utile pour la suite de connaître l'expression de J\ dans le N—mo-
dèle.

On sait que, pour [À| > 1, l'opérateur 1 est donné par la convolution sur
N par le noyau OA, donné par a\{n) = (-^^)^;(n).
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Ainsi, pour |À[ > 1, l'opérateur de convolution normalisé J, qui correspond
à J\ est donné par la convolution à droite par le noyau w\^ où

1
^À = ———/-vY^À.

^1,92 W

Donc l'opérateur J qui correspond à J\^ admet un prolongement analy-
tique pour |À[ < 1, donné par la convolution par le régularisé de w\.

On considère, pour m > 0, le sous-ensemble C ^ ( N / H ) de C^°(N/H),
formé des fonctions invariantes à droite par Nm.

On a C^°(N/H} = UC^(N/H).
Soit le noyau w^ défini sur N - H, coïncidant avec w\ sur N — N-rn, et

qui sur N.rn est constant et est égal à la moyenne de w\ sur AL^.
On vérifie, sans peine, que la restriction à C ^ ( N / H ) de l'opérateur J, est

égal à la convolution à droite par w^.
On remarque ensuite que, pour m > 0, K(0, m) H wNw = N-rn' Ainsi

le noyau régularisé w^ correspond à l'image de a^, par le changement de
variable, n i—> wnw défini sur N-rn, car les fonctions sur K/NQ^ invariantes à
droite par K(0, m), correspondent dans le N—modèle aux fonctions sur N / H ,
invariantes à droite par N.rn- On obtient, vu le calcul fait pour 7^,

^km = ——7^(1 + 1)-1C-(À) = ———^(——^-^(À),cgl,g2(A) Cl cgl,92(A) VQlQÏ

d'après la proposition 4.3.5, avec c± == €4. si m est pair, et c± = c_ si m est
impair.

Les opérateurs d'entrelacement permettent de redémontrer directement
Proposition 2.7.3 Les deux représentations de Steinberg, st qui est réalisée
comme sous-représentation de V^/9192, et st' qui l'est comme quotient de
y\/9î92^ sont équivalentes.
Démonstration: On rappelle que, pour À = ^/çlçi, la forme J^ f(k) dk est
G—invariante dans V x , elle est égale d'ailleurs à E130. La représentation st
est justement définie dans l'espace des fonctions annulées par cette forme,
c'est à dire dans ®^>o A^C00(fl.).

On vérifie que pour n > 0, on a Cn(\) 7^ 0 : en effet, comme Cq^q^ (A) = 0 et
Cq^qiW = 0, Cq,^(\-1) = 1 + ̂  et c<^(A-1) = 1+^, donc 1 est injectif sur
st. La représentation 5^ est réalisée dans le quotient de V^1 par l'espace des
constantes, or l'image de st est un supplémentaire de l'espace des constantes.
La proposition s'en déduit. •
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4.5 Série complémentaire

On peut définir une forme sesquilinéaire invariante sur Vx, quand la con-
tragrédiente de v\ qui est égale à ̂ 1 pour À' = A-1, est équivalente à TT .
Ceci n'est possible que si À' = À ou À' = A-1. Dans le premier cas, on a
|A| = 1 c'est la série principale. Dans l'autre cas, A' = A \ implique À réel.

On peut considérer la forme < f,g >x=< f,W >, asociée à la dualité
<,> entre ̂  et T^'; on utilise le ^-modèle pour la décrire, mais on lui
préférera la forme proportionnelle obtenue en remplaçant I\ par Jx.

La forme sesquilinéaire obtenue se détermine alors facilement. On obtient

00

<f,g>X='Z^W<^f^n9>,
n=0

• / / \\ Cn(À)avec cJA) = -^- j \ •
Comme Co(A) = 1, il existera une forme hermitienne sur 1 espace de v , si

et seulement si les coefficients de J^ sont définis et strictement positifs.
On vérifie, par un calcul élémentaire, que l'on a ^(A) > 0 pour tout

n > 0, si et seulement si À € le, où

^^U'-M''
avec % < %, et i , j C {1,2}. On a ainsi montré

Théorème 4.5.1 Pour \ € Je, il existe un produit hermitien sur V\
La représentation dans le complété de cet espace, noté H> sera dzte ap-

partenir à la série complémentaire.
De plus on a U^ C U> pour \\\ > 1, et ̂  D Hx pour \\\ < 1.
Enfin pour X < 0, les espaces -H> et -HW sont équrvalents.

Démonstration: Le premier point a déjà été établi.
Soit A € Je, on remarque ensuite que si |A| > 1, Cn(A) ̂  0, et si |A| < l,

cJAt -»• oo. Le deuxième point s'en déduit.
Enfin, si A < 0. A € Je, alors |A| € Je et on vérifie que ̂  ̂  P^

qu'au plus trois valeurs, en fonction de la parité de n.
Ainsi les produits scalaires définis sur C°°(n) à l'aide de J, et de J^ son^

équivalents, et définissent le même complété.
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Proposition 4.5.2 Soit X e le. L'accouplement <,> entre les représenta-
tions contragrédientes V x et V^1 se prolonge en une dualité entre H\ et
T~i\-i, pour laquelle on a

1 <f^>\2«fJ>x<fJ>x^

pour f e U\ et g € H\-\. Et pour cette dualité, U\ s'identifie au dual de
Hx-^

Démonstration: Soient f,g ç C00^). On a puisque <^(A-1) = <^(A)-1,

1 < /^ > 1 = 1 E < An/,A^ > 1 = ̂  < ^d^^nf^c^X-^ng > 1
n^O n^O

< I I / INMIÀ-^ d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, car on a

11/11^ = E^nW < An/, A,/ >, et ||̂ -i ||2 = ̂ (A-1) < A^,A^ > .
n>0 n>0

On vérifie aussi que l'application / ̂  En>oCn(A)An/ réalise la dualité
de H^ sur Hx. •

4.6 Représentations uniformément bornées

Le but de cette section est de construire un produit hermitien sur V x

ou sur C^°(N/H)^ de sorte que l'action de TT^ se prolonge dans un espace de
Hilbert, et que pour la norme d'opérateurs, on ait sup^çç 11^(^)11 < oo.

Ce sera possible si a = \\\ e]—==, ̂ /q\q^ le produit scalaire <, ><y, étant
celui de la série complémentaire réalisée dans le N / H — modèle.

Pour cela, on s'inspirera de l'article de Lohoué [L], qui traite ce même
problème pour les groupes de Lie réels de rang un, à l'aide des espaces de
Lorentz Lp^g, dont les propriétés décrites par Hunt [H], permettent de con-
tourner l'absence de transformation de Fourier sur N / H . Cette méthode a
d'ailleurs été utilisée par [M. Z.] dans le cas du groupe libre.

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant.

Théorème 4.6.1 Soient a e]-7=, v/(M2[ et A G C avec \\\ = a.
L'espace Vx^ réalisé comme espace de fonctions sur N/H^ se plonge dans

Ha^ et TT^), pour g e (7, admet un prolongement par continuité à Ha,
prolongement que Von notera ̂ (g).
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De plus, il existe une constante c^, qui ne dépend que de a, telle que

\\^\g}\\. <c.,

où \\.\\a désigne la norme des opérateurs suT^rLy.

Démonstration: Pour a = 1, le théorème à démontrer est évident: en effet
l'opérateur d'entrelacement est trivial, car on est ainsi dans la série principale
unitaire, et le produit scalaire est indépendant de À.

On supposera donc désormais que a -^ 1.
On va commencer par comparer sur B les représentations TT^ et TT^.
On a le lemme

Lemme 4.6.2 On a, pour b ç. B, la relation

7^(5) == (^(^TT^).
a

en particulier, 7^(6) se prolonge en un opérateur unitaire.

Démonstration: On vérifie que l'on a Tr^no)^^) = ^(no1?^), pour no ^ N^
et (p ç. C^ÇN/H}, donc TT^no) ne dépend pas de À, comme on a y(no) = 0,
la relation est établie sur N.

On a r^nw = r^nrww^r^w^ d'où

^(r^n) = ̂ (r^nrw^x1^'1^'1^) = ̂ (r'^Tw)^1^),

que l'on compare à Tr^T^n), ce qui donne ̂ (r) = ̂ (r).
Comme B est engendré par N et T, le lemme s'en déduit. •

L'image de V x est ̂ (N/^UTr^w^^N/H); pour démontrer que V x se
plonge dans Uy, il suffira de prouver que la restriction de Tr^w) à C^ÇN/H)
est continue pour la norme \\.\\a.

Ceci sera l'une conséquence de la continuité de TT^ sur C^°{N/H) pour la
norme ||.||(T.

Comme C^°{N/H) est dense dans dans Ha, en vertu de la décomposition
de Bruhat G = B U BwB, et du fait que TT^B est unitaire dans Ua, pour
démontrer que le théorème, il suffira de démontrer que Tr^w) est continu sur
C^°(N/H) pour j l . l l ^ , et que sa norme est majorée par une constante c<y, qui
ne dépend que de a.

Démontrons alors ce point. Pour cela, il faut comparer Ti-^w) et ^(w).
On peut partir d'une fonction / e C^°(N/H), on pose g = ̂ (w)/, on sait
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^ \\9\\er = ||/||<T, car 71-°' est une représentation unitaire, car dans la série
complémentaire.

Pour n e N-H, on sait, puisque w2 e Tif, qu'on peut écrire w^nw = n'wb
avec î;(n) = —î;(n') = z/(&).

On a Tr^w)./^) = /(n')^1^ or ̂ ) = fWx^W, on obtient ainsi
Tr^w)/ = p,a9, avec /^(^) = (^(rl), pour a = ^. Le théorème sera ainsi la
conséquence de la proposition suivante

Proposition 4.6.3 Soit a e]-^^, V^I- ̂ ^ réalisé H^ comme complété
de C^ÇN/H), on considère, pour a ç C*, |û;[ = 1, la fonction définie sur
N - H, ̂ , égale à ̂ (n) = a^.

Il existe une constante Ça, telle que si f e Hy la fonction p^af e Ko, et

11^/H. <c,||/||,.

4.7 Etude d'un multiplicateur

Cette section est consacrée à la démonstration de la proposition précé-
dente. Pour cela, on introduira les espaces Lp^q de Lorentz, dont on rappellera
ici, les propriétés essentielles.

On considère un groupe localement compact X, muni d'une mesure de
Haar m.

A une fonction / mesurable sur X^ on associe sa fonction distribution \f
et la fonction /* définies sur R+, par

\f(y) = m({x e X \ |/(rr)| > ^/}), et î\t) = mt{y > 0 \\f(y) < t }.
On définit alors les espaces de Lorentz Lp^q définis pour 0 < p, q < oo et

^p,oo pour 0 < p < oo, comme espace des fonctions mesurables sur X dont la
norme

n/iLç = (^ j^^rw ̂  < œ, ou 11/11^ = ̂ rw < oo.
La proposition suivante récapitule les résultats dont nous nous servirons.

Proposition 4.7.1 (Hunt [ H ] )
1) Les espaces Lp^q définis ci-dessus sont des espaces de Banach pour les
normes ||.||p,g.
2) Le dual de L^g, pour 1 < p, q < oo, est Lpi^i, avec l + — = 1 + J 7 = 1 , le
dual de Lp^i, pour 1 < p < oo, est Lpi^, avec }- + ̂  = 1.
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3) On a
||̂ ||p,ç<C7||/|L,,,||̂ ||̂ ^

avec l+ l==- l--t-J-, l+ l-==J--^-J- et pour une constante (7, ne dépendant
que de po, pi, go, ci.
4) On a

{{f^g^^c^n^Mp^
û ^ c 0 < ^ - l = ^ 4 - ^ - l < l , 0 <
C", ne dépendant que de po^pi^qo^qi-
avec 0 < 1- — 1 = -1- 4- -1- — 1 < 1 , 0 < - 1 = - 1 - 4 - - 1 - < 1 , et pour une constantep po pi ' — î ço ci — ' *

Ces outils vont permettre la démonstration de la proposition 4.6.3.

Lemme 4.7.2 La majoration H^a/llo- < C<T||/||(T, est vraie pour f quelconque
dans Ua, dès qu'elle Fest pour tout f ç C°°{No/H).

Démonstration: En effet, tout d'abord on peut remarquer qu'il suffit d'établir
cette majoration sur le sous-espace dense C^°(N/H}, et de conclure par con-
tinuité.

On étudie ensuite, Tr^T^)^/), où ^ désigne l'action dans le N / H -
modèle, donnée par ^(r^gÇn) = g{r~knrk)\^(Tk).

Comme v^nr^ = v(n) - 2fc, on a ^a^nr^ = a-^^aW. On en
déduit, comme ^ est unitaire, que ll^aTr^^X/)!^ = ll^a/||(T. On voit,
d'après la formule explicite, que l'image TT^) de C°°(No/H) est C^ÇN^/H},
on établit ainsi le lemme. •

On notera encore Js l'opérateur d'entrelacement normalisé opérant sur le
N/^-modèle. Le prolongement analytique de J s f , pour / e C°°(No/H) est,
facile à établir.

On détermine pour Jsf pour |s| > 1, par une convolution par le noyau
Ws sur N, dont on rappelle la valeur, w,(n) = ̂ ^y(^)v(n) : c'est une
fonction analytique de s.

Comme NQW C K, on utilise le prolongement analytique ainsi défini, qui
coïncide avec celui défini sur les fonctions déterminées par leur restriction à
K.

Enfin, on supposera quitte à le remplacer par a"1, que a > 1, et on
définira f3 €]0,1[, par a = ̂ qf, pour a comme ci-dessus.

On remarque que, dans la dualité entre Ha et T-^-i, le dual du sous-espace
C°°(No/H) dans l'un, est le sous-espace C°°{No/H) dans l'autre.
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On notera enfin que Cq^q^(a) > 0, et que Cq^q^(a~1) < 0, car le numérateur
de Cq^q^(X) est toujours positif sur ]-7==, oo[, alors que son dénominateur est
1 - À-2.

On posera par la suite, pour 0 < f3 < 1,

_ 2 _ 2
^ - î-^ et ̂  - î^'

Lemme 4.7.3 Soit f ç Tï^-i, aZors / e Lr^ et

Il/Il., < WH.-1,

pour une constante k == A;(/^), qui ne dépend que de fï.

Démonstration: Le point clef de la démonstration consiste à évaluer, pour
t > 0, la mesure de l'ensemble

E, = {x e N 1 w^{x) = Cq^a-^-^———Y^ > 0.yçiç2
Comme (-^)ï;(a') = v/çlç^"1^ compte tenu de m(Np) x ^çïg?, 12 on
trouve qu'il existe une constante k telle que m(Et) < kt^.

Donc ||̂ -i I I ̂ ,00 < A;.
On pose sp = y^, comme on a ^ = (1 - /?) + ̂ , et que ^ = 0, on en

déduit, en appliquant le 4) de la proposition 4.7.1, que

I I J.f\\r^< k\\f\\^2

pour toute fonction / e C°°(No/H).
Comme d'après le 2) de cette même proposition, on a -L + — = 1, le dual

de Lr^2 est L^, d'où on en déduit que, pour g e C°°(No/H),

I <Ja9,g> \ < 11^11^,2.

La dualité entre Ua et H^-i permet de conclure. •

Lemme 4.7.4 Soit a comme ci-dessus. On pose, pour \a\ = 1, x e N et
^5 > 1,

Ma,s(x)= f \^a(xy)-^la{y)\2^s(y)dy,
JN

12 la notation a x b signifie que le rapport ^ est borné inférieurement et supérieurement
par des réels strictement positifs.
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cette fonction admet prolongement analytique, noté encore Ma,s, dans un
domaine contenant a~1. Soit Ma = Ma,a-^.

Les fonctions Ma € Lj. oo, et il existe une constante C'(o-), telle que pour

M = ux.4,oo <c(^
Démonstration: On voit sans peine, sous réserve de convergence que Ma(x)
ne dépend que de la valuation de x, et que si l'on remplace x par un con-
jugué TkXT~k, on obtient vu l'homogénéité de la fonction intégrée, la relation
Ma^XT-^ = X-^MaÇx}.

Ces arguments permettraient donc de conclure, si on pouvait savoir à
priori que, sur A^UAT^, la fonction Ma est bornée uniformément par rapport
à a. ___

On a Ma(x) < Ka^ = K^qï^, m(A^) x m(Nk) x ^qi~ , et
m({x | Ma(x) > t}) x ̂ , on conclurait aisément que Ma e L^^ la "^aJ0-
ration utilisée étant uniforme par rapport à a, et on en déduirait le lemme
sans autre calcul.

Il est donc nécessaire de calculer Ma,s, ce qui d'ailleurs, est très simple.
En effet si v{x) ̂  v(zj), alors v(xy) = s\ip(v(x),v(y)). On pose v(x) = fc,

donc si v(y) > k, v{xy) = v(y) et p.a{xy) - p,a{y} = 0.
Ainsi Cq^(s)Ma,s(x) ==

= ( s ^ / i^)-^) -112 dy + 'n-—^"^"' - ll2m(A^^)'
'^qîqï J N ^ tî v^2

qui s'écrit sous la forme skc±{a, À), où ±1 = (-l)^,^

1 1 S~^ C^S
^(a, À) =^(0)^(^—^-2^^—^+^(^-^-2^-^),

où (^(a) est une fonction continue de a, et c^cf sont des constantes.
Cette formule montre le prolongement analytique de Ma jusque à s = a-1,

et donne les majorations annoncées, d'où le lemme. •

On calcule ensuite pour / e C°°(No/H),

( [;(^ - j^^^-i) dxdy = 2c'(5)||/||| 4- 2 < JJ, / >,
JNoxNo

comme on le voit sans peine en développant l'expression, dans laquelle on a
posé c(s) = f^(x) dx= ̂  où (1 - s-^s) = 1 -^ + ̂ -1;
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On notera que Wa > 0, et w^-i < 0, d'où c'Çs) > 0, si s = cr, et c'(s) < 0,
si s = cr~1.

On remarque aussi, pour / fixé comme dans l'énoncé, les intégrales écrites
ci-dessus convergent partout, en dehors des zéros de Cq^q^, et comme ce sont
en fait des sommes finies, l'analyticité des résultats est évidente.

En particulier pour s = a~1, on obtient

Il/Il2-! = 4-ill/IIJ - ^ 1 \f(x) - fÇxy^Wa-^y) dxdy,
2 JNoxNo

en effectuant un changement de variable dans l'intégrale. On notera que
-Wff-i > 0.

Etudions.l'expression analogue pour ^af-
On remarque que c,-J|̂ /||2 = ̂ -.\\î\\ï < Il/Il2.-! •
On calcule

R(a, f)= I \^{x)f{x) - ̂ (^)/(^)|2~OTg"l(3/) dxdy,
JNoxNo Z

que l'on écrit

^(x)f(x) - ̂ (xy)f(xy) = ^(x)(f(x) - f(xy)) 4- (^a(x) - p.^xy))f(xy),

d'où, comme \p,a\ = 1, R(a,f) < I\ + T^ où

II - I \f{x) - f(xy)\\-w^(y)) dxdy < | < M,, |/|2 > |,
JNoy-No

h= 1 \^a(x) - ̂ (xy^fÇx^Ç-w^y)) dxdy, « /, / >^i .
JNoxNo

On a ainsi montré que H^a/ll^-i < 2||/||^-i + | < Ma, |/|2 > |.
On a vu que / e ^r^ donc |/|2 e L—^ comme Ma e ^1,00? on en

déduit que | < Ma, |/|2 > | < ||Ma||i^||/||^^5 d'après la dualité entre ^^—,1
et Li oo, ce qui établit la proposition pour a~1.

Pour l'obtenir dans Ha, on remarque que < f,^a9 >==< P^af^g >, pour
des fonctions de /, g e C°°(NQ/H), on utilise alors la dualité entre Ha et Ha-i
pour conclure. Ainsi la proposition 4.6.3 est démontrée, d'où finalement le
théorème. •

Remarque sur le phénomène de Kunze-Stein
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On utilise la formule donnant les fonctions sphériques élémentaires et on
vérifie que c^r?) x pÇ^q^)-? et que m(KrPK) ̂  (çiç^, d'où on déduit
que ci e L24^, pour e > 0.

On peut alors utiliser la méthode de Lohoué dans l'article [L] pour dé-
montrer que Z/(G) ^ L\G) c ^(G), pour 1 < r < 2, et que la convolution
par une fonction de //(G) est un opérateur borné de L\G). Ceci établit le
phénomène de Kunze-Stein pour le groupe G.

On peut aussi, partant de la même estimation de la fonction sphérique
ci, copier la démonstration faite par Cowling [C], dans le cas des groupes de
Lie semi-simples à centre fini, et utiliser alors les décompositions de Cartan,
Bruhat et d'Iwawsawa, qui ont été établies pour G dans ce mémoire, et
démontrer alors, par une autre méthode, le phénomène de Kunze-Stein. '



Chapitre V: Restriction des séries princi-
pales au groupe B et applications

Ce dernier chapitre est consacré à l'étude des restrictions à B des représen-
tations H^ pour |A| == 1, et des ̂ x pour A quelconque.

Pour cela, on va réaliser ces représentations dans le N / H — modèle.

5.1 Réalisations et équivalences
On remarque tout d'abord, si / e Ti^ et si <^(n) = /(nw), on a

IÎ noMn) = ̂ n)^ et IlVMn) = ̂ T-WK———)-".
\/9lÇ2

car r~knw = r'^nr^ww'^'^w, r~knrk e 7Vxi5, et w-lT-fcw e B, avec
^(w"1?""^) == A;

On notera Rx la restriction à B de 11̂  et r^ celle de 7^x.
La restriction à V x de la représentation Rx n'est pas irréductible. En

effet, l'espace C ^ ° ( N / H ) est un sous-espace stable par B de codimension 1.
On notera rx la représentation de B dans l'espace C^°(N/H) ainsi obtenue.

Pour a ç. C*, on notera £a le caractère de J3, défini par £a(b) = a^.

Proposition 5.1.1 1) Soient A, A' e C, et a = ̂ , on a r^ = £a 0 r^'.
2) 5'oîen( A, A' e €*, a^ec |A| = IA'I = 1 e< a = ̂ , on a ̂ À = £a <8) ̂ v.

Démonstration: La démonstration est évidente, car vu les formules établies
ci-dessus, il suffit de s'assurer que les représentations opèrent dans le même
espace, ce qui est le cas de rx, mais ce n'est pas le cas pour la restriction à
Bde Vx.

Les espaces Hx et l-i^ sont différents si |A| -^ [A'], ces espaces ne sont
intéressants que lorsque |A| = |A'| = 1, dans ce cas, ils sont égaux à L ^ Ç N / H ) .

•

On remarquera que, pour rx, les sous-espaces invariants ne dépendent pas
de A, car £a agit par des scalaires.

Soit Vo = {f € C^°(N/H) | f^f(n)dn = 0 }, la représentation rx n'est
pas irréductible, elle contient Vo, comme sous-espace stable de codimension
1 du précédent.
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On notera r^ la restriction de la représentation rx à Vo.
On remarquera que Vo est l'espace de la restriction à B de la représentation

de Steinberg.
De même on peut considérer le sous-module r^ (resp. r^) qui est la re-

striction à, B derx au sous-module t1 (resp. t2). On obtient ainsi la restriction
à B de t1 H Vo (resp. t2 D Vo) tordu par un caractère de B.

Dans le cas, où q\ -=^ 1 et 92 ^ 1, on obtient trois représentations différentes
de B. Dans le cas contraire, il n'y en a qu'une à torsion près, comme on le
verra plus loin.

La question de l'équivalence de ces représentations, qui ne diffèrent que
par un caractère de B trivial sur N, et dont la restriction à N est la repré-
sentation régulière de 7V, n'admet une solution raisonnable que dans le cas
unitaire.

Proposition 5.1.2 Les représentations Rx de B dans L^ÇN/H) sont équi-
valentes pour \\\ = 1.

Démonstration: Soient À, À' vérifiant |A| = [À'] = 1, et ^ tel que p^X = À'.
On sait que les représentations IP et IP~1 sont unitaires et unitairement

équivalentes, et que le produit scalaire peut être pris comme la norme L2

dans le AT—modèle.
Ainsi en notant J l'opérateur d'entrelacement, qui est alors un opérateur

unitaire sur L ^ Ç N / H ) , et vérifie IP o J = J o IP"1.
On pose alors /3 = /AÀ, le caractère £p est unitaire, on a IIv = e^ <S> IP

ainsi que 11̂  = £p 0 IP~1 ; la proposition s'en déduit. •

Remarque Cette méthode ne s'applique pas à r\ car C^°(N/H) n'est pas
stable par l'opérateur d'entrelacement J. Cet opérateur J est défini par la
convolution avec le noyau w^ qui n'est pas à support compact.

5.2 Irréductibilité

Le résultat, différera suivant que l'arbre est ou non homogène, la démons-
tration sera commune dans sa plus grande partie.

Théorème 5.2.1 On suppose que G opère de façon triplement transitive sur
l'espace de bouts d'un arbre homogène. Soit À e C*.

1) La représentation r^ à valeurs dans Vo, est irréductible.
2) On suppose de plus que \\\ = 1, alors la représentation unitaire Rx est

irréductible.
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Théorème 5.2.2 On suppose que l'arbre est homogène numéroté ou semi-
homogène, et que le groupe G y est triplement transitif. Soit A e C*.

1) Les représentations r^_ et r^ sont irréductibles, et r^ est la somme de
ces représentations.

2) On suppose de plus que \\\ = 1, on note R^ (resp.R^) l'adhérence de
r^ (resp.r^) dans L^N/H).

Les représentations unitaires R^ et R^ sont irréductibles, et L2^/^)
est la somme directe orthogonale de ces représentations.

On notera V+ le sous-module engendré par rx(B)(ÎN^ — cl^o)? avec c
vérifiant m(M) + cm(No) = 0, de même Y- le sous-module engendré par
rx(B){lNo - ̂ N-1), avec c vérifiant m(No) + cm(N-i) = 0.

Lemme 5.2.3 L' espace V+ coïncide avec la restriction à B de t1 H Vo, et
l'espace V- avec celle de t2 H Vo. Les espaces V+ et V- sont orthogonaux. De
plus, on a Vo = V+ © V-.

Démonstration: On remarquera, que les modules V± ne dépendent pas de À.
On calcule ensuite l'image dans le N-modèle de la fonction fy^x e Vx définie
par sa restriction à Ky égale à 1, on posera pour simplifier fp^\ = fxp,x, et on
notera p. == \^/q\qî'

On va déterminer l'image de fp,\.
On remarque que T^ € K^, et Np C K^ : donc si n 6 Np, comme

nr^w € K^, on a f{nw) = /(nww-^w^^w-^w) = /(nr^)^ = [ s P .
Si n ^ Np, soit v(n) = k > p, on peut écrire nw = w-^n'wb avec v(n') =

-k < -p et v(b) = k. vérifions que w'Ww € Np : en effet, w(xi) = x-i,
donc n'w{xp) = n\x,p)x-p car -fc < -p, d'où w^n'wÇxp) = w-^rr-p) = a;p.
Ainsi /(nw) = /(w'Ww)^ = ^-fc.

On obtient la formule,

fp,x = ̂ N, 4- S ̂ -fc!^ = (1 - 1) E ̂ -fc1^
fc>p ^ fc>p

car IN^ = I^fc - lNfe_i •
On remarquera que cette série donnant la fonction fp^x converge, non

pas dans l'espace L 2 ( N / H ) avec la mesure usuelle, mais dans l'espace de la
représentation 11̂  lue sur N / H .

On notera que
TT^V^À = ̂ /p-2fc.A,

car fp^x) = U^xr^xx^r-^ et r^K^ = K^.



160 F. CHOUCROUN

On remarquera que fp^ - fp^ = (1 - ̂ /^(I^ - /^iNp-n).
Deux cas nous intéressent.
Si À = Ao = - l̂", ^ = -ci, et /.i,^ - /i^ = -(ci + 1)(I^ - ̂ 1^),

qui est donc un générateur de Y-, car m{No) = çi?n(N_i).
Si À = ÀoS /^ = -92, et /o^-i - /^-i = (1 + ^)(I^ - ̂ ), qui est

donc un générateur de V+, car m(M) = q2m(No).
On notera que fo^i - f^i e (1 et /-i^ - /i^ e t2. D'où on en déduit

que V+ C ̂  et V- et2.
Ainsi, pour pour montrer l'orthogonalité de V+ et de V_, il sumra de mon-

trer Forthogonalité de t1 et de t2 dans la dualité définie par l'accouplement
défini par < ^p^ >== f^^g ̂ , dont on sait , d'après 1.7.4, qu'il est propor-
tionnel à J^ (p{nw)^(nw) dn.

Cette orthogonalité est une conséquence la proposition 2.4.7, où il a été
établi que pour tout sommet y de numéro 2 l'intégrale SK / = 0, pour f ç.t1.

En effet, ceci implique que < fy,\o, f >= 0, car f^ est proportionnel à
S G / B I comme les fy,\o^ pour y décrivant les sommets de numéro 2, engendrent
linéairement t2, on en déduit l'orthogonalité de t1 et de t2, d'où celle de V^.
et de Y-. On remarquera que l'accouplement défini par l'intégrale sur N est
invariante, bien entendu par r^, mais encore que B agissant via r\ conserve
cet accouplement au facteur [A^ près. •

On supposera pour la suite le groupe G triplement transitif.

Lemme 5.2.4 Soit f € L ^ Ç N / H ) , f -^ 0, alors il existe x,y ç. N tels que

I f(xhy)dh^0.
J H

Démonstration: Si f^ f(xhy) dh = 0, alors / est orthogonale dans L^JV) à
la fonction caractéristique îxHyH- Soit W l'espace engendré par IxHyHi pour
x,y e N.

Montrons que W = L ^ Ç N / H ) . On sait d'après la proposition 1.5.11,
puisque G est triplement transitif que H y H = N^ si y ç. N — H^ avec
v{y) = fc, et HyH = H, si x C H. comme Nk = UKÂ;A^ U H, les fonctions
IrrNfc ^ ̂  O11 ûote ensuite que les fonctions de C^°(N/H) sont combinaisons
linéaires finies de la;^, car elles sont à support compact, et invariantes à
droite par un sous-groupe ouvert compact qui contient H.

Comme C ^ ° ( N / H ) est dense dans L2^/!!), on a IV = L 2 ( N / H ) , d'où
/ = 0, car / est orthogonale à J ^ ^ N / H ) . D'où le lemme. •
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Lemme 5.2.5 1) Soit V c L^ÇN/H) un sous-espace invariant fermé non
nul, alors il existe f e V non nulle et invariante à gauche par H.
2) Soit W c C^°(N/H) un sous-espace invariant non nul, alors il existe
f e W non nulle invariante à gauche par H.

Démonstration: montrons d'abord le 1). D'après le lemme précédent, si
/ ̂  0, on sait qu'il existe x € N, tel que RX(H)RX(x~l)f ^ 0, avec RX(H) =
5HRX(h)dh. La fonction g = RX(H)RX(x~l)f convient. Pour établir le 2), il
suffit de vérifier que g ç W, et pour cela de remarquer que rx{H)C^O(N/H) c
C^°(N/H). Ceci se vérifie en remarquant, que pour / = ic^, on a rx(h)f == /
pour h ç. Hr\xNkX~1, qui est un sous-groupe ouvert de H, donc d'indice fini.
Comme tout élément / de C ^ Ç N / H ) est une combinaison linéaire finie de
IxNki ainsi ^(h) sera trivial sur une intersection finie de sous-groupes ouverts
de H, qui est un sous-groupe ouvert de H, on en déduit que pour / fixé,
rx(H) est une moyenne finie de rx(h)^ d'où le 2).

La valeur de g(x) pour x ç. N ne dépend que de v(x), on peut écrire
g = SfcçzCfcI^- Quitte à la remplacer par RX(Np)g^ pour p convenable,
on peut supposer g est constante sur TVp, et non nulle, car RX(Np)g =
(Ek^pCkm(Nk))lN, + mÇNp) Ek>pCk^ •

Revenons à la démonstration des théorèmes. Démonstration: On part
d'un sous-module W C C ^ ° ( N / H ) , supposé non nul, on sait d'après ce qui
précède, qu'il existe une fonction / e W, f ^ 0, invariante à gauche par H.

Soit / ç C^°{N/H), deux cas peuvent se produire.
Ou bien S N Î W ^ 7e ^ on cnolslt P suffisament grand pour que Np

contienne le support de /. La convolée de / avec la fonction caractéristique
de Np, est égale à I(f)lN^ ainsi 1̂  e W : comme / e C^°(N/H), elle est
invariante à gauche par un sous-groupe ouvert Nf de N , et la convolution
à gauche par I^p, qui est aussi égale à Tr^ATp), est une combinaison linéaire
finie, indexée par N p / N f de rx{n)f. On obtient alors W = C^°{N/H), car
pour tout l, on a C ^ ° ( N / H ) = ^(B)!^ comme on le voit sans peine, en
remarquant que les fonctions lxNi_^ engendrent C^°{N/H).

Ou bien J^ f(n) dn = 0, comme / e C ^ ° ( N / H ) , et que / est invariante à
droite par H, on peut écrire / = afcl^ + Sfc<Kga^N;^ avec ajç -^ 0, quitte
à remplacer / par I^_i * /, ce qui est possible comme on l'a déjà vu, cette
convolution étant une combinaison linéaire finie de rx(n)f, on peut supposer
q = k + 1, alors / = akÎNk + ûfc+il^+i, avec /(/) ^ 0, ce qui montre que
/ ç y+, si k est pair, ou / e V- sinon.

On a ainsi montré que tout sous-module propre de C ^ Ç N / H ) , contient
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y+ ou Y-, s'il contient les deux, ce sera Vo. Comme V+ et V- sont orthog-
onaux pour un produit scalaire quasi-invariant pour les représentations, la
proposition est démontrée dans le cas rx.

Montrons enfin comment on peut ramener le cas unitaire au cas précédent.
On considère V un sous-espace invariant fermé de L^AT/Jf), on sait qu'il

existe une fonction / e Y, non nulle et invariante à gauche par H. On vérifie
qu'il existe une régularisée 1̂  */ 7e 0- En effet / s'écrit Dez^^-, car f(n)
ne dépend que de v(n). la relation IjVfc * / = 0 implique que ai = 0 si l > k,
car IN^ * IA^ = mÇNk}!^' II existe k tel que 1̂  * IN; 7e 0-

On pourra toujours supposer, quitte à la remplacer par 1̂  * / avec k
convenable, que / est constante sur Njç.

Elle s'écrit alors / = a^I^ + S^a^Nf-
Ou bien / = aA^, et alors / e C ^ Ç N / H ) , ou bien il existe plus petit

indice ; > k avec ai ^ 0. On considère alors gn = r^^n) f - f € Y, pour
n e Nf, on a ̂  = a^-^) + 0. Ainsi Y H ̂ (N/^) ^ {0}. On utilise
alors les résultats précédents, ce qui donne V D V+ ou V D V-.

On remarque que les adhérences de V+ et de V- restent orthogonales, donc
leur intersection est triviale, leur somme est donc directe, et elle contient
l'adhérence de Vo-

Montrons ensuite que l'adhérence de Vo contient C^ÇN/H).
Soit / e C ^ ( N / H ) et I(f) = ̂  fW dn.
On considère la suite de fonctions fq par fq = f + Cgl^, où Cq est défini

par I{fq) = I{f) + c,m(N^ = 0. En norme L2, fq -^ /, car

||/-/J12=N2m(^)=^.

On remarquera que ce raisonnement s'applique aussi dans le cas d'un
arbre homogène, mais si par exemple si (92 = 1)? les ensembles A^i = 0! Si
^ = 1, alors V- = {0}, et V+ = Vo. De même si ci = 1, alors V+ = {0}, et
V- = Vo. •

Remarque L'exemple de PSL^k), pour un corps p-adique, montre que
cette condition de triple transitivité est nécessaire.

La représentation 11̂  a déjà été explicitée au 2.3. Elle est définie sur
L^fc), pour SRs = j, avec q\ = q28, q étant l'ordre du corps résiduel de k.

Elle a été notée u\ et on a ^/(rr) = \cx + dl2'/^). P0111- ^ = ( a ^ J -

Déterminons les sous-espaces V de I/^ invariants par ux{B). On note
que B opère sur L^fc), par les translations x ̂  f(x 4- b) et les homothéties



RESTRICTION DES SÉRIES PRINCIPALES AU GROUPE B 163

^fÇa^x). ^
On note V = {/ | / G Y}; l'invariance par translations de V implique

que V = V(n), où V(^î) est l'ensemble des fonctions de L^Çk) à support dans
n, avec fl. C k. On notera V{fl.) l'image réciproque par transformation de
Fourier de V(fl).

L'invariance par les homothéties de rapport un carré, équivaut à la con-
dition k*2^ C n, donc f2 est une réunion de classes modulo les carrés.

Si q est impair, on obtient 4 sous-espaces invariants fermés irréductibles,
et non pas 2, comme dans le cas des groupes triplement transitifs, d'après le
résultat précédent.

Si k est de caractéristique 2, il y a même une infinité de sous-espaces
fermés invariants, voir [G-G-P].

5.3 Application à la décomposition spectrale

On remarque que puisque G = KB pour K un fixateur du sommet 0,
qui peut être choisi en fait quelconque, G/K == B / N Q , la restriction à B
de la représentation régulière de G dans L^ÇG/K), n'est rien d'autre que la
représentation régulière gauche de B dans L^Si), où Si est l'ensemble des
sommets de numéro 1.

Le résultat le plus significatif, qui est une simple reformulation des ré-
sultats établis précédement, est celui de l'arbre homogène, et d'un groupe
transitif sur l'ensemble S des sommets, et triplement transitif sur l'espace
des bouts. Pour un tel groupe on a

Proposition 5.3.1 Soit G un groupe triplement transitif sur un arbre ho-
mogène non numéroté. On désigne par B le fixateur d'un bout.

La représentation régulière de B sur L^S), admet comme décomposi-
tion spectrale {^ R^dmÇX}, où la mesure dm est la mesure de Plancherel
des fonctions sphériques sur G. Les représentations Rx s'obtiennent à partir
de l'une d'entre elles par torsion avec des caractères unitaires. Elles sont
équivalentes et irréductibles.

Plus généralement pour un groupe qui opère sur un arbre semi-homogène
de type (91,92).

Proposition 5.3.2 Soit G un groupe triplement transitif sur un arbre semi-
homogène de type (91,92). On désigne par B le fixateur d'un bout, et Si
l'ensemble des sommets de numéro 1.
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1) Si q\ > Ç2? alors la représentation régulière de B sur L2^), admet
comme décomposition spectrale f^+ Rxdm{\)^ où la mesure dm est la mesure
de Plancherel des fonctions sphériques sur G.
2) Si q\ < Ç2î la représentation régulière de B sur L2(Sl), admet comme
décomposition spectrale f^+ Rxdm{\) C T°|B, où la mesure dm est la partie
continue de la mesure de Plancherel des fonctions sphériques sur G.

Les représentations Rx s'obtiennent à partir de l'une d'entre elles par tor-
sion avec des caractères unitaires. Elles sont équivalentes, et somme directe
orthogonale de deux sous- représentations irréductibles.
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