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Résumé.

Ce mémoire traite des groupes d’automorphismes des arbres homogenes
ou semi-homogenes, que ’on appelle arbres Bruhat-Tits.

On considérera les sous-groupes doublement transitifs d’automorphis-
mes d’arbre de Bruhat-Tits, ce sont ceux qui sont fermés et opérent tran-
sitivement sur chaque spheére: on en étudie la structure, qui est analogue &
celle des groupes réductifs, puis on en fait I’analyse harmonique en termes
représentations irréductibles qui admettent un vecteur invariant non nul par
le fixateur d’une aréte. Cette théorie s’applique, a la fois au groupe de tous
les automorphismes de ’arbre et aux groupes p-adiques simples de rang re-
latif un. Elle a des applications & certains groupes discrets qui opérent sur
ces arbres, notamment aux groupes libres & un nombre fini de générateurs.

Abstract. This memoir is concerned with the automorphism groups of
homogeneous and semi-homogeneous, which we call Bruhat-Tits trees.

We call a group doubly transitive, a subgroup which is closed and acts
transitively on each sphere: we study its structure, similar to the case for
reductive groups, and form harmonic analysis of irreducible representations,
tamely ramified in the sense that they admit a non-zero vector, invariant
for elements which pointwise fix an edge.

This theory applies both to the group of all automorphisms of the tree,
and to the simple p-adic groups of relative rank one.

It has applications to certain discrete groups, which act on these trees,
notably to the free groups with a finite number of generators.
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INTRODUCTION

L’objet de ce mémoire est I’analyse harmonique sur les groupes qui opérent
par automorphismes de fagon doublement transitive sur un arbre de Bruhat-
Tits.

Suivant la terminologie introduite par Ol’shanskii, on appellera arbre de
Bruhat-Tits, soit un arbre semi-homogene! de type (qi,q;), c’est a dire un
arbre bipartite dont au moins la valence d’un sommet est supérieure & 3, soit
un arbre homogene de type g avec ¢ > 1. Ce dernier cas peut étre ramené 2
un arbre de type (g,1), grice a Iartifice qui consiste & rajouter un sommet
au "milieu” de chaque aréte. Ainsi, ces derniers apparaitront comme cas
particuliers des arbres semi-homogenes.

Pour de tels arbres, on sera amené & étudier I’analyse harmonique du
groupe G des automorphismes de l'arbre.

Les classes de réseaux de Qf, forment un arbre homogene de type p sur
lequel opére PGLy(Q,), ce qui réalise un analogue non archimédien du demi-
plan de Poincaré; cf. [S)].

Plus généralement, a un groupe simple G sur un corps local non archi-
médien est associé par la théorie de Bruhat-Tits un immeuble qui, si le rang
relatif de G est un, est un arbre, sur lequel G opére par automorphismes
de fagon doublement transitive 2. Dans ce cas, les nombres ¢, et g; seront
certaines puissances du cardinal du corps résiduel.

Par ailleurs, & certains groupes discrets 3 sont associés des arbres de
Bruhat-Tits sur lequels ils opérent, selon les cas, de fagon simplement transi-
tive, sur les sommets (cas des groupes libres), ou sur les sommets de numéro
donné, ou sur les arétes.

L’analyse harmonique de G permettra d’aider a connaitre celle de ces
groupes discrets.

Dans ce mémoire on considérera un sous-groupe fermé G du groupe G des
automorphismes d’un arbre de Bruhat-Tits, qui opeére de facon doublement
transitive sur les sommets. Ce cadre couvre aussi bien le cas o G = G, que
celui des groupes p—adique simples de rang un.

Un des objectifs de ce travail sera donc de donner une présentation unifée
de résultats concernant ces groupes.

Lyoir définitions 1.1.8 et 1.1.9
2voir la définition 1.4.1
3voir [Ch-1],[Ch-2],[Ch-3] et [M-W], pour des exemples
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L’article d’Ol’'shanskii a décrit les représentations de G en insistant plus
précisément sur les représentations des séries discrétes, qui n’apparaissent
plus sous cette méme forme pour les groupes G que ’on va étudier.

Dans son exposé [Ca-3], Cartier a traité le cas des arbres homogenes
et des fonctions sphériques, 1'aspect représentation étant sous-jacent. Il a
donné la formule de Plancherel pour les fonctions sphériques: j’ai d’ailleurs,
dans [Ch-1], utilisé ses résultats pour faire le lien avec le groupe libre. Un
des objectifs de ce travail est de donner des démonstrations des résultats
annoncés par Cartier dans [Ca-3], qui soient valables dans le cas des arbres
semi-homogenes; cependant les méthodes employées seront différentes.

Un des premiers résultats sur les arbres de Bruhat-Tits est que le groupe
des automorphismes de ’arbre opére transitivement sur ’espace des bouts*
de Parbre. Le théoreme 1.6.1, et la proposition 1.6.2 montrent que cette
condition caractérise essentiellement, parmi les arbres réguliers numérotés,
les arbres homogenes et semi-homogenes.

Enfin, on notera que, pour PGL,(Q,), la plupart des résultats que nous
démontrons sont connus depuis longtemps; voir [G-G-P].

Ce mémoire est divisé en cinq chapitres.

Le premier chapitre, ot ’on a rassemblé des résultats classiques sur les ar-
bres de Bruhat-Tits, est consacré ensuite a I’étude de la structure des groupes
d’automorphismes doublement transitifs de ’arbre.

Soit A un arbre de Bruhat-Tits, on désigne par Q l'ensemble des bouts
de A, et par G le groupe des automorphismes de A.

On se donne un groupe G d’automorphismes de A qui est doublement
transitif au sens de la définition 1.4.1, c’est & dire un sous-groupe fermé de G
transitif sur chaque spheére.

On remarque qu’on peut choisir en particulier G = G.

On note B, le fixateur d’un bout w € §2; dans le cas ou G est un groupe
p—adique, B est un sous-groupe parabolique propre de G. Il existe un ho-
momorphisme canonique v = v, de B, sur Z, défini par la proposition 1.5.1,
dont le noyau N, correspond dans le cas du groupe p—adique au groupe
B! = N,ex(p) ker x|, ol X (B) désignant le groupe des caractéres rationnels
de B.

On appellera sous-groupe d’Iwahori le fixateur d’une aréte de A : pour
un tel groupe I, les doubles classes I\G/I sont paramétrées par le groupe
diédral infini, d’aprés la proposition 1.5.4, mais il n’y a pas de systéme de

4voir définition 1.2.1
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Tits diédral infini correspondant & I, car, si ¢; = 1 ou g, = 1, le groupe I est
d’indice deux dans son normalisateur.

On se fixe une géodésique (5 )necz, dont on suppose que le sommet zg
est de numéro 1, elle définit deux bouts 400, on note B = B, le fixateur
du bout oo, et N = Ny, C B, et H le sous-groupe de B qui fixe toute la
géodésique, et K le fixateur du sommet zp, enfin I le sous-groupe d’Iwahori
qui fixe l’aréte {zo,z;}; on choisit un élément w € K qui échange les bouts
+o00, et un élément 7 € G, qui opére sur la géodésique par une translation
de pas 2, c’est a dire tel que 7(z,) = Tpyo.

Le théoreme 1.5.2 établit les décompositions de Cartan, d’Iwasawa, et de
Bruhat pour G : une grande partie de la structure des groupes algébriques
de rang un est retrouvée.

OnaG=K™NK = K7N = BUBwB, et H= NNwNw™L.

On ne peut pas décrire en général, un groupe qui soit ’analogue du radical
unipotent R,(B) de B, défini quand G est un groupe p—adique; dans ce
cas H = B' N B!, pour B_ = BY qui est un parabolique opposé a B, et
N = HR,(B).

N’ayant pas de sous-groupe distingué de B qui soit un facteur direct de H
dans N, on ne pourra pas généraliser la théorie du foncteur de Jacquet pour
les représentations de G que nous allons construire. L’espace homogene N/H
reste un analogue du corps p—adique k, identifié & un sous-groupe unipotent
de PGLy(k).

La proposition 1.5.5 donne une relation explicite entre les décompositions
de Cartan et d’Iwasawa, et la proposition 1.5.6 décrit en terme de cocycle sur
Parbre les éléments donnés par la décomposition d’Iwasawa.

La relation fondamentale des groupes de rang un a un analogue donné par
la proposition 1.5.7. Elle permettra de définir une transformation sur N/H
analogue & 'application définie dans le cas PG Ly(k), sur le corps p—adique k
par z — —z~! : on déterminera méme son Jacobien. Enfin le groupe N admet
néanmoins une valuation, définie en fait sur N/H, et la transformation de
N/ H satisfait & des conditions analogues & celles des valuations des données
radicielles des groupes p—adiques de rang un.

On détermine, au 1.7, les mesures de Haar, et étudie ensuite les formes
linéaires G—invariantes sur 1’espace des fonctions sur G qui vérifient la con-
dition f(gb) = f(g)6~1(b), pour b € B et 67! le module de B. Ceci permettra
de donner des réalisations différentes des séries de représentations étudiées
au chapitre 2. On aborde I’aspect probabilités et martingales au 1.9, et on
montre que 'espérance conditionnelle relativement & la tribu B”, qui est na-
turellement définie sur ’espace des bouts, se décrit (voir corollaire 1.9.3) par
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une convolution par la fonction caractéristique renormalisée d’un sous-groupe
compact K". L’espace des bouts est naturellement un espace homogéne sous
K. La proposition 1.9.5, qui sera utilisée au chapitre 4, décrit cette convo-
lution & gauche, comme convolution & droite par la fonction caractéristique
renormalisée d’un groupe I'o(p™), qui est 'analogue d’un groupe de congru-
ences.

Un énoncé de ce type met en valeur le caractére central dans les mathé-
matiques, des objets étudiés dans ce mémoire, des considérations de nature
combinatoire ayant un sens tant du point de vue arithmétique que proba-
biliste.

Les idées issues des probabilités seront encore utilisées pour donner une
décomposition de L?(Q) adaptée aux opérateurs d’entrelacements.

L’analogue de la fonction ¢ d’Harish-Chandra, qui intervient en de nom-
breuses occasions dans la théorie, est donnée ici par
1+ 222! — a2

1-)"2

Le chapitre 2 est consacré a la définition et & ’étude de représentations
généralisant ici les séries principales non ramifiées des groupes p—adiques.

On donnera trois réalisations de ces représentations et le dictionnaire qui
décrit leur relation.

La premiére réalisation est obtenue comme représentation induite a partir
d’un caractere de B. A un paramétre A € C*, on associe les caracteres A
et xo = 63 \”de B, et la représentation II* est l'induite unitaire de B a
G du caractére N\, c'est & dire 'induite de x». Cette représentation sera
naturellement unitaire si |A\| = 1. La IT—réalisation ainsi décrite est attachée
a un bout.

L’espace de la deuxiéme réalisation est un espace de fonctions sur 2, sur
lequel le groupe G opere de fagon canonique. On définit les représentations
Q* de G, via cette action naturelle de G, par une torsion d’une puissance du
noyau de Poisson, c’est la Q—réalisation qui dépend du choix d’une origine
dans larbre.

Enfin, I'espace de la troisidme réalisation est un espace de fonctions sur
N/H, dont la description est inspirée de I'action de SLy(R) sur le demi-plan
de Poincaré, généralisée par Gelfand & SLy(Q,). C’est le N/ H—modele. Bien
qu'il soit tout simplement 1'image sur N des restrictions & Nw des fonctions
IT*, il est intéressant & étudier.

On montre, voir théoréme 2.4.6, que ces représentations sont toujours de
longueur au plus 2, et irréductibles si et seulement si cg, g,(A)Cq, (A7) # 0.

Cq1,92 ()‘) =
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La méthode, pour démontrer ces résultats, est d’utiliser un sous-groupe
ouvert compact J, pour lequel le G—module V' ainsi que son contragrédient V"
posseédent une droite de vecteurs J—invariants cycliques, car cela impliquera
lirréductibilité de la représentation V.

Si A = (y/@192)*!, on montrera que ces représentations sont de lon-
gueur deux, comportant d’une part la représentation unité, d’autre part une
représentation que 1’on appelera représentation de Steinberg, dont on a deux
variantes. Ces deux représentations ont une droite de vecteurs invariants par
1.

SiA= —(\/;Z;)il, d’apreés la proposition 2.4.7, ces représentations sont de
longueur deux: chacune des représentations est associée & un numéro, celle
de numéro i possede, pour tout sous-groupe compact fixant un sommet de
numéro i, des vecteurs invariants non nuls, mais n’admet aucun vecteur non
nul invariant par le fixateur d’un sommet dont le numéro est différent de s.

Dans le cas des arbres homogeénes, pour lesquels on a par exemple ¢, =
1, le groupe G possede un homomorphisme ¢ d’ordre 2, de sorte que la
représentation de Steinberg coincide avec une des représentations du type
ci-dessus, tordue par ¢; ainsi ’étude de la représentation de Steinberg sera un
corollaire de I’étude des représentations sphériques qui sera faite au chapitre 3,
le sous-groupe compact maximal choisi sera le normalisateur N (I) du groupe
d’Iwahori.

L’étude des propriétés de la représentation de Steinberg dans le cas général
est un peu plus délicate, et nécessite une étude approfondie, qui sera faite ici.
Les représentations de Steinberg posseédent une droite de vecteurs invariants
par le sous-groupe d’Iwahori I. La démonstration de leur irréductibilité fait
l’objet de la proposition 2.6.1, le calcul du coefficient de ces représentations
est fait dans la section 2.7; d’oli on en déduira que les représentations de
Steinberg sont de carré intégrable, mais non intégrables, enfin on pourra
préciser les équivalences entre les diverses réalisations.

Une description plus géométrique de la représentation de Steinberg, dans
le cas homogene, sera donnée, en 3.7.1, en utilisant la formule de Plancherel.

Le chapitre 3 est consacré & I’étude des représentations et des fonctions
K —sphériques, pour un sous-groupe compact maximal K de G.

On s’écartera, pour décrire la mesure de Plancherel de L?(K\G/K), de
la méthode initiée par Cartier dans [Ca-3], qui utilise la relation entre la
resolvante et la décomposition spectrale attachée & un opérateur de moyenne,
cette méthode a été réutilisée par [Fa-P] dans une situation analogue.

Le role essentiel dans ce chapitre est joué par la transformation de Satake.
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C’est un homomorphisme de l'algébre L!(K\G/K) , pour la convolution
sur G, dans une algebre de fonctions symétriques sur Z, pour la convolution
usuelle du groupe Z, dont les caractéres sont bien connus.

Cette transformation de Satake est définie en 3.1.1, par

Jan =6t [ fern)dn = (@@ [ frn)dn,

on démontre qu’elle est donnée, d’aprés le théoréme 3.1.5, & l'aide de la
fonction Cq, 4, dont ¢y, 4, est la transformée de Laplace par

Flon = (63 ) % Coy -

La fonction cg, 4, a aussi une interprétation simple en termes d’intégrales
d’entrelacement, d’apres le lemme 3.1.3.

On calcule alors facilement les fonctions sphériques élémentaires, voir la
proposition 3.2.1, et on montre que si q; < g, il existe une représentation 7°
qui est K—sphérique de carré intégrable obtenue comme complétée d’un des
facteurs de 7> pour A = —(\/;t;)il; on notera qu’en général le degré formel
de T° n’est pas un multiple entier de celui de la représentation de Steinberg.
Les fonctions sphériques permettent aussi de décrire les équivalences entre
représentations (corollaire 3.2.3).

On décrit ensuite pour L?(K\G/K) puis pour L?(G/K) la formule de
Plancherel et la décomposition spectrale. ,

Les sections suivantes sont consacrées a expliciter le cas homogene: on
obtiendra méme la décomposition spectrale de L*(G/I), en utilisant la théorie
pour le compact N(I), et dans le cas ol le groupe G n’a qu’une seule orbite
sur l’arbre, on sera amené a utiliser une théorie des fonctions ¢ — N(I)—
sphériques, qui est une facile extension de la précédente.

Ce chapitre se termine en spécialisant les résultats aux groupes p—adiques
de rang un, dont on décrit certains, puis par des applications esquissées a
certains produits libres de groupes, qui ont beaucoup interéssé des mathéma-
ticiens italiens, voir [M-W].

La chapitre 4 est consacré aux opérateurs d’entrelacement, qui sont définis
par une intégrale qui converge pour |A| > 1, et qui admet des prolongements
analytiques. Il faut signaler que ces opérateurs d’entrelacement sont donnés
par des noyaux de convolution dans le N/ H—modele, voir la proposition 4.2.1,
ainsi que dans le I[T-modele, quand on considére la restriction a K des fonc-
tions de 7*. Ce dernier modele, ou sa traduction comme 2—modele, perme-
ttra une diagonalisation des opérateurs d’entrelacement donnée au théoreme
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4.3.7. La détermination des séries complémentaires est alors trés simple, voir
théoréme 4.6.1.

Ce chapitre se termine par la détermination de représentations unifor-
mément bornées. Le résultat, qui fait 'objet du théoreme 4.6.1, utilise des
méthodes d’analyse fine faisant appel aux espaces de Lorentz. Le lecteur
attaché a I’étude des fonctions spéciales pourra trouver des résultats nouveaux
et intéressants en explicitant les résultats de ce chapitre. L’analogue pour

- PGL,(Qy) est bien connu.

Le dernier chapitre fait 1’étude des restrictions & B des représentations
définies précédemment.

Dans le cas out G est triplement transitif, inspiré par la théorie de Kir-
illov, nous avons obtenu des résultats simples: les représentations unitaires
restent irréductibles si l’arbre est homogene, et si le groupe, comme dans le
cas de PGLy, y a une seule orbite; sinon elles sont somme directe de deux
représentations unitaires irréductibles, qui sont orthogonales pour un produit
scalaire quasi-invariant par B.

Enfin, on décrit la décomposition spectrale sous B de L2(S), quand S est
I’ensemble des sommets de numéro donné: le résultat est plus intéressant si
Parbre est homogene et s’il n’y a qu’un seul numéro.

Remarque Ces résultats ont déja été présentés, du moins en partie, lors
des exposés faits & Iowa-City en juillet 1986, & Nancy en janvier 1987, au
séminaire ”groupes réductifs et formes automorphes” a Paris 7, en janvier-
février 1988.






Chapitre I: Arbres de Bruhat-Tits et grou-
pes opérant sur ces arbres

Dans ce chapitre, on va étudier la structure de groupes qui opérent sur un
arbre de Bruhat-Tits, et essayer de retrouver sur ces groupes, une partie des
propriétés des groupes p-adiques de rang relatif un.

On appliquera ces résultats a ’analyse harmonique de ces groupes, et de
certains groupes discrets liés aux arbres, dans les chapitres suivants.

1.1 Arbres
Nous allons donner quelques définitions classiques.

Définition 1.1.1 On appelle graphe (S, A) la donnée d’un ensemble S dont
les éléments sont appelés sommets, et d’un sous-ensemble A de P(S) formé
de parties 4 deux éléments appelées arétes.

Les graphes ainsi définis ne sont pas orientés, et ne posseédent pas d’arétes
multiples.

Définition 1.1.2 On appelle chemin sur un graphe (S, A), une suite finie,
ou infinie, de sommets x; reliés par une suite, éventuellement vide, d’arétes,
et sans aller et retour, c’est d dire {x;,T;11} € A et x; # T;y2 pour tout i.
On appelle circuit, un chemin (2;)i=o, . n aVeC To = Tn (N > 2) .

On dira que le graphe (S, A) est connexe si, pour tout couple de sommets
(z,y) de A, il existe au moins un chemin qui les joint, c’est & dire un chemin
de la forme (;)i—o,.n tel que 2o =z et z, = y.

Définition 1.1.3 On appelle arbre, un graphe conneze et sans circuit.

Pour un arbre A, il y a une notion naturelle de distance géodésique. La
distance géodésique d4(z,y), notée aussi d(z,y), définie pour z,y € S est la
plus petite longueur des chemins joignant z & y. Pour tout sommet = € S,
on ad(z,z)=0.

Pour cette distance d, on notera B(a,r) (resp. S(a,r)) la boule fermée
(resp. la sphere) de centre a € A et de rayon 7.
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Définition 1.1.4 Un chemin (x;)ic1, paramétré par un intervalle I de Z, sur
un arbre A, sera appelé chemin géodésique, si pour tout i,j on a d(z;,z;) =
li = jl.

On appelle chemin géodésique infini (resp. doublement infini), un chemin
géodésique paramétré par N (resp. Z).

On considére un arbre A = (S, A). Etant donnés deux éléments z,y € S, on
vérifie qu’il existe un chemin unique géodésique (&;)i=o,. . avec o = z, et
Z, =y : on dira qu'il joint z 4 y. On peut vérifier que tout chemin fini sur un
arbre peut étre transformé en géodésique en supprimant des allers et retours
(on appelle aller et retour un chemin de la forme (a, b, a) avec d(a,b) = 1).

Définition 1.1.5 On appelle segment, U’ensemble {x;|i = 0,...,n} des som-
mets d’un chemin géodésique joignant x 4 y, et on le notera [z,y].

On appelle géodésique (resp. demi-géodésique) 'ensemble {z;|i € I} avec
I =7 (resp. I =N) des sommets d’un chemin géodésique doublement infini
(resp. infini).

Le sommet xo, dans le cas d’une demi-géodésique, s’appelle l'origine de
la demi-géodésique.

Proposition 1.1.1 1) On a pour tout couple de sommets z,y
[x?y] = {z ' d(.’l,', Z) +d(zay) = d(x’y)}

2) L’intersection des trois segments [z,y] N [z, 2] N [y, 2] est un ensemble
réduit & un sommet {c}, appelé carrefour des trois sommets.

Corollaire 1.1.2 La relation "d(z,y) est pair” est une relation d’équiva-
tlence.

Démonstration: En effet 1) est conséquence de l'unicité de la géodésique
joignant z & y, elle méme conséquence de ’absence de circuit sur un arbre.

Pour 2) on notera (z;) (resp. (%)) les géodésique partant de z, (resp. y)
vers z ; on définit ¢ = z; ol j = max(i|z; = zj).

Le chemin obtenu en joignant y 4 c le long de [z, y] composé avec le chemin
joignant c & z le long de [y, 2] est une géodésique, car il n’y a pas d’aller retour
entre y et ¢, ni entre c et z, et que Zi1 # T}, Si T; # y ou x; # z (autrement
ce serait trivial).

Comme sur une géodésique tous les sommets sont distincts, on voit que c
est I'unique sommet commun au trois segments.

On voit de plus que l'on a d(z,y) + d(y, 2) = d(z,z) + 2d(y,c), ce qui
démontre le corollaire. [ |
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Définition 1.1.6 On appellera automorphisme d’un arbre A une bijection

de l’ensemble des sommets de A qui est une isométrie pour la distance géo-
désique.

Comme les arétes d’un arbre sont les couples de sommets 3 distance 1, un
automorphisme d’un arbre respecte sa structure, c’est & dire induit une bijec-
tion sur ’ensemble de ses arétes; on pourrait prendre ceci comme définition
d’automorphisme, et il ne serait pas difficile de prouver que c’est une défini-
tion équivalente.

Définition 1.1.7 On appelle arbre numéroté, un arbre A = (S, A) muni
d’une application de S sur un ensemble d deux éléments, et pour un tel ar-
bre, on appellera automorphisme un automorphisme de A qui conserve la
numérotation.

Pour un tel arbre 'ensemble des sommets S s’écrit comme réunion disjointe
S = 51 US,, les éléments de S; étant appelés sommets de numéro i.

On va s’intéresser a une famille particuliére d’arbres les arbres homogenes
et semi-homogenes.

Pour cela, on se donne deux entiers strictement positifs (q;,g2) non tous
deux égaux a 1.

Définition 1.1.8 On appelle arbre semi-homogéne de type (q1,q2), un arbre
(S, A) numéroté par {1,2}, et dont l’ensemble des arétes A C Sy x S, c’est
a dire que les arétes ne joignent que des sommets de numéro différents, et tel
que tout sommet de S;(i = 1,2) appartient & ¢; + 1 arétes.( Le cas g1 = ¢a
est admis.)

On peut vérifier que deux arbres de méme type sont isomorphes.

On désignera dans la suite Ay, 4, un arbre homogene de type (g1, ¢z)-

Dans le cas oll ¢; # ¢o une isométrie de I'arbre Ay 4, respecte néces-
sairement la numérotation: en effet une sphére de rayon 1 centrée en un
sommet de numéro i contient ¢; + 1 éléments, le cardinal d’une sphére de
rayon 1 détermine alors le numéro de son centre. Ainsi le numéro d’un sommet
devient donc invariant par isométrie.

Définition 1.1.9 Etant donné un entier ¢ > 2, on appelle arbre homogéne
de type q, un arbre dans lequel tout sommet appartient d g + 1 arétes.



16 F. CHOUCROUN

Comme pour les arbres semi-homogenes, les arbres homogenes de méme type
sont isomorphes.

On notera A4 un arbre homogene de type q.

L’arbre homogene A, = (S, A) peut étre considéré comme arbre numé-
roté, en choisissant un sommet 2, et en définissant S; (resp. S, ), comme
I'ensemble des sommets & distance paire (resp. impaire) de zg .

Compte tenu de ce que d(z,y) + d(y, z) + d(z, 2) = 0 mod 2, la partition
de S obtenue ne dépend pas du sommet zq choisi, par contre la numérotation
dépend d’un choix supplémentaire.

Comme les arétes sont de longueur 1, il est évident qu’elles sont composées
de deux sommets de numéros différents, on voit donc A, devient un arbre de
type (q1,42) avec 1 = g2 = ¢q.

A partir d’un arbre A, = (S, A) ( non numéroté) nous allons construire
un arbre de type (¢,1) en posant S’ = S U A, les éléments de S étant de
numéro 1 et ceux de A de numéro 2 ; A’ = {(s,a) |s€a} C S x A.

En langage imagé, on ajoute comme sommets les "milieux” des arétes. Il
est clair qu’un sommet s de S appartient aux ¢+ 1 arétes a’ = (s, a) obtenues
en faisant varier a dans ’ensemble des arétes de A, qui contiennent s; de
méme un sommet a de A appartient aux deux arétes a’ = (a, s) pour s € a.

Les sommets de S se plongent naturellement comme sommets de numéro
1, dans le graphe G’ = (5’, A’) . Tout chemin de A, se plonge naturellement
dans un chemin (de longueur double ) dans G’: entre deux sommets voisins
dans A, on rajoute dans G’ le sommet de G’ correspondant a l’aréte de A
qui les joint .

On vérifie ainsi que G’ est connexe, car les sommets de numéro 1 sont
connectés, et tout sommet de numéro 2 est lié & un sommet de numéro 1.

Pour montrer qu’il est sans circuit, on remarque qu’un chemin de G’,
quitte & rajouter une ou deux arétes (a, s) aux extrémités, provient, sauf des
allers et retours du type s, (a, s),s ou s € S, d’un chemin de Ay, ce qui exclut
’existence de circuit dans G’ .

Ceci montre que G’ est un arbre, d’ou la proposition

Proposition 1.1.3 Les sommets d’un arbre Ay = (S, A) se plongent canon-
iquement sur les sommets de numéro 1 d’un arbre Ay, et on a

da,, (z,y) = 2da,(7,9).

Définition 1.1.10 On appellera arbre de Bruhat-Tits un arbre homogeéne,
numéroté ou non, de type fini, ou un arbre semi-homogéne de type (q1,qz),
ot (q1,q2) sont des entiers positifs dont au moins un est différent de 1.
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Nous conservons cette définition d’arbre de Bruhat-Tits, introduite par
Ol'shanski, en hommage ”au” mathématicien Bruhat-Tits, bien qu’il n’ait
considéré que la réalisation géométrique de ces arbres, qui sont des cas parti-
culiers d’ immeubles affines, que les entiers q; et g obtenus soient particuliers;
voir les tables dans [T-2].

1.2 Arbre achevé

Désormais on se fixera un arbre de Bruhat-Tits A, bien qu'une partie
des résultats de cette section soient encore vrais plus généralement pour des
arbres localement finis.

Définition 1.2.1 On appelle bout de 'arbre A, une classe d’équivalence de
demi-géodésiques, pour la relation d’équivalence R

()R(y;) <= (3k, p | Ti=yirx Vi > p)

On note §2 I’ensemble des bouts de A, et A = A que l'on appelle arbre
achevé.

Etant donné un sommet z € A et un bout w, on vérifie qu'il existe une
unique demi-géodésique partant de x appartenant a la classe w. Elle sera
notée [z,w)] .

Etant donnés deux bouts w,w’, on voit qu’il existe des chemins dou-
blement infinis (x; | i € Z) géodésiques tels que (z:)i € N) € w et que
(z_ili € N) € W'. En effet on considere les demi-géodésiques [a,w] et [a,w'],
que 'on écrit [a,w] = (y—i|i € N) et [a,w’] = (y-|i € N). On considére alors
le chemin (y; paramétré par Z, obtenu en joignant la demi-géodésique [a,w’]
3 la demi-géodésique [a,w’], dont on a changé le sens. On supprime ensuite
les allers et retours du chemin (y;), et on obtient le chemin (z;|i € Z). Un tel
chemin est dit joindre w & w'.

On vérifie ensuite que deux tels chemins doublement infinis géodésiques
different par le paramétrage. Il est clair vu la définition que [w,w'] = [w',w]
et que les paramétrages ne different que par le sens et le choix d’une ”origine”
Zo. .

D’une fagon générale, pour a,b € A, on appelle segment [a,b], soit le
segment déja défini si a,b € S, soit la demi-géodésique complétée [a,w) U{w}
dans le cas ot a € S et w € Q, soit la géodésique complétée [w,w'] U{w,w'}
quand w et w’ sont des bouts distincts. Enfin, on pose [w,w] = {w}.
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Définition 1.2.2 Soit X une partie non vide de A ou de A. On dira qu’elle
est convexe si elle vérifie

a,be X = [a,b]C X.

Proposition 1.2.1 Soit X une partie conveze ( non vide) de A et y € A4;
on suppose, dans le cas ot y € 2, que X ne contient pas de demi-géodésique
appartenant d y.

Alors il existe un unique sommet z € X, appelé projection de y sur X, qui
vérifie z € [z,y] pour tout T € X.

Si de plus y € A, d(y,z) = mingex d(y, r), et pour tout sommet z € X,
on ad(y,z) =d(y,z) + d(z, ).

Corollaire 1.2.2 Soient a, # deux arétes distinctes, la projection d’un som-
met d’une aréte sur l'autre aréte ne dépend pas du sommet choisi; de plus il
eriste deur sommets s € a,t € [ tels que le segment [s,t] contient les deuz
arétes o et 3.

Démonstration: Supposons d’abord que y est un sommet; la fonction d(z,y)
étant a valeurs dans N admet un minimum sur X.

Supposons que ce minimum soit atteint en plusieurs points z et z’' de
X; on considere le carrefour c des trois sommets y,z,z’, on a ¢ € [z,2'], et
comme X est convexe, c € X .

Des propriétés des carrefours, on déduit les relations d(z,c) = d(z,y) —
d(y,c), d(z',c) = d(z',y) — d(y, c), ainsi que d(z,z’) = d(z,c) + d(c, '), ce
qui, compte tenu de la minimalité de d(z,y), donne d(z,z') = 0 d’ott 'unicité
de .

On voit ensuite que le carrefour ¢ des trois sommets y, 2,2 est z, car
c € [z,2] C X et d(y,c) < d(y, 2), ce qui prouve la relation demandée.

Dans le cas ol y est un bout, on choisit un sommet zo de X, on conside-
re [zo,w] et sa numérotation (z,); son intersection avec X est de la forme
[%o, zx]. On vérifie que z, ¢ X pour n > k et que la projection de z, sur X
neé dépend pas de n et est égale & xx. La démonstration prouve en plus que,
pour tout z € X, z appartient  la demi-géodésique [z,y].

Pour démontrer le corollaire, on écrit provisoirement a = [u,v], et I'on
note v’ la projection de u sur a, et v’ celle de v. On considére ’ensemble
[u,u] N [v,'], il est non vide, sinon u,u’,v’,v,u serait un circuit, c’est un
segment, comme intersection de segments.

On vérifie ensuite, que la projection d’un sommet w de cette intersection
sur (3 est a la fois u/, et v'; en effet [w,u] et [w,v’] sont des géodésiques.
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Ceci prouve que v’ = v'. On note a = [s, 5o}, et B = [t, to], oll so désigne la
projection des sommets de § sur «, et ¢ty désigne la projection des sommets
de a sur g.

Les propriétés des projections donnent pour z € a, d(z,t) = d(z,to) + 1,
et pour y € f, d(y, s) = d(y, so) + 1.

D’oli on en déduit que [t,to] U [to, So] U [so, S] est égal au segment [t, s].
On appellera s et t sommet extrémal d’une aréte par rapport & I’autre. On
remarque enfin que le corollaire que I'on vient d’établir est un cas partic-
ulier d’un résultat sur les immeubles, qui s’énonce ainsi: deux chambres sont
toujours contenues dans un méme appartement. |

Corollaire 1.2.3 Soient wy,wq,ws € 2 trois bouts distincts, alors la projec-
tion d’un bout w; sur la géodésique [w;, wy] joignant les deux autres est l'unique
élément de l'intersection (;<x[w;,wk], et ne dépend donc pas du sommet pro-
jeté

On Uappelle carrefour des trois bouts wy,wq,ws .

Démonstration: Ceci se démontre en choisissant X = [w;,ws] et y = ws,
et en considérant la projection ¢ de y sur X; par construction ¢ € X. Les
demi-géodésiques issues d’un sommet de X et allant vers y contiennent c, car
les géodésiques [w;i,ws], (i = 1,2) rencontrent |[wi,ws], donc contiennent des
demi-géodésiques [c,ws].

Ainsi ¢ € [w;,ws] et ¢ € [wa,ws], et dans l'intersection des trois géodésiques
contient c.

Il reste & montrer que cette intersection est réduite a ¢ : si d est un
autre point de cette intersection, comme d € |wi,ws), ¢ € [d,ws], d’apres la
proposition 1.2.1, et comme d # ¢, d ¢ [c,ws]. Comme d € [w;,ws], pour
i=1,2, on en déduirait que d € [w;,c| pour i = 1,2.

Le lemme suivant, presque évident, exprime que si w,w’ sont deux bouts
d’un arbre, et £ un sommet de cet arbre, tel que z € [w,w’], alors [w,w'] =
[w, 7] U[z,0], et [w,z]N[z,0] = 2. _

En Vappliquant a ¢, w;, pour 4 = 1,2, on obtiendrait d € {wy, cJN[c,ws] = ¢,
ce qui est absurde.

|

L’arbre A est naturellement muni de la topologie discrete.
On va munir A d’une topologie définie par la base d’ouverts constituée
des {z}zea et des O, pour z,y € A, , qui sont définis par

Oy ={a€Alye€[z,a]}.
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Pour z =y, on a O, =A. On notera Q,, = 2N O, la trace de cet ouvert
sur .

On remarque que si 2’ € [z,y] et 2’ # y on a Oy y = O,,. L'égalité
Oy y = Oy est encore vraie si le carrefour des trois sommets ,2’,y est
différent de y.

Ceci montre, que pour la définition de la topologie, on peut se limiter aux
ouverts Oy, , avec o fixé et aux {z},c4(ces derniers définissant la topologie
discrete sur A).

On remarque que pour tout n > 0, et zp fixé, on a

Q= || Quoy et A=B(mo,n)U || Oggy.

d(zo,y)=n d(zo,y)=n

On rappelle que B(a,r) désigne la boule fermée de centre a et de rayon r.
On montre [Ca-2)

Proposition 1.2.4 L’arbre achevé A, muni de la topologie décrite ci-dessus,
est un espace topologique compact totalement discontinu. L’arbre A est ouvert
dense, et est discret pour la topologie induite. De plus, l’ensemble 2 des bouts
est compact.

Remarques Pour une demi-géodésique (z;):en € w avec w € 2, la suite z,
de ses sommets converge vers w dans €2; ceci permet d’interpréter les bouts
comme l’ensemble des points a4 ”'infini” de S.

Enfin, on remarque que le plongement d’un arbre homogene non numéroté
A, dans P’arbre semi-homogéne A, associé précédemment, se prolonge con-
tiniment aux arbres achevés, et induit un homéomorphisme de l’espace des
bouts de A, sur celui de A, une demi-géodésique de A, définissant na-
turellement (en rajoutant les sommets traversés de type aréte ) une demi-
géodésique de A, ;.

1.3 Automorphismes de I’arbre
Soit A = (S,A) un arbre homogene ou semi-homogene, on considére
I’ensemble G des automorphismes de A.

Proposition 1.3.1 Si g € G, laction de g se prolonge naturellement ad
I’ensemble des bouts ) et fait opérer continiment G sur Q et surA.
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Lemme 1.3.2 SigeGetx,yc€ S ona gO,yNS =0y gNS.

Démonstration: Comme g est une isométrie, 'image d’une demi-géodésique
9(zn) = (9zn) est une demi-géodésique, et deux demi-géodésiques appar-
tenant a un méme bout w ont une image appartenant a un méme bout, que
I’on note gw. On voit ainsi que G opere sur €, donc sur A U Q.

On a clairement I'équivalence z € [z,y] <= gz € [gz, gy, car les segments
dans un arbre sont caractérisés de fagon métrique, ce qui démontre le lemme.

On remarque que pour un bout w € 2, on a w € O, si et seulement s'il
existe dans O, une demi-géodésique de la classe w contenue dans Oyy.

Ceci permet de montrer que g0,y = Ogyz gy, d’0l la continuité de Paction
de g sur §2. |

L’ensemble G des automorphismes de I’arbre est un groupe que ’on munit
de la topologie de la convergence simple de fonctions de S & valeurs dans S.
Le résultat suivant pour les arbres localement finis est classique.

Proposition 1.3.3 G est un groupe localement compact dans lequel les sta-
bilisateurs de sous-ensembles finis sont des sous-groupes ouverts et compacts.

Démonstration: Les sous-groupes Gx = {g € G| Vz € X, g(z) = z}, pour X
fini, sont des ouverts et forment une base de voisinages de l’origine dans G,
d’apres la définition de la topologie de la convergence simple.

Pour démontrer la proposition, il suffira de prouver que le fixateur d’un
sommet est compact, ce que l'on verra dans la proposition suivante, en prou-
vant que c’est un groupe profini. | |

Lemme 1.3.4 Soient S ’ensemble des sommets d’un arbre homogéne A4 ou
semi-homogéne Ay, 4,, €t | une application conservant la distance géodésique
de ’ensemble S dans lui méme.

Siq 7é g2 ou si larbre est homogéne non numéroté, f est un isomor-
phisme.

Démonstration: On remarque que dans tous les cas f est injective.

Nous allons montrer que f est bijective. Dans le premier cas on choisit un
sommet a de numéro i, de valence maximale, sinon un sommet quelconque.
Comme, pour tout 7, on a f(S(a,n)) C S(f(a),n), le numéro de f(a) est
le méme que celui de a, les sphéres de rayon 1 centrées en un sommet de
numéro i ayant ¢; + 1 éléments.
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Dans tous les cas, les spheres centrées en a et f(a) de méme rayon ont
méme cardinal, on a ainsi I'égalité f(S(a,n)) = S(f(a), n), d’ot la surjectivité
de f.

Comme d est conservée par f, les numéros des sommets le sont sous
I’hypothese du lemme. |

Pour z,y deux sommets de l'arbre ayant méme numéro, on note G(z,y)
'ensemble des automorphismes f tels que f(z) = y et pour n € N, Gg"(x,y),
I’ensemble des isométries de B(z,n) sur B(y,n).

Proposition 1.3.5 1) L’application canonique de restriction de G™(z,y) sur
G Y=,y) est surjective.

2) G(z,y) est la limite projective des G™(x,y). En particulier G, est un
groupe profini.

3) Soient X et Y deux sous-ensembles finis isomorphes de S, c’est & dire
tels qu’il existe un paramétrage (x;) de X et un un paramétrage (y;) de Y
par le méme ensemble d’indices I, tels x; et y; ait méme numéro, et que pour
tout Zv] €l )d(miaz'j) = d(yhy])

Alors il existe un automorphisme de larbre f qui vérifie f(x;) = y;i pour
touti € 1.

On va tout d’abord établir un lemme.

Lemme 1.3.6 Soient n € N, z,y deuz sommets, de méme numéro si l'arbre
est numéroté, et f une isométrie de B(z,n) sur B(y,n), et pour tout z €
S(x,n), une bijection g, de S(z,n+1)NS(z,1) dans S(y,n+1)NS(f(z),1).

Alors f prolongée par les g, définit une isométrie de B(z,n + 1) sur
B(y,n +1).

Démonstration: On note F 'application ainsi définie; il s’agit de montrer
que pour tout couple u,v € B(z,n + 1) on a d(u,v) = d(F(u), F(v)). Le cas
u,v € B(z,n — 1) est trivial.

On supposera donc d’abord que I'un des sommets u € S(z,n + 1) et que
'autre v € B(z,n), et on considérera z la projection de u sur B(z,n). On a
d(u,v) = d(z,v) + 1, de méme on a d(g.(u), f(v)) = d(f(2), f(v)) + 1, d’ou
I’égalité cherchée.

On supposera ensuite que u,v € S(z,n + 1), et on considerera les pro-
jections z (resp. 2’) de u (resp.v) sur B(z,n). On utilise alors les propriétés
de la projection sur les convexes B(x,n): les géodésiques qui joignent u a v
(resp. F(w) & F(v) ) sont [u,2] N [2,0] (resp. [F(u), £(z)] N [f(2), F(w)],
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car v (resp. F(v) ) est extérieur & [u,2’] (resp. [F(u), f(2')]). On a donc
d(u,v) = d(u,2’) + 1 et d(F(u), F(v)) = d(F(u), f(z')) + 1. On utilise alors
le cas précédent pour conclure. Le lemme est ainsi démontré.

Dans tous les cas, il y a (r!)ad(S@n) extensions possibles de f, ou la
valence d’un sommet de S(z,n) est égale & r + 1.

11 reste & démontrer la proposition.

Le 1) est clairement établi.

Le 2) est conséquence de 1); on peut remarquer que la topologie de la
convergence simple coincide sur I’ensemble profini G(z,y) avec celle qui est
définie par la limite projective des ensembles finis G*(z,y).

Pour établir 3) on suppose d’abord X et Y convexes. On.remarque
d’abord que la projection des z; sur la boule B(zo,r) est dans X, car I'inter-
section de convexes est convexe: soit z;(i,) cette projection. Comme elle est
définie de fagon métrique, la projection de y; sur la boule B(yo,r) est ¥ ).

On partira de xo et on démontrera par récurrence qu'il existe, pour tout
k, un isomorphisme fi de B(xo,k) dans B(yo, k) telle que fi(z;) = y; si
d(zo, z;) < k.

Pour cela, on suppose f, défini, on appliquera le lemme, en choisissant des
gz, 2 € X N S(x0,p), qui vérifient g,(x;) = y; pour z; € S(xo,p+1)NS(z,1).
Ceci est possible, car si z = z,, 'ensemble des éléments de X N S(xo,p + 1)
qui se projettent en z,, sur B(zo,p) a le méme cardinal et est paramétré
par le méme ensemble d’indices que 'ensemble des Y N S(yo,p + 1) qui se
projettent en y,, sur B(yo, ).

Par ce procédé on peut prolonger f, & tout X U B(zo,p + 1) , ce qui
démontre ’hypothese de récurrence.

On prolonge ensuite f, en un automorphisme & l'aide de 2). On se
ramenera au cas convexe en remplagant les ensembles par leurs enveloppes
convexes, et en utilisant le lemme suivant. | |

Lemme 1.3.7 1) Si X est un ensemble fini dans S, Uensemble U, ye x|z,
est conveze, et il est donc l’enveloppe conveze de X .

2) Si deuz ensembles finis X et Y sont isomorphes, alors leurs enveloppes
convezes le sont.

Démonstration: Le premier point se démontre en utilisant la propriété suiv-
ante des arbres. Etant donnés trois points a,b,c, on a [a,b] C [a,c] U [b,].
On part de z € [a,b] et y € [c,d], on voit en itérant la remarque précédente
que z,y sont dans Ienveloppe convexe de trois sommets, et ensuite que le
segment [z,y] est entierement contenu dans 'un des trois segments liant ces
trois sommets.
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Le deuxieme point s’établit de proche en proche. On part de X = X,
isomorphe & Y = Y, par g, on suppose X; isomorphe 3 Y; par g; prolongeant
g. On considére X1 = X; U [a,b] et i1y = Y; U [g(a), g(b)], pour deux
sommets a,b € X. On vérifie qu'il existe un et un seul isomorphisme, noté
i+1, qui prolonge g; et I'isométrie naturelle des intervalles [a, b] sur [g(a), g(b)]
qui envoie a sur g(a). |

Remarque Les résultats précédents montrent la grosseur du groupe G. La
description de G donnée dans [Ch-4] permet aussi de s’en convaincre.

Proposition 1.3.8. Soit K un sous-groupe compact d’automorphismes d’un
arbre semi-homogéne. Alors K a un point fize dans l’arbre.

Démonstration: On va démontrer que K a une orbite réduite & un point.

On commence par remarquer que si £ est un sommet, alors I’ensemble
Kz est fini. En effet K, le fixateur dans K du sommet z est un sous-groupe
ouvert, comme trace sur X du groupe G, qui est ouvert, ’ensemble K/ K, est
donc fini. Comme il parametre 'orbite sous K du sommet z, on en déduit
que Kz est fini.

La proposition sera démontrée, si on prouve qu’une orbite de diametre
minimal est réduite a un point. Pour cela, 2 une orbite finie X non réduite a
un point, on va associer une orbite X’ de diameétre strictement inférieur. On
considére ’ensemble Y des couples de sommets de X a distance maximum,
et Z l'ensemble des milieux des arétes de Y. On remarque tout d’abord, que
Y est stable sous 'action de K. En effet si z,y € X avec d(z,y) = diam(X),
clairement k(z), k(y) vérifient les mémes conditions. Comme X est une orbite
sous K, ses sommets sont de méme numéro. Deux sommets de X sont a
distance paire, ainsi le milieu du segment défini par ces sommets est bien
défini. On notera Z ’ensemble des milieux des segments de Y. On remarque
K stabilise Z, car si deux couples de Y sont transformés par un élément K, les
segments le sont aussi, de méme que leur milieux, car ces objets sont définis
de fagon métrique. Il ne reste plus qu’a choisir X’ une orbite contenue dans
Z, et 3 vérifier que diam(Z) < diam(X).

On pose diam(X) = 2n. Soient (z,y),(z/,y’) € Y, m le milieu de [z,y]
et m' celui de [z',7']. Montrons que l'on a [z,y] N [z/,y] # 0. Supposons le
contraire, alors la projection d’un sommet de [z, y] sur [z’,y'] ne dépend pas
du sommet choisi. Notons p € [z, y] la commune projection des sommets de
[, 4], de méme q € [2’,y'] celle des sommets de [z,y]. (Les deux segments
jouent des roles symétriques.) On vérifie sans peine que si 4 = = ou u = y,
et v=21'ouv =y, onad(u,v)=d(up)+d(p,q)+d(g,v), dou 'on déduit



ARBRES DE BRUHAT-TITS ET GROUPES OPERANT SUR CES ARBRES 25

que 'une des quatre distances d(u,v) > 2n + d(p, q), ce qui serait absurde,
car d(u,v) < diam(X).

1l existe donc un sommet s commun aux deux segments. Ce sommet s peut
étre choisi différent des extrémités. Sinon les deux segments seraient deux
segments contigus, et deux extrémités seraient & distance 4n, plus grande que
le diametre de X.

Clairement d(m, s) < n, d(m’, s) < n, et au moins une de ces expressions
est différente de n, car 1'égalité d(m, s) = n est équivalente & ce que s est une
extrémité du segment, de méme avec m’. Comme on a d(m,m’') < d(m, s) +
d(m/, s), on en déduit que diam(Z) < 2n. ]

Remarque Ce résultat est manifestement faux sur un arbre homogene, car
il existe dans G des éléments involutifs qui échangent deux sommets voisins,
et qui ne fixent aucun sommet.

En considérant 1'arbre A, 1, on obtient

Proposition 1.3.9 Soit K un sous-groupe compact d’automorphismes d’un
arbre homogéne. Alors, ou bien K a un point fize dans l’arbre, ou bien K
stabilise un aréte et permute ses sommets.

On notera désormais G, 4, le groupe des automorphismes de Ag, 4,, G4 =
Gq,1 celui de I’arbre homogene non numéroté A, et G = G, 4 le sous-groupe
des automorphisme de A, qui conservent la numérotation.

Retour aux arbres homogénes.

On se donne un arbre homogene Ay, avec ou sans numérotation, on a vu
que l'ensemble des bouts est le méme dans les deux situations, et que c’est
encore le méme pour A, , et A,1. La proposition précédente montre que G,
qui s’identifie & G, 4, est un sous-groupe d’indice 2 de G, qui s’identifie & Gg,1.

Exemples.

On va donner des exemples de groupes qui operent naturellement sur des
arbres homogenes, ou semi-homogenes qui sont définis de maniére ”concréte”,
ce qui donnera des exemples de sous-groupes d’un groupe des automorphismes
d’un arbre.

Exemple 1. On consideére un corps local non archimédien k, dont on note O
’anneau des entiers, et F, le corps résiduel. On considére un espace vectoriel
V de dimension 2 sur k, et le groupe linéaire GL(V'), dont le centre Z est
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formé des homothéties par les scalaires de k* . On considére le groupe quotient
G=GL(V)/Z.

On appelle réseau un sous-D—module de rang 2 de V. Le groupe GL(V)
opere sur ’ensemble des réseaux de V. On considérera ’ensemble S des classes
de réseaux sous I’action de Z. Alors S sera ’ensemble des sommets d’un
graphe, dont les arétes sont les couples A, A’ dont deux représentant L €
AL € N vérifient

[L:LNL)=[L':LNL]=q.

On peut encore exprimer que les sommets voisins de A sont ceux dont un
représentant L' vérifie

L> L >wlL,

ol w est une uniformisante, c’est-a-dire un générateur de l'idéal maximal
de ’anneau d’entiers . Ainsi les spheres unité ont une structure de droite
projective sur Fg; chaque sommet est donc lié & ¢ + 1 sommets. On obtient
ainsi un arbre homogene de type q.

On vérifie que I’ensemble des bouts est ’ensemble des droites vectorielles
de V, c’est une droite projective sur k, 'action de G étant ’action canonique
induisant les homographies.

Les demi-géodésiques se décrivent ainsi: étant donné un réseau L et une
droite vectorielle D, il existe toujours une base (e, e3) de V telle que L =
De; + Dey et D = key. La suite de réseaux L, = De; +P"e; , ol P = wD,
est la demi-géodésique issue de la classe de L allant vers le bout D. Une classe
de réseau A sera sur la géodésique reliant D 4 D', §’il a un représentant L
qui s’écrit Oe; + Oey avec D = ke et D' = ke,.

On sait que PGL(2,k) est triplement transitif sur P'(k), il 'est sur Q:
on remarque ensuite qu'un automorphisme de 1’arbre est déterminé par son
action sur ’ensemble des bouts, car tout sommet de l’arbre z est le carrefour
de trois bouts distincts wy,ws,ws. Les trois bouts g(w; ), g(w2), g(ws) restent
distincts et leur carrefour est le sommet g(z).

On peut ainsi caractériser les éléments de PGL(V) : parmi tous les
automorphismes de I’arbre, ce sont ceux qui opérent par homographie sur
I’espace des bouts quand on le munit de sa structure de droite projective sur
k. Par ailleurs, compte tenu de ce qu'une homographie qui fixe trois bouts est
l'identité, on voit que le groupe des automorphismes de I'arbre est beaucoup
plus gros que PGL(V). Cet énoncé est précisé dans [Ch-4].

Exemple 1°. On considére une algebre 3 division D de dimension finie d?
sur son centre un corps local non archimédien k, dont on note q le cardinal



ARBRES DE BRUHAT-TITS ET GROUPES OPERANT SUR CES ARBRES 27

du corps résiduel.

On note O I’ ordre maximal de D, et on considére un D-espace vectoriel (3
droite par exemple) V' de dimension 2. On fait operer le groupe linéaire GL(V')
a gauche, et 'on considere le groupe G = PGL(V), quotient du groupe
linéaire GL(V') par son centre, constitué des homothéties par les éléments de
k*. On a une situation analogue & celle de I’exemple 1.

Pour définir les sommets de P’arbre, qui sera homogene de type g%, on
considere ’ensemble des O-réseaux, sur lequel le groupe GL(V) opére na-
turellement a gauche, le corps D* y agit par multiplication & droite, mais
de fagon non D—linéaire. Cependant 'action de k* est la méme si on la
considére comme une homothétie agissant a gauche, ou comme une multipli-
cation a droite par un élément (central) de D*.

L’ensemble des sommets de I’arbre est ’ensemble quotient de I’ensemble
des 9-réseaux par l'action droite de D*, et on vérifie que le groupe quotient
PGL(V) y opere simplement transitivement. On vérifie que ’ensemble des
bouts s’identifiera a ’ensemble des droites vectorielles de V. Ce groupe sera
noté PGLy(D), quand V est I’espace vectoriel canonique D?.

A la fois dans les cas des exemples 1 et 1’, on peut considérer dans
PGLy(D) (resp. PGLy(k)) le sous-groupe PGL3(D) (resp. PGL3(k)) image
des éléments de GLy(D) (resp. GLy(k) ) dont la valuation du déterminant de
Dieudonné est paire (la valuation étant triviale sur les commutateurs passe a
I’abélianisé ). Ce groupe opére sur un arbre semi-homogene de type (g%, ¢%)
(resp. (q,q).) Enfin on peut considérer le groupe PSLy(D) (resp. PSLy(k))
qui est un sous-groupe du précédent.

Exemple 2. On considére un groupe G simple ou quasi-simple, défini sur un
corps local non archimédien, de rang relatif 1: la théorie de Bruhat-Tits lui
associe un immeuble, qui est ici un arbre semi-homogene, sur lequel G opere,
d’ott un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de I’arbre,
qui est un plongement, quand le groupe G est simple. On va expliciter cing
nouveaux cas, les groupes SU(3), qui seront des groupes quasi-déployés, les
groupes SU(4) de rang un, dans ces cas les arbres associés dépendent de la
ramification de Pextension quadratique considérée, enfin un groupe SO(Q),
pour une forme quadratique @ d’indice 1 dans un espace de dimension 5, ce
qui donnera un groupe qui n’est pas quasi-déployé.

Exemple 3. On se donne I" un groupe libre & un nombre fini de générateurs
muni d’une présentation, ou plus généralement un produit libre

F=Z*Z...«Z+xZ/2+Z/2%...xZ[2



28 F. CHOUCROUN

avec 1 facteurs Z et s facteurs Z/2; (le cas du groupe libre correspond &
s = 0). On se donne pour chacun des facteurs Z (resp. Z/2) un générateur
€ (1=0,...,r ) (resp. g; (j =1,...,8)).

I' est engendré comme monoide par

_ -1 o .
T={eie',05,i=1,...,m, j=1,...,s},

avec les seules relations €;6;! = ¢ '¢; = 012- =1

On note |y| la longueur de ’élément v € T' dans le monoide, et pour
7,72 € T, on note d(v1,72) = 7 " al-

L’ensemble T apparait comme l’ensemble des sommets d’un graphe, le
graphe de Cayley relatif & T, qui est ici un arbre homogene de type 2r+s—1,
et pour lequel la distance géodésique est la distance d définie ci-dessus. Le
groupe I' y opére de fagon isométrique par la translation & gauche (v, z) — vz
et de fagon simplement transitive. (Cette remarque a été exploitée dans ma
note [Ch-1]).

Enfin les bouts correspondent aux mots réduits infinis.

Dans [Ch-2], on construit des groupes comme ci-dessus, dont on donne des
plongements comme sous-groupes discrets a quotients compacts de groupes
PGL(2), compatibles avec les structures d’arbre homogene.

Ces résultats se généralisent partiellement dans le cas des groupes dont
Parbre est homogene. Voir[Ch-3].

Exemple 4. Soit I' un produit libre de k + 1 groupes H; d’ordre r + 1, par
exemple des groupes isomorphes & Z/(r + 1)Z, avec k et r non tous deux
égaux a 1.

Contrairement 3 ce qui a été fait pour le produit libre des groupes cy-
cliques par D’école italienne, voir dans [M-W)] des références, il ne faut pas
considérer le graphe de Cayley de T" (qui n’est pas en général un arbre), mais
le graphe suivant, dont I’ensemble des sommets est

S=Sll_|52 avec Sl =F, 52= U F/Hi,

i=1,..k
et dont ’ensemble des arétes
A= {(g7g’H1) | i=1,...,T+1, gEngi} - Sl X S2-

Chaque sommet de type 1 est de valence k+ 1, et chaque sommet de type
2 est de valence r + 1; comme le groupe I" est le produit libre des groupes
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H;, le graphe obtenu est un arbre semi-homogene de type (k,r), sur lequel T
opere, via la multiplication & gauche, par des isométries, de facon simplement
transitive sur les sommets de type 1.

On va expliciter les géodésiques de longueur paire issue de l’origine e.
On se donne un élément g = hy...h, o0 h; € Hj, — {e}, et ou le mot
(h1,...,hn) est réduit, c’est & dire que j; # ji;1. On considere la suite (xx),
pour k=1,...,2n et ol o = e ,Tok = hy ... hx, €t Togy1 = T Hj,,, : Clest
une géodésique.

On peut encore exprimer le fait qu’une suite d’éléments (g;) de T est la
suite des sommets d’ordre pair d’une géodésique sous la forme suivante. Soit
I'ensemble B = UH; — {e}, les éléments de I" sont les mots en B, un mot
(h1,...,hs) sera réduit de longueur n, si on a hghxr1 ¢ B N {e}. Dans ce
cas, la suite gx = hy,...,hg, pour k = 1,...,n, est formée des sommets de
numéro 1 d’une géodésique.

k+1

Exemple 5. Soit I' un produit libre G; * Gy de deux groupes finis, G;
d’ordre k; + 1 et Go d’ordre kg + 1. On considere le graphe dont 1’ensemble
des sommets est la réunion S = S; U Sy avec S; =T'/Gy, et Sy = T'/Gy, et
dont I’ensemble des arétes est ’ensemble T, identifié aux couples (9G1, hGs),
avec gG1 NhGy # 0.

On vérifie, que c’est un arbre semi-homogene de type (ky,k2), que I' y
opere, via la multiplication & gauche, par des automorphismes, et que cette
action est simplement transitive sur les arétes de I’arbre. Dans cette sit-
uation, on peut considérer le sous-groupe I'y de T', qui est le noyau de
I’homomorphisme de T' dans G; qui prolonge l'identité de G et qui vaut
I’élément neutre pour tout élément de Go. On vérifie que Iy est le produit
libre des ky + 1 groupes hG1h™! pour h € Gz, et que I = ToxG,. Ainsi, les
arbres construits dans les exemples 4 et 5 coincident.

Remarque Dans ces trois exemples, le groupe I' est discret & quotient
compact dans le groupe G des automorphismes de I’arbre, et comme ensemble
peut s’identifier & un G/H, ot H est le fixateur d’'un sommet ou d’une aréte,
et la multiplication & gauche dans I' s’interpréte comme la restriction 4 T, de
l'action de G sur G/H .

Dans [Ch-3], on a généralisé les résulats qui ont été établis dans le cas
de I'arbre homogene, et on a construit, pour un certains nombres de groupes
p-adiques de rang un, & qui sont associés des arbres, des sous-groupes qui
operent simplement transitivement sur les sommets d’'un numéro donné, et



30 F. CHOUCROUN

dans de meilleurs cas des sous-groupes qui opérent simplement transitivement
sur les arétes.

1.4 Groupes faiblement doublement transitifs

Les conditions de la proposition suivante seront satisfaites pour une large
classe de groupes, qui seront l'objet de ce mémoire.

Proposition 1.4.1 Pour un sous-groupe G de G, il y a équivalence entre (1)
et (2):
(1) Etant donnés deuz couples de sommets (z1,%2), (y1,2) € A? tels que
d(z1,22) = d(y1,y2) et que x1 et y, soient de méme numéro, alors il existe
un élément g € G tel que g(x1) = y1 et g(x2) = yo.
(2) G est transitif sur chaque sphére, c’est & dire, étant donnés trois sommets
z,y, 2 qui satisfont & d(z,y) = d(z, z), alors il existe g € G tel que g(z) =
z, g(y) ==z

Si de plus G est fermé dans G ces conditions sont équivalentes ¢ (3):
(3) Etant données deux géodésiques pointées par des sommets de méme type
Zo € [wy,wo], et zy € (Wi, w))], il existe g € G avec g(wo) = zf et g(w;) = w}
pouri=1,2.

Démonstration: Comme 1) implique trivialement 2), on va montrer la récipro-
que: on se donne deux couples de sommets vérifiant les hypotheses de ’énon-
cé. Comme z; et y; sont de méme numéro, leur distance est paire, le milieu 2
de [z1, 1] existe. D’apres la condition 2), il existe g € G tel que g(z1) = y1 et
g(z) = z. Pour y4 = g(z2) on a d(y1,y5) = d(z1,22) = d(y1,y2). Donc y, et 3
étant sur une méme sphere centrée en y, il existe ¢’ € G tel que ¢'(y1) =0
et ¢'(vh) = yo. L’élément ¢'g va convenir, car ¢'g € G et g(x;) = y; pour
i=1,2.

Pour démontrer que (1) implique (3), on écrit les géodésiques [wi,ws] =
{zx |k € Z} et [w},wh) = {z} |k € Z}. La condition (1) s’applique aux deux
couples (Z_n, Zn), (z__,, T,,), car z, et z;, sont de méme numéro, chacun étant
3 distance n d’un sommet de méme numéro, et puisque l'on a d(z_n,z,) =
2n+1=d(z_,, ).

Il existe donc g, € G tel que g,(z,) = ), et g,(z-n) = 2_,. Comme
les sommets des intervalles [z_,, Z,] et [z_,, ;] sont définis par les distances
aux extrémités, on a encore g,(zx) = yx pour |k| < n.

On sait que G(zo, zj) est une sous-ensemble compact de G; la suite g, a
donc une valeur d’adhérence g, et pour un tel g on a g(zx) = z). Comme G
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est fermé, g € G, d’ou (3).
Il est clair que (3) implique (2), car deux couples de sommets peuvent se
plonger dans deux géodésiques pointées. [ |

Définition 1.4.1 Soit G un sous-groupe fermé de G.
On dira que G est faiblement 2-transitif, ou faiblement doublement tran-
sitif, s’il vérifie les conditions équivalentes de la proposition précédente.
Plus généralement, on dira que G est faiblement k-transitif, si étant don-
nés deuz ensembles de k sommets X et Y isomorphes et donc paramétrés par
(1,...,k), il existe un élément g € G tel que g(x;) = yi, pour 1 <i < k.

Dans ce mémoire, I’adverbe ”faiblement” pourra étre omis, les n—uplets pou-
vant se correspondre par automorphismes étant nécessairement isomorphes.
Remarque La proposition 1.3.5 montre que le groupe G est, pour k aussi
grand que ’on veut, k—faiblement transitif.

Proposition 1.4.2 Un sous-groupe fermé G est faiblement triplement tran-
sitif si et seulement si, étant donnés deuz triplets de bouts distincts dont les
carrefours sont de méme numéro, (wy,wq,ws) et (wi,wsy,ws), il existe g € G
tel que g(w;) = wi pouri=1,2,3.

Démonstration: Soient ¢ (resp. c¢') le carrefour des trois bouts wy,ws,ws
(resp. wi,wh,ws), ON NOLETrA Tn,Yn, 2n (T€SP.Th,Yn,2,) des paramétrisations
des demi-géodésiques [c,w], [¢,wa], [c,ws] (resp. [c,wi], [c,wh)], [c, ws]), telles
que To = Yo = 20 = ¢ (resp. To =Y =2y =C).

On considere des isométries f, telles que f(zs) = 25, f(Yn) = Uh, f(2n) =
2l Par convexité, on a f(zx) = z, f(yk) = Yk, f(2x) = 2, pour k < n. On
conclut comme dans le cas des groupes faiblement 2-transitifs.

Si deux triplets sont isométriques, leurs carrefours sont de méme numéro,
et ces triplets pourront étre chacun sur les demi-géodésiques issues du car-
refour de ces triplets, allant vers trois bouts distincts, et en méme position.
Ceci permet de montrer la réciproque. [ |

Remarque Un groupe opérant sur un arbre homogeéne non numéroté A, peut
étre considéré comme sous-groupe d’un groupe G,, ou comme sous-groupe
d’'un groupe G, correspondant a l’arbre numéroté A,; canoniquement as-
socié.

Proposition 1.4.3 Pour un groupe G opérant sur un arbre homogéne non
numéroté de type q, il est équivalent d’étre faiblement 2-transitif considéré
comme sous-groupe de G, ou comme sous-groupe de Gy,
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Démonstration: L'égalité des groupes G, = G, est claire, donc pour G, étre
fermé, ne dépend pas du point de vue adopté. Il en est de méme pour la
transitivité sur les géodésiques pointées. Car si un groupe est transitif sur
géodésiques pointées par des sommets de numéro 1, il I’est pour ’ensemble
des géodésiques pointées par des sommets de méme numéro: en effet, si le
sommet n’est pas de numéro 1, choisir le sommet voisin dans la direction du
premier bout sur chacune des deux géodésiques. On se contentera alors, dans
le cas de I'arbre de type (g,1), de ne considérer que les géodésiques pointées
par des sommets provenant de ’arbre homogene Ay,, et il est clair qu’elles
correspondent bijectivement aux géodésiques pointées de ’arbre homogene

A,. N

On a

Proposition 1.4.4 Pour qu’un sous-groupe G de G soit fermé il faut et il
suffit que G NG, soit compact pour un sommet x de l’arbre.

Démonstration: La condition nécessaire est triviale. Montrons la condition
suffisante. On remarque que les groupes G N G(z,y), s'ils ne sont pas vides,
sont compacts comme translatés de GNG,. Ceci entrainera, vu la topologie de
G, la fermeture de G. En effet soit g adhérent & G et y = g(x). L’intersection
G NG(z,y) # 0, soit h un élément de cette intersection. On vérifie que
G N G(z,y) = G N h(G(z)), qui est compact comme image continue d’un
compact. Ainsi, g qui est adhérent & ’ensemble compact G N G(z,y), y
appartient, d’ou la proposition. [ |

Les groupes considérés dans les exemples vérifient cette propriété.

Dans le cas des produits libres considérés dans les exemples 1,2,3, le
fixateur d’un sommet est fini.

Dans le cas des groupes sur les corps locaux, le fixateur d’'un sommet
spécial est, d’apres la théorie de Bruhat-Tits, I’ensemble des points & valeurs
dans l'anneau des entiers £ d’un groupe algébrique, et est donc compact
pour la topologie induite par le corps local; il I'est encore pour la topologie
de G. Par exemple, dans le cas PG Ly(k), on pourra obtenir PGLy(9).

Dans les exemples 1,2,3 de produits libres, le fixateur d’'un sommet est
fini: ainsi ces groupes ne peuvent étre doublement transitifs.

Par contre, dans le cas des groupes quasi-simples de rang un sur un corps
local, I'immeuble, qui est ici un arbre simplicial (dont les arétes sont des
intervalles réels), mais dont on considéere I’arbre combinatoire sous-jacent, est
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une réunion d’appartements qui sont les transformés par G d’un appartement,
ici réduit & une géodésique: ainsi le groupe G est transitif sur les géodésiques
non orientées. Par ailleurs, le centralisateur d’un tore déployé maximal agit
transitivement par des ”translations” sur les sommets d’un type donné situés
sur la géodésique qui lui est associée, et le normalisateur de ce méme tore
peut permuter les bouts de cette géodésique.

Ainsi, les groupes quasi-simples de rang un sur un corps local non archi-
médien ont une image faiblement doublement transitive dans le groupe des
automorphismes de ’arbre de Bruhat-Tits associé.

I est bien connu que le groupe PGLy(k) est triplement transitif sur la
droite projective; comme ’arbre associé est non numéroté, on en déduit que
PGLy(k) est triplement transitif sur Parbre qui lui est associé.

On a vu plus haut qu’un automorphisme est déterminé par son action
sur l’espace des bouts, qui dans le cas des groupes ci-dessus, s’identifie a
I’'immeuble sphérique des paraboliques, qui est ici réduit & I’ensemble des
paraboliques propres de G, qui peut se décrire comme G/ P, avec P un de ces
paraboliques propres.

Donc pour que I’homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes
de l'arbre associé soit un plongement, il suffira que G opere librement sur
G/P, ce qui sera le cas si et seulement si Nyeq gPg™" est réduit a identité.

Ceci se vérifiera pour PGL(2), les groupes SU(3) dans le cas général et
des formes de SO(5) que 'on va décrire ci-dessous. Ceci ne sera pas le cas
pour SL(2), pour SU(3) dans certains cas, et pour les formes de rang un de
SU(4) considérées, car ces groupes ont alors un centre fini non trivial formé
de matrices scalaires.

Pour définir un groupe SU(3) ou SU(4), on considére une extension
quadratique séparable L de k: on notera Z ’action de élément non trivial
du groupe de Galois de L|k sur z.

On considére un espace vectoriel V' de dimension 3 sur L, sur lequel on
choisira une forme hermitienne <, >, qui s’exprime dans une base (e_1, €g, €1)
de V par la formule

< z,Yy >=T1Y~1 + ToYo + T_1Y1,

ol r =Y xie; et y =Y yie.

On considére le sous-groupe des éléments g € SL(3, L) tels que pour tout
couple (z,y) € V2, on ait < g(z),9(y) >=<=z,y > .

Ce groupe est un groupe SU(3).

Ce groupe admet des sous-groupes de Borel, qui sont les stabilisateurs des
droites isotropes, et dont on montre qu’ils sont conjugués dans G .
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Soit B = {g € SU(3) |g(e—1) € Le_,1}, on a B = TU, ou T est un tore
défini par

A0 0
T={lo X o |rer},
0o 0o X
et U est le radical unipotent de B,
1 v v
v={lo 1 -u wveL, u+T+v7=0}.
0 0 1

On remarquera que U est non abélien, et on vérifie que l'intersection des
conjugués de B est triviale, sauf quand L est ’extension k(us), ol u3 est
I’ensemble des racines troisiemes de I'unité, et dans ce cas il est constitué par
les homothéties par ps; cette situation se produisant si et seulement si L/k
est non ramifiée et si 3 divise ¢ — 1 et ne divise pas g — 1, ou encore si q est
impair et ¢ = —1 mod 3.

On considérera aussi un espace vectoriel W de dimension 4 sur L, que
P’on écrit W = Le_; & H @ Le,, avec un espace vectoriel H de dimension 2
sur L, dont (e_;,e;) est une base d’un supplémentaire.

On se donne sur H une forme hermitienne gy anisotrope, dont on notera
Ap la matrice dans une base donnée. On pourra, par exemple se donner H
une algebre de quaternions choisie comme espace vectoriel sur L, la forme g
provenant de la norme quaternionique. On considere la forme hermitienne
sur W définie par

< z,y >= T1Y-1 + Qo(ToYo) + T_171,

ol T =2_1e_1 +Zo+ x1€, €t Yy =y_16_1 + Yo + Y1€1, avec To,Yo € H.

On considere le sous-groupe des éléments g € SL(4, L), qui vérifient, pour
tout couple (z,y) € W2, < g(x),g(y) >=< z,y >

Ce groupe est une forme de rang un du groupe SU(4), que 'on notera
ainsi.

1l admet des sous-groupes paraboliques minimaux, ce sont les stabilisa-
teurs des droites isotropes, dont on montre qu'ils sont conjugués dans G.

Soit B = {g € SU(4) |g(e—1) € Le_,}. Il s’écrit B = MU ou M est un
groupe de Levi, qui contient un tore déployé T' isomorphe a k* et U est le
radical unipotent de P. Ecrits comme matrices par blocs (1,2,1), on a

A0 0
M={[0 h 0 A€ L*,h € U(g),dethAX ' =1} > T
0 0 X
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A0 O
ou T={[0 I 0 ||xek} et
0 0 )1
1 u v
U={ 0 I w Itu,weH,‘u=—Ao‘w,v€L,v+ﬁ+(10(w)=0}.
0 0 1

On remarquera que U est non abélien.

Enfin, ce groupe SU(4) a toujours un centre non trivial, qui est formé
de matrices scalaires. ce centre est en général égal & +I et donc d’ordre
2, sauf si L = k(y/—1), alors il est constitué des matrices scalaires AI avec
A€ L, M =1, alors il est d’ordre 4. Ce dernier cas se produit si ’extension
est non ramifiée, et si ¢ = 3 mod 4.

De méme, on considere un espace vectoriel V' de dimension 5 sur k, que
’on supposera pour simplifier, de caractéristique différente de 2.

On écrira 'espace V = ke_; @ Vy @ ke;, avec V un espace de dimension
3 qui est anisotrope pour une forme quadratique gqo, dont on note <,>¢ la
forme bilinéaire symétrique associée: on définit la forme ¢ sur V, associée a
la forme <, > qui est égale a

< T,y >=T1Y-1+ < To,Yo >0 +T-1Y1,

pour T = z1€1 + To + T_1€-1,Y = Y1€1 + Yo + Y-1€-1, €t o, Yo € Xo.

On peut remarquer que ces formes existent; en effet, il suffit de prendre
a & k? et B¢ N[k(a)], ou N est la norme de ’extension k(a)|k, ce qui est
toujours possible sur un corps local, et de considérer la forme

qo(u,v,w) = u? — av® — fw?.

On peut aussi penser aux quaternions, et restreindre la norme quaternionique
3 un sous-espace de dimension 3. Ayant une base de V5, on notera @ la
matrice de go dans cette base.
On considere alors le sous-groupe de SL(5,k) qui conserve cette forme,
c’est un groupe SO(5) non déployé, de rang relatif un, que I’on note SO(q).
Dans ce groupe, on considére les sous-groupes stabilisant une droite iso-
trope; on montre qu'ils sont conjugués a I'un d’eux,

B = {g € SO(q) lg(e-1) € ke_1}.

C’est un sous-groupe parabolique propre de G, qui admet une décomposition
B = MU, ou M est le centralisateur d’un tore et U le radical unipotent de
B.
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Ecrits comme ensembles de matrices par blocs (1,3,1), on a

t 0 0 t 0 0
M={{o n o |tek’, heSOW@)}>T={[0 I o |[tek]}

-1 ~1

00 ¢ 00 ¢

1 —YQov) —39(u)
eU={l0 I v |*0 € Vo}.
0 0 1
On remarque que U est isomorphe & Vp comme groupe, donc est abélien.

Pour ces trois types de groupes, que ’on note G, il y a un élément non
trivial dans le groupe de Weyl, c’est ’élément

o W o

0 1
w=|0 0],

1 0
ol, dans le cas SU(3) c'est une matrice (3,3) avec J = —1, dans le cas
SU(4) c’est une matrice (4,4) écrite par blocs (1,2,1) avec J matrice de la
conjugaison dans 'espace des quaternions, et dans le cas SO c’est une matrice
(5,5) écrite par blocs (1,3,1) avec J = —I, ou I est la matrice identité.

Pour ces groupes, on a la décomposition de Bruhat G = B U BwB.

Cette décomposition de G est équivalente a la double transitivité de G
sur la variété des droites isotropes. En effet, G est transitif sur I’ensemble
Q des bouts. Désignons oo le bout fixé par B : la décomposition de Bruhat
est alors équivalente a la transitivité de B sur Q — {oo}. On note que, pour
montrer que G est doublement transitif sur 2, il suffit de vérifier qu’étant
donnés deux bouts w et ', distincts de oo, il existe un élément g € G tel que
g(00) = 00, et g(w) = w’. D’oly, I’équivalence annoncée.

Pour ces groupes ”orthogonaux”, en général les sommets de 1’arbre ne
peuvent étre définis avec un seul réseau.

Alors que dans le cas PGL(2), & un réseau est associé une norme dont
c’est la boule unité et dont les autres boules sont homothétiques, dans le cas
général les boules de rayon 1 et q% ne sont pas homothétiques (g désigne le
cardinal du corps résiduel de k.)

On sera donc amener A considérer I'espace des normes sur V, c’est a dire
des fonctions définies sur V* = V' —{0}, & valeurs dans R, vérifiant I'inégalité
triangulaire ultramétrique, et la condition v(\z) = |A|lv(z), pour A dans le
corps de base.
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A une telle norme v, on peut associer v* définie par

C’est une norme, appellée la norme duale de v. On dira que la norme v est
autoduale,ou encore maximinorante dans la terminologie de [B-T 2], si elle
égale a sa duale.

L’arbre simplicial est I’ensemble des normes autoduales.

Pour cet arbre, I’ensemble des bouts est ’ensemble des droites isotropes,
et les géodésiques, correspondent aux couples de droites isotropes distinctes;
ces droites peuvent étre déterminées par deux vecteurs (e_j,e;) isotropes,
tels que < e;,e_; >=1.

En désignant par V; Porthogonal de {e;,e_;}, on obtient une décomposi-
tion de V de la forme V = Ke_; + Vy + Ke,.

Dans le cas SO, on a K = k et V; anisotrope avec une forme qo, et dans le
cas SUona K = L et Vy = Leg ou Vo = H et go(zoeo) = g(eo)xoTo, ou go une
forme anisotrope sur V; qui peut coincider avec la la norme quaternionique.

On montre, cf.[B-T 1& 2|, que, pour toute norme autoduale, il existe une
décomposition de ce type, dite base scindante, dans laquelle elle s’écrit:

_ 1
Vo(Z-16-1 +vo + z1€1) = sup(|z_1|q™%, |go(v0)| %, |71]q%) -

On montre qu’une norme autoduale v est sur une géodésique définie par deux
droites isotropes, si on peut choisir sur chaque droite un vecteur appartenant
4 une une base scindante pour v. Si on prend la base canonique et la norme v
correspondant, elle correspond & un sommet dont le fixateur dans le groupe
G est intersection avec GL(n, D) ( n = 3,4,5 suivant le cas).

L’arbre combinatoire est constitué des points de I’arbre simplicial qui sont
points de ramification.On note ¢ le cardinal du corps résiduel de k.

Dans le cas SO(q), qui est aussi une forme d’un groupe PSU,(D), ou
D est un corps de quaternions, on obtient un arbre semi-homogeéne de type
(g, q), constitués des v, dans une base scindante avec a € q%Z.

Dans le cas SU(3) cela dépend de la ramification de L|k.

Si extension L|k est ramifiée, on obtient un arbre de type (q,q).

Si L|k est ramifiée on obtient, un arbre de type (¢3,9).

De méme pour SU(4), cela dépend de la ramification.

Si extension L|k est non ramifiée, on obtient un arbre de type (¢3,¢°).

Si L|k est ramifiée, on obtient un arbre de type (¢2, ).

Dans le cas L|k non ramifiée, le groupe PGU(4), quotient du groupe
des similitudes de la forme par son centre, échange les sommets de numéro
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distincts et opere avec une seule orbite sur 'arbre homogene de type ¢°. En
effet, il est facile de voir que le rapport de similitude )\, = 5%‘-;%2 est défini
modulo NV L*, les éléments conservant ou non la numérotation selon que cette
classe de k*/NL* est ou non triviale. ( On rappelle que le groupe k*/NL*
est d’ordre 2, et qu’ici les éléments se distinguent suivant la parité de la
valuation.)

Par contre dans le cas SU(3) avec L|k ramifiée, les deux sommets jouent
des roles différents, et leurs fixateurs ne sont pas isomorphes, comme on peut
le voir dans le diagrame de [T-2].

Dans tous les cas on obtient des groupes faiblement 2-transitifs. En effet,
il y a un fixateur d’'un sommet qui est l'intersection de G avec GL(n,O),
ainsi G est fermé dans G.

On a vu que G est doublement transitif sur I’espace des bouts identifié a
la variété des droites isotropes.

Pour montrer la double transitivité faible de G, il suffira de montrer que
G est transitif sur les sommets de méme numéro d’une géodésique; on pourra
prendre celle définie a partir de la base canonique, que ’on appellera standard.
On vérifie alors qu'il y a un sous-groupe de M, isomorphe a L* dans le cas
unitaire, et & k* dans le cas orthogonal, qui contient des éléments g, pour
A € L* ou k* selon les cas, tels que

gr(er) = der, galey) = ATe_; ou A7 'e_y,

et dont la restriction a V, est unitaire ou orthogonale. Ce groupe est opere
transitivement sur les sommets d’un numéro donné de la géodésique standard.

On rappelle enfin que, pour tout n, le groupe G de tous les automomor-
phismes est faiblement-n-transitif.

1.5 Propriétés et structure des groupes (faiblement) doublement
transitifs

On considére un arbre A = A,, 4, et on se donne un sous-groupe faible-
ment doublement transitif G du groupe G des automorphismes de 1’arbre A,
ce groupe pouvant étre égal a G.

Soit un bout w € £, on considere le fixateur de w dans G que I'on note
B,={g€G|gw)=w}et B,=B,NG.

Si (z,) est une demi-géodésique de la classe de w, et si g € B, on a pour
n assez grand g(Z,) = Tnyk . L'entier k ne dépend pas de la demi-géodésique
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choisie dans la classe de w et est pair, car z, et g(,) sont de méme numéro.

On définit v,(g) = .

Proposition 1.5.1 L’application v = v,, est un homomorphisme de B, sur
Z.

Démonstration: v est un homomorphisme de fagon triviale, et on voit que
son image contient 1 en utilisant les propriétés de double transitivité de G.B

On notera N, le noyau de v, c’est un sous-groupe distingué de B,

On notera N, = N, NG.

On choisit une géodésique pointée, notée [w’,w] = (z,), et on suppose que
To est de numéro 1.

On notera B=B,,, B =B,, N=N,, et K=G,, , K=GNK, ainsi
queZ=G,,NG,, et I=GNTI.

On désigne enfin par Ny = {n € N | n|jz, o = Id} et

H= () Ny ={n € N |Vkn(zx) = zx};
keZ

On voit aisément que Nj est un groupe, et on désigne pour n € N — H,
v(n) = inf{k | n € Ni} = inf{k | n(zx) = =&}
Théoréme 1.5.2 1) Il existe dans G des éléments w, T tels que
Vn, w(Tn) = Topn ,T(Tn) = Tnt2
2) On a la décomposition de Cartan

G= U KK
neN

g € K"K <= d(g(20),%0) = 2n et les classes KgK sont invariantes par
g gt
3) On a
B=1Net KNN =Ny

4) On a la décomposition d’Iwasawa
G=KB=K7‘N

5) On la décomposition K = I U Iwl, et la décomposition de d’Iwasawa
peut étre précisée en G = IB U IwB.
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6) Le groupe d’Twahori admet une décomposition I = (I N B).(I N B'),
dont Uintersection (INB)N(INB')= H.
7) On a la décomposition de Bruhat

G=NwBUB

etona: nmwBNnwB#0 < nH=nyH.
8) L’indice [Nk : Nx_1] = ¢;, ot i est le numéro de xx, i = 1 si k est pair,
1 =2 sinon.

Corollaire 1.5.3 La paire (G, K) est une paire de Gelfand, et I’algébre des
fonctions K—sphériques C.(K\G/K) est une algébre commutative pour la
convolution relative a une mesure de Haar.

Démonstration: L'existence de w résulte de la 2-transitivité faible de G ap-
pliquée aux géodésiques [w,w'] et [w',w] pointées par zo et celle de T résulte
de la méme propriété appliquée a la géodésique [w,w’] pointée par zo et par
T, d’ou 1)

Si d(g(xo), xo) = 2n, d’apres la transitivité de G sur la sphére de centre
Zo et de rayon 2n, il existe k € K tel que g(ro) = k(z2n) = k7"(z0), d’olt
g k™™ € K; ce qui permet de conclure que g € KT"K.

Réciproquement, si g € K7"K il existe k € K tel que g € k™K, ainsi
d(g(zo),z0) = d(k™1g(z0),20) = d(7™(20),Z0) = 2n, car la distance géodé-
sique est invariante par isométrie.

Enfin, d(g(%o), zo) = d(%o, g~ (x0)), car g~! est une isométrie, d’otr 2).

Le 3) est trivial, et pour montrer 4), on prouve d’abord que K est transitif
sur Q. Pour cela on se donne w; € Q et on considere les demi-géodésiques
[zo,w] et [zo,w;]. D’apres la double transitivité de G, il existe g € G tel que
g(zo) = o et g(w) = wy. Un tel g € K, d’ot la transitivité de K sur Q2. On
considere alors g € G, et le bout g(w): d’aprés ce que 'on vient de voir, il
existe k € K, avec k(w) = g(w). L’élément kg fixe w, donc il existe b € B
tel que k=g = b, d’ott g = kb. Ceci prouve donc 4).

Pour démontrer le premier point de 5), on considére un élément k € K et
le sommet k(z,); s'il est égal & 1, alors par définition k € I. Sinon, il existe
un élément i € I tel que i(z_;) = k(z;), on applique la 2-transitivité aux
segments [z_y, ;] et [k(z1), 1] qui contiennent tous deux zo. Il est alors clair
que iw et k ont méme image sur xo et =1, donc que k € iwl.

Pour établir le second point de 5), on remarque qu’étant donnés les som-
mets o et 7, et le bout w; = g(w) on a Dalternative: z; € [zo,w:] ou
Xg € [zl,wl].
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Dans le premier cas, on considére un élément h € G qui vérifie h(zo) = zo
et h(w) = w;. Cet élément existe bien, car K est transitif sur Q. Comme
71 est sur les deux demi-géodésiques [zo,w] et h([zo,w]), on en déduit que
h € I. Comme g et h ont méme image sur w, ils ne différent donc que par un
élément de B, d’ou1 g € IB.

Dans l’autre cas, on se donne h € G qui vérifie h(z;) = z; et h(w') = wy;
cet élément existe, car GNG,, est transitif sur  pour la méme raison que K.
On remarque que 2 est sur les deux demi-géodésiques [z1,w’] et h([z;,w']) =
[1,w1], on en déduit que h € I. Enfin on remarque que g et hw ont méme
image sur w, ils ne different donc que par un élément de B, d’ou g € TwB,
ce qui établit le second point de 5).

Soit g € I, par définition g fixe zo et z;, on pose alors w; = g(w). On
consideére 'image par g de la demi-géodésique [z, w], c’est la demi-géodésique
[0, w1] qui contient ;. On sait qu'il existe dans un élément h € G qui envoie
la géodésique [w',w] pointée par zp sur [w',w;] pointée par zo. On remarque
que cet élément h € I, car il fixe les sommets communs aux deux géodésiques,
en particulier zo et x;; de plus par construction h(w') = ', donc h € B'N 1.
On consideére alors 'élément gh™! : clairement gh™' € I, et gh™'(w) = w,
donc gh™! € I N B, d’ou la décomposition énoncée.

Vérifier que BNB'NI = H est facile, car BN B’ est le groupe qui stabilise
les bouts de la géodésique [w’,w], son intersection avec [ fixant un sommet,
il s’en suit que cette intersection fixe la géodésique [w’,w], donc est contenu
dans le groupe H. Ce groupe H est manifestement contenu dans les groupes
B, B', I, d’ou I’égalité annoncée.

Pour démontrer 7), il suffira de prouver que si w; est un bout différent de
w, il existe n € N tel que n(w') = w;. Pour cela, soit w; = w’ et alors I'identité
convient, sinon on considére le carrefour zx des trois bouts w, w’, w;, on choisit
g € G, qui envoie la géodésique [w', w] pointée par i sur la géodésique [wy,w]
pointée par z; .Comme g(w) = w, et comme g(zx) = xk, g fixe une demi-
géodésique [zy,w], d'ot g € N.

Enfin, mwB NnywB # 0 <= ny(w') = na(w') <= ni'ny(w') = o/, ce
qui est équivallent & n = ny'n, stabilise la géodésique [w',w] et la fixe, car
n € N. Or le fixateur de [w',w] est H : d’ol1 'équivalence avec n; H = naH.

Pour montrer que [Ni : Nx_1] = g;, on remarque que le sommet n(zx_) €
S(zk,1) — {zk41} pour n € N et représente la classe nNi_1; il suffira de
montrer que N est transitif sur S(zx,1) — {Zk41}, car Ison cardinal est g;.

Et pour cela, on considére pour u € S(zk,1) — {zx+1} les demi-géodési-
ques [zx_1,w] et [u,w], d’apres la double transitivité de G, on voit qu'il existe
g € G qui envoie la premiere sur la seconde, c’est & dire telle que g(zx—1) = u
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et g(w) = w. Or nécessairement on a g(zx) = Tx,, d’olt g € Ni. Ainsi le point
8) est démontré.

Pour déx}lontrer le corollaire, il suffit de remarquer que I'involution f — f,
définie par f(g) = f(g™!), est triviale sur C,(K'\G/K), et vérifie pour fi, f, €
C.(K\G/K), légalité f, x fo = (fo* f1), ce qui montre la commutativité de
- la convolution sur ces fonctions. [ |

On posera Ny = Ny — Ni_;: c’est ’ensemble des éléments n € N dont
la valuation v(n) = k. Ces ensembles ne sont pas vides, sauf si Ny = Ni_,
ce qui se produit uniquement si g; ou go est égal 4 1 ; ce sera le cas pour k
impair si ¢; = 1 et k pair si g, = 1.

Enfin on remarque que

v(n) =k < p(n(w') : [v',w]) = z.

On a désigné par p(w; : [wa,ws]) la projection du bout w; sur la géodésique
[we, ws], qui est aussi le carrefour des trois bouts (wy,wa,ws).

Proposition 1.5.4 Soit .

W = 72U rtw.
Cet ensemble stabilise [—00, 00|, y induit la méme action que le stabisateur
dans G de [—o00, 00}, et y opére comme le groupe diédral. On a

G= || Igl.

geW

Démonstration: On considére un élément g € G, et Paréte a = g([zo, 71]).
On a a = [zo,z1] si et seulement si g € I, car le stabilisateur de [zo, 1] est
son fixateur.

On supposera donc que g ¢ I. On va montrer qu’il existe ¢ € I tel que
i(a) C [~o0,00]. Les arétes a et [zo, ;] sont différentes, on sait d’apres le
corollaire 1.2.2 qu'il existe s € a et j € {0,1} tel que a U [zo,21] C [s,z;].
On distinguera les cas suivant les valeurs de j.

Si j = 0, on pose n = d(zo, s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(zp) = zo, et h(s) = z,. Comme z, € [Zo,s]|, on en déduit que
h(z,) = z;. Comme par hypothese h fixe zo, on en déduit que h € I.

Si j = 1, on pose n = d(z,s), alors il existe dans G un élément h qui
vérifie h(z,) = z1, et h(s) = z;—,.Comme zo € [z1,s], on en déduit que
h(x¢) = xo. Comme par hypothése h fixe z;, on en déduit que h € I.

On consideére alors une aréte a = [Zn, Tni1)-
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Si n = 2m, alors a = 7™[zo, z1] et d(zo,y), pour y € a, prend les valeurs
|2m|,[2m + 1| tandis que d(z1,y) prend les valeurs |2m|,|2m — 1].

Si n = 2m — 1, alors on vérifie que a = (7™w)[zo, 7] et d(zo,y), pour
Y € a, prend les valeurs |2m/|, |2m — 1| tandis que d(z1,y) prend les valeurs
[2m + 2|, |2m — 1].

Ceci prouve que G = IW1.

La considération des valeurs prises par d(z;,y) pour ¢ = 0,1 quand y € a,
et que a décrit I’ensemble des arétes, montre que les classes TwlI N Iw'] =@
pour des w # w'. [ |

Remarque L’énoncé précédent montre que la position relative de deux arétes
dans ’arbre est décrite par le groupe diédral infini induit par W, ce groupe
décrivant déja la position d’une aréte [Ty, T,11]) contenu dans la géodésique
standard par rapport a l’aréte de base [z, 71].

Cas de ’arbre homogéne

Soit A, un arbre homogene, dont on note S 'ensemble des sommets, et
A Pensemble des arétes. Soit A,; I’arbre semi-homogene associé, dont on
rappelle que ’ensemble des sommets S’ = SU A, et que I’ensemble des arétes
A’ est formé des couples (a,s), ou a € A,s € S qui vérifient s € a.

Il faut donc distinguer entre les arétes de 1’arbre homogéne Aq, et les
arétes de ’arbre semi-homogene associé Ag; : ces derniéres sont les arétes
pointées, ou orientées de ’arbre homogene.

Ainsi, comme le fixateur d’une aréte de A; dans G est le fixateur d'un
sommet de valence 1 + 1, la position relative de deux arétes (non orientées)
est donnée par la décomposition de Cartan, donc dépend d’un entier positif,
qui est la distance dans l'arbre A, des "milieux” des arétes.

Par contre, la proposition précédente décrit la position relative de deux
arétes orientées de 1'arbre homogene A,, paramétrée par le groupe diédral
infini.

La relation entre les décompositions de Cartan et d’Iwasawa, qui sera a
la base du calcul de la transformation de Satake des fonctions sphériques, est
donnée par

Proposition 1.5.5 Soit n € N, avecv(n)=k. On a

'n e KrmkDK
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| k< max(0,-2l)
l+k k>max(0,-2])
Démonstration: On notera O = zo. On suppose d’abord que k < 0, dans ce
casn € K, et alors 'n € K7'K = KTMK.
On supposera désormais que k > 0, donc n(0) # O, et n(O) ¢ [w,w'], et
n(O) se projette en z sur [w,w’].
En particulier pour tout y € [w',w], on a

d(n(0),y) = d(y, zx) + d(n(0), zx).

m(k,l) =

Comme 7! stabilise la géodésique [w’,w], et est une isométrie, on déduit que
si z est la projection de z sur [w'w], alors 7'z est la projection de 7'z sur
cette géodésique, car 'z € [w',w], et que si y € [w',w], 77!y est encore sur
cette géodésique; on a donc d(77'y, z) = d(17'y, 2) +d(z, z), d’ott d(y, T'z) =
d(y,7'2) + d(T'2, 7'x).

On en déduit que la projection de 7'n(0O) sur [w',w] est Tgyq, d’ott
d(1'n(0),0) = d(7'n(0), Txy21) + d(T2k41,0). Or

d(Tln(O)vxk+2l) = d(n(O), xk) = d(Ovn_l(zk)) = d(oa mk) = k’

comme par ailleurs d(zg421,0) = |k + 21|, on a m(k,l) = k + |k + 2l|, ce qui
démontre la proposition. [ |

Exemple. On considere le groupe G = PGLy(k), ou k est un corps local
non archimédien dont on désigne par £ ’anneau des entiers, par w une
uniformisante et par p = wO l'idéal de valuation. On suppose que le corps
résiduel O/p a q éléments, et que la valeur absolue vérifie |w| = %

On considére 'arbre semi-homogeéne de type (g, 1), construit a partir de
’arbre homogene, et dont les sommets de numéro 1 sont les classes de réseaux
dans k2.

On choisit alors la géodésique (), ol Za, est la classe du réseau O x p=,
le bout w correspond a la droite k£ x {0}, le bout w' & {0} X k, et le groupe
B, 4 I'image du groupe triangulaire supérieur. On pose N = N, et on a

N={<g 2)”%':1}31\’":{(8 Z);I%I=1,lg|3q""},

pour m = [%], et on a H = { (8 2) 8 = 1} = NnezNn.
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On vérifie que G, = PGLy(9), et que qﬂzﬂ = [b| pour n = (8 Il)) €N.

Enfin, on pourrachoisir'rz(1 0>etw=(0 1).
0 w 1 0

Revenons a ’étude de la structure de G.

Tout d’abord, on remarque que dans un arbre il n’y a pas de notion
canonique de distance d’un sommet a un bout. Néanmoins, on peut comparer
les distances de deux sommets & un bout.

Définition 1.5.1 FEtant donnés deux sommets z,y € A et un bout w € §2,
on définit la position de x,y par rapport & w par

< 3,55 >= d(y,2) — d(a, 2), pour z € [z,w] N [y, w].

On vérifiera dans la proposition suivante que la différence d(y, z) —d(z, z) ne
dépend pas du sommet 2 choisi dans [z,w] N [y,w], et que la relation R,, sur
A définie par

TR,y =< z,y;w >=0,

est une relation d’équivalence, dont les classes sont appelées horicycles issus
de w.

La proposition suivante qui établit une relation entre les <,;w > qui
interviendront dans le noyau de Poisson et la décomposition d'Iwasawa de G,
permettra d’établir un dictionnaire entre les réalisations des séries principales
définies au chapitre II, en terme de représentations induites, et celles qui le
sont & ’aide du noyau de Poisson sur 2.

Proposition 1.5.6 1) Soient z,y € A et w € Q, on a pour tout u € [z,w] N
[y,w] Végalité
<T,Yw>= d(y7u) - d(l‘,’u,)

En particulier les horicycles sont des classes pour la relation
TRy <=< z,y;w >=0,

qui est une relation d’équivalence.

2)Siz€ A ona<zmyw>+ <yzw >=<z,z,w > (relation de
cocycle).

3) Pour tout g € G on a < g(z),9(y); 9(w) >=< z,y;w >.
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4) La relation < z,y;w >= 0 égivaut ¢ 3n € N,, tel que y = n(z). Ainsi
les horicycles issus de w sont les orbites de N, dans l'arbre.

5) Plus généralement, si b € B, on a < b(z), ;w >= 2u,(b).

6) On choisit un sommet O dont on désigne par K le fizateur dans G, on
sait que G = KB,,. Soit un élément g € G écrit sous la forme g = kb, avec
ke K etbe B,, on a l’égalité

< 9(0),0;g(w) >=< 0,7 1(0);w >= 2w,(b).

Démonstration: Le 1) est clair car si u € [2,w] = [z,w]N[y,w], on a d(z,u) =
d(z, z) + d(z,u) et d(y,u) = d(y, 2) + d(z,u).

Le 2) s’obtient en utilisant 1) avec u € [z,w] N [y, w] N [2,w].

Un élément g € G respecte les demi-géodésiques et les distances, donc
si [z,0] = [z,w] N [y,w], on a [9(2),9(w)] = [9(z),g(w)] N [9(y), g(w)] et
d(g9(y), 9(2)) — d(g(z),9(2)) = d(y, 2) — d(, z), d’ou 3).

Pour montrer 4), on remarque que si y = n(z) avecn € N,, commeily a
des éléments z qui vérifient n(z) = z, on a la relation < z, z;w >=< y, z;w >
en appliquant 3) & n. Ceci entraine, d’aprés 2), I’égalité demandée.

Réciproquement, si < x,y;w >= 0 les sommets z,y ont le méme numéro
car leur distance est paire, il existe donc dans G un élément g qui envoie
la demi-géodésique [z,w] sur [y,w]. Un tel g vérifie g(z) = y et g(w) = w.
Donc g € B,. Pour montrer que g € N, on remarque que tout sommet de
[z,w] N [y,w] est équidistant de x et de y, donc est fixé par g.

Pour démontrer 5), on se donne une géodésique (zx) avec 2o = O et
[Ta]n > 0] € w, et un élément 7 € G tel que 7(xx) = T

Tout élément b € B,, s'écrit alors b = nt! avec n € N, et | = v,(b), d'ou

< b(0),0;w >=< n7(0), 0;w >=< 7Y(0), 0;w >=< g1, To;w >= 2l.
Enfin si g = kb, on a
< g(0), 0; g(w) >=< b(0),0; k™" g(w) >=< b(0), O;w >;

les égalités annoncées s’en déduisent. |

On part d’une géodésique [w',w] pointée par un sommet O = o, on
considere le groupe K = Go, il opére transitivement sur l’espace des bouts
2, qui s’identifie & I’espace quotient K/Np. En effet K N B, qui est le fixateur
de w dans K, est aussi le fixateur de O dans B, d’ou No = K N B.
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Comme dans le cas de PG Ly (k), ot espace des bouts a une structure de
droite projective sur k, on peut essayer d’étudier le complémentaire du point
a l'infini qui généraliserait la droite affine.

L’ensemble Q s’identifie & G/B comme espace homogene sous G, une fois
choisi le bout w.

Partant de la décomposition de Bruhat de G = B U BwB, on déduit la
décomposition

G/B = Nw/HUB/B,

la classe B/B correspond au point & linfini, et comme w normalise H,
I'ensemble G/B — B/B correspond & N/H.

Ainsi, a tout bout w; # w on associe un élément n € N, tel que n(w') = w;.
On remarque ensuite que H est le stabilisateur dans N de la géodésique
[w',w], donc le bout n(w') définit nH. Ceci explicite la bijection de @ — {w}
avec N/H.

Dans le cas de PG L, (k), bien que N/H n’ait pas de structure de groupe,
on peut I'identifier & k . La proposition suivante vise a généraliser la formule

(e 1) 6 1) (e )= 0)

Proposition 1.5.7 1) Soit n € N — H, il existen’ € N — H tel que
wnw = n'wb avec b € B.

De plus n étant donné, la classe n'H est unique et ne dépend que de nH.
On désignera par ¢ application de N/H — H dans N/H — H, définie par
o(nH) =n'H.
2) On a ¢*(nH) = w?nH, et v(n') = —v(n).
De plus siv(n) = k, pour tout I > 0, on a p(nNk_i) = p(n)N_g_.
3) Enfin, pour un b vérifiant wnw = n'wb, on a v,(b) = v(n)

Corollaire 1.5.8 Pour tout n € N — H, il existe n’,n” € N — H tels que

wn'wnwn” = 7%

avec k = v(n) = —v(n') = —v(n")

Corollaire 1.5.9 Si g, # 1 le groupe < N,w > est égal d G.

Siqy = 1, ce qui correspond & un arbre homogéne non numéroté, le groupe
< N,w > est le sous-groupe d’indice deuzx des éléments de G qui conservent
la numérotation de l’arbre homogéne sous-jacent.
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Démonstration: Pour cette démonstration, le lecteur aura intéret 3 faire une
figure. Soit n € N — H, alors n(w) = w et n(w’) # w'. On pose k = v(n), on
sait que xx est la projection de n(w’) sur la géodésique [, w].

On vérifie que wnw(w') = w' et que wnw(w) = wn(w’). Donc I'image par
wnw de la géodésique [w’,w] est la géodésique [w’, wn(w’)]. On choisit n’ € N
tel que n'(w') = wn(w'), ceci est possible car wnw(w) # w, n étant choisi par
hypothése en dehors de H.

Ainsi n'w(w) = wnw(w), et I'élément g € G défini par wnw = n'wg vérifie
g(w) = w, donc g € B.

On a vu plus haut, que le bout n(w’) est défini par nH, ainsi son image par
w, qui est le bout n'(w’), définit n’H. Ceci prouve que ¢ est une application
de N/H sur N/H, d’ou 1).

Pour vérifier 2), on remarque que le carrefour de (w,w’,n(w’)) est =z,
on en déduit que le carrefour de (w',w,wn(w’)) est w(zg) = z_g. Comme
wn(w') = n'/(w'), on en déduit que la projection de n'(w’) sur la géodésique
W, w] est z_g, d’ott v(n') = —k.

On part de wnw = n'wb, de méme on écrit wn'w = n"wb’, d’ott w*nw =
n"wb'b; on remarque que w? € H donc wb'bw™! € N, ce qui n’est possible
que si b€ H= NN B,. Dot w?n =n"H. Ainsi p?(n) = wnH.

On choisit n; € nNg_;. On écrit wnw = n'wb et wn'w = njwb; avec des
notations évidentes. On a n;(zx) = n(zk) = zk et Ny (Tr—1) = n(Tk—1)-

Donc les géodésiques [n(w'),w] et [ni(w'),w] ont en commun la demi-
géodésique [n(zx—i1),w].

En considérant leur image par w on voit que les géodésiques [w’,n'(w')] et
[w’,n}(w’)] ont en commun la demi-géodésique [w’, wn(zk_1)).

Le point wn(zk—;) est & distance ! de z_x qui est & la fois le carrefour de
(w,w',wn(w')) et celui de (w,w’,wny(w')).

Les géodésiques [w, n (w')](resp. [w,n}(w")) sont donc la réunion des demi-
géodésiques [w, —k] et [—k,wn(w']) (resp.[—k,wn;(w')]), la partie extérieure
A [w',w] étant I'image par n’ (resp. n}) de la demi-géodésique [w', Tx1].

On en déduit que wn(zx_;) = n'(T_k—1), et que wni(zk—1) = Ny (T_k—1)-

D’ou n'(—k — I) = n{(—k — 1), c’est & dire que n} € n'N_g_;.

On considere ¢! et on obtient 1'égalité w(nNx_i) = @(n)Ni—1.

Enfin on va montrer que v,(b) = v(n). En effet b = w™'n"" wn.

On suppose d’abord k > 0, alors n(zo) = o, d’ol b(zo) = w™'n’_ (o).
Comme v(n'~') = —k, n'~}(zo) se projette en zx sur [w',w] et est a distance
|k| de sa projection. On en déduit que b(zo) se projette en z_j sur cette
géodésique et est & distance |k| de sa projection.

Donc < b(zo), To;w >= 2k, d’ot v, (b) = k, car b(w) = w.
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Dans le cas ou n ¢ Np, on part de wnw = n'wb et que 'on écrit sous la
forme wn'w = (w?n)wb~!. On remarque que w?n € N, car w? € H et que
v(n') = —k < 0. Dot v(b™1) = —k, ceci implique v(b) = k.

Pour démontrer le premier corollaire, on part de wnw = n'wb et on écrit
b= 7*n", avec n” € N d’ott w™'n'~lwnwn""! = 7*. On sait que n’'H est
déterminé et que k = v(n) = —v(n').

On effectue la transformation g — w™'g~'w, on remarque que I'on a

w™l77%w = 7%h, avec h € H, et on obtient la relation

Tk — w“n”w'ln'lw’ln’w%'l.

Ceci donne une décomposition de wn~'w du type cherché, ainsi l'on a
v(n"w?) = —v(n~!) = —v(n) = —k. De plus on voit que n” H est déterminé
par n~!, d’olt le corollaire. On aurait pu utiliser ce corollaire pour préciser
par le calcul ¢(nNg_;).

Le deuxieme corollaire se démontre en constatant que si ¢ # 1, I’élément
T €< N,w >, car il existe des éléments dans N dont la valuation v est égale
a 1, et on applique le premier corollaire. Comme, d’apreés la décomposition
de Bruhat, G est engendré par w, 7, N, on en déduit le corollaire dans ce cas.

Dans le cas o ¢ = 1, le groupe < N,w >, qui est engendré par des
éléments qui fixent un sommet de numéro 1, sera contenu dans le sous-groupe
de G qui conserverait la numérotation de I’arbre homogene sous-jacent &
Parbre de type (q1,1) considéré.

Comme il existe des éléments dans N de valuation 2, I’élément 72 sera
dans < w, N >, et la décomposition de Bruhat appliquée & G*, qui est le
groupe des éléments qui conservent la parité, Gt = B* U BtwB*, avec
B* = G* N B =7%N, montrera alors que Gt =< w, N > . |

Remarque Dans le cas de PG Ly, il y a une section naturelle de N/H égale a
k réalisé comme groupe des matrices unipotentes supérieures: on peut choisir
la presque-involution ¢, définie sur k*, ¢(z) = «~!. Dans tous les cas le 2)
prouve qu’elle est continue sur N/H et permettra méme de déterminer son
jacobien.

De maniére analogue la proposition suivante donne une décomposition de
K liée a I’action de K sur .

Proposition 1.5.10 On rappelle qu’on a choisi un sommet 0, une géodési-
que dont B est le fizateur du bout oo, un élément w qui fize 0, et échange les
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bouts de la géodésique, on a
K = N()’UJNQ L wN_leo.

Pour k € K, on désigne par x,x) la projection de k(w) sur [w',w)], qui est le
carrefour des trois bouts (k(w),w,w’), et qui est définie s’ils sont distincts.
Dans cette décomposition, on a

p(k) = v(n) > si k € nwNy
p(k) = —v(n) < O si k € wnwNp.

Démonstration: On a k(w) # w , sauf si k € Ny, d’ou k(w) € Nw(w), et on
peut écrire k = nwb. Sin € Nyalorsb=w"'n"1k € K,d’oub € BNK = N,.
On désigne par [ = v(n) > 0.

On sait que z; est la projection de n(w’) sur [w',w]. Comme k(w) = n(w'),
on a ici p(k) = I, d’ol1 Iégalité p(k) = v(n).

Le cas ou k(w) = w' correspond & k € HwNp qui est le seul cas ot v(n)
n’est pas défini. On pourrait poser w' = z_, et v(H) = —o0.
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