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1 Introduction

A théorie des formes linéaires de logarithmes a connu de nombreux
' développements depuis les premiers travaux d'A. BAKER ([Bal]).
En sus des applications plus théoriques, le fait que les preuves soient
effectives a conduit les mathématiciens à s5 intéresser à des mino-

rations explicites afin d'appliquer la théorie à la résolution de nombreuses
classes d'équations diophantiennes. Ainsi, dès les premiers travaux, on trouve
des minorations de formes linéaires explicites dans le cas usuel. Ces bornes ont
d'ailleurs été constamment raffinées au fur et à mesure que la théorie progres-
sait (on pourra comparer par exemple [Bal, IV], [B-G-M-M-S] et [Ba-Wù]).
Parallèlement, on s'est aperçu que rien en théorie ne singularisait le cas dit
«usuel» et que la technique employée pouvait s'appliquer à n'importe quel
groupe algébrique commutatif (on peut vraisemblablement attribuer cette idée
à D. MASSER {voir [Ma]) qui a étudié le cas des courbes elliptiques à multi-
plication complexes; J. COATES et S. LANG {voir [Co-La]) ont poursuivi avec
le cas des variétés abéliennes (toujours à multiplication complexes)). Bien en-
tendu, les difficultés (essentiellement le manque de lemme de zéros performant)
ont ralenti l'apparition de ces généralisations. S'il ne nous appartient pas ici
de retracer l'historique de cette théorie, signalons simplement que les travaux
de P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT {voir [P-W]) raffinés par les textes de
N. HIRATA {voir [Hi2] et [Hil]) ont conduit à des énoncés tout à fait généraux,
dont la forme est presque satisfaisante en comparaison de ce qui est connu dans
le cas usuel (pour les spécialistes, rappelons que N. HIRATA est la première a
donner dans ce cadre la «bonne» dépendance en «log(5)», à £-près). Toute-
fois, il n'existe à ce jour aucun énoncé dans la littérature fournissant une
minoration de formes linéaires de logarithmes totalement explicite en dehors
du cas usuel. Sans doute les auteurs qui se sont intéressés successivement à ce
problème avaient en tête des applications de nature théorique. Il semble cepen-
dant qu'au moins dans le cas de la recherche des points entiers de certaines
classes d'équations de MORDELL (et, plus généralement de genre 1) la connais-
sance d'une minoration explicite de formes linéaires de logarithmes elliptiques
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soit utile (voir en particulier les travaux de R. STOELKER et N. TZANAKIS
[St-Tz], de J. GEBEL, A. PETHÔ et H. ZIMMER ([G-P-Z]) ou le travail de N.
HIRATA [Hi3]). C'est en tout cas pour répondre à cette demande précise que
nous avons entrepris ce travail. Nous nous sommes également volontairement
limités au cas elliptique, où des applications précises sont en vue et où les
difficultés techniques sont moindres.

Le résultat que nous obtenons est ainsi une version totalement explicite
du travail de N. HIRATA (cas elliptique, voir [Hil]). Nous précisons en sus ce
qui se passe lorsque la forme linéaire est nulle. Ceci nous permet d'obtenir
en corollaire une version affaiblie mais explicite du théorème d'isogénie de
D. MASSER et G. WÙSTHOLZ (voir [Ma-Wul]) pour les courbes elliptiques.
Il s'agit donc avant tout d'un travail de mise au point et, en ce sens, on
ne trouvera rien dans ce texte de véritablement original, la majeure partie
des lemmes présentés se trouvant déjà dans la littérature (bien entendu, la
source principale est le texte de N. HIRATA). Toutefois, il est très rare de
les trouver sous une forme explicite, comme nous en avons besoin ici. Nous
avons donc été contraints de les prouver à nouveau, et en ce sens le travail que
nous présentons est raisonnablement «self contained», à quelques exceptions
toutefois, notamment dans la preuve du corollaire (paragraphe 10) où nous
avons coupé au plus court et, ce qui est plus regrettable, dans la preuve
du lemme 6.1 : le lecteur se retrouvera là face à une cascade de renvois
bibliographiques, des textes de N. HIRATA ([Hi2] et [Hil]) vers le travail de
P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT ([P-W]) qui renvoient aux notations et
arguments de [Phi]...

Par commodité pour le lecteur habitué aux textes de P. PHILIPPON-
M. WALDSCHMIDT et de N. HIRATA, nous suivons de très près leur plan :
on trouvera au paragraphe suivant l'énoncé du résultat principal, au para-
graphe 3 les lemmes de croissance analytique des fonctions de WEIERSTRASS,
au paragraphe 4 les réductions propres à la technique de N. HIRATA, au para-
graphe 5 le choix d'un sous-groupe privilégié, au paragraphe 6, les préparatifs
à la construction de la fonction auxiliaire, au paragraphe 7 la preuve de trans-
cendance proprement dite, au paragraphe 8 les lemmes donnant un contrôle
effectif des formules de translation et de dérivation, au paragraphe 9 la con-
clusion de la preuve du théorème 2.1, et enfin, au paragraphe 10 la preuve du
corollaire.

Nous nous sommes efforcés de donner des énoncés relativement précis,
même là où ce n'était pas vraiment nécessaire pour notre résultat, pour
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LOGARITHMES ELLIPTIQUES 7

les lemmes qui nous semblaient pouvoir être utiles à d'autres auteurs (en
particulier ceux des paragraphes 3 et 8). Cela donne une explication partielle
à la présence en de nombreux points de calculs intermédiaires présentant une
précision «irrelevante». Une autre explication est également que je mesurais
parfois mal l'importance finale de mes calculs intermédiaires avant d'avoir
achevé le travail et que je n'ai pas forcément pensé à les simplifier partout...
Je prie le lecteur de m'excuser pour ces lourdeurs. Un avertissement enfin. Un
certain nombre d'inégalités ne sont démontrées que pour les grandes valeurs
d'un paramètre entier. Les vérifications restantes, en-^ionabre fini ont été
effectuées à l'aide de «Mathematica» de WOLFRAM Research.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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2 Notations et résultats

Soit K un corps de nombres de degré D sur Q, plongé dans le corps des
nombres complexes C. On notera Q la clôture algébrique de K dans C. Soient
également k un entier > 0, et <? i , . . . ,<?/.;, k courbes elliptiques définies sur K,
que Pon supposera munies d'un modèle de WEIERSTRASS :

y2 = 4a;3 - g^x - g^i, g^, g^i ç K, 1 < i ^ k.

On notera, pi, 1 < i < k (resp. o-^), les fonctions de WEIERSTRASS associées,
et Ai = cji^Z + o;2,îZ le réseau des périodes de p^. On désigne par h la
hauteur de WEIL logarithmique et absolue sur P^Q) . Rappelons brièvement
sa définition : soit P un point de P^(Q). Soit L un corps de nombres contenant
toutes les coordonnées - X o , . . . , XN de P , de degré d sur Q. On pose alors :

^p) = ,^riy\og{m^x{\xo\y,...,\XN\v}),
a v

où v décrit l'ensemble des places de L et où les valeurs absolues prolongent
les valeurs absolues usuelles sur Q, et sont normalisées de telle sorte que la
formule du produit soit satisfaite :

\/x, x e L, x 1=- 0, y^n^ log \x\y =0; ^ riy = d.

On notera j^ l'invariant modulaire de la courbe ^, l'on posera h =
max{l,/i(l,^2,^^3,î)^(j^)îl ̂  ^ k} et on notera TI = ^221. Il n'y a pas
de restriction à supposer que TI est un élément du demi-plan de POINCARÉ
^) (ie. que 9m ri > 0). Nous supposerons plus précisément que TI G i?, où
i? désigne le domaine fondamental usuel de ^ pour l'action de Sl2(Z). Cela
suppose simplement que l'on choisisse une base adéquate de A^, mais ne change
pas les invariants ^2,^ 93,i ou à fortiori j^. Si U{ est un nombre complexe tel
que 7, = (a?(^),a3(^A,)p,(^),a?(^)^(^)) ç <?z(Q), nous noterons h(^i) la
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hauteur de NÉRON-Tate de 7, (rappelons que h(^i] = lim^oo^O^z)). Nous
pouvons maintenant énoncer notre résultat :

Théorème 2.1 En utilisant les notations introduites ci-dessus, soient £(z)=
A)^o + • • • + ftk^k une forme linéaire non nulle de C^1 à coefficients dans K,
u\,... ,Uk des nombres complexes tels que ̂  = (1, pz(^z), p^(^z)) ê Si(K) c
P^AT) (ou tels que ui soit un pôle de pi, auquel cas, ̂  = (0,0,1)), et notons
v = (1,'ui,... ,Uk). Soient également B, E, V - ] _ , . . . , V k , des nombres réels
vérifiant :

-Dlog(B) > log(Yi), Vi > . . . > Vk, (1)

log(B) > max {eh, ̂ (A), 0 < i < k} , (2)

{ o \. 1 2 1

log(V.)£max '.(7.̂ .|̂ |̂ ,̂}, (3)

e<£<^(^W.»i,i<,<4. (4)| V 3 7 T U i \ ^ — — 1 \ )

1^1, i V^m ri

S i :

log \£(v)\ < -C.D^ÇïogÇB) + log(DE)) (log(E))-2/c-l

k
(loglog(B) + h + logÇDE))^1 n log(y,)X

avec :
C = Ci = 2, g.lO^lO6^2.^ + 1)2^+9^+12,3^

alors C(v) est nul, et il existe un sous-groupe connexe H (de dimension d et
de codimension r ) de G = G a x Si x • • • x £k dont l'espace tangent à l'origine
contient v, et qui est contenu dans le noyau de la forme linéaire C, dont le
degré vérifie :

deg(H) < C2^-û2J+l(log(log(B))+^+log(û^))J+l n logWXiog^))-^-1,
a. . -,î=i

où l'on peut prendre :
es = 2800.4^+l)fc+5,

et
C3=3^.106Al2k{k+l)2k+lo.

MÉMOIRE 62
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Pour finir, énonçons la version explicite du théorème de D. MASSER et
G. WÙSTHOLZ (voir [Ma-Wul]) qui se déduit de notre résultat :

Corollaire 2.2 Soit d un entier > 1, et K un corps de nombres de degré
au plus d sur Q. Supposons que £ soit une courbe elliptique, définie sur
K, munie d^un modèle de Weierstrafi, y2 == 4;r3 — g{2SX ~ 8387 e^ notons
h{£) = max{l,^(j^),/i(l,(72,é:,^3,<f)}. Dans ces conditions, si£^ est une autre
courbe elliptique, également définie sur K, et isogène à £, il existe une isogénie
liant £ à <?* de degré au plus :

lO160^0/^)10.

Remarques :

• La condition (1) n'est pas véritablement essentielle. Elle sert essen-
tiellement à simplifier l'énoncé du théorème. Elle intervient uniquement
au paragraphe 6.5 (dans la preuve de la proposition 6.9) et au sous-
paragraphe 7.3, et l'on peut s'en passer à condition de remplacer le
terme <<(log(log(B))+/i+log(Z5£;))>> par «{\og(\og{B))+h+\og(DE)+
max{0,log(log(y,)), 1 < z < fc})», et le terme «(log(B) +log(D.E))» par
«(log(5) + ïog(DE) + max{0,log(log(y,)), 1 < i < k})».

• Le seul nouveau paramètre qui intervient ici, par rapport aux minora-
tions de formes linéaires de logarithmes antérieures, est la quantité h.
Joint à l'entier fc, il sert à mesurer la complexité arithmétique du groupe
algébrique sur lequel on travaille. Il est donc naturel de ne pas le voir
apparaître dans le cas rationnel où le groupe algébrique est simplement
une puissance du groupe multiplicatif (multipliée parfois une copie du
groupe additif).

• II ne semble pas très facile de conjecturer une dépendance optimale en
h de la minoration. D'une part nous avons normalisé les différents para-
mètres afin de les rendre marginalement dépendants de /i, (mais ces
conditions ne semblent pas très contraignantes au vu d'une conjecture
de LANG (voir [L2], page 92), qui prédit que la hauteur de NÉRON-TATE
d'un point d'ordre infini d'une courbe elliptique est au moins de l'ordre
de grandeur de la hauteur de son invariant modulaire; de plus, il est

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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possible de supprimer la dépendance en h des paramètres Vi, à condition
de supprimer le paramètre E^ et obtenir ainsi une dépendance en h de
la forme /i^2). D'autre part, la dépendance en h que nous avons mise
en exergue (ie. h^) provient de la hauteur des équations différentielles,
et intervient exactement au même niveau que le terme loglog^)^1, et
l'on peut raisonnablement conjecturer qu'une minoration en log(B) est
vraie...

• On peut enfin se demander quelles améliorations on peut espérer au
niveau de la constante finale C. Nous n'avons pas réellement essayé
d'optimiser (7, bien que nous ayons cherché à obtenir une constante
«raisonnable». Ainsi, on peut penser que sans idées nouvelles, le terme
en kk ne pourra être supprimé. Le fait que les fonctions abéliennes aient
un ordre de croissance 2 contre 1 pour l'exponentielle usuelle, laisse peu
d'espoir du côté de la technique des «petits pas d'extrapolation». On
peut toutefois penser que cette technique permet de passer de fc2^ à
fc^ . Mais nous n'avons pas effectué les calculs avec cette dernière...
Les termes d'ordre inférieur peuvent vraisemblablement être raffinés
avec des choix de paramètres plus astucieux, bien que je n'ai pas d'idée
précise sur les limites de cette méthode de preuve. Je n'ai pas non plus
cherché à mettre en œuvre la méthode des déterminants d'interpolation,
introduite récemment par M. LAURENT (voir [Lau]). Il serait également
intéressant de voir ce que pourrait donner les méthodes issues de la
théorie d'ARAKELOV développées très récemment par J. B. BOST ([Bo]).

• On notera que l'exposant en h est moins bon dans le corollaire ci-dessus
que dans le théorème de D. MASSER et G. WÛSTHOLZ : en effet, nous
utilisons une forme linéaire alors que ces derniers travaillent avec deux
formes simultanées. Il ne fait aucun doute qu'une version «simultanée»
du théorème 2.1 donnerait l'exposant au pire 6 (il n'est pas exclu que
pour obtenir l'esposant 4, il soit nécessaire de faire un meilleurs choix de
paramètres) au lieu de 10 et, vraisemblablement une meilleure constante.
En revanche, il ne semble exclu en revanche qu'une simple application
d'un résultat de ce type permette d'obtenir l'estimation en h2 qu'a
obtenu dans ce cadre F. PELLARIN ([Pe]).
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3 Quelques lemmes auxiliaires

3.1 Choix du groupe algébrique
Soit Ga le groupe additif que nous supposons muni d'une Q-structure.

Identifions Ga(C) à C. Nous obtenons alors le plongement projectif :

C c-̂  pi(c)

z —— (1^).

Soit T un élément du demi-plan de POINCARÉ ^). On notera (Tr^fpr
les fonctions de WEIERSTRASS correspondant au réseau «normalisé» , ie.
A = Z + rZ. On utilisera également pour les estimations de nature analytique
la fonction (^-, définie par (on pourra se reporter à [Ll], page 246, pour une
définition de rj et plus de détails sur la fonction y) :

y^e-^.e^.OrÇz).

Si £ est une courbe elliptique, donnée par une équation de WEIERSTRASS
(de la forme y2 = 4x3 — g^x — (73), de réseau de périodes fî = UJ\L + cc^Z, nous
noterons ̂ , la fonction de réseau :

1 ^2 ( z \

(^(^1,^2)-e'^W e^^aÇz^).

Les relations suivantes permettent de passer des fonctions ^pe^Pe aux

fonctions normalisées (^7-, fpr '-

\^}

( f z \
tps{z} = LJ^r ——

I \^1/

P<f(^) = — 2 P r ( — — } -
UJ{ V^i/

^y
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Lorsqu'aucune confusion ne nous semblera possible, nous omettrons l'in-
dice £ ou T attaché à ces diverses fonctions. Il est clair que y? est, au même
titre que a un «dénominateur» de p.

En identifiant l'espace tangent à l'origine Î^(C) de la courbe elliptique
Si introduite au paragraphe précédent à C, nous obtenons un plongement
projectif de <Î^(C) dans P^C) via l'application :

^ : C ^ P2

z ^ (^^)^3(^p^(^)^?(^)pK^)).
avec (pi = (psi- Notons maintenant G, le groupe : G = Ga x £i x • • • x £^
qui est encore muni d'une Q-structure. Module identification de îc(C) avec
îbJC) C Î^(C) © • • • © r^(C) = C^1, nous obtenons une immersion
analytique ̂  :

<?: 0^=^(0 ^ P^P2)^?
(2;o, ^i, . . . , Zk) 1——> ((1, 2;o), ^l(^l), . . . , ̂ fc(^)),

dans un espace multiprojectifP. Lorsque le besoin s'en fait sentir, on en déduit
aisément un plongement projectif de G, via un SEGRE.

3.2 Croissance des fonctions de WeierstraB
Les énoncés qui suivent sont pour la plupart des versions explicites de

lemmes auxiliaires que l'on trouve dans [F-P]. Les preuves suivent de très près
celles de ces auteurs. Par exemple, les estimations (5) et (7) sont des versions
explicites de leur «cr»-lemme (lemme 7). En fait, nous utiliserons pour des
raisons de commodité la relation (7) de préférence à la relation (6). Nous ne
donnons donc une version explicite de cette dernière que par souci d'exhaus-
tivité. On trouvera dans [Davi], théorème 3-1, un analogue (non explicite) de
ces estimations pour les variétés abéliennes principalement polarisées, équipées
d'un modèle de JACOBI.

Proposition 3.1 Pour tout r G S et tout z e C, on a les relations sui-
vantes :

max{|^) , ̂ )p^)|, ^{z}^(z)\}

<, S^e^^+l^l+^l3"122)-
(5)

MÉMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 15

max{|^(z)|, ^(z)pr^ , ̂ W,(z)\]

> 7 x lo-4e7^(-2'51'^mT-31^!m21+5^-?l<3mz

10-2

V^Z+rZ, y^O) > _ ——^sm r —4:7r\^sm z

- l+|pr(-z;

(6)

(7)

Démonstration : rappelons que la fonction ipr(z) est égale à la fonction
e~ïr}^r)z e^7^zar(z) et que donc ^r{z) possède {voir [Ll], page 247) le déve-
loppement en produits infinis qui suit :

-. 00 / i v 2 00 00^) = ̂  (e2CT2 - ̂  n (r^) x n (i - ̂ n) n (i - ̂ -2î7r^")2 oo^n
1

(on pose comme cela est classiquement fait, q = e2271^). Soit z ç C, il existe
alors m, n entiers et ZQ G C tels que z = ZQ + m + nr et 2:0 = s + tr^ avec
5,t G ffi, et |<s | , |^| < ^. On vérifie que ^(/z) et ^r(^o) sont liés par la relation :

^r(z) = (-l)ne-2^7^^0e-wn(n-l)T^(^o).

• Nous allons tout d'abord majorer ^r(^o) :
oo i -i |2 oo1 CXJ 1 1 ^ 00

|^(^)| ^ ± e2^0 - l| {J \——— [J |l - e-^^^^^+^W)^
27T 1 ^ 11 — g71 ^ 1

00

X TT 1 1 - e27'̂ 771 T-2^(5+tsïî(T)) n

< ——
- 27T

y—27^CÏm ZQ +
oo^n, ( l - e-27rn^m r\2

X (i —47m^m T j_ f —27rt^sm r i ÏTvt^sm r\ —^n^sm r^r)
Comme r G 3', Qm r > -^3. On en déduit :

n (1 - e-2^m r)2 - il ^ _ ^_^1 ^1 _e-7r^/3r^2

Par ailleurs,

log ( — — — - — — } < e-^^ + e-2^^3,Yi -e-Trnv^y -

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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et donc :

__ 1 2 (^ e-^^+e-2^^}
1 1 ~ i 7 o ^— — y— — —1 1 _ g—7rv3n
L — y—1 1 _ g—7rv3n

2e-7r\/3 ^^TV^
^ gl—e—'"'"^3 l_e—27r\/3 < 1,0088.

Nous majorons encore comme précédemment :

00
TT / 1 i ^-^n^sm T i ( -27rtôm r i 27rt^m T^ -l^n^sm r\

00

< n (l + e-2^ + 1,0044e-"v/3(7l-^)

e-2^ i i Qo^ e-^23-
< gl_e-2v/3^ ' 1-^-^^ < 1,069.

En combinant ces inégalités, on obtient la majoration :

l^o^o.m^+e-27^7^).

En remplaçant le facteur d'automorphie par sa valeur, on en déduit
donc l'inégalité :

\^P (z}\ < 0 172fl + e~2^c:5rn ZO}fi7T(2ncsm ̂ o+7^2^^ T—nQm r)

( (S3'm z}1 ^ A
= 0 1726^ 9îm T 'l^777' ^ly -7r(n^m T+^^m r+|n+t|^m r)

, (l+e-^-) ̂ o^Ge^1^^^^^).

En effet, si n > 0,

-7r(n^m r+^^m r+|n+t|^m ï) /-i , -27rtôm r^

^ ç-7^^mT(27^+t2+*) ^1 , -27rtômr^

< e-'^^^+e-i^7"-

< 26-3^^< 0,26^^.
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Si n = 0 et t > 0,

-7r(n^m r+t^m r+|n+t|^m r) /-i . -27rtôm r\

^ g-^r(t2+t) ̂  ̂  g-2.tôm^ < 3 < ̂  le^.

Si n = 0 et t < 0,

—7r(n9'm r+^Qm r+|n+t|3Tn r) /"-i i —27r0m T^

^ -îrS3'mT(t2-t) /-i i -27rf3mr^

< e^^î'-^e-7^9'mT(t2-t+^)

+ e^^e"7'3'" '"(^ l̂)
7rS3'yn T / TrS^Tn T \ Tr^m T<e^^[ l+e~ 4 j < 1,507e 4 .

Reste enfin le cas où n < 0 :

-7r(n^m r+^^m r+|n+t|Q?m r) ^1 , -27rtôm r\

^ -Tr^mr^2-!) ^-i i -27rtôm r^

TT^m T

< l,507e——.

Ce qui donne :

|^(.)|3 < 0,0176 re3î&)2+3.|^.+3^-^ ,

Majorons maintenant |^(^)pr(^)|- Comme :

2^ ^ ^ 2, ^ ^ (^+è)^(^-è)
Vr{^Pr{z) = Pr . ^r(^) - ———-————-7-^-————-,

v^ ^^J

(cette relation est évidente à partir de [Ll], page 243), la majoration
de (f^{z}<pr{z} découle immédiatement de celle obtenue précédemment
pour ^r(^) sitôt que l'on dispose d'une majoration de pr ( ^ ) et d'une

minoration de (pr ( \ ) • Pour minorer <^r ( ^ ), il suffit de reprendre la
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18 S. DAVID

formule donnant le développement en produits infinis de ^r(^)

^T .2,

-j 00 00 -)

= -T[l+(ïn2Tl-J-^7r i Yli-ç"!2

-1 oo -, oo ^^ ^7——îi^-^").7r i (l+e-71^371) i /

Comme :

/1 _^-^V/3n\
log - — - — — > ̂ e-^^ - e-3^^371

\ 1 + e-^v371 7

on en déduit :

1 j e-7^ _2..-37^^3

^ T ( . ) >-e i-e—^e i-e-3-^ > o,312.

Pour majorer pr (i), il suffit d'utiliser le ç-développement {voir [Ll],
page 46) :

oli^zprM = -4T [î2+(^-ï^
.,2^2; ̂ mc c/ ^-ïiTvz^m^ e——g'- ^ e ——g- nq__

^ (1 _ ̂ qmf (l - e-^qmf ^ 1 - ç

En remplaçant ^ par ^, on obtient alors la majoration :

^ 2 s 4T2

1 1 2 y e 3 1 2 y ^"^
^ (l _ e-^m)2 + 2^ 1 - e-v^n6 À ^ - fi-^m^ 2 ^ 1 - e-^n

< 47!-' i- (l _ e-^3')
3 ^7,274.
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On obtient donc en combinant les inégalités précédentes :

vl(z)^{z)\ < 0,309ei^mT+3^m^+3^^m<

Passons enfin à la majoration de ^{z}<p'^.{z}\. Pour cela, nous al-
lons tout d'abord établir une majoration pour |(/?^(^)| (bien entendu, la
formule de CAUCHY donne une telle majoration, à partir de la majo-
ration déjà établie pour 1^(^)1, mais au prix d'une perte). Il suffit, là
encore, de majorer |y^(^o)| et nous partons toujours de la formule de
développement en produits infinis :

00 i 00 00

^(^o) = e2i^]]_—————]^(l-e2i^qn)]^(l-e-2i^qn)

00 -t 00 00+ (^zo -1) n —^ E n (i - ̂ ^n)
n=l V-1- ^ ) m=ln=l,n/m

oo
x II (1 - e-2"^") (-q"1 (e2^20 - e-2^0)) .

n=l,n^m

On en déduit donc :
00 i 00 00

|̂ o)| < e2^^\\[.——.,^\l-el^^qn\}{\l-e-2^^qn

00 i 00 00+ n.—^ n 1 - e2^7^zo(în n 1 - e~2^7^zo(în
1 1 1 - ̂  i i

x e2^ _ i Y- |^(e^o-e-2^o)
Z^ |n _ ^Trzog771) (1 — ç-^ZQQm
7n>l 1 v / v -1

C'est-à-dire :

1^(^0)1
2e-^3 3,-2.^3 ç-^"

< gl-e-TrV^ i _ e - 2 7 r \ / 3 ' ' -^_^-V3^ ç-^TT^m ZQ

9 -7TV/3 o -2-^^ --^3T

^____I 3e | \ OQ44 e

1 p l—e"'71"'^^ l_e—27r\/3 5 i_e—\/37r

X

l.C^e-^77^) (e-^rnzQ ̂  A

-^ (l - e-W3m _ l,o044e-^^3(m-^)) '
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20 S. DAVID

Ce qui donne,

K(^o)| ^ 1,079 [0,072 (e-27^ zo+l)+ e-27^ 20] .

En tenant compte du facteur d'automorphie, on en déduit la majora-
tion suivante pour |^(^)| :

K(^)| ^ 1, 079e27m^m ̂ O^n^m T-Trn^m r

x [0,072 (e-^^ ̂  +1\+ e-2^171 zo] .

Ce qui nous donne, en remplaçant z par sa valeur et en effectuant une
simplification :

( \ C S r n ^ \ ^ , \ ^ i\

\^{z)\ < ï^rQe7'.~^'^^+l'5mzl)e-<nQmT+t2QmT+^+t^mT)

x [0,072 (e-2^"1 zo+l}+ e-2^"1 ̂

< l̂ ^ -̂l̂ ).

On peut donc conclure et majorer la dernière fonction qui manque, à
savoir |^(z)p^-(z)| :

^)^(z+^(^)
\^M(z)\ = ^œ

VT{z)f'r (z - f) Vr (z + ̂ )

+ W)
îyMvr (^ + ;) y, (z - ̂ )

- —————^)

MÉMOIRE 62
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Ce qui donne :

\^M(z)\ < 4 x 1,197 (o-j^) 0,262

„ ^(3^+3|^+3^)
X € v /

i ̂ '(̂ '̂"•̂ "F")
(on vérifie cette identité en dérivant la relation page 243 (avec a = ^) de
[Ll]). La première inégalité de la proposition 3.1 est donc entièrement
démontrée.

• Passons maintenant à la preuve de la relation (6). Comme précédem-
ment, écrivons z = ZQ + nr + m, n, m éléments de Z, et ZQ G C tels que
ZQ = s+tr^ avec s , \t\ < - L'idée de la preuve est très simple : il suffit
de remarquer que (pr a pour lieu de zéros le réseau de périodes associé
à T, et donc en imposant à z d'être «loin» de ce dernier, on va pouvoir
vérifier que ^{z) vérifie la minoration recherchée. Dans le cas où z est
«proche» du réseau des périodes, on prendra y^p^-(^), qui n'a pas de
zéros sur le réseau de périodes.

Calculons l^r^o)! :

1 °° 1
î )i - è62"'0-1!!?!-

00

^ TT 1 1 _ ç-27rtôm r+2î7r(5+^(T))^n

00

TT |l — g27rtôm r-^zT^s+t^ï)) n

-i 00> — e^-iin
- 27T 1 11-^ (i+e-27"^"^)2

(1 —4'Tm^m T ( —ÏTrt^sm r \ .'ï'nt^sm r\ ,.—27^nçs'm re - [ e +e e

Comme r ç ^, on en déduit :
O O - i 00

a /1 i ^—^Tm.^m.T-^ — 11i (1 + e-2-^ T)2 - Y (i + e——^3)

_^_^3_

- > e i-e-^ >0,99.
2 —
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De même,

00

TT (\ _ g-47m^m T _ f-^t^sm r , 27rtôm r\ -27rn^m r^

oo

> II (1 - g-27"^ - 1,(^e-^"-^))

- e-2^ _1 OQll e- ̂ v/3 e-4^
> g l_e-2-n-V3 ' i.g-TrV^ i_e-47rv/3

-7r\/3 -â-TrV'S
-1,00442——————-2x1,0044 ̂ -5——.=

X e l-e-2W3 i_e-37r^3 > 0 93.

En conclusion, on obtient :

|^r(^o)| > 0,146 1-e2^0 .

Supposons maintenant que |1 - e2^'KZQ\ > ^. En tenant compte de cette
hypothèse, on a :

|^o)|> 0,073.

Dans le cas général, on déduit du facteur d'automorphie,

\^r{z}\ > o^OTSe2^^^0^^"1)^77^.

Ce qui donne :

I^MIïO.OT^C^-13"2'-3-).

En élevant au cube, on obtient :

o / (Qm z)2 i^ -ï^ \

|̂ (.)3 > 3,8x10-^——^mz4csmT)

f Q Ç^sm z) OICN- 1 or- i r^- ^

> 7 x lo-4^^ ^7rT ' ^l-2'51^ ̂

en effet, pour avoir cette dernière inégalité, il suffit de se convaincre que :

3,8 x 10~4 > 7 x lo-4^05267^^,

ce que l'on vérifie aisément, en minorant Qm r par -^3.

Il reste donc à traiter le cas où |1 - e2^0 < \. Calculons dans ce cas
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l^^^o)?^^)!- Nous disposons déjà de la minoration :

[^(^l^^ll-e2^0!3.

Par ailleurs, on a :

2 2^7^e2^7rzo 4^e4z7rzo
\^{ZQ)\ > 47T2

(1 _ g2z7rzo)2 (1 - e2^2^

2^7^çme2^7^2;o 2^7^gme~2^7^2;o

+ EÂ-C ^ _ g2î7T2;o^)2 ^ _ g-2î7T^O^)2
?71>1 - v -t / v 1 /

4z7^ç2me4^7^0 4z7^ç2me-4^7^2;o

+ Ê̂ ^ _ qmç2i7vzQ\3 (•Y — ^mg-2î7rzo)3

Commençons par majorer :

E
m>l

2^7^çme2^7^20 2^7^gme-2^7^^0

î + EZ-^ (•Y — ç-2i7TZQQ'm\'2
m>l v i /

(1 - e2î7T2;Oç^)2

-27r(m+t)^m T

— Z-/ ^ _ ,ymç2z7r^o|2
m>l

+ 2^
p—27r(m—^)^m r

m>l
^ _ qm^-2i7rzo\'2

^ 2X1 ,00447T y. -2^mr(m4)

— / ^ \ 2 Z^
l_e-^) m>i

<

TT'ïS'm, T
2 x l,00447r e~

r^ \ 2 1 _ p—l^^sm r
"TT \ ± °1-e-^

Tr^mT 2 x l,00447r
< e~

-l-e-^21-6-^
\ \

Tr^sm T
< T^Te"'
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De même,

ĵ 2mg4M^

^(l-gme2^o)3

4^2mg-4^o

+ ^(l_gme-2^o)3

__ ,3—47r(m+t)^m T
^ , X ^ ^

- ^^ji.çme^op

/,—47^(m—t)0;m T
+ 47T ^ ——————————————

^ |1 -g"le-2^7^2;o|3

^ 4xl,00447T y ^Qmr(m-^

(\-.e-^\ m^1

4xl,00447r e-27^9'mT

- 7 v ^ - V l - e - 4 ^ " 1 ' "l l-e—s-7 ' )

^mr 4xl,00447r e~32^
/^^^yi-e-2^

\ \ / >
Q TT^TTI T

^ 4 ,5x lO^e-^s".

On en déduit donc :

ly^oMzo)! ^ 0,1463 x 47r2 2^7^e2^7r20(l - e2"^0) + 4^7^e4^7^zo

|3- 0,1463 x 4^x7,28e- ̂ 1 _ e"1^^

^ 0,122 x 27^e-27^tôm T 1 + e2"^

1\3
Tr^yn T- 0,122x ( ^ 1 7,28e-

^ 0, 122e-27^tôm T [37T - 0, Qle-^^+ZTrtôm T-J

^ 0,122e-27^t^m T [37r - 0, Qle-^ T(2-2*)^ .

En effet, comme |1 - e2"^ ^ ^, on a |1 + e21^! ^ j. De plus, on
déduit encore de l'inégalité |1 - e2^} < |, que \e2^'KZQ ^ ^, et donc,
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—27rtôm r > — log 2, ce qui donne :

^ log(2) ^log(2)
- 27r^m T - 71-̂ /3 "

On en déduit aisément :

|(^o)^o)| > 0,122 x 8^5e-o^^mr > l^OQe-0526^771^

En appliquant le facteur d'automorphie, on en déduit le résultat cher-
ché :

, « , , . , (27r ̂ m z)2 -37r|^m ̂ |-2,51^m r)l ^^^^ l^ l^OQeV ^ - 1 1 ^

ce qui établit la relation (6).

• II reste à vérifier la minoration (7) : comme

|^(^)| = ̂ n^mzo^n(n-l)^mr^^ > ̂ -^m z\^^

et que p est périodique de période Z + rZ, il suffit d'établir que

m-2
I 2 / , \ | ^ lu____-^Qmr^zo){ ̂  rrh^6

pour avoir la relation (7).

Supposons tout d'abord que ZQ == s + tr, avec \s\ < ^ et |t| < ^ et
calculons :

^^^j^-i).

La fonction ^2 admet le développement en produits infinis suivant :

00 fl-^TTZ n-^2 ^_g-2z7T2; n-^2^) - -e-n '— M ^4 7 •
1 (l-^-2)

Pour établir ce ^-développement, on procède comme suit. On commence
par déduire de [Ll], page 243 que :

( T\
tp2, Çz) fpr (^) = tPr 7. ) ̂  (^) - ̂ 2 (^).

z/
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Le ^-développement de ^2 se déduit alors aisément de celui de ^.
Comme \t\ < \,

^2i7rzo ^ ^-27rtômT ^ g-27r|^mr ^ -ç^rnr

On obtient alors facilement :
00 -j 00

- 3^ /Q \4^{zo)\ ^ e-î-"1 'TT-————_^^TT(i_e-^-;
u^ -j 00

|̂ o)| ^ e-î^-n-—————TY^ïlKl-^^1^)^
1 ^1 -L /,-^("-è)^ 1 v >i ( l +e-("4)^)4!

4e-^3 , e-^ 40-1^
^ e-2Q 'mTe l-e-^^Sg l-e-^^3 l_e-2^v/3

^ 0,21.e-îa"^T.

Si maintenant ZQ = s + tr avec cette fois-ci \ < \t\ < ^, nous allons
considérer la fonction '0i dont la définition est :

^+è)^-è)' l ( ' )=-—.fd)'
et le développement en produits est (pour établir ce développement, on
procède comme pour la fonction ^2) :

-1 e^ 00 i 00 „

4 { e l"'+ 1) n dT^)4 n ('+ e2•"<") ('+ e'2•"î'•)3 •
Nous minorons encore ̂ \ comme précédemment :

ç2z^o+l > l_e-5^mr^

Et donc :

1 / /oA 2 00 1i / / \ i ^ 1 / 1 ^v^ \ T—r -I-|^i(^o)| > . 1-e 4 ]^^————
4 v / 1 h 4-^-LJ. / ^\^

i ( 1 + e-^V3 j
00 .

x JJ (l - e-^-W) >0,le-isï"^T.

Pour minorer ^(^o)2, il suffit maintenant d'utiliser la formule classique :

^(^o)p(^o) = e^Oo) - ̂ i{zo}. i = 1,2
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(ici, ci désigne p {^\ si z = 1 et p (j) si z = 2).

Nous disposons déjà d'une majoration pour \e\ . Il nous reste à majorer
1 ^ 2 | :

\€2\

D'où,

h/^o)|< |^o)|(9,62 +|p(^o)|) .

On en déduit donc :

_2/ \ ^ ____0^____ l -<^
^r^O) ^ ^^ . ,——.——TT^e 2

(10+|p^(^o)|)

La proposition 3.1 est donc entièrement établie.

Nous aurons également besoin de quelques autres lemmes de nature ana-
lytique.

Lemme 3.2 Soit r G y tel que j ( r ) ^ 0 et ̂  G C. On dispose alors des
estimations suivantes :

^i |< Te1'85-^9"1^)^;
(l2|^(^l,T^l)|)4
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|^i| ^ —————1————î-e1'825"^'!.^)!^.
/'10l.,-/', .. ,̂ ,,\h7(12|(72(^l,T^l)|)4

5'̂  jÇr) == 0, ie T = e~5~, alors :

(9)

27V ( ^^ô
^i = . . 3 ^3(^ie 3 )J .

r f ^ l1 w

Démonstration : ce lemme est immédiat à partir du A-lemme (lemme 4)
de [F-P], et des relations : ̂  = 92(r) ., et g^r)3 = ̂ rwr).L J î i Ô^V^l^l7") ' / 12°

Lemine 3.3 Soit r ç S, et z ç C, te/ ç^e |^ < ^. On a a/or5 ;

-Ml > ̂ -io - / \ - / 1 — | y 2

Démonstration : le ç-développement de pr(^) nous donne la mi:minoration :

47^2e2i7^z

^ ^ TT-r^^(1 _ e2^)2

p—'7rV3m ne-""^3

- 47T2 -+2eiV————————2+2E-——
[12 ^(l-ei-^-) èi^-e-r^i (l - ei-^-)2 ^1 1 - ̂ "^"j '

Les calculs précédents nous permettent de majorer aisément le
crochets :

terme entre

2 1 ^ v-^ e-^m ne-7""^3

47T2 — + 2e s V —————————- + 2 Y^ —————^~
12 À (l - ei-^-) n̂ i 1 - e-^

r -i

ï 4.2 „+
2es e-^3 e-^3

(l _ e-^^-è))2 (1 - e-^) + 2 (i - e-^)3

On en déduit donc :

^^i^^ii.^Lp-^3-
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Par ailleurs, on a |1 - e2^] = \îmz\ 1 + En>2 ̂ T"1 • O11 en déduit
^_g2î7T2;j ^ j^^j ÏO^TT 5 en ̂ ant compte de l'inégalité \z\ < —. En mettant
- _ _ • — ^ — _ T J _ ^ _ - - - 1 1 1 ^ 1 • jces inégalités ensemble, on en déduit :

g-i fio-^Y
^)|>——^——^-4,3;

ce qui entraine :

IP )̂I ̂  Q——

Le lemme 3.3 est donc établi.

Lemme 3.4 Soit £ une courbe elliptique, définie sur un corps de nombres K,
de degré D sur Q donnée avec un modèle de Weierstrajî sur K :

£ : y2 =4x3 - g^x - gs.

Notons h == max{l, hÇl^g^^g^)}. Alors, pour tout point P G £{K), on a :

-J/i - 51og(2) < h{P) - hÇP) < ̂ h + 81og(2).

Démonstration : c'est essentiellement le théorème de H. ZIMMER {voir
[Z]). La seule différence est qu'il prend pour modèle une équation de WEIER-
STRASS de la forme : y2 = x3 + ax + b, et qu'il prend pour h la hauteur
du point (1, ^/d, ^/V). On obtient donc ce lemme immédiatement, une fois les
normalisations nécessaires effectuées.

3.3 Dérivations
Soit x = (x\,..., Xn) G C71, et / une fonction méromorphe dans C71 ; on

note alors :
n ^ p

D.f=^x^
i=l ozl

Soit V un sous-espace vectoriel de C71. On dit qu'une fonction /, analytique
au voisinage d'un point z de C71 a un zéro (ou s'annule) en z à un ordre > T
le long de V s'il exile une base (a;i, . . . . x^) de V telle que :

Dt^o...oDt^f{z)=0,
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pour tout /i-uplet t = ( t i , . . . ,th) de Z71 vérifiant :

Vz, 1 < i < h, t, > 0; \t\ = t^ + ' . . + th < T.

On dit également qu'une telle fonction / a un zéro d'ordre exactement T en
z le long de V si de plus il existe une dérivée d'ordre T de f (de la forme
précédente) ne s'annulant pas en z (on dit également que «/ est d'ordre exact
T en z le long de Y»). Ces définitions ne dépendent clairement pas du choix de
la base ( a ? i , . . . , x^) de l'espace V. On utilise ici les notations P, îP, introduites
au paragraphe 3.1. Le lemme qui suit est une version explicite du lemme 2.2
de [Hil], qui est un des points clef de la méthode de N. HIRATA.

Lemme 3.5 Soient H un nombre réel > e, Lo,...,Lk des nombres réels
positifs, et l un entier > 1. Soient encore Xi, (1 < i < l), l points de C^1,
t = (ti,... ,ti) G 7}, ti,... ,ti ^ 0. Soient P un polynôme, élément de C[P]
de multidegré < (Z/o,. . . ,Lfc) dont les coefficients sont de modules < H et
v = (vo,..., Vk) un élément de C^. Fixons les notations suivantes :

^o = max{l, |^o|,..., ^,o|L €1 = max{l, x^\, 1 < i < l, 1 < j < k},

D^=D^o^.oD^ T= ^ t^
l^:i<l

MQ = ïam{Lo, T} et enfin, F = P o^. On a alors :

\og\D^F(v)\ ^ Mologfô))+riog((Â;+l)^r)+Lolog(|î;o|+l)

( (
+ ^37rLj^ ^ — — — — ^ ,

—^ l vm T \

Vi

^>l,i ^ . 1 Vi

^l,z
-| 1 i L ^cm /^-\ -1- | i . ^J l i t T

) 4

k k
+ {^6+Dh)^Li+logH+^ïog{Li+l).

i o

Démonstration : grâce au lemme 3-1 de [P-W], on a :

^(^))|< (fc+if^r
f / 9 yo / Q \T fc >l
{(^o) 0•••OU (^)),N=r,o<ro<Mo},x max
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(comme cela est classiquement fait, nous notons [ï la somme |r| = ̂ Lo^)-
Les inégalités de CAUCHY permettent de majorer le membre de droite ; posons
g(z) = F(v + z), on obtient alors :

log max Q Y0 / 9 \rk

° ' " 0 TT" ^°))|5 r\=T^<ro<Mo<<9^.Q

< log (T!sup{ |^)|, z, < l , 0 < z < f c } ) .

Le lemme 3.1 et les relations liant ^(2^) {resp. pr,(^), p^(z)) à ̂ (z) (resp.
pçî,(z), P^(^))5 et les hypothèses faites sur F, permettent de majorer l'ex-
pression ci-dessus par :

riogr + logH + Lo log (|î;o| +1)
- 2 nk

E3^ ^r Vz^l,i
+ 1 + -8m T

/ 4SSm T
+

^1,2

/ \+ [ log(3, 33) + 3 log (max {1, \uj^\, 1 < i < k}) ) ̂  L,
v / i
À;

+ ^log(L,+l).
o

Le lemme 3.2, inégalité (8), donne :

log(3,33)+3 log (max {Ic^i^ |,1 < i < k}) < 3,6+û/i.

On obtient donc le lemme 3.5 en combinant les inégalités précédentes.
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4 La réduction de N. Hirata

Lemme 4.1 Pcmr démontrer le théorème 2.1, on peut supposer k > 1. jDe
plus, il n'y a pas de restriction à se ramener à une forme C' vérifiant :

La forme H! s'écrit :

£f(z)=-zo+(3[zl+'"+f^kZk.

• Tous les coefficients de C' sont dans le corps de nombres K, et de hauteur
logarithmique absolue < 2\ogB ; de plus les f3^, 1 < i < k sont tous de
module < 1 si le coefficient f3o de la forme linéaire d^ origine C est nul.

• Tous les coefficients de C' sont non nuls.

Par abus de language, on notera par la même lettre C la nouvelle forme linéaire
ainsi construite.

Démonstration : il s'agit essentiellement du lemme 4-1 de [Hi2]. Cepen-
dant, dans le cas particulier que nous traitons ici, cette réduction est très facile
(on pourra comparer avec [Hil]). On part de la forme linéaire :

C : C(z) = (3ozo + /?i^i + • • • + f3k^

et soit A/ le nombre de coefficients (3i (i >_ 1) non nuls. Si A/ = 0, le
théorème 2.1 est banal (puisqu'il est alors un corollaire immédiat de l'inégalité
de LIOU VILLE pour /?o). On peut donc supposer A/ > 1 et, puisque minorer :

k
f3o+^(3iUi

i=l
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revient à minorer :

A) + E RM
Ki<k,f3i^0

on peut supposer que kf = k (quitte à remplacer le groupe r[z=i ^i P^
Y[i<i<k 3 ^o ^i) ' Toutefois, contrairement à N. HIRATA, nous précisons ce qui
se passe lorsque la forme linéaire est nulle en u. Nous ne pouvons donc arrêter
l'argument ici : dans le cas particulier où la forme linéaire d'origine est nulle
en ZA, supposons que nous ayons démontré le théorème pour la forme linéaire
déduite de C par suppression des coefficients nuls. Nous sommes donc assurés
de l'existence d'un sous-groupe H ' de Ga x Tï.i<i<k Q^o ^'n dont l'espace
tangent à l'origine contient le point î/ déduit de v par oubli des facteurs
correspondant aux /3j nuls. Le sous-groupe H de Ga x rii<î<A; ^i défini par
H = H ' x r[i<z<fc Qi=o ^i convient. En effet, son espace tangent à l'origine
contient le point v, est contenu dans le noyau de la forme linéaire. Enfin, il est
immédiat de constater que l'inégalité requise pour le degré de H est assurée
sitôt que l'on dispose de celle pour le degré de H 1 ' . La réduction de N. HIRATA
permet donc bien d'étudier également le cas où la forme linéaire est nulle. Soit
maintenant m, 0 < m < k tel que (3m réalise le maximum en module des /3i et
posons :

C' : A^) = E-A)2=0

si A) ^ 0,

ftC ' : C\z} = -ZQ + ̂  ^—z, s i^o-0.
fîmi=l

(par abus de language, nous notons encore C la forme linéaire ainsi modifiée ;
cela n'aura pas d'incidence, car dans toute la suite du texte, nous travaillerons
exclusivement avec cette nouvelle forme). On définit également un point u de
îb(C) par :

u = (O.^i , . . . ,^ ) si /?o = 0,

u= ( l ,^ i , . . . ,^) si A) 7^0.

Dans ces conditions, il est clair que minorer la quantité /?o + V^ft^
z=l
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définie dans l'énoncé du théorème 2.1 revient à minorer :

\C\u)\,

pour la forme linéaire C! comme elle est définie ci-dessus (à un facteur ——
\Pm\

près). Nous épargnons cette fois au lecteur la vérification (facile une fois
encore) du fait que cette réduction est licite dans le cas où la forme linéaire
est nulle.

Les coefficients de la forme linéaire C' sont donc tous plus petits que 1 en
module si /3o = 0, et tous non nuls. De plus, ils sont clairement dans le corps
K^ puisqu'ils s'écrivent comme quotients d'éléments de K^ et leur hauteur
logarithmique est manifestement <, 21og(B). Le lemme 4.1 est donc établi.

Rappelons maintenant l'intérêt de cette construction : dans les preuves
classiques, on exploitait l'hypothèse (à contredire) que C{u) est petite de la
façon suivante. On commençait par écrire :

A) /?! ^-1zk=~^~^ul~'"~~^uk-l-
pour remplacer Uk par 0 dans la fonction auxiliaire et utiliser une formule
d'interpolation. Dans [Hi2], N. HIRATA écrit plutôt (en «rajoutant» un facteur
Ga supplémentaire) :

^_i = f3o + /?iZ4 + • • • + 0kUk'

Si en apparence on n'a absolument rien changé à la situation, cette écriture
lui permet d'exploiter le fait que les dérivées d'un polynôme sont nulles sitôt
que l'ordre de dérivation dépassent son degré, ce qui n'est pas le cas pour
une puissance d'une fonction abélienne. On a de plus besoin de travailler
avec des coefficients de module plus petits que 1 (ze. < 1) pour une raison
raison d'apparence technique, mais cruciale. Plus précisément, dans le cas où
le point u est une période de G module un sous-groupe algébrique, on ne peut
se contenter de faire une extrapolation classique; on extrapole donc «sur les
dérivations» et non «sur les points» (c'est le cas dit «périodique», voir § 6.1,
et § 7.2). Pour ce faire, il est nécessaire de travailler le long d'une direction
transcendante et il faut donc contrôler la taille d'une matrice de passage
ramenant à une base algébrique de l'espace tangent. C'est pour parvenir à
ce contrôle que l'on est obligé de supposer que les coefficients de la forme
linéaire sont bornés par une constante absolue. On se reportera à [Hi2] pour
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plus de détails. Enfin, si la situation que nous étudions ici permet de simplifier
la réduction par rapport au texte de [Hi2], c'est pour la raison suivante : toute
la difficulté se situe dans le cas où un multiple de u est une période de G.
Dans notre cas, ceci ne peut arriver que si UQ est nul (en effet, si HO = 1,
^{u} ne peut être un point de torsion de G puisqu'il se projette sur un point
non nul de Ga). Dans le cas général par contre, il se peut que G contienne
d'autres sous-groupes Ga que le facteur trivial (dans le cas d'une extension
d'une variété abélienne par G^). C'est pour contourner cette difficulté que
N. HIRATA introduit un deuxième facteur Ga. Comme nous ne rencontrons
pas cette contrainte dans notre étude, nous pouvons travailler avec le groupe
G, sans le modifier.
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5 Choix des paramètres, d? un
sous-groupe privilégié

On pose, en notant [.] la partie entière d'un nombre réel,

£=-^—— \ - 1 2.-
200A;2' A lOOfc2 - '

04 = 4 f c(Â;+l) f c + l( l+À)8(A;+l)(Hog(4(A;+l))+51og(A•+l)+15)

x ( l^-^)^+l)log(4(Â;+l))+561og(fe+l)+54y

^_c^c^ï_
05 (fc+l)^^'

06=^+1)2^,

4 i ( A H , 1 ^ ^ , 60+20log(fe+l)
c7 = Î3T4e2 ̂ ^^ + 1)) + (13+4e2)fc •

f ^oglog(^)+^+log(^^)M
5
 - [C4D

 [——ME)——)\ '

________4-fc(fc+l)-fc-l(l+A)-15
So

[(ltS^(fc+l)log(4(fc+

;7o = C5Û2A:+2(log(B)+log(£)£'))(loglog(5)+/^+log(PE))fe+l

/ k \
TIlogW) (log(£'))

\î=l /

-2fe-l



38 S. DAVID

Soit U > 0, on pose encore :

U^# ^_______^_______
0 C6D(log(B}+log(DE)) , Lo= \Lf},

Lf= crUo
{DS^ogÇVi))

, L, = [Lfl . 1 ̂  i < k,

UoT#=
{D (loglog(5) + h + log(DE))) •

T = [r#] ,

et enfin :

îo=
4- f e(Â;+l)- f e- l(l+A)- l^

(^ëS?^ +1) ̂ (^ +1)) +5610^ + x ) +54'
On note :

F{S) = {<? (su) ; s e Z, 0 ̂  s < S} ;

pour tout toute sous-variété algébrique Y de P de dimension l, on note enfin
H(V; DQ, . . . , Dk} la valeur en ( D y , . . . , D^) de la partie homogène de plus haut
degré du polynôme de HILBERT-SAMUEL multi-homogène de V multipliée par
l\.

On remarquera que ce choix de paramètres, outre le fait qu'il est légèrement
différent du choix fait par N. HIRATA ([Hi2]) pour ce qui est des constantes
(ce qui est compréhensible puisque nous devons être relativement précis à ce
niveau), présente une simplification pour ce qui est de la dépendance en le
paramètre U, ce qui clarifie l'argument résumé dans la proposition qui suit,
qui trouve son origine dans le texte de P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT
{voir [P-W]).

Proposition 5.1 II existe un nombre réel U, 0 < U < UQ tel que pour
tout sous-groupe algébrique connexe G' de G, (on notera r' sa codimension)
vérifiant ÎG'(C) C W', on ait :

(/-!)!
^ + r' - 1

r ' - l
card ((r(5) + G') / G ' ) H (G'; L^,..., Lf)

> (l+e)2kH(G•,L^...,Lf)•,

(10)
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il existe de plus un sous-groupe algébrique connexe G de G (on note r sa
codimension) vérifiant 2^(C) C W, tel que :

(r - 1)' (T#+ r ~ ] card ((r(5) + G) /G) H (G;2f,...,^)
V r-1 / 7 v / (11)

= (1+5)2^(G;L^,. . . ,L^).

Démonstration : soit G' un sous-groupe algébrique de G tel que T^ C
IV. Si G' contient G a, le groupe G est de la forme G a x H , où H C
£\ x ' ' ' x £k. L'espace tangent à l'origine ÎG/(Q de G'(C) contient donc la
droite engendrée par (1 ,0 , . . . , 0), qui n'est pas contenue dans Phyperplan W
puisque /?o ¥1 °5 une contradiction. Donc, G' ne contient pas Ga ; en particulier,
HÇG^', Lg , Lf,..., L^) est indépendant de la variable I/o, donc du paramètre
U. Notons alors A (G') le nombre :

(r' — "hl / r^ +r/ — 1 \A(G/) = (ÎT^ r ' - i ^((n^^)/07)

H(G'-^,Lf,...,Lf}
\/ v______________________/_

H(G-^,Lf,...,Lf)

Parmi tous les sous-groupes algébriques connexes de G vérifiant î^/ (C) C
W, on en choisit un (que l'on note G) tel que la quantité A(G) soit minimale.

On pose alors U = A(G). On en déduit aisément toutes les propriétés
requises dans la proposition 5.1, à l'exception (peut-être) de U < UQ. Pour
vérifier cette dernière propriété, calculons A(0) (on a noté ici 0 le sous-groupe
trivial de G). On en déduit (en remplaçant les paramètres par leur valeur;
on vérifie aisément que ff(G; L^ , . . . , Ljf) - (k + 1)^ nt=o L?^ ce calcul est
d'ailleurs détaillé un peu plus bas, page 53) :

U=A(G) <A(0),
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et, calculons :

J^^.
A(0) \ k

uo t/o(l+.)2^(G;^Lf,.,Lf)

C6k\{ T#+k j^+^^g^+log^i^ntilogW)
ki ]

(l+e)2k(k+l)\3kC7kU^l

k f T ^ + k
k\ CD (log(log(B)) + h + log(DE)))

< ———
U^l+e)

1 ^/ iD(log(ïog{B))+h+\og(DE))\
l+£il^ Uo )

k(k + l)^(log(log(B)) + h + logÇDE))
< ———e 2[/o < i

1 +e ~ '

La proposition 5.1 est donc entièrement démontrée.

Nous allons maintenant établir que les nombres L{ sont «grands», et,
qu'en particulier ils sont non nuls (ceci permettra d'assurer que la fonction
auxiliaire qui sera construite au paragraphe 6 «dépend vraiment» de toutes
les variables) :

Proposition 5.2 Pour tout i, 0 < i <, k, on a :

Li > 400k3.

Démonstration : pour établir la proposition 5.2, il suffit de donner une
borne inférieure pour Lo, les autres quantités Li, 1 < i < k étant clairement
plus grandes que 400k3 + 1. Pour minorer LQ, il faut donner une borne
inférieure pour U dont ce nombre dépend.

Reprenons le sous-groupe G de G choisi dans la proposition 5.1, et
renumérotons pour les besoins de cette preuve, les indices z, 1 < z < fc, de
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telle sorte que :

log(Vz) > log(Y,+i), Vz, 1 < i < k - 1.

On déduit de la relation (11), l'inégalité :

(^og.o^^+.og^)))^' ^ ^D'O'̂ )
/-T^-l^r-l 1

X ^0 ^________ TT i

C6Û(log(B) + log(DE)) ̂ ^ DS2 log(y,)

(en effet, puisque T^ C W, T^ (jt. W, et donc H(G', Lf.Lf,... ,Lf) est
un polynôme homogène de degré total d, de degré au plus 1 en chacune des

i l H

variables L", 0 < i < fc, de degré 0 en L^ et à coefficients entiers ; on en déduit
aisément :

H(6;LS,LÎ....,LÏ^uic^^^).

et la relation cherchée en découle, en remplaçant H { G ; L ^ , . . . , L ' ^ ) par sa
valeur). On en déduit donc :

^ ^ rij+i^fc PS2 log(^) C6^(log(B) + \og(DE))
~ {D(loglog(B)+h+log{DE))Y-1 (A•+l)!6 f cC7 r- l(l+£) •

L'inégalité :
\og(E)^2,8D\og(Vk),

(voir le lemme 5.4 ci-dessous), et :

1 ^oglog{B)+h+\og(DE))
8 ^ ^D——————W}——————'

donnent :

v £ (^D^-.d^)1"'06^^106'^»

( 1 \ r—!
X ^) C42(r-l).

5,6^ 4

On en déduit :

L* > 1 f-LV'"1 c^)0 - (fe+l)^^-1 ^5,6^ c4
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Comme î^ ne peut être égal à W (rappelons que /3o ^ 0), on a r ^ 2, et donc

# ^ 42 f c(fc+l)2( f c+ l)82(fc+l)2

0 - (fe+1)^

^ ( (fc log(4(fc + 1)) + 5 log(A; + 1) + 15)2 \
V log(4(Â•+l))+51^^±ll+^ )

> 400(fe + l)^2 ^ 400fe3 + 1.

La proposition 5.2 est donc établie, modulo la preuve du lemme 5.4.

Nous ferons par la suite l'hypothèse suivante, qu'il s'agira de contredire :

Hypothèse 5.3 Le point u n'appartient pas à T^,^ et :

\£(u)\<exp(-csUo),

avec

( 13+4e2 \
es = |6^^(fc + 1) log(4(fc + 1)) + 281og(fc + l ) + 2 7 j c^

(la constante £12 est définie page 84} ; rappelons ici sa valeur :

ci2 = ( f c+ l)[( |+Î32 64,2)Â ;( f c+ l) l og^+l)]

+ {k +1) [(I+
 î^

2
^)

fc210g(2) + 7-8klo^k +1)]
+ (k + 1) [16,4k + 16,4 log(fe + 1) + 20, 7].

Nous avons eu et aurons besoin du lemme suivant, qui permet de majorer le
paramètre E. Notons Vo, le minimum des Vz.

Lemme 5.4 On a,
log(^)<2,8ûlog(yo).

Démonstration : il s'agit, en revenant à la définition de E (voir la
relation (4), page 10), de majorer :

1 + ^ log(I5) + ^ loglog(V,) - log(|^|) - ïog{V37r) + log(|^|) + 1 log Qm T,;
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ce qui revient essentiellement à minorer \Ui (il n'y a pas de restriction à
supposer que les u^ sont non tous nuls, car si tous les ui étaient nuls, la
minoration de \C(u}\ se ramène à celle de /3o et notre théorème est dans ce
cas plus faible que l'inégalité de LIOUVILLE). On va pour cela, utiliser le q-
développement de p et l'inégalité de LIOUVILLE. Comme <p(u) = ^(7) (par
définition, si P est un point non nul de £(K), on note x(P) (resp. î/(P)), la
première coordonnée {resp. la deuxième coordonnée) de P G P2^), lorsque
la dernière est normalisée à 1, ie. P == (x{P), y{P), 1) ; de plus, on omet ici les
indices i afin d'alléger). L'inégalité de LIOUVILLE nous assure que :

|p(^)|<e^W).

Par ailleurs, le ç-développement de pr nous donne :

l̂ )l > ̂
pour \z < ̂  (voirie lemme 3.3). Rappelons que :

( \ 1 ^n^
PW) = —2fPr —— ,

UJ{ \0;i/

et supposons tout d'abord que \ui ^ m^-. On en déduit, en tenant compte de
l'inégalité :

Smr^^logdjMI+l^),
ZTT

[voir [F-P], lemme 1) et de la définition de log(^) :

log(E) < l+^log(û)+Jloglog(y,)

+ log(10) - log(\/37r) + - log Qm r
^

< ^log(exp(Dlog(y,)) + 1193) + Jlog(ûlog(y,))

+ 1 + log(10) - J log(37r) < 2,8D \og(Vi)

(il suffit de séparer les cas Dlog(Vi) < 1,1 et DïogÇVz) > 1,1). Nous pouvons
donc supposer que Uz\ < ̂ -. L'inégalité de LIOUVILLE et le lemme 3.3 nous
donnent donc :

\uA >
0,2

eDlog(v,)'
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On en déduit :

\og(E) ^ J log(£») + J log log(y,) - J log(0,2) + J log (e0 ï0^)

+ ^log^mT+log(|a;l[)-log(^/3Ïi :)+l

^ G + à) JDlog^ + l og(l^ll) + 1 - |log(0,2)

+ , log(3m r) - log(\/37r)

< (| + ̂ ) z) M^) + l - j log(0,2) - log(^/37r)

+ 1,85 - 1 log(12) + ^ log(Qm r) - ̂ m r + ̂ Dh
^ Z b o

< 2,5ûlog(y,),

en tenant compte du lemme 3.2, relation (8). Le lemme 5.4 est donc démontré.
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6 Préconstruction de
la fonction auxiliaire

Nous construisons dans ce paragraphe la fonction auxiliaire dont nous
aurons besoin pour la preuve du théorème 2.1.

6.1 Les deux cas
Notons fî, le noyau kerî? de ^, «exponentielle» de G. S'il existe un entier

•S0î 0 < SQ < 2{k+l)S tel que SQU e fî+ï^(C), nous dirons que nous sommes
dans le cas «périodique»; sinon, nous dirons que nous sommes dans le cas
«non périodique». Nous noterons S, l'ensemble :

f k 1
S= Ut,s) eZ^.CX^.l <i<k^ti<{2(k+l)T,0<s<So{>,

l i=l J

dans le cas non périodique et :

S = î(t,s) eZ^.CX^.l <i < k - 1 ,
k -1

0 < tk < TQ,Y^ t. < 2(k + 1)T, 0 ̂  s < 2(k + 1)5 ̂
i=l J

dans le cas périodique. Pour éviter d'avoir à faire une discussion séparée là où
ce n'est pas véritablement nécessaire, nous utiliserons la notation :

S = !(t,s) GZ^CX^l <i < k-l,0<tk <îi,
k -l

^ < 2 ( f c + l ) r , 0 < 5 < 5 i ^ .
i=l )

Bien entendu, îi == 2(k + 1)T et 5i = 5o dans le cas non périodique, et
TI = TQ et 5i = 2(fc + 1)5 dans le cas périodique.
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6.2 Choix de bases pour Fhyperplan w
Rappelons que la forme linéaire C s'écrit [voir le lemme 4.1) :

C(z) = -ZQ + /?i^i + • • • + [3kZk-

Nous munirons W = ker C de la base :

e,= ( A , 0 , . . . , l , . . . , 0 ) (1 <i<k),

(ici, le 1 est placé à la i + 1-ième place). On note w le vecteur w =
(/îi^i + • • • + f3kUk, ̂ i , . . . , Uk). Il est clair que w est dans W^ et que de plus
||w — u\\ = \C{u)\. On a également les inégalités :

|/3ini+--'+/3^[ < l+\£(u)\

et (12)
i 1^1 JV/OTO T? /————————n,| < 1 i^iv ^^piog^)^ l < i < k .

V37r v

La deuxième inégalité provient de la définition des Vi (relation (3)) et la
première de la définition de £ : C(u) = -UQ + /?i^i + • • • + /3/^.

On notera i P isomorphisme entre W et Ck défini par la base e (e =
(e^...,ek)) :

L : W — C^
aiei + • • • +ak+iek i—> ( a i , . . . , a/,.).

Cet isomorphisme, permet, par identification à Ck de munir W d'une struc-
ture d'espace hermitien. Nous noterons |.[ la norme ainsi obtenue sur W.
Choisissons de plus une base (e ' i , . . . . e'j) de Î^(C), orthonormée pour .|, et
complétons là en une base orthonormée e! = (e ' i , . . . . e ' k ) de W. Comme les
matrices de passages entre les bases e et e1 sont unitaires, leurs coordonnées
sont toutes de module < 1.

6.3 Rang du système linéaire
Soit / une base quelconque de W, telle que (/i,...,/j) soit une base

de Î^(C). Nous allons tout d'abord étudier le rang des systèmes linéaires
à résoudre. Nous sommes dans la situation suivante : soit P un élément de
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K[]P}, de multidegré < (Lo, ̂ i , . . . , £/c). Si l'on pose F = P(^), nous voulons
majorer le rang du système linéaire défini par les conditions :

A5.F(5n)=0, ( t ,5)eE. (13)

De plus, nous voulons nous restreindre à des fonctions non identiquement
nulles sur G. Pour cela, il convient de ne pas prendre n'importe quel polynôme
P. Notons J(G), l'idéal de définition du groupe G, et fixons un ensemble
S de relevés dans C[P] de (C[P]/J(G))j, (cette notation également utilisée
dans [P-W] signifie que l'on se restreint aux polynômes de multidegré < L =
(LQ, L i , . . . . Lk)), formé de monômes. Fixons également une base (^)i<z<£) de
K sur Q, et écrivons :

P=^a^X^
A,z

où i varie de 1 à D, a-\^ ç Q et X^ décrit l'ensemble des éléments de S. On
a ainsi écrit un polynôme «générique», ne s'annulant pas identiquement sur
G, à coefficients dans K, et de multidegré < L. On résoudra alors le système
de contraintes (13), comme un système linéaire, d'inconnues a;\^. Le calcul du
rang de ce système est fait (aux constantes près) dans [P-W] :

Lemme 6.1 Soit p le rang du système ( 1 3 ) et v le nombre ^inconnues. On
a les estimations :

^ _________(d+2)^(0,2.0,...,^)_________

( '̂ ^ (fc + 1) M4(fc + 1)) + 56 log(fc + 1) + 54^)

_______1_______
(r- l^fc+l^fc+l))^

si d > 1, et :

^___________^(G,Lo,...,Lfe)_____________

~ ('^^ (fc + 1) log(4(fc + 1)) + 561og(fc + 1) + 54") (fc + 1)!?

si d = 0, ie. G = 0. Pour le nombre d^inconnues, on dispose d'une valeur
exacte :

v=^L-^DH^L^...,Lk}.
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Démonstration : il s'agit, à peu de choses près du lemme 6-7 de [P-W].
Toutefois, comme nous devons préciser la valeur de la constante, et que les
estimations faites dans ce lemme ont des répercussions importantes sur le
résultat final, nous apportons ici quelques modifications :

i) La condition 0 < ^ < 2(k + 1)T est remplacée par : ̂ k^ ti < 2(k + 1)T
dans la définition de S. Cela permet de gagner un terme (fc!)^1 dans le
résultat final.

ii) Le théorème 1 de Y. NESTÉRENKO {voir [Ne]) est remplacé par une
estimation de M. CHARDIN {voir [Ch]), qui est plus précise. Cela permet
de gagner un terme de la forme 4^ dans la minoration finale.

Le reste de l'argument étant en tous points identique à celui de [P-W],
paragraphe 6 (c), nous nous permettrons ici de reprendre leurs notations et
le début de leur argument. Soit G le sous-groupe de G donné par la propo-
sition 5.1. Notons § un système de représentants dans {^(5n),0 < s < S-t}
des classes de {^(^n), 0 < 5 < 5 i } + î î modulo G. En raisonnant comme dans
[P-W], on vérifie que le rang du système (13) est majoré par le rang du système
linéaire défini par les conditions :

(9^PeJ((G);Va'G§,
W = (o,.... o, ̂ ,..., t,); o < ̂ ; ̂  < ïi, Efj+i t'i < 2(fc + i)r.

En remarquant que les formules de translations et de dérivations peuvent
être représentées sur des cartes par des polynômes de degré au plus 2 (par
exemple on pourra se reporter à la remarque précédant la remarque 4.1 de
[Phi] ; on pourra également se reporter pour une étude générale des formules
de translations à [La] ; il est de plus bien connu que le modèle de WEIERSTRASS
définit un plongement projectivement normal de la courbe elliptique concer-
née ; pour les formules de dérivations, on pourra consulter [Dav2], théorème 4.2,
pour une étude sur le modèle de JACOBI, [Davi] pour certaines classes de plon-
gements d'un groupe algébrique commutatif général ainsi que la construction
de [Ma-Wu2]), et en posant :

£ = (Z/o,2Li,... ,2Lfc),

on vérifie comme dans [P-W] que le nombre de conditions à écrire pour que
l'un des polynômes Q^iP appartienne à J(G) est majoré par :

dimc(C[P]/J(G))^.
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On en déduit donc que le rang du système (13) est majoré par :

X.card(§). dimc(C[P]/J(G))^,

où nous avons noté X le nombre de dérivations partielles, c'est-à-dire le
cardinal de :

k
{tl=(Q^..^t^...^\Q<t^tk<T^ ^ ^<2( fc+ l ) r} .

î=d+l

Pour établir la première partie du lemme, il suffit donc de majorer les
nombres X et dimc(C[P]/J(G))^. Commençons par majorer X : rappelons
que le nombre de n-uplets d'entiers positifs dont la somme vaut un entier

/ a + n - 1 \
positif donné a, est . Dans le cas non périodique, on en déduit

\ n-1 /
par sommation sur a, 0 < a < 2(fc + 1)T que :

2(fc+l)r+r- 1
X =

r - 1

Dans le cas périodique, enfin, par sommation également, on obtient :

/ 2(fc + 1)T + r - 1 \ / 2(fc + 1)T - To + r - 1 \
~[ r-1 ) ~ [ r-1 ) '

Majorons maintenant dimc(C[P]/J(G))^ : considérons comme dans [P-W]
le plongement de P dans P^ :

p ——^ pN

^^0<^<N^<i<k (^^^'^.a^^^^fc'

En notant CpP^] (resp. 1^) l'anneau des coordonnées de P^ (resp. l'idéal
premier de définition de G dans CpP^]), on a pour tout entier l :

{C[P]/J(G)} -{C[IP^]/U.
l< ) l(Lo,...,Lk) ^ ) l

On en déduit donc que le degré de IN est H{G\ LQ, . . . , L^) et l'on applique
le théorème de M. CHARDIN {voir [Ch], théorème, chapitre 1, page 5; en fait
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nous appliquons ici la version légèrement plus précise que l'on trouve dans la
thèse de M. CHARDIN), ainsi que la proposition 5.2 pour obtenir les inégalités :

dimc{c[P]/J(G)} < dimc{c[P]/J((K)} , < dimc {C[P^]/^l
v J ^ L ^2(Lo,...,Lfc) l L J 2

. ^2+d\^^W-^(d+l

\ d ) \ d

< d (^+ l )+(rf+l)^(G;Lo, . . . ,Lfc) .

((mks)dd(d+l) - \ ~^ poo^————^_^ lî(G;Lo,...,L,).

l )

On obtient donc (dans le cas non périodique) :

/2( fc+ l ) r+r- l \ / / l VdÇd+1) ~ \
^[ r - 1 )[[4W) -Y-+C^+1J^^L°'•••'^)•

La proposition 5.1 assure que :

^-;r# ^,#)_ {l+e^H(G;Lf,...,Lt)

( r - l ) ! ( T + r - l ) card fr(5) + G/G)
\ r — 1 / v /

De plus, comme la fonction H{G; LQ, . . . , Lk) est homogène, de degré 1 par
rapport à chacune des variables L, (0 ^ i ̂  k), de degré total fe+1, et, puisque
^i ^ (1 ~ 400^3+1 ) ^i Pour tout î, 0 < i < k, (voir la proposition 5.2), on a :

H{G;Lt,...,Lf) / 1 ^+1

H(G;Lo,...,Lk) - { ' 400k3) •
De plus, on a l'inégalité :

H(G;L^...,Lk)<H(G;L^...,Lf)

ainsi que :

So^________4-fc(fc+l)-fc-l(l+A)-l________

(^^/^ + ̂  log(4(Â; + 1)) + 56 log(A- + 1) + 54'
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En combinant ces inégalités, on en déduit :

(i+,)(i+^i[^)^±D+j+^
p ^ ———————-————v________l_____

2^1 + A) (^^/^ + 1) ̂ (^ + 1)) + 56MA- + 1) + 54)

/ 2(fc + 1)T + r - 1 \
}H(G;Lo,...,Lk)

. \ r-1 /__________
—————————7——~~——\—'

(fe+l^+^f-l)! ( ^+ r ' - l )
\ r-1 /

ce qui donne bien :

^ ^ _________(d+2)g(G;Lo,...,Lfc)_________

(^fëS^^ +1) log(4(Â; +1)) + ̂ ^(^ +1) +54)

(Â;+l) ( r - l ) ! (2( fc+l) ) d

si d >_ 1 ; (ce qui entraîne k >_ 2), en tenant compte de :

/ g. \ fc+l / 1 \ ^ i ^

^T^) ^ ( l+20^)e400fcî

< fi+^-Vi+li^K^^^
- V 200k2} \ WOk3 )

< j 3>01 1'01 ^oi^+i)
400fc2 400fc3 80000Â;5

< ^îo^14-^

Dans le cas où d = 0, l'inégalité ci-dessus reste vraie si k > 2, on en déduit
aisément :

._____________H{G^L^...^Lk)________
— / 12fl3-l-4p2^ \ 5

( (25+4e2) ^ + 1) log(4(Â' + 1)) + 5610^ + 1) + 54j (fe + 1)!
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enfin, pour, k = 1, on vérifie directement les inégalités L\ >_ 600 et :

"^(^iœX^OT)^^
qui suffisent pour établir la majoration cherchée de p.

Dans le cas périodique, le calcul est essentiellement le même, en uti-
lisant la valeur de X correspondante. Plus précisément, on a cette fois
card (r{S) + G/G} = card(§), ce qui donne :

/ \A;+I / f -Ê-^jf .7i n \
p < ^T+â) (2fc !, )+d+l\2kH{G•,L,,...,L^

2(k+l)T+r-l\ f 2(k+l)T-To+r-l\
r - 1 ) [ r - 1 j

(.-i). r+r-l
\ r-1

et l'on majore :

2(k + 1)T + r - 1 \ / 2{k + 1)T - TQ + r - 1
r-1 j y r-1

T + r - 1
r - 1

< rn^fc + i)r + z) - ̂ ^ll(2(fc + i)r + i - rp)
n^(T+z)

^ ^ î=l l (2(fc+l)r+^)/ „/ ro \\
H^{T+i) [ n^ 2(k+l)T+i))

< (2{k + l)rl @ 2(fc+?)T+j ^ ̂ ^ + ̂ '-^ - ̂

^ ______(l+A^^fc+lj-^fc+l))-^______

(^i^^+l)ïog(4{k+l))+56log{k+l)+54\
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La première partie du lemme 6.1 est donc démontrée.

Il reste à calculer le nombre d'inconnues. Notons L = (I /o, . . . ,-Lfc) ; P^
définition de ^, on a :

^=ûdimcfc[p1/J(G)) .
\ L J / Tj

Comme nous sommes dans une situation produit,

^=D'[[dimc(c\PN^}/I(Gi))_ .
p, \ L J / Li

Rappelons que Ni = 1 si i = 0 et 2 sinon. Les groupes G^, i > 1 étant des
hypersurfaces de P2, on a (voir [H], proposition 7.6 (d), page 52) :

dimc (C \PN^} /I(Gi)) _
\ L J / Li^

L,+2 \ _ ( Li - 1

2 ) [ 2

= 3Li=H{Gi;Li), i^l.

On en déduit, en remplaçant H{G; LQ, ..., L^) par sa valeur :

v=———.TT-, DH(G;Lo,...,Lk).{K + 1).

Le lemme 6.1 est donc entièrement démontré.

6.4 Le cas périodique, quelques précisions
supplémentaires

Nous aurons besoin du résultat suivant, qui est un corollaire immédiat d'un
travail de D. BERTRAND et P. PHILIPPON (voir [Be-Ph]) :

Lemme 6.2 Le sous-groupe G vérifie :

(i) Son degré est majoré par :

deg(G) < C2c-D2d+l^\og(log{B))+h+log{DE)}d+l

d\

x nM^iog^))-2'-1,
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où les \og(Vi) sont rangés par ordre décroissants ; rappelons les valeurs
des constantes C2 et 03, définies dans l^ énoncé du théorème 2.1 :

C2 = 2800.4^+1)^

et :

C3=3,9.106x42 / c(fc+l)2 f c + l o .
Cette majoration ne sera utilisée que dans la conclusion de la preuve.

Dans tous les calculs intermédiaires, nous nous contenterons de l7 iné-
galité moins précise :

'3^ Uo
deg(G) ^

,27 2(fc+l)( fc+2)5'

( ii) Notons d[u^T^^) = inf {\\u — x\\'^ x ç T^(C)} . Supposons que nous
sommes dans le cas périodique. On a alors :

d (^ ̂ o) > 4 x Q) x (fc + ̂ ^ex? (- (1 + ̂ )û/l) •
(̂ n^ Notons \uj = inf {|ù;i^[, 1 < i < k}. Dans le cas particulier où G = 0, on

obtient, toujours dans le cas périodique :

\UJ\u\\ >
- 2(k+l)S'

Démonstration :

• Le point (iii) est immédiat : en effet, s'il existe un entier SQ^ 1 < SQ <
2(fc+1)5 tel que SQU soit dans le réseau des périodes de G, on en déduit
que |[5o'u|| est supérieur à la norme de la plus petite période de G. Le
résultat en découle.

• Démontrons maintenant la relation (z). Rappelons que la fonction
( ~ H n\

H G; L g , . . . , L^ j est homogène, de degré au plus 1 par rapport à cha-

cune des variables Lf (pour i > 1), de degré 0 par rapport à I/o, et de
degré total J, nous avons :

T d ^ d
ff((G;^,...,4)>deg(G)J! . uoc7————,

v k ) û<^nf=ilog(^)
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(en ordonnant les log(l^) par ordre décroissant). Appliquons maintenant
la proposition 5.1. On en déduit une majoration de deg(G) :

, _ , ^+^kn(G•,L^...,LÎ)DdS2dnt,log(V,)deg(G) ^ —————————^————^——-—————————————

d\c^uJ(r - 1)! ( T + r ~ 1 ) card ((r(S) + G) /(&)
V r — 1 / v v / /

^ _____(l+gtS^fc+l)^^1_____
- C6£>A:+152fe(log(5) + \og(DE)) nfi log(y.)

r)Jo2J j
x ., J^dr^-l^^1^1^^) + /l + log(^^)))r-l 11 ̂ ëWd'CT L/QUy ^^

^ (1 + g)6fc(fc + ̂ [W-^loglog^) + h + log(DE}Y-1

d!c6P(log(5) + log(DE))S^-D n^^ log(y,) •

C'est-à-dire, en remplaçant UQ et 6' par leurs valeurs,

„ 2Â;+lr)2fc+l
deg(G) ^ (1 + £)2 . ,——(loglog^+Zi+log^^))^1

d'.cT'

x n i^(^) l-g(^)-2fc-l (c7(loglog(B)+h+ w^r1
i=l S )

( 1 +£^2 ^2/c+lD2A;+l

< (l-^-i) J,̂  (loglog(B)+.+log(DE))^

^ log(^)-2fc-l nii iog(^) (c7 log(^)2)r~l

(c42£»2(loglog(5) + h + log(DE))f~1

(1 -L g)2 g2j+l^)2d+l

^ (T^^-^j—^^^+^+M^))^1

x ^[log(y,)log(£;)-2J-l,
i=l
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où dans les inégalités ci-dessus, on a choisi a, 0 <: a < 1 tel que :

ç _ n _ ^ D(log(\og(B})+\og(DE)+h)
'-(1 Q ) c 4 î o g ( E ) — — — — — — —

(il ne faut pas oublier de tenir compte des parties entières). Pour établir
la première inégalité du point (%), il suffit donc de vérifier :

( i+g) 2 .
T-,———.^-1^4 S C2,(1 - a)2^'-1)

et :

C42

—— <C3.
C?

On vérifie directement ces inégalités pour k <, 9999. Supposons donc,
k >_ 10000. Dans ces conditions, en remplaçant 04 et 07 par leurs valeurs,

2 log(c4) - 07 ^ 4fc log(2) + (2fc + 4) log(fc + 1) + 2 log(l + À)

, i ^ I A I I ^ 51og(Â;+l)+15\+ log log(4(fc + 1)) + ——-^——————
\ k )

+ 21og(8fc)+logf l3^4e2 ')

+ 21og(l2i|^(fc+l)log(4(Â;+l)^

+ 21ogfl+-(5610g(Â;+l)+54)(25+4e2) ^
12(13 + 4e2)(fc + 1) log(4(fe + 1))

d'où :

21og(c4)-C7 ^ (2fc+8)log(A;+l)+4Â;log(2)

+ 31og(log(A;+l))+12

< (2fc + 10) log(A; + 1) + 4Hog(2) + 12 < log(c3).
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Clairement, 04 > 1000k (et donc a < 10^)5 nous avons donc :

log^—^^^y) < 0 , l+2Hog(2)+( fc+2) log(A l +l )+ log(8fc )

i i (^ fAd , 1^ , 5log(A;+l)+15\+ log log(4(fc + 1)) + ——-——————
\ K )

( 13 -L 4p2 \
+ log^l2^^(fc+l)log(4(fc+l))j

4- l . ( - [ 4- (561og(fc+l)+54)(25+4e2) \
g ^ ' 1 2 ( 1 3 + 4 e 2 ) ( f e + l ) l o g ( 4 ( f e + l ) ) y 5

ce qui donne :

^((l^^^îy) ^ ( f e + 4 ) l o g(Â Ï +l)+2À;log(2)

+ 21og(log(fc+l))+6 < log(c2)

La première inégalité du point {î) est donc établie, et donc également la
deuxième inégalité qui est clairement une conséquence de la première.

• Nous pouvons maintenant passer à la démonstration du point (%%). Il
s'agit d'appliquer le corollaire 2 de [Be-Ph]. Comme la preuve de ce
dernier est (marginalement) incorrecte, nous donnons ici une preuve
complète. Il est clair que l'on a :

M T ((T\\ -> ^O^G^))d(^^(C))^ ^^ .

Rappelons que pour une courbe elliptique <?, plongée dans P2 à l'aide
d'un modèle de WEIERSTRASS, on dispose, sur l'espace tangent à
l'origine de <?, identifié au corps des nombres complexes C, d'une forme
R-linéaire alternée E, prenant des valeurs entières sur le réseau des
périodes de £. Plus précisément, puisque le plongement de WEIERSTRASS
est associé au diviseur très ample 3(0), on a \E(ui}\^uj^)\ = 3. Soit e, la
métrique euclidienne sur ÎG(C) qui induit sur chaque facteur Î^(C) la
forme ( x ^ y ) i—> Ei(ix,y) (ici, le deuxième i est «la» racine carrée de
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—1 «privilégiée», choisie lors de l'identification de C à R2 implicite dans
cette construction), rendant orthogonaux tous les facteurs et induisant
la métrique «usuelle» sur le premier facteur, correspondant à G a ' Cette
métrique induit une structure euclidienne que nous noterons encore e
sur Î^(C). On peut ainsi définir le volume du domaine fondamental du
réseau de périodes fî^ de G. Nous noterons Volç (S^) ce volume. Rap-
pelons maintenant l'énoncé de la proposition 3 de [Be-Ph] :

Lemme 6.3 On a la relation :

Vol,(^)=^deg(G).

Passons maintenant au :

Lemme 6.4 Soit V un espace vectoriel réel muni d'une structure
euclidienne ||.|| et L un sous-groupe discret de rang l de V. Si Ai , . . . , \i
est une base de L dont le produit des normes est minimale on a :

1(1-1)
| |À i | | . . . | |A( | |^(2 ) 2 Vol(L),

\VÔ/

enfin, pour toute base ei,..., C{ de L, on a :

Vol(£)^||ei||...|M.

Démonstration : la deuxième inégalité n'est rien d'autre que la
très classique inégalité de HADAMARD. Pour la deuxième, on pourra
se reporter à [L3], théorème 7.7 et corollaire 7.8 (pages 129 à 131). Nous
pouvons maintenant énoncer la partie du corollaire 2 de [Be-Ph] dont
nous avons besoin :

Corollaire 6.5 Soit G/ un sous-groupe algébrique de G. Un élément
de ^Î(Q ne peut être situé à une distance (pour la métrique e) inférieure
à :

/ 1 \ 2A:-1
d'^ /(^mr)2\

deg^) ^ V3\r

de T(QK^\, sans appartenir à f^-
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Pour alléger les notations, nous avons noté |<^i[ = sup{[cc;i^[,
1 < i < k}, Qm r = sup-^m r^ 1 < i < k}, \r\ = max{|^|, 1 < i < k},
uj\fi\ = inf{|ù;i^|, 1 < i < k} et Qm TQ = min^m r^ 1 < i < k}.

Démonstration : on considère l'espace vectoriel euclidien V =
î^ix-x<?fc(C)5 muni de la métrique induite par e, et notons p^ la
projection orthogonale de V sur l'orthogonal de ÎG//(C) n V dans V. On
vérifie comme dans [Be-Ph], que pc'^o) est un sous-groupe discret
de Y, de volume Vol(fÎG)/Vol(fî(K/). Le lemme 6.4 nous assure que le
produit des normes des éléments de toute base de pc^c) est minoré par
Vol(fÎG)/Vol(fÎG/). En majorant le maximum de la fonction ds(.u, ÎG/(C))
sur une base arbitrairement choisie de S^c? par celui de la fonction \\.\\s,
on obtient donc une minoration de la distance d'un élément de QG/^G'
à ÏG^C)- Le corollaire 6.5 s'obtient en choisissant pour base la base fixée
au départ par l'identification fî^ = S?=i ^i^Z©o;2,z^ '' on a donc montré
que pour tout u G SÏ(Q (par abus de notation, on utilise la lettre G pour
désigner <?i x • • • x <?^),

^ / ^ ^ \ ^ ________^!deg(G)___________
£ \ ' ^^^ - fc!deg(GOsup {[1^,1 < i < kj = 1,2}2^-^'

Or,

ii 1 1 9 3 ,, ,, n 3 \Ti\^-^ ^-^ ls•sl••
En remplaçant deg(G) par sa valeur, on a donc :

^u e ̂  d, (u^ r^(o) > -——. x
- deg^) \^3\r

D'où le corollaire 6.5.

2(Â;-d/)

Comme SQU est une période de ÎG(C), on peut appliquer le corol-
laire 6.5, et l'on obtient :

d\^ f^mr)^}2' '
d,(H,î^(C))>

~ 2(fc+l)5deg(G) Y V3\r
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Comme la norme «usuelle» ||.|| se compare à la norme définie par £,
ou moyen de l'inégalité :

1 - 1 1 ^ ^1,0

(il faudrait, si l'on était précis, puisque |.| est définie sur C^1, tenir
compte dans le calcul de la constante de comparaison des normes du
facteur G a ; mais, comme nous sommes dans le cas périodique, tous les
points que nous regarderons dans le calcul qui suit seront contenus dans
{0} x C^, et l'estimation ci-dessus sera valable), on en déduit :

d^ /Qm r\ l^sm To|^o 2
d(n,î^(C))>

~ 2(fc+l)5deg(G) Y V3\r\

II suffit donc, pour obtenir le point (n) de vérifier l'inégalité :

3kd\ ^ (V^m^\ <2k~l ^ ^ l^mTo\uj^
2(fc+l)5'deg(G) v " À\V3\r\ } ' V 3

> 4 x S-^Çk + l)^1^"1 exp [- (l + k} Dh\ .\ \ ^ / }
Commençons par minorer :

/ / „ . l \ 2 f c - l/ i . 2k-\
/(8mr)2\ — — 3 ^ _\uifi\

-——r— Pi,o \V^m TO >. ,————-.
\ ITI / 4 (Qm r)^

Le lemme 3.2, relation (9) et la définition de h nous permet d'évaluer
^1,0 :

Ko| . e1'825 / / 1\ /3\\
— — — — r > ——i- exP - ^ — - log -
(Qm^^è " 1 2 ^ V V 27 ^ ^ j }

( _ , (\ 1 /, 1\ log(D/i)\\x exp(-^+^+(,-^-^)

>

2^-^1,825
i , i exp - 1 + - ] D h

1243A; -2 V \ e } ^
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(nous avons aussi majoré Qm r par l,5Dh, voir [F-P], lemme 1). En
utilisant le point (%) du lemme pour contrôler deg(G), on voit que pour
établir le point (n) du lemme, il suffit de vérifier :

9 ̂ ^(k -L- 1 \k+2 qfcoA;--1,825z-0 z ^ + 1 ) >. ° 2 2e > A ( k 4-1 ̂ +1 r^-^
2(Â;+1)3^ >< 4^4m > 4 ( f c + l ) (3) 5

ce qui est immédiat.

Le lemme 6.2 est donc entièrement démontré.

Lemme 6.6 Dans le cas périodique, on a :

w^(C).

Démonstration : l'hypothèse 5.3 nous assure que ||w — u\\ = \C(u)\ <
exp(—C8?7o). Par ailleurs, si nous sommes dans le cas périodique, le lemme 6.2,
(ii) nous assure que :

4(fc+l) / c+ l

d(n,r^(C))>
3^oexp((l+||)D/i)'

Comme :
4(fc+l) f c+ l

3^oexp((l+^)^)
> exp(-C8Î7o),

on a :

d(n,r^(C)) > ||w--u||

et donc d(n,î^(C)) 7^ ||w — u\\. Puisque w est la projection orthogonale de
u sur W, on voit donc que w n'est pas dans Î^(C). Le lemme 6.6 est donc
établi.

Renumérotons les vecteurs e / j , p . . . , e / f c , de telle sorte que la dernière
coordonnée de w vérifie :

wjç = max<j|z^|,J+ 1 < i < k\

Le lemme 6.6 nous assure en particulier que Wk ^ 0. On obtient ainsi
une nouvelle ( !) base f de W en remplaçant e'k par w dans e', ie. f =
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(/l? • • • 5 A) = (e ' i , . . . , e^-i, w) (bien entendu, ceci n'est valable que dans
le cas périodique). On dispose des estimations suivantes pour les constantes
de comparaison des normes .[ (déduite de l'identification de W avec C^ via
i) et 1 1 . 1 1 (norme fixée au départ, provenant de l'identification de TG(C) avec
(Qfc+1) ,

Lemme 6.7 Supposons que nous sommes dans le cas périodique. Pour tout
x G W, on a :

\x < \\x\\ < ̂ /k + l\x\.

Démonstration : le fait que tous les /?, sont < 1 (voir le lemme 4.1),
que ^ o = 0 (puisque nous sommes dans le cas périodique) permet d'obtenir le
lemme en reprenant l'argument du lemme 4.16 de [Hi2].

Proposition 6.8 Dans le cas périodique, on a :

2(fc+l)^
\Wk\>

3^oexp( (1+^)^/1)'

Si, de plus le sous-groupe G = 0, on dispose de l'inégalité plus précise :

\UJ
\Wk\>

~ 4k(k+l)S'

Démonstration : c'est un calcul de distance. Soit x eT^(C), on a alors
par inégalité triangulaire,

2(fc+l)^1
|w — x\\ > \\u — x — w — u\\ >

S^oexp^l+^T^)'

(la deuxième inégalité provient du lemme 6.2 et de l'hypothèse que la forme
linéaire est petite en u (hypothèse 5.3)) et de l'inégalité (facile à vérifier) :

2(fc+l) f e+ l

> exp(-cs).
3^oexp((l+^)^) ~

Le lemme 6.7 nous assure alors que pour tout x G 7^(0),

2(fc+l)^+ 1
w — x >

S^V^TTî/oexp ((l + ||) Dh\
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Or, la distance de w à T^(C) s'écrit dans la norme .[ : fe~ |^z|2) 2 . Comme,
par construction, Wk est le plus grand en module des w^z > d+ 1, on a,

2(^+1)^M >
3^oexp((l+^)û/i) '

Ce qui achève la preuve de la proposition 6.8 dans le cas général. Dans le
cas particulier où G = 0, le résultat s'obtient en utilisant la minoration plus
précise de \\u\\ qui nous est fournie par le lemme 6.2, (ni).

6.5 Matrices de passage

Toujours pour alléger la discussion, nous poserons dans le cas non périodique
(et dans toute la suite du texte), / = (/i, . . . , fk) = (e ' i , . . . , e ' k ) '

Proposition 6.9 Soient z e C^ et f une fonction analytique au voisinage
de z. On a alors la majoration :

logmax{|û$./(^)| , |t| < 2(fc + l)r}

< logmax{|ûj/(^)|, |r| < 2(fc + 1)T} + cgUo.

et,

logmax{^/(^) | , | t |<2(fc+l) r}

logmax{|ûj/(^)|, r| < 2(fc + l)r} + cg^o.< logmax i Dîf(z) , r

Avec :

CQ < (k + 1) f 2 log(c5) - JHog(A; + 1) + 4,4fc + 2,41og(A; + 1) + 5,6\ .
\o ô /

Si, de plus le groupe G = 0, on obtient la majoration plus précise suivante

CQ<{k+ 1) fJHog^ + 1) + ̂ ^(2) +6,8 log(A; + 1) + 6,4).
\o o /
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Démonstration : dans le cas non périodique, la proposition est presque
vide puisque les bases / et e' sont égales. Comme la matrice de passage entre
e' et e est unitaire, le théorème 3-1 de [P-W] nous donne :

logmax{|^/(^) , | t | <2 ( fc+ l ) r}

< logmax{û}/(^) ,|ï <2( fc+l ) r}+2(fc+l ) r iog( fc ) .

De plus, en remplaçant les paramètres par leur valeur, on vérifie aisément,
que :

2{k + l)riog(fc) < (k + 1) log(A;)[/o,

et la proposition 6.9 est donc clairement vraie dans ce cas. Nous pouvons donc
supposer que nous sommes dans le cas périodique; les matrices de passages
entre f et e! sont alors (en notant 4_i la matrice identité de rang k — 1) :

4-i :

0
^ w i . . . Wk /

et,

4-1

-Wl -Wk-l J_

\ Wk ' " Wk Wk )

Nous allons majorer les modules des coefficients de ces deux matri-
ces. Rappelons que nous notons |ù;i| = max{|c^i^ , 1 < z < k} et Qm r =
max-^m r^, 1 < i < k}. Pour tout %, 1 < i < fc,

IwJ < ||w|| < \\u\ \w — u .

MÉMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 65

De plus,

I I r^m T- \
u\\< l+k[\^\\|^D\og(V)}\

(voirie relation (12)). En utilisant l'hypothèse 5.3, on en déduit donc que

I I ^m T- \ \
\w, <1 ,01 l+k[\^\\I^D\og(V)\ | .

Rappelons maintenant que la proposition 3-1 de [P-W] nous assure que

logmax^ D}f{z) Jt| <2(A; + l)rl < 2(fc + 1)T (log(fc2) + log(A))

+ logmax{|ûJ/(^)|, |T <2( fc+ l ) r} ,

où l'on a noté A le maximum en module des coefficients des matrices de passage
entre / et e' (la matrice de passage entre e et e' étant unitaire, le «coût» du
passage de e' à e est de 2(fc + l)Tlog(fc), d'où le k2). La même inégalité vaut
évidemment lorsque l'on échange les rôles de / et e.

Il reste donc à majorer 2(A" + l^TIog^A). Nous commençons par traiter
le cas général, le cas particulier où le sous-groupe G est nul ne différant que
marginalement ; la proposition 6.8 donne :

2{k + l)Tlog (fc2 x max { w,|, ̂ , ̂ , 1 < i < k))

< 2(fc+l)r(21og(fc)+log(l,01)+log([/o))

( / ^m T\\
+ (fc+l)riog l+k(\^2D\og(V)———))

\ 07T ) )

- 2(Â;+l)riogf2x f1) x (k+l^expf-fl+^Dh}} .
\ \3/ \ \ e ) ) j
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Or (en tenant compte du lemme 3.2, relation (8)), on obtient la majoration
suivante :

log[ l+k^^^DIogÇV)^ < log (A; )+2x 1,85+JDh

Tr^sm r 1, , . , - , . . . , /9mr\
- -y- - 3 log(12) + log(D log(V)) + log ( o ^ - J

k (ûlog(y)^e3'7exp(j75/l)exp(-j^mT))y '

Après avoir effectué toutes les simplifications évidentes, nous en déduisons
donc :

logfl+^fl^i^^ûlog^))) < log^+^Dh
\ \ Ô7T / / 3

+ log(.Dlog(y))-0,53.

Remplaçons maintenant les paramètres par leurs valeurs. On en déduit
donc les inégalités suivantes :

( t+t)^ ^ 4 k
£»(loglog(B) + h + ïog(DE)) - 3 e '

ainsi que :

Hog(3)
<0,37fe,

P(log log(B) + h + log(DE)) - '

et :

1_____loglog(y)_____ ^ log(D)+loglog(^) ^ 1
2D(loglog(B)+h+\og(DE)) - £»(loglog(B) + h + log(DE)) - 2'

(rappelons que nous disposons de l'inégalité Plog(-B) > log(y) ; c'est la
relation (1)).
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Enfin,

,logCD)+log(^) ^ log(^)
£»(log log(B) + h + log(DE)} - £»(log log(B) + /i + log(£»£;))

log(log(^) + \og(DE)) + (k + 1) log((loglog(B) + /i + log(û^))+
£»(loglog(B) + /i + log(Z?E))

(2A; + 2) log(P) + Eti loglog(V,)+ £»(loglog(B) + /i + log(£>£'))

log(D) + log(log(5) + log(£»£;))< k+ P(loglog(5) + /i + log(DE))

log^loglog^) + h + \og(DE})+ (A;+l) D(ïoglog(B) +h+ log(P-E))

loglog(B) + log(DE) + log(D)
û(loglog(B) + h + \og(DE))

< k+

+ (^^log^aoglo^K^^^ , ^1+0,45(.+1)
Z)(loglog(-B)+/i+log(Z5£?)) - ' v /

(l'inégalité ̂ g^g^^^ ^ 0,45 est obtenue en vérifiant tout

d'abord cette dernière pour D > 3, par une majoration brutale, et en étudiant
séparément les cas D = 1 et D = 2.

En mettant ces inégalités ensemble, on en déduit :

CQ < 2 ( f c + l ) ( f c + 0 , 3 7 A ; - l Â ; l o g ( f c + l ) + l , 2 1 o g ( Â • + l ) ) )
\ e o /

+ 2( fe+l ) f l log(c5)+l ,45fe+2,8)
\° /

< (k + 1) f 2 log(cs) - Jfc log(fe + 1) + 4,4k + 2,4 log(A; + 1) + 5, ô).
\0 ô /

Ceci établit la validité de la proposition 6.9 dans le cas général. Dans le
cas particulier où G est nul, on peut remplacer la minoration de wjç\ fournie
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dans la proposition 6.8 par le résultat plus précis dont nous disposons dans ce
cas. Nous avons alors :

2(fc + l)Tlog (k2 x max {|w, , g, ̂ , 1 <. i < k})

< 2(fe+l)^log(4,04xÂ;3(A;+l)[a»l,o| - 15)

2{k + l)riog fl + k (la^^ûlogOQ))2 .
\ \ 071" / /

Calculons maintenant :

log(-g)______ ^ log(c4£>(loglog(B) + h + log{DE))
D(loglog(B)+h+ïog(DE)} - D(loglog{B)+h+log(DE))

log(P(loglog(B) + h + log(DE))
D(loglog(B) +h+ log{DE))

<

+ glog(c4).

Majorons maintenant :

log (l^i.ol"1) .

Pour ceci, utilisons le lemme 3.2, relation (9). On obtient donc :

_ 12^-1,825+^m.i ^

\^l,i ^ ———————————i————————

1 _1 CO^_l_l^Ci^ ^-i ,1

,i 4

Rappelons que l'inégalité suivante {voir [F-P], lemme 1) permet de majorer
'vm T en fonction du module de l'invariant modulaire :

9mr<—log(|j(T)|+1193).
27r

On en déduit (en séparant les cas |j'| < 1 ou \j\ > 1) :

Ko|~1 ^ l2ie-l•825+Âlog(1194)+iDfc.
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Le calcul fait précédemment dans le cas général donne donc :

2(fc+l)^log(fc 2xmax{K| .g.^ , l^^fe})

^ 2{k + 1)T Q log(12) - 1,825 + ̂  log(1194) + ̂ Dh + ̂  log(k))

+ (Â;+l)T(log(£»log(y))-0,53)

+ 2(k + 1)T (3 log(A;) + log(4,04) + log(fe + 1))

, ^, , -,^ nog(D(loglog(B)+h+\og(DE}) 1 \
+ 2(fe+l)[^l û(loglog(B)+/.+log(^)) +310g(c4)^

Enfin (en utilisant la relation (1)),

log(£>log(y)) ^ log^logÇB))
û(loglog(B) + h + log(DE)) - D(ïoglog{B) +h+ \og(DE)) '

Majorons maintenant (pour D = 1) :

21og(£)(loglog(^) + h + log(DE)) + 21og(P) + log(log(B))
£»(loglog(B) + h + log{DE))

21og((loglog(B) + 2) + log(log(B))<
(loglog(B)+2)

(on vérifie aisément que cette quantité est une fonction décroissante de h et
de log(.E')). Le membre de gauche de l'inégalité ci-dessus atteint pour sa part
son maximum pour log(log(-B)) = e2 — 2; enfin lorsque D > 2, on vérifie que
le membre de droite est décroissante en D, h et E et l'on vérifie aisément que
son maximum est inférieur à la valeur précédemment trouvée pour D = 1. On
en tire :

iog(£»iog(y))
< l+2exp(-2).D(\og\og(B)+h+\og(DE}) -

En mettant ces inégalités ensemble, on obtient donc :

C9 < j(fc + 1) log(c4) + |(fe + 1) log(fc +l)+7{k+l) log(Â-) + 2,95(fc + 1).
ô ô 0
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II reste à vérifier que ce nombre est bien :

< (k + 1) (^kïogÇk + 1) + ̂ k log(2) + 6,8 log(k + 1) + 6, 4\ .
\0 0 /

II est plus facile de supposer que k > 15000. Pour ce faire, on vérifie séparément
(par un calcul direct) que cette inégalité est vraie pour k < 14999. Nous ne
reproduisons pas ici cette vérification et nous nous contenterons d'écrire la
preuve de cette inégalité pour k > 15000. Nous allons tout d'abord majorer
log(c4).

log f12^3."^ (fe + 1) ̂ (fc + 1)) + 56 \og{k + 1) + 54^

+ log(fc log(4(A; + 1)) + 5 log(fc + 1) + 15)

+ log(8(A;+l))+log(l+À)

+ Hog(4)+(A;+l)log(Â;+l)

^log(4^+l)(^))+log(|±^)

+ 2 log log(A- + 1) + 3 log(fe + 1)

.̂ ^ î̂ )̂
^^^yo^^)^

< log(4^(fc + 1)^+1)) + 3,48 log(fc + 1) + 5,03.

Ce qui donne,

log(c4) < k log(fc + 1) + 2k log(2) + 4,48 log(fc + 1) + 5,03.

En mettant toutes ces inégalités ensemble, on en déduit :

C9 < (k + 1) f 2 ^ log(fc + 1) + ^k log(2) + 6 log(fc + 1) + 5,03^ ;
\ô ô /

L'inégalité requise pour démontrer la proposition 6.9 est donc triviale.
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6.6 Choix (Tune base du corps K
Par hypothèse, les courbes elliptiques <£^, les points Pi {ie. les nombres

pî(z^), p'i(ui)} et les nombres /^ sont tous définis sur le corps K. Il n'y a pas
de restriction à travailler sur le plus petit corps sur lequel toutes ces quantités
sont définies, ie. à remplacer le cas échéant K par :

Q(^2,l, . • . , ff2,^ ^3,1, . . . , ff3,^ A, • . ' , ftk, Pl(^l)^ P'I^l^ • • ^ Pk{Uk), Pk^k))'

C'est ce que nous ferons dans toute la suite du texte. On peut donc choisir
une base ^ = ( < ^ i , . . . , ̂ ) de K sur Q, formée de monômes de degré total < D
en les nombres :

(^2,1, • • . ̂ 2,^3,1, • • • ^3,fc, Ah. • • , A, Pl(^l), P^^l)^ • ^ Pk(uk), Pk^k})'

On en déduit que :

/ifô) < D (log(B) + /i + log(Y)), Vz, 1 < z < P; (14)

et donc :

logmax {|^|, 1 < z < D} < D2 (log(V) + log(5) + h) , (15)

en utilisant l'inégalité de LIOUVILLE.
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7 La transcendance

7.1 Le «lemme de Siegel»
Soit P un polynôme, élément de K\P] de coefficients (j?i, . . . ,^). On notera

h(P) la hauteur du point projectif ( l ,p i , . . . ^ p h ) '

Proposition 7.1 II existe un polynôme P, de K[P}, ne s'annulant pas
identiquement sur G de multidegré < (Z/o, . . . , L^), tel que :

h(P) ̂  cio^, (16)

avec,

Cl2 + 0, 1
C10 = ———Q-.

si G = 0, et :

Cl2 + 0, 1
cio = 2D '

dans le cas général. De plus, si l'on pose F = P o <S>, on a :

log D} (F(su))| ̂  -cnUo V(t,s) £ S. (17)

avec,

en = [6^±^-(.k + 1) log(4(fe + 1)) + 281og(fc + 1) + 24,9\ ci2,

si G = 0, et :

en = [ ^ ^ ^ ( k + 1) log(4(Â; + 1)) + 28 log(fc + 1) + 24.69 ) ci2,



74 S. DAVID

dans le cas général (rappelons que la valeur de la constante 012 a été donnée
dans l7 énoncé de l'hypothèse 5.3).

Démonstration : décomposons les coefficients de P dans la base ^ de K
que nous avons fixée précédemment. Nous allons résoudre dans Z le système
d'inéquations (17). Soit p le rang de ce système (qui est égal au rang p du
système (13) ce qui fait que les notations ne se contredisent pas) et v le nombre
d'inconnues (qui est égal au nombre d'inconnues v du système (13)).

Nous allons maintenant majorer la valeur absolue des coefficients de (17).
Pour ceci, appliquons le lemme 3.5, pour v = su, P = ̂ x ( un monôme) (pour
1 <: J < : D) et Xi = ci (1 < i < fc), puis, appliquons la proposition 6.9 pour
passer de e à /. On obtient donc que le logarithme du maximum du modules
des coefficients du système (17) est majoré par :

2{k + l)riog(2(A; + ifT) + D2 (log(B) + log(V) + h)

J_ [(2(k+l)S\^ +lY\, ̂ .((̂ î 'n
i l Qrnri 1

+ t3^ff2(fc+l)5^+l)+^7?i u ^ ) 4

k k
+ (3,6+^)^L,+^log(L,+l)

i o

+ 2LoD log(B) + LQ log(2(fc + 1)S + 1) + cg^o.

Remarquons que dans le lemme 3.5, une quantité MQ = min{Lo,r}
intervient. Nous l'avons remplacée ici par LQ. Il faut donc encore vérifier que
LQ < T. C'est-à-dire, en remplaçant les paramètres par leur valeur, en tenant
compte des parties entières :

loglog(B) + h + log(DE) < log(JS) + log{DE),

MÉMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 75

qui est clairement vérifiée, en tenant compte de l'hypothèse log(-B) >_ eh.

Le choix des paramètres nous donne les inégalités :

2DLolog(B) ̂  ^Uo;
C6

D2 (log(B) + log(V) + h) < lO-3^;

majorons maintenant :

2(A; + l)Tlog(2(Â; + l)2^ ^ î(k + l)riog((Â; + l)2(7o)

< 2{k + l)Uo ( 2 \og{k + 1))
\" /

2(fc+l)[/o log([/o)
D(loglog(B)+h+\og{DE))

< (A;+l)î/oQlog(c5)+|(l+^) (k+1)}

+ (A;+l) î /ofo,046+ 41og(fc+l)) ,
\ 0 7

en effet, pour obtenir la dernière inégalité, il suffit de vérifier (en tenant compte
de la relation (2)) :

log(log(B) + logÇDE}) (fc + 1) log(£>2)
' 1^ /v1^^ /D \ l L i 1 „ „/7-^ T7I\\ ' T-^/1 1 / 7-»\ , 1 . 1£»(log log(B) + h + \og(DE)) D(log log(B) + h + log(DE))

(fc + 1) log(log log(B) + h + \og(DE))
{log\og(B)+h+log{DE))}

+

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

klog(Dlog(B))
D(log\og{B) +h+ logÇDE))

^ j f 1+^)^+1)+0,023.
ô \ 6 /



76 S. DAVID

Supposons tout d'abord que D > 3. On a alors,

log(log(B) + log{DE)) , (k +1) log(D2)
£»(log log(B) + h + log{DE)) D(log log(B) + h + log{DE))

, (fe + 1) log(log log(B) + h + log(PE)))
+ £>(loglog(5) + h + \og(DE))

felog(Dlog(5))
£»(loglog(B) + h + \og(DE))

21og(£>)
^ (fe+1) £»(loglog(B) + h + \og(DE))

1\ /. ..(-+-WD\oe ô/
+

(fc+1) 1 k ,, , 21og(3)
^ ————+^+^+(k+l) &v /

3e 3 3 ' /3(3+log(3))

^ 2 ( f e + l ) f 1+4) +0,023.o \ e /

Nous pouvons donc supposer que D = 1, ou 2, nous détaillons ici le cas D = 1
uniquement. Or, pour D = 1, l'expression à majorer est décroissante en h et
en log(£?). D'où :

log(log(B) + log(DE)) (k + 1) log(£»2(loglog(5) + h + log{DE)))
D(log log(B) + h + \og(DE)) D(\og log(B) + h + log(DE))

^ klog(Dlog(B)) ^ log(log(B) +1) ^ Hog(log(£?))
Z?(loglog(5)+/i+log(£»£;)) - (loglog(B)+2) (loglog(B) + 2)

(fc+l)log(loglog(^)+2)
(loglog(5)+2)+

loglog(B) + log(loglog(B) + 2)
^ (fe+1) loglog(B)+2

log(log(B)+l)-loglog(B)
+ loglog(B)+2

L'étude des variations de la fonction de B :

loglog(B) + log(loglog(^) + 2)
loglog(B)+2
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permet de vérifier que cette dernière atteint son maximum (= 1 + -^-) pour
loglog(-B) = e3 - 2. On vérifie aisément que pour log(-B) ^ 18,

log(log(£?)+l)-loglog(£?)
loglog(5)+2 -°'023-

Pour les petites valeurs de log(B), (ie. e ^ log(-B) ^ 18), on majore
loglog(B)+log(loglog(B)+l) . , • 11 .— — — l o g i o g ( B ) + i — P ^ son maximum sur cet intervalle, qui est ^ 0,94,
pt nn a log(log(B)+l)-log(log(•B)) <- 1 ^ n 10Q T1 ?,4- ^ ,1 ' •Cet on a ———log(log(B))+2 ' 3e - u'123- II sumt aonc de vérifier
0, l(k + 1) + 0,023 ̂  0,123, ce qui est toujours vrai.

Enfin,

Lo log(2(fc + 1)5 + 1) <

< Uo

Uo

+ Uo

TT 1.,,,. ( 2(fe+l)c4P(log ïos(B)+h+log(DE)) -, \
uo log \ los(E) + 1 - )

C6D(log(B)+\og{DE))

log(2(A; + 1)04)
C6(e+l)

log(L>(loglog(B) + h + logÇDE))
ce£»(log(B) + log(DE))

[1^ (- , i _____log(g)_____\ -|
'"S ^1 -t- c4D(logïog(B)+h+log(DE)) )

C6Û(log(5) + ïog(DE))

^0,44 , log(2(fc + l)c4) , 1S UQ \ —— + ———-———— + -—————
\ ce C6(e+l) (e+l)c6C4,

En effet,

log fl | log(Ê)
^ 1 C4D(logl

C6£>(log(B)

og{B)+h+\og(D

+ log(£»E))
^} log(E)

<
(loglog(B)+fa+log(£»£;))
______ 1
C4C6£»2(log(B) + log(DE))

< 1

- C4C6(log(5)+log(Z)^))

- C4C6(e+l) '
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et (rappelons que log(B) > h (relation 2)) :

logCP(loglog(g) + h + log{DE)))
D(\og(B) + log(DE))

< log(loglog(g) + log(B) + log(DE)) + log(D)
D(log(5)+log(£»E))

Supposons tout d'abord D ^ 2. On a alors,

log(£>(loglog(^) + log(B) + log(£>£;))) ^ log(P) }_
D(\og{B) + \og(DE)) - D(l + e + log(P)) + 2e

log (l + ^S^B) \
, ^S^1^ \os(B)+\og(DE) )

2(log(B)+l+log(2))

< 0,44.

On peut donc supposer D = 1. Il faut vérifier :

log(loglog(B) + log(B) + log(£;)) ^ ^ ̂
(log(B)+log(E))

Or, on a :

log(loglog(B)+log(.B)+log(£')) 1 log (l + ïoj^j^))
(log(5) + log(£;)) - e • (log(B) +1)

Passons maintenant à :

y^ 37T ^ /2(fc+l)g|^| \2 ^ ^ S^fc+l)2^^!2^
^amr, ^ 0:1,, ^ - ^^^^Sm^^iziog^)

?7o 37r4(fc + l)S\Uj
DS^^gÇVi) QmTi^,

Up STT
DS2 \og(Vi) Qm Ti '
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En tenant compte de la définition de log(Vi) (mnria relation (3)), on en déduit :

r ^k+i^x^s2^2 ,
DS^ogÇVi^mn^2 - ^K+l^

4( fc+l ) x 3TrS\u, 4 ( f c+ l )
DS^ogÇV^mTi^i

STT
[ DS2 log(y,)9m Ti

^ \/2V3n
04

< 2V3TT

C42 '

c'est-à-dire :

^ 37T /2(fc+l)^| .Y , „ /4V/2v/37^A•(Â• +1)
/ , ̂ ——^ ——————— +1 S ^o ——————————'
^ymTî ^ C<;l,,| y \ C4

rr ( „ » / , -,^2 2^/37TC7fc\+ Uo c^k{k + l)2 + „ .
\ ^ /

On a aussi :

\S r /9^-nçl^l ^1^ /3^2^(fcj_l)c7 37rfec7\^ 37T-L, l 2(fc + 1)5,—, + 1 < ————————— + ——2- Uo.
1 \ |^l| / \ C4 C42 )

De même :
^V-rc- ^ 9 7 ,,-D^ / 9Â;7rc7-
^- ̂ L^m r, < ̂ k^Uo-^ ^ ~sc^~ 0'

Enfin,
kr-7

(3,6 + Dh) ̂  L, + ̂  log(L, + 1) < 5,6—^o
C4'

En conclusion, en mettant ensemble ces inégalités, on obtient que les
coefficients du système (17) sont majorés en valeur absolue, par :

/ / 2,44 log(2(fe+l)c4) ,exp [Uo ce + —— + —v ) , ,, +
\ V ce

+0,046(Â;+1)C6(e+l) (e+l)c6C4

+ i^^^(l+^}+3-v^k±^l^-skcl
3 \ e"/ C4 C4-

+ 4A;(fe + l)^ + 4 (À; + 1) log(Â; + 1) + J (k + 1) log(c5) + 10-3

0 0

37TfcC7 9fc7TC7 2v/37rÂ•C7 , 4^/2V^7rÂ;(fc + 1)C7 '
i" ^ i " — - ^ — i"

8C42 C4
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Remplaçons maintenant les paramètres restant par leur valeur, afin de
majorer l'expression ci-dessus, à l'aide de valeurs numériques : nous savons
déjà que dans le cas où G = 0,

CQ < (k + 1) fJHog^ + 1) + ^k log(2) +6,8 log(fc + 1) + 6, 4\ .
\0 0 /

(voir la proposition 6.9). Comme cç = {k + 1)2^ {voir page 37), et pour
k > 15000,

^ < k \og{k + 1) + 2k log(2) + 4,48 log(À; + 1) + 5,03,

on a, en vérifiant directement cette inégalité pour les petites valeurs de k :

log(2(fc + 1)04) ^ ^
C6(e+l) -

De même,

4A l(fc+l) 2C7 < ^^^^^^(fc+l))

240(fc+l)24-801og(fc+l)
+ 13 + 4 e 2 5

et,

4\/2V3nk(k + 1)07 2\/37rfcc7 , 07 ^-,, , - _
-v————^———— + ———— + 37rk— + 3v/27^(À;+l)^z

C4 04^ C42 c4

9Â'7TC7 1 fccy o 9
+^^+——^T-^+5 '6^+10 ^ 10 •804^ C6C4(e+l) 04^

Vérifions l'inégalité ci-dessus. Tout d'abord, en remplaçant la constante cy
par sa valeur numérique, on a :

cy (ïVSTrk + 37rfc + 5,6k -}-^—} < SOkc^
\ 8 /

< 3k log(4(fc + 1)) + 15 log(fc + 1) + 50.

On en déduit donc, en remplaçant maintenant 04 par sa valeur :

3fc log(4(fc + 1)) + 15 log(fc + 1) + 50 3
o ^̂ - -LvJ

C42
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(on a simplement minoré ^^J^ (k +1) log(4(fc +1)) + 56 log(fc + 1) + 54 par
8(fc + 1) log(fc + 1), 8{k + l){k log(4(fc + 1)) + 5 log(fc + 1) + 15) par 8(A; + l)2

et ^(k + l)^1 par 16). On a de même,

4^/2v/37^fc(Âl + l)c7 .— c7 cy
-v————v———)— + 3 \ / 2 7 r f c ( f c + l ) ' < 2 1 A ; ( f c + l ) '

€4 C4 €4

^ 6fc(fc + 1) log(fc + 1) + 60(fc + 1) ^ g ^-3
~ C4 - ' '

(cette fois, on pris une valeur exacte de 04 pour k = 1 et une minoration
brutale pour k > 2). Enfin, en remplaçant ce""1 par sa valeur, on a,

10~3 + ——1——r < °18 + 10~3 < 2.10~3.
C6C4(e+l) 04

En mettant ces trois inégalités ensemble, on vérifie bien l'inégalité annoncée.

De Plus,
2,44
-— <0,61.

C6

II reste à majorer (fc + 1) log(c5). Par définition de 05,

log(c5) = {2k + 1) log(c4) + log(c6) - Hog(c7) - fclog(6) - log((fc + 1)!).

Nous allons établir :

log(c5) < 2fc(fc + 1) log(fc + 1) + 4fc2 log(2) + 7,8k log(fc + 1)
+ l l ,5 fc+l l ,81og( fc+l )+8 .

Nous allons établir cette inégalité pour k > 106, la vérification étant faite
directement pour les petites valeurs de k.

• Commençons par majorer :

(2fc+l) log(c4)- log((fc+l)! ) < 2 f c ( f c + l ) l o g ( f c + l )

+ 4Â;21og(2)

+ 6,8Hog(fc+l)+12,6fc

+ 2 ,71og(fc+l )+5 ,2 ;
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en effet, en remplaçant 04 par sa valeur, on obtient :

(2k + 1) log( 04) - log((k + 1)!) = - log((A; + 1)!

+ (2k + 1) (log (^(k + l)^^! + À)))

+ (2k + 1) log(8(Â; + 1))

+ 2(k + 1) (log(Hog(4(A; + 1)) + 51og(A; + 1) + 15))

+ (2k + 1) log r2^"^ (k + 1) log(4(fc + 1)) + 56 log(A; + 1) + 54^

Ce qui donne (rappelons que k >, 106),

(2k + 1) log(c4) - log((A; + 1)!) ^ (2k + l}(k + 1) log(A; + 1)

+ k + 1 - ̂  log(27r(Â; + 1)) + (2k + 1) log(8(A; + 1))

2k + 1
+ -ioQ^2- + ̂  + 1) log(4) - (k + 1) Mfc + 1)

+ (2k + 1) log \2^^) (k + 1) log(4(fc + 1)) + 56 log(Â; + 1) + 54^

+ (2Â; + 1) (log(Â- log(4(A; + 1)) + 5 log(A; + 1) + 15)).

Comme :

log ^25^^ (k +1) log(4(fc + 1)) + 56 M^ + 1) + 54
V ^

+ log(fc log(4(fc + 1)) + 5 log(Â; + 1) + 15)

+ log(8(fc+l))

^ ^(It^ë)^0^96)
+ 2 log log(4(fc + 1)) + log(A;(A; + 1)2)

——(-is^))-^^)
^ 5,l+21og(Iog(4(fc+l)))

+ log(/i;)+21og(A-+l).
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On en déduit donc :

(2fc + 1) log(c4) - log((^+l)!) < 2Â;(A; + 1) log(A: + 1) + 4A;2 log(2)

+ Â;(log(4) + 1) + 4k log(k + 1)+ 4Hog log(4(A; + 1))

+ 10,2k + 2k log(fc) + 2 \og{k + 1) + log(A;)

+ 2 loglog(A; + 1) " log(A; + 1)
2^

+ 5,l+l+2.10-7- llog(27^)
Zt

< 2k(k + 1) log(fc + 1) + 4fc2 log(2) + 6,8Â; log(Â; + 1)

+ 12,6Â;+2,71og(fc+l)+5,2.

• II reste à minorer Â;log(c7). Nous allons établir :

Hog(c7) ^0,25fc

En effet, on a :

Hog(c7) ^ A;(log(log(Â;+l))+log(———^))
\ \ 10 -i- te / /

^ Â;(loglog(Â;+l)-2,37) ̂  0,25k.

On en déduit,

log(c5) ^ 2k(k + 1) log(A; + 1) + 4fc2 log(2) + 6,8k log(k + 1)
+ 12,6Â;+2,71og(fe+l)+5,2-0,25À;

- k log(6) + k log(2) + log(A; + 1)

^ 2k(k + 1) log(A; + 1) + 4fc2 log(2) + 6,8A; log(Â; + 1)

+ l l ,3A;+3,71og(fe+l)+5,2.

Il reste à vérifier que :

2k{k + 1) log(Â; + 1) + 4A;21og(2)+6,8Hog(Â;+l)+ll,3Â;
+ 3,71og(A;+l)+5,2
^ 2k(k + 1) log(A; + 1) + 4fe2 log(2) + 8
+ 7,8A;log(fe + 1) + 11,5k + 11,81og(A; + 1),

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



84 S. DAVID

ce qui est trivial. Nous pouvons donc conclure que le logarithme du maximum
des modules des coefficients du système (17), dans le cas particulier où G = 0,
est majoré par :

{k + l)uo [(I + Î3^) k{k + 1) log(fc + 1)]

+ (k + l)(7o [(j + 13^2) ^log(2) + 7,8Hog(fc + 1)1

+ (fc + l);7o [16,4fc + 16,41og(fc + 1) + 20,7].

Pour alléger, nous noterons par la suite ce nombre : C^UQ. Dans le cas général,
on a, en utilisant la majoration correspondante de cg, que le logarithme du
maximum des modules des coefficients du système (17) est majoré par :

{k + l)uo [(I + 13 )̂ k{k + 1) log(fc + 1)]

+ {k + l)£/o [(^ + 13^2) ^log(2) + ll,7Hog(A; + 1)]

+ (k + I)UQ [28k + 19, 5 log(fc + 1) + 24, 7].

Par la suite, nous noterons ce nombre : C^UQ.

Rappelons l'énoncé du lemme 6-1 de [P-W] :

Lemme 7.2 Soit (^,j)i<î<^,i<j<^ , une matrice de nombres complexes, de
rang < p. Soient de plus 6, m, p des nombres positifs, tels que :

i2p
[î^^ + l] ' '<e< (18)

et :
[ y 1max<^|^ | , l<j<^ ^^ (19)
lz=l J

II existe alors (ai,..., dy) e Z^ tel que :

0<max{|a,|}<e6 . (20)

et,
v 1

^Uija, ,1 < j < ^ \ ^e-^. (21)max
z=l J
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Dans le cas particulier où G = 0, nous allons appliquer ce lemme, avec :
m = (ci2 + l)Uo, 6 = c1^, et :

P = (6(13+4e^^ + 1) log(4(fc + 1)) + 281og(fc + 1) + 24,9\ c^o.
\ \.zo > •te ) /

Le nombre d'équations p, de notre système linéaire est majoré par :

4-fc(fc + l)-fc-i(l + A)-i (2(fc + 1)7^ S

(^£-'fflfc + 1) log(4(fe + 1)) + 561og(fc + 1) + 54)

Enfin, le nombre d'inconnues v est majoré par (^\\\ DH(G^ LQ, . . . , Lfc) et

le rang p est majoré par ^ ^—————1———————————^ (w%r le
-A^^(fc+l)log(4(fc+l))+561og(fc+l)+54

lemme 6.1). Vérifions tout d'abord que les hypothèses du lemme 7.2 sont
vérifiées : la condition (18) se traduit, par l'inégalité :

log (2/^) + 6 + m + p + ^e-6-171-? < vS.
ZiLL

En remplaçant les nombres 6, m, p, p et v par leur valeur, II s'agit donc de
vérifier :

log (2/,) + C^UQ f l+-+-^)
\ D Ci2/

+ f6^4^^ + 1) log(4(fc + 1)) + 281og(fc + 1) + 24,9\ C^UQ
\ l20 i 4e J /

l?^1) (fc + ̂  ̂ ^^ + 1)) + 5610g(fc + 1) + 54

- -v———-——————————,.———————————————C^UQ
Zi

( ( , 6(l3+4e2) , \ \
1 -[ci2^o(l+è+Y^^(^+l)log(4(A;+l))+281og(A;+l)+24,9+^ j j

-\- —e \ \ ^ e ) y /
2^

< 0,
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c'est-à-dire :

( / 6(l3+4e2) \ \
J^ -|ci2^o|2+-v^^y(fc+l)log(4(fe+l))+281og(fc+l)+24,9+^)

2/I6 / y

+ log(2/^)<(0,lci2-l)t7o.

Comme 2/j, > 1, et 012 ^ 90, II suffit donc de vérifier :

A-log(2(A- + 1)) + A;log(r) + log(5) + e-100^ ^UQ^ (0, lci2 - l)Uo.

Or, cette dernière inégalité est clairement vraie.

Vérifions maintenant la condition (19). Comme chacun des coefficients du
système (17), est majoré par exp(ci2Î7o), elle se traduit par :

log ((^Tyï^ Lo' Ll • • • 'Lfc)) ^ u^

qui est clairement vraie. Dans le cas général, on pose : m = (013 + I)UQ,
^ = £^1'

/6 ( l3+4e 2 ) , \
p = [ (25+4e2) (fc + 1) log(4^ + 1)) + 28 ̂  + 1) + 24,69 ci2Î/o,

et nous utilisons la majoration correspondante de p fournie par le lemme 6.1.
La condition (18) se traduit dans ces conditions par l'inégalité :

,-,- / 1 6 (13 + 4e2) \
c12 ° [2D + (25+4e2) {k + 1) log(4(À; + 1)) + 28 ̂  + 1) + 24,69

f'fêS?^ + ̂  log(4(A; + 1)) + Seiog^ + 1) + 54^
- ci2(7o ———————————_______________

+ (ci3 + l)î/o + log(2^)

/6(l3+4e2) N

J_ -cl2^0^(^4^(fc+l)M4(A•+l))+281og(^+l)+24,69+^+£^
+ ̂
< 0.
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Cette inégalité se déduit comme précédemment de :

<12UO [ïD + 6ji^~^{k +1) log(4(Â; +1)) + 28 log(fc + ̂  +24Î 69)C12UO ^+ (25 +

f '^S (fc + ̂  ̂ (fc + 1)) + ̂ Mfc + 1) + 54^
- ci2;7o ————)-—————————,———— '

1 ^
\

+ (ci3+l)î7o < (-l,81ci2+ci3+l)E/o < -Uo.

Il suffit donc d'établir :

-l ,80ci2+ci3+2 < 0.

En remplaçant 012 et 013 par leurs valeurs, on vérifie qu'il suffit d'établir :

(°'8 x 13 ^4e2 - °38) k{k+l)log{k + 1) + 2,34Â;log(A; + 1) + l,52fc

, ( 25,6 l26^fc21oP•r2^
' ^ 13+4e2 3 ^ n; ^ë^)

+ 10,021og(A;+l)+ll,56 > 0,

ce qui est trivial.

Enfin, la condition (19) se traduit cette fois par l'inégalité :

log ((^îyy^^'Lo' • • • 'Lk^ ^ u^
et cette dernière est identique à celle que nous venons de vérifier dans le cas
où G = 0.

Nous en déduisons donc l'existence d'un polynôme P dont les coefficients
p\ vérifient :

D
P\ = ̂ ^A^, O^A ^ Z,

i

avec,

0 < max{[a^|, 1 < i < D, 1 < X < v} < exp f^^o) ,
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(si G == 0, et ^ exp (^Uo) dans le cas général) tel que la relation (17) soit
vraie, puisque P a été construit en résolvant précisément ces conditions. De
plus,

h(P) < ^(Ui,... ,^)+log(max{|a;J,À,î})+log(£>)

< D\log(B) + log(V) + h) + ̂  + log(û) ^ C12^0'lt7o,

dans le cas où G = 0 ; dans le cas général, on obtient :

W . ""̂ o.

On en déduit donc la relation (16). Le fait que P n'est pas identiquement nul
sur G découle immédiatement du fait que les a^j ne sont pas tous nuls. La
proposition 7.1 est donc établie.

Le lemme suivant va nous permettre d'interpoler P(^) pour estimer
sa valeur en sw (en fait il ne s'agit de rien de plus que du lemme des
accroissements finis).

Lemme 7.3 Pour tout couple (t, s) G S, on a :

D} {F{su)} - D} (F(sw)) | < exp (-(p + l)Uo) .

Démonstration : soient (t, s) e S, on définit alors une fonction holomor-
phe / d'une variable complexe en posant :

f(z) = D} (F(su + sz{w - n))).

Le lemme des accroissements finis nous donne :

|/(0)-/(1)|< max { / ( ^ l , 0 < ̂  1} .

Nous allons majorer le membre de gauche. La formule de dérivation des
fonctions composées nous donne :

k r)D^ F

f1^ = ^s(wi-ui) f {su+sx(w -n))
z==o dzi

/_ \ QD^F
^(3iUi -UQ ——L—(su+ sx(w -u)}.

\i=o ) ôz^
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La proposition 6.9 nous donne maintenant :

log(max{\f'{x)\,0^ x < 1}) ^ \og(s\C(u)\) + cgUo
f f)T)t y \

+ logmax<^ e (su+sx(w -u),0 ^ a; ^ 1, T| = |t| ^
l OZQ )

Soyons plus précis puisqu'une application brutale de la proposition 6.9 ne
donnerait pas l'estimation ci-dessus : la formule du changement de base permet
d'écrire :

QD^F _ Qp^F
r)^ ~ ^ A1

9zoQZQ

La preuve de la proposition 6.9 revient simplement à dire que :

^ A^F ^ ^ |A,|m^{|ûjF|}.
l-r|=l*l

L'énoncé dit donc que :

log[ ^ |A^|) <C9Uo.
\T|=t /

Le même argument s'applique clairement à notre cas, avec D^F remplacé
par -^D^F. Appliquons maintenant le lemme 3.5 à la fonction F, avec
•KI = (1; 0 , . . . , 0), a;î+i = Ci, 1 < i < k, et enfin v = su + sx{w — u).
On obtient alors :

log (max {\f'(x)\, 0 ̂  x < 1}) < (2(fc + 1)T) log((2(fe + 1)^))

+

+ ^37TLi

+l)S\uo\+

\2(k+l)S
^mr ^^^.^

1)^

Ui

^>l,i

,, ^^ Qm T- Dh{P) + ̂  37rLi———
l

+1)2

4

n,
^l,î

+1
k k

+ (3,6 + Dh) ̂  L, + ̂  log(L, + 1) + 2LoP log(B) - c^Uo
i o

+ log(2(fc + 1)5) + cgUo

< cuUo + Dh(P) + log(2(fe + 1)5) - £»2(log(B) + log(Y) + h) - csUo

< (2ci2 + 0,2 - cs)Uo < -{p + l)Uo,
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(dans le cas particulier où G = 0 ; dans le cas général, il faut remplacer 2ci2
par ^ci2 + ci3, mais la dernière inégalité est inchangée, comme on le vérifie
aisément en utilisant l'inégalité 013 < l,8ci2, établie page 87). Le lemme 7.3
est donc établi.

7.2 Extrapolation
Les formules classiques d'interpolation liées au lemme de SCHWARZ, per-

mettent d'obtenir l'estimation :

Proposition 7.4 Pour tout couple (t,s) e Z^2, \t\ < (k + 1)T, et 0 < s <
{k + 1)5, on a :

\D}{su) <2exp(-ci4;7o),

avec

C14 == (fc + 1) (Ï6 - 16(1 + e2) ) k{k + 1) log(fc + 1))
\ \ J-'- ' w ) /

+ (k + 1) ( (l2 - 32(l+e2)) k2 log(2) + 16k log(fe + 1))
\ \ Lo • w / /

+ (k + 1) (63,5k - 1,4 log(Â; + 1) + 45,8),

dans le cas particulier où G = 0, et,

S-8^!?)^1)21^)ci4 =

+ (^ - ̂ ^l ̂ ^ + l)log(2) + 15fc(Â;+ l)log(fe+ 1)

+ (fe+l)(60,6fe+3,21og(Â;+l)+51,8)

dans le cas général.

Démonstration : on déduit de l'inégalité (17) et du lemme 7.3, que :

log |£»$,F(sw) ^ -pUo + e-^,
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pour tout couple {t, s) e S. Dans le cas non périodique, on fixe un fe-uplet
t = ( t i , . . . , tk) tel que Ezti ti < Çk + 1)T, et l'on pose :

f{z)=Dtf(F(zw)).

Dans le cas périodique, on fixe t = ( ^ i , . . . ,^-i,0), Y^ti < (k + 1)T, et l'on
pose encore :

f{z)=D}[F{zw}}.

On a alors,

^g^t\s)\<-pUo+e-u^

pour tout t, 1 < t < {k + 1)T et tout 5, 0 < s < SQ dans le cas non
périodique et pour tout t, 0 < t < TQ et tout 5, 0 < s < 2{k + 1)5 dans
le cas périodique. Commençons par traiter le cas non périodique et rappelons
la formule d'interpolation :

Lemme 7.5 Soit f une fonction analytique dans le disque : {z,\z\ < R}.
Soient S' et T' deux entiers positifs et r un nombre réel tels que : Sf > 2 et
S' < r < -1. On a alors l'inégalité :

\f\2r < 2|/|^f^)
\ H /

T'S'

/ISr^'
+ 5 ^ c7~ J max •

1 dt f( ^
W^ ^^t^T'Q^s^S'

Démonstration : voir le lemme 2-3 de [W].

Traitons tout d'abord le cas où G = 0. Appliquons alors le lemme 7.5
à notre fonction /, avec r = (^^, R = 2{k + 1)SE, S^ = SQ et enfin
T ' = {k + 1)T. Calculons pour ceci \f\p : on obtient, en appliquant la
proposition 6.9 :

log(|/|7î) < log(max{Z^F(^w), \z\ < R, \t\ < (k + 1)T}) + c^Uo.
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Le lemme 3.5 (appliqué avec Xz = e^ donne alors :

log(|/b) < (fc+l)^log((fc+l) 2^)+Lolog(J^ |wo|+l)+2Loûlog(B)

k k
+ (3, 6 + Dh) ̂  L, + û/i(P) + ̂  log(L, + 1) + CQUO,

i=l 0

ce qui donne, en remplaçant tous les paramètres par leur valeur (le calcul est
presque identique à celui de 012) :

log(|/|^) < ( f c + ^ t / o f j l o g ^ + ^ + J f l + ^ ' l ^ + l ^ + C ô ^ o\ô ô \ e / /+ (t+l)t/°(o•»2;i+j^^)+(c"+o•l)t/»
+ ^^Uo + 1 log(c5)(fc + l)Uo + ̂ kÇk + l^c^Uo + 0, OlUo.

Cç 6

En remplaçant les différentes constantes par leurs valeurs numériques, on
trouve :

log(|/ | j î)<Ci5C/0,

avec :

^15 = (k + 1) ( (î + 16(l,+^) ) fc(fc + 1) log(fc + 1))
\ \ ltj ' 'e / /

+ (fc + 1) (L + 32( l+^ )) log(2)fc2 + 25fc log(fc + 1))
\ \ l t j - 1 4 e / /

+ (fc + 1) (67,3k + 41,4 log(fc + 1) + 73,6).

La formule d'interpolation (lemme 7.5) donne alors :

l/br < 2exp(ci5;7o-(fc+l)r5olog(£;))

+ 5exp((fc+l)^golog(9 ( f c + l ) g)-P^o+6- [ /oV
\ \ ^0 / /
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De plus, on dispose des inégalités suivantes :

(k + l)TSo \og(E) > (k + 1) (————————uo________ - l\} ° ^ ^ - ̂  '{D(loglog{B)+h+log(DE)) )

x 8(k + l)(fe log(4(fc + 1)) + 5 log(fe + 1) + 15)

x D(log log(5) + h + log{DE))

- •"^^'(z^M^M^))-1)
> S(k + l^Çk log(4(fc + 1)) + 5 log(fe + 1) + 15)(7o

- 8(fc + l)2^ log(4(fc + 1)) + 5 log(A; + 1) + 15)

x D(log log(B) + h + \og(DE))

_ (k+i}m——————l0^^)______
v / °D(\ogïog(B)+h+\og(DE))

> 8(Â•+l)2(Â;log(4(Â•+l))+51og(Â;+l)+15-0,01)<7o;

et donc,

c^Uo + log(2) - (k + l)TSo logÇE) < -c^Uo,

où l'on a posé,

ci6 = (k+l)^6- \6^+^2)) fc(fe + 1) l"g(fc + 1))

+ {k + 1) ( (l2 - ̂ ^} k2 log(2) + 15fc log(fc + 1)}

+ (Â;+l) (63,5fc- l ,41og(fc+l)+45,8) .

Nous allons vérifier que :

5exp ((k + l)TSo log f9^^^) - pUo + e-^} < exp(-c^Uo).
\ \ ^o 7 /
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Pour ceci, il suffit d'établir :

({k + l)T5o log (9(fc+l)5) - pU, + e-^ + log(5)) < -c^o.
\ \ AO / /

C'est-à-dire :

8(fc + l)2^ log(4(A; + 1)) + 5 log(A; + 1) + 15) log (9(fc + 1)^+2) 4^)

+ 8(fc + l)^^ log(4(fc + 1)) + 5 log(Â- + 1) + 15)

x log ( ̂ ^^^(^ + 1) log(4(A + 1)) + 56 \og(k + 1) + 54 )

+ 8(A; + l)2^ log(4(A; + 1)) + 5 log(fe + 1) + 15) log(l + A)

- P+ci6+0,01 <, 0.

Cette inégalité étant directement vérifiée pour k < 10000, nous allons l'établir
pour les grandes valeurs de k. Commençons par majorer :

log(9(Â;+1)^+2) 4^) + log(l + A)

+ log ( 12(^^ ) (fc + 1) M^ + 1)) + 56 log(A; + 1) + 54")

^ log(9) + 2k log(2) + (fe + 2) log(fc + 1) + log(l + A)

+ log (^ri^^ +1) log(4(A; +1)) + 56 log(A; +1) +54)
< (k + 2) log(A; + 1) + 2k log(2) + 1,1 log(fe + 1) + 5,9.

Il s'agit donc de vérifier :

8(k + l)2 x (k log(4(fc + 1)) + 5 log(Â; + 1) + 15)

x ((fe + 2) log(Â; + 1) + 2k log(2) +1,1 log(fe + 1) + 5,9)

- (^^^w.^
- (281og(fc+l)+24,9)ci2+ci6+0.01 < 0.
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C'est-à-dire, en remplaçant 012 et CIG par leur valeurs :

8k(k+l)3 x (log(fe + l))2 + 32 log(2)(A- + Vfk2 \og(k + 1) + 45,8{k + 1)

+ 56,8k(k + l)2 log(fe + l)2 + 32 log(2)2Â;2(fe + l)2 + 708(fc + l)2

+ 334,4k(k + l)2 log(2) + 124(Â; + l^ÇïogÇk + l))2 + 63,5k(k + 1)

+ (6 ~ ̂ riî)k(k +1)2 log(A; +1) + 257'lk(k +1)2 log(/i> +1)

+ fl2 - ̂ ^H1 '̂) k\k + 1) log(2) + 608(fe + l)2 log(fe + 1)

+ 15(A; + 1)A; log(Â; + 1) - 1,4(fc + 1) log(Â; + 1) + 0,01

- (fe+l)f 6^^ 2 )(fc+l) log(4(fe+l))+281og(fe+l)+24,9^

x [(l+Î3264^)^+l)lo^+l)+(l+Î3^)fc210g^

+ 7,8felog(fe+l)+16,4Â;+16,41og(À;+l)+20,7 < 0.

C'est-à-dire :

- 27,5k(k + l)2 log(A; + l)2 + 13,6k(k + ̂ (log^ + 1))

+ 70,4fc(fe + l)2 - 171, lk(k + l)(log(A- + l))2

- 167,3k(k + l)(log(fc + 1)) + 283,6k(k + 1)

- 411,9(Â;+l)log(Â;+l)2-484,6(Â;+l)log(A•+l)+ 104,3(fc + 1) ^ 0,

Ce qui est trivial. Dans le cas non périodique, nous avons donc établi que :

\f\îr <, 2exp(-ci6Î7o),

si G = 0. Dans le cas général, les mêmes calculs que ci-dessus mènent à :

\f\R ̂  exp(ci7Î/o),
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avec :

c17 - ^^l?)^1)210^1)

+ (^ + ̂ ^y ) ̂  + ̂  M^ + 25fc(fc + 1) log(fe + 1)

+ (fe + 1) (70,4fe + 36,8 log(Â; + 1) + 67,2).

Avec la minoration déjà obtenue pour (k + l)TSo, on en tire :

ci7 + log(2) - (k + l)TSo ̂  -c^Uo,

avec :

- - (f-^l?)^)2^)

+ (^ ~ ̂ ^S) k2{k + 1) log(2) + 15k(k + 1) log(fc + 1)

+ (k + 1) (60,6k + 3, 2 log(A; + 1) + 51,8).

Grâce à la majoration (obtenue aussi facilement que ci-dessus pour k > 10000,
et vérifiée directement pour les petites valeurs de k) :

5exp f-p+exp(-Uo) + (k+l)TSo\og (9{k+l)s}} < exp(-ci8),
V \ ^0 / /

et au lemme d'interpolation, on a bien :

|/|2r ^ 2exp(-Ci8).

Cette relation entraîne en particulier, l'inégalité requise pour établir la propo-
sition 7.4.

Traitons maintenant le cas périodique (avec G = 0). Commençons par
appliquer le lemme 7.5 avec T ' = TQ, S^ = (k + 1)5, r = (fcj^, et enfin
R = 4rE. Il s'agit tout d'abord de calculer \f\R. Le même raisonnement que
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ci-dessus permet d'obtenir :

log(|/|j0 < Tolog((k+l)To)+Lolog{R\wo\+l)+2LoDlog{B)

k

k k
+ (3,6 + DH) ̂  L, + Dh{P) + ̂  log(L, + 1) + CQÎ/O,

i=l 0

en remplaçant les paramètres par leur valeurs, on en déduit :

log(2(fc+l)c4) /2,44 \
log(mjo ^ [70 C6(e+l ) +[~^uo)

+ cgiTo + (ci2 + 0, l)Uo + 4e2A;(A• + ifc^Uo + 0,02^o

(pour cette dernière estimation, il suffit de remplacer la majoration de
riog((fc + l)2?") obtenue précédemment, par l'inégalité îolog((fc + l)2^) <
0, OlUo^ qui se vérifie facilement). En remplaçant les différentes constantes par
leurs valeurs numériques, on trouve :

log(|/|j?)<ci9?7o,

avec :

C19 = (fc + 1) ( ( i + 16(1+? ) fc(fc + 1) log(fc + 1))\ \° ^+'ie ) )

+ (^ + 1) ( (J + ̂ H1^) Â;2 ̂ (^ + 22' 4k ̂ k + 1))

+ (fc + 1) (62,76fc + 36,8 log(Â; + 1) + 70,2).

La formule d'interpolation (lemme 7.5) donne alors :

\f\2r ^ 2exp(c^Uo-(k+l)ToS\og(E))

+ 5 exp ((fc + l)ToS log (9) - pUo + e-^ + log(5)) .

Un calcul analogue au cas précédent conduit à :

(fe + l)ToS\og(E) ̂  8(k + l)2(Â•log(A; + 1) + 51og(Â; + 1) + 14,99)t/o,
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et donc,
CI^UQ + log(2) - (k + l)TSo \og(E) < -C^UQ,

où l'on a posé,

C20 = (^((f-^IJ^W+^Mfc+l))

+ (fc + 1) f f42 - 32(1+? ) fc2 M2) + 17,6k log(fc + 1))
\ \ ° lù ' 4e / /

+ (fe + 1) (68,13fc +2,9 log(À; + 1) + 49,7).

Comme précédemment, on vérifie aisément que :

5 exp Ç(k + l)TSo log (9) - pUo + e-^0 + log(5)) ^ exp(-C2o^o).

On obtient donc :
|/|2r<2exp(-C2oyo).

Appliquons maintenant l'inégalité de CAUCHY : soient t, un entier, 0 <: t <
(k + 1)T, et s un entier, 0 < s < (fe + 1)6'. On a donc :

^(^((fc+iyr)!!/^.
Ce qui donne, en remplaçant |/|2r par sa valeur,

log(|/W(0|) ^ -C2o?7o+log(2)+(fc+l)riog((A;+l)r)

^ -C2o^o+log(2)+j(Â>+l)log(fc+l)[ /o

+ l ( fe+l ) log(c5)^7o+j f l+4)( f e + l ) 2 î / o
ô ô \ 6 /

+ 0,023{k+l)Uo.

En remplaçant 020 par sa valeur et 05 par son majorant trouvé page 81, on
obtient :

logd/^)!) < -(k+l^G-^^AkÇk+l^ogÇk+l)

- fl2 - 3^1^2)) k2^ + 1) ̂ (^ - ̂ k + 1) ̂ (^ + 1)

- 63,59k(k +!)+!, 4(k + 1) log(À; + 1) - 45,9(k + 1)

^ - c^eUo.
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Dans le cas général, on obtient, en posant :

C21 = 2+8^^)^(fc+l)21og(fc+l)

+ f4 + ̂ l̂ ? }k\k+ 1) log(2) + 22,4fc log(fc + 1)

+ 65,4k(k + 1) + 34, l(fc + 1) log(fc + 1) + 63(fc + 1),

log(|/|^) ^ c^Uo,

et l'on obtient après application de la formule d'interpolation :

|/|2r < 2exp(--C22^o),

avec :

^22 = ^-^^^^(fc+^Mfc+l)

+ (l2 - l^±^)) ̂ (^ + 1) M2) + 17,6fc(fc + 1) log(fc + 1)

+ (k + 1) (65,6k + 5,9 log(fc + 1) + 56,9),

Ce qui donne, après application de l'inégalité de CAUCHY :

logd/^D^-cisî/o.

La proposition 7.4 est donc établie.

7.3 Inégalité de la taille
Nous allons établir le :

Lemme 7.6 Reprenons le polynôme P construit précédemment, et soient
ti,... ,tk et s des entiers positifs tels que \t\ = t\ + ' • ' + t^ < (k + 1)T,
s < (k + 1)5'; supposons que la fonction F = P o <î> a un zéro en su
d'ordre exactement \t\ le long de W et que D^F(su) ̂  0. On dispose alors de
l'inégalité :

10g D^F(SU) > -C23ÎA),
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où Von peut prendre dans le cas où G = 0,

c23 = {2+l33^)k^k+l^lo^k+^

+ (4 + 13^402) k2(k + 1) log(2) + 13Î 3k^ + 1)log^ + ̂

+ (fc + 1) (32,1k + 25, 2 log(fc + 1) + 46, 7),

et dans le cas général :

(4 ^g \
c23 = 3+13V^)k{k+l)2log{k+l)

/8 56 \ o
+ (j + 13-̂ 2 J A- (fc + 1) M2) + 9, ^k(k + 1) log(fc + 1)

+ (A-+l ) (23 ,9 fc+171og( fe+ l )+36 ,4 ) ,

Démonstration : le point crucial pour obtenir cette estimation est de
remarquer que la dérivée d'ordre L + 1 d'un polynôme de degré L est
identiquement nulle. Commençons par écrire m extenso le polynôme P :

p= E E E ̂ ^fn^'0^!'1^'2).
O<ÀO<LQÎ=I |A,|<L, \i=l )

Dans cette expression, Ao est un entier positif, et, pour 1 < i < fc,

\ = (Az,o, A,,i, A^2), \j > 0,1 < i < k, 0 < j < 2,

et À == (AO, AI, . . . . À/c). Notons enfin ©^, un monôme type de P o ̂ , ie.

^-^nn^^pO^^pO'"2-î==l j=0

Maintenant, pour chaque indice î, 1 < i < k, notons fi la fonction ^z(^)3

ou (piÇz^^z) suivant que sui appartient ou non au réseau des périodes A^ de
la courbe £1. Puisque t est un multi-indice «minimal» pour lequel D^Po^{su)
est non nul, la formule de LEIBNIZ nous assure que :

D^Po^su) ^ ( Pog>^
T-r . /———Tr— = ̂ e ————T"" {SU).nifi(su^ ^n,/^/
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Pour minorer le membre de gauche de cette relation, nous allons évaluer la
hauteur du membre de droite qui est un nombre algébrique. Pour 1 < i < fe,
choisissons 61 ç. C, où 61 = 0 si sui est un élément du réseau A^ des
périodes de p^, 0, = ^2,z, si sui = \uj\^ et 61 = \^ sinon. Posons alors
f> = (0 ,0 i , . . . , 6k)' Rappelons que («astuce» d'ANDERSON-BAKER-CoATEs) :

^ f P o ̂ {su) \ ̂  . / Po^su+^+z) \
'vrUzW^ e\x[if^{su,+61+z^)^

Appliquons la proposition 8.2 à chaque monôme ^ GÀ ^ . . Chaque facteur
^0 [ii fi ^

de ce monôme pour lequel sui n'est pas une période de Ai, est un monôme en
{pi{sui + 0i + Zi\ p^ÇsUi + 61 + Zi))^ et la proposition 8.2 nous assure que ce
dernier peut s'écrire comme une fraction rationnelle en (p^(^), ̂ (^)), dont
le numérateur est de degré au plus 2Li. Le dénominateur de cette fraction
rationnelle est lui égal à ÇpiÇzi) - pz{sui + 6^))3JL^.

Nous avons ainsi transformé n0^8^^^^ en :
[[.fiÇsUi+ei+Zi)^

_______A^z)_________
Tli^su^A^i^i + ̂ ) - PzOz))3^ '

où AA est un polynôme en (p^(^), p^)) de degré < 2L, pour les indices i
pour lesquels su, ^ A, et, par périodicité, en f^gi^,———^) de degré

\v)i\u^'zi) P^v^zT"-2'^ /

< Li, pour les indices i pour lesquels sui G A^ (plus précisément, il s'agit d'un
produits de polynômes en une variable de la forme ci-dessus, multiplié par
(SUQ + zo)^). La formule de LEIBNIZ et la «minimalité» de t nous assurent
que :

^ / Po^(su+^+z) \ ^ _________1_________
e\X[^fi{sU,+6,+Z^)^ ~ JJ ((^(^+^)_^(^))3L.

i,sui^Ai

x Di(^p^} .
\ A / \^^

Nous noterons Q le polynôme ^^p\A-\. Maintenant, en revenant à la
définition de l'opérateur différentiel D^,

-t ( . Q Q V1 /„ 9 Q ̂De=^+^) 0-0[^+^^J '
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développons D^ ; on obtient :

<1 ^ / <fcD^Q(Z)) = E E E ^E - - -E
ÀO=OI<Î<Â;|A,|<L, ti=0 ik=0 \ î! / \ 1-k

/3<1—»1 lytk—ik \ 1
„ ________Pi • • • P k ^0-

( A o - ( < i + - - - + t f c ) + ( î i + . . . + 2 f e ) ) !

X (J^Q)ÀO-(<l+•••+tfc)+(^l+-+^fc)

/^_yi / 9 Y (A^z)/^_yi /^_y- /A^
\9zJ • " \ 9 z k ) \ XÀO\9zJ ••\9zJ \ x^0 ,

Ci-dessus, nous avons utilisé la convention :

______M______ -o
(Ao-(*i+-+^)+(îi+-+^))! - u5

si AO < (h + ' • ' + tk) - (il + ' • • + Zfc) .

Pour calculer h (D^(Q)), introduisons les notations suivantes : nous noterons
i, le fc-uplet ( z i , . . . , Zfc) , /3 le point projectif :

/?=(l,(/3î l-^l.../3^)^_,l<^),

7 le point projectif :

7 = 1 ,
*i \ tk \ Ao!
il \ ik ] (^ - (*i + • • • + tk) + {ii + • • • + îfe))!

et enfin, c = (1, (^,^,1)^,^,1)), le point projectif formé par les coefficients des

polynômes : -^— o . . . o ^— [ A^ ) , auxquels nous adjoignons 1. On déduit
0^ ÔZ^ \ AQ /

donc de la définition de la hauteur, que :

h(D^Q)) ^ h(P) + h{c) + h(/3) + ̂ (7)

+ log ((Lo + 1) (Li + l)2 . . . (Lk + l)2)

+ log ( ( ^ i + l ) . . . (4+1)).
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Calculons maintenant h(/3) :

h(f3) < ^logmax^m^{^l-^l...^fc-^feJ}

f A:

< ^^nmxh,^(t, -^)logmax{log(|/?, |),l <j < k}
v t [ j=l

1 f /c l
< -max^(^-z,)^logmax{l , log( |^ | ) , l<^<fc}^ " u=i j v

< 2fcLolog(B).

Majorons maintenant ^(7). Comme les coordonnées de 7 sont toutes des
entiers rationnels, on en déduit :

.̂  ^ 1 ï t 1 } f 4 ^ Ap!/i(7) < logmax< • • • 7~\——1,1 , | . | Mv / - ^^ H zi y ^ ik ) (Ao- | t |+ |z | ) !

< max {^(21*^0!)} < (A;+l)riog(2)+Lolog(Lo).

Enfin,

log(Lo+l) + l o g ( L l + l ) 2 . . . ( L f c + l ) 2 ( t l + l ) . . . ( ^ + l ) )
fc

< log(Lo + 1) + 2^1og(L, + 1) + Hog((fc + 1)T + 1).

Il ne reste donc plus qu'à estimer h(c). Pour ceci, on utilise les propositions 8.1
et 8.2. En remarquant que -A^- est un produit de k polynômes en une variable

y'(.
^0

A^ = n ^ i -^Ajî î^^s avons :Lj=l ^-A,^

^1 ^ik / A ^\\ - ^yi ^ /A^(2;)\ ^-,-. ̂
-^ 0 • • • 0 ———— ————^—— = An | | ———-11 ^/y^k \ y^0 1 11 ^^i ^ \ ^o / j=i(7^-

--0...0-- -^ =^0^—(AA.)•^ 9^ v ^0 y 0 n ̂ v '/
La proposition 8.1 va donc pouvoir s'appliquer à chacun des facteurs ci-

dessus, puisqu'il s'agit de dériver des polynômes en des fonctions elliptiques
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d'une seule courbe à la fois. Notons d = (1, (d^^j)\^^<j<k), le point projectif
formé des coefficients des polynômes A-\j (1 < j < fc), et, de même, dj le point
projectif formé des coefficients du polynôme A-\^ 1 < j < k auxquels nous
adjoignons 1. Soit v une place de K. On a, en utilisant la proposition 8.1 :

k

logmax{|cA,^z|4 < y^logmax{|d^Aj|^}+logmax{|î|log|2|4
À,^,i .~~- A,/^ z

+ max{|z|}logmax{l,|^2j|^|^3j v^ <J < k}
z

+ log(5i)+log(é2),

où 5i = ($2 = 1 si v \ oo, et, si v \ oo, <?i = 6^+l)T^Î=l nÎLi(2^ + I j ) ,
^ ^ 4(fc+i)T,

On en déduit, en notant L le maximum des L^ 1 < i < k :

k

h{c) < ^ h(dj) +(k+ l)riog(48) + (k + l)Th
j=i

+ (fc+i) r iog(2L+(fc+i) r ) ,

Appliquons maintenant la proposition 8.2 pour majorer la hauteur des
points dj. On obtient :

h{dj) < Lj{2h(^) +/i)+^-log(120),

où nous avons noté 7- le point de la courbe £j défini par : 77- = (1, pjÇsuj +
0j)^^SUj+0j)).

En mettant toutes ces inégalités ensemble, on en déduit :

k

h(D^Q}) < ^L,(2^)+/,)+L,log(120)+(fc+l)riog(96)
j=i

+ (k + l)Th +(k+ 1)T log(2L + (fc + 1)T) + ïkLo log(B)
k

+ LQ log(Lo) + 2 ̂  log(^- + 1) + log(Lo + 1)
j=i

+ Hog((fc+l)r+l)+^(P) .
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On en déduit donc que le nombre (I5^(Q(^))|^=-^, est algébrique, de hauteur
au plus :

h^D^QÇz))^) < ^ (^ (Q))+Lo( ( fc+ l )5+l )+ log(Lo+l )
k

+ ((fc + 1)T + ̂  îLi) max [h{0i\ 1 ̂  i < k} + k log(2L + (k + 1)T)
i=l

^ h(P) + Lo log(Lo) + {k + 1)T log(96) + 2kLo log(B) + {k + l)Th
k

+ ̂  Li{2h{^) + h + log 120)) + (fc + 1)T log(2L + (k + 1)T) + log(Lo + 1)
i=l

k

+ 2 ̂  log(L, + 1) + k log((fc + 1)T + 1) + Lo log((fc + 1)5 + 1)
i=0

( k \+ k log((fc + 1)T + 2L + 1) + [(k + 1)T + ̂  2L, max {/^), 1 < i < k} .
\ z=l /

En tenant compte de la hauteur du dénominateur, on obtient :

/^(Po^^4-.))|^\ ^ ,(P)+Lolog(Lo)+(^l)Tlog(96)
\ I\i=l fi(sUi)^ )

+ (fc+i)r / i+Hog((A;+i)r+i)
k

+ ^L,(2/i(70+/i+log(120))
î=l

+ (Â;+l)Tlog(2L+(Â;+l)r)

+ Lo log((fc + 1)5 + 1) + log(Lo + 1)

+ fe log( ( fe+l ) r+2L+l)

+ (fc+l)Tmax{/i(6»,),l <i<k}
k

+ Y^2Lim&x{h(0i),l<i^k}
i=l

k

+ ^L,(2/i(70+/i+log(96))
1=1

k

+ 2fcLolog(B)+2^1og(L,+l).
1=0
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Utilisons maintenant le lemme 3.4, pour contrôler les hauteurs des 0, et
des 7,'. Comme Qi est un point de deux torsion de la courbe Si, h{0i) = 0, et le

lemme 3.4 nous assure que h{ôi) ^ -h + 81og(2); de même, h(^) = s^h^i),
Q

et donc, h{^ ^ ^h + 81og(2) + ^log^). L'inégalité de la taille, jointe au
lemme 3.1, relation (7) nous assure donc que l'on a :

log D^P o <P(s-u) [ ^ -D (h(P) + Lo log(Lo) + 2kLo log(B))

/ k \
- D ^L,(4s2log(y,)+8/i)

\i=l /

( k \
- D ^ L,(32 log(2) + log(11520))

\t=i /\î=l

- D(k + 1)T + k) log(2L + (k + 1)T + 1)

- D ((k + 1)T (2,5^+8 log(2) + log(96)))
/ k x

- D ^21og(L,+l)+fclog((A;+l)r+l)
\î=0 /

- £»Lolog((fc+l)s+l)-ûlog(Lo+l)
k

E T /oi /-,^\ 37rQmr,\L, 3log(10)+————
t=i v 4 /

- E^f6^+6log(K,|))
i=l \ ^l,i\ )

o fc

- 2E£^( l og ( l+ I^ JIP^(SM^)l)•
%=1

En remplaçant les paramètres par leurs valeurs, on en déduit que (là encore,
le calcul est presque identique à celui du paragraphe 7.1, page 74 à page 84) :

/ k \
D (^L,{8h + 321og(2) + log(11520)) < lO-3^,

\i=l )

/ k \

D 2 ̂  log(L, + 1) + k log((fc + 1)T + 1) < lO-3^,
\ z=0 )
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ûlog(Lo+l) < lO-3^,
ainsi que :

k
Y.Li f31og(10) + 37r^ + ÔTT^ + 61og(|o;i,|)) < 10-3î/o.
• ^ \ 4 l'^1'»! /î=i \

Passons maintenant à :
3 fc . , fc
^L.log (l + |^||p,(^)l) < ̂ k+^LiDS^o^Vi) + 10-3^,^^U,t^

i=l ' ' î=l

de même,

D{(k+l)T+k}\og(2L+{k+l)T) ^ D(k + l)riog((fc + 1)T) + lO"3^

(fc+l ) log( fc+l )^
^ ————3————uo

+ l(Â;+l)log(c5)(7o+lO-^o
0

/log(3) \ 2
+ 1 —„— + 3 1 [k + 1) Uo,

\ 0 /
de plus :

DLo log((A; + l)s + 1) + 2A;£»Lolog(-B)+£>Lolog(Lo)

log((fc + 1)04) log(c5)?7o
C6(e +1) 0 ' (e + l)ce

+ (5fe±3^fe+2)Ml+^)^^10-3^
\ ce C6(e+l) y

et enfin,
P(A; + 1)T (2,5/1+8 log(2) + log(96)) < 4,3(fc + 1)1/0.

On en déduit donc (dans le cas où G = 0) :

\og\D^(Po^(su)\ ^ -(fc+l)yof5fc(Â;+l)c7+--log(c5))
\ ° /

- ̂ Wjio î).^- ̂ ^(ĵ .l).̂ ;̂
- ̂ ((^^(T-K
- (A; + l)[/o (5,5 ++012),
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ce qui donne, en remplaçant les diverses constante par leurs valeurs,

log|^(Fo^(5H)|>-C24^0,

où l'on a posé :

C24 = (2+13^2) f c( f c+ l)2 1 0g(fc+l)

+ U + ————} k\k + 1) log(2) + 13,3k(k + 1) log(fc + 1)\ 13+4e^/

+ (k + 1) (32,1k + 25, 2 log(fc + 1) + 46, 7).

Enfin, dans le cas général, on peut poser :

CM = (^iafieî)^1^^

+ (j + 13^2 ) ̂  + 1) M2) + 9,4A;(fc + 1) log(fc + 1)

+ (fc + 1) (23,9k + 17 log(fc + 1) + 36,4).

Ceci achève la preuve du lemme 7.6.

Lemme 7.7 Reprenons le polynôme P construit précédemment; pour tout
entier s, 1 < s < (k + 1)5, la fonction F == P(^) a un zéro en su d^ordre au
moins (k + 1)T + 1 le long de W.

Démonstration : si ce n'est pas le cas, on dispose d'un multi-indice t de
longueur inférieure à (k + 1)T, et d'un entier 5, 1 < s < (k + 1)5 pour lequel
DePÇ^Çsu)) -^- 0. Le lemme 7.6 nous donne alors l'inégalité

log|^(Fo^(5H)|>-C24<7o,

de plus, le lemme 7.4 nous fournit l'inégalité :

log \D\(F o ̂ (su)\ < -c^Uo + log(2),

il suffit, pour établir le lemme, de vérifier que ces deux inégalités sont
incompatibles. Comme précédemment, on suppose k > 10000. Traitons tout
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d'abord, le cas où G = 0. On a alors :

d4-C24 = l ,7Â:log(A-+l)+31,4fc-26,61og(A;+l)-0 ,9

> l ,7A;log(fc+l)-27,51og(fc+l) > l ,6fclog(fc+l)

> log(2).

Dans le cas général, on a :

1 fi ^9
C14-C24 = ^^(fe+^Mfc+^+^^fe2^)

+ 5,6fc log(Â; + 1) + 36,7k + 15,4 - 13,8 log(k + 1)

> ^^k{k+l)log{k+l)

+ 5.6felog(fe+l)-13, ,81og(fc+l)

> ^6^fc(A;+l)log(fc+l)>log(2).

Le lemme 7.7 est donc établi.
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8 Formules de translations,
de dérivations

L'équation de WEIERSTRASS et les relations classiques entre les fonctions
elliptiques nous permettent d'écrire très simplement des formules explicites
pour les opérateurs de dérivation et de translation par un point ; on peut ainsi
aisément contrôler la hauteur de ces opérations. Nous résumons ces propriétés
dans les deux énoncés qui suivent :

8.1 Dérivations
Proposition 8.1 Soit £ une courbe elliptique, définie sur corps de nombres
K, de degré sur Q < D, et donnée avec un modèle de WeierstrafS £ (à
coefficients dans K) :

y2 = 4.r3 - g^x - g3.

Soient h un nombre réel, h > max{l, h{l,g2,g3),h{js)}, et p^ la fonction
de WeierstrafS associée au modèle de £. Soient enfin un polynôme P, à coeffi-
cients dans K, de degré au plus L en deux variables Xi et X^, etT un nombre
entier > 1. Dans ces conditions, ^(P(p^(^), p^))) peut s'écrire comme un
polynôme en (p^(^), p^)), de degré au plus L + T en (p^(^), P^)), dont
les coefficients sont des éléments de K, de hauteur au plus :

h(P) + T(h + log(36)) + riog(L + T).

Avec les mêmes hypothèses, -^r (P (^T^ 1^)) peut s?écrire comme un

polynôme en (̂  gg). de degré en (^y, g@) au plus L+T, dont
les coefficients sont des éléments de K, de hauteur au plus :

h{P) + T(h + log(48)) + Tlog(L + F).

N.B. C^est la hauteur du «polynôme dérivé» qui est ainsi majorée, et non la
hauteur de chacuns des coefficients.
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Plus précisément, les coefficients de ces polynômes sont des combinaisons
linéaires, de longueur au plus ^ fresp. ^T), de monômes de degré 1 en
les coefficients de P, de degré au plus T en g^, g^ ; les coefficients de ces
combinaisons linéaires, sont des nombres rationnels dont les dénominateurs
divisent 2^ et dont les numérateurs sont majorés en valeur absolue par
G^JLi^+j).

Démonstration : on déduit de l'équation de WEIERSTRASS, la relation :

^{z)=6^(z)-^.

Soit P un polynôme, élément de K[X, Y] de degré total L. Ecrivons :

P{X^Y)=^a^X^Y^
ÏJ

On obtient donc :

d
dz^(P(^),p^))) = ]>>,,(zp(^-V(^)^aij^fp[z)" ^ p ( z )

^,3

92 .
+ ^^•(Gjp^V^-1 - -Jp(^pW-1).

i,3

On en déduit que ^(P(p(^), p'G?))) = Efc,^fe,;p(^)V(-s)', où les coefficients
bk,i sont soumis aux relations :

h,l = (k + l)afc+i,;-i + 6(1 + l)afc_2,;+i -gï(l+ l)a^+i.Zi

Notons P^ le polynôme de K[X, Y] défini par cette relation de récurrence
(ie. PW(X,Y) = ̂ th^Y1). On en déduit donc clairement que :

h(P^) < h{P) + log(L + 1) + h + log(36),

il est également clair que le degré total de P(1) est au plus L+l. Nous noterons
de même, pour tout entier T > 1, P^), le polynôme défini par induction par
la relation P^) = (P^-1)/1). Il est clair que :

P^p^),^)) = ̂ (P(p^),p^)).

MÉMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 113

On vérifie immédiatement par induction que :

h(P^) < fa(P)+T(/i+log(36))+riog(L+r)

deg(P(T)) ^ L+T.

Ceci établit la première assertion de la proposition 8.1. Pour la deuxième, on
calcule de même,

d _ ( p ( ^ _ P^)^_Y- ( .^(^-TW^)
dz [^ [^(z) ' p,(z))) - y1-3 [ [ pW^ ) ^{z)

_^)n_V-n f_J^)__JnP^^w)l~^ \ \ pw+l 1 ^w3.
_ ̂  /.(Gpg^-f) pe(zy \~ y "v ^w ^j+l)
. ^ ( . 1 PeW\

^ai'3 [J PW PW-1 )
- \- ( .-^3+2 1 ^- y1^ ^pw^pw^)

, y- ^1. ^ peW 1
+ E^^-^^)J^^TÎ

_ V- ( 1 • 1 Pg^"1^^^^^^(^p^^-^
^ /3 .p£(^-1 ^__^

- ^^[^J. —————

- E^J ( j

^2p,(^-l p,(̂  •

En notant comme précédemment P^ le polynôme de deux variables ainsi
construit, on vérifie aisément que P^ est de degré au plus L + 1, et de
hauteur au plus h{P) + h + log(48) + log(L + 1). Une induction permet
alors immédiatement de conclure à la validité de la deuxième assertion de
la proposition 8.1.

Il reste à établir la dernière assertion. Dans le premier cas (resp. le
deuxième), on voit que les coefficients de P^ sont des combinaisons linéaires,
de longueur au plus 3 (resp. 4), de monômes de degré 1 en les coefficients
de P et de degré au plus 1 en g^y g^. Les coefficients de ces combinaisons
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linéaires sont des nombres rationnels dont le dénominateur est au plus 2 en
valeur absolue, et le numérateur est majoré en valeur absolue par 12(L + 1).
Une induction permet encore une fois de conclure. La proposition 8.1 est donc
entièrement démontrée.

8.2 Translations

Proposition 8.2 Soit £ une courbe elliptique, définie sur corps de nombres
K, de degré sur Q < D, et donnée avec un modèle de Weierstrajî £(à
coefficients dans K) :

y2 =4x3 -g^x-gs.

Soient h un nombre réel, h > max{l, h(l,g^,g3),h{js)}, et p^ la fonction
de Weierstrajî associée au modèle de £ que nous avons fixé. Soit de plus un
polynôme P, à coefficients dans K, de degré au plus L en deux variables X\ et
X^. Soit enfin un nombre complexe u, tel que 7 = (1, p^(^), p^(^)) e K3. Dans
ces conditions, la fonction de z : z i—> P(p^(^ + u), p^Çz + u)) peut s'écrire
comme une fraction rationelle en (p^(^), p^{z)), dont le dénominateur et le
numérateur sont de degré au plus 2L, dont les coefficients sont des éléments
de K. La hauteur du numérateur est au plus :

'(L+l){L+2yh{P) + ^(2/1(7) + h + log(216)) + log

enfin, la hauteur du dénominateur est :

< L(2/i(7) + h + log(96)) - log(4).

De plus, une autre expression du dénominateur est (ps(^) ~ p^'^))31'-

Une autre description de l'action des opérateurs de translation est la sui-
vante : les coefficients du numérateur peuvent s'écrire comme une combinai-
son linéaire de monômes de degré 1 en les coefficients de P, de degré au plus
2L en pe(u), p^(n), de degré inférieur à L en g^, g^. Les coefficients de ces
combinaisons linéaires sont des nombres rationnels, dont les dénominateurs
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divisent 2 , et les numérateurs sont majorés en valeur absolue par 31'. En-
fin, la longueur maximale de ces combinaisons linéaires est \QLd, où cf est le
nombre de coefficients non nuls du polynôme P.

Remarque ; c'est cette dernière information, plus versatile, bien que
plus technique que nous utilisons en fait.

Démonstration : commençons par démontrer le lemme suivant, qui va
nous permettre d'expliciter autant que faire se peut, l'expression P(p^{u +
z),fp^(u+z)) :

Lemme 8.3 Soit £ une courbe elliptique, donnée avec un modèle de Weier-
strafi :

y2 = 4.x3 - g^x - gs,

et p la fonction de WeierstrajS associée. On dispose alors des «formules»
d'addition :

p(«^)=-pM-p(,)4(^^)2, (22)

et :
^W(uMz)2 - ̂ W(z){^{u)2 - ̂ )/ / . \ ^ o - \ — / o ^ \ — / o " \ ^ / o-\"fp{u+z) = —————————————^

^)V(u)
+ D

p'(z) (^(n)2 - ̂ {u) - |ff3)

D

^g2fp'(.u)fp(z) + ̂ g3P'(u) + i^p^P'C»)

(23)

D
avec :

D = (p(^)-p(H))3

= y'(z)2 - 3^zfp(u) + p(z} ̂ {u)2 + Ç)

- ^W-Çp^).

Démonstration : si la première relation (22) est extrêmement classique,
et se trouve dans presque tous les livres traitant de la théorie des courbes
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elliptiques (voir, par exemple [Ll] page 14), la deuxième (23), est plus difficile
à trouver dans les traités récents du fait de sa complexité (et sans doute du
faible nombre d'applications théoriques). Bien qu'il ne s'agisse que de dériver
la relation (22) nous donnons ici une démonstation. Par dérivation par rapport
à z^ on obtient :

>( , ^- ,/M 1 (P/(M) - ̂ ))^) , 1 (^) - ̂ ))V(^)
pl ' / f p { ) 2 (p(u)-p(^))2 +2 (p(^-p(^))3 •

Ce qui donne, en remplaçant p " ( z ) par sa valeur,

(p(u) - p(^)V(H+^) = -(p(n) - p(,2))V(,z)

+ ^P\u)-p\zW(z)

- (ï^(z) - Ç) (fp\u) - p\z))(p(u) - p(z))

= p\z) [lp/^)2 + ̂ p^)2]
L-" z J

- ^(^[p'^p'^+p^)3]
+ p'{z) [3p(n)2p(z) - 3p(u)p(^)2 + p(^)3]

- 3(p/(^) - p^)) (p(H)p(^)2 - p(^)3)

+[Ç(p/(")-P/(-^))(^)-P^))]•

En utilisant l'équation de WEIERSTRASS, on transforme cette expression en :

(p(u) - p^))3 p^n + z) == ̂ '{u) - p\z)Wu) - p{z))

+ p/(^^p/(n)2+J^(^)2]

- p'(z) p/(^)p/(^-3p(n)2- o'(z) [p'W{z) - 3p(n)2p(^)]

- ^(z) [3p(n)p(^)2 - Ç(p^) - p(^))]

- 3(p/(^) - p'^))?^)?^)2

+ 3(p/(^) - fp'(z)) (^/(^)2 + Ç + Çp(^)) .
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Ce qui donne :

(p(u) - p(z)}^'(u+z) = ̂ (u) - fp'(z)Wu) - fp{z))

+ -^{P\u) - fp'{z))

+ ^2^'(U) - p^))^) + Ç(p^) - P(U))P^)

+ ^(^V^-PW^)2)

+ 3p(u)p(^(p(u)p'(^) - p\u')p{z))

= ^(ufp\z) - fp'MÇzf}

+ 3p(u)p(z)(p(u)p/(^) - p'(u)p(z))

+ |93(p/(^) - P^)) + ̂ 'Wu) - p'(z)p(z))

+ ^[pWw-fpMÇz)}.
On en déduit, après réarrangement des ternies,

(p(u) - p^))V(n+^) = -3pW(u)p(z)2 + (3p(^)2 - Ç) p(z)p\z)

-^^^W+^P^)

^^^2 P2, ^1 / / \2 Q^ ( \ ^9ï\ i ( \+ ^fPW-^fp(u)--^-}p(z)

+ -^p{u)p'(u) + ̂ ^^(n).

Afin d'établir la relation (23), il ne reste plus qu'à transformer le dénomi-
nateur :

(p(n) - p^))3 = 3p(^)p(^)2 - y\z)2 - (3p(uf + Ç) p(z)

+ y/(u)2+g2.^u).

Le lemme 8.3 est donc entièrement établi. On en déduit que fp(u + z) et
( p ' ( u + z\ peuvent s'écrire comme des fractions rationnelles en (p(^), p'(^))
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dont le numérateur et le dénominateur sont de degré majoré par 2. Plus
précisément, posons :

Pi(x,v) = -^-^'^XY+^^Y2

- QPW +3-f)x+ ̂ WW + Çp(")2

+ (̂H),

P2(X,V) = 3p(^)p^)X2 - XY (3p(n)2 - Ç) + ̂ pW

- G^)2 - ̂ w(u) -193) y ~ l̂ ^
0 1

- ^93P'(u) - ^g2p(u)p\u),

et :

Q=^Y2- 3p(n)X2 + (3p(n)2 + Ç) X - ̂ '(u)2 - Çp(^).

On a simplenient :

, , , / / , « /Pl(g^),P^)) P2(P^),^(^))\
(P(H + .), P(U+ Z)) = ̂ Q(^)^/(,))' Q(p(,), ?/(,)) ; •

De plus, on a clairement les inégalités :

fa(Pi) ^ 2/1(7) + h +log(24),

h{Pî) ^ 2/1(7) +/i+log(36),

^(Q) ^ 2/1(7) +/i+log(24).

Lemme 8.4 Soient P, Q, R, S, quatre polynômes G Q[X,V], à coefficients
algébriques. Nous noterons h{l,Q,R,S), la hauteur du point projectif défini
par les coefficients de Q, R et S (auxquels nous adjoignons 1), L le degré de
P et enfin c\, (resp. c-z, resp. es) le nombre maximum de coefficients non
nuls de Q (resp. R, resp. S). Posons c = max {01,02,03}, et P(X,Y) -=
^i+j^L^j^3- Alors' le Polynôme T(X,Y) défini par :

T= ^ a^-^KS^
i+j^L
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est de hauteur :

h(T) ^ h{P) + Lh(l^ Q, R ^ S ) + L log(c) + log ( { L + 1)(L + 2)) .
\ ^ /

Démonstration : ce lemme est presque immédiat en revenant à la défi-
nition de la hauteur. Soit K un corps de nombres contenant tous les coefficients
des polynômes P, Q, Ry 5, et v une place de K. Notons 6^, les coefficients de
Ç, R et 5, ordonnés arbitrairement. Les coefficients de T s'exprimant comme
une somme de monômes homogènes de degré 1 en les coefficients de P, et
homogènes de degré L en les coefficients de Q, R et 5, on en déduit :

logmax{l, [coefficients de T\y} < logmax{l, dij\v}

+ Llogmax{l, \b^ y} + 6,

où 6 = 0 si v est finie et 6 = log(nombre de monômes) si v est infinie. Il reste
à estimer 6. Comme le nombre de monômes est au plus égal au nombre de
produits possibles lorsque l'on développe ̂  • CLiJQL~^^R1S3\ on en déduit :

^logQc^L+lKT^)).

Ce qui donne :

h(T) = — V^ log max {1, | coefficients de T y}
v

< _^logmax{l , \dij\v} + _^Llogmax{l , \b^ y}
v v

^logd^L+lX^^))
i \ — /

V 00

+ -E loëf l cL(L+ l)(L+2))
-L- 1 \ ~ /v\oo

< h(P) + Lh{l, Ç, R, S) + L log(c) + log ( (L+1)(L+2)) .
\ ^ /

Le lemme est donc établi.

On peut maintenant revenir à la preuve de la proposition 8.2. Soit P un
polynôme de JC[X,V]. Dans ces conditions, on peut écrire :

P(^u+z}^(u+z)}- V a Pl(^).pW^2(p(^pWP(^u+z)^(u+z)) -^^ QW^'(^

EWL QW, p^))1'-^?!^), p^))^^), ̂ '(z)y
QW^'Çz)^
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Nous sommes dans les conditions d'application du lemme 8.4 et l'on peut
donc réécrire cette expression comme une fraction rationnelle en (p(-z), y>'{z))
dont le dénominateur est de degré <, L deg(Q) = 2L, dont le numérateur est
de degré : < Lmax{deg(Ç),deg(Pi),deg(P2)} = 2L, et enfin la hauteur du
numérateur est

< h(P) + £(2/1(7) + h + log(36) + Llog(6)) + log ( { L + 1)(L + 2)) .
\ 2 /

Evaluons enfin la hauteur du dénominateur :

Lemme 8.5 Soit P un polynôme de K[X,Y\, de degré M, et L un entier
> 1. Alors,

h^} ^ Lhw + (L -1) log (^±}W^r\
\ 2 /

Plus précisément, si c est le nombre de coefficients non nuls de P, on a :

h^) < Lh(P) + {L - 1) log (c).

Démonstration : écrivons P(X,V) = Ew+j^M^jX^. Pour L == 1,
le lemme 8.5 est clairement vrai, et nous pouvons supposer par induction
que la conclusion de ce dernier est exacte pour un entier L > 1. Posons
P^X.V) = ̂ ibk^Y1. Calculons alors P^. On a :

pL+i ̂  pL p ̂  ̂  ̂ JW" = E E E ̂ b^X^.
m^ 'rn,ni-^-k=mj+l=n

On en déduit que si v est une place de K^

logmax{l, Cm,n\v} < logmax{l, \dij\v} +logmax{l, \bk,i\v} +6,

où 6 = 0 si v est finie, et 6 = c < log ((^±^±2)^, si ^ | oo. On en déduit,

h{PW)<h(PL)+h{P)+log(c)^

et il suffit d'appliquer l'hypothèse de récurrence pour conclure. Le lemme 8.5
est donc établi. En utilisant le lemme 8.5, on vérifie que la hauteur de Q1^ est

< L(2/i(7) + h + log(24)) + (L - 1) log(4).
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Les premières assertions de la proposition 8.2 sont donc établies. Il reste
à vérifier que les coefficients du numérateur peuvent bien s'écrire comme
annoncé. Tout d'abord, remarquons que les coefficients des polynômes Q, PI
et ?2 introduits ci-dessus, sont tous des combinaisons linéaires de monômes
de degré au plus 2 en p^(n), <p'^(u)^ et de degré au plus 1 en g^^ ^3; que de
plus la longueur maximale de ces combinaisons linéaires est 3, et qu'enfin,
les coefficicients de ces combinaison linéaires sont des nombres rationnels, de
dénominateur 1, 2 ou 4, et de numérateur de valeur absolue au plus 3. Enfin,
l'écriture :

v^ . ./^L-i-j pi pj
P (^ + .), ̂  + .)) = ^^Q , , ^

Q{ps^+u),^(z^u))

permet de vérifier que les coefficients du polynôme ̂ j ai^Q^^3P[P^ sont
de la forme voulue sauf, peut-être l'assertion sur la longueur des combinaisons
linéaires. On vérifie aisément que les polynômes Ç, Pi, ?2, peuvent s'écrire
comme une combinaison linéaire de 10 monômes au plus en X, Y, p^(n),
p^(n), ^25 93- Le développement de ^i j^i^Q^^3 P[P^ fournit donc au
plus IC^c/ monômes; ce nombre constitue donc clairement un majorant
du nombre de termes pouvant intervenir dans l'écriture des coefficients de
Z^ . dijQ^^P^P^. La proposition 8.2 est donc entièrement établie.
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9 Lemme de zéros et conclusion

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme de zéros de P. PHILIP-
PON (voir [Ph2], théorème 1). Nous utilisons cet énoncé de préférence au
théorème 2-1 de [Phi]. En effet, cette version du lemme de zéros permet
de gagner une factorielle de la dimension du groupe (grâce à l'utilisation des
multiplicités de SAMUEL) et donc un terme de la forme fc2^ dans l'estimation
finale. En revanche, cela nous conduit à renoncer au raffinement récemment
introduit par L. DENIS (voir [De]), car ce dernier est écrit pour raffiner la ver-
sion précédente de théorème de P. PHILIPPON. Il est toutefois vraisemblable
que ce raffinement peut être également apporté à l'énoncé ci-dessous (tout
au moins dans le cadre qui nous intéresse). Un tel raffinement permettrait un
gain d'un facteur 2^ dans l'estimation finale. On pourra noter que ce nouveau
lemme (compte tenu de l'absence du raffinement de L. DENIS n'est meilleur
(pour notre étude) que le précédent que dans le cas k > 4. Nous n'avons pas
toutefois pris la peine de distinguer les cas k < 3 et k > 4.

Nous rappelons ci-dessous son énoncé tel que l'on pourra le trouver dans
[Ph2], traduit dans le cas qui nous intéresse, à savoir un produit de courbes
elliptiques et d'un facteur Ga '.

Lemme 9.1 Soit G = Ga x <?i x • • • x <?^ plongé dans P x P2 x ... x P2,
comme ci-dessus. Soient W un sous-espace vectoriel de V espace tangent à
l'origine de G, T un entier > 1, et LQ, L\,..., L/^ k + 1 entiers positifs. Soit
enfin S un ensemble fini de points de G(C) contenant l'élément neutre 0 du
groupe algébrique commutatifG. Supposons donné un polynôme P de C[P], de
multidegré < (I/o,..., L^), non identiquement nul sur G, qui s'annule à un
ordre > (k+ 1)T +1 le long W en tous les points de I!^+1). Il existe alors un
sous-groupe algébrique connexe B de G (B -^ G), tel que l'inégalité suivante
soit satisfaite :

(codim^ (W n T.(C)))! (T + codïmw (w n rB(c))) card (S + B/B)
\ codïmw(WnTB(C)) )

x H(B; Lo,..., Lk) ̂  2*^(0; Lo,..., Lk).
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Avant d'appliquer ce résultat, rappelons la signification de la notation
^(fc+l) goient S un ensemble de points de G contenant l'élément neutre de
G, et n un entier > 1. Alors, S^ = s Z^<^ P%, Pi G S ̂ . Dans notre cas, nous
avons établi l'existence, dans les paragraphes précédents, d'un polynôme P,
non identiquement nul sur G, s'annulant le long de l'hyperplan W (noyau de
notre forme linéaire >C), à un ordre ^ (k + 1)T + 1, aux points de l'ensemble
^(/c+i)^ où S = {^(57), 0 < s < S}. Le lemme 9.1 nous assure donc de
l'existence d'un sous-groupe algébrique commutatif B de G tel que l'inégalité
du lemme 9.1 soit vraie. Commençons par supposer que Tp(G) (jt. W, puisque
le cas contraire est «moralement» couvert par la proposition 5.1. Dans ce cas,
nous avons :

(codimc (B))! (T + codimG w} card (S + B/B)
y codmiG (B) j

x H(B^ Lo, L i , . . . , Lk) < 2^(G, L o , . . . , Lk).

Ce qui donne en particulier :

(codi-n )̂, ( ̂ °W) ) , (^^___p___
^ codimc(B) j ^(^^o^"^k)

C'est-à-dire, dans le cas où B est contenu dans le produit 0 x £\ x ' ' • x <?^,
en remplaçant les paramètres par leur valeur (et en notant d! la dimension de
B et r ' la codimension de B\

(r+ l)r' £ <" + "'6 '̂- A. x ̂ 'x'A.,. c^B^ ̂ DE)) '

où les Ai sont les termes .DiS^log^) (1 < i < k) rangés par ordre croissant.
On en déduit, en minorant T + 1 par D(loK(log(B)^h+log(DE)) '

^ (fc + ̂ ^(^(loglog^) + h + log^^V-1^
0 - Ai x ... x A^/_i x C6£»(log(5) + log(£>^)) '

C'est-à-dire, en minorant DSÎ\og(y^} par :

C4£»(log(log(B)) + /i + log(Z?£;)),

.. ^ (fc + l)!6fcc7r/-l(log(log(g)) + ^ + log(£>^))
0- C4r'-lC6(log(B)+log(£>^))
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De plus si r ' > 2, on a (puisque 04 > cy) :

(fc+l)^^-1 (fc+l^cy
C4r/-l — €4

(fc+l)!6 f c( log(4(fc+l))+20)
4^+1)^8(^+1)20 '

Puisque log(i^((^)))J^g(Së)Dg) < 1 en tenant compte de la condition 2, cette
dernière inégalité est en contradiction avec la définition de U (voir proposi-
tion 5.1). Eliminons maintenant le cas r ' = 1. On a alors B = 0 x £\ x • • • x ̂ ,
et l'inégalité du lemme de zéros entraîne en particulier :

(F + 1)^3^1... Lk ^ (k + l^Lo ... Lfc,

c'est-à-dire (en tenant compte de la définition de cg) :

(fc + 1)2^ log(log(I?)) + h + log(DE)
0 - ce log(B) + log(DE)

ïog(ïog(B))+h+log(DE)
log(B) + log(DE) ' •

Mais, cette inégalité est en contradiction avec la définition de U. On en déduit
donc que B est de la forme : Ga x B' avec B' C £\ x • • • x £^. Dans ce cas, la
contradiction n' est pas plus complexe à obtenir ; l'inégalité du lemme de zéros
conduisant cette fois-ci aux inégalités :

(T+\Y ^(k+l)^———^
AI X . . . X Ar

d'où:
1 < (k+l)\6k{D(ïog\og{B)+h+log(DE)Y

C7'

AI X . . . X A^ '

On vérifie aisément que le membre de droite de cette expression est maximal
pour r ' minimal, c'est-à-dire, r' = 1. On obtient dans ces conditions :

(fe + l^cr^logOog^)) + h + \og(DE))
1 <

DS^logÇVk)

(fc+l^Cy

Ce qui donne :

1 <
C4
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Or, cette dernière inégalité est contradictoire avec les définitions de 04 et cy.

Le sous-groupe B est donc tel que ÎB(C) C W. Nous allons donc appliquer
la proposition 5.1. Cette dernière nous assure que :

/r# 4v _ i\
(r/ - 1)! ^ _ ^ card ((F(5) + B) / B ) H (a; L^..., Lf)

>(1+^)2^(G;L^.. .^);

De plus, le lemme 5.2, nous assure que L, > Cl - ̂ 3^ J ̂ f. De même, on

a F > (l - 400 -̂1 ) 2"^, puisque l'on a clairement 05 > 800fc3 + 2. On en
déduit :

(r'-l)!) T + r ~ l )card((r(5)+B)/B)ff(5;Lo,...,Lfe). ^^^ ^^ ̂  ^ i ^^^ / ̂  ^ ^.j. y^^ j^^^ . . . . .

r — 1 /

/ 1 \k l T^ -\- r' — 1
" O-ioo^TT)^-1)'; ^i

x card ((r(5) + 5) /B) ̂ H (5; L^, . . . , L^)

> fi + c} ( l 1 ^ 9 k f T ( < ^ • r # r^}
- { ] - + £ ) { i 400fc3+l^ l îJ^ 'LO '•••' l ' /c^

On en déduit que cette dernière inégalité contredit l'inégalité du lemme de
zéros (lemme 9.1), puisque :

^^-iGO^-niy = (l+2?)(l-4?Tl)fc

1 1> exp ,200fc2 400^2

1 1
^V 80000fc4 160000A; 5 / 1 '

En conclusion, aucun sous-groupe connexe B de G ne vérifie la conclusion
de lemme de zéros. Nous avons donc obtenu une contradiction, ce qui signifie
que l'hypothèse 5.3 est erronée, et on en déduit que soit :

|r(n)|^exp(-C8(7o),
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soit que u G T^(C). Dans ce dernier cas, le théorème est vrai puisque
r^(C) C W, et puisque le lemme 6.2, point (z) nous assure que le degré de
G vérifie la majoration souhaitée. Pour achever la preuve du théorème 2.1, il
suffit donc de vérifier que :

C8C5+0.01 < Ci.

(le terme 0,01 provient du fait qu'il nous faut tenir compte du changement
de forme linéaire effectué au lemme 4.1 et de Pinégalité .Dlog(B) < 0,01[/o.)
Nous vérifions directement cette inégalité pour k < 10000. Il reste donc à
l'établir pour k > 10000. Pour k > 10000, on a :

C8C5 + 0,01 < 12k(k + ̂ (logÇk + l))^.

Il suffit donc, en remplaçant c\ par sa valeur, et en utilisant la majoration de
05 obtenue page 83, d'établir :

31og(fc+l) + log(fc)+log(12)+21og(log(fc+l))

+ 2k(k + 1) log(fc + 1) + 4fc2 log(2) + 6,8k logÇk + 1)

+ l l , 3 fc+3 ,71og( fc+ l )+5 ,2

^ log(2, 9) + 6 log(10) + 6k log(10)

+ 12, 3 log(fc + 1) + 9k log(fc + 1)

+ 4fc2 log(2) + 2k2 log(fc + 1).

C'est-à-dire, après simplification :

21og(log(fc+l))+log(12) + l l ,3 fc+5 ,2

< log(2, 9) + 6 log(10) +5,6 log(fc + 1)

+ 6Hog(10)+0,2fclog(fc+l),

qui est trivialement vérifiée.

Le théorème 2.1 est donc entièrement établi.
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10 Démonstration du corollaire

Afin de déduire de notre résultat principal le corollaire 2.2, nous allons tout
d'abord énoncer une version explicite de quelques-uns des lemmes auxiliaires
nécessaires (voir [Ma-Wul]).

Rappelons tout d'abord les notations. On se donne une courbe elliptique
<?, définie sur un corps de nombres fc, de degré d sur Q, que l'on suppose munie
d'un modèle de WEIERSTRASS :

y2 =4x3 -g^ex- g^e,

et l'on note h(£) = max{l, h(js^ h{l^g^^^93,e)}' On suppose également
donnée une deuxième courbe elliptique <?*, également définie sur fc, et l'on
suppose que <?* est isogène à £. Nous noterons N le degré d'une isogénie
^p liant £ à <?*, qu'il n'y a pas de restriction à supposer minimale^ au sens
du degré. On note enfin comme précédemment f^ (resp. <ps) 1e réseau des
périodes de £ (resp. la fonction de WEIERSTRASS associée à £). On a dans ces
conditions les lemmes suivants :

Lemme 10.1 II existe un entier positif b <^ exp(2d(/i+log(4)) tel que si n est
un entier positif, et Ç un élément de ̂ /n, qui n^est pas dans Q^ le nombre
^ = Pé:(C) vérifie :

(i) ç est un nombre algébrique, de degré au plus d(n2 — 1) et de hauteur au
plus |/i(f)+81og(2).

(ii) bn2^ est un entier algébrique, et |^| < 120n2 ex.p (dh(£)) .

Démonstration : (il s'agit ici du lemme 3-4 de [Ma-Wul]). Le point (z)
est immédiat (on obtient la majoration du degré en utilisant la formule de
multiplication classique, et la majoration de la hauteur provient du fait que
la hauteur de NÉRON-TATE d'un point de torsion est nulle et de la formule
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de comparaison entre la hauteur de WEIL et celle de NÉRON-TATE (voir le
lemme 3.4). Passons à la preuve du point (n). Pour majorer |^|, écrivons
C = GJi(a + /?r), avec a,/3 ç R, et |a|, \/3\ < |». Le ç-développement de p
(et la minoration de [ù;i| obtenue page 68 à partir du lemme 3.2, relation 9)
nous donne alors :

1 ^ 1 < 47^2M-2
12

+
^2i7r(3r

-2(1 _ e2îîr(Q+/3r))

+ 4^|-2 ^
m>l

qm (\^ISr + e-2"r/3T|'\

+2E
ne—7T^/3n

(l_e-^^-è))e-^(—è)^ il (l - e-^")n>l

26-^^
< 47^2|a;l|-2 ^+

2e-^

^-^^^(l-e-^^l-e-^)(l - e-7^3

ç2î7r/3r
1-2

+ 47T- 0:1
(1 _ ç2z7r(a+/9T)^

,2i7r/3r2z7r^r / o \
< 47^2[a; l |2———-——————.+2,9exp(-d/ i(<?) .

' ' (l_e2^(a+/5r))2 p ^3 v 'y

Majorons maintenant séparément le terme qui reste à évaluer. Comme ^
est un point d'ordre n, il est clair que (tout au moins lorsque n est assez grand,

on vérifie que n > 6 convient) 1 — e ̂ i est minimal lorsque -^- = ̂ . II est de
plus clair que (toujours avec n > 6) :

. 2 (^\ ̂sin — >
\n }

0, 357T2

n2 '!

(on vérifie que pour les petites valeurs de n, la borne inférieure donnée ci-

dessus est aussi une borne inférieure de |1 — e ^i |2). On en déduit :

^2i7Tf3Tg^""/^' r^

—————————^ < ———-^ exp (TT^sm r).
(1 _ g2z7r(a+/?r))2 - 0,357T2 v /

En conclusion, on obtient :

|^| < 2,9 exp (^dhÇS)} + 115,91n2 exp(d/i(<?)) < 118,8exp(d/i(f))n2.
V ù 7
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Enfin, comme dans [Ma-Wul], on vérifie que n2^ est un entier algébrique sitôt
que g^ et g^ sont des entiers algébriques. En remplaçant g^ et ^3 par b^g^^
î^3, on obtient un nouveau modèle de la courbe <?, dans lequel ^ est remplacé
par b^. Pour avoir l'assertion du lemme, il suffit donc de choisir pour bo un
entier rationnel tel que ^ et ^ soient des entiers algébriques. On en déduit
donc l'existence d'un tel entier < exp(d(/i(<?) + log(4)). Il suffit de prendre
b = b^ pour avoir le lemme.

Rappelons maintenant la notion «d'isogénie normalisée» de D. MASSER et
G. WÛSTHOLZ. Soient £ et <?* deux courbes elliptiques définies sur un corps
de nombres k. Comme toujours dans ce texte, on fixe un plongement de k dans
le corps des nombres complexes et l'on suppose que les courbes elliptiques sont
données avec un modèle de WEIERSTRASS, ce qui permet de parler de réseau
des périodes, de fonction p etc.. .Ces différents objets sont équipés d'un if
s'ils sont relatifs à <f*. Soit (p une isogénie de <?* vers <?, et soit a l'unique
nombre complexe tel que (p se traduise par la multiplication par a au niveau
des espaces tangents. L'isogénie y est dite normalisée si a = 1, ie si le réseau
des périodes fî* est indu dans fî. Enonçons maintenant une version explicite
du lemme de normalisation de D. Masser et G. Wùstholz.

Lemme 10.2 Soit d > 1 un entier rationnel^ et k un corps de nombres de
degré sur Q au plus d. Soient de plus £ et <?* deux courbes elliptiques définies
sur k, et y une isogénie de £ vers <?* de degré N. Soit kf la plus petite extension
de k sur laquelle y est rationnelle. Le corps k1 est dans ces conditions de degré
au plus 12 sur k, et il existe une courbe elliptique <?* définie sur k 1 , isomorphe
(sur k' ) à <?*, telle que V) isogénie induite de £ vers <?* soit normalisée. De
plus, nous avons :

h(£^) ^ 78 log(AQ + 54d/i(<?) + 36 log(4)d + 127,4

< 781og(AO+232d/i(f).

Démonstration : l'assertion sur le degré de fc' se trouve déjà dans
[Ma-Wul]. Il ne reste donc qu'à calculer la constante dans l'estimation de
la hauteur de <?*. Il est donc inutile de reprendre toute leur démonstration.
Soient fî le réseau des périodes de <?, et îî* le noyau de (p composée avec
l'exponentielle de £. Le réseau fî est donc un sous réseau de fî*, et si l'on note
p* la fonction de WEIERSTRASS associée au réseau Ï2* g^, g^ les invariants
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correspondants, l'équation (6.3) de [Ma-Wul] s'écrit :

9Î = 92 + 10 ̂  ̂ (o;*), gf = g^ + ̂  ̂ w) (a;*). (24)

Ici les sommes sont prises sur un ensemble de représentants des classes
non nulles de ^2*/fî. La preuve de [Ma-Wul] revient à dire que la courbe
elliptique <?* associée à l'équation de WEIERSTRASS de p* satisfait toutes les
conditions du lemme. Nous nous bornerons ici à calculer la hauteur de <?*.
Par commodité, rappelons :

p\z) = 6p(z)2 - Ç, ^\z) = 120p3^) - ISg^(z) - 12^ (25)

(formule (6.4) de [Ma-Wul]).

Le lemme 10.1, et les relations (24) et (25) nous donnent :

|̂ | < exp{dh{£)) + ION (6 x (120exp(dh(£))N2)2 + 1 exp(d/i(<?))
^

< 5,2.106A^5exp(2d/l(<?)).

De même,

|̂ | < exp(d/i(<?)) + ^(120 x 1203exp(3d/^(<?))JV6

+ 18 x 120N2 exp(d/i(f)) + 12 exp(d/i(<?)))
< 2,42.108^7exp(3d/^(^)).

Enfin, toujours par le lemme 10.1, il existe un entier &i < exp(2d(/i(<?)+log(4)))
tel que &lA7'2^(cJ*) soit un entier algébrique, on notera de plus que par
construction de b\ {voir la démonstration du lemme 10.1), b\g^, b^ sont
tous deux des entiers algébriques. On en déduit l'existence d'un entier b =
b^N6 < exp(6d(h + log(4))7V6 tel que bg^ et bg^ soient tous deux des entiers
algébriques. Notons enfin que l'expression (24) est encore valable pour tous les
conjugués de g^, g^ puisque qu'il est loisible de travailler avec les fonctions
de WEIERSTRASS conjuguées de £. En notant d* le degré sur Q de Q(^*, ̂ *),
la définition de la hauteur donne alors :

d*/i(l,^*,^*) = ^log(max{l, |^|^, [^*|4)
v

^ rf*(log(6) + log(2,42.108^7 exp(3d/i(f)))

< d* (13 log(AQ + 9dh(6) + 6d log(4) +19,31)
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(puisque la contribution aux places finies est contrôlée par b). Comme nous
utilisons comme mesure de la hauteur d'une courbe elliptique, le maximum
de la hauteur des invariants g^, g^ et de celle de l'invariant modulaire j*, il

1 798 ^
convient de contrôler également h(j^Y Or, nous avons : j* = —3—g2—o, on

9Î -27^
en déduit :

^(j*) < log(1728) + 3%2*) + h{gf - Î7gf}

< 6^(l,^^)+log(93312)

< 78 log(AQ + 5Mh(£) + 36 log(4)d + 127,4

< 78\og{N)+232dhÇ£).

Le lemme 10.2 est donc établi.

Plaçons nous maintenant dans les hypothèses du corollaire 2.2. Quitte à
remplacer k par une extension k' de degré au plus 12, nous pouvons supposer
que les courbes elliptiques £ et <?* sont liées par une isogénie normalisée,
rationnelle sur k ' . Il n'y a pas de restriction à supposer que cette isogénie y?,
de <?* vers £ est minimale au sens du degré, (en particulier, son noyau est
alors cyclique). Fixons une base ù;i, uj^ du réseau fî, ainsi qu'une base a;*, uj^
du réseau îî*. Puisque îî* C n, il existe des entiers rationnels mij {i^j = 1,2)
tels que :

^1 = ̂ 1,1^1 + ̂ 1,2^25 ^ = ̂ 2,1^1 + ̂ 2,2^2?

^1,1^2,2 — ^1,2^2,1 = ̂ N.

On a alors dans ces conditions le lemme :

Lemme 10.3 On a :

max{|mi,i|, mi^|} < 2^/Ndh(£),

max{|m2,i|, |m2,2|} < d^/6Nh(£)h(£^),

et :

1~N
max{|mi,i|, \m^ , \m^ , |m2,2|} > l/y.
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Démonstration : (il s'agit du lemme 4.1 de [Ma-Wul]). Ecrivons r =
x + iy, et T* = x^ + iy^ (il n'y a pas de restriction à supposer que r et T*
sont dans le domaine fondamental usuel de pour l'action du groupe modulaire).
De la relation :

(m^x + mi,i)2 + (mi^)2 = N-^ (26)y-k ^

(voir la relation 4.5 de [Ma-Wul]), on tire :

î ,i ̂  ̂  < 2^ .
Vyy^ V3

On tire encore de la relation (26) :

Ny
|^i,i|(|^i,i|-|mi,2|) < ——.y*

Si rn\^\ < 2|mi^|, on a |m^i[ < -^VN' Dans le cas contraire, on a (en tenant
compte de l'inégalité y < jd/i) :

|^i,i| < V^JN^ < V2.3^VdhVN.v ?/*
d'où la première inégalité du lemme. Passons à la deuxième. On a aussi (voir
[Ma-Wul], page 11) :

\m^T + m2,i 2 = IT*!2!^!^- + mi,i|2,

qui implique :

(m2,2^ + ̂ 2,i)2 + (rn^y)2 = \m^r + m^\2 < -Nyy^.
o

On en déduit :

|^2,2| < ^\IN

Les inégalités triviales y > ̂  et ?/* < ^dh(S^) entrainent donc :

1^2,2 < ^^Ndh{£^}.
0 4
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On a également, en raisonnant comme pour la première inégalité :

|m2,i | < ^Nyy^ < d^/6Nh(£)h(^).

Ce qui entraîne bien la deuxième inégalité du lemme 10.3. Enfin, la dernière
inégalité se déduit trivialement de la relation : m\ \m^ 2 — ̂ i 2^2 i == ~^N. Le
lemme 10.3 est donc établi.

Nous pouvons maintenant démontrer le corollaire : nous allons appliquer
le théorème 2.1 à la forme linéaire :

C : -ZQ + mi^i + mi^2 - ̂ 3,

Le point u = (0,cji,c<;2,ûc;*) de C4 (i = 1 ou i = 2 suivant la forme linéaire
utilisée), espace tangent de G = Ga x £2 x <?* est un zéro de C. Le théorème
nous assure donc de l'existence d'un sous-groupe algébrique propre H de G
dont l'espace tangent est contenu dans le noyau de £ et tel que u ç îmQ.
De plus, le degré de H est majoré explicitement. Pour pouvoir utiliser cette
dernière information, fixons les paramètres entrant dans l'énoncé du théorème.

Nous poserons :

D = 12d,

log(V) = log(Vi) = log(V2) = log(V3) = 781og(AQ + 232d^(f),

log(5) = e (781og(AQ + 232dh(£))

h=78log(N)+232dh(£),

et enfin :

E=e.

Pour vérifier que nous sommes bien dans les conditions d'applications du
théorème, il faut vérifier D\og(B) > log(Vi) (condition (1)), ce qui est clair,
que h > max{/i(<?),fa(<?*)}, log(B) > eh (c'est comme cela que nous avons
défini log(B)), que log(B) > max{/i(m^i), h (m^)} (i = 1 ou 2), ce qui est
clair en utilisant le lemme 10.3 (c'est la condition (2) du théorème), que
log(V) > max{^(<?), /i(<?*)} (c'est comme cela que nous avons défini log(V)) et
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enfin que log(V) > 3n^L^ ce qui est clair en utilisant la majoration triviale de
Qm r par 1,5dh(£) (c'est la condition (3)). Remarquons que puisque le noyau
W de C n'est pas l'espace tangent à l'origine d'un sous-groupe algébrique de
G, le sous-groupe H ne peut-être de dimension 3. Il est donc de dimension 1
ou 2. Supposons tout d'abord que H est de dimension 1. Le théorème 2.1 nous
assure donc (en remplaçant k et d par leur valeurs) que son degré est majoré
par :

9, OG.lO^D^rSIogÇN) + 232dh{£) + loglog(B) + log(û))2 log(Y).

Comme le sous-groupe H contient u dans son espace tangent, il est clair qu'il
n'est pas « scindé» au sens de D. Masser et G. Wùstholz {ie. qu'il n'est pas
contenu dans 0 x £2 x 0 ou dans 0 x <?*. Le lemme d'isogénie de [Ma-Wul]
nous assure dans ces conditions de l'existence d'une isogénie liant £ à <?* de
degré au plus 9deg(I:r)2 Comme on a supposé que l'isogénie y est minimale
au sens du degré, on en déduit :

N < l ,75x lO^log^)2

x (781og(AQ + 232dh{£) + loglog(B) + log(12d) + l)4.

En remplaçant les paramètres par leur valeur, on en tire :
N < ̂ "( l̂̂ )2

^ ^ 781og(7V)+log(781og(7V)+232^(g))+2+log(12d)\4

Y 232dh{£)—————————————j

< lO93^12/^)6

(cette dernière inégalité se vérifie assez facilement ; on commence par remplacer
N par x = ^i^^e, et l'ondémontre aisément que la fonction de x obtenue
en calculant la différence entre le deuxième membre divisé par d^/i^)6 et
x est décroissante et négative en x pour x > 1093, on est donc certain que
x < 1093). Passons maintenant au cas où dim(^f) = 2. Dans ce cas, on tire du
théorème 2.1 :

degÇH) < 2,77.1049û51og(y)2

x (78 log(TV) + 232dh(£) + log(log(B)) + log(û))3.
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Le lemme (Tisogénie de [Ma-Wul] nous conduit donc comme ci-dessus à
l'inégalité :

N < 3.85 x lO^d^ïogÇV^

x (78 log(AQ + 232dh(£) + log(log(B)) + log(12d) + l)6.

Ce qui donne comme ci-dessus :

N , ,,74xlO-A(.)»(l+|^)4

/ 781og(^V) + log(781og(^V) + 232dh(£)) + 2 + log(12d)\6

x V 232dh(£) )

^ lO160^0^^)10.

Le corollaire 2.2 est donc entièrement établi.
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