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1 Introduction

A théorie des formes linéaires de logarithmes a connu de nombreux
développements depuis les premiers travaux d’A. BAKER ([Bal]).

En sus des applications plus théoriques, le fait que les preuves soient

o effectives a conduit les mathématiciens & s’intéresser & des mino-

rations explicites afin d’appliquer la théorie & la résolution de nombreuses
classes d’équations diophantiennes. Ainsi, dés les premiers travaux, on trouve
des minorations de formes linéaires explicites dans le cas usuel. Ces bornes ont
d’ailleurs été constamment raffinées au fur et & mesure que la théorie progres-
sait (on pourra comparer par exemple [Bal, IV], [B-G-M-M-S] et [Ba-Wii]).
Parallélement, on s’est apercu que rien en théorie ne singularisait le cas dit
«usuel» et que la technique employée pouvait s’appliquer a n’importe quel
groupe algébrique commutatif (on peut vraisemblablement attribuer cette idée
a4 D. MASSER (voir [Ma]) qui a étudié le cas des courbes elliptiques & multi-
plication complexes; J. COATES et S. LANG (voir [Co-La]) ont poursuivi avec
le cas des variétés abéliennes (toujours & multiplication complexes)). Bien en-
tendu, les difficultés (essentiellement le manque de lemme de zéros performant)
ont ralenti I’apparition de ces généralisations. S’il ne nous appartient pas ici
de retracer I’historique de cette théorie, signalons simplement que les travaux
de P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT (voir [P-W]) raffinés par les textes de
N. HIRATA (voir [Hi2] et [Hil]) ont conduit & des énoncés tout a fait généraux,
dont la forme est presque satisfaisante en comparaison de ce qui est connu dans
le cas usuel (pour les spécialistes, rappelons que N. HIRATA est la premiére a
donner dans ce cadre la «bonne» dépendance en «log(B)», & e-pres). Toute-
fois, il n’existe a ce jour aucun énoncé dans la littérature fournissant une
minoration de formes linéaires de logarithmes totalement ezplicite en dehors
du cas usuel. Sans doute les auteurs qui se sont interessés successivement a ce
probléme avaient en téte des applications de nature théorique. Il semble cepen-
dant qu’au moins dans le cas de la recherche des points entiers de certaines
classes d’équations de MORDELL (et, plus généralement de genre 1) la connais-
sance d’une minoration explicite de formes linéaires de logarithmes elliptiques
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soit utile (voir en particulier les travaux de R. STOELKER et N. TZANAKIS
[St-Tz], de J. GEBEL, A. PETHO et H. ZIMMER ([G-P-Z]) ou le travail de N.
HirATA [Hi3]). C’est en tout cas pour répondre & cette demande précise que
nous avons entrepris ce travail. Nous nous sommes également volontairement
limités au cas elliptique, ou des applications précises sont en vue et ou les
difficultés techniques sont moindres.

Le résultat que nous obtenons est ainsi une version totalement explicite
du travail de N. HIRATA (cas elliptique, voir [Hil]). Nous précisons en sus ce
qui se passe lorsque la forme linéaire est nulle. Ceci nous permet d’obtenir
en corollaire une version affaiblie mais explicite du théoreme d’isogénie de
D. MASSER et G. WUSTHOLZ (voir [Ma—Wul]) pour les courbes elliptiques.
Il s’agit donc avant tout d’un travail de mise au point et, en ce sens, on
ne trouvera rien dans ce texte de véritablement original, la majeure partie
des lemmes présentés se trouvant déja dans la littérature (bien entendu, la
source principale est le texte de N. HIRATA). Toutefois, il est trés rare de
les trouver sous une forme explicite, comme nous en avons besoin ici. Nous
avons donc été contraints de les prouver & nouveau, et en ce sens le travail que
nous présentons est raisonnablement «self contained», & quelques exceptions
toutefois, notamment dans la preuve du corollaire (paragraphe 10) ou nous
avons coupé au plus court et, ce qui est plus regrettable, dans la preuve
du lemme 6.1 : le lecteur se retrouvera la face a une cascade de renvois
bibliographiques, des textes de N. HIRATA ([Hi2] et [Hil]) vers le travail de
P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT ([P-W]) qui renvoient aux notations et
arguments de [Phl]...

Par commodité pour le lecteur habitué aux textes de P. PHILIPPON-—
M. WALDSCHMIDT et de N. HIRATA, nous suivons de trés pres leur plan :
on trouvera au paragraphe suivant 1’énoncé du résultat principal, au para-
graphe 3 les lemmes de croissance analytique des fonctions de WEIERSTRASS,
au paragraphe 4 les réductions propres a la technique de N. HIRATA, au para-
graphe 5 le choix d’un sous—groupe privilégié, au paragraphe 6, les préparatifs
a la construction de la fonction auxiliaire, au paragraphe 7 la preuve de trans-
cendance proprement dite, au paragraphe 8 les lemmes donnant un controle
effectif des formules de translation et de dérivation, au paragraphe 9 la con-
clusion de la preuve du théoreme 2.1, et enfin, au paragraphe 10 la preuve du
corollaire.

Nous nous sommes efforcés de donner des énoncés relativement précis,
méme la ol ce n’était pas vraiment nécessaire pour notre résultat, pour
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les lemmes qui nous semblaient pouvoir étre utiles & d’autres auteurs (en
particulier ceux des paragraphes 3 et 8). Cela donne une explication partielle
a la présence en de nombreux points de calculs intermédiaires présentant une
précision «irrelevante». Une autre explication est également que je mesurais
parfois mal I'importance finale de mes calculs intermédiaires avant d’avoir
achevé le travail et que je n’ai pas forcément pensé a les simplifier partout...
Je prie le lecteur de m’excuser pour ces lourdeurs. Un avertissement enfin. Un
certain nombre d’inégalités ne sont démontrées que pour les grandes valeurs
d’un parameétre entier. Les vérifications restantes, en-nembre fini ont été
effectuées a 'aide de « Mathematica» de WOLFRAM Research.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE






2 Notations et résultats

Soit K un corps de nombres de degré D sur Q, plongé dans le corps des
nombres complexes C. On notera Q la cléture algébrique de K dans C. Soient
également k un entier > 0, et &1,...,&, k courbes elliptiques définies sur K,
que I’on supposera munies d’un modele de WEIERSTRASS :

y? =42° — go7 — 934, G24,93: €K, 1<i<k.

On notera, p;, 1 < i < k (resp. 0;), les fonctions de WEIERSTRASS associées,
et A;j = wiiZ + woiZ le réseau des périodes de ;. On désigne par h la
hauteur de WEIL logarithmique et absolue sur PV (Q) . Rappelons briévement
sa définition : soit P un point de PV (Q). Soit L un corps de nombres contenant
toutes les coordonnées Xy,..., Xy de P, de degré d sur Q. On pose alors :

h(P) = éz:n log(max{[zolu, - - -, [zx1o}),

ol v décrit I’ensemble des places de L et ou les valeurs absolues prolongent
les valeurs absolues usuelles sur Q, et sont normalisées de telle sorte que la
formule du produit soit satisfaite :

Ve,x € L,z # 0, valog|x|2,:0; vazd.
v

v|oo

On notera jg, l'invariant modulaire de la courbe &;, 'on posera h =
max{1, h(1, g2, 93:), h(je;),1 <i < k} et on notera 7, = :?: Il n’y a pas
de restriction & supposer que 7; est un élément du demi-plan de POINCARE
9 (ie. que Sm 7; > 0). Nous supposerons plus précisément que 7; € F, ol
¥ désigne le domaine fondamental usuel de $ pour I’action de Sla(Z). Cela
suppose simplement que 1’on choisisse une base adéquate de A;, mais ne change
pas les invariants g2 ;, g3, ou a fortiori jg,. Si u; est un nombre complexe tel

que v; = (ag(ui),J?(ui)pi(ui),of’(ui)pg(ui)) € &(Q), nous noterons iz(%) la




10 S.: DAVID

hauteur de NERON-Tate de v; (rappelons que h(7;) = limn_,ooﬁh(n%-)). Nous
pouvons maintenant énoncer notre résultat :

Théoréme 2.1 En utilisant les notations introduites ci-dessus, soient £(z)=
Bozo + - - - + Brzk une forme linéaire non nulle de CF1 4 coefficients dans K,
Ul,...,ur des nombres complexes tels que v; = (1, pi(u;), pi(u;)) € E(K) C
P2(K) (ou tels que u; soit un péle de p;, auquel cas, v; = (0,0,1)), et notons

v = (L,uy,...,ug). Soient également B, E, Vi,..., Vi, des nombres réels
vérifiant :
Dlog(B) > log(V1), Vi >---2>Vj, (1)
log(B) > max {eh, h(8;),0 < i < k}, (2)
. 3|u;|?
1 i) = R T V= R g
Og(V) = ma’x{h(fﬁ) h |w1,¢|2%m ’TiD } (3)
1
. ) e(Dlog(V;))2 :
< < —— 2 1 <1< .
e < F <min Vanel ,1<i<k (4)
lw1,:[vVSm T
Si :
log|£(v)| < —C.D**2(log(B) + log(DE)) (log(E)) %!
k
x  (loglog(B) + h + log(DE))*** T] log(V4),
i=1
avec :

C =c; = 2,9.100.100% 42" (k 4 1)2K*+9k+12.3

alors L(v) est nul, et il existe un sous-groupe conneze H (de dimension d et
de codimension 7) de G = G, X &1 X -+ - X & dont I’espace tangent a I’ origine
contient v, et qui est contenu dans le noyau de la forme linéaire L, dont le
degré vérifie :

d s . d
deg(H) < Cz%DQdH(log(log(B))+h+log(DE))d+1 [ log(Vi)(log(E)) 241,
' i=1

ot I’on peut prendre :
co = 2800.4F (k + 1)F+3,

et
c3 = 3,9.10%.4% (k + 1)%k+10,

MEMOIRE 62
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Pour finir, énongons la version explicite du théoréme de D. MASSER et
G. WUsTHOLZ (voir [Ma—Wul]) qui se déduit de notre résultat :

Corollaire 2.2 Soit d un entier > 1, et K un corps de nombres de degré
au plus d sur Q. Supposons que £ soit une courbe elliptique, définie sur
K, munie d’un modéle de Weierstrafl, y?> = 4z — 92T — g3, et notons
h(£) = max {1, h(js), h(1,92.¢,93¢)}. Dans ces conditions, si EX est une autre
courbe elliptique, également définie sur K, et isogéne a &£, il existe une isogénie
liant £ o £* de degré au plus :

10160d20h(5)10.
Remarques :

e La condition (1) n’est pas véritablement essentielle. Elle sert essen-
tiellement & simplifier I’énoncé du théoreme. Elle intervient uniquement
au paragraphe 6.5 (dans la preuve de la proposition 6.9) et au sous-
paragraphe 7.3, et 'on peut s’en passer a condition de remplacer le
terme «(log(log(B)) +h+log(DE))» par «(log(log(B))+h+log(DFE) +
max{0,log(log(V;)),1 < i < k})», et le terme «(log(B) + log(DE))» par
«(log(B) + log(DE) + max{0,log(log(V;)),1 < i < k})».

e Le seul nouveau parametre qui intervient ici, par rapport aux minora-
tions de formes linéaires de logarithmes antérieures, est la quantité h.
Joint a I’entier k, il sert & mesurer la complexité arithmétique du groupe
algébrique sur lequel on travaille. Il est donc naturel de ne pas le voir
apparaitre dans le cas rationnel ou le groupe algébrique est simplement
une puissance du groupe multiplicatif (multipliée parfois une copie du
groupe additif).

e Il ne semble pas tres facile de conjecturer une dépendance optimale en
h de la minoration. D’une part nous avons normalisé les différents para-
metres afin de les rendre marginalement dépendants de h, (mais ces
conditions ne semblent pas trés contraignantes au vu d’une conjecture
de LANG (voir [L2], page 92), qui prédit que la hauteur de NERON—TATE
d’un point d’ordre infini d’une courbe elliptique est au moins de 1’ordre
de grandeur de la hauteur de son invariant modulaire; de plus, il est

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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possible de supprimer la dépendance en h des parameétres V;, & condition
de supprimer le parameétre F, et obtenir ainsi une dépendance en h de
la forme hk+2). D’autre part, la dépendance en h que nous avons mise
en exergue (ie. h**1) provient de la hauteur des équations différentielles,
et intervient exactement au méme niveau que le terme log log(B )k“, et
I’on peut raisonnablement conjecturer qu’une minoration en log(B) est
vraie. . .

e On peut enfin se demander quelles améliorations on peut espérer au
niveau de la constante finale C'. Nous n’avons pas réellement essayé
d’optimiser C, bien que nous ayons cherché a obtenir une constante
«raisonnable». Ainsi, on peut penser que sans idées nouvelles, le terme
en k** ne pourra étre supprimé. Le fait que les fonctions abéliennes aient
un ordre de croissance 2 contre 1 pour I’exponentielle usuelle, laisse peu
d’espoir du coté de la technique des «petits pas d’extrapolation». On
peut toutefois penser que cette technique permet de passer de K2k 3
k**. Mais nous n’avons pas effectué les calculs avec cette derniere. ..
Les termes d’ordre inférieur peuvent vraisemblablement étre raffinés
avec des choix de parametres plus astucieux, bien que je n’ai pas d’idée
précise sur les limites de cette méthode de preuve. Je n’ai pas non plus
cherché a mettre en ceuvre la méthode des déterminants d’interpolation,
introduite récemment par M. LAURENT (voir [Lau]). Il serait également
interessant de voir ce que pourrait donner les méthodes issues de la
théorie d’ARAKELOV développées tres récemment par J. B. BosT ([Bo)).

e On notera que I’exposant en h est moins bon dans le corollaire ci-dessus
que dans le théoreme de D. MASSER et G. WUSTHOLZ : en effet, nous
utilisons une forme linéaire alors que ces derniers travaillent avec deux
formes simultanées. Il ne fait aucun doute qu’une version «simultanée»
du théoreme 2.1 donnerait ’exposant au pire 6 (il n’est pas exclu que
pour obtenir I’esposant 4, il soit nécéssaire de faire un meilleurs choix de
parametres) au lieu de 10 et, vraisemblablement une meilleure constante.
En revanche, il ne semble exclu en revanche qu'une simple application
d’un résultat de ce type permette d’obtenir ’estimation en A% qu’a
obtenu dans ce cadre F. PELLARIN ([Pe]).

MEMOIRE 62



3 Quelques lemmes auxiliaires

3.1 Choix du groupe algébrique

Soit G, le groupe additif que nous supposons muni d’une Q-structure.
Identifions G,(C) a C. Nous obtenons alors le plongement projectif :

C — PYC)

z — (1,2).

Soit 7 un élément du demi—plan de POINCARE $. On notera o, gp;,
les fonctions de WEIERSTRASS correspondant au réseau «normalisé» , ie.
A = Z + 7Z. On utilisera également pour les estimations de nature analytique
la fonction ¢, définie par (on pourra se reporter a [L1], page 246, pour une
définition de n et plus de détails sur la fonction ¢) :

1 .
or = 6_77]22.6”2.0'-,-(,2).

Si £ est une courbe elliptique, donnée par une équation de WEIERSTRASS
(de la forme y? = 4x3 — gox — g3), de réseau de périodes = w1 Z + woZ, nous
noterons g, la fonction de réseau :

nz
ve(z;wr,we) =€ °°

2
1 (“’_21) emﬁa(z, Q).

1
2

Les relations suivantes permettent de passer des fonctions g, ps aux
fonctions normalisées ¢, gor :

we(z) = wipr (u%)
pe(z) = o (Z).

\1‘) )
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Lorsqu’aucune confusion ne nous semblera possible, nous omettrons 1’in-
dice £ ou 7 attaché a ces diverses fonctions. Il est clair que ¢ est, au méme
titre que o un «dénominateur» de p.

En identifiant 1’espace tangent a 1’origine T, (C) de la courbe elliptique
&; introduite au paragraphe précédent a C, nous obtenons un plongement
projectif de &(C) dans P?(C) via I’application :

$;: C — P?
Zz F (cp?(z),go?(z)goi(z),cp?(z)pé(z)),

avec ¢; = @g,;. Notons maintenant G, le groupe : G = Gg X & x -+ x &
qui est encore muni d’une Q-structure. Modulo identification de Tg(C) avec
Tg,(C) @ Te, (C) @ --- @ Tg, (C) = CFFLl, nous obtenons une immersion
analytique @ :

k —
&: C*'=Tye < Plx (IP’Q) e
(20, 215--,2k) — ((1,20),®1(21),--., Pr(2k)),

dans un espace multiprojectif IP. Lorsque le besoin s’en fait sentir, on en déduit
aisément un plongement projectif de G, via un SEGRE.

3.2 Croissance des fonctions de Weierstrafl

Les énoncés qui suivent sont pour la plupart des versions explicites de
lemmes auxiliaires que I’on trouve dans [F-P]. Les preuves suivent de trés pres
celles de ces auteurs. Par exemple, les estimations (5) et (7) sont des versions
explicites de leur «o»—lemme (lemme 7). En fait, nous utiliserons pour des
raisons de commodité la relation (7) de préférence a la relation (6). Nous ne
donnons donc une version explicite de cette derniére que par souci d’exhaus-
tivité. On trouvera dans [Davl], théoréeme 3-1, un analogue (non explicite) de
ces estimations pour les variétés abéliennes principalement polarisées, équipées
d’un modele de JACOBLI.

Proposition 3.1 Pour tout 7 € § et tout 2 € C, on a les relations sui-
vantes :

#()|,

max {

A (2)eh ()|}

< 3, 33637r( QTZ T +|Sm z|+g"11 —~|Sm 212) .

)

P (2)pr(2)],
(5)

MEMOIRE 62
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maX{ ¢3(2)| wi(zm(z)(, @i(z)p;(z)l} o
> 7 x 10~ 4em(-2519m 7=8I3m 21+ = |Sm 2I).
2 10”2 —ZQ3m T, —47|Sm 2|
Ve 7.+ 77, ng(z)’ > T e 5 e ‘ (7)

+ lpr(2)]

Démonstration : rappelons que la fonction ¢, (z) est égale & la fonction
67%7’1(7)22@"”07(@ et que donc ¢, (z) possede (voir [L1], page 247) le déve-
loppement en produits infinis qui suit :

= 1

1 ) 2 00 ) o0 '
prla) = g (2 - 1)T] (- qn) <L) [T (- 7).

(on pose comme cela est classiquement fait, ¢ = €27). Soit z € C, il existe
alors m, n entiers et zg € C tels que z = 29 + m + nT et zg = s + t7, avec
s,t €R, et |s], |t| < 3. On vérifie que ¢, (2) et ¢, (20) sont liés par la relation :

(_1)n6-2i7rnzoe—i7m(n—l)r

or(2) = ©r(20)-

e Nous allons tout d’abord majorer ¢ (zp) :

1
1—qm

1 ) o0
[or(z0)| = 5= | 1| ]
1

2 o0
H ’1 - e—?ﬂ't%m ‘r+2i7r(s+t§R(T))qn
1

00
% H ‘1 i e27rt%m T—2im(s+tR(T) qn’
1
< L‘G—QW‘\‘rmzo_}_l‘ﬁ 1
>~ 2
2T 0 (1 — e—2mnm 7')
« (1 + 6747rn3m7 + (eAQﬂ't%mT + e?rrt%m T) e—27rn%m T) )

Comme 7€ F, Sm 1 > @ On en déduit :

= 1

00
H (1 — e—2mnSm 7)2 < I;I

1

1
(1 — e‘”\/g”f .

Par ailleurs,

1
1 < —7rn\/§ —27rn\/§
Og<1_e—7rn\/§) =€ Te !

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



16 S. DAvID

et donc :

o0 1 Q(Z‘;’ e—wn\/§+e~27rn\/§)
H 3 S €
1 }1 - e—”‘/g"'
2e—7r\/§ 26—21\'\/5
= e 1—(3"7"\/§ 1—6_27r‘/§ S 1, 0088-

Nous majorons encore comme précédemment :

ﬁ (1 + 8—47rn8‘m'r + (6—27rt3‘m7' + e27rt%‘m T) e—27rn%m 'r)
1
< ﬁ (1 4 e 2V3m 1,00446—”\/5("—%))
1
\/§7|'

6—2\/§7r 4 e 2

& +1,0044 =—=———
< el-e~2V3m 1-e=V37 < 1.069.

En combinant ces inégalités, on obtient la majoration :

[pr(20)] < 0,172 (1 4 e72r3m=0)

En remplacant le facteur d’automorphie par sa valeur, on en déduit
donc I’inégalité :

[pr() < 0,172(1 + ¢~ 2m9m 0)r(2n0m s0+7dm r—nm 1)

(Sm2)? |
- 0 17267r Sm o TIS™ 2] e~7r(n%m T+23m T+|n+t|Sm ‘r)
- )

(Sm 2)2

(1 +e—2ﬂ't§‘sm‘r> < 0,26€7r< Sm T

Sm T
+|Sm 2|+ )

X

En effet, si n > 0,
e—w(n%m T+2Sm T+ ntt|Sm T) (1 + e 2mtSm 7

2
— e—ﬂ'%m T(2n+t +t) 1+6——27rti‘sm7‘)

_3n8m T 7 o
< e T a4 4 A™IMT
_3nSm T am T
< 2e 4 < 0,2¢ 4
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Sin=0ett>0,

—w(n%m T4+t23m 74+ |n+t|Sm 7') (1 + e~ 2mtSm T)

e
— e—'lr%m T(t2+t) (1 + 6—27rt9m 7‘) <2< 1’ 16"%4717“-
Sin=0ett<0,
e—ﬂ'(n%m TH2Sm 7+ |n+t|Sm T) (1 + 6—27rt%m 7')
— e—‘n’%m T(tQ—t) (1 + e—21rt%m T)
< 2T —nSmr(P-t+])
+ e%e—ﬂ'%m ‘r(t2+t+%)
m T _nSmrT wSm T
< eTET (147 FT) <1,507e™%

Reste enfin le casoun < 0 :
e—ﬂ(n%m T+t23m 7+|n+t|Sm 'r) (1 + e 2mtSm T)
2
— 6—7r%m T(t —t) (1 + e—27rt%m T)

TIm T

< 1,507e 4

Ce qui donne :

3r(Sm z)2 3nqm T
lpr(2)> < 0,0176 <e—%m +3m(Sm 2|+ 555 >

Majorons maintenant |¢3(2)p,(2)|. Comme :

SOT(Z+%>SOT(Z—%)

¢2(3)
(cette relation est évidente & partir de [L1], page 243), la majoration
de p3(2)p,(2) découle immédiatement de celle obtenue précédemment

pour ¢,(z) sitot que 1’on dispose d’une majoration de g, (1) et d’une
¥ 2

F2(2)pr(2) = pr (;) 2(5)

minoration de ¢, (%) Pour minorer ¢, (%), il suffit de reprendre la
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formule donnant le développement en produits infinis de ¢, (2) :

A0 - el
Hi ey

1 (1+e W\/_”) 1

v

Comme :
log (1 — €W7T\/§n) > _2e~7r\/§n _ e—37‘!‘\/§’n

on en déduit :

—7mV3 —37v3
1 1 —4 e -2 e
o (‘)[ Ze 1emVBe 18 > 0,312,

v

2 T

Pour majorer o, (%), il suffit d’utiliser le g—développement (voir [L1],

page 46) :
1 e2i7rz
— 42| = -
pT(Z) = 4 12 + (1 _ 621'7rz)2
217\'2 m —2imz ,m n
q € q nq
+ + . ~2
mz>1 1— eszzqm) (1 _ e~217'rzqm)2 nEZ:l 1-— q"

En remplagant z par %, on obtient alors la majoration :

1 i ~7"771\/5 ne~7r\/§n
(5)] < 4 —+2 iy
@) < e ey R e

- i,
< 4r? 1+4—€———3 < 7,274.
5
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On obtient donc en combinant les inégalités précédentes :

02 (2)pr (2 ){ < 0,309¢4mSm TH3TISm 2|+ 57— |Sm 2|?

Passons enfin a la majoration de |p3(2)g)(2)|. Pour cela, nous al-
lons tout d’abord établir une majoration pour |¢’(z)| (bien entendu, la
formule de CAUCHY donne une telle majoration, a partir de la majo-
ration déja établie pour |p,(z)|, mais au prix d’une perte). Il suffit, 1a
encore, de majorer ¢/ (zp)| et nous partons toujours de la formule de
développement en produits infinis :

o) = el (- [l )
e 9] (9]
2> I (@)

w1 (1= a7 22 netnm

y ﬁ (1 _ g-2inz qn> (_ o (ezmo B e_zmo)) _

n=1,n#m

On en déduit donc :

‘62171'20

|7 (20)] <

ﬁ—l_ﬁ‘:l _eZiwzoqn‘ ﬁ‘l _ e—2i7rzoqnl
1 Il_qn|2 1 1
4 ﬁll 21—[‘1 217rZoq ‘H‘l —2171’20 ’

1

2imzg _ ,—2imzg
q" (e e )|

2imzg
X 1 : .
‘6 Tnz>1 e2z7rzoq ) (1 _ e—217rz0qm)|

C’est—a—dire :

V3.,

2e—7V3 30—27V3 T
lpr(20)] < elfe—m/ﬁ’L “2nv3 TR 205 —2mSm 2

T —_—
V3
—-7V3 —27v3 -5 T
2e e
i el—e*""\/g o \/—+1 0044 — 73

1, 0044e—”\/§(m—%) (e—mm 20 4 1)
w2t (11— em2mvam —1,0044e~V3(m=2) )
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Ce qui donne,

oL (20)| < 1,079 [0, 072 (e—mm 20 4 1) 4 e~ 2rSm ZO] .

En tenant compte du facteur d’automorphie, on en déduit la majora-
tion suivante pour |, (2)] :

1P (2)] < 1,079e2mnSm z0mn?Sm r—anIm 7

x[0,072 (e72mm 0 4 1) 4 g72mIm 0],

Ce qui nous donne, en remplacant z par sa valeur et en effectuant une
simplification :

m22
|‘Pfr(z)‘ < 1,0796ﬂ-(}%mT IS zl)e_ﬂ'(ngm T+t2%m‘r+|n+t|5‘s‘m7)

X

[O, 072 (6_2”9‘"‘ zo 4 1) + —2mSm zo}

2
el +l%mzl+—”g£'”)

< 1,197e7r< Smr

On peut donc conclure et majorer la derniére fonction qui manque, a
savoir |p3(2)) (2)] :

e () =
(3)
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Ce qui donne :

1 2
BN < 4x 1197 (5555) 0.26°
y W(Slg: i|2+3|3‘m z|+37r9;1m'r)
[

3Q‘mz2+3% +31r$‘m7')

S 3, 33€7r( Im T I mzl 4

(on vérifie cette identité en dérivant la relation page 243 (avec a = 3) de
[L1]). La premiére inégalité de la proposition 3.1 est donc entiérement
démontrée.

e Passons maintenant & la preuve de la relation (6). Comme précédem-
ment, écrivons z = zg + nT + m, n, m éléments de Z, et zy € C tels que
20 = s+1t7, avec |s|, [t| < 1. L’idée de la preuve est tres simple : il suffit
de remarquer que @, a pour lieu de zéros le réseau de périodes associé
a 7, et donc en imposant a z d’étre «loin» de ce dernier, on va pouvoir
vérifier que (3 (z) vérifie la minoration recherchée. Dans le cas ol z est
«proche» du réseau des périodes, on prendra 3¢ (z), qui n’a pas de

zéros sur le réseau de périodes.

Calculons |¢-(20)] :

_ = Tz
lor(20)] = o e 1\1;[ 1—gn
00
% H 1— e—27rt8‘m T4+2im(s+tR(T) qn‘
1
00
5 H 1— e?ﬂ't%m T—2i7r(s+t§R(‘r))qn’
1
1 2imzg - 1
2 % € _lilzl (1+e—2rn%mr)2
% (1 . e—47rn8‘m7' _ (e—Qﬂ*tE‘smT + letS‘m 7') e—27rn%m T) )

Comme 7 € §, on en déduit :
_ 26‘""\/§
>e 1-e-™3 >(),99.

ad 1

[
H (1 + e—2mnIm 7')2 2 1:[

1

1
(1 =+ e"”"\/g)2
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De méme,
0
—_ (3 _ <k —_ ¥
H (1 —e 4mnSm T __ (6 27tIm T + e27rt\ym 7‘) e 2mnIm 'r)
1

> ﬁ(l e 2mV3 _ 1 00443 (”—-))
1

-2 ™3 4
3 ~1,0044-£ “3e ikl
> 6 1— e‘2 V3 v 1_e—4mV3

—nv3
~1,0044% T2 91 00442 4 f
X e l—e—27V3 e—37 > O 93

En conclusion, on obtient :
o7 (20)| > 0,146[1 — 20|,

Supposons maintenant que |1 — e2i”z0| > % En tenant compte de cette
hypothese, on a :
|‘PT(ZO)| > 0,073.

Dans le cas général, on déduit du facteur d’automorphie,
or(2)] > 0,0732mSm (z0)+an(n=1)3m 7

Ce qui donne :

(Sm z)2

lor(2)| > 0,073e"< Smr

—|Sm z[——\sm ‘r)

En élevant au cube, on obtient :

Im T

3 (sz) ™m ——\s T
o] = 3,8 101 (T -tom )

<3 @m 2?30 2|-2,519m r)

> 7x107%e

)

en effet, pour avoir cette derniere inégalité, il suffit de se convaincre que :

3,8 x 1074 > 7 x 1074~ 0:26mSm 7

)

ce que I’on vérifie aisément, en minorant Sm 7 par

)

Il reste donc & traiter le cas ol |1 — e%720| < 1. Calculons dans ce cas
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|02 (20)¢"(20)|. Nous disposons déja de la minoration :
[pr(20)° = (0,146)°[1 — e*™0°.

Par ailleurs, on a :

2imzg 4Tz

2ime dime
(1 _ eZivrzo)Q + (1 _ eQiﬂzO)3

ol (20)] = d4n?

27:,n.qm62i7rzo 2iﬂ_qme—2i7rzo
=ola- eZimogm)2 (1 — e=2imz0gm)2

2me4i7rz0

n 4imq dimq
= (1 — qme2i7rzo)3 (1 —q™e~ Zzﬂzo)?)

2m g —dimzg ‘|

Commengons par majorer :

2?:7I'qm62i7rzo Qiﬂ.qme—%ﬂzo
Z (1 _ e?irrzoqm)2 + Z (1 _ e~2i7rz0qm)2
m2>1 m>1
—27(m+t)Sm 7
€
< 2 .
> ng Il — qmeanzoP

e~ 2m(m—t)Sm 1

+ 2r Z Il _ me—217rzo|2

m>1

2x1, 004471'2 Z m—1)

<
(1 —e 737r> m>1

2 x 1,00447 e”

— 21 _ o,—278m T
(1—6\/7_“> l1—e

TSm T

vw%‘;n'r 2 % 1 0044w 1

— e—TV3
(1—6_T7T> 1-e

am T

< 7,27e” 2

IA
)
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De méme,

m>1

On en déduit donc :

lw?(zo)@’(zo)l

En effet, comme |1 — e

MEMOIRE 62

2m €4i7rz0

dimq
Z (1 _ qme2i7rzo)3

>

v

>

>

S.

DaviD

dim 2m6—4iﬂ'zo
+ Z qm —2im2p)3
i (1—q™e 0)
—4r(m+t)Sm T
€
< 14 -
> ﬂ-gl Il _ qme2z7rz0|3

e—4r(m—t)Sm T

+ 4 Z |1 _ qme—2z‘7rz0|3

4 x 1,0044~

"

m>1

— Z —47r\rm‘r m )

1—e" @ﬂ’> m>1

4x1,00447r e~ 2mSmT

"

IN
®

< 4,

0,146° x 47 ]inez’mou — €220 4 4imetit0
0,146% x 472 x 7,28¢" " 2
0,122 x 2re=2mSm 7

1 3
0,122 x (§> 7,28¢~

_w%‘;nr 4 x 1 0044 e 2

3 —4nIm T
\/_ 1_6
1—e 2 ")

S

3n

(1 — e_T'”> 1—e~2mV3

TSm T
2

5x 10 3¢~

nSm T

. 3
1— 62171'20

1+ e2i7rz0

xSm T

07 1226—27#371’1, T [37.(_ _ 0, 9le™ ‘"gm L +271tIm 7':[

0,122 37 — 0,91~ 7(32)]

2im2zg l <

1

< 3, 0n a |1+ e%™| > 3. De plus, on
déduit encore de I’inégalité |1 —

e?m#0| < 2 que [e%™0| > 1 et donc,
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—2mtdm T > —log 2, ce qui donne :

. log) _logl2)
~21SmT T /3

On en déduit aisément :
|03 (20) 9’ (20)] > 0,122 x 8,95e70267Sm T > 1 (ge=0:26mSm 7

En appliquant le facteur d’automorphie, on en déduit le résultat cher-
ché : )
3 S 3ri1Gm 2]-2,51S
1216/ (2) 2 1,097 Frm A-astom )

ce qui établit la relation (6).

e Il reste & vérifier la minoration (7) : comme
|<P$(z)| — e47m%‘m zoe27rn(n—1)§m T|9072-(z0)| > e—47r|%m z| |<p,2,(z0)|,
et que p est périodique de période Z + 77, il suffit d’établir que

> 102 .
~ 1+ |p(20)]

™
—5S8m T

|02 (20)

pour avoir la relation (7).

Supposons tout d’abord que 29 = s + t7, avec |s| < 1 et |t| < 1 et
calculons :

ar 7 (24 3) or (2= 3)
¢2 2) = i )
) ~3)
La fonction 19 admet le développement en produits infinis suivant :

) oo (1 — 2imz n——% 2 1— —%imz n—% 2
Pa(2) = —eQWIII( €9 (1>q(n%)e4 q )

Pour établir ce g—développement, on procéde comme suit. On commence
par déduire de [L1], page 243 que :

Ao (2) = or (3) #2) — (o).
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Le g-développement de 2 se déduit alors aisément de celui de ;.
Comme |t| < 1,

; _ < _ x _ Tk
|e2z7rzo| — e~ 2mtSm T >e 2r[t|Sm T > e 3IMT,

On obtient alors facilement :

T Cy, s ]. s 3 4
[W2(20)] > e 25" 7]] — [ (1- e—”("—z)\/@)
1 (1 + e_”(’h?)\/g) 1
e e GRS A%
> e‘%gm ‘l'e lje—rr 3 6‘_ 1ie—m/§h 1—e—27V3

> 0,21.e"25m7,

Si maintenant zy = s + t7 avec cette fois—ci 3 < [t| < 1, nous allons
considérer la fonction v¥; dont la définition est :

or(z+1)er (2-3)
wl(Z) = - 2 (1 )
e ()
et le développement en produits est (pour établir ce développement, on
procede comme pour la fonction )g) :
1

L/ gins 2 0 2irz )2 ~2inz, )2
—Z(e -{-1) Il_[mlz[(l-ke q) (1+e ”q”)

Nous minorons encore ¥; comme précédemment :
: Cra
\62””’0-{-1)21—6 FSMm T

Et donc :

ol 2 L (1-e ) [

Pour minorer ¢, (20)?, il suffit maintenant d’utiliser la formule classique :
©2(20)p(20) = €ip?(20) — Yi(20). i =1,2
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(ici, e; désigne p (%) sii=1etp(F)sii=2).

Nous disposons déja d’une majoration pour |ep|. Il nous reste & majorer

|62| .
i i
_nmv3 —ﬂ(m—%)\/g
lea] < dm? ﬁJF—%‘FZmzl € T v
( o 3) (1 —W(m—g)ﬁ)
l—e —e
N 47r2 e—ﬂ(m+%)\/§ Z ,nle—ﬂ'n\/g
2 _
m>1 (1 e “(m+%)‘/§) ns1l—e /3
_1_..\/5 _11'\/5
< An? | L4+ —= 232+ \g?_
<1—e"T> <1~e‘%—> (1-e-7V3)
37vV3
- V3
+ 42 e 2 +2—=¢ | <9,62.
<1_e—31r\/§> (1e-rv3) (1—e-mv3)
D’ou,

[¥i(20)] < I3 (20)] (9,62 + |p(20)]) -
On en déduit donc :
0,1

)] > g o, oy

-%SmT

La proposition 3.1 est donc entierement établie.

Nous aurons également besoin de quelques autres lemmes de nature ana-
lytique.

Lemme 3.2 Soit 7 € § tel que j(1) # 0 et w1 € C. On dispose alors des
estimations sutvantes :

1
(12]g2 (w1, Tw1)|)

L

jwi| < MB=ETIM T (1) |73 (8)
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1 o
|w1| > T 617825—%7r\sm TIJ(T)I% ‘ (9)

(12]g2(w1, Tw1)[)2

Sij(r)=0,deT= 62%, alors :

S
fry
w
~
<
3
—~
&
[
®
o
3
N—
~—
ol

Démonstration : ce lemme est immédiat & partir du A-lemme (lemme 4)
de [F-P], et des relations : wf = _92(r) _ o go(7)® = LB%@.

g2(w1,w17)’

Lemme 3.3 Soit 7 € 3, et z € C, tel que |2| < 1—10. On a alors :

0,
lpr(2)] > 2P

[\V)

Démonstration : le g-développement de p,(z) nous donne la minoration :

4,n.262i7rz
z > |—
ol 2 |
1 x e—mV3m ne~"™mv3
— dr? | 425 ) e S
12 m>1 (1 _ e%— 37rm) n>1 1— e—r\/gn

Les calculs précédents nous permettent de majorer aisément le terme entre
crochets :

9 [ 1 x e—TV3m ne~™V3

4° | — + 2€5 + 2 _
12 gl (1 - cf=vam)’ r; 1 —emmvin
1 2% —mv3 -3

S 47T2 A + ¢ 1 9 € + 2 © 3 S 47 3.
12 (1-em(5-8)) (1~ e~™V3) (1-ev)
On en déduit donc :
> 42 ¥
lor(2)| > 4m 1= etz 4,3.
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Par ailleurs, on a |1 — ¥ = |2inz| ‘1 + Y02 (2”2#' On en déduit

|1—e?m2| < |27 ‘T()E_%r , en tenant compte de 1'inégalité |2| < 5. En mettant
ces inégalités ensemble, on en déduit :

ce qui entraine :

Le lemme 3.3 est donc établi.

Lemme 3.4 Soit £ une courbe elliptique, définie sur un corps de nombres K,
de degré D sur Q donnée avec un modéle de Weierstraf$ sur K :

E:  y? =423 — gox — g3.

Notons h = max {1, h(1, g2, g3)}. Alors, pour tout point P € E(K), on a :

—Zh —5log(2) < h(P) — h(P) < gh + 8log(2).

Démonstration : c’est essentiellement le théoréme de H. ZIMMER (voir
[Z]). La seule différence est qu’il prend pour modeéle une équation de WEIER-
STRASS de la forme : y2 = z3 4 az + b, et qu'il prend pour h la hauteur
du point (1,+/a, ¥b). On obtient donc ce lemme immédiatement, une fois les

normalisations nécessaires effectuées.

3.3 Dérivations

Soit ¢ = (z1,...,%,) € C", et f une fonction méromorphe dans C"; on
note alors : .
of
D.f = Ti——.
=Yt

Soit V' un sous-espace vectoriel de C". On dit qu’une fonction f, analytique
au voisinage d’un point z de C" a un zéro (ou s’annule) en z & un ordre > T'
le long de V §’il exite une base (x1,...,xy) de V telle que :

Dij o0 DY, () =0,
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pour tout h-uplet t = (t,...,%3) de Z" vérifiant :
Vi, l1<i<ht;>0; [t|=ti+ - +t,<T.

On dit également qu’une telle fonction f a un zéro d’ordre exactement T en
z le long de V si de plus il existe une dérivée d’ordre T' de f (de la forme
précédente) ne s’annulant pas en z (on dit également que « f est d’ordre exact
T en z le long de V' »). Ces définitions ne dépendent clairement pas du choix de
la base (1,...,xp) de I'espace V. On utilise ici les notations P, @, introduites
au paragraphe 3.1. Le lemme qui suit est une version explicite du lemme 2.2
de [Hil], qui est un des points clef de la méthode de N. HIRATA.

Lemme 3.5 Soient H un nombre réel > e, Lg,...,L, des nombres réels
positifs, et | un entier > 1. Soient encore x;, (1 < i < 1), | points de CF*1,
t = (t1,...,t;) € Z', t1,...,t; > 0. Soient P un polynéme, élément de C[P]
de multidegré < (Lo,...,Lg) dont les coefficients sont de modules < H et

v = (vg,...,vx) un élément de Ck+1. Fizons les notations suivantes :
£0 = max{l, |IE1’0’, ) ‘$l,0|}7 51 = maX{L |xi,j’a 1<:< l, 1< ] < k},

t t t
DL =Dl o---oDli, T= )Y t,
1<i<l

My = min{Ly, T} et enfin, F = Po®. On a alors :

log|DgF(v)| < Mylog(&) + Tlog((k + 1)&T) + Lolog (|vo| + 1)

2
k (—v‘— +1) s 1
3rL; | Al 2 (|2 1) +59
+ zljwz S 7 +<w1,i+ +4\sm7-
k k

+ (3,6+Dh)Y Li+logH+ > log(L; +1).
1 0

Démonstration : grace au lemme 3-1 de [P-W], on a :
D% (F()| < (k+1)7g"0eT

9\ g \™
(7) oo lam) o

X max{

7’T|:T70STOSMO}7
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(comme cela est classiquement fait, nous notons || la somme |t| = -5 7).
Les inégalités de CAUCHY permettent de majorer le membre de droite ; posons
g(z) = F(v + z), on obtient alors :

1ogmax{ ‘(%)m oo (%)m (9(0))‘, | = T,0 < 1o < MO}

< log (T'sup{lg(2)],|zi| <1,0 <i < k}).

Le lemme 3.1 et les relations liant ¢, (2) (resp. pr,(2), ¢}.(2)) & vq,(2) (resp.
00, (2), 9q,(2)), et les hypotheses faites sur F, permettent de majorer 1’ex-
pression ci—dessus par :

TlogT +log H + L log (|vo| + 1)

2
k (& +1) v 1
g 3nL; | M2l 2 4 [ 4+1])+-SmT
+ T et Sm T Wi, 4\s

k

+ (log(3,33) + 3log (max {1, jwy ;|,1 < < k})) ZLi
1

k
0

Le lemme 3.2, inégalité (8), donne :
log(3,33) + 3log (max {|w1],1 <i < k}) <3,6+ Dh.

On obtient donc le lemme 3.5 en combinant les inégalités précédentes.
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4 Laréduction de N. Hirata

Lemme 4.1 Pour démontrer le théoréme 2.1, on peut supposer k > 1. De
plus, il n’y a pas de restriction & se ramener d une forme L' vérifiant :

e La forme L' s’écrit :

L'(z) = —z0+ Biz1 + - + B2k

o Tous les coefficients de L' sont dans le corps de nombres K, et de hauteur
logarithmique absolue < 2log B ; de plus les 8], 1 < i < k sont tous de
module < 1 si le coefficient By de la forme linéaire d’origine L est nul.

o Tous les coefficients de L' sont non nuls.

Par abus de language, on notera par la méme lettre L la nouvelle forme linéaire
ainst construite.

Démonstration : il s’ agit essentiellement du lemme 4-1 de [Hi2]. Cepen-
dant, dans le cas particulier que nous traitons ici, cette réduction est tres facile
(on pourra comparer avec [Hil]). On part de la forme linéaire :

L: L(z)=Poz0+ Prz1+ -+ Brzk,

et soit k' le nombre de coefficients 3; (i > 1) non nuls. Si k¥ = 0, le
théoréme 2.1 est banal (puisqu’il est alors un corollaire immédiat de 1’inégalité
de LIOUVILLE pour (). On peut donc supposer k' > 1 et, puisque minorer :

k
Bo+ > Biui
=1
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revient & minorer :

Bo+ >, B,

1<i<k,B;#0

on peut supposer que k' = k (quitte & remplager le groupe Hle &; par
[Ti<i<k ;20 €i)- Toutefois, contrairement & N. HIRATA, nous précisons ce qui
se passe lorsque la forme linéaire est nulle en u. Nous ne pouvons donc arréter
I’argument ici : dans le cas particulier ou la forme linéaire d’origine est nulle
en u, supposons que nous ayons démontré le théoreme pour la forme linéaire
déduite de £ par suppression des coefficients nuls. Nous sommes donc assurés
de l’existence d’un sous-groupe H’' de G, x [Ti<i<k .0 €is dont I'espace
tangent & 1’origine contient le point v’ déduit de v par oubli des facteurs
correspondant aux (3; nuls. Le sous-groupe H de G, X [[j<;<; & défini par
H = H' x [l1<;<k ;=0 & convient. En effet, son espace tangent & I’origine
contient le point v, est contenu dans le noyau de la forme linéaire. Enfin, il est
immédiat de constater que l'inégalité requise pour le degré de H est assurée
sitét que 1’on dispose de celle pour le degré de H'. La réduction de N. HIRATA
permet donc bien d’étudier également le cas ou la forme linéaire est nulle. Soit
maintenant m, 0 < m < k tel que (3,, réalise le maximum en module des j3; et
posons :

k ﬂ
L L'(z)=> —z si Bo # 0,

k 3;
L L(z)=—2+ Z Lz sify=0.
im Om
(par abus de language, nous notons encore L la forme linéaire ainsi modifiée;
cela n’aura pas d’incidence, car dans toute la suite du texte, nous travaillerons

exclusivement avec cette nouvelle forme). On définit également un point u de
T (C) par :

u = (O,ul,...,uk) si ﬂozo,
u=(lug,...,ux) sify#0.

k

Bo+ > Biui

=1

Dans ces conditions, il est clair que minorer la quantité
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définie dans 1’énoncé du théoréme 2.1 revient & minorer :

£ (w),

pour la forme linéaire £’ comme elle est définie ci—dessus (a un facteur |/8—1n|
pres). Nous épargnons cette fois au lecteur la vérification (facile une fois
encore) du fait que cette réduction est licite dans le cas ou la forme linéaire
est nulle.

Les coefficients de la forme linéaire £’ sont donc tous plus petits que 1 en
module si Gy = 0, et tous non nuls. De plus, ils sont clairement dans le corps
K, puisqu’ils s’écrivent comme quotients d’éléments de K, et leur hauteur
logarithmique est manifestement < 2log(B). Le lemme 4.1 est donc établi.

Rappelons maintenant 1’intérét de cette construction : dans les preuves
classiques, on exploitait I’hypotheése (& contredire) que L(u) est petite de la
fagon suivante. On commencait par écrire :

pour remplacer uy par 0 dans la fonction auxiliaire et utiliser une formule
d’interpolation. Dans [Hi2|, N. HIRATA écrit plutot (en «rajoutant» un facteur
G, supplémentaire) :

z_1 = Bo+ Prur + - - + Brug.

Si en apparence on n’a absolument rien changé a la situation, cette écriture
lui permet d’exploiter le fait que les dérivées d’un polynoéme sont nulles sitot
que l'ordre de dérivation dépassent son degré, ce qui n’est pas le cas pour
une puissance d’une fonction abélienne. On a de plus besoin de travailler
avec des coefficients de module plus petits que 1 (ie. < 1) pour une raison
raison d’apparence technique, mais cruciale. Plus précisément, dans le cas ou
le point u est une période de G modulo un sous-groupe algébrique, on ne peut
se contenter de faire une extrapolation classique; on extrapole donc «sur les
dérivations» et non «sur les points» (c’est le cas dit «périodique», voir § 6.1,
et § 7.2). Pour ce faire, il est nécéssaire de travailler le long d’une direction
transcendante et il faut donc contréler la taille d’une matrice de passage
ramenant & une base algébrique de ’espace tangent. C’est pour parvenir a
ce controle que l'on est obligé de supposer que les coefficients de la forme
linéaire sont bornés par une constante absolue. On se reportera a [Hi2] pour
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plus de détails. Enfin, si la situation que nous étudions ici permet de simplifier
la réduction par rapport au texte de [Hi2|, c’est pour la raison suivante : toute
la difficulté se situe dans le cas ou un multiple de u est une période de G.
Dans notre cas, ceci ne peut arriver que si ug est nul (en effet, si vy = 1,
&(u) ne peut étre un point de torsion de G puisqu’il se projette sur un point
non nul de G,). Dans le cas général par contre, il se peut que G contienne
d’autres sous—groupes G, que le facteur trivial (dans le cas d’une extension
d’une variété abélienne par GJ). C’est pour contourner cette difficulté que
N. HIRATA introduit un deuxiéme facteur G,. Comme nous ne rencontrons
pas cette contrainte dans notre étude, nous pouvons travailler avec le groupe
G, sans le modifier.
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5 Choix des parametres, d’un
sous—groupe privilégie

On pose, en notant [.] la partie entiére d’un nombre réel,

1 1
© = 20082 100k2 ~ °

cs = 4k + 1D+ N8k + 1)(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)

(12 (13 + 4€?)

@5 1 47y (Ft Dlog(d(k+1)) + 56log(k +1) + 54) ,

06-042k+1
%= e+ 1)I6Fc R’
(k + 1)‘6 Cr

ce = (k +1)2F,

60 + 20log(k + 1)

log(4(k+1)) + (13 + 4eD)k

T 131 4e2

g_ |:C4D <log log(B)k;;(hE—)% log(DE))} ,

47k + 1)1+ 0718

So = _
(122‘2“2)) (k + 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54)

I

Us = D% (log(B) + log(DE)) (loglog(B) + h + log(DE))F+!

k
X (H log(Vi)> (log(E))_%_l.
i=1
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Soit U > 0, on pose encore :

' U
Lt = =L
0 ™ D (log(B) + log(DE))’ Lo [ 0] ’
U
© 7 (DS?log(V;))’ Li [Lz ] » Isisk
Uo
T* = T=|T#
(D (loglog(B) + h + log(DE)))’ [ } ,
et enfin :
. 47k + 1) 1+ NI
07 | [12(13+4¢?)
W(k + 1)log(4(k + 1)) 4+ 56log(k + 1) + 54
On note :

['(S)={®(su);s€Z,0<s<S};

pour tout toute sous-variété algébrique V de P de dimension [, on note enfin
H(V;Dy,...,Dy)lavaleur en (Do, ..., Di) de la partie homogene de plus haut
degré du polynéme de HILBERT-SAMUEL multi-homogéne de V multipliée par
1.

On remarquera que ce choix de parametres, outre le fait qu’il est 1égeérement
différent du choix fait par N. HIRATA ([Hi2]) pour ce qui est des constantes
(ce qui est compréhensible puisque nous devons étre relativement précis a ce
niveau), présente une simplification pour ce qui est de la dépendance en le
parametre U, ce qui clarifie I’argument résumé dans la proposition qui suit,
qui trouve son origine dans le texte de P. PHILIPPON et M. WALDSCHMIDT
(voir [P-W]).

Proposition 5.1 Ii existe un nombre réel U, 0 < U < Uy tel que pour

tout sous-groupe algébrique conneze G' de G, (on notera v’ sa codimension)
vérifiant Tg/ (C) € W, on ait :

(' —1)! (T#:_’"ll" 1) card (I(S) + ©) /G H (G5 L., L}

(10)
> (1+¢)2"H (G;L#,...,Lk#) ;
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il existe de plus un sous—groupe algébrique conneze G de G (on note 7 sa
codimension) vérifiant Ts(C) C W, tel que :

7 —1

(7 —1)! (T# e 1) card ((1(8) + G) /&) H (G LE,. ... L})
(1)

= (1+¢)2%H (G LY, ... L¥).

Démonstration : soit G’ un sous—groupe algébrique de G tel que Tg C
W. Si G’ contient G,, le groupe G est de la forme G, x H, ou H C
&1 X - X &. L'espace tangent a !'origine Tg/(c) de G'(C) contient donc la
droite engendrée par (1,0,...,0), qui n’est pas contenue dans 1’hyperplan W
puisque [y # 0, une contradiction. Donc, G’ ne contient pas G, ; en particulier,
H(G; L#, Lf&, .. ,Lzﬁ) est indépendant de la variable Ly, donc du parametre
U. Notons alors A(G’) le nombre :

A(G) /

(' — 1)1 (T#Jrr’—l

m ) card ((T'(S) + G') /G')

5. g— 4
H(G’;—O—U,Ll,...,Lk>
X

. .
H(G;%L,Lf,...,fz,?)

Parmi tous les sous—groupes algébriques connexes de G vérifiant T/ (C) C
W, on en choisit un (que I’on note G) tel que la quantité A(G) soit minimale.

On pose alors U = A(@) On en déduit aisément toutes les propriétés
requises dans la proposition 5.1, & ’exception (peut-étre) de U < Uy. Pour
vérifier cette derniere propriété, calculons A(0) (on a noté ici 0 le sous—groupe
trivial de G). On en déduit (en remplagant les parametres par leur valeur;
on vérifie aisément que H(G; L#, . 7Lk#) = (k+1)I13* [T~ Ll#), ce calcul est
d’ailleurs détaillé un peu plus bas, page 53) :

U = A(G) < A(0),
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et, calculons :

T# + k
k! + S
A0) k
= #
Lo Uo (1 +¢)2kH (G, XLt ,Lif)

T#+k k+1 g2k+1 k
cokl | | DFLSHlog(B) + log(DE)) [Ty log (Vi)

(14 €)2k(k + 1)!3kckUE+!

k! (D (log(log(B)) + h + log(DE)))* ( T#]:_ ’ )
< UE(L+2)
1 iD(log(log(B)) + h + log(DE))
1+ sizl_[l (1 * Uo )
k(k + 1)D(log(log(B)) + h + log(DE))
< 1 e 20y <1.

1+¢ -

La proposition 5.1 est donc entierement démontrée.

Nous allons maintenant établir que les nombres L; sont «grands», et,
qu’en particulier ils sont non nuls (ceci permettra d’assurer que la fonction
auxiliaire qui sera construite au paragraphe 6 «dépend vraiment» de toutes
les variables) :

Proposition 5.2 Pour touti, 0 <i<k, ona:

L; > 400k3.

Démonstration : pour établir la proposition 5.2, il suffit de donner une
borne inférieure pour Ly, les autres quantités L;,1 < ¢ < k étant clairement
plus grandes que 400k3 + 1. Pour minorer Lo, il faut donner une borne
inférieure pour U dont ce nombre dépend.

Reprenons le sous—groupe G de G choisi dans la proposition 5.1, et
renumérotons pour les besoins de cette preuve, les indices 7, 1 < i < k, de
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telle sorte que :
log(Vi) > log(Vit1), Vi,1<i<k—1.

On déduit de la relation (11), I’inégalité :

U r—1
<D(loglog(B) +0h+10g(DE))> < U(k?+1)!6k(1+6)
U§ et 1
ceD(log(B) + log(DE)) . 11 DS?log(V;)

d+1<i<k

(en effet, puisque Tz C W, Tg, ¢ W, et donc H(G; L#,L#,..‘,Lf) est
un polynéme homogene de degré total d, de degré au plus 1 en chacune des
variables LZ'%, 0 <i<k,dedegré O en L# et a coeflicients entiers; on en déduit
aisément :

d
i . 1
o # # > Uled <—)
H(GaLO7L1’ ’ k)_ 0¢7 21_[1 DSQIOg(iz) ’

et la relation cherchée en découle, en remplacant H (G;L# . ‘va#) par sa

valeur). On en déduit donc :

> Hinicick DS?log(V;) csD(log(B) + log(DE))
~ (D(loglog(B) + h 4 log(DE)))"* (k+1)!6*c;"1 (1 +¢)

L’inégalité :
log(FE) < 2,8Dlog(Vk),

(voir le lemme 5.4 ci-dessous), et :

1 (loglog(B) + h +1log(DE))
> Z
§2 264D log(E) ’

donnent :
Cé

u > _
= et D6Fer (11 e)

D(log(B) + log(DE))

On en déduit :

1 1 7—1 _
F>_ - (= 2(7-1),
0 = (k+1)l6kc, 1 <5,6) “
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Comme T ne peut étre égal a W (rappelons que By # 0), on a7 > 2, et donc :
42k (ke + 1)2(-+1D82(k 4 1)2
- (k +1)'6x

((klog(4(k +1)) +5log(k+1) + 15)2>
log(4(k + 1)) + 2lesle+d) loggckﬂ) + 1—k5

Ly

> 400(k + 1)F+2 > 400k% + 1.

La proposition 5.2 est donc établie, modulo la preuve du lemme 5.4.

Nous ferons par la suite I’hypothese suivante, qu’il s’agira de contredire :

Hypothese 5.3 Le point u n’appartient pas a Tg(cy €t -
|L(uw)| < exp (—csUp),

avec

= 613+462(k+1)lo (4(k +1)) + 28log(k + 1)+ 27| ¢
=\ 25 1 4e2 & & 12

(la constante ci2 est définie page 84); rappelons ici sa valeur :

ci2 = (k+1) [(% + Tﬁ@) k(k + 1)log(k + 1)]

-+ ——— ) k?log(2 1
+ (k+1) [<3+13+4e2)k 0g(2) + 7,8k og(k’+1)]
+ (k+1)[16,4k + 16,4log(k + 1) + 20, 7] .

Nous avons eu et aurons besoin du lemme suivant, qui permet de majorer le
parametre E. Notons Vj, le minimum des V;.

Lemme 5.4 On a,
log(E) < 2,8D log(Vh).

Démonstration : il s’agit, en revenant a la définition de E (voir la
relation (4), page 10), de majorer :

1 1 1
1+ 3 log(D) + 5 loglog(V;) — log(|u;|) — log(v'3m) + log(|wi ) + 3 log Sm 7;

MEMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 43

ce qui revient essentiellement & minorer |u;| (il n’y a pas de restriction &
supposer que les u; sont non tous nuls, car si tous les u; étaient nuls, la
minoration de [£(u)| se ramene a celle de By et notre théoreme est dans ce
cas plus faible que I’inégalité de LIOUVILLE). On va pour cela, utiliser le ¢—
développement de p et I’inégalité de LIOUVILLE. Comme p(u) = z(7y) (par
définition, si P est un point non nul de £(K), on note z(P) (resp. y(P)), la
premiére coordonnée (resp. la deuxiéme coordonnée) de P € P?(K), lorsque
la derniére est normalisée a 1, ie. P = (z(P),y(P),1); de plus, on omet ici les
indices i afin d’alléger). L’inégalité de LIOUVILLE nous assure que :

|p(ui)] < ePros),

Par ailleurs, le g—développement de g, nous donne :

o (2)] |0~,

pour |z| < 15 (voir le lemme 3.3). Rappelons que :

p(ui) = 12@ (u>

w1

et supposons tout d’abord que |u;| > |“’1| . On en déduit, en tenant compte de
I’inégalité :

1
Sm T < o log(|j(7)| + 1193),

(voir [F-P], lemme 1) et de la définition de log(V;) :
1 1
log(E) < 1+ 3 log(D) + 3 loglog(V;)

1
+ log(10) — log(v3m) + 3 log Sm

IN

1 1
y log (exp(Dlog(V;)) + 1193) + 3 log(D log(V;))
+ 1+ log(10) — %log(37r) < 2,8Dlog(V})

(il suffit de séparer les cas Dlog(V;) < 1,1 et Dlog(V;) > 1,1). Nous pouvons
donc supposer que |u;| < lwoa] 1‘ . Iinégalité de LIOUVILLE et le lemme 3.3 nous
donnent donc :
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On en déduit :

log(E)

<

+

<

_|_

<

—+

<

S. DAvID

1 1
—log(D) + 3 loglog(V;) — 5 log(0,2) + %log (eD log(V")>

1
2
11 1 Var
(5 + 2_€> Dlog(V;) + 1 — 5 log(0,2) — log(v'3)

1 1 1
1,85 — 1 log(12) + 5 log(Sm 1) — %%m T+ §Dh

2,5D1og(V;),

en tenant compte du lemme 3.2, relation (8). Le lemme 5.4 est donc démontré.
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6 Préconstruction de
la fonction auxiliaire

Nous construisons dans ce paragraphe la fonction auxiliaire dont nous
aurons besoin pour la preuve du théoréme 2.1.

6.1 Les deux cas

Notons €, le noyau ker @ de P, «exponentielle» de G. S’il existe un entier
50, 0 < 59 < 2(k+1)S tel que sou € 2+ T(C), nous dirons que nous sommes
dans le cas «périodique» ; sinon, nous dirons que nous sommes dans le cas
«non périodique». Nous noterons X, I’ensemble :

k
3= {(t,s) EZk_H,OSti,l <1< k,zti S?(k-Fl)T,OSS <So},
=1

dans le cas non périodique et :

r = {(t,s)eZ’““,Ogti,lgz’gk—l,

k
0< ¢ <T0,Zti §2(k+1)T,0§s<2(k+1)S},
i=1

dans le cas périodique. Pour éviter d’avoir a faire une discussion séparée la ou
ce n’est pas véritablement nécessaire, nous utiliserons la notation :

Yy = {(t,s)EZk+1,O§ti,1S’iSk—-l,OStk<T1,

k
dti<2k+1)T,0<s< Sl}.
=1

Bien entendu, 71 = 2(k + 1)T et S1 = Sp dans le cas non périodique, et
T) =Ty et S1 = 2(k + 1)S dans le cas périodique.
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6.2 Choix de bases pour I’hyperplan w

Rappelons que la forme linéaire £ s’écrit (voir le lemme 4.1) :
L(z)=—z0+ Prz1 + - - + Przk.
Nous munirons W = ker £ de la base :
e; = ($;,0,...,1,...,0) (1<i<k),

(ici, le 1 est placé a la i + 1-iéme place). On note w le vecteur w =
(Bruy + « -+ + Brug,ui, ..., ug). Il est clair que w est dans W, et que de plus
|lw — u|| = |L(u)|. On a également les inégalités :

|Brur + -+ + Bru| < 1+ [L(u)]
et (12)

. [ .
il < 'i‘“—'f— T [Dlog(W), 1<k

La deuxi¢me inégalité provient de la définition des V; (relation (3)) et la
premiere de la définition de £ : L(u) = —uo + S1u1 + -+ - + Bruk.

On notera ¢ 1'isomorphisme entre W et CF défini par la base e (e =
(e1,...,ex)) :

v W — Ck

ajey + -+ agrrep — (a1,...,ax).

Cet isomorphisme, permet, par identification & C*¥ de munir W d’une struc-
ture d’espace hermitien. Nous noterons |.| la norme ainsi obtenue sur W.
Choisissons de plus une base (€'1,...,€';) de Tz(C), orthonormée pour |.|, et
complétons 1a en une base orthonormée € = (€/1,...,€'t) de W. Comme les
matrices de passages entre les bases e et €’ sont unitaires, leurs coordonnées
sont toutes de module < 1.

6.3 Rang du systeme linéaire
Soit f une base quelconque de W, telle que (f1,...,f;) soit une base
de T (C). Nous allons tout d’abord étudier le rang des systémes linéaires

a résoudre. Nous sommes dans la situation suivante : soit P un élément de
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K|[P], de multidegré < (Lo, L1,...,Lg). Si 'on pose F' = P(®), nous voulons
majorer le rang du systeéme linéaire défini par les conditions :

ALF(su) =0, (t,s) € 2. (13)

De plus, nous voulons nous restreindre a des fonctions non identiquement
nulles sur G. Pour cela, il convient de ne pas prendre n’importe quel polynéme
P. Notons I(G), ’idéal de définition du groupe G, et fixons un ensemble
B de relevés dans C[P] de (C[P]/I(G))r (cette notation également utilisée
dans [P-W] signifie que 1’on se restreint aux polynémes de multidegré < L =
(Lo, L1, ..., L)), formé de monomes. Fixons également une base (&;)1<;<p de

K sur Q, et écrivons :
A
P = Z ax & XS,
A

ou ¢ varie de 1 a D, ax; € Q et X' A décrit I’ensemble des éléments de B. On
a ainsi écrit un polyndéme «générique», ne s’annulant pas identiquement sur
G, & coefficients dans K, et de multidegré < L. On résoudra alors le systeme
de contraintes (13), comme un systéme linéaire, d’inconnues aj ;. Le calcul du
rang de ce systeme est fait (aux constantes pres) dans [P-W] :

Lemme 6.1 Soit p le rang du systéme (13) et v le nombre d’inconnues. On
a les estimations :

(d+2)H (G, L, ..., L)
(k+1)log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54)

<
po= 12(13+4€2)
(25+4€2)
1

oDkt Dk )T

sid~2 1, et:
H (G, Lo,..., L)

<%gl,%§;‘)(k + 1) log(4(k + 1)) + 56log(k + 1) + 54> (k+1)!

p<

7

sid =0, ie. G = 0. Pour le nombre d’inconnues, on dispose d’une valeur
exacte :

1
=———D ; .
v (k‘ + 1)' H(G7L07 7Lk)
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Démonstration : il s’agit, & peu de choses pres du lemme 6-7 de [P-W].
Toutefois, comme nous devons préciser la valeur de la constante, et que les
estimations faites dans ce lemme ont des répercussions importantes sur le
résultat final, nous apportons ici quelques modifications :

i) La condition 0 < ¢; < 2(k+1)T est remplacée par : % t; < 2(k+1)T
dans la définition de ¥. Cela permet de gagner un terme (k!)**! dans le
résultat final.

ii) Le théoréeme 1 de Y. NESTERENKO (voir [Ne]) est remplacé par une
estimation de M. CHARDIN (voir [Ch]), qui est plus précise. Cela permet
de gagner un terme de la forme 4*° dans la minoration finale.

Le reste de I’argument étant en tous points identique a celui de [P-W],
paragraphe 6 (c), nous nous permettrons ici de reprendre leurs notations et
le début de leur argument. Soit G le sous—groupe de G donné par la propo-
sition 5.1. Notons 8 un systéme de représentants dans {®(su),0 <s < S1}
des classes de {®(su),0 < s < S1} +G modulo G. En raisonnant comme dans
[P-W], on vérifie que le rang du systéme (13) est majoré par le rang du systéme
linéaire défini par les conditions :

ot,P € I(G); Vo' €8,
Ve = (0,...,0,t5, .. 510 < thth ST, X0F 5t < 2(k+ 1)T.

En remarquant que les formules de translations et de dérivations peuvent
étre représentées sur des cartes par des polynomes de degré au plus 2 (par
exemple on pourra se reporter a la remarque précédant la remarque 4.1 de
[Phl]; on pourra également se reporter pour une étude générale des formules
de translations & [La] ; il est de plus bien connu que le modéle de WEIERSTRASS
définit un plongement projectivement normal de la courbe elliptique concer-
née; pour les formules de dérivations, on pourra consulter [Dav2|, théoréme 4.2,
pour une étude sur le modele de JACOBI, [Davl] pour certaines classes de plon-
gements d’un groupe algébrique commutatif général ainsi que la construction
de [Ma—Wu2]), et en posant :

&= (Lo,2L1,...,2L),

on vérifie comme dans [P-W] que le nombre de conditions & écrire pour que
I’un des polynémes 8g,P appartienne a I(G) est majoré par :

dime(C[P]/I1(G))e
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On en déduit donc que le rang du systéme (13) est majoré par :
X.card(8). dimc(C[P]/I1(G)) ¢,

ou nous avons noté X le nombre de dérivations partielles, c¢’est-a-dire le
cardinal de :

k
{t'=(0,...,0,¢ th), 0 <titp <Ty, Y t; <2(k+1)T}.

i=d+1

,~
FIRTRRRD

Pour établir la premiere partie du lemme, il suffit donc de majorer les
nombres X et dimc(C[P]/I (G)) ¢. Commencons par majorer X : rappelons
que le nombre de n—uplets d’entiers positifs dont la somme vaut un entier

a+n—1 . .
positif donné a, est - . Dans le cas non périodique, on en déduit
par sommation sur a, 0 < a < 2(k+ 1)T que :

XE:(%k+DT+f—1).
Fo1

Dans le cas périodique, enfin, par sommation également, on obtient :

XE:(%k+UT+F~1)__(%k+DT—ﬂHW—1)

Pl F-1

Majorons maintenant dime(C[P]/1(G))g¢ : considérons comme dans [P-W]
le plongement de P dans PV :

P — PN

Kisedosv<nosish a5 X35 )5~ a0=ra0ciz
j &

En notant C[PV] (resp. Iy) I’anneau des coordonnées de PV (resp. 1’ idéal
premier de définition de G dans C[PV]), on a pour tout entier [ :

{cP/1@),, , ={CP/Iv},.

On en déduit donc que le degré de Iy est H(G, Ly, ..., L) et I'on applique
le théoreme de M. CHARDIN (voir [Ch], théoreme, chapitre 1, page 5; en fait
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nous appliquons ici la version légerement plus précise que ’on trouve dans la
these de M. CHARDIN), ainsi que la proposition 5.2 pour obtenir les inégalités :

dimg {«:[ﬁ]/[(@)}g < dimg C[TPF]/I(Q)}Q(LOMLUgdimc {C[]}DN]/IN}2
< (2§d>+<deg<m>—1)(d§1)
< J(d;—1>+(d+1)H(©,Lo, , L)
LN -
< () dld+1 +d+1|H(G;Ly,...,Ly).

On obtient donc (dans le cas non périodique) :

2k+ 1T +7—1 1 \dd+1) - -
pg( ( ~) 1 )((400/&) (2 )+d+1>SoH(G;Lo,---,Lk)-
F

La proposition 5.1 assure que :

(14¢€)2*H(G; LY, ..., L¥)

(7 —1)! ( T#f_’:l_ ! ) card (T(8) + G/G)

HG;LY,...,Lf) =

De plus, comme la fonction H(G; Lo, ..., L) est homogeéne, de degré 1 par
rapport & chacune des variables L; (0 < i < k), de degré total k+1, et, puisque
L;, > (1 — m) L;# pour tout i, 0 < i < k, (voir la proposition 5.2), on a :

H(G;LY,....LY) - (1+ 1 >k+1
H(G;Ly,...,Ly) — 400k3 '
De plus, on a ’inégalité :

H(G;Lo,...,Ly) < H(G; LY, ..., LY),

ainsi que :
4—k(k+1)—k—1(1+/\)—1

(%32—42))@ +1)log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54) |

5 ¢
g <
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En combinant ces inégalités, on en déduit :

(1+aﬂ1+§ﬂ“ﬂ(ﬁi¥?iﬂ+d+1>
p <

12(13+4¢2)

2W1+M<7%ﬁ57

(k + 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54)

(2(k+1)T+f—1

71

(k + 1)k+1(7 — 1)! (T+f_1>

)H(G;Lo,...,Lk)

X

r—1

ce qui donne bien :

(d+2)H(G; Lo, ..., L)
(k+ 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54>

<
po= 12(13+4¢2)
(25+4€2)

1
(k+1)(F — D)!(2(k + 1))’

si d > 1; (ce qui entraine k > 2), en tenant compte de :
1 T R IV S D
—_ 400k
( +€)< +2/’c) = ( +200k2>6

] 1,01(k + 1)
< 1 1+ ———=
= ( +200k:2)( 40083 )

3,00 1,00 1,01(k+1)
< 1
= 1 002 T 2006 T 80000k

1

< 14— =14
S e Tt

Dans le cas ou d = 0, I’inégalité ci—dessus reste vraie si k > 2, on en déduit
aisément :

H(G; Lo,..-, L)

)

p< 5
(172%—35))(’“ + 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54) (k+1)!
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enfin, pour, £k = 1, on vérifie directement les inégalités L; > 600 et :

1 1
(1+¢) (1 400) (1 600) 1+

qui suffisent pour établir la majoration cherchée de p.

Dans le cas périodique, le calcul est essentiellement le méme, en uti-
lisant la valeur de X correspondante. Plus précisément, on a cette fois
card (I‘(S) + G/G) = card(8), ce qui donne :

e dd+1)
p < (1+€)<1+%) (M-}-d-{-l QkH(G;L(),...,Lk)

<2w+nT+f—1)_(2@+UT—%+f—1)

r—1 r—1

T+7-1 ’
(r —1)!
F—1
et I’on majore :

(2@+UT+5—1)_(2w+nT—%+i—1)

Fol Fol
T+7—1
Fo1

st 2k + DT +0) — T2 (2(k + )T + i — To)

X

= T +9)

= 2(k + 1)T + 1) ! To
= (T + i) (1_££O_2%+&HW4>>
s(mk+nf*(§fﬂ—¥@——f>S(ﬂk+nfﬂw—1ﬂ§

(L+ Nk + D)2k + 1)
)

(%%g%hk+1mg4k+ny+%mdk+n+5g'
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La premieére partie du lemme 6.1 est donc démontrée
Il reste a calculer le nombre d’inconnues. Notons L = (Lg,...,Lg); par
définition de v, on a :

v = Ddimc (C [P] /I(G))L
Comme nous sommes dans une situation produit
v=D ﬁ dimg (C [P:] /I(Gi))L‘ .

5 i

Rappelons que N; = 1 si i = 0 et 2 sinon. Les groupes G;, i > 1 étant des
hypersurfaces de P2, on a (wvoir [H], proposition 7.6 (d), page 52) :

dime (C [B] /I(Gi)>Li _ ( Li;—2 ) B ( Liz—l )

On en déduit, en remplagant H(G; Lo, .

1
=———DH(G;Lyg,...,L).
v (k+1)' (Ga 0, 3 k’)

.., Ly) par sa valeur :

Le lemme 6.1 est donc entierement démontré.

6.4 Le cas périodique, quelques précisions
supplémentaires

Nous aurons besoin du résultat suivant, qui est un corollaire immédiat d’un
travail de D. BERTRAND et P. PHILIPPON (voir [Be-Ph]) :

Lemme 6.2 Le sous-groupe G vérifie :

(i) Son degré est majoré par :

N d . .
deg(G) < CQ%DQdH(log(log(B))+h+log(DE))d+1

X H log(V;)(log(E))™ —2d-1

9
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ot les log(V;) sont rangés par ordre décroissants; rappelons les valeurs
des constantes co et c3, définies dans I’énoncé du théoreme 2.1 :

co = 2800.4%(k 4 1)F+3,
et :

3 = 3,9.100 x 4%k (k + 1)2k+10,

Cette majoration ne sera utilisée que dans la conclusion de la preuve.
Dans tous les calculs intermédiaires, nous nous contenterons de ’iné-
galité moins précise :

" 3\* Uo
<(2) —22
deg(6) < (2> 2(k 1+ 1)+ 5

( it) Notons d(u,TG(C)) = inf {|lu — z||;z € T5(C)} . Supposons que nous
sommes dans le cas périodique. On a alors :

1\* prr 1 k
d(u,T@(C)) >4 x (5) x (k+1) —Hﬁoexp (— (14—2) Dh).

(iii) Notons |w| = inf {|wy ;|,1 < i < k}. Dans le cas particulier ot. G = 0, on
obtient, toujours dans le cas périodique :

|

Démonstration :

e Le point (i) est immédiat : en effet, s’il existe un entier sg, 1 < 59 <
2(k+1)S tel que spu soit dans le réseau des périodes de G, on en déduit
que |[sou|| est supérieur a la norme de la plus petite période de G. Le
résultat en découle.

e Démontrons maintenant la relation (7). Rappelons que la fonction
H (@, L#, ey L,?) est homogene, de degré au plus 1 par rapport a cha-
cune des variables Lf£ (pour ¢ > 1), de degré 0 par rapport & Lo, et de
degré total d, nous avons :

Ugcfj

DIS2TIE log(Vi)’

H (@;Lé’&, . ,Lzﬁ) > deg(@)ci!
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(en ordonnant les log(V;) par ordre décroissant). Appliquons maintenant
la proposition 5.1. On en déduit une majoration de deg(G) :

(1+e)2°H (G L ..., L) DIS¥ 1L log(Vi)

deg(G) < .
CZ!C7JU6i(’F —1)! ( mrr-l ) card ((F(S) + G) /@)

F-1

(14 €)6F(k + 1)ler*UF T
cs DF+15% (log(B) + log(DE)) [1f-, log(V;)

Dd~52¢i -
—————(D(loglog(B) + h + log(DE)))"~ log(V;
i (Postos(B) (D))~ [T otV

(1+¢)6%(k + 1)!Upcy"(loglog(B) + h + log(DE))™ !
dlce D(log(B) + log(DE))S2 =D TT¥_.  log(V;)

=d+1

C’est-a-dire, en remplagant Uy et S par leurs valeurs,

5 y ey 2ot P2kl .
deg(G) < (1+4¢) —T—(log log(B) + h + log(DE))**+!

legk
_gk—1 (c7(loglog(B) + h + log(DE)))™™

X H log log 52(;«;1)

log(E)~ —2k—1 H L log(V; (07 log(E 2) -1
(c42D2?(loglog(B) + h + log(DE)))™™*

(loglog(B) + h + log(DE))k+1

(1+¢)? 42441 p2d+1 in
= 1-a)2-D Jied (loglog(B) + h 4+ log(DE))

X H log(V;) log(E 2d‘1,
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ou dans les inégalités ci—dessus, on a choisi a, 0 < a < 1 tel que :

D(log(log(B)) + log(DE) + h)
log(E)

S=(1-a)c

(il ne faut pas oublier de tenir compte des parties entieres). Pour établir
la premiere inégalité du point (i), il suffit donc de vérifier :

(1+¢)?
(—1—_5)27:1—)04 < co,

et :
2

C4
— < C3.
cr

On vérifie directement ces inégalités pour & < 9999. Supposons donc,
k > 10000. Dans ces conditions, en remplagant c4 et ¢y par leurs valeurs,
2log(cs) —cr < 4dklog(2) + (2k + 4) log(k + 1) + 2log(1 + A)

k+1)+15>
k

51
+ log <log(4(k +1))+ og(
13 + 4e?
+ 2log(8k) +log | ——

13 + 4e?

2log (12—
- °g< 25 + 4e?

(k+1)log(4(k + 1)))

| 1 4)(25 + 4e?
N 210g<1+ (56 log(k 4 1) + 54)(25 + 4e?) )

12(13 + 4e?)(k + 1) log(4(k + 1))
d’ou :

< (2k+8)log(k + 1) + 4klog(2)
+ 3log(log(k + 1)) + 12
< (2k+10)log(k + 1) + 4klog(2) + 12 < log(cs).

2log(ca) — c7
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Clairement, cs > 1000k (et donc a < 155z ), nous avons donc :

2
log _(+e)e < 0,1+ 2klog(2) + (k + 2)log(k + 1) + log(8k)
(1 _ a)Z(r—l)

+ log (108(4(k +1)+ 5log(k+ 1)+ 15>

k

13 + 4e?
— 1
+ log (1225 e (k+1)log(4(k + )))

1 1) 4 54)(25 + 4e?
N Iog<1+ (56 log(k + 1) + 54)(25 + 4¢?) )

12(13 + 4e?)(k + 1) log(4(k + 1))

ce qui donne :

log <( (1+¢)%e

Tm> < (k+4)log(k +1) + 2klog(2)

+ 2log(log(k+1)) +6 < log(c)

La premiere inégalité du point (%) est donc établie, et donc également la
deuxiéme inégalité qui est clairement une conséquence de la premiere.

e Nous pouvons maintenant passer a la démonstration du point (43). Il
s’agit d’appliquer le corollaire 2 de [Be-Ph]. Comme la preuve de ce
dernier est (marginalement) incorrecte, nous donnons ici une preuve
complete. Il est clair que I'on a :

d(sou, Tx(C))
A, T(0) 2 =35 55~

Rappelons que pour une courbe elliptique &, plongée dans P? & ’aide
d’un modele de WEIERSTRASS, on dispose, sur l’espace tangent a
P’origine de &, identifié au corps des nombres complexes C, d’une forme
R-linéaire alternée E, prenant des valeurs entieres sur le réseau des
périodes de €. Plus précisément, puisque le plongement de WEIERSTRASS
est associé au diviseur tres ample 3(0), on a |E(wi,ws)| = 3. Soit ¢, la
métrique euclidienne sur T (C) qui induit sur chaque facteur Tg, (C) la
forme (z,y) — E;(iz,y) (ici, le deuxiéme i est «la» racine carrée de
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—1 «privilégiée», choisie lors de I’identification de C & R? implicite dans
cette construction), rendant orthogonaux tous les facteurs et induisant
la métrique «usuelle» sur le premier facteur, correspondant & G,. Cette
métrique induit une structure euclidienne que nous noterons encore &
sur T5(C). On peut ainsi définir le volume du domaine fondamental du
réseau de périodes Qs de G. Nous noterons Vol. () ce volume. Rap-
pelons maintenant 1’énoncé de la proposition 3 de [Be-Ph] :

Lemme 6.3 On a la relation :

Vol. () = % deg (G) .

Passons maintenant au :

Lemme 6.4 Soit V un espace wvectoriel réel muni d’une structure
euclidienne |.|| et L un sous-groupe discret de rangl de V.. Si A,..., N
est une base de L dont le produit des normes est minimal, on a :

2 (-1

2
Al A g(—) Vol(L),
Il < (25 @)
enfin, pour toute base eq,...,e; de L, on a :

Vol(L) < |lex]| - |led|-

Démonstration : la deuxiéme inégalité n’est rien d’autre que la
trés classique inégalité de HADAMARD. Pour la deuxieme, on pourra
se reporter & [L3], théoréme 7.7 et corollaire 7.8 (pages 129 & 131). Nous
pouvons maintenant énoncer la partie du corollaire 2 de [Be-Ph] dont
nous avons besoin :

Corollaire 6.5 Soit G’ un sous—groupe algébrique de G. Un élément
de Qg ne peut étre situé a une distance (pour la métrique €) inférieure

a: 1\ 2k—1
d'3% [ (Sm m)
deg(G’)( V37|

de Tg/(c), sans appartenir a g .
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Pour alléger les notations, nous avons noté |wi| = sup{|wi i,
1<i<k}, Smt=sup{Sm 7,1 <i<k},|r| =max{|r|, 1 <i <k},
lwio| = inf {Jwii],1 <i <k} et Sm 79 =min{Sm 73,1 < i < k}.

Démonstration : on considére 1’espace vectoriel euclidien V =
T, x...xgp(c)s muni de la métrique induite par £, et notons pg la
projection orthogonale de V' sur l'orthogonal de Tg/(c) NV dans V. On
vérifie comme dans [Be-Ph], que pg/(2g) est un sous-groupe discret
de V, de volume Vol(2g)/Vol(Qg/). Le lemme 6.4 nous assure que le
produit des normes des éléments de toute base de pg/(€2g) est minoré par
Vol(Qg)/Vol(Qg/). En majorant le maximum de la fonction de (.u, Tg/(c))
sur une base arbitrairement choisie de g, par celui de la fonction ||. ||,
on obtient donc une minoration de la distance d’un élément de Qg /Qg
a Tg/(c)- Le corollaire 6.5 s’obtient en choisissant pour base la base fixée
au départ par 1’identification Qg = Zle w1, L@ w3 ;7 : on a donc montré
que pour tout u € Qg (par abus de notation, on utilise la lettre G pour
désigner €1 X -+ x &),

d'! deg(G)
de (“’T‘G’(‘C>) Z / ) : T 1 2=y
k! deg(G )SUP{sz,jHEa 1<i<k,j=1,2}

Or,

3

3|2
2= —— w2 Sl

2 _
Sm 7 ¢ Smmn’

[|wi,1 1<i<Ek.

En remplagant deg(G) par sa valeur, on a donc :

S y Sm T 2k—d)
~ deg(G)

'3k
Yu € Qg, de (UvTG’((C)) ( \/,?_)ITI

D’ou le corollaire 6.5.

Comme spu est une période de T (C), on peut appliquer le corol-
laire 6.5, et 1’on obtient :

~ dIgk (Sm 7)?
de(u, T (C)) = 2(k + 1)Sdeg(@) ( V37| )

2k—1
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Comme la norme «usuelle» |.|| se compare & la norme définie par ¢,
ou moyen de I'inégalité :

YA
1= ool f =5 =l
(il faudrait, si I'on était précis, puisque ||.|| est définie sur CF*!, tenir

compte dans le calcul de la constante de comparaison des normes du
facteur G, ; mais, comme nous sommes dans le cas périodique, tous les
points que nous regarderons dans le calcul qui suit seront contenus dans
{0} x CF, et I’estimation ci-dessus sera valable), on en déduit :

bt 2k—1
d(u,T5(C)) > dit  (VSmr [ Smrolrol® molwrol’
CETTT 9k +1)S deg(G) \ V37| 3

11 suffit donc, pour obtenir le point (iz) de vérifier I’inégalité :

3k Sm T 2kt Sm To|w1 0|2
— X | — X 4| ————
2(k +1)S deg(G) V3|7 3

> 4x37% (k+ D) Usexp (— (1 + S) Dh> .

Commencgons par minorer :

2k—1 3k |
) |w1,0| Im T0 Z —k—&—l—
4 (Sm 7)F 2

((Sm 7')%

ka

Le lemme 3.2, relation (9) et la définition de h nous permet d’évaluer
wil :

1,825 1
s ()
(Sm )" 2 121
1 1 1\ log(Dh)
exp( Dh<3+47r+<k 2) D ))

1
ok—7% 1,825 k
Z 2 (- (1 + _> Dh) ,
1273k~ 3 e

X
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(nous avons aussi majoré Sm 7 par 1,5Dh, voir [F-P], lemme 1). En

utilisant le point (¢) du lemme pour controler deg(G), on voit que pour
établir le point (i) du lemme, il suffit de vérifier :

23k2k(k+ 1)k‘+2 y 3k2k—%61,825
2(k +1)3%3% " 4k3k-3123

> 4(k + 1M (3)7F,

ce qui est immédiat.

Le lemme 6.2 est donc entierement démontré.

Lemme 6.6 Dans le cas périodique, on a :

ng@(C).

Démonstration : 'hypothese 5.3 nous assure que |[|w — u|| = |£(u)| <
exp(—cglp). Par ailleurs, si nous sommes dans le cas périodique, le lemme 6.2,
(#4) nous assure que :

] 4k + 1)+
d(u, T (C)) = 350 oxp ((1 n §> Dh) .

Comme :
4(k+ 1)k+1
3kUy exp ((1 + %) Dh)

> exp(—cglp),

on a :
d(u, Tg(C)) > [lw — ul|
et donc d(u,T;(C)) # ||w — u||. Puisque w est la projection orthogonale de

u sur W, on voit donc que w n’est pas dans T (C). Le lemme 6.6 est donc
établi.

Renumérotons les vecteurs e’ dy1re- ., €'k, de telle sorte que la derniére
coordonnée de w vérifie :

|wg] :max{)wil,d+1 <i< k}.

Le lemme 6.6 nous assure en particulier que wi # 0. On obtient ainsi
une nouvelle (!) base f de W en remplacant €'y par w dans €/, ie. f =
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(fi,--- fx) = (€'1,...,€k_1,w) (bien entendu, ceci n’est valable que dans
le cas périodique). On dispose des estimations suivantes pour les constantes
de comparaison des normes |.| (déduite de I'identification de W avec C* via

t) et ||.]| (norme fixée au départ, provenant de I’identification de T (C) avec
Ckt1) .

Lemme 6.7 Supposons que nous sommes dans le cas périodique. Pour tout
xeW,ona:

x| < [lz|| < VE+1]z|.

Démonstration : le fait que tous les §; sont < 1 (voir le lemme 4.1),
que ug = 0 (puisque nous sommes dans le cas périodique) permet d’obtenir le
lemme en reprenant I’argument du lemme 4.16 de [Hi2].

Proposition 6.8 Dans le cas périodique, on a :
2(k +1)*
36U exp ((1 + g) Dh)

|wi| >

Si, de plus le sous—groupe G = 0, on dispose de l’inégalité plus précise :
|wl

el 2 T DS

Démonstration : ¢’est un calcul de distance. Soit & €T (C), on a alors
par inégalité triangulaire,

2(k + 1)1
3kU, exp ((1 T g) Dh)'

lw — || > [|lu - 2| - [[w - ul| >

(la deuxiéme inégalité provient du lemme 6.2 et de ’hypothese que la forme
linéaire est petite en u (hypothese 5.3)) et de ’inégalité (facile & vérifier) :

2(k + 1)k+!
85 Upexp ((1+%) Dh)

> exp(—cs).

Le lemme 6.7 nous assure alors que pour tout « € T5(C),
S 2(k + 1)k+1
~ 3VE+ Woexp ((1+4) Dh)’

lw — |
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1
Or, la distance de w & T (C) s’ écrit dans la norme |[.| : (Zgﬂ Iwi[2> *. Comme,
par construction, wy est le plus grand en module des w;,? > d+ 1, on a,
2(k +1)*
P .
35Upexp ((1+ £) Dh)

lwg| >

Ce qui acheve la preuve de la proposition 6.8 dans le cas général. Dans le
cas particulier ou G = 0, le résultat s’obtient en utilisant la minoration plus
précise de ||u|| qui nous est fournie par le lemme 6.2, (%4).

6.5 Matrices de passage

Toujours pour alléger la discussion, nous poserons dans le cas non périodique
(et dans toute la suite du texte), f = (f1,..., fx) = (€'1,...,€'k).

Proposition 6.9 Soient z € C*+! et f une fonction analytique au voisinage
de z. On a alors la majoration :

log max {| D% f(2)|, It| < 2(k+1)T}

< logmax {|D¢ f(2)[, || < 2(k + 1)T'} + coUp.
et,
log max {| DL f(2)|, [t < 2(k + )T}
< logmax {|DFf(2)|, I*| < 2(k+ 1)T} + cols.
Avec :

2 2
co < (k+1) (g log(cs) — sklog(k + 1) + 4,4k +2, 4log(k +1) +5, 6> .

Si, de plus le groupe G = 0, on obtient la majoration plus précise suivante :

2 4
co < (k+1) (gklog(k 1)+ Sklog(2) +6,8log(k +1) + 6, 4) .
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Démonstration : dans le cas non périodique, la proposition est presque
vide puisque les bases f et €’ sont égales. Comme la matrice de passage entre
€ et e est unitaire, le théoréeme 3-1 de [P-W] nous donne :

log max {Isz(z)’ It < 2(k+1)T}
< logmax {|DFf(2)], 7| < 2(k+ )T} + 2(k + 1)Tlog(k).

De plus, en remplagant les parameétres par leur valeur, on vérifie aisément,
que :

2(k +1)T'log(k) < (k + 1) log(k)U,,
et la proposition 6.9 est donc clairement vraie dans ce cas. Nous pouvons donc

supposer que nous sommes dans le cas périodique; les matrices de passages
entre f et €’ sont alors (en notant Ix_; la matrice identité de rang k — 1) :

0
Ik
0
wy... Wk
et,
0
I
0
—wy w1 1
W W W

Nous allons majorer les modules des coefficients de ces deux matri-
ces. Rappelons que nous notons |w;| = max{|wi;|,1<i<k} et Sm 7 =
max {Sm 7;,1 < i < k}. Pour tout 4, 1 <i <k,

|wi| < fwl] < |Jul| + [Jw — ul|.
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De plus,

lul| < [1+k& (|w1|\/%;;7-Dlog(V))

(voir la relation (12)). En utilisant I’hypothese 5.3, on en déduit donc que :

2\ 2
(\4
lwi| < 1,01 | 1+%& (|w1|\/\sgerDlog(V)) .

Rappelons maintenant que la proposition 3—-1 de [P-W] nous assure que :

log max { ‘Dgef(z)

|t <2(k + 1)T} < 2(k +1)T (log(k?) + log(A))
+ logmax {|DFf(2)], 1] < 2(k + )T},

ou I’on a noté A le maximum en module des coefficients des matrices de passage
entre f et €' (la matrice de passage entre e et €' étant unitaire, le «coiit» du
passage de €’ & e est de 2(k + 1)T log(k), d’ou le k?). La méme inégalité vaut
évidemment lorsque 1’on échange les roles de f et e.

Il reste donc & majorer 2(k + 1)T log(k?A). Nous commengons par traiter
le cas général, le cas particulier ou le sous-groupe G est nul ne différant que
marginalement ; la proposition 6.8 donne :

2(k+ 1)T log (k2 X max{|w¢|, wil 13 << k})

Jwk[” Twg]?

IN

2(k + 1)T'(2log(k) + log(1,01) + log(Uy))

+ (k+1)Tlog (1 +k (\w1|2Dlog(V)%;zrr>>

— 2(k+1)Tlog (2 X (%)k x (k+1)%exp (— (1 + g) Dh)) .
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Or (en tenant compte du lemme 3.2, relation (8)), on obtient la majoration
suivante :

log ( 1+ (fwr |29mTDlog(V))) < log(k) +2 x 1,85 + 2Dh

Sm T
3

Cx
- % log(12) + log(Dlog(V)) + log (\s;n T)
s

+ log [ 1+ ! .
k (D log(V)~3 = STe37 exp(2Dh) exp(—3Sm 'r))

Apres avoir effectué toutes les simplifications évidentes, nous en déduisons
donc :

log (1 +k ([w1| Dlog(V))) < log(k) + %Dh

+ log(Dlog(V)) —0,53.

Remplagons maintenant les parametres par leurs valeurs. On en déduit
donc les inégalités suivantes :

(4+%)Dh

4 k
<4z
D(loglog(B) + h +log(DE) ~3 " ¢’
ainsi que :
klog (3)
<
D(loglog(B) + h + log(DE)) — 0,37k,
et :

1 loglog(V) < log(D) + log log(B) < 1
2 D(loglog(B) + h +1og(DE)) — D(loglog(B) + h + log(DE)) — 2’

(rappelons que nous disposons de 'inégalité Dlog(B) > log(V); clest la
relation (1)).
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Enfin,

Llog(D) + log (%) . log(D)
D(loglog(B) + h +log(DE)) — D(loglog(B) + h + log(DE))

N log(log(B) + log(DE)) + (k + 1) log((loglog(B) + h + log(DE))
D(loglog(B) + h +log(DE))

(2k +2) log(D) + 37, loglog(V;)
D(loglog(B) + h + log(DE))

< k4 log(D) + log(log(B) + log(DE))
= D(loglog(B) + h + log(DE))

log(D?(loglog(B) + h + log(DE))
D(loglog(B) + h + log(DE))

+ (k+1)

log log(B) + log(DE) + log(D)
- D(loglog(B) + h + log(DE))

log(D?(loglog(B) + h + log(DE))) < k+1+0,45(k +1)

+ k)= loglog(B) + h +og(DE)) =

log(D?(log log(B)+h+log(DE)))
D(loglog(B)+h+log(DE))

(I’inégalité < 0,45 est obtenue en vérifiant tout

d’abord cette derniére pour D > 3, par une majoration brutale, et en étudiant
séparément les cas D =1et D = 2.

En mettant ces inégalités ensemble, on en déduit :

1
cg < 2(k+1) (g +0,37k — gklog(k +1)+1,2log(k + 1)))

1
+ 2(k+1) (§ log(cs) + 1,45k + 2,8)
2 2
< (k+1) (5 log(cs) — gklog(k +1) + 4,4k + 2,41log(k + 1) + 5, 6) .

Ceci établit la validité de la proposition 6.9 dans le cas général. Dans le
cas particulier ou G est nul, on peut remplacer la minoration de |wg| fournie
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dans la proposition 6.8 par le résultat plus précis dont nous disposons dans ce
cas. Nous avons alors :

2(k+1)T log (k X max{|wl] Ilw" H1<i< k})

wi|? wg]’

< 2(k+1)Tlog (4,04 x k*(k + 1)|wi 0| ')
1

Dlog(V)>>

2k +1)T log (1 s (|w1|
Calculons maintenant :

log(S) < log(csD(loglog(B) + h + log(DE))
D(loglog(B) + h +log(DE)) — D(loglog(B) + h + log(DE))

log(D(loglog(B) + h + log(DE))

<
~  D(loglog(B) + h +log(DE))
1
+ 3 log(ca).
Majorons maintenant :
lOg <|w1,0|_1) .

Pour ceci, utilisons le lemme 3.2, relation (9). On obtient donc :

1246 1, 825+67r\$m7'zg2l|4

15il 2

wi e 7 <

Rappelons que 1'inégalité suivante (voir [F-P], lemme 1) permet de majorer
Sm 7 en fonction du module de I’invariant modulaire :

1
Sm T < o log(|j(7)| + 1193).
s
On en déduit (en séparant les cas [j| < 1 ou [j| > 1) :
< 197 o~ 1825+ 75 log(1194)+§ Dh

wi ol

MEMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 69

Le calcul fait précédemment dans le cas général donne donc :

2(k+1)T'log (k2 X max{|'wi|, il 11 << k})

[wie|? |wi|?

IN

1 1 2 1
2(k+1)T (Z log(12) — 1,825 + T2 log(1194) + gDh + 3 log(k)>

(k + 1)T (log(D log(V)) — 0, 53)
2(k+ 1)T (3log(k) + log(4,04) + log(k + 1))
log(D(loglog(B) + h +log(DE)) 1 (04)> '

+ - log

+ 2(k+1)U°< D(loglog(B) + h +log(DE)) " 3

Enfin (en utilisant la relation (1)),

lg(Dlog(V))  _  log(Dlog(B))
D(loglog(B) + h+log(DE)) — D(loglog(B) + h + log(DE))"

Majorons maintenant (pour D = 1) :

2log(D(loglog(B) + h + log(DE)) + 2log(D) + log(log(B))
D(loglog(B) + h + log(DE))
2log((loglog(B) + 2) + log(log(B))
- (loglog(B) + 2) ’

(on vérifie aisément que cette quantité est une fonction décroissante de h et
de log(E)). Le membre de gauche de 'inégalité ci-dessus atteint pour sa part
son maximum pour log(log(B)) = €? — 2; enfin lorsque D > 2, on vérifie que
le membre de droite est décroissante en D, h et E et 'on vérifie aisément que
son maximum est inférieur a la valeur précédemment trouvée pour D = 1. On
en tire :

log(D log(V'))
D(loglog(B) + h + log(DE))

<1+ 2exp(—2).

En mettant ces inégalités ensemble, on obtient donc :

cg < =(k+1)log(cq) + g(k +1)log(k +1) + g(k + 1) log(k) +2,95(k + 1).

wi N
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Il reste a vérifier que ce nombre est bien :

2 4
<(k+1) (gklog(k +1)+ gklog(2) +6,8log(k+1) + 6,4) .

Il est plus facile de supposer que k > 15000. Pour ce faire, on vérifie séparément
(par un calcul direct) que cette inégalité est vraie pour k < 14999. Nous ne
reproduisons pas ici cette vérification et nous nous contenterons d’écrire la
preuve de cette inégalité pour £ > 15000. Nous allons tout d’abord majorer

log(ca).

| (12(13 + 4e?)

25 + 4e2 (k+1)log(4(k + 1)) + 56log(k + 1)+ 54>

+ log(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)
+ log(8(k+1)) +log(1+ )
+ klog(4) + (k+1)log(k + 1)

13+ 462>

< log(4k(k + 1)(k+1)) + log <m

+2loglog(k + 1) + 3log(k + 1)
54 + 56 log(k + 1))
18(k + 1)

5log(k +1) + 15
(k+1) ) ©

+ log(192) + log (1 +

+ log <1 +
< log(4*(k + 1)*+1) 4 3 481log(k + 1) + 5, 03.
Ce qui donne,
log(cq) < klog(k + 1) + 2klog(2) + 4,48log(k + 1) + 5,03.
En mettant toutes ces inégalités ensemble, on en déduit :

2 4
cg < (k+1) <§klog(k +1) + gklog(Q) +6log(k+ 1)+ 5,03) ;

L’inégalité requise pour démontrer la proposition 6.9 est donc triviale.

MEMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 71

6.6 Choix d’une base du corps K

Par hypothese, les courbes elliptiques &;, les points P; (ie. les nombres
pi(u;), i(u;)) et les nombres B; sont tous définis sur le corps K. Il n’y a pas
de restriction & travailler sur le plus petit corps sur lequel toutes ces quantités
sont définies, ie. & remplacer le cas échéant K par :

Q(g?,l; <y 92,k,)393,15 - - - 7g3,ka/807 e ;/Bka @1(“1)7 p,l(ul); ceey Pk(uk), ng(uk))

C’est ce que nous ferons dans toute la suite du texte. On peut donc choisir
une base £ = (£1,...,&p) de K sur Q, formée de monémes de degré total < D
en les nombres :

(9215 -+ 92,k 93,15+ - -+ 93,5 B0s - - - » Brr 01 (w1), 01 (w1), - - -, o (ur), Pk (uk))-

On en déduit que :
h(&) < D (log(B) + h+1og(V)), Vi,1 <4< D; (14)

et donc :

log max {|§;],1 <i < D} < D?(log(V') + log(B) + h), (15)

en utilisant I’inégalité de LIOUVILLE.
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7 La transcendance

7.1 Le «lemme de Siegel»

Soit P un polynome, élément de K[P] de coefficients (pi, ..., pp). On notera
h(P) la hauteur du point projectif (1,p1,...,Dpp).

Proposition 7.1 Il existe un polynéme P, de KI|P], ne s’annulant pas
identiquement sur G de multidegré < (Lo,...,Ly), tel que :

Uo
h(P) < cjg— 16
(P) < ciopys (16)
avec,
c c12+0,1
10 = )
D
si@zO, et :
c12+0,1
clg = —————
10 2D )

dans le cas général. De plus, si I’on pose F = Po®, on a :

log | D% (F(su))\ < —cilUy Y(t,s) €S (17)
avec,
= M(k"i- 1)log(4(k +1)) +28log(k + 1) + 24,9 | c
C11 = (25 1 4¢2) g g ) 12,
si G = 0, et :

(6 (13 + 4e?)
Ci1 =

m(k + 1) log(4(k + 1)) + 28 log(k + 1) + 24, 69) c12,
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dans le cas général (rappelons que la valeur de la constante ci2 a été donnée
dans I’énoncé de I’hypothése 5.3).

Démonstration : décomposons les coefficients de P dans la base £ de K
que nous avons fixée précédemment. Nous allons résoudre dans Z le systeme
d’inéquations (17). Soit p le rang de ce systéme (qui est égal au rang p du
systeéme (13) ce qui fait que les notations ne se contredisent pas) et v le nombre
d’inconnues (qui est égal au nombre d’inconnues v du systeme (13)).

Nous allons maintenant majorer la valeur absolue des coefficients de (17).
Pour ceci, appliquons le lemme 3.5, pour v = su, P = £;x(un mondme) (pour
1<j<D)eta; =e; (1 <i<k), puis, appliquons la proposition 6.9 pour
passer de e a f. On obtient donc que le logarithme du maximum du modules
des coefficients du systéme (17) est majoré par :

2(k + 1)T'log(2(k + 1)°T) + D? (log(B) + log(V') + h)

k (2 + 18 | 2] +1)°
+ zlj?mLi St Ti

+ i37rLi ((2(k +1)8 |-
1

k k
+ (3,6+Dh)> Li+ > log(L; +1)
1 0

+ 2LgDlog(B) + Lolog(2(k + 1)S + 1) 4 coUp.

Remarquons que dans le lemme 3.5, une quantité My = min{Lg, T}
intervient. Nous I’avons remplacée ici par Lg. Il faut donc encore vérifier que
Lo < T. C’est-a-dire, en remplagant les parametres par leur valeur, en tenant
compte des parties entieres :

loglog(B) + h + log(DE) < log(B) + log(DFE),
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qui est clairement vérifiée, en tenant compte de ’hypothese log(B) > eh.
Le choix des parameétres nous donne les inégalités :

2
2DLolog(B) < —Uy;
Cé
D? (log(B) +log(V) + h) < 1073Uy;

majorons maintenant :

2(k 4+ 1)Tlog(2(k + 1)2T) < 2(k + 1)T'log((k + 1)2Up)
< 2Ak+ 1)Uy (g log(k + 1))

2(k + 1)Up log(Up)
D (loglog(B) + h + log(DE))

< (k4100 (Flogles) + 5 (14 55) (k1)
bk + DU, (o, 046 + % log (k + 1)) ,

en effet, pour obtenir la derniére inégalité, il suffit de vérifier (en tenant compte
de la relation (2)) :

log(log(B) + log(DE)) (k +1)log(D?)
D(loglog(B) + h + log(DE)) D(loglog(B) + h + log(DE))

(k + 1) log(loglog(B) + h + log(DE))

+ (loglog(B) 4+ h + log(DE)))

n klog(D log(B))
D(loglog(B) + h + log(DE))

<

2 1
1+ =) (k+1 23.
3( +e3>( +1)+0,023
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Supposons tout d’abord que D > 3. On a alors,
log(log(B) + log(DE)) (k +1)log(D?)
D(loglog(B) + h + log(DE)) D(loglog(B) + h +log(DE))
(k + 1) log(loglog(B) + h + log(DE)))
D(loglog(B) + h +log(DE))
klog(Dlog(B))
D(loglog(B) + h + log(DE))
2log(D)
loglog(B) + h + log(DE))

IA

(k+1)5¢

+ <3—16+31,)-> (k+1)

(k+1) 1 k 21og(3)

< B o T k1) ——=28Y)
- 3e +3+3+( +)3(3+log(3))

2

<
-3

1
(k+1) (1 + —3> + 0, 023.
e
Nous pouvons donc supposer que D = 1, ou 2, nous détaillons ici le cas D =1

uniquement. Or, pour D = 1, I’expression & majorer est décroissante en h et
en log(E). D’ou :

log(log(B) + log(DFE)) (k + 1) log(D?(log log(B) + h + log(DE)))
D(loglog(B) + h + log(DE)) D(loglog(B) + h + log(DE))
klog(Dlog(B)) < log(log(B) + 1) klog(log(B))
D(loglog(B) + h +log(DE)) — (loglog(B)+2) (loglog(B) + 2)

(k + 1) log(loglog(B) + 2)
(loglog(B) + 2)
loglog(B) + log(loglog(B) + 2)
log log(B) + 2
log(log(B) + 1) — loglog(B)
loglog(B) + 2

< (k+1)

+

L’étude des variations de la fonction de B :

loglog(B) + log(log log(B) + 2)
loglog(B) + 2
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permet de vérifier que cette derniére atteint son maximum (= 1+ ;15) pour
loglog(B) = €® — 2. On vérifie aisément que pour log(B) > 18,

log(log(B) + 1) — loglog(B)
loglog(B) + 2

<0,023.

Pour les petites valeurs de log(B), (ie. e < log(B) < 18), on majore
log log(B)+log(log log(B)+1)
loglog(B)+1

et on a log(logl(ol;%i ;%gl)(;i%ogw)) < é < 0,123. 11 suffit donc de vérifier

0,1(k + 1) + 0,023 > 0,123, ce qui est toujours vrai.

par son maximum sur cet intervalle, qui est < 0,94,

Enfin,

Up log (2(k+1)c4D(logll)(;g((EB))—%-h—Hog(DE)) " 1)

ceD(log(B) + log(DE))
log(2(k + 1)cq)

Lolog(2(k+1)S+1) <

<
- ce(e+1)
N log(D(loglog(B) + h + log(DE))
ceD(log(B) + log(DFE))
log(E
n log (1 + c4D(log log(Bg)(-i-f)L-f-log(DE)))
0 c6D(log(B) + log(DE))

0,44 log(2(k + 1)eq) 1 )
< U ;
= 70 ( ce + ce(e+1) * (e + 1)ceeq

En effet,
log(E
log (1 + 2iD(iog 1og?§()+)h+log<m)) < log(E)
ceD(log(B) + log(DE)) ~  (loglog(B) + h +1log(DE))
1

X cace D?(log(B) + log(DE))
< 1
~ cace(log(B) +log(DE))
N 1
= cacgle+ 1)’
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et (rappelons que log(B) > h (relation 2)) :

log(D(loglog(B) + h + log(DE)))
D(log(B) + log(DE))

log(loglog(B) + log(B) + log(DE)) + log(D)
- D(log(B) + log(DE)) '

Supposons tout d’abord D > 2. On a alors,

log(D(log log(B) + log(B) + log(DE))) < log(D) n 1
D(log(B) + log(DE)) ~ D(l+e+log(D))  2e
log log(B
log (1 + g2 rabEy)
2(log(B) + 1 + log(2))
< 0,44.

On peut donc supposer D = 1. Il faut vérifier :

log(loglog(B) + log(B) + log(FE))

< 0,44.
(log(B) + log(E)) -
Or,on a:
log log(B
log(loglog(B) + log(B) +log(E)) _ 1 _ 108 (L+ wtbygt) _
(log(B) + log(E)) T e (log(B) + 1) -
Passons maintenant & :
Fo3r 2(k + 1)S|ui k 3774 k + 1)282|us 20U,
dos +1) < C?Z
— Sm 7'Z w14 Sm 7i|ws ;)% log(V;)
Uy 3m4(k + 1)S|u;|
+
D52 log(VZ) Sm Tilwl,i’
. Uy 3T

DS?log(V;) Sm ;.
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En tenant compte de la définition de log(V;) (voirla relation (3)), on en déduit :
[ 4(k +1)% x 37S8%|u;|?

< 4(k+1)?
DS?log(Vi)Sm milwi 42 (k+1)%
4(k + 1) x 3wS|u| 4(k+1)
< 2V3n—=
DS? log(V,)%m 7‘1'|(U1’¢| - \/_7'{' Cq ’
3 < 2V/3m
| DS2log(V;)Sm 7; T oo

¢’ est-a-dire :

z’“: 3 ((k+1)S|ul| 1>2 < (4 2\/§7rk(k+1)c7)

: Sm 7 lwr 4] c4
2v/3merk
+ Up <C74k(/€ +1)2 + f—”ﬁ) .
Cq
On a aussi :
i Vork(k +1 k
Z3WL ( 20k + 1)514 +1) < (BVErhlktDer | Smher)
|w] c4 c4
De méme : .
3 9 Dh  9kmer
I Z:ngm Ti < §k7TC7U0TS’—2— =g 5 U()‘
Enfin,
k k ker

(3,6 + Dh) Y Li+ Y _log(L; )<56 >Uo,
1 0

En conclusion, en mettant ensemble ces inégalités, on obtient que les
coefficients du systéme (17) sont majorés en valeur absolue, par :

2,44 log(2(k + 1)cq) 1
U 0,046(k + 1
eXp < 0 <c9 + + cele +1) (e + 1)cgey +0,046(k + 1)
4 1 3V2rk(k +1 5, 6k
+ —(k+1)2<1+—3)+ mh(k + Der | o
e C4 Cq

4
+ dk(k+1)%cr + = s(k+1)log(k+1) + (k + 1) log(cs) + 1073

3rkey N 9kmey n 2V3rker n 4\/2/3k(k + 1)C7>)

Cy4 2 804 2 042 C4
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Remplagons maintenant les parametres restant par leur valeur, afin de
majorer 1’expression ci—dessus, a 1’aide de valeurs numériques : nous savons
déja que dans le cas ou G =0,

2 4
cg < (k+1) <§klog(k +1)+ gklog(2) +6,8log(k+1)+ 6,4) .

(voir la proposition 6.9). Comme cg = (k + 1)2* (woir page 37), et pour
k > 15000,

ca < klog(k + 1) + 2klog(2) + 4, 48log(k + 1) + 5,03,

on a, en vérifiant directement cette inégalité pour les petites valeurs de k :

log(2(k + 1)cq)

<1
cgle+1) —
De méme,
th(k+1)2e < —0 _k(k+1)2log(4(k + 1)
= 13+ 4e2
240(k + 1)2 + 80log(k + 1)
13 + 4e2 ’
et,
44/2/37k(k + 1)c 2y 37k
Vark(k + Ler | \/;7; S 37rkcc—72 + 3v2rh(k+1)Z
Cq 4 4

9kmer 1
8c42 ceca(e+1)

k
+56° 11008 < 1072
042

Vérifions 1’inégalité ci—dessus. Tout d’abord, en remplacant la constante cy
par sa valeur numérique, on a :

k
er (2\/§7rk + 37k + 5,6k ﬁg—) < 30key
< 3klog(4(k+ 1))+ 15log(k + 1) + 50.

On en déduit donc, en remplagant maintenant ¢4 par sa valeur :

3k log(4(k + 1)) + 15log(k + 1) + 50

-3
- < 10

C4
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2
12013+4%) (k+ 1) log(4(k + 1)) + 56 log (k + 1) + 54 par

8(k +1)log(k + 1), 8(k + 1)(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15) par 8(k + 1)?
et 4¥(k + 1)¥*1 par 16). On a de méme,

(on a simplement minoré

44/2/3mk(k + 1)c7
C4

4+ 3v2rk(k + 1)? < 21k(k+ 1)<
4 C4

6k(k + 1) log(k + 1) + 60(k + 1)
C4

<3.1073,

(cette fois, on pris une valeur exacte de ¢4 pour £k = 1 et une minoration
brutale pour k£ > 2). Enfin, en remplagant c¢~ ! par sa valeur, on a,
1 0,8

103+ —— <
cgcale+1) 7

+107%3<2.1073.

En mettant ces trois inégalités ensemble, on vérifie bien 1’inégalité annoncée.

De Plus,
9,44

Cé

<0,61.

Il reste & majorer (k + 1)log(cs). Par définition de cs,
log(cs) = (2k + 1) log(cq) + log(cg) — klog(cr) — klog(6) — log((k + 1)!).
Nous allons établir :

log(cs) < 2k(k+1)log(k + 1) + 4k*log(2) + 7,8k log(k + 1)
+ 11,5k +11,8log(k + 1) + 8.

Nous allons établir cette inégalité pour k > 106, la vérification étant faite
directement pour les petites valeurs de k.

e Commencgons par majorer :

(2k + 1) log(cq) — log((k + 1)1 2k(k + 1) log(k + 1)
4k?1og(2)
6,8k log(k + 1) + 12, 6k

2,7Tlog(k+1)+5,2;

+ + + A
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en effet, en remplacant c4 par sa valeur, on obtient :
(2k + 1) log(cq) — log((k + 1)!) = —log((k + 1)!
) (log (4% (k + 1)*D (1 + 1))
+ (2k+ 1) log(8(k + 1))
+ 2(k + 1) (log(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15))

b (241

12(13 + 4€?)

+ (2k + l)log< 25 2oz Uk 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k +1) +54>.

Ce qui donne (rappelons que k > 10%),
(2k + 1) log(cq) — log((k+ 1)!) < (2k + 1)(k + 1) log(k + 1)

FE41- % log(2m(k + 1)) + (2k + 1) log(8(k + 1))

2k+1
100%2

+ k(2k +1)log(4) — (k + 1) log(k + 1)

12(13 + 4e?)

+ (2k+1) log< 25 T gz (b 1)log(4(k + 1) + 56 log(k + 1) + 54)

+ (2k + 1) (log(k log(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)) .

Comme :

tog [ 122234 (1 4 1) log(a(k + 1)) + 561og(k + 1) + 54
&\ 251 4e2 & &

+ log(klog(4(k + 1))+ 5log(k + 1) + 15)
+ log(8(k+1))

13 + 4e?

+2loglog(4(k + 1)) + log(k(k + 1)?)
110 20

+ log <1+m> + log (14‘}‘)

< 5,1+ 2log(log(4(k + 1)))

+ log(k) + 2log(k + 1).
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On en déduit donc :
(2k + 1) log(ca) — log((k +1)!) < 2k(k + 1) log(k + 1) + 4k*log(2)

+ k(log(4) + 1) + 4klog(k + 1) + 4k loglog(4(k + 1))
+ 10,2k + 2k log(k) + 2log(k + 1) + log(k)
+

2loglog(k +1) — %log(k +1)

1
+ 5,1+1+2107" — 5 log(2m)

IN

2k(k + 1) log(k + 1) + 4k%log(2) + 6, 8k log(k + 1)
+ 12,6k +2,7log(k + 1) + 5, 2.

o Il reste & minorer klog(c7). Nous allons établir :
klog(cy) > 0,25k

En effet, on a :

klog(cr) > k (log (log(k +1)) + log (ﬁ))

> k(loglog(k+ 1) —2,37) > 0, 25k.

On en déduit,

log(cs) < 2k(k+ 1)log(k + 1) + 4k*log(2) + 6,8k log(k + 1)
+ 12,6k +2,7log(k + 1) + 5,2 — 0,25k
— klog(6) + klog(2) + log(k + 1)
< 2k(k+1)log(k + 1) 4 4k*log(2) + 6, 8k log(k + 1)
+ 11,3k +3,7log(k + 1) + 5,2.

1l reste a vérifier que :

2k(k + 1) log(k + 1) 4k?log(2) + 6,8k log(k + 1) + 11, 3k
3,7log(k+1)+5,2
2k(k + 1) log(k + 1) + 4k?log(2) + 8

7,8k log(k + 1) + 11,5k + 11, 8log(k + 1),

-

+ IN
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ce qui est trivial. Nous pouvons donc conclure que le logarithme du maximum
des modules des coefficients du systeme (17), dans le cas particulier ou G =0,
est majoré par :

4 16
13 + 4e?

8 32
1 e
+ (k+ 1)U [(3+13+462

+ (k+1)Uo 16,4k + 16, 4log(k + 1) + 20,7) .

(k+1)Up K% ) k(k +1)log(k + 1)J

> k?log(2) + 7, 8k log(k + 1)]

Pour alléger, nous noterons par la suite ce nombre : c12Uy. Dans le cas général,
on a, en utilisant la majoration correspondante de cg, que le logarithme du
maximum des modules des coefficients du systéme (17) est majoré par :

16

8
(k+1)Us [(g + 3112

) k(k + 1) log(k + 1)]

6 32\,
+ (k4 1)Up K—?)— + m) k10g(2) + 11, Tklog(k + 1)]

+ (k+1)Up 28k + 19,5log(k + 1) 4+ 24,7].
Par la suite, nous noterons ce nombre : c13Uj.

Rappelons I’énoncé du lemme 6-1 de [P-W] :

Lemme 7.2 Soit (u;;)1<i<vi<j<u , une matrice de nombres complezes, de
rang < p. Soient de plus 6, m, p des nombres positifs, tels que :

[2/Le6+m+p + 1} % < e, (18)
et : .
max {Z Juigl, 1 < j < u} <em (19)
i=1
Il eziste alors (ai,...,a,) € Z" tel que :
0 < max {|ag|} < €. (20)
et,

v
E ui,jai

i=1

max {

,15j5u}3e*”. (21)
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Dans le cas particulier ou G = 0, nous allons appliquer ce lemme, avec :
m = (c12 + 1)Uy, 6 = —chzDU ,et:

6 (13 + 4e?)
=| —F(k+1)log(4(k + 1 28log(k + 1)+ 24,9 Uo.
Le nombre d’équations p de notre systéme linéaire est majoré par :

47k + 1)1 A+ N2+ 1)T)E S

< 2 ‘

(25+4€2
Enfin, le nombre d’inconnues v est majoré par (—k+1T)!DH(G3L07 ..., Lg) et
le rang p est majoré par — et 1 % (voir le

(@oracd) (k+1) log(4(k+1))+56 log(k+1)+54

lemme 6.1). Vérifions tout d’abord que les hypothéses du lemme 7.2 sont
vérifiées : la condition (18) se traduit, par 1’inégalité :

1
log(2u)+6+m+p+ ﬂe_‘s_m_p < vé.
En remplacant les nombres §, m, p, p et v par leur valeur, Il s’agit donc de
vérifier :

1 1
log (2,11,) + ¢c12U (1 + =+ —)
D C12

6 (13 + 4¢?)
—_— 1)1
+ ( (25 + 4¢%) (k+1)log(4(k+1)) +28log(k + 1) + 24,9) c12Up

12(13+4e2)
“zsraer) (k1) log(d(k + 1)) + 56log(k + 1) + 54

- 5 c12Uo

Uo 1+1 6(13+452)k11 4(k+1))+28 log(k+1)+24,9+ L
16— c12Uo +5+m(+)08((+))+ og(k+1)+ Stas

IA
o
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¢’ est-a-dire :

6(13+4¢2) )
ie_ c12Up 2+m(k+l) log(4(k:+1))+28log(k+1)+24,9+612

2p
+ log (2p) < (0,1c12 — 1)Uo.

Comme 2u > 1, et c1o > 90, 1l suffit donc de vérifier :
klog(2(k 4+ 1)) + klog(T) + log(S) + e 100 < Uy < (0,112 — 1)Up.

Or, cette derniere inégalité est clairement vraie.

Vérifions maintenant la condition (19). Comme chacun des coefficients du
systeme (17), est majoré par exp(c12Up), elle se traduit par :

D
1 —_— ; <
og ((k+ 1)|H(G’LOaL1 aLk)) - UO,

qui est clairement vraie. Dans le cas général, on pose : m = (c13 + 1)Uy,
5 = c12Ug
= 3D >

_ (6 (13 + 4e?)

(25 + 4¢?) (k+1)log(4(k + 1)) + 28log(k + 1) + 24, 69) c1oUo,

et nous utilisons la majoration correspondante de p fournie par le lemme 6.1.
La condition (18) se traduit dans ces conditions par ’inégalité :

1 6(13+4e?)
612U0 (55 + m(k + 1) log(4(k + 1)) + 28 log(k + 1) + 24, 69)
12(13+4€?
‘—(é(gmi)—)(k + 1) ].Og(4(k? + 1)) + 56 log(k + 1) + 54

2

— c12Up

+ (c13 4+ 1)U + log(2p)

6(13+4¢2) 1 eqatl
_ 1,13+l
. _1_6 c12Ug (m(kﬂ)1og(4(k+1))+281og(k+1)+24,69+2D+ P
2u

0.

IN
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Cette inégalité se déduit comme précédemment de :

1 6(13+4¢?)
— + L (k+ 1) log(4(k + 1)) + 28log(k + 1) + 24, 69
el ( g5+ e U+ 110+ 1) + 2o+ 1)+ 24,69

2
%%(’f +1)log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54
2

c12Uo

+ (as+1)Up < (-1,8lcig+ciz3+1)Ug < —Up.

11 suffit donc d’établir :
—1,80ci2 +c13+2 < 0.
En remplacant c;2 et ci3 par leurs valeurs, on vérifie qu’il suffit d’établir :
(0,8 X 16 Qﬁ> k(k+1)log(k + 1) + 2,34k log(k + 1) + 1,52k
13 + 4e? 3
+ (%ife‘g - lé—ﬁ) k%log(2)

+ 10,02log(k + 1) + 11,56 > 0,

ce qui est trivial.

Enfin, la condition (19) se traduit cette fois par I’inégalité :

D
— - <
1Og ((k n 1)|H(G7 L07 7Lk:)> = UO)

et cette derniere est identique a celle que nous venons de vérifier dans le cas
ou G =0.

Nous en déduisons donc I’ existence d’un polynéme P dont les coefficients
py, vérifient :

D
A=Y ainki, aix€Z,
1
avec,

0 <max{|a;z[,1 <i<D,1<A<v}<exp (%UO) ,
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(si G =0, et < exp (5%Uo) dans le cas général) tel que la relation (17) soit
vraie, puisque P a été construit en résolvant précisément ces conditions. De
plus,

h(P) < h(1,&,...,&p) + log (max {|ay|,\,i}) + log(D)
< D*(log(B) + log(V) + h) + %2 +log(D) < %9,_1 Vo,

dans le cas ot G = 0; dans le cas général, on obtient :

h(P)< 92T 22 +0,1

Uo.
= 75D 0

On en déduit donc la relation (16). Le fait que P n’est pas identiquement nul
sur G découle immédiatement du fait que les a;; ne sont pas tous nuls. La
proposition 7.1 est donc établie.

Le lemme suivant va nous permettre d’interpoler P(®) pour estimer
sa valeur en sw (en fait il ne s’agit de rien de plus que du lemme des
accroissements finis).

Lemme 7.3 Pour tout couple (t,s) € X, on a :

D% (F(su)) = Df (F(sw))| < exp(=(p+ 1)To)

Démonstration : soient (t,s) € X, on définit alors une fonction holomor-
phe f d’une variable complexe en posant :

f(z) = th (F(su+ sz(w—u))).
Le lemme des accroissements finis nous donne :
£(0) — £(1)] < max {|f'(@)] .0 <z < 1}.

Nous allons majorer le membre de gauche. La formule de dérivation des
fonctions composées nous donne :

8Dt F

k
fa) = 3 stwi—u)

(su+ sx(w —u))

0z;
k t
= s (Zﬂiui— ) 0Dz F (su + szx(w — u)).
i=0

MEMOIRE 62



LOGARITHMES ELLIPTIQUES 89

La proposition 6.9 nous donne maintenant :

log (max {|f'(z)],0 < z < 1}) < log (s|L(u)]) + coUo
0z

Soyons plus précis puisqu’une application brutale de la proposition 6.9 ne
donnerait pas 1’estimation ci-dessus : la formule du changement de base permet
d’écrire :

+ logmax{ (su+sz(w—u),0<z<1,t|= ]t|}

ODLF ODTF
azf =2 A
O Jrl=p 0
La preuve de la proposition 6.9 revient simplement a dire que :
Y. ADIF|< Y |Ae | max {IDT I}
[|=[¢| I|=[¢|

L’énoncé dit donc que :

Iog< Z |ATf) < cylp.

I|=[¢|

Le méme argument s’applique clairement & notre cas, avec DLF remplacé
par B%ODEF. Appliquons maintenant le lemme 3.5 & la fonction F, avec
1 = (1,0,...,0), i1 = e, 1 < i < k, et enfin v = su + sz(w — u).
On obtient alors :

log (max {|f'(z)|, 0 < = < 1}) < (2(k +1)T) log((2 (k + 1)2T))

+ Lolog(2(k + 1)S|uo| + 1) + Dh(P

k 2k +1)S |- +1) u
L; 2L 20k +1)S | —|+1
+;37r ( S +2(k+1)8 o +
k k
+ (3,6 +Dh)> Li+» log(L; + 1) + 2LoDlog(B) — csUy
1 0

+ log(2(k + 1)S) + coUy
< c12Up + Dh(P) +log(2(k + 1)S) — D?*(log(B) + log(V) + h) — csUp
< (212 + 0,2 — c8)Up < —(p + 1)U,
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(dans le cas particulier ou G = 0; dans le cas général, il faut remplacer 2c;2
par %012 + c13, mais la derniére inégalité est inchangée, comme on le vérifie
aisément en utilisant 1’inégalité c;3 < 1,8¢;2, établie page 87). Le lemme 7.3
est donc établi.

7.2 Extrapolation

Les formules classiques d’interpolation liées au lemme de SCHWARZ, per-
mettent d’obtenir 1’estimation :

Proposition 7.4 Pour tout couple (t,s) € ZF*2,|t| < (k+ 1)T, et 0 < s <
(k+1)S, ona:

’th(su)’ < 2exp(—c1alo),

avec

ey = (k+1) ((6 - %%Z—)) k(k + 1) log(k + 1))

32(1+€?)\ ,
1 12 — ——=
+ (k+ )(( 2 13 1 dc2 )k log(2) + 15k log(k + 1)
4 (k+1)(63,5k — 1,4log(k + 1) + 45,8)

dans le cas particulier ot G= 0, et,

(16 8(1 + 2¢2)
iy = | o —

(gg 16(1 +2¢%)

2
3 13+ 4e2 > k*(k + 1) log(2) + 15k(k + 1) log(k + 1)

+ (k+1)(60,6k + 3,2log(k + 1) + 51,8)

dans le cas général.
Démonstration : on déduit de 1'inégalité (17) et du lemme 7.3, que :
log 'D;F(S'w)’ < —pUp + e Y0,
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pour tout couple (¢,s) € X. Dans le cas non périodique, on fixe un k-uplet
t = (t1,...,t) tel que ¥ t; < (k+1)T, et Pon pose :

f(2) = D§(F(2w)).

Dans le cas périodique, on fixe t = (t1,...,t5—1,0), >.¥t; < (k+1)T, et Pon
pose encore :

f(2) = D3(F(2w)).
On a alors,
log(|f® (s)| < —pUy + e~ Y0,

pour tout ¢, 1 < t < (k+ 1)T et tout s, 0 < s < Sy dans le cas non
périodique et pour tout ¢, 0 < t < Tp et tout 5, 0 < s < 2(k + 1)S dans
le cas périodique. Commencons par traiter le cas non périodique et rappelons
la formule d’interpolation :

Lemme 7.5 Soit f une fonction analytique dans le disque : {z,|z| < R}.
Soient S’ et T' deuz entiers positifs et v un nombre réel tels que : S' > 2 et
S <r< %. On a alors l'inégalité :

e < 2rte ()

18r\ T

Démonstration : voir le lemme 2-3 de [W].

1 d
t! dzt

(s)|,0§t§T’,ogs§S’}.

Traitons tout d’abord le cas ou G = 0. Appliquons alors le lemme 7.5
a notre fonction f, avec r = (k+21)S’ R = 2(k+ 1)SE, S’ = Sy et enfin
T'" = (k 4+ 1)T. Calculons pour ceci |f|g : on obtient, en appliquant la
proposition 6.9 :

log(|f|r) < log(max{D:F(zw), |z| < R, |t| < (k+ 1)T}) + colo.
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Le lemme 3.5 (appliqué avec x; = e;) donne alors :

log(|f|r) < (k+1)Tlog((k +1)°T) + Lo log(RJwo| + 1) + 2LoD log(B)

Sm T 4

2
b Rzl 41 . |
+ 3 3rL, M+(R|E”” +1>+—%m7
i=1 L

k k
+ (3,64 Dh)Y_ Li+ Dh(P)+ Y _log(Li + 1) + coU,
0

i=1

ce qui donne, en remplagant tous les parameétres par leur valeur (le calcul est
presque identique a celui de ¢12) :

log((f1a) < (k= 1)Uo (5 log(k+ 1)+ 3 (14 5 ) (6 + 1)) +eol

log(2(k + 1)cq)
cg(e +1)(k +1)

+ (k+ 1)U (0, 023 + ) + (c12+0,1)Uy

9,44
C6

1
+ Un + 5 log(es)(k + 1)Uo + 4e%k(k +1)°¢Up + 0, 010p.

En remplagant les différentes constantes par leurs valeurs numériques, on
trouve :

log (|f|r) < c15U0,

avec !

cis = (k+1) ((2 + %) k(k+1)log(k + 1)>

+ (k+1) ((4 + %T%) log(2)k? + 25k log(k + 1))

4+ (k+1) (67, 3k + 41, 4log(k + 1) + 73,6).
La formule d’interpolation (lemme 7.5) donne alors :

‘ler < 2€Xp(Cl5U0 — (k + 1)TSO log(E))

k+1
+ 5exp ((k +1)T'Sp log (9(—;£> —pUy + e“U‘)) .
0
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De plus, on dispose des inégalités suivantes :

(k+1)TSplog(E) > (k+1) ( D(log log(B) Zoh +log(DE)) 1>

x 8(k+1)(klog(4(k+ 1)) + 5log(k + 1) +15)
x  D(loglog(B) + h + log(DE))

- log(B)(k+1) (D(log log(B) Zoh T+ log(DE)) 1)
> 8(k+1)*(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)Up

— 8(k+1)*(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)

x D(loglog(B) + h + log(DE))

log(E)
D(loglog(B) + h + log(DE))

- (E+1)Uo

\Y

8(k +1)*(klog(4(k +1)) +5log(k +1) + 15— 0,01)Up;

et donc,

c15Up + log(2) — (k: + 1)TSO log(E) < —e168Up,

ou ’on a posé,
16(1 + €?)
16 (k+1) ((6 3 7 4c? ) k(k+1)log(k + ))

+ (k+1) ((12 - §12:§1+—+_4§) k?log(2) + 15k log(k + 1))

+ (k+1)(63,5k —1,4log(k + 1) + 45,8) .

Nous allons vérifier que :

9(k +1)S

5 exp ((k +1)T'Sp log ( 5
0

> —pUy + e_UO) < exp(—c160h).
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Pour ceci, il suffit d’établir :

9(k +1)S

<(k + 1)T'Sy log ( A

) —pUp + G_UO + log(5)> < —c16Up.

C’est-a-dire :

8(k + 1)%(k log(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15) log (9(k 4 1)(k+2>4k>
+ 8(k +1)*(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)

lo (%(1@ + 1) log(4(k + 1)) + 56 log(k + 1) + 54)
+ 8(k + 1)*(klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15) log(1 + A)
0.

_p+616+0a01 <

Cette inégalité étant directement vérifiée pour k£ < 10000, nous allons I’ établir
pour les grandes valeurs de k. Commengons par majorer :

log(9(k+1)*+2)4%) 4 log(1 + A)

(127(;)1——‘;%:2)(19 + 1) log(4(k + 1)) + 56log(k + 1) + 54>
< log(9) + 2klog(2) + (k + 2) log(k + 1) + log(1 + X)

12(13 + 4¢2
+ lo <__(_3+_6)

25 o (k+ 1)log(4(k +1)) + 56 log(k + 1) + 54>

< (k+2)log(k+ 1)+ 2klog(2) +1,1log(k + 1) + 5,9.
1l s’agit donc de vérifier :
8(k +1)%x (klog(4(k + 1)) + 5log(k + 1) + 15)
X ((k+2)log(k+ 1)+ 2klog(2) + 1,11log(k + 1) + 5,9)

B (12 (13 + 4e?)

(25 + 4e2) (k + 1) log(4(k + 1))) c12

— (28log(k + 1) +24,9)ci2 + c16 + 0,01 < 0.
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C’est-a-dire, en remplacant c12 et cig par leur valeurs :

8k(k+1)3 x (log(k + 1)) + 321log(2)(k + 1)2k? log(k + 1) + 45,8(k + 1)
+ 56,8k(k + 1)%log(k + 1) + 321log(2)2k2(k + 1) + 708(k + 1)?

+ 334,4k(k + 1)*log(2) + 124(k + 1)*(log(k + 1)) + 63, 5k(k + 1)

( o 160+ e?)

13 1 4¢2 ) k(k +1)*log(k + 1) + 257, 1k(k + 1)*log(k + 1)

32(1 + 62) 9 )
12 — ———~ 1)1 1)21
+ < 13 1 dc? )k (k + 1) log(2) + 608(k + 1)? log(k + 1)
+ 15(k + 1)klog(k + 1) — 1,4(k + 1) log(k + 1) + 0,01

- (k+1) (%% + 1) log(4(k + 1)) + 28log(k + 1) + 24, 9)

4 16 8 32 2
(5 T M+ D1osth + 1)+ (54 537 5 ) ¥ow2)

+ 7,8klog(k+ 1) + 16,4k + 16,4log(k + 1) +20,7| < 0.

C’est-a-dire :

—  27,5k(k +1)*log(k + 1)® + 13, 6k(k + 1)*(log(k + 1))

4+ 70,4k(k 4 1)% — 171, 1k(k + 1)(log(k + 1))?

— 167,3k(k + 1)(log(k + 1)) + 283, 6k(k + 1)

—  411,9(k + 1) log(k + 1)? — 484,6(k + 1) log(k + 1) + 104,3(k +1) <0,

Ce qui est trivial. Dans le cas non périodique, nous avons donc établi que :

| fl2r < 2exp(—c16Up),

si G = 0. Dans le cas général, les mémes calculs que ci-dessus ménent & :

|f|r < exp(ei7lh),
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avec :
8 8(1+2¢?) 2
S A G k) 1
c17 (3 + 135 4e? ) k(k+1)°log(k + 1)
+ (28, 16 (1 + 2¢%) k2(k + 1) log(2) + 25k(k + 1) log(k + 1)
37 131 4de & ¢

+ (k+1)(70,4k + 36,8log(k + 1) + 67,2).
Avec la minoration déja obtenue pour (k + 1)T'Sp, on en tire :
c17 +1og(2) — (k+ 1)T'Sp < —c18Up,

avec !

16 8(1+ 2¢2) )
= | ———" | k(k+1)%log(k+1
on = (5 - ) ks 7ot

—+

32 16(1 + 2¢?%)
3 13 + 4e?

) E2(k +1)log(2) + 15k(k + 1) log(k + 1)
+ (k4 1)(60,6k + 3,2log(k + 1) + 51,8).

Grace a la majoration (obtenue aussi facilement que ci-dessus pour £ > 10000,
et vérifiée directement pour les petites valeurs de k) :

9(k +1)S

5exp (—p + exp(—Uo) + (k + 1)T'Sp log (
0

)) < exp(—cis),

et au lemme d’interpolation, on a bien :

| flor < 2exp(—cig).

Cette relation entraine en particulier, 1’inégalité requise pour établir la propo-
sition 7.4.

Traitons maintenant le cas périodique (avec G = 0). Commengons par
appliquer le lemme 7.5 avec TV = Ty, ' = (k+ 1)S, r = (k_+21)_57 et enfin

R = 4rE. 1l s’agit tout d’abord de calculer |f|r. Le méme raisonnement que
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ci-dessus permet d’obtenir :

log(|flr) < Tolog((k+ 1)Tp) + Lolog(R|wo| + 1) + 2LoD log(B)

c (BB )T e
+ Z37rLi L—f—( i +1)+ ~QSm T
=1

SmT w1, z\ 4

k k
+ (3,6+Dh)Y _ Li+ Dh(P)+>_log(Li + 1) + coUo,
=1 0

en remplacant les parametres par leur valeurs, on en déduit :
log(2(k + 1)c4) <2, 44 )
U + U
0 Ce (6 + 1) Ce 0
4+ cgUo + (c12 + 0,1)Uq + 4€%k(k + 1)2c:Up + 0, 02U,

log(|f|r) <

(pour cette derniére estimation, il suffit de remplacer la majoration de
T'log((k + 1)2T) obtenue précédemment, par 1’inégalité Tplog((k + 1)2Tp) <
0,01Up, qui se vérifie facilement). En remplagant les différentes constantes par
leurs valeurs numeériques, on trouve :

log (|f|r) < c19U0,

avec :

o = (k+1) <<§ + lfé—lji?) k(k + 1) log(k + 1))

8 32(1+e?
=+ (k‘ + 1) <<§ + mﬁ) k‘2 10g(2) + 22,4k log(k + 1))

+ (k+1)(62,76k + 36,8log(k + 1) + 70,2).
La formule d’interpolation (lemme 7.5) donne alors :
|flor < 2exp(c19Up — (k + 1)TpS log(E))
+ 5exp ((k + 1)TpSlog (9) — pUp + e Y0 + log(5)> .
Un calcul analogue au cas précédent conduit a :

(k4 1)TpSlog(E) > 8(k + 1)%(klog(k + 1) + 5log(k + 1) + 14, 99)Up,
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et donc,
c15U0 +10g(2) — (k + 1)T'Splog(E) < —ca0Uo,

<1 .
ou ’on a posé,

co = (k+1) <(? - %) k(k +1)log(k + 1))

40 32(1+€?
+ (k+1) ((-3- — ﬁ) k?log(2) + 17,6k log(k + 1))

+ (k+1)(68,13k +2,9log(k + 1) +49,7).
Comme précédemment, on vérifie aisément que :
5 exp ((k +1)T'Splog (9) — pUp + e Y0 + log(5)) < exp(—c20l).

On obtient donc :
|fl2r < 2exp(—c20Up).

Appliquons maintenant 1’inégalité de CAUCHY : soient ¢, un entier, 0 < t <
(k+1)T, et s un entier, 0 < s < (k+1)S. On a donc :

FOG)] < ((k+D)T)!|f2r.
Ce qui donne, en remplagant |f|2, par sa valeur,

log(|fO(s)]) < —caolo +log(2) + (k + 1)Tlog((k + 1)T)

1
< —eoUp + log(2) + §(k + 1) log(k + 1)Uy
1
3
+0,023(k + 1)U

2 1
+ =(k+1)log(cs)Up + = (1 - 5) (k +1)%Uo

3

En remplacant cog par sa valeur et c; par son majorant trouvé page 81, on

obtient :
16(1 + €2)

log(| £ (s)]) ETEW R

13 + 4e?

IN

—(k+1) (6 - ) k(k+1)log(k+ 1)

(12_32(1+e2)

2 —_—
137 4e2 ) k% (k + 1) log(2) — 15k(k + 1) log(k + 1)

~ 63,59k (k + 1) + 1,4(k + 1) log(k + 1) — 45,9(k + 1)

< - c6Up.
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Dans le cas général, on obtient, en posant :

B 8(1 + 2¢?) )

16(1 + 2¢2)
gy DT
+ < + 13 + 4e2

) k2(k + 1) log(2) + 22,4k log(k + 1)
+  65,4k(k + 1) + 34,1(k + 1) log(k + 1) + 63(k + 1),

log(|f|r) < c21Ub,
et I’on obtient aprés application de la formule d’interpolation :
| fl2r < 2exp(—c22U),

avec :

8(1 + 22
Cog = (G—M

34 ) k(k+41)2log(k + 1)

16(1 + 2¢2)
+ (12 13+ 4e2

> E%(k +1)log(2) + 17,6k(k + 1) log(k + 1)
+ (k+1)(65,6k +5,91log(k + 1) + 56,9),

Ce qui donne, apres application de 1’inégalité de CAUCHY :

log(|f®]) < —c1800.

La proposition 7.4 est donc établie.

7.3 Inégalité de la taille

Nous allons établir le :

Lemme 7.6 Reprenons le polynéme P construit précédemment, et soient
t1,...,tx et s des entiers positifs tels que |t| = t1 + - -+t < (k+ 1)T,
s < (k+1)S; supposons que la fonction F = P o ® a un 26ro en su
d’ordre ezactement |t| le long de W et que DEF(su) # 0. On dispose alors de
l’inégalité :

log !DZF(su)l > —ca3lp,
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ot I’on peut prendre dans le cas ov G = 0,

36

= (24 2"
€23 <+13+4e2

> k(k -+ 1)2log(k + 1)

72
13 4 4e2

+ (k+1)(32,1k + 25,2log(k + 1) + 46,7) ,

4 (4 + ) k2(k + 1) log(2) + 13, 3k(k + 1) log(k + 1)

et dans le cas général :

4 28 2
= (24 —== 1
c23 <3 + 3 462> k(k+1)°log(k +1)

8 56

-+ ——— | K2(k+1)log(2) + 9, 4k(k + 1) log(k + 1

(5 g ) W0 D1og(2) + 9, 4k(k + log(k + 1)
+ (k+1)(23,9% + 17log(k + 1) + 36,4),

Démonstration : le point crucial pour obtenir cette estimation est de

remarquer que la dérivée d’ordre L + 1 d’un polynéme de degré L est
identiquement nulle. Commencons par écrire in extenso le polynéme P :

= S S e (T,
0<Ao<Lg i=1 |A;|<L;
Dans cette expression, Ag est un entier positif, et, pour 1 <17 <k,
A= (X0 Ai1, Ai2), A j 20,1 <3<k 0<j<2,
et A = (Ao, A1,...,Ar). Notons enfin ©,, un mondéme type de P o D, ie.

A b2 3%o0 /[ 3 \Ml/ 3 A2
Or = Xo® [T TTwi ™ (wher) ™ (i)™

i=1j=0

Maintenant, pour chaque indice i, 1 < i < k, notons f; la fonction ¢;(2)3
ou ;(2)3pl(2) suivant que su; appartient ou non au réseau des périodes A; de
la courbe &;. Puisque ¢ est un multi-indice «minimal» pour lequel D Po®(su)
est non nul, la formule de LEIBNIZ nous assure que :

DiPodb(su) Pod
[, fi(sui)E = De (H £ >( *)
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Pour minorer le membre de gauche de cette relation, nous allons évaluer la
hauteur du membre de droite qui est un nombre algébrique. Pour 1 < ¢ < k,
choisissons §; € C, ou #; = 0 si su; est un élément du réseau A; des
périodes de pg,, 0; = %wg,i, si su; = %wu, et 0; = %wl,i sinon. Posons alors
9 =(0,61,...,0k). Rappelons que («astuce» d’ ANDERSON—BAKER-COATES) :

¢ Po®(su)\ ([ Pod(su+9d+2)
b (Hsz(sul)Lz) =D (H fz(suz+9 +zz) )| -

Appliquons la proposition 8.2 a chaque monéme . Chaque facteur

—A_
)\0 1—[ f
de ce monoéme pour lequel su; n’est pas une période de A;, est un mondéme en
(pi(sui + 0; + zi), pi(su; + 0; + z;)), et la proposition 8.2 nous assure que ce
dernier peut s’écrire comme une fraction rationnelle en (gp;(2;), p}(2;)), dont
le numérateur est de degré au plus 2L;. Le dénominateur de cette fraction

rationnelle est lui égal & (p;(2;) — pi(su; + 6;))3Fi.

O, (su+z+9)
I1, fi(suiti+2:)Ei

Ar(2)
[T suign, (0i(sui + 0;) — pi(2:))35°

Nous avons ainsi transformé

en :

ol Ax est un polynome en (p;(z), ©;(z)) de degré < 2L; pour les indices ¢

pour lesquels su; &€ A; et, par périodicité, en (Z:Ez izg Pl(" ™ )>, de degré
< L;, pour les indices i pour lesquels su; € A; (plus précisément, il s’agit d’un
produits de polynémes en une variable de la forme ci-dessus, multiplié par
(sug 4 20)*°). La formule de LEIBNIZ et la «minimalité» de ¢t nous assurent

que :

Dt(Po!ﬁ(su—Fﬁ-{—z) ) B 1
ITi filsui + 0 + 2:)5i ) g II ((pi(sui + 6:) — 0i(6:))3L
i,sui¢Ai

D (}A:mx)

Nous noterons @ le polynome )  paAa. Maintenant, en revenant a la
définition de I’opérateur différentiel DY,

9 \" 9\
<5lazo azl) (ﬁ’“azo azk) :
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développons DY ; on obtient :

PEE) = XY Y my. Z( ) (m)

Ao=01<i<k |A;|<L; i1=0  4x=0 123

t1— 11 L —ig

8 (Ao — (t1+- -+tk)+(i1+--~+z‘k))!
X (XO)>\0—(t1+'“+tk)+(i1+'“+ik)
« (i)il (ﬂ)i" Ax(z)

0z1) ~ \ Oz XS‘O '

Ci-dessus, nous avons utilisé la convention :

Ag! —0
Mo—(t1++te)+(ir+-+i))! —

si )\0<(t1+-"+tk)—(i1+---+ik).

Pour calculer h (D%(Q)), introduisons les notations suivantes : nous noterons
i, le k-uplet (41,...,4x), O le point projectif :

8= (1,( DT BET); ,[t—i|§Lo)a

v le point projectif :

_ {1 131 tr Ao!
TEU W) ot )+ Gt i)

et enfin, ¢ = (1, (ca u,i)Au,4)), le point projectif formé par les coefficients des
011 700 aalfk A)?ﬁj)), auxquels nous adjoignons 1. On déduit
%k 0

donc de la deﬁmtlon de la hauteur, que :

polyndémes :

h (D@(Q)) < h(P)+ h(c) + h(B) + h(7)
+ log (Lo +1) (L +1)% .. (L + 1)7)
+ log((t14+1)...(tk +1)).
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Calculons maintenant h(f3) :

h(,B) < —Zlogmax{l,max{‘ﬂtl_zl ﬁtk i

J

1 k
BZmzax{l,Zt — ;) log max {log (|6;]) , 1§j§k}}
v ]:1

IA

IA

1 k
zﬂw{;w—w};Mmmumwmmugsm
< 2kLglog(B).

Majorons maintenant h(7y). Comme les coordonnées de 7y sont toutes des
entiers rationnels, on en déduit :

it tk )\0'
") —l%%ﬁ{(h)‘“(%><h—m+um}

max {10g(2‘t])\0!)} < (k4 1)T'log(2) + Lolog(Lo).
0

N

IA

Enfin,

log(Lo+1) + log(Ly+1)%...(Ly+1)2(t1 +1)...(tx + 1))
k

< log(Lo+1)+2> log(L; + 1) + klog((k + 1)T + 1).
i=1

Il ne reste donc plus qu’a estimer h(c). Pour ceci, on utilise les propositions 8.1

et 8.2. En remarquant que )’(4 est un produit de k polynémes en une variable
0

Ax = T15_ Axj, nous avons :

o [ Ax(2) ki
— Q¢+ Q —— A
9z} ozF ( Xg‘o ) H rs)

La proposition 8.1 va donc pouvoir s’appliquer a chacun des facteurs ci—
dessus, puisqu’il s’agit de dériver des polynémes en des fonctions elliptiques
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d’une seule courbe a la fois. Notons d = (1, (da u,;)a,u,1<j<k), le point projectif
formé des coefficients des polynémes A, ; (1 < j < k), et, de méme, d; le point
projectif formé des coefficients du polynéme A, ;, 1 < j < k auxquels nous
adjoignons 1. Soit v une place de K. On a, en utilisant la proposition 8.1 :

I

k
log max {leapilo} > " logmax {|d,, ;lv} + log max {[i|log 2|, }
My j=1 Al 2

+  max {[¢[} log max {1,[g2,[v, [93,5]v, 1 < j < k}
+ log(é1) + log(62),
ot 6 = 6y = 1si v oo, et,siv]| oo, & = 6FITIIE_ [T, (2L; + 1)),
by = 41T
On en déduit, en notant L le maximum des L;, 1 <i <k :

Zk:h + (k+1)Tlog(48) + (k + 1)Th

j=
+ (k+1)Tlog(2L + (k+ 1)T),

IA

Appliquons maintenant la proposition 8.2 pour majorer la hauteur des
points d;j. On obtient :

h(dj) < L;j(2h(7;) + h) + L;log(120),

oll nous avons noté -;, le point de la courbe &; défini par : v} = (1, p;(su; +
0;), 0 (su; + 6;)).

En mettant toutes ces inégalités ensemble, on en déduit :

k
h(DYQ)) < 3 Li(2h(x)) + h) + L;log(120) + (k + 1)T log(96)
j=1

+ (k+1)Th+ (k+ 1)Tlog(2L + (k+ 1)T') + 2k Lo log(B)

k
+ Lolog(Lo) +2 log(L; + 1) +log(Lo + 1)
j=1

+ klog((k+1)T + 1) + h(P).
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On en déduit donc que le nombre (D} (Q(2))|2=s, est algébrique, de hauteur
au plus :

h ((DHQ(2))jz=s) < h(DE(Q)) + Lo((k+1)S +1) +log(Lo + 1)

k
+ ((k+1)T + > 2L;) max {h(6;),1 < i < k} + klog(2L + (k + 1)T)
=1
< h(P) + Lolog(Lo) + (k + 1)T'log(96) + 2k Lo log(B) + (k+ 1)Th
k

+ Y Li(2h(%;) + h +10g 120)) + (k + 1)T log(2L + (k + 1)T) + log(Lo + 1)

=1

k

+2 log(Li + 1) + klog((k + 1)T + 1) + Lo log((k + 1)S + 1)
=0

+ klog((k + 1)T + 2L +1) + ((k +1)T + ZkIZLZ) max {h(6;),1 < i < k}.
i=1

En tenant compte de la hauteur du dénominateur, on obtient :

h (Dte(P ° ’i(su o+ ?))'z=”> < R(P) + Lolog(Lo) + (k + 1)T log(96)
[Ti=1 fi(suq)Ls
+ (k+1)Th+klog((k+1)T+1)

k
> Li(2R(¥;) + h + log(120))

i=1

(k +1)Tlog(2L + (k + 1)T)
Lolog((k+1)S + 1) + log(Lo + 1)
klog((k+1)T +2L+1)

(k4 1)Tmax{h(0;),1 <i<k}

+ o+ + o+ o+

+

k
> 2L;max {h(6;),1 < i< k}
i=1

L;(2h(~}) + h + log(96))

k
=1

)

k
+ 2kLolog(B)+2) log(Li +1).
1=0
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Utilisons maintenant le lemme 3.4, pour contréler les hauteurs des 6;, et

des 7/. Comme 6; est un point de deux torsion de la courbe &;, ﬁ(@z) = 0,etle

lemme 3.4 nous assure que h(6;) < 3h + 8log(2); de méme, h(v}) = s2h(v),

et donc, h(v)) < gh + 8log(2) + s log(Vi). L’inégalité de la taille, jointe au

lemme 3.1, relation (7) nous assure donc que 'on a :

log ‘DEP o @(su)‘ >

—D (h(P) + Lolog(Lo) + 2kLolog(B))

D (YZ: Li(4s*log(V;) + 8h)>

=1

D (f: Li(3210g(2) + 1og(11520>>>

D(k+ 1T + k)log(2L + (k + 1)T + 1)
D ((k+1)T (2,5h + 8log(2) + log(96)))
(Z2log i+ 1)+ Elog((k +1)T + 1)>

DLglog((k+1)s +1) — Dlog(Lo + 1)

k
3rSm 7
3L (3 log(10) + %)

=1

k
L1< o Z| +6103(|wu|))
k

=1
> Li (log(1 + [willpi(swi)])

=1

l\')IOJ

En remplagant les parametres par leurs valeurs, on en déduit que (1a encore,
le calcul est presque identique & celui du paragraphe 7.1, page 74 & page 84) :

k
D (Z L;(8h + 321og(2) + log(11520))> < 10730y,

i=1

( Zlog i+ 1)+ klog((k+1)T + 1)) < 10730y,
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Dlog(Lo +1) < 10730y,

ainsi que :
k
3rSm 7 i _
S L (3 log(10) + %W +6m ’ilju || + 61og([w1,il)> < 10730,
i=1 Li

Passons maintenant & :

3 k k
5> Lilog (1+ lwdllps(sui)l) < D0k +1)?LiDS? log(V;) + 102Uy,
=1 i=1
de méme,

D((k+ )T+ k)log(2L + (k+1)T) < D(k+ 1)Tlog((k +1)T) 4 1073Uy

(k+1)log(k + 1)
3

IA

Uo

1
+ g(k: + 1) log(cs)Up + 103Uy

- <1°g3(3) - 3) (k + 1)Uy,

de plus :
DLglog((k+1)s+1) + 2kDLglog(B)+ DLglog(Lo)
log((k + 1)cq) log(es)Uo
ST T 1 4+ 22020
ce(e+1) (e+1)cg

(5k+3 (k+2)log(1+e)
+
Ce ce(e+1)

) Uo + 10730,
et enfin,

D(k + 1)T (2,5h + 8log(2) + log(96)) < 4,3(k + 1)U.
On en déduit donc (dans le cas ot G = 0) :

log |DE(P o ®(su)| > —(k+1)Up <5k(k +1)er + %log(%))

— (k+ 1)U, (% log(k +1) + Cﬁ(&k&?ﬁi))

— (k+ DU <(e Jrlolg)((ifl 5t (1053 + 3) k)

— (k+ 1)Uy (5,5 + +c12),
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ce qui donne, en remplagant les diverses constante par leurs valeurs,
log | DE(F o ®(su)| > —casly,

ou l’on a posé :

36
= (24— 1)21
C24 ( + 13+ 462) k‘(k + ) og(k+1)

2\,
N <4 " m) K2(k + 1) log(2) + 13, 3k(k + 1) log(k + 1)

+ (k+1)(32,1k + 25,2log(k + 1) + 46,7) .

Enfin, dans le cas général, on peut poser :

/4 .
Cq4 = <3+13+462)k(k+1) log(k + 1)

8 56 )
+ (5 + m) K2 (k + 1) log(2) + 9, 4k(k + 1) log(k + 1)

+ (k+1)(23,9% + 17log(k + 1) + 36, 4) .

Ceci acheve la preuve du lemme 7.6.

Lemme 7.7 Reprenons le polynéme P construit précedemment; pour tout
entier s, 1 < s < (k+1)S, la fonction F = P(®) a un zéro en su d’ordre au

moins (k4 1)T + 1 le long de W.

Démonstration : si ce n’est pas le cas, on dispose d’un multi-indice ¢ de
longueur inférieure & (k + 1)7", et d’un entier s, 1 < s < (k + 1).S pour lequel

DeP(®)(su)) # 0. Le lemme 7.6 nous donne alors ’inégalité
log 'DZ(F o @(Su)’ > —co4Up,
de plus, le lemme 7.4 nous fournit I’inégalité :

log | DE(F o ®(su)| < —c14Up + log(2),

il suffit, pour établir le lemme, de vérifier que ces deux inégalités sont
incompatibles. Comme précedémment, on suppose k > 10000. Traitons tout
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d’abord, le cas ou G =0. On a alors :

cia—coq = 1,7klog(k + 1) + 31,4k — 26,6log(k + 1) — 0,9
> 1,7klog(k +1) —27,5log(k + 1) > 1,6k log(k + 1)
> log(2).

Dans le cas général, on a :

16 32
C14 — C24 mk(k + l)log(k' + 1) + mk2 10g(2)
+ 5,6klog(k+ 1)+ 36,7k + 15,4 — 13,8log(k + 1)
16
——k(k+1)log(k +1
> T31azikt Dlglk+1)
+ 5,6klog(k+1) —13,,8log(k + 1)
16
_ 1 log(2).
> 13+4e2k(k+1)10g(k+ ) > log(2)

Le lemme 7.7 est donc établi.
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8 Formules de translations,
de dérivations

L’équation de WEIERSTRASS et les relations classiques entre les fonctions
elliptiques nous permettent d’écrire trés simplement des formules explicites
pour les opérateurs de dérivation et de translation par un point; on peut ainsi
aisément controler la hauteur de ces opérations. Nous résumons ces propriétés
dans les deux énoncés qui suivent :

8.1 Dérivations

Proposition 8.1 Soit & une courbe elliptique, définie sur corps de nombres
K, de degré sur Q < D, et donnée avec un modéle de Weierstrafy € (a
coefficients dans K ) :

y? = 42° — goz — g3.

Soient h un nombre réel, h > max{1,h(1,g2,g3),h(jc)}, et pe, la fonction
de Weierstraf$ associée au modéle de E. Soient enfin un polynéme P, d coeffi-
cients dans K, de degré au plus L en deuz variables X1 et Xo, et T un nombre
entier > 1. Dans ces conditions, ;Z—TT(P(pg(Z), ©e(2))) peut s’écrire comme un
polynome en (pg(2), pr(2)), de degré au plus L+ T en (pg(z), p(2)), dont
les coefficients sont des éléments de K, de hauteur au plus :

h(P) + T'(h + log(36)) + T'log(L + T).

Avec les mémes hypotheses, (Z—TT (P (ﬁ, zfgzg» peut s’écrire comme un
£ £
1 pe(?)

7

s 1 pe(2)
FAOL pg(z)), de degré en (W’ W> av plus L + T, dont
les coefficients sont des éléments de K, de hauteur au plus :

polynome en (

h(P) + T(h + log(48)) + T'log(L + T).

N.B. C’est la hauteur du «polyndme dérivé» qui est ainsi majorée, et non la
hauteur de chacuns des coefficients.
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Plus précisément, les coefficients de ces polynomes sont des combinaisons
linéaires, de longueur au plus 3T (resp. 4T7), de mondémes de degré 1 en
les coefficients de P, de degré au plus T en ga, gs; les coefficients de ces
combinaisons linéaires, sont des nombres rationnels dont les dénominateurs
divisent 2T, et dont les numérateurs sont majorés en valeur absolue par
67 TTji(L + 4)-

Démonstration : on déduit de I’équation de WEIERSTRASS, la relation :

" _ g2
¢'(2) = 69°(2) - -

Soit P un polynéme, élément de K[X,Y] de degré total L. Ecrivons :

P(X,Y)=) a;; X'V
,J
On obtient donc :

L(PoG) o) = Naliol) (@)

+ Y ai(6ip(x) 0 (Y - Tip()'e (27 7).

On en déduit que £ (P(p(2), ¢'(2))) = Skt beip(2)F0' (2)!, ol les coefficients
bi,; sont soumis aux relations :

bry = (b + 1)agg1-1 +6(1 4+ 1)ag_2141 — g—;-(l + Dag, 41

Notons P(!) le polynéme de K[X,Y] défini par cette relation de récurrence
(ie. PD(X,Y) = >k b, X*Y!). On en déduit donc clairement que :

h(PM) < h(P) + log(L + 1) + h + log(36),

il est également clair que le degré total de P(1) est au plus L+ 1. Nous noterons
de méme, pour tout entier T > 1, P(T) le polynéme défini par induction par
la relation P(T) = (PT=)() 1] est clair que :

T
PO (05 (2), 6(2)) = - (P(0e(z), ().
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On vérifie immédiatement par induction que :

h(p(T))

IN

h(P) + T(h + log(36)) + T'log(L + T)

deg(PT)) < L+T.

Ceci établit la premiere assertion de la proposition 8.1. Pour la deuxiéme, on
calcule de méme,

d 1 z (6pe(2)® — %\ pe(z)
$<P<@é<z> m)) Z( ( P (2)1 )p'gu)f)
_ Z“w (; 6ps(2)’ — %) pe(z) )

1 pe(z ’_1>
+ aij\J - =
2 ( LG oy
Jj+2 1
— Za” (_62,@/5(2)‘” 7 z—l)
ij S(Z)] K’g(z)
1. \pelzy 1
+ ai, g2< Z—J>
Z PN Gl pp ()

(z)j_l 1
- Zal,g ( gg]@ (z)7-1 @fe(z)i+2> '

En notant comme précédemment P™) le polynéme de deux variables ainsi
construit, on vérifie aisément que PW) est de degré au plus L + 1, et de
hauteur au plus h(P) + h + log(48) + log(L + 1). Une induction permet
alors immédiatement de conclure a la validité de la deuxieme assertion de
la proposition 8.1.

Il reste & établir la derniere assertion. Dans le premier cas (resp. le
deuxiéme), on voit que les coefficients de P sont des combinaisons linéaires,
de longueur au plus 3 (resp. 4), de mondémes de degré 1 en les coefficients
de P et de degré au plus 1 en g2, g3. Les coefficients de ces combinaisons
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linéaires sont des nombres rationnels dont le dénominateur est au plus 2 en
valeur absolue, et le numérateur est majoré en valeur absolue par 12(L + 1).
Une induction permet encore une fois de conclure. La proposition 8.1 est donc
entierement démontrée.

8.2 Translations

Proposition 8.2 Soit £ une courbe elliptique, définie sur corps de nombres
K, de degré sur Q < D, et donnée avec un modéle de Weierstrafi € (a
coefficients dans K ) :

y? = 423 — gox — gs.

Soient h un nombre réel, h > max{1, h(1,g2,g3),h(jc)}, et pe la fonction
de Weierstraf$ associée au modéle de £ que nous avons fizé. Soit de plus un
polynéme P, a coefficients dans K, de degré au plus L en deuz variables X et
X,. Soit enfin un nombre compleze u, tel quey = (1, pg(u), pk(u)) € K3. Dans
ces conditions, la fonction de z : z — P(pg(z + u), pe(z + u)) peut s’écrire
comme une fraction rationelle en (pg(z), pe(2)), dont le dénominateur et le
numeérateur sont de degré au plus 2L, dont les coefficients sont des éléments
de K. La hauteur du numérateur est au plus :

)

h(P) + L(2h(y) + h + log(216)) + log ((_L_+_1)_(L_+2_)>

2
enfin, la hauteur du dénominateur est :

< L(2h(7y) + h + 1og(96)) — log(4).
De plus, une autre expression du dénominateur est (pg(z) — pe(u))3r.

Une autre description de ’action des opérateurs de translation est la sui-
vante : les coefficients du numérateur peuvent s’écrire comme une combinai-
son linéaire de mondémes de degré 1 en les coefficients de P, de degré au plus
2L en pg(u), pe(u), de degré inférieur a L en ga, gs. Les coefficients de ces
combinaisons linéaires sont des mombres rationnels, dont les dénominateurs
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divisent 221

, et les numérateurs sont majorés en valeur absolue par 3L. En-
fin, la longueur mazimale de ces combinaisons linéaires est 105/, ot ¢ est le

nombre de coefficients non nuls du polynome P.

Remarque : c’est cette derniere information, plus versatile, bien que
plus technique que nous utilisons en fait.

Démonstration : commencons par démontrer le lemme suivant, qui va
nous permettre d’expliciter autant que faire se peut, ’expression P(pg(u +

2), Pg(u+ 2)) :

Lemme 8.3 Soit £ une courbe elliptique, donnée avec un modéle de Weier-
straf :
2 _ 4.3
y* =4x" — gow — g3,
et p la fonction de Weierstraf associ€e. On dispose alors des «formules»
d’addition :

L () = g )N
plu+2) = —plw) = o)+ 7 (S =55 22)
et :
Stz = 3@(U)p(u)p(z)2—@l()Z)p(Z)(%(U)z—%)
. W
23
o/ (2) (1 (? — Baaslw) — 3gs) )
a D
L0 Wp() + 3ol () + Lgaplu)!(w)
o ,

D = (p(z) - p(u)’

= 1PEP 3P + p(a) (30()? + 2)

Démonstration : si la premiere relation (22) est extrémement classique,
et se trouve dans presque tous les livres traitant de la théorie des courbes
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elliptiques (voir, par exemple [L1] page 14), la deuxiéme (23), est plus difficile
a trouver dans les traités récents du fait de sa complexité (et sans doute du
faible nombre d’applications théoriques). Bien qu’il ne s’agisse que de dériver
la relation (22) nous donnons ici une démonstation. Par dérivation par rapport
a z, on obtient :
/ _ 1 (p'(u) — ¢'(2))p"(2) | 1(¢'(w) — '(2))%¢(2)
§lutz)=—g() - 724 )
(p(u) — p(2)) (p(u) — p(2))

Ce qui donne, en remplagant ©”(z) par sa valeur,

= —(p(u) = p(2))°¢(2)

(p(u) — p(2))*¢' (u+ 2

92
|20/ - o) - ol2)]
En utilisant 1’équation de WEIERSTRASS, on transforme cette expression en :

(p(w) = 9(2))° ¢/ (u+2) = 2 (' (w) = ¢/ (2)) ((u) — (=)

+ ¢(2) |50 (u)® + §@'(Z)Q}

+ 3(0) ~ () (39 P+ 2+ Zo(a)).
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Ce qui donne :

(p(w) = p(2))°¢ (u+2) = %(@’(U) — ¢'(2))(p(w) — p(2))

+ 59206 (w) — 9/ (2))p(=) + 2 (=) - p(w)e/(2)
+ o) - o)

3

+ 20 ()~ 9'(2) + (9 We(w) - ¢'(2)p(2))

+ %[50(2)@’(10 - p(w)p'(2)]

On en déduit, apres réarrangement des termes,

(6w~ 9(2)° -+ 2) = ~3p(w)p/ (W()? + (3p(w? - £) p(a)p/2)

- L2+ 228 g

+ (9@ - Zow -2 (2

+ Zou)e!(u) + g6/ ().

Afin d’établir la relation (23), il ne reste plus qu’a transformer le dénomi-
nateur :

(o) = p(:)* = 3p(pe)? - 16/ - (3p(f + 2) p(2)
+ 0w+ L),

Le lemme 8.3 est donc entierement établi. On en déduit que p(u + 2) et
@ (u + z), peuvent s’écrire comme des fractions rationnelles en (p(2), ©'(2))
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dont le numérateur et le dénominateur sont de degré majoré par 2. Plus
précisément, posons :

1 1
P(X,Y) = —%%XQ — 38 WXY + o)y’

— (3P0 +22) X + Se(wel @Y + ol

+ %(i—?’—p(U),
P(X,Y) = 3p(u)/(u)X’ - XY (3p(u)2 - gf) + ﬁ@’w)Y?
- (—;—p'(u)2 - %gzp(u) - ZQ3> Y - %92@,(1‘))(
050/ (u) — 3020 (u)g (u),
et :
Q= %YQ — 3p(u) X2 + (3@(u)2 + %) X - %@’(U)Z’ - Zop(w).

On a simplement :

Py (p(z2), 9'(2)) Pz(@(Z%@’(Z)))
Qlp(2),9'(2)) " Qlp(2),¢'(2)) /

De plus, on a clairement les inégalités :

(pu+2),p/(u+2) =

h(P1) < 2h(y)+ h+log(24),
h(P2) < 2h(v)+ h+ log(36),

Q) < 2h(y)+ h+log(24).

Lemme 8.4 Soient P, Q, R, S, quatre polynémes € Q[X,Y], a coefficients
algébriques. Nous noterons h(1,Q, R,S), la hauteur du point projectif défini
par les coefficients de Q, R et S (auzquels nous adjoignons 1), L le degré de
P et enfin c1, (resp. ca, resp. c3) le nombre mazimum de coefficients non
nuls de Q (resp. R, resp. S). Posons ¢ = max{ci,c2,c3}, et P(X,Y) =
Yiti<L a; ; XY, Alors, le polynome T(X,Y) défini par :

T= Y a; ;QL ) RigI,

i+j<L
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est de hauteur :

h(T) < h(P) + Lh(1,Q, R, S) + Llog(c) + log (W) '

Démonstration : ce lemme est presque immédiat en revenant & la défi-
nition de la hauteur. Soit K un corps de nombres contenant tous les coefficients
des polynomes P, Q, R, S, et v une place de K. Notons b, les coefficients de
@, R et S, ordonnés arbitrairement. Les coefficients de T' s’exprimant comme
une somme de monomes homogenes de degré 1 en les coefficients de P, et
homogeénes de degré L en les coefficients de @), R et S, on en déduit :

log max {1, |coefficients de T'|,} < logmax{l,|a;;|v}
+ Llogmax {1, |buls} + 6,

ol § = 0 si v est finie et § = log(nombre de monémes) si v est infinie. II reste
3 estimer 6. Comme le nombre de monoémes est au plus égal au nombre de
produits possibles lorsque 1’on développe }_; ; ai,; QL+ RIS on en déduit :

1
6 <log (§CL(L +1)(L + 2)) :
Ce qui donne :

1
WMT) = 5 > " log max {1, |coefficients de T|,}

IN

1 1
D ;logmax{l, laijlo} + D ;Llogmax{l, 1bulv}

1 1,
+ =Y log( =ML +1)(L+2)

D 2

v|oo
L+1)(L+2

< Mh(P)+ Lh(1,Q,R,S) + Llog(c) + log (%) .
Le lemme est donc établi.

On peut maintenant revenir a la preuve de la proposition 8.2. Soit P un
polynéme de K[X,Y]. Dans ces conditions, on peut écrire :

e s~ P I Pao(2), ¢/ (2))

P(p(u+z), o' (u+ ) iéL i,J Q(p(z),p’(Z))Hj

Yiri<r Qo(2), ' (2) "I P (p(2), ¢ (2)) Pa(p(2), ¢ (2))?
Q(p(2), 9’ (2))L '
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Nous sommes dans les conditions d’application du lemme 8.4 et I’on peut
donc réécrire cette expression comme une fraction rationnelle en (p(z), p’(2))
dont le dénominateur est de degré < Ldeg(Q) = 2L, dont le numérateur est
de degré : < Lmax {deg(Q),deg(P1),deg(P2)} = 2L, et enfin la hauteur du
numérateur est

< h(P) + L(2h(7) + h + log(36) + Llog(6)) + log ((_L_"f__l)(l_/_"ﬁ) '

2

Evaluons enfin la hauteur du dénominateur :

Lemme 8.5 Soit P un polynéme de K[X,Y), de degré M, et L un entier
> 1. Alors,

h(PY) < Lh(P) + (L — 1) log ((M + (M + 2)> .

2

Plus précisément, si ¢ est le nombre de coefficients non nuls de P, on a :

h(P*) < Lh(P) + (L —1)log(c).

Démonstration : écrivons P(X,Y) = 3, ;i\ icpy a;i jX'Y7. Pour L = 1,
le lemme 8.5 est clairement vrai, et nous pouvons supposer par induction

que la conclusion de ce dernier est exacte pour un entier L > 1. Posons
PL(X)Y) = ki b, X*Y!. Calculons alors PLT1. On a:

_PL‘*_1 = PLP = Zcm,nXmYn = Z Z Z ai,jbk,leYn~

mn m,n i+k=m j+l=n
On en déduit que si v est une place de K,
logmax {1, |emnlv} < logmax {1, |a; |} + log max {1, |bg|»} + 6,
ou 6 = 0 si v est finie, et § = ¢ < log (ﬂ%M), si v|0o. On en déduit,
h(P**Y) < h(P") + h(P) + log (c) ,

et il suffit d’appliquer 1I’hypotheése de récurrence pour conclure. Le lemme 8.5
est donc établi. En utilisant le lemme 8.5, on vérifie que la hauteur de QF est

< L(2h(7) + h + log(24)) + (L — 1) log(4).
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Les premieres assertions de la proposition 8.2 sont donc établies. Il reste
a vérifier que les coefficients du numérateur peuvent bien s’écrire comme
annoncé. Tout d’abord, remarquons que les coefficients des polynémes @Q, P;
et P, introduits ci—dessus, sont tous des combinaisons linéaires de monomes
de degré au plus 2 en pg(u), ps(u), et de degré au plus 1 en go, g3; que de
plus la longueur maximale de ces combinaisons linéaires est 3, et qu’enfin,
les coefficicients de ces combinaison linéaires sont des nombres rationnels, de
dénominateur 1, 2 ou 4, et de numérateur de valeur absolue au plus 3. Enfin,
I’écriture :

¥ i QY I PP
Q (pe(z +u), Pz +u) "’

P (pe(z + u), o (2 + ) =

permet de vérifier que les coefficients du polynome }_; ; ai’jQL_i_j PfPQj , sont
de la forme voulue sauf, peut-étre I’assertion sur la longueur des combinaisons
linéaires. On vérifie aisément que les polynémes @, P;, P», peuvent s’écrire
comme une combinaison linéaire de 10 monémes au plus en X, Y, pg(u),
pe(u), 92, g3. Le développement de 3, ai,jQL'i*ijsz fournit donc au
plus 10L¢ mondmes; ce nombre constitue donc clairement un majorant
du nombre de termes pouvant intervenir dans ’écriture des coefficients de
dij ai,jQL_i*j PfPQj . La proposition 8.2 est donc entierement établie.
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9 Lemme de zéros et conclusion

Nous pouvons maintenant appliquer le lemme de zéros de P. PHILIP-
PON (voir [Ph2], théoreme 1). Nous utilisons cet énoncé de préférence au
théoréme 2-1 de [Phl]. En effet, cette version du lemme de zéros permet
de gagner une factorielle de la dimension du groupe (grace a l'utilisation des
multiplicités de SAMUEL) et donc un terme de la forme k¥ dans Pestimation
finale. En revanche, cela nous conduit a renoncer au raffinement récemment
introduit par L. DENIS (voir [De]), car ce dernier est écrit pour raffiner la ver-
sion précédente de théoreme de P. PHILIPPON. Il est toutefois vraisemblable
que ce raffinement peut étre également apporté a 1’énoncé ci-dessous (tout
au moins dans le cadre qui nous intéresse). Un tel raffinement permettrait un
gain d’un facteur 92¢? dans 'estimation finale. On pourra noter que ce nouveau
lemme (compte tenu de ’absence du raffinement de L. DENIS n’est meilleur
(pour notre étude) que le précédent que dans le cas k > 4. Nous n’avons pas
toutefois pris la peine de distinguer les cas k < 3 et k > 4.

Nous rappelons ci—dessous son énoncé tel que 1’on pourra le trouver dans
[Ph2], traduit dans le cas qui nous intéresse, & savoir un produit de courbes
elliptiques et d’un facteur G, :

Lemme 9.1 Soit G = G, x & x -+ x &, plongé dans P x P? x ... x P?,
comme ci—dessus. Soient W un sous-espace vectoriel de l’espace tangent a
Uorigine de G, T un entier > 1, et Lo, L1,...,Lg, k+ 1 entiers positifs. Soit
enfin ¥ un ensemble fini de points de G(C) contenant I’élément neutre 0 du
groupe algébrique commutatif G. Supposons donné un polynéme P de C[P], de
multidegré < (Lo, ..., L), non identiquement nul sur G, qui s’annule & un
ordre > (k+1)T + 1 le long W en tous les points de S*+V) . Il existe alors un
sous—groupe algébrique connexe B de G (B # G), tel que l’inégalité suivante
soit satisfaite :

T + codimy (W NTp(C))

(codimy (W N Tp(C)))! ( codimy (W N Tg(C))

) card (¥ + B/B)

x H(B;Ly,...,Ly) <2°H(G; Lo,...,L).
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Avant d’appliquer ce résultat, rappelons la signification de la notation
»(*+1) Soient ¥ un ensemble de points de G contenant 1’élément neutre de
G, et n un entier > 1. Alors, »n) = {ZKan‘a P e E} . Dans notre cas, nous
avons établi I’existence, dans les paragra_phes précédents, d’un polynéme P,
non identiquement nul sur G, s’annulant le long de 1’hyperplan W (noyau de
notre forme linéaire £), & un ordre > (k + 1)T" + 1, aux points de 1’ensemble
kD ot ¥ = {P(s7),0 < s < S}. Le lemme 9.1 nous assure donc de
I’existence d’un sous—groupe algébrique commutatif B de G tel que I'inégalité
du lemme 9.1 soit vraie. Commengons par supposer que T5(C) ¢ W, puisque
le cas contraire est «moralement» couvert par la proposition 5.1. Dans ce cas,
nous avons :

T + codimg (B)

(codimg (B))! ( codime (B)

) card (¥ + B/B)

x H(B,Lo,Li,...,Ly) <2°H(G, Ly,...,L).
Ce qui donne en particulier :

T + codimg (B) | _ 5+ 1)16" e, Ls
codimg (B) B H(B; Lo, ..., L)

(codimg (B))! (

C’est-a-dire, dans le cas ou B est contenu dans le produit 0 x £ X --- X &,
en remplagant les paramétres par leur valeur (et en notant d’ la dimension de
B et r' la codimension de B),

!
c” -1 U

T+ 1) < (k+1)6Ur 1
( + ) - ( + ) 0 Ay x ... x Ay CgD(lOg(B) +log(DE))’

oi1 les A; sont les termes DS%log(V;) (1 < i < k) rangés par ordre croissant.
On en déduit, en minorant T+ 1 par D(log(log(B)[)]ih—Hog(DE))’

g < 1)16*(D(log log(B) + h + log(DE))" ;"' ~1U
0= A1 x ... x Ayv_1 x cgD(log(B) +log(DE))

C’est-a-dire, en minorant DS? log(V;) par :
caD(log(log(B)) + h + log(DE)),

(k + 1)16%c;” ~(log(log(B)) + h + log(DE))
ca” Leg(log(B) + log(DE))

U <U
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De plus si ' > 2, on a (puisque ¢4 > ¢7) :

(k + 1)16F¢, 1 - (k +1)!6Fcy

—1 >~

Cq Cq

(k 4 1)!16"F(log(4(k + 1)) + 20)

1.
#E+ DRk 120

Puisque log(llgigggiggtggéf E) < 1 en tenant compte de la condition 2, cette

derniére inégalité ést en contradiction avec la définition de U (woir proposi-
tion 5.1). Eliminons maintenant le cas 7’ = 1. On a alors B=0x & X - - - X &,
et 'inégalité du lemme de zéros entraine en particulier :

(T + 1D)KI3FLy ... Ly, < (k+1)16"Lg ... Ly,
c’est-a-dire (en tenant compte de la définition de cg) :

(k+1)2%  log(log(B)) + h + log(DE)
o = c6 8 log(B) + log(DE)
log(log(B)) + h + log(DE)
log(B) + log(DE)

U<U.

Mais, cette inégalité est en contradiction avec la définition de U. On en déduit
donc que B est de la forme : G, x B’ avec B’ C £1 X --- x &. Dans ce cas, la
contradiction n’est pas plus complexe a obtenir ; I’inégalité du lemme de zéros
conduisant cette fois—ci aux inégalités :

r! < ! krrr! cr”
(T +1)7 < (b + D6V T~ S
d’ou :
1 < (k+1)68(D(loglog(B) + h + log(DE))"

7_/

Cr
Ay X .. X A’
On vérifie aisément que le membre de droite de cette expression est maximal
pour 7' minimal, ¢’est-a-dire, 7' = 1. On obtient dans ces conditions :

(k +1)!6Fc; D(log(log(B)) + h + log(DE))
DS? 10g(Vk)

X

1<

Ce qui donne :
C (Bt 1)!6%c;

1
C4
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Or, cette derniere inégalité est contradictoire avec les définitions de ¢4 et c7.

Le sous-groupe B est donc tel que T(C) C W. Nous allons donc appliquer
la proposition 5.1. Cette derniére nous assure que :

' —1)! (T# jr rll_ 1) card ((0(S) + B) /B) H (B; LY, .., L}f)
s

> (1+e)2%H (G Lf,. .., LE);

De plus, le lemme 5.2, nous assure que L; > (1 - m%g’ﬁ) Ll#. De méme, on

3 Jd’ > (1 — m> T#, puisque on a clairement ¢5 > 800k® + 2. On en
éduit :

r—1

1 k T# + ¢/ — 1
> (1———) ¢'=1)
= ( 400k3+1> (=1 ( o )

(r' —1)! ( Ttri=1 ) card (T(S) + B) /B) H (B; Lo, .. ., Ly,)

x card (I'(S) + B) /B)2*H (B; Lr,. .. ,Lk#>
> (1+e¢) (1 - —1—>k2’“H (G- ¥ L#)
- 400k3 + 1 P0 TR )

On en déduit que cette derniére inégalité contredit 1’inégalité du lemme de
zéros (lemme 9.1), puisque :

(1+)<1 ! )k _ <1+ 1 )(1 ! )k
€ 00k +1) 200k2 4003 + 1

1 1
> -
= oXp <200k2 400k2>

1 1
- - 1.
* eXp( 80000%" 160000k5> ”

En conclusion, aucun sous—groupe connexe B de G ne vérifie la conclusion
de lemme de zéros. Nous avons donc obtenu une contradiction, ce qui signifie
s q
que I"hypothese 5.3 est erronée, et on en déduit que soit :

|£(u)| > exp (—cslo),
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soit que u € Tg(C). Dans ce dernier cas, le théoréme est vrai puisque
T+(C) C W, et puisque le lemme 6.2, point (i) nous assure que le degré de
G vérifie la majoration souhaitée. Pour achever la preuve du théoreme 2.1, il
suffit donc de vérifier que :

cges + 0,01 < ¢;.

(le terme 0,01 provient du fait qu’il nous faut tenir compte du changement
de forme linéaire effectué au lemme 4.1 et de 1'inégalité Dlog(B) < 0,01Uj.)
Nous vérifions directement cette inégalité pour k£ < 10000. Il reste donc a
I’établir pour & > 10000. Pour k£ > 10000, on a :

cgcs + 0,01 < 12k(k + 1)3(log(k + 1))2cs.

11 suffit donc, en remplagant c¢; par sa valeur, et en utilisant la majoration de
c5 obtenue page 83, d’établir :

3log(k +1) log(k) + log(12) + 2log(log(k + 1))
2k(k + 1) log(k 4 1) + 4k%log(2) + 6, 8k log(k + 1)

11,3k + 3,7log(k+ 1) + 5,2

N+ + +

log(2,9) + 61log(10) + 6k log(10)
12,3log(k + 1) + 9k log(k + 1)
4k*log(2) + 2k*log(k + 1).

+ o+

C’est-a-dire, apres simplification :

2log(log(k + 1)) +log(12) + 11,3k +5,2
< log(2,9) + 6log(10) + 5,6log(k + 1)
+ 6klog(10) + 0,2k log(k + 1),

qui est trivialement vérifiée.

Le théoréme 2.1 est donc entiérement établi.
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10 Démonstration du corollaire

Afin de déduire de notre résultat principal le corollaire 2.2, nous allons tout
d’abord énoncer une version explicite de quelques-uns des lemmes auxiliaires
nécessaires (voir [Ma—-Wul]).

Rappelons tout d’abord les notations. On se donne une courbe elliptique
&, définie sur un corps de nombres k, de degré d sur Q, que I’on suppose munie
d’un modele de WEIERSTRASS :

Y2 =42° — goex — g3,

et I'on note h(€) = max{1l,h(je,h(1,92,¢,93¢6)}. On suppose également
donnée une deuxiéme courbe elliptique £*, également définie sur k, et 1’on
suppose que £X est isogéne & £. Nous noterons N le degré d’une isogénie
@ liant £ & £*, qu’il n’y a pas de restriction & supposer minimale, au sens
du degré. On note enfin comme précédemment Qg (resp. pg) le réseau des
périodes de & (resp. la fonction de WEIERSTRASS associée a £). On a dans ces
conditions les lemmes suivants :

Lemme 10.1 1] existe un entier positif b < exp(2d(h+log(4)) tel que sin est
un entier positif, et ( un élément de Qg /n, qui n’est pas dans g, le nombre

€ = pe(() vérifie -

(i) € est un nombre algébrique, de degré au plus d(n® — 1) et de hauteur au
plus 3h(E) + 8log(2).

(i3) bn2¢ est un entier algébrique, et |€] < 120n% exp (dh(£)).

Démonstration : (il s’agit ici du lemme 3-4 de [Ma~Wul]). Le point (4)
est immédiat (on obtient la majoration du degré en utilisant la formule de
multiplication classique, et la majoration de la hauteur provient du fait que
la hauteur de NERON-TATE d’un point de torsion est nulle et de la formule
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de comparaison entre la hauteur de WEIL et celle de NERON-TATE (voir le
lemme 3.4). Passons a la preuve du point (7). Pour majorer [¢|, écrivons
¢ = wi(a+ BT1), avec o, € R, et |a|,|8] < % Le g—développement de p
(et la minoration de |w;| obtenue page 68 & partir du lemme 3.2, relation 9)

nous donne alors :

qm (’621'#,37" + ’e—2i7rﬁTl) ne_ﬂ.\/gn
T D
n>1 (1 - 6’_”‘/5”)

- ! (1- eQiW(Ol+,8T))_2

-

4+ 4n?|wy |2
1 ng:l (1 — e“”ﬁ(m'%)f

1 9¢—mV3 2T %

R R R A

|

2
+2,9exp <§dh(8)) .

IN

42wy |72

e?ifrﬁT

+ 47T2’L(J1|_2

(1- e2i7r(a+ﬂr))2

L
e2zﬂ',@7’

(1 — e2im(a+pr) ) 2

< 4n?|w]?

Majorons maintenant séparément le terme qui reste & évaluer. Comme ¢
est un point d’ordre n, il est clair que (tout au moins lorsque n est assez grand,

i S
on vérifie que n > 6 convient) 1 — ¢*"%T est minimal lorsque f; = % Il est de
plus clair que (toujours avec n > 6) :

. 9 (2#) 0, 3572
sin“ | — | > 7>
n n

(on vérifie que pour les petites valeurs de n, la borne inférieure donnée ci—
. e 2im - L
dessus est aussi une borne inférieure de |1 — " “1|?). On en déduit :
n2
= 5
0,357

e2i7r67'
exp (7m 7).

(1- 62i7r(a+ﬁ'r))2

En conclusion, on obtient :

€] < 2,9exp (gdh(é’)) +115,91n? exp(dh(€)) < 118,8exp(dh(€))n’.
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Enfin, comme dans [Ma-Wul], on vérifie que n2¢ est un entier algébrique sitot
que £ et £ sont des entiers algébriques. En remplacant g et g3 par bdgo,
b8g3, on obtient un nouveau modele de la courbe £, dans lequel ¢ est remplacé
par b3¢. Pour avoir 1’assertion du lemme, il suffit donc de choisir pour by un
entier rationnel tel que % et £ soient des entiers algébriques. On en déduit
donc l'existence d’un tel entier < exp(d(h(€) + log(4)). Il suffit de prendre
b = b2 pour avoir le lemme.

Rappelons maintenant la notion «d’isogénie normalisée» de D. MASSER et
G. WUSTHOLZ. Soient £ et £* deux courbes elliptiques définies sur un corps
de nombres k. Comme toujours dans ce texte, on fixe un plongement de k dans
le corps des nombres complexes et I’on suppose que les courbes elliptiques sont
données avec un modele de WEIERSTRASS, ce qui permet de parler de réseau
des périodes, de fonction g etc...Ces différents objets sont équipés d’un %
s’ils sont relatifs & £*. Soit ¢ une isogénie de £* vers £, et soit a 1'unique
nombre complexe tel que ¢ se traduise par la multiplication par « au niveau
des espaces tangents. L’isogénie ¢ est dite normalisée si a = 1, ie si le réseau
des périodes Q* est inclu dans €. Enoncons maintenant une version explicite
du lemme de normalisation de D. Masser et G. Wiistholz.

Lemme 10.2 Soit d > 1 un entier rationnel, et k un corps de nombres de
degré sur Q au plus d. Soient de plus € et 8{* deuz courbes elliptiques définies
surk, et p une isogénie de € vers 51* de degré N. Soit k' la plus petite extension
de k sur laquelle ¢ est rationnelle. Le corps k' est dans ces conditions de degré
au plus 12 sur k, et il existe une courbe elliptique EX définie sur k', isomorphe
(sur k') a 81*, telle que l’isogénie induite de £ vers £X soit normalisée. De
plus, nous avons :

h(E*)

IN

78log(N) + 54dh(€) + 361og(4)d + 127, 4
< T78log(N) + 232dh(E).

Démonstration : 1’assertion sur le degré de k' se trouve déja dans
[Ma~Wul]. Il ne reste donc qu’a calculer la constante dans 1’estimation de
la hauteur de £*. Il est donc inutile de reprendre toute leur démonstration.
Soient € le réseau des périodes de £, et Q* le noyau de ¢ composée avec
I’exponentielle de £. Le réseau € est donc un sous réseau de Q*, et si I’on note
©* la fonction de WEIERSTRASS associée au réseau * g2* , g; les invariants
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correspondants, 1’équation (6.3) de [Ma-Wul] s’écrit :

7 w
g = +103 6" (W*),  gF =g5+ D 0™ (WH). (24)

Ici les sommes sont prises sur un ensemble de représentants des classes
non nulles de Q* /. La preuve de [Ma—Wul] revient a dire que la courbe
elliptique £* associée & I’équation de WEIERSTRASS de p* satisfait toutes les
conditions du lemme. Nous nous bornerons ici & calculer la hauteur de £*.
Par commodité, rappelons :

() = 60(2)” ~ 2, p®)(z) = 1206°(2) — 18020(2) 1205, (25)

(formule (6.4) de [Ma—Wul)).

Le lemme 10.1, et les relations (24) et (25) nous donnent :
1
g% < exp(dh(€)) + 10N (6 x (120 exp(dh(E))N?)? + 5 exp(dh(£))

< 5,2.105N° exp(2dh(£)).

De méme,
g¥| < exp(dh(E)) + zN 120 x 1203 exp(3dh(E))N®
3 6

+ 18 x 120N2 exp(dh(E)) + 12 exp(dh(£)))
< 2,42.108N7 exp(3dh(£)).

Enfin, toujours par le lemme 10.1, il existe un entier b; < exp(2d(h(€)+log(4)))
tel que by N%p(w*) soit un entier algébrique, on notera de plus que par
construction de b; (voir la démonstration du lemme 10.1), bige, b1gs sont
tous deux des entiers algébriques. On en déduit I’existence d’un entier b =
B3NS < exp(6d(h + log(4)) N tel que bgX et bgX soient tous deux des entiers
algébriques. Notons enfin que I’expression (24) est encore valable pour tous les
conjugués de 92* , g; puisque qu’il est loisible de travailler avec les fonctions
de WEIERSTRASS conjuguées de £. En notant d* le degré sur Q de Q(gQ* ) g;‘ ),
la définition de la hauteur donne alors :

d*h(1,93,9F) = > log(max{L,|g¥ |y, |93 |v})

< d*(log(b) + log(2,42.108 N7 exp(3dh(£)))
< d* (13log(N) + 9dh(€) + 6dlog(4) + 19,31)
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(puisque la contribution aux places finies est controlée par b). Comme nous
utilisons comme mesure de la hauteur d’une courbe elliptique, le maximum
de la hauteur des invariants g2* , g;‘ et de celle de I’invariant modulaire j*, il

convient de controler également h(;5%*). Or, nous avons : j* = ém—ig—fg;?’ on
en déduit :
h(*) < log(1728) + 3h(gf) + h(g}” — 27g}")
< 6h(1,9%,9%) + log(93312)
< T8log(N) + 54dh(E) + 36 log(4)d + 127,4
< 78log(N) + 232dh(E).

Le lemme 10.2 est donc établi.

Placons nous maintenant dans les hypotheéses du corollaire 2.2. Quitte a
remplacer k par une extension k' de degré au plus 12, nous pouvons supposer
que les courbes elliptiques £ et £* sont liées par une isogénie normalisée,
rationnelle sur k. Il n’y a pas de restriction & supposer que cette isogénie ¢,

de £* vers £ est minimale au sens du degré, (en particulier, son noyau est

alors cyclique). Fixons une base w1, wa du réseau (2, ainsi qu’une base wf , wQ*

du réseau Q*. Puisque Q* C , il existe des entiers rationnels m; ; (i,7 = 1,2)
tels que :

* *
wy = myiwi +myowo, Wy = Mg 1w1 + M2 ow2,

mi1Mma2 — Mmi2ma1 = £N.

On a alors dans ces conditions le lemme :

Lemme 10.3 On a :

max{|my1[, |mie|} < 2y/Ndh(E),
ma,x{|m211|, |m2,2|} S d\/ 6Nh(5)h(5*),

N
max{|ma1], [m1z|, [maal, Imaal} > 4/ 5
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Démonstration : (il s’agit du lemme 4.1 de [Ma-Wul]). Ecrivons 7 =
x + iy, et 7% = ¥ +iy* (il n’y a pas de restriction & supposer que 7 et T¥
sont dans le domaine fondamental usuel de pour I’ action du groupe modulaire).

De la relation :
Y

(m19x +my11)? + (mioy)? = N;; (26)

(voir la relation 4.5 de [Ma—Wul]), on tire :

vN 2
ml’g S S —=V N.
| yy* ~ V3

j

On tire encore de la relation (26) :

Ny
—*-

Imia|(fmia] — mig|) <

Si|lmy 1| < 2lmyel, ona|my | < %\/]—V- Dans le cas contraire, on a (en tenant

compte de I'inégalité y < %dh) :
im1a1] < V2, /Nyi* < v2.31VdhVN.

d’ou la premiere inégalité du lemme. Passons & la deuxiéme. On a aussi (voir
[Ma-Wul], page 11) :

Imao +man|? = 7% *lmy ot +ma
qui implique :
4

(mox + 7712,1)2 + (m2,2y)2 = |mgoT + m2,1!2 < §Nyy .
On en déduit :

*
<2 N
V3V oy

Les inégalités triviales y > @ et y* < %dh(é’ *) entrainent donc :

Imaa| < —+/Ndh(EX).

31

|ma,2
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On a également, en raisonnant comme pour la premiere inégalité :

Ima| < ,/gzvyy* < d\J6NR(E)R(EX).

Ce qui entraine bien la deuxieéme inégalité du lemme 10.3. Enfin, la derniere
inégalité se déduit trivialement de la relation : my1mg2 —mj2mo1 = £N. Le
lemme 10.3 est donc établi.

Nous pouvons maintenant démontrer le corollaire : nous allons appliquer
le théoreme 2.1 a la forme linéaire :

L:—zy+ mi121 + mi1222 — 23,

Le point u = (0,w;,ws,wX) de C* (i = 1 ou i = 2 suivant la forme linéaire
utilisée), espace tangent de G = G, x £2 x £* est un zéro de L. Le théoréme
nous assure donc de I’existence d’un sous-groupe algébrique propre H de G
dont I’espace tangent est contenu dans le noyau de L et tel que u € Ty (c).
De plus, le degré de H est majoré explicitement. Pour pouvoir utiliser cette
derniére information, fixons les parametres entrant dans 1’énoncé du théoreme.

Nous poserons :
D =12d,
log(V') = log(V1) = log(V2) = log(V3) = 78log(N) + 232dh(E),

log(B) = e (78log(N) + 232dh(£)),

h = 78log(N) + 232dh(£),

et enfin :

E =ce.

Pour vérifier que nous sommes bien dans les conditions d’applications du
théoreme, il faut vérifier Dlog(B) > log(V;) (condition (1)), ce qui est clair,
que h > max {h(£),h(E*)}, log(B) > eh (c’est comme cela que nous avons
défini log(B)), que log(B) > max{h(m;1),h(m;2)} (i = 1 ou 2), ce qui est
clair en utilisant le lemme 10.3 (c’est la condition (2) du théoréme), que
log(V') > max{h(€), h(E*)} (c’est comme cela que nous avons défini log(V)) et
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3
enfin que log(V') > &7

Sm 7 par 1,5dh(E) (c’est la condition (3)). Remarquons que puisque le noyau
W de L n’est pas I'espace tangent a l’origine d’un sous-groupe algébrique de
G, le sous-groupe H ne peut-étre de dimension 3. Il est donc de dimension 1
ou 2. Supposons tout d’abord que H est de dimension 1. Le théoreme 2.1 nous
assure donc (en remplagant k et d par leur valeurs) que son degré est majoré
par :

, ce qui est clair en utilisant la majoration triviale de

9,06.102 D3(78 log(N) + 232dh(€) + loglog(B) + log(D))?log(V).

Comme le sous—groupe H contient u dans son espace tangent, il est clair qu’il
n’est pas « scindé» au sens de D. Masser et G. Wiistholz (ie. qu’il n’est pas
contenu dans 0 x £2 x 0 ou dans 0 x £*. Le lemme d’isogénie de [Ma-Wul)]
nous assure dans ces conditions de 1’existence d’une isogénie liant £ & £* de
degré au plus 9deg(H)? Comme on a supposé que !’isogénie ¢ est minimale
au sens du degré, on en déduit :

N < 1,75 x 1057d%log(V)?
x  (78log(N) + 232dh(€) + loglog(B) + log(12d) + 1)*.

En remplagant les parametres par leur valeur, on en tire :

78 log(N)>2

N < 2,73 x 103d"2n(€)8 (1 - 232dh(E)

X

| . T8log(N) + log(78log(N) + 232dh(£)) + 2 + log(12d) 4
( * 232dh(E) )

< 1093d12h(8)6

(cette derniére inégalité se vérifie assez facilement ; on commence par remplacer
N par ¢ = Emihv(?)g, et I’ondémontre aisément que la fonction de x obtenue
en calculant la différence entre le deuxiéme membre divisé par d'2h(£) et
x est décroissante et négative en = pour = > 10°, on est donc certain que
x < 10%). Passons maintenant au cas ot dim(H) = 2. Dans ce cas, on tire du

théoreme 2.1 :
deg(H) < 2,77.10°D%log(V)?
x  (78log(N) + 232dh(€) + log(log(B)) + log(D))3.
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Le lemme d’isogénie de [Ma—Wul] nous conduit donc comme ci-dessus &
I'inégalité :
N < 3.85x10M1q%10g(V)*
x  (78log(N) + 232dh(E) + log(log(B)) + log(12d) + 1)°.

Ce qui donne comme ci-dessus :

78log(N) >4

< 135 ;20 10 <1
N < 1,74 x 10'342p(€) + 3301 (E)

y (1 LT log(N) + log(78log(N) + 232dh(£)) + 2 + log(12d)>6
232dh(E)

< 10160d20h(5)10.

Le corollaire 2.2 est donc entierement établi.
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