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FAISCEAUX PERVERS, TRANSFORMATION DE
MELLIN ET DÉTERMINANTS

François LOESER

Résumé. — La transformation de Mellin des faisceaux pervers Sadiques sur
un tore associe à un faisceau pervers un module cohérent sur le schéma des
caractères Sadiques du tore. On étudie dans ce mémoire les aspects arith-
métiques de cette transformation de Mellin, tels que l'action semi-linéaire du
groupe de Galois sur le transformé de Mellin. On exprime en particulier cer-
tains déterminants associés à des faisceaux pervers en fonction de faisceaux
pervers hypergéométriques.

Abstract. — Thé Mellin transformation of ^-adic perverse sheaves on a torus
associâtes a cohérent module on thé scheme of ^-adic characters of thé torus to
a perverse sheaf. In this memoir, we study thé arithmetical aspects ofthe Mellin
transformation, such as thé semi-linear Galois action on thé Mellin transform.
In particular, we express several déterminants associated to perverse sheaves
in terms of hypergeometric perverse sheaves.

Mots clefs. — Faisceaux pervers, faisceaux hypergéométriques, déterminants,
transformation de Mellin, cohomologie ^-adique.
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INTRODUCTION

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et soit T un
k-tore (i.e. un fc-schéma en groupes isomorphe à

SpecÂ;[a:i,-" ,Xn,x^1,-" ,^1]).

Dans le travail [G-L], effectué en collaboration avec 0. Gabber, on a étudié
la catégorie des faisceaux pervers Sadiques (pour t différent de p) sur T en
utilisant les fondeurs de transformation de Mellin. Ces fondeurs, notés .M*
et .M!, associent à un faisceau pervers sur T, ou plus généralement à un objet
de £^(T,Q^), un objet de £>^(C(T)), la catégorie dérivée des complexes de
C^(7^-modules à cohomologie bornée et cohérente sur le Q^-schéma C(T) des
caractères Sadiques. L'ensemble des points fermés de C(T) s'identifie au groupe
des caractères ^-adiques continus du groupe fondamental modéré du tore T,
et, pour A un objet de D^(T,Q^) et \ un point fermé de C(T), la restric-
tion de A^*(A) (resp. M\(A}} à \ s'identifie canoniquement à RY(T^A ® C^)
(resp. RFc(T^A ® C^)). De plus M^(A) est isomorphe à un C^(r)-module si
et seulement si A est pervers.

Un des résultats principaux de [G-L] est la détermination de l'ensemble
Hint(T) des faisceaux pervers irréductibles sur T de caractéristique d'Euler-
Poincaré égale à un 1. On peut munir naturellement Hint(T) d'une structure
de groupe provenant du produit de convolution. On a un isomorphisme de
groupes abéliens Hint(T) ^ T(k) x z^xC(Gm,k)(Qi))^ en notant S l'ensemble
des sous-tores de dimension 1 de T. En fait, on a introduit dans [G-L] une
catégorie PervintCT, Q^) obtenue en localisant la catégorie abélienne des fais-
ceaux pervers Sadiques sur T par rapport à la sous-catégorie pleine des ob-
jets de caractéristique d'Euler-Poincaré nulle. On a démontré dans [G-L] que
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Pervint(T'7 Q^) est munie d'un produit de convolution *int et que, avec ce pro-
duit, elle est munie d'une structure naturelle de Q^-catégorie tannakienne. On
a donc en particulier un fondeur déterminant dans cette catégorie que l'on
note détint et que l'on peut voir comme étant à valeur dans Hint(r). D'autre
part, à tout faisceau pervers A sur T on peut associer des faisceaux pervers
hypergéométriques H\(A) et H[^(A) qui ne dépendent que de la monodro-
mie modérée de A à l'infini. Un des résultats principaux du présent travail, le
théorème 3.6.1, est que les classes de détint A et de H[^(A) sont égales dans
HintCT), à convolution par un faisceau ponctuel près, sous l'hypothèse que A
provient par changement de base d'un objet défini sur un schéma de type fini
sur Fp. De plus si A vérifie une condition de modération à l'infini l'ambiguïté
provenant du faisceau ponctuel peut être levée. Pour démontrer ce résultat,
on se ramène au cas où k est la clôture algébrique d'un corps fini ko et où
A provient par changement de base d'un faisceau pervers AQ défini sur un
fco-tore déployé TQ. Dans ce cas les transformés de Mellin .M* (A) et .M! (A)
sont munis d'une action semi-linéaire donnée par la transformation de Fro-
benius géométrique. Plus généralement, on a des fondeurs de transformation
de Mellin .̂M* et ^M.\ qui associent à un objet de D^(TO,Q^) un objet de
D^(C(T)) muni d'un isomorphisme y-semi-linéaire, avec (p l'automorphisme
de C(T) induit par la transformation de Frobenius géométrique. On a donc
ainsi associé aux objets discrets que sont les objets de jD^(To.Q^) des objets
continus munis d'isomorphismes (p- semi-linéaires, i.e. des sortes de « cristaux
Sadiques». Contrairement aux fondeurs .M* et .M!, qui sont loin d'être fi-
dèles, les fondeurs ^M^ et ^M\ sont injedifs sur les groupes de Grothendieck
(proposition 4.2.1). On déduit le théorème 3.6.1 des théorèmes 4.5.1 et 4.5.3,
où est effectué le calcul du déterminant de ^.M!(A()), pour AQ dans D^(TO? Q^
en fonction du transformé de Mellin ^M,\ d^n représentant sur To du faisceau
pervers hypergéométrique H\(AQ 0 k). Pour démontrer les théorèmes 4.5.1 et
4.5.3 nous utilisons de façon essentielle la détermination des faisceaux pervers
irréductibles sur T de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à un 1 effectuée
en [G-L]. Ce résultat permet de se ramener au cas d'un tore de dimension 1,
où l'on utilise alors la formule du produit de Laumon pour le déterminant de
la cohomologie [La2]. Nous utilisons également le fait que, par le « principe de
Hartogs », il suffit de connaître det^M^Ao) en dehors d'un fermé partout de
codimension au moins 2 dans C(T).

De façon plus générale, si ko est un corps de clôture algébrique fc, si TQ est
un A;o-tore déployé, et si Ao est un objet de D^(TQ^ Q^), le groupe de Galois G
de ko agit (semi-linéairement) sur A^*(AQ ® k) et sur M\{AQ 0 k). On définit
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INTRODUCTION 9

ainsi des foncteurs GM.^ et °M\ qu'il nous ensemble intéressant d'étudier. Par
exemple, pour To = Specko^^t^^t^1^^1] et AQ == .R^(Q^[2](1)), avecj : U ->
TO l'inclusion de l'ouvert complémentaire du fermé t\ + t^ = 1, on retrouve
un module introduit par lhara dans [II]. Plus précisément la restriction de
M\{AQ 0fe) muni de l'action de G à la composante connexe de l'unité C(T)(, ̂
SpecQ^ 0 Z^[[7Ti(r)^]] est isomorphe au module d'Ihara après extension des
scalaires de Z^[[7ri(T)^]] à Q^ ® Z^[[7ri(r)^]] (théorème 6.5.2). Ce module est
de rang 1 et admet une base canonique dans laquelle l'action de G est donnée
par des séries dont les coefficients sont reliés à l'action de G sur les ^-unités
circulaires ([Il],[A],[Co2],[I-K-Y],[I3]). Dans le cas général, pour Ao un faisceau
pervers Sadique sur TQ, si on prend des sections m^ du module .M*(Ao0fc) qui
induisent une base au point générique de C(T)^, l'action d'un élément a de G
sur les mi sera donnée par une matrice $0- dont les coefficients appartiennent
au corps des fractions de Q^ ® Z^[[7Ti(T)^]]. On peut faire essentiellement de
même sur les autres composantes de C(T}. On obtient ainsi des matrices qui
fournissent une description semi-linéaire de l'action du groupe de Galois sur les
faisceaux pervers sur un tore et qui sont une généralisation des séries d'Ihara.
Il est possible d'étendre les théorèmes 4.5.1 et 4.5.3 à ce cadre : le calcul du
déterminant de °M\{Ao) pour AQ dans jD^(îo, Q^) est effectué en 6.4 pour ko
de caractéristique > 0 et en 7.2 pour A;o de caractéristique 0.

D'une certaine façon on peut voir la catégorie des OC(T) -modules cohérents
munis d'un isomorphisme (^-semi-linéaire (resp. d'une action semi-linéaire de
G), dont une définition précise est donnée en 4.1 (resp. 6.1), comme étant un
analogue arithmétique de la catégorie des modules holonomes aux différences
(cf. [L-S1], [S]). Par analogie avec le résultat principal de [S] on peut conjecturer
que, pour k un corps algébriquement clos et T un fc-tore, pour tout faisceau
pervers -é-adique A sur T, il existe un fermé Z de C(T), réunion finie de colores
algébriques translatés (cf. 2.1) de codimension 1, tel que la restriction de M^A
à C(T} — Z soit (isomorphe à) un module libre. Dans la situation précédente,
cela entrainerait l'existence de sections mi telles que les matrices <S>a aient leur
pôles situés sur Z.

Passons en revue le contenu de cet article. Après deux premières sections de
caractère préliminaire, nous énonçons dans la section 3 les résultats concernant
le calcul de détint en caractéristique > 0. La section 4 est consacrée au cas des
corps finis et aux fondeurs ^M,^ et ^M.\. Dans la section 5 on démontre les
principaux résultats énoncés dans les sections précédentes. La section 6 est
consacrée à l'action du groupe de Galois sur les transformés de Mellin. On y
effectue le calcul du déterminant de GM.\ et on y fait lien avec le module d'Ihara.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996



10 INTRODUCTION

Dans la section 7 on donne l'analogue des principaux résultats précédents en
caractéristique 0. En particulier on associe à un faisceau pervers A sur T des
faisceaux pervers hypergéométriques -HÏ(A) et H[^(A}. Dans ce cas le calcul
de détint a déjà été effectué au langage près dans le travail [L-S1] dans le
cadre de la théorie des P-modules. Nous en donnons en 7.3 une traduction
dans le formalisme du présent article. Enfin dans l'appendice A on démontre
un résultat qui n'est pas utilisé dans le reste de l'article. Ce résultat affirme
essentiellement que les couples (L, <1>) avec L un Oo/r)-module localement libres
de rang 1 et <& un isomorphisme (/^-semi-linéaire sont déterminés par les valeurs
propres de $6 en x pour e parcourant les entiers et x parcourant l'ensemble
des points fermés de C(T) fixés par (p6. Dans le cas non ramifié une forme
essentiellement équivalente de ce résultat est due à Coleman ([Col], [A]). Enfin
l'appendice B est consacré à la démonstration d'un lemme sur le comportement
des constantes locales par torsion par un caractère multiplicatif.

Cet article est une suite de [G-L]. Il n'aurait donc pas vu le jour sans ce précédent travail
effectué en collaboration avec 0. Gabber. Je tiens également à remercier 0. Gabber pour les
discussions que nous avons pu avoir concernant certains points de ce travail, en particulier
pour son aide dans la démonstration du théorème A.l.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS ET CONVENTIONS

1.1. Soit k un corps algébriquement clos et soit ko un sous-corps de k dont k
est la clôture algébrique. On note p l'exposant caractéristique de k. Cet entier
est égal à la caractéristique de k si celle ci est non nulle, et à 1 sinon. Soit i
un nombre premier distinct de p et soit Q^ une clôture algébrique de Q^. On
pose Z(1)(A;) := lim ^N(k) et on pose Z^(l)(fc) := lim^n(fc).

(p,N)=l n

1.2. Soit T un fc-tore. On note X^(T) le groupe abélien libre de rang n,
X,(T) := Hom^_g,(G^,T), ^(T) := X,(T) 0z Z(1)(À;) et X^(T) :-
X,(r)®zZ^(l)(fc).

On a des isomorphismes canoniques X^(G^^) ̂  Z, X^(Gy^) c^ Z(1)(A;)
etX^(G^)^Z^(l)(Â;).

On note 7Ti(T) le groupe fondamental de T pointé en 1, 71-1(3"')^ le groupe
fondamental modéré, c'est à dire le quotient de 7ri(T) par sa partie sauvage, et
Ti-i (T)^ le quotient pro-i maximal de 71-1 (T)^ Par la théorie de Kummer X^(T}
s'identifie canoniquement à 71-1 (T)^ et X^(T) à 71-1 (T)^.

1.3. Si X est un schéma séparé et de type fini sur schéma régulier S de
dimension 0 ou 1, on note D^{X^ Q^) la catégorie dérivée des complexes de Q^-
faisceaux à cohomologie bornée constructible sur X et Perv(X, Q^) la catégorie
abélienne des faisceaux pervers Sadiques sur X. Quand S est le spectre d'un
corps fini ou d'un corps algébriquement clos ces catégories sont définies dans
[B-B-D], le cas général résultant du formalisme de [E].

Si XQ est un ^o-schéma séparé et de type fini, on pose X := XQ 0 k. On
note ^ : I^(Xo.Q^) -> Z^(X.Q^) le fondeur d'image inverse, £^(Xo,Q^
l'image essentielle de $ et Perv(Xo, Qf.)9 l'image essentielle de la restriction de
<& à Perv(Xo, Q^). La catégorie Perv(Xo, Q(.)9 est une sous-catégorie abélienne
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de Perv(X, Q^). Si Ao est un objet de D^{XQ, Q^) on note A ou AQ ® k l'objet
correspondant de D^(Xo,Q^9. Pour tout point fermé À de X on note 6^
l'image directe par l'inclusion de À dans X du faisceau Q^ sur À. Si T est un
Â;-tore et si ^ est un caractère ^ : TT^T)* -4- Q^, on note £^ le faisceau de
Kummer correspondant. C'est un Q^-faisceau lisse de rang 1 sur T.

1.4. Soit TQ un fco-tore. On note TT : TQ x TQ —^ TQ la loi de groupe, et si
Ao et BQ sont des objets de D^(TQ, Q^), on pose AQ ̂  BQ := RTT^AQ S Bo) et
AQ^BQ:=R^(AQSBQ).

1.5. Si R est un anneau commutatif topologique linéairement topologisé et
G un groupe abélien profini, on note !?[[(?]] == Ïm]_R/I[G/U}^ la limite étant
prise sur les idéaux ouverts 1 de R et les sous-groupes ouverts U de G.

1.6. Si A et B sont deux ensembles, on note A^ l'ensemble des applications
de B dans A à support fini.

1.7. Si X est un schéma localement noethérien régulier de dimension finie, on
note D^(X) la sous-catégorie triangulée de la catégorie dérivée de la catégorie
des 0^-modules formée des complexes à cohomologie bornée et cohérente (i.e.
de type fini). Pour tout objet K de D^(X), on pose DK := RKomÇK.O^).
Avec ces conventions on a des isomorphismes de fondeurs D o D ^ Id.
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CHAPITRE 2

RAPPELS ET COMPLÉMENTS

Dans cette section k est un corps algébriquement clos et T un Aj-tore. Dans
[G-L] on fait l'hypothèse que k est de caractéristique strictement positive, mais
les 7 premières sections de [G-L] restent valides telles quelles en général.

2.1. Le schéma C(T) et la transformation de Mellin

On renvoie à [G-L] 3.2 et 3.3 pour les définitions et les démonstrations.
On a défini dans [G-L] 3.2 un Q^-schéma C(T) dont l'ensemble des points

fermés s'identifie canoniquement au groupe des caractères continus Tr^T^ —>
Q^ (et à l'ensemble des Q^-points de C(T)). On note C(T)^ la composante
connexe de C(T) contenant l'identité. On a par définition

C(T)^=SpecQ^®Z4[7ri(r)^]].

D'après [G-L] 3.2.2, C(T)^ est un schéma noethérien régulier. Les composantes
connexes de C(T) sont toutes isomorphes comme schémas à C(T)^.

Si TT : T -^ T est un morphisme de tores, on note ̂  : C(T1} -> C(T) le
morphisme qu'on en déduit par fonctorialité. Si TT est surjectif de noyau un
tore, on dit que TT : T —^ Tf est un quotient de T. Un colore algébrique de C(T)
est un sous-schéma de la forme ^((^(T7)) avec TT : T —^ Tf \m quotient de T.
Un sous-schéma de la forme ^- Z avec ^ un point fermé de C(T) et Z un cotore
algébrique de C(T) est appelé colore algébrique translaté (cf. [G-L] 3.2).

On a défini dans [G-L] 3.3 des foncteurs de « transformation de Mellin »
M^ et M\ :

D^Q,)-^D^(C(T)).
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Pour A un objet de £^(T,Q^) et ^ un point fermé de C(T) on a, en notant
^x : {x} ~^ C{T) l'inclusion, des isomorphismes canoniques ([G-L] 3.3.2)

Li^M^A)^Rr(T,A®C^)
et

LÇM.(A) ^Rrc(T,A(SC^).
La transformation de Mellin .M* est un fondeur ^-exact ([G-L] 3.4.1), la ca-
tégorie -D^(T, Q^) étant munie de la ^-structure de la perversité moitié et la
catégorie D^(C(T)) étant munie de la ^-structure usuelle. De même le fonc-
teur M\ est un fondeur ^-exact si on munit la catégorie D^{C(T)) de la
t -structure duale.

2.2. Les entiers ns.x^

Soit S un sous-tore de dimension 1 de T et soit T / S le tore quotient. On
note ig l'inclusion S —^ T et p : T —^ T / S le morphisme quotient. Soit S
une compadification propre et lisse de S. (On a S ^ P^ mais on ne choisit
pas un tel isomorphisme pour l'instant.) On écrit S — S = {a,&}. On note
T la compadification partielle associée à S : on a une projection p : T —^
T / S prolongeant p, et T — T est la somme disjointe de deux diviseurs lisses
isomorphes à T / S notés à et &, correspondant respectivement à a et à b. On
note j : T —^ T et i : T — T —^ T les morphismes d'inclusion.

Soit A un objet de Perv(T, Q^). Dans [G-L] 7.3 on a associé à A les com-
plexes de Oc (T) -modules à cohomologie bornée cohérente

AA^(A) -=RT{X^RJ^A®CT}}
pour x = a, &, le terme de droite étant défini dans loc.cit. D'après la proposition
7.3.3 de [G-L] l'objet /^Ms,x{A) est isomorphe à un module placé en degré zéro
et il existe un ensemble fini K de points fermés de C(S) tel que le support de
AA^5^(A) soit contenu dans la réunion des i^1^)^ avec X dans K. De plus,
d'après la proposition 7.3.4 de [G-L], la longueur de A.M5^(A) est la même au
point générique de toutes les composantes connexes de ^-l(x)• O11 note cet
entier ns,x,\(A) ; l'ensemble des triplets ÇS^x^) tels que ns,x^{A) n'est pas
nul est fini.

L'entier ns,x^(A) admet également la description suivante en terme de
cycles proches ([G-L] 7.3). On choisit un isomorphisme de tores T ̂  T / S x 5,
et donc un isomorphisme T ^ T / S x 5, et on note les projections p\ et p^.
Pour x dans {a,&}, on peut identifier x à T / S . Soit rjx un point générique du
localisé strict de S en x. On choisit une clôture séparable k(rjx) de k(rfx) d
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un isomorphisme de foncteurs fibres V^ ^ V\ sur la catégorie des revêtements
étales modérés de S. On note R^^ p^(A[—l}) le complexe des cycles proches
modérés de A[—l] en r]x relativement à p^. On note R^^ÇA^l}) le même
objet avec l'action opposée de Gal(^ \r]x)' C'est un faisceau pervers (cf. [Il]
corollaire 4.5), et on peut l'identifier à un faisceau pervers sur x ^ T / S muni
d'une action continue de 71-1(5)* par le choix précédent de l'isomorphisme de
foncteurs fibres. Pour tout point fermé ^ de C(5), on note ^^^(AI—I])^
le composant ^-isotypique de ^0^(A[—1]), c'est à dire le plus grand sous-
objet de JÎ^°ç»2(A[—l]) sur lequel l'action d'un générateur topologique 7 de
Ti-i (5,1)* est de la forme ^(7) + N^ avec N^ niipotent. On a l'égalité

ns^{A) = x{^R^{A[-l]V).

2.3. Rappels sur la catégorie Pervint(r, Q^)

Rappelons la définition de la catégorie Pervint(T, Q^) définie dans [G-L] 3.7.
On note 5(T, Q^) la sous-catégorie de la catégorie abélienne Perv(T, Q^) formée
des faisceaux pervers sur T de caractéristique d'Euler-Poincaré nulle. Si A est
un objet de Perv(T, Q^), on note Af le plus grand sous-objet de A appartenant
à S(T^Q{,) et At le plus petit sous-objet B de A tel que A/B appartienne
à S(T^ Q^) (ceci a un sens car la classe des sous-objets de A appartenant à
S(T^ Q^) est stable par sous-objets et somme). On note Pervint(7\ Q^) la sous-
catégorie de Perv(T, Q^) dont les objets sont les faisceaux pervers A tels que
Af = 0 et A* = A. Cette catégorie est munie d'une structure de catégorie
abélienne (cf. [G-L] 3.7.2).

On a un foncteur exact et commutant à la dualité,

int : Perv(T\ Q^) -^ Pervint(T, Q^)

qui à un objet A de Perv(T, Q^) associe

Aint := AV(A* H At) ̂  {A1 + A,)/A,.

On a de plus un produit de convolution

*int : Pervint(T, Q^) x Pervint(T, Q^) —^ Pervint(T, Q^)

qui est un bifoncteur biexact commutatif et associatif commutant à la dualité.
Si A et B sont des objets de PervintCT, Q^), on a des isomorphismes canoniques

(2.3.1) A *int B ̂  {PH°(A *. B))int ^ (^°(A *, B))inf

D'après [G-L] Théorème 3.7.5, la catégorie Pervint(T\ Q^) munie du produit
*int peut être munie d'une structure de catégorie tannakienne.
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2.4. Les foncteurs détint? défi et det^

Soit A un objet de Pervint(T', Q^). On note r = ^(T,A) la caractéristique
d'Euler-Poincaré de A. Soit A*11^7' le produit A*int • • • *int A (r fois). De l'action
du groupe symétrique Sr sur T^, on déduit une action de Sr sur A*11^7'. On a
ainsi un morphisme d'antisymétrisation

a : A*^ —^ A*^

donné par a= E^-1)^*-
(7(E^

en notant a* l'automorphisme de A*111^ associé à a.
On définit le faisceau pervers détint (A) comme le faisceau pervers image

Ima. Il est clair que c'est un objet de Pervint(î^ Q^)- C'est aussi le déterminant
de A dans la catégorie tannakienne (Pervint(T1, Q^), *mt)-

En général, pour A un objet de Perv(T, Q^), on peut également définir des
faisceaux pervers dett(A) et det^(A). Si r = ^(T,A), on définit detîA comme
l'image du morphisme de faisceaux pervers

m^a : P^A^ -^ m^A^,
en notant

a : A*" —^ A*'7'

le morphisme d'antisymétrisation. On définit de même det^(A) en remplaçant
! par *. Dans toutes ces définitions, on convient qu'un produit de convolution
indexé par l'ensemble vide est égal à 6^.

PROPOSITION 2.4.1.— Soit A un objet de Perv(T,Q^).
(1) On a un isomorphisme canonique

Ddet^A^de^DA.

(2) On a des isomorphismes canoniques

detint(Aint) ̂  (detî(A))int ^ (det*(A))int.

(3) Soit U un ouvert de C(T) sur lequel M^A est isomorphe à un module
localement libre. On a un isomorphisme canonique

M^{dei^A)\n ^ deiM^A\jj.

On a également l'énoncé analogue pour M\ et det».
(4) Les faisceaux pervers detf(A), det»e(A), et détint (Aint) sont de caracté-

ristique d'Euler-Poincaré égale à 1.
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Démonstration, — L'énoncé (1) est conséquence de la dualité et (2) est
conséquence directe des définitions, de 2.3.1 et de l'exactitude du fondeur int.
Démontrons (3) pour M^A, l'énoncé pour M\A étant dual. Comme ^^(A**7')
est isomorphe à un module localement libre sur U (d'après [G-L] 3.3.1 (f)), on
a des isomorphismes canoniques

.M*(A)^ ̂  M^A^u ^ M^H°{A^))\u

par ^-exactitude de .M* ([G-L] 3.4.1). Par ces isomorphismes deiM^A\jj^ qui
est canoniquement isomorphe à l'image du morphisme d'antisymétrisation

MW^^M^A)^,

correspond à l'image de M^{PHOa)\u. Par f-exactitude de M^ celle-ci est cano-
niquement isomorphe à M^{dei^A)\jj. Le fait que les faisceaux pervers det»(A)
et det^(A) soient de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1 est conséquence
de (3) et de [G-L] 3.4.3, et on en déduit l'énoncé pour détint (Aint) par (2). D

2.5. Objets ^-modérés à l'infini

Soit A un faisceau pervers sur Grn.k- O11 dit que A est modéré à l'infini si
ses modules de cycles proches en 0 et oc sont modérés. Plus généralement si A
est un objet de £^(G^,Q^) on dit que A est modéré à l'infini si ses objets
de cohomologie pervers le sont.

Fixons un isomorphisme '0 : T ^ (Gm^)71 ^ SpecA;[^i,^1, • • • ^t^t^1} et
notons 7Ti : T —> Gm,k là projection sur le î-ème facteur. Si A est un objet de
.D^(T,Q^), on dit que A est ^-modéré à l'infini, si pour tout i et pour tout
point fermé \ de C(T), iÎ7r^(A ® C^) est modéré à l'infini. Il est clair que si
T = Gm,k e^ ^ es^ l'identité, A est modéré à l'infini si et seulement si A est
^-modéré à l'infini.

2.6. Valeurs critiques

Dans toute la suite de ce numéro on fixe un isomorphisme ^ : T ^
(G^^SpecA^i^r1,— ,tn^1}.

Pour tout objet K de D^Gm.ki Q^)? pour tout point fermé x de Gm,k^ oi1

note ax(K) l'entier chute totale du rang de K en x (cf. [La2] 2.2). Si K est un
Q^-faisceau, on a

a^(K) := r(K) - r^K) + s^K}
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en notant r(K) le rang générique de K, r^ÇK) le rang en x et s^{K) le conduc-
teur de Swan en x. En général dx(K) est défini par additivité à partir de ce
cas. Comme l'entier a^(K) est nul pour presque tout x^ on peut poserw := n x—w.

xeG^^W

Soit 7Ti : T —> Gm,k la projection sur le î-ème facteur. Pour tout objet A de
D^(T, Q^), on pose À,(A) = À(JÎ7r,»(A)) pour i e {1, • • . ,n}. On note A(A) le
point fermé de T de composantes À^(A).

PROPOSITION 2.6.1.— (1) Pour tout triangle A -> B —> C dans la caté-
gorie D^T, Q^) on a \(B) = À(A) • \{C).

(2) Pour tout faisceau pervers A sur T vérifiant ^(T, A) = 0 on a A(A) = 1.

(3) Pour tout faisceau pervers A sur T on a À (A) = A(Aint).

(4) Soit A un objet de D^(T^ Q^) qui est ^-modéré à l'infini. Pour tout point
fermé a de T on a

\{6^ *. A) = \{6{a} ** A) = a^-^ . À(A).

Si A est de plus pervers, on a également

A(^a}*mtAint)=a^A).À(A).

Démonstration. — L'énoncé (1) est clair par additivité de a^. Démontrons
(2) par récurrence sur n. Pour n = 0, l'énoncé est clair. D'après (1) on peut
supposer en général que A est simple. Pour n = 1, d'après la formule de
Grothendieck-Ogg-Shafarevich, A est alors de la forme A = ^[—1] (c'est aussi
le cas n = 1 du Théorème 5.1.2 de [G-L]), ce qui donne l'énoncé. Pour n > 2,
on note T^ le tore de dimension n — 1,

T,:=SpecÂ;[^-1]^

et pi : T —^ Ti la projection canonique. Si A n'est pas de la forme p^A'[l] avec
A' pervers sur î^ alors d'après [B-B-D] p. 111, l'objet de cohomologie pervers
PHlRpi\A est nul et donc Rpi\A est pervers, car Rpi\ est de t-amplitude [0,1].
Par hypothèse de récurrence on a alors Aj(A) = 1 pour j ^=- i. Si A est de
la forme p^A'[l] avec A' pervers sur î^ on a Rpz\A ̂  A' © A'[—l], d'où l'on
tire également Àj(A) = 1 pour j -^ i. L'énoncé (3) est conséquence de (1)
et (2). La première partie de (4) est une conséquence directe de la formule
de Grothendieck-Ogg-Shafarevich, et la seconde partie s'en déduit au vu de
(3). D
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CHAPITRE 3

FAISCEAUX PERVERS HYPERGÉOMÉTRIQUES
ET CALCUL DE détint

Dans cette section k est un corps algébriquement clos de caractéristique
p > 0 et T est un fc-tore.

3.1. Faisceaux pervers hypergéométriques

On fixe un caractère additif non trivial ^ : Fp —^ Q^. On note C^ le
Q^-faisceau d'Artin-Schreier sur A^ associé à V?. On note

J '- Gm,k = Spec k[x^x~1] —> A^ = Spec k[x]

l'inclusion et inv Pautomorphisme x i—)- x~1 de Gm,k'
Pour tout point fermé ^ de C(Grn,k) on pose

^(^;x):=^00*^[i]).
C'est un faisceau pervers sur Gm,k'

Avec ces notations on peut énoncer de la façon suivante la formule de
Davenport-Hasse.

PROPOSITION 3.1.1.— Etant donné un entier strictement positif N, on note
TT : Gm k -^ Gm k le morphisme x \-^ x1^ et N' le facteur premier à p de N. Le
faisceau pervers RTT\(H(^ ;^)) est isomorphe à ^J^/N'I *! {^'H(^ ;^')) pour
^ parcourant l'ensemble des N' points fermés de C{Gm,k) vérifiant ̂ N = ̂ .

Démonstration. — Quand N est premier à p cet énoncé est démontré dans
[K] 8.9.1. Il suffit de traiter le cas où N = p. Dans ce cas il existe un unique
point fermé ^ de C(Gm,k} tel que ^fp = \. On a alors TT*/^ ^ C^ et on se
ramène par la formule de projection au cas où ^ = 1, qui est clair. D
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Etant donnés un entier positif m, un point fermé À de T, des points fermés
^ de C{Grn,k} et des morphismes de tores TT^ : Gm,k —^ T, pour 1 < i < m, on
pose

Hyp(!, A, (^), (TT,)) •= 6{^ *« R^{H{^ ; ̂ i)) * , . . • * , R^m\{H{^ ; ̂ )),

Hyp(*, A, te). (^)) •^ <^{À} ** R^(H{^ ; ̂ i)) * * • • • * * RTTm^H^ ; ̂ ))
et

Hyp(int, À, te). (TT,)) := (^} *int R^{H{^) ; ̂ i)) *int • • • *mt R^m^{H{^ ; ̂ ^)).

D'après [G-L] 8.1.3, ce sont des faisceaux pervers sur T. Remarquons que, si TT
n'est pas constant, le morphisme canonique RTT\H(^ ; ̂ ) —)- RTT^H^ ; ̂ ) est un
isomorphisme et que, compte tenu de la formule de Davenport-Hasse, on peut
supposer que les TT^ non constants sont des immersions. D'autre part, d'après
[G-L] 8.1.4, si les ̂  ne sont pas constants, Hyp(int, À, (^), (TT^)) est l'image du
faisceau pervers Hyp(!, À, (^), (^i)) par le morphisme canonique

Hyp(!, A, te). (^)) -^ Hyp(*, A, te), (TT,)).

Pour ? ==!,*, int on note Hyp?(T) la sous-catégorie de Perv(r,Q^) formée
des objets de la forme Hyp(?,A, (^), (TT^)). Si ko est un sous-corps de k et TQ
est un fco-tore déployé, on note Hyp?(To)^ la sous-catégorie de Perv(To.Q^)^
formée des objets isomorphes à des objets de Hyp?(To 0 k).

Remarquons que Hyp?(T) ne dépend pas du choix de ^ et que les faisceaux
ponctuels 6f\\ appartiennent à Hyp?(T) (cf. [G-L] 8.1). Si A est un objet de
Hypi(r) (resp. Hyp^(T)), le transformé de Mellin M\(A) (resp. M^(A)) est
un module localement libre de rang 1 ([G-L] Proposition 8.1.3).

3.2. Le groupe Hint(T)

Soit Hint(r) l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de Hypint(T').
D'après [G-L] 8.1.6, Hint(T) muni du produit induit par *ini est un groupe
abélien. De plus l'inverse de la classe de jH"(^ ; ̂ ) dans Hint(Gyy^) est la classe
du faisceau pervers ^{-1} *int inv*(7:f(^ ; ̂ -1)). Ceci résulte de l'isomorphisme
Rj^W]) ̂  H(^ ; 1) *. m^H^ ; 1), avec j l'inclusion G^ - {-1} ̂  G^k
([K] 8.4.8).

Soit S l'ensemble des sous-tores de dimension 1 de T. Pour S e S on note
is '' S —)- T l'inclusion. Pour tout S G S on se donne un isomorphisme de tores
<Ps : Gm,k -^ S'.

Soit T~lmt(T) le groupe abélien

%^(T) := T(k) x Z^Wm^Qi))^
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On définit alors un morphisme de groupes abéliens

^:^int(r)——>Hint(T)

en associant à (A, n), pour À dans T(k) et n une fonction S xC(Gy^^)(Q^) —> Z
à support fini, la classe de S^ *int (^nt^xW^ °Vs)\H(^ ; x))^^) (on note
multiplicativement le produit *int et on convient qu'un produit de convolution
indexé par l'ensemble vide est égal à ^{i}). D'après [G-L] Théorème 8.6.1, le
morphisme <& : Kmi(T) —^ ÎI[^(T) est un isomorphisme de groupes abéliens.

3.3. Le monoïde Hî(T)

On note ÎS.\(T) le monoïde abélien dont les objets sont les classes d'iso-
morphisme d'objets de Hypî(r), le produit étant induit par *i. Pour tout S
dans 5, on se donne une compactification lisse S de S. On note S l'ensemble
des couples (5, x) avec S dans S et x dans S - S. Pour (S, x) dans S on note
ys,x l'unique morphisme de tores (ps,x : Gm,k —^ S dont le prolongement aux
compactifications envoie 0 sur x.

Soit U\{T} le monoïde

^î(T) := T(k) x N^^^».

On note (<^:r^) la base canonique du monoïde N^^0^^^.
On définit alors un morphisme de monoïdes

$:'H.(r) —^H!(T)
caractérisé par

$(ÀJ)=^}

et
^(1, ôs^x} = ̂ s 0 <PS^\H{^ ; x).

A tout morphisme de tores TV : T —^ T", on associe un morphisme de
monoïdes TH : U\{T} -> U\(T'} de la façon suivante. Soit S un sous-tore de
dimension 1 de T tel que TT : 5 -^ 5' := 7r(5) soit une isogénie. A x €
S — S on associe le point correspondant xf de 5' — S". On note N(S) le degré
du morphisme S —)- S1 et 7^(5) sa partie première à p. On définit TT» de
façon unique en demandant que sa restriction à T(k) x 1 soit donnée par
TT : T{k) x 1 -^ T ' { k } x 1 et qu'il envoie (U^x) sur

{{is'^s'^N^sf1^^ ^ <^^)
x'^^x

si TT : S —> S ' := 7r(5) est une isogénie et sur (1,1) sinon.
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D'après la formule de Davenport-Hasse le diagramme

%!(T)^^H!(T)

7T! JÎ7T1

^«(rQ^^H^r')
est commutatif.

On définit une action du groupe C(T)(Q^) sur S x C(Gm fc)(Q^) de la façon
suivante : si ((5, x\ y) appartient à <? x C(Gy^)(Q^), on a des morphismes de
tores

.-. ^ o _, ̂ ,
^m,k ——^ ^ ——> ^

d'où l'on tire un morphisme C(T)(Q^) —)- C(G^)(Q^)î ce qui permet de faire
agir C(T)(Q^)_ par translation sur y. On en déduit une action de C(T)(Q^) sur
p^-(<SxC(G^fe)(Q^)) ̂  faisant agir comme ci dessus à la source et trivialement au
but, et une action sur T-L\(T} en imposant à l'action d'être triviale sur le facteur
T{k). Il est clair que, pour tout point fermé ^ de C(T) et pour tout élément h
de T-i\(T)^ on a (avec une notation légèrement abusive), ^(^ • h) = ̂ (h) 0 C^
(cf. [G-L] 2.6).

LEMME 3.3.1. — Soient h\ et h^ des éléments de T-i\(T). Si pour tout isomor-
phisme de tores T c^ T' x T" avec dimT" = 1, pour tout point fermé \ de
C(T1}, les objets Tr'^Tr7^) • h^} et 7^"!(7^/v(^) • h^) de H\(T"} sont égaux (on
note TT' et TT" les projections), alors h\ et h^ sont égaux.

Démonstration. — Par la proposition 3.3.4, les éléments h\ et h^ ont les
mêmes projections sur N^^0^^^. On voit alors directement qu'ils ont
les mêmes projections sur T{K}. D

THÉORÈME 3.3.2. — Le morphisme <S> : ̂ (T) -> H^T) est un isomorphisme
de monoïdes ahéliens.

Démonstration. — La surjectivité de <& étant claire, démontrons l'injecti-
vité. Quand T est de dimension 1, c'est une conséquence de [K] 8.4.2, 8.4.7
et 8.5.3.1. On en déduit le résultat dans le cas général grâce au lemme 3.3.1.
En effet si ^{h\) = ^(^2)7 pour tout isomorphisme de tores T ^ T ' x T"
avec dirnT" = 1, pour tout point fermé ^ de C(T)^ on a jR7r"»(<i>(/^i) 0 C^) ^
R^^Ç^^h^) 0/^). On en tire que, pour tout point fermé ^ de C(T1}^ les objets
$(7^"!(7r'v(^) • /ii)) et ^(7r"!(7^'v(^) • /^)) sont égaux. On peut alors conclure
en utilisant le résultat en dimension 1 et le lemme 3.3.1. D
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Fixons un isomorphisme ^ : T ^ (Gy^)71 c^ Specfe[ti,^1, • • • ,^,t^1] et
notons TTî : T -> Gyy^ la projection sur le %-ème facteur. On note H^T)*
l'ensemble des objets de Ht(T) correspondants à des faisceaux pervers ^-mo-
dérés à l'infini.

On définit un sous-monoïde T-i^T)1 de T-i\(T) de la façon suivante. Si T
est de dimension 1, on écrit T — T = {x^y}^ et on définit H^T)1 comme le
sous-monoïde de T-i\(T) constitué des (A,n) vérifiant

Y^n(T,x,x)=Y,n(T,y^}.
x x

On dira qu'un élément h de 'H\(T) appartient à ̂ (T)^ si, pour tout %, TT^/I est
dans T-i^Grn^kY' Remarquons que si TT^/I appartient à ^{GmkY alors, pour
tout point fermé ^ de C(T), 7r^»(^ • h) appartient à ^(Grn.kY '

PROPOSITION 3.3.3. — La restriction de $ à ̂ (T)* induit un isomorphisme
de monoïdes T-i^T)1 ^ VL^T)1

Démonstration. — Quand T est de dimension 1, c'est une conséquence de
[K] 8.4.2 et 8.4.7. Le cas général s'en déduit directement d'après les définitions
et la remarque précédente. D

On note ^(T)1 le groupe Ç.(T)1 •= Z^^Gm^Q^)^
Pour tout morphisme de tores TT : T —^ T ' ^ le morphisme TT» : T-L\{T} —^

H\(T') induit un morphisme de groupes TT» : Q\(T}1 —^ G\(T')1 par passage au
quotient et au groupe associé. De même, de l'action du groupe C(T)(Q^) sur
H\(T} on déduit une action de C(T)(Q^) sur Çî(T)1.

PROPOSITION 3.3.4.— Soient /ii et h^ des éléments de G\{T)1. Soit (^)^j
une famille finie de sous-tores de dimension 1 de T.

On suppose que, pour tout isomorphisme de tores T ̂  T' x T", avec T'1 de
dimension 1, tel que les projections Si —^ T" soient des morphismes finis pour
tout i ç J, il existe un ensemble partout dense U de points fermés de C(T'} tel
que, pour tout point fermé \ de [7, les objets 7^//»(7^/v(^) • h\} et <7^//»(7^'v(^) • h^}
de G\(T11}1 soient égaux (on note TT' et TT" les projections). Alors h\ et h^ sont
égaux.

Démonstration. — C'est une conséquence de la proposition plus générale
suivante. D

Soit N un entier > 1. Pour tout fe-tore T on note C]\[{T) la réunion des
composantes connexes de C(T) contenant un caractère d'ordre fini e < N.
Un point fermé ^ de C(T) appartient à CN(T) si et seulement si il existe un
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entier e < N tel que ̂ e appartienne à C(T)^. Le schéma C(T) est égal à la limite
inductive filtrante des CN(T) et chaque C^ÇT) a un nombre fini de composantes
connexes (cf. [G-L] 3.2).

On note Q\(T}\ le groupe G\(T)^ := Z^^NÇGm^W), par restriction on
a une surjection canonique G\(T)1 —> Q\(T)1^.

PROPOSITION 3.3.5.— Soient h\ et h^ des éléments de Q\{T}1. Soit (5^çj
une famille finie de sous-tores de dimension 1 de T.

On suppose que^ pour tout isomorphisme de tores T c^T' x T " , avec T" de
dimension 1, tel que les projections Si —^ T" soient des morphismes finis pour
tout i e J, et pour tout entier N > 1, il existe un ensemble partout dense UN
de points fermés de C(T') tel que, pour tout point fermé ^ de UN^ les images
des objets 7^/'^(7^'v(^) • h\) et 7^"î(7^/v(^) • h^} dans G\(T11}^ soient égales (on
note 7T7 et TT" les projections). Alors h\ et h^ sont égaux.

Démonstration. — On peut supposer que h^ = 1. Considérons l'ensemble
fini T{h\} des colores algébriques translatés de la forme (ys,x ̂ -s')^1^) P01111

((S", a;), y) décrivant le support de h\. Supposons que le support de h\ ne soit pas
vide. Dans ce cas T{h\) = {7L • " 5 7m} avec m > 1. Fixons un isomorphisme
T ^ T ' x T" avec T" de dimension 1 vérifiant l'hypothèse de la proposition
et tel que de plus les projections S —> T" soient des morphismes finis pour
S appartenant à l'image de la projection du support de h\ dans S. On note
TT' et TT" les projections et i' et i" les immersions canoniques. Dans ce cas les
morphismes i'Y^ : 71 —^ C(T'} sont finis et surjectifs sur les points fermés, et
il existe alors un ouvert partout dense U de C{T') tel que, pour tout point
fermé ^ dans [/, les intersections ity~l{x) ̂  7Ï soient des ensembles finis non
vides et disjoints. Soit \ un point fermé dans U. La décomposition en produit
T ^ T ' x T" permet d'identifier î^'^x) à C(T") et les points des t^^Çx) H 71
correspondent alors exactement aux éléments de T^TT"^?!-^^) • ^-i)). On peut
choisir N assez grand pour que, modulo cette identification, les intersections
^^(^nTi soient toutes contenues dans C^ÇT11)^ pour tout \ dans UnC(T1)^.
Pour tout point fermé ^ de ^nC(T')^ l'image de TT"^'^) -/ii) dans Q\(T"}^
est alors non triviale. Par conséquent, si UN était un ensemble dense comme
dans l'énoncé de la proposition, l'intersection de U H C(T')^ et de UN serait
vide, ce qui est absurde. D

PROPOSITION 3.3.6.— Soient A et B deux objets de Hyp»(T). On suppose
que A et B ont des semi-simplifiés isomorphes. Alors A et B sont isomorphes.
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Démonstration. — Lorsque T est de dimension 1 c'est une conséquence de
[K] 8.4.10 (valide aussi pour (n,m) = (0,0)) et 8.5.3.1. En général soit T ^
T' x T" un isomorphisme de tores avec T11 de dimension 1. Soient TT' et TT"
les projections. Pour tout faisceau pervers C sur T, il existe, d'après [G-L]
2.3.2 et 2.4, un ensemble partout dense U(C} de points fermés de C(T') tel
que pour tout \ dans U{Ç}^ l'objet RTT^ÇC ® TT'*/^) soit pervers. Soient Ai
(resp. Bi) les composants simples de A (resp. B). Il existe donc un ensemble
partout dense U de points fermés de C(T') tel que pour tout \ dans [/, les
RTT^Ai^TT^C^) et les JÎTr^B^çDTr'*/^) soient respectivement des composants
(non nécessairement simples) de RTT^ÇA^TT^C-^) et de RTT^ÇBÇQ TT'*/^). Pour
un tel \ les faisceaux pervers RTT^A (g) TT'*^) et RTT^ÇB 0 'TT'*^) ont des
semi-simplifiés isomorphes. Ils sont donc isomorphes et on en tire par 3.3.2
et 3.3.4 que A et B sont isomorphes à convolution par un faisceau 6f\\ près.
En reprenant l'argument précédent on obtient que pour tout isomorphisme
T ^ T ' x T" on a TT'^A) = 1 et donc que À = 1. D

3.4. Faisceaux hypergéométriques associés à un faisceau pervers

Soit S un sous-tore de dimension 1 de T. On reprend les notations de 2.2.
On s'est donné une immersion j : G-rn,k —> A^. Pour x dans S — S on note
(ps,x l'unique isomorphisme de tores ^ps,x : Gm,k ~^ S dont le prolongement
aux compactifiés envoie 0 sur x.

Soit A un objet de Perv(T, Q^). On associe à A l'objet suivant de Hyp»(T) :

^(A)-*!^^!^^!^^;!))®^-!))715^^),

le produit étant pris sur tous les 5, x et ^. On note multiplicativement le
produit *î sur Hypi(T) et on convient qu'un produit de convolution indexé par
l'ensemble vide est égal à <îni. On définit de même, en remplaçant ! par *,
H^A) dans Hyp,(T).

De façon similaire, on pose

^int(A) := ̂ ((Risi(Rvs^(H^ ; 1)) ® ̂ -i))^^),

le produit étant pris sur tous les 5, x et ^, en notant multiplicativement le
produit *int sur HypintCT), ce qui est justifié par [G-L] 8.1.4. On a H^{A) ̂
(Iî»(A))int. D'après [G-L] 8.1.4, Jîint(A) est un objet de Hypint(r), et, si A est
un objet de HypintCT), il existe A dans T(k) tel que A ^ S^ *int H'^{A}.
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PROPOSITION 3.4.1. — (1) Si 0 -^ A -^ B -> C -^ 0 est une suite exacte
dans Perv (T, Q^), on a des isomorphismes

H^(B) ̂  H^A) *. H^C)

et

H^{B)^H^{A)^H^(C).

(2) Soit T c^ T 1 x T" un isomorphisme de tores avec T" de dimension 1, soit
\ un point fermé de C(T11) et soit A' un objet de Perv (T", Q^). Notons
TT' et TT" (resp. i1 et i" ) les projections (resp. immersions) canoniques et
fixons un isomorphisme T" ^ Grn.k- Si A r^ 7^ /*A /®7^ / /*(JC^[1]), on a, en
notant r la caractéristique d'Euler-Poincaré de A!, des isomorphismes

H,(A) ̂  RiV ((H^ ; x) *! inv*^ ; x-1))*")

et

^int(A) ̂  ̂ '((TO;X) *mt inv*^;^1))*11^).

(3) Pour tout objet A de Perv (T, Q^), il existe un point fermé X de T tel que
les faisceaux pervers H^(A) et 6s\\ *int -ffint(^int) soient isomorphes.

(4) Pour tout objet A de Perv (T, Q^), pour tout point fermé \ de C(T) on
a des isomorphismes canoniques H\(A<S C^) ̂  H\(A) ®^ et H[^i(A<S>
^)^ffint(A)(g)^.

Démonstration. — L'énoncé (1) est une conséquence directe de la descrip-
tion de ns,x,\ en terme de cycles proches rappelée en 2.2 et de l'exactitude
du fondeur cycles proches pour les faisceaux pervers. Pour (2), il suffit de dé-
montrer le premier isomorphisme. Par translation il suffit de vérifier que si A
est de la forme TT^A'II]) avec A' pervers sur T ' alors H\{A) est isomorphe à
(J%';(ff(^;l) *! inv*^;!)))*'^ avec r = xC^A'). D'après [G-L] 3.3.1 (d),
le cône du morphisme canonique .M! (A) —^ .M* (A) a un support contenu dans
T { ' ^ C ( T ' } . Ceci entraîne, d'après [G-L] 7.3.5, que les n^^A) sont nuls pour
S 7^ T " . On constate directement que les nr//^^(A) sont nuls pour \ -^- 1 et
sont égaux à r pour \ = 1. Démontrons (3). D'après (1), il suffit de démontrer
que le faisceau pervers ffint(A) est à support ponctuel pour A simple vérifiant
x(T,A) = 0. Dans ce cas, d'après [G-L] 5.1.1, il existe un isomorphisme de
tores T c^ T ' x T" avec T" de dimension 1, un point fermé \ de C(T") et un
objet A' de Perv (T", Q^), tels que l'on ait un isomorphisme

A^Tr^A'^Tr"*^!]),

MÉMOIRES DE LA SMF 66



3.4. FAISCEAUX HYPERGÉOMÉTRIQUES ASSOCIÉS À UN FAISCEAU PERVERS 27

et on déduit l'énoncé de (2) car H ^ ' ^ } *int mv*I:f(^ ;^~1) est ponctuel (cf.
3.2). Quant à l'énoncé (4), il se déduit directement de l'isomorphisme canonique
(rappelé en [G-L] 2.6) (B *i C) (g) C^ ^ (B (g) /^) *» (C (g) C^) pour B et C dans
D^Q,). D

Soit T un tore de dimension n sur k. On dit qu'une propriété est vérifiée
pour c^-presque tout point fermé \ de C{T) : pour n = 0 si elle est vérifiée, pour
n == 1 si elle est vérifiée pour \ appartenant au complémentaire d'une partie
dénombrable de points fermés de C(T), pour n > 2 si pour tout isomorphisme
de tores T ^ T ' x T" avec T" de dimension 1 pour ^-presque tout point fermé
^" de C(T") la propriété est vérifiée par (^/,^") pour c^-presque tout point
fermée deC(T',Q^).

Soit A un objet de Perv(T, Q^). On note S (A) l'ensemble des sous-tores S
de dimension 1 de T tels que ns,x,\(A) ne soit pas identiquement nul.

PROPOSITION 3.4.2.— Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T,Q^).
On considère un isomorphisme de tores T c^ T' x T" avec T" de dimension 1.
On note TT' et TT" les projections.

(1) Pour (^-presque tout point fermé \Q de C(T"), l'objet RTT'^A (g) TT'*/^)
est un faisceau pervers, et il existe un point fermé X de T" tel que l'on
ait un isomorphisme

H^RTT^A (g) TT'*/:^)) C. 6^ ^ RTT^H^A ® 7T'*^)).

(2) Pour u-presque tout point fermé \Q de C(T'}^ l'objet R^ÇA ® TT'*/^)
est un faisceau pervers, et il existe un point fermé \ de T" tel que l'on
ait un isomorphisme

H^RTT^A (g) 7r'*£^)) ^ J{Â} *! R^WA (g) TT'*/:^)).

Démonstration. — L'énoncé (1) est la proposition 8.4.1 de [G-L], à ceci
près que dans loc.cit. on suppose que, pour tout S dans 5(A), l'intersection
STikerTr" est finie. Cette condition est en fait superflue. En effet la proposition
8.4.1 de [G-L] est obtenue comme conséquence directe de la proposition 7.5.1
de [G-L], et bien que figurant dans son énoncé la condition n'est pas utilisée
de façon essentielle dans sa démonstration. La preuve de l'énoncé (2) est toute
pareille (on pourrait aussi le déduire de (1) par dualité). D

Remarque. — En fait pour la suite de l'article (excepté le cas n > 1 de 3.5.3,
mais voir la remarque qui suit 3.5.3) on peut n'utiliser la proposition 3.4.2 (et
la variante 3.4.3) que dans le cas où, pour tout S dans <?(A), l'intersection
S H ker TT" est finie.
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On aura besoin en fait de la variante suivante de l'énoncé (2) de la proposi-
tion précédente. On définit le quantificateur « est vérifié pour presque tout po-
int fermé ̂  de C(T) » de façon similaire à « est vérifié pour o;-presque tout point
fermé ^ de C(T) » en remplaçant « dénombrable » par « fini ». (Remarque :
cette terminologie ne coïncide pas exactement avec celle employée dans [G-L].)
Pour tout entier N > 1 on pose

U^(T}N •= T(k) x ̂ ^NiG^W^

et Ht(T)7v = ^{T~i\{T)N). On notera TTN la projection canonique H»(T) —>
Ht(T)^.

PROPOSITION 3.4.3.— Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T,Q^).
On considère un isomorphisme de tores T ^ Tf x T'1 avec T" de dimension
1. On note TT' et TT" les projections. Soit N un entier > 1. Pour presque tout
point fermé ^o de C(T'), l'objet RTT^A ® TT'*/^) est un faisceau pervers^ et
il existe un point fermé X de T 1 1 tel que les images par TT^ des classes de
Hï{R^{AS>C^)) et de Ô^^RTT^H^A^TT^C^)) soient égales dansîl^T'^N.

Démonstration. — La présence du quantificateur « pour a;-presque tout po-
int fermé \ de C(T) » dans les énoncés (1) et (2) de la proposition précédente
tient au lemme 5.2.5 de [G-L]. L'apparition du dénombrable dans ce lemme est
due au fait que C(T) a une infinité dénombrable de composantes connexes (si
T est de dimension au moins 1). Comme par contre CN(T) a un nombre fini
de composantes connexes, on a la variante suivante du lemme 5.2.5 de [G-L]
(avec la même démonstration), qui permet de reprendre la démonstration de
[G-L] 8.4.1 (ou plutôt de l'énoncé dual) sans changement. D

LEMME 3.4.4.— Soit T un tore de dimension n sur k et soit N un entier
> 1. Soit Z un sous-schéma fermé de C^(T), partout de dimension < d < n.
Soit i : T" —> T l'inclusion d'un sous-tore de dimension r. Alors y pour presque
tout \ dans C(T",Q^), l'intersection ^^(x) ^ ^ es^ partout de dimension
< d - r. D

3.5. Normalisation

On fixe un isomorphisme

^ : T ̂  (G^)71 ̂  Speck[t^t^\ • . . ,^^1].

Pour tout objet A de Hyp?(T), avec ? =!, ̂ int, on pose

A := ^{A(A)-1} *? A.

MÉMOIRES DE LA SMF 66



3.5. NORMALISATION 29

C'est un objet de Hyp?(T) et d'après 2.6.1 (4), on a À(A) = 1 si A est ^-modéré
à l'infini. Si A est obtenu par changement de base à partir de AQ défini sur un
sous-corps fco de fe, il en de même pour A et on note AQ l'objet correspondant
défini sur A;o. La proposition suivante, qui ne sera pas utilisée dans la suite de
ce travail, donne une formule pour A quand A est ^-modéré à l'infini.

PROPOSITION 3.5.1.— Soit A un objet ^-modéré à l'infini de Hyp?(T), avec
? =!, *, int, de la forme

A=iÎ7ri»(ff(-0;^i))*? • • • * ? R7rrn\{H{^^rn)},

avec TTj : Gm,k —> T des morphismes de tores non constants. Notons n^j la
partie première à p du résidu en zéro de TT^^. La i-ème composante^ pour

1 < i < n, du point À(A) est égale à Uentier Tï^j^rn,^^3 '

Démonstration. — L'énoncé pour int est conséquence de celui pour ! d'après
la proposition 2.6.1. Pour ! et *, en utilisant la formule de Davenport-Hasse,
on se ramène au cas n = 1 qui est une conséquence de [K] 8.4.2 et 8.4.10. D

PROPOSITION 3.5.2.— Soit A un objet de Perv(T,Q^).

(1) Ona\WA)}=\(H^{A)).

(2) Onaff int(A)^(Â!(A))int .
(3) Si H^A est ^-modéré à l'infini on a À(JÎ»(A)) = \(È^{A)) = 1.

Démonstration. — (1) est conséquence de 2.6.1 (3), (2) est conséquence de
(1) car Jïmt(A) = (î{A(iîint(A))-1} *int ^int(A), et (3) est conséquence de (2) et
de 2.6.1 (4). D

PROPOSITION 3.5.3. — Si A est un objet de Perv(T, Q^), ^-modéré à Vinfini,
alors le faisceau pervers H\(A) est if)-modéré à l'infini.

Démonstration. — Pour n = 1 l'énoncé est clair, d'après la proposition
3.3.3, car on vérifie directement que ^^(^(A)) est dans H^T)1. En général,
soit 7Ti : T —^ Gm,k la projection sur le i-ème facteur. D'après 3.4.2 (2), il
existe un point fermé ^ de C(T) tel que R^ÇA ® C^) soit pervers et tel que
R'Ki\{H\\A 0 /^)) soit isomorphe à H\{R^i\{A ® C^)) à convolution par un
faisceau ponctuel 6s\\ près. On en tire que R7Ti\(H\{A ® ̂ )) est modéré à
l'infini. Comme H\(A 0 C^) ^ H\(A) 0 C^ d'après 3.4.1 (4), on déduit de la
proposition 3.3.3 et de la remarque qui la précède que R^i\{H\{A)) est modéré
à l'infini.
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Remarque. — Quand A est justiciable de 4.5.2 ou de 6.4.4, il n'est pas né-
cessaire d'invoquer 3.4.2 (2) dans la preuve.

3.6. Calcul de détint

On note Perv^ntCT, Q^) le quotient du semi-groupe ([PervintCT, Q^)L *int)
des classes d'équivalence d'objets de Pervint(T, Q^) par le sous(-semi)-groupe
des classes d'équivalence des 6s \\^ \ décrivant l'ensemble des points fermés de
T.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer le résultat principal de la
section, qui sera démontré dans la section 5.

THÉORÈME 3.6.1. — Soit A un objet de PervintCT, Q^). On suppose qu'il exis-
te un schéma S^ intègre et de type fini sur F ,̂ de corps des fonctions ko C k
et de dimension r , un S-tore déployé TS tel que T c^ TS 0 k, et un objet As
de Perv(T5',Q^) tel que A provienne de As[—r] par changement de base de
TS à T. Les classes des faisceaux pervers détint (A) et I:fint(A) dans le quotient
Perv'int(T'î Q^) sont égales. Soit ^ un isomorphisme T ^ (Gyy^)71. Si A est
^-modéré à l'infini, alors les faisceaux pervers détint (A) et ^{VA)} *int H[^(A)
sont isomorphes.

Remarque. — Quand ^(T.A) = 1, l'énoncé du théorème est valide sans
l'hypothèse que A provienne par changement de base d'un faisceau pervers
défini sur TS avec S de type fini sur Fp : en effet, on a alors A ^ détint (A) et
d'après [G-L] Théorème 8.5.1, il existe un point fermé À de T tel que

A ^{A} ^ntHmi(A).

Si A est ^-modéré à l'infini, H[^{A) est aussi -^-modéré à l'infini d'après la
relation précédente, et d'après 2.6.1 (4) on a nécessairement À = À(A).

3.7. Hint(îo)^ et H,(To)^

Soit ko un sous-corps de k dont k est la clôture algébrique et soit TQ un
fco-tore déployé. On pose G := Gai (k \ ko).

On note Hint(îo)^ (resp. H»(To)^) le sous-groupe (resp. sous-monoïde) de
Hint(T') (resp. H»(T)) formé des classes d'équivalence d'objets de Hypint(îo)^
(resp. îîyp\(To)9). On a une action naturelle de G sur C(Gm,k)(Q{.) (cf. 6.1),
et donc également sur Z^^^kWi)) et Î^(SXC(G^)W\

On déduit de 3.2.1 et 3.3.2 l'énoncé suivant.

MÉMOIRES DE LA SMF 66



3.7. Hint(To)^ ET H,(ro)^ 31

PROPOSITION 3.7.1.— Les isomorphismes ^ de 3.2 et 3.3 induisent respec-
tivement un isomorphisme de groupes

Hint(To)^ ^T{ko) x (Z(^(G^)(Q^G

et un isomorphisme de monoïdes

H^To)9 ^ T(ko) x (N^^771^^)))^

Démonstration. — Les isomorphismes <S> de 3.2 et 3.3 étant G-équivariants,
leurs inverses induisent des morphismes injectifs

HintW —>îW x (Z^^^)^)))^

et
H^To)9 -^ T(ko) x (N^^^)))^.

La surjectivité du deuxième morphisme résulte de 3.7.2 (1). On a un diagramme
commutatif

intH.(r)—-^Hint(T)

$-1 $-1

^.(r)^^(r),
le premier morphisme horizontal étant induit par le foncteur int et le mor-
phisme À étant l'unique morphisme faisant commuter le diagramme. Remar-
quons que par [G-L] 8.1.4 (ii) et 3.7.2 (2), le fondeur int induit un morphisme
int : H^To^ -> Hint(îo)^. On a donc un diagramme commutatif

H.(To)^ ——————^——————> Hint(To)^

T(fco) x (N^^^)^)))^ ^^T(ko) x (Z^^0^)^)))^

en notant À le morphisme induit par A. Ce morphisme étant surjectif, ainsi
que le premier morphisme vertical, on en déduit la surjectivité du deuxième
morphisme vertical. D

LEMME 3.7.2.— Soient Hi, pour 1 < i < N, des sous-groupes d^indice fini
de G. On note ki le corps fixé par Hi. Soit Bi un objet de D^(TQ (g) A^ Q^)9

pour 1 < i < N.

(1) Les objets A\ := ^^çc/H, ̂ Bi) et A^ := **<reG/^ (^B,) appartiennent à
_ Ki<N l<,i<N

D^To.Q^9. Ici "Bi désigne le transformé de Bi par a (cf. 6.1.1).
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(2) Si A\ et A^ sont des faisceaux pervers, le noyau et le conoyau du mor-
phisme canonique a : A\ —> A^ appartiennent à Perv(îo5 Q,()9. De plus
la suite exacte de faisceaux pervers 0 —^ Ker a —f A\ —^ Im a —^ 0 pro-
vient par changement de base d'une suite exacte de faisceaux pervers sur
TQ.

Démonstration. — Soit T[ le fco-tore déduit de TQ 0 ki par restriction des
scalaires de ki à fco. Soit Bi dans D^(TQ ® k^ Q^) d'image Bi. Il lui est associé
un objet B\ de D^(T'^ Q^). Si on note Ni le morphisme norme T[ —^ TQ, on a un
isomorphisme (^\^^^RNi\B1^ ® k ^ A\ (resp. {^^^^RN^B[} ® k ^ A*).
Ceci démontre (1). Pour (2) il suffit de remarquer que l'on a alors

Ker a ̂  (Ker*!i<,<Ar-RA^ —> **I<Î<A^A^J^') 0 k

ainsi que Pisomorphisme similaire pour le conoyau et l'image. D

La proposition suivante sera utilisée ultérieurement.

PROPOSITION 3.7.3.— Soit A un objet de HypintCTo)^ II existe un objet AQ
de Perv(To,Q^) tel que A c± AQ 0 k et un épimorphisme \ : BQ -> AQ dans
Perv (To, Q^) avec BQ ® k dans Hyp^To^ et x(T, (KerA) ® k) = 0.

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme 3.7.2 et de [G-L]
8.1.4. D
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CHAPITRE 4

TRANSFORMATION DE MELLIN SUR UN
CORPS FINI

4.1. Les foncteurs ^M\ et ^M^

Dans cette section et dans l'essentiel de la suivante ko est un corps fini de
caractéristique p et de cardinal ç, et îo est un fco-tore déployé. De façon générale
tous les fco-tores considérés dans cette section et dans la suivante sont supposés
déployés. On note k une clôture algébrique fixée de ko. On note FQ : îb —)- îo le
morphisme de Frobenius x ̂  x(l sur TQ et F := FQ <S>ïdk : T —^ T le morphisme
de Frobenius sur T. Si a est une unité de Q^, on note Q ^ 7 le faisceau de rang 1
sur Spec ko pour lequel l'action de l'automorphisme de Frobenius géométrique
est égale à a. Plus généralement, pour Ao un objet de jD^(To,Q^), on note
A^ le produit tensoriel de Ao par l'image inverse de Q ^ 7 et on dit que Ag
se déduit de Ao par torsion.

On note y : OC(T) ~^ ^C(T) ^e morphisme associé à F : T —> T par
fonctorialité. C'est un automorphisme de OC(T)' Si X est un point fermé de
C{T), on a (^(^) = ̂ q. On note D^^(C(T)) la catégorie dont les objets sont
les couples {K,<S>) avec K objet de D^{C{T)) et

^ : OC(T) ̂ K ^ K

un isomorphisme dans D^(C(T)), les morphismes étant définis de façon évi-
dente. Le produit tensoriel

^L : D^(C(T)) x <h(C(T)) -^ D^{C{T))

se relève naturellement en un produit, encore noté (g)1',

D^(C(T}} x D^{C(T}} -^ D^{C{T}).
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De même, si TT : To —)- TQ est un morphisme de tores, le fondeur

°W<^ : D^{C{T)) -, ̂ (C(r'))

se relève naturellement en un fondeur, encore noté Ocfrn^è ^

D^(Ç(T}} -^ D^(C(T1)).

Si TT est un quotient, le fondeur RTT^ : D^{C{T'}) -> D^(C{T)) se relève
naturellement en un fondeur, encore noté RTT^

D^{C(T1}} -^ D^{C(T}}.

On note inv Pinvolution x ̂  x~1 sur T et on note de même l'automorphisme
de C(T} qui s'en déduit. D'après ce qui précède on a un fondeur

inv* = inv* : D^(C(T)) -^ D^{C[T}}.

De même, si ^ est un point fermé de C(T} fixé par y, si on note m^ : C(T) -)-
C{T) le morphisme de multiplication par ^ le fondeur m*^ : D^(C(T)) -4-
jD^(C(T)) se relève naturellement en un fondeur, encore noté m*

A,

^m) -^ D^{C(T}}.

On note ^Oc(r) 1e module trivial OC(T) muni de ̂  : Occn^Ocm ^ ^crr)
donné par <I>(1 ® 1) = 1. C'est une unité pour le produit (g)7'. Pour a une unité
de Q^, on note ^O". le module trivial 0(;(r) muni de <& : 0(;(r) ^L Ocrr) ^
OC(T) donné par <^(1 0 1) = a. Pour tout objet M de D^ (C(T)) on pose
^(a) ^ ̂ 0^ (g)7- M et on dit que M^ se déduit de M par torsion.

Le fondeur de dualité D : M ̂  RHom{M,0) de D^(C(T)) dans lui
même se relève naturellement en un fondeur, encore noté D, Db i (C(T)) —>
D^{C(T}}.

Soit Ao un objet de ^(TQ.Q^). On déduit de Pisomorphisme canonique
A ^ JÎF*(A), d'après [G-L] 3.3.1(c), des isomorphismes canoniques

(*) .M*(A) ^ ^*(JÎF,(A)) ^ O^r) ̂  À^*(A).

Dualement, comme JRJ^ ^ -R^!, on a des isomorphismes canoniques

(* *) A^î(A) ^ ^(!(^F.(A)) ^ Oc(r) ̂  .Mî(A).

On définit ainsi des fondeurs, notés ^M^ et ^A^» : D^{TO, Q^) -^ û^ (C(T)),
en associant à un objet Ao de £^(îo,Q^) le couple formé de M^(A) (resp.
.M;(A)) et de Pisomorphisme inverse de (*) (resp. (**)).
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On a le formulaire suivant, qui est conséquence directe de [G-L] 3.3.1,
excepté l'énoncé (h) qui est de vérification immédiate.

FORMULAIRE 4 .1 .1 .— Les fondeurs ^M\ et^M^ vérifient les propriétés sui-
vantes.

(a) Au morphisme de fondeurs M\ -> .M* correspond un morphisme de
fondeurs ^M\ -^ .̂M*.

(b) Dualité : si TQ est un tore de dimension n, on a, pour tout objet AQ de
D^(To,Q^), des isomorphismes fonctoriels

D^M^Ao) ̂  inv* ̂ M^DAo)

et
D^M^Ao) ̂  inv* ̂ M\{DAo}.

(c) Compatibilité à l'image directe : si TT : TQ —^ TQ est un morphisme de
tores, on a des isomorphismes canoniques

^(JMAo)) ^ OC(T') ^C(T) '?•^!(AO)

et

^M.(R7v^Ao)) ̂  OC(T') ̂ cm ('•M*(Ao)

pour tout objet AQ de D^(TQ,Q{).

(d) Compatibilité à l'image inverse pour les tores quotients : si TT : TQ -> Tg
définit un tore quotient du tore TQ de dimension relative d, on a, pour
tout objet AQ de ^(T^Q^), des isomorphismes canoniques

^.M.(7r*(Ao)) ^ R^^M^Ao{-d))[-2d})

et

^M,(7r*(Ao)) ^ (A^Tri^erTr),)^^ 0^ ̂ (^(Ao)[-d]).

(e) Compatibilité au produit externe : si TQ = î^o x Î2,o et AQ == Ai^o KlAs^o
(produit tensoriel externe) avec A^o objet de D^ÇT^o, Q^), alors on a des
isomorphismes canoniques

^M,(Ao) ^ ^A^!(Ai,o) .̂M!(A2,o)

e^

^M,(Ao) ^ ^A^*(Ai,o) a ̂ .M*(A2,o).
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(f) Convolution : on a des isomorphismes canoniques

^(Ao *! £?o) ^ W(Ao) ̂ (D W(Bo)

et

^M*(Ao ** Bo) ^ ̂ (Ao) 0^(T) ^*(^o).

(g) Torsion par un caractère: si AQ est un objet de ^(îo^Q^) et si \ est
un point fermé de C(T) fixé par <^ on a des isomorphismes canoniques

m^M^Ao) ̂  ̂ (Ao ® r^)

et

m^M^Ao) ̂  ^M^AQ ® ̂ ).

Ici C^ est vu comme un faisceau sur TQ dont la fibre à l'origine est
isomorphe au Gal(fc | ko)-module trivial.

(h) Torsion : si AQ est un objet de D^(TO^Q^) et si a est une unité de Q^,
on a des isomorphismes canoniques

W(A^) ̂ ^(Ao)^

et

^(A^^À^Ao)^"1). D

Pour tout entier e > 0 on note k^ l'extension de degré e de ko contenue
dans k et F^e ç Gal(Â; | k^) la transformation de Frobenius géométrique. Soit \
un point fermé de C(T} fixé par ^6. On peut voir alors C^ comme un faisceau
sur TQ 0 k^ dont la fibre à l'origine est isomorphe comme Gal(Â; | fc^)-module
au module trivial. On note i^ : {y} —^ C(T) l'inclusion. Pour tout objet {K^ ^)
de D^^{C(T)) on pose <S>^ = <S> o (Id ̂  <S>) o • • • o (Id (S^e-i $).

L'énoncé suivant est conséquence directe de 4.1.1 (c) et (g).

PROPOSITION 4.1.2.— Soit Ao un objet de D^(To,Q^) et soit \ un point
fermé de C(T) fixé par y6. Avec les notations précédentes, on a des diagrammes
commutatifs

Li^M^A) ——^RT{T,A®C^)

Li^A T^
Li^M^A) ——^ Rr(T, A ® ̂ )
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e^

L%^!(A) —f—^ RTcÇT.A (g) £^)^"r

L^^)
t

;*$(e) F..C
'X-- "O

>' 1

Li^M\{A) ——^ RTc(T, A ® C^) . D

Pour tout entier e > 0 on a un couple de foncteurs adjoints

Ae : D^(C(T)) -> D^e(C{T)) et B6 : D^(C(T)) ̂  D^(C{T))

définis de la manière suivante. A un objet (K^<S>) de D^^ (C(T)) on associe
l'objet

A^K,^) ̂ (J^^).

A un objet (K, $) de D^^e{C{T)) on associe l'objet B6^ ̂ ) := (Q, ̂ ), avec

ç := K e (OC(T) ®^ ̂ ) e • • • © (OC(T) ®^-i ^f),
l'isomorphisme ^ étant défini par

OC{T) ̂  Q ^ [OC{T) ̂  K) © • • • e (OC(T) ̂ e K)
^ {OC(T) ®^ K) © (OC(T) ̂  K) ® • « • © {OC(T) ®^-i X)

^ K © (Oc(r) ̂  ̂ ) © • • • © (OC(T) ̂ ^-i ̂ ) ̂  Q.

le second isomorphisme étant obtenu par permutation des facteurs et le troisiè-
me en appliquant ^ au premier facteur.

PROPOSITION 4.1.3.— Soit e un entier strictement positif. Soit TT le mor-
phisme canonique TQ <S> k^ —^ TQ.

(1) Pour tout objet AQ de D^(TO,Q^), on a des isomorphismes canoniques

<M*(7r*Ao) ^ A^Â^Ao)) et ^M^Ao) ̂  A^À^Ao)).

(2) Pour tout objet Ai de D^(TQ 0 fe^Q^), on a des isomorphismes cano-
niques

^(a^Ai) ^ B^^M^) et ^M^R^A^ ^ B^^M^).

Démonstration. — L'énoncé (1) est immédiat et (2) résulte de Pisomor-
phisme canonique

RTT^A ̂  A © RF^A © • • • RF^A

et du fait que TT soit un morphisme fini. D
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38 CHAPITRE 4. TRANSFORMATION DE MELLIN SUR UN CORPS FINI

4.2. Injectivité de ^.M» sur K{TQ,Q^

On note Ar(îo,Q^) le groupe de Grothendieck de la catégorie D^(To,Q^)
et K^{C{T)) le groupe de Grothendieck de la catégorie D^^ (C(T)). Les fonc-
teurs .̂M* et ^M.\ induisent des morphismes de groupes abéliens notés K(fM.^}
et K{^M^ : K(To,Q^ -^ K^(C(T)).

PROPOSITION 4.2.1.— Les morphismes K(^M^ et K(^M^ sont injectifs.

Démonstration. — Cela résulte directement de la proposition qui suit. D

PROPOSITION 4.2.2.— Soient K\ et K^ deux faisceaux pervers surTo. Si les
objets ^M^K^) et ^M^K^) (resp. ^M^(K^) et ^M^K^)) sont isomorphes,,
alors les s emi-simplifiés de K\ et K^ sont isomorphes.

Soit e un entier > 0. Soit \ un point fermé de C{T) vérifiant y6^) = ^. On
voit ^ comme un caractère multiplicatif ^ : k^ —^ Q^ et C^ comme un faisceau
sur TQ 0 k^ dont la fibre à l'origine est isomorphe comme Gal(fc | fe^)-module
au module trivial. Pour tout objet K de £^(îb,Q^), on note .s6^^) la trace
de F^e sur RFcÇT^ K ® C^). D'après la proposition 4.1.2 c'est aussi la trace de
(Lz^(6))-1 sm Li^M\{K).

La proposition 4.2.2 est donc conséquence de la proposition suivante (il
suffit, par dualité, de faire la démonstration pour ^.Mî).

PROPOSITION 4.2.3.— Soient K\ ci K^ deux faisceaux pervers sur TQ. Si
pour tout entier e > 0 et tout point fermé ^ de C(T) vérifiant ^(x) = X on a

^(.PCi,;^) = 8e {K^^^)^ alors K\ ci K^ ont des s emi-simplifiés isomorphes.

Pour tout objet K de D^TQ.Q^ et tout x e T(^) on note ^(K.x) la
trace de F^e sur la restriction de K au point géométrique associé à x.

LEMME 4.2.4. — Pour tout objet K de D^(TQ^ Q^) et tout x e T(k^) on a

^^-(—^ E s^K^x-^
x^CTXQ^6-1

Démonstration. — D'après la formule des traces de Grothendieck on a

^x)- E W^)x(^).
x^T^)

On en déduit l'énoncé par inversion de « Fourier-Mellin » usuelle pour les fonc-
tions sur les groupes abéliens finis. D
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Démonstration de la proposition 4.2.3. — Par le lemme 4.2.4, pour tout
entier e > 0 et tout x <E T(^) on a t^K^x} = t^K^x}. D'après [La2]
1.1.2.1 (conséquence du théorème de Chebotarev), K^ et K^ ont alors des
semi-simplifiés isomorphes. D

Sous des hypothèses d'existence de résolution des singularités, on a des
variantes des énoncés précédents « à la codimension 2 près » (qui ne seront pas
utilisées dans la suite de ce travail).

Si K est un faisceau pervers sur ÎQ, on note Z(K)^ la somme des com-
posants simples A de X tels le support de .M* (A (g) k) ne soit pas partout de
codimension au moins 2 dans C{T). Si (Z/i.^i) et (1/2^2) sont des objets de
D^ (C(T)) et U un ouvert de C{T) invariant par (p on dit que (Z/i ,<î>i) et
(L2,^2) sont isomorphes sur U s'il existe un isomorphisme G : L^\u —^ L^\jj
tel que G o ̂ ^ = ̂ ^ o (Id (2^ G).

PROPOSITION 4.2.5. — SoitTo un tore de dimension n sur ko. On suppose que
la résolution des singularités et la simplification des idéaux sont valides pour
les variétés de dimension < n définies sur k. Soient K\ et K^ des faisceaux
pervers sur ÎQ.

(1) On suppose que K\ et K^ n^ ont pas de sous-objet non nul de caractéris-
tique d^Euler-Poincaré égale à zéro. Si les objets ^M^{K\} et ^M^K^)
sont isomorphes sur un ouvert invariant par (p partout de codimension
au moins 2 dans C(T), alors Z(K\)^ ̂  Z[K^)^.

(2) On suppose que K\ et K^ n'ont pas de quotient non nul de caractéristique
d'Euler-Poincaré égale à zéro. Si les objets ^M^K^} et ^M^K^) sont
isomorphes sur un ouvert invariant par y partout de codimension au
moins 2 dans C(T), alors Z{K^ ̂  Z{K^.

Démonstration. — L'énoncé (2) se déduit de (1) par dualité (d'après [G-L]
6.1.1 (b), M^ÇK) et M\{K} ont le même support). Démontrons (1). D'après
le théorème 6.5.1 de [G-L], sous l'hypothèse d'existence de résolution des sin-
gularités, il existe des faisceaux pervers K[ et K'^ sur T, des monomorphismes
Ki ® k —^ K'^ tels que pour i = 1,2, M^{K'^) soit l'enveloppe réflexive de
M^{Ki <S>k). On constate en inspectant la preuve qu'ils sont définis sur fco, au-
trement dit qu'il existe des faisceaux pervers K^ sur TQ, tels que les faisceaux
pervers KI soient des sous-objets des Ki et tels que les Ki®k soient isomorphes
aux faisceaux pervers K[. Comme le support de .M*(Coker(J^ —)- Ki) (g) k) est
partout de codimension au moins 2 (par ^-exactitude de Al*), on a alors un
isomorphisme ^M^K^} ^ ^M^K^) par le principe de Hartogs (proposition
4.3.1), et la proposition 4.2.1 permet de conclure. D
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4.3. Modules de rang 1

Soit U un ouvert de C(T) stable par (p. On note Modcoh^(^) la catégorie
dont les objets sont les couples (M, ̂ ) avec M un O^-module cohérent et $
un isomorphisme

^ :Ou^yM ̂ M,

les morphismes étant définis de façon évidente. Si V est un ouvert de C(T)
stable par ^ et contenant U^ on a un fondeur de restriction Modcoh^(^) —^
Modcohy?(^0 noté M -)- M[^. On note ^A(£7) la sous-catégorie de Modcoh^(^)
formée des objets sont les modules sous-jacents sont des O^-modules locale-
ment libres L de rang 1. L'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de
^A([7) forme un groupe pour le produit tensoriel, que l'on note ^L(U}. L'élé-
ment neutre de ce groupe est la classe du module trivial ^Ocm^^ et l'inverse
de la classe d'un module coïncide avec la classe du module dual.

La forme suivante du principe de Hartogs sera utilisée de façon essentielle
dans ce travail.

PROPOSITION 4.3.1.— Soit V un ouvert de C{T) stable par (p. Soit U un
ouvert de V stable par y et partout de codimension au moins 2 dans V. Soient
(Mi,$i) et (M2,$2) des objets de Modcoh^(^)- On suppose que MI et M^
sont des modules réflexifs et que (Mi, <l>i)[ç/ et (A^, ̂ W sont isomorphes dans
Modcoh^(^)- Alors (Mi,<î>i) et (Ms,^) sont isomorphes. En particulier, si
L\ et L^ sont des objets de ^AÇV) tels que L^\jj et L^\jj sont isomorphes dans
^(t/), alors L\ et L^ sont isomorphes dans ^AÇCÇV)).

Démonstration. — Par hypothèse on a un isomorphisme ̂ u '' ^l-i\u —> ^2\u
tel que le diagramme suivant soit commutatif

^i\uOu S>y M^u —•—, M^u

ïd(^^u ^u
' ^2\U '

Ou ®^ M^u ——> M^u'

Par le principe de Hartogs usuel, ^S/u se prolonge de façon unique en un iso-
morphisme ^ : MI —> MÏ et on a ^ o ^>i = $2 o (Id 0y, ^). D

Soit (L,<S>) un objet de ^A(C(r)), soit e un entier > 1, et soit x un point
fermé de C{T) vérifiant ^(x) = x. On note ^ l'inclusion de x dans C(T). Le
morphisme <S>^ induit un isomorphisme de l'espace vectoriel de rang 1 i^(L)
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dont on note XÇL^^^x) la valeur propre. Remarquons que les définitions
entraînent que À(L,<I>^,a;) est une unité de Q^.

L'énoncé suivant, qui ne sera pas utilisé dans la suite de ce travail, est
conséquence des résultats démontrés dans l'appendice A.

THÉORÈME 4.3.2.— Deux objets (Li,$i) et (^2,^2) appartenant à la caté-
gorie ^A(C(r)) sont isomorphes si et seulement si pour tout entier e > 1, pour
tout point fermé x de C(T) vérifiant ^(x) = x^ on a

\{L,^[e\x)=\(L^^\x).

Démonstration. — En remplaçant C{T) par C(T}^ dans la définition de la
catégorie ^A(C(T)) on obtient une catégorie notée ^A(C(T)^). Pour tout entier
f > 1 on définit de même une catégorie notée ^ A(C(T)^) en remplaçant y
par ^ ' . Soit 0 une composante connexe de C{T). La y-orbite de 0 est une
union finie de, disons /, composantes connexes de C(T) et ̂  laisse 0 stable. Si
(L, <&) est un objet de C(T)^ on peut voir la restriction de (L, $(/)) à 0 comme
un objet de ^ A(C(T)^). La donnée de cet objet est équivalente à celle de la
restriction de (L, <1>) à la (^-orbite de 0. Il suffit donc de démontrer que, pour
tout entier / > 1, deux objets (Z/i,<l>i) et (£2^2) de la catégorie ^ A(C(T)^)
sont isomorphes si et seulement si, pour tout entier e > 1, pour tout point
fermé x de C(T)^ vérifiant (y^)6^) = x, on a A(Ll,$([6),;r) = \{L^,^\x).
On peut supposer que (Z/2, $2) ^t trivial. Remarquons que C(T)^ est factoriel.
En effet, l'anneau Q^ ® Z^[[7ri(T)^]] est limite inductive filtrante des anneaux
^[[Tr^T)^]]!^"1] pour R décrivant l'ensemble des anneaux d'entiers d'extensions
finies de Q^ contenues dans Q^ ; ces anneaux sont factoriels car Jî[[7ri(T)^]] est
isomorphe à un anneau de séries formelles Iî[[ti, • • • 5 tn}} et la noethérianité de
Q^®Z^[[7ri(T)^]] permet de conclure. Le module L\ est donc libre. Soit m une
base de L\. On a <t>i(l ® m) = Fm avec F une unité de Q^ (g) Z^[[7ri(T)^]].
Comme À(LI, $1,1) = 1, F prend la valeur 1 à l'origine de 7ri(T)^. C'est donc
une unité de Iî[[7Ti(T)^]] pour R convenable. Pour tout choix d'un générateur
7 de Z^(l)(fc), on a, par la théorie d'Iwasawa, un isomorphisme

R[[Z,{l)(k)}]^R[[t}^

à savoir celui qui envoie 7 sur 1+f. Ainsi pour tout isomorphisme T ̂  (Gy^^)71,
on a, étant donné 7, un isomorphisme

À:^[[7ri(r)^]^a[[fi,...,^]].
Via À à l'automorphisme (p correspond l'automorphisme de -R[[^i, • • • , tn}} don-
né par ti i-> (1 + tiY — 1. Le corollaire A.7 permet alors de conclure. En effet
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l'assertion (1) est vérifiée pour la matrice scalaire qf ' Id, et (2) fournit alors
un isomorphisme de (Li^i) avec le module trivial. D

On note ^Î7(C(T)) le sous-groupe de ^L(C(T)) engendré par les classes des
modules ^O^^ avec a une unité de Q^. C'est aussi le sous-groupe engendré

par les classes des modules ^M^ô").

On note ^L(C(r))° le groupe quotient ^L(C(T))/^U(C(T)) et ^V{C{T)) le
sous-groupe de ^LÇCÇT)) engendré par les classes des modules ^M^ôs^i)^^ \
décrivant îo(À;o), et a décrivant l'ensemble des unités de Q^. On note ^L(C(T))1

le groupe quotient ^L{C{T))/^V{C(T)).

4.4. Déterminants

Par la théorie du déterminant des complexes parfaits [K-M] on a un fonc-
teur « déterminant »

det : D^{C(T)) -^ ^A(C(T))

défini de la façon suivante. Si {K^) est un objet de D^^ (C(T)), on obtient
un isomorphisme

OC{T) ^Ip det K ^ det K

en composant Pisomorphisme

det(0c(ï)®^) ^deiK

induit par <& avec l'inverse de l'isomorphisme de changement de base

det (OC(T) ̂  K) ̂  OC(T) ̂  det K

donné par [K-M] p.42.

LEMME 4.4.1.— (1) Si AQ —^ BQ —^ CQ est un triangle dans £^(TO,Q^)
on a un isomorphisme canonique

det^Mî(Bo) ^ det^Â^.(Ao) Sdei^M^Co).

(2) Pour tout objet AQ de D^(ToîQ^) on a u'rï' isomorphisme canonique

det^A<t(Ao) ^ (Sidei^M^H'Ao)^.

On a les énoncés similaires pour .̂M*.
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Démonstration. — L'énoncé (1) résulte du fait que ^M.\ et .̂M* sont des
fondeurs triangulés et (2) est conséquence de (1). D

Pour tout entier e > 0 on a des fondeurs a6 : ^A{C{T)) -> ^A(C(T)) et
b6 : ^A(C(T)) -^ ^A(C(T)). Le fondeur a6 est donné par la restriction du
fondeur A6 et le fondeur b6 est défini de façon analogue à B6 en remplaçant
© par ®.

PROPOSITION 4.4.2. — Soit e un entier > 0.
(1) Pour tout objet K de D^ {C(T}} on a un isomorphisme canonique

detAW^a^dAT.

(2) Pour tout objet K de D^^ e(C{T)) on a un isomorphisme canonique

detB^^^b^etK.

Démonstration. — L'énoncé (1) est évident. Quant à (2), il résulte de ce
que le fondeur det transforme les sommes en produits. D

PROPOSITION 4.4.3.— Si AQ et BQ sont deux objets de £^(îo,Q^) qui défi-
nissent des objets isomorphes de Z)^(îo,Q^)^ alors les classes de det^.Mî(Ao)
et det^M\(Bo) dans ^L(C(T))° sont égales.

Démonstration. — Commençons par traiter le cas où Ao et BQ sont des
objets simples de Perv(îo, Q^). D'après [B-B-D] 5.3.9, il existe un entier stric-
tement positif e et un objet Ai de Perv(îo 0 F ce, Q^) tels que Ao ^ TT^AI, en
notant TT le morphisme canonique îb 0Fçe —)- To, et tels que Ai 0fc soit simple.
De plus Ao ® k est semi-simple et ses composants simples sont les F^(A\ 0 k)
pour 0 < i < e. On peut donc prendre le même e pour BQ et choisir un B\ tel
que Ai ® k ^ B\ ® k. D'après le lemme suivant, il existe un faisceau géométri-
quement constant de rang 1 E sur TQ ®Fçe tel que Ai ^ B\ 0E. Les classes de
det<M!(Ai) et de det<M!(Bi) sont donc égales dans <L(C(T))°. Les pro-
positions 4.1.3 et 4.4.2 permettent alors de conclure. En général, par le lemme
4.4.1, on peut supposer que Ao et BQ sont des faisceaux pervers sur To. On
peut alors les remplacer par leurs semi-simplifiés Ag5 et B^ dans Perv(îo, Q^)
(pour tout faisceau pervers Co sur îo on a Q;5 ® k ^ (CQ 0 k)88) et on se
ramène alors au cas où Ao et BQ sont simples dans Perv(îo, Q^). D

LEMME 4.4.4. — Soit ko un corps de clôture algébrique k. Soit XQ un schéma
lisse géométriquement intègre et séparé de type fini sur fco et soient AQ et BQ
des faisceaux pervers sur XQ. On suppose que Ao ® k et BQ ® k sont simples et
définissent des objets isomorphes de Perv (îo? Q^)9- II existe alors un faisceau
géométriquement constant E sur XQ de rang 1 tel que AQ ^ BQ (g) E.
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Démonstration. — Compte tenu de la structure des faisceaux pervers sim-
ples sur XQ 0 k ([B-B-D] 4.3), on peut se ramener au cas où Ao et BQ sont des
systèmes locaux. Dans ce cas fixons un point géométrique x de XQ et notons V\
et Vz les 7ri(Xo,^)-modules associés respectivement à Ao et BQ. Par le lemme
de Schur W := îîom^^^^ÇV^^Vz) est un Q^-espace vectoriel de rang 1. On
en déduit l'énoncé recherché car on a un isomorphisme de 71-1 (XQ ̂ -modules
V\ ̂  V^S)W et le système local associé à W est géométriquement constant. D

D'après la proposition 4.4.3, pour tout objet de A de D^(To^Qf)9 de re-
présentant Ao dans 2^(îo,Q^ la classe de det^.M!(Ao) dans ^L{C{T))° ne
dépend pas du choix de AQ. On la note det^M^A)9.

Soit H un objet de Hyp»(To)^ de représentant HQ dans jD^(Tb, Q^). Comme
le module ^M^HQ appartient à ^A(C(r)), dei^M^H)9 est égal à la classe
de ^M\HQ dans ^L(C{T))°. On note ^G\{C(T}) le sous-groupe de ^L{C(T))°
engendré par les det^M^H)9 5 H décrivant la classe des objets de Hyp((To)^.
Remarquons que ^V(C(T))/^[/(C(T)) est un sous-groupe de ^G\{C(T}}. On
note ^G\(C{T))1 le groupe quotient.

On aura besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4.5.— Soit TT : T —^ T' un quotient de tores avec dimT' =
dirnT — 1. Soit E un objet de Modcoh^(^(T''))- On suppose que sur toutes les
composantes connexes de C(T'} le rang générique de E est égal à un même
entier r. On a alors un isomorphisme

deiR^{E) ̂  (det R^ TO(r')))^.

Démonstration. — Soit E = (E^) un objet de Modcoh^O^T")) de rang
générique r sur toutes les composantes connexes de C(T1}. Soit t une équation
de ^(CÇT')) dans C(T). Soit i : T ' —> T un morphisme de tores qui est une
section de TT. On a une suite exacte de O^/j^-modules

0 -^ OC(T) ®OCÇT') E ̂  °C(T) »OC(T/) E -^ ̂ (^ -^ 0'

On pose M\ := {OC(T) ^crr^ ^^1)? ^e morphisme <I>i étant déterminé par
^i(l 0 (1 ® m)) = 1 (g) <!>(! 0 m). On définit de même M^ :== (Oc(r) ^ccr^
E^ $2)5 le morphisme $2 étant déterminé par <S>^(1 <S> (1 <S m)) •= ' f 1 0 $(1 ®
m). Remarquons que ^tz est une section globale de OC(T) dont la restriction
à 7^(^(7")) est constante et égale à q. On a la suite exacte suivante dans
Modcoh^(T))

0 -^ M2 -^ Mi ̂  ̂ (^ ̂  0,
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dont on déduit l'isomorphisme

deiR^(E) ̂  detMi (g) (detA^)"1

dans ^A(C(T)).
Soit L l'objet (Oc(r)^3)^ 8Lve^ ^3 déterminé par ^3(1 (g) 1) = —— On

a dans D^^{C(T)) un isomorphisme Mi ^ L ®^ ^ M2, d'où l'on tire un
isomorphisme

det Mi ^ (det L)^ 0 det M^
dans ^(^(r)). Finalement, on a un isomorphisme detR^ÇE) ^ (detL)07".
On en déduit le résultat car on a en particulier det R^{^OC(T')} ̂  det L. D

4.5. Calcul de det^A^;

A tout objet A de D^(TQ, Q^ on associe un élément G\(A) de ^G\{C(T}}
de la façon suivante. Si A est pervers, on pose G\{A) := det^M^H^ÇA))9. En
général, on pose

^(A^^G^JTA)^
î

le produit dans ^G\{C{T)) étant noté multiplicativement. Pour tout isomor-
phisme T ^ (Gm^ on définit de même un élément G\{A} de ^G^CÇT)), en
remplaçant H\ par j9'f dans la définition.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les résultats principaux de
la section, qui seront démontrés dans la section 5.

THÉORÈME 4 .5 .1 .— Soit A un objet de D^To.Q^9. On a l'égalité

[deiyM^A)9]=[G^A)]

dans le groupe quotient ^L(C(T))1.

COROLLAIRE 4.5.2.— Soit A un objet de Perv(îo, Qi)9. Pour tout morphis-
me de tores p : T —> T' et tout point fermé ^ de C{T) fixé par un itéré de y
tels que Rp\{A 0 C^) soit un faisceau pervers, il existe un point fermé X de T
tel que l'on ait un isomorphisme

H^Rp^A ® /^)) ^ 6^ *» Rp^H^A ® /:^)).

THÉORÈME 4.5.3. — Soit ^ un isomorphisme T ̂  (G^^)71. Soit A un objet
de Z^(TO,Q^ qui est ^-modéré à Uinfini. On a Inégalité

dei^M^A)9 = det^M^Ô^)})9 ' G^A)

dans le groupe quotient ^L{C(T))°.
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4.6. Structure du groupe ^G!(C(T))

On a l'énoncé suivant.

PROPOSITION 4.6.1.— (1) Le morphisme

detW( )9 , H^To)9 —^ ^GS(C(r))

e^ ?m monomorphisme de monoïdes et induit par 3.7.1 un isomorphisme

T{ko) x (Z(<S><C(G-^)^)))G ̂  ̂ !(C(r)).

(2) L isomorphisme précédent induit par passage au quotient un isomor-
phisme de groupes abéliens

^(SxC(G^k)(Qê)))G ^ ^G\{Ç{T}Y.

(3) Pour tout entier e > 1, les morphismes canoniques

^(C{T)) —^ ^G^C(T)) et ^GS(C(T))1 -^ ^G^(C(T))1

sont injectifs.

Démonstration. — Les assertions (2) et (3) sont des conséquences directes
de (1). Pour (1) il suffit de démontrer l'injectivité du morphisme

dei^M^)9 : H\(To)9 -^ ^(C(T)).

Il suffit de démontrer que si Ao et BQ sont des faisceaux pervers sur To
dont l'image dans Perv(To^Q^)^ appartient à Hypî(T), tels que les modules
^.M!(A()) et ^M\(Bo) soient isomorphes à torsion près, alors Ao 0 k et BQ ® k
sont isomorphes. Quitte à tordre Ao par une unité de Q^ on peut supposer
que les modules ^M\{Ao) et ^M^Bo) sont isomorphes. D'après la proposition
4.2.1, les faisceaux pervers Ao et BQ ont les mêmes constituants simples, et
donc Ao (Sk et BQ S>k ont les mêmes constituants simples. La proposition 3.3.6
permet de conclure. D

Pour tout entier N > 1, on note ^G\{C{T))1^ le groupe
^(SXCN(G^)(Q,))^G

vu comme quotient de ^G^CÇT))1.
On aura besoin de l'énoncé suivant. Soit TQ ^ Tg x Tg' un isomorphisme de

tores. On note if et i" les inclusions T ' —> T et T" —> T. Pour tout point fermé
^ de C(T') fixé par un itéré de <^, on note e^ le plus petit entier strictement
positif e tel que \ soit fixé par ^pe. Si L est un objet de ^A(C(T)) on voit sa
restriction à %'v-l(x) comme un objet de ^A^T")).
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PROPOSITION 4.6.2.— Soient Li et L^ des objets de ^AÇCÇT)) dont les clas-
ses dans ^L(C(T))° appartiennent à ^G^CÇT)). Soit (Si)i^i une famille finie
de sous-tores de dimension 1 de T. On suppose que, pour tout isomorphisme
de tores TQ ̂  TQ x T^ avec dimTo' =1 , tel que les projections Si —> T" soient
des morphismes finis pour tout i ç. J, et pour tout entier N > 1, il existe un
ensemble partout dense UN de points fermés de C(T'), formé de points fixés
par des itérés de y?, tel que, pour tout point fermé \ de UN^ les restrictions de
L\ et L^ à %/v-l(^) ont des images égales dans le groupe ^G^C^T"}}^. Alors
les classes de L\ et £3 dans le groupe ^G\(Ç{T}Y sont égales.

Démonstration. — C'est une conséquence immédiate des propositions 3.3.5
et 4.6.1. D

L'énoncé suivant est un cas particulier du théorème 4.3.2. Nous en donnons
une démonstration directe, ce qui permet d'éviter d'utiliser le théorème 4.3.2.

PROPOSITION 4.6.3. — Soient L\ et L^ des objets de ^A(C(T)) dont les clas-
ses dans ^L(C{T))° appartiennent à ̂ G\{C(T}}. On suppose que pour tout entier
e > 1, pour tout point fermé x de C(T) vérifiant ^{x) = x^ on a

À^I^^À^,^^).
Alors L\ et L^ sont isomorphes.

Démonstration. — On peut supposer que L^ est trivial. Le module L\ est
alors de la forme

Li=^(Ao)®^M!(Bo)-1

avec Ao et BQ des objets de Perv(ro,Q^) dont les images dans Perv(ro,Q^)^
appartiennent à Hyp;(îo, Q^)^. D'après la proposition 4.2.3 Ao et BQ ont les
mêmes composants simples. On a donc dei^M^Ao) ^ det^M^Bo)^ autre-
ment dit ^M^Ao) ̂  ^M\(Bo), et Li est donc trivial. D
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CHAPITRE 5

DÉMONSTRATIONS

On reprend dans cette section les hypothèses et les notations de la section
précédente.

5.1. Démonstration du théorème 4.5.1

5.1.1. On peut clairement supposer que A = Ao ® k avec Ao un objet
simple de Perv(îo,Q^). On peut également supposer que A est simple dans
Perv(r.Q^). En effet, d'après [B-B-D] 5.3.9, il existe un entier e > 0, et un
faisceau pervers B\ sur T\ == TQ 0 k^ tels que B = B\ 0 k soit simple sur T
et tels que Ao soit isomorphe à RTT^B^^ en notant TT : T\ —> TQ le morphisme
canonique. D'après la proposition 4.1.3, on a un isomorphisme

^(Ao^^^MiGBi).

On en tire, d'après la proposition 4.4.2, un isomorphisme

det^Â^.(Ao) ^ b^et^M^i).

Pour conclure, il suffit de vérifier que det^M\WA))9 et b^et^M^H^B)^
sont isomorphes. Pour cela il suffit de remarquer que, pour tout triple! (5, .r, ̂ ),
on a l'égalité

^z^(A) = ^ n^^(B),
^{x^O^-^Oc)}

de laquelle on déduit que les faisceaux pervers H\{A) et H\[B) *» RF^H\(B) *»
• • • *» RF^^H^B} sont isomorphes à convolution par un faisceau ponctuel ôs\\
près, ce qui donne le résultat voulu.

On va tout d'abord commencer par le cas où ^(T, A) = 0. Comme on vient
de le voir, on peut supposer que A est simple dans Perv(T,Q^). D'après le
théorème 5.1.1 de [G-L], il existe un isomorphisme de tores ^ : T c± T ' x T"
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avec T" de dimension 1, un faisceau pervers A' sur T" et un point fermé \
de C(T") tels que A ^ 7r'*(A'[l]) (g) TT"*/^, en notant TT' et TT" les projections.
Choisissons des fco-tores déployés TQ et Tg' tels que l'on ait un isomorphisme
TQ ^ TQ x TQ' dont ^ provienne par extension des scalaires. En restreignant A à
TT""^!) on obtient que A' est un objet de Perv(îo, Q^)9 et donc aussi que ^ est
fixé par (p. Soit Ag un faisceau pervers sur TQ dont A' provient par changement
de base. Quitte à tordre A par TT"*/^-!, on peut supposer que ^ = 1. On
a alors Ao ^ 7r'*(Ao[l]). On déduit de 4.1.1 (d) que les classes des modules
detW(A)^ et detJ^<v(^M»(Ao)) dans ^L(C(T))° sont égales. D'après [G-
L] Théorème 3.4.3, RTV'^'^M\{Ao)) et RTT^^M^A1^) sont isomorphes sur
un ouvert stable par (p dont le complémentaire est partout de codimension
au moins 2, et de plus le complexe sous-jacent à ^.M*(Ao) est isomorphe à
un module et est de rang générique r = ̂ (T'.A') sur toutes les composantes
connexes de C(T'). D'après la proposition 4.3.1 et la proposition 4.4.5 les classes
de dei^M\{A)9 et de (det^^O^r')))^ dans ^L{C(T))° sont donc égales.
En appliquant ce qui précède à

A=7r'*(^[l])^^'(Q4l]),

en notant i" l'inclusion de T " , on obtient que la classe de det ^M^Ri^ÇQ^Ï.}))9

dans ^(^(T))0 est égale à celle de det RTT^^OCÇT'))^ et par conséquent que

dei^M^A)9 = (det^M^Ri^W}))9)^.

Fixons un isomorphisme Tg7 ^ Gm,ko ' O11 a ̂  suite exacte suivante de faisceaux
pervers sur Tg'

0 -^ Q^[l] —^ Rj.{W}) -^ ^{-1} -^ 0

en notant j l'inclusion Gm,ko ~ {-1} ̂  Cm^' Comme, d'après [K] 8.4.8, on
a un isomorphisme

RJ.{W}) ̂  H^ ; 1) *! inv*iî(^ ; 1),

on en tire que dans ^L(C(T))1 les classes de dei^M^A)9 et de

(det ̂ W{H{^ ; 1) *. inv*ff(^ ; 1))))^

sont égales. D'après 3.4.1 (2), si A est de la forme 7r'*(A'[l]) avec A' pervers
sur T ' alors H\(A) est isomorphe à {Ri^(H(^ ; 1) *i m^H{^ ; l)))*'7', ce qui
donne le résultat. D
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5.1.2. Considérons maintenant le cas où ^(T,A) > 0.

PROPOSITION 5.1.1.— Pour tout objet A de D^To.Q^9, det^M^A)9 ap-
partient au groupe ^G\(Ç{T}}.

Démonstration. — Compte tenu de ce qui précède, on peut supposer que
A est simple dans Perv (T, Q^) et que ^(T, A) > 0. Considérons le cas où
^(T,A) = 1. Dans ce cas A est un objet de Hypin^îo)^ d'après le théorème
8.2 de [G-L]. D'après la proposition 3.7.3, on peut choisir AQ avec Ao<Sk c^ A tel
qu'il existe un épimorphisme A : BQ -> Ao dans Perv (To, Q^) avec B = BQ 0 k
dans Hyp;(To)^. Par définition même de ^»(C(T)) l'objet det^M\{B)9 appar-
tient à ̂ G\(C(T}). D'autre part le noyau CQ de A est un objet de Perv (îo, Q^) et
on a ^(T, (7) = 0 pour C = CQ <Sk. Ses constituants simples dans Perv (îo, Q^)
étant aussi de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à zéro, det^M^C)9 ap-
partient également à ^G\{Ç{T}} d'après ce qui précède, ce qui donne le résultat
dans ce cas, car dei^M^A)9 ^ dei^M\(B)9 0 (det^M^C)9)-1.

Dans le cas général où A est un objet simple de Perv(îo,Q^ vérifiant
^(T,A) > 0, comme ^(T, (det»A)) == 1 (d'après 2.4.1 (4)), la proposition sui-
vante permet de se ramener au cas précédent. D

Soit Ao un objet de Perv(îo, Q^). On peut définir comme en 2.4 des fais-
ceaux pervers det»Ao et det^Ao sur TQ. De plus on a des isomorphismes cano-
niques det»(Ao 0 k) ̂  (detîAo) 0 k et det^(Ao 0 k) ̂  (det^Ao) 0 k.

PROPOSITION 5.1.2.— Soit Ao un objet de Perv(îo,Q^). On suppose que A
appartient à Pervint(T\ Q^). On a des isomorphismes canoniques

det^Â^det.Ao) ^ det^Ao

et
det^.M,(det,Ao) ^ det^Ao.

Démonstration. — Les deux énoncés étant équivalents par dualité, il suffit
de démontrer le second. On reprend les notations de [G-L]. On peut supposer
que A n'est pas l'objet nul. D'après [G-L] 3.4.3, .M*A est localement libre en
dehors du fermé A(A). D'après [G-L] 7.3.5, A(A) est de la forme Z U W avec
Z un fermé partout de codimension au moins 2 et W un fermé contenu dans
une réunion finie de colores algébriques translatés de codimension 1 de C(T).
Comme A n'a pas de sous-objet non nul de caractéristique d'Euler-Poincaré
nulle, le support de la torsion du module M^A est contenu dans Z d'après
[G-L] 6.1.2 et est donc partout de codimension au moins 2. Soit U l'ouvert
maximal de C(T) sur lequel M^A est localement libre. C'est donc un ouvert
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dense de C(T) dont le complémentaire est partout de codimension au moins
2, qui de plus est clairement stable par (p. D'après la proposition 2.4.1 (3) les
restrictions de .M*(det^A) et de det.M*A à l'ouvert U sont canoniquement
isomorphes. Par construction même cet isomorphisme induit un isomorphisme

^M^dei^Ao)\u ^ dei^M^u

et le principe de Hartogs 4.3.1 permet de conclure. D

5.1.3. Supposons que le théorème est établi lorsque TQ est de dimension 1,
et démontrons qu'il vaut alors en général. Soit A un objet de Perv(To, Q^.
Soient Li et L^ des objets de ^A(C(T)) dont les classes dans ^L(C{T)}° sont
respectivement égales à det^M^A)9 et à G\{A).

On fixe un isomorphisme de tores déployés TQ ^ Tg x Tg' avec dimTo7 = 1.
On note TT' et TT" (resp. i' et î") les projections (resp. les immersions) associées.
On suppose que pour tout S dans S(A) l'intersection 5nKer7r" est finie. Soit
N un entier > 1.

D'après la proposition 4.6.2, qui est applicable à Li et L^ d'après la pro-
position 5.1.1, il suffit de démontrer qu'il existe un ensemble partout dense UN
de points fermés de C(T'}, formé de points fixés par des itérés de (p, tel que,
pour tout point fermé \ de UN-, les restrictions de L\ et Z/2 à il^~l{x) on^ des
images égales dans le groupe ^G^C^'))^.

Soit Ao un objet de Z^(TO,Q^). Remarquons que si -\ est un point fermé
de C(T') fixé par un itéré de (^ la restriction de ^M^Ao) à ^^(x) vue
comme élément de D^^ (C(T")) est isomorphe à ^M^RTV^AQ ® TT'*/^))
d'après 4.1.1 (c) et (g). Compte tenu du comportement du fondeur détermi-
nant par changement de base ([K-M] p.42), on en déduit que la restriction de
det^M\{Ao) à ^"Kx) vu comme élément de ^A^T")) est isomorphe à
det^Â^!(E7r;'(Ao 07r'*^)).

L'image de la restriction de Li à ^-Kx) dans ^G^CÇT"))0 est donc
égale à la classe de det ̂ M^RTT^A (g) TT'*^))^ et celle de L^ à celle de

dei^M^WWA) ® TT'*^))^.

Comme H\(A) (g) TT'*/^ ^ H\(A ® TT'*/^), on déduit de la proposition 3.4.3
que, pour presque tout point fermé ^o de C(T'), l'objet RTT^A (g) TT'*^) est
un faisceau pervers, et qu'il existe un point A de T^Çko) tel que les images par
TTN des classes de H\{R^{A ® C^}} et de 8^ *». RTT^H^A) (g) TT'*/:^) soient
égales dans HîCr")^. Ceci permet de conclure, car si une propriété est vérifiée
pour presque tout point fermé de C(T'), il existe un ensemble partout dense
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de points fermés de C(T'), formé de points fixés par des itérés de (p, vérifiant
cette propriété.

5.1.4. On suppose maintenant que ÎQ = Gm,ko et q^ ̂  est un faisceau
pervers simple sur îo. Le cas où AQ est ponctuel étant clair on peut supposer
que Ao est de la forme Ao = J^{^[1]) avec T un Q^-faisceau lisse sur un ouvert
non vide UQ de Gy^o, de morphisme d'inclusion j : UQ —^ Gy^o.

On considère Gm,ko = Specko[x^x~1] comme plongé dans P^ via son
plongement dans A^. Pour tout entier e > 0 on note k^ l'extension de degré e
de ko contenue dans k. Si x est un point fermé de P^e, on note 5^ le hensélisé
de P^e en x, rf^ le point générique de 5^, G^ le groupe de Galois de ̂  et 1^
son groupe d'inertie. On supprime l'exposant e quand il n'y a pas ambiguïté.
Si V est un G^-module on note Vt sa partie modérée, c'est à dire le plus grand
sous-objet sur lequel l'action de Ix se factorise par son quotient modéré 1^.
Pour \ un caractère k^ —^ Q^ on notera C^ le faisceau de Kummer associé à
^. C'est un faisceau sur TQ (g) k^ dont la fibre à l'origine est isomorphe comme
Gal(A; | fc§)-module au module trivial. On notera V^ la restriction de C^ à ̂ .

On va utiliser la formule du produit pour les constantes locales de Laumon
([La2] 3.2.1.1). On reprend les notations de [La2], en particulier la notation
utilisée pour les constantes locales e^(T,K,uj) et eo{T,V,u}). On prendra ce; =
dx_
x '

On note ^ pour i e EQ^ (resp. i e Eoo,) les points du support de
AA^G^^,o(A) (resp. A.MG^,oo(A)) comptés avec multiplicité. D'après 4.6.1
(3), on peut supposer, quitte à remplacer ko par une extension finie, que les ̂
sont tous fixés par y?. On pose alors

^(Ao) - (*î^W;xr1)) *! (*!.e^inv*(^(^;^))).

C'est un faisceau pervers sur Gm,ko et on a H\(Ao) (g) k ^ H\(A).
Le semi-simplifié du Jo-module ̂  est isomorphe à ((B^^o^C -1)^0- D'après

le calcul de la monodromie locale des faisceaux hypergéométriques sur Gm k
effectué dans [K] Theorem 8.4.11, le semi-simplifié du Jo-iïiodule H^Ao^-1}1

est également isomorphe à (©^e^o^v-1)^- De même les semi-simplifiés des
^i

Joe-modules T^ et jy»(Ao)[-l]^ sont isomorphes à (©^^ ̂ -1)7700 •

LEMME 5.1.3. — Soit V un Q^-faisceau modérément ramifié sur rj^. Pour tout
caractère X '' ̂ x -^ Q^ Ie quotient

Eo{S^V®V^^
eo(S^V^)
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ne dépend que du semi-simplifié de V vu comme 1^-module.

Démonstration. — Par multiplicativité de £Q sur les suites exactes courtes,
on peut supposer que le faisceau V est simple. Il existe alors un entier / > 0 tel
que V soit de la forme TT^V avec TT le morphisme rff —^ r]^ associé à l'inclusion
de k^ dans ky et V un Q^-faisceau modérément ramifié de rang 1 sur rj^.
En utilisant [La2] 3.1.5.4 (iv) et la formule de projection on se ramène au cas
où V est de rang 1. Tout faisceau isomorphe à V comme J^-module est de la
forme V ® F avec F non ramifié de rang 1 et l'énoncé résulte alors de [La2]
3.1.5.6. D

On déduit du lemme précédent l'égalité

(1) ^(^.((Ao^^^r^.^^o^^Ao®^^)-^

£o(% ((ffî(Ao) S k^) ® /^a;) • ^o(% (^î(Ao) ® k^^)-

La démonstration du lemme suivant, vraisemblablement bien connu, est
donnée dans l'appendice B.

LEMME 5.1.4. — Soit V un Q^-faisceau surrjQ d'image inverse V^)k^ sur T]^.
Il existe t dans k^ tel que, pour tout e > 0 et pour tout caractère ̂  : k^ —^ Q^,
on a

^o(% (V 0 ̂ ) ® ̂ ) . ̂ o(% V ® k^ a;)-1 =

X(t) .^(% ((V 0 k^) 0 V,^) . eo{S^ (V 0 k^^)-1.

D'après le lemme précédent il existe i\ dans k^ tel que, pour tout e > 0 et
pour tout ^, on ait

(2) 5o(% ((Ao ® k^) 0 C^^) ' eo(S^ (Ao 0 ̂ )^,o;)-1 =

X{h) • ̂ o(^. ((Ao ® fco6) ̂  ̂ )^^) • ̂ (^ (Ao ® fco6)^^)-1.

De même, il existe t^ dans k^ tel que, pour tout e > 0 et pour tout ^, on
ait

(3) ^o(% ((^(Ao) 0 ô6) 0 /^o^) • ^o(^, W(Ao) 0 A^o^)-1 =

X(^) • ^o(^. ((^!(Ao) 0 Â;oe) ® ̂ )^o^) • ̂ (^ (ff!(Ao) 0 fco6)^^)"1-

Les énoncé similaires valent pour oo, en remplaçant partout 0 par oo.
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D'autre part, d'après [La2] 3.1.5.6, pour tout objet K de £^(G^^Q^
on a

(4) H ^^{K^C^^^'e^S^K^^r^xW}}
^^m,^!

Ici G^g| désigne l'ensemble des points fermés de G^e.
Compte tenu de (1), (2), (3), de leurs analogues à l'infini, et de (4), on

déduit alors de la formule du produit de Laumon ([La2] 3.2.1.1) qu'il existe t
dans k^ tel que, pour tout e > 0 et pour tout ^, on ait

det(^g^r,(T, (AQ (g) fcg) 0 /^)) _
det(F^,^rc(T,Ao))

X(A(A)) det(^g,^r,(T,(ff;(Ap)0fcg)0^))
x{ >x{\mA))) det(F^,ar,(T,^(Ao)))

En utilisant les propositions 4.1.2 et 5.1.1, on déduit de la proposition
4.6.3 et de l'égalité précédente que les classes des modules dei^M^Ao) et
dei^WAo)) (^ ^/(.(^(Ao))) dans ^(C(T))1 sont égales. D

5.2. Démonstration du corollaire 4.5.2

Quitte à remplacer ko par une extension finie, on peut supposer que ^ = 1.
D'après le théorème 4.5.1, il existe un point a de îb(A;o) tel que les objets
det ̂ M^A)9 et det ̂ M^ô^} ̂ \H\{A))9 soient isomorphes. On en tire par image
inverse à C(T') et par 4.1.1. (c), en utilisant la commutation du déterminant
au changement de base, que les objets dei^M^Rp^A)9 et det^M\(Rp\(8fa\ *»
H\(A))9) sont isomorphes. On en déduit l'énoncé voulu, en appliquant le théo-
rème 4.5.1 à Rp\A et en utilisant la proposition 4.6.1. D

5.3. Démonstration du théorème 4.5.3

Pour n == 1, dans la preuve du théorème 4.5.1 donnée en 5.1.4, quand A est
modéré à l'infini, on peut prendre t = 1 (car H\{A) est modéré par le cas n = 1
de 3.5.3). On obtient alors, avec les notations de la preuve, que det^M^Ao) et
^.MÎ^^A)} *! H\{Ao)) sont isomorphes à torsion près, ce qui donne le résultat
dans ce cas.

Supposons maintenant que n > 1. On note pi : T —^ Gmk la projection
sur le î-ème facteur. On peut supposer que A est un objet de Perv(îo, Q^.
Soit \ un point fermé de C(T), fixé par un itéré de <^, tel que Rpi\{A®C^) soit
un faisceau pervers pour tout i. Un tel \ existe d'après [G-L] 2.3.1 et 2.4. On
peut supposer que \ = 1, quitte à remplacer ko par une extension finie, ce qui
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est possible d'après la proposition 4.6.1. D'après le théorème 4.5.1, il existe un
point a de îo(fco) tel que les objets det^M^A^ et det^M»^} *! H^A))9

soient isomorphes. On en tire par image inverse à C(Qrn,k} ci116 ^es objets
det^M^Rpi^A)9 et dei^M\(Rpi\{6^ *; H\{A)}9} sont isomorphes. D'après le
résultat pour n = 1, les objets det ^M\(Rpi\A)9 et det ^M\{8^A)^\H\{Rpi\A)V
sont isomorphes. D'après la proposition 4.6.1, on a donc

Rpi\{6{a} *! H^A}} ̂  Ô^(A) *! H^Rp^A).

Par le cas n = 1 de la proposition 3.5.3 le faisceau pervers H\(Rpi\A) est
modéré à l'infini. Il en est donc de même pour Rpi\H\{A). Par 2.6.2 (4) et 3.5.2
(3) on en déduit que pz{a) = A^(A), d'où le résultat. D

5.4. Démonstration du théorème 3.6.1 : corps finis

On démontre ici le théorème 3.6.1 pour les corps finis.

THÉORÈME 5.4.1. — Soit AQ un objet de Pervint(2oî Q^)« Les classes des fais-
ceaux pervers détint (A) et H[^{A) dans le quotient Perv~int(T', Q^) sont égales.
Soit ^ un isomorphisme T ^ (Gy^)71. Si de plus A est ^-modéré à l'infini, les
faisceaux pervers détint (A) et <^{A(A)} *int H[^{A) sont isomorphes.

Démonstration. — Si BQ est un objet de Perv(Tb,Q^), on note H\(Bo) un
objet de Perv(îb,Q^) dont H\{B) se déduise après changement de base. Par
la proposition 5.1.2, on a un isomorphisme

det^.M^detîAo) ^ def^À^Ao).

On déduit donc du théorème 4.5.1, qu'il existe un point A de îo(feo) et une unité
a de Q^ tels que les modules ^(^(Ao)) et ^(^(deltAo) *; 6^) soient
isomorphes dans ^A(C(r)). D'après la proposition 4.6.1, les faisceaux pervers
H\{A) et H\{det\A)^\6s\\ sont donc isomorphes. Comme (Iï»(A))int ^ Iîmt(A)
et que le faisceau pervers (H\{det\A) *; ^{A})int est de la forme H\^ (détint A) *int
Ss\'\^ avec À' dans T(k)^ d'après les propositions 2.4.1 et 3.4.1, on obtient le
premier énoncé, car, d'après [G-L] 8.5.1, H^i (détint A) est isomorphe, à convo-
lution par un faisceau ponctuel près, à detinfA.

Si A est ^-modéré à l'infini, en faisant le même raisonnement en utilisant le
théorème 4.5.3 au lieu du théorème 4.5.1, on obtient que les faisceaux pervers
H\(A) *» <^{A(A)} et H\(dei\A) *» 5{A(detiA)} sont isomorphes. Comme H\{A) est
^-modéré à l'infini, d'après la proposition 3.5.3, on en tire que H\{dei\A) est
également -^-modéré à l'infini. On a donc, d'après 2.6.1 (4), A(A) = A(det»A).
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D'autre part, d'après la partie déjà démontrée du théorème, on sait qu'il existe
a dans T(k) tel que

détint (A) ^ 6^} *int ^int(A).

Par 2.6.1 (4) et 3.5.2 (3), on a A(detint(A)) = a. Mais, d'autre part, d'après
2.6.1 (3), on a À(detint(A)) = À(det»(A)). Finalement on a donc a = A(A), ce
qui donne le résultat. D

5.5. Démonstration du théorème 3.6.1

Soit X un schéma intègre et de type fini sur un corps de caractéristique
p, de corps des fonctions ko et de dimension r. Soit TQ un fco-tore déployé et
soit Tx un X-tore déployé dont TQ provienne par extension des scalaires. Pour
tout point géométrique s de X on note Tg le k{s)-tore fibre de Tx en s et ig
l'inclusion Ts -> Ty. Soit k un corps algébriquement clos contenant ko et soit
T =TQ ®^Q k. A tout sous-tore S de T correspond un sous-tore Sg de Ts. On a
un isomorphisme canonique C{Ss) ̂  C{S) induit par l'isomorphisme canonique
TT^SY — 71-1(65)^ par lequel on identifiera C{Ss) et C{S).

PROPOSITION 5.5.1. — Soit A un objet de Perv(T, Q^). On suppose qu'il exis-
te un objet A\ de Perv(T^,Q^) tel que A provienne par changement de base
de A^[—r]. Pour tout point géométrique s de X on pose As = Li^Ax[—r}.

(1) II existe un ouvert dense U de X tel que, pour tout point géométrique s
de U, As soit pervers.

(2) Si A est un objet de Pervint(T, Q^) il existe un ouvert dense U tel que,
pour tout point géométrique s de U, As soit un objet de Pervint(îs, Q^).

(3) Si, pour tout point géométrique s d'un ouvert dense de X , As est un
faisceau pervers ponctuel sur Ts (resp. de support l'origine dans Ts),
alors A est ponctuel (resp. de support l'origine dans T).

(4) II existe un ouvert dense U de X tel que À (A) se prolonge en une section
de Tx au dessus de U dont l'image dans Ts soit égale à À (As) pour tout
point géométrique s de U.

(5) Soit -0 un isomorphisme T ̂  (G^k)71- Si A est ^-modéré à l'infini alors
il existe un ouvert dense U tel que, pour tout point géométrique s de U,
As soit ^-modéré à l'infini (on désigne encore par ^ l'isomorphisme
Ts ^ (Gy^^s))71 déduit du précédent).

(6) Pour tout entier N > 1 il existe un ouvert dense UN de X tel que, pour
tout sous-tore S de dimension 1 de T et tout point x de S — S, on ait,
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pour tout \ dans CN(S) (notations de 3.3) et tout point géométrique s
de UN,

^^(A) =nss^xW^
en notant toujours x le point correspondant de S s'

Démonstration. — Les assertions (1) à (5) sont claires par constructibilité
et le théorème de changement de base propre (la constructibilité du conducteur
de Swan est établie dans [Lai]). Pour (6) il suffit de vérifier qu'il existe un ou-
vert dense WN de X et un ensemble fini FN de sous-tores de dimension 1 de T
tels que ns^x,x{As) = 0 pour tout point géométrique s de WN^ tout S ^ F/y,
tout x et tout \ dans CN(S). En effet, compte tenu de l'interprétation des
ns,x,\ en terme de cycles proches rappelée en 2.2, le résultat est alors consé-
quence de la constructibilité de R^ et du théorème de changement de base
propre. D'après [G-L] 4.1.1 et avec les notations de loc. cit., la réunion des
composantes irréductibles de codimension 1 de A (As) nC^(Ts) est contenue
dans la réunion d'un ensemble fini de colores algébriques translatés de Cj^ÇTs).
La démonstration, basée sur [G-L] 4.1.1' et 4.1.2, donne que, par constructi-
bilité et changement de base propre, on peut choisir les mêmes colores sur un
ouvert dense. D

Remarque. — Les assertions (1) à (5) de la proposition 5.5.1 restent valides
pour X de type fini sur Z avec la même démonstration. Il en est de même pour
(6) avec les modifications suivantes. Quitte à rapetisser X, on peut supposer
que, pour tout caractère \ tel que l'entier ns,x,\{A) n'est pas nul pour tout S
et tout rr, ^ est dans l'image de js pour tout point géométrique s de X, avec
js le morphisme canonique C{Ss) —^C(S) provenant du morphisme canonique
71-1(5)^ —^ 71-1(65)^. En effet, le morphisme canonique C{G^^s)) ~^ C{Grn,k) est
une immersion ouverte d'image la réunion des composantes connexes ne conte-
nant pas de caractère non trivial d'ordre une puissance de la caractéristique
résiduelle de s. Alors, pour tout entier N > 1, il existe un ouvert dense UN de
X tel que, pour tout point géométrique s de UN, Ag est un faisceau pervers
et tel que, pour tout sous-tore S de dimension 1 de T et pour tout point x de
S — 5, on ait l'égalité n,s-^^(A) = n^^^^(As), pour tout point géométrique s
de UN et pour tout \ dans CN^S) de la forme ^ = js{Xs)^ en notant toujours
x le point correspondant de S s '

Fin de là démonstration. — Pour tout entier N > 1 on considère le sous-
groupe

H^(T}N =T(k) x Z^^0^)^))
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(1e T~imi(T). On note Hint(T')^ son image par l'isomorphisme $ de 3.2 dans
Hint(T) et TVN la projection Hint(T) -^ Hint(T)^.

Fixons un isomorphisme ^ : T ^ (G^)71 et prenons A comme dans
l'énoncé du théorème 3.6.1. Comme Hint(r) est un groupe, on peut poser

B := détint (A) *int ^{A(A)-1} *int (H[^(A))~1.

C'est un objet de Hypint(T) bien défini à isomorphisme près. Fixons un entier
N > 1. D'après les énoncés (1), (2), (4) et (6) de la proposition précédente
il existe un ouvert non vide U de S et un faisceau pervers Bjj sur Tjj-, de
restriction à T égale à B, tels que, pour tout point fermé s de [7, As soit un
objet de Pervint(îs, Q^) et TT^BS soit isomorphe à

TTN [détint (As) *int ^(A,,)-1} *int {H[nf{As))~1}

(le fait que H\^{A) provienne d'un objet défini sur un ouvert dense de S est
conséquence de la preuve de 3.7.1). On déduit du théorème 5.4.1 et de 5.5.1
(3) que TT^yB est à support ponctuel. En prenant N suffisamment grand pour
que B = TT^B on obtient que B est également à support ponctuel. Si A est
^-modéré à l'infini, on obtient de même, en utilisant 5.5.1 (5), que B est de
support l'origine. D
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CHAPITRE 6

ACTION DU GROUPE DE GALOIS SUR LE
TRANSFORMÉ DE MELLIN

6.1. La catégorie D^ç(C{T))

6.1.1. Dans cette section, on note ko un corps de caractéristique (peut-être
nulle) différente de t et k une clôture algébrique fixée de ko. On pose G :==
Gai {k | fco). Pour TQ un fco-tore déployé on pose T := TQ 0 k.

Pour tout élément a de G on pose f^o- := Idjo <Scr~1 : T —^ T. Pour tout ^ de
T{k) on a ^o-(a;) = a(x). Pour tout objet A de D^(T, Q^) on pose aA := p,^A.
Si fco est un corps fini et si a est Pautomorphisme de Frobenius arithmétique
on a a A^ RF^A avec les notations de 4.1.

De l'action de G sur T on déduit une action continue de G sur Tr^r)^.
Cette action correspond à l'action par automorphismes intérieurs provenant
de la suite exacte

1 —. TriCT^ -^ TriCTo^ -^ G -^ 1.

Quand To = Gm.ko^ l'action de G sur ^(G^)^ ^ Z(l)(fc) est donnée par
le caractère cyclotomique ^-adique. L'action de G sur '^(r)* se prolonge en
une action continue sur Z^Tr^r)*]], de laquelle on déduit une action de G sur
OC(TY Pour tout élément a de G on note <pa : OC(T) —> ^C(T) 1e morphisme
correspondant.

PROPOSITION 6.1.1.— Pour tout objet A de D^(T,Q^), on a des isomor-
phismes canoniques

M^A)^OC(T)^M^A) et M^A)^OC(T)^M^A).
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Démonstration. — Soit R l'anneau des entiers d'une extension finie de Q^
tel que A provienne après changement de base d'un objet AR de D^(T^R).
Soit LT le Jî[[7Ti(r)^]]-faisceau lisse constructible libre tordu de rang 1 sur
T considéré dans [G-L] 3.1. On a des isomorphismes canoniques JJL^-I^LT ^
IJI^LT ^ jR[[7Ti(r)^]] 0^ LT en notant toujours (pa- le morphisme Jî[[7ri(T)^]] —>
a[[7ri(T)^]] associé à a et

^r(T^(A^)0^Lr) ^ RT{T,AR^^-^{LT}}
arc(T,/^(AjO(g)^Lr) ^ ar,(T,A^0^^-i,(Lr)).

On en déduit l'existence de l'isomorphisme recherché sur C(T)^ et donc sur
tout C(T) par translation . D

6.1.2. On note D^^{C(T)) la catégorie dont les objets sont les (K^^)
pour a- E G, avec K objet de D^(C(T)) et

^ : OC(T) ̂  K ^ K

des isomorphismes dans D^{C{T)) satisfaisant la relation

^a'a = ̂ a' ° (1 8^ ^a)

pour a et a1 dans G.
On note ModcohG'(C(î')) la sous-catégorie de 2?^^(C(T)) définie par la

condition que le complexe K est concentré en degré zéro. Cette catégorie est
équivalente à la catégorie formée des {M^a) pour a e G, avec M un OC(T)~
module cohérent et

<S>a '' OC(T) ®^M ̂ M
des isomorphismes satisfaisant la relation

^a'a =^a' o (1 0^ ̂ )

pour a et a' dans G.
Si [/ est un ouvert de C(T) stable par G on définit de même des catégories

D^G{U)etMod^G(U).

Remarque, — On définit une sous-catégorie ^ohcontG'(^(^1)) ^e ^a ^ég0™
£)^^(C(T)) en imposant la condition de continuité suivante. La projection
canonique 71-1 (T)* —> 71-1 (T)^ admet une section, ce qui permet de voir 71-1 (T)^
comme un sous-groupe de 71-1(7')^ On note Q l'ensemble des sous-groupes F
de TI-I (T)* stables par G, contenant 71-1 (T)^, et tels que 7ri(T)^ soit d'indice fini
dans F. (Remarquons que 71-1 (r)^ est réunion filtrante de tels sous-groupes.)
Pour un tel sous-groupe F on pose Cr{T) = SpecQ^ 0z^ Z^[[r]]. Le schéma
Cr(T) est réunion d'un ensemble fini de composantes connexes de C(T\ il est
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stable par G et Cr(T)(Q^) est un sous-groupe de C(T)(Q^). La condition de
continuité est la suivante. On demande que, pour tout F dans Q, il existe R
dans Q^, anneau d'entiers d'une extension finie de Q^ tel que K\c (T) et les
^o-ICrCT) proviennent par extension des scalaires d'un objet N de ^oh^mi)
et d'isomorphismes ̂  : R[[r}} ®^ N ^ N, en notant ̂  : Jî[[r]] -^ ^[[F]] le
morphisme associé à a, vérifiant l'égalité ^^ = ̂  o (1 0^, ^)^ tels que
l'action semi-linéaire G x N -^ N donnée par (a, m) ^> ^r(l ® m) induise une
action continue, pour la topologie profinie, sur les objets de cohomologie de
N. Tous les énoncés suivants concernant D^^(C(T)) sont également valides
pour ^ohcontG'^7)^ mais nous n 'utiliserons pas ce fait.

6.1.3. Comme en 4.2 le produit tensoriel

^L : D^{C(T)) x D^(C(T)) -^ D^(C(T))

se relève naturellement en un produit, encore noté (g)^

<hcm) x D^{C{T)) -^ D^{C{T))^

si TT : To —^ TQ est un morphisme de tores, le fondeur

°C(T^^ : D^{C(T}) -^ D^W))

se relève naturellement en un fondeur, encore noté C^rrn^i L{I )^OCÇT)^

D^G(C(T}}—, D^G(C(T')),

et le foncteur de dualité D : M -)• R'Hom(M, 0) de D^(C(T)) dans lui même
se relève naturellement en un foncteur, encore noté D,

^oh^m) -^ D^{C(T)).

De même, on a également un fondeur

inv* = inv. : D^{C{T)) —> D^{C(T))^

et, pour tout point fermé \ de C(T), fixé par G, on a un fondeur de translation

^ '• D^c{C(T)) -^ D^{C(T)).

On note °OC(T) le module trivial OC(T) i^uni des <S>y définis par <S>a{l ®
1) = 1. C'est une unité pour (g)^. Plus généralement, si a : G —^ Q^ est un
caractère continu, on note ^^^ le module trivial OC(T) ï^uni des <S>a définis
par $o-(l (g) 1) = a(a).
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6.1.4. Soit H un sous-groupe d'indice fini de G. On a un foncteur de restric-
tion évident A11 : D^ç(C{T)) — D[^^{C{T}}. Ce foncteur admet un adjoint
à droite donné par le foncteur d'induction B11 : D^^(C(T)) -^ D^ç{C{T))
défini de la façon suivante. Fixons un ensemble de représentants R de G / H .
Soit (K, ̂ a) un objet de D^^(C(T)). On associe à K l'objet Q := @açR ̂ ^
en posant y^K = OC(T) ®lp^ K- Pour a dans G et a dans Jî, on écrit aa = f3(Ja
avec ? dans R et a a d^s H. On a alors un isomorphisme canonique (p^Q ^
(ôaçRV^^ K duquel on tire, grâce aux isomorphismes ^o-a? un isomorphisme
fffQ ^ (BaçR^K qui donne un isomorphisme y^Q ^ Q car les /? décrivent
R.

6.2. Les foncteurs °M\ et GM^

Comme pour tout objet Ao de D^(îo,Q^) et tout élément a de G on a
des isomorphismes canoniques, vérifiant la condition de cocycle, A ^ °A, les
objets M.\A et .M*A sont naturellement sous-jacents, d'après la proposition
6.1.1, à des objets de D^^^(C{T)). (Ils sont aussi sous-jacents à des objets
de Db hcontG'(^(^'))' ^a con(iition de continuité étant conséquence de ce que
si R est un anneau fini sur F^ et B un objet de D^(TQ^R)^ l'action de G sur
RT(TQ,B) et sur RTc(To,B) se factorise par un quotient fini, mais ce fait ne
sera pas utilisé dans ce travail.) On définit ainsi, comme en 4.1, des fondeurs,
notés GM\ et °M^ :

^(To,Q,)^^ohG(C(T)).

Ces fondeurs vérifient un formulaire tout à fait analogue à 4.1.1 (a)-(g), obtenu
en remplaçant partout (p par G. Pour tout caractère continu a : G —^ Q^, on
note Q^ le Q^-faisceau de rang 1 sur Specfco qui est associé à a. Si Ao est
un objet de D^TQ, Q^), on note A^ l'objet de -Z^(TO, Q^) obtenu par produit
tensoriel de Ao avec l'image inverse de Q^ . On a alors des isomorphismes
canoniques ̂ (A^) ^ ̂ .(Ao)^ et ^(A^) ^ GM^A^a\

Remarquons que, pour tout objet de Ao de Perv(îo, Q^), °M^(AQ) est un
objet de ModcohG(C(T)).

Dans le cas où A;o est un corps fini, soit a le Frobenius arithmétique. Avec
les notations de 4, on a alors y? = ̂  et ^M^ÇAo) (resp. ^.M*(Ao)) est obtenu
à partir de ^.M^Ao) (resp. GA/i^(Ao)) en prenant <I> == <S>a.

On a l'analogue suivant de la proposition 4.1.3 (avec la même preuve).
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PROPOSITION 6.2.1.— Soit H un sous-groupe d'indice fini de G. Soit TT le
morphisme canonique TQ 0 k11 —> TQ.

(1) Pour tout objet AQ de Z?^(TO,Q^), on a des isomorphismes canoniques
HM^Ao) ̂  AH(GM^Ao)) et HM^Ao) ̂  AH(GM^Ao)).

(2) Pour tout objet Ai de D^(TQ ® A^Q^), on a des isomorphismes cano-
niques

CM^RTT^) ̂  B^.M,Ai) et CM^R^A^} ̂  BIÏ(HM^A^. D

Pour U un ouvert de C(T) stable par G^ on définit de façon analogue à 4.3 la
catégorie GK(U), et le groupe °L{U). La proposition 4.3.1 (principe de Hartogs)
s'étend telle quelle à ce cadre. On note ^(CÇT)) le sous-groupe de GL(C(T))
engendré par les classes des GO^)(T^ avec a : G —)- Q^ un caractère continu, et
on définit les groupes CLÇCÇT))0, CV{C{T)) et GL(C{T))1 de manière similaire
à 4.3.2.

On définit comme en 4.4 un fondeur déterminant

det:I^Gm)^GAm)

pour lequel on a l'analogue du lemme 4.4.1.
Pour H un sous-groupe d'indice fini de G on peut définir de façon similaire

à 4.4 des foncteurs

a11 : GK{C(T}} —^ HA(C(T)) et b11 : HA{C(T)) —> GA(C{T))

pour lesquels on dispose de l'analogue de la proposition 4.4.2.

PROPOSITION 6.2.2.— Soient AQ et BQ deux objets de D^(TO,Q^ qui défi-
nissent des objets isomorphes de D^{To^Q^)9. Les classes de def^A^Ao) et
de defCM^Bo) dans GL(C(T}}Q sont égales.

Démonstration. — Commençons par traiter le cas où Ao et BQ sont des
faisceaux pervers semi-simples sur To. D'après [B-B-D] 4.3 il suffit de considérer
le cas où AQ et BQ sont de la forme J\^AQ et j\^Bo avec Ao et BQ des systèmes
locaux semi-simples et j : XQ c-^ TQ localement fermé lisse géométriquement
connexe dans To. Fixons un point géométrique x de XQ et posons P = Tr^(Xo^x)
et T-i = 71-1 (XQ 0 k ^ x ) . On a une suite exacte

0 —>n —>F —>G —>0.

Notons MI et M^ les P-modules semi-simples associés à AQ et BQ. Par hypo-
thèse il sont isomorphes comme 7^-modules. On va utiliser la théorie de Clifford
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([Cl], [C-R]) dont nous allons rappeler certains points dans le présent cadre.
Soit M un r-module semi-simple. Le ^-module Res^ M est semi-simple. Si A
désigne l'ensemble des classes de ^-modules simples et I/a, pour a dans A, le
module simple correspondant, on a Res^ M ̂  QaçA^a? avec La somme de co-
pies de La. Le groupe F agit sur A et on note 0 l'ensemble des F-orbites. On a
une décomposition M ̂  (Bo^oMo avec Res^ Mo ̂  ©aço^a- II s'ensuit que l'on
peut supposer que dans M\ et M^ n'apparaît qu'une seule orbite. Fixons des
composants simples isomorphes L\ et L^ de Res^ M\ et Res^ M^ et notons L\
et L^ les sous-modules correspondants. Posons tïi = {x G F rrl^ = 2^} pour
î = 1,2. On a ?ii = ^2- En effet, rr ç ̂  si et seulement si pour tout L' G Li
simple on a a:!/' ^ L'. Or si L' C L\ et L" C 1/2 sont simples, on a un isomor-
phisme de ^-modules y? : L' ^ L", et xyx~1 : xL' ^ xL11 est un isomorphisme
pour tout x dans F. Posons tï = iïz. C'est un sous-groupe d'indice fini de F,
les modules L\ et 1/2 ̂ ^ naturellement des pi-modules et on a Mi 2^ Ind^ Z^.
En utilisant 6.2.1 et l'analogue de la proposition 4.4.2 pour H = H/T-L, on se
ramène au cas où % == F (cas primitif). Une représentation projective de F sur
un corps K avec système de facteurs a est la donnée de T : F —^ GL(V), avec
V un X-vectoriel de dimension finie, telle que pour tout x^ y dans F on ait
T{x)T(y) = a{x,y)T(xy) avec a : F x F -> Kx. D'après Clifford, si U est un
sous-groupe normal de F, K un corps algébriquement clos et M un F-module
simple (de dimension finie sur K) primitif pour H, i.e. de la forme M = L avec
L un sous-module simple de Res^ M, alors on a un isomorphisme M ̂  L®KW
avec W un K- vectoriel de dimension finie, l'action de F sur L ®K W étant de
la forme x i-> U(x) ® V(x) avec U une représentation projective de F sur L
prolongeant l'action de 'H, et V une représentation projective de F qui se fac-
torise par F / H . Remarquons (cf. [C-R] p. 279) que, par le lemme de Schur,
si U ' est une autre représentation projective de F sur L prolongeant l'action
de U, on a V 1 = ^U avec ç : F -> K x . En posant V = ̂ V on peut donc
remplacer U par U1\ Par conséquent on a des isomorphismes M\ ̂  L ®Q^ W\
et M2 ^ L 0Q W'2 avec L muni de la même action projective de F prolon-
geant celle de T-L et W\ et W^ des vectoriels de même rang munis d'une action
projective de F se factorisant par F/7Z et ayant le même système de facteurs.
Si on ne considère que la structure de ^-module il est associé à L un système
local C sur XQ <Sk. On a A ̂  C<SQ^ W\ et B ̂  C®^ W^. On a par conséquent
des isomorphismes M\(A) ̂  M\{j\^C) ®Q^ W\ et M\{B) ̂  M\(j\^C) ®Q^ W^.
On en tire un isomorphisme

(detA^!(A)) (g) (det.M.(B))-1 ^ [(det^i) (g) (det W^)-^

MÉMOIRES DE LA SMF 66



6.3. RAMIFICATION 67

avec r = -)((T,J^C). Cet isomorphisme est compatible à l'action de G sur
chaque facteur, ce qui donne l'énoncé recherché dans ce cas.

En général, on se ramène au cas où Ao et BQ sont pervers. Remarquons que
d'après ce qui précède si CQ est un objet simple de Perv(To, Q^), alors CQ (g) k
est semi-simple (et tous ses composants simples sont dans la même G-orbite).
On peut donc remplacer Ao et BQ par leur semi-simplifié. D

Si A est un objet de 2^(îo,Q^, on note det^A^A)^ la classe dans
GL(C(T))0 de detGM\{Ao) pour Ao un représentant de A. D'après la proposi-
tion précédente cette classe est indépendante du choix de Ao.

En particulier, on peut considérer le sous-groupe GG\{C{T)) de GL(C(T}}Q

engendré par les defCM^H)9, H décrivant la classe des objets de Hyp»(To)^
et le groupe quotient CG^C(T))1 := G'Gf!(C(^))/(Gîy(C(^))/G?[7(C(^))).

6.3. Ramification

Soit S un schéma intègre normal et de type fini sur Z de corps des fonctions
ko. On suppose que i est inversible sur S. Soit TS un S^-tore déployé. On pose
TQ = Ts ® ko et on note rj le point géométrique de S associé à k. Soit U un
ouvert de C(T) stable par G et soit K un objet de Mod^ohoÇU). On dit que
K est non ramifié sur S si l'action semi-linéaire de G = Gai {k \ ko) se factorise
à travers 71-1 (5^). Plus précisément si a et a1 dans G ont même image dans
71-1(6^ y/) on demande que <&o- = ̂  (ceci a un sens car ̂  = ̂ /). On note
Modcohc(^)nr5 la catégorie correspondante.

Pour tout point fermé s de S on note k{s) le corps résiduel de 5, k(s) une
clôture algébrique de k(s)^ s le point géométrique correspondant et on pose
Ts = Ts ® k(s), Ts = Ts 0 k(s). On note (ps : Ts -^ Ts le morphisme de
Frobenius géométrique. On a une immersion ouverte canonique js : C{Ts) —>
C(T), provenant du morphisme canonique TT^T)* —^ 71-1 (Ts)* On a alors un
fondeur

-0^s : ModcohG'(^)nr5 ——^ Modcohc^ 071 ([/))-

En effet on a un fondeur de restriction

resu^s : Modcoh(^) —^ ModcohOT1^))

et le choix d'un chemin (i.e. d'un isomorphisme de fondeurs fibres) entre rj
et s fournit un morphisme Gai (k{s} \'k(s)) -^ 71-1 (5,77) et donc une action
semi-linéaire du morphisme de Frobenius arithmétique de Gal(fc(<5) | k(s)) sur
ïesu,s(K) pour K dans ModcohG'(^)nr5'- L'objet ainsi défini ne dépendant pas,
à isomorphisme canonique près, des choix, ceci définit ^US-
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Si As est un objet de D^(TS^ Q^) on note Ao son image inverse sur îo et
As son image inverse sur Tg pour s point fermé de S.

PROPOSITION 6.3.1.— Soit As un objet de I^!(Î5,Q^). Pour tout entier
M > 1, il existe un ouvert dense S' de S tel que, pour tout entier i, l'ob-
jet de cohomologie ^(^M^Ao^c^r)) s0^ non ramifié sur S' et tel que, pour
tout point fermé s de S', on ait un isomorphisme canonique

^(r^OT^Ao)!^))) ̂  W^A^^r,)).

En particulier det^.M^Ao^c^r) es^ non ramifié sur Sr et pour tout point
fermé s de Sf on a un isomorphisme canonique

^(^^(det^KAo)]^^)) ̂  dei^M^A^cMÇT,)'

Les énoncés similaires valent pour .M*.

Démonstration. — On va faire la démonstration pour M = 1, le cas général
s'en déduisant (et pouvant être démontré de même). On note ko G k l'extension
de ko engendrée par Z^(l)(k). Le groupe de Galois Gal(fc[fco) s'identifie au
noyau du caractère cyclotomique ^-adique. Soit S le normalisé de S dans ko.
On note encore rj le point géométrique de S associé à k. Soit R l'anneau des
entiers d'une extension finie de Q^ tel que As provienne par changement de
base d'un objet AS,R de D^(TS,R). Notons Ag ^ l'image inverse de AS,R sur
î- = Ts ® S et TT : Tç -> S la projection canonique. Le Iî[[7ri(T)^]]-faisceau
lisse constructible libre tordu LT provient par extension des scalaires d'un
faisceau LT~ sur Tç. Par constructibilité des R^TT^A^ ^ 0^ LT~) il existe un
ouvert dense 5" de S tel que les R^/K\{Ag ^ 0^ LT~) soient tous lisses sur 5'.
Par conséquent l'action de Gai {k [ ko) sur les H^{T, AR ®^ Ly) se factorise
par celle de 7Tï(S^rj), en notant AR l'image inverse de AS,R sur T. Soit S" un
ouvert dense de S dont l'image inverse dans S est contenue dans S". Commme
le caractère cyclotomique ^-adique est non ramifié en dehors de ^, il résulte
de ce qui précède que l'action semi-linéaire de G sur les WM.\(A)\c(r}^ se

factorise par ^(S^rj). Ceci donne la première assertion de l'énoncé et le reste
en résulte par le théorème de changement de base pour les morphismes propres.
Les énoncés analogues pour M^ se déduisent par dualité. D

6.4. Calcul de det^M»

A tout objet A de D^{To^Q^)9 on associe, comme en 4.5, un élément
G»(A) de °G\{C(T)) de la façon suivante. Si A est pervers, on pose G'»(A) :=
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detGM\{H\{A))9. En général, on pose

G^-^GîfJTA)^
%

le produit dans GG\(C(T}} étant noté multiplicativement. Pour tout isomor-
phisme T ^ (G^)71 on définit de même un élément G\{A) de CG^CÇT)), en
remplaçant H\ par Iî» dans la définition.

Les théorèmes 4.5.1 et 4.5.3 admettent la généralisation suivante.

THÉORÈME 6 .4.1. — Soit S un schéma intègre et de type fini sur Fp, de corps
des fonctions ko. Soit TQ un ko-tore déployé. Soit A un objet de D^ÎO.Q^.
On suppose qu'il existe un S-tore déployé Ts et un objet AS de D^Ts^Qf.)
tels que TQ et A proviennent de Ts et de As par extension des scalaires. On a
l'égalité

[deiGM^A)9}=[G\{A)]

dans le groupe quotient °L(C(T))1. Soit ^ un isomorphisme T ̂  (G^)71. Si,
de plus, A est ^-modéré à l'infini, on a Inégalité

deiGM\(A)g = dei^ÇS^)})9 • <?î(A)

dans GL{C(T}}Q.

Démonstration. — On peut supposer que A est un objet de Perv^o.Q^
et que A provient par changement de base de AS avec As[r] pervers sur TS,
en désignant par r la dimension de S.

Commençons par démontrer le premier énoncé dans le cas où ^(T, A) = 0,
sans utiliser l'hypothèse d'existence d'un modèle sur TS. On peut alors supposer
que A = AQ 0k avec AQ un faisceau pervers simple sur TQ. En utilisant 6.2.1 et
l'analogue de la proposition 4.4.2 on se ramène comme dans la démonstration
de 6.2.2 au cas primitif, i.e. on peut supposer que tous les composants simples
de A sont isomorphes. Soit B un composant simple de A. On a ^(T, B) = 0
et donc, d'après le théorème 5.1.1 de [G-L], il existe un isomorphisme de tores
^ : T ^ T ' x T" avec T" de dimension 1, un faisceau pervers B' sur T' et un
point fermé x de C{T"} tels que B ^ 7r'*(B'[l]) 0 TT"*/:^ en notant TT' et TT"
les projections. Choisissons des fco-tores déployés Tg et T^ tels que l'on ait un
isomorphisme TQ ^ TQ x T^ dont ^ provienne par extension des scalaires. Tous
les composants simples de A étant de cette forme, \ est invariant sous l'action
de G et donc C^ est sous-jacent à un faisceau sur TQ. En tordant par TT"*/^-!
on se ramène au cas où Ao ^ ^^(A'^l]) avec A'o pervers sur TQ et on termine
la démonstration comme en 5.1.1 (remarquons que l'on dispose de l'analogue
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de la proposition 4.4.5 dans le présent cadre : il suffit de remplacer partout
dans la démonstration (p par <^o-, les $ par des <&^ et q par /^(a), en notant ^
le caractère cyclotomique ^-adique).

Soit 6 l'involution naturelle non triviale sur S donnée par l'échange des
points à l'infini et soit e' Pinvolution {{S^x)^) 1-4- {e{S^ x)^ ̂ -1) sur S x
C(G^/,)(Q^). On en déduit une involution sur H\(T} ^ H»(r). Pour tout
sous-ensemble K de T-L\{T} ^ H»(T) on note ATsym l'ensemble des éléments
de K fixés par cette involution. On définit de même Hypt(îo)iym et on note
^^(r^sym le sous-groupe de ^Gi^T)) engendré par les images des élé-
ments de Hyp»(To)iym.

PROPOSITION 6.4.2. — Sous les hypothèses précédentes on suppose que A est
un objet de Perv(To, Qf,)9 et provient par changement de base de AS avec As[r]
pervers sur TS, en désignant par r la dimension de S. On a alors

deiGM\{A)9 =G^(A)-r

avec P dans °G\{C{T))sy^.

Démonstration. — Si ;^(T,A) = 0 alors àet°M\[A}9 appartient au groupe
^'(^(^(T^sym d'après ce qui précède et 3.4.1 (2) (on n'utilise pas ici l'existence
d'un modèle de A sur T^-). Remarquons par ailleurs qu'on peut supposer que
A = AQ ® k avec Ao pervers simple sur ÎQ. En effet si BS [r] est un com-
posant simple de A^r], l'image inverse de BS sur TQ est soit nulle soit un
composant simple de l'image inverse de AS sur ÎQ, et par conséquent les com-
posants simples de l'image inverse de A§ sur TQ satisfont à l'hypothèse de
l'énoncé. Dans ce cas A est semi-simple et tous ses composants simples ont la
même caractéristque d'Euler-Poincaré. On peut donc supposer que A est un
objet de PervintCT? Q^). D'après l'analogue de la proposition 5.1.2 on a alors
det^À^A)^ = det^A^detiA)^. Comme detintA ^ (det»A)int par 2.4.1 (2),
on obtient de même que, à un élément de ^Cït^r^sym près, det^.M^dettA)^
et det^A^î (detintA)^ sont égaux. D'après le théorème 3.6.1 il suffit de vérifier
que deiGMl{H[nt(A))9 = G\{A) • P avec P dans ^•(^(r^sym, ce qui résulte
alors de la proposition 3.7.3. D

Nous sommes maintenant en mesure d'achever la démonstration du théo-
rème. On reprend les notations de 6.3. Remarquons que par la preuve de 3.7.1,
quitte à rétrécir 5, on peut supposer qu'il existe un faisceau pervers H\{A)s[^r'}
sur TS tel que H\{A) provienne par changement de base de H\(A)s' D'après la
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proposition 6.4.2 on peut écrire

det^M!(Ao) ^ det^i^A^) • det^M»^) • det^M^)"1

avec lî^ et H^ des faisceaux pervers sur ÎQ dont l'image inverse sur T appar-
tient à Hypt(îo)iym- On peut aussi supposer que H^ et H^ proviennent de H]g
et H^ avec H^[r} et H^r] pervers sur T^. Enfin on peut supposer que pour
tout point fermé s de 5, As, H\{A)s, H} et H^ sont pervers. Soit M un entier
> 1. D'après la proposition 6.3.1 il existe un ouvert dense SM de S tel que
pour tout point fermé s de SM on ait

dei^M,{A^cM(Ts)
^ [det^.M^A),) . dei^M^) . det^M^)-1}^^)'

D'autre part, d'après le théorème 4.5.1, det ̂ M^Ag) est égal dans ^L(C(rs))°
à det(PSJ^i\{H\{As) *! 8s\\) avec À convenable. Posons, pour T un fc-tore,

-H,(T)1 = N^^077^^^.

On a un morphisme canonique (^(T)1)6' -^ (T-L^Ts)1}^8 dont on déduit un
morphisme ^ : îi\{To)9 -> Ht(rs)^ obtenu en composant avec les morphismes
canoniques H^To)^ ^ ^.(r)^ -^ WT)1)0 et (-Hî^)1)^ ^ ^(T,)^ ^
Ht^s)^. Soit 7V un entier > 1. On a défini en 3.4 pour tout tore T un mor-
phisme de troncation TT^V : T~L\(T} —^ T-i\(T)N dont on déduit un fondeur
TI-TV : Hypi(T) —^ Hypt(T). D'après 5.5.1 (6) il existe un ouvert dense SM,N
de SM tel que pour tout point fermé s de SM,N on ait

ff.(A,)^(^(A)).^

avec H dans Hyp»(îo)^ tel que TT^TT soit ponctuel. On déduit de ce qui précède
que

[det^M,^) . det^M,^)-1}^^) ̂  dei^M,{H^cM(T,)

avec Hj faisceau pervers sur Tg d'image inverse Hj sur Tg dans Hyp»(To)^ avec
Tr^HJ ponctuel. On déduit du lemme suivant, en prenant M assez grand pour
que 7TMH1 = H1 et 7TMH2 = H2 et N = M, que îl\ et H^ sont isomorphes à
convolution par un faisceau ponctuel près, ce qui donne la première partie de
l'énoncé.

LEMME 6.4.3. — Soit ko un corps fini et soit TQ un ko-tore déployé. Soit M
un entier > 1. Soient H^ et H^ (resp. H j ) des faisceaux pervers sur TQ tels
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que H1 et H2 appartiennent à Hyp,(îb)|ym (resp. Hyp,(To)^. On suppose que
7TMH1 = H1, que Tî-M^2 = H2, que ^MH3 est ponctuel et que

(6.4.3) [det^î^o^-det^î^o2)-1]^^)^^!^!^3)^^)-

Alors H1 et H2 sont isomorphes à convolution par un faisceau ponctuel près.

Démonstration. — Pour i^ : ^ -^ CM{T) un point fermé fixé par ^ on
compare les normes archimédiennes des valeurs propres de Li*^^ (qui sont des
sommes de Gauss, par la proposition 4.1.2) sur les deux membres de (6.4.3). D

Fixons maintenant un isomorphisme ^ : T ^ (G^)71 et supposons que
A est ^-modéré à l'infini. On a alors detGM\(A)9 = det^i^})^ • G\{A)
dans ^(^(r)) avec À dans îb(Â;o). Il reste à voir que À = A(A). Soit S" un
ouvert dense de S tel que À (A) et À se prolongent en une section de Ts au
dessus de S ' . On note A (A) s et \s leurs images dans Ts pour s point fermé de
5'. En appliquant 4.5.3, 5.5.1 (4) et 6.3.1, on obtient, quitte à remplacer S '
par un ouvert dense plus petit, que, pour tout point fermé s de 5', les modules
^•^'(^{A^l^r,^ et ^^(^(A^})!^^ s0^ isomorphes à torsion près. Ici
on voit 6^ et ^{A(A)^} comme des faisceaux pervers sur Tg. En restreignant
les modules à l'origine de C(Ts}i on voit que cela entraîne que les deux modules
sont isomorphes. Fixons un entier n > 0. Par la proposition 4.1.2 on en tire
que pour tout caractère ^ d'ordre <, (n du groupe abélien fini Ts(k(s)), on a
Xi^) = ;\:(À(A)5), ce qui entraîne que \s ' À(A)71 est une puissance ^-ième
dans Ts{k{s)). Par le théorème de Chebotarev on en déduit que À • À(A)~1

est une puissance ^-ième dans 3o(A;o), ceci pour tout n > 0. On a donc bien
À = A ( A ) . D

Remarque. — Le théorème 6.4.1, ainsi que son analogue en caractéristique
zéro, le théorème 7.2.5, est à rapprocher d'un résultat de T. Saito [Sa], qui
exprime le déterminant de la cohomologie d'un système local modéré dans le
complémentaire d'un diviseur à croisements normaux dans une variété projec-
tive en fonction de caractères de Hecke algébriques associés aux sommes de
Jacobi.

COROLLAIRE 6.4.4. — Soit A un objet de Perv(To, Q^)5 vérifiant les hypothè-
ses du théorème. Pour tout morphisme de tores p : T —^ T 1 tel que Rp\(A)
soit un faisceau pervers, il existe un point fermé X de T tel que l'on ait un
isomorphisme

H^Rp^A))^6^^Rp^(A)).

Démonstration. — Similaire à celle du corollaire 4.5.2. D
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6.5. Un exemple : le module cTIhara

Dans ce numéro feo est à nouveau un corps de caractéristique différente de t
mais peut-être nulle. Rappelons la définition du module d'Ihara Sadique ([II],
[12], [13]). Considérons le corps de séries de Puiseux L := lim kÇÇt1^)) et

(p,AO=l
notons M l'extension pro-t maximale de k(t} dans L, non ramifiée en dehors
des places 0,1 et oo. Soit J^ le groupe de Galois de M) k(t). C'est un pro-^
groupe libre sur deux générateurs et on a une suite exacte

l-^^-^Gal(M) ko{t)) —,G—^\.

Le groupe G agit naturellement sur L par son action sur les coefficients des sé-
ries de Puiseux. On a ainsi un scindage canonique p : G —^ Gai (M | ko(t)), qui
permet de faire agir G sur TU par conjugaison par p. Ce scindage correspond au
choix du point de base OÎ (au sens de [D2]) pour le groupe fondamental pro-£
7Ti(P^- {0,l,oo})^ et on a alors un isomorphisme TU ^ 7ï-i(P^-{0, l,oo}, OÎ)^
compatible à l'action de G. Le module d'Ihara Sadique est le module Ih^ :==
T^IT^. (Si F est un groupe topologique, on note F' l'adhérence du sous-groupe
des commutateurs dans F.) L'action continue de ̂ /^ sur Ih^ par automor-
phismes intérieurs permet de munir Ih^ d'une structure de Z^[[^/^]]-module
par rapport à laquelle l'action de G est semi-linéaire. D'après [II] c'est un
Z^[[^/^]]-module libre de rang 1, une base étant donnée par la classe du
commutateur XQX^X^X^ de deux générateurs topologiques XQ et x\ de G.

Considérons le tore TQ := Spec^o^i,^^1,^"1] et l'immersion

r p^-{(u,oo}^rr p^-{o,i,oo}^r
\ 11—> t^ = t,t^ = i -[ t i——> t^ = t ,^ = 1 - t.

Comme 7ri(T)^ est abélien, cette immersion fournit un isomorphisme canonique
J^/^ ^ 7Ti(T)^ compatible à l'action de G. On note A le Z^-faisceau pervers
Ri^[l](l) c± Ri^[l}{l). Soit LT le Z^[[^ (T)^]]-faisceau lisse constructible
libre tordu de rang 1 sur T considéré dans [G-L] 3.1. Rappelons qu'il est obtenu
à partir du caractère tautologique 7ri(T)^ —)- Z^TI"! (T1)^]]x.

PROPOSITION 6.5.1. — On a un isomorphisme canonique de Z(\^K^(T} ̂ -mo-
dules

Ih^H^A^LT)

compatible à l'action semi-linéaire de G.
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Démonstration. — On considère la tour de revêtements
P ^ y(n+l) P ^ rj.(n) P ^

avec T^ = T et p : (^1^2) 1-̂  (^^|)« O11 î^te pn le morphisme composé
y(^) -^ ^(o) On pose X = P^ — {0,1, oo}. Par image inverse par i on obtient
ainsi une tour de revêtements qn : X^ —^ X. Soient 71 et 72 des générateurs
topologiques de 7ri(T)^ engendrant les groupes d'inertie associés aux diviseurs
ti = 0 et ^2 = 0. Pour tout entier n, on note 21̂  l'idéal de Z^[[7ri(T)^]] engendré
par 7^ — 1 et 7^ — 1. On a un isomorphisme canonique de Z^-faisceaux

pn^i ̂  LT ®z,[[^(r),]] Z4[7ri(r)^]]/24,

et donc en particulier un isomorphisme canonique de Z^-faisceaux

qn^i ̂  r(Lr) ®z,[[^(r),]] Z4[7ri(r)^]]/^.

On en tire des isomorphismes canoniques

H^A^LT) ^ H^X^W}}

^ ^mH^X^[LT) ®Z,[^(T),]] Z4[7ri(T),]]/2l,(l))

^ ^m^(X,^Z,(l))

^ ^m^^^ZKl)).

On a une action continue naturelle de 7Ti(T)^ sur limIî^(X^\ Z^(l)) et Piso-
morphisme H^{T^A 0^ Z/r) ^ limTî^X^, Z^(l)) est un isomorphisme de
Z^[[7Ti(r)^]]-modules compatible à l'action de G.

Il reste à construire un isomorphisme de Z^[[7ri(T)^]]-modules, compatible
à l'action de G, Ih^ ^ HmTî^X^ Z^(l)). La construction est toute pareille
à celle effectuée dans [12] Proposition 1.3. On considère le sous-corps Kn '-=
kÇt)^", (1 - tV) de L. C'est le corps des fonctions de X^ et F := UKn
est l'extension abélienne pro-^ maximale de k{t) non ramifiée en dehors de 0,
1 et oo. On a donc un isomorphisme canonique Gol{F\k{t)) ^ ̂ . Soit K'^
l'extension abélienne pro-^ maximale de Kn contenue dans M et non ramifiée
en dehors de 0, 1 et oo ; le corps F ' := UK!^ est l'extension abélienne pro--^
maximale de F non ramifiée en dehors de 0, 1 et oo. On obtient ainsi des
isomorphismes canoniques

T[ITÏ ^ Gai ( F ' \ F) ̂  ^imGal « | Kn).

On en tire l'isomorphisme recherché en utilisant l'isomorphisme canonique

Gal^lX^^^Z^l)). D
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On note ModcohG'(^(î^) la catégorie obtenue par restriction des objets
de la catégorie ModcohG'(^(T)) à C(T)^ Par linéarisation de l'action de G
et extension des scalaires, on associe naturellement à Ih^ un objet Ih^ de
ModcohG'(^(î^). On pose A := A (g)z, Q^. On note j : U -^ T l'inclusion de
l'ouvert complémentaire de i(X) dans T et on pose B := JÎ^(Q^[2](1)).

THÉORÈME 6.5.2.— On a des isomorphismes canoniques

Thi ̂  ̂ °(^!(Â))|^^ ^ det^!(A)|c(r), ̂  GM^{Ë}\c(T)r

Démonstration. — Le premier isomorphisme est conséquence directe de la
proposition précédente. Comme A^!(Q^[2](1)) est supporté par l'origine dans
C(T)^ on déduit de la suite exacte de faisceaux pervers

0 -^ Q42](l) -^ B -^ À -^ 0

que °M\{Ë} et GA4\(À) sont canoniquement isomorphes en dehors de l'origine.
Pour conclure il suffit de savoir que M\(B) est isomorphe à un module locale-
ment libre, ce qui est un cas particulier de la proposition 7.1.2. En effet, ceci
entraîne que, en dehors de l'origine, M\{À} est isomorphe à un module locale-
ment libre, et donc, en dehors de l'origine les objets H^^M^À)), det^.A/f^A)
et GM\(B) sont canoniquement isomorphes, et on peut conclure par le principe
de Hartogs. D

Remarque. — L'action de G sur la la classe du commutateur xox^x^x^1

dans Ih^ est donnée par la fonction bêta Sadique d'Ihara ([II], [13]). De façon
similaire si ko est un corps de type fini sur Fp et ^ : Fp —^ Q^ est un caractère
additif non trivial, on peut considérer le faisceau pervers H{^ ; 1) (cf. 3.1) sur
Gm.ko- La restriction de GM\(H{^ ; 1)) à C(Gm,k)i est étroitement reliée à la
composante Sadique de la fonction gamma hyperadélique d'Anderson (cf. [A]
Th. 6 et [Co2] Th. 5.3).
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CHAPITRE 7

CARACTÉRISTIQUE 0

7.1. Le foncteur H[

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique différente de i, mais
éventuellement nulle. Soit T un fc-tore. On note T-L\{T}1 le quotient du mo-
noïde U\{T} par T{k). Autrement dit on a n\(T)1 = N^^(Gm,k)(Qi))^ Soit
A un objet de Perv(T,Q^). A la donnée des entiers ns,x^ définis en 2.3 est
naturellement associé un élément de 'Hi(T)1, que l'on note 7(A).

Soit 6 un élément de H\{T}1. On considère le tore 9i := TKG^k)6^^
pour {S^x^) parcourant S x C(G^)(Q^). On a un morphisme canonique de
tores Ti-i : QI —^ T donné par

^i^)= n vs^^s^^
i,(S,x^)

pour x = ( x i ( § ^ ^ ) ^ avec 1 < i < 6{S^ x^). Notons Q le quotient de ©i par
Faction diagonale de Grn.k-

On note T-L^T)111 le sous-ensemble de T-i\{T)1 formé des 8 tels que le mor-
phisme Tri : ©i —^ T se factorise en un morphisme TT : © —> T. C'est un
sous-monoïde de ?^r(T)1.

LEMME 7.1.1.— On suppose que k est de caractéristique nulle.

(1) Pour tout isomorphîsme ̂  :T ^ {Gm.kY on a U^T)^ = ̂ (T)^ en
notant ^{T)^ l'image de H\(T}^ dans H^T)1.

(2) Pour tout objet A de Perv(T, Q^), Vêlement 7(A) appartient à ̂ (T)^.
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Démonstration. — Soit J dans H\(T}1 et soit ^ un isomorphisme T ^
(Gy^)71. On note TT^ : T —^ Gy^/e la projection sur le i-ème facteur. Pour
tout sous-tore S de dimension 1 de T, tout y dans S - S et tout 1 < i < n, on
note Ni{S,y) l'entier tel que

(^ ° <^/)*^ = A^î/)-^.
x x

L'appartenance de 6 à ^(T)* est équivalente aux relations

^ N^x)ô(S^x^)=0
(s^x)

pour 1 < i < n. Les mêmes relations sont équivalentes à l'appartenance de 6 à
^(T)^. Ceci démontre (1). L'énoncé (2) est clair quand T est de dimension
1. En général on peut choisir ^ de telle sorte que pour tout S dans <?(A),
l'intersection 5" D ker TT^ est finie (ce qui est en fait inutile, cf. la preuve de
3.4.2) et on se ramène au cas n = 1 par la proposition 7.5.1 de [G-L], de façon
similaire à la preuve de 3.5.3. D

On suppose à partir de maintenant que 6 appartient à ^(T)711. Soit P
l'espace projectif obtenu en quotientant ["[(A^)^61'^ - {0} par l'action dia-
gonale de Gm,k- On a une inclusion canonique 6 —)- P. On note D^^)
le diviseur dans P d'équation x^s,x,x) = °- O11 note z rim^ du fermé
Z^,(5',a;,^) = 0 dans ©. C'est un diviseur dans ©. Soit j : U —> 0 l'inclu-
sion de l'ouvert complémentaire. Comme l'abélianisé du groupe fondamen-
tal modéré de U est libre de rang dim6 + 1 et est topologiquement en-
gendré par les lacets autour des diviseurs D^(§^^\^ il existe un unique Q^-
système local modéré de rang 1 sur U et de monodromie ^ le long des divi-
seurs D^çg^^y On le note C(6). Il admet aussi la description suivante. Soit
y = Yllxi,(s,x^) sur ©i- O11 considère le système local sur V\ == ©i — {y = 0}
défini par£i(^) := W}\u, ® W}\u, avec W} := ®,,(^^)(<(^^)^) et

^3(^) ''= ^*A^-1 P01111 Xo = ^(s^^)^^^^' ^ ''y81^1116 1°̂  est invariant
sous l'action diagonale de Gm,k et le système local qui lui correspond sur U
est isomorphe à C{6).

On pose Ai(^) := Rj^C(6)[dimQ] et H[(6) := R^A^Ô}. Dualement on
pose A,(5) := Rj^(6)[dim@] et H^ô) := R^A^Ô}.

PROPOSITION-DÉFINITION 7.1.2.— Soit 6 un élément de ^(T)^1.

(1) Les objets A\(6) et Hf{6) (resp. A^(6) et H^Çô)} sont des faisceaux per-
vers.
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(2) Les objets M\(A^{6)) et MiW{8)) (resp. M^(A^Ô)) et M^H^Ô)))
sont isomorphes à des modules localement libres de rang 1.

(3) Soit H^{6) limage du morphisme canonique de faisceaux pervers

H[{6) —^ H'^6).

Les faisceaux pervers H ̂ (6), (H^(6))[^ et (-H^(5))mt sont isomorphes.

Démonstration. — Par dualité il suffit de démontrer les énoncés (1) et (2)
pour !. D'après [G-L] 3.5.2 (1), l'énoncé (1) est conséquence de (2). Comme
H^6) = R7v^(6), il suffit, d'après [G-L] 3.3.1 (c), de démontrer l'énoncé
concernant M\{A\{6)). Pour cela, il suffit de démontrer que, pour tout point
fermé i^ : \ —> C(T), le complexe Li*M\{A\{6)) a une cohomologie de rang 1
en degré 0 et nulle dans les autres degrés. Par [G-L] 3.3.2, il suffit de démontrer
l'énoncé analogue pour RTc{Q^A\(8) (x) /^), qui résulte du lemme suivant, au
vu de l'isomorphisme A\{6) 0 C^ ^ Rj^(C(ô) 0^*^). L'énoncé (3) est consé-
quence de (1) et de (2), par un argument tout à fait similaire à la preuve de
[G-L] 8.1.4. D

LEMME 7.1.3. — Soit C un système local modéré de rang 1 sur U. L'objet de
cohomologie H^(Q^Rj^C) est de rang 1 si i = dim© et est nul sinon.

Démonstration. — Supposons tout d'abord que la monodromie de C le long
de Z n'est pas triviale. On a alors un isomorphisme Rj\C ^ Rj^C et le résultat
est conséquence du lemme 7.1.4. Supposons maintenant que la monodromie
de C le long de Z est triviale mais que C n'est pas trivial. Dans ce cas les
H^ÇQ^j^C) sont tous nuls par Kûnneth. Notons i l'inclusion de Z dans © et A
le système local j^C. Comme on a un isomorphisme f'A ̂  %*A[—2], on obtient
alors en appliquant le fondeur RTc au triangle

A -^ Rj.fA -^ i^'A[l}

que l'on a pour tout i des isomorphismes H^ÇQ^Rj^C) ̂  ^^(Z.^A), d'où le
résultat dans ce cas en appliquant le lemme 7.1.4 à %*A. Il reste alors à traiter
le cas où C est le faisceau constant Q^. Par dualité il suffit de démontrer que
ff^Q, Rj\Q^) est de rang 1 si i = dirnQ et est nul sinon. Pour cela remarquons
que pour 0 < i < dim© le morphisme canonique ^(O.Q^) -> IP(Z,Q^) est
un isomorphisme : on peut le constater de visu pour k = C, et de là passer
au cas général par des résultats généraux. On en déduit le résultat voulu en
écrivant la suite exacte longue de cohomologie associée à la suite exacte de
faisceaux

0 -^ Rj\Cli -^ Q^ -^ i^i —^ 0.
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LEMME 7.1.4.— On considère dans l'espace projectifP71 un ouvert U formé
du complémentaire de n + 2 hyperplans D{ en position générale. Soit C un
système local modéré non constant de rang 1 sur U. L^objet de cohomologie
H^(U^ C) est de rang 1 si i = n et est nul sinon.

Démonstration. — Soit j l'inclusion de U dans P71. Si les monodromies le
long des n + 2 hyperplans sont toutes non triviales on a un isomorphisme
Rj\C ^ Rj^C et le résultat est clair (les H^(U^C} sont nuls pour i / n et
x(U^ Q^) = (-1)71). Sinon, soit D^ un hyperplan le long duquel la monodromie
de C est triviale. Soit U ' (resp. [7") le complémentaire dans P71 (resp. D^) de
la réunion des Di pour i / ZQ. Soit £ ' (resp. £!'} la restriction de j^C à U '
(resp. t7"). Comme [/' est isomorphe à un tore, les H^{U1\C!} sont tous nuls.
Par le triangle associé à l'inclusion U —> [//, on en tire des isomorphismes
H^U.C) ^ H^^U'^C"}. Comme C" vérifie aussi l'hypothèse, on obtient le
résultat par récurrence à partir du cas trivial n == 0. D

PROPOSITION 7.1.5.— Soient 6^ et 6^ des éléments de T-L^T}^. On a des
isomorphismes de faisceaux pervers

H[{8^8^^H[{S^^H[{8^ et H^Ô, • ̂ ) ^ H^S,) *, iî:(^).

Démonstration, — II suffit de démontrer l'énoncé pour !, celui pour * s'en
déduisant par dualité. On pose ^3 = 6\-8^ et on note avec un indice ôi des objets
relatifs à Si. On a un isomorphisme canonique ©1,53 ^ @i,ôi x ©1,52 duquel on
déduit un morphisme de tores p : ©53 —^ ©5^ x ©53. Soit m : T x T —^ T le
morphisme donné par la loi de groupe. On déduit du diagramme commutatif

©53 ———> ©5^ X ©53

7r<$3 7r<^X7r^

T^-^—TxT

qu'il suffit de démontrer que Rp\A\{S^) est isomorphe à A»(^i) Kl A\{6^).
Remarquons que? est une fibration de fibre Grn,kj qu'au dessus de U^ x U§^

le diviseur Z^ coupe les fibres de p transversalement en un unique point, que
l'intersection de 2^53 avec p^ÇÇU^ x Z^} U {Z^ x L^)) est vide, tandis que
p"^^ x Z^) est contenu dans ^53.

On en tire en particulier, en utilisant le lemme 7.1.3 et le théorème de
changement de base pour les morphismes propres, que la restriction de

iîpîA!(J3)[-dim©53+l]
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à l'ouvert U^ x [/̂  est un système local de rang 1. Ce système local est modéré,
comme on le voit en le restreignant à des droites dans U^ x U^ et en appliquant
la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevich. Notons W l'ouvert maximal de
P^ sur lequel p se prolonge en p ' : W -^ P^ x Pjg • Remarquons que p ' est une
fibration de fibre Gm,k' Notons Z^ l'adhérence de Z^ dans P^ et V l'ouvert
complémentaire de P^ x Z^ U Z^ x P^ dans P^ x P^. La restriction de
p ' à p'^ÇV) H Z^ induit un isomorphisme entre p'^ÇV) H Z^ et Y, et le
système local €(63) ®p*(£(5i) Kl £(^2)^ sur U^ se prolonge en un système
local modéré £! sur p'"1^) -.P7"1^) H ̂ 3 (l'exposant v désigne le système
local dual). Si / désigne l'inclusion de p'^ÇV) -p'^ÇV) H Z^ dans p'^ÇV),
on déduit donc du lemme 7.1.3 et du théorème de changement de base pour
les morphismes propres que Rp^Rj^C'))^} est un système local de rang 1 sur
V. La restriction de ce système local à U^ x U^ est isomorphe à

J^p!A!(^3)[-dim9^+l]]^x^®P*(^l)^^?))v,

il est donc modéré, et par conséquent isomorphe au système local constant, car
le groupe fondamental modéré de V est trivial. On a donc un isomorphisme

Rp^A(Ô3)[-dim@6, + l]|^x^ ^ W S C{6^

dont on déduit un morphisme non nul

Rp^M^ —^ R(js, x jsMW SC{ô^)[dimQ6, - 1] ^ A.^i) S A.^).

D'après 7.1.2 et [G-L] 3.3.1 (c) et (e), M\Rp\A^) et M\(A^) S A.^))
sont isomorphes à des modules localement libres de rang 1. En particulier
Rp\A\{ô^) est pervers, d'après [G-L] 3.5.2. De plus le morphisme de faisceaux
pervers Rp\A\{8^) —> A»(Ji) Kl A»^) est un épimorphisme, d'après le lemme
qui suit. Soit x un point géométrique de ©^ x 6^. Le calcul des objets de
cohomologie de Rp\A\{8^)\^ est immédiat par changement de base propre et
on constate qu'ils ont même rang que ceux de A»(^i) S A\(6^)\^. Ceci force le
morphisme Rp\A\{6z} —^ A\{6^) S A\(6'z) à être un isomorphisme. En effet si le
noyau K de ce morphisme n'était pas nul, considérons un point géométrique
x localisé au point générique d'une composante irréductible du support de K.
La restriction K\^ aurait alors un unique objet de cohomologie non nul, ce qui
conduirait à une contradiction. D

LEMME 7.1.6. — Soit f : A —^ B un morphisme non nul de faisceaux pervers
sur un tore T. On suppose que M,\A est isomorphe à un module localement
libre et que M\B est isomorphe à un module localement libre de rang 1. Alors
f est un épimorphisme.
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Démonstration. — II suffit de démontrer l'énoncé dual : si M^A est iso-
morphe à un module localement libre de rang 1 et si M^B est isomorphe à un
module localement libre, alors / est un monomorphisme. Par t-exactitude de
.M* ([G-L] 3.4.1) on a une suite exacte de modules cohérents

0 -^ H°M.KeTf -^ H°M^A —^ H°MJmf —> 0.

Si H°M^Ker f n'était pas nul, H°M^Imf serait de torsion et donc nul, car
c'est un sous-module de H°M^B. Par [G-L] 3.4.6 ceci entraîne que Im/ est
nul, ce qui contredit l'hypothèse. Par conséquent Jï°.M*Ker / est nul, et donc
également Ker/ par [G-L] 3.4.6. D

LEMME 7.1.7. — Avec les notations et les hypothèses de 6.1.1, supposons que
6 appartient à {^(T)^)0. Alors les faisceaux pervers H;{6), H^ô) et H^{6),
ainsi que le noyau G du morphisme canonique H[{8} —> H^(6) appartiennent à
Perv(To, Q^)9. De plus la suite exacte 0 -^ C -> H;(8) -^ H^(6) -^ 0 provient
par changement de base d'une suite exacte de faisceaux pervers sur TQ.

Démonstration. — On considère les G-orbites des (5, rc, \) comptées avec
leur multiplicité dans ô et la famille T-L des stabilisateurs de ces orbites. Ce
sont des sous-groupes d'indice fini de G. Pour H dans T-L, on note T^ le fco-tore
obtenu à partir de G^nk11 P^ restriction des scalaires de k11 à ko. Fixons un
caractère ^ pour chaque orbite. Le système local C^ est défini sur le facteur
G^ jçH correspondant et donne par restriction des scalaires un système local
CH sur Tff. Soit @[ le produit des T^ et C^{8) le système local sur Q[ obtenu
par produit externe des CH. Par extension des scalaires on a des isomorphismes
©i ^ Q[ 0 k et C^Çô) ^ ^{S) <S k. L'ouvert U\ est obtenu par extension des
scalaires à partir d'un ouvert U[ de Q[ et comme ^o est fixé par G, le système
local €3(6) provient par extension des scalaires d'un système local C^{6). On
en tire que Ci(6) provient par extension des scalaires d'un système local C[{6)
sur U[. En quotientant par l'action diagonale de G^^o on obtient un Â;o-tore
©' et un système local C!{6} sur l'ouvert j ' : U ' —^ ©/ image de U[. On a
un morphisme TT' : 9' —> TQ induit par le produit des morphismes normes, et
R^Rj^^dimQ] est un objet de £^(îo,Q^) dont l'image dans Û^(T,Q^)
est isomorphe à H^(6). On démontre de même que H'^{ô), le noyau et le conoyau
du morphisme canonique H^{6) —^ 11^(6) appartiennent à PervCTo^Q^ ainsi
que le dernier énoncé. D
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7.2. Calcul de détint et de detGM\

On reprend les notations et les hypothèses de 6.1.1. En particulier ko est
pour l'instant un corps de caractéristique différente de ^ peut-être nulle.

Soit A un objet de Perv(îo, Q^. Si 7(A) appartient à ^(T)711 on pose
H[{A) := ^'(7(A)) et H[^[A) '= H^(A)). Comme 7(A) appartient alors
à (^(T)711)6', il résulte du lemme 7.1.7 que H[{A} et H^(A) sont des objets
de Perv(îo,Q^. Pour tout isomorphisme T ^ (Gy^)^ on pose H[{A) :=
^A(^(A))-i} *! H;{A) et H^{A) := ^{A(^(A))-I} *int ^mt(A)• Remarquons
que par 2.6.1 on a H^{A) ̂  H[{A).^.

On a l'analogue suivant de la proposition 3.4.1.

PROPOSITION 7.2.1. — On suppose que k est un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle.

(1) SiQ —)- A —> B —> C —> Q est une suite exacte dans Perv (T, Q^), on a
des isomorphismes canoniques

H[{B} ̂  H[{A) *, H[{C}

et
H^(B)^H^(A)^H^(C).

(2) Soit T c± T' xT" un isomorphisme de tores avec T" de dimension 1, soit
\ un point fermé de C(T11} et soit A' un objet de Perv (T", Q^). Notons TV'
et TT" (resp. i1 et i" ) les projections (resp. immersions) canoniques et j :
T"-{-\} -^T" l'inclusion canonique. Si A ̂  Tr^A7®?!-"*^!!]), on a,
en notant r la caractéristique d'Euler-Poincaré de A, des isomorphismes
canoniques

H[{A) ̂  Ri^Rj^W})^ ® ̂ )
et

HUA)^Ri!{{6^®C^.

(3) Pour tout objet A de Perv (T, Q^), il existe un point fermé \ de T tel que
les faisceaux pervers H^{A) et 6s\\ *int H!^(A[^) soient isomorphes.

(4) Pour tout objet A de Perv (T, Q^), pour tout point fermé \ de C(T), on
a des isomorphismes canoniques

H[(A®C^)^H[{A)®C^

et

H^(ASC^^H^(A)(SC^
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Démonstration. — L'énoncé (1) est une conséquence directe de la descrip-
tion de ns,x,x en terme de cycles proches rappelée en 2.2, de l'exactitude
du fondeur cycles proches pour les faisceaux pervers, ainsi que des propo-
sitions 7.1.1 et 7.1.5. Pour (2) on se ramène comme en 3.4.1 au cas \ = 1
et on a le même calcul des n^^A) : seuls les nr"^,i(-A) sont non nuls
et on a ^r",o;,i(^-) = r- Si r = 0 le résultat est clair et si r = 1 on a
H[{A} ^ Ri^Rj^ÇQ^l]) par définition. On en déduit le résultat pour r gé-
néral par 7.1.5. L'énoncé (3) résulte de (2) par l'argument déjà donné en 3.4.1,
et (4) se déduit directement de la formule de projection. D

On note Hypî(To)^ la sous-catégorie de Perv(îo,Q^ formée des objets
de la forme ̂  *» ^(7) avec À dans îo(^o) et 7 dans (H^T)^)0. On note
HÎ(To)^ l'ensemble des classes d'isomorphisme d'objets de Hypî(To)^. D'après
la proposition 7.1.5, Hî(îo)5 muni du produit de convolution *» est un monoïde.
Remarquons que si A est un objet de Hypî(To)^ il en est de même de A (g)
C^ pour tout point fermé \ de C(T) fixé par G. On note GG\(Ç(T}} le sous-
groupe de ^((^(T))0 engendré par les dei^^M^H)9, H décrivant H{(To)^ et
^(^(r))1 son image dans ^^(T))1.

On pose C?î(A) := det °M\{H^{A))9. Plus généralement si A est un objet de
D^(To, Q^ on pose C?{(A) := 0, GÎ^IPA^-1)1. On définit de façon similaire,
pour tout isomorphisme T ^ (G^^)71, des objets G?Î(A).

PROPOSITION 7.2.2.— Soit ko un corps fini de caractéristique différente de
t et soit TQ un ko-tore déployé. Soit 6 un élément de (^(T)^1)6'. On note
H\{6) l'objet de 'H.\(To)9 associé à 1 x 6 par la proposition 3.7.1. Soit ^ un
isomorphisme T ^ (G^^)71.

(1) On a l'égalité

[dei^WÇô))9} = [det^Wô))9}

dans le groupe quotient °L(C(T))1.

(2) II existe A dans îo(fco) tel que les faisceaux pervers H^{8)^i, et 6f\\ *»
^!(^)int soient isomorphes.

(3) Si 6 appartient à ̂ (T)^, on a Inégalité

dei^.ÇH^S))9 = det °M\ (À! {6))9

dans GL{C(T}}Q.

(4) Si 6 appartient à 7^(7')^ les faisceaux pervers H^(ô) et H[^(Ô) sont
isomorphes.
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Démonstration. — Démontrons (1). Diaprés le théorème 6.4.1 (ou le théorè-
me 4.5.1) on a l'égalité

[det^ÇA^S))9] = [det^WA^Ô)))9}

dans le groupe quotient °L{C{0))1. Comme le déterminant commute aux chan-
gements de base, on a l'égalité

[detGM\(R7^^(6))9] = [dei^^R^H^A^Ô)))9}

dans^L(C(r))1.
A chacun des ̂  S(S^ x^ -\) facteurs Gm,k de ©i correspond une immersion

de tores Grn /c —^ © et un caractère ^. Ces données définissent un élément
8' de ^»(©)1. Avec les notations de 3.3 on a 7^(1 x 8'} = 1 x 6. De plus on
vérifie directement que 7(A»(J)) = 6 ' . On a donc, d'après 3.3, un isomorphisme
R^H^A\{8}} c± H^8), ce qui donne (1).

Démontrons maintenant (3). Il existe À dans îo(A;o) tel que l'on ait l'égalité

d^M^H^}}9 = det^M^} *» È^6))9

dans °L{C{T))0. D'autre part, d'après le théorème 6.4.1 appliqué à H[{8}, on
a

dei^ÇH^Ô))9 = det^WH^S)))9.

D'après 4.6.1 on a donc 6s\\ *; H\{6) = È\{H^{6)) et par conséquent À = 1.
Comme H^ÇA) est de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1, il a un

unique constituant simple de caractéristique d'Euler-Poincaré non nulle qui
est isomorphe à jFî^(A). Les énoncés (2) et (4) sont donc des conséquences
directes de (1) et (3) et de la proposition 4.2.2. D

THÉORÈME 7.2.3.— Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique 0
et soit T un k-tore. Soit A un objet de Pervint(T\ Q^). On suppose qu'il existe
un schéma 5, intègre et de type fini sur 7i, de corps des fonctions ko C k et
de dimension r , un S-tore déployé Ts tel que T ^ TS ® k^ et un objet AS de
Perv(Î5, Q^) tel que A provienne de As[—r] par changement de base de S à k.
Pour tout isomorphisme T c^ (Gy^^)71 on a un isomorphisme

détint (A) ^ 5{À(A)} *int -Sm^)

dans Pervint(r,Q^).
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Démonstration. — La démonstration est tout à fait analogue à 5.5. Nous
ne donnons pas les détails car en 7.3 nous démontrons un résultat plus général
en utilisant les P-modules. D

THÉORÈME 7.2.4. — Soit S un schéma intègre et de type fini sur î, de corps
des fonctions ko de caractéristique 0. Soit TQ un k^-tore déployé. Soit A un
objet de D^(TQ^ Q^)9. On suppose qu^il existe un S-tore déployé TS et un objet
As de D^(Ts, Q^) tels que TQ et A proviennent de TS et de AS par changement
de base. Pour tout isomorphisme T ̂  (G^)^ on a l'égalité

-G \Â.( A\9 — A^Gdet^M^A)9 = det^M^Ô^)})9 ' G[(A)

dans GL{C{T))0.

Démonstration. — La démonstration est très proche de celle du théorème
6.4.1. On peut supposer que A est un objet de Perv(îo, Q^ et que A provient
par changement de base de AS avec As[r] pervers sur TS, en désignant par r
la dimension de S.

Commençons par démontrer que l'on a l'égalité cherchée dans ^((^(T))1

dans le cas où \(T^ A) = 0, sans utiliser l'hypothèse d'existence d'un modèle
sur T5-. D'après 7.2.1, on peut supposer que A == Ao 0 k avec Ao un faisceau
pervers simple sur Tb et on peut se ramener, comme en 6.4 au cas où A est de
la forme A ^ 7r'*(A'[l]) avec îo ^ TQ x T^ un isomorphisme de tores et T^ de
dimension 1. Notons i" l'inclusion de T" dans T, j l'inclusion TQ' - {-1} —^ TQ'
et posons r = ̂ (r',A'). En reprenant le raisonnement de 5.1.1 on obtient que
les classes de defCM^A)9 et de [dei^^Ri^Rj^Q^l])9}^ dans ^(("(T))0

sont égales, ce qui donne le résultat par 7.2.1 (2).
On note Hypî(To)iym la sous-catégorie de Perv(îo,Q^ formée des objets

de la forme 6^ *• H[(^) avec À dans îo(fco) et 7 dans (^(îT1)^ et on note
^((^T^sym le sous-groupe de %{(C(T)) engendré par les det ̂ .(H)9, pour
H dans Hyp{(îo)|ym. On a alors l'analogue suivant de la proposition 6.4.2, avec
la même démonstration.

PROPOSITION 7.2.5.— Sous les hypothèses précédentes on suppose que A est
un objet de Perv(îo, Q^)9 et proment par changement de base de As avec As[r]
pervers sur TS, en désignant par r la dimension de S. On a alors

det^ÇA)9 =G[(A)'r

avec F dans GG\{C(T}}^. D
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On peut maintenant terminer la démonstration comme en 6.4, en utili-
sant la remarque suivant la proposition 5.5.1, le fait que pour tout 6 dans
(^(T)^1)6', quitte à remplacer S par un ouvert dense on peut supposer (cf. la
preuve de 7.1.7), que H'Çô) provient par changement de base de Hf(6)s avec
Hl{6)s['r] pervers sur T^, et la proposition 7.2.2. D

7.3. Calcul de détint dans le cas général

7.3.1. On démontre dans cette section le résultat suivant en se ramenant,
via la correspondance de Riemann-Hilbert, à un résultat analogue établi dans
[L-S1] (théorème 3.3.3) pour les P-modules.

THÉORÈME 7.3.1. — Soitk un corps algébriquement clos de caractéristique 0.
Soit T un k-tore. Soit A un objet de Pervint(î^ Q^). Pour tout isomorphisme
T c^ (Grn^k)71 on a un isomorphisme

détint (A) ^ <Î{A(A)} *int H^{A}

dans Pervint(T,Q^).

7.3.2. Commençons par rappeler le théorème 3.3.3 de [L-S1] sous la forme
qui nous sera utile. On fixe un entier n > 0 et on note C l'ensemble des
formes linéaires L(s) == ^rl=l^is^ avec ^ dans Z pour î = l , - - ' ,n qui sont
primitives (i.e. non nulles et à coefficients premiers entre eux). On pose Q\ :=
r^(CxC/z) ̂  ̂  ̂ ç j^ ̂  ^g éléments de la base canonique de ce Z-module
libre. On note A^ l'anneau des opérateurs aux différences algébriques en n
variables. C'est le quotient de l'algèbre libre engendrée par C ^ i , - - - ,5^] et
C[ri, • • • , Tn, rf1, • • • , T^1} par les relations TI ' Si = (^ +1) • TI et T^ • Sj = sj - TI
si i / j. On pose A^(.s) := A^®c;[s]C(5). On note, comme dans [L-S1], T-LG{n)
le groupe des classes d'isomorphisme des A^ (^-modules de rang 1 sur C(s).
On a un morphisme de groupes h : Q\ —^ T-LG(n) qui à 5(L, À) associe la classe
d'isomorphisme du module engendré par

Ws) - À)

n^ ?

en notant F la fonction gamma usuelle (on note À un relèvement de À dans C
et on convient que ^isi = 1 pour ^ = 0).

On considère C^ comme une variété analytique complexe et on note
^(C^C) la catégorie dérivée des complexes bornés de C-faisceaux à co-
homologie algébriquement constructible. A tout objet A de D^{Cxn^C) on

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1996



88 CHAPITRE 7. CARACTÉRISTIQUE 0

associe un élément 6(A) de Q\ de la façon suivante. On considère la compadi-
fication standard C^ ̂  (P1)71. On note, pour IQ et Joo des parties disjointes
de { l , - - - ,n}, XIQ^ le tore défini par Xi = 0, % e Jo, ^-1 = 0, î e Joo et
^ / 0, î ^ J, avec 7 = 7o U ^oo- Ici x^, ' ' ' , Xn sont les coordonnées canoniques
sur C^. Les ^/o^oo^ P0™ J non ^de, forment une partition de (P1)71 - C^.
On note /^ l'ensemble des formes linéaires L(s) = S^ej^5^ avec ^ dans N,
qui sont primitives. Soit A un objet de ^(C^.C). Pour 1 non vide, on a
défini dans [L-S1] p.486 une fonction constructible x \-^ ^L\{^)^ nulle pour
tout (L, À) dans C^ x C>< en dehors d'un ensemble fini. On note 7L,A,Jo,^oo
la caractéristique d'Euler-Poincaré de ^/o^oo pondérée par 7^ et on pose
6{A) = E7L,A,WooW^o - ̂ oo). 1^).

On note D(Vcxn) la catégorie dérivée de la catégorie des complexes de
Pcx71-1110^^ algébriques et D^Vçxn) (resp. D^PC^)) la sous-catégorie
formée des complexes bornés à cohomologie holonome (resp. holonome et régu-
lière). Par la correspondance de Riemann-Hilbert pour les P-modules algébri-
ques (cf. [Bo] Chap. VIII), le fondeur de de Rham algébrique

DR'.D^Vc^-^D^^C)

induit une équivalence de catégories entre jD^(Pcxn) et ̂ (C^, C). On note
RH un quasi inverse. Soit 9JÎ : D^(V^xn) —^ Db(An) le fondeur de trans-
formation de Mellin algébrique (cf. [L-S1] 1.2). Il associe à un Pc^-î^dule
algébrique son module des sections globales vu comme A^-module via Pisomor-
phisme entre Panneau des opérateurs différentiels algébriques sur C^ et An
obtenu en identifiant xi à TI et —Xi9^ à Si, avec Xi les coordonnées canoniques
sur C^. On note M \-^ 9Jî(M)(.s) le composé de ce fondeur avec le fondeur
®C[5]C(5) : D\^n) -^ D^Anis)). Diaprés [L-S1] 1.2.1 l'image de ce fondeur
est contenue dans la sous-catégorie des complexes à cohomologie de dimension
finie sur C(.s), ce qui permet de définir un fondeur M ̂  det 9Jî(M)(.s) à valeur
dans la catégorie des A^(.s)-modules de rang 1 sur C{s). Enfin, pour À dans
C^ on note [À5] la classe du module engendré par À5 dans 1-LG(n) et pour tout
objet A de ̂ (C^, C) on définit un point A(A) de C^ de façon analogue à
2.6.

Le théorème 3.3.3 de [L-S1] (ou plutôt un cas particulier de celui-ci) peut
être énoncé de la façon suivante.

THÉORÈME 7.3.2.— Pour tout objet A de ^(C^.C) la classe du module
det9Jl(RH(A))(5) dans HG{n} est égale à [A(A)5] h(6(A)).
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7.3.3. Démonstration du théorème 7.3.1.— Comme A peut être ob-
tenu par changement de base à partir d'un objet défini sur un sous-corps de
C, on peut supposer que k = C, par le théorème de changement de base pour
les morphismes lisses. Si X est un schéma séparé et de type fini sur C, on
note Xan le schéma X muni de la topologie transcendante. Du morphisme de
topos Xan —^ X on déduit par image inverse un fondeur pleinement fidèle
D^(X^Q(,) —> D^(Xan?Q^)- Le choix d'un isomorphisme a : Q^ c^ C (désor-
mais supposé fixé) fournit une équivalence de catégories entre D^(XanîQ^) et
D^{X^C) (cf. [E] Theorem 7.2). Pour tout isomorphisme ^ : T ̂  (G^/,)^
on a donc un fondeur pleinement fidèle /3^ : D^{T, Q^) -^ D^C^, C).

Remarquons que si on munit (PervintCT, Q^), *int) de la structure de ca-
tégorie tannakienne donnée par le théorème 3.7.5 de [G-L] le fondeur de la
catégorie Pervint(î^ Q^) à valeur dans celle des .FC(.s)-espaces vectoriels de di-
mension finie qui à un objet A associe 9Jî(RH/?^(A))(.s) est un fondeur fibre.
En particulier, pour tout objet A de (Pervint(T\ Q^), *int) on a un isomorphisme
canonique

97î(RH/^(detintA))(5) ^ deta?l(RH/^(A))(5).

On déduit donc du théorème 7.3.2 que la classe de 3JÎ(RH/3^(detintA))(5) dans
UG(n} est égale à [\(/3^A)8}h(6((3^A)). D'après [L-S2] il existe un unique
'D-module holonome simple M tel que la classe de yjl(M){s) soit égale à
h(6(/3^A)). Or si A est un objet simple de Perv(T, Q^) le P-module RH^(A)
est simple (la catégorie des modules holonomes réguliers est une sous-catégorie
pleine stable par sous-objets et quotients de la catégorie des modules holo-
nomes). Il suffit donc de vérifier que la classe de i3Jl{R}î^(H^(A))){s) c^
m(Rîî^(H;{A)))(s) dans UG{n} est égale à h{6((3^A)). En appliquant le
théorème 7.3.2 à /3^(JÏ,'(A)) on voit qu'il suffit de démontrer que la classe de
^(RHA^ff^A)))^) dans UG(n) est égale à [\8} h{6{^A)) avec À dans C^,
ce qui résulte des propositions 7.3.3 et 7.3.5. D

On note Çî(T)1 le groupe Ç.(T)1 := Z^^^m^W) (cf. 3.3). L'isomor-
phisme a induit une injection ^((G^c)71)1 c-^ Q\' En effet on a une injection
C(G^c)(Q^) c-^ G/Z, obtenue en composant l'injection C(G^c)(Q^) ̂  Q^
donnée par l'évaluation sur le générateur de X^Gy^c) avec les isomorphismes
Q^ ^ Cx ^ C/Z, le dernier isomorphisme étant donné par À i-> -j^-, et une
bijection canonique <?((G^c)71) ^ ^ qui à { S ^ x ) dans ^((G^c)71) associe L
tel que is o (ps,x '' G^c -^ (G^c)7' soit donné par xi = x^ pour î = 1,... , n.
On en tire via -0 une injection a^, : G\(T}1 ̂  Q\.
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PROPOSITION 7.3.3.— Pour tout objet A de Perv(T,Q^) on a l'égalité

^(^(7(A)))=^(^(A))).

Démonstration. — Pour n == 1 on a o^(7(A)) = ^(/î^(A)) par définition.
Pour n > 1 on se ramène à ce cas par le lemme 3.3.4 de [L-S1] que la proposition
3.4.2 du présent article et le lemme 3.3.2 de [L-S1] permettent d'appliquer. D

LEMME 7.3.4.— Considérons dans CXN le complémentaire j \ U '—> CXN

des diviseurs xi = 0, i = 1, • • • ,7V, et Si<^<7v^î = 1- Pour tout choix de
nombres complexes non nuls \i et ^ soit C le C- système local de rang 1 sur U
de monodromie \i le long de x^ = 0 et fJ, le long de Si<î<7v^ = 1. Il existe
alors des nombres complexes 0.1 et (3 vérifiant exp 2i7rai = \i et exp 2i7r/3 = p,
tels que KH-Rj^C ̂  V/I avec I l'idéal à gauche engendré par les

X i ( ̂  {Ok -XkQxk) +/3) - (û^ -^i9xi)
Kk<N

pour 1 < i < N.

Démonstration, — Pour tout choix de nombres complexes 0.1 et /? vérifiant
exp 2i7rai = \i et exp2i7r(3 = p, on a Dîi(V/I)\jj ^ C. Si [i 7^ 1, on a toujours
DR{T>/I) c^ Rj^C^ tandis que si ^ = 1, il suffit de prendre /3 dans N. D

PROPOSITION 7.3.5.— Soit 7 un élément de ^(T)711. 7Ï existe À dans C^
tel que la classe de 9Jl(RH/3^(ff,'(7)))(5) dans /HG(n) soit égale à [\8] ̂ (0^,7).

Démonstration, — En appliquant le lemme précédent au tore ©, avec ^' :
6 ^ (Gm.k)1^\ e^ ^u faisceau A»(7) (ou plutôt à son image f3^A\(^) dans
^(C^^^C)) considérés en 7.1, on obtient le calcul de RH/?^A»(7) et de
son image directe RH/S^lï^)), par un calcul en tout point similaire à celui
détaillé dans [Dw-L] p.169-172. D

Pour conclure remarquons qu'il aurait été suffisant de connaître l'énoncé
de la proposition 7.3.3 pour un ^ particulier, ce qui permettrait d'utiliser la
proposition 8.4.1 de [G-L] à la place de la proposition 3.4.2. En effet, on aurait
alors, pour tout isomorphisme ̂ , détint (A) ^ 6f\\^[^H^(A) avec À convenable
et on obtient À == 1 en appliquant le théorème 7.3.2 aux transformés des deux
membres par RH/?^.
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APPENDICE A

Soit R un anneau de valuation discrète complet d'inégale caractéristique,
d'idéal maximal 97t et de corps résiduel parfait k de caractéristique i. On note
K le corps des fractions de -R, K une clôture algébrique de K et 9Jt l'idéal
maximal de l'anneau des entiers de K.

Si a = {aij) e G\n(îi) et si F(t) G ^[[ti, • • • ,tn\], on note F0 la série de
R [[^i, • • • , ̂ ]] obtenue en substituant

([[(l+ti)^)-!
i

à^-. Sie= ( e i , ' " ,€n) e9Jr\ onposea( l+e) = (rL(l + ^)Q^J).

THÉORÈME A.l.— Soit a G Gl^(Z^) nne matrice semblable dans Gl^(Z^) a
une matrice diagonale et soit F(t) G Jî [ [ t i , - ' - ,^]] nne unité. Les énoncés
suivants sont équivalents.

(1) Poîzr tout entier f > 1 et pour tout e = (^i, • • • ,^n) ^ S î̂72' ^e^ ç^6; pour
tout i^ 1 + Ci soit une racine de l'unité d'ordre une puissance de i et tel
que 0^(1 + e} = 1 + e^

F(e) . F(a(l + e) - 1 ) . • • F^-^l +£)-!)

e5^ nne racine de l'unité. •

(2) F{0) est une racine de l'unité et il existe des entiers /3i, • • • ,/î^ ç Z^ et
une unité G{t) G R [[ti, • • • , tn}} tels que

F(t} = F(0) . n(l +1^ • G(t} . G^)-1.
2

La démonstration de cet énoncé occupe la suite de cette section. Dans
le cas où jR n'est pas ramifié, c'est une variante d'un résultat de Coleman
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[Col], généralisé par Anderson [A]. Remarquons que l'implication (2) => (1)
est immédiate. Pour la réciproque, on peut supposer, et on supposera dans la
suite, que F(0) == 1. On note (t) l'idéal engendré par les ti dans R [j^i, • • • ^tn}]'
On commence par l'énoncé additif suivant.

LEMME A. 2. — Soit a G Gl^(Z^) une matrice semblable dans Gl^(Z^) à une
matrice diagonale et soit f € l+(t)R[[ti^ • ' ' ,^]] (resp. l+Çt^R^t-^^'- • ^tn}]).
Si pour tout entier e > 1 et pour tout e = ( ^ i , - - - ^e-a) ê 9JÎ71 tel que, pour
tout z, 1 + Ci soit une racine de l^unité d'ordre une puissance de f- et tel que
ae(l + e) = 1 + e^ on a

^ f(a\l+e)-l)=0^
Q<i<e

alors il existe g G (t)R[[ti^ • • • ,^]] (resp. {t^R^t^^ ' ' • ^tn]]) vérifiant f(t} =
gW-g^t).

Démonstration. — Pour n == 1 et R = Z^ cet énoncé est démontré dans
[Col]. La démonstration s'étend directement au cas général. D

On va maintenant démontrer (1) =^ (2) quand R est une extension non
ramifiée de Z^, en reprenant essentiellement la démonstration de [Col]. On
note ^p le morphisme de Frobenius arithmétique associé à l'extension R \ Z^.
On suppose pour commencer que F G (^Jî^i, • • • ,^]]. On utilise à la suite
de [Col], [A] le logarithme tordu

r i + ( t ) R [ [ t ^ ' " ,^]]—^(^R[[ti , . . . ,^]jA • \fw ̂  iog/(f) -rMog^aa +t,Y -1)),
en notant / ( p la série obtenue en transformant les coefficients de / par y.
Le fait que cette application soit à valeurs dans (t}R [[^i, • ' • ^tn}} est con-
séquence du lemme de Dieudonné-Dwork pour le groupe multiplicatif formel
(cf. [I-K-Y] Lemma 4). On note À sa restriction : 1 + (^jR^i, • • • ,^]] —)-
(^.R^i, • • • ,^n]]. Le morphisme A est un isomorphisme d'inverse

~ Ut)2R[[tl,•••,tn]}^l+{t)2R[[t,,•••,t,}]
xp • \g(t) ̂  exp(E,>o ̂ ^ (((1 + tif - 1))).

On vérifie que cette application est bien définie. Il résulte du lemme de Dieudon-
né-Dwork pour le groupe multiplicatif formel qu'elle est à valeurs dans 1 +
(t^R^ti, • • • ,tn]}. Si F(t) e (t^R^ ' ' • ,tn}} vérifie (1), \F =g-ga d'après
le lemme A.2 et donc F = G • (G^)"1 avec G = Expg.
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II suffit pour terminer de démontrer que si F ç 1 + (t)R [[ti, • • • , tn}} vérifie
(1) il existe (Ai, • • • , \n) ^ Z^ et G e 1 + {t)R [[ti, • • • , tn}} tels que

^ IB1 + ̂  • G ' (G")"1 e 1 + (t^R ̂  ' " ^ ^
Pour cela on peut supposer, quitte à conjuguer par un automorphisme de la
forme ^•^n^^-1)-

/ai ... 0 \
avec (Aj) dans Gl^(Z^), que a est une matrice diagonale : ' • . ; . On

0 • • • a.
écrit 1 — ai = Uiir^ avec Ui une unité et ri un entier. Si

F = 1 + ^ 7,̂  mod (t)2
^

Kî<n

avec 7^ G lî, on a

AF= ^ (7z-7U^ mod(^)2.
Ki<n

De plus, comme, diaprés le lemme A.2, \F = g — g 0 ' avec g ç. (t)R[[t]_^ - - - ^n]],
il existe des ̂  dans jR tels que

7^ -^ = (1 -^)^-

On peut donc écrire
n/- — — À - 4- .̂ W/% — A! \ 'c 1z

avec À, e Z^ et 7,' G jR. Si on pose î9, = -^ e -R et G = r[i<î<n(1 + ^A) on

obtient le résultat cherché.
Pour traiter le cas où R est ramifié on a besoin de la proposition suivante

qui sera démontrée plus loin.

PROPOSITION A.3.— Soit a G Gl^(Z^) une matrice semblable dans Glyi(Z^)
a une matrice diagonale. Si F e 1 + (t)R[[ti, ' ' ' ,tn}} vérifie ( 1 ) et si il existe
un entier strictement positif N tel que F^ vérifie (2) alors F vérifie (2).

Démontrons le théorème quand R est l'anneau des entiers d'une extension
galoisienne finie totalement ramifiée du corps des fractions de W{k)^ de groupe
de Galois G. Soit TT une uniformisante de R. Soit F e 1 + (t)Jî[[^i, • • • ,^]]
vérifiant (1). Pour a G G on a

F/F'7 =1 mod7r(t)R[[t^-' ,tn}}.
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II existe donc un entier strictement positif m tel que

(F/Far=l mod^Wi,...,^]].

On écrit
F\°\ =Y[Fa JpF/F^).

o-çG açG

Comme la série ̂ ^F^ appartient à W{k}[[t^'" ,tn}}, la conclusion du
théorème vaut pour elle. D'après le lemme qui suit, il existe alors un entier stric-
tement positif N tel que F1^ vérifie (2) et la proposition A.3 permet de conclure.
En général, si R est l'anneau des entiers d'une extension finie totalement rami-
fiée du corps des fractions de W(k), il existe R' contenant R anneau des entiers
d'une extension galoisienne finie totalement ramifiée du corps des fractions de
W(k). Notons H le groupe de Galois de R' \ R. Soit F e 1 + (t)R [[t^, • • • , tn}}
vérifiant (1). Comme F vérifie (2) dans R ' ^ t i , ' " ,^]], F\11 vérifie (2) dans
R [[h, " • , tn}} ce qui permet de conclure d'après la proposition A.3. D

LEMME A.4. — Soit R un anneau de valuation discrète complet d^inégale ca-
ractéristique et de caractéristique résiduelle i. Si F e 1 + (^(t^R [[t\, ' ' ' ,tn}}
vérifie ( 1 ) alors F vérifie (2).

Démonstration. — Dans ce cas, considérons la série log F qui appartient à
i(t)R [[^i, • • • , tn}}. D'après le lemme A.2 , on peut écrire log F = g - g^ avec
g e £(t)R [[t^ • • • , tn}. On a alors F = G . (G^)-1 avec G = exp g. D

Démonstration de la proposition A.3. — Comme la série (1 + ^) l/m est
à coefficients dans Z^ pour m premier à i on peut supposer que N est une
puissance de t, et il suffit donc de traiter le cas N = i. Pour cela on utilise le
lemme suivant.

LEMME A.5.— On considère Vinclusion d'algèbres

R ^ ' - ' ^ ^ R ^ ' " ^ } }
donnée par 1 +ti 1-4- (1 +^/. On note a le prolongement naturel de l'action de
a sur R [[ti, • • • , tn}} en une action sur R [[t[, ' • • , ̂ J]. Si F^ vérifie (2) dans
R [[t^ • . • , tn}} alors F vérifie (2) dans R [ [ t [ , . . . , ̂ ]].

D'après le lemme A. 5 on a

F = JJ(1 +1'^1 . G\t1} • G'V)"1

i
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avec /3i, • • • , /?„ ç Z^ et G'{t'} ç l+Çt^R [[t'i, • • • , ̂ ]]. On peut de plus supposer
que les /^ sont tous nuls. En effet, on peut supposer que a est une matrice

h - °\
diagonale ; • . . ; , et on a fiai = (3i + (1 — ai)bi en écrivant

\0 ' " Oin)

F=l+^aiti mod^)2^!,... ,^]]

et
G'=l+^^ mod(^R[[^,...,^]].

Soit 1 l'ensemble des i tels que t divise (1 — c^); pour î e ï ^ t divise /?^. Comme
n^j(l + ̂  est de la forme H ' (^ra)-1 avec H e 1 + (^)^[[t^... ,^]]
(prendre Iî = ^^^(1+^)/?^(1-Q^)-1). en remplaçant F par ^•^zez( l+^)-/v^
on se ramène au cas où F{t) = G ' ( t ' } ' G10'^1)-1.

Le R [[^i, • • • , ̂ ]]-module R [[t[^ - - - , t^}} est libre de rang ^n. Il existe une
base (^)i<î<^ de ce module, avec (^i = 1 et ^(0) = 0 pour i ^ 1, telle
que a envoie chaque ^ sur le R [ [ t - i , ' " , ̂ ]]-multiple d'un ( p j . On note g :
^[ [^h*** ^'n}} "^ ^[[^l î"* ^n]] l3- rétraction a-équivariante donnée par la
projection sur <^i. Si on pose G = g(G1), on a G{0) = 1 et F = G • G^"1 (car
G ^ F ' G ^ ) . D

II reste à démontrer le lemme A. 5.

Démonstration du lemme A.5. — II suffit de démontrer que si un élé-
ment F de 1 + {t)R [[^i, • • • ,^]] est de la forme F^ = G ' (G0)-1 avec G e
1 + { t ) R [ [ t ^ - - - ,tn]} alors il existe G' G 1 + (t').R[[^ • • • ,^J] tel que F =
QI ^ ((^^^-i Q^ choisit une uniformisante TT de R et on note e l'indice de
ramification absolu : on a {{,) = (7r6). On note v^- la valuation Tr-adique.

Le lemme suivant est immédiat.

LEMME A.6. —

(1) Pour tout H e R [[ti, • • • , tn}} il existe H ' G R [[^, • • • , ̂ ]] tel que

H^ =H mod (7r).

(2) Pour tout H ' e R [[t[, • • • , ̂ ]] il existe H e R [[^i, • • • , tn}} tel que

H^ = H mod (7r).

On a les mêmes énoncés en remplaçant R [ [ t ^ ^ - - ' ,^]] par (t)R [[^i, • • • ,^]]
ou par 1 + (t)R[[t^'" ,^]] et R [ [ t [ , ' " ,^]] par (^)^[[^,... ,^]] OT ^ar
1+^Wi,...,^]]. D
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D'après le lemme il existe Hi ç 1 + (t')R [[t[, • • • ,^J] tel que

G = Ht mod (Ti-).

On pose Gi = G / H [ et Fi = F-{H^H?}-1. On aFf = Gi/G?, ̂ (G'i-1) > 0
Vv(Ff - 1) > 0 et par suite v^(F^ - 1) > 0. On va construire par récurrence sur
i des suites H,, Gi et F, d'éléments de 1 + (t')R [[t[, • • • , t'^]} tels que F,+i =
Fi • {Hi+i/H^)-1, Ff = Gi/G?, v^{Gi -1) > 0 et tels que les suites v^F, -1)
et v^(Hi — 1) soient strictement croissantes. Soit r = v^(Fi — 1). On écrit
F, = 1 + TT^ avec y e (t')R [[t[, • • • , t'^].

Si ri < e + r, on a

i^l+TT'V mod(7r^+1).

On déduit de la relation Ff = d/G^ que d - G^ G (n^R^, • • • ,^]].
Posons Qi = G±^1. D'après le lemme A.2, on a Qi = d - G^ avec d dans
1 + (t')R [[t[, • • • , <„]]. On en tire la relation

y/ = Gi - Gia mod (TI-).

Comme y/ = ^ mod (-n-) avec ^ € -R [[<i, • • • , <„]] d'après le lemme A.6, on en
déduit, en utilisant la rétraction g introduite plus haut, que

Ve = 7i - 7? mod (TI-),

avec 7, dans (t)R [[ti, • • • , tn]}. Il existe alors ̂  € (t')R [[t[, • • • , <„]] tel que

7^ =7, mod (TI-).

On pose Hi+i = 1 + TT^, G^ = Gi/Hf^, et F,+i = F, • (7î,+i/^)-1.

Si r£ = e + r, on pose u = li'ïï~e et on a

Ff = 1 + T^V + u^) mod (7r^+1).

Comme précédemment on peut écrire Gi - Gi01 == 'nrt(Gi - Gi0') avec Gi dans
1 + (t')R [[t[, • • • , *„]] et on en tire la relation

^+uy=Gi-Gia mod (7r).

Remarquons qu'il existe une unique série 7,' dans (t')R[[t[, • • • ,^J] telle que
^ + ̂ 'i = Gi-1. On pose alors Hi+i = 1 + TT^, G',+i = Gi/Hf^, et
F,+i = ̂  • (JW^+i)-1.

Si î-^ > e + r, on a

Ff = 1 + C^y mod ^e+r+ï).
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De façon analogue aux cas précédents on peut écrire Gi - G^ = ̂ (Gi - G^0)
avec Gi dans 1 + {t')R [[t[, • • • , t'J]. On en tire la relation

y = G, - G^ mod (TT)

et on pose alors H^ = 1 + TT^G, - 1), G,+i = Gi/H^ et F^i = F, .
(IW^f+i)-1.

On a i^ = G,+i/G^, v^Ff^ -1) > ^(F^ - 1) et donc aussi ^(F,+i -
1) > v^(Fi - 1) et, par récurrence, v^ÇH^ - 1) > v^{Hi - 1). Finalement, en
posant G' = [I î H,, on obtient F = G ' / G ^ . D

On déduit du théorème A.l l'énoncé suivant.

COROLLAIRE A.7.— Soit a e Gl^(Z^) une matrice semblable dans Gl^(Z^)
à une matrice diagonale et soit F(t} e R[[t-^^ " ^tn]} une unité. Les énoncés
suivants sont équivalents.

(1) Pour tout entier f > 1 et pour tout e = (^i, • • • , En) G TK^ tel que, pour
tout i^ 1 + EI soit une racine de l'unité d'ordre une puissance de t et tel
que 0^(1 + e) = 1 + e^ on a l'égalité

F{e) ' F{a(l + e) - 1) • . • F^-^l + e) - 1) = 1.

(2) II existe une unité G(t) e R[[ti^ ' ' • ,^n]] telle que

F(t)=G(t)'Ga(t)-l.

Démonstration. — L'implication (2) => (1) étant immédiate, il suffit de
démontrer la réciproque. Le théorème A.l permet de supposer que F est
de la forme ]~[î(l + ^)^ avec ^es A dans Z^ et on vérifie alors l'énoncé
directement. D
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B.l. Démonstration du lemme 5.1.4. — Soit K un corps local non archi-
médien d'égale caractéristique p. On fixe une clôture séparable K de K. Pour
toute extension L de K contenue dans K on note G{L) le groupe de Galois
Gol{K | L), I{L) le sous-groupe d'inertie et P{L) le sous-groupe d'inertie sau-
vage. Par extension de K on entendra extension contenue dans K. On fixe
un caractère additif non trivial ^ : K —^ Q^ et on note c('0) son conducteur.
Pour tout G(AT)-module V (i.e. un Q^-espace vectoriel de dimension finie muni
d'une action de G(K) définie sur une extension finie de Q^ contenue dans Q^
continue pour la topologie Sadique) et toute mesure de Haar dx sur K on note
e(V^^dx) et e^V^^dx) les constantes locales définies par Deligne dans [Dl].

Pour tout caractère ^ : G(K) —^ Q^ (défini sur une extension finie de Q^
contenue dans Q^ et continu pour la topologie ^-adique) on notera V-^ le G(K)-
module de rang 1 qui lui est associé. Par composition avec Phomomorphisme
de réciprocité Kx —^ GÇK)^ on obtient un caractère de K^ que l'on notera
également \.

Pour tout G(K)-mod\i[e V et tout caractère \ : G(K) —> Q^ on pose

r(V y ̂  - £o(y®y^cb)
r[V,x^)- ^y^dx) •

C'est un scalaire indépendant du choix de dx (d'après [Dl] 4.1). On posera
yi =yP(^

Par la théorie du corps de classe local, le lemme 5.1.4 est conséquence
directe de l'énoncé suivant.

PROPOSITION B.8. — Pour tout G(K)-module V il existe un élément z de Kx

tel que, pour toute extension non ramifiée K' \K et tout caractère modérément
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ramifié \ : G{K'} —> Q^ on ait

rÇResG(K') V,x^° Tr^ | ̂ ) = ̂ {z) r((ResG(^) V}\ ̂  o Tr^ x).

Démonstration. — Comme à ^ et ^ fixés les invariants ^(Resç/^n ̂  X^ °
Tr^/ ^) et r((Res^(^/) V)^,'0 o Trj^/ ^) sont multiplicatifs sur les suites
exactes courtes, ils ne dépendent que de la classe de V dans le groupe de Gro-
thendieck des G^A^-modules. Par [Dl] 8.12 et le théorème de Brauer il suffit
de traiter le cas où V est de la forme V = Ind^j^ W avec W un G(L)-module

de rang 1 et L une extension finie de K. On a alors V1 ̂  ïnd0^^^ Wt, Wt
1-'{K)G[L) 7

étant vu comme P(7^)G(L)-module en faisant agir trivialement P(K). Deux
cas sont possibles : Wt = 0 ou W1 = W.

B.2. Le cas Wt = 0 . — Commençons par traiter le cas où V = W. On
a W = Va avec a : G{L) —^ Q^ un caractère sauvagement ramifié, i.e. de
conducteur m > 2. Posons n = [mM]. Il existe y dans L de valuation -(m +
c(^)), bien défini modulo -n-^^W) (avec TT une uniformisante de L), tel que
a(l + a) = ̂ (ya) pour tout a dans L vérifiant v^(a) >_ n. D'après un calcul
effectué dans [Dl] p. 546, pour tout caractère \ de €?(£), de conducteur < m—n,
on a

eoÇVa^V^^.dx) ==)(~l(y)Eo(Va^,dx).

Comme m — n > 1, cette égalité est en particulier vérifiée pour tout caractère
^ qui est modérément ramifié.

Si L' est une extension finie non ramifiée de L, on a, pour x G Ou,

NL' IL^+^-I+T^, ]^) mod 7r2^.

On en déduit que si v^{x) > n on a

a o N^, |^(1 + x) = a(l + Tr^ |L^)) = ̂ (y Tr^ |L x} = ̂ (T^, |^(^)).

Par le calcul précédent on obtient que

^(Res^(^) W, x^ ° ̂ L' \ L) = X~1 {y)

pour tout caractère modérément ramifié ^ de G{L'}.
En général, soit K ' une extension finie non ramifiée de K. On choisit

un ensemble de représentants S dans G{K) de l'ensemble des doubles classes
G{K'}\G(K}IG{L}. On note U le corps de groupe de Galois G(L') = G(L) H
G(K'}. C'est une extension non ramifiée de L. Pour s dans 5 on note K'g le corps
de groupe de Galois G{K',} = sG(L)s~1 n G(K1). Comme C7(AT') est normal
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dans G{K), on a G{K1,) =sG{Lf)s-l et donc K', = L18'1. Soit IV, le 0(7^)-
module obtenu par restriction de W à partir de G{K^) -^ G(L') -> G(L). Par
la formule des doubles classes (cf. [Se] Proposition 15), on a

Res^/) V = ©^Ind^(ï^).

On en tire, par [Dl] 5.6, que l'on a, pour tout caractère modérément ramifié \
deG(^'),

r(Res^(^) V,x^° Tr^, | ̂ )

= ]ïr{W^x°^K^ K ' ^ ° ^ K ' , \ K }
sçS

= JJ r(Resc(u) ̂  X ° N^ ] ̂  o 5, ̂  o Tr^ \ K °s)
s^S

= JJ r(Res^(z/) ̂  X 0 N^ [ ̂  o 5, ̂  o Tr^ j^)
se5'= n^"10^!^^)
se5'

= x '^NLjxy),
d'où le résultat, car Vt = 0.

B.3. Le cas W1 =W. — On note W le P(AT)G(L)-module obtenu en faisant
agir P{K) trivialement sur W. On a P(K)G(L) = G{KnL) en notant K l'ex-
tension modérément ramifiée maximale de K dans K et V1 = ïïid0^ W ' .

G(KnL)
En général, si E est une extension finie de K d'uniformisante TT^;, si (3

est un caractère modérément ramifié Ex —^ Q^ et ^ est un caractère additif
non trivial, on notera /3 le caractère induit par /3 sur le corps résiduel, ^^
le caractère induit par y ^ ^(TT^; -1^/), et g{/3^^^) la somme de Gauss
— ̂ xç(OE/7^E)x ^(^^TT^^)' S1 U est un G?(^)-module modérément ramifié de
rang 1, et (3 le caractère associé à U, on a, pour tout caractère modérément
ramifié \ de €?(£'),

r^^^-X-1^^-1)^!^^
<^ .̂J

En particulier, fixons des uniformisantes TT^^ et 71-7, de ATriL et L respec-
tivement. Pour tout caractère modérément ramifié (3 : (K H L)x —^ Q^ on a,
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en posant À; = OL/TI-L = OKHL/^K^

9(P^L KnL^°^L\K^ = - E ̂ L ^nL^)^T^^(^)
aefcx

= -E^^^0^^)
aîçfcx

= _ ̂  ̂ [^^oT^ ̂ .̂[L:̂
.refcx

= (?(/?, v°'KL 1^)
= ^(A)(^oT^ )

1 ^KDL

avec A dans kx ne dépendant que de ^ et des uniformisantes Tr^r et TTL-
On déduit de ce qui précède qu'il existe C dans (K H L)x, bien défini

modulo TT^^ et ne dépendant que de ^ et des uniformisantes TT^^ et TT^, tel
que, pour tout caractère modérément ramifié ^ de G{K D L), on ait

r(W, RCS^) ̂  ̂  o Tr^ | x) = X{C) r{W'\ ̂  ̂  o Tr^^, ̂ ).

De plus cette égalité reste valide, avec le même C modulo TT^^, si on remplace
L par une extension finie non ramifiée V et K H L par K H I/.

Soit J^' une extension finie non ramifiée de K. On reprend les notations
du cas précédent. Pour tout caractère modérément ramifié \ de G [ K ' } on a

rÇResQ^) V^X^° Tr^' | x) = H r(Res^/)w^ ° N^ ^ ° «^ ° Tr^ j^)
se5'

et

r(Res^/) V^x^ 0 ̂ x/ |x)

= J] r(Res^^^,) ̂  x ° N^^ , ̂  o s, ̂  o Tr^ , ̂ ).
se5

D'après ce qui précède on a

r(ResG'(x') V.X^° Tr^ [ ̂ ) r(Res^(^) V\ ̂  o Tr^/1 j^)"1 =

=^^O Nxn^|^(5 c 7)=x(N^L Xe7).
5^5

ce qui donne le résultat. D
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