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INTEGRALES ORBITALES SUR GL(N, F) OU F
EST UN CORPS
LOCAL NON ARCHIMEDIEN

Bertrand Lemaire

Résumé. — Soient F' un corps commutatif localement compact non archi-
médien de caractéristique p > 0 et N un entier > 2. Nous prouvons en détail
les résultats de base de la théorie des intégrales orbitales sur G = GL(N, F),
résultats pour la plupart connus mais non encore rédigés pour p > 0 : conver-
gence, propriétés de descente, développement en germes au voisinage d’un point
d’orbite fermée et leur indépendance linéaire, caractérisation sur I’ensemble des
éléments absolument semi-simples réguliers, densité des intégrales orbitales ab-
solument semi-simples réguliéres dans I’espace des distributions invariantes. Le
traitement des éléments inséparables, i.e. ceux dont une au moins des compo-
santes irréductibles du polynéme minimal est inséparable sur F', nous conduit &
découper les nappes de Dixmier de G en sous-nappes et & produire une norma-
lisation JE(f,z) (f € CX(G), z € G) des intégrales orbitales sur G induisant,
pour toute fonction f € C°(G), une application = ~ JY(f,z) localement
constante sur chacune de ces sous-nappes.

Abstract. — Let F be a non-archimedean locally compact field of cha-
racteristic p > 0 and N an integer > 2. We prove in detail the basic results
of the orbital integral theory on GL(N, F'). Most of them are already known
but had never been written before for p > 0 : convergence, reduction formu-
las, germ expansion in a neighbourhood of a point in a closed orbit and linear
independence of the germs, characterization on the set of regular absolutely
semi-simple elements, density of the regular absolutely semi-simple orbital in-
tegrals in the space of invariant distributions. The treatment of the inseparable
elements, i.e. those whose minimal polynomial has at least one component in-
separable on F'| leads us to break down the Dixmier strata of G in sub-strata
and to produce a normalization JC(f,z) (f € C®(G), z € G) of the orbital
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integrals on G which induce, for all f € C®(G), a map = — JC(f,z) locally
constant on each of these sub-strata.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Préambule

Ce papier ne prétend pas a 'originalité dans la mesure ou il contient rela-
tivement peu de résultats vraiment nouveaux. D’ailleurs, nous conseillons aux
spécialistes de commencer la lecture directement & partir de la section 4. Nous
avons essayé de rassembler, en rédigeant complétement les démonstrations in-
trouvables dans la littérature, les résultats de base de la théorie des intégrales
orbitales sur G = GL(N, F) ou F est un corps commutatif localement compact
non archimédien (non discret) de caractéristique p > 0 et N un entier > 2.
Insistons sur le fait que pour p = 0, et méme, plus généralement, pour p ne
divisant pas NN, on dispose aujourd’hui de résultats beaucoup plus profonds
— et trés souvent valables pour n’importe quel groupe réductif connexe dé-
fini sur F' — que ceux présentés ici. Pour p > 0 en revanche, la théorie est
beaucoup moins avancée; d’ou l'intérét de disposer d’un terrain solide permet-
tant plus tard d’approfondir cette théorie, voire de I’étendre & d’autres groupes
que le groupe GL(N). Cette rédaction nous a semblé nécessaire pour plusieurs
raisons : si la philosophie générale veut que la plupart des énoncés relatifs a
Panalyse harmonique sur GL(N), vrais en caractéristique nulle « passent» &
la caractéristique > 0, les arguments utilisés sont parfois bien différents d’une
caractéristique & l'autre; les techniques que nous présentons, de nature es-
sentiellement algébrique, sont toutes indépendantes de la caractéristique; la
normalisation des intégrales orbitales sur G (issue des travaux de Bushnell-
Kutzko [BK]) introduite dans la section 4, semble particuliérement adaptée,
si p divise N, aux problémes liés au nombre infini de classes de conjugaison de
sous-groupes de Cartan de G ; un outil, donc, pour de prochains travaux.
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1.2. Description des résultats

L’article s’organise en cinq sections, auxquelles s’ajoute la présente intro-
duction.

Dans la section 2, on rappelle la structure des classes de conjugaison de G
en insistant sur les particularités issues de la caractéristique > 0. Les compli-
cations sont essentiellement dues & la présence, si p divise N, d’éléments in-
séparables, i.e. dont une au moins des composantes irréductibles du polynéme
minimal est inséparable sur F', instables par extension algébrique du corps de
base. On a en particulier deux notions d’élément semi-simple [B] Alg. VII,
§9 : les éléments absolument semi-simples, i.e. qui restent semi-simples lorsque
considérés dans GL(N, F) pour une cloture algébrique F de F, et les éléments
semi-simples inséparables. Au voisinage de ces derniers, les techniques clas-
siques en caractéristique nulle fondées sur le déploiement d’un sous-groupe de
Cartan de G par extension séparable (finie) du corps de base sont inutilisables :
les orbites inséparables « dégénérent» par extension radicielle de F, cf. la re-
marque (2.4.1). De plus, la décomposition de Jordan en parties semi-simple
et unipotente commutant entre elles, couramment utilisée dans la théorie des
intégrales orbitales en caractéristique nulle, n’existe pas pour les éléments in-
séparables. On note G C G Densemble des éléments séparables et G. Cc G
I’ensemble des éléments réguliers absolument semi-simples.

Une orbite Og(s) (s € G) est fermée dans G (pour la topologie w-adique sur
G ou w désigne une uniformisante de F') si et seulement si s est semi-simple,
et pour tout z € G, la proposition (2.3.1) décrit explicitement la fermeture
Og(z) de Porbite Og(x) dans G; en particulier Og(z) contient une unique
orbite fermée : 1'orbite fermée associée ¢ x. Un élément z € G est dit irré-
ductible (resp. elliptique) si son polyndme minimal (resp. caractéristique) est
irréductible sur F'.

On reprend la décomposition de G en nappes de Dixmier utilisée dans
[BDKV], décomposition que I’on affine en stratifiant chaque nappe en sous-
nappes : une sous-nappe X, g d'une nappe X, est I’ensemble des éléments de
X dont l'orbite fermée associée est contenue dans la nappe Xg. Les propriétés
topologiques des nappes et des sous-nappes sont décrites en 2.5 et 2.6.

En 2.8, on rappelle la généralisation aux orbites quelconques, rédigée par
Laumon [La|, des constructions de Howe pour les orbites unipotentes [Ho].
Signalons le role central du lemme (2.8.1) dans la théorie des intégrales orbitales
puisque c’est grace a lui qu’on peut dans la section 3 montrer leur convergence.

Dans la section 3, on établit, avec une attention particuliére aux questions de
normalisation, les propriétés fondamentales des intégrales orbitales sur G. La
preuve de leur convergence, rédigée par Laumon [La] sur des idées de [ BDKV]
généralisant le travail de Howe [Ho| pour les intégrales orbitales unipotentes,
est basée sur la notion de descente parabolique : pour tout z € G et toute
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1.2. DESCRIPTION DES RESULTATS 3

fonction f € C(@G), lintégrale orbitale sur G de f au point z se réduit, via
descente parabolique, & 'intégrale orbitale sur un sous-groupe de Lévi M de
G d’une fonction fyr € C°(M) en un point zpr € M (la composante de z sur
M) irréductible dans M (3.3.1), d’ou la convergence puisque 'orbite Oz (zas)
est fermée dans M ; de plus, si L est un sous-groupe de Lévi contenant le
centralisateur de z dans G, 'intégrale orbitale sur G de f au point z se réduit,
via descente parabolique, a I'intégrale orbitale sur L au point z d’une fonction
fr € C¥(L) (3.3.3). On appelle normalisation des intégrales orbitales sur G
la donnée, pour chaque orbite O de G, d’'une mesure AdG-invariante non nulle
sur O. En 3.4, on définit naturellement & partir des éléments irréductibles de
G et de la propriété de descente (3.3.1), une normalisation « I » des intégrales
orbitales sur G compatible & la propriété de descente (3.3.3).

Les points suivants sont cités dans [BDKV] mais, & notre connaissance,
non rédigés pour p > 0; on a donc puisé avec circonspection dans la littérature
écrite en caractéristique nulle (principalement la thése de Rogawski [R 1] et
Particle de Vignéras [V]) : développement en germes au voisinage d’un élément
semi-simple (3.5.2) et formule d’homogénéité des germes au voisinage d’un
élément central (3.6.2). Insistons sur le fait — trop souvent négligé — que ces
germes, en tant que germes d’intégrales orbitales sur G, dépendent étroitement
de la normalisation des dites intégrales orbitales que ’on a choisie. Pour tout
sous-groupe de Lévi L contenant le centralisateur dans G d’un élément semi-
simple s de G, les germes (définis par la normalisation « I ») au voisinage de s
dans L sont les restrictions & L des germes (définis par la normalisation « I »)
au voisinage de s dans G (3.5.5). La propriété d’indépendance linéaire des
germes (définis par n’importe quelle normalisation des intégrales orbitales sur
G) est montrée dans la section 5.

Dans la section 4, on présente une approche nouvelle, adaptée au traite-
ment des éléments inséparables. L’idée, suggérée dans [DK] puis [BDKV], est
de produire une normalisation des intégrales orbitales sur G induisant, pour
toute fonction f € C°(G), une application «intégrale orbitale de f» locale-
ment constante sur chacune des sous-nappes de G. Notons qu'’il n’existe pas de
normalisation des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction f €
C(Q), une application «intégrale orbitale de f» localement constantes sur
les nappes de Dixmier, cf. la remarque (4.4.3). Pour ce faire, on réduit comme
dans la section 3 le probléme aux éléments irréductibles, éléments au voisinage
desquels on dispose des fines constructions de Bushnell-Kutzko [BK]. Si s € G
est irréductible, considérons une strate simple [G,nF(s), —(kr(s) +1),s] ou G
est un Op-ordre héréditaire dans M (N, F') normalisé par F[s]* et maximal
pour cette derniére condition ; pour la notion de strate simple et la définition
des entiers np(s) et kr(s), on renvoie & 4.2. Soit alors dgs la mesure de Haar
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sur le centralisateur G5 de s dans G définie par

d
vol({g € G:g 'sge s+ Jng(s)+1 , —i) =1
dgs
ol Jng(s)H est la puissance (kr(s)+1)-iéme du radical de Jacobson de G et dg

la mesure de Haar sur G telle que vol(GL(N,Of),dg) = 1. On vérifie que dg;
ainsi définie ne dépend pas du choix de G. Etendue par descente parabolique
& tous les éléments de G, cette normalisation — dite normalisation «J» —
des intégrales orbitales sur G induit, pour toute fonction f € CS°(G), une
application «intégrale orbitale de f» localement constante sur chacune des
sous-nappes de G (4.4.2). Comme les germes introduits dans la section 3 sont
des germes d’intégrales orbitales sur G, on peut en retour (dans la section 6)
caractériser les intégrales orbitales sur G définies par la normalisation «.J»
(6.1.2) : ce sont les fonctions Ad*G-invariantes ® : G — C admettant un
développement en germes (définis par la normalisation «.J») au voisinage de
chaque élément semi-simple de G et telles qu’il existe une partie compacte
Q2 C G telle que {g € G: ®(g) # 0} C AdG(D).

Mais revenons un instant sur cette normalisation «J». Soit s € G irréducti-
ble. Posant £ = F[s], on a G; ~ GL(d,E), d[E : F] = N. Soit alors dg; la
mesure de Haar sur G telle que (en identifiant G4 avec GL(d, E))

vol(GL(d, Or),na(s) " tdgs) = 1
avec X .
nG(s) = q2° B/ |detyioi )\ Lie(e) (1 — Ads™ )|

ou q est le cardinal du corps résiduel de F et §(E/F') 'exposant du discriminant
de I'extension E/F. Etendue par descente parabolique & tous les éléments de
(N}', cette normalisation des intégrales orbitales séparables sur G induit, pour
tout # € G (séparable ou non) et toute fonction f € C°(G), une application
«intégrale orbitale de f» constante au voisinage de = dans X N G ou X est la
sous-nappe de G contenant x (4.5.1) ; en d’autres termes, il existe une constante

A = Ag(x) > 0 telle que pour tout y € X N G suffisamment proche de z, la
mesure dg, sur G, donnée par la normalisation «.J» coincide avec Aldg,.

La preuve de la propriété d’indépendance linéaire des germes (5.6.1) élaborée
dans la section 5 constitue la partie la plus délicate de I'article. C’est bien
entendu le cas s € G semi-simple inséparable qui pose probléme : pour s €
G absolument semi-simple, on peut procéder comme en caractéristique nulle,
cf. la remarque (5.6.2). Fixé un élément s € G semi-simple, que I'on peut
supposer irréductible grace & la propriété de descente des germes définis par la
normalisation «I» (3.5.5), toute la difficulté consiste & se ramener au cas ou s
est central dans G, plus précisément a réduire les intégrales orbitales sur G des
fonctions f € C°(G) au voisinage de s dans G a des intégrales orbitales sur
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G, de fonctions ¢ € C2°(G,) au voisinage de s (ou de 1) dans G;. En fait, il
suffit de réduire «suffisamment» d’intégrales orbitales elliptiques sur G a des
intégrales orbitales elliptiques sur G5. On y parvient, assez péniblement, grace
aux résultats de [Le 2] et a la machinerie de Bushnell-Kutzko [BK].

Dans la section 6, on prouve la caractérisation des intégrales orbitales sur G
énoncée plus haut puis, grace a la proposition (5.6.1), la variante suivante sur
G~’r (6.1.3) : toute fonction Ad*G-invariante d : ér — C admettant un déve-
loppement en germes (définis par n’importe quelle normalisation des intégrales
orbitales sur ) au voisinage de chaque élément semi-simple de G et telle qu'il
existe une partie compacte Q C G telle que {g € G : ®(g) # 0} C AdG(Q),
est une intégrale orbitale sur G. Quant & la propriété de densité des intégrales
orbitales absolument semi-simples réguliéres dans l’espace des distributions
AdG-invariantes sur G (6.2.2) — a l'origine de cet article, puisqu’on en avait
besoin pour clore la preuve de la conjecture de Howe pour G en caractéristique
> 0 (cf. [Le 1] Chap. 4) —, elle s’obtient facilement grace, & nouveau, a la
propriété d’indépendance linéaire des germes (5.6.1).

Ce papier s’inspire trés largement du chapitre 3 de [Le 1]. Signalons que la
démonstration de la propriété d’indépendance linéaire des germes donnée dans
le numéro 4.3 du dit chapitre n’est pas correcte, puisque basée sur une formule
d’entrelacement fausse en général. La section 5 du présent article répare cette
erreur.
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CHAPITRE 2

LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

2.1. Notations

Soient @ = Op lanneau des entiers de F, P = Pr l'idéal maximal de
O, kF le corps résiduel de F' et q le cardinal de k. Fixons une uniformisante
w = wr de F et notons | | la valeur absolue sur F' normalisée par |w|r = ¢~ 1.
Si p > 0, on identifie F' & kp((w)), le corps des séries de Laurent formelles en
l'indéterminée w sur Kg.

Soit V =FN. L’algébre de matrices M (N, F), identifiée & A(V)=Endp(V),
est munie de la topologie w-adique induite par F'. Le corps F' est naturellement
identifié au centre de A(V'). Sauf mention du contraire, toutes les notions to-
pologiques utilisées font référence a la topologie w-adique. Notons que puisque
F est complet, pour toute extension finie F’/F la topologie w-adique produit
sur F' (identifi¢ a FIF'*F1) coincide avec la topologie wpm-adique ot wp est
une uniformisante de F”.

On note Ad : G — Autp(A(V)) la représentation adjointe de G et 'on
appelle orbite une AdG-orbite dans A(V'). Soit H est un sous-groupe de G.
Pour z € A(V), on note Og(z) = {h~'zh : h € H} ’AdH-orbite de z et
H, = {h € H : h"lzh = z} le fixateur de z dans H. Pour X C A(V), on note
AdH(X) l'union des AdH-orbites Og(z), * € X. On note Uy ’ensemble des
éléments unipotents de H et 'on pose U = Ug.

On utilise le langage des groupes algébriques de la maniére (abusive) sui-
vante. Tous les groupes algébriques que l'on considére sont supposés définis
sur F et 'on n’introduit que leurs groupes des points sur F. On appelle
groupe w-adique le groupe des points F-rationnels d’un groupe algébrique li-
néaire connexe défini sur F', muni de la topologie w-adique induite par F.
Un groupe w-adique H = H(F) est dit réductif si H est réductif, déployé si
H est F-déployé, etc. On appelle sous-groupe parabolique (resp. tore, sous-
groupe de Cartan, etc.) d’un groupe w-adique H = H(F') le groupe des points
F-rationnels d’un F-sous-groupe parabolique (resp. F-tore, F-sous-groupe de
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Cartan, etc.) de H ; si de plus H est réductif, on appelle sous-groupe de Lévi
de H une composante de Lévi d’un sous-groupe parabolique P = P(F) de
H i.e. le groupe des points F-rationnels d’'un F-sous-groupe de Lévi de P. Si
H = H(F) et H' = H'(F) sont deux groupes w-adiques, un morphisme (de
groupes w-adiques) ¢ : H — H' est un homomorphisme de groupes induit par
un morphisme (de groupes algébriques) ¢ : H — H' défini sur F.

Soit I'r I’ensemble des groupes w-adiques isomorphes & un produit de la
forme [];_; GL(n;, F]) pour des entiers n; > 1 et des extensions finies F/F.

2.2. Parameétrisation des orbites de G

Soit II ’ensemble des partitions, i.e. ’ensemble des suites d’entiers > 0
presque tous nuls (o > ag > -+ > ayp > ---). On définit le poids || d’une
partition & = (aq > ag > -+ > ap > ---) par la formule o] = Y2, o;.
Pour tout entier m > 1, on note IL,,, ’ensemble des partitions de m, i.e. le
sous-ensemble de IT formé des partitions de poids m. A toute partition a =
(1 > g >+ > an > --+), on associe la partition duale & = (&1 > Gg >
o+ > Gy > -+ ) définie par &; = #{i : oy > j}. L’application IT — I, a = &
induit, par restriction pour chaque entier m > 1, une bijection II,, — II,;,. On
a sur II,, une relation d’ordre partiel « <» définie comme suit. Si «, § sont
deux partitions de m, alors a < 3 si et seulement si pour chaque entier £ > 1,
Zle a; < Zle B;. On vérifie aisément la propriété (cf. [M] Chap. 1)

a<f< fB<a.

Deux partitions «, 3 de m telles que a < (3 sont dites adjacentes si a # 3 et
s'il n’existe pas d’élément v € I1,,, tel que vy # a, Yy # B et a < v < (.

L’ensemble U est union finie de classes de conjugaison, paramétrées par les
éléments de II. Rappelons briévement la construction, telle qu’on peut par
exemple la trouver dans [Ho]. Si u € U, on note {V} :i=0,...,r} (o r —1
est le rang de u — 1) le drapeau de V défini par V! = ker{(u —1)*: V — V}
et ay, la partition de N duale de la partition A = (A > g > -+ > Ay > --+)
donnée par \; = dim(V?) — dim(Vi ') sii € {1,...,r} et \; = 0sid > r.
L’application u — «, induit une bijection entre l’ensemble des orbites de U
et IIny. Pour chaque o € Ily, on note O, l'orbite unipotente associée & «
i.e. I'union des u € U tels que o, = a.

Tout x € G définit sur V une structure de F[T]-module V,. Deux éléments
z, y de G sont dans la méme orbite si et seulement si les F[T]-modules V, et
V, sont isomorphes. Ainsi I'application x + V; induit une bijection entre

— P’ensemble des orbites de G,

— I'ensemble des classes d’isomorphisme de F|[T]-modules W tels que
dimp(W)=Net TW =W.

MEMOIRES DE LA SMF 70
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Soit @ C F[T'] 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de degré > 1,
excepté le polyndome 7'. La théorie des modules sur les anneaux principaux
assure Vexistence (et 'unicité) d’une application

Gx®p =10, (z,f) = Y (f) = (a(f)1 = %a(fl2 > > Ua(f)n>--)
telle que pour chaque z € G,

V.~ @ FI)/(feev)
fE€dF,i>1
(isomorphisme de F[T]-modules). Alors ([B] Alg. VII, n°5, Prop. 3), applica-
tion x — 9, induit une bijection entre

— P’ensemble des orbites de G,

— l’ensemble des applications ¢ : @ — II telles que || || = N
ot 411 S ¥ e, des(NI()]-

Pour chaque application 1 : ®p — II telle que |4 || = N, on note Oy 'union
des x € G tels que 1, = 1. Ainsi, Oy est une orbite unipotente de G paramétrée
par a € Iy (i.e. Oy = O,) si et seulement si (T — 1) = a et |(f)| = 0 pour
tout f € ®p — {T — 1}.

Le support d’une application ¥ : ®r — II est I’ensemble des polynomes
f € @ tels que |[¢(f)] # 0; on le note Supp(¢)).

2.3. Fermeture des orbites de G

Soit € G. Pour chaque entier k > 1, posons Dy j = HfE<I>F f¥=(Nk . Ainsi,
{Dg.N|Dgn-1]|...|Dg1} est la suite des diviseurs élémentaires de .

(2.3.1) PROPOSITION. — Soit x € G. La fermeture Og(x) de l'orbite Og(x)
dans G pour la topologie w-adique est union disjointe des orbites Oy o v
parcourt l’ensemble (fini) des applications ®p — 11 telles que pour tout f € O,

[P (N = [a(f)] et $(f) < ().

Démonstration. — Soit y € Og(z). Comme z et y ont méme polynoéme ca-
ractéristique, pour tout f € ®p, on a |y (f)| = |¥(f)|- De plus ([B] Alg. VII,
§56 App., n°3, Prop. 5), pour chaque i € {1,...,N}, le polynéme P,; =

2;10 Dy n_i est le p.g.c.d. des mineurs d’ordre 4 de la matrice (T' — z) €
GL(N,F[T]); on en déduit que P,; divise Py; (¢ = 1,...,N) donc que
[1._, Dy divise [T;_; Dok (i = 1, ..., N) et finalement que ¢, (f) < %5 (f)
pour tout f € ®p.

Réciproquement, soit y € G tel que |1y (f)] = [1bz(f)] et ¥y (f) < ¥z (f) pour
tout f € ®F ; on suppose que y n’appartient pas a ’orbite Og(z). Commencgons
par isoler les composantes primaires de z. Pour f € Supp(¢;) C ®p, notons

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997



10 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

Vi le sous-espace vectoriel de V défini par V; = ker{f(z)™) : V - V} on
m(f) = ¥z(f)1 est la multiplicité de f dans le polyndme minimal de z. La
décomposition de V en V = @V ou f parcourt les éléments de Supp(ts)
définit un sous-groupe de Lévi de G

M={geG:gVyC Vi, Vf € Supp(¢z)} = Hf GL(Vy).

Quitte & remplacer y par g'lyg pour un g € G, on peut supposer que y € M.
Il suffit alors de montrer que y est dans la fermeture dans M de I’AdM-orbite
O (z). On est donc ramenés au cas ou le support de 1, est réduit & un élément,
disons f.

Soit d = deg(f) et soient a = (a1 > e > -2 an>--), B=(b1 > B2 >
“++ > oy > --+) les partitions de N/d définies par o; = ¥y (f); et B; = Yz(f);.
Par induction grace a la transitivité de la relation d’ordre partielle « <» sur
/4, on peut supposer les partitions o < B adjacentes c’est-a-dire de la forme

a; = 3 sii g {m,n}
am = fBm —1
an=,3n+1

pour deux entiers m > 0 et n > m + 1. On peut sans perte de généralité se
limiter & I’étude des deux cas de figure suivants :
casl:a1 =01 —1,aa=1et ag = G =0,
cas2:ay=Ff1i—1l,aa=0+1>1letaz=03=0.
La derniére étape consiste & construire, pour chacun de ces deux cas, une
application algébrique A : F — G telle que A(0) € Og(y) et A(n) € Og(z)
pour tout n € F — {0}. On pose f = T% + c4_1T% 1 +--- + 1T + ¢y et 'on
note J et I(n) (n € F) les matrices d X d définies par

0 . 0 —co 0 0 7

1 —c1 : 0
J=10 1 » I(n) =

: . .0 : : :

0 ... 0 1 —c41 0 ... ... 0

Dans le cas 1, le F[T]-module V, s’identifie & F[T]/(f?') muni de la base

{1’T7""Td_l;frva'-aTd_lf;"';f%—lan%_l,...,Td_lf%_l}
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2.3. FERMETURE DES ORBITES DE G 11

et la matrice de la multiplication par T dans cette base est

J 0 ... ... 0
1 J I
A= o 11 . .o (B1 x By blocs).
. . S
0 0 I(1) J

Pour ¢ € F, on définit la matrice

J 0 ... ... 0
I(n) J :

Afm)=Ag =] o 101) . "~ | (Brxp blocs).
0 . .0
0 ... 0 I1) J

1l est clair que A(0) € Og(y); pour n # 0, A(n) = g~'Ag ot g = g, (n) est
la matrice diagonale diag(nlg,1q,...,1q) (31 blocs diagonaux, 14 désignant
la matrice identité de GL(d, F)). L’application n — A(n) construite ci-dessus
vérifie donc les propriétés voulues.

Dans le cas 2, le F[T}-module V;, s’identifie & F[T]/(f?)® F[T)/(f??) muni
de la base

{LT,..., T Y £, Tf,..., T ;. fP-t ph=t L pd=t phimitx
{(1,T,..., TV £, Tf,..., T ;. fPt T b=l pd-1fB2-13

et, avec les notations introduites plus haut, la matrice de la multiplication par
T dans cette base est la matrice diagonale par blocs

A’ = diag(Ag, (1), A, (1)).

Pour n € F, on définit la matrice

It o ... ... 0

v [ Ag(m) O 1 0 o . :

A(Tl)—( ﬂT Aﬁ2(1)>’T~ o (B2 x By blocs).
o ... 0 0 O
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12 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

Ainsi, A'(0) € Og(y) et pour n € F — {0}, A'(n) = ¢'"'A’¢’ on

0 -1, 0 ... O
! 96 (1) 0 ) 9
= , 2= x (31 blocs).
0 ... ... 0 -1y

Comme pour le cas 1, 'application n — A’(n) vérifie les propriétés voulues. [

(2.3.2) COROLLAIRE. — (i) Les éléments d’orbite fermée dans G pour la to-
pologie w-adique sont les x € G tels que P, (f)i € {0,1} pour tout f € O et
tout entier i > 1 (i.e. les éléments « semi-simples» au sens de [B] Alg. VIII,
§9, Déf. 1).

(i) La fermeture dans G d’une orbite O pour la topologie w-adique est union
de O et d’un nombre fini d’orbites de dimension (en tant que variétés w-
adiques) strictement inférieure a la dimension de O. En particulier, toute orbite
de G est une sous-variété w-adique localement fermée de G.

Démonstration. — Le point (i) découle directement de la proposition (2.3.1).

Pour (ii), soit z € G et soit y € Og(z) — O¢(z). La dimension de I'or-
bite Og(y) coincide avec N? — dim(G,) et P’algébre de Lie de G s’identifie a
End g7 (Vy) dont la dimension est —N +2 Zf\il ideg(Dy;) ([J] Theorem 3.16).
Ainsi, reprenant la notation P,; = Z—:l() D, n—i (z € G) introduite au début
de la preuve de (2.3.1), on obtient

N
P .
2.3.3 dim Og(z) — dim O =2) de ﬂ) > 0.
(233) o) ~dimOg(y) = 23 deg 7
D’ou le point (ii) de (2.3.2). O

2.4. Lexique

Désormais, et jusqu’a la fin de ce papier, nous utilisons la terminologie(!)
suivante. Un élément x € G est dit

— primaire si le support de 1, est réduit & un élément,

— semi-simple si Y5 (f); € {0,1} pour tout f € ®p et tout entier ¢ > 1,

(I)Signalons, pour éviter les confusions, que nos éléments semi-simples (resp. absolument
semi-simples, irréductibles) sont les éléments « fermés » (resp. « semi-simples », «elliptiques » )
de [La].
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2.4. LEXIQUE 13

— irréductible (ou simple) si x est primaire et semi-simple, autrement dit si
le polynéme minimal de z est irréductible sur F,

— régulier si 5 (f)2 = 0 pour tout f € ®p, i.e. si Dyo =1,

— elliptique si x est irréductible et régulier, autrement dit si le polynéme
caractéristique de x est irréductible sur F',

— séparable si tout f € Supp(1),) est séparable sur F,

— absolument semi-simple (|B] Alg. VIII, §9, Déf. 2) si z est semi-simple et
séparable.

Au risque de géner certains lecteurs, nous employons le terme semi-simple
pour désigner a la fois les « vrais» éléments semi-simples (i.e. ceux qui restent
semi-simples dans GL(N, F) pour une cléture algébrique F de F) et les « faux »
éléments semi-simples (i.e. les autres). Bien siir, ces derniers n’existent que
si p| N. Le point de vue que nous adoptons, aidé en cela par les travaux
de Bushnell-Kutzko [BK], nous conduit en effet a traiter indistinctement les
«vrais» et les «faux» éléments semi-simples; nous verrons dans la section 4
que les intégrales orbitales sur G ont, pourvu qu’on les normalise correctement,
des propriétés de régularité qui d’une certaine maniére «ne voient pas» les
éléments inséparables (cf. la proposition (4.4.2)).

(2.4.1) REMARQUE. — Si s est un élément absolument semi-simple de G, on
peut fixer un sous-groupe de Cartan I' de Gy, i.e. un sous-groupe de Cartan
de G contenant s, et étudier le comportement des orbites voisines de Og(s)
dans AdG(T') en déployant I' par une extension séparable finie de F' (cf. par
exemple le Lemma 19 de [HC 1]). Pour les éléments semi-simples inséparables
en revanche, ce procédé n’est pas utilisable : si p | N et = est un élément
semi-simple inséparable de G, alors G, est (non canoniquement) isomorphe a
[T;—; GL(n;, F}) pour des entiers n; > 1 et des extensions finies Fj /F, données
par F[z] = F] x --- x F}, dont une au moins est inséparable; en particulier,
G, est dans I'r mais n’est pas réductif (comme groupe w-adique), et pour
toute sous-F'[z]-algebre @ C Endpp, (V) commutative séparable maximale, le
sous-groupe I' = Q% C G, dégéneére en se déployant sur F' (comme F-algébre,
Q est inséparable). Exemple : supposons p > 0 et considérons ’élément

o ... ... 0 w
1 . 0

=10 . : | €GL(p, F).
0 0 1 0
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14 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

Il est elliptique dans GL(p, F) et conjugué dans GL(p, F[¢/w]) a
Yo 0 ... ... 0

1 - :
y= 0o . P ,

0 ... 0 1 Y=
lequel est loin d’étre semi-simple dans GL(p, F[¥/w]) puisque produit de la
matrice scalaire diag({/c, ..., ¥/w) par un unipotent régulier.

(2.4.2) REMARQUE. — Les énoncés de normalisation et de descente des inté-
grales orbitales en caractéristique nulle sont pour la plupart formulés en termes
de la décomposition de Jordan. Or cette décomposition n’existe pas en général
pour les éléments inséparables (exemple : si p > 0, un élément z € GL(p?, F)
de polyndéme minimal TP" — =P ne peut pas s’écrire sous la forme x = su avec
s semi-simple, u unipotent et su = us). On verra dans la section 2 comment,
moyennant quelques petites modifications, on peut sans la décomposition de
Jordan reformuler tous les résultats de descente connus en caractéristique nulle.

Soient Gy C G T'ensemble des éléments semi-simples réguliers et Go C Gy
I'ensemble des éléments elliptiques. Soit G C G I'ensemble des éléments sépa-
rables et soient Gy = G N Gy, Ge = G N Ge.

On généralise naturellement les définitions et notations de 2.4 & tout groupe
H € T'r, donc en particulier au centralisateur dans G d’'un s € G semi-simple :
soit un isomorphisme (de groupes w-adiques) ¢ : H — [[}_,; GL(n;, F!) pour
des entiers n; > 1 et des extensions finies F}/F. Un élément h € H est dit
primaire (resp. semi-simple, irréductible, séparable, etc.) dans H si pour chaque
indice ¢ € {1,...,7} tel que n; > 2, la composante de p(h) sur GL(n;, F})
est, en remplacant N par n; et F par F] dans les définitions précédentes,
primaire (resp. semi-simple, irréductible, séparable, etc.). Ces définitions sont
indépendantes de I'isomorphisme ¢ choisi. Comme pour G, on définit H;, He,
H, H, et H,.

2.5. Nappes de Dixmier

Pour chaque entier n > 1, on note F[T], la variété w-adique formée des
polynoémes unitaires de degré n non divisibles par le polynéme T, et p, :
F[T), — F™! x F* I'isomorphisme de variétés w-adiques donné par p,(¢) =
(en-1(€), -+, co(€)) pour & = T™ + 1775 ci(€)T*. Si & € [, F[Tn, pour
chaque entier £ > 1, soit Vi(£) l'image réciproque par ’application pg, ou
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2.5. NAPPES DE DIXMIER 15

d = deg(¢), du voisinage ouvert compact de pg(¢) dans F4~1 x F* formé des
d-uplets (c4_1,C4—2,- - ,co) tels que ¢; = ¢;(¢) (mod P¥) pouri=1,...,d—1et
co = cp(€) mod (1 + Pk). Comme le résultant R(f,g) € F de deux polynomes
f, h € 1,51 F[T)n dépend continuement des coefficients de f et g, si f et g
sont premiers entres eux, alors il existe un entier k£ > 1 tel que pour tout couple
(f',h") € Vk(f) x Vk(h), les polynémes f’ et h' sont premiers entre eux.

Fixons un entier n > 1 et un polynéme & € F[T]. Soit []fcq,. fms€) 1
décomposition de £ en produit de polynémes irréductibles sur F, et soit k(§)
le plus petit entier ¥ > 1 tel que pour tous polynémes f, h € ®p, f # h
tels que ms(¢) > 0 et mp(€) > 0, on ait la propriété : pour tout couple
(f", ) € Ve(F™€)) x Vi (h™(9), les polyndmes f' et h' sont premiers entre
eux. Ainsi, pour chaque entier k > k(¢) la partie

Wi (€) € T1,Ve(f™®)

ou f parcourt I’ensemble des composantes irréductibles de &, est un voisinage
ouvert compact de ¢ dans F[T], (lemme de Hensel), et les Wi(€) (k > k(€))
forment un systéme fondamental de voisinages ouverts compacts de ¢ dans
F[T),. De plus, le lemme suivant implique que si I’entier k est suffisamment
grand, alors pour chaque composante irréductible f de £ et pour tout ¢ €
Vi (f™f (5)), les degrés des composantes irréductibles de ¢ sont multiples de

deg(f).

(2.5.1) LEMME. — Soient un polynéme f € ®p et un entier m > 1. Il existe
un entier k > 1 tel que pour tout ¢ € Vi(f™) et toute racine v de ¢, deg(f)
divise [F[y] : F).

Démonstration. — Fixons une cloture algébrique F de F et une racine o de f
dans F. Soient E = F[a], K/F la sous-extension séparable maximale de E/F
et 7 le plus grand entier m > 0 tel que f € F[TP"] (p" = 1 si p = 0). Alors
f(T) = h(TP") pour un polynéme h € ®F, séparable sur F puisque h ¢ F[TP].
Comme deg(f) = p" deg(h) et que le nombre de racines distinctes de f est
égal 3 deg(h), on a [E : K] = p". Donc K = F[o?'] et 27" € K pour tout
z € E. Soit v : F — Q la valuation sur F telle que v(K) = Z i.e. la valuation
sur F qui prolonge la valuation normalisée sur K, et soit S 1’ensemble des F-
plongements de K dans F. Si ¢ € F[T], ou n = mdeg(f), pour toute racine y
de ¢ dans F, on a v(h™(7*")) = v((f™ — ¢)(7)). Par suite, il existe un entier
k > 1 tel que, pour tout polynéme ¢ € Vi(f™) et toute racine v de ¢ dans F,
il existe un unique o, € S tel que v(v*" —,0?") > v(0a?” — 0,0P") pour tout
o0 €S, 0 # 0y; alors 0,K C F[y*"] (lemme de Krasner).
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16 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

Soit P(T) € KI[T] tel que v(P(a)) = p~" i.e. tel que P(a) soit une uni-
formisante de E. Pour chaque o € S, il existe un unique plongement de
E dans F prolongeant o ([B] Alg.V, § 8, Prop. 8), que 'on note encore o.
Quitte & rempacer k par un entier plus grand, on peut supposer que pour
tout ¢ € Vi(f™) et toute racine vy de ¢ dans F telle que o, = idg/r,
v(P(v)) = v(P(«)). Alors, pour tout ¢ € Vi(f™) et toute racine v de ¢ dans
F,v(0yP(7)) = v(oyP(0ya)) = p~", donc p" divise [F[v] : 0, K] et finalement
deg(f) = p" deg(h) divise [F[v] : F]. O

Soit z € G. L’isomorphisme de F[T]-modules V; ~ & | F[T]/(D,;) donné
par la théorie des diviseurs élémentaires permet d’associer a x une partition
de N

ay ¥ (deg(Dy) > deg(Dyg) > -+ > deg(Dyy) > 0=---=0="---).
L’application G — Ily, x — a prolonge 'application U — Iy, u — a,, défi-
nie en 2.2. On note peay : G — F[T]n application « polynéme caractéristique »
donnée par pear(z) = Hfil Dg;.

Pour chaque « € Iy, soit X, = {z € G : ay = a} la nappe de Dizmier de

G associée & «. La décomposition de G en nappes de Dixmier décrite dans la
proposition suivante est essentielle pour la suite de la construction.

(2.5.2) PROPOSITION. — (i) Pour chaque o € Iy, la nappe X, est une par-
tie AdG-invariante de G, lorbite Oy (cf. 2.2) est 'unique orbite unipotente
de X, et la restriction o X, de Uapplication pcar tnduit une bijection entre
lensemble des orbites de X4 et pear(Xa)-

(ii} G= HaEHN Xa'

(111) Soit a € Tly. Pour tout x € X, la dimension de l'orbite Og(z) (en
tant que variété w-adique) est 23N (1 — o).

(iv) Soit o € M. La fermeture X, de la nappe X, dans G pour la topologie
w-adique est contenue dans [[5_, Xpg et Xo est ouverte dans [[5., Xg; en
particulier, X, est une sous-variété w-adique localement fermée de G. Préci-
sément, X, est union des fermetures dans G des orbites de X,.

Démonstration. — Les points (i) et (ii) sont clairs.

(iii) Soit z € X,. La dimension de l'algébre de Lie de G; est —N +
25N ia; ([J) Theorem 3.16) donc la dimension de l'orbite Og(z) est N2 +
N 23 iy =230 i(1 - ).

(iv) Soit y € X,. Les arguments utilisés au début de la preuve de (2.3.1)
entrainent que ch_:lo an_r < deg( 2;10 Dyn—k) (i = 1,...,N) donc que
iy ap > deg([Tie; Dyx) (i = 1,...,N) et finalement que a;, < . D’oit
I'inclusion X, C Hp<a X5
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La seconde assertion du point (iv) résulte de 'inclusion ci-dessus grace a la
transivité de la relation d’ordre partielle « <» sur Iy : pour toute partition
8 de N, la partie H7 <5 Xy est union des fermetures dans G des nappes X,
(v < B) donc est fermée dans G. Comme la partie [p<a p2a Xp est union
des ]_IﬂHﬁ X, (B < a, B # a), elle est fermée dans G donc dans ]_Iﬂ<a X3
et par conséquent (passage au complémentaire) la nappe X, est ouverte dans
Hﬂ<a X 8-

Quant 4 la précision, il est clair que I'union des fermetures dans G des orbites
de X, est contenue dans X,,. Il suffit donc de montrer que cette union est fermée
dansG.Sia=(a; >--->a, >0=---=0=---), un polynome & appartient
a pear(Xq) si et seulement si il existe des polynémes ¢; € [[,-, F[T], (i1 =
L...,7) tels que &€ = [[i_,(¢i)" et oy = Y i—ideg(¢y) (i = 1,...,r). Soit
€ € FITIN —Pear(Xa). Si k > k() est un entier suffisamment grand, pour tout
polynome ¢ = [[; (s dans Wi(§) = [ Vi(f™7©) on f parcourt I'ensemble
des composantes irréductibles de &, les degrés des composantes irréductibles de
(¢ sont multiples de deg(f) (pour chaque f) et donc Wi (§) C F[T]n —pcar(Xa)-
On en déduit que pear(X,) est une partie fermée de F[T]y. Comme 'union
des fermetures dans G des orbites de X, est la trace sur [[5_, X de I'image
réciproque de pear (X ) par Vapplication pear, cette union est fermée dans G. [

Ainsi, la nappe réguliére X(yo=...—o=...) est 'ensemble des orbites de dimen-
sion maximale ; a l'opposé, la nappe centrale X(1—..—150=..—0=...) (identifiée a
F*) est ’ensemble des orbites de dimension nulle.

(2.5.3) REMARQUE. — La fermeture d’une nappe X, dans G pour la topo-
logie w-adique ne coincide en général pas avec I_[ﬂ <o Xp- Considérons par
exemple les partitions @« = (3 > 1) et § = (2 > 2) de N = 4 et soit
x € GL(4,F) un élément de polyndome minimal f de degré 2 irréductible
sur F. Cet x appartient & la nappe Xz de GL(4,F) mais n’appartient pas
a la fermeture dans GL(4, F) de la nappe X, ; il n’est en effet pas possible
d’approcher d’aussi prés que I'on veut le polynome caractéristique f2? de z par
un polynoéme ayant une racine dans F'.

Pour la topologie de Zariski en revanche, la fermeture d’une nappe X, de
G est bien l'union des nappes Xz (3 < o).

2.6. Sous-nappes des nappes de Dixmier

La décomposition de G en nappes de Dixmier n’est pas assez fine pour le
propos qui nous intéresse; on verra en particulier qu’il n’existe pas de nor-
malisation des intégrales orbitales sur G induisant des applications localement
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18 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

constantes sur les nappes de Dixmier. On raffine donc cette décomposition en
stratifiant les nappes en sous-nappes.

Soita=(a; > o, >0=---=0=---) une partition de N. La nappe X,
est 'ensemble des points sur F' d’une sous-variété algébrique lisse X , définie
sur F' de G = GL(N) vu comme groupe algébrique défini sur F'. De méme,
notant Y, ’ensemble des suites {{1,&2,...,&} de polyndmes unitaires & €
F[T|-TF[T) telsque &41 | & (i=1,...,r—1) et deg(&) = a; (i = 1,...,7),
Y, est I’ensemble des points sur F' d’une variété lisse Y , définie sur F'. Soit
P, X4 = Y, le morphisme algébrique tel que pa(z) = {Dy,1,...,Dsyr} pour
tout z e Xa et soit 54 : Y o = X, la section de p  définie comme suit. Pour
chaque {¢;}i_; € Ya, sa({éi}) est la matrice diagonale par blocs

diag(J(&1), ., J(&)) (a1 X --- X ay blocs)

ou
0 ... ... 0 —Cy
. . _61
JEO=10 1 € GL(d, F)
: . .0 :
0 ... 0 1 —Cd—-1

pour tout polynome & = T¢ + Ed LeTi e F[T]- TF[T)]. Ainsi, p,, est surjec-
tive, submersive et de fibres les AdQ orbites de X , (avec la terminologie de
Gelfand-Kazhdan [GK], le couple (X ,,p ) est un «geometrical factor»).

Pour décrire la topologie de Y,, reprenons les notations introduites en 2.5.

62

b({6) & max {6,k (551) 1o

Alors, pour chaque entier k > k({&;}), la partie

witten={(areva: Gemte), e (1) i=1 -1}
Cr—i+1 Er—it1

est un voisinage ouvert compact de de {¢;} dans Y, et les Wi({&}) (K >

k({¢})) forment un systéme fondamental de voisinages ouverts compacts de

{¢;} dans Y.

Pour chaque x € G, on appelle orbite fermée associée a4 x 1'unique orbite
semi-simple contenue dans la fermeture de Og(z) dans G i.e. orbite Oy, ot 3
est 'unique application ®r — Il telle que pour tout f € g, [¢(f)| = |¥(f)]
et p(fl1 € {0,1} o ¥(f) = (¥(f)r 2 9¥(f)2 2 - 2 ¢(f)y 20="---). Si s
est un élément semi-simple de G, on note Ag(s) I'ensemble des z € G d’orbite
fermée associée Og(s), i.e. ’ensemble des z € G tels que pear(z) = Pear(s). En
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2.6. SOUS-NAPPES DES NAPPES DE DIXMIER 19

d’autres termes, Ag(s) est la fermeture dans G de 'unique orbite réguliére Oy
telle que Supp(y)) = Supp()s) et les orbites de Ag(s) sont paramétrées par
Pensemble fini Iy () X -+« X Hpys,)) o0 {f1,- .-, fr} = Supp(¥).

Tout z € G pogséde une (unique) décomposition de Jordan de la forme z =
Szug avec sy € G semi-simple et u; € G, unipotent ([B] Alg. VII, §5, Prop. 11
et Prop. 12). Ainsi, pour s € G absolument semi-simple, Ag(s) =[], Og(su)

ou u € Ug, parcourt un systéme de représentants des AdGs-orbites unipotentes
de G,.

Fixons une partition o de N. Pour chaque partition 8 de N telle que 8 < «,
soit Xo g C Xqo la sous-nappe de G formée des éléments de X, dont I'orbite
fermée associée est contenue dans Xg.

(2.6.1) PROPOSITION. — (i) Pour chaque 3 € Iy tel que B < «, la sous-
nappe Xo 3 de G est une partie AdG-invariante de X,.

(i) Xo = Hﬁ<a Xa,8-

(ii) Pour chaque B € Iy tel que B < o, on a X5 = Xo N (Usex; 5AG(S))-
En particulier, Xq (1=..=150=..=0=...) = FXOq et Xoo = {x € Xq : © semi-
simple}.

(v) Soit B € Iy tel que B < a. La fermeture _)Ta—,g de la sous-nappe X, g
dans G pour la topologie w-adique est union des fermetures dans G des orbites
de Xo,p et Xop est owverte dans ([, -4 20 Xv) H(I1 <5 Xayy) ; en particu-
lier, Xq p est une sous-variété w-adique fermée de X, localement fermée dans

G.

Démonstration. — Les points (i), (ii) et (iii) découlent directement de la cons-
truction.

Pour (iv), il suffit de remarquer que pcar(Xq,3) coincide avec pear(Xa) N
Pear(X3), laquelle intersection est fermée dans F[T]y (cf. la fin de la preuve
du point (iv) de (2.5.2)). Comme 'union des fermetures dans G des orbites
de X, est la trace sur ]_Iﬁ <o Xp de I'image réciproque de pcar(Xa,5) par
Papplication pcar, cette union est fermée dans G et coincide avec X, g. Enfin,
comme les orbites de X, sont fermées dans X, la sous-nappe X, g est fermée
dans X,.

Soit {&}i—; € Ya s = pa(Xap)- Si k > k({&}) est un entier suffisamment
grand, le voisinage Wi ({&}) de {&;} dans Y, est contenu dans [[5_, ., Ya,-
Par suite, Hﬁ <y<a Xa,y est ouvert dans X, et la sous-nappe X, g est ouverte

dans (H'y-«x,'y;éa X’)‘) H(Hv{ﬂ Xaa’Y)' O
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20 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

2.7. Décompositions standards

On dit que la décomposition ordonnée d’une partie 2 de G en @ =[],
est une décomposition standard si elle vérifie les deux conditions suivantes :

— pour chaque k € {0,...,m}, la partie Hf:o Q; est fermée dans G,
— pour chaque k € {0,...,m}, la partie € est ouverte dans Hf:o Q.

Siz € G, il résulte du point (ii) de (2.3.2) qu’une décomposition de la ferme-
ture Og(z) dans G de I'orbite Og(x) de la forme O¢(z) = [[;~, Oc(z;) est une
décomposition standard si et seulement si dim(Og(z;)) < dim(Og(z;41)) pour
i =0,...,m — 1. Rappelons que si s est un élément semi-simple de G, Ag(s)
coincide avec la fermeture O dans G de I'unique orbite réguliére O contenue
dans Ag(s); par conséquent les décompositions standards de Ag(s) en union
disjointe d’orbites ont déja été décrites.

Si «, B sont deux partitions de N telles que « < 3, alors O, C 6; (2.3.1);
en particulier X, N Xz # . Cette observation jointe au point (iv) de (2.5.2)
entrainent qu’une décomposition de G en G =[], X,, est une décomposition
standard si et seulement si elle est compatible avec la relation d’ordre partiel
«=<» sur IIy au sens ou pour tout couple d’entiers (7, 7), 0 < 4,j < n, la condi-
tion a; < a; implique ¢ < j. Enfin, si G = ]I, X4, est une décomposition
standard et si, pour chaque partition «;, ’on se donne une décomposition de
la nappe X,, en Xy, = ]_I;L;() Xa;,p; compatible avec la relation d’ordre partiel
« =<y sur Ily, alors la décomposition de G obtenue en rangeant les sous-nappes
Xa,,p; suivant 'ordre lexicographique est une décomposition standard (point
(iv) de (2.6.1)).

2.8. Fermeture des «orbites paraboliques» de G

Siu €U, ledrapeau {V;':i=0,...,7} (ot r—1 est lerang de u — 1) de V
introduit en 2.2 définit un sous-groupe parabolique de G

P={geG:gVicV} i=1,...,r}.

Deplus, U={g€G:(g— 1)V CVit i=1,...,r} est le radical unipotent
de P et tout v € U induit, par passage au quotient pour chaque i € {2,...,71},
une application
(v =1)i: Va/Va™h — ViV

Le Lemma 2 de [Ho] dit trés exactement que ’AdP-orbite Op(v) d'un v € U
est dense dans U pour la topologie w-adique si et seulement si les applications
(v—1);, 7 = 1,...,r sont toutes injectives; en particulier, Op(u) est dense
dans U. Grace & ce résultat, Howe peut montrer la convergence des intégrales
orbitales unipotentes en toute caractéristique (i.e. pour p > 0), [Ho] Prop. 5.
La généralisation du Lemma 2 de [Ho| aux orbites quelconques de G décrite
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2.8. FERMETURE DES «ORBITES PARABOLIQUES» DE G 21

ci-dessous (et son application & la théorie des intégrales orbitales, cf. 3.2 ci-
aprés) est esquissée dans [BDKV] et complétement rédigée par Laumon dans
[La] 4.8.

Soit z € G et pour chaque f € Supp(i), soit Vi s le sous-espace ca-
ractéristique de V' défini par

Ve s = ker{f(z)¥=D1 .V 5 v}
La décomposition de V en V = @V, ; définit un sous-groupe de Lévi de G
M' ={g€G:gVys CVyys, Vf € Supp(vs)} = [1;GL(Vz,y)-

Fixons un f € Supp(v¥;) et soit {Vw’,’} :m = 0,...,%z(f)1} le drapeau de
Vy,p défini par V7 = ker{f(2)™ : Vy5 — Vg s}. Il induit un sous-groupe
parabolique de GL(Vy 5)

Pllz{g € GL(V:E,f) ‘g my,n} < zrflfv m:Oa"www(f)l}'

On peut alors définir un sous-groupe parabolique de M’
P“ = HfP}" g HfGL(VCU,f)ﬁ: MI.

Soit U" le radical unipotent de P”.
Fixons un ordre Supp(¢z) = {f1,..., fr} sur le support de 1, et soit P’ le
sous-groupe parabolique de G de composante de Lévi M’ donné par

P ={geqG: g(@leVx,fi) C @leVx,fi, k=1,...,r}

Soit U’ le radical unipotent de P’ et soit P le le sous-groupe parabolique de G
de radical unipotent U"U’ défini par P = P"U’.

Notons que les groupes M', P” (= M' N P) dépendent canoniquement de
z tandis que les groupes P', P dépendent de x et de 'ordre arbitrairement
fixé sur le support de 1. On appelle M’ le sous-groupe de Lévi de G associé
a z, P" le sous-groupe parabolique de M' associé a x et l'on dit que P est
un sous-groupe paraboligue de G associé a x. Notons que deux sous-groupes
paraboliques de G associés & = sont conjugués dans G. Pour alléger I’écriture,
on se référera dans la suite a cette construction par la formule «soit z € G et
soient M', P, P = M’ N P les sous-groupes de G associés & = en 2.8 », laquelle
sous-entend que ’on s’est donné un ordre sur le support de ¥, et que P est le
sous-groupe parabolique de G associé & z et & cet ordre.

Soit # : P" — P"/U" = P" le quotient réductif maximal de P”, et soit

"o

7: P — P/U = P" ™5 P le quotient réductif maximal de P.

(2.8.1) LEMME ([La] Lemma 4.8.4). — Le centralisateur G, de z dans G est
contenu dans P" et 7 (z) est irréductible dans P . De plus,

Opn(@) = 7"~ (O (n"()))
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22 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

(fermeture dans P" pour la topologie w-adique) et Opn(z) — Opn(x) est une
sous-variété w-adique fermée de Opn(z).

(2.8.2) COROLLAIRE. — On a
Op(z) = 77 }(Op (7" (2)))

(fermeture dans P pour la topologie w-adique) et Op(z) — Op(z) est une sous-
variété w-adique fermée de Op(z).

Démonstration. — Pour tout p” € P", M' = p"~'M'p" est le sous-groupe de
Lévi de G associé a p”~'zp"”, par conséquent detye(yr)(1—Adp”~'zp”) # 0 (on
a Gpr-15yn C M') et Papplication U’ — U, v’ — (p" tzp") "t/ (p" Lap")u
est un isomorphisme de variétés w-adiques. Puisque P = P"U’ (produit semi-
direct), on a donc Op(z) = Opr(z)U’ et Op(z) = Opr(z)U’ ot Opr (z) désigne
la fermeture de Opr(x) dans P”. D’ou finalement
Op(z) = n"H(Op (2" (2)))U' = 7~} (Opn (7" (2)))

(lemme (2.8.1)) et

Op(z) — Op(z) = (r"~(Op(n"(z)) — Opr (2))U".

MEMOIRES DE LA SMF 70



CHAPITRE 3

INTEGRALES ORBITALES SUR G

3.1. Notations

Soient K = M (N, Q) ’O-ordre héréditaire maximal standard dans A(V) et
Jx = wk son radical de Jacobson. Soit K = GL(N, O) le groupe multiplicatif
de K (i.e. le sous-groupe ouvert compact maximal standard de G) et pour
chaque entier m > 1, soit K™ = 1+ J¢* le sous-groupe de congruence modulo
P™ de K.

Soit X un espace topologique totalement discontinu. On note C°(X) les-
pace des fonctions & valeurs complexes sur X localement constantes & support
compact. Le dual algébrique D(X) de C®(X) est ’espace des distributions
sur X. Si Q est une partie ouverte (resp. fermée) de X, on identifie C°(2)
(resp. D(2)) a lespace des fonctions (resp. distributions) sur X & support dans
Q, cf. [BZ] 1.7. Toute action (a gauche, continue) H x X — X, (h,z) — 7h(z)
d’'un sous-groupe H de G sur X, induit une action 7* sur C°(X) (et plus
généralement sur ’espace des fonctions a valeurs complexes sur X)

(T*h(f)) (2) = f(rh™'(z)) (h€ H, z€ X, f € CX(X))
et une action 7 sur D(X)
(th(T), f) = (T, k"' (f)) (h€H, T € D(X), f € C(X)).

Pour toute partie Y C X, on note 1y la fonction caractéristique de Y.
Si Q est une partie AdG-invariante de G, on note Cy(2) le sous-espace de
C2°(02) engendré par les fonctions de la forme f—Ad*g(f) (f € C(R), 9 € G).

3.2. Convergence

Soit dg la mesure de Haar sur G — fixée pour toute la suite de l'article —
telle que vol(K,dg) = 1.

Soit s € G semi-simple. Le groupe Gs est dans I'r donc est unimodulaire,
et la donnée d’une mesure de Haar dg; sur G, induit une mesure invariante
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d
ﬁ sur I’espace homogéne G;\G, [W] Chap. II, §9. On peut alors, pour toute

S
fonction f € C°(G), définir Vintégrale orbitale au point s sur G

I(fs.dg) = [ 57507
G\G gs

Puisque l'orbite O¢g(s) est fermée dans G, cette intégrale converge absolument ;
c’est méme une somme finie, la restriction de f & Og(s) restant localement
constante & support compact.

La généralisation de cette construction aux orbites quelconques se heurte
a deux difficultés : le centralisateur dans G d’un élément qui n’est pas semi-
simple est-il encore unimodulaire? Si tel est le cas, I’intégrale orbitale définie
comme ci-dessus pour un élément dont I'orbite n’est pas fermée dans G est-elle
encore convergente ? Comme pour le lemme (2.8.1), la réponse (positive) a ces
deux questions a été rédigée par Laumon.

(3.2.1) LEMME ([La] Lemma 4.8.6). — . Pour tout x € G, le centralisateur
Gy de x dans G est un groupe unimodulaire.

(3.2.2) PROPOSITION ([La] (Prop. 4.8.9)). — Soient x € G et dg; une me-
sure de Haar sur G,. Pour toute fonction f € CX(Q), Uintégrale orbitale

_ d
IG(faxadgz):/ f(g 1$g)d—g
G:\G gz

est absolument convergente.

Le calcul explicite d’une intégrale orbitale est en général tres difficile. Pour
z € U, Howe réduit I¢(f,z,dg,) & une intégrale convergente sur le radical
unipotent U du sous-groupe parabolique de G associé a z, [Ho| Prop. 5. Pour
x quelconque, on peut, via le corollaire (2.8.2), reprendre 'idée de Howe et
réduire 19(f,z,dg;) a une intégrale orbitale convergente I (P, x0r,dmg,,)
(¢ € CP(M), zp € M irréductible dans M) ot M est une composante
de Lévi d’un sous-groupe parabolique de G associé & z, cf. 2.8. Rappelons
cette construction, qui nous servira plus loin de définition pour normaliser les
intégrales orbitales sur G.

Démonstration de (3.2.2). — Soient M', P, P" = M'N P les sous-groupes de
G associés & = en 2.8. On se donne une décomposition de Lévi P" = MU"
de P"; elle induit une décomposition de Lévi P = MU. Soit x = zprxyn
(xp € M, xzyn € U") la décomposition de z suivant P” = MU". Fixons un
sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G tel que G = PKp et PNKp =
(M N Kp)({UNKp) (si g € G est tel que gMg~"' et gPg~! sont standards,
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on peut prendre Kp = g~ Kg, cf. [BZ| Lemma 3.11), et des mesures de Haar
dkp, dm, du respectivement sur Kp, M, U telles que

vol(Kp,dkp) = vol(M N Kp,dm) = vol(U N Kp,du) =1

(comme tous les sous-groupe ouverts compacts maximaux de G sont conjugués
dans G, dkp est la restriction & Kp de la mesure dg sur G). On a alors la formule
d’intégration (cf. [C] 4.1)

/ flg)dg = / / f(mukp)dmdudkp (f € C2(G)).
G mJuJkp

Comme G, = P, la mesure dg, sur le groupe unimodulaire G, induit une
;n Y sur Pespace homogéne G \P ([W] Chap. II, §9).
g

T
Pour toute fonction f € C°(G), on a donc 1’égalité

mesure invariante

19(f, 3, dg;) = /G s /K Adkp () tm )

il ne s’agit encore que d’une égalité formelle au sens ou le terme a gauche du
signe « =» converge si et seulement si le terme & droite converge.
L’AdP-orbite Op(z) s’identifie (en tant que variété w-adique) a I’espace ho-

dmd
mogene P\ P et ’on note da la mesure sur Op(z) déduite de la mesure mau

9z

sur P,\P par cette identification. Elle vérifie 1’égalité d(pap~') = dp(p)da
(p € P) ou dp désigne le caractére module sur P (cf. 3.3 pour la définition).
Comme M est (non canoniquement) isomorphe & un produit [];_; GL(n;, F)
pour des entiers n; > 1 et zs est irréductible dans M (2.8.1), le centralisateur
My,, de zpr dans M est dans I'r donc est unimodulaire. Fixons une mesure

de Haar dmyg,, sur My, . Elle induit une mesure invariante sur I'espace

Mgy
homogene M, \M. On identifie les variétés w-adiques Opr(zpr)U et My, \P

et 'on note df la mesure sur Opr(zpr)U déduite de la mesure du sur

dmg
M, \P par cette identification. Elle vérifie I’égalité d(pBp~!) =4 p(pj)wdﬂ (pe
P), donc induit une mesure dp sur Pouvert dense et AdP-invariant Op(z) de
On(zp)U (2.8.2), elle aussi vérifiant I’égalité d(pﬁp‘l) = dﬁ (p € P).

On en déduit qu’il existe une constante ¢ = ¢(dmy,,) > 0 telle que da = cdﬁ
(cf. [W] Chap. II, §9). La partie fermée Opr(zpr)U — Op(z) C Op(2)U ayant
un volume nul pour la mesure df (2.8.2), pour toute fonction f € C*(G), on
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26 CHAPITRE 3. INTEGRALES ORBITALES SUR G

a l'égalité
Oadgd=c [ [ | Ake(f)m eam)
Moy \M JU JKp

Comme P'AdM-orbite Opr(zar) est fermée dans M, cette intégrale converge
absolument. O

dm

dm

dudkp.

TyM

On étend naturellement le lemme (3.2.1) et la proposition (3.2.2) & tout
groupe H € I'r : soit dh la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux
sous-groupes ouverts compacts maximaux de H (ils sont tous conjugués dans
H). Soient - € H et dhy une mesure de Haar sur le centralisateur (unimodulaire
grace a (3.2.1)) H, de z dans H. Pour toute fonction f € C°(H), on définit
Iintégrale orbitale au point x sur H

dh
I(fdhs) = [ fan) g
Ho\H dhy
Comme pour tous espaces topologiques séparés localement compacts totale-
ment discontinus (donc en particulier tous groupes w-adiques) Hy,..., H,, on
a ([HC 1] Cor. of Lemma 16)
(3.2.3) CX(Hy x - x Hp)=CP(Hp) ® - Q@ CP(Hy),

cette intégrale converge absolument.

3.3. Descente parabolique

La preuve de la proposition (3.2.2) repose sur l'idée de descente parabolique,
centrale dans la théorie des intégrales orbitales. On rappelle les deux formules
de réduction dont nous aurons besoin par la suite.

Soient L un sous-groupe de Lévi de G, (P, A) une paire parabolique de L
(i.e. P est un sous-groupe parabolique de L et A un tore déployé du radical de
P) et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de L en bonne position par
rapport a (P, A) i.e. telque L=PKp et PNKp=(MNKp)(UNKp) ou M
est le centralisateur de A dans L et U le radical unipotent de P. Soient dkp,
du les mesures de Haar respectivement sur Kp, U telles que vol(Kp,dkp) =
vol(U N Kp,du) = 1. Soit dp : P — ¢% C Q le caractére module sur P défini
par d(p'pp'~') = dp(p')dp (p' € P) o dp est une mesure de Haar & droite ou
a gauche sur P. Pour toute fonction f € C°(L), soit f € CX®(M) le terme
Kp-invariant de f suivant P défini par

FE(m) = 6% (m) / Ad*kp(f)(mu)dudkp (m € M).
UJKp

Cette intégrale converge absolument (c’est méme une somme finie).
Pour tout sous-groupe de Lévi M de G, on note Ay le centre de M.
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(3.3.1) PROPOSITION. — Soit z € G et soient M', P, P = M'N P les sous-
groupes de G associés a x en 2.8. Soient M une composante de Lévi de P", Kp
un sous-groupe ouvert compact mazimal de G en bonne position par rapport a
(P, Ap), et dmg,, une mesure de Haar sur le centralisateur My,, dans M de
la composante xpr de x sur M. Alors il existe une (unique) mesure de Haar
dgy sur Gy telle que pour toute fonction f € C°(G), on ait

IG(f’ mvdgm) = IM(fPa M, dma:M)
ot f¥ € CX(M) est le terme Kp-invariant de f suivant P.

Démonstration. — cf. la preuve de (3.2.2). O

(3.3.2) REMARQUE (Avec les notations de (3.3.1)). — L’application
CZ(G) = CP(M), fw fF

n’est pas surjective. Cependant, la distribution 7" sur G définie par (T, f) =
IM(fP xp,dmyg,,) n'est pas identiquement nulle (prendre pour f la fonction
caractéristique d’un compact ouvert de G contenant zys), et (3.3.1) implique
que si dg, est une mesure de Haar sur G telle que I¢(f, z,dg;) = (T, f) pour
une fonction f € CX(G) telle que (T, f) # 0, alors I¢(-,z,dg,) = T (égalité
dans D(@G)).

(3.3.3) PROPOSITION. — Soit x € G et soit L un sous-groupe de Lévi de G
contenant G. Soient QQ un sous-groupe parabolique de G de composante de
Lévi L et Kg un sous-groupe ouvert compact mazimal de G en bonne position
par rapport & (Q, Ar). Alors, pour toute fonction f € C°(G) et toute mesure
de Haar dg, sur Gz, on a

19(f,2,dgz) = |Dp\a (@) TH(f9, 2, dgy)

oti f9 € CX(L) est le terme Kq-invariant de f suivant Q et Dp\g la fonction
sur L définie par

D\ (1) = detrieryrie(q) (1 — Adl™!) (1 € L).

Démonstration. — Cf. [La] Prop. 4.3.11. Dans ’énoncé de Laumon, z est sup-
posé d’orbite fermée, mais la démonstration fonctionne tout aussi bien pour x
quelconque. O

(3.3.4) COROLLAIRE. — L’intégrale orbitale I*(f9,x,dg;) (f € CX(G)) ne
dépend pas du choiz du sous-groupe parabolique Q de composante de Lévi L
ni du choiz du sous-groupe ouvert compact mazimal Kg en bonne position par
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rapport & (Q,Ar) (bien que le terme Kg-invariant de f suivant Q, lui, en
dépende).

3.4. Normalisation « I »

Soient M un sous-groupe de Lévi de G et s € M irréductible dans M.
Comme M; est dans I'r, tous les sous-groupes ouverts compacts maximaux de
M sont conjugués dans M. On définit I'intégrale orbitale normalisée au point
ssur M

IM(', 3) = IM(v S, dms)
(égalité dans D(M)) ot dmg est la mesure de Haar sur M, qui donne volume
1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de Mj.

(3.4.1) DEFINITION (Normalisation «I»). — Soit z € G et soient M', P,
P" = M' N P les sous-groupes de G associés a z en 2.8. Soient M une com-
posante de Lévi de P” et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G
en bonne position par rapport a (P, Apr). Pour toute fonction f € C°(G), on
deéfinit l'intégrale orbitale normalisée au point z sur G' par

IG(f?x) = IM(fPaxM)

ot fF € CX(M) est le terme K p-invariant de f suivant P et z5s la composante
de x sur M.

Cohérence de la définition (3.4.1). — Stricto sensu, il suffit de vérifier que la
distribution I¢(-,z) sur G ne dépend

(i) ni du choix de Kp,

(ii) ni du choix de la composante de Lévi M de P”,

(iii) ni du choix de P (i.e. de l'ordre sur le support de ), définissant P).
On vérifie aussi que la distribution I%(-, ) ainsi définie

(iv) ne dépend pas vraiment de z mais seulement de Og(z).
Soit U (resp. U") le radical unipotent de P (resp. P").

(i) Les groupes P, M étant fixés, soient Kp 1, Kpo deux sous-groupes ouverts
compacts maximaux de G en bonne position par rapport & (P, Aps). Soit p € P
tel que Kps = Adp(Kp,;) et pour ¢ = 1, 2, soient dkp;, du; les mesures de
Haar respectivement sur Kp;, U telles que

VOI(KP,iadkP,i) = VOI(U n KP,iydui) =1.
Comme U N Kpy =p(UNKp)p~t, vol(U N Kpa,du;) = 6p(p) et donc

duy = ép(p)dua.
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Soit dm la mesure de Haar sur M telle que vol(M N Kp;,dm) =1 (i =1, 2)
(ceci a un sens car M NKp; est un sous-groupe ouvert compact maximal de M)
et soit dmyg,, la mesure de Haar sur M;,, qui donne volume 1 aux sous-groupes
ouverts compacts maximaux de Mg,,. On a donc deux mesures df;, df32 sur
la sous-variété w-adique Opr(zpr)U de P déduites par identification respecti-

m m
vement des mesures duq, dug sur l’espace homogéne My, \P, et
dmg,, dmyg,,

qui vérifient la relation
dp = 5P(P)dﬂ2-.

Par suite, dB3; est 'image de df3s par ’isomorphisme de variétés w-adiques
Oum(zm)U = Om(zm)U, B+ pPp~"
et pour toute fonction f € CX(G),

/ / Ad*kP’l (f)(/Bl)d,Bl dkP,l =
Om(zm)U JKp

/ Ad kpa(Ad*p(f))(B2)dBs dkps.
Opm(zm)U JKp2

On conclut en remarquant que pour toute mesure de Haar dg, sur Gg, la
distribution IG(-, z,dg;) est AdG-invariante sur G.

(ii) Le groupe P étant fixé, soient M;, My deux composantes de Lévi de
P". Soit u" € U" tel que My = u"Mju"~! et soient * = sju; et * = squg
(s1 € My, uy €U, 59 =u"s1u" 1, ug = u"sflu”_lslul) les décompositions de
z respectivement suivant P = M,U" et P" = MoU". Soit Kp1 un sous-groupe
ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport a (P, Ay, ) et soit
Kps = u"Kpju"~1; il est clair que Kpy est en bonne position par rapport a
(P, Apg,). Soient dm; la mesure de Haar sur M; telle que vol(M NKp1,dm) =
1 et dmg, la mesure de Haar sur (M), telle que TM1 (-, s1) = IMi(-, s1,dms,)

(égalité dans D(M7)). Alors, pour toute fonction ¢ € C°(Ma),
M2 (p,82) = / 1) (Adu"(ml_l)Adu"(sl)Adu"(ml))
(M1)s; \ M

= M (Ad*u""1(4), 51).

Si f € C(@), pour i = 1, 2, notons f5* € CX(M;) le terme Kp;-invariant
de f suivant P. Comme I%(-,z,dg;) est (pour toute mesure de Haar dg, sur
G;) une distribution AdG-invariante sur G, pour toute fonction f € C®(G),
la relation

dm1
dmg,

Ad* (P2 = (AL ()PY (f € C(G))
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entraine 1’égalité

M (P sp) = M2 (FP2 ) s).

(iii) Les groupes P, M, Kp étant fixés, soit P’ le sous-groupe parabolique de

G de composante de Lévi M’ défini par P’ = M'P et soit U’ le radical unipotent
de P'. 1l est clair que Kp est en bonne position par rapport a (P', App) et que
Kpr = M' N Kp est un sous-groupe ouvert compact maximal de M’ en bonne
position par rapport a (P", Apr). Comme U = U"U’ (produit semi-direct), on
a la relation

PP =" (feCX(@)
ou fP € CX®(M) est le terme Kp-invariant de f suivant P, f¥ e C®(M')
le terme Kpr-invariant de f suivant P' et (fF')F" € C®(M) le terme Kpn-
invariant de fF' suivant P”. Soit zps la composante de z sur M et soit dgy
la mesure de Haar sur G, telle que pour toute fonction f € C°(G), on ait
IG(f,z,dgs) = IM(fF,zpr) (3.3.1). Pour toute fonction f € C*(G), on a
(3.3.3)

M (fP, 2,dg;) = |Dane(@)*I%(f, 2, dgs)
= |Danc@) 2T (FP)T" 1)

On en déduit (cf. la remarque (3.3.2)) que dg; est 'unique mesure de Haar
sur le centralisateur G, = M, de = dans G telle que pour toute fonction
¢ € CX(M'), on ait

IM (¢, 2,dga) = | D ()21 (¢ 2),

laquelle caractérisation est bien indépendante du choix de P.

(iv) Les groupes P, M, Kp étant fixés, soit dmg,, la mesure de Haar sur
M,,, telle que T™(-,zpr) = IM(-,zpr,dmyg,,) (égalitée dans D(M)) et soit
y =gzg~ ' (9 € G) un élément de Og(z). Soit Adg(dmy,,) I'image de dmy,,
par 'isomorphisme de variétés w-adiques

Mz, =% (gMg™")
Pour toute fonction f € C®(G), on a
I%(f,y) = IM97' (979" gupg™", Adg(dms,,))
1

= IM(Ad*g71(f9P97), 1, dmg,,)

ou fI9P9 ¢ CP(gMg™") est le terme gKpg~'-invariant de f suivant P.
Comme pour le point (ii), on conclut grace a la relation

Ad*g7H (P97 = (Ad*gM(f)"T (f € C(Q)).

grpg~t:

1

-1
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La cohérence de la définition (3.4.1) est ainsi complétement établie. O

Grace 4 (3.2.3) et en utilisant la linéarité de I’application f — fF, on étend
naturellement la normalisation « I » 4 tout groupe H € I' (notation : I¥ (f, z)
pour tous z € H, f € CX(H)).

La normalisation « I » traduisant directement la propriété de descente (3.3.1),
il est naturel de se demander si elle est compatible a la propriété de descente
(3.3.3). La réponse a cette question passe par le petit lemme suivant.

(3.4.2) LEMME. — Soit x € G primaire et soit L un sous-groupe de Lévi de
G tel que G, C L. Alors L = G.

Démonstration. — Soit {V;}i_; (V = ®]_,V;) la famille de sous-espaces vec-
toriel de V telle que

L={geG:gV;CV;,,i=1,...,r}

On note ly = e; ®ea @ ... D e, la décomposition de ’élément unité 1y de
A(V) en somme d’idempotents e; € Homp(V,V;). Pour chaque ¢ € {1,...,7},
la, condition G, C L entraine que 'idempotent e; commute & tous les éléments
de G donc a tous les éléments de Lie(G,) (siy € Lie(Gz), alors 1y +w™y € G,
pour tout entier m suffisamment grand, donc (w™ ™1y + y) € G, et par suite
y commute & z). Par conséquent ([J] Cor. 1 of Theorem 3.17) pour chaque i €
{1,...,r}, 'idempotent e; appartient au sous-anneau F[z] de A(V). Comme z
est supposé primaire, Supp(1;) = {f} et F[z] ~ F[T]/(f¥=(/)1). Or I'anneau
F[z] posséde un unique idempotent non nul (si ¢ € F[T], la condition ¢(z)? =
#(z) implique que f¥=(N1 divise ¢? — ¢ = (¢ — 1), et les conditions ¢(x)? =
#(z), ¢(x) # 0 impliquent que f¥=(H1 divise ¢ — 1), par conséquent r = 1 et
L=G. O

(3.4.3) PROPOSITION. — Soient € G et L un sous-groupe de Lévi de G

contenant G,. Soient QQ un sous-groupe parabolique de G de composante de

Lévi L et Kg un sous-groupe ouvert compact mazimal de G en bonne position

par rapport & (Q, Ar). Pour toute fonction f € CX(G), on a l’égalité
I(f,z) = I"(f%, 2)

ot f9 € CX(L) est le terme Kq-invariant de f suivant Q.

Démonstration. — Soient M', P, P" = M'N P les sous-groupes de G associés
a x en 2.8 et soit P’ le sous-groupe parabolique de composante de Lévi M’
défini par P' = M'P. Comme z est primaire dans M’ et G, C M}, le Lemme
3.4 entraine la double inclusion

M CLCQG.
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Soit M une composante de Lévi de P". Soient z); € M la composante de
z € P" sur M et dmg,, la mesure de Haar sur M,,, qui donne volume 1
aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de Mj,,. Comme 1’énoncé de
la proposition (3.4.3) est indépendant du choix de K¢ (corollaire (3.3.4)), la
double inclusion Ay C App C Ap permet de supposer K¢ en bonne position
par rapport & (P, Apr). Alors, pour toute fonction f € C°(G), on a l'égalité
(3.4.1)

I(f,2) = IM(f7, aur, dmg,, )
ou f¥ € C(M) est le terme Kq-invariant de f suivant P.

Soit dg, la mesure de Haar sur le centralisateur G, = M, de z dans G telle
que pour toute fonction ¢ € CX(M’), on ait (3.3.1)

™M (¢, 2,dgs) = IM(¢F" 21, dmigy,)

ou ¢F" € CX(M) est le terme (KN M')-invariant de ¢ suivant P”. Pour toute
fonction f € C2°(G), la proposition (3.3.3) jointe & a relation (fF)F" = fF
ot fF est le terme Kq-invariant de f suivant P’, entraine 'égalité

IG(fa :L‘) = IM ((fPI)P”amMadsz) = IM’(fP,v-'E»dgz)
= |Dume(@)*I%(f, 2, dgs).

En reprenant & l'identique le raisonnement ci-dessus en remplacant G par
son sous-groupe de Lévi L, pour toute fonction ¢ € C°(L), on obtient I’égalité

IE(¢,2) = [Dagnp ()]} *I5 (¢, 7, dga).-
La relation (3.3.3)
1°(f,2) = |De\L (@), *I(£9, 7, dgz)  (f € C(@))
et ’égalité
1D (@) 21D\ (@) *1 D (@) 51 = 1
impliquent le résultat. O

3.5. Germes au voisinage d’un élément semi-simple

Soit s € G semi-simple et soit Ag(s) = [[j~, Oc(z;) une décomposition
standard, cf. 2.7. Pour chaque & € {0,...,m}, soit Oy = Hf:o Og(z;).

(3.5.1) LEMME. — Pour tout entier a > 1, il existe un jeu de fonction { fs;}i~,
C C(sK*?) tel que

(1) Supp(fs,k) N Ok’ - OG(l'k) pour k= 0,...,m,

(2) IG(fs,x;) = b;; pour tout couple d’entiers (i,j) tel que 0 <i,7 < m.
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Démonstration. — Fixons un entier a > 1. Les conditions (1) et (2) de ’énoncé

ne dépendant pas vraiment des éléments z; mais seulement des orbites Og(z;),

on peut supposer la famille {z;}/"; contenue dans le voisinage ouvert compact

sK® de s dans G. On procéde par induction croissante sur le nombre d’orbites

de Ag(s). Soit k € {0,...,m—1} et supposons que ’on a construit des fonctions
f,i € CXP(sK?) (i=0,..., k) vérifiant les conditions

IG( szvl.j):(si,ja OS'L,] Sk

(pour k = 0, cette hypothése est trivialement vraie : on a I¢(1y,zo) > 0
pour tout ouvert compact W C sK® d’intersection non vide avec Og(s)). Pour
passer au cran suivant, fixons un ouvert compact C de G tel que AdC(zk41) C
sK® (comme zg11 € sK% un tel C existe). Soit a¢ > 0 le volume de C pour
la mesure AdG-invariante sur Og(zg+1) donnée par la normalisation «I» et
soit ¢c € C°(Og(xk+1)) la fonction définie par

b = ac” 1adC(zhs)-

Puisque AdC(zk41) est ouvert dans Og41 NsK? et Oy NsK® est fermé dans
sK*?, il existe une fonction h € C°(sK?) telle que

Supp(h) N Og41 C Og(a:k+1)
thG (Te+1) — = ¢c

I est clair que I (h, z;) = dk+1,: (1 =0,...,k). On définit les fonctions f’CJrl
C*(sK®) (i=0,...,k+ 1) par

fob = fk = IG(fk, )b, i=0,..k
fk+1
s,k+1 —
Elle vérifient les conditions d’induction au cran k + 1. O

Soient Z un sous-espace d’un espace topologique X et z un élément de Z
ou Z est la fermeture de Z dans X. Toute fonction complexe f définie au
voisinage de = dans Z, i.e. définie sur ¥V = W N Z pour un voisinage W de z
dans X, induit un germe de fonctions au point = dans Z que I’on note [f]Z
(deux fonctions fi, f2 respectivement définies sur les voisinages Vy, et Vg, de
« dans Z induisent le méme germe [f1]Z = [f2]Z si et seulement si il existe un
voisinage V C V5, NVy, de = dans Z sur lequel f; et fo coincident). Si de plus
Z est muni d’une action de groupe H x Z — Z, (h,z) — Th(z), cette action
induisant une action 7* sur I’espace des fonctions complexes sur Z (cf. 3.1),

elle induit aussi une action sur les germes, que 1’on note encore 7*

mh ((f17) = [7*h( e (f:Vs— C, heH).
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(3.5.2) PROPOSITION. — Soit s € G semi-simple. Pour chaque orbite O de
Ag(s), il existe un unique germe [Io]¢ = [IS]S tel que pour toute fonction
f € CX(G), on ait le développement

195,18 =Y _I°(f,20) Lo ()¢
o

ot O parcourt l’ensemble des orbites de Ag(s) et ot (pour chaque O) zo est
un quelconque élément de O. De plus, pour chaque orbite O C Ag(s) et pour
tout g € G, on a

*g ([Io]s ) [IO]gsg—l

Démonstration. — Existence : soit Ag(s) = [[/=, Oc(zi) une décomposition
(standard ou non), et soit {fs;}iry C C(G) un jeu de fonctions vérifiant la
condition (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Soit A € C°(G). On définit
la fonction ¢y, € C°(G) par

m
¢h=h—=Y I%h,z;)fs;
i=0
Pour tout g € Ag(s), on a I%(¢p,g9) = 0. Par suite, il existe une fonction
¢ € Co(G) qui coincide avec ¢p, sur Ag(s), [V] Prop. 2.1. Comme la fonction
¢ — ¢p, est nulle sur Ag(s), on peut appliquer le Lemme 2.4 de [V] et conclure
a existence d’un voisinage ouvert, AdG-invariant et compact modulo conju-
gaison (i.e. contenu dans AdG(C) pour une partie compacte C de G) de s dans
G sur lequel ¢ — ¢y, est nulle®. Ainsi, pour toute fonction f € CX(Q), les
germes [I9(fs,-)]S (i =0,...,m) vérifient 1'égalité

[IG (f,°)] ZIG f,xi) [I (fs,u )]

=0
Unicité : soient [a;]¢ (i = 0,...,m) des germes au point s dans G tels que
pour toute fonction f € C&(G),
m
> I6(f,20)[ai())S =
=0
Alors, pour k =0,...,m, on a

0= EI Fopr@)aiF = [ax()IS.

ML article de M.-F. Vignéras est écrit pour la caractéristique nulle mais les preuves des
deux résultats cités fonctionnent en toute caractéristique.
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Par conséquent les germes [I¢(f;;,+)]¢ (i = 1,...,m) sont les seuls vérifiant les
conditions de 1’énoncé. Il est clair qu'’ils ne dépendent que des orbites Og(z;) et
pas du choix des représentants x; de chacune de ces orbites. Pour i = 0,...,m,
on pose [IOG(zl) ]s [IG fs i )]G

Propriété d’invariance par conjugaison : soit ¢ € G. Pour toute fonction

f€C(G), ona

Ad*g ([I6(£,)1F) € [Ad*gUIC(F, NG g1 = C(F, )IE, g1

Par suite, pour toute fonction f € C(G), le développement en germes au
point s dans G entraine le développement

IC(f, NG p1 = Y _I%(f,z0)Ad*g (1o ()IE)
o

ou O parcourt 1’ensemble des orbites de Ag(s) et ou (pour chaque O) zp € O.
On conclut grace a la propriété d’unicité des germes [Ip]¢ g5g-1 montrée plus
haut. g

(3.5.3) REMARQUE. — Dans Desprit de la propriété d’invariance des germes
par conjugaison montrée ci-dessus, mentionnons la propriété d’invariance des
supports par conjugaison suivante. Supposons donné, pour chaque orbite O C
Ag(s), un représentant ap du germe [Ip]S. Alors, pour tout g € G, la fonction
Ad*g(ap) est un représentant du germe [Io]gGs g-1- Fixons une fonction f €
C(G) et un voisinage Vs de s dans G tel que I9(f,z) = 3, I°(f,z0)ao(z)
pour tout € V. Alors, pour tout g € G, gig“1 est un voisinage de gsg~!
dans G tel que IC(f,z) = 3, I¢(f,z0)Ad*g(ao)(z) pour tout z € gVg~!.
Bien sfir, si I’on prend pour chaque représentant ao une intégrale orbitale sur
G, cette remarque est une trivialité.

(3.5.4) REMARQUE. — Les germes [Ip]¢, en tant que germes d’intégrales or-
bitales normalisées, dépendent de cette normalisation. Pour chaque orbite O
de G, supposons donnée une constante complexe ap # 0 et notons I'C(-,zo)
(xo € O) la distribution sur G définie par I'C(-,z0) = aol®(-,z0). Soit
arpr : G = C — {0} l'application définie par aj;/(T) = aps ) ( € G). Soit
s € G semi-simple. Pour chaque orbite O de Ag(s), il existe un unique germe
[I5]€ tel que pour toute fonction f € CX(G), on ait le développement ((3.5.2)
pour la normalisation I’ (-, ))

[IIG fa ZI,G(f,zO)[IO( )]
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ot O parcourt I’ensemble des orbites de Ag(s) et ou (pour chaque O) zo est
un quelconque élément de O. Soit Ag(s) = [[7~, O¢(z;) une décomposition
(standard ou non) et soit {fs;}", C C°(G) un jeu de fonctions vérifiant la
condition (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Pour 7 = 1,...,m, posons
Qi = QQ(s;)- Pour tout couple d’entiers (i,5), 0 < 7,5 <m, on a

I’G(ai—lfs’i,xj) = (Si,j.
Par conséquent (3.5.2), pour ¢ =0,...,m, on a
[I/Og(xl)()]sc = [I’G(ai——lfs,ia )]f
= lo; arp()I%(f)]d
= a’i_l[al,['(')]?[IOG(zi)(')]SG'

Soient un groupe H € I'r et un élément semi-simple s de H. Comme pour
G, on note Ag(s) 'ensemble des x € H tels que Og(s) C Og(z) ou Og(z)
est la fermeture de Oy (z) dans H pour la topologie w-adique. Pour chaque
AdH-orbite O de Ag(s), on note [IH]H le germe attaché & O comme dans la
proposition (3.5.2).

Si L est un sous-groupe de Lévi de G contenant le centralisateur G5 dans G
d’un élément semi-simple s de G, alors L contient le sous-groupe de Lévi de G
associé a s (3.4.2) et ’application O — LNO induit une bijection de I’ensemble
des orbites de Ag(s) sur ensemble des AdL-orbites de Ap(s) = LN Ag(s)
(cf. (2.3.1)).

(3.5.5) PROPOSITION. — Soit s € G semi-simple et soit L un sous-groupe de
Lévi de G contenant Gs. Pour chaque orbite O de Ag(s), le germe [IE.o)F est
la restriction & L du germe [Io)S (i.e. [IL o]F = [Io])L).

Démonstration. — Soit Ag(s) = 111ty Oc(z:) (z; € L pour ¢ = 0,...,m)
une décomposition standard et soit {fs;};i%y C C:°(G) un jeu de fonctions
vérifiant les conditions (1) et (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Pour
k=0,...,m,soit O = ]_[i-c:1 Oc(z;)- 1l est clair que Ar(s) = [[j2, Or(x;) est
une décomposition standard.

Fixons un sous-groupe parabolique ) de G de composante de Lévi L et un
sous-groupe ouvert compact maximal K¢ de GG en bonne position par rapport
a(Q, Ar). Alors, pour tout y € G tel que Gy C L et toute fonction f € C°(G),
on a (3.4.3)

IC(f,y) = I*(f9,y)
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ot fQ € CX(L) est le terme Kq-invariant de f suivant Q. Comme L contient
le sous-groupe de Lévi de G associé & s, il existe un voisinage V de s dans
L tel que, pour tout y € V, le sous-groupe de Lévi de G associé a y, donc a
fortiori le centralisateur de y dans G, est contenu dans L. Par conséquent, pour
i=0,...,m, larestriction & L du germe [I(f;;,-)]S est le germe [IL(fs L.
On est donc ramenés & montrer 1’égalité

[IéL(wt)( )] [IL(fs z?')] (7’ :07"'am)'

On peut supposer m > 0 car si m = 0 (i.e. si s € G,), I’égalité IL(fs 0> %0) =

IG(f5,0,70) = 1 assure que [IL(fs o +)]L est bien le germe cherché. Soit U le ra-
dical unipotent de @) et pour k = 0,...,m, soit O,f =LNOk (= ]_[f:() Or(z;)).
Si x € Ar(s), Papplication U — U, u + z~luzu~! est un isomorphisme de va-
riétés w-adiques, donc zU = Oy (z). Ainsi, pour kK = 1,...,m, on a (condition
(1) de (3.5.1))

Supp(fs ) N AdKq(zU) C Supp(for) N Oc(z) =2 (z € OF_y)
donc
Supp(f2,) NOf_; = 2.
En définitive, le jeu de fonction { fgi o C C°(L) satisfait les conditions
(1) Supp(fQ )NOE C Op(zx) pour k=0,...,m,

(2) IL(f“,x]) I%(fs4,x;) = 8;; pour tout couple d’entiers (i,7) tel que
0<e,5<m.
On conclut grace a (3.5.2). O

3.6. Homogénéité des germes au voisinage d’un élément central

Pour t € O — {0} (on rappelle que F* est identifié au centre de G) et
f € CX(AAG(K1)), soit ft € C(AAG(1 + tJx)) la fonction définie par

{ ft(l +tx) = f(1+x) size AdG(Jx))
ft(g) =0 si g € AdG(1 + tJx)

(3.6.1) LEMME. — Soient u € U et t € O — {0}. Pour toute fonction f €
C®(AdG(KY)), on a

I9(f% u) = {250 16 £, )

ot dim(Og(u)) désigne la dimension de Og(u) (en tant que variété w-adique).

d1m (Oa(
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Démonstration. — Soit o = (a1 > -+ >, >0=---=0="---) la partition
de N telle que Og(u) = O4. Quitte & remplacer u par g~ 'ug pour un g € G,
on peut supposer que u est la matrice diagonale par blocs diag(Ja,,-- -, Ja,)
ou
1 0 ... ... 0
1 1 :
Ju=|0 1 . . ' | €GL(w,F).
0o ... 0 1 1
Soit y = diag(yay, - --»Ya,) € G la matrice diagonale par blocs donnée par
2 | R |
0 2 :
Yo = : oo o1 | €GL(e, F).
: - .t 0
0 S | R |

On vérifie sans peine que y~luy = 1 + t(u — 1). Ainsi, pour toute fonction
f € C&E(AAG(KY)),

1 d
I%(f'u) = |detrie(c.)\Lie(s)(Ady)|, / o™ty luyg)ﬁ

G.\G u
= |detrie(c.)\Lie() (AdY) |, I9(f,u)

ou dg, est la mesure de Haar sur G, donnée par la normalisation «I». Or
l’espace Lie(G,)\Lie(G) est symplectique pour la forme (z,y) — trace((1 —
u)[z,y]) ou [z,y] = zy — yz, et Ady en est une similitude de rapport t. Par
conséquent

et le lemme (3.6.1) est prouvé. O

(3.6.2) PROPOSITION. — Soit z € Ag (= F*). Pour chaque orbite O C
Ag(2), le germe [Io]S vérifie la formule d’homogénéité

[To(2(1 +t2))IS = [tE "™ [Io(2(1 + 2))IS (z € Ik, t€ O —{0})

ot dy est la dimension (en tant que variété w-adique) du radical unipotent
d’un sous-groupe parabolique de G associé a 1+ x.
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Démonstration. — Soit Ag(z) = [}, Oc(zu;) une décomposition standard
de Ag(z) = zU et soit {f,;}y C CX(2K') un jeu de fonctions vérifiant les
conditions (1) et (2) de (3.5.1) pour cette décomposition.

Commengons par réduire la preuve au cas z = 1. Soit A : G — Aut(G)
laction de translation a gauche donnée par Ag(z) = gz ((9,z) € G x G).
Puisque Az commute & ’action par conjugaison sur G, pour toute fonction
f € CX(@), IS(N*2(f),2z) = I°(f,z). On en déduit que {N\*271(f.;)}™, C
C(K1) est un jeu de fonctions vérifiant les conditions (1) et (2) de (3.5.1)
pour la décomposition standard Ag(1) = [[%, Oc(ui). Par conséquent (3.5.2)

[IOg(zui)]zG = A*z([IOG(Ui)]?) (1, =0,... ,m)

et ’on peut supposer que z = 1.

Soient z € Jx, f € C(AdG(K?)) et t € O — {0}. Montrons ’égalité
(3.6.3) IS(f81 + tx) = |t|% IC(f,1 + x).

Soient M', P, P" = M'N P les sous-groupes de G associés & 1 + z en 2.8
et soit U le radical unipotent de P. Alors Giytz = Giye = P, M’ est le
sous-groupe de Lévi de G associé a 1+tx, P" est le sous-groupe parabolique de
M’ associé a 1+ tx et P est un sous-groupe parabolique de G associé & 1+ tz.
Soit {0} = VO cCc VicC ... C V"=V (Vi # Vi~l) le drapeau de V tel que
P={geG:gV*CVii=0,...,r} et soit L(P) la sous-algebre parabolique
de A(V) définie par L(P) = {g € A(V) : gV C V' i =1,...,r}. Fixons une
composante de Lévi M de P”. Pour i = 1,...,r, soit V; le supplémentaire de
Vi1 dans Vitel que M = {g € G : gV; C V;,i = 1,...,r}, et soit L(M)
la sous-algebre de Lévi de A(V) définie par L(M) = {g € A(V) : gV; C
Vi,i=1,...,7r}. Soit aussi L(U) = {g € A(V) : gV* C V71 i=1,...,r}.
Notons z = zp + zy (zp € L(M), zy € L(U)) la décomposition de z suivant
L(P) = L(M) & L(U). On a les relations

{ 1+z=1+2zm)1+ 1 +zn) tzy)
1+ te = (1 +tep) (1 + t(1 + tzy) '2y)

Fixons un sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G en bonne position par
rapport & (P, Apr) et soient dkp, dm, du les mesures de Haar respectivement
sur Kp, M, U telles que

vol(Kp,dkp) = vol(M N Kp,dm) = vol(U N Kp,du) = 1.

Ainsi, posant ypr = 1+ a7, on a Mi4ig,, = My,, et

IG(f1+tz) = / (FHP (M= + tear)m)

M,

dm

y M\M dmyM
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40 CHAPITRE 3. INTEGRALES ORBITALES SUR G

oit (f%)F est le terme Kp-invariant de f! suivant P et dmy,, est la mesure
de Haar sur M,,, donnée par la normalisation «I». Comme Ad*g(f!) =
(Adg(f))t (g € G), pour tout m € M, on a

(ST (™ (1 + tzar)m) =
611;./2(1 +txM)'detLie(U) (Admﬂl)IF / / (Ad*mk‘p(f))t((l +tzpr)u)dkp du.
KpJU
Or, notant dn la mesure de Haar sur L(U) image de du par I'isomorphisme de

variétés w-adiques U — L(U), u = u—1, pour toute fonction ¢ € C°(AdG(K1)),
on a

/(¢)t(1 +izm)du = / (1 + topr + (1 + topr)n)dn
U
] ldlm(L(U)/ ¢t 1+t$M+t(1+l‘M) )d

= |t| /d) (1+zmu

(grace a l'égalité |det (1 +tzm)|, = [detr ) (1 +zm)|, = 1). Dot 'éga-
lité (3.6.3).

Pour toute fonction f € C°(G), soit r(f) le plus petit entier > 1 tel que
pour tout g € AdG(K™H), on ait le développement (3.5.2)

ZIG fauz flzvg)

Ainsi, pour f € C®(AdG(K1)), t € O—{0} et 7 € AdG(JEY )70 on (1) €
Z>( est défini par |t|p = ¢ v grace au lemme (3.6.1) on a le développement

m
I6(f11 + t2) = 3 2O 16 (£ u) 16 (f1,5,1 + ta).

i=0
Pour f € C®(AdG(K?1)) fixée, I'application O—{0} — C®(AdG(K!)), t — f?
est localement constante. On en déduit que pour chaque entier v > 0, il existe
un plus petit entier r tel que r > r(f*) pour tout ¢t € w”O* ; on le note r(f,v).
Soient 79 = max{r(f1;0):4=0,...,m}, r1 = max{r(f1;,1):7=0,...,m}
et p = max{ro,r; — 1}. Alors, pour t € O* [J[wO* et z € AAG(JE), le
développement ci-dessus appliqué aux fonctions f;; entraine la relation

|t 16 (f13,1 + @) = [t 0O 216 (11 4 t2) (i=0,...,m).
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Par induction croissante sur la valuation v(t) de ¢, pour t € O — {0} et z €
AdG(J¢E), on obtient

IG(fl,ia 1+ t:L') _ Itll}i:‘z_dim(OG(Ui))/ZIG(fl,’iv 1+ :E) (Z =0,... ’m),
ce qui achéve la preuve de (3.6.2). O

3.7. Commentaire

On a jusqu’a présent suivi d’assez prés, en la modifiant au besoin pour
I’adapter & nos objets, la théorie telle qu’elle se présente en caractéristique
nulle. On pourrait dans le méme esprit montrer la propriété d’indépendance
linéaire des germes (5.6.1) au voisinage de n’importe quel s € G absolument
semi-simple. Pour un tel s en effet, tous les ingrédients utilisés dans la preuve
de cette propriété en caractéristique nulle sont a notre disposition pour p > 0 :
le Lemma 19 de [HC 1] pour la réduction au cas s € Ag (cf. [R 1]), la formule
d’homogénéité des germes au voisinage d’un élément central (3.6.2), et P'exis-
tence, pour tout sous-groupe de Cartan elliptique I' de G, d’une constante
cr # 0 telle que [I{l}]{nG' = cr ([He] Appendice 3 pour p > 0; ’énoncé
d’Henniart est en fait plus précis, cf. (5.5.1)). Pour s € G semi-simple insé-
parable en revanche, la réduction au cas s € Ag pratiquée en caractéristique
nulle ne fonctionne plus (c’est d’ailleurs ce méme obstacle que 1’on a déja ren-
contré lorsqu’on a voulu étendre & G — G la propriété d’intégrabilité locale
des caractéres-distributions des représentations admissibles irréductibles de G,
cf. [Le 2]); d’autre part, on a besoin de l’existence d’une normalisation —
disons I'%(-,-) — des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction
f € CX(G), une application x ~ I'G(f,z) localement constante sur G;. La
normalisation «J» définie dans la section 4 vérifie cette propriété. Nous 'utili-
serons dans la section 5 pour batir, a I’aide d’une partie des résultats de [Le 2],
une preuve de la propriété d’indépendance linéaire des germes valable dans le
cas général i.e. pour p > 0 et s € G semi-simple.
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CHAPITRE 4

NORMALISATION «J» DES INTEGRALES
ORBITALES SUR G

4.1. Introduction

Dans cette section, on montre en la produisant explicitement qu’il existe
une normalisation JC(-,-) des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute
fonction f € C°(G), une application z — JE(f,z) localement constante sur
chacune des sous-nappes de G. La question de 1’existence d’une telle norma-
lisation se ramenant & I’étude des orbites voisines d’une orbite irréductible O
dans la sous-nappe de G contenant O, on rappelle en 4.2 les constructions et
résultats du chapitre 1 de [BK] que nous utilisons pour décrire ces orbites. Les
résultats techniques rassemblés en 4.3 nous permettent de construire en 4.4 la
normalisation «J» souhaitée. Enfin, pour les orbites séparables, on relie en 4.5
cette normalisation «J» & la normalisation standard définie dans [V].

4.2. Rappels sur les constructions de Bushnell et Kutzko

Soit F'/F une extension finie de F. On note Ops anneau des entiers de F”,
Pp l'idéal maximal de Opr, kg le corps résiduel de F' et vpr : F' — ZU{oo} la
valuation normalisée sur F’. Soit V' un F’'-espace vectoriel de dimension finie
et £ une chaine de Op/-réseauz dans V' i.e. une suite {L;};cz de Ops-réseaux
dans V' telle que

(i) Liy1 CL;et Ly # L; (Z € Z),

(ii) il existe un entier e (la Ops-période de L) tel que L;y. = PrL; (i € Z).
Cette chaine définit un Opr-ordre héréditaire G = End%F, (L) dans la F'-
algébre A (V') = Endp (V') ; réciproquement, tout Opr-ordre héréditaire Gy
dans Ap/(V') est de la forme G; = End%F, (£1) pour une chaine de Op/-réseaux
L1 dans V', unique a changement d’indexation prés. On note e(G|Op) la Op-
période de L, Jg le radical de Jacobson de G, J} = (Jg)* (i € Z) les puissances
de Jg et vg la «valuation» sur Ag (V') relative & G donnée par

vg(z) =max{i€Z:z € Jé} (x € Ap (V"))
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(en particulier pour V! = F', on a G = Opr et vg = vpr). On pose

N(G) = Aut(L) = {x € Auvp (V") 1 zL; € £ (i € 2)),
U%G) =U(9) =g,
U'G) =1+ J§ (ientier > 1).

Comme 'ordre G détermine la chaine £, on a de maniére équivalente
N(G) = {z € Autp (V') : 7Gx = G}.

De plus, N(G) est un sous-groupe ouvert, compact modulo le centre (natu-
rellement identifié & F'*) de Autp(V'), et les U(G) (i entier > 0) sont des
sous-groupes ouverts compacts distingués de N(G).

Soit E//F' une extension de F' contenue dans Ap/(V') et soit B = Ag(V’)
le commutant de F dans Ap/(V'). On note e(E/F"), f(E/F') respectivement
I'indice de ramification et le degré résiduel de 'extension E/F"’. Supposons que
E* C N(G). Alors les L; sont des Og-réseaux et

B=DBNG =Endp_(L)
est un Opg-ordre héréditaire dans B ; réciproquement, si B; est un Og-ordre
héréditaire dans B, il existe un unique Opr-ordre héréditaire G, dans Apr (V')

normalisé par E* tel que By = BNG; i.e. G = End%F,(L'l) ol L, est la chaine
de Op-réseaux dans V' attachée a By. On a ([BK] 1.2.4)
J§ =Endp,(£) = BNEndp (L) =BNJ} (i€ Z)
et
_ e(9]0r)
Soit
Ap/(E) = Endp,, ({Pi}iez)
Punique Opr-ordre héréditaire dans Aps(E) normalisé par E*. Pour alléger
Pécriture, on pose A(V') = Ap(V') et A(E) = Ar(E).

Fixons un élément 8 € E tel que F'[3] = E et posons ng(8) = —vg(B).
L’application ag : Ap(V') = Ap(V'), g — Bg — gB déforme la filtration
de A (V') induite par les puissances de Jg. Pour mesurer cette déforma-
tion, Bushnell-Kutzko introduisent (et décrivent) les réseaux N (53, §G) suivants
(|[BK] 1.4) : pour chaque k € Z, soit Ni(3,G) I'Opr-ordre (et (B, B)-bimodule)
dans Ap/(V') donné par

Ni(8,6) = {9 € G : aslg) € I§} CG.
On a

kEZ
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et Nx(83,G) C B+ Jg pour k suffisamment grand (|[BK] 1.4.4). Soit ko(8,G) €
Z U {—oo} Uexposant critique de 3 dans G défini comme suit. Si 3 € F’, alors
ko(8,G) = —o0; sinon,

ko(8,G) = max{k € Z : Ni(8,9) £ B+ Jg}
ou de maniére équivalente ([BK] 1.4.13)

ko(B,G) = min{k € Z : JF Nnag(Ap (V")) C ap(G)}.

On pose kp/(8) = ko(B, Ar (E)) et eg(G) = e(B| Op). Alors on a égalité
(|BK] 1.4.13)

ko(B,G) = es(G)kr (D).
De plus, si la quantité kg (3) est finie (i.e. si 3 ¢ F'), on a kg (B8) > —np(B)
([BK] 1.4.15) et donc ko(3,G) > —eg(G)nr (B) = vg(B).

On terminera ces rappels par la notion de strate ([BK] 1.5). Une strate
dans Ap/(V') est un 4-uple [G,n,r,a] ot G est un Opr-ordre héréditaire dans
Ap(V"), n et r deux entiers tels que n > r, et @ un élément de Aps (V') tel que
vg(a) > —n. Cette strate est dite fondamentale si a+J;" ne contient pas d’élé-
ment nilpotent de Ap (V'), pure si vg(a) = —n et si lalgebre F'[a] est un corps
tel que F'[a]* C N(G) (clairement, toute strate pure est fondamentale), simple
si elle est pure et si r < —ko(a, G). Deux strates [G;, ni, i, ;] (¢ = 1, 2) dans
Ap(V') sont dites équivalentes (notation : [G1,n1,r1,a1] ~ [Ga, na, T2, ag]) si
ol + ng = a9 + Jgr2.

4.3. Un lemme d’entrelacement ; application

Soit E/F, E # F une extension de F' contenue dans A(V') (on rappelle que
V = FN) et soit B = Ag(V) le commutant de E dans A(V). Soient G un
Op-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par EX, B=BNgG et A= A(E).

Fixons une Opg-base ([BK] Def. 1.1.7) {wg} de la chaine de Og-réseaux
attachée & G et soit W le sous-F-espace vectoriel de V' engendré par {wy}. Le
choix de W induit une injection de F-algebres

(4.3.1) ww  A(E) — A(V)

qui prolonge I'inclusion E — A(V) (I'extension E/F étant canoniquement
identifiée & un sous-corps de A(FE)), et une (W, E)-décomposition de A(V)
(i.e. un isomorphisme de (A(E), B)-bimodules, [BK] 1.2.6)
(4.3.2) w : A(E) @ B =5 A(V).

Explicitement, ’isomorphisme (4.3.2) est donné par 'injection (4.3.1), l'in-
clusion canonique B — A(V) et la multiplication dans A(V). De plus, cette
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(W, E)-décomposition (4.3.2) induit, par restriction pour chaque i € Z, un
isomorphisme de (A, B)-bimodules ([BK] 1.2.10)

(4.3.3) A®oy Ji — J¢.

Fixons un élément s € E tel que F[s] = E et posons e = e5(G), v = vg(s) =
—enp(s), ko = ko(s,G) = ekr(s), N(G) = Ni,(s,G). Pour chaque k € Z,
la (W, E)-décomposition induit par restriction un isomorphisme de (Og, B)-
bimodules (|[BK] 1.4.13)

(4.3.4) Ni(s,A) ®0g B > Nex(s, ).

On se propose de montrer que pour toute fonction f € C°(G), ’application
z — IG(f,z,dg;) est — pourvu que I'on normalise convenablement les me-
sures de Haar dg, sur G, pour z voisin de s dans ¢y (Autp(E)) — localement
constante au voisinage de s dans ty (Autp(E)).

(4.3.5) LEMME. — Pour tout entiern > 1, on a

{gEG:g_lsg€s+ngc°+n}=G (14 JZN(G)).

Démonstration. — Les arguments sont ceux de la preuve du Theorem 1.5.8 de
[BK]. Fixons un entier n > 1 et notons Z la partie {g € G : g~!sg € s+Jg’“°+"}.
Soient g € Z et y € JEN(G). Comme (1+y) € UM(G) C N(G), 91 +y) €T
si et seulement si

sg=g(1+y)s(1+y)~! (mod ng°+").
Or (1+y)s(1+y)~! (sy —ys)(1+y) ™' € s+ JG°t" car y € JFN(G),

=5—
par conséquent g(1+y)s(1+y)~! =gs (mod ng°+") et g(1+y) € T puisque
")

gs = sg (mod gJg ko+7) 'On a donc montré la relation

I(1+ JgN(9)) =TI,
laquelle implique en particulier 'inclusion
Gs(1+ JEN(G)) C

Réciproquement, soit g € Z ; on veut montrer que g(1+JZN (G)) est d’inter-
section non vide avec G;. Posons t = vg(g). Comme sg — gs € ngk‘H'" C
Jg'“°+t+n, il existe un y € JE"N(G) tel que sg—gs = sy—ys ([BK] Cor. 1.4.10).
Ainsi, 7 = g —y appartient & BNJ} = J&. De plus, comme B* = G est dense
dans B, quitte & remplacer y par y + « pour un a € Jg L+ on peut supposer
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que v € G;. Montrons par induction que pour chaque entier 7 > 1, il existe des
éléments g; € g(1 + JFN(G)), vi € G, tels que

gi =7 (mod JgH"N(G)).
Le cas i = 1 ayant déja été traité ((g1,71) = (9,7) satisfait les conditions
voulues), fixons un entier j > 1 et supposons qu’il existe des éléments gj, v;
comme ci-dessus. Soit x € Jéﬂn./\/' (G) tel que g; = vj + . Comme g; €Z, en
remplagant g; par y; + dans la relation sg; = g;s (mod nggk°+"), on obtient

J ko+n + J k0+t+(j+1)n)

st = zs (mod v;Jg G

et donc
ST — I8 € Jg'“°+t+3" n (’Yng’€°+n + Jgko+t+(y+1)n)

car & € JEH"N(G). Soit z € JEIN(G) N (JEN(G) + JETITIA(G)) tel
que sz —zs = sz — zs (|BK] Prop. 1.4.16). On écrit z sous la forme z = yja+b
avec yja € Jé””N(g)m,-J,g (G)etbe Jé*‘j“)”/v(g). Soit =z —2 € B.
Comme plus haut, on peut supposer que <y; + ¢ appartient & G. On pose
gi+1 =gj(1 + a)~! et yj41 = 7v; + 6. Alors

gis1=(Gr1(1+a) +b—da)(1 +a)™ = y;41 (mod Jg*HI"N(9)).

Comme la partie A = g(1 + JZN(G)) est ouverte compacte dans G, si i est
un entier suffisamment grand, ¢’ + JE*""N(G) C A pour tout ¢’ € A. Par
conséquent A NG # & et le lemme (4.3.5) est prouvé. O

Le lemme suivant est une (légére) extension de la Proposition 2.2.2 de [BK].

(4.3.6) LEMME. — Soient n un entier > 1 et x € vy (s + JjF(SHn). Alors la

strate [G, —v, —e(kp(s) + n), x| est simple et équivalente & [G, —v, —e(kr(s) +

n), s).

Démonstration. — Puisque PLJg = Jg* (k € Z), 'isomorphisme (4.3.3) im-

plique que l'on a linclusion ty (s + JjF (s)+n) C s+ J; (kr(9)+1) {e5 strates

(G, —v,—e(kr(3) +n),z] et [G, —v, —e(kF(s) + n), s] sont donc équivalentes.
Comme s est elliptique dans le groupe H = Autp(E), le H-entrelacement

formel de la strate simple [A,ng(s), —(kr(s) + n), s] dans A(E)

IH({Av nF(S), _(kF(S) + ’I’l), 3]) dzéf
{he H: b7 (s + JFOMhn (s + JEFOT) £ o)

coincide avec

E* 1+ PENkF(S)(Sv A))
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(IBK] Theorem 1.5.8). En particulier, Zg ([A,nr(s), —(kr(s)+n), s]) est com-
pact modulo le centre de H et contenu dans N(A). Soit a € JAkF AR
que z = (s + a). Le centralisateur Hgyo de s + « dans H est contenu dans
I ([A,nr(s),—(kr(s)+1),s]) donc est compact modulo le centre de H, ce qui
implique (en utilisant par exemple la décomposition de Jordan additive dans
A(E)) que s + «a est elliptique dans H. De plus, comme F[s 4+ a]* C N(A),
on a A~ A(F[s + a]) (comme Op-ordres) donc e(F[s + a]/F) = e(E/F) et
f(F[s+ a]/F) = f(E/F). Soit E' = F[z] C A(V). Puisque E' = 1w (F[s +
a]) ~ F[s + o] (isomorphisme de F-algébres), E' est un corps i.e. z est irré-
ductible dans G. 1l est clair que vg(z) = v. Pour n € H, y € A(F) et b € B,
on a

me)(yebnhel) !t =nyn ' ®b.

Par conséquent (cf. I'isomorphisme (4.3.3)) E'* C N(G) et la chaine de Op-
réseaux dans V attachée & G est une chaine de Op-réseaux. Soient B’ =
Endg/ (V) C A(V) et B' = B'NG. Comme la strate [G, —v, —(ko + en), z] dans
A(V) est pure et équivalente a [G, —v, —(en+ky), s, pour tout couple d’entiers
(m, k), k < ko + en, on a ([BK] 2.1.3)

JgtNi(z,G) = J§"Ni(s, 9).
En particulier, pour m = 0 et kK = kg + 1, on obtient
B' + Jg C Nikg+1(2,G) + Jg = Nig11(5,G) + Jg
avec (grace a [BK] 1.4.8)
Nio41(8,G) +Jg = B+ JgN(G) + Jg = B+ Jg.

Donc B' + Jg C B+ Jg. Mais puisque A(E’) est un Op-module & droite libre
de de rang [E' : F] = [E : F], on a [A(E') ®0,, B : A(E') ®0,, Jg] = [B':
Jg|lEF] don (cf. Iisomorphisme (4.3.3)) [G : Jg] = [B' : Jg]lFF]; de méme,
G : Jg] = [B : Js]lP*F). Par conséquent V'indice [B' + Jg : Jg] = [B' : Jp/]
coincide avec l'indice [B + Jg : Jg] = [B : Jg], dou B' + Jg = B + Jg.
On en déduit que Ny, (z,G) ¢ B' + Jg et Niggy1(z,G) C B' + Jg, donc que
k:o(x,g) = k‘o. O

(4.3.7) PROPOSITION. — Pour chaque = € 1y (s + JjF(S)H), soit dgz la me-
sure de Haar sur G, telle que
doy

VOI(Gz(l + PEN(g)), dg
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Alors, pour toute fonction f € CX(G), le germe au point s dans vy (Autp(E))
z s [I9(f, z, dgg )| (At (F)

est un germe constant.

Démonstration. — Soient n un entier > 1 et € (s + JjF(sH"). Soient
E' = Flz], B' = Endg/(V) C A(V) et B' = B’ N G. Puisque les strates
G, —v,—e(kr(s) + n),z] et [G,—v,—e(kp(s) + n), s] sont simples et équiva-
lentes (4.3.6), on a e(E'/F) = e(E/F) et f(E'/F) = f(E/F) (|BK] 2.1.4),
et pour m € Z, JG Ny, (z,G) = JF" N, (s,G) ([BK] 2.3.1). Comme A(E') est
un Ogr-module & droite libre de rang [E' : F| = [E : F], pour m € Z>g, on
a [A(E") ®o, B': A(E') ®0,, JgH =[B': JEEF] ot (cf. I'isomorphisme
(4.3.3)) [G : J'] = [B' : JF|EF]; de meme, [G : J*] = (B : JF]FF]. Donc
[B:Jg" = [B': Jg (m € Z>o). Par suite, pour toutes mesures invariantes dyu
et du' respectivement sur les espaces homogeénes G5\G et G;\G, la quantité

vol(Ga(1 + PNiy(0,0)), dH) _ B 75
VOI(Gx(l + PE’Nko (iL', g))7 d,u,) [Nko (IB, g) : Jg’n—eNko ({L‘, g)]

coincide avec

vol(Gs(1 + PRNk(5,G)), du)
vol(Gs(1 + PENk,(s,G)),dp)
Pour chaque entier n > 1, soient W, et V, les voisinages ouverts compacts de
s respectivement dans H et G définis par W,, = s+JA{CF (5)F7 o Vi = s+Jgk°+e".
Ainsi (avec les mesures dg, définies dans 1’énoncé de (4.3.7)), pour tout entier
n > 1 et tout z € v (W), on a

49
dgy

d
= vol(Gs(1 + PEN, (5,9)), £> = I%(1y,,s,dg,);

S

I%(1y,,z,dg;) = vol(Gy (1 + PriyNio (2, 9)),

en particulier, I¢(1y,,z,dg;) = 1.

Soit une fonction f € C°(G). On peut, sans perte de généralité, supposer
que f est la fonction caractéristique d’un ouvert compact C de G. Comme 1’or-
bite O (s) est fermée dans G, on peut construire un recouvrement du compact
Oq(s) NC de Og(s) de la forme Og(s) NC = Og(s) N (1% Adgi(Vy,)) pour
des entiers n; > 1 et des g; € G. Soit n = max{n; : ¢ = 1,...,m}. Alors, pour
tout z € tw(Wh),

m

IG(faxadng) = Z IG(lvni,.T,dgx) = IG(f’Sadgs)a
=1
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et la proposition (4.3.7) est prouvée. a

(4.3.8) REMARQUE. — Si de plus s € G, (i.e. si [E : F] = N), la proposition
(4.3.7) dit qu’il existe un jeu de mesures de Haar {dg,} sur les centralisateurs
G, des £ € G voisins de s dans G tel que pour toute fonction f € CX(G),
le germe = — [I9(f,z,dg;)]S est un germe constant. Harish-Chandra avait
déja, grace a son trés élégant principe de submersion, montré ce résultat (et
méme un résultat plus profond) au voisinage de tout s € ée, puis par descente
parabolique au voisinage de tout s € Gy, [HC 2] Theorem 3. D’ailleurs, sa dé-
monstration fonctionne encore au voisinage d’un s € G, inséparable, cf. [Le 3].

4.4. Définition de la normalisation « J »

On peut dés lors définir I’intégrale orbitale normalisée JE(-,z) pour tout
z € G. Soit s € G — Ag irréductible et soient E = F[s], B = Ag(V). Soit
G un Op-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par E* tel que B = BN
G soit un Og-ordre héréditaire mazrimal dans B i.e. tel que e(B | Og) = 1
(on a besoin d’associer & s un Op-ordre héréditaire dans A(V) tel que la
normalisation définie ci-aprés ne dépende pas du choix de cet ordre; il est clair
qu’on aurait tout aussi bien pu travailler avec un Op-ordre héréditaire G’ dans
A(V) normalisé par E* tel que B N G’ soit un Og-ordre héréditaire minimal,
i.e. d’Iwahori, dans B). On pose JC(-,s) = I(-,s,dg,) (égalité dans D(G))
ol dgs est la mesure de Haar sur G, telle que

Vol(Ga(L + P Nip(s)(5:9)), 579) ~1

A priori, la mesure invariante ;79 sur I’espace homogéne G;\G — donc aussi
S

la distribution JE(-,s) sur G — définie ci-dessus dépend du choix de G. Veéri-

fions qu’il n’en est rien. Soient G1, Go deux Op-ordres héréditaires dans A(V)

normalisés par E* tels que B; (i = 1, 2) soit un Og-ordre héréditaire maximal

dans B. Soit b € B* = G, tel que By = bB1b~ L. Alors Go = bG1b~! et pour

tout k € Z, Ni(s,G2) = bNi(s,G1)b~1. On a donc

Gs(1 4 PeNip(s)(5,G2)) = Gs(1 + PeNip(s)(s,61))b7"
et pour toute mesure invariante dy sur l’espace homogeéne G\G,
vol(Gs(1 4 Pg Ny, () (5, G2)), dp) = vol(Gs(1 4+ Pg Ny, (5)(s,G1)), dp).

Si 2 € Ag, pour toute fonction f € C°(G), on pose J(f,z2) = f(2).

Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Via la donnée d’un isomorphisme
(de groupes w-adiques) ¢ : M —» [Ti—; GL(n;, F) (n; € Z>1) et grace a
(3.2.3), pour tout z € M irréductible dans M, on définit ’intégrale orbitale
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normalisée JM (-, z) au point z sur M composante par composante comme ci-
dessus. Cette définition ne dépend pas de ’isomorphisme ¢ choisi. Recopions
alors la définition (3.4.1).

(4.4.1) DEFINITION (Normalisation «J»). — Soit z € G et soient M', P,
P" = M' N P les sous-groupes de G associés & x en 2.8. Soient M une com-
posante de Lévi de P” et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G
en bonne position par rapport & (P, A). Pour toute fonction f € C®(G), on
définit I'intégrale orbitale normalisée au point x dans G

JC(f,z) = IM(fF,z0m)

ot ff € CP(M) est le terme K p-invariant de f suivant P et s la composante
de z sur M.

Cohérence de la définition (4.4.1). — Clairement, les points (i), (ii), (iii) et
(iv) de la preuve de la cohérence de la définition (3.4.1) restent vrais si 'on
remplace la normalisation «I» par la normalisation «J». O

Comme pour la normalisation «I», on étend naturellement la normalisa-
tion «J» & tout groupe H € I'p (notation : JH(f,x) pour tous z € H,
f € C°(H)), et la proposition (3.4.3) reste vraie si 'on remplace la norma-
lisation «I» par la normalisation « J». De méme (3.5.2), si s est un élément
semi-simple de G, pour chaque orbite O de Ag(s) il existe un unique germe
[J0]¢ = [JS]S tel que pour toute fonction f € CX°(G), on ait le développement

[T4(f,)] ZJG frzo)Jo ()¢

ou O parcourt I’ensemble des orbites de Ag(s) et ou (pour chaque O) zo est
un quelconque élément de O. Les propositions (3.5.5) et (3.6.2) restent vraies
si I’on remplace la normalisation «I» par la normalisation «.J».

(4.4.2) PROPOSITION. — Pour chaque sous-nappe X, 5 de G et pour toute
fonction f € CX(G), Vapplication

Xop = C, x> JO(f,z)
est localement constante.
Démonstration. — Soient «, # deux partitions de N telles que 8 < a, et soit
f e CSO(G). On pose o = (0’»1 Z oo Z a,r > 0 —_ tee — O = ...). COmme

JC(f,y) = J9(f,g 1yg) pour tout y € G et tout g € G, et comme les fibres
de la submersion py : Xo — Y, (cf. 2.6) sont les orbites de X, on est ramenés
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52 CHAPITRE 4. NORMALISATION «J» DES INTEGRALES ORBITALES SUR G

a montrer que pour tout {(;}I_; € Yo 8 = pa(Xa,p), le germe de fonctions au
point {(;};_, dans Y, g
Ya,
ey = U (Frsalleyilizd,
est un germe constant.
Soit € X, g et soient M', P, P"” = M'N P les sous-groupes de G associés a
z en 2.8. Soit M une composante de Lévi de P" et soit zp; € M la composante
de z sur M. Fixons un isomorphisme (de groupes w-adiques)
d
w:M%HGL(ni,F) (np+---+ng=N)
i=1
et soit (s1,...,84) = @(xpr). Pour chaque ¢ = 1,...,d, soit E; = F[s;] C
A(F™) et fixons une injection de F-algebres t; : A(E;) — A(F™) (4.3.1)
prolongeant l'inclusion E; — A(F™) et telle que pour toute fonction h; €
C*(GL(n;, F)), le germe

yi > [JGL(ni,F) (hia yi)]Li'(Autp(Ei))

Sq

est un germe constant (4.3.7).

Soit Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position
par rapport & (P, Apr) et soit f£ € C(M) le terme K p-invariant de f suivant
P. Grace & (3.2.3), on peut supposer que la décomposition de f¥ a travers ¢
est de la forme

17 = (&hifi) o (fi € C2(GL(ni, F))).

Pour i = 1,...,d, fixons un voisinage ouvert compact V; de s; dans Autp(E;)
contenu dans l’ensemble Autp(E;)e des éléments elliptiques de Autp(E;)
(d’apres (2.5.1), cet ensemble est ouvert dans Autg(E;)) et tel que pour tout
yi € Li(Vi),
T (fi,y;) = JEHO (i, 7).
Soit V = 30‘1(1_[?:1 V;) C M. Pour tout y € V, on a 'égalité
TP, y) = IV (P, 2m).

Quitte & restreindre les ouverts V; C Autp(E;) (1 = 1,...,d), on peut supposer
(grace a (2.5.1)) que pour tout y € V, le sous-groupe de Lévi M'(y) de G associé
a y est contenu dans M’ : cela revient & supposer que pour tout couple d’entier
(i,7), 1 < 4,5 < d tel que ¢~ 1(s;) et ¢ '(s;) sont dans deux composantes
distinctes de M’ pour la décomposition de M’ en produit de groupes linéaires
sur F' (cf. 2.8), alors pour tout couple (z;,z;) € V; x Vj, le polynome minimal
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de z; est distinct de celui de x;. Alors, pour chaque y € V), il existe, et 1'on
peut donc fixer, un u, dans le radical unipotent U" de P" tel que

yu;/’ € Hﬂ<7-<a Xay
M est une composante de Lévi de P"(yuy)

ot P"(yuy) est le sous-groupe parabolique de M'(y) associé & yu, (noter que
M'(y) est le sous-groupe de Lévi de G associé & yuy). Ainsi, pour tout y € V,
on a JG(f,yuZ) = JM(fP y) (4.4.1) et donc JG(f,yuZ) = JO(f, ).

Soit Yy = pa({yuy : y € V}) C [1s1y<q Yo,y Pour k € Z>; suffisamment
grand, le voisinage Y, s N Wi(pa(x)) (pour la définition de Wi (pa(x)), cf. 2.6)
de po(z) dans Y, g est contenu dans Y, gNYy. La proposition (4.4.2) est donc
prouvée. O

(4.4.3) REMARQUE. — Dans l'ordre d’idées de la remarque (2.5.3) et contrai-
rement 3 ce que ’on pensait intitialement, il n’existe pas de normalisation des
intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction f € C°(G), une ap-
plication «intégrale orbitale de f» localement constante sur les nappes de
Dixmier de G. En effet, considérons un pseudo-coefficient f, de la représenta-
tion de Steinberg 7w du groupe H = GL(2, F') et soit

w10
1=\1 1)

Comme u; est dans l'orbite unipotente réguliére de H, u; est dans la fermeture
de H, (resp. Hy — H,) dans H pour la topologie w-adique. Or

JH(fr,2) #£0 VxGIETe B
JH(fr,2) =0 Vz € H — H, ’

par conséquent l'application z — JH(fr,z), comme d’ailleurs I’application
«intégrale orbitale de f; » induite par n’importe quelle autre normalisation des
intégrales orbitales sur H, ne peut pas étre localement constante au voisinage
de u; dans la nappe réguliére de H.

Je remercie J.-L. Waldspurger de m’avoir évité une erreur « embarrassante »
en m’indiquant le contre-exemple ci-dessus.

4.5. Comparaison avec la normalisation standard

On peut, comme il est suggéré dans [BDKV]| Appendice A, 2.d, essayer

d’utiliser la normalisation définie dans [V] 1.g. A tout z € G, Vignéras associe
une «mesure orbitale canonique normalisée» dg(x)pk ou uk est 'image par
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I'isomorphisme de variétés w-adiques G;\G — Og(z), g — g 'zg d’une me-
sure G-invariante u, sur I’espace homogeéne G, \G canoniquement définie & par-

tir de la décomposition de Jordan x = su, s € G semi-simple, u € Ug, = GsNU
A

5 I oud g (resp. d'g;) est la mesure
9z
de Haar sur G qui donne volume 1 aux sous-groupes d’Iwahori de G (resp. G;)
—, et ol dg(z) est un facteur de normalisation défini comme suit. Soient T un
tore maximal du groupe algébrique G = GL(N) tel que s € T(F), & un sys-
téme de racines de G par rapport a T, 3¥; C X ’ensemble des racines triviales

sur s ef ¥ = % — 5. Alors dg(x) = [Da(s)|* o

déf _
Dg(s) = H (1 — a(s)) = detrie(c,)\Lie(c) (1 — Ads™").
a€Xy

— en particulier pour x semi-simple, u, =

Si p| N, on ne peut prolonger cette normalisation sur G — G de maniére a
obtenir, pour toute fonction f € C°(G), une application «intégrale orbitale de
f» localement constante sur chacune des sous-nappes de G, comme le montre
le contre-exemple suivant. Supposons p > 0 et reprenons 1’élément z € H =
GL(p, F) défini dans la remarque (2.4.1). Il est elliptique inséparable dans H
et peut étre approché d’aussi prés que l'on veut par un élément y € ﬁe. Mais
comme r a une seule valeur propre ¢/ de multiplicité p dans l’extension
radicielle F[¢/w@] de F, quand un tel y tend vers z, ses valeurs propres tendent
toutes vers ¢/zo dans une cloture algébrique F de F et le facteur de norma-
lisation dg(y) tend vers 0. Précisément (proposition (4.5.1) ci-aprés), notant

dr(y) (y € He) l'exposant du discriminant de I’extension F'[y]/F, pour toute
fonction f € CX(H), l'application y +— q%‘sF(y)dH(y)IH(f, y) est localement
constante au voisinage de x dans H,.

Soit M un groupe w-adique isomorphe & un produit [];_; GL(n;, F') pour
des entiers n; > 1. On pose

(y € M).

oy o=

du (y) = |detrie(ar, )\Lie(ar) (1 — Adary ™)

Soit s € M irréductible dans M. La F-algébre F[s] se décompose en Fs] =
E; x --- x E, pour des extensions séparables finies E;/F, et 'on pose

opm(s) = q% 2i=1 0(Ei/F)d;

ou §(E;/F) est exposant du discriminant de ’extension E;/F et n; = d;[E; :
F).
Soit z € G et soient M’, P, P" = M’ N P les sous-groupes de G associés a

z en 2.8, U” le radical unipotent de P" et " : P! — P"/U" = P" le quotient
réductif maximal de P”. On pose ng(z) = o5 (1" (z)) dp (7" (x)).
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(4.5.1) PROPOSITION. — Soit une sous-nappe Xo g de G. Pour toutx € X, g
(séparable ou non) et toute fonction f € C°(G), lapplication

Xa,ﬂ — C’ Y= UG(y)IG(ﬂ y)

est constante au voisinage de x dans X, 5N G.

Démonstration. — Soit © € X, g et soient M', P et P = M' N P les sous-
groupes de G associés & x en 2.8. Fixons une composante de Lévi M de P” et
un isomorphisme (de groupes w-adiques)

,
<p:M—§—>HGL(ni,F) (n1+---+n, =N).
i=1
Soit zps € M la composante de z sur M et soit (s1,...,8,) = @(xpr). Pour
i =1,...,r, soit E; = F[s;] C A(F™). Pour y € M irréductible dans M,
posant (y1,...,Yr) = ¢(y), on a

,
S @) (v) = [ [ darni,r)¥i)darins, ) (¥i)-
i=1

Ainsi (cf. la preuve de la proposition (4.4.2), il suffit de produire, pour i =
1,...,r, une injection de F-algebres ¢; : A(E;) — A(F™) prolongeant 'inclu-
sion E; < A(F™) et une constante \; = Agr(n,;,r)(5:) > 0 telles que que
pour tout y; € t;(Autp(E;)) séparable dans GL(n;, F') et voisin de s; dans
Li(Autp(Ei)), on ait

8aL(ni, ) i) dGL(ns,ry W) ICEE) ( yi) = N JCEMaE) (- 4

(égalité dans D(GL(n;, F))).

Soit s € G irréductible et soient E = F[s] C A(V), B = Ag(V). Soit
G un Op-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par E* tel que B = BNgG
soit un Og-ordre héréditaire maximal dans B. Soient A = A(FE) et N(G) =
Nip(s)(8,G). Fixons comme en 4.3 via le choix d'une Op-base {wi} de la
chaine de Op-réseaux dans V attachée a G, une injection de F-algébres tyy :
A(E) — A(V) (4.3.1) prolongeant l'inclusion E — A(V). Siy € (s +
JjF(s)H), la strate [G,np(s), —(kr(s) +1),y] dans A(V') est simple et équiva-
lente & [G,nFp(s), —(kr(s) + 1),s] (4.3.6). Pour un tel y, soit dg, la mesure
de Haar sur Gy ~ GL(d, F[y]) (d[E : F] = N) donnant volume 1 aux sous-
groupes ouverts compacts maximaux de Gy i.e. la mesure de Haar sur Gy telle
que I9(-,y) = IG(-,y,dg,) (égalité dans D(G)). Montrons qu'’il existe une
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constante A = Ag(s) > 0 telle que pour tout y € vy (s + JjF(S)H) NG,
d
vol(Gy(1+ PN (9)), ma(y) 3 ) = A
y

Fixons un y € (s + JA{CF(S)H) NG et soient E' = Fly] C A(V), B' =
Ap/(V) et B = B'NgG. Fixons aussi une uniformisante wg de E'. Soit

gy = QETE) g
Sw(E/F)_f(E’/F) (E'JF)+1
lexposant de Swan de l'extension E'/F. On a f(E'/F) = f(E/F), e(E'/F) =
e(E/F) (IBK] 2.1.4) et la relation

G|OF)

B0, = &910F)

implique 1'égalité e(B' | Og/) = 1. Soit pg : A(V) — B’ la projection ortho-
gonale relativement & I’accouplement non dégénéré (x1,x2) = tr o(vy/r(T172)
sur A(V) ot tr 4(vy,r désigne la trace usuelle. L’application

Sw(E'/F
A(V) = B', g f(9) = w5 e (9)
est une corestriction modérée sur A(V) relative a E'/F ([BK] 1.3). Soient

Ay=1-Ady™': A(V) > A(V) et k1 = kp(s) +np(s) > 0. Pour m € Z, on
a la suite exacte courte ([BK] 1.4.10)

(4.5.2) 0 = JP\TENip(o) (0, G) 25 Ttk Ly gmtks g,

Pour m € Z, on a Jg' Ny (5)(y, G) = J5"N(G) ([BK] 2.1.3), donc en particulier
IeNip(s)¥,G) = JsN(G) = PeN(G). Comme |detieq,)\Lie(q)(Ay)|lF =
da(y)? et |detp(f)|p = ¢ fE/FISw(E/F)d de 1a suite exacte courte (4.5.2)
pour m = 1, on déduit l’égalité

dc(y)2 vol(Gy(1 + PN (G)), ggi)
y

Soit
w Y l(Gy (1 + PEN(G)), %)vol(Gy(l + gt 5L
Yy
(B : JE vol(1 + Jg, dg)?
vol(1 + Jpr,dgy)? [G : N(G)][G : IS
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11 —
Comme [B' : J5] = [B : Jg'] et vol(1 + ng,a’gy) = [U(B/) U (B)] =

Wws : Ur(B)Y™ ', on a

u= B JEIUB) : U (B)p 299

G : N(G)][G - Jg’“]'
dg

En remplagant vol(Gy(1 + J5'™), EJ) par vol(Gy(1 + PeN(G)),

49 11
y . dgy
dans ’égalité précédant la définition de p, on obtient

da(y)?vol(Gy(1 + PeN(G)), 4£)* = ¢~/ E/FISw =/,

d’ou
d

! w(E' 1
vol(Gy(1+ P N()),na(y) 3 -) = aly)daly) g~/ MM,
y

Or 16 (y)da(y) ™" = da(y) et dg(y)q~ 2/ E/FISWE P = g3fe-Dd gon
d = e — 1 déf
Vol(Gy(1-+ PeA(0)) 1o u) ) = /B PB4

Y

(S)H) NG, on a

n6W)I°(,y) = A(,y)
(égalité dans D(G)). D’ou la proposition (4.5.1). O

En définitive, pour tout y € vy (s + JjF
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CHAPITRE 5

INDEPENDANCE LINEAIRE DES GERMES

5.1. Introduction

Dans cette section, on donne une preuve de l'indépendance linéaire des
germes au voisinage de n’importe quel élément semi-simple de G (5.6.1). Le ré-
sultat n’était jusqu’alors connu que pour les éléments absolument semi-simples
(cf. [BDKV] Appendice 1). Fixé un élément s € G semi-simple que 1’on peut
supposer irréductible grace a la proposition (3.5.5), I'idée consiste & réduire
les intégrales orbitales sur G des fonctions f € C2°(G) au voisinage de s dans
G a des intégrales orbitales sur H = G, de fonctions ¢y € C°(H) au voi-
sinage de s dans H, pour ensuite appliquer la propriété suivante : pour tout
sous-groupe de Cartan elliptique I' de H, il existe une constante cp(H) # 0

telle que [I g}]gﬂHr = cr(H) ([R 2] en caractéristique nulle pour tout groupe

semi-simple connexe défini sur F', [He| Appendice 3 en toute caractéristique
pour GL(n)). Comme la preuve s’appuie sur un passage a la limite combinant
la propriété ci-dessus et la formule d’homogénéité des germes au voisinage d’un
élément central (3.6.2), il suffit de réduire «suffisamment» d’intégrales orbi-
tales semi-simples réguliéres sur G & des intégrales orbitales elliptiques sur Gj.
Cette partie réduction d’intégrales orbitales repose en caractéristique nulle sur
le Lemma 19 de [HC 1] (cf. aussi [R 1] §1, Lemma 1), lemme topologique
dont la démonstration n’est pas utilisable si s est inséparable. On a donc fina-
lement opté pour une approche légérement différente. La submersion utilisée
dans [Le 2| permet de réduire toute distribution AdG-invariante T sur G a
une distribution AdH-invariante 67 sur H de support contenu dans un voi-
sinage (indépendant de T') de 1 dans H compact modulo H-conjugaison. En
fait, seule la restriction de 7" & un petit voisinage ouvert AdG-invariant de
s dans G joue un réle pertinent dans la réduction. On est donc ramenés a la
question suivante : si I’on prend pour T" une intégrale orbitale sur G de support
suffisamment concentré sur Og(s), la distribution 67 ainsi obtenue est-elle une
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intégrale orbitale sur H 7 C’est la réponse a cette question — réponse par-
tielle puisque seulement pour des intégrales orbitales T' bien particuliéres —
qui occupe ’essentiel de cette section.

5.2. Rappels sur les éléments minimaux de Bushnell et Kutzko

Soit F'/F une extension finie de F'. On rappelle la notion d’élément minimal
sur F' (|BK] 1.4.14). Soit K/F' une extension finie de F” et soit b € K tel que
K = F'[b]. Posons v = vk(b), et choisissons une uniformisante wgs de F’. On
dit que b est minimal sur F” si

{ (v, e(K/F")) = 1

o be(K/F') 4 Py engendre lextension de corps résiduels xx /KR

En fait, on utilisera surtout le critére suivant ([BK] Prop. 1.4.15) : v < kg« (b)
avec égalité si et seulement si b est minimal sur F”. Rappelons aussi la notion
de polynéme caractéristique attaché a une strate fondamentale [G,r,r — 1,0
dans Ap/(V') ou V' est un F'-espace vectoriel de dimension finie N'. Posons

Yp = be/gw;‘{g + Jg

ou e = e(G|Op) et g = (er). En tant qu’élément de G/Jg, y» ne dépend
que de la classe d’équivalence de la strate [G,r,r — 1,b] dans A (V') (et pas
du choix de wpr). Soit L = {L;};cz la chaine de Ops-réseaux dans Ap/ (V')
attachée & G. On a

e—1

G/Jg = [ [ Endy,. (Li/Lit1) C Endg,, (Lo/Le).-

=0

Soit alors ¢y(T) € kp/[T] le polynéme caractéristique de y, vu comme Kp-

endomorphisme de Lg/L, ; de maniére équivalente, ¢3(T") est la réduction mo-

dulo Pgr du polyndome caractéristique de be/ 9w;{g vu comme F’-endomor-

phisme de V'. Comme pour v, ¢, ne dépend que de la classe d’équivalence de
la strate [G, 7,7 —1,b] dans A (V). Si [G,r,7 —1,b] est pure, alors ¢ = ¢N'/¢
(d = deg(¢)) pour un polynoéme ¢ € km[T] irréductible sur kpr, et d divise
f(F'[b]/F"). Si de plus [G,r,r — 1,b] est simple, alors d = f(F'[b]/F"). Notons
que si [G,r,r — 1,b] est pure, alors [G, 7,7 — 1,b] est simple si et seulement si b
est minimal sur F' (on a e;(G)kr (b) = ko(b,G) > vg(b) = es(G)viry (b))-

Si F' et F” sont deux extensions finies de F' d’indice de ramification e’ =
e(F'/F) et ¢ = e(F"/F), on note encore v la valuation sur F” donnée par

/

e
Vpr = WVF"'

5.3. Lemmes techniques

Le premier lemme découle directement d’un cas particulier de (4.3.6).
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(5.3.1) LEMME. — Soit [G,n,T,a] une strate simple dans A(V) tel que F[d]
est un sous-corps mazimal de A(V) et soit &' € a+ J;". Alors la strate
[G,n,r, ] est simple et F[d] est un sous-corps mazimal de A(V).

Démonstration. — D’aprés (4.3.6), la strate [G,n,r, /] est simple et équiva-
lente & [G,n,7, 0] (on a A(Fla]) ~ A(V)), dou f(F[]/F) = f(F[a]/F) et
e(F[d/]/F) = e(F[a]/F) (|BK] 2.1.4). Donc F[d/] est un sous-corps maximal
de A(V). O

Le deuxiéme lemme est un résultat technique sur les raffinements d’une
strate simple, cf. [BK] 2.2. Soit une strate simple [G,n,r, s] dans A(V'). Soient
E = F[s], B=Ag(V) et B= BNG. On fixe aussi une corestriction modérée
([BK] Def. 1.3.3) sg/p sur A(V) relative & E/F. Soit e € J;" tel que [B,r,7—
1, sg/p()] est une strate simple dans B et Ey = E[sg/p(@)] (= Fs, sg/r(@)])
est un sous-corps maximal de B. Alors ([BK] Prop. 2.2.3), [G,n,7 — 1,8 + @]

est une strate simple dans A(V'), K = F[s + «] est un sous-corps maximal de
A(V) (donc e(K/F) = e(G|OFf) = e(E1/F) et f(K/F) = f(E1/F)) et

—r =kg( (@) sispp(e) ¢ E
krp(s+a) = { ko(s,g)Ezsgl/fzs;l zi 32;?(0‘) c€FE -~

Sous ces hypothéses, on a le lemme suivant.

(5.3.2) LEMME. — Soit sg /g une corestriction modérée sur B relative a
Ey/E. Il existe une corestriction modérée sg/p sur A(V') relative a K/F telle
que pour tout 1 € Z et tout g € Jgi,

sk/r(9) = g, yp © sp/p(g) (mod JEHH).

Démonstration. — Posons sg,/p = sg, g © sg/p- D’aprés [BK] Def. 1.3.3,
g, /F est une corestriction modérée sur A(V) relative & E1/F. Si Ey = E = B
(i-e. si sg/p(@) € E), alors les strates [G,n,r,s] et [G,n,7,s + o] sont simples
et équivalentes (5.3.1). Par conséquent ([BK] 2.4.12) Ok et Og, ont méme
image dans G/Jg et il existe des corestrictions modérées s /P et 3331 /F Sur
A(V) relatives & K/F et E;/F respectivement telles que pour tout i € Z et
tout g € Jgi,
sk/r(9) = sp/p(g) (mod J3th.

Comme sp, /p = 778’131/F pour un € Op, si & € Og est tel que & =
n (mod Jg), alors sg/p = &8 / €st une corestriction modérée sur A(V) rela-
tive & K/F qui satisfait les relations de congruence voulues.

On suppose désormais que F; # E. Commengons par montrer que pour
chaque 7 € Z, Pg + ng+1 = Pg, + ng+1' Notons as I’application A(V) —
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A(V), g — sg — gs et posons ko = ko(s,G). Soit g € PEN1_,(s + @, G) pour
un¢t€Z.Ona

(s+a)g—g(s+a)=0 (mod Jg”l“’").
Comme g € ng' et a € J;", cela implique que a,(g) € ng‘—r' Grace a [BK]
1.4.10, il est possible d’ écrire g sous la forme g = § +y avec § € J} et
y € Jé*T_koNko(s,g). Alors,

0=(s+a)(d+y)—(0+y)(s+a) =as(y) + ad — da (mod ng'+1—1~)

(les termes ay et ya sont dans Jgi'H_r car —r — ko > 0). Par conséquent (en
appliquant sp;r) sg/p(@)d —dsg/r(a) € Jé“_r, et puisque ko(sg,r (), B) =
—r,0 € Pél + JgH'l. En définitive, on a montré l'inclusion

Pie M—r(s + &, G) + JGTH C PL + J3H
Par ailleurs, Og C Ni_,(s + ,G) d’ou

Phe + IS C P Ni—r(s + 0, G) + 3T
Or [Ph+ J3t I3 = [PL PR [PE + I3 - I3 = [PE - PR, et
puisque f(K/F) = f(E:1/F),

[P - P = [Ph, : P .

Par conséquent P} + Jit! = PL + JitT.

Ensuite, choisissons une corestriction modérée sk sur A(V) relative a K/ F
et traitons le cas 4 = 0. Notons v = s+a et a, 'application A(V) — A(V), g —
vg — gv. Comme Ok + Jg = Og, + Jg, 'application 3g/p : G/Jg — G/Jg
déduite de s/ par passage au quotient est un endomorphisme de (kg, X kg, )-
bimodule, de méme image O, + Jg que 'application 5g,/r : G/Jg — G/Jg.
Montrons que 3k et 5g, /r ont méme noyau. Comme sg/p(a) ¢ E, ko(7,G) =
ko(sg/r(a), B) = —r et le noyau de 5, coincide avec a, (PN —_;(7v,G)) + Jg
([BK] 1.4.10). Les strates [G,n,r,7] et [G,n,r,s] sont pures et équivalentes,
donc PEN_,(v,G) = JEN_r(s,G) (|BK] Prop. 2.1.3), et puisque —r — ko >
0, JEN_1(5,G) = J§ + J5g"Niy(5,G) (IBK] 1.4.9). Soient § € J et y €
Jgko./\/ko(s,g). On a

ay(0 +y) = as(y) + ad — da (mod Jg)
car ay — ya € Jg_r_lco et —r — ko > 0, d’ou

sg/r(ay(6 +y)) = sg/p()d — dsg/p(a) (mod Jp)
et
sg /e © 8E/F(ay(0 +y)) =0 (mod Pg,).
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En définitive, on a montré ’inclusion

ker(Sg/r) C ker(3g, /r).

Comme ker(3x /) et ker(5g, /r) ont méme dimension en tant qu’espaces vec-
toriels & gauche (ou a droite) sur kg, cette inclusion est une égalité. Par
conséquent Sk /r et Sg, s différent d’un kg, -automorphisme de kg, , i.e. {sg/p
coincide avec sg, /g sur G/Jg pour un § € O . Comme &s K/F est encore une
corestriction modeérée sur A(V) relative & K/F, on a prouvé le résultat pour
i=0.

Traitons maintenant le cas général. Choisissons une corestriction modérée
sk/r sur A(V) relative & K/F telle que sg/r(9) = sg,/r(g9) (mod Jg) pour
tout g € G. Fixons un entier ¢ € Z et montrons que, pour tout g € Jg,
sk/r(9) = sgyyr(g) (mod Jg”l). Soient § € P} et y € G, et soit ¢’ € Pél tel

que § = ¢ (mod Jgi“). Puisque sk et sg,/p coincident sur G/Jg, on a

sk/r(0y) + Jng = dsk/r(y) + ng'+1 = 'sp,/r(y) + JgiH-
Or on a
8spyr(y) + 3T = spyr(d'y) + 5T
= spr(0y) + Jng
car dy = 0’y (mod Jng). Comme Jgi = wiG pour une uniformisante wg de
K, tout élément de J; est de la forme dy (6 € Py, y € G). Par conséquent SK/F
i+1

et sg,/p coincident sur Jgi /Jg"", ce qui achéve la preuve du lemme (5.3.2). O

Le lemme suivant est une simple généralisation du Lemme 1.2.2 de [Le 3|.
Comme ’a trés justement remarqué A. Genestier, la preuve du dit Lemme 1.2.2
n’est pas compleéte : il faut, pour pouvoir appliquer le lemme de Nakayama,
montrer au préalable que I'image de 7, + 7, est bien un réseau (7, n’est
pas linéaire). La preuve que nous donnons ici, légérement différente, répare
cette omission. Nous n’utiliserons pas directement ce lemme par la suite, mais
seulement le corollaire qui suit.

(5.3.3) LEMME. — Soient X, Y deuzr O-modules libres de rang fini, et L =
{X.}icz une chaine de O-réseauzr dans Xp = F ®o X telle que Xo = X.
Soit ¢ : X — Y une application de la forme m + n pour des applications
m,n: X =Y telles que w est O-linéaire et surjective, et n satisfait la propriété :
pour tous z, ' € X, r € Z>g, la condition x = z' (mod X,) implique que
n(z) = n(z') (mod 7(Xr41)).

Alors il existe une application injective 8 : X — X telle que wo 3 = ¢.
Si de plus n est différentiable (resp. analytique), alors il existe une application
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différentiable (resp. analytique) bijective 8 : X — X telle que mo 8 = ¢ et
|Jacz(B)|F =1 (z € X).

Démonstration. — Soit e € Z>; la O-période de la chaine L. Pour ¢ € Z,
posons Y; = m(X;). Ainsi {Y;}icz est une suite de O-réseaux dans F ®p Y
telle que Yy = Y, Yiy1 C Y et Viie = @wY; (i € Z). Soit M un O-réseau
dans Xr tel que wX = X, C M C X et pour ¢ =0,...,e — 1, les kp-espaces
vectoriels (M NX;)/ X, et (77}(Y.)NX;)/ X sont supplémentaires dans X;/Xe.
Ainsi, kerr "M CwX et (M NX;) =Y, (¢ =0,...,e —1). Puisque Y est
O-projectif, la suite exacte courte de O-modules

0 kerrNM—->M-5Y -0

est scindée. Soit u : Y — M une section de 7 i.e. une application O-linéaire
telle que moyu = idy. Pour ¢ =0,...,e— 1, 7 induit, par restriction et passage
au quotient, un isomorphisme de kp-espaces vectoriels (M N X;)/X. — Y;/Ye,
par suite u(Y;) € M N X; C X;. Donc pour i € Z, u(Y;) C X;. Soit | |¢ la
F-norme sur X associée & L i.e. application Xr — R définie par

|z|c = q—%max{iEZ:zEXi} (z € Xp).

Pour z,y € Xp,t € F,on a
(i) [tzlc = [t|Flzlc,
(ii) |z + ylc < max{lzlc, [ylc},
(iii) |z|z = O si et seulement si x = 0.
En particulier, (ii) entraine que |z +y|z = max{|z|z, |y|c} dés que |z|z # |y|c-
Soit B (= B,) : X — X l'application définie par 3 = idx +puon. Pour z € X,
on a

mof(z) = (m+n)(z)
= ¢(2).
De plus, pour z, y € X, on a |pon(z) —pon(y)|e < q_§|m — 9|z donc
1B(z) = By)le = max{|z —ylc,|pon(z) —pon(y)lc}
= |lz—vylc-

En particulier, 3 est injective.

Si de plus 7 est différentiable (resp. analytique) alors 8 est différentiable
(resp. analytique), et puisque p o n est lipschitzienne de rapport < 1, on a
Jacy(B) € UHO) C 0% donc |Jacy(B)|r = 1 (r € X). En particulier, 3 est
ouverte et la formule de changement de variables dans les intégrales entraine
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que
vol(B(X), dz) = vol(X, dz)

ol dz est une mesure de Haar sur X. Or Z = (3(X) est fermé dans X (X
est compact et [ est continue), d’ou vol(X — Z,dz) = 0 si et seulement si

X —Z =@.Donc Z = X i.e. (3 est surjective. |
(5.3.4) COROLLAIRE. — Soit un diagramme commutatif
¢
X =)y
al )
x 5 vy

ot X, Y sont des variétés w-adiques (i.e. analytiques, séparées, de dimension
finie, ¢f. [HC 1] V, §2), X, Y des O-modules libres de rang fini, et ¢, A, a,
¢ des morphismes de variétés w-adiques (i.e. applications analytiques). Soit
L ={X}icz une chaine de O-réseauz dans Xp = F ®@p X telle que X9 = X.
On suppose que

(i) a, A sont des isomorphismes,

(i) ¢ est de la forme ™+ n pour des applications m,n: X =Y telles que 7
est O-linéaire et surjective, et n satisfait la propriété : pour tousz, ' € X, r €
Z>o, la condition x = z' (mod X,) implique que n(z) = n(z’) (mod 7(Xyr41)).

Alors ¢ est une application surjective et pour toute fonction f € CX(Y), on

/ foCoa Y z)ds = / fodlon(z)de
X X

ou dzr désigne une (quelconque) mesure de Haar sur X.

Démonstration. — D’apres (5.3.3), il existe une application analytique bijec-
tive 8: X — X telle que o3 = ¢ et |Jac,(B)|r = 1 (z € X). Donc ¢ est surjec-
tive, et { = A" logoa est surjective. La seconde assertion n’est autre que la for-
mule de changement de variables dans les intégrales ((oa™! = A"lomo3). O

5.4. Descente centrale d’intégrales orbitales sur GG

Soient E/F, E # F une extension de F contenue dans A(V'), B = Endg(V)
le commutant de E dans V et H = B* = Autg(V). Soit s € E tel que
E = F[s]. On a donc H = G;. On rappelle la construction et les résultats de
[Le 2]. Fixons une E-base {wg} (k =1, ...,d) de V et notons Ly, la chaine
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{Lm,i}icz de Op-réseaux dans V définie par

Ligjtk = Pé(OE’wl +Opwa + -+ + Opwg—k + PEWg—k+1 + - - + Prwy)
(j€Z,keA0,...,d—1})
et Ly la chaine {Lnm,;}icz de Op-réseaux dans V définie par
LM,,' = Pé(OEwl + Opwg + -+ + C’)Ewd).

Ainsi, By, = End?gE(Em) est un Og-ordre héréditaire minimal dans B, By =
End?f)E (Lym) est un Op-ordre héréditaire maximal dans B et pour tout Opg-
ordre héréditaire B dans B tel que By, C B C By, {wk} est une Og-base
de la chaine de Og-réseaux attachée & B (si l'on utilise {wy} pour identifier
B a M(d,E), les Og-ordres héréditaires B dans B tels que By, C B C Bym
s’identifient aux Og-ordres héréditaires standards dans M(d, E) décrits dans
[BK] 2.5). Posons Gy, = End?gF(ﬁm) et Gm = End%F(ﬁM). Soit W le sous-
F-espace vectoriel de V' engendré par wy,...,wq et soit A = A(F). Le choix
de W induit une (W, E)-décomposition 1w : A(E) ®g B = A(V) (4.3.2).
De plus, pour tout Op-ordre héréditaire G dans A(V') normalisé par E* et
tel que Gn C G C Gm, on a By, C B = BNG C By et application Ty
induit, par restriction pour chaque ¢ € Z, un isomorphisme de (A, B)-bimodules
A®oy Jh ~ J§ (4.3.3).

Fixons une corestriction modérée 5g/p sur A(E) relative & E/F ([BK]
Def. 1.3.3) et un élément 7 € A tel que sg/p(7) = 1. Comme Sp/p(Ja) =
PE, on a nécessairement v4(z) = 0. Soit sg/p la corestriction modérée sur
A(V) relative & E/F donnée en terme de la (W, E)-décomposition 7y par
sg/r = sg/r ®p idp ([BK] Prop. 1.3.9) et soit z = 7w/(Z ®p 1). Ainsi, on a
NS gm et SE/F(IL') =1.

Soit C = {sg —gs:g € A(V)}. Comme A(V) = C & zB, I'application

6:G xxzB = A(V), (g,2b) — g(s + zb)g™*

est submersive au point (1,0). Par suite, si ¢ est un entier suffisamment grand,
s+azJg, C G et I'application

G x xJg, — G, (g,7b) = g(s + zb)g!

est partout submersive. Fixons un tel entier ¢y > max(1,kp(s) +1). Soient dh
la mesure de Haar sur H telle que vol(U(By),dh) = 1 et db la mesure de Haar
sur B telle que vol(Jg,,db) = [U(Bym) : U'(Bum)]~! ie. la mesure de Haar
sur B telle que vol(Jg,,db) = vol(U'(By),dh); ainsi, pour m € Z>1, on a
vol(Jg ,db) = vol(U™(Bwm), dh). Alors il existe une unique application linéaire
surjective ([HC 1] Theorem 11)

CX(G x xJg) = CP(8(G x L)), ¢+ ¢°
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telle que pour toute fonction ¢ € CP(G x zJg’) et toute fonction ¥ €
C&(0(G x zJgy ),

/G /B &g, 2b) ¥ o b(g, xb)dgdd = /G () ¥ (g)dg.

De plus ([Le 2] Lemma 2.3.1), pour toute distribution AdG-invariante T' sur
G, il existe une unique distribution Y1 sur ng;’A telle que pour toute fonction

¢ € CX(6(G x zJg)),
(97, ¢5) = (T, ¢°)

ol ¢5 € C°(zJg° ) est la fonction donnée par

ds(zb) = /G b(g,xb)dg (be I).

Clairement, si deux distributions AdG-invariantes 77, 75 sur G coincident sur
Pouvert §(G x le;’&) de G, alors 97, = Y7,. En particulier 97 = 0 pour toute
distribution AdG-invariante T sur G telle que Supp(T) N 6(G x zJg° ) = @.
La réduction d’une distribution AdG-invariante 7" sur G & une distribution
AdH-invariante sur AdH(J)z ) est un peu plus délicate. Toute fonction ¢ €

C°(AdH(Jy ) se décompose en ¢ = 7y i o OU 0 € Cgo(ngl‘\’lb_l), wp =0
pour presque tout b € H ; on pose alors

(91, p) = bz (97, Ad"d™ (¢p) © SE/Flzsg0 )
cH

ot Ad*b™!(ipp) € C(Jg° ) est la fonction donnée par
Ad*b ™ (p) (8) = u(bb'61) (' € JG0).

La quantité (ET,ap) ne dépend pas de la décomposition ¢ = ), - ¢y choisie

et la distribution d7 sur AdH (Jgy,) ainsi définie est AdH-invariante, [Le 2]
2.3.

(5.4.1) REMARQUE. — Dans [Le 2], on travaille en fait avec 1’application
G x xB — A(V), (g,zb) — gs(1 + zb)g~! = g(s + szs'sb)g~!. Or szs~! =
w(sZs ' Qg 1), sTs™' € Acar sT'As = A, et Sp/p(sTs™!) = s8pp(T)s7! =
1. On passe donc d’une construction & I’autre en remplacant Z par szs~! et b
par sb. Notons aussi que dans [Le 2|, ’élément T est supposé inversible dans
A(E) ; nous n’avons pas retenu cette hypothése puisqu’elle intervient seulement
au cours de la preuve du Lemme 4.1 de [Le 2], lemme que nous n’utilisons pas
icl.

Comme dans [Le 2] 2.3, fixons un voisinage ouvert fermé AdH-invariant
de 0 dans B tel que @ C AdH(Jg?). On a @ = AdH(Q N Jg° ). Soit Ug =
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14+Q C H et soit ng 'isomorphisme de variétés w-adiques 2 — Uq, b — 1+b.
Pour toute distribution AdG-invariante T sur G, soit 7 la distribution AdH-
invariante sur H définie par

{ Or|H-v, =0
<&T7¢>:: @$T7¢‘3WQ> $'¢ € an(Lkﬁ

Enfin, si T = J%(-,v) pour un vy € G, on pose ¥y = O, 57 =Jr et 0, = 0r.

(5.4.2) LEMME. — Sotent by € Jg et v1 = s+ xby. Alors {s + bbb l:be
H, bbgb_l S JBCI(\)/[} C Og("}’l).

Démonstration. — Fixons un élément b € H tel que by = bbbl € Jg& et
montrons que s + zbs € Og(7v1). Pour chaque entier m > ¢, soit A, = Iy N
b’lJé’Z4 b et soit ¢, la fonction caractéristique du voisinage ouvert compact
b1+ A, de by dans B. Soit I un sous-groupe ouvert compact de G et soit fr la
fonction caractérisique de I' divisée par vol(T', dg). Pour chaque entier m > cp,
on a

(19’)'1 ) (Pm> = ']G((fr ® 1x(b1+Am))67 ’Yl)'
Pour toute fonction ¢ € C(G X ngfA), la fonction ¢° s’obtient localement en
intégrant ¢ sur les fibres de la submersion ¢ ; en particulier, on a Supp(¢°) C

5(Supp(¢)) et si ¢ > 0, alors Supp(¢®) = 5(Supp(¢)) et ¢°|s(supp(g)) > O-
Puisque v1 € (" x z(by + Apn)), on a donc

JO((fr ® Ly a,))°71) #0.
Or Ad*b(wm) = Ly, 1pa0-1 € C°(JgY ), par conséquent ([Le 2| Lemme 2.3.2)

(Dryys om) = (571 , Ad*b(om))

avec
(91, Ad*b(m)) = T ((fr @ La(by 4pr,5-1))°s 10)-
Par suite
TE((fr ® Ly sonmp-1))’,71) #0
et

(s + x(by + bARb ™)) N Og(m1) # 2.

Par passage a la limite m — +o00, on obtient que s+ xbs € Og(7y1) (fermeture
dans G pour la topologie w-adique) donc que Og(s + xzbs) C Og(y1). Mais
puisque by € Jg& et bbb = b, € Jg&, le méme raisonnement entraine que

Og(711) C Og(s + xby). Donc Og(s+zb2) = Og(v1) (point (ii) de (2.3.2)). O
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Pour ¢ € Z, soit
c’est un voisinage ouvert AdH-invariant de 0 dans H,. En particulier, si B =
E (ie. si s € Ge), on a HS = Pg — {0} (c € Z). Si b € H.N Jg  pour
un ¢ € Z, alors detg/g(b) = 0 (mod Pf) (rappelons que d = [ELF]) et
ve(b) = %uE(detB/E(b)) > c. Par conséquent
AdH(H.N Jg,) = H.NAdH(J§,,) C H; (c € Z).
Rappelons que dg désigne la mesure de Haar sur G qui donne volume 1 aux

sous-groupes ouverts compacts maximaux de G Pour b € HN Jg&, on définit

comme suit un facteur de normalisation JH (s,b) > 0. Soient E; = E[b] (c’est
un sous-corps maximal de B), G ~ A(E;) l'unique Op-ordre héréditaire dans
A(V) normalisé par E et B=BNG ~ Ag(E1). Si B # E, on pose

" VOI(U_”Q(S)+kE(b)+1(g), dg)
JG (8, b) =
vol(U*=®)+1(B), dh)

(cette deéfinition a un sens car kg(b) > vg,(b) = es(G)ve(b) > ko(s,G) >
vg(s)); si B = E, on pose

Jg(s, b) = qf(E/F)kF(S) (qf(E/F) _ 1)V01(Unp(8)+kp(8)+1(g),dg)

(noter que dans ce cas, le facteur de normalisation Jg (s,b) ne dépend pas
de b). Nous verrons au début de la preuve de la proposition (5.4.3) ci-aprés
que pour b € He N Jé& minimal sur E, on a s + zb € G avec kp(s + zb) =
max{es(G)kr(s),ke(b)}; d’ou, pour un tel b, la définition équivalente suivante
(unifiant lescas B# Eet B=F) :
- Vol(Ues(g)np(s)+lcp(s+zb)+1 (G), dg)
Jg (s,6) = kr(s+ab)+1 :
vol(Jg” (B), db)

Soit Hem = {b € H, : b minimal sur E}. Si E'/E est une extension non
ramifiée de F de degré d contenue dans B, b € Oy, un générateur de O sur O
et wg une uniformisante de E, alors pour tout ¢ € Z, wgb € HeﬂAdH(JﬁM) C
H¢ est minimal sur E. Par conséquent, Hem N HS (¢ € Z) est une partie non
vide, ouverte ([BK] 2.2.2, i.e. (5.3.1) avec r = n — 1) et AdH-invariante de H,
dont I’adhérence dans B (pour la topologie w-adique) contient 0.

(5.4.3) PROPOSITION. — Soit by € Hem NN Jg° . La distribution 05,
sur H coincide avec Uintégrale orbitale JH (s,b1) 2 JH (-, 1 + by).

Démonstration. — Soient E; = E[bi], G1 ~ A(F1) 'unique Op-ordre hé-
réditaire dans A(V') normalisé par EJ et By = BN G, ~ Ag(E;). Posons
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M = s+azb, n1 = —vg,(s), 1 = —vg, () et e = e(F;/E). Comme
viE(b1) > co > kr(s) et vg(Ey) = éZ, il existe un entier k > 1 tel que

Or ko(s,G1) = es(G1)kr(s) avec es(G1) = e1, dou —r; (= ewr(h)) =
e1kr(s) +k > ko(s,G1). Soit un élément b € H tel que By, C bB1b~! C By et
soient b = bb1b™1, B = bB1b~! et G = bG1b~ L. On a ko(s,G}) = ko(s,G1),
vg, (b)) = vB, (b1) = —r1 et 2b] € g_i”. Ainsi la strate [G],ni,m1 — 1,5 +
zb]] est un raffinement de la strate simple [G],n1,71,s] dans A(V) tel que
[Bi,r1,m1 — 1,b}] est une strate simple dans B et E[b|] = bE;b~! est un
sous-corps maximal de B. Donc s + zb] € G, (|[BK] Prop. 2.2.3) et puisque
—ry > ejcp, b € Jg,llco C Jgo donc Og(s + zby) = Og(m) (5.4.2). Comme
JCG(-,s 4+ xb)) = J9(-,v1) (égalité dans D(G)), on a Os1ap, = 05, et quitte &
remplacer by par b} € Hem NQN Jgf/l, on peut supposer que By, C By C By.

Montrons tout d’abord qu'il existe une constante oy > 0 telle que 0,, =
a1 JH(,1 + by) (égalité dans D(H)). Comme 6,, est une distribution AdH-
invariante sur B et ’espace vectoriel des distributions AdH-invariantes sur
Og(1 + by) est engendré par JZ(-,1 + by), il suffit pour cela de montrer que
Supp(6,,) = Ox(1+by) ie., puisque Og (b1) C et Supp(JE (-, 1)) = Og(71)
est contenu dans l'ouvert §(G x z(2N Jg? )) de G, que Supp(&ﬂ) = On(b).
Soit I" un sous-groupe ouvert compact de G et soit fr la fonction caractérisique
de T' divisée par vol(T',dg). Pour ¢ € Cg°(2) décomposée en ¢ = >,y s,
Wy € C’g"(ng&b_l), ©p = 0 pour presque tout b € H, on a

(B, 0) = ;{ JE((fr ® Ad*b™ (¢p) o SE/FIng&)aa 1)
e

= JO(pen(fr ® Ad*b " (py) 0 SE/leJBCgI)Jv'Yl)
puis, par linéarité de I'application Cg°(G x zJg) ) = CP(0(G x zJg) ), ¢ —
¢’
Dy, 0) = J((fr ® (CpegAd*d™ (p)) 0 SE/FlmJgEA)‘s,%)-

~

Si de plus ¢ > 0, alors (14,,, ) # 0 si et seulement si
§(I' x 7 Supp (Y, g Ad*6 ™ (12))) N Og (1) # 0

i.e. si et seulement si

{s + b’ : b € Supp(3,c yAd™O ()} N Og(m) # 0.
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Ainsi Og(by) C Supp(&n) (car 5,71 est AdH-invariante), avec égalité si et
seulement si

s+ b2 € Og(m1) pour un by € Jg° = by € Op(by).

Montrons donc cette implication.

Soit by € Jg& tel que s + xby € Og(7y1)- Si by est contenu dans une sous-
algébre parabolique propre Pg de B, alors P = 7y (A(E) ®g Pg) est une
sous-algebre parabolique propre de A(V) et

S+.’L‘b2 =Tw(S®E 1 +5®Eb2)
appartient & P, ce qui contredit le fait que s + zbs € Og(71) est elliptique
dans G. Donc by € H,. Soient Ey = E[bg] (c’est un sous-corps maximal de
B), Gy ~ A(FE3) 'unique Op-ordre héréditaire dans A(V') normalisé par EJ et
By = BNGy ~ Ag(E,). Posons ny = —vg,(s), o = —vg,(ba) et ea = e(Ey/E).
Puisque by € He N Jg° C HE®, on a
—T9o = €2VE(b2) Z €2C.

Soit un élément b’ € H tel que By, C ¥'Bab'~! C By et soient by = b'byb' ™1,
B!, = b'Byb' 1. Comme v, (by) = vp,(b2) = —r2, on a b, € J_,zr2 C Jg,;"co C
Jpys S + by appartient & Og(y1) (5.4.2) et quitte & remplacer by par by,
on peut supposer que By C By C Bum. Alors zby € Jg, "2 et puisque —ry >
ea(kp(s)+1) = ko(s,Ga)+e2 > ko(s,Ga), la strate [Ga, ng, 7o — 1, s+xbs] est un
raffinement de la strate simple [Ga, ng, 72, s] dans A(V) tel que [Ba, 9,72 —1, bo]
est une strate pure dans B.

Pour i = 1, 2, posons k; = ko(s,G;) et N(G;) = Ni,(s,G;). Puisque le G-

entrelacement formel
Te([G1, m1, 71, 8], [Gay 2, T, 8]) K
{geG g (s+JzMgN (s+J5 )} # @}
coincide avec
(L+J5 TN (G H (L + J5]* N (Ga))
(IBK] 1.5.12), on a (1+y2) 107 (1 +41) "L (s+2b1) (1 +41)8(1 + y2) = s+ zbo
pour des éléments y; € 1 + Jgfi"“i/\/(gi) (1=1,2) et § € H. D’ou l'on déduit

0 = (L+y1) " (s +2b) (L +y1)8 — (1 +12)(s +wba) (1 +y2) ™
= (sy1—y18+xb1)d — d(—sy2 + y25 + xbe) (mod Jgf”"klé + 6Jg_22”_k2).
En appliquant sg/p, on obtient

0=b16 — dby (mod J52" k1§ 4 s 2 F2)
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i.e.
§7HbL + 2R N (by + TR £ 2

Or pour ¢« = 1,2, on a —r; — k; > 0, par conséquent ¢ appartient au H-
entrelacement formel Zg ([By,r1,71—1,b1], [B2, 72,72 —1,b2]). Soit ¢y, (i =1, 2)
le polynéme caractéristique attaché a la strate pure [B;,r;,7; — 1,b;] dans B.
Comme [Ba,r2,79 — 1,bo] est équivalente & une strate simple dans B ([BK]
Theorem 2.4.1.(i)), on a les relations ¢y, = ¢p, et gt = 22 ([BK] Remark 2.6.3).
Puisque by est minimal sur F et E[b;] est un sous-corps maximal de B, ¢, se
factorise en ¢, = ¢! pour un polyndme ¢ € kg[T] irréductible sur kg. De
Pégalité ¢p, = ¢°, on déduit que ez divise e;. Soit a = &. Comme r| = e, 22 =
arg, a divise (r1,e;) = 1 donc a = 1. En définitive e; = ey, 7 = rp et puisque
Bn C B; C By (i =1,2), on a B = By. Le Theorem 2.6.1 de [BK] assure
alors l’existence d’un élément §; € U(B) tel que 61b251_1 =b; (mod Jgf‘“).

Désormais, et jusqu’a la fin de la preuve de (5.4.3), on note r = r;, B = By,
n =mny, § = G et e = e;. Montrons par induction que pour chaque entier
Jj > 1, il existe un §; € U(B) tel que 5jb25j_1 = b (mod Jgrﬂ). Le cas
j = 1 ayant déja été traité, fixons un entier j > 1 et supposons qu’il existe
un §; € U(B) vérifiant la propriété voulue. Soit K = F[y;]. C’est un sous-
corps maximal de A(V) et [G,n,7 — 1,71] est une strate simple dans A(V)
telle que kr(v1) = max{ekr(s),kr(b1)} ([BK] Theorem 2.2.3). Fixons une
corestriction modérée sg, /i sur Ag(V) relative & E1/E et (grace au lemme
(5.3.2)) une corestriction modérée sk, p sur A(V) relative & K/F telle que pour
tout 7 € Z et tout g € Jg,

sk/r(9) = sp, /5 © sp/r(g) (mod JFTH).

Soit ¢ € J,;T“ tel que Jjbgéj_l = by + c. Fixons (grace au lemme (5.4.2)) un
g € G tel que g~'y19 = 71 + we. Soit t = vg(g). Alors

19 —971 =0 (mod Jgt—rﬂ)

ie. g € PLN_14j(m,G) (IBK] 2.1.1). Comme kp (1) = ko(71,9) < —7 (avec
égalité si et seulement si By # E), on a ([BK] 1.4.8)

ok . .
N_7-+j(’yl,g) = OK + PKT F('Yl)—f-]-/v-kF('yl)(’yl,g) C OK + Jg]
Ecrivons g = u +y avec y € Pk — It{“ ety € Jgt+j. Alors

0 = mpty) - (k+y)(n+zc)
My —yn — pxe (mod Jg ).
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En appliquant s/, on obtient que psg/p(zc) =0 (mod ’Plt(_r+2j ) i.e. que
sk r(zc) appartient a Pr" "% € P" I+ Par conséquent (5.3.2)

smy/E © 55/p(2¢) = sp,/p(c) =0 (mod J5" )

et ([BK] 1.4.10) il existe un a € Pél./\/_r(bl, B) = Jg tel que
¢ = bja — ab; (mod Jgr+j+1).

Alors

(14a)"'b1(1 4+ a) =by + ¢ (mod J5 T,
et puisque (1 +a) € U(B), §j41 = (1 +a)d; € U(B) et

6j+1b26jj:1 =b; (mod Jgr+j+1).

L’hypothése d’induction est donc vraie pour tout entier 7 > 1. Puisque ’orbite
Opg(by) est fermée dans H, par passage a la limite j — 400, on obtient que
by € Og(b1). On a donc prouvé qu’il existe une constante a; > 0 telle que
0, = a1 JH(-,1 + b)) (égalité dans D(H)). Montrons pour finir que cette
constante est précisément JZ (s,b1)7L.

Si B # E, alors kg(1 + by) = kg(by) = —r car Ni(1 + b1, B) = Ni(b1,B)
pour tout k € Z, donc (par définition de la normalisation «J »)

JH(11+b1+JgT+1’ 1+b)=1;
si B = E, alors pour toute fonction f € C(H), JH(f,1+ b)) = f(1+ b1)

donc en particulier
T gy pyzrry 1HB) = 1.
Comme
<971’ 11+b1+JgT+1> = <19’71?1z(b1+JET+1)>a
il s’agit, dans les deux cas, de prouver 'égalité (., , lz(b1+JB‘T+1)> =JH(s,b1)7L.
Identifions ’espace tangent & G x zB au point (1,2b;) & A(V) x B et ’espace

tangent & G au point y; & A(V). Alors l’application linéaire tangente & ¢ au
point (1,zb;) s’écrit

m: A(V) x B— A(V), (g,b) = —as(g) + zb
ou as est 'application A(V) = A(V), g — sg — gs. Soit

D =1+J; N 60(5,6) CUYG)
et pour ¢ € Z, soit

A; = Jé_r_kO(s’g)+1Nko(s,g)(5,g) x Jé—r—f-l C A(V) x B.
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Pour (y,b) € Ag, on a
6(1 +y,z(by + b)) =7 +7(y,b) + n(y,b)
avec
n(y,b) = (sy? + [y, z(bs +b)] — ysy) (1 +y)
ou [-, -] désigne le crochet de Lie usuel. Or
() = (CNJIF Y@ty = J5 (i€ Z)
et pour tous (y,b), (y',b') € Ao, i € Z>o,

(,6) = (¢/,b') (mod A;) = n(y,b) = n(y',b') (mod Ji~ 7RI

i—2r—ko(s,G)+1 - Jg(i+1)—r+1 _

avec Jg m(Ai+1). On peut donc appliquer (5.3.4) :

ST x a(by + J5"™h) =y + I (= U™ "H(9))

rappel : n = —vg(s) = —vg(71)), et pour toute fonction f € C®(y +J5 "),
G g c g

/ £ 08(g,x(by + b))dg db = / fln + (g — 1,))dg db.
IxJ; "+

—r+1
'xJyg

D’ou ’on déduit, en prenant pour f la fonction caractéristique de ~y; + Jg'rH,

s _ vol(T',dg)vol(Jz; "', db)
(1F®1z(b1+J§’+1)) = Vol(Un—r-f-l(g),dg) 171+Jg"+1'

Par suite,

0o 1 - vol(U~"+1(B), dh) G(
Y19 w(b1+J§r+l) VOl(Un_T+1(g)adg)

nt+igrrH N )-

Si B # E, alors (par définition de la normalisation «J ») J(1 Ty m) =1
donc

9 1 )= vol(U~"*1(B),dh)

o Loy szm1) = SO (), dg)
si B = E7 alors Nkp(’)’1)(71ag) = Nkp(s) (3, g) d—_é‘f N(Q)v n= nF(S)7 et puisque
(4.3.5)

{geG:gyigey + Jg_r“} = E*T,
on a
dg

T, g+t m) = vol(EXT, s

)
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ol dgs est la mesure de Haar sur E* telle que vol(E* (1 + Pr N (G)), Edg%) =1
Mais comme

3 [,PE . ,PETT—kF(S)-i-l] B [OE . ,PE—T'-—ICF(S)]

dg
—_) - - )
[PeNG) : Py N (G [g: g5 )

vol(E*T,
( a0,

on obtient
6.1 ) = YU (Op), dh) [Os P, )]
iR b1+JEr+1 = vol(Un—r+1(g), dg) [g . Jg—r—kp(s)]
q_f(E/F)kF(s) (qf(E/F) — 1)—1
vol(U™rOI1(G), dg)

ce qui achéve la preuve de la proposition (5.4.3). O

(5.4.4) REMARQUE. — Soit by € He,mﬂQﬂJga. Pour tout b} € Og(b1)NJg,
le facteur de normalisation JZ(s,b]) coincidant avec JH(s,b), on a l'éga-
lité 0144y = 65, Mieux, fixons une autre E-base {wj,...,wy} de V et soit
W' le sous-F-espace vectoriel de V engendré par {w}. D’ou une (W' E)-
décomposition Ty : A(E) ® B 5 A(V) (4.3.2). Fixons aussi un élément
7' € A dans la pré-image de 1 par une corestriction modérée s’ /F Sur A(E)
relative & E/F et posons ' = 7y (%' ®g 1). Notons By, ’'Og-ordre héréditaire
maximal dans B obtenu en remplagant {wy} par {wj } dans la définition de By
et soit un entier ¢ > max{1,kr(s) + 1} tel que s + 2’ l%\a C G et Papplication

§:G x at:'J,%\4 — G, (g9,2'b) — g(s + zb)g™*

est partout submersive. Quitte & remplacer ¢ par un entier plus grand, on
peut supposer que J, C;VI C Jg;’d. Soit ' un voisinage ouvert fermé et AdH-
invariant de 0 dans B tel que ' C AdH ( g;w ), et pour tout v € G, notons 6,
la distribution AdH-invariante sur H de support contenu dans Ugp = 1 + '
obtenue 3 partir de I'intégrale orbitale J¢(-,~) en remplacant & par ¢’ dans la
construction précédente. Alors, si by € Hen NN l%v[’ la distribution 6],

coincide avec J& (s,b1) " JH (-,b1) donc coincide avec G5 zp, -

On s’intéresse maintenant au cas — nettement plus simple — b; = 0. On
définit le facteur de normalisation JZ (s) = J&(s,0) par

H vol(Unr (o) +kr(s)H1(Gy), dg)
Je (s) = Er() 1 :
vol(Jg ,db)
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(5.4.5) PROPOSITION. — La distribution 65 sur H coincide avec lintégrale
orbitale JH(s)71JH(-,1) i.e. la mesure formée d’une masse JE(s)™' au point
1.

Démonstration. — 11 s’agit d’une version simplifiée de la preuve de (5.4.3).
Montrons tout d’abord qu’il existe une constante a > 0 telle que 8, = o J7 (-, 1)
(égalité dans D(H)), i.e. (cf. la preuve de (5.4.3)) montrons I'implication

s+ b € Og(s) pour un b € Jg = b=0.

Soit b € Jg& tel que s + zb € Og(s) et soit r = —vpg,, (b). Supposons b # 0
(i.e. 7 > —00). Soit g € G tel que s+zb = g~'sg. Comme —r > co > kp(s), on
peut écrire g sous la forme g = §(1+y) avecd € H,y € ng\:_kF(s)NkF(s) (s,Gm) =
Py ON 0 (5,Gu) (4.3.5). Alors
s+xb = (1+y) 's(1+y)
= s+ (1 +y)Y(sy—ys)=s+sy—ys (mod Jg_;r_kp(s))

En appliquant sg/p, on obtient b = 0 (mod ng\iT_kF(s)) donc vp,, (b) >

—2r — kp(s) > —r, contradiction. Donc b = 0 et il existe une constante o > 0
telle que 6, = aJH(-,1) (égalité dans D(H)).
Fixons un entier ig > ¢g. Soit

io—k
T =1+ J2 " ON (5, 0m) € ULG)
et pour ¢ € Z, soit ‘
i = TR PO N (5,6m) x TR C A(V) x B.
Pour (y,b) € Ag, on a
6(1 + v, Z‘b) =s+ 77(:1/, b) + n(ya b)

avec m(y,b) = [y, s]+zb et n(y, b) = (sy”+[y, 2b] —ysy)(1+y) ™" ot [, ] désigne
le crochet de Lie usuel. Or w(A;) = Jg’;“’ (i € Z) et pour tous (y,b), (v/,') €
Ao, 1 € ZZO’

(:6) = (¥',b) (mod As) = m(y, b) =n(y/,¥) (mod Jg+* ")

avec Jgi;%_kF ) Jg(i:l) o — 7(Ai+1). On peut donc appliquer le corollaire

(5.3.4) : §(I" x ;cJéiA) =5+ Jg’& et pour toute fonction f € C°(s + Jgi&),

/ o d(g,ab)dg db:/ f(s+ (g —1,b))dg db.
FXJB(I)\/[

ig
FxJBM
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D’ot 'on déduit, en prenant pour f la fonction caractéristique de s + Jgi;[,

vol(T', dg)vol(Jg! , db)

Ir®1_ ) =

s’ vol(UnrG)tio(Gyy), dg) s*+sn
(puisque es(Gm) = 1, on a np(s) = —vg,,(s)). Par suite
vol(J2 , db) G
o= (03, 11+J§§4) = <'l95, 1:1:Jé2/[> = Vo](U"F(S)“I‘iO(gM),dg)J (1s+Jgi§4’8)'
Or (par définition de la normalisation «J »)
JE(1 o s) = vol(HT', du) _ (B g O
s+Jc_;;[’ o vol(H (1 + 'PENkF(s)(S,gM)),d,u) - [gM . Jgil(\)d—kF(S)—l]

ou du désigne une (quelconque) mesure invariante sur l’espace homogene H\G,
d’ou

vol(Jg0 ,db)  [Bu: Jp *rT vol(JEFO, )

a= vol(UnF(s)+io (QM),dg) [gM . Jg’f:,[—kF(S)_l] - VOI(UnF(s)+kF(s)+1(gM),dg)’

Donc a = JH(s)~! et la proposition (5.4.5) est prouvée. O

(5.4.6) PROPOSITION. — Soit f € CP(6(G x z( N Jg))). I eziste une
fonction ¢ € C2°(UaNU® (Bwm)) telle que pour tout by € (He,mN2NJg JU{0},
on ait

JH(ps, 1+ by) = JE (s,b1) IO (£, 5 + zby).

Démonstration. — L’application linéaire ¢ — ¢° induit par restriction une
application surjective

CX(G x z(QNJTZ)) = CL(B(G x o(QNJL))), ¢ ¢

Comme C&P(G x z(Q2N JgY)) = CZ(G) ® Ce(z(2N Jg ) ((HC 1] Cor. of
Lemma 16), il existe des fonctions f; € C°(G), ¢; € C(z(QN Jg2)) (i =
1,...,m) telles que f = (37, f; ® ¥;)°. On peut supposer que pour chaque
i € {1,...,m}, f; est la fonction caractéristique d’une partie compacte I'; de G
divisée par vol(I';,dg). Soit alors ¢y € C°(Uq N U (By)) la fonction définie

par
m

Gr(L+0) = i(ab) (beQnJL).

i
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Pour tout b € QN Jg ,on a

m

(05+zb1a¢f> = Z('ﬂs—#xbla'wi)

i
m
= > JC((fi® i), s + xb) = JO(f, s + xby).
i
On conclut grace aux propositions (5.4.3) et (5.4.5). O

5.5. Le lemme-clé

Comme C~¥r est dense dans G pour la topologie w-adique, pour tout s € G
semi-simple, les germes [f]¢ (f : G — C) au point s dans G induisent des
germes | f]gr au point s dans ér; si de plus s est irréductible, ils induisent des
germes [f]% au point s dans Ge.

Soit € : Go — +Z lapplication définie par &(y) = e(F[y]/F)~! (y € Ge).
Soit dz la mesure de Haar sur Ag = F'* telle que vol(O*,dz) = 1 et soit d(St)

le degré formel de la représentation de Steinberg de G' défini par la mesure &
sur Ag\G. On pose ¢(G) = (—1)N~14(St)~L.

(5.5.1) LEMME. — Pour tout z € Ag, le germe [I{z}]zée coincide avec
(G) el
Démonstration. — Soit A : G — Aut(G) l'action de translation a gauche. Pour

tout z € Ag, on a [I;1]S = X2([I;11]§) et [€]Fe = A*z([e]{). Il suffit donc
de montrer (5.5.1) pour z = 1. Soit I'(-,-) une normalisation des intégrales
orbitales sur G telle que I'(f,1) = f(1) (f € C*°(G)) et

1G _ -1 d_g 00
1w = [ 165 weGe feCTI@)

Pour y € Ge, on a donc e(y)I'%(-,y) = I%(.,y) (égalité dans D(G)). Or
[Iil}]1 * = ¢(G) ([He] Appendice 3), d’ou la conclusion (cf. (3.5.4)). O
5.6. Indépendance linéaire des germes

On peut désormais montrer le résultat principal de cette section :

(5.6.1) PROPOSITION. — Soit s € G semi-simple. Soit une famille de nombres
complezes {co} telle que

Z CO[Io]sGr =0
o

ot O parcourt l’ensemble des orbites de Ag(s). Alors co = 0 pour chaque O.
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De plus, pour toute autre normalisation I'C(-,-) des intégrales orbitales sur
G (donc en particulier pour la Normalisation «J »), l’énoncé ci-dessus reste
vrai si l'on remplace les germes [Io]¢ par les germes [I[)S définis par cette
normalisation.

Démonstration. — Soit M’ le sous-groupe de Lévi de G associé & s. Si V
est un voisinage ouvert compact de s dans G suffisamment petit, pour tout
g € M' NV, le sous-groupe de Lévi de G associé & g est contenu dans M’ et
donc M| M!NY = G, N V. Par conséquent (3.5.5)

0= Z CO[IM'mO]s F = ZCO[IO]Sé
0

M'nO
On peut donc supposer s irréductible dans G.

Fixons une décomposition (standard ou non) Ag(s) = [[1~, Og(z;) et un jeu
de fonctions {fs;}ir, C C°(G) vérifiant la condition (2) de (3.5.1) pour cette
décomposition. On peut supposer que Og(zg) = Og(s). Pour i = 0,...,m,
POSONS €; = Cog(z;)- S0it f € Cg°(G) la fonction définie par

=Y cifeir
=0

On a donc o
[I9(£,% = cillogey () =0
1=0
et I’on est ramenés & montrer que I¢(f,z;) = 0 pour i =0, ..., m. Comme G,

est dense dans G, et

[IG(fa )] =0= [JG(fa )]s ;
la proposition (4.4.2) implique ’égalité
[TE(f, 5 = 0= [T°(F,))5"
En particulier, si s € Ge, alors m = 0 et I¢(f,z¢) = I¢(f,s) = 0. On peut

donc supposer que s n’est pas elliptique. On suppose aussi, dans un premier
temps, que s ¢ Ag. Soient E = F[s], B = Ag(V) et H = B*.

Commencons par montrer que I¢(f,zq) = 0. Reprenons la construction (et
les notations) de 5.4. Fixons une corestriction modérée S/ sur A(E) relative
a E/F et un élément T € A(F) tel que 5g/r(Z) = 1. Fixons aussi, via le choix
d’une E-base {wy} de V', une (W, E)-décomposition 1y : A(E) @ B — A(V)
(4.3.2) et posons z = 1w (Z ®p 1),

§:G x B —, (g,zb) — g(s + zb)g~.
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Soit By = End%E (Lm) ot Ly est la chaine {Lwm,;}icz de Op-réseaux dans V
définie par

LM,i = PE(OE’UM +Ogwy + -+ + (’)Ewd).
Soit un entier ¢y > max{1l,kp(s) + 1} tel que s +2Jg° C G et I'application

G xzJg) — G, (g9,2b) = g(s + xb)g~!

est partout submersive. Soit aussi un voisinage ouvert fermé AdH-invariant
Q de 0 dans B tel que @ C AdH(Jg)) et OpQ = Q (cf. [Le 2] 2.3 pour
Pexistence d’un tel ), et posons Ug = 1 + . On peut supposer (3.5.1) que
pour chaque i € {0,...,m}, Supp(fs;) C (G x (2N Jg )). Ainsi, Supp(f) C
6(G x z(2N JgY)) et il existe une fonction ¢y € C°(Ua NU®(Bwm)) telle que
pour tout by € (Hem NN Jg ) U {0}, on a (5.4.6)

T (pg, 1 +b1) = JE (5,01) T (f, 5 + wby).
Pour un tel by # 0 suffisamment proche de 0 dans B, on a donc
JE (5,01) T (f,s + abr) = TH (¢, 1 +b1) = 0= I (¢g,1 + by)

(on rappelle que b; € Hem N ng)vf = s+ zb; € G,). Fixons une extension non
ramifiée E1/E de degré d contenue dans B et notons I' = E[* le sous-groupe
de H correspondant. Soit Vr = Hema NN Jg& N I'; c’est une partie non
vide ouverte de I' N H; dont I’adhérence dans E; (pour la topologie w-adique)
contient 0. Si by € Vr et t € O — {0}, alors E[l + tb;] = E; et, puisque
kg(th) = vg, (t) + kg(b1) = vg, (tby), on a thy € V.

Soit {u;}%y C H une famille de représentants des AdH-orbites unipotentes
de H. On peut supposer que ug = 1. Pour chaque i € {0, ..., m}, fixons un re-
présentant a; : H — C du germe [[Z Ot (us )] . Alors, si b € Vp est suffisamment
proche de 0 dans E;, pour tout t € O — {0}, on a le développement ((3.5.2)
et (3.6.2))

0=TIH(¢s,1+1th) = Z (¢7,ui)a;(1 + tby)

m

1 dim(Op (us
= S (g, w)ltp? O Va1 4 by)
i=0
ol ||y est la valeur absolue sur E normalisée par |wg|y = ¢ /(B/F) et

dim(Opg (u;)) est la dimension de Og(u;) en tant que variété wg-adique (pour
une uniformisante wg de F). Soit un entier ¢; > 1 tel que pour tout by €
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Vrn Jg;/[, on ait le développement ci-dessus. Pour b € H N Jp,,, posons

m
Q) = _ I" (65, ui)ai(1 +0).

=1
Comme dim(Og(u;)) >0 (¢ =1, ...,m), si le germe [Q]KF n’est pas nul, alors
pour by € Vr N Jl%a tel que Q(b1) # 0, |Q(tb1)| tend vers 400 quand ¢ tend
vers 0 dans O — {0}. Mais puisque le germe [ao]# induit le germe constant
(5.5.1)

[y = c(H) # 0

(ou la constante c¢(H) # 0 attachée & H ~ GL(d, E), d[E : F| = N est définie
comme en 5.5 en remplagant F par E et N par d), le germe [Q]g{F est un germe
constant donc est nul. On en déduit que I” (¢f,1) = ¢¢(1) = 0 donc que

JE () s (1) = JO(f,5) = 0= I9(f,5) = I°(f, m).

Ensuite, fixons un i € {1,...,m} et montrons que I“(f,z;) = 0. Soient P le
sous-groupe parabolique de G associé a x; (cf. 2.8) et U le radical unipotent de
P. Fixons une composante de Lévi M de P et un sous-groupe ouvert compact
maximal Kp de G en bonne position par rapport a (P, Ap). Soit {V;}i_,
(V =@]_,V;) la famille de sous-espaces vectoriels de V telle que

M={geG:gV;CV,,i=1,...,r}
et soit L(M) la sous-algebre de Lévi de A(V') définie par

LM)={ge A(V):gV; CV;,i=1,...,r}

Quitte & remplacer z; par gz;g~ ', donc aussi P par gPg~ !, et M par gMg™!

pour un g € G, on peut supposer que L(M) = mw(A(E) g By) pour une
sous-algebre de Lévi standard Bys de B (identifié a M(d, E) via la E-base
{wg} de V choisie plus haut). Soit Hy = Bj; le groupe multiplicatif de By et
soit z; = zpxy (zpr € M, zy € U) la décomposition de z; suivant P = MU.
Comme z3; € Og(s) N M est irréductible dans G, quitte & remplacer (une
nouvelle fois) x; par mx;m ™! pour un m € M, on peut supposer que Tps = 8.
Enfin, quitte & changer (grace au lemme (3.5.1)) le jeu de fonctions {fs;}7~, C
C>(G), on peut supposer que le support du terme K p-invariant f¥ € C°(M)
de f suivant P est suffisamment concentré sur s pour qu’il existe une fonction
¢pp € C°(M) et un entier ¢ > 1 tels que (5.4.6),

T (¢, 1) = Ty (s)JM (fF, 5)
T ($rp, 1+ by) = Ty (s,00) M (fF, s+ aby) (b1 € (Har)em N JS,,)
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ou la partie (Hps)e,m C (Har)e et les facteurs de normalisation JﬁM (s),J AI,IIM (s,b1)
sont définis, via la donnée d’un isomorphisme (de groupes w-adiques) ¢ : M 3
[Ti—; GL(ni, F) (ni € Z>1, Y ;_, ni = N) composante par composante comme
en 5.4 (noter que pour chaque ¢ € {1,...,7r}, on a [E : F]|n; donc n; > 2).
On procede alors comme pour le cas ¢ = 0. Fixons un sous-groupe I' de Hyy
de la forme ¢~ '(T;; E;) pour des extensions non ramifiées Ej,/E de degré
[Ek; : E] = n; telles que [[i_, Ey C @(Hu). Puisque [I¢(f,-)]$ = 0, la
proposition (3.4.3) implique que

0= [I€(f,)["% = [IM (7, )"

Comme on peut approcher 0 d’aussi pres que I'on veut dans (Ha), ,, N\I'N G,
en remplacant G par M dans le raisonnement effectué pour ¢ = 0, on obtient
IHM(¢p,1) = ¢sp(1) = 0 donc

Ta(s) e (1) = JM(fF s) = 0= IM(fF,s),

et finalement (3.4.1)
0 =IM(f",5) = I°(f, ).

Ainsi, pour s ¢ Ag, la premiére assertion de (5.6.1) est prouvée. Pour s €
Ag, on procéde exactement de la méme maniére en supprimant toute la partie
descente de G 4 H.

Quant & la seconde assertion de (5.6.1), elle découle directement de la pro-
priété (impliquant la premiére assertion) montrée ci-dessus : si une fonction
h € CX(G) induit le germe trivial [I¢(h,-)]$* =0, alors I(h,g) = 0 pour
tout g € Ag(s). Or, pour toute normalisation I’ G(-,-) des intégrales orbitales
sur G, si une fonction h € C°(G) induit le germe trivial [I' ¢ (k,-)]¢* = 0, alors
[IG(h,)]S = 0 donc I¢(h,g) = 0 = I'C(h, g) pour tout g € Ag(s). m|

(5.6.2) REMARQUE. — Pour s € G absolument semi-simple, on peut re-
prendre le travail de Rogawski [R 1] et montrer que pour chaque orbite O
de Ag(s), il existe une constante IZ(O) > 0 (on note toujours H = G)
telle que le germe [IF]#"Cx coincide avec le germe 14 (O)[Io]#"¢. Indiquons
briévement comment établir ce résultat. On peut, grace & (3.5.5), supposer s
irréductible. Soient E = F[s] et B = Ag (V). La difficulté, nouvelle par rapport
a [R 1], consiste & prouver la version «uniforme» (au sens ou l’on ne travaille
pas, comme dans [R 1], au voisinage de s dans un sous-groupe de Cartan fixé
de H mais au voisinage de s dans H) suivante du Lemma 19 de [HC 1] : il
existe des voisinages Vg (s) et Vg(s) de s respectivement dans H et G tels que
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le G-entrelacement formel

{9€G:g7Vu(s)gNVa(s) # o}

est contenu dans HS) pour une partie compacte 2 de G. Notons qu’une telle
propriété est fausse pour s € G — G irréductible non elliptique. Soit C' =
{sg —gs:g€ A(V)} C A(V) et soit G un Op-ordre héréditaire dans A(V)
normalisé par EX, B = BN G, ko = ko(s,G), N(G) = Ni,(s,G). Puisque
A(V) = C & B, on peut reprendre la preuve du lemme (4.3.5) et montrer que
pour tout entier n > 1+ Sw(E/F) ot Sw(E/F) désigne ’exposant de Swan
de l’extension E/F, on a

{9€G:g s+ Jg" Mg N (s + Jg°*") # 2} = H(1 + JEN(G))-

Admettons ce résultat et fixons une fonction ¢ € C°(G) telle que la fonction
1 € C°(H\G) donnée par

Bg) = /H w(hg)dh (g € G)

ou dh est toujours la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux sous-
groupes ouverts compacts maximaux de H, soit la fonction caractéristique de

H(1+JZN(G)). Pour f € C§°(3+Jk°+") on définit la fonction ¢y € C°(H)
par

/ ¥(9)f(g thg)dg (h € H).
Comme dans [R 1], on vérifie que

{ IG(f,5) = ¢5(s)
IG(f’y7dgy) I (¢f7yadgy)

pour tout y € s + Jgk”" tel que Gy C H et toute mesure de Haar dg, sur

Gy. En particulier, I¢(f,y) = I (¢,y) pour tout y € H N Gy. Soit Ag(s) =

170 O (su;) une décomposition (standard ou non) de Ag(s) = sUy. On peut

supposer que su; € s + Jg”" (¢=0,...,m). Soit {fs;}™y C CX(s+ Jk°+")

un jeu de fonctions vérifiant la condition (2) de (3.5.1) pour la décomposition

Ag(s) = 7%y Oc(su;). Pour i = 1,...,m, soit o; la constante > 0 définie par
o I (s, . sui) = I9(fs, 5us);

posant ¢; = a;¢y, ., on a IH (¢, su;) = 8; j (0 <14, j <m) donc
[IgH(sui)(')Jf = [IH(¢ia )]f (i=0,...,m).
En définitive, on a montré que

[IOH(Sut) HNG: _ [Ioc(sut)]HnGr (i=0,...,m).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1997



84 CHAPITRE 5. INDEPENDANCE LINEAIRE DES GERMES

En caractéristique nulle, c’est cette propriété qu’utilise Rogawski [R 1] pour
étendre & s € GG semi-simple le travail d’Harish-Chandra et Shalika pour s = 1,
[HC 1] et [S].

En revanche, pourp > 0 et s € G— G semi-simple irréductible, I’application
O — HNO (O orbite de Ag(s), H = G;) ne permet plus d’associer cano-
niquement les orbites de Ag(s) aux AdH-orbites de Ap(s). Supposons par
exemple que p = 2 et N = 4, et soient s € G de polynéme minimal T2 — @,
x1 € G de polynéme minimal T* — w?. Soit aussi u; € Uy — {1}. Alors on a
Ac(s) = O0g(s)[[Oc(z1), Ar(s) = {s} [ On(su1) mais H N Og(s) = An(s)
et HﬂOG(wl) =J.
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CHAPITRE 6

CARACTERISATION DES INTEGRALES
ORBITALES SUR G ET THEOREME DE
DENSITE

6.1. Caractérisation

On reprend le plan de I’Appendice 1, 2.e de [BDKV]. Rappelons que les
techniques développées en caractéristique nulle dans [V] utilisant la finitude
du nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de Cartan de G, on ne
peut les appliquer ici. L’idée consiste & faire jouer aux sous-nappes de G le role
tenu dans [V] par les «couples standards».

(6.1.1) LEMME. — Soit X = X, 3 une sous-nappe de G et soit ¢ : X — C
une application telle que

(i) Ad*g(¢) = ¢ pour tout g € G,

(1) & est localement constante,

(111) il existe une partie compacte Q@ C X telle que Supp(¢) C AdG(R).
Alors il existe une fonction ¢p € CX(X) telle que pour tout g € X et toute
fonction h € CX(G) telle que Supp(h|y) C X (ot X est la fermeture de X
dans G pour la topologie w-adique) et h|y =1, on ait ¢(g) = JC(h, g).

Démonstration. — Les conditions (i), (ii), (iii) assurent I’existence d’une partie
finie F C Q telle que

$(X) — {0} = ¢(2) — {0} = ¢(F).

Pour chaque z € F, soit w, C AdG(Q) le voisinage ouvert, fermé et AdG-
invariant de z dans X défini par w, = {9 € X : ¢(9) = #(z)}; notons Q; la
partie (compacte) Q2 Nw;, et fixons une fonction f; € CX(G) telle que

folx = 1q,

(une telle fonction existe car X est une sous-variété w-adique localement fer-
mée de G). Alors la restriction & X de l'intégrale orbitale JE(f;,-) est une
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fonction localement constante (4.4.2), Ad*G-invariante et Supp(J© (fs,-)|x) C
AdG(Q;) = AAG(Q) Nw,. Par conséquent, pour chaque z € F, il existe une
partie finie F, C Q telle que pour tout g € Supp(JC(fz, Nx)s

I (fo,9) = J%(fory) (Qy € Fu).

Soit z € F. Pour chaque y € wy, soit w;y C w, le voisinage ouvert, fermé et
AdG-invariant de y dans X défini par w,y = {g € wz : JO(fz,9) = J(f2,9)};
notons €1 4 la partie (compacte) €2, Nw; 4y et fixons une fonction f, € C°(G)
telle que

f:c,ylf = lﬂx,y-
Ainsi,
(far9) =Y T(foyr9) (9 €X).
yETm

En particulier, J¢(fz, 9) = J%(fzy,9) pour tout couple (y,g) € Fyp X wyy.
Pour chaque z € F, fixons une famille {f; y}yer, C CX(G) comme ci-
dessus. Soit alors f € C°(QG) la fonction donnée par

f= Z Z d’(x)c:c,yfw,y
TEF yeF,
ou, pour chaque (z,y) € F X Fy, czy = (JO(fz,y))"! > 0. Ainsi,
JG (f,9) Z¢ Zcxy (foyr9) =9 #(9) (9 € X).
z€F yeFz
De plus, si h € C°(G) est une fonction telle que Supp(h|x) C X et h|y = f|x,
alors bl = flx et
JO(h,g) = J(f,9) = $(9) (9 € X).

Par conséquent, la fonction ¢ = f|y € C°(X) vérifie la propriété voulue. [

Par induction sur le nombre de sous-nappes de G, on prouve grace a (6.1.1)

la caractérisation suivante des intégrales orbitales sur G.

(6.1.2) THEOREME. — Soit ® : G — C une application telle que
(i) Ad*g(®) = ® pour tout g € G,
(ii) pour chaque s € G semi-simple, on a le développement

[®]¢ = Zcpxo )[Jo]€¢

ot O parcourt l’ensemble des orbites de Ag(s) et ot (pour chaque O) zo est
un quelconque élément de O,
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(iii) il existe une partie compacte Q C G telle que {g € G : ®(g) # 0} C
AdG(9).
Alors il existe une fonction f € CP(G) telle que ®(g9) = JC(f,g) pour tout
gEeQ@G.

Réciproqguement, pour toute fonction f € C°(G), Uintégrale orbitale JE(f,-)
satisfait les conditions (i), (i), (i) ci-dessus.

Démonstration. — Commencons par la réciproque. Les points (i) et (ii) sont
clairs; quant au point (iii), si f € C®(G) alors {g € G : J4(f,g9) # 0} C
AdG(Supp(f)).

Soit z € G. Si s € G est dans 'orbite fermée associée & z, tout voisinage
AdG-invariant de s dans G contient Ag(s) donc contient z. Fixons un tel s
et, pour chaque orbite O de Ag(s), fixons une fonction fo € C°(G) telle
que [Jo(1)]¢ = [J%(fo,-)]S. Le point (ii) de 1’énoncé assure alors l’existence
d’un voisinage w de s dans G, que 'on peut grace & au point (i) supposer
AdG-invariant, tel que pour tout g € w,

®(g) = > ®(z0)J%(fo,9)
o

ou O parcourt ’ensemble des orbites de Ag(s) et ou (pour chaque O) zp € O.
Par suite (4.4.2), la restriction de ® & chaque sous-nappe X de G est localement
constante sur X ; en particulier, Supp(®|y) C X N AdG(9).

Soit G = [[;_, X; une décomposition standard de G en sous-nappes (cf. 2.7)
et pour ¢ =1, ...,r, soit Ni la partie fermée de G définie par Ny = Hf:o X;.
Comme le support de la restriction de ® & la nappe centrale X est contenu dans
XoNQ, @l y, € C°(Xo) et il existe une fonction fo € C°(G) telle que pour tout
z € X, #(2) = fo(z) = JC(fo,2). On procede alors par induction croissante
sur l'indice 4 des sous-nappes de G dans la décomposition G = [[_, X;.

Soit k € {0,...,r—1}. Supposons qu'’il existe une fonction fx € CX(QG) telle
que ®(g) = JC(f,g) pour tout g € Ni. Soit alors @541 : G — C la fonction
définie par

Bpi1(9) =2 — J%(fr,9) (9 €G).

Il est clair, compte-tenu de la réciproque déja montrée, que @1 vérifie les

conditions (i), (ii), (iii) de I’énoncé. En particulier, la restriction de ®,,; a la

sous-nappe X1 est localement constante, Ad*G-invariante et Supp(®g41| ch+1)
est contenu dans X1 NAdG(Y') pour une partie compacte ' C G. Montrons,

pour pouvoir appliquer (6.1.1), qu'il existe une partie compacte Qg1 C Xgi1

telle que Supp(@k+1lxk+1) C AdG(Q%+1)-
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Soient s € G semi-simple et Ag(s) = [[/%% Oc(zs,i) une décomposition
standard compatible avec la décomposition G = [[]_, X; au sens suivant : pour
i=0,...,ms, soit ks; € {0,...,r} lindice tel que z,; € Xk, ,; on demande
que pour tout couple d’entiers (i, ) tel que 0 < 7,5 < mg, i < j si et seulement
si ks; < ks j. Dans ces conditions, reprenant & I'identique la preuve du lemme
(3.5.1) en remplacant les orbites par les sous-nappes et la normalisation «I»
par la normalisation «J», on construit un jeu de fonctions {fs;}iy C C(G)
tel que

(1) Supp(fs;i) N Nk, ; C Xi, ;, K =0,...,ms,

(2) JC(fsi,Ts,5) = ;,; pour tout couple d’entiers (i, 7) tel que 0 < 4,j < m;.
Alors (3.5.2)

[JOG(I:,)()]? = [JG(fs,ia )]g; (Z =0,... 7ms)

et il existe un voisinage ouvert AdG-invariant ws de s dans G tel que
ms
O41(9) = O kg1 (2,0) T (f5,i09) (9 € ws)-
i=0

Pour chaque s € G semi-simple, fixons comme ci-dessus une décomposi-
tion standard Ag(s) = [[7%% Oc(zs,) compatible avec la décomposition G =
7= X, un jeu de fonctions {f,;}imy C C(G) et un voisinage ouvert AdG-
invariant ws de s (donc de Ag(s)) dans G. Ainsi AAG(Q) C Userws pour
une famille finie F d’éléments semi-simples de G. Pour chaque s € F, soit
I¥*1 C {0,...,ms} l'ensemble (non vide car k < r — 1) défini par

M= (i€ {0,...,ms} 25, € G — Ni}.
Pour chaque s € F, on a
Opi1(9) = Y hs1(@s k) (foir9) (9 € wy).
ieIkt!

Soit S = Supp(@k+1|xk+l). Comme S est contenu dans AdG(Y') donc (par
construction) dans X1 N (User ws), les développements en germes de P41
aux points s € F dans G entrainent ’inclusion

sclU U {9€Xks1:I%fsir9) #0}.

sefiGIf'H

Or, pour chaque s € F, les conditions (1) et (2) imposées au jeu de fonction
{fs;i}iv, assurent que le support de la restriction a Njy; des fonctions fs;
(i € I¥*1) est ou bien vide, ou bien contenu dans la sous-nappe Xj;.;. Par
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suite,

Qpt1 = U U Supp (‘fs’ilxk-}—l)

SEF 'L€15+1

est une partie compacte de Xi41 et S C AdG(Q41).
On peut donc appliquer (6.1.1) : il existe une fonction 911 € CP°(Xk41)
telle que pour toute fonction h € C°(G) telle que Supp(h]m) C Xgqq et

h]Xk+1 = "bk—}-l’ on ait

®p11=J%h,g) (9 € Xgt1):

Comme la sous-nappe X1 est ouverte dans Ng, 1, il existe une telle fonction
h satisfaisant la condition supplémentaire : Supp(h| Nk+1) C Xgg1. Alors la
fonction fi+1 € C°(G) définie par fiy+1 = h + fi vérifie la relation

(I)(g) = JG(fk-Fva) (g € Nk+1)7
ce qui achéve la preuve du théoréme (6.1.2). O

Rappelons qu’on appelle normalisation des intégrales orbitales sur G la don-
née, pour chaque orbite O de G, d’une mesure AdG-invariante non nulle sur

0.

(6.1.3) THEOREME (Variante de (6.1.2)). — Soit I'(-,-) une normalisation des
intégrales orbitales sur G et soient [I5)S (s € G semi-simple, O orbite de
Ag(s)) les germes définis comme en 3.5 pour cette normalisation. Soit d :
ér — C une application telle que

(i) Ad*g(®) = ® pour tout g € G,

(i) pour chaque s € G semi-simple et chaque orbite O de Ag(s), il existe
une constante co(s) € C telle que l'on ait le développement

@19 =3 col(s)IH]Gr
(0]

ot O parcourt l'ensemble des orbites de Ag(s),

(i) il eziste une partie compacte  C G telle que {g € G, : 5(9) # 0} C
AdG().
Alors il eziste une fonction f € CP(QG) telle que 5(5]) = I'C(f,q) pour tout
g € G:.

Réciproquement, pour toute fonction f € C°(G), Uintégrale orbitale I'C(f, -)
satisfait les conditions (i), (i), (i) ci-dessus.

Démonstration. — La réciproque est claire.
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Soit s € G semi-simple. Comme (3.5.2)
Ad*g ((Ip)S) = [IIO]Esg—l (O orbite de Ag(s), g € G),

la proposition (5.6.1) implique que pour chaque orbite O de Ag(s), co(s') =
co(s) pour tout s’ € Og(s).

Posons co = co(s) (s € G semi-simple, O orbite de Ag(s)) et soit & : G — C
la fonction définie par

&(z) = { Cog(z) iz € AdG(Q) .

0 sinon

Il est clair que ®(z) = ®(z) pour tout z € G;.

Pour chaque orbite O de G, soit ap la constante complexe (non nulle) donnée
par I'G(-,z0) = aoJC(-,z0) (égalité dans D(G)) pour tout zo € O. Soit
ayp : G — C—{0} I'application définie par a1/ (z) = apgy(g) (T € G.) et soit
¥ = on_Jl,@. Il est clair que ¥ vérifie les conditions (i) et (iii) de (6.1.2). De

plus, pour chaque s € G semi-simple, on a (cf. la remarque (3.5.4))
[10]§ = a5 [esr]f[Jold (O orbite de Ag(s))
donc

NI

> ®(z0)[ej IS 16)S
0]
> a5 ®(zo)[Jold

o
= Y ¥(zo)lJol{
o

ou O parcourt 'ensemble des orbites de Ag(s) et ot (pour chaque O) zp € O.
Donc il existe une fonction f € C®(G) telle que ¥(z) = JE(f,z) pour tout
z € G (6.1.2). En définitive,

®(z) = ayr(2)J°(f,2) =I'°(f,z) (z€G)
donc &(z) = I'C(f,z) (z € Gy). O

6.2. Densité

On procéde en deux temps. Le lemme suivant découle directement de la
proposition (5.6.1).

(6.2.1) LEMME. — Soit une fonction f € C°(G) telle que JC(f,9) = 0 pour
tout g € Gy. Alors J9(f,g) = 0 pour tout g € G.
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Démonstration. — Soit s € G semi-simple. Le développement en germes de
l'intégrale orbitale J(f,-) au point s dans G induit la relation

0= = 3 I(fsw0)ol )G

ot O parcourt l’ensemble des orbites de Ag(s) et ou (pour chaque O) zp €
O. Par suite, pour chaque orbite O de Ag(s), on a JC(f,z0) = 0 (5.6.1).
Comme G = U; Ag(s), s parcourant l’ensemble des éléments semi-simples de
G, J4(f,g) = 0 pour tout g € G. O

De la méme maniére qu’on a prouvé (6.1.2) grace a (6.1.1) par induction
sur le nombre de sous-nappes, on prouve le théoréme (6.2.2) ci-dessous grace
a (6.2.1) par induction sur le nombre de nappes de Dixmier.

(6.2.2) THEOREME. — Soit une fonction f € C°(G) telle que JC(f,g) =0
pour tout g € Gy. Alors T(f) = 0 pour toute distribution AdG-invariante
T € D(G).

Démonstration. — Soit G = [];_, Xo; un décomposition standard de G en
nappes de Dixmier et, pour kK = 0,...,r, soit Ny = Hf:() X, . Par induction
croissante sur I'indice 7 des nappes X,,, montrons que f € Cy(G).

D’apres (6.2.1), JE(f,g) = 0 pour tout g € G ; en particulier la restriction
de f & la nappe centrale X,, = Np de G est la fonction nulle sur Ny. Fixons
un entier k € {0,...,r — 1} et supposons que f|y, € Co(Ng). Puisque Ny, est
fermé dans G, il existe des fonctions ¢y, ..., ¢n dans C°(G) et des éléments
g1,---,9m de G tels que

1l
e

F =Y (¢; — Ad*g;(e;)
7=0

Ny

Notant ¢ € C°(G) la fonction Z Lo % —Ad*gj(¢5), on a donc

{ ":bIXak+1 € Cgo(Xak+1)
TE(¥,9) =0 (Vg €G)

Les travaux de Gelfand-Kazhdan appliqués au morphisme Pory X a1
Popi

Y onn (cf. 2.6) entrainent que la restriction de la fonction 9 & la nappe Xq,,,

appartient & Cp(Xq,,,) (|GK] Prop. 1). Puisque X4, , est ouvert dans Ngq;
et Ni4+1 est fermé dans G, il existe des fonctions (3, ..., (g dans CX(G) et des
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éléments z1,...,x4 de G tels que

Il
e

d
¥ =Y (G — Ad*z;(¢)
7=0 Ni41
Donc f|N,c+1 € Co(Ng41) et le théoréme (6.2.2) est prouvé.
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