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LE « CLOSING LEMMA » EN TOPOLOGIE C!

Marie-Claude Arnaud

Résumé. — A Iaide d’un résultat algébrique da & Mai, nous écourtons la démonstra-
tion du «closing lemma» en topologie C! de C. Pugh et C. Robinson et en donnons
un énoncé plus précis. Nous traitons un cas nouveau : celui des champs de vecteurs
symplectiques.

Nous en déduisons le théoréme de densité des points périodiques dans l’ensemble
des points non errants ne tendant pas vers co comme le faisaient C. Pugh et C. Robin-
son, donnant un résultat aussi dans le cas des champs de vecteurs symplectiques. Puis,
nous énoncons un résultat nouveau : un lemme de fermeture d’orbite en topologie C?,
qui permet de rendre un point récurrent périodique en approximant son orbite.

Enfin, nous généralisons la version ergodique du «closing lemma» de R. Mané au
cas des variétés non compactes et des mesures boréliennes positives finies sur tout
compact.

Abstract (The C! closing lemma). — Using an algebraic result due to Mai, we give a
simpler proof of the C! closing lemma of Pugh and Robinson and give a more precise
result. We solve a new case : the case of symplectic vector fields.

We deduce the theorem of density of periodic points in the non wandering set, as
Pugh and Robinson did, adding a result about symplectic vector fields. Then, we prove
a new result : the C! orbit closing lemma, which allows us to transform a recurrent
point to a periodic one by approximating its orbit.

Finally, we generalize the C! ergodic closing lemma of R. Mafé (the ergodic version
of the orbit closing lemma) to the borelian positive measures, finite on every compact,
defined on non compact manifolds.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

On travaillera dans une variété M riemannienne de classe C*. On notera d la
distance riemannienne associée et B.(z) désignera toujours la boule ouverte de centre
z et de rayon € pour cette distance riemannienne.

1.1. «Closing lemma »

Le probléme qu’on se pose est le suivant : pour un difféomorphisme f ou le flot (¢;)
d’un champ de vecteurs, soit z un point dont I’orbite (positive par exemple) s’accumule
sur ce point (on dit que z est récurrent). Peut-on perturber le difféomorphisme ou le
champ de vecteurs (dans une topologie & préciser) de telle sorte qu’il existe un point
périodique proche de x ?

Avant perturbation : Apres perturbation :
fnx fzx gy )
< fa 9y
fPr
fiz . 9’y
gy
Figure 1

La méme question se pose si & n’est plus récurrent mais non errant, c-&-d limite
d’une suite de points (y,) pour laquelle il existe une suite d’entiers (j,) positifs (par
exemple) telle que (f/=(y,)) tend vers z.

REMARQUE IMMEDIATE. — Ceci revient en fait au probléme de rendre z périodique.
En effet :



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1. pour les difféomorphismes : si g est « proche» de f et g™y = y pour un y proche
de z et un m > 1, on peut construire « proche» de I'identité un difféomorphisme
h tel que hy = z, et ensuite h o go h™! est «proche» de f et admet z comme
point périodique;

2. pour les flots : on considére ¢, = h o p; o h™1.

En topologie C°, la réponse est oui; explicitons la démonstration pour les dif-
féomorphismes. Si f"z est proche de x pour un n > 1, on peut construire W pe-
tit voisinage de z et de f"z homéomorphe & un disque fermé ne rencontrant pas
{fiz|1<j<n-—1}. On peut alors construire un diffeomorphisme g & support in-
clus dans W envoyant f"z sur z. Alors, go f est proche de f en topologie C° dés que
W est assez petit et x est un point périodique de période n de go f.

Figure 2

En topologie C', le résultat est beaucoup plus difficile & démontrer. En effet, en
topologie C*!, pour «bouger» un point d’une distance § & I’aide d’une perturbation
e-petite en topologie C!, on a besoin d’un diffeomorphisme différent de 'identité sur
un voisinage de taille au moins C*¢ - §/e.

Figure 3

Le probléme est alors le suivant : f désignant un difféomorphisme, supposons que
f"p pour un n > 0 soit §-proche de p. Essayons de faire la méme construction que dans
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1.1. « CLOSING LEMMA » 3

le cas précédent : soit g un difféomorphisme proche de I'identité, plus précisément :
llg —Id||;n < € (on suppose raisonner dans une carte pour prendre la norme) tel
que g(f™p) = p. Alors, on voit (c’est ce qu’illustre la figure 3 page ci-contre) que le
support de g — Id contient la boule de centre f™p et de rayon d/e. Aussi, si l'orbite
intermédiaire { f’p| 1 < j < n —1} de p sous f passait par cette boule, 'orbite de p
sous g o f ne passe peut-étre plus par f"~1p, donc on ne peut pas dire qu’on obtient
une orbite périodique pour g o f.

Le probléme en topologie C1 est en fait beaucoup plus compliqué qu’en topologie
C°. C. Pugh a démontré le «closing lemma» en topologie C' pour les champs de
vecteurs en 1967 dans [13] et [14] (le premier article concerne les points récurrents
dans une variété quelconque, le second les points non errants dans une variété com-
pacte). En 1981, dans [15], C. Pugh et C. Robinson ont repris cette démonstration
et aussi démontré le «closing lemma» en topologie C! pour les difféomorphismes et
les flots. Ils y ont de plus démontré le «closing lemma» en topologie C! pour des
difféeomorphismes qui préservent une structure donnée (forme symplectique ou forme
volume) ainsi que les champs de vecteurs qui préservent le volume et les champs de
vecteurs hamiltoniens. Donnons par exemple leur énoncé pour les difféeomorphismes :

CLOSING LEMMA POUR LES DIFFEOMORPHISMES (C. Pugh & C. Robinson)

Soient M une variété de classe C™ (1 <r < 00), f un difféomorphisme de classe
C" de M, p un point non errant de f tel que la suite (f™(p))n>0 admet au moins une
valeur d’adhérence et U un voisinage de p.

Alors, il existe aussi proche qu’on le veut en topologie C' de I1d un difféomorphisme
g de classe C" de M tel que go f a un point périodique dans U.

Dans [15], la démonstration concernant la partie algébrique de ce théoréme est
longue et ardue (on peut d’ailleurs en trouver un bref résumé dans [16]). C’est pour-
quoi nous nous sommes intéressés & la nouvelle démonstration de cette partie algé-
brique donnée par Mai en 1984 dans [6] et [7], beaucoup plus courte que la précédente,
et c’est elle que nous avons essentiellement reprise dans le chapitre 6, en la réarran-
geant en particulier grace & d’avisés conseils de J.-C. Yoccoz.

Les énoncés du «closing lemma» que nous donnerons dans le chapitre 2 seront en
fait beaucoup plus précis que celui donné ci-dessus :

— nous verrons qu’on peut imposer & g (avec les notations de ’énoncé précédent)
d’étre & support dans un voisinage de n’importe quel point de I’ensemble w-limite
de p (ceci est nouveau & ma connaissance) ;

— nous décrirons de facon précise I'orbite du point périodique de g o f, montrant
en particulier qu’elle approxime un «bout d’une orbite» de f; ceci sera fonda-
mental pour la démonstration du lemme de fermeture d’orbite et de la version
ergodique du «closing lemma».

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Signalons aussi que nous traitons un cas qui n’avait jamais été traité : celui des
champs de vecteurs qui préservent une forme symplectique. Dans ce cas, la nouveauté
par rapport aux énoncés précédents du «closing lemma» est qu’on commence par
faire une perturbation globale pour rendre une classe de cohomologie en un certain
sens rationnelle avant d’utiliser des perturbations & support simplement connexe.

Expliquons enfin sans entrer dans les détails quel type de perturbation construit
C. Pugh dans le cas des difféomorphismes (voir la figure 4 : se placant au voisinage
d’une orbite p, fp, ..., il utilise un certain nombre de perturbations gi,..., g, de
lidentité & supports disjoints telles que chaque g; a son support au voisinage de fip
qui permettent de fermer progressivement une orbite : si g =g, 0---0g1, alors go f
a une orbite périodique. On fait donc plusieurs perturbations du type de celle décrite
quand nous avions explicité le cas de la topologie C°.

Figure 4

1.2. Théoréme de densité, comprenant un lemme de fermeture d’orbite

Le «closing lemma» a été utilisé par C. Pugh et C. Robinson pour démontrer dans
chacun des cas traités un théoreme de densité (nous I’énoncerons au chapitre 3). Nous
verrons dans la plupart des cas traités que nous pouvons démontrer que pour un Gy
dense en topologie C! de difféomorphismes, flots ou champs de vecteurs, ’ensemble
des points périodiques est dense dans ’ensemble des points non errants p tels que

a(p) Uw(p) # @.

MEMOIRES DE LA SMF 74



1.3. UNE VERSION ERGODIQUE DU «CLOSING LEMMA » 5

Plus précisément, donnons cet énoncé pour les difféomorphismes, Diff" (M) dési-
gnant ’ensemble des difféomorphismes de classe C"™ de M, que nous munirons de la
topologie C* de Whitney (elle est décrite dans [15]) :

THEOREME DE DENSITE POUR LES DIFFEOMORPHISMES (C. Pugh & C. Robinson)

Soit M une variété de classe C'. Alors, il existe un Gs dense G de Diff' (M) tel
que pour tout f de G, I’ensemble des points périodiques de f est dense dans ’ensemble
des points non errants p de f tels que

a(p) Uw(p) # 2.

Dans le cas des champs de vecteurs symplectiques, nous verrons que cet énoncé est
faux dés que dim H!(M,R) > 2.

Signalons que nous travaillons dans Diff* (M) et non dans Diff* (M) pour un k > 2
car Diff' (M) muni de la topologie C* est un espace de Baire, alors que Diff*(M) pour
un k > 2 muni de cette méme topologie C! n’en est pas un.

Nous montrerons mieux dans le chapitre 3, puisque nous donnerons des énoncés
d’un lemme de fermeture d’orbite, ce qui permet de répondre & une question de [12].
Le «closing lemma» permet de transformer un point récurrent en un point périodique,
mais il ne permet pas de s’assurer que ’orbite du point périodique créé est proche
de Porbite initiale (i.e. qu’on a bien fermé l’orbite, et pas seulement rendu le point
périodique).

DEFINITION 1.2.1. — Pour f € Diff'(M), on définit I’ensemble $(f) des points
x € M tels que pour tout voisinage U de f et tout € > 0, il existe g € U et y € M tel
que :
(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
() g=fsur M~ (] Be(g*y);
0<k<m
(iii) Vi € [0,m], d(g'y, f*'z) < e.

L’énoncé du lemme de fermeture d’orbite est alors :

LEMME DE FERMETURE D’ORBITE POUR LES DIFFEOMORPHISMES

Soit f € Diff*(M), R(f) I’ensemble de ses points positivement récurrents. Alors :
(1) R(f) est un espace de Baire;
(2) (f) est un Gs dense de R(f).

1.3. Une version ergodique du « closing lemma »

N

On s’intéresse alors & une version ergodique du lemme de fermeture d’orbite.
Dans [8], R. Mané a démontré que quand on travaille sur une variété compacte,
pour un diffeomorphisme f, ’ensemble X(f) des points dont on peut fermer ’orbite

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Figure 5

par perturbation petite en topologie C! (c-a-d l'orbite trouvée aprés perturbation
est proche de lorbite initiale) est de mesure de probabilité totale (i.e. pour toute
mesure de probabilité p f-invariante, I’ensemble de ces points est de p-mesure 1).
Sa démonstration de cette version ergodique du «closing lemmay s’appuie de facon
fondamentale sur le «closing lemma». Elle a été adaptée par Lan Wen dans [18] au
cas des champs de vecteurs.

L’intérét de cette version ergodique du «closing lemma» est qu’on peut la refor-
muler en terme de théorie de la mesure de la maniére suivante :

pour tout difféomorphisme f de M, pour toute mesure p ergodique pour f, il existe

une suite de difféomorphismes (f.) de M tendant vers f en topologie C', ayant une
orbite périodique O, telle que si u, désigne la mesure équirépartie suivant Oy, [,
est ergodique pour f, et tend en topologie vague vers p.

De plus, R. Mané a utilisé dans [8] la version ergodique du «closing lemmay» pour
montrer que si un difféomorphisme f de M a un voisinage U (en topologie C') dont
tout élément g vérifie : toute orbite périodique de g est hyperbolique, alors ’ensemble
des points non errants de f est hyperbolique.

Nous avons amélioré le résultat de R. Mané en le généralisant aux variétés non
compactes et aux mesures boréliennes positives finies sur les compacts. L’énoncé que
nous obtenons est alors :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA » POUR LES DIFFEOMORPHISMES

Soient f € Diff' (M), p une mesure borélienne positive sur M finie sur tout compact
et invariante par f. Alors :

w(R(f) \ 5(f)) = 0.

On obtient un résultat analogue dans tous les cas ot on a démontré le «closing
lemma» au chapitre 2. Remarquons que si on suppose la mesure finie, on retrouve
4 Paide du théoréme de récurrence de Poincaré le résultat de Mafé (sans d’ailleurs

MEMOIRES DE LA SMF 74



1.4. EN TOPOLOGIE C* POUR k > 1 7

supposer la variété compacte), soit :

p(MA\X(f)) = 0.

1.4. En topologie C* pour k > 1

Il semble naturel de se demander ce qu’il advient du «closing lemma» quand on
travaille en topologie C” pour r > 2. Pratiquement rien n’est connu sur ce sujet.
Citons quand méme le cas des champs de vecteurs sur les surfaces : dans ce cas, il est
connu que les champs de vecteurs Morse-Smale forment un G5 dense de 'ensemble des
champs de vecteurs de classe C* de M (cf. [11]). Or, ces champs de vecteurs Morse-
Smale ne présentent pas de récurrence non triviale (autre que les points périodiques).
Aussi, un théoréme de densité est vrai dans ce cas. Mais cela ne répond pas au
probléme du « closing lemma» ; méme sur le tore T2, celui-ci est inconnu (par contre,
sur la sphére S2, il est trivial car aucun champ de vecteurs de la sphére ne présente
de récurrence non triviale).

Rappelons aussi (cf. [17]) que pour un diffeomorphisme hyperbolique et grace au
lemme de pistage (et méme si on suppose simplement que l’ensemble des points non
errants est hyperbolique : c’est la proposition 8.19 de [17]), le lemme de fermeture
d’orbite en topologie C™ est trivialement vérifié en tout point récurrent; on sait
méme que toute orbite récurrente par chaine de f peut étre approximée par une
orbite périodique de f dans ce cas. Aussi, il existe un ouvert de difféomorphismes
pour lesquels le lemme de fermeture d’orbite en topologie C™ est vrai (et méme un
résultat encore meilleur). Mais bien sir il existe des diffeomorphismes qui ne sont pas
hyperboliques.

Le fait que la démonstration de C. Pugh et C. Robinson ne soit valable qu’en
topologie C! vient des deux remarques suivantes, qui montrent ’avantage de travailler
en topologie C! plutot qu’en topologie C* pour k > 1 :

1) Si on se place dans un voisinage suffisamment petit, une application est proche en
topologie C* de sa linéarisée. Aussi, en transformant certaines de ces applications
en leurs linéarisées, on obtiendra une homogénéité de degré 1.

En topologie C*, il faudrait considérer des polynémes de degré k£ > 1 et on
perdrait I’homogénéité.

2) On a homogénéité de degré 1 de la taille des perturbations nécessaires : si € mesure
la taille maximale voulue de la perturbation pour la distance associée a la topologie
C*, pour ne changer le champ de vecteurs que dans une boule de rayon maximal
D, on ne peut «bouger » un point au maximum que de C% - eD.

Si on s’autorisait seulement des perturbations petites en topologie C*, on pour-
rait bouger le point d’au maximum C*¢-eD* (d’oti perte de ’homogénéité de degrée

1).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Ces deux remarques réunies font comprendre que la démonstration du «closing
lemma» en topologie C'! passe par la démonstration de certains résultats concernant
les applications linéaires.

Il existe en topologie C”, r > 2 des contre-exemples au «closing lemma». Citons
dans le cas des variétés non compactes (plus précisément un tore de dimension 2
auquel on a retiré un point) le contre-exemple de C. Gutierrez (cf. [4]) dans le cas
des champs de vecteurs quelconques, et dans le cas des hamiltoniens de T*T™ muni
d’une forme symplectique constante particuliére le résultat de M. Herman (cf. [5]).

1.5. Guide du «closing lemma» pour le lecteur

Nous avons choisi de regrouper au chapitre 2 tous les énoncés concernant le « closing
lemma» (cas des difféomorphismes quelconques, des difféomorphismes préservant une
structure, des flots, des champs de vecteurs,...). Ensuite, au chapitre 5, nous avons
donné les étapes de la démonstration du théoréme dans chacun de ces cas, puis dé-
montré les étapes intermédiaires au chapitre 6, encore une fois dans chacun des cas
envisagés. Ceci rend ce mémoire assez complexe, et c’est pourquoi nous proposons au
lecteur voulant parcourir le trajet minimal pour savoir fermer I'orbite d’un point ré-
current de se limiter dans un premier temps au cas des difféomorphismes quelconques
en lisant :

~ I’énoncé du théoréme et les commentaires le concernant (section 2.1) ;

~ un résultat perturbatif (énoncé en proposition 5.1.1 et démontré en section 6.1) ;

— un théoréme algébrique énoncé en section 6.2 et démontré en section 6.3 ;

— un résultat concernant les suites de points (proposition 5.2.1 démontrée en sec-

tion 6.2) ;

— la démonstration du «closing lemma», en section 5.3.

Comprendre ce qui se passe dans les autres cas devient alors beaucoup plus facile
(en particulier, c’est le méme théoréme algébrique qui sert dans chaque cas).

1.6. Remerciements

Je voudrais remercier M. Herman pour m’avoir constamment encouragée a écrire
ce travail. Ses conseils m’ont permis d’éviter bien des embiches. Je voudrais aussi
remercier J.-C. Yoccoz, qui m’a aidé i réarranger la démonstration de J. Mai afin de la
rendre plus compréhensible, et qui m’a donné 1’énoncé de la proposition 4.2.5.a. Enfin,
je tiens aussi & remercier le rapporteur anonyme pour ses remarques. La section 1.5
résulte en particulier d’une de ses suggestions.
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CHAPITRE 2

ENONCES DU « CLOSING LEMMA »

On supposera que M est munie d’une distance riemannienne d et B.(x) désignera
la boule ouverte de centre x et de rayon .

2.1. Sans homologie

On travaillera dans les espaces suivants :

e D = Diff*(M), Diff* (M) ou Diff¥, (M) (ensemble des difféomorphismes, ou des
difféomorphismes préservant une forme symplectique w, ou une forme volume V
— et dans ce dernier cas on suppose que dim(M) > 2 -, de classe C* ot k > 1)
sera muni de la topologie C1 ;

e F = F*(M) (ensemble des flots de classe C*) sera muni de la topologie C* ;

o CV = X*¥(M) ou XK (M) (ensemble des champs de vecteurs, ou des champs de
vecteurs préservant une forme volume de classe C* ot k > 1 quand dim(M) > 3)
sera muni de la topologie C1.

De plus, si on fixe un difféomorphisme f (resp. un flot (p:), resp. un champ de
vecteurs X de flot (¢¢)), on notera M (f) (resp. M {((¢¢)), resp. M (X)) I'ensemble des
points p € M tels que la suite (f™p)n>0 a une valeur d’adhérence (resp. tels qu'il existe
une suite de réels (T,)) tendant vers +oo telle que (¢, (p)) converge. On notera alors
w(p) Pensemble des valeurs d’adhérence de (f"p)n>0 (resp. ensemble des limites des
suite (¢, (p)) out (T,,) est choisie comme décrit ci-dessus).

Remarquons que I’ensemble M (f) (resp. M ((y;)), resp. M (X)) contient I’ensemble
des points positivement récurrents ; de plus, quand M est compacte, cet ensemble est
égal & M (car dans ce cas toute suite & valeurs dans M admet une valeur d’adhérence).

CLOSING LEMMA POUR LES DIFFEOMORPHISMES. — Soit f € D, p € M(f), € > 0,
q € w(p) et U un voisinage de f dans D (donc en topologie C*). Il exister >0, p > 1



10 CHAPITRE 2. ENONCES DU «CLOSING LEMMA »

et un entier o > 1 tels que si z, f™x € Br(p) pour un 7 € |0,r] et m > 1, alors il
eriste

o des entiers my et my tels que 0 <my <my +a <my <m,
e geclU
tels que :
(0) friz, [z € Byr(p); |
(i) Vj € [a,mz —ma], g7 (f™2x) = f7(f™a)
(donc en particulier g™~ ™ (f™2x) = f™2z);

(i) g=f sur M — | J (B:(f*p) N B.(q));
0<k<a

(iti) Vi € [0,a], d(g'(f™2(z)), fi(f™z)) < e.

go fraz = fritiy

gZ o fmg:z — fm1+2

support de la perturbation
Uorbite périodique aprés perturbation est en trait épais

Figure 1
Que signifie cet énoncé? Etant donnée une «petite» boule B centrée en p, dés

qu’une orbite passe et repasse dans B (i.e. x, f™r € B), il existe un «morceau»
intermédiaire de cette orbite (i.e. {fiz | m; < j < ma}) qui va d’un point f™iz

MEMOIRES DE LA SMF 74



2.1. SANS HOMOLOGIE 11

compris dans la boule B « homothétique» de la boule B par une homothétie de
rapport p et de centre p & un point f™2x de cette méme boule B, et il existe une
perturbation g de f (la perturbation étant a support dans B.(¢)) ayant une orbite
périodique (démarrant en un point y) proche de (f/z)m,<j<m, €n ce sens que :

Vj€0,me—mi], d(f(f™a),q’y) <e,
me — my étant une période de y pour g.

Pour déduire de ce résultat 'existence d’orbites périodiques, il faut de plus supposer
que le point est non errant. Dans ce cas, en effet, on peut toujours trouver z comme
dans I’énoncé (i.e. dont P'orbite repasse prés de p) et donc en déduire Pexistence d’une
orbite périodique démarrant au voisinage de p pour un difféomorphisme perturbé.

Remarquons qu’on pourrait donner un énoncé concernant les points négativement
récurrents (il suffit de changer f en f~1). Une telle remarque est aussi valable pour
les flots et les champs de vecteurs; nous ne 'avons pas fait pour ne pas alourdir le
texte.

Dans le cas ou D = Diffy (M), le résultat serait faux en dimension 1. En effet,
quand M = S! est le cercle, D est alors ’ensemble des rotations et le «closing
lemmay est clairement faux en des rotations irrationnelles (on ne peut transformer
une rotation irrationnelle en une rotation rationnelle en faisant une perturbation
support contenu dans un petit intervalle).

DEFINITION 2.1.1. — Soit (M, v) une variété munie d’une forme volume ou d’une
forme symplectique exacte : ¥ = dA (on dit alors que (M,v) est exacte volume ou
exzacte symplectique). On dit qu’un diffeomorphisme f de M est :

— exact symplectique quand v est une forme symplectique et que f*\ — A est
une 1-forme exacte (en particulier, un difféomorphisme exact symplectique est
symplectique) ;

— ezact volume quand v est une forme volume et que f*\ — X est une forme exacte
(en particulier, un difféomorphisme exact volume préserve le volume).

On note alors Diff’g,,,(M ) le groupe des difféomorphismes exacts symplectiques
(resp. exacts volume) de classe C* de M muni de la topologie C'. Par exemple, un
fibré cotangent muni de la forme symplectique qui est la dérivée extérieure de la
1-forme de Liouville est une variété exacte symplectique.

Remarquons que les perturbations que ’on fait dans I’énoncé du « closing lemma »
pour les difféeomorphismes sont toutes & support dans un ouvert simplement connexe.
Or, une perturbation préservant le volume (resp. symplectique) a support simplement
connexe d’un difféomorphisme exact volume (resp. exact symplectique) est exact vo-
lume (resp. exact symplectique). Aussi :

COROLLAIRE 2.1.2. — Soient (M,v) une variété exacte volume de dimension supé-
rieure ou égale 4 2 (resp. exacte symplectique) de classe C*°, f un difféomorphisme
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12 CHAPITRE 2. ENONCES DU « CLOSING LEMMA »

exact volume (resp. exact symplectique) de classe C* de M (1 <k < o), p € M(f),
€ >0, q € wlp) et U un voisinage de f dans Diffgy,,(M) (donc en topologie C1). I
exister >0, p > 1 et un entier a > 1 tels que si , f™x € Br(p) pour un 7 € ]0,7] et
m > 1, alors il existe

o deuz entiers my et ma tels que 0 <my <my +a <mg < m,

e gelU
tels que :

(0) f™, [™5 € Bu(p) |
() Vj € la,ma —mu], ¢ (f™x) = f1(f™ )
(donc en particulier g™~ ™ (f™2g) = fM2g);

(ii) g=f sur M~ | (B-(f*p) N B.(0)) ;

0<k<ar

(iii) Vi € [0,a], d(g"(f™2(2)), i (f™a)) <e.

Pour énoncer le «closing lemma» pour les flots ou les champs de vecteurs, on a
besoin de quelques notations.

Chaque fois que le champ de vecteurs (associé & un élément de F' ou élément de
CV) s’appellera X, on notera C 'ensemble de ses zéros et (¢;) son flot. Sur M \ C,
on peut construire une famille I1(z) de petits morceaux d’hypersurfaces contenant z,
transverse 4 X et dépendant de facon C' de z. On supposera de plus que II(z) est
une boule ouverte centrée en x pour la distance induite sur II(z), dont on notera r,

le rayon, et que P'application :
b, : [-Te,re xI(z) —m M
(t,y) — ¢i(y)

est un difféomorphisme sur son image, notée P(z) (en d’autres termes, P(x) est
une vraie boite de flot); on peut choisir r, contintiment en fonction de z. De plus,

s(z) = {y € U(x) | d(z,y) < 8} et Ps(x) = ®,([-4, ] x I5(z)).

CLOSING LEMMA POUR LES FLOTS. — Soient ¢ = (p;) € F (de champ de vecteurs
associé X ), p € M((¢¢)), € >0, ¢ € w(p) et U un voisinage de ¢ dans F (donc en
topologie C*). Il existe r > 0, p > 1 et a > 0 tels que si z, prx € U=(p) pour un
7 €10,r] et T > 0, alors il existe
e Ty etTr tels que 0 <T) <T1 +a<Ty LT,
e = () € U (de champ de vecteurs associé Y )
tels que :
(0) P T, PT,T € HPF(p) 5
(i) Vt€ [a,T> = Th], Yu(pnnz) = @i 2)
(donc en particulier Yo, (p1,2) = Y1) ;
(i) X =¥ sur M~ | (Belop) N Bula)

0<t<L
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(iii) YVt € [0, a], d[W(pmx), (o z)) <e.

CLOSING LEMMA POUR LES CHAMPS DE VECTEURS. — Soient X € CV (de flot as-
socié (1)), p € M(X), e >0, ¢ € w(p) et U un voisinage de X dans CV (donc en
topologie C*). Il existe r > 0, p > 1 et o > 0 tels que si x,prx € I=(p) pour un
F€10,r] et T >0, alors il existe

Ty etTy tels que 0 <Ty <t1 +a< T, <T,

T3>0,

Y € U (de flot associé noté (v)),

un difféomorphisme f : [0,To — T1] — [0, T3] tel que pour tout ¢t € [0,T> — T1]
onait |1 —f'(t) <e

tels que :

(0) YT, T, PT,T € HPF(p) ;

(7’) Vte [aaT2 - Tl]: d)f(t) (Lpsz) = ‘Pt(‘PTlx)
(donc en particulier Y7, (o1,2) = o) ;

(i) X =Y sur M — |J (B:(#1p) N B:(9)) ;

0<t<x

(1i1) Vt € [0,0], d(st) (e1z), o1 (7)) < €
(en reparamétrant le flot dans les ouverts considérés dans les cas ot les flots ou
champs de vecteurs sont quelconques, on peut s’arranger pour que T3 = To — T,
mais un tel paramétrage n’est plus possible dans le cas o un volume ou une
forme symplectique est préservé).

Rappelons que d’aprés le théoréme de récurrence de Poincaré, si p est une mesure
invariante finie, p-presque tout point de M est récurrent. De plus, les seuls points out
on peut espérer perturber [’orbite (et non seulement le point) en une orbite périodique
sont les points récurrents. Si alors on suppose que p est récurrent, on a fait un peu
mieux que rendre le point p périodique : on a approximé un «bout» de son orbite
(celui qui va de f™'p & f™2p dans le cas des difféomorphismes, celui qui va de @r, (p)
a o1, (p) dans le cas des flots ou des champs de vecteurs) par une orbite périodique.
Le probléme est qu’on souhaite faire démarrer le bout d’orbite qu’on approxime en p.
Ce sera ’'objet du lemme de fermeture d’orbite.

2.2. Avec homologie

Dans toute la section 2.2, (M, w) sera supposée symplectique et de 7, de type fini
et pour k£ > 1, C'V sera ’ensemble des champs de vecteurs symplectiques de classe
C* de M. Cet ensemble sera muni de la topologie C*.

DEFINITION 2.2.1. — Soit A une 1-forme différentielle fermée de M. A est dite mo-
nogéne par intégration si { f7 A | 7y lacet de M} est un sous-groupe monogéne de R
(ce qui est équivalent en fait & dire que c’est un sous-groupe discret de R).
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14 CHAPITRE 2. ENONCES DU «CLOSING LEMMA »

DEFINITION 2.2.2. — Si a € H'(M) (premier groupe de cohomologie de M), a est
dite monogéne par intégration si a Hy(M,Z) est un sous-groupe monogene de R.

Remarquons que « est monogéne par intégration si et seulement si toute 1-forme
différentielle A telle que [A] = « est monogéne par intégration si et seulement si il
existe une 1-forme différentielle A monogéne par intégration telle que [A] = a.

Remarquons aussi que pour vérifier qu’une 1-forme différentielle fermée A est mono-
géne par intégration, il suffit de vérifier pour une base B de H;(M;Z) que le rapport
de deux valeurs quelconques de [A] - B est rationnel.

L’intérét des formes différentielles monogénes par intégration est qu’elles sont en
un certain sens «exactesy :

PROPOSITION 2.2.3. — Soit A une forme différentielle fermée monogéne par intégra-
tion. Alors, il existe a > 0 qui ne dépend que de la classe de cohomologie de A et une
fonction h : M — R/aZ telle que dh = A.

Remarquons que si a = 0, alors A est exacte.

Démonstration de la proposition. —  Soit a un générateur du groupe monogéne
{ f7 A | v lacet de M}. 1l est clair que a ne dépend que de la classe de cohomolo-
gie de A.

Considérons le revétement universel p : M — M de M et posons \ = p*/\ Comme
M est 51mp1ement connexe, X est exacte, et donc il existe une fonction A : M —R
telle que A = dh.

Soient alors (z,y) € M? tels que p(z) = p(y). Soit 7 : 0,1 — M une courbe
joignant x & y et posons y =po¥J (7 est donc fermée). Alors :

A(y) - / //\EaZ

1l existe donc b : M/p= M — R/aZ telle que hop=mohou 7 : R — R/aZ est
la projection canonique. Il est alors clair que dh = A. O

Si maintenant X est un champ de vecteurs de C'V de flot associé (¢;), i xw est une
1-forme différentielle fermée puisque d(ixw) = (d/dt)¢;w = 0. On peut lui appliquer
la, proposition :

COROLLAIRE 2.2.4. — Soit X un champ de vecteur de CV tel que ixw est monogéne
par intégration. Alors, il existe a > 0 qui ne dépend que de la classe de cohomologie
de ixw et une fonction h : M — R/adZ telle que dh = ixw.

En particulier, si (y;) désigne le flot de X : hopy = h.

On dit alors que X est pseudo-hamiltonien de pseudo-hamiltonien h.

Supposons par exemple que M = T?" soit muni de sa forme symplectique usuelle.
Les flots engendrés par une rotation rationnelle (i.e. ¢y = R, 00 « est rationnel non
nul et Rg(z) = x + B) sont pseudo-hamiltoniens, mais pas hamiltoniens.

MEMOIRES DE LA SMF 74



2.2. AVEC HOMOLOGIE 15

Remarquons que quand a = 0, X ou () est en réalité hamiltonien de hamilto-
nien h.

DEFINITION 2.2.5. — On définit pour toute classe de cohomologie a de M :
CVo={X e CV | [ixw] = a}.

Désormais, si p € M n’est pas critique, si p' € II(p), on notera II.(p'; p) la boule
centrée en p’ de rayon r dans II(p). On a alors :

CLOSING LEMMA POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES

Soit a € HY(M) une classe de cohomologie monogéne par intégration. Soient
X € CV, (de flot associé (p:) et de pseudo-hamiltonien associé H), p € M(X),
€ >0, g € wp) et U un voisinage de X dans CV,. Il exister >0, p>1, a >0 et
un voisinage W de p dans T1(p) tels que si x, orz € Ix(p';p) N H-L({H(p")}) pour
p e W,7€]0,r] et T >0, alors il existe
Ty etTy tels que 0 <Th <y +a<Tr LT,
T3 >0,
Y e U (de flot associé noté (yy)),
un difféomorphisme f : [0,T> — T1] — [0, T3] tel que pour tout t € [0, T, — T1]
on ait |1 - f'(t)] <e
tels que :

(0) o1,@, pr,T € pr(p';p);
(i) Vt € [a,To — T1], 1/Jf(t)(90T2$) = pi(p T)
(donc en particulier ¥, (p1,z) = 12);
(i) X =Y sur M — | ) (Be(eoep') N B:(q)) ;
0<t<
(iir) Vt € [0,0], d(¥s) (o1 7), p1(pm ) <€

On peut bien entendu immédiatement déduire de I’énoncé précédent un énoncé qui
ne fait plus intervenir p', plus proche des précédents énoncés de «closing lemma» que
nous avons donné. Nous avons préféré donner celui que nous démontrons effectivement,,
qui souligne qu’on va en fait raisonner dans chaque surface d’énergie pour faire nos
perturbations. Par contre, dans le prochain énoncé, nous ne ferons plus apparaitre p'.

On a un «closing lemmay dans chaque C'V, ou a est une classe de cohomologie
monogeéne par intégration. Or, Q™ étant dense dans R™ et comme on a supposé H; (M)
de type fini, Pensemble des classes de cohomologie monogénes par intégration est dense
dans H'(M) (puisqu’il contient I’ensemble des classes de cohomologie & coefficients
rationnels). On en déduit que P'ensemble des formes différentielles monogénes par
intégration est dense dans I’ensemble des formes différentielles, et donc que ’ensemble
des champs de vecteurs pseudo-hamiltoniens est dense dans ’ensemble des champs de
vecteurs symplectiques. On en déduit donc pour tout champ de vecteurs symplectique
Pexistence d’une suite de champs de vecteurs de classe C* tendant en topologie C* vers
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16 CHAPITRE 2. ENONCES DU «CLOSING LEMMA »

ce champ de vecteurs et en lesquels on peut appliquer le «closing lemmay» précédent.
Par contre, nous donnerons en 3.2 un exemple de champ de vecteurs symplectique
pour lequel le «closing lemma» est faux.

Dans le cas ou H; (M) est monogéne, on sait méme que toute classe de cohomologie
est monogéne par intégration et donc :

COROLLAIRE 2.2.6. — Supposons que Hy (M) soit monogéne. Soient X € CV (de
flot associé () et de pseudo-hamiltonien associé H), p € M(X), e >0, q € w(p) et
U un voisinage de X dans CV (donc en topologie C1).

I exister > 0, p>1 et a > 0 tels que si x, o7z € lz(p) pour un 7 € |0,7] et
T > 0, alors il existe

e Ty ety tels que 0 <TI <T1 +a<T, <T,

e T3>0,

e Y € U (de flot associé noté (¢)),

o un difféomorphisme f : [0,Ty — T1] — [0, T3] tel que pour tout t € [0,T5 — T1]

onait |1 — f'(t)| < e

tels que :

(0) PTT, PT,T € HPF(p);
(i) Vt € [a, Tz — T1], Yy (91 ) = @i(o1, @)
(donc en particulier ¥, (o1,2) = Y1) ;

(ii)) X =Y sur M — | ) (B:(¢:p) N B:()) ;
0<t<x

(i) Vt € [0,0(], d(¢f(t) (p12), pe(pm 7)) < €.

Le résultat précédent s’applique par exemple quand M = T x R?"~ L,

2.3. Cas des hamiltoniens

On suppose que (M, w) est symplectique, sans faire d’hypothése sur son 7;. Quand
a = 0, on déduit du paragraphe précédent un énoncé pour les champs de vecteurs
hamiltoniens. Nous allons donner tout d’abord ’énoncé qui fait intervenir les sur-
faces d’énergie, énoncé intéressant quand on s’intéresse aux problémes concernant les
restrictions aux surfaces d’énergie (par exemple quand on veut savoir si les orbites
périodiques d’une surface d’énergie donnée sont denses dans cette surface d’énergie) ;
ensuite, nous en déduirons un énoncé qui ne fait plus intervenir les surfaces d’énergie,
énoncé intéressant quand par exemple on veut créer des orbites périodiques au voisi-
nage d’un point non errant pour le flot hamiltonien, mais pas forcément non errant
pour la restriction du flot hamiltonien & sa surface d’énergie.

CLOSING LEMMA POUR LES HAMILTONIENS DANS LES SURFACES D’ENERGIE
Soient H un hamiltonien de classe C* (2 < k < o0o) de M, de champ de vecteurs
hamiltonien associé X et de flot associé (pr), p € M(X), € >0, q € w(p) et U un
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voisinage de H en topologie C?. Il existe r > 0, p > 1, a > 0 et W voisinage de p
dans IL(p) tels que si z, prx € Ux(p';p) pour p' € W, T € 10,r] et T > 0, alors il
existe

Ty etTs tels que 0 <Th <Th +a< Ty <T,

T3 >0,

H' € U de classe C* (de flot associé noté (v)),

un difféomorphisme f :[0,To —T1] — [0, T3] tel que pour tout t € [0,T> — T} ]
on ait |1 — f'(t)| <e

tels que

(0) PTLT, PTT € HPF(p,;p) ;
(7/) Vie [a’T2 - T1]7 ’(pf(t)((pT2$) = QOt((PTlx)
(donc en particulier Y, (pr,x) = Y12);
(i) H=H' sur M — | J (B:(¢up') N B:(q));
0<t<a
(Z”) Vite [O’O‘]? d(djf(t)(‘psz)ﬂ(pt(‘Ple)) <e.

On en déduit immédiatement :

CLOSING LEMMA POUR LES HAMILTONIENS. — Soient H un hamiltonien de classe
CF (2 <k <o0)de M, de champ de vecteurs hamiltonien associé X et de flot associé
(o), p € M(X), e >0, g € w(p) et U un voisinage de H en topologie C?. Il existe
r>0,p>1eta>0 tels que si z,orx € Tx(p), F € 10,7] et T > 0, alors il existe

ey etTr tels que 0<TI <Th+a<Ty<T,

[ ] T3 > 0,

e H' c U de classe C* (de flot associée noté (1)),

o un difféomorphisme f :[0,Ty —Th] — [0,T3] tel que pour tout t € [0,T — T4]

on ait |1 — f'(t)] <e

tels que :

(0) erz, p1,x € oz (p) ;

(i) Vt € [a,To = Th], ¥5(t)(p1®) = @e(pT, )
(donc en particulier ¥, (p1,2) = Y1,2);

(i) H=H' sur M — U (B: (¢:p') N B:(q)) ;

0<t<x

(iii) Vit € [0,a], d(¥s) (pr.2), o1 (on, 7)) <e.

Pour déduire cet énoncé du précédent, il suffit de remarquer que si on choisit 7 et
W assez petits si 7 € ]0,7] :

Vo elx(p), Ip €W |z ellz(p;p)n H H(H(p')) et IL7(p';p) C Hapr(p).
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CHAPITRE 3

LES THEOREMES DE DENSITE COMPRENANT UN
LEMME DE FERMETURE D’ORBITE

Comme au chapitre 2, on supposera que M est munie d’une distance riemannienne
d et B.(z) désignera la boule ouverte de centre x et de rayon €. Rappelons :

DEFINITION 3.0.1. — Soit f un homéomorphisme d’une variété M, et p € M. Alors :

e sip € M, son ensemble w-limite, noté w(p) est ’ensemble des valeurs d’adhérence
de la suite (f™(p))n>0; son ensemble a-limite, notée a(p), est ’ensemble des
valeurs d’adhérence de la suite (f~"(p))n>0-

p est positivement récurrent pour f si p € w(p);

p est négativement récurrent pour f si p € a(p);

p est récurrent s’il est positivement récurrent ou négativement récurrent ;

p est non errant s’il existe une suite de points p, € M et une suite d’entiers
strictement positifs k,, tels que :

lim f*p,= lim p, =p.

n—-4oo n—+00

On a des définitions analogues pour les flots en remplacant n € N par t € R. Un
point récurrent est toujours non errant, et un point périodique est toujours positive-
ment et négativement récurrent.

Rappelons aussi qu’un homéomorphisme d’une variété compacte a toujours au
moins un point qui est & la fois positivement et négativement récurrent (pour voir
cela, il suffit de considérer un compact K invariant minimal; si p € K, ’ensemble
w-limite et 'ensemble a-limite de p sont des compacts invariants inclus dans K, donc
égaux & K et on a bien : p € w(p) N a(p)).

Rappelons aussi que le théoréme de récurrence de Poincaré énonce que si p est un
mesure finie sur M invariante par I’homéomorphisme f, alors u-presque tout point de
M est récurrent.
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3.1. Sans homologie

Le théoréme de densité démontré par C. Pugh et C. Robinson dans [15] est :

THEOREME DE DENSITE (C. Pugh & C. Robinson). — Soit M une variété (resp. va-
riété de dimension supérieure ou égale 4 2 munie d’une forme volume V , resp. variété
munie d’une forme symplectique w) de classe C*.

(1) 1l existe un Gs dense G de Diff* (M) (resp. Diff, (M), resp. DiffL (M)) tel que
pour tout f de G, l’ensemble des points périodiques de f est dense dans l’ensemble
des points p non errants de f tels que a(p) U w(p) # &.

(2) Il existe un G5 dense G de F' (M) tel que pour tout ¢ de G, I’ensemble des points
périodiques de ¢ est dense dans l’ensemble des points non errants p de @ tels que
a(p) Uw(p) # 9.

(3) Il eziste un G5 dense G de X' (M) (resp. Xi,(M) si dimM > 3) tel que pour
tout X de G, lensemble des points périodiques de X est dense dans l’ensemble
des points non errants p de X tels que a(p) Uw(p) # @.

Remarquons que si M est compacte, 'hypothése a(p) Uw(p) # @ est vérifiée par
tous les points p de M, et donc on peut l'effacer de ’énoncé.
De méme, si p est récurrent, on a p € a(p) Uw(p). On a donc :

COROLLAIRE 3.1.1 (C. Pugh & C. Robinson). — Soit M wune variété (resp. variété
de dimension supérieure ou égale @ 2 munie d’une forme volume V, resp. variété
munie d’une forme symplectique w) de classe C™.

(1) 1l existe un Gs dense G de Diff* (M) (resp. Diffy,(M), resp. Diff (M)) tel que
pour tout f de G, ’ensemble des points périodiques de f est dense dans l’ensemble
des points récurrents de f.

(2) I existe un Gs dense G de F1(M) tel que pour tout p de G, ’ensemble des points
périodiques de ¢ est dense dans l’ensemble des points récurrents de .

(3) Il existe un Gs dense G de X' (M) (resp. Xi,(M) si dimM > 3) tel que pour
tout X de G, Uensemble des points périodiques de X est dense dans l’ensemble
des points récurrents de X .

Dans le cas particulier ou M est munie d’une forme volume V (c’est par exemple
le cas quand c’est une variété symplectique) telle que M soit de volume fini, presque
tout point de M est récurrent, et donc le théoréme de densité donne un résultat de
densité de 'ensemble des points périodiques dans M.

Nous avons donné un énoncé concernant ’ensemble des difféomorphismes, flots ou
champs de vecteurs de classe C' car ces espaces, munis de la topologie C', sont des
espaces de Baire, donc dans lesquels des intersections dénombrables d’ouverts denses
sont denses. Ce n’est pas le cas de ’ensemble des difféomorphismes, flots ou champs
de vecteurs de classe C* pour un k > 2 muni de la topologie C*.

MEMOIRES DE LA SMF 74



3.1. SANS HOMOLOGIE 21

On peut se demander si les orbites périodiques que nous créons en perturbant
le difféomorphisme (resp. flot, resp. champ de vecteurs) considéré & 1’aide du «clo-
sing lemma» sont proches des orbites de la transformation initiale. Plus précisément,
définissons :

DEFINITION 3.1.2

1. Désignons par D I’'un des ensembles Diff* (M), Diff* (M) ou Diff¥, (M) (et dans
ce cas on suppose dim M > 2) ou k > 1 muni de la topologie C*. Pour tout
f €D, e>0et U voisinage de f dans D (donc en topologie C), soit X(U,¢)
I’ensemble des x € M tels qu’il existe g € U et y € M vérifiant :

(i) y est un point périodique de g de période notée m ;
(i) g=fsur M~ | (Be(g"y)NB:(y));
0<k<m
(iii) Vi € [0,m], d(g'y, fiz) <e.

2. Désignons alors par F' I’ensemble F*(M) ot k > 1. Pour tout ¢ € F, & > 0
et U voisinage de ¢ dans F' (donc en topologie C!), soit (U, ¢) ’ensemble des
x € M tels qu'il existe ¥ € U, y € M, Ty > 0 ainsi qu'un difféomorphisme f :
[0,T] — [0,To] tel que Vt € [0,TY], |1 — f'(t)| < € vérifiant :

(1) y est un point périodique de ¢ de période T ;
(i) p=¢sur M~ ] (Be(wey) N Be(w));
0<t<Tp
(111) Vie [OvT]7 d('lpf(t) (y),got(a:)) <e.

3. Désignons par CV I'un des ensemble X*(M), X% (M) (et dans ce cas on suppose
que dim M > 3) ot k£ > 1 muni de la topologie C*. Pour tout X € C'V (de flot
associé noté @), ¢ > 0 et U voisinage de X dans CV (donc en topologie C!),
soit X(U, ) ensemble des © € M tels qu'il existe Y € U (de flot associé noté
¥), y € M, Ty > 0 ainsi qu’un difféomorphisme f : [0,7] — [0,To] tel que
Vte[0,T], |1 — f'(t)| < e vérifiant :

(1) y est un point périodique de Y de période T ;

() Y=Xsur M~ |J (B(¢w) N B:(v));
0<t<T,

(it)) Vt € [0,T], dW s (), 1(2)) < e.

Dans chacun des cas précédents, X(f) (resp. £(p), resp. X(X)) désignera (| %(U, ).
De plus, R(f) (resp. R(p), resp. R(X)) désignera ’ensemble des points positivement
récurrents de f (resp. o, resp. X). En d’autres termes, %(U,€) est ’ensemble des
points z de M tels qu’on peut, en faisant une petite perturbation de la transformation
considérée (diffeomorphisme, flot ou champ de vecteurs) a support dans U et dans
B, (y) C Bs(z), transformer l’orbite de z en une orbite périodique e-proche.

On a alors : () C R(a) dans tous les cas considérés. On peut alors préciser :

LEMME DE FERMETURE D’ORBITE. — Dans tous les cas envisagés dans la définition
précédente :
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(1) R(a) est un Gs de M, donc un espace de Baire;
(2) 3(a) est un Gs dense de R(c).

Quitte & changer « en son opposé, on a un résultat analogue pour les points négati-
vement récurrents ; bien sir, dans ce cas, on approximera un bout de 1’orbite négative
de x et non un bout de son orbite positive.

En fait, on peut imposer dans certains cas a la perturbation que nous faisons d’étre
4 support dans une petite boule qui n’est plus centrée en x. Précisons cela :

DEFINITION 3.1.3

1. Désignons par D 1'un des ensembles Diff* (1), Diff* (M) ou Diff% (M) (et dans
ce cas on suppose dim M > 2) ou k > 1 muni de la topologie C'. Pour tout
f€D,e>0,U voisinage de f dans D (donc en topologie C') et ¢ € M, soit
¥(U,¢€;q) 'ensemble des z € M tels qu'il existe g € U et y € M vérifiant :

(i) y est un point périodique de g de période notée m;
(i) g=fsur M- |J (Be(g*y) N B.(g);
0<k<m ~
(iii) Vi € [0,m], d(g'y, fiz) < e.

2. Désignons alors par F I’ensemble F*(M) ot k > 1. Pour tout ¢ € F, e >0, U
voisinage de ¢ dans F' (donc en topologie C*!) et ¢ € M, soit %(U, £; q) ’ensemble
des x € M tels qu'il existe ¥ € U, y € M, Ty > 0 ainsi qu’un difféomorphisme
f:[0,T] — [0, To] tel que YVt € [0,T7], |1 — f'(t)| < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de i de période Ty ;
(i) y=¢sur M~ ) (Be(ey)NB:(q));
0<t<Tp
(ii)) V¢ € [0,T], d(ws0 (1), 0(2)) < e.

3. Désignons par CV 'un des ensemble X*(M), XX (M) (et dans ce cas on suppose
que dim M > 3) ou k > 1 muni de la topologie C!. Pour tout X € CV (de flot
associé noté ), £ > 0, U voisinage de X dans CV (donc en topologie C!) et
g € M, soit X(U,¢;q) l'ensemble des z € M tels qu’il existe Y € U (de flot
associé noté ¢), y € M, Tp > 0 ainsi qu’un difféomorphisme f : [0,T] — [0, Ty]
tel que Vit € [0,T], |1 — f'(t)| < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de Y de période Tp ;
(i) Y=Xsur M~ |J (Be(#rw)NBe(a));
0<t<To
(iii) Vite [OvTL d(wf(t) (y),cpt(a:)) <e.

Dans chacun des cas précédents, X(f;q) (resp. X(p;q), resp. ¥(X;q)) désignera
NX(U,¢;q). De plus, R(f;q) (resp. R(y;q), resp. R(X;q)) désignera 1’ensemble des
points positivement récurrents de f (resp. ¢, resp. X) qui contiennent ¢ dans leur en-
semble w-limite. En d’autres termes, Y(U, ¢; q) est U'ensemble des points z de M tels
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qu’on peut, en faisant une petite perturbation de la transformation considérée (dif-
féomorphisme, flot ou champ de vecteurs) dans U a support dans B.(q), transformer
l’orbite de x en une orbite périodique e-proche.

LEMME DE FERMETURE D’ORBITE A SUPPORT LOCALISE. — Dans tous les cas en-
visagés dans la définition précédente :

(1) R{c;q) est un Gs de M, donc un espace de Baire;

(2) ¥(a;q) est un Gs dense de R{w;q).

En d’autres termes, ’ensemble des points dont on peut refermer Porbite en faisant
une petite perturbation & support au voisinage de g est dense dans l’ensemble des
points positivement récurrents qui contiennent ¢ dans leur ensemble w-limite.

Démontrons maintenant les trois théorémes que nous venons d’énoncer :

Démonstration du théoréme de densité. — Notons FE I’ensemble dans lequel on tra-
vaille (qui est un ensemble de difféomorphismes, flots ou champs de vecteurs) muni
de la topologie C*. C’est un espace de Baire.

Soit (U,) une base dénombrable d’ouverts de M. On dira que a € E vérifie la
propriété P, si :

P,(a) : «U, contient un point périodique ou ne contient pas de point non errant p
tel que a(p) Uw(p) # &>

On notera : F,, = {a € E | P,(«) est vraie }.
Montrons que F,, contient un ouvert dense. Soit @ € E et W un voisinage ouvert
de a dans E. Deux cas se présentent :

(1) pour tout S € W, 8 n’a pas de point non errant p tel que a(p) Uw(p) # & dans
U,. Dans ce cas, W C F,,;
(2) il existe 8 € W tel que 8 a un point non errant p dans U, tel que a(p) Uw(p) # @.
Quitte & changer e en a1 (ce qui correspond au champ de vecteurs opposé quand
on raisonne avec des champs de vecteurs), on peut supposer qu’il existe g € w(p).
Choisissons € > 0 tel que B.(p) C U,. Utilisons ’énoncé du «closing lemma»
dans le cas envisagé (difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs) pour 3, p, €, ¢
et W.
On en déduit I'existence de constantes r < ¢, p et a vérifiant les conclusions de
ce théoréme. Or, comme p est non errant, il existe p' € B,/,(p) (ou p' € II,/,(p)
dans le cas des flots ou champs de vecteurs) dont 'orbite positive revient dans
B, /,(p) (oull,/,(p)). Utilisant le «closing lemma» en p', on trouve ' € W ayant
un point périodique po dans B,.(p) (ou II.(p)), donc dans U,,. Quitte & considérer
une petite perturbation de 8, on peut supposer que les multiplicateurs de Floquet
de ce point périodique sont différents de 1 (ce qui implique que si on fait une
«petite» perturbation 8" de @', 8" a un point périodique proche de ce point
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périodique de §'), et donc qu’il existe un ouvert W/ C W dont tout élément a
une orbite dans U,,. Dans ce cas, W' C F,.

Finalement, F,, contient un ouvert dense.

L’ensemble F' = () F, contient donc un Gs dense de E. Or, F est exactement
P’ensemble des éléments de E dont ’ensemble des orbites périodiques est dense dans
P’ensemble des points p non errants tels que a(p) Uw(p) # @. O

Démonstration du lemme de fermeture d’orbite. — Nous ne traiterons que le cas des
difféomorphismes, celui des flots et champs de vecteurs étant analogue.

(1) Soit pour tout n > 1,
R,={zeM|3Im>1,d(f"z,z) < 1/n}.
Alors, R, est ouvert donc R(f) = [ Ry est un G5 de M. Or, la variété M est

homéomorphe & un espace métrique complet. Donc ’adhérence R(f) de R(f) est
aussi homéomorphe & un espace métrique complet et est donc de Baire. Donc

R(f) = N(R(f) N R,,), intersection d’ouverts denses de I’espace de Baire R(f),
est aussi un espace de Baire.

(2) On a déja remarqué que X(f) C R(f). Soit (V;,) une base de voisinages ouverts
de f et (£,) une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Alors :

2= () (SVmem) NR(E))-

n,m>0
Montrons que X(V,,ex) N R(f) est un ouvert dense de R(f).

Déja montrons que si € > 0 et si U est un ouvert, alors X(U, €) est un ouvert.
Soit € X(U, €). Par définition de X(U,¢), il existe g € U, y € M et m > 1 tels
que :

(i) y est un point périodique de g de période notée m;

(i) g=Fsur M~ |J (Belg"y) N Bv));
0<k<m
(iii) Vi € [0,m], d(g'y, fiz) < €.
Soit alors
o= (] f(B(g'))
0<i<m

Comme f est continue, o est ouvert. De plus, par (iii), o contient . Si maintenant
z' € o, alors on a : Vi € [0,m], d(g'y, fiz') < € donc z' € £(U,¢). Finalement,
o C (U, €) donc effectivement ¥ (U, ) est ouvert.

Soit z € R(f). Fixons alors ¢ < ¢ et V,. On trouve & l’aide du «closing
lemma» trois constantes r > 0, p > 0 et a pour z, &, V,, et ¢ = z. Soit alors
7 € ]0,e/3p[. Comme z est positivement récurrent, il existe m > 0 tel que
fmx € Br(z) C Bs,(x) et donc par le «closing lemmay, il existe my et my
telsque 0 <m3; <my+a<ms<metgéeV, tels que :
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(0) f™a, f™x € Byr(x);
(i) Vj € [a,me —ma], ¢ (f™22) = f(f™a);
(ii) g = f sur M — U (Bs/g(ka) ﬂBE/g(x)) ;

0<k<a
(iii) Vi € [0,a], d(g*(f™(2)), F{(f™x)) <e/3.
Si on a choisi T assez petit, on a par continuité de f 'implication :

_ . i, pi €
(vya d(y,m) < p?’) = (VZ € [Ova]v d(f yaf .’L') < '?;)
donc en particulier en f™ z, on obtient :

Vie0,al, d(fi(fme), fir) <
d’ou par (i) :
Vie[0,a], d(g'(f™z), f'z) < %‘5
et par (i) : g = f sur :
M= ) (Be(g'(f™2)) 0 B(f2))

0<k<a
qui contient M — U (B:(¢*(f™=)) N B.(f™1)).
Donc f™z € gf(g%?l?‘lfn,ek) Comme de plus f™z € R(f), on a donc :
Be(x) N (X(Va, ex) N R(f)) # ©.

Donc X(V,,,er) NR(f) est un ouvert dense de ’espace de Baire R(f) et donc X(f)
est un G5 dense de R(f).

|

Démonstration du lemme de fermeture d’orbite a support localisé
Nous ne traiterons que le cas des flots, celui des difféomorphismes et champs de
vecteurs étant analogue. Fixons donc (p;) € F.

(1) Soit pour tout n > 1:
Ro(g)={z € M |3T >1,3T" > 1, d(prz,z) < 1/n et dorz,q) < 1/n}.

Alors, R,(q) est ouvert. De plus, si ¢ € (| Rn(q), alors z et récurrent et deux cas
se présentent :

— 80it ¢ = @z pour un T > 1; dans ce cas, on a bien g € w(x);

— soit ¢ # g7z pour tout T > 1, dans ce cas on trouve aussi que q € w(x).

Réciproquement, un point de R((p;q) est bien dans l'intersection de ces en-

sembles donc R(y;q) = [ Rn(q) est un G5 de M. C’est donc un espace de Baire
(on a montré dans la démonstration précédente qu'un G5 de M est un espace de
Baire).
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(2) On a: T(p;q) C R(p;q)- Soit (V,,) une base de voisinages ouverts de f et (g,,)

une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Alors :

S(psq)= [ (E(Vn,am; 7) N R(p; q))-

n,m>0
Montrons que £(V,,ex;q) N R{yp; ) est un ouvert dense de R(y;q).

Déja montrons que si e > 0 et si U est un ouvert, alors X(U, ¢, ¢) est un ouvert.
Soit x € X(U,¢,q) Par définition de (U, ¢,q), il existe » € U,y € M, Ty > 0
ainsi qu’un difféomorphisme f : [0,T] — [0, To] tel que Vt € [0, T, |1 — f'(¢)] < e
vérifiant :

(i) y est un point périodique de 1) de période Tp ;

(i) p=@sur M— | (Be(ry) N Be(q));

0<t<To
(i) V¢ € [0,T), d(¥5t) (v), pe(z)) <e.
Soit alors

o= [\ w-t(B:(Wsnv))
0<t<T
Montrons que o est un voisinage de z. Déja, par (2)(iii), o contient z. De plus,
par continuité du flot, pour tout t € [0,T, il existe oy > 0 et £; > 0 tels que :

Vu € ]t - at)t+ Clt[ N [0, T]7 SDu(Bst (.’L’)) C Bs(wf(t)x)

On trouve ainsi un recouvrement du compact [0, T] par des ensembles de la forme :
|t — o4, t + [, recouvrement dont on peut extraire un recouvrement fini par les
ouverts correspondant & t1,...,t,. Si on pose alors ¢/ = inf{e;,,...,e¢. }, on a:
B (z) Co.

Si maintenant z' € o, alors on a : Vt € [0,7], d(¢s)y,p:2') < € donc
z' € ¥(U,¢; q). Finalement, 0 C X(U, ¢; q) donc effectivement (U, €; q) est ouvert.

Soit € R(y;q). Fixons alors ¢ < g et V,,. On trouve 3 l'aide du «clo-
sing lemma» trois constantes r > 0, p > 0 et « pour z, €, V,, et ¢. Soit alors
7 €]0,¢/3p[. Comme z est récurrent, il existe T > 0 tel que

orz € Uz(x) C B./3,(x)
et donc par le «closing lemma», il existe 77 et T3 tels que
0<N1 <1 +a<Th LT,
¥ = (1) € U (de champ de vecteurs associé¢ V) et T3 > 0 ainsi qu'un difféomor-
phisme f : [0,T5 — Th] — [0,T5] tel que V& € [0,T2 — T1], |1 — f'(t)] < € tels
que :

0) ¢enz, 1w € iz (p) 5
(1) Vit e [(X,Tg - Tl]? wf(t)(SOTT’E) = @t(SDTlx) 5
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(i) X =Y sur M — U (Be/s(pep) N Beys(a)) 5
0<t<ex

(111) Vte [O,CY], d(wf(t)(SOsz),(pt((ple)) < 8/3
Si on a choisi T assez petit, on a par continuité de ¢ et compacité de [0, ]
I'implication :

€
(Vy, dy, ) <pr) = (Vt€[0,e] dlpwy,pez) < 3)
donc en particulier en @7, z, on obtient :

Vie [0,0é], d(SOT1$7(pt$) <

Wl m

d’ou par (2)(iii) :

Vie [O,CY], d(wf(t) (SOsz),(Ptx) < 2?6
et par (2)(i) : X =V sur: M — | (BelWy(om2)) N Bejal@)
0<t<a
qui contient M — U (B: (¥5(1) (1)) N Be(q))-

0<t<Ty—T}
Donc pr, « € Bo(z) N E(Vp, £k;q). Comme de plus o1,z € R(p;q), on a donc :

B (z) N (X(Va,ex;9) N R(p;9) # 2.

Donc X(V,,ek;9) N R(p;q) est un ouvert dense de ’espace de Baire R(yp;q) et
donc X(y;q) est un G5 dense de R(y;q).

O

3.2. Avec homologie

On suppose désormais, sauf pour les énoncés en classe de cohomologie fixée (en
particulier ceux concernant les hamiltoniens) que (M,w) est une variété symplectique
de classe C*° et m; de type fini. Pour tout entier k£ > 1 et toute classe de cohomologie
o € H'(M), X}, désignera 'ensemble des champs de vecteurs symplectiques de
classe C* de M tels que [ixw] = a. On montre alors sans difficulté aucune (les
démonstrations, calquées sur celles du théoréme de densité et du lemme de fermeture
d’orbite de la section 3.1, sont omises ici) :

THEOREME DE DENSITE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES DE
CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXEE

Si a est monogéne par intégration, il existe un G5 dense G de X(},’a tel que pour
tout X € G, l'ensemble des points périodiques de X est dense dans ’ensemble des
points p non errants de X tels que a(p) Uw(p) # &.
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LEMME DE FERMETURE D’ORBITE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES
DE CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXEE
Si o est monogéne par intégration et si X € Xk , alors :

(1) R(X) est un Gs de M, donc un espace de Baire ;
(2) £(X) est un G5 dense de R(X).

ou :

DEFINITION 3.2.1. — On munit X} , de la topologie C*. Pour tout X € Xfya (de
flot associé noté ), e > 0 et U voisinage de X dans X} ,, soit X(e, U) 'ensemble des
x € M tels qu'il existe Y € U (de flot associé noté ¢), y € M, Ty > 0 ainsi qu’un
difféeomorphisme f : [0,7] — [0, Tp] tel que V¢ € [0,T], |1 — f'(t)| < e vérifiant :

(i) y est un point périodique de Y de période Tp ;

(i) Y =X sur M — U (B:(¥ry) N B.(y)) ;
0<t<Tp

(i) V¢ € [0,To], d(ts) (), pe(2)) < e

On définit alors ¥(X) = (| X(U, ). On peut alors souhaiter obtenir un résultat sur
X} plutot que sur X% . En fait, on a :

THEOREME DE DENSITE POUR LES CHAMPS DE VECTEURS SYMPLECTIQUES
Soit M une variété compacte. Alors :

(1) il existe un sous-ensemble dense D de X tel que pour tout X € D, l’ensemble
des points périodiques de X est dense dans l’ensemble des points p non errants
de X tels que a(p) Uw(p) # 9 ;

(2) si dim H'(M,R) > 2, il existe un G5 dense G de X} tel que pour tout X € G,
X n’a pas d’orbite périodique non homologue a un point.

COROLLAIRE 3.2.2. — Il eziste un ouvert U (en topologie C*) non vide de XF(T?")
et un G5 dense G1 de U tel que tout élément de G1 n’a pas d’orbite périodique.

On a vu en introduction au chapitre 3 que tout difftomorphisme, et par conséquent
tout flot, d’'une variété compacte a au moins un point récurrent. On en déduit que
dans G1, 'adhérence des points périodiques (qui est I’ensemble vide) ne contient pas
les points récurrents. Ce théoréme et son corollaire seront démontrés 4 la fin de cette
section.

Nous avons été incapable de montrer un analogue du lemme de fermeture d’orbite
sur X!. Le probléme est que si on perturbe un champ de vecteurs pour rendre la
classe de cohomologie de ixw monogéne par intégration pour pouvoir lui appliquer
le «closing lemma», on ne sait pas montrer que les orbites du champ perturbé sont
proches de celle du champ non perturbé. Et le « closing lemmay est faux pour certains
champs qui ne sont pas monogénes par intégration, ainsi que le montre ’exemple de
flot symplectique en lequel le «closing lemmay est faux :
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EXEMPLE 3.2.3 (M. Herman). — Nous allons décrire un exemple de flot symplec-
tique (¢;) de classe C* sur T? muni de sa structure symplectique standard

Q = d01 A d(92

tel que toute perturbation (1), de classe C*, de () telle que le support de ¢; — ¥
est dans une réunion disjointe et finie de fermés simplement connexes n’a pas d’orbite
périodique.

Ainsi, en particulier, les perturbations que nous avons faites dans les «closing
lemma» énoncés au chapitre 2 n’ont aucune chance de donner naissance a des orbites
périodiques.

Considérons donc sur T? le champ de vecteurs X constant égal a (1,). Le flot
associé n’a pas d’orbite périodique, toutes ses orbites étant méme denses dans T2. De
plus : ixQ = df; — 7df; est une 1-forme fermée et donc X est un champ de vecteurs
symplectique (de classe C).

Supposons alors que Y soit une perturbation de X telle que le support de X —Y est
dans une réunion disjointe et finie de fermés simplement connexes. Alors, la 1-forme
1y () est telle que le support de A = iy 2 — ixQ est dans une réunion disjointe et finie
de fermés simplement connexes. A est donc exacte et iy {2 et ix ) appartiennent 3 la
méme classe de cohomologie de H' (T2, R). Supposons que Y ait une orbite périodique
en g € T?, dont nous noterons 7' une période non nulle et (y(f))o<t<T cette orbite.
On a alors :

1
/z’XQ - /in :/ QY (1(8), #())dt = 0.
bl ¥ 0
Vu la définition de ix(Q, cela implique que -y est homotope & un point. Aussi, Y
posséde une orbite périodique homotope & un point, et donc aussi un point critique.
Ceci est évidemment impossible si Y est assez proche en topologie C* de X.

Mais il est d’autre part clair que le lemme de fermeture d’orbite en topologie C'™
est vrai pour X, puisqu’on peut 'approximer par des champs constants rationnels qui
ont toutes leurs orbites périodiques.

Démontrons maintenant le théoréme de densité pour les champs de vecteurs sym-
plectiques et son corollaire :

Démonstration du théoréme de densité pour les champs de vecteurs symplectiques

Comme M est compacte, H' (M, R) est le dual de H; (M, R) ; soient alors v, ..., ¥
des lacets de M tels que leurs classes d’homologie [y1],...,[Vs] forment une base de
H1(M,Z). Soit alors {ai,...,a,} la base de H*(M,R) qui est la base duale de
{[ns---,[ ]} On identifiera H'(M,R) & R™ a l’aide des coordonnées dans cette
base.
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Avec cette convention, remarquons que si @ € H'(M,R) est rationnelle, elle est
monogéne par intégration. En effet, @ H; (M, Z) est engendré par { f% a. .., f% a}
qui est une partie de Q, et donc « - Hy (M, Z) est un sous-groupe discret.

Or, H*(M,R) N Q" est dense dans H*(M,R). On en déduit que

{X € X% | [ixw] est rationnelle}
est dense dans H!(M, R) en topologie C* et donc
{X € X% | [ixw] est monogéne par intégration }

est dense dans H'(M,R) en topologie C*.

Or, on a vu que pour toute classe a € H'(M, R) monogéne par intégration, il
existe une partie dense D, de Xul,,a telle que pour tout X € D,, ’ensemble des
points périodiques de X est dense dans ’ensemble des points non errants p de X
tels que w(z) Ua(z) # @.

Finalement, D = |J D,, est une partie dense de X! dont tous les éléments X
vérifient : 'ensemble des points périodiques de X est dense dans ’ensemble des
points non errants p de X tels que w(p) U a(p) # 2.

Il est clair que I’ensemble des a € H' (M, R) dont les coordonnées notées 1, .. ., Tn
vérifient : zy,...,T, ne sont pas liés sur Q est un G5 dense de H'(M,R). Dans
ce cas, on dit que « est non résonnant. Aussi,

R={X¢e X} | lixw] est non résonnante}

est un G dense en topologie C™ pour tout m € [1, k.

Or, si X € R vérifie ixw = z1a1 + -+ - + Tpa, et si 7y est un chemin fermé non
homotope a un point, v s’écrit : v = yi[71] + - - - yn[¥n] O les y; sont des entiers
non tous nuls et on a :

/ixw= E yi/ IxWw = E YiTi.
g 1<i<n i 1<i<n

Or, comme X € R, les z; ne sont pas liés sur Q et donc fv ixw # 0.
Supposons alors que X € R ait une orbite périodique v non homologue & un

point ; alors :
T
/ i = / W(X,4)dt = 0
% 0

ce qui contredit ce qui précede.
O

Démonstration du corollaire. — Considérons a = (ay,...,a2,) € R?" tel que les a;
forment une famille libre sur Q et le champ de vecteur X, constant égal & o sur T?".
Alors, il existe un petit voisinage V en topologie C'! de X, tel que :

VX €V, X n’apas d’orbite périodique homologue & un point.
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En effet, soit ¢ le flot de X et % son flot relevé 4 R2". Alors, si X est assez proche
de X, :

- 2
(2o z 1oL
i.e. on a une fonction de Liapunov (z — z - @) stricte sur les orbites relevées (c’est-
a-dire qui croit strictement sur les orbites relevées); aussi, ¢ n’admet pas d’orbite
périodique, ce qui signifie que X n’a pas d’orbite périodique homotope & un point,
donc pas d’orbite périodique homologue & un point.

Ceci, joint au théoréme, donne la conclusion voulue. O

Nous aurions aimé montrer que si H; (M,Z) # 0 est monogéne (dans ce cas tout
élément de X € X! vérifie que i xw est monogéne par intégration), alors le théoréme
de densité est vrai sur un Gs dense de X!. Malheureusement, nous n’y sommes pas
parvenu pour la raison suivante : les orbites périodiques (excepté les points critiques)
ne sont pas stables par perturbation (un exposant de Floquet est 1). Dans ce cas, ce
qu’on peut dire, c’est que le théoréme de densité est vrai sur une partie G de X} telle
que : pour tout a € H*(M), GN X[, , contient un G5 dense de X] .

Par contre, dans ce cas, il est évident que le lemme de fermeture d’orbite est vrai
en tous les champs de vecteurs symplectiques.

3.3. Cas des hamiltoniens

Bien entendu, en corollaire des énoncés précédents viennent les énoncés pour les
hamiltoniens :

THEOREME DE DENSITE POUR LES HAMILTONIENS. — Il eziste un G5 dense G de
C?(M) (ensembles des fonctions de classe C* de M a valeurs réelles muni de la
topologie C?) tel que pour tout H € G, ’ensemble des points périodiques du champ
de vecteurs hamiltonien Xy de hamiltonien H est dense dans l’ensemble des points p
non errants de Xy tels que a(p) Uw(p) # @.

Remarquons que pour s’affranchir de la condition a(p) Uw(p) # @, il suffit de
supposer que les surfaces d’énergie {H = C'} sont compactes, ce qui est par exemple
le cas quand H est une fonction propre.

LEMME DE FERMETURE D’ORBITE POUR LES HAMILTONIENS
Avec les mémes notations que dans l’énoncé précédent, si H € C*(M) :

(1) R(Xp) est un Gs de M, donc un espace de Baire ;
(2) X(Xg) est un Gs dense de R(X).

On peut se demander ce qui se passe sur une surface d’énergie fixée. En d’autres
termes :
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THEOREME DE DENSITE POUR LES HAMILTONIENS SUR LES HYPERSURFACES D’ENER-
GIE

Il existe un G5 dense G de C*(M) tel que pour tout H € G, de flot hamiltonien
noté (), pour tout q € Q, l'ensemble des points périodiques de (4 p-1(y)) est dense
dans l’ensemble des points non errants pour (@ g-1(q)) de M(H) N H=1(g).

Ainsi, on obtient un résultat sur un ensemble dense de surfaces d’énergie. On en
déduit :

COROLLAIRE 3.3.1. — Supposons que U soit un ouvert de C*(M) tel que tout élé-
ment de U a toutes ses surfaces d’énergie compactes. Avec les notations de l’énoncé
précédent, pour tout H € G NU, de flot hamiltonien noté (p:), il existe un Gs
dense G(H) de R tel que pour tout h € G(H), Uensemble des points périodiques
de (pya-1(r)) est dense dans H=Y(h).

L’intérét des deux énoncés précédents est qu’ils s’intéressent a un probléme de
densité dans les surfaces d’énergie, probléme qui fut soulevé par H. Poincaré.

On pourrait bien entendu donner un énoncé de lemme de fermeture d’orbite dans
les surfaces d’énergie, mais cela ne semble pas impliquer de nouvelles conséquences
intéressantes, donc nous ne le faisons pas ici.

Démonstration du théoréme de densité pour les hamiltoniens sur les hypersurfaces
d’énergie et de son corollaire

Rappelons que C2(M) muni de la topologie C? est un espace de Baire.

Soit (U,) une base dénombrable d’ouverts de M, ¢ € Q.
On dira que H € C?(M) vérifie la propriété P,(q) si :

P,(q; H) : «U, N H™(q) contient un point périodique ou ne contient pas de point
non errant p tel que a(p) Uw(p) # &>

On notera : F,(q) = {H € C?(M) | P,(q; H) est vraie }. Montrons que F},(q)
contient un ouvert dense.
Soit H € C%(M) et W un voisinage ouvert de H dans C?(M). Deux cas se présentent :

(1) pour tout K € W, le flot hamiltonien de K n’a pas de point non errant p tel que
a(p) Uw(p) # @ dans U, N K~1(q). Dans ce cas, W C F,(q);

(2) il existe K € W (on note son flot hamiltonien (3¢)) tel que (¢;x-1(4)) & un point
non errant p dans U,, tel que a(p) Uw(p) # &.

Quitte & changer H en —H (ce qui correspond au champ de vecteurs opposé quand
on raisonne avec des champs de vecteurs), on peut supposer qu'’il existe ¢ € w(p).
Choisissons ¢ > 0 tel que B.(p) C U,. Utilisons ’énoncé du «closing lemma» dans
les surfaces d’énergie pour K, p, €, ¢ et W. On en déduit Pexistence de constantes
T < € et p et a vérifiant les conclusions de ce théoréme.

MEMOIRES DE LA SMF 74



3.3. CAS DES HAMILTONIENS 33

Or, comme p est non errant pour (¢ x-1(q)), il existe p’ € I/, (p) N K~'(q) dont
orbite positive revient dans II,/,(p).

Utilisant le «closing lemma» en p, on trouve K’ € W ayant un point périodique
po dans IL.(p) N K'~1(q), donc dans U,, N K'~!(q). Quitte & considérer une petite
perturbation de K’, on peut supposer que les multiplicateurs de Floquet de ce point
périodique sauf un sont différents de 1 (ce qui implique que si on fait une «petite»
perturbation K" de K', le flot de K" restreint a la surface d’énergie K ~*(g) a un point
périodique proche de ce point périodique), et donc qu’il existe un ouvert W' ¢ W
dont tout élément a une orbite dans U, et dans la surface d’énergie de ¢. Dans ce cas,
W' C F,(q). Finalement, F,(g) contient un ouvert dense.

L’ensemble F' = () F,,(q) contient donc un G5 dense de C?(M). Or, F est exacte-
ment ’ensemble dont on voulait montrer qu’il contient un Gy dense.

Démontrons maintenant le corollaire du théoréme. On a démontré que pour tout
élément H de G (de flot hamiltonien noté (¢;)), pour tout ¢ € Q, 'ensemble des
orbites périodiques de (p;g-1(4)) dont un seul exposant de Floquet est égal 4 1 (on
dit qu’elle est non dégénérée) est dense dans ’ensemble des points non errants pour
(¢F-1(q))- On suppose maintenant que H € U N G. Alors, on sait que 'ensemble
des points récurrents de H ~!(q) est dense dans H ~!(q) ; aussi, 'ensemble des points

périodiques de (@ g-1(4)) dont un seul exposant de Floquet est égal & 1 est dense
dans H~1(q).
Maintenant, notons pour tout entier n :

S(n) = {heR|H—1(h)nUn=@ou

H~Y(h) N U, a une orbite périodique non dégénérée}

et considérons un ouvert W de R. Deux cas se présentent :

— soit : Vhe W, H-Y(h)NU, = &; alors, W C S(n);

— soit il existe hg € W tel que H™1(ho) N U, # <. Alors, il existe ¢ € QN W
tel que H '(q) N U, # @. Comme I’ensemble des orbites non dégénérées de
H~(q) est dense dans H!(qg), il existe un point périodique non dégénéré dans
H~'(q) NU,, donc un voisinage W' =]q — €, ¢ + €[ inclus dans W de q tel que :
pour tout h € W', H=1(h) N U,, contient un point périodique non dégénéré.

Aussi, S(n) contient un ouvert dense, donc S = NS(n) contient un Gs dense. O
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CHAPITRE 4

UNE VERSION ERGODIQUE DU «CLOSING LEMMA »

La version ergodique du «closing lemma» est en fait la version en théorie de la
mesure de ce que nous avions appelé dans la partie précédente le lemme de fermeture
d’orbite. Cette version ergodique du «closing lemma» a été démontrée pour les dif-
féeomorphismes quelconques par R. Maiié en 1982 dans [8]. Curieusement, bien que
sa démonstration soit plus difficile que celle du lemme de fermeture d’orbite, elle lui
est nettement antérieure. Quant a la version ergodique du «closing lemma» pour les
champs de vecteurs quelconques, elle est due & Lan Wen (cf. [18]).

La version ergodique du «closing lemmay» de R. Mané et Lan Wen ne concer-
nait que les mesures de probabilités boréliennes des variétés compactes. Nous ’avons
étendu en un énoncé concernant les mesures boréliennes, finies sur tout compact et
définies sur une variété quelconque. De plus, nous ’avons démontré dans tous les cas
oll nous avions traité le « closing lemma» (diffeomorphisme symplectique, préservant
un volume...).

La différence fondamentale entre notre démonstration et celle de R. Mané est que
nous n’utilisons pas le théoréme ergodique de Birkhoff, ce qui nous permet de traiter
le cas des variétés non compactes et des mesures infinies.

4.1. Enoncés

Nous gardons pour f € D, ¢ € F, X € CV, X(U,¢), 2(f), X(p), (X), R(f),
R(y) et R(X) les mémes conventions que dans la section 3.1. On a :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA ». — Soit M une variété riemannienne
(éventuellement symplectique ou munie d’une forme volume). Soient 3 un élément de
D, F ou CV (B est donc un difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs) et p une

mesure positive borélienne invariante par (3 telle que la p-mesure de tout compact soit
finie. Alors :

1 (R(B) \ (8)) = 0.
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Dans le cas ol p est une mesure finie, le théoréme de récurrence de Poincaré nous
dit que p-presque tout point de M est récurrent. On trouve donc :

COROLLAIRE 4.1.1. — Soient M wune variété riemannienne (éventuellement sym-
plectique ou munie d’une forme volume), 8 un élément de D, F ou CV et p une
mesure de probabilité borélienne invariante par 8. Alors :

n(Z(8) =1.

C’est ce dernier énoncé, portant sur les variétés compactes et concernant 8 € Diff¥ (M),
que R. Mané a démontré dans [8].

Reprenons pour R(3;q) et X(8;¢) les mémes notations qu’a la section 3.1 (gros-
siérement, R(0;q) désigne ’ensemble des points positivement récurrents p tels que
g € w(p) et X(B; q) désigne ’ensemble des points p le long de orbite positive desquels
on peut obtenir une orbite périodique en perturbant uniquement au voisinage de q).
On a alors :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA » A SUPPORT LOCALISE

Soit M une variété riemannienne (éventuellement symplectique ou munie d’une
forme volume). Soit B un élément de D, F ou CV (3 est donc un difféomorphisme,
flot ou champ de vecteurs), g € M et p une mesure positive borélienne invariante par
B telle que la p-mesure de tout compact soit finie. Alors :

p(R(B;59) \ £(B;9)) = 0.

En ce qui concerne les champs de vecteurs symplectiques et en reprenant les nota-
tions de la section 3.2, on a aussi un énoncé du méme type :

VERSION ERGODIQUE DU « CLOSING LEMMA» POUR LES CHAMPS DE VECTEURS
SYMPLECTIQUES DE CLASSE DE COHOMOLOGIE FIXEE

Soient (M,w) une variété symplectique riemannienne et 8 € H'(M,R) une classe
de cohomologie monogéne par intégration. Soit X € Xﬁ’ﬁ et p une mesure positive
borélienne invariante par X telle que la p-mesure de tout compact soit finie. Alors :

1 (R(X)\ £(X)) = 0.

En corollaire, on obtient bien entendu une version ergodique du «closing lemma »
pour les hamiltoniens. On obtient aussi un analogue du corollaire donné précédem-
ment. Donnons par exemple ’énoncé pour les hamiltoniens dans le cas d’une mesure
finie :

COROLLAIRE 4.1.2. — Soit (M,w) une variété symplectique riemannienne et soit H
un hamiltonien de classe C*T' de M, de champ de vecteurs hamiltonien associé noté
X Soit p une mesure de probabilité invariante par Xg. Alors :

1 (S(X) = 1.
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4.2. Les étapes de la démonstration

Nous allons énoncer dans cette partie les principaux résultats qui permettent de
démontrer la version ergodique du «closing lemma», puis nous en déduirons la ver-
sion ergodique du «closing lemma». En 4.3, nous démontrerons les résultats intermé-
diaires. Nous ne démontrerons pas la version ergodique du « closing lemma» & support
localisé, car sa démonstration est calquée sur celle de la version ergodique du « closing
lemma .

Désormais, C'V désignera aussi bien ce qu’il désignait dans la section précédente
que, dans le cas d’une variété symplectique, ’ensemble Xﬁ,a ol « est une classe de
cohomologie monogéne par intégration.

DEFINITION 4.2.1. — ¢ étant un flot de classe C' de M dont on note C 1’ensemble
des points critiques, on peut définir en tout p € M \ C une petite boite de flot :

F, : [-rprp]xI (p) — M
(t,z) — pe(z)

qui soit un plongement. On notera alors : Ps(p) = F,([—4, ] x lUs(x)).
On définit des ensembles (g, U, p,r) (abusivement et pour ne pas alourdir, le f,
o ou X n’intervient pas dans 'écriture X(e,U, p,r)) par :

e si f € D : U est un voisinage de f dans D, ¢, r sont des constantes strictement
positives et p > 1, on note X (g, U, p,r) I’ensemble des z € M tels que :
siy, f™(y) € Br(z) pour un 7 € ]0,7] et m > 1, alors il existe m; et my tels
que0<my <my<m,gelUet z€ M tels que :

(0) f™y, fm2y € Byr(z);
(i) gm2™(2) = 2;
(ii) g = f sur M — U (B:(g*2) N B(2)) ;
0<k<ma—m,
(iii) Vi € [0,ma —my], d(g%(2), FA(f™y)) < e.

e sip € F : U est un voisinage de ¢ dans F', €, r sont des constantes strictement
positives et p > 1, on note X(e,U, p,r) 'ensemble des z € M \ C (ou C désigne
Pensemble des points critiques de X = ¢) tels que r <r,/p et :
si y, o7y € I#(z) pour un 7 € 10,7r] et T > 0, alors il existe 71 et Ty tels
que 0 < Ty < Ty <T,v = (¢y) € U (de champ de vecteurs associé¢ Y),
2z € M et T3 > 0 ainsi qu’un diffeomorphisme f : [0,T> — T1] — [0, T3] tel que
Vte[0,T, —T1], |1 — f'(t)| < e tels que :

(0) o1y, p1,y € I x(T);
(1) ¥r(2) = z;
(il)) X =Y sur M — U (B:(¥:2) N Be(2)) 5
0<t<Ts
(iii) V¢t € [0, T3 — T1], d(v5(t) (2), (1Y) <e.
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e X € CV : (on note C P'ensemble de ses points critiques et ¢ le flot associé) U
est un voisinage de X dans CV, €, r sont des constantes strictement positives
et p > 1, on note X(e,U, p,r) ensemble des x € M \ C tels que r < r;/pet:
siy, pry € U=(z) (resp. siy, pr(y) € Ux(z) N H 1 (H(z)) ou H est le pseudo-
hamiltonien associé & X dans le cas des champs de vecteurs symplectiques)
pour un 7 € [0,r[ et T > 0, alors il existe T} et To tels que 0 < Ty < T» < T,
¥ = (¢y) € U (de champ de vecteurs associé Y), z € M et T3 > 0 ainsi qu'un
diffeomorphisme f : [0, To—T1] — [0, T3] tel que V¢ € [0, T>—T1], |1 — f'(t)| < ¢
tels que :

0) ey, vy € lw(z);
(i) ¥ra(2) = 25
() X=Ysur M- [J (B-(4r2)NB(2));
0<t<Ts
(i) V¢ € [0, T2 — Th], d(vhs1)(2), pe(emy)) <e.

PROPOSITION 4.2.2. — Les ensembles X(e,U, p,r) sont fermés donc boréliens.

Démonstration. — Traitons tout d’abord le cas des difféomorphismes. Fixons U, ¢, r
et p > 1 comme dans la définition précédente.

Soit (z,,) une suite & valeurs dans (g, U, p, r) convergeant vers ¢ € M. Supposons
que y, f™y € Br(z) pour un 7 € ]0,7] et un entier m > 1. Alors, il existe N > 0 tel
que :

Vn >N, y, f"y € Br(zn).

On peut alors appliquer la définition de ¥(e,U, p,r) et dire que pour tout n > N, il
existe deux entiers m; , et ma, telsque 0 <My, <Moo <M, gn €V et 2, €E M
tels que :

(0) fml’ny7 fmz,ny € Ep?($n) 5
() g7 ™ (2n) = 2

(ii) gn = f sur M — U (B:(gk2n) N Be(2n)) ;
OSkSmg,n—ml,n

(iii) Vi€ [0,m2n —ma,n], d(g;(2n), f1(f™my)) <e.

Quitte & extraire une sous-suite, comme les suites (my ) et (m2,) ne peuvent
prendre qu’un nombre fini de valeurs, on peut les supposer constantes, égales & m; et
mg respectivement. En passant alors a la limite dans (0), on trouve :

(0) fm™y, f™y € By(x).

Fixons alorsn =N.Onaalorspour g=gyv €U et z=2y € M :
(i) g™ (z) = 25
M) g=fsuw M- |J (B(g*2)NB:(2));

OSksz.—ml )
(i) Vi€ [0,m2 —ma], d(g*(2), Fi(f™y)) <e.
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Ceci implique que z € ¥(e,U, p,7), donc ce dernier ensemble est fermé donc boré-
lien.

Pour le cas des flots et des champs de vecteurs, il faut encore montrer que des
ensembles de la forme X (g, U, p,r) sont fermés. Traitons par exemple le cas des flots.

Fixons U, g, r et p > 1 comme dans la définition précédente.

Soit (zn) une suite & valeurs dans X (e, U, p,r) convergeant vers z € M. Supposons
que y, o1y € IIz(z) pour un 7 € ]0,7] et T > 0. Alors, il existe N > 0 tel que :

V>N, ¢u,Y, tntuny € I(zyn)

ol (t,) est une suite de réels tendant vers T et (u,,) une suite de réels tendant vers 0.
On peut alors appliquer la définition de (e, U, p,r) et dire que pour tout n > N, il
existe

o ThpetTh,telsque 0 < T, <Thpn <y,
¢ ¥, = (Ynst) € U (de champ de vecteurs associé Y,,),
e znEMetT;, >0,
o un diffeomorphisme f,, : [0,T2n — T1,n] — [0,T3 5] tel que
Vte [O,Tgyn — Tl,n], |1 — f;(t)' <e€
tels que :

(0) PTy (‘pun y)a PTs . (SOun y) € ﬁPF(xn) 3
(i) "/’n,Ta,n (Zn) = Zn;

() X=Yusur M— |J (Be(¥ns2n) N Be(2n));
0<t<Ts 0

(iii) Vi € [0,T2n — Tin], d(¥n, 1, (1) (2n), 0e(o1 . (Pu,y))) <e
Les suites (T3,,) et (11 ,) n’ont qu’un nombre fini de valeurs d’adhérences possibles

(ce sont les u € 10, T tels que ¢, (y) € I7(z), il suffit de passer & la limite dans (0)
pour trouver cela), donc on peut supposer quitte & extraire une sous-suite qu’elles
convergent vers 17 et T» respectivement. On trouve alors en passant 4 la limite dans (0)
que :

(0) Yy, PRy € HPF(‘Z‘)‘
Fixons alors n assez «grandy. Posons Ts = T3, ¥ = 9¥,, Y =Y, et 2 =2,. On a
alors :

(i) Y12 = z;

(i) X=Y sur M — U (Be(¥12) N Be(2))

0<¢<Ts
(it) Vt € [0,T2,n — Tipn], Ay, 1) (2), e (Puny))) < €; donc :

Vte [O) TQ," - Tl,n]) d(d}fn(t) (z)a‘Pt+T1,n+uny) <eg

soit en reparamétrant :

Vt€ [Ty +un—T1,Topn +un—Th], d(g, t47—T1 0 —un) (2)0: (01 Y)) < €.
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Comme (u,) tend vers 0, (11 ,) tend vers Ty et (Ts,,) tend vers Ts, si n a été
choisi assez grand, on peut modifier aux bornes f,(. +T1 — Ty, — u,) en f :
[0,T>, — Th] — [0, T3] telle que |f' — 1] < ¢ telle que :

Vte [07T2 - Tl], d(wf(t)(z)v(pt((pTl (y))) <e.

Ceci implique que z € X(g,U, p,r), donc ce dernier ensemble est fermé donc boré-
lien. O

PROPOSITION 4.2.3. — Soit B8 un difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs, (ry)
est une suite de réels strictement positifs tendant vers 0 et (pm) une suite de réels
plus grands que 1 tendant vers +oo. Alors :

R(B) C{pe M |alp)Uw(p) # 2} C U X(e, U, pn,Tn)-

0<n
Démonstration. — La premiére inclusion a déja été vue. Montrons donc la seconde
par exemple pour les difféomorphismes.

Soit p € M tel que a(p) Uw(p) # @. Quitte a changer f en f~!, on peut supposer
que w(p) # @. Utilisons alors alors le « closing lemma» pour p, £/3, p et U de maniére
A obtenir 'existence de constantes r > 0, p > 1 et a.

Tl existe alors r' € ]0, 7] tel qu’on ait 'implication :

(Vy €M, dy,2) <pr') = (Vi€ [0, d(f'y,fz) < 3).

Montrons alors que p € X(¢,U, p,r') :
supposons que y, f™(y) € Bx(z) pour un 7 € ]0,'} et m > 1, alors par le «closing
lemma» il existe m, et ms tels que 0 <my <my +a <my <met g€ U tels que :
(0) f™a, fm2z € B,z(p);
(i) V] € [a7m2 - ml]a gj(fmzm) = fj(fmlx)
(donc en particulier gm2~™1(f™m2g) = f™2gx);

(i) g=fsur M— |J (Bess(f*p) N B.s3(2))
0<k<La

(iif) Vi€ [0,a], d(g*(f™(2)), fi(f™2)) <e/3.
Ceci donne évidemment le (0), (i) et (iii) de la définition de ¥(e, U, p,7'). De plus,
appliquons 'implication donnée précédemment en f™ . On obtient grace & (0) :

i€l0,al, dfi(fma), fim) <3
ceci joint & (iii) donne :
i€l g (/™). fi7) < 5
et donc (ii) implique que :

g=fsu M~ |J (B:(g"(f™())) N Be((f™(2))))

0<k<a
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soit le (ii) de la définition de X(g, U, p, r'). O

Faisons une derniére remarque sur la définition de ¥(g,U, p,7) : avec les mémes
notations que dans cette définition, on a :

— dans le cas des diffeomorphismes : f™z € X(U, ). Ainsi, on trouve au voisinage
des points de X(e,U, p,r) «beaucoup» de points de X(U,¢);
- dans le cas des flots ou champs de vecteurs : o1,z € X(U,¢€). Ainsi, on trouve
au voisinage des points de (e, U, p,r) «beaucoupy de points de X (U, ¢).
Nous énoncerons et démontrerons les résultats voulus simultanément pour D, F
et CV. Pour cela, nous donnons un lemme qui explique comment on peut passer des

difféomorphismes aux champs de vecteurs (ou flots), en remplagant des boules par
des boites de flot :

LEMME 4.2.4. — Soit ¢ un flot de classe C* de M, C lensemble des points critique
de ¢ et W un voisinage de C. Alors, pour tout compact K C M, il existe deuz
constantes ¢ > 2 et ¢’ > 2 réelles telles que :

Ve K\W, Vr <ry, Prje(x) C Br(2) et B,y (z) C Pr(z).

Remarquons que la constante ¢ ne dépend que de K et non de W, alors que ¢
dépend de W et K a la fois.

Ce lemme va nous servir & comparer les mesures de boules et boites de flot de
«tailles» comparables; on a en effet :

t (Prye()) <1et* (Brje(z))
p(Br(z)) — p(Pr(2))
La proposition suivante nous sert & majorer le rapport des mesures d’une boule et
d’une boule qui lui est « homothétique» :

<1.

PROPOSITION 4.2.5.a. — Soit M une variété riemannienne, K un compact de M et
p > 1 une constante. Alors, il existe une constante 6 > 0 telle que pour toute mesure
mesure borélienne y de M finie sur

K,+ = {z € M|d@,K) < p'},
I’ensemble
E={ze€K|3J,Vj>J, p(B,-u+v(x)) <& p(B,-i(z))}
est de p-mesure nulle.

Son analogue pour les flots ou champs de vecteurs est :

PROPOSITION 4.2.5.b. — Soit M une variété riemannienne, K un compact de M et
p > 1 une constante. Soit p un flot de classe C* sur M, C 'ensemble des points cri-
tiques de ¢ et W un voisinage de C. Alors, il existe une constante § > 0 telle que pour
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toute mesure mesure borélienne p de M finie sur K,-1 = {x € M | d(z,K) < p~'},
l’ensemble

E={e e K\W|3J,Vj>J, p(P,-G+»(z)) < u(P,-i(z))}

est de p-mesure nulle.

REMARQUES 4.2.6

(a) Précisons bien que dans les énoncés précédent, on ne montre pas que F est boré-
lien, mais juste qu’il est inclus dans un borélien de y-mesure nulle.

(b) Remarquons que ces premiéres propositions (qui ne font absolument pas intervenir
Paspect dynamique du probléme) sont évidentes pour la mesure de Haar d’un tore,
ou pour une mesure ayant une densité par rapport a une telle mesure, ou pour
une mesure atomique.

(c) Les énonceés de ces propositions nous ont été suggérés par J.-C. Yoccoz, lors d’un
exposé donné sur ce sujet et dans lequel ’énoncé que nous donnions était moins
précis.

Au contraire, la proposition suivante utilise ’aspect dynamique du probléme et
en particulier le «closing lemmay. Pour démontrer ce résultat dans le cas qu’il en-
visageait, R. Mané disait (ce qui est vrai dans le cas compact) qu’il suffisait de le
démontrer pour les mesures ergodiques, puis utilisait le théoréme ergodique de Bir-
khoff. En fait, nous verrons qu’on n’a nul besoin de se ramener aux mesures ergodiques
et qu’il suffit d’utiliser le fait que certaines applications de premier retour préservent
la mesure.

PROPOSITION 4.2.7.a. — Soit f € D, u une mesure borélienne de M finie sur tout
compact et invariante sous f. Alors, si x € X(e,U, p,r), on a pour tout 7 < r :

1 (Bor(z) N S(U,€) N R(f)) > p (Br(z) N R())).
Donnons ’analogue pour les flots et champs de vecteurs :

PROPOSITION 4.2.7.b. — Soit X € CV de flot associé ¢ (resp. ¢ € F), u une mesure
borélienne de M finie sur tout compact et invariante sous . Alors, pour tout € > 0,
siz € X(e,U,p,r), on a pour tout7 <r :

1 (Pye(2) N E(U,€) N R(X)) > u(Pr(x) N R(X))
(resp - jt (Pe(2) N E(U,€) N R(p)) > p(Pr(z) N R(¢)))

Avant d’énoncer les derniéres propositions nécessaires pour démontrer la version
ergodique du «closing lemma, introduisons de nouvelles notations. Le nombre p > 1
étant fixé ainsi qu’un entier k£ > 1, posons :
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— dans le cas d’un difféeomorphisme f :

Hi(p) = {a: € M | 3(jn) = +o0, Vn, —H(pr]" (=) > l}
'U,(Bp—jn+1 (.’E)) k
(on convient que quand le dénominateur est nul —ce qui implique que le numé-
rateur est nul-, le rapport est 0).
On a vu en proposition 4.2.5.a que si K est un compact de M et p > 1 un

réel, il existe k > 1 tel que K \ Hy(p) est inclus dans un borélien de p-mesure 0.
Aussi, une variété étant dénombrable & Vinfini, pour tout p > 1, M \ |J Hr(p)
est inclus dans un borélien de py-mesure nulle.

— dans le cas d’un flot ¢ (resp. d’un champ de vecteurs X de flot associé ¢), si W
est un voisinage de ’ensemble C' des points critiques de ¢, sip>1let k> 1:

Hi(p, W) = {m € MAW |3 () = 400, ¥n, LB @) o 1}
1Y (Pp—jn+1 (:L')) k
(on convient comme pour les diffécomorphismes que quand le dénominateur est
nul le rapport est 0).

On a vu en proposition 4.2.5.b que si K est un compact de M et p > 1 un
réel, il existe k > 1 tel que K \ (W U Hy(p)) est inclus dans un borélien de
p-mesure 0. Aussi, une variété étant dénombrable & l'infini, pour tout p > 1,
M\ (WU Hi(p)) est inclus dans un borélien de p-mesure nulle.

PROPOSITION 4.2.8.a. — Soit p > 3, u une mesure de M finie sur les compacts. Soit
S une partie mesurable de M. On définit pour tout x € Hp(p) :

. #By—r(z) 0 5)
he = (8 _TS'LUZ(I;)) { H{Bpon (2) }

1
H(Bp—m—{»l (&) 2%

B . p(By-m (2) N S)
f.(@)= . i‘%n { (B, (7)) }

#(B,—m+1(2))

Alors, ?j et ij convergent u-presque partout vers la fonction caractéristique de
SN Hi(p).

REMARQUES

(a) Bien sar, quand u(B) = 0, on écrit : (BN S)/u(B) =0;

(b) dire qu’une suite de fonctions (f,) converge presque partout dans H (qui n’est
pas forcément un borélien) signifie qu’on a convergence simple des f,, vers f dans
H sauf sur une partie de H qui est incluse dans un borélien de y-mesure nulle;

(c) sila variété M est compacte, on peut trouver k tel que p (M \ Hr(p)) = 0, donc
la proposition donne une résultat de convergence presque partout dans M ;
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en fait, le résultat est bien connu quand p désigne la mesure de Lebesgue de ;

d fait, le résultat est bi d p dési 1 de Lebesgue de R?
nous nous sommes d’ailleurs inspirés de la démonstration de ce résultat dans R%
pour construire notre démonstration.

PROPOSITION 4.2.8.b. — Soit ¢ un flot de classe C* de M. Soit W un voisinage
ouvert de Uensemble C des points critiques de ¢, p une mesure de M finie sur les
compacts. Avec les mémes notations que dans le lemme 4.2.4, soit p > 3c-c'. Soit S
une partie mesurable de M. On définit pour tout x € Hy(p, W) :

. H0yn(2)09))
f](m) . 78111(122) { H(Pp—m(x))
w(P, —-:n’il( )) =

f(z) = inf {M}

>1/k

=J m>j
WP, )

w2 /k

Alors, Tj et ij convergent u-presque partout vers la fonction caractéristique de

Expliquons maintenant comment 4 l’aide de toutes ces propositions on démontre
la version ergodique du «closing lemma».

Démonstration de la version ergodique du « closing lemma »
On fixe ¢ et W une fois pour toutes.

Cas des difféomorphismes. — Soit p une mesure borélienne sur M, finie sur les
compacts et invariante par f. On considére les ensembles de la forme :

N(e,U,p, J, k) = £(,U, £,p77) N Hi(67)

oup > 6.

On sait par la proposition 4.2.3 et les remarques que nous avions faites lors de la
définition de Hy(p) qu’'une certaine réunion dénombrable R de tels ensembles vérifie :
p(R(f)\ R) = 0.

Fixons alors un des ensembles N = N(e,U, p, J, k) de cette réunion dénombrable.
Soit z € N. Alors :

(a) = € Hi(p?) donc il existe une suite j, tendant vers +oo telle que pour tout n :

W(Byn @) 1
B(Byimra (@) = F

(donc en particulier p(B,-in (z))/p(By-in+1(x)) > 1/k et
W(Bp=in+1(x))/ (By-in+2(x)) > 1/K)
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(B) = € X(e,U, p/2,p~7) donc la proposition 4.2.7.a nous dit que pour tout 7 < p~ :
H (BpF(w) N E(U7 5) N R(f)) > W (Fp'F/2 (1:) N E(Ua 5) n R(f))
> p(Br(z) N R(f))
donc en particulier pour ¥ = p~J» si n est assez grand on a :
2 (‘Bp_j"‘H (ZL‘) n E(Ua 5) n R(f)) 2 p (Bp—j" (l’) n R(f)) .

Définissons alors S = R(f)NE(U,e)NX(e,U, p/2,p~7). S est une partie borélienne
(on a vu dans la démonstration du lemme de fermeture d’orbite que R(f) et (U, ¢)
sont boréliens, et en proposition 4.2.2 que X (e, U, p/2, p~7) est borélien). On peut donc
utiliser la proposition 4.2.8.a pour cet ensemble et p. Comme z € Hy(p?) C Hi(p),
on peut calculer :

7 ) s B @ NS N RY))
() 2 1 (Byrrs @)

(car on a remarqué en (@) que p (By-in+1(x)) /1 (B,-in+2(z)) > 1/k).
La quantité de gauche est égale a :

p (By-in+1(z) N Z(U,€) N R(f)) N (Bp-in () NR(f)) 1 (B,-in (2))

1% (Bp‘fn (.’l?) n R(f)) Y (Bp‘fn (:l:)) 2 (Bp—in+1 (:E))

Or:
(a) on a vu en (B3) que le premier rapport
pt (B,-in+1(z) NE(U,€) N R(f))
1 (B (@) N E(J))

est supérieur ou égal a 1;
(b) on a vu en (a) que p (B,-in (%)) /1 (By-in+1) (x) > 1/k et donc en appliquant a
S = R(f) la proposition 4.2.8.a, on voit que le deuxiéme rapport
ﬂ (Bp—jn (w) n R(f))
15 (Bp‘jﬂ (:E))

est supérieur & 1/2 dés que
z € (R(f)NHi(p)) \ E

ou F est un ensemble de p-mesure nulle et que n est assez grand ;
(¢) quant au dernier rapport p (By-in (2)) /1 (By-in+1(z)), il est plus grand que 1/k
par ().

Finalement, on trouve que pour z € (R(f)NN)\ E, f; (z) > 1/2k dés que n
est assez grand. Or, la suite (7j) converge p-presque partout dans R(f) NN vers la
fonction caractéristique de R(f) N X(U,e) N N, qui ne prend que les valeurs 0 ou 1.
On en déduit immédiatement que : p((R(f) \ X(U,e)) N N) = 0.

Comme on sait que M est une réunion dénombrable d’ensembles de la forme N,
on trouve immédiatement : p (R(f) \ £(U,¢)) = 0.
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Cas des flots (et des champs de vecteurs). — Nous ne traitons que le cas des flots,
celui des champs de vecteurs lui étant identique (il suffit de changer les ¢ en X). Soit
(4 une mesure borélienne sur M, finie sur les compacts et invariante par ¢.

Soit C Pensemble des points critiques de . Tout point de C est périodique, donc
dans (). Aussi, pour montrer la version ergodique du « closing lemma» pour ¢, il
suffit de montrer que : p(R(p) \ (E(¢)UC)) = 0. De plus, M \ C s’écrit comme
réunion d’ensembles de la forme M \ W, W désignant un voisinage de C. Pour
montrer la version ergodique du «closing lemmay» en ¢, il suffit de montrer que :
u(R(p) \ ((¢) UW)) = 0. On considére alors les ensembles de la forme :

N(e,U,p, J,k) = 2(e,U, 5, 077) 0 Hi(p?, W)

On sait par la proposition 4.2.3 et les remarques que nous avions faites lors de la
définition de Hg(p,W) qu’une certaine réunion dénombrable R de tels ensembles
vérifie : p(R(p) \ (RUW)) =0.

Fixons alors un des ensembles N = N{(g,U, p, J, k) de cette réunion dénombrable.
Soit z € N. Alors :

(a) z € Hy(p?, W) donc il existe une suite j, tendant vers +oc telle que pour tout
n:
B (Py-in (2))
B (Py=in+2(z))
(donc en particulier i (Pp-in (2)) /pt (Pp-sn+1(z)) > 1/k et

1 (Prons () 1 (Pysnn(2)) > 1K)
(B) = € X(e,U, p/2,p~7) donc la proposition 4.2.7.b nous dit que pour tout 7 < p~ :

>1
—k

> p(Pr(x) N R(y))

donc en particulier pour 7 = p~J» si n est assez grand on a :
p (Pp-snsr (2) N B(U,€) N R(9)) > p (Pp-sn (z) N R(9)) -

Définissons alors S = R(¢) N X(U,e) N X(e,U, p/2,p7).

S est une partie borélienne (on a vu dans la démonstration du lemme de fermeture
d’orbite que R(yp) et X(U, €) sont boréliens, et en proposition 4.2.2 que (¢, U, p/2, p~7)
est borélien). On peut donc utiliser la proposition 4.2.8.b pour cet ensemble et p.
Comme z € Hy(p?>, W) C Hy(p, W), on peut calculer :

p (Pp-sn+1(z) N Z(U,€) N R(p))
i Py @)

(car on a remarqué en (@) que g (Pp-sn+1(2)) /1 (Pp-in+2(z)) > 1/k).
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La quantité de gauche est égale 4 :

1 (Pysnsi @) NEU,)NRE) 1 (P @NRE) (P (@)

p (Pp-sn () N R()) p (B (@) p(Ppinti(2))

Or:
(a) on a vu en (8) que le premier rapport
(P, 5a11(2) N S(U, ) N R(9))
11 (Py-3n () N R(p))

est supérieur ou égal & 1;
(b) on a vu en (o) que g (Py-in (2)) /1t (Pp-sn+1(z)) > 1/k et donc en appliquant &
S = R(yp) la proposition 4.2.8.b, on voit que le deuxiéme rapport

1t (Py-3n (x) N R(p))
g (Bpin (2))

est supérieur & 1/2 dés que
z € (pNHy(p, W)\ E

ol F est un ensemble de py-mesure nulle et que n est assez grand ;
(c) quant au dernier rapport p (P,~in (2)) /pt (P,-in+1(z)), il est plus grand que 1/k
par (a).
Or, la suite (TJ) converge p-presque partout dans R(¢) NN vers la fonction carac-
téristique de R(p) N X(U,e) N N, qui ne prend que les valeurs 0 ou 1. On en déduit
immeédiatement que : p ((R(p) \ (BUW)(U,e)) N N) =0.

Finalement, on trouve que pour = € (R(p) NN)\ (EUW), f; (z) > 1/2k dés que

n est assez grand. Or, la suite (f;) converge p-presque partout dans R(p) N N \ W
vers la fonction caractéristique de R(¢) NE(U,e) NN\ W, qui ne prend que les valeurs
0 ou 1. On en déduit immédiatement que : p ((R(p) \ (Z(U,e) UW)) N N) =0.

Comme on sait que M est une réunion dénombrable d’ensembles de la forme N,
on trouve immeédiatement :

1 (R() \ (B(U,e) UW))) =0

donc

1 (R(p) \ X(U,¢€)) = 0.

4.3. Démonstration des résultats intermédiaires

Nous ne démontrerons pas le lemme 4.2.4, qui est trés simple.
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Démonstration de la proposition 4.2.5.a. — Reprenons les notations de la proposi-
tion. On écrira : Ko = K,-1. p étant une mesure borélienne de M finie sur Kp,
notons mgy = u(Ky) et définissons pour tout J > 1et d >0 :

EJ7§ = {Z e K ' Vj>J, 7’ (Bp—(j+1)($)) < 5/1 (Bp—j (:c))}
Alors,siz € Ejs,0on a:
Vi>J, u(By-i(z)) < & (B,-:(z)) < 8" my.

Fixons maintenant j > J. Ejs est recouvert par les boules de rayon p~7/2 cen-
trées sur Ejs, donc Ej;s aussi (car le rayon de ces boules, p=7/2, est constant). On
peut donc extraire de ce recouvrement un recouvrement fini de EM par B, /2(71),

Bp—j/2($2), “aey Bp—j/Q(Z'm).
On peut alors extraire une sous-famille y1, y2, ..., Yy, de 21, T2, ..., T, telle que :

® (B,-i(¥i))1<i<n est un recouvrement de E s ;

o Vi#k, dyi,yx) > p77/2;
(si en effet il existe 7 et k tels que

—J
1§i<k§metd(mi,zk)<p7,

alors By-; /3(xx) C B,-;i(z;) et donc on peut supprimer z; pour construire la
suite des y;)

On a donc finalement : si i # k, alors : B,-; /4(ys) N By-i 4(yx) = @.

Estimons le nombre maximal de telles boules ainsi obtenues ; on peut, 4 1’aide d’une
partition de 'unité, définir une mesure A sur Ky transportée de la mesure de Lebesgue
de R? dans les cartes (ot d est la dimension de M). Alors il existe deux constantes
c1, €1 telles que :

Vr€l0,e], Vz € K, A(B,(z)) > c1r?.

Alors, si p77 /4 < ey :
c2 = MKo) > Z A(Bp-i 74(yi))
p~\*
> Y (o)

donc le nombre de boules ainsi obtenues est : N; < (ca/c1)4%p%.
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Finalement, on peut estimer la pg-mesure de Ejs :

p(Ejzs) < Z p (Bp-3 (i)

si on choisit § < 1/p%, on trouve en faisant tendre j vers +o0o que
n(Egs) = 0.
O
Expliquons comment, de ce résultat joint au lemme on déduit la proposition 4.2.5.b :

Démonstration de la proposition 4.2.5.b. — En utilisant les mémes notations que dans
le lemme, on voit que pour toute mesure borélienne p de M :

LT m(Pr(@) | p (By/e(z))
Vze K\W,Vr< cp’ p(Ppr(z)) = # (Bepr(z))

Soit alors kg tel que p*® > sup{c,c'}. On a :

r< e p (Pr(z)) ﬂ(Br/pkoﬂ(m))
Vee K\W, Vr< o’ 1 (P (@) > 4 (B (@)

Appliquons alors la proposition 4.2.5.a & p*(kFo+1) 11 existe & > 0 tel que pour toute
mesure borélienne y de M, I’ensemble :

Ei={zeK|3J,Vj>J, n(B,-26+n0+1(®)) < I (By-2io+n (7))}
est de y-mesure 0. Aussi, ’ensemble :
E2 = {:L‘ (S K \ W | EIJ, V] Z J, 2 (Pp—(2j+1)(k0+1)(a,')) S (Sp, (Ppp(zj—1)(k0+1)(.’1:))}
qui en est une partie est aussi de py-mesure 0. Finalement :
E={zc K\W |3J,Vji>J u (Pp—(j+1)(l')) <dp (Pp—j (x))}

qui en est aussi une partie est de p-mesure 0. O

Démonstration de la proposition 4.2.7.a. — Nous reprenons les mémes notations que
dans I’énoncé. Fixons une constante ¢’ > 0. Considérons I'application :

F BF(.'E) N R(f) — BPF+E' (.’L‘) N R(f) N E(U, 6)
y— Wy
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ou
m(y) = inf{k > 0| f*y € Byryer (z) NR(f) N (U, €)}.
Vu la définition de X(g,U, p,r), F est bien définie (le lecteur peut se reporter aux
remarques 4.2.6qui suivraient la démonstration de la proposition 4.2.3).
De plus, on a vu précédemment (dans la démonstration du lemme de fermeture

d’orbite, en 3.1) que X(U, ) est ouvert. Aussi, si m = m(y), il existe un voisinage W
de y tel que :

VzE€ W, fmZ € Bp7+51($) n E(U,E)
et donc :
Vz€e WNR(f), f"z € Byryer(z) NR(f)NE(U,¢).

En d’autres termes, application m est semi-continue supérieurement, donc mesurable
et donc F' est aussi mesurable.
Montrons que F' est injective :
- sly, z € Br(z) N R(f) ne sont pas sur une méme orbite de f, F(y) et F(z) ne
sont pas sur une méme orbite de f et donc sont distincts;
— supposons maintenant que y € Br(z) N R(f) et posons :
r(y) =inf{r > 0| f"y € Bx(z)}.

Alors, on sait par la définition de (e, U, p,r) que : 0 < m(y) < r(y) donc que :
m(y) < r(y)+m(f"¥ (y)). Aussi, deux points différents d’une méme orbite sous
f ont des images sous F' qui sont différentes. F' est donc bien injective.

Montrons que F' préserve pu. Soit E est une partie borélienne de Bx(z) N R(f). On
peut écrire : E = |J F,, ou E, = {y € E | m(y) = n} est mesurable. Alors :

F(B)=JF(E.) = (En).

Comme cette derniére réunion est disjointe (car F est injective) et comme p est
invariante par f, on en déduit :

WEFE) =S u(f*(Ea) = > wEn) = p(E).

n>0 n>0

Finalement, on a :
#(Borie (€) N R(F) NE(U,€)) 2 p(F(Br(z) N R(f))) = u(Br(z) N R(f)) -
En faisant tendre ¢’ vers 0, on trouve le résultat cherché :

1 (Bye(@) N R(F) NZ(WU,€)) > p(Br(x) N R(f)).
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Démonstration de la proposition 4.2.7.b. — On fait la démonstration pour les flots,
celle concernant les champs de vecteurs lui étant identique. Fixons &' > 0.

p induit sur II,. (z) une mesure po définie par : si A C II,_ (z) est borélien,
to(A) = p(Fp([0,r5] x A)) ou F, désigne Papplication (¢,y) —> ¢:(y). Alors, il est
classique que pg est invariante par I’application de premier retour de Poincaré dans
17+ (z), notée P. Rappelons que cette application est borélienne, que son ensemble
de définition contient R(p) NI 74c () et qu’elle est définie par :

P(y) = ¢uy) () ou t(y) = inf{t > 0] o1y € Mprier ()}
Nous allons alors montrer au lieu du résultat énoncé :

po(Myr(z) NS(U,€) N R(p)) 2> po(Tlr(z) N R(p)).

Il est clair que ce dernier résultat implique le résultat voulu.
Considérons alors 'application :

F o Ix(z) N R(p) — Mprye () N R(p) NE(U, €)
y+— PmWy
ou
m(y) = inf{k > 0 | P*y € M7, (z) N R(p) N (U, ¢)}.

Vu la définition de X(g,U, p,7), F est bien définie (le lecteur peut se reporter a la
remarque qui suivait la démonstration de la proposition 4.2.3).

De plus, comme X (U, €) est ouvert (on I’a vu dans la démonstration du lemme de
fermeture d’orbite), si m = m(y), il existe un voisinage W de y tel que :

VzeW, P"z € Hprye () N E(U, €)
et donc :
Vze WNR(p), Pz € Uz (x) N R(p) NI, ¢).
En d’autres termes, I’application m est semi-continue supérieurement, donc mesurable
et donc F' est aussi mesurable.
Montrons que F' est injective :

- siy, z € Iz (z) N R(y) ne sont pas sur une méme orbite de ¢, F(y) et F(z) ne
sont pas sur une méme orbite de ¢ et donc sont distincts;
— supposons maintenant que y € II=(z) N R(y) et posons :

r(y) = inf{r > 0| P"y € Ix(z)}.

Alors, on sait par la définition de ¥(e,U, p,r) que : 0 < m(y) < r(y) donc que :
m(y) < m(P™¥(y)). Aussi, deux points différents d’une méme orbite sous ¢
ont des images sous F' qui sont différentes. F' est donc bien injective.
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Montrons que F' préserve pg. Soit E est une partie borélienne de IIz(z) N R(¢). On
peut écrire : E =JE, ou E,, = {y € E | m(y) = n} est mesurable. Alors :

F(E) = F(E,) = P(En).
Comme cette derniére réunion est disjointe (car F est injective) et comme pg est
invariante par P, on en déduit :

po(F(E)) = Z po(P™(Er)) = Z po(En) = po(E).
n>0 n>0

Finalement, on a :
po(ILyrrer (z) N R(p) NEU,€)) > po(F(Ilx(z) N R(p))) = po(ll=(z) N R(p)).
En faisant tendre ¢’ vers 0, on trouve bien :
po(Ipw(z) N R(p) N B(U,€)) > po(Ilx(z) N R(yp)).
O

Démonstration de la proposition 4.2.8.a. — Le premier lemme est un lemme ana-
logue au lemme de Vitali :

LEMME 4.3.1. — Soit p > 3. On définit :

p(B,-i(x)) _ 1
Bi(p) = { Bo-i(z) | # € Hp(p), — o 27 (-
. (B, imi(a)) =k
Soit A Uunion d’une sous-famille dénombrable F' = {Fy, Fy,...} de By(p) telle que
la suite des rayons des F; est décroissante. Alors il existe une sous-famille disjointe

F' de F dont 'union A' vérifie :
u(A) <k p(A").

Démonstration. — On définit une suite d’entiers (i,) (éventuellement finie) par :

i1 = 1, 42 est le plus petit entier tel que F;, N F;, = &, i3 est le plus petit entier tel

que F;, N (F;; UF;,) =, .... On trouve alors les boules ouvertes F;,, F;,, .... Soit

G; la boule ouverte de méme centre que F;; et de rayon multiplié par p. A chaque F;

correspond un i; < i tel que F;, NF; # @ donc tel que F; C G;. Aussi: A C (U Gj)
Jj>1

et donc :
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LEMME 4.3.2. — Soit A une partie borélienne de M telle que u(AN S) =0. Alors :
7]‘ = ij = 0 presque partout sur A.

Démonstration. — p étant réguliére (car borélienne), il suffit de démontrer le résultat
pour A compacte pour ’avoir pour toute partie A borélienne. On suppose donc A
compacte.

Fixons a > 0 et considérons
Ao = {z € ANHi(p) | Fjo () > a}.

Nous voulons montrer que cet ensemble est inclus dans un borélien de y-mesure nulle
quels que soient « et k. Supposons que ce ne soit pas le cas : il existe m = p*(A4,) > 0
tel que toute partie borélienne contenant A, est de p-mesure plus grande que m (c’est
ce qu’on appelle la mesure extérieure de A4,).

Fixons alors un § > 0. Pour tout x € A,, comme z € Hy(p), il existe j = j» > jo
tel que :

p_j <4, /‘(Bp—f(m)) > 1’ N(Bp—f (m)ﬂS) > a
K (Bp‘f“ ($)) k H (Bp‘f (m))

On obtient ainsi un recouvrement infini de A,. On en extrait un sous-recouvrement
dénombrable comme suit :
pour chaque j > jo, soit Aq; = {z € As | jo = j}. Alors, A, ; est recouvert par
des boules de rayon fixé p~—7, donc son adhérence (compacte), est recouverte par ces
mémes boules, donc on peut en extraire un sous-recouvrement fini de A, ; donc de
Aq ;. En faisant cela pour chaque j, on obtient un sous-recouvrement dénombrable
de A, par des boules dont les rayons sont rangés en ordre décroissant, noté Fi.

On peut alors appliquer le lemme 4.3.1 et en déduire I'existence d’une sous-famille
disjointe F5 de F; qui recouvre A, telle que :

BegF, BeFy BcFs
donc :
p(4s) _—m _ 1
=—-<-u(lJ B
k k—k (BGF1 )
< n(B)
BeF;
1
< —pu U BNnS
@ (B€F2 )
Mais :
U Bc{zeM|d( A) <5} =4,
BeF,
Aussi, on a : p(AsNS) > am/k > 0 et en faisant tendre & vers 0, on trouve :
0=pu(ANS) > am/k > 0 ce qui est une contradiction. a
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Finissons maintenant la, démonstration de la proposition.
Considérons A = M \ S, on trouve par le lemme 4.3.2 :

fank o) = i|AﬁHk(P) =0

Construisons g, 9,0 g et g a partir de A comme nous avions construit ?j, ij, fet f
a partir de S. Alors, g =g =0sur S. Or,on a les relations : g+ f =let g+ f =1
par la définition de ces fonctions. Donc finalement : T| SNH(p) = f SAHL(p) = 1. O

Démonstration de la proposition 4.2.8.b. — Le premier lemme est un lemme ana-
logue au lemme 4.3.1. On reprend les mémes notations que dans ce lemme :

LEMME 4.3.3. — Soit p > 3c-c'. Soit W un voisinage de ’ensemble C des points
critiques de ¢. On définit :

Pe(p, W) = {Pp—f(:v) | z € He(p, W), N—u% > %} :

(r sera le «rayon» de P.(x)). Soit A l'union d’une sous-famille dénombrable
F={F,F,...}

de Py (p, W) telle que la suite des rayons des F; est décroissante. Alors il exriste une

sous-famille disjointe F' de F dont l'union A’ vérifie :
p(4) < E*p(A").

Démonstration. — Par le lemme 4.2.4, on sait quesir <r,/c-c,on a:

Prje.o (%) C Brjer(z) C Pr(z) C Ber() C Prcor ()
donc si P.(z) € Pr(p, W) est de rayon assez petit, on a :

p(Ber(2) o p(Pr(2) o p(Fr(2)
1 (Bser(z)) ~ p(Prcerr(@) ~ p(Ppr(z))
car P.(z) C Ber(z) et Bser(z) C Pseerr(x) C Ppr(z).
Posons alors Fy = {B..(z) | P.(z) € F'}. Appliquons le lemme 4.3.1 & la famille F;
et po = 3. On trouve une sous-famille disjointe Fy de Fj telle que :

{(U 5)<ka( U 5).

BeF]

>1
~k

Or, si P.(z) € F, on a P.(z) C B..(z) avec B..(x) € F; et si B..(z) € Fi,on a :
Ber(z) C Peorr(z) C Pyr(z), donc :

W(UP) <k uB <k Y w(Pr@) <8 Y wp)

PEF BeF! P.(x)EF" PeF

ot F' = {P.(x) | Ber(z) € F|} est bien disjointe. O
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LEMME 4.3.4. — Soit A une partie borélienne de M telle que u(ANS) = 0. Alors :
—j = ij = 0 presque partout sur A.

La démonstration de ce lemme est juste une copie de celle du lemme 4.3.2, en
remplacant les B par des P et les k par des k2.

La démonstration de la proposition est alors identique & celle de la proposition
précédente. O
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CHAPITRE 5

PLAN DE LA DEMONSTRATION
DU «CLOSING LEMMA »

Dans tous les cas envisagés (difféeomorphismes, flots et champs de vecteurs), le
«closing lemma» sera la conséquence de deux résultats principaux :

— un résultat perturbatif décrivant la taille du support que doit avoir une pertur-
bation de taille (en topologie C!) fixée pour bouger un point d’une distance &
donnée;;

— un énoncé concernant Uexistence de «bonnesy» suites (finies) de points le long
desquels on peut perturber le difféomorphisme, flot ou champ de vecteurs consi-
déré de maniére & obtenir une orbite périodique.

Le premier résultat est assez simple & démontrer. Grace 4 une remarque de M. Her-
man, nous en déduirons qu’on peut faire des perturbations de taille fixée en topologie
C' (mais pas de taille petite) de maniére & obtenir une orbite périodique.

Le deuxiéme résultat est difficile. Il découle d’un résultat algébrique compliqué a
démontrer, que nous énoncerons au chapitre 6.

Dans le chapitre 5, nous nous contenterons d’énoncer les résultats intermédiaires
et d’en déduire le «closing lemma ». Les résultats intermédiaires seront démontrés au
chapitre 6.

5.1. Un résultat perturbatif

Nous gardons pour D, F et CV les mémes notations qu’a la section 2.1. B, dési-
gnera la boule unité fermée de T, M (pour la métrique riemannienne) et si v € B,,
z + v désignera exp, v. Ecrire  + v contiendra le fait que cette quantité est bien
définie.

PROPOSITION 5.1.1. — Soient U un voisinage de Id dans D en topologie C* et K
un compact de M. Alors il existe € > 0 tel que quel que soient p € K et v € By, il
eziste une perturbation g € U de l'identité telle que :

(i) Suppg C By(p) ;

(i) g(p) = p+ev.
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Ainsi, ce résultat, qui sera démontré en 6.1, permet de bouger par une perturbation
g de l'identité un point p € M d’un vecteur w de norme proportionnelle & la taille du
support de g.

On peut en déduire un résultat qui permet de voir qu’on peut fermer certaines

orbites d’un difféomorphisme fixé & I’aide de perturbations de taille finies en topologie
Cct.

PRrROPOSITION 5.1.2. — Soient f € D et K une partie compacte de M. Alors il existe
une constante My > 0 telle que pour tout point non errant p € K, Ve > 0, il existe
g € D telle que :

e g=f dans M \ B.(p)
o ||Dg — Df|| < My (on prend le supremum des normes d’applications linéaires) ;
e g a un point périodique dans B.(p).

Démonstration. — K étant compacte, on peut trouver 1 > a > 0 constante telle que
K, ={z € M|d(z,K) < a} est compacte.
Définissons un voisinage U de Id dans D par :

U={g€D|||Dgk, — DIdg,|| < 1}.

A laide de la proposition 5.1.1 pour le compact K, et le voisinage U de Id, on peut
trouver une constante €o. Posons Ny = [4/¢¢] + 1, puis définissons :

My = ||Dfx, |l 2"

Considérons alors un point non errant p € K et un € > 0 dont on peut supposer qu’il
est inférieur a a.
Comme p est non errant, il existe € B, /7(p) et m > 1 tels que :

fmx € BE/7(p)‘

Supposons que z ne soit pas périodique (sinon le résultat est déja montré). Considérons
alors X = {f*¥z | 0 < k < m} puis :

A ={(2,2") € (X N B:(p))” | Bsa(z,>1)(2) C Be(p) et 2 # 2}

Alors, A contient (z, f™z) donc est non vide. Soit (v1,v2) un élément de A pour
lequel d(v1,v2) est minimale. Alors :

— comme Bsg(y, v,)(v1) C B:(p), on a :
Ba(vy,v5) (V1) U Ba(vy,v5) (v2) C Be(p);
— par définition de (v1,ve) :
Vze (X NB:(p) \ {n}, dlvi,2) > d(vi,vs)

(sinon le couple (vy,z) contredirait la définition de (vy,v2));
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— par définition de (v1,wvs) :

d(’Ul,’UQ)
2
(sinon le couple (v, z) contredirait la définition de (vq,vs2)).

V2 e (XN B(p)\ {va}, dlva,2)

Aussi, I'ensemble By, y,)(v1)UBg(v; vz)/2(v2) est inclus dans B (p) et ne rencontre
X qu’en v; et ve. Posons § = d(v1,v2). On a alors :

V€ [Ul,’Uz], B5/4(£L‘) C B&(’Ul) UB5/2(U2)

(pour voir ceci, il suffit de distinguer le cas d(z,v2) < §/4 pour lequel
Bsa(z) C Bsja(v2) et le cas d(z,v) < 3d/4 pour lequel Bs/4(x) C Bs(v1)).

Il y a alors deux possibilités : soit v; est «avant» ve sur l'orbite de z, soit vy est
avant vy sur 'orbite de z. Les deux cas se traitant de facon similaire, nous allons par
exemple supposer que vy est avant vo. Définissons alors une suite de points (z;)o<;<n,
de [v1,ve] par : d(ve, ;) = j0/Ny. On a alors :

Vje[0,No—1], d(zj,zj+1) = —]3—0 < ego %
On peut alors & laide de la proposition 5.1.1 construire g; € U telle que :
(i) Suppg; C Bs/a(x;) C Bs(v1) U Bs/a(va) C Be(p) ;
(i) g(z;) = zj41.
Posons g = gn,—19---©g1 0 gg puis F = fog. Alors :
— comme chaque g; coincide avec identité en dehors de B, (p) et vérifie || Dg;|| < 2,
alors g coincide avec I'identité en dehors de Bc(p) et vérifie || Dg|| < 20 ; aussi,
F coincide avec f en dehors de B.(p) et vérifie |[DF|| < | Dfp, || 2V° < My;
— le support de chaque g; est dans Bs(vi) U Bs/2(v2) donc il en est de méme du
support de g, donc le support de g ne rencontre X qu’en vy et ve; siv; = f™x
et v2 = f™2z,ona:SuppgN{fiz|m <j<ms}=2. Aussi,ona:

F(vy) = fog(wa) = f(n1) = f™t'a (car g(v2) = v1);
F2(us) = F(f"+15) = f o g(f™+15) = f™ 4%
(car Suppg N {fix | my < j <my}=02);

Fme—m (‘112) = V2.

Donc vg est un point périodique de F', contenu dans B.(p). O
Remarquons que nous avons fait en fait le méme type de perturbation que celle que
nous avions faite en topologie C° dans la section 1.1 : on a considéré une orbite qui

se referme presque, puis fait une perturbation du difféomorphisme uniquement 13 ou
Porbite se referme presque, sans toucher a ’orbite intermédiaire. Mais pour pouvoir
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faire ceci sans trop perturber le difféomorphisme en topologie C, on a considéré une
orbite particuliére.

Considérons maintenant le cas des flots. Nous garderons pour
@, : [-rpre] xI(z) — M

les mémes notations qu’en 2.1. II(z) sera muni d’une structure vectorielle (donnée
par Pexponentielle de la métrique riemannienne par exemple) identifiant z & 0. De
plus, nous noterons II.(p'; p) la boule de centre p’ et de rayon r de II(p) pour cette
métrique. On a alors :

PROPOSITION 5.1.3. — Soient ¢ € F, V un voisinage de ¢ dans F en topologie C*
et €17 > 0. Soient C l’ensemble des points fixes de ¢ et K un ensemble relativement
compact de M inclus dans M\ C. Il existe alors une fonction continue 3 : K — RZ,
dominée par x — inf{1,r./ || X (z)||} telle que

(0) @,([0,B(p)] x gy xm)(P) C B (p) et @, est une submersion sur cet en-

semble pour tout p € K ;

et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K, p' € g xp) () et
v.€ Hﬂ(p)IIX(p)H—!Ip’”(p)’ il existe Y € V tel que :

(1) Supp(¢ — ) C &,([0, B(p)] x I (P';p)) 5

(i) Ypp)(P") = p(B(p),p' + €v).

Nous pourrions bien entendu donner pour les flots un énoncé analogue & la propo-
sition 5.1.2, mais sa démonstration n’apporte aucune surprise par rapport a celle de
la proposition 5.1.2. et nous allons démontrer par la suite le « closing lemma », qui est
un résultat beaucoup plus fin.

Dans le cas des champs de vecteurs et avec les mémes notations qu’a la section 2.1,
on obtient pour les champs de vecteurs quelconques et les champs de vecteurs préser-
vant le volume :

PROPOSITION 5.1.4. — Soient X € CV de flot associé noté (p1), V un voisinage de
X dans CV en topologie C*, X > 0 et e; > 0. Soit Cy I’ensemble des points périodiques
de (¢¢) de période inférieure ou égale a A et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M \ C. Il existe alors une fonction continue § : K — R, dominée
par z — inf{1,7,} et \; € ]0, [ tels que

(0) @,([0, 1] x Iy (p)) C Be, (p) et @, est une submersion sur cet ensemble pour

toutp € K ;

et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K et v € Il5,(p), il existe Y € V
(de flot associé noté (v;)) tel que :

(i) Supp(X —Y) C @,([0, A1] x I (P)) 5

(”) 1/)/\1 (p) = q)P(/\lap + EU)'
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Remarquons que ’énoncé que nous obtenons pour les champs de vecteurs est plus
faible que celui concernant les flots : on doit supposer (ceci dans le but d’obtenir un
résultat uniforme en p) que 'ensemble sur lequel on fait des perturbations ne contient
pas de point périodique de période «petite» (i.e. inférieure a A).

On considére maintenant le cas des champs de vecteurs symplectiques (décrit dans
la section 2.2). Comme dans la section 2.2, (M,w) est une variété symplectique de 7!
de type fini, et on pose pour tout k > 1: CV = X*¥(M). Si a = [)\] est une classe
de cohomologie monogéne par intégration, on pose CV, = {X € CV | [ixw] = a}. Si
X € CV, est de flot associé (¢;) et si

e, : [0,A]xI.(p) — M
t.p) — @u(p')

est une boite de flot en p, H, désignera la primitive nulle en p de ixw. On notera
alors :

%(p) = {q € IL.(p) | Hy(q) = 0}.

On démontre alors I’énoncé suivant :

PROPOSITION 5.1.5. — Soient X € CV, de flot associé noté (¢:), V un voisinage
de X dans CV en topologie C1', X > 0 et g1 > 0. Soit Cy ensemble des points
périodiques de (i) de période inférieure ou égale & A et K un ensemble relativement
compact de M inclus dans M\ Cy. Il existe alors une fonction continued : K — R%,
dominée par x — inf{1,7,} et Ay € ]0, [ tels que

(0) ®,([0, \1] x Il5(5)(p)) C Be,(p) et @, est une submersion sur cet ensemble pour

toutp e K ;

et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K et v € Hg(p) (p), il existe Y € V
(de flot associé noté (1:)) tel que :

(i) Supp(X —Y) C ®,([0, \] x Iy (p)) 5

(#5) ¥, (p) = ®p(A1,p +cv).

5.2. Un résultat concernant les suites de points

Le résultat concernant les suites de points que nous obtenons dans le cas des
difféomorphismes est le suivant :

PROPOSITION 5.2.1. — Soit (M,d) une variété riemannienne de classe C*. Soient

[ : M — M un difféomorphisme de classe C', p € M(f) non périodique, 1/2 > ¢ > 0,

q € w(p). Il existe r >0, p > 1 et un entier o > 1 tels que :

(1) les fi(B,r(p)) pour j € [0,a] sont deuz a deuz disjoints et Vj € [0,a], on a :
f7(B,r(p)) C Be(fp) ;
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(2) siz, f"x € Br(p) pour un T € ]0,7] et m > 1, alors il existe m1 et ms tels que
0<my <mg <m et tels que f™z, f™x € B,(p) et une suite zo,...,2q4 de
points de M tels que :

(i) z0 = [™2x, 26 = f™T%z et

Vi€ [l,a—1], 2 € f(Bs{));
(i) Vie{0,...,a—1},
d(fzi,z0) < e inf{ inf {d(fz, f2)}, d(fz, (0B (1)}
(i) Vi€ {0,...,a—1}, d(fzi, zi11) #0 = z; € B-(q).

Commentons un peu cet énonceé :

— une fois qu’on a fixé « tel que 'on ait (2), on peut choisir sans probléme r tel
que la condition (1) soit vérifiée, ceci vient juste du fait que p est non périodique
et f est continue;

— la suite (z;) est la suite qui va nous permettre de faire une perturbation pro-
gressive le long de l'orbite de f™1z de fagon a refermer cette orbite. Plus préci-
sément :

(i) sert a dire qu’on joint f™2x & f™ Tz et que les z; restent au voisinage
de Porbite de p;

(ii) sert & dire que si on considére la boule «homothétique» par une homo-
thétie de centre fz; et de rapport 1/e de Bg(s., .;,,)(f2;), alors cette
nouvelle boule ne rencontre ni ’orbite intermédiaire

{fix|m1+a<i<m2},

ni la frontiére fi+1(8B,7(p)), ce qui nous permettra a la section 5.3 d’ap-
pliquer la proposition 5.1.1 concernant les perturbations & l'intérieur de
i1 (B,=(p)) et sans toucher & l'orbite intermédiaire ;

(iii) sert & dire qu’on pourra imposer a la perturbation d’étre a support dans
Bc(q).

Avant de donner le résultat concernant les flots que nous obtenons, rappelons ce
qu’est une application de Poincaré : soit ¢ = (¢;) un flot sur M, p un point non
critique, et tg > 0; on peut alors localement définir une application de premier retour
de TI(p) dans II(¢:p), qui & g € II(p) assez proche de p associe le « premier» point de
(p:q@)t>0 A étre dans Iy, p). On notera cette application P{p;p;to). De plus, p étant
fixé, 7(to; ¢) sera le temps de Poincaré : ¢, (;,.4)(q) € M(4p). On peut alors énoncer :

PROPOSITION 5.2.2. — Soit (M, d) une variété riemannienne de classe C*°. Soient
© = (pt)ter un flot de M de classe C', p € M(p) non périodique, 1/2 > € > ey > 0,
g € w(p). On note C lensemble des points fizes de . On suppose donnée une fonction
B : B.j2(q) \ C — R continue telle que :

Vq' € Beja(q) \ C, 24([0,8(¢")] x Up(gryx(q)(4") C Be(q)
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et &, est une submersion sur cet ensemble.
Alors, il existe rp, > 1 >0, p> 1, un entier a > 1 et une suite (t;)o<i<a telle que
O0<typ <ty < - <to,Vie{0,...,a—1},t;+ B(orp) < tiv1 et :

(1) & i [Otat sup {Blp,p)}] xMpr(p) — M

(t,z) +— @)
est une submersion telle que :
(i) Vt € [0,ta + B¢t p)], ¢t(or(p)) C Beyalwep) ;
(i6) Vi € {0,...,a}, B0, B(¢e,p)) X Uyn(9ep)) C Bula)

(2) siz, prz € IIx(p) pour un T € |0,7] et T > 0, alors il existe Ty et Ty tels que
0<T; <Ty <T ettels que o1, z, p1,x € I,7(p) et une suite zg, ..., 2o de points
de M tels que :

(i) z0 = P(p;p;t0)(p1:2), 2a = P(p;p;ta)(pryT) €t

Vie{l,...,a—1}, z € ILz(pp) ;
(%) Vie {0,...,a—1},

d(zi, P(¢;p;ti) o P(¢5pstiv1) ™ (2ig1))

<& inf{ Tlthin<ft<T2 {d(ziath)}ad(ziaa(HpF(Sotip)))}'

ptz€M (P, )
On peut encore faire des remarques analogues & celles faites aprés la proposi-
tion 5.2.1 :

— une fois t, fixé tel que l'on ait (2), on peut choisir r sans probléme tel que la
condition (1)(i) soit vérifiée puisque p est non périodique et ¢ est continue ; pour
vérifier la condition (1)(ii), il suffit de supposer que s, p € B /2(p), ce que nous
ferons quand nous construirons les ¢; dans (2) ; ceci nous servira a imposer a la
perturbation que l’on fera d’étre & support dans B.(q);

— tout comme dans le cas des difféomorphismes, la suite (z;) sert a faire une
perturbation progressive le long de 'orbite de @7, * de facon & refermer cette
orbite. Plus précisément :

(i) sert a dire qu’on joint pr,x & P(@;p;ta)(0TiT) = OT 4r(ta.p)(T) €t que
les z; restent au voisinage de 'orbite de p;

(ii) nous permettra a la section 5.3 d’appliquer la proposition 5.1.2 concernant
les perturbations & l'intérieur de

q’@tip([ovﬂ((ptip)] x IL7(¢e,p)) C B.(g)

et sans toucher & l'orbite intermédiaire.

Remarquons de plus que nous n’avons pas besoin de donner d’énoncé supplémen-
taire concernant les champs de vecteurs sans homologie puisque ceux-ci engendrent
toujours un flot de classe C*.
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PROPOSITION 5.2.3. — Soit (M,w) une variété symplectique. Soient a une classe de
cohomologie monogéne par intégration, X € CV, (de flot associé (p;) et de pseudo-
hamiltonien H ) de classe C*, p € M(X) non périodique, 1/2 > ¢ > g9 > 0 et q € w(p).
Soit A > 0, on note Cy Uensemble des points périodiques de () de période inférieure
ou égale a A. On suppose qu’il existe \1 € |0, \[ et une fonction § : B, /»(¢)\C — R
continue tels que :

Vq' € B.j2(q) \ Cx, ®q([0,M\1] x sy (¢")) C Be(q)

et &, est une submersion sur cet ensemble.
Alors, il existe un voisinage W de p dans II{p), r € 10,7,[, p > 1, un entier a > 1
et une suite (t;)o<ica Vérifiant 0 < to < t; < --- < ty telle que Vi € {0,...,a — 1},
tiv1 —t; > A et
(1) @ : [0ta+M}xW,, — M
ta) — )
(ov W = {z € II(p) | d(x,W) < pr}) est une submersion telle que :
() Vte [0,ta+ N], VD' € W, (Il (p)) C Beja(pep') ;
(it) Vie{0,...,a}, Vp' € W, ®([0, \] x I, (¢, 7)) C Be(q) ;
(2) sip €W etz, prz € MIx(p';p) N H-L(H(p')) pour unT € ]0,7] et T > 0, alors

il existe
o Th et Ty tels que 0 < Ty < Ty <T et tels que pr z, pr,x € ILz(p'; p)
e une suite 2o, ..., 2, de points de M

tels que :

(i) z0 = P(;p;t0)(91,7), 20 = P(p;pita)(pr ) et
Vieg {17 cee, 0 1}7 Zi € Hlﬁ((ptipl; ‘Ptip) n Hil(H(pl));
(i) Vie{0,...,a—1},

d(zi, P(p; p; ti) © P(@; ps tig1) " (2i41))

Seoinf{ | inf  {d(zi,002)},d(zi, O (0's 01,1) |-

1€l (e, p 501, p)

5.3. Démonstration du «closing lemma »

Nous admettons donc ici les résultats énoncés en 5.1 et 5.2, résultats qui seront
démontrés au chapitre 6.

Démonstration du « closing lemma s pour les difféomorphismes

Considérons comme dans I'énoncé du «closing lemma» (section 2.1) f € D,
p € M(f), ¢ € w(p), U un voisinage de f dans D en topologie C' et £ > 0. Re-
marquons que si p est périodique de période notée 3, I’énoncé du «closing lemma,»
est une trivialité : dans ce cas, on prend @« = 3. On supposera donc que p n’est
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pas périodique. Quitte & diminuer £ on peut supposer que B.(gq) est relativement
compacte.

(a)

(b)

(e)

Il existe alors un voisinage W de Iidentité en topologie C! dans D tel que si g1,
., gn sont un nombre quelconque de perturbations de ’identité appartenant & W
et & supports deux & deux disjoints inclus dans f(B.(q)), alors gjo---ognof € U.
Appliquons alors au compact f(B.(q)) et au voisinage W de identité la propo-
sition 5.1.1. Tl existe donc €y € ]0,2¢/3[ tel que quel que soit z € f(B.(q)) et
v € By, il existe une perturbation g € W de l'identité telle que :
(i) Suppg C By(z);
(il) g(z) =z + €ov.
Appliquons alors & f, p, g, €0/2 la proposition 5.2.1. Elle donne ’existence de
r >0, p>1etun entier a > 1 tels que :
(1) les fi(B,r(p)) pour j € [0, ] sont deux & deux disjoints et vérifient

fj (Bpr(p)) C Beo/2(fjp)§

(2) siz, f™z € Br(p) pour un¥ € |0,r] et m > 1, alors il existe my et mg tels que
0 < my <mg <m et tels que f™z, f™x € Byr(p) et une suite zp, ..., 24
de points de M tels que :

(i) z0 = f™z, 2o = f ez et Vi€ [L,a —1],2; € f{(B(p));
(i) Vie {0,...,a—1},
d(fzi,2im) < 5 inf{ inf _{d(fz, F0)}, d(fzi S OB )}

mi+a<lj<msz

(iii) Vie {0, e, — 1}, d(fzi,zi_H) #0=>2 € BEO/Z(Q)~
Supposons donc que z, f™x € Bx(p) pour un ¥ € |0,7r] et m > 1.
Par (c)(2), il existe my et my tels que 0 < my < ma < m et tels que

fmlxa fm2m € Bp?(p)

et une suite zg, ..., 2z, de points de M tels que :
() 20 = fm™2x, 2o = f Tz et Vi€ {1,...,a— 1}, 2 € f{(B,(p);
(if) Vie {0,...,a—1},
€0 . . i i
d(fzi,zip1) < 50 inf{ inf {d(fz;,f'z)}, d(fzi, F (OB=(p))};
mita<j<ma
(iii) Vie {0, e, 00— 1}, d(fzi,zi+1) #0=> 2 € BEO/Q(Q)-
Le (c)(2)(iii) précédent implique que si fz; # z;y1, alors
fzi € f(By2(9)) C f(Be(q))

Par (b), il existe pour tout ¢ € [0, @ — 1] une transformation g; € W telle que :
(i) Supp gl C Bd(fz,',zi+1)/€0 (le) ;
(i) gi(fz:) = it

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1998



66 CHAPITRE 5. PLAN DE LA DEMONSTRATION DU «CLOSING LEMMA »

Or, (d)(i) nous dit que z; € f*(B,#(p)) donc fz; € fit1(B,=(p)) et (d)(ii) dit
que :

2 .
o d(fzi, ziv1) < d(f2i, f (OB (p)))
aussi, on en déduit que :
BZd(fzi’zi+1) (fzi) - fi+1(BPF(p))‘
€0

Or, (¢)(1) nous dit que f**'(B,(p)) C Be,/2(f**'p) donc finalement :

Supp g; C B.,/2(f"'p).

De plus, si fz; # zi+1, on a vu que z; € B, /2(q). Joint & (c)(1), cela donne :
(A) B2 g(f2,240)(f2) C FTH(Bar(p) C £(Bey 2 (fp)).
Ceci s’écrit aussi en utilisant f~' :
f_l(B% d(525,241) (F70)) C Beo 2 (D)

De cette derniére inclusion et du fait que par (d)(iii) 2; € B.,/2(¢q) dés que
fzi # zi41, on déduit que si fz; # z;41 ¢
(B) f_l(B% d(f2i,2041)(f2i)) C Baeoy2(q) C Be(g).
Aussi, on a :
- par (B) et (€)(i) : Suppgi C f(B.(a));
— par (A) et (e)(i) : Suppgi C ' (B,.(p))-
(f) Donc chaque g; est a support dans f(B:(q)) et les g; sont & supports deux & deux
disjoints (car par (c)(1) les f*"!(B,.(p)) sont deux & deux disjoints).
Quand fz; = z;41, on posera g; = Id. Posons alors : ¢ = go—10---0gg et
F=gof. Alors:
— comme les g; € W sont 3 support disjoints inclus dans f(B.(gq)), on a par
(a) : FeU;
— comme les g; sont & support disjoints et que le support de chaque g; est
inclus dans f(B:(q)) N f**1(B,(p)), F ne peut différer de f que dans
U fi(BpF(p)) N Ba(q) 5
1<i<a
— calculons lorbite de zo = f™2z sous F. Pour cela, rappelons que par (e)(i)
et (d)(ii), le support de g ne rencontre pas ’orbite intermédiaire

{fiz|mi+a<j<ms}.

On a alors :

- F(fm™z) = F(20) = 9(f20) = ga—10---0g1(z1) car go(fzo) = 21 et donc
F(f™z) = z car les supports des g; sont disjoints et donc z; n’est pas
dans le support de g,—10---0g;;
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— F%(fm23) = F(21) = g(fz1) = 22 car g1(f21) = 22 et ni 22, ni fz; ne sont
dans le support de g; pour ¢ # 1 puisque les supports des g; sont disjoints ;

— finalement : F*(f™2z) = z, = fot™ig;
— ensuite, comme le support de g ne rencontre pas l'orbite intermédiaire
{fiz | mi +a < j <ms} et comme ce support ne rencontre pas

f’mzm € Bé‘ (p)7
onaVje€ [a,mg—my]: Fi(fm2z) = fi(fm™z).
On a ainsi obtenu toutes les conclusions du « closing lemmay, sauf le (iii), qui
découle du fait que :

Vi€ [0,a], f{(f™a) = F'(f™z) = 2z € f{(By(p))
par (d)(i) et :
F{(Bpr(p)) C Beyya(f'p)
ceci impliquant bien que :
Vie[0,a], d(f'(fm2a), F*(f™x) <e
|

Démonstration du «closing lemma » pour les flots. — Considérons comme dans
I’énoncé du « closing lemma s (section 2.1) ¢ € F, p € M(¢), g € w(p), U un voisinage
de ¢ dans F en topologie C! et ¢ > 0. Remarquons que si p est un point périodique
de ¢, I’énoncé du « closing lemma» est, comme dans le cas des difféomorphismes, une
trivialité. On supposera donc que p n’est pas périodique. Quitte a diminuer ¢ on peut
supposer que B.(q) est relativement compacte.

(a)

(b)

Il existe alors un voisinage W de ¢ (en topologie C! toujours), tel que si ¢,

.., pp sont un nombre quelconque de perturbations de ¢ dans W telles que les
support des ¢; — ¢ sont deux & deux disjoints et inclus dans B.(q), alors le flot
P tel que ) = ¢ + ¥ (i — @) est dans U.
Notons C I’ensemble des points fixes de ¢ et appliquons & ’ensemble relativement
compact B:(q) \ C la proposition 5.1.3.

Il existe alors une fonction continue 8 : B.(q) \ C — R}, dominée par

z+— 1./ || X (2)]] telle que

(0) @4 ([0, B(y)] x Mp(y)x ()| (¥)) C Bey2(y) pour tout y € Be(q) \ C';
et un nombre gg € ]0,[> 0 tels que : quels que soient

€ B-(@)\ C, y € (e x ()1 (®) €6 v € Mpa))x ) o1l ()
(on se raméne toujours & travailler dans R4™ M) i] existe une perturbation ¢ € W
telle que :
(1) Supp( =) C 84 ([0, B(2)] x M) (y;2)) ;
(11) ¢5(x)(?/) =&, (ﬂ(x)a y+ 501))‘
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(c) Appliquons alors a ¢, p, g, € et €9/2 la proposition 5.2.2. Elle donne existence
der>0,p>lettyg, t1,...,totelsque 0 <ty <t) <--- <ty et tels que :

Vie {Oa s, 0 — 1}7 t; +ﬂ(§0tip) <tit1
et :
(1 @ - [0,ta+ sup {B(ey,;p)}] xMp(p) — M

0<j<a
tz) — eilx)
est une submersion telle que :
(i) Vt € [0,ta + B¢, P)], t(I,r(p)) C Bey2(0ep) ;
(i) ¥i € {0,...,a}, B0, B(¢e,p)] X Myn(92,)) C Be(a)

(2) siz, orz € Iz(p) pour un 7 € 10, 7] et T > 0, alors il existe T} et T5 tels que
0<Th <Ty <T et tels que o1, z, pr,z € II,7(p) et une suite 2o, ..., 2, de
points de M tels que :

(i) 20 = P(p;p3t0)(p122), 20 = P(p5p5ta)(priz) €t
Vie{l,...,a—1}, z € ILz(¢up);

(i) Vi€ {0,...,a—1},

(ZzaP(SD,P» )OP((PJ)? H—l) I(Zi-i-l))

< Zinf{ | inf  {d(es i)}, d(zi, 0(Ir(or, ) |
pra€llom(pr, p)
(d) Notons alors :
rozinf{, inf {7/ sup {IID (03P t:) 0 P03 ps tis1) [I}}}

1<ife 2€Il7(p:; p)

Supposons donc que z, prz € Ix(p) pour un 7 € |0, 7o} et T > 0. Par (c)(2), il
existe 77 et T3 tels que 0 < 71 < T3 < T et tels que o1, z, iz € H,7(p) et une
suite 2g, ..., 2, de points de M tels que :

(i) 20 = P(g;p;t0)(01p%), Za = Pp;p;ta) (o @) et
Vie {1, e, 1}; 2; € Hp?(‘ptip)Q
(i) Vi€ {0,...,a — 1},

d(zi,P(go,p, )OP(QDapy z+1) (zi-i-l)

< Finf{ | inf  {d(es )}, d(zn, 0Ir(or,p)) |

pex€ll7(pe; p)
(e) Par (d) et (c)(1), 2; € I=(e,p) C Be(g). Par (b), Vi € [0, — 1], il existe un flot
; € W tel que :
(i) Supp(¢ — ) C By, p([0, Blpr. )] X
Wiz (PloptooPlomitinn) e feo (36 01D))
(i) ip(p0,p)(23) = Po,p(B(02.p), (P(0505t:) 0 P(p; D3 ti1) ™ (2i41))-
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Or, (d)(i) nous dit que z; € IL#(p,p) et (d)(ii) dit que :

1 _
gﬂ%P@%hhp@mmﬂ)Vwﬂéﬂ%mmﬂ%mm
Aussi, on en déduit que :

H% d(zi,P(p;p;ti)oP(@;pitiv1) " tzig1) (Zla (ptip) C HpF(QDt,-p)

aussi :

Supp(‘P - wz) C ¢¢tip([07 ﬂ(‘Pt,P)] X HPF((IOtip))

or, par (¢)(1), ® étant une submersion et comme t; + 3(ps,p) < tit1, les

P, ([0, (¢ p)] x L7 (pe,p))

sont deux & deux disjoints si on a choisi r assez petit et donc les Supp(¢ — w,)
sont aussi deux a deux disjoints.

De plus, le (c)(1)(ii) dit que @, ([0, B(¢r;p)] X I7(¢r,p)) C Be(g) donc :
Supp( — i) C Be(q)-

Donc chaque 1; est un élément de W tel que le support de 'gZJ, — ¢ est dans
B.(q) et les 1); — ¢ sont & support deux & deux disjoints. On sait alors par (a) que
le flot 9 tel que ¢ = p + 3 (¢ — ) est dans U.

On veut alors calculer orbite de ¢, sous .
Pour cela, rappelons que par (d)(ii),
H%d(z,-,P(w;p;ti)op(gz;p;t,’.,,l)*12,-_“)(zi;Qotz‘p)
et
{(ptilf ‘ T +ta <t<Ts et OtT € HPF(tptip)}

sont disjoints ; on en déduit immédiatement que l'intersection de :
(I><Ptip([07 /3(<pt1p)] X H% d(zi,P(@;p;ti)oP(e;pstis1) " 1zit1) (Z,‘; QDtlp))
avec

{(pta: | T +te + ﬂ(cpt,-p) <t< T2}

est vide.

Soit alors u € |11 + tq,T1 + to + B(pt;p)[; alors, on sait que o1,z € I 7(p).
Donc puz € ®(Jta,ta + B(pe,p)] x Hym(p)); or, on a vu en (c)(1) que ® est une
submersion (donc injective) de [0, o + 8(¢s,p)] x I1,,.(p) dans M, donc forcément
wu(z) ¢ ®([0,ta] x IL=(p)) et donc & condition d’avoir choisi r assez petit :

Vie{0,...,a—1}, guz ¢ @4, p([0, 5(¢1, p)] X Wyr(p1:p))
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donc a fortiori :

Vie{0,...,a—1},
pur & ¢¢tip([07 Bler,p)] x H%d(zi,P(Lp;p;ti)OP(S@;P§ti+1)_1Zi+1)(Zi;cptip))

aussi :

Vie {07 O 1}7 Pul ¢ Supp(wz - 90)
Finalement :

(©) {oz | Th +to <t <To} N Supp(v); — @) = @

(g) On a alors si up = T(to, o) : YVt € [0,up], Ye(p®) = @r4ex puisque les
Supp(v; — ) ne rencontrent pas cette orbite (toujours grace a Pargument suivant
lequel ® est une submersion donc injective). En particulier : ¢, (¢1,z) = 20.

De plus :

Vr(torpom,o)+B(peep) (PT2E) = Pa(prep) (P05 93 10) © P(p3p5t1) " 21)
par le (e)(ii) d’ou si on pose
Uy = T(tO’(psz) + ﬁ(gotop) +
7(t1; P(p;p3t1) ' 21) — 7(to; P psta) ' 21)
alors :
Vte ]T(t07 ¢T2$) + ﬂ(@top);ul[, wt(QOsz) = Pt—u, (zl)
on a:
TPt(SOTﬂ) = Pt—uq (251)

(en particulier ¥y, (o) = 21).
De méme :

Yur 480, ) (PTE) = Pp(p0,p) (P(@30511) 0 Pp3psta) " 22)
par le (e)(ii) d’oil en posant
uy = w1 + B(¢e, p) + T(ta; P(pipit2) "1 22) — 7(t1; P(p3 pit2) ' 22),
on a
pour t € ]ul + ﬂ((lotlp)7u2[’ ¢t(¢T2'T) = Pt—uy (22)
etc jusqu’a :
Yuo (P17) = Za = P(03051a) PT1 T = Pr(taspr, )+ T2 T-
En utilisant ensuite (C), on conclut que :

Vte ]Ua, T2 - Tl + Uy — T(ta; <PT1~T)], ¢t(§0sz) = (pt+T1—ua+‘r(ta;<ple)$
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donc en particulier :

Z/)Tg—i-uc,,—T1—'r(to‘;<pT1 z) (LPTZ"I‘.) = P1,T.

On a donc ainsi obtenu toutes les conclusions du « closing lemma» (on voit facile-
ment que 7(t;, P(¢; p; t:)~'2;) est proche de t;, ce qui permet de trouver effective-
ment f proche de 'identité en topologie C') sauf le (iii), qui lui vient simplement
du fait que par (c)(1)(i) :

Vt € [0,ta + B(pr.p)]; Yi(pnx) € ¢i(Il,(p)) C Beja(pip)

Démonstration du « closing lemma» pour les champs de vecteurs sans homologie

Il est assez tentant de dire que la démonstration est la méme que celle concernant
les flots, puisqu’on a démontré dans ce cas aussi un lemme de perturbation. Mal-
heureusement, le lemme démontré dans le cas des flots est un peu différent de celui
démontré dans le cas des champs de vecteurs : dans le cas des champs de vecteurs,
on ne peut bouger que l'orbite passant par p, alors que dans le cas des flots, on pou-
vait bouger toute orbite passant par un voisinage de p. C’est pourquoi la premiére
chose que nous faisons est de nous ramener & un énoncé plus proche du lemme de
perturbation pour les flots :

LEMME 5.3.1. — Soient X € CV de flot associé noté (p:), V un voisinage de X
dans CV en topologie C', A > 0 et g1 > 0. Soit Cy l’ensemble des points périodiques
de (1) de période inférieure ou égale & A et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M \ Cy. Il existe alors une fonction continue § : K — R, dominée
par z — inf{1,7,} et Ay € 10, \[ tels que

(i) @,([0, 1] x Is(py(p)) C Be, (p) et @, est une submersion sur cet ensemble pour

toutp € K ;

et un nombre € > 0 tels que : quels que soient

pe K, p' € s,y (p) et v € Wsy— (D),

il eziste Y € V (de flot associé noté (1)) tel que :
(1) Supp(X —Y) C @5([0, \1] x Iy (p';p)) 5
(i) ¥r, (p') = ®p(A1,p' +ev).
Démonstration du lemme 5.3.1. — 11 s’agit en fait d’un simple corollaire de la pro-

position 5.1.4. En effet, étant donnés X, A, €; et K comme dans les hypothése du
lemme 5.3.1, on peut choisir n tel que ’ensemble

K, ={z € M |d(x,K) <n}\ s

est relativement compact ; on peut alors trouver A1, é et € vérifiant les conclusions de
la proposition 5.1.4. Réappliquons ensuite cette proposition & X, A;/2, &1 et K. On
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trouve &' < g, 8 < 6 et Ay < X vérifiant les conclusions de la proposition 5.1.4. On
peut alors trouver ¢; : K — R’ majorée par d; telle que :

Vpe K, Ils,,»)(p) C Ky
et Vpe K,Vp' € 1ls,)(p), Vr €]0,01(p)], il existe t € ]0, A1 /2[ tel que

e ([0 /\_21] x I (eep)) C €([0, 1] x 1L (p"; )

ot {p"} = {pep | t € [-A1/2,A1/2]} N 115, () (P)-
Alors, €', \; et 61 sont les fonctions qui vérifient les conclusions du lemme précédent.
O

Le lemme que nous venons d’obtenir présente quand méme une petite différence
avec la proposition 5.1.3 : on ne supposait pas dans I’énoncé de la proposition 5.1.3
que K était inclus dans K \ C pour un certain A > 0. Or, dans la démonstration du
«closing lemma» donnée dans le cas des flots, on a tout d’abord supposé que p n’est
pas périodique. Il existe donc A > 0 et r > 0 tel que :

Vz € Br(p), Vt € ]0, A, pe(z) # z.

Et on n’utilise dans la démonstration du «closing lemma» donnée dans le cas des
flots le lemme de perturbation qu’en des points qui sont sur Porbite de tels = (les
z;). C’est pourquoi on peut ne se contenter que de I’énoncé du lemme précédent pour
démontrer le «closing lemma» dans le cas des champs de vecteurs sans homologie.

NOTE. — Le lecteur intéressé par le détail de cette démonstration peut lire la dé-
monstration qui va suivre, concernant les champs de vecteurs symplectiques, analogue
a4 celle que nous omettons ici.

a

Démonstration du «closing lemma» pour les champs de vecteurs symplectiques

Considérons comme dans 1’énoncé du « closing lemma» (4 la section 2.1), X € CV,
de pseudo-hamiltonien H et de flot (¢:), p € M(X), ¢ € w(p), U un voisinage de X
dans C'V, en topologie C* et £ > 0. Remarquons que si p est un point périodique de
@, I’énoncé du «closing lemmay est, comme dans le cas des difféomorphismes, une
trivialité. On supposera donc que p n’est pas périodique. Quitte & diminuer € on peut
supposer que B, (q) est relativement compacte.

(a) T existe alors un voisinage V de X (en topologie C' toujours), tel que si Xj,
..., X, sont un nombre quelconque de perturbations de X dans V telles que les
support des X; — X sont deux & deux disjoints et inclus dans B.(q), alors le champ
de vecteurs Y = X + > (X; — X) est dans U. Plutét que d’utiliser telle quelle
la proposition 5.1.5, nous allons donner un énoncé qui s’en déduit qui ressemble
plus a I’énoncé concernant les flots :
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LEMME 5.3.2. — Soit X € CV, de flot associé noté (p:) et de pseudo-hamiltonien
H,V un voisinage de X dans C'V en topologie C*, A > 0 ete; > 0. Soit C), ensemble
des points périodiques de (p¢) de période inférieure ou égale @ \ et K un ensemble
relativement compact de M inclus dans M \ Cy. Il eziste alors une fonction continue
0 : K — R, dominée par x — inf{1,7.} et Ay € ]0, [ tels que :
(0) ®,([0, \1] x 5,)(p)) C Be, (p) et @, est une submersion sur cet ensemble
pour tout p € K ;
et un nombre € > 0 tels que : quels que soient

pe K, p' €Il (p) et v e Iy (p) NH ' (H (D)),

il existe Y € V (de flot associé noté (1)) tel que :
(i) Supp(X —Y) C @,([0, 1] x Iy (p50)) 5
(i1) 2 (0') = B, (01,7 +e0).
(étant entendu qu’on fait Uaddition dans s (p) NH ' (H(p')))

Démonstration du lemme 5.8.2. — La démonstration est en fait une copie de la dé-
monstration du lemme 5.3.1, donc nous ne la ferons pas ici. O

(b) Notons C) ’ensemble des points périodiques de (¢;) de période inférieure ou égale
a A et appliquons & ’ensemble relativement compact B:(g) \ C» le lemme 5.3.2
(pour un A choisi arbitrairement).

Il existe alors A\; € ]0,A[ et une fonction continue 6 : B:(¢q) \ Cx — RZ,

dominée par  — inf{1,r,} tels que :

(0) @,([0, \1] x5y (y)) C Be/2(y) pour tout y € B (g)\Ch et sur cet ensemble

®,, est une submersion ;

et un nombre g € ]0,£[> 0 tels que : quels que soient z € B, (q)\Ch, y € 5, (z)
et v € s(a)— |y (®)NH ' (H(y)) (on se ramene toujours & travailler dans R4™ M),
il existe une perturbation Y € V de X telle que :

(i) Supp(Y — X) C ([0, \1] x ILjy (y;2)) 5

(11) 1/))\1 (y) = <I>w()\1,y + 501)).

(c) Appliquons alors & X, p, q, € et £9/2 la proposition 5.2.3 (on prendra avec les
mémes notations que cette proposition W = II,.(p), ce qui est possible si on

prend r assez petit). Elle donne ’existence de r > 0, p > 1 et to, ..., t, tels que
0<ty<ty---<tyet tels que:ViE {0,...,a—1},ti+1 —t; > A et
(1) P : [O,ta + /\1] X H2pr(p) — M

tz) — @)
est une submersion telle que :
(i) Yt €[0,ta + A1), Vp' € 11 (p), @e(ILor (p)) C Beja(ioep') s
(ii) Vie {0,...,a}, Vp' € II.(p),
®([0, \] x e (01, 0";01,p)) C Be(q) 5
(2) si p' € II.(p) et =, prz € Ix{p';p) N H Y (H(p')) pour un ¥ € ]0,7] et
T > 0, alors il existe 77 et T tels que 0 < 17 < Tp < T et tels que
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o1, pz € I=(p';p) et une suite zg,...,2, de points de M tels que :

(1) 20 = P(¢;p;t0)(p1:2), 2a = P(p;pita)(priz) €t
Vie{l,...,a—1},2; € Or(enp's0e0) N H T (H®));
(i) Vi€ {0,...,a— 1},

d(Zi,P(QO,p, )OP(QOapy H—l) (Zi-i-l))

S €0 lnf{ T1+tin<ft<T2 {d(zi) cpt:L')}, d(zi, 6(Hﬂ?((ptip §<Ptip)))}-

1€l pm(pr; P390, P)

(d) Notons alors :

70 _1nf{7', mf {r/ sup {HD (93 p;ts) o P53 tig1)) “}}}
= ZEHpr(<Pt P)

Supposons donc que z, prz € U=(p')NH*(H(p')) pour p' € IL,.(p), T € ]0,7¢]
et T > 0. Par (c)(2), il existe T} et T tels que 0 < 77 < T» < T et tels que
o1, o1,z € Il#(p') et une suite 2o,...,2, de points de M tels que :

(i) 20 = P(¢;p;t0) (01, 2), 20 = P(p;p;ta)(pry ) et

Vie{l,...,a—1}, z; € Dw(pyp'; 0r,p) NH T (H(P));
(i) Vie {0,...,a -1},

d(ziaP((p7p7 )OP(§07p7 z+1) (Zi+1)

<¢gg inf{ +ta<t<T {d(zi, o)}, d(2i, (H,,;(cpt,-p';@tip)))}‘
<Pt$€Hpr(<Pt P3¢, p)

(e) Par (d)(i) et (c)(1), z; € Hr(pe,p'; 01,p) C Be(q). Par (b), Vi € [0, —1], il existe
un champ de vecteurs Y; € V de flot associé (¢) tel que :
(i) Supp(Yi X) C @ [0 )‘1] X 1_Id(z,, P(¢;p;ti)oP(e;pitiz1) " (zix1))) /€0 (zi§‘Ptip) 5
(ll) ’L/]i)\l (Zi) = <Pt p()‘la(P(Qovp) )OP(tp b; z+1) l(zi-i-l))
Or, (d)(i) nous dit que z; € ILz(p:,p'; @1, p) et (d)(ii) dit que :
1
gd(zi,P(go,p, i) © P(p;pytiy1) " 2iq1) < d(zi, 0w (02,05 010)))-
Aussi, on en déduit que :
Hél? d(z:,P(p;piti)o P(@;ipitit1) "1 zit1) (255 p1:p) C HPF(wtipl; ¢t:p)
aussi :
Supp( — ¥:) C #([0, 1] x y(pe.p's 01:P))
or, par (c)(1), ® étant une submersion et comme ¢; + Ay < t;41, les

([0, \] % Iz (e, 0’5 01, p))
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sont deux a deux disjoints si on a choisi r assez petit et donc les Supp(¢ — 1/11)
sont aussi deux & deux disjoints.
De plus, le (c)(1)(i) dit que ®([0, A] x = (¢, p'; p1.p)) C B:(g) donc :
Supp(¢ — vi) C B:(q)-

Donc chaque #; est un élément de V tel que le support de d)z — ¢ est dans
B.(g) et les 1; — ¢ sont & support deux a deux disjoints. On sait alors par (a) que
le flot 1 tel que ¢ = ¢ + (i — @) est dans U.

On veut alors calculer 'orbite de @1,z sous .
Pour cela, rappelons que par (d)(ii), 'intersection de
H% d(z:, P(g;piti)oP(wipitit1) ™1 zig1) (24 @1.p)

et de
{oix | Ty +to <t <Ts et prx € Mm(ps,p's 01,0)}
est vide; on en déduit immeédiatement que l'intersection de :
@00, p ([0, M] X TLL a(z,, Ploipit)o Ploipitess) 1 2e41) (%35 P1:P))
et de
{pez | Tt +ta + M <t <Tp}

est vide.

Soit alors u € Ty + ta,T1 + to + Ai[; alors, on sait que oz € ILz(p';p).
Donc puz € ®(Jta,ta + A1] X Hym(p';p)); or, on a vu en (c)(1) que ® est une
submersion (donc injective) de [0,tq + A1] % II,.(p'; p) dans M, donc forcément
ou(x) ¢ ®([0,t.] x IIz(p'; p)) et donc & condition d’avoir choisi r assez petit :

Vi€ {0,...,a—1}, puz ¢ ([0, 1] x ILz(r,p'; 01.p))

donc a fortiori :
Vie{0,...,a—1},
eut & B([0, M] X ILL aiz, Ploipiti o P(pimitiss) = zgn) (265 PD)
aussi : Vi € {0,...,a — 1}, puz ¢ Supp(t); — ¢). Finalement :

{oex | Th +ta <t <Ta} NSupp(¥y; —¢) = 2

On aalors: Vt € [0, 7(to, o1, 2) = uo), Yi(@T,@) = @y +¢ puisque les Supp(h; —)
ne rencontrent pas cette orbite (toujours grace & argument suivant lequel ® est
une submersion donc injective). En particulier : ¢, (¢1,2) = 2.

De plus :

Vr(to,pry2)+3 (PTE) = 0, (P(05 13 t0) © P05 p3t1) ' 21)
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par le (e)(ii) d’ou si on pose
ur = 7(to, 1, @) + A+ T(t1; P(spst1) " 21) — 7(to; Pwspitn) "' 21)
alors :
Vi€ ]T(t07 (PTz'T) + ﬁ(‘ptop)a u1[7 wi(szx) = Pt—uy (zl)
on a: Y(pr®) = Yi—u, (21) (en particulier ¥, (pr,z) = 21).
De méme : Yu; +3, (P1,%) = ¢, (P05 pt1) 0 Pps pyt2) ' 22) par le (e)(ii) d’ou
en posant
ug =u1 + A1 + 7(bo; P93 p3t2) " 22) — 7(t1; P93 p312) ' 22),
on a: pour t € Juy + A1, uz[, Yr(p1%) = Pr—u, (22) jusqu’a
Yuo (P12T) = 2a = P(0;95t0) P11 T = Pr(tasor, o) +T1 T
En utilisant ensuite (C), on conclut que :
Vte ]umT? —T1 +ua — T(ta; YTy .'L‘)], d)t(SDsz) = Pt Ty —ua+7(tasor )T
donc en particulier :
wT2+ua—T1~T(ta;cpT1z)((PTz'T) = P71
On a donc ainsi obtenu toutes les conclusions du «closing lemma» (on voit fa-
cilement que 7(t;, P(p;p;t;)~12;) est proche de t;, ce qui permet de trouver ef-

fectivement f proche de I'identité en topologie C!) sauf le (iii), qui, lui, vient
simplement du fait que par (c)(1)(i) :

Vie [Oata + )\1]7 ¢t(QDT2x) € Wf(t)(npr(p)) - Bs/2(§0f(t)p)
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CHAPITRE 6

DEMONSTRATION DES RESULTATS INTERMEDIAIRES

6.1. Démonstration des résultats perturbatifs de 5.1
Nous rappellerons les énoncés que nous allons démontrer.

PROPOSITION 5.1.1. — Soient U un voisinage de Id dans D en topologie C* et K
un compact de M. Alors il existe ¢ > 0 tel que quel que soit p € K et v € By, il existe
une perturbation g € U de Uidentité telle que :

(i) Suppg C By (p) ;
(it) g(p) =p+ev.

Démonstration. — Remarquons avant toute chose que si on montre qu’il existe R > 0
tel qu’on obtienne le résultat pour tout v € Br(0) ot 0 < R < 1, on aura le résultat
cherché pour tout v € B1(0) en changeant £ en eR.

Cas des difféomorphismes quelconques. — Comme K est compact, on peut le recou-
vrir par un nombre fini d’ouverts (U;)1<i<i, d’adhérence compacte tels qu’il existe
d’autres ouverts (V;)1<i<i, vérifiant :

Vie{l,...,i}, U;CV;

chaque V; se plongeant par f; dans R", ce qui nous permet de raisonner dans R4mM
Si maintenant on montre le résultat cherché pour chaque compact K; = f,-(Ui) de
R™ muni de sa métrique riemannienne usuelle, on aura le résultat pour toute autre
métrique riemannienne (mais le €; changera) car de telles métriques sont équivalentes
sur un compact, puis en prenant l'infimum de ces g;, on aura le résultat sur K.
Travaillons donc dans un tel espace R"™.

On considére une application de classe C*® v : R — [0,1] qui vaut 1 en 0 et 0 en
dehors de [—1,1]. On pose alors pour (z,zo) € (R™)? et v € B1(0) :

ll& — o
Gev,20(7) = T + £y (P 0.
[[vll

Alors

® Supp ge,v,20 C By (®0);
® 9o v,zo(T0) = To +EV;
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® |19e,v,00 — Idllcy < sup{ellyllco =&, 2¢[17'llco} puisque
Iz = 2ol (& —0) -
2 2

o]l llll

Aussi, si € est choisi assez petit (uniformément en v, o), ge vz, €St aussi proche
en topologie C! de Id qu’on le veut, et on obtient le résultat cherché.

Dge p.20(z) - u = u+ 2e7'(

Cas des difféeomorphismes symplectiques. — L’ensemble K, étant un compact de M,
est recouvert par un nombre fini d’ouverts U,, difféomorphes & une boule ouverte B,
de R¥™M par un diffeomorphisme symplectique ®,, : U, — B, telles que si B,
désigne la boule homothétique de B,, par I'homothétie de centre le centre de la boule
et de rapport 1/2, les U!, = ®,1(B!)) recouvrent M. Le fait qu'on puisse choisir les
®,, symplectiques vient du lemme de Darboux, démontré par exemple dans [8].

Or, pour obtenir le résultat voulu, il suffit de le démontrer pour chaque K,, = ELOK ,
puis de prendre comme ¢ cherché 'infimum de ceux trouvés pour les différents K.
Nous nous sommes donc ramenés a démontrer le résultat cherché pour un compact
contenu dans une carte symplectique.

1l suffit alors de démontrer le résultat dans RY™M muni de sa métrique rieman-
nienne standard, car on en déduira sur chaque compact le résultat pour une métrique
riemannienne quelconque (pour des ¢ différents) puisque de telles métriques sont équi-
valentes sur un compact, puis on se rameénera & M 3 l’aide des cartes.

Fixons des coordonnées symplectiques (g, p) de R4™ M Un difféeomorphisme local
proche de l'identité s’exprime toujours & 1’aide d’une fonction génératrice (nous ne
nous étendrons pas sur la notion de fonction génératrice ; le lecteur peut consulter [3]
pour en savoir plus sur le sujet). C’est pourquoi nous allons construire g & ’aide d’une
fonction génératrice.

On notera J la matrice de la forme symplectique usuelle Q de RY™M dans la base
canonique de RE™M ¢ J(fl’) = (_pq). Si«y : R — [—1,1] est une fonction de classe
C® qui vaut 1 en 0 et 0 en dehors de [—1, 1], on définit

ll& — @
lloll®
C’est pour € assez petit la fonction génératrice associée au difféomorphisme symplec-

tique ge vz, de R4™M défini par ge .2, ((¢,p)) = (Q, P) ou

() = () G a )

_ (q) t 2y (HP—PolF +lla - QO||2> (g — g0, P — po),v) (P—Po)

Se,0,20 () = €7( )z — 20, v)

2 3
P lloll llll 7= 9

P—P 2 _ 2
m(n bl +lla = al ) ()
el v
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ot (v1,v2) sont les coordonnées de v. Alors,

® en o, on obtient ge .y 2,(%0) = zo +£v;

® ||9c,0,20 — Id||cn < sup{2e||Y'|| + € |lvll, 8 [|v"]| + & ||¥'||} comme le montre un
calcul de différentielles;

e Q =qet P=pdes que |[P|* +|lg|* > ||v|l*, c-a-d [Ipll* + llglI* > I|v]|*, donc
Supp ge,v,20 C Bjv)(0)-

Aussi, si € est choisi assez petit (uniformément en v, %o), ge vz, €St aussi proche
en topologie C! de Id qu’on le veut, et on obtient le résultat cherché.

Cas des difféomorphismes préservant le volume. — Par un raisonnement analogue a
celui que nous avions fait dans le cas symplectique, on montre qu’on peut se ramener &
travailler dans R4™M Tci, on n’utilise plus le lemme de Darboux, mais son analogue
pour les flots qui préservent le volume, démontré dans [7].

L’idée est d’utiliser ce que nous avons fait pour les difféomorphismes symplectiques.

(1) soit M est de dimension paire. Dans ce cas, on utilise directement le difféomor-
phisme g. .z, construit dans le cas symplectique, et on conclut pareillement ;

(2) soit M est de dimension impaire. Avec les hypothéses de I’énoncé, on choisit
w € RYI™M non nul et orthogonal 4 v (il existe car M est de dimension supérieure
ou égale & 2) et on note H son orthogonal. Avec les mémes notations que dans
la démonstration du cas symplectique, on pose alors si ¢ = ¢ + ' € RI™M o
o€ Rwetz' € H:

9(®) = 20+ Ger(flzo 12/ 0]12) 020 (')

On vérifie aisément que si € est petit, g vérifie le lemme, et il est facile de voir
que € est indépendant de v.

0
Démontrons maintenant la proposition 5.1.3, dont nous rappelons ’énoncé.

PROPOSITION 5.1.3. — Soit ¢ € F, V un voisinage de ¢ dans F en topologie C* et
€1 > 0. Soit C Uensemble des points fizes de ¢ et K un ensemble relativement compact
de M inclus dans M\ C. Il existe alors une fonction continue 3 : K — R, dominée
par z — inf{r,/ || X (x)||,1} telle que

(0) ®,([0, 8(p)] x Mgy x| (@) C Be,(p) et @, est une submersion sur cet en-
semble pour tout p € K ;
et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K, p' € gy xp)(p) et
v E Hﬂ(p)”X(p)”_”!,l”(p), il existe Y € V tel que :
(i) Supp (¢ — ) C 2,([0, B(p)] x I (P';P)) ;
(%) ) () = 2(B(p), P’ + €v).
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Démonstration. — Comme dans le cas des difféomorphismes, on peut se ramener &
travailler dans R4™ M Posons pour tout p € K :

. €
a(p) = inf{ry, X @I, 5,1}
(cette fonction est continue et ne s’annule pas sur K) et définissons :
(i)P : [O,Q(p)] X Ha(p) (p) — M
(t2) — pa/ix iy ()
Alors,

D&, (t,z)(8t, 6z) = ”X( i Peixem @)+ Deix e () - 0.

Comme K est compact, pour tout &' > 0, on peut choisir 3 € ]0,1] tel que :
Vpe K, V(u,z)€[0,0] x o) (p), [1Dpulz) —1d|| <&’
et tel que :
Vpe K, V(u,x)€l0,0] xIyyp)(p), dlpu(z),p) <e1
donc tel que :
VpEK, V() €0,8a)] x Mo (®), | Do/ 1x (@) —1dff <&’

et tel que :
(*) Vpe K, 2,((0,5a(p)] x Hagy(p)) C Be, (p)

De plus, quitte & changer la définition de r, donnée en 2.1, on peut supposer que pour
chaque p € K :

zell,(p) = (A-)IIXPI<IX@ <A+ IXD)
pour un tel couple (t,z) € [0, Ba(p)] x I, (p), on a en particulier :

1 _ X(x)
TG Coron )] = [P s o)y | < 0
On pose alors ((p) = Ba(p). On a alors : sur [0, ((p)] x Uy (p), &, est ¢'-proche en

topologie C! de lapplication (¢,q) — ¢+ tX(p)/ || X (p)]], ce resultat étant uniforme
enp€ K.

Aussi, pour faire une perturbation de (¢;) petite en topologie C' & support dans
&,([0,¢(p)] x My (py (p)), il suffit de faire une perturbation petite en topologie C!
de q;t = ‘i>; Loy o <i’p quand cette quantité est définie, ot par définition de <i>p
$e(u,x) = (u+t[| X (D), 2).

On considére alors deux fonctions de classe C* de R :

v :R —[0,1] qui vaut 1 en 0 et 0 en dehors de [—1,1];

7 : R —[0,1] qui vaut 0 sur | — 00,0] et 1 sur {1, +oo[.
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On définit alors pour p’ € I¢,)(p) et v € M¢p)—yp(p) le difféomorphisme local
he v de [0,¢(p)] X H¢(py (p) dans lui-méme par :

_ llg - »'|I*
thﬂf—Uﬂ+€M«mVﬂ ol Jv)
On définit alors le flot (¢;) de M par :

(1) 4 coincide avec ¢ hors de

&,([0,¢(0)] x Wy (15 0)) = @5([0, B(p)] * My (5 p))
ou on pose B(p) = ¢(p)/ IX(P)Il;
(2) dans @,([0, B(p)] x Iy, (p";p)) et quand cela a un sens :
&, oty 0 By(u,q) = heyo(hzy(u,q) + X (D), 0))
Alors :

e (3¢) est bien un flot a I'intérieur de ®,([0, 3(p)] x ITjj,(p; p)) car il est conjugué
au flot (¢, (u,q)) — ([ X (P)I| + u,q);

e le champ de vecteurs 9 coincide sur 9(® ([0, B(p)] x I}y ("; p))) avec ¢, et lui
est méme C'*°-tangent ;

* Vs (p) = 2p(B(p), P’ +€0);

e de plus, h., est proche en topologie C! de I'identité et || X|| est borné sur K
donc (¢;) est bien proche en topologie C! de (¢) :

(e ""”2>v>” <e:

e u(t,0) — (1)l = <0’€"(<<p> ol

]]ﬁhs,vu,q) - (1,0)” = loen¢ el ;

llg = p'll
3t ) )(ﬂls

() ol

g =P (=9 | dg)v
@ e T e )
<2l ;

“(a%hs,u(t,q)aq - (o,aq>H — (10, 2en(

e d’autre part, par (x) :

@,((0, B(0)] x Wamyx i () = 25([0,¢(p)] x () () C Be, (p)
a

La démonstration du lemme de perturbation pour les flots que nous venons de
donner est due & Mai (cf. [5]). Son intérét est que, pour construire le flot perturbé, on
fait a I'intérieur de la boite de flot une conjugaison du flot non perturbé (puis on recolle
de facon réguliére au flot non perturbé le long de la frontiére de la boite de flot). Ainsi,
si le flot initial préserve une certaine structure, et si on impose au difféomorphisme
conjuguant de préserver cette structure, on obtiendra un flot perturbé qui préserve
encore la structure. C. Pugh et C. Robinson procédaient autrement dans [4] : ils ne
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traitaient que le cas des flots quelconques, faisant des moyennes barycentriques de
flots & 'intérieur de la boite de flot. Mais, ainsi qu’eux-mémes le remarquaient, ils ne
pouvaient ainsi traiter le cas des flots préservant une structure.

On a bien entendu aussitot ’idée d’énoncer un lemme de perturbation pour les
flots préservant le volume ou les flots symplectiques.

Déja, nous avions remarqué en section 5.2 4 ’aide d’un exemple di & Michel Herman
qu’on ne peut pas faire n’importe quelle perturbation & support «petit» d’un flot
symplectique. : il faut fixer une classe de cohomologie (on doit perturber dans une
surface d’énergie locale). Mais méme si on ne s’autorise que de telles perturbations
ou si on se limite au cas des flots préservant le volume, on est confronté au probléme
suivant :

dans une boite de flot &, (mémes notations que précédemment) qui a donc méme
régularité que (y), disons de classe C*, pour faire une perturbation préservant la
structure analogue 3 celle faite dans le cas des flots quelconques on a besoin de ramener
la forme considérée a la forme volume ou symplectique standard sur R4™M

Considérons par exemple le cas des formes volume. Soit V' la forme volume et j :
II(p) — M Vlinjection canonique; alors, si 3, désigne le produit intérieur avec le
champ de vecteurs ¢, on a : 7V = dt A j*i;V. Or, j%i,V est une forme volume de
classe C*~1. Pour construire g. , préservant le volume dans II(p), on a maintenant
besoin de se ramener 4 la forme volume standard de R¥™M~1 ce que d’aprés [7] on
ne sait faire qu’a l’aide d’un difféomorphisme de classe C*~1, qui ne peut donc pas
servir & construire un difféomorphisme de classe C*.

Un résultat de perturbation locale des flots préservant le volume n’est donc en-
visageable que pour les flots de classe C°, qui correspondent aussi aux champs de
vecteurs de classe C*° préservant le volume. Comme nous allons traiter plus loin le
cas des champs de vecteurs de classe C* préservant le volume qui contient donc le cas
des flots de classe C'™ préservant le volume, nous n’avons pas jugé utile de donner un
énoncé dans ce cas.

L’énoncé que nous avions donné dans le cas des champs de vecteurs sans homologie
est le suivant :

PROPOSITION 5.1.4. — Soit X € CV de flot associé noté (1), V un voisinage de X
dans CV en topologie C*, X > 0 et &1 > 0. Soit Cy l’ensemble des points périodiques
de (y1) de période inférieure ou égale a A et K un ensemble relativement compact de
M inclus dans M \ Cy. Il existe alors une fonction continue § : K — R, dominée
par x —> inf{1,7,} et Ay € ]0, A[ tels que :

(0) ®,([0, M\1] x sy (p)) C Be,(p) et ®, est une submersion sur cet ensemble pour

toutp € K ;

et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K et v € Ils() (p), il existeY € V
(de flot associé noté (1;)) tel que :

(i) Supp (X —Y) C @,([0, \1] x ITj (p)) ;
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(”) w>q (p) = q’P()‘lap + EU).

Démonstration. — Avant de commencer la démonstration, soulignons-en les difficul-
tés :

— remarquons tout d’abord que le cas des champs de vecteurs est différent de celui
des flots : un flot de classe C* (k > 1) n’est pas forcément le flot associé 4 un
champ de vecteurs de classe C* (mais de classe C*~! a priori), et le flot associé
3 un champ de vecteurs de classe C* n’est pas forcément de classe C**! (mais
de classe C*);

— remarquons aussi qu’on ne va pas pouvoir, comme dans le cas des flots, raisonner
dans les coordonnées définies par une boite de flot. En effet, si X est un champ
de vecteurs de classe C*, le flot associé est de classe C* et donc la boite de
flot associée de classe C*. On ne peut donc pas construire dans les coordonnées
définies & ’aide de cette boite de flot un champ de vecteurs de classe C* (mais
juste de classe C*1).

Cas des champs de vecteurs quelcongues. — On garde la méme définition pour <i>p
et B(p) que dans le cas des flots. Comme K est compact, on peut trouver A\, € |0, \[
tel que :

Vte [07)‘1]7 Vp € 77 Ytp € BEl (p)
et 6, : K — R continue, dominée par x — inf{1,r,, 8(x) || X (z)||} telle que :
Vp € K7 Vte [O,)‘l]) VQ S Hél(p)(p)7 ©Ytq € BEl (p)

De plus, comme dans la démonstration de la proposition 5.1.3 (cas des flots), on se
raméne & travailler dans R¥™M (ce qui permettra de prendre des barycentres de
points).

Comme X = J¢p;/0t est de classe C*, il existe une carte :

Fy o [0, M X)) x s,y (0) — M
(t,z) — Fy(t,z)
de classe C**1 telle que :
A
V(t,q) € {71 I X (p)|I} x ILs, () (p) U [0, A1 [[ X (P)II] x {p},
Fo(t,q) = @,(t,0) = oie/1x ) (@)

Quitte & choisir ﬁ'p assez proche de ép, on peut supposer que :

Vr e 0,50 F([0, A IX DI X Tyrya(p)) € 3,00, M I X)) x T (p))

Y44 ot I .|
et que, comme c’était le cas pour @, : ' E,

et ' Et H sont uniformément bornées
Cl Cl

pour p € K (voir la démonstration de la proposition 5.1.3 pour le résultat concernant
$,).
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v et n désignant les mémes fonctions que dans la démonstration de la proposi-
tion 5.1.3, on définit pour € < 1 et {|v|| < 81 (p) :

Hq—pl|2)_v

Vg €lls, ;) (), 9e,0(q) =q+ex( ol
puis on pose :

2t

V(t,q) € [0, \1] x IIs, () (D),  ¥e(q) = (1 — "(%))‘Pt(Q) + n(/\—l)cpt(ge,v(q))-

Considérons alors I'application :

Gp [0, XP)] % s,y (p) — M
(t, @) = Yy x (o)1 (Q)

Sa différentielle est :
.60 — (=05 )P @
04 1 A X ()| Pt/ X (p)ING

2
* "(Wt(p)n)D%/nX(p)n (gs,v(q))Dge,v(q)> 8q

2, 2

+ W HX(p)Hn (/\1 ||X(p)”)(90t/||x(p)|| (9w (@) — e/ x ()] (q))5t

_ 2t X (ee/1xw)11(9) 2t X(eyix@i(9e0(9)))
+(“ "R IxXel T NIXeD T X )‘”

Or, g.. est e-proche de I'identité en topologie C? et ¢ ||v||-proche de I’identité en
topologie C°. Aussi, quitte & choisir ¢ assez petit (uniformément en p) et ||v|| assez
petit (disons ||v|| < d2(p) < d1(p), de maniére & ce que

|02 /1x 11 (92,0 (@) = ep1x )1 @]
X @)

soit, petit), ép est proche de ﬁ’p en topologie C*.
F,

Or, on a vu que i

et lle_1H , sont uniformément bornés; on peut donc
ct c ~

choisir ¢ uniformément de maniére & ce que les GG, soient des difféomorphismes. On
peut aussi bien entendu s’arranger pour que pour tout r € ]0,d2(p)] :

&y(10, 2Oy, )  fy(t0, 2N, )

C &,(([0, M1 1X (P)II) x IL.(p))

Ceci permet de définir un flot (1;) dans G, ([0, M1 | X (9)]] /2] x s, (p) (p)) de champ
de vecteurs associé noté Y. Il vérifie :

(1) ¥r,72(P) = ©r,/2(gew(P)) = @, j2(p + €0) 5
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(2) Vq € Ils, () (p),

Y (@) = (1 =1 )X (@) + 150X (000 ge(a)
20 v 0 ge(a) — 000);
1 1

si v est choisi assez petit (d’une maniére qui dépend de p), g, est proche en
topologie C° de l'identité, donc Y o ¢, restreint a {0} x I5¢p) (p) est proche en
topologie C° de X o ¢, restreint a {0} x sy (p) (il suffit de choisir d2(p) assez
petit pour que 1'(2t/A1)(pt © ge,o(q) — ¢tq) soit assez petit sur {0} x ILs,(,)(p))-
Comme ¢y = X o ¢, et ¥, =Y o1y, cela implique que (¢t)te[0,1,] st proche en
topologie C° de (¥t)1e0,2,) et donc finalement que Y est proche en topologie Cc°
de X ; de plus,

Du(0,2)(0,62) = (1= 1(5-)Du(0,)(0,52) + 1(3)D(0,2)(0, Dy u69)

est proche en topologie C° de D¢ (0,z)(0,dz) ; ceci, joint au résultat précédent,
permet de conclure que (¢;) est proche en topologie C de ().
Calculons alors :

Y (1:(0, ) (D¢ (0, q)dq + 6tY (¢:(0,q9))) =
2t

(1- n(/\—l))DX(cpt(O, 0))(De:(0,q)dq + 6t X (04(0,9))
+ n(i—f)DX((Pt (07 gs,vq))(D(pt (07 gs,vQ)Dgs,v(Q)&] + 5tX(g0t(0,5,u Q))
N Ai I(%)(wt 0 ge,0(9)) — X (e(9)))dt
1 1
+ %n”(i—f)(«pt 0 ge,u(q) — ¢1q)0t

2

2 E) (D1 (92,0(0)) D () ~ Dipra)
1 1

Donc si € est assez petit (indépendamment de p) et ||v]| < d2(p), Y est proche de
X en topologie C*.
(3) Le support de Y — X est alors inclus dans :

adbd )l IXONy s 11,0 00) € £y (10, 22 ”f( My 101200

2,([0, A1 [ X (P)II] % Moy (p))

De plus, Y est C*-tangent & X le long de la frontiére de

GP([O’

Gp([0, M X (p)”] x ) (),
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donc on peut prolonger Y en un champ de classe C* coincidant avec X hors de
[0, A1 [|X (p)|I] % ILs,(p) (p). Ce champ de vecteurs satisfait & toutes les propriétés
énoncées dans le lemme pour § = §2/2.

Cas des champs de vecteurs préservant le volume. — On ne peut pas faire comme
dans le cas précédent des moyennes barycentriques de flots, car les flots ainsi ob-
tenus n’ont aucune raison de préserver le volume. C’est pourquoi nous adoptons la
démonstration de C. Pugh et C. Robinson. On définit §(p) et A\ comme dans le cas
des champs de vecteurs quelconques et donc on se raméne encore & travailler dans
RY™M . pour cela, on recouvre K 4 1’aide d’un nombre fini de cartes, telles que pour
chaque p € K T'une de ces cartes le contenant dans laquelle on note les coordonnées
(T1,...,Tm) est telle que la courbe (pip)icio,x,] €St transverse au feuilletage par les
hyperplans {z; = C*}, et méme uniformément transverse en ce sens que pour la
métrique riemannienne, I'angle entre (¢:p)icfo,x,] €t {1 = C**} est uniformément
minoré par une constante non nulle.

Soit p € K. Pour e < 1 et v € {0} x R™! (on travaille dans la carte décrite
précédemment), on définit le chemin :

Ten(t) = (1= (3 Dele) + n(%wp +ev)

oun: R—[0,1] vaut 0 sur | — 00, 3/8] et 1 sur [5/8, +o0].

Ecrivant f = 0,,(g) si f et ses n dérivées premiéres sont des o(g) quand ¢ ||v|| tend
vers 0 et f = O,(g) si f et ses n dérivées premiéres sont des O(g) quand € ||v|| tend
vers 0, on voit alors aisément que :

(1) Ye,0(t)—1(p) est un 02(1) (en d’autres termes, cette fonction, sa dérivée premiére
et sa dérivée seconde tendent uniformément vers 0 quand ¢ ||v|| tend vers 0
puisque t et p parcourent des compacts) et un O;(e||v]|) uniformément en ¢ et
b;

(ii) aussi, ¥e,u(t) = X 0 Ye,0(t) = Ye,u(t) — X 0 0t(p) + X 0 p¢(p) — X 0 7¢,0(¢) est un
01(1) et un Op(e ||v]]).

A condition de choisir € ||v|| assez petit, la courbe . , est transverse au feuilletage
par les hyperplans {z; = C*}, comme Pétait la courbe (@:p)ico,x,)- Construisons
une nouvelle carte et donc de nouvelles coordonnées zy, ..., 2,. Soit 7 la projection
de R™ sur {0} x R™! identifi¢ & R™! (ot m = dim M). Posons :

o 21 (to,Zo) est la longueur du morceau d’arc de ., joignant (0,0) au « premier »

point de e, dans {(t,z) | t = to}, noté v, ,(t1);

b (22: R Z'm) = ﬂ-((ptomo - Vs,v(tl))'

Comme 7, , (t) — ¢ (0) = O2(1), il est clair que ces cartes sont bornées en topologie
C? uniformément en p quand ¢ ||v]| tend vers 0.

Nous allons alors travailler dans une de ces cartes. Nous noterons X le champ de
vecteurs X lu dans cette carte et @ le flot correspondant. V sera la forme volume

MEMOIRES DE LA SMF 74



6.1. DEMONSTRATION DES RESULTATS PERTURBATIFS DE 5.1 87

lu dans cette carte. On a vu que (1,0) — X(£,0) est un oy(1) et un Og(e|jv||) (ceci
découle de ¥¢, — X 07, est un 01(1) et un Op(e||v||)). Notons alors :

i(l’o)f/ - iX(t,O)V = u(t,0) = Z/j,j(t, 0)dzy A--- A d%j A ANdzy
j=1
(ou le ~ signifie qu’on omet ce terme).

Les p; sont alors des fonctions de classe C* qui sont des 01(1) et des Og(e||v]) et
p; = 0 hors de [1/4,3/4]. De plus, les u; peuvent étre prolongées de maniére C* a
R tout entier de maniére & étre constantes dans les deux intervalles ol elles n’étaient
pas définies a priori.

Soit pour tout j A; la primitive de p;(-,0) s’annulant en 0. Alors, A; est de classe
C*+1 et sur tout intervalle compact, A; est un 02(1) et un O; (g ||v||). Soit alors  :
R — [0,1] une fonction qui vaut 1 sur [-1/2,1/2] et O en dehors de [~1,1] et
Y : R — [0,1] qui vaut 1 sur [1/4,3/4] et 0 en dehors de [0,1]. On définit pour
1<j#i<nvy;par:

(l22ll” + -+ llzm])

2(2) = o wo(i—ll)(Al(zl +22) = Mi(21)) 5
2 P Z 2 Z

vas(z) = (L2 T nll) (2 o) — ot + 200

via(z) = (L2l *“;}“J )y 2 (haen) = s+ 22

v ;j(2)=0 sinon.

Ces fonctions sont de classe C**1, et un rapide calcul nous montre que v;; est un
02(1) et un O1(e||v]]) (on utilise pour ¢a le fait que les A; sont des O1 (e ||v]|) et donc
. 2

si [|lzell < llvll, Aj(21 + 26) — A (21) = Oole [|v]]%)).

Définissons alors la (m — 2)-forme :

I/(Z) = Z Vi j (Z)le A A déinf{i,j} VARERIAY dZAsup{iJ'} A A dZm
i#]

Alors, dv est une (n — 1)-forme de classe C* qui est un O;(1), et on vérifie aisément
que dv(t,0) = j1;(£,0).

Si maintenant on définit le champ de vecteurs Y de classe C* par :

if’-).(‘? = dV,

Y est proche en topologie C' de X, et est C*-tangent a X au bord de la carte, et

le champ de vecteurs Y correspondant sur M (qui se lit Y dans la carte et vaut X
ailleurs) satisfait au lemme de perturbation. O

REMARQUE 6.1.1. — En ce qui concerne les champs de vecteurs quelconques, C. Pugh
et C. Robinson remarquent dans [13] que quand on travaille dans une variété de classe
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C* (ce que nous faisons tout au long de ce travail), on peut approcher en topologie
C* tout champ de vecteurs X de classe C* ayant un point non errant p par un champ
de vecteurs Y de classe C'*° au voisinage de 'orbite de p pour lequel p est toujours un
point non errant. Dans ce cas, on peut directement raisonner dans une boite de flot
sans perdre de régularité. La démonstration que nous avons préférée i cet argument
(qui est elle aussi due & C. Pugh et C. Robinson) a I’avantage d’étre valable sur des
variétés qui ne sont pas de classe C*, mais juste de classe C**1.

Rappelons maintenant ’énoncé concernant les champs de vecteurs symplectiques :

PROPOSITION 5.1.5. — Soit X € CV, un champ de vecteurs de flot associé noté
(pt), V un voisinage de X dans CV en topologie C1, A > 0 et e, > 0. Soit Cy
Uensemble des points périodiques de (¢:) de période inférieure ou égale o X et K un
ensemble relativement compact de M inclus dans M \ Cx. Il existe alors une fonction
continue 6 : K — R, dominée par x — inf{l,7,} et \; €]0, [ tels que :

(0) @,([0,\1] x I (p)) C Be,(p) et @, est une submersion sur cet ensemble pour
toutp e K ;
et un nombre € > 0 tels que : quels que soient p € K et v € Hg(p) (p), il existe Y € V
(de flot associé noté (1)) tel que :
(i) Supp(X =Y) C @,([0, \1] x I, (p)) ;
(1) ¥a, (p) = @p(A1,p+ev).

Démonstration. — Remarquons tout de suite que si dim M = 2, I1%(p) est pour r
assez petit réduit & {p} et dans ce cas la proposition est une trivialité. On supposera
donc que dim M > 4.

On définit §(p) et A\; comme dans le cas des champs de vecteurs quelconques
et donc on se rameéne encore  travailler dans R¥™M . phour cela, on recouvre K
a laide d’un nombre fini de cartes, telles que pour chaque p € K 1'une de ces
cartes contenant p, dans laquelle on note les coordonnées (z1,...,Zy,), est telle que
la courbe (¢(p))¢c(o,,] est uniformément transverse au feuilletage par les hyperplans
{z1 = C*} et telle que le champ de vecteurs z — grad H(z) (pour la métrique rie-
mannienne associée 3 la forme symplectique) est uniformément transverse au feuille-
tage par les hyperplans zo = C*.

Etant donné p € K, choisissons de nouvelles coordonnées yi, ..., ym Ol y; = T;
sauf pour j = 2 : yo = H,. Ces cartes ne sont pas uniformément bornées en p. Par
contre, si on définit :

t.. . t. .
Ve, (t) = (L= n(5))@e(0) + n()@e(ev)
A1 A1
ou ¢ est le flot lu dans cette carte, X le champ de vecteurs lu dans cette carte, @ la

forme symplectique lue dans cette carte et 7 : R — [0,1] vaut 0 sur | — 00,3/8] et 1
sur [5/8,+00], alors :
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(0) y2(7€,v(t)) = y2(¢t(0)) = Hp(p) donc 0 = dy2('76,v(t)) : ;)/E,v(t) = iXd)’.}'e,v(t) (Car
y2 n’est rien d’autre que le hamiltonien lu dans cette carte) ;

(1) Yew(t) — @e(p) est un 02(1) et un Oq(e||v||) uniformément en ¢ et p (en effet, on
fait en (z1,2s,...,2,) un barycentre tel que celui étudié dans le cas des champs
de vecteurs quelconques dont on avait déja vu que c’est un 02(1) et un Oq(e ||v]])
et ensuite on prend l'intersection avec { H, = 0}, qui n’est pas éloigné en topologie
C? de {z2 = C'¢});

(2) aussi, 4,0 () = X 0 7e0(t) = e (t) = X 004(p) + X 0 91(p) — X 07.,0(¢) est un
01(1) et un Og(e||v]])-

Construisons une nouvelle carte et donc de nouvelles coordonnées 21, ..., zy,. Soit

7 la projection de R™ sur {0} x R™~! identifie & R™!. Posons :

o 21(to, o) est la longueur du morceau d’arc de . , joignant (0,0) au « premier »
point de v, dans {(¢,z) | t = to}, noté ve »(t1);

o (22,...,2m) = (P, k0 — Yew(t1)).

Comme 7. ,(t) — @:(0) = O2(1), il est clair que ces cartes sont bornées en topologie

C? uniformément en p quand ¢ ||v|| tend vers 0.

Nous allons alors travailler dans cette carte. Nous noterons X le champ de vecteurs

X lu dans cette carte et ¢ le flot correspondant. @ sera la forme symplectique lue dans

cette carte. Notons alors :

(1,009 — Tg 0@ = #(t,0) = Z,uj(t,o)dz]-.
j=1

Par (0), on a, (ix
écrire :

()@ — B4, ,()@)Ye,v(t) = 0 donc py(t,0) = 0. On peut donc

i1,0@ = g0 = n(t,0) =Y p;(t,0)dz;.
j=2

Les y; sont alors des fonctions de classe C*, et comme (1,0) — X (t,0) est un o;(1) et
un Og (e ||v]]) (ceci découle de (1)), u; est un o1(1) et un Og(e ||v|]). De plus, u; =0
hors de [1/4,3/4] et les p; peuvent étre prolongées de maniére C* & R tout entier
de maniére & étre constante dans les deux intervalles ou elle n’étaient pas définies a
priori.

Soit, pour tout j, A; la primitive de p;(-,0) s’annulant en 0. Alors, A; est de classe
C*+1 et sur tout intervalle compact : A; est un 02(1) et un O;(e||v||) (uniformément
en p). Soit alors v : R — [0, 1] une fonction qui vaut 1 sur [-1/2,1/2] et 0 en dehors
de [-1,1] et 70 : R — [0,1] qui vaut 1 sur [1/4,3/4] et 0 en dehors de [0,1]. On
définit :

(22l + - + llzmll®)
o]

h(z) = ~( Z Ai(z1 + 25) = Ai(21))
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h est alors une fonction de classe C**1 et un rapide calcul nous montre que h(z) est
un 05(1) et un Oq(e||v]|) (on utilise pour ¢a le fait que les A; sont des O1(g||v]]) et
donc si ||zl < ([ll, A<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>