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DECOMPOSITION DES DIFFEOMORPHISMES DU TORE
EN APPLICATIONS DEVIANT LA VERTICALE

Patrice Le Calvez

suivt d’un appendice par
Jean-Marc Gambaudo et Patrice Le Calvez

Résumé. — Tout difféomorphisme F' du tore T? de dimension 2 homotope 2 'identité
s’écrit comme composée de difféomorphismes déviant la verticale alternativement &
droite et & gauche. La donnée d’une telle décomposition et d’un relévement fixé f de
F au plan permet de construire naturellement un champ de vecteurs sur une variété E
diffeomorphe & T2 x R?"~2, ou I'entier 2n, égal au nombre d’applications apparaissant
dans la décomposition, est d’autant plus grand que le difféomorphisme est loin de
I'identité. L’ensemble des singularités de ce champ de vecteurs est en bijection avec
I’ensemble des points fixes de F' qui se relévent en des points fixes de f. L’étude de ce
champ de vecteurs a été initiée dans [L1], principalement dans le cas ot il n’y a pas de
singularité. Nous étudions ici le cas plus général ot apparaissent de telles singularités.
Nous en déduisons des résultats généraux sur les points fixes et les orbites périodiques
des difféomorphismes du tore homotopes & l'identité.

John Franks a démontré qu'un homéomorphisme de ’anneau fermé T x [0, 1] ou de
I’anneau ouvert T* x ]0, 1], qui préserve aire et qui a un point fixe, admet une infinité
d’orbites périodiques. Dans un appendice écrit en collaboration avec J.-M. Gambaudo,
nous donnons une démonstration différente de ce résultat pour les difféomorphismes
de anneau fermé.

Abstract (Decomposition of diffeomorphims of the torus in twist maps)

Every diffeomorphism of the two-dimensional torus T? can be written as a compo-
sition of positive and negative twist maps. If we consider such a decomposition and a
given lift f of F' to the plane, we can construct naturally a vector field on a manifold
diffeomorphic to T2 x R?"~2, where 2n is the number of maps which appear in the
decomposition and becomes big when f is far from the identity. There is a one-to-one
correspondence between the set of singularities of this vector field and the set of fixed
points of F' which are lifted to fixed points of f. The study of this vector field has
begun in [L1}, mainly in the case when there is no singularity. We study here the
general case when these singularities may exist. We deduce general properties about
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fixed points and periodic orbits of diffeomorphisms of the torus which are homotopic
to the identity.

John Franks has proved that an area-preserving homeomorphism of the closed
annulus T! x [0, 1] or the open annulus T! x ]0, 1[ which has at least one fixed point
possesses an infinite number of periodic orbits. In an appendix written in collaboration
with J.-M. Gambaudo, we give a different proof of this result for the diffeomorphisms
of the closed annulus.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

0.1. Théoréme de Conley-Zehnder

On a le résultat suivant, da & C. Conley et E. Zenhder [CZ] :

THEOREME 0.1.1. — Soit F' un difféomorphisme de classe C1 du tore T? = R?/Z?
homotope a lidentité qui préserve la mesure de Lebesgue p et f un relévement de F
a R? qui préserve le centre de gravité, c’est-a-dire qui vérifie

/ (f —1d) dp = 0.
T2

Alors f admet au moins trois points fixes qui se projettent dans le tore en trois
points fizes distincts de F.

Une fagon équivalente d’écrire les hypotheses est de supposer que F est le temps 1
d’un champ de vecteurs hamiltonien dépendant du temps (pour la structure symplec-
tique canonique) et f le temps 1 du champ relevé. Sous cette forme, le théoréme de
Conley-Zehnder s’énonce en toute dimension : le diffeomorphisme f admet au moins
2m + 1 points fixes dont les projections dans le tore T?™ sont distinctes. Cet entier
est le nombre minimum de points critiques de toute fonction définie sur le tore. Ce
théoréme est un cas particulier de la conjecture d’Arnold, c’est le point de départ
d’une branche importante de la géométrie symplectique actuelle (voir par exemple le
livre de Hofer et Zehnder [HZ]). '

La démonstration de Conley-Zehnder est basée sur ’étude d’une fonctionnelle sur
un espace de lacets, dont on cherche les points critiques. Ce probléme de dimension
infinie se réduit ensuite & un probléme de dimension finie : on cherche le nombre
minimum de points critiques d’une fonction sur une variété non compacte, on considére
I’ensemble des points d’orbites bornées pour le champ de gradient de la fonction et
on montre que la topologie de cet ensemble est au moins celle du tore.



4 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Le cas le plus simple est le cas étudié par Arnold (voir [Arno], appendice 9) ou F'
est C''-proche de I'identité. On peut construire dans ce cas une fonction H : T2 -+ R
de classe C? dont les points critiques sont en bijection avec les points fixes de F' qui
se relévent en des points fixes de f. La fonction H est une fonction génératrice. Si
F n’est plus proche de l'identité on peut construire, sans passer par un espace de
dimension infinie, une fonction génératrice sur une variété de type T2 x RY, dont les
points critiques sont en bijection avec les points fixes de F' que I’on doit trouver. Il en
est ainsi de la méthode des géodésiques brisées de Chaperon [Cha] (voir également
Chekanov [Che], Sikorav [Si] ou Viterbo [V]).

0.2. Construction d’une fonction génératrice

On va donner une construction naturelle d’une fonction génératrice (tous les détails
seront donnés dans les paragraphes 1.6 & 1.12). Considérons le difféeomorphisme
[ i@y) — (2 +y,9)
de R? et le diffeomorphisme F* de T? relevé par f. On peut écrire F' comme composée
de n difféeomorphismes C!-proches de I'identité et préservant ’aire. On peut ensuite
écrire chacun de ces difféeomorphismes sous la forme
Fyiy1 0 Fay,

ou Fj; est égal & F* et Fp; 1 est Cl-proche de F*~1. On peut donc décomposer notre
application f sous la forme

f=fen-10---0 fo,

ol :

— fi préserve laire et ’orientation ;

— fi — f* est Z2-périodique si i est pair;

— fi — f*7 1 est Z2 périodique si 7 est impair ;

— fi dévie la verticale.

Cette derniére propriété exprime que le couple (z,z') définit un systéme de coor-
données global sur le plan R2, oi1 on pose

f(z,y) = (@"y).
Si on note p; la premiére projection définie sur R2, les applications
yr—pro fi(z,y) et yr—profi(z,y)
sont des diffeomorphismes de R, I'un croissant et I’autre décroissant. On peut définir
alors deux fonctions
gi: R >R et ¢g;:R*> R

de classe C1, telles que

filz,y) = (@,y) <= y = gi(z,2) et ' = gi(z,2').

MEMOIRES DE LA SMF 79



0.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTION GENERATRICE 5

On peut interpréter géométriquement g;(z, ') comme 'ordonnée de 1’'unique point
d’intersection de la courbe f;'({z'} x R) avec la droite {x} x R et g}(z,') comme
Pordonnée de I'unique point d’intersection de la courbe f;({z} x R) avec la droite
{z'} x R.

y = gi(z,2") fi{z} x R)

y = g;(z,z)

{z} xR {'} xR

FIGURE 1

La forme différentielle
fi (ydz) — yde = y'dz’ — ydz
est fermée puisque f; préserve l'aire et I’orientation. Elle est donc exacte par le lemme
de Poincaré : il existe une fonction
hi:R* >R
de classe C?, telle que
dh; = y'dz' — ydz.
Si on exprime h; dans le systéme de coordonnées (z,z'), on obtient :

Oh; Oh;
o (@,2) = —gi(0,2), 5(@,7) = gi(@,2).

La fonction h; est une fonction génératrice de f;, on a :

f (a: -%’: (a;,a:’)) - (a: g—Z—f(x,x')> .

On peut étendre la famille (f;)o<i<2n en une famille (f;);cz par la relation de
périodicité

fivon = Fi,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



6 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et faire de méme avec les familles.

(gido<i<2n, (9))o<i<on, (Ri)o<ican.
On peut définir alors sur ’espace vectoriel
E = {z = (%i)icz | Tit2n = z:} =~ R*",
la fonction
H:E—R

2n—1

T — Z hi(l‘i,$¢+1),

=0
et le champ de gradient & qui vérifie :
Gi(e) = gi_y (i1, 25) — gi(@i, Tigr).
On peut vérifier que le champ de vecteurs £ est invariant par les translations
:F—F
1 .
(Ti)iez — (m +5(1+ (—1)’))
: ‘ i€Z
et
n:EFE—FE
1 ,
@iz — (w450 - (19) |
i€Z
et définit donc un champ de vecteurs £~ sur l'espace quotient

E = E/[r, 1] ~ T? x R*"2,

ol [79,71] est le groupe engendré par les deux translations. Le fait que f préserve le
centre de gravité nous dit que la fonction H est également invariante par 7o et par
71, qu’elle définit une fonction H sur E et que & est son champ de gradient pour la

structure riemannienne naturelle de E.

Montrons maintenant que les points critiques de H sont en bijection naturelle avec
Pensemble Fix(f) des points fixes de F' qui se relévent en des points fixes de f. Il
suffit de montrer que les singularités de £ sont en bijection naturelle avec les points

fixes de f. Pour cela, définissons les applications
¢ - E— R?
T — (i, 9i(Ti, Tit1))
et
¢;:E— R?

T — (25,91 (Tim1,24)),

MEMOIRES DE LA SMF 79



0.2. CONSTRUCTION D’UNE FONCTION GENERATRICE 7

ainsi que la verticale
Di = {117,} x R.

Pour toute configuration périodique = = (z;);cz € E, les courbes fi‘l(D,-H) et
fi—1(D;—1) intersectent la verticale D; respectivement au point z; = ¢;(z) et au point
z} = ¢j(x). La i-éme coordonnée &;(z) du champ &(x) représente la différence des
ordonnées entre ces deux points.

fi-1(Di-1)

Di1 D; Dit

FIGURE 2

Ainsi, ’égalité
fizi) = z£+1
devient ‘
fi(zi) = zi41,
dans le cas ou z est une singularité; le point 2o = go(x) est donc un point fixe de f.

Réciproquement si z est un point fixe de f, la suite (2;);cz définie ainsi :

{ 20 =2

zit1 = fi(#i),

est périodique, de période 2n, et la configuration
x = (p1(2:))iez,

qui appartient & E, est une Singularité de &.

Expliquons maintenant comment on obtient le théoréme de Conley-Zehnder. On
peut écrire

£=¢+0,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



8 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

ou £* est le champ de gradient de la fonction quadratique

2n-—1 n—1
H* :z+— Z (=D'ziqz; = Z(ﬂlo — Z25)(T2j41 — T25-1),
=0 j=1

associée a la décomposition
— p*x—1 * *—1 *
d=f""of o-0fof,

et o 3 est un champ de vecteurs Z?"-périodique. La dynamique du champ de vecteurs
&* de E est trés simple. Il y a un tore invariant normalement hyperbolique formé de
singularités, qui n’est rien d’autre que le quotient

Eo/[r0, 71,

Ey = {x = (¢i)icz | Tir2 = z;, pour tout i € Z}
est le noyau de la forme quadratique H. Les autres points ont une orbite non bornée.
La dynamique & Uinfini de §~ n’est guére différente de celle de E* puisque on ajoute
un champ de vecteurs borné. On en déduit facilement que ’ensemble A des points
d’orbite bornée est une partie compacte. Grace a la théorie de I'indice de Conley, on
sait en fait que cet ensemble a au moins la cohomologie du tore. C’est de cette fagon
qu’on montre que H a au moins trois points critiques.

L’argument essentiel dans la démonstration précédente est la connexité par arcs
de ’ensemble des difféeomorphismes préservant l’aire homotopes & l’identité. On ne
sait pas, en dimension supérieure, si ’ensemble des difféomorphismes symplectiques
homotopes & 'identité est connexe par arcs et on ne peut donc pas reprendre la dé-
monstration précédente pour un difféomorphisme symplectique homotope a I'identité
et préservant le centre de gravité. Par contre, cette preuve se généralise aux difféo-
morphismes hamiltoniens du tore T2?™.

0.3. Rappels des résultats de [L1]

L’ensemble des diffeomorphismes du tore homotopes & l’identité est également
connexe par arcs. Ainsi, si f est un relévement au plan d’un tel difféomorphisme,
on peut écrire f comme composée d’applications déviant la verticale et construire par
les formules données précédemment un champ de vecteurs £ sur E, dont les singulari-
tés sont en bijection avec les points fixes de f par I’application g : E — R2. On peut
construire également un champ de vecteurs E sur E, relevé par ¢, dont les singularités
sont en bijection avec la projection Fix(f) de 'ensemble des points fixes de f dans T?,
par Papplication qp : E — T2 relevée par go. L’ensemble des points d’orbite bornée de
§~ est une partie compacte A ayant au moins la cohomologie du tore. En effet, dans la
construction du paragraphe 0.2, nous n’avons utilisé la fonction H que pour prouver
Pexistence d’au moins trois singularités de §~

MEMOIRES DE LA SMF 79



0.3. RAPPELS DES RESULTATS DE [L1] 9

yobjet principal de ce travail est I’étude de la dynamique des champs de vecteurs &
et & définis par un relévement f d’un difféomorphisme F' de T? homotope & 'identité.
Ce travail est la suite de [L1] ou cette étude a été initiée, principalement dans le cas

oil f est sans point fixe. Rappelons dans ce paragraphe ce qui a été démontré dans
[L1].

THEOREME 0.3.1. — On suppose que f n’a pas de point fize.

(i) L’ensemble A C E des points d’orbites bornées par le flot défini par € est un
tore topologique et l’application Gy induit un homéomorphisme entre A et T2.

(ii) Toute courbe intégrale du flot défini sur T?, conjugué par §o au flot de E restreint
a A, se reléve au plan en une droite de Brouwer de f.

Une droite de Brouwer de f est une courbe C, image d’un plongement propre de
R dans R?, tel que f(C) soit dans une composante connexe du complémentaire de C
et f~1(C) dans 'autre. Rappelons le théoréme de translation de Brouwer (voir [Br]
ou [Gu]) :

THEOREME 0.3.2. — Par chaque point passe une courbe de Brouwer, pour un ho-
méomorphisme du plan préservant lorientation et sans point fize.

Le théoréme montré dans [L1] donne une version équivariante du théoréme de
translation de Brouwer pour les difféomorphismes relevant un difféomorphisme du tore

homotope & l'identité. Rappelons maintenant le théoréme géométrique de Poincaré-
Birkhoff :

THEOREME 0.3.3. — Soit F' un homéomorphisme de l’anneau T* x [0, 1] homotope
a Uidentité et préservant l’aire. On suppose que f est un relévement de F a R x [0, 1]
et qu’on a, pour tout x € R,

plof($70)<x et Plof(l"l)>$~

Alors f a au moins deux points fizes qui se projettent dans ’anneau en deux points
fizes distincts de F'.

Le lien entre le théoréme de Poincaré-Birkhoff et le théoréme de translation de
Brouwer est assez ancien puisqu’il remonte & Kérékjarto [K] qui donne une preuve
de I’existence d’au moins un point fixe sous les hypothéses du théoréme de Poincaré-
Birkhoff, en utilisant le théoréme de translation de Brouwer. Plus tard, Franks [Fr1],
[Fr2] et Winkelnkemper [Wi] ont redécouvert cette idée d’appliquer le théoréme de
translation de Brouwer au théoréme de Poincaré-Birkhoff. Dans [Gu], Guillou donne
une démonstration du théoréme de translation de Brouwer et obtient une version
équivariante impliquant directement le théoréme de Poincaré-Birkhoff.

Le théoréme 0.1.1, sous les hypothéses plus faibles ou F' est un homéomorphisme,
est une généralisation du théoréme de Poincaré-Birkhoff. Utilisant le théoréme de
translation de Brouwer, Franks a obtenu un point fixe sous ces hypothéses affaiblies

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



10 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

et Flucher [Flu] en a obtenu deux en développant les idées de Franks. On peut en
obtenir trois (voir {L3]) en faisant le lien entre les méthodes topologiques de Franks
et Flucher et les résultats du présent travail (en particulier le chapitre 9).

La propriété fondamentale du champ ¢ utilisée dans [L1] s’énonce ainsi :
ProOPOSITION 0.3.4. — Il existe une fonction L, de la forme :
Ly : (z,y) — L(z - y),

symétrique, G valeurs entiéres comprises entre —[n/2] et [n/2], définie sur une partie
ouverte de E x E, indépendante de £, qui décroit le long des orbites du flot produit
défini par le champ de vecteurs £ x £.

Cette proposition est une conséquence du caractére tridiagonal cyclique du champ
de vecteurs &, c’est-a-dire des propriétés suivantes :

0 iy . Lol
5@&(9”) =0sij&{i—1,5,i+1},

et

0 0
a—xifiﬂ () 5, —&ilz) > 0.

i+1

La fonction L; est appelée fonction d’enlacement pour la raison suivante : si x et
z' sont deux singularités distinctes de &, on a

Li(z,2') = I(2,7),

ou z = qo(z) et 2/ = go(x') sont les points fixes associés respectivement a z et ', et
ou I(z,2z') est le nombre d’enlacement de z et z’. Le nombre d’enlacement I(z,2") de
deux points fixes 2 et 2z’ est défini ainsi :

si (fs)se[0,1] est une isotopie de l'identité & f, formée de relévements d’homéomor-
phismes de T2, l'indice de la courbe fermée

s f3(2) = fo(2)

par rapport & (0,0) est indépendant de Iisotopie considérée et égal & I(z, 2').

0.4. Plan de D’article

Au chapitre 1, on introduit les notations. On donne ensuite la définition rigoureuse
du nombre d’enlacement de deux points fixes et du nombre d’enlacement d’un point
fixe et d’une orbite périodique, ainsi que différentes interprétations de cet entier.
Finalement, on construit les champs de vecteurs ¢ et §~ et on donne leurs premiéres
propriétés dynamiques.

Au chapitre 2, on s’intéresse & la fonction d’enlacement L;. La proposition 0.3.4
donne deux filtrations

Wy

J )—["/21515[71/2]

et (W+

J )—[n/2]£j£[n/2] ’
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0.4. PLAN DE L’ARTICLE 11

sur E x E — A, ou A la diagonale de E, pour le flot produit. Ces filtrations sont
indépendantes du champ de vecteurs £. Plus précisément, si on définit pour j €
{=[n/2],...,[n/2]}, les ensembles ouverts

Wi =L (), Wy :Int(kng;) et Wi :Int(kgj"w—k),

on a les résultats suivants : -

- W[;/Q] =ExE-A;

— la frontiére de W, est une sous-variété topologique de codimension 1;

- si (z,2') € W—j_, et sit > 0, 'image de (z,2') par le flot produit au temps ¢

appartient a Wj_ ;

— des propriétés analogues pour les Wj+, qui sont cette fois-ci des répulseurs ;

-W; = WT n VV+ ‘

On améliore ces résultats dans le chapitre 2, en ajoutant la proprlete d’uniformité
suivante (proposition 2.4.1) :

— il existe une partie fermée de F x E'— A contenue dans W, telle que pour

tout (z,2') € Wj_, l'image de (x,z') au temps 1 soit contenue dans cette partie
fermée.

On déduit de cette propriété d’uniformité que les familles

+
(B x W )[n/2]<j<[n/2] ot (ExW; )n/2 <j<n/2]’
ou

LD, Wj_:Int(kLSJj—I/ITk) et WJ%:Int(kLZJjWk),

définissent deux filtrations sur le fibré tangent, pour le flot linéarisé, avec la méme
propriété d’uniformité (corollaire 2.4.2)

Au chapitre 3, on utilise les filtrations précédentes sur le fibré tangent, pour obtenir
une décomposition dominée du fibré tangent (proposition 3.2.1). Plus précisément,
on construit, par une méthode analogue & celle donnée par Ruelle dans [Ru], une
décomposition continue et invariante

E= @ Ei@
[n/2]<5<[n/2) ,
de l'espace tangent en z. Les sous-espaces E;(x) sont des plans, sauf dans le cas ou n
est pair et j = £[n/2] ou ce sont des droites ; on a la propriété d’expansivité suivante :

Il existe des réels C > 0 et A € |0, 1], ne dépendant que du 2n-uplet (fo, ..., fon—1) =

®, tels que siu € Ej(x), u' € Ej(z) sont de norme 1, et si j < j', alors
flu”]
lutl] =

ot (zt,ul) et (zt,u't) sont les images respectives au temps t de (z,u) et (z,u') par le
flot linéarisé. :

< CAt - pour tout t > 0,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



12 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

Dans la suite du chapitre 3, on construit des variétés intégrales des champs de plans
T —> Ej (.’L‘)

par une méthode analogue & la construction de variétés centrales. On les appelle des
plans d’enlacement j. Ce sont des sous-variétés de classe C!, de dimension 1 si n
est pair et j = x[n/2], de dimension 2 dans les autres cas. Ils vérifient la propriété
suivante :

Sixz et x' sont deux points d’un plan d’enlacement j, on a
Li(z*,2'") =5 pour toutt € R,
en notant z* et x't la position respective de x et ' au temps t par le flot de €.

Les plans d’enlacement 0 sont particuliers : ils sont invariants par 7o et 71 et se pro-
jettent dans ’espace quotient E en des tores de classe C 1 appelés tores d’enlacement
0. On a les propriétés suivantes :

— par tout point = de E passe un tore d’enlacement 0 ;

— Dapplication g : E — T? induit un difféomorphisme entre un tore d’enlacement

0et T?;
— les inverses des difféomorphismes précédents sont uniformément lipschitziens ;
— la topologie de Hausdorff et la C'-topologie coincident sur I’ensemble des tores
d’enlacement 0.

Le champ de vecteurs §~ définit un flot
(t,T) — T

sur I’ensemble des tores T d’enlacement 0. On montre alors I’équivalence des condi-
tions suivantes :

(i) Porbite de T' est relativement compacte ;

(ii) la réunion des ensembles T, t € R, est bornée dans E;
(iii) le tore T est inclus dans I’ensemble A des points de E d’orbite bornée;
(iv) le tore T rencontre A.

En particulier, ’ensemble des tores d’enlacement 0 et d’orbite bornée (i.e. relati-
vement compacte), noté 7, est compact, et on a

A= T
TeT
On étudie au chapitre 4 les éléments critiques des champs de vecteurs £ et E , C’est-
a-dire les singularités et les orbites périodiques. On a montré dans [L1] qu’on obtient
ainsi tous les points récurrents de §~ On redonne une démonstration de ce résultat
(corollaire 4.2.3), en utilisant le fait que I'orbite d’un point x € E est contenue dans
un plan d’enlacement j, si sa projection dans I’espace quotient E est un point non
errant de E (proposition 4.2.1). On définit ensuite le nombre d’enlacement de deux
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éléments critiques. Les propriétés du nombre d’enlacement (proposition 4.3.1) seront
utilisées fréquemment dans la suite de I’article.

On montre dans le chapitre 5 qu’il existe des tores d’enlacement 0 qui sont fixes
sous l’action du flot. Plus précisément, notant sing(g ) P'ensemble des singularités de

§~ et P (sing(g)) Pensemble des parties de sing(g), on montre que 'image ¥(T") d’un
tore T' par I'application

¥:T —P (sing(g))

T — sing(§)NT

est maximale dans X(7) si et seulement si T est fixe et que ¥ induit une bijection
entre les tores fixes et les éléments maximaux (pour 'inclusion) de X(7) (proposition
5.2.1). Dans le cas ot £ n’a pas de singularité, ’ensemble P (sing(g)) se réduit a
I’ensemble vide, on en déduit que 7 n’a qu’un élément. On retrouve ainsi ’assertion
(i) du théoréme 0.2. On définit également dans ce paragraphe la notion d’ensemble non
enlacé, c’est un ensemble de singularités qui est contenu dans un tore d’enlacement
0. Tout ensemble non enlacé est alors contenu dans un ensemble non enlacé maximal
pour l'inclusion (proposition 5.2.2).

. Au chapitre 6 (proposition 6.1.1), on montre que I'image par go d’un ensemble non
enlacé de singularités de §~ est une partie non enlacée Z de Fix(f), c’est-a-dire une
partie Z vérifiant la propriété suivante :

il existe un chemin s — F; dans I’ensemble des diffeomorphismes du tore, joignant
I’identité & F, qui se reléve en un chemin s — f; de l'identité & f et tel qu’on ait

Z C Fix(fs),
pour tout s € [0, 1].

On montre également que si X est maximal parmi les parties non enlacées, il en
est de méme de Z. On a la réciproque suivante (proposition 6.1.2) : toute partie
Z C Fix(f) non enlacée s’écrit

Z = go(X),
ou X est une partie non enlacée de singularités de E , et o E est le champ de vecteurs
associé & une décomposition bien choisie de f en difféomorphismes déviant la verticale.
On en déduit que Z est contenu dans un ensemble non enlacé maximal de Fix(f)
(théoréme 6.1.3).

On étudie également dans le chapitre 6, pour un tore fixe T' d’enlacement 0, le flot
conjugué par go au flot restreint & T, c’est-a-dire le flot défini sur T2 par le champ de
vecteurs

C:2— DQo (@5'(2) -€(Q5' (),
ou Qo = go|r (proposition 6.2.1). On en déduit alors le théoréme suivant, qui généralise
Passertion (i) du théoréme 0.2 et qui est utilisée dans [GL] :
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14 CHAPITRE 0. INTRODUCTION

THEOREME 6.3.1. — Soit F un difféomorphisme du tore T? homotope a lidentité, f
un relevement de F a R? et Z C Fix(f) une partie non enlacée mazimale. Il existe un
champ de vecteurs Z sur T2, continu et uniquement intégrable et un chemin s — f*
de Uidentité a f dans D'(T?), avec les propriétés suivantes :

(i) Uensemble des singularités de CestZ;

(i) Uensemble Z est inclus dans Fix(f*), pour tout s € [0,1];

(iii) si U est une composante connexe de T?> — Z et si F* est le difféomorphisme du
tore relevé par f*, toute courbe intégrale du champ de vecteurs Z|U relevée au
revétement universel de U est une droite de Brouwer du relévement naturel de
Fiy obtenu en relevant a partir de lidentité l'isotopie s — F*p.

REMARQUES

(i) Tout ensemble Z C Fix(f) vérifiant la conclusion du théoréme est nécessaire-
ment une partie non enlacée maximale.

(ii) Si f préserve aire et le centre de gravité, alors E est un champ de gradient et
C admet donc une fonction de Liapounoff, on en déduit que toute partle non
enlacée maximale a au moins trois éléments.

(iii) Si F' = F! est le temps 1 d’un flot (F*)scr. défini par un champ de vecteurs
6 de classe C! sur T2, si f= f1 est-le temps 1 du flot relevé (f*)ser, si Z
est ensemble des singularités de 0 la conclusion du théoréme est trivialement

vérifiée avec le champ de vecteurs ( obtenu en composant 6 par une rotation
d’angle o # 0[x].

Au chapitre 7, on considére un chemin s — F; de difféomorphismes du tore avec
des bifurcations aux points fixes de type selle-nceud, ainsi qu’un relévement s — f;.
On peut trouver un entier n et, sur la méme variété E, un chemin s — ES de champs
de vecteurs de classe C! associés & f,;. On étudie alors les bifurcations possibles pour
la famille de tores fixes correspondante. On montre alors que I’ensemble des couples
(s,T), ou T est un tore fixe de Zs, est une variété topologique de dimension 1; on
étudie en détail les différents types de bifurcation (proposition 7.4.1).
 Au chapitre 8, on se donne trois entiers premiers entre eux p, p' et q, avec ¢ > 0
et on étudie le relévement f? — (p,p’) de F?. Si on se donne une décomposition de f
en 2n applications déviant la verticale, on peut construire comme précédemment un
champ de vecteurs £ sur un espace affine de dimension 2nq dont les singularités sont
en bijection avec les points fixes de f¢ — (p,p') et un champ de vecteurs sur le quotient
E dont les singularités sont en bijection avec les projections dans le tore de ces points
fixes. On interpréte ce qui a été fait précédemment dans ce cadre plus général. Le
champ de vecteurs E est invariant par une transformation affine périodique naturelle
@ de-période ¢, qui est conjuguée & F sur I’ensemble des singularités. On s’intéresse
principalement & ’ensemble 7' des éléments de 7 invariants par cette application.
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Pour un tore T € 7', on montre que I’ensemble
Z =q (2(T))
est une partie f-non enlacée au sens suivant :

il existe un chemin s — Fy de difféomorphismes du tore, qui se reléve en un chemin
s — fs vérifiant :

- Fix(f§ - (p,9')) = T?;
-fi=f;
- Fs|Z:-F|Z'

On établit alors les propositions 8.4.1, 8.4.2, 8.5.1 et 8.5.2 qui sont similaires aux
résultats montrés dans les chapitres 5 et 6.

Au chapitre 9, on s’intéresse au probléme suivant. On peut définir naturellement le
nombre d’enlacement I | (z,7") de deux points fixes Z, 2’ € Fix(f). On fixe un antécédent
z de Z et on somme les nombres d’enlacement I(z,2z') pour tous les antécédents de
Z' (ceci est possible car ces entiers sont presque tous nuls). On définit également de
facon naturelle, en prenant un itéré de f, le nombre d’enlacement I (Z, 5) pour un
point z € Fix(f) et pour la projection O dans le tore d’une orbite périodique O de
f. On considére une partie non enlacée maximale Z de Fix(f). On étudie le nombre
minimum de valeurs que doit prendre sur Z la fonction

7 I(3,7")
ou z' € Fix(f) n’appartient pas & Z et le nombre minimum de valeurs que doit prendre
sur Z la fonction

7+ I(3,0)
ou O est la projection dans T? d’une orbite périodique de f. On montre que ces
fonctions doivent prendre au moins deux valeurs (théorémes 9.1.1 et 9.2.1) et on peut

décrire trés précisément le cas ou elles prennent exactement deux valeurs (théorémes
9.1.2 et 9.2.2). On en déduit en particulier le corollaire suivant, utilisé dans [L2] :

COROLLAIRE 9.2.3. — Soit F un difféomorphisme de T? homotope a lidentité et f
un relévement de F' & R2. On suppose que f a une orbite périodique O de période
q > 2 et on note O la projection de O dans le tore. La fonction

z— I(Z,0)

prend alors au moins deux valeurs sur Fix(f) et en prend au moins trois si la restric-
tion de F a T?—O0 est irréductible, c’est-a-dire si elle est isotope a un difféomorphisme
pseudo-Anosouv.
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Au chapitre 10, on fait la liaison entre les résultats de cet article et un résul-
tat de C. Golé dans le cadre plus classique des difféomorphismes de ’anneau exact-
symplectiques déviant la verticale & droite : la construction de cercles fantomes conte-
nant 'orbite maximisante et ’orbite minimax donnés par la théorie d’Aubry-Mather,
pour chaque nombre rationnel p/q.

Ces courbes fantomes sont les analogues de nos tores fixes d’enlacement 0. On
peut adapter tous les arguments des chapitres précédents dans ce cadre et donner une
nouvelle démonstration de ’existence des cercles fantémes.

On conclut le chapitre 10 par une démonstration nouvelle d’un résultat établi dans
[L3].
THEOREME 10.7.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C* de T? homotope au
difféomorphisme

F*: (z,y) — (z +y,9)
et dont les relévements @ R? dévient la verticale & droite. Alors pour tout € > 0, il
existe a € —[g, ] tel que le difféomorphisme
Fo: (z,y) ¥— F(2,y) + (a,0)

ait une orbite périodique.

Je remercie Sigurd Angenent et Christophe Golé pour leurs précieuses explications
sur les cercles fantomes, qui ont été fondamentales dans la réalisation de ce travail.

Je tiens également & remercier le referee pour son travail considérable. Ses re-
marques ont permis d’améliorer la lisibilité de P’article.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS, DEFINITIONS, RAPPELS

Dans ce chapitre, nous introduisons les notations. Nous rappelons ensuite les défi-
nitions importantes, en particulier la notion de difféeomorphisme déviant la verticale
(paragraphe 1.6). Nous construisons dans les paragraphes suivants, les champs de
vecteurs £ et £~ et commencons I’étude de leur dynamique. Tout ce qui suit se trouve
de fagon plus détaillée dans [L1].

1.1. Notations

On écrit respectivement Y, Fr(Y) et Int(Y"), pour I’adhérence, la frontiére et 1'inté-
rieur d’une partie Y d’un espace topologique X. On note X — Y son complémentaire.

On note fix(f) Pensemble des points fixes d’'un homéomorphisme f d’un espace
topologique X. On note sing(f) ’ensemble des singularités (c’est-a-dire ’ensemble
des zéros) d’un champ de vecteurs # défini sur une variété M de classe C!; si ce
champ est uniquement intégrable et complet, on note z! la position au temps ¢ d’un
point z par le flot induit.

On munit le plan R? de son orientation et de sa structure euclidienne usuelles, on
considére les projections canoniques

pi(@y)r—z et pr:(z,y) —y,
et on note
In:R? — T?
r— z+Z2

le revétement universel du tore T? = R2/Z2.

1.2. Distance de Hausdorff

Soit (X, d) un espace métrique. Si Y et Y’ sont deux parties fermées bornées non
vides de X, on pose :

D(Y,Y") = max (sup ( inf d(y,y')) , sup (infy d(y,y'))) .

yeY \Y'eY’ y' ey’ \YE
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On obtient ainsi une distance sur I’ensemble des parties fermées bornées non vides
de X, appelée la distance de Hausdorff. Si (X, d) est compact, I’espace métrique ainsi
défini est également compact.

1.3. Difféomorphismes du tore

Pour tout entier k > 0, on note Diff* (T?) I'ensemble des difféomorphismes de classe
C* du tore T? et D*(T?) 'ensemble des relévements & R? des éléments de Diff*(T2)
homotopes & 'identité. Les éléments de D*(T?) sont les difféomorphismes de classe
C* de R? qui s’écrivent

f=1d+p,
ot ¢ : R? = R? est de classe C* et Z2-périodique.
Si f et f' sont deux éléments de D*(T?2), on pose :
A l 1
s ) = g, (max 10') - DG )
On obtient ainsi une distance sur D*(T?2) qui définit la C*-topologie sur cet ensemble.

On obtient une distance sur Diffk(TQ) en posant, pour deux difféomorphismes du
tore F et F' : '

d(F, F') = max(m%x d(F(3), F'(3)), max (m% ID'F() - DlF'mn)) ,

1<i<k \ze
ol on pose
d(z,7") = min {||z - 2'[| | z € T ({Z}), 2" e T ({Z'})}
et
D'F(z) = D'f(2)
pour un relévement f de F et un point z € II"1({z}).

L’ensemble D*(T?), muni de la loi de composition, est un groupe topologique,
qui contient toutes les translations. Pour tout f € DF(T?) et pour tout a € R2,
I’application '

f+a:R? —R?
2 f(z)+a
appartient également & D¥(T?2) et reléve le méme difféomorphisme que f si a € Z2.

L’ensemble des points fixes de f € D¥(T?) est invariant par toute translation
entiére, on note :

Fix(f) = I(fix(f))
son image dans le tore.
Rappelons quelques résultats sur les difféomorphismes du tore.
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1.4. NOMBRE D’ENLACEMENT DE DEUX POINTS FIXES 19

~ Pour tout entier k >0, la composante connexe de l'identité dans Diff* (T?2) est
formée des diffeomorphismes homotopes a I'identité (voir Epstein [Ep]).

— Pour tout entier £ > 1, la composante connexe de l'identité a le type d’homo-
topie du tore (voir Earle et Eells [EE]). La partie formée des difféomorphismes
homotopes & l'identité qui fixent un point donné est contractile, on en déduit

~ facilement qu’il en est de méme de D*(T?).

— Le type d’homotopie faible du groupe Diff®(T?2) est celui du tore (voir M. Ham-
strom [Hal), il en est de méme du type d’homotopte, car Diffo(T2) est un A.N.R.
(voir Luke et Mason [LM]). En particulier D°(T?) est contractile.

— Pour tout & > 1, I'ensemble des difféomorphismes de D*(T?) qui préservent

la, mesure de Lebesgue p est connexe par arcs (voir I’appendice de Conley et
Zehnder [CZ]). '

On peut également consulter sur ces sujets Cerf [Ce], Smale [Sm| ou Gramain
[Gr].

1.4. Nombre d’enlacement de deux points fixes

On fixe dans ce paragraphe f € D°(T?) et on note F' 'homéomorphisme de T?
relevé par f. Si zp et z; sont deux points fixes distincts de f, et si (fs)se[o,1) est une
isotopie joignant 'identité & f dans D°(T?), I'indice de la courbe fermée :

v:[0,1] — R?
s — fs(z0) — fs(21)
par rapport au point (0,0), est indépendant de ’isotopie. C’est une conséquence de
la contractilité de D°(T?). Cet entier est, par définition, le nombre d’enlacement de

20 et z; : on le note I(zg,21). Cet entier coincide avec le nombre d’enlacement des
courbes fermées

Co = {(fS(Zo),S),S € [0’ 1]} et Cp= {(fs(z1)73)73 € [Oa 1]}
de la variété construite & partir de R? x [0,1] en identifiant tout point (z,0) avec
(z,1). ‘

La fonction I vérifie les propriétés suivantes :

elle est symétrique ;
pour tout a € Z2, on a

I(zo + a,21 + a) = I(z0,21);

pour tout a € Z — {0}, on a
I(z0,20 +a) =0;

il existe un réel M > 0 tel que

|21 — 20l| > M => I(20,21) = 0.
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Si Zp et z; sont deux éléments de Fix(f), on peut définir le nombre d’enlacement
de Z et 21, noté I(Zo,21), de la fagon suivante : on choisit zo € II"1({Z}) et on pose

1(50751) = Z I(ZO,Z),
zell-1({z1})
en remarquant que la somme précédente est une somme finie. Si on fixe z; € II71(2;),
on peut écrire

IG, %)= Iz, +a)= Y I(zo—a,21) = Y I(z1,20 — a) = I (31, Z0).

a€Z? a€Z? a€Z?

Soit O une orbite périodique de période ¢ > 2 de f et zp un point fixe. Pour tout
point z; € O, on peut considérer le nombre d’enlacement I(zg, 21) pour f?. Cet entier
est alors indépendant du choix de z;, on le note I(zg, O) : c’est le nombre d’enlacement
de zg et de O.

Si Zp appartient & Fix(f) et si O est une orbite périodique de F' qui se reléve en
une orbite périodique de f, on peut définir le nombre d’enlacement I(Zp, 0) de Zp et

de O : on choisit z; € ITI71(0) et on pose

I(z,0) = I(Z0,71)

out I(Zy, %) est défini pour f9 et indépendant du choix de ;.

1.5. Ensembles non enlacés

On fixe dans ce paragraphe f € D'(T?) et on note F le difféomorphisme de T2
relevé par f. On dira qu’une partie Z de Fix(f) est non enlacée s’il existe un chemin
continu s — f; dans D(T?) joignant I'identité & f et tel que Z C Fix(fs) pour tout
s € [0,1]. On peut définir naturellement la notion de partie non enlacée mazimale au
sens de l'inclusion.

Remarquons que le nombre d’enlacement I(2, z1) entre deux points distincts zp et
2z de II71(Z) est nul et qu'il en est de méme du nombre d’enlacement I(Zy,2;) entre
deux points distincts Zp et z; de Z.

Soient p € Z, p' € Z et ¢ > 0 trois entiers premiers entre eux. L’application
f? — (po, p1) est un relévement de F9. On dira qu’une partie

Z C Fix (f* - (p,p"))

est f-non enlacée s'il existe un chemin continu s — f; dans D' (T?) joignant I'identité
a f et tel qu’on ait
Z C Fix (f.;l - (papl))a

pour tout s € [0, 1]. En particulier, c’est une partie non enlacée de f9—(p, p') invariante
par F. On parlera la encore de partie f-non enlacée maximale.
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1.6. Difféomorphismes déviant la verticale

On dit qu’un difféomorphisme f : R? — R? de classe C!, préservant ’orientation,
dévie la verticale si, pour tout réel x, les applications
yr—rpiof(z,y) et yr—rpiofi(z,y)

sont des difféomorphismes de R. Si le premier difféomorphisme est croissant, le second
est alors décroissant : on dit que f dévie la verticale & droite. Si, au contraire, le premier
est décroissant, le second est croissant : on dit que f dévie la verticale G gauche. Si f
dévie la verticale & droite (resp. & gauche), alors f~1 dévie la verticale 4 gauche (resp.
a droite).

Si f dévie la verticale, on peut définir deux fonctions de classe C'!
g:R? —R et ¢ :R?—R,
telles que
f(z,y) = (@,y) <=y =g(z,2") et y = ¢'(z,2').
Pour tout z € R, application
y+— g(z,2")
est l'inverse du difféomorphisme
y— po f(z,y),
et ’application
y+— g'(z,2')

I'inverse du difféomorphisme
y— p1o f(z,y).

On peut interpréter géométriquement g(z,z') comme 'ordonnée de 'unique point
d’intersection de la courbe f~1({z'} x R) avec la droite {z} x R et ¢'(z,z') comme
l’ordonnée de I'unique point d’intersection de la courbe f({z} x R) avec la droite
{z'} x R.

Les fonctions g et g’ sont appelées les fonctions associées a f, elles vérifient les
inégalités

0 a¢g'

&%(z,x') >0 et a—‘i(z,w') <0,
dans le cas ou f dévie la verticale & droite, et les inégalités

dg !

(z,2') <0 et %]x—(z,x') > 0,

dz'

dans le cas o f dévie la verticale & gauche.
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\/\ y =92 f({z} x R)

y=g'(z,2")

f1{a"} x R)

{z} xR (e} x R

FIGURE 1

La notion de difféomorphisme déviant la verticale est naturelle quand on s’inté-
resse aux diffeomorphismes préservant l’aire et l'orientation. Donnons-nous un tel
diffeomorphisme f. La forme différentielle

f*(ydz) — yde = y'dx’ — ydz
est alors fermée et donc exacte par le lemme de Poincaré : il existe une fonction
h:R* — R
de classe C2, telle que
dh = y'dx’ — ydx.
Le fait que f dévie la verticale signifie que le couple (x,z') définit un systéme de

coordonnées global sur le plan R2. Dans ce cas, on peut exprimer la fonction A dans
le systéme de coordonnées (z,z'), on obtient :

oh . Oh
%(1',.73 ) - g(w,x )7 oz’

La fonction h est la fonction génératrice de f, elle est définie & une constante preés

par l'égalité : ,
Ooh N _ (. Oh ,
f (:c, ax(x,a: )) = (:v , 8x’($’m )) .

Un exemple simple de diffeomorphisme déviant la verticale & droite, que 1’on re-
trouvera tout au long de ’article, est ’application linéaire

(z,2') = g'(x,2").

fri(e,y) — (@ +y,y).
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On notera F* le difféomorphisme de T? relevé par f*, appelé usuellement le twist de
Dehn. Les fonctions

g:(x)—2' -z et g":(z,2)r— 2 -2 7
sont les fonctions associées 4 f*. Remarquons que f* préserve aire et que la fonction
1
h*: (z,2') — §(x' —1)?

est une fonction génératrice de f*.

1.7. Décomposition en difféomorphismes déviant la verticale

Nous définissons une suite (f)icz de difféomorphismes de R? en posant

‘fi* = f*  sidest pair,
{f,* = f*1 sii est impair.

Pour tout entier n, nous notons D,, I’ensemble formé des 2n-uplets

® = (fo,.--, fon-1)
de diffeomorphismes de R? qui vérifient les Conditions suivantes :
fi — fF est Z%-périodique,
{ fi dévie la verticale.
En particulier D,, contient le 2n-uplet
" = (fg,---s fan-1):

Remarquons que chaque f; reléve un difféomorphisme du tore, qui est dans la classe
d’isotopie de F* ou de F*~1, suivant la parité de i. Remarquons également que si g;,
g: sont les fonctions associées & f; et g7, g;* les fonctions associées & f;*, alors chaque
fonction g; — gF et gi — gi* est Z2-périodique. '

On peut munir D,, de la distance

(8,#) = max (e (max (14:(2) = S IDAE) - DG

0<i<2n \ zeR?2

® = (fo,..,fan-1) et ?' = (fé?"”fZIn—-l)v
en remarquant que chaque fonction f; — f/ est Z2-périodique.

Pour tout 2n-uplet
® = (fo,..., fon—1) € Dh,
le difféomorphisme
Kn(®) = fan-10---0 fo
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commute avec les translations entiéres ; on obtient ainsi une application continue

K, : D, — D*(T?).
Si f € DY(T?), l'application
fofto g

est Z2-périodique. De plus, si f est assez proche de 'identité, fo f*~! dévie la verticale
& gauche, ainsi
f=ofNofr

est dans I'image de D; par K;. La connexité par arcs de D'(T?) implique alors que
tout élément de D!(T?) est la composée de diffeomorphismes proches de I'identité et
se trouve donc dans 'image de D, par K, dés que n est assez grand. Tout difféo-
morphisme f € D'(T?) se décompose donc en un nombre fini de diffeomorphismes
déviant la verticale alternativement & droite et & gauche. Si f préserve laire, c’est la
composée de difféeomorphismes proches de l’identité qui préservent I’aire. Comme f*
préserve également laire, on peut écrire f = K,(®), ot ® est un élément de D,, dont
chaque composante préserve ’aire.

La contractilité de D*(T?) nous dit plus généralement que toute application conti-
nue
¥: X — DY(T?)
définie sur un espace topologique compact, se reléve sous la forme
U=K,oV,

ol
v:X —D,

est continue, si n est assez grand (voir [L1]).

1.8. Champ de vecteurs ¢ associé a4 une décomposition
On fixe dans ce paragraphe un 2n-uplet

Q:(fo,...,fgn_l) €D,

et on pose f = K,(®). On commence par étendre notre famille en une famille (f;);cz
vérifiant la relation de périodicité

fiven = fi
pour tout ¢ € Z. On note alors g; et g; les fonctions associées & f; ; elles vérifient
fi(z,y) = (¢',y) <=y = gi(z,2") et y' = gi(=,2'),

ainsi que les inégalités

i 9gi ' _ z?ﬁl_‘i '
(-1) aac,(av,ac)>0 et (—1) ax(ac,:z:)<0.
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Sur l'espace vectoriel
E = {z = (z:)icz | Tiyan = &}  R™,
on définit un champ de vecteurs de classe C*!
£z (§i(2))icz
par les égalités
i(x) = gi—y (Tim1, i) — gi(@s, Tiy1)-

On va interpréter géométriquement la signification du champ de vecteurs £. On définit,
pour tout entier 7, les applications

¢ : E — R?
T — (23, 9i(@i, Tiy1))
et
¢:E—R?
x> (24, 9i_1 (Ti-1,74)),
ainsi que la verticale
D; ={x;} xR.

Pour toute configuration périodique z = (z;)icz € E, les courbes f;*(D;11) et
fi—1(D;—1) intersectent la verticale D; respectivement au point z; = ¢;(z) et au

point 2z} = ¢j(z). La i-éme coordonnée ¢;(z) du champ &(z) représente la différence
des ordonnées de ces deux points.

fi—1(Di—1)

Di Di Dit1
FIGURE 2

Puisque pour tout 7 € Z on a

fi(z:) = zi41,
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on en déduit les équivalences
¢i(z) = 0= 2} = 2z; < fi—1(2i—1) = 2.
Si x est une singularité de £, la relation
fim1(zim1) = 2
est vraie pour tout ¢ € Z : on a donc
f(20) = fan—10--0 fo(z0) = 22n = 20-
Ainsi 29 = go(z) est un point fixe de f.

Réciproquement si z est un point fixe de f, la suite (z;);cz définie ainsi :

{ 20=2

ziv1 = fi(2i),

est périodique, de période 2n, et la configuration
z = (p1(2i));ez »

qui appartient & E, est une singularité de €.

On a démontré que 'application go induit une bijection

qo : sing(&) — fix(f).

1.9. Champ de vecteurs ¢ associé a une décomposition

Etudions le champ de vecteurs ¢* défini sur E par
" = (f5, -+ fan-1):
Les fonctions associées & f; sont
g+ (z,a) = (=1)'(@’ —2) et g*:(z,2") — (-1)'(' —2),
et le champ de vecteurs
£z (§(2))iez
s’écrit :
& (z) = (—1)i($i—1 — Tiy1).
C’est un champ de vecteurs linéaire qui est le gradient de la fonction

2n—1 n—1
H* :zv— Y (—1'ziami = Y (%0 — ©25) (@2541 — T25-1),
i=0 j=1

pour le produit scalaire
(z,2') = Z ;T
0<i<2n—1
On notera || || la norme euclidienne définie alors sur E de méme que la norme d’opé-
rateur définie sur L(E).

MEMOIRES DE LA SMF 79



1.9. CHAMP DE VECTEURS £ ASSOCIE A UNE DECOMPOSITION 27

La forme quadratique H* est dégénérée, son noyau est le plan
Eo = {2 = (¢:)icz | Tit+2 = 24, pour tout i € Z};
c’est ’ensemble des singularités de £*. On vérifie sur cet exemple que I’application
g0 : T +— (Zo, 1 — To)

induit une bijection entre Ey et le plan R?, et que tout point de R? est un point fixe
de

En(®) = fipa00fg=f"Tof o0 f =1d.
On a une décomposition orthogonale
E = EO EB E_ @ E+

ot E_ (resp. E,) est le sous-espace vectoriel de dimension n — 1 engendré par les
vecteurs propres associés aux valeurs propres strictement positives (resp. négatives).

Le champ de vecteurs £* est invariant par les translations
T0:E—F
1 .
(Ti)iez — (l’z + 5(1 + (—1)Z)>
i€Z
et

n:E—F

1 .
ez — | i+ 51— (-1)* .
(@ien = (0t 50 - (19)

Il définit donc un champ de vecteurs E* sur I’espace quotient
E = E/[rg,n] ~ T? x R*"2,

ou |79, 1] est le groupe engendré par les deux translations. Comme le sous-espace Eg
est également invariant par 79 et 71, on peut écrire, avec abus de notation,

E =MNDE_D E+,
ol
Ao = Eo/[10, 1]
est un tore de dimension deux.

La projection canonique
n:E—F
est le revétement universel de E. On munira E de la distance

dz,7') = min |z — 2.
zen—1({z}),z’en—1({Z'})

Considérons le champ de vecteurs £ défini par un 2n-uplet

® = (fo,.--, fan-1) € Dp.
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Les applications g; — g} et g} — gi* sont Z2-périodiques : le champ de vecteurs £ —£* est
donc Z?"-périodique. En particulier ¢ est invariant par 7o et 7y et définit un champ
de vecteurs £ sur E.

Chaque application
¢i: E— R? (resp. ¢, : E— R?)
définie au paragraphe 1.8 reléve une application
G :E—T? (resp. q,: E — T?);

I’ensemble sing(€) est invariant par 79 et 71 ; Papplication gp induit une bijection

qo : sing(¢) — Fix(f).

1.10. Premiéres propriétés dynamiques de {N

Le champ de vecteurs £ — £* est borné puisqu’il est Z2"-périodique. On en déduit
que £ est complet et que I'on peut majorer uniformément la norme ||D&(x)|| par une
constante M > 0. On sait alors, par le lemme de Gronwall, que 'application qui
a z associe sa position z! au temps ¢ est lipschitzienne de rapport eMltl. On a des
propriétés analogues pour §~

Notons

r=2o+x- +x4t

la décomposition d’un point
cecE=MN®E_0E,.
Pour tout R > 0, ’ensemble

Br={c€E||z_|| < Ret |lz4]| < R},

est un bloc isolant de E* au sens de Conley : 'ensemble des points dont I’orbite est
contenue dans Bpr est inclus dans Bg. Cela provient du fait suivant : tout point
z € Fr(BpR) vérifie 'une au moins des deux propriétés :

— il existe € > 0 tel que z* € B, si t € ]0, +¢],

— il existe e > 0 tel que 2t € B, sit € ] —¢,0].

Puisque E - E * est borné, il existe Ry > 0 tel que Bpg soit encore un bloc isolant de
¢ dés que R > Ry est grand. On a la figure 3.

Remarquons que si ¢ € Bg,, alors deux cas sont possibles, ol on pose

xt:x6+xt_ +a:f,_ :

— la fonction ¢ — ||zt || est croissante et tend vers +o00 en +o0,
— la fonction ¢ — ||z || est décroissante et tend vers +oo en —oo.
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E_

Ao

FIGURE 3

En particulier ’ensemble A des points dont I’orbite totale est bornée est une partie
compacte contenue dans Bpg,.

On peut étre plus précis si on utilise la théorie de 'indice de Conley [Co]. Consi-
dérons un voisinage ouvert relativement compact U de A et supposons que pour tout
z € Fr(U) 'une au moins des deux propriétés suivantes soit vérifiée :

— il existe € > 0 tel que zt ¢ U si t € ]0, +¢,

~ilexistee >0tel que zt ¢ U sit €] —¢,0[.

Notons alors U~ I’ensemble des points de Fr(Y') qui vérifient la premiére propriété.
C’est une partie fermée de U et on peut considérer I’espace topologique U /U~, ot U~
est identifié & un point. Le type d’homotopie de ’espace obtenu est alors indépendant
de 'ouvert U choisi et s’appelle I’indice de Conley de A. On peut calculer 'indice de
Conley de A en posant U = Bp, ; on obtient la somme connexe du tore T? et de la
sphére de dimension n — 1. Ce n’est pas le type d’homotopie d’un point : on en déduit
par la théorie de Conley que A n’est pas vide.

1.11. Dépendance continue par rapport a ¢

On peut munir I’ensemble des champs de vecteurs de classe C' sur E, qui sont
bornés ainsi que leurs différentielle, de la norme suivante :

lel] = max (sup lE@), sup uDs(x)n)
z€FE zeF

et faire de méme pour I’ensemble des champs de vecteurs de classe C' sur E qui sont
bornés ainsi que leur différentielle.

A tout 2n-uplet ® € D,,, est associé¢ un champ de vecteurs &g sur E, défini dans le
paragraphe 1.8 et un champ de vecteurs g sur E défini dans le paragraphe 1.9. Les
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applications
Pr—ép et P IS

sont alors continues.

Notons Ag ’ensemble des points de E d’orbite bornée pour Eq,. Le réel Ry défini
dans le paragraphe 1.10 pour un élément ® € D, convient également pour tout
®' € D, proche de ®. L’ensemble Ag: est I’ensemble maximal globalement invariant
par le flot contenu dans Bpg,. Si on munit I’ensemble des parties compactes de E de
la topologie de Hausdorff, on en déduit que application

(I)I'—)Aq;.

est localement bornée et semi-continue supérieurement.

1.12. Etude du cas conservatif

Dans le cas ou chaque application f; préserve l'aire, le champ de vecteurs £ est le
champ de gradient de la fonction
2n—1
H:E—R, z=(z)icz— Z hi(zs, zip1),
i=0
ot h; : R? — R est la fonction de classe C? définie par les relations

%h —gi(z,z'), 6h’ (z,z') = gi(z,2z"), h;(0,0) =0.

Si f préserve le centre de gravité, c’est-a-dire si
| ¢ -1au=o
T2

alors H est invariant par 7o et 7y et définit donc naturellement une fonction H sur E.
Le champ de vecteurs f est le champ de gradient de H pour la structure riemannienne
héritée de celle de E.

On obtient alors le théoréme de Conley-Zehnder, c’est-a-dire ’existence d’au moins
trois points critiques de la fonction H, en montrant que A a au moins la cohomologie
du tore. Plus précisément en montrant que ’application

*: H*(Ao,R) — H*(A,R)
induite sur l’algébre de cohomologie d’Alexander par la projection orthogonale
r E— Ao
est injective (voir [Co], [CE], [Flo]). On verra 4 la fin du chapitre 3 un résultat bien
plus précis.
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CHAPITRE 2

FONCTIONS D’ENLACEMENT

On étudie dans ce chapitre les fonctions d’enlacement. Aprés avoir rappelé dans
les paragraphes 2.1 & 2.3 les résultats de [L1], on énonce dans le paragraphe 2.4 le
résultat nouveau qui est une propriété d’uniformité. On en donne la démonstration
dans les paragraphes 2.5 et 2.6.

2.1. Fonction d’enlacement L

On considére 'application
o:R—-{0} — {-1,+1},
qui & z > 0 associe +1 et qui & z < 0 associe —1. On note [a] la partie entiére d’un

réel a € R.

La fonction
1 2n—1

1 Z (—D'o(zi)o(zit1),

=0

L:z=(2i)icz —

est définie sur la partie ouverte
V ={z = (zi)icz € E | z; # 0, pour tout : € Z}
de E et & valeurs entiéres, plus précisément & valeurs dans {—[n/2],...,[n/2]}. Elle
se prolonge par continuité & la partie ouverte
W ={x=(2:)icz € E|2; =0 = 21 £i+1 > 0},
et ne se prolonge de fagon continue sur aucun ensemble plus grand (sauf si n = 1 ou

elle est constamment nulle et se prolonge en zéro)(voir [L1]).

On peut donner une autre interprétation de la fonction L. On définit une applica-
tion
v:E x [0,2n] — R?
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de la facon suivante :

Y(@,8) = (i + 1 = 8) (@i, Tiy1) + (s — i) (Tig2, Tig1),
sis € [i,i+4 1] et si ¢ est pair;

v(@,s) = (1 + 1= 8)(@ir1,2i) + (8 — ) (Tig1, Tita),

si s € [i,7+4 1] et si ¢ est impair.

x1

Ts

T2 |T4 (Te Zo

7

T3

FIGURE 1

Le fait que = appartient & W signifie que la courbe fermée
¥® :[0,2n] — R?
s 7*(s) =(, )
ne rencontre pas (0,0) : I'indice de cette courbe par rapport & (0,0) est exactement

le nombre L(z). Il suffit de montrer cette égalité dans le cas ou ¢ € V' car y* dépend
continiment de z. La courbe est alors transverse & ’axe horizontal, et on peut écrire :

AL() = Y o(@aj11) — 0(@2j-1) + Y 0(2j-1) — o(2j11),
jeJ+ JEJ—
ou
Jt={je{0,...,n—1} | x3; > 0 et z3j_1 z3j41 < 0},
et
J ={j€{0,...,n =1} | 295 < 0 et z2j_1 Toj41 < O0}.
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La premiére (resp. la seconde) somme n’est rien d’autre que le double du nombre
d’intersection algébrique de la demi-droite orientée par (1,0) (resp. (—1,0)) et de v*,
c’est-a-dire de I'indice de la courbe par rapport a (0, 0).

On définit, pour tout entier j € {—[n/2],...,[n/2]}, les ensembles
— 7-1(f; - _ W — e
W;=L"({j}), W; =Int (kLSJj Wi) et W;=Int (kgj Wy).
L’ensemble W; ne rencontre pas le noyau de
ro: E— R2
X +—> (1,'0, .1'1),

ainsi W; U{0} ne contient aucun sous-espace vectoriel de dimension strictement supé-
rieure & 2. Dans le cas ou n est pair et ot j = +[n/2], il ne contient aucun sous-espace
de dimension strictement supérieure & 1 : en effet, W/, /o) est formé des suites (2;)icz
qui ne s’annulent pas et telles que

o(zar) = o(x2rt1) = (—1)¥, pour tout k € Z,
ou alors, telles que
o(z2k) = 0(w2k41) = (—1)**',  pour tout k € Z;

et W_(,/2) est du méme type.
Si z et y sont deux points distincts et si  —y € W, lentier

Li(z,y) = L(z — y)

est I'indice de la courbe 4*~¥ par rapport & (0,0) ; comme v* dépend linéairement de
x € E, c’est également le nombre d’enlacement des deux courbes fermées disjointes

I ={(y°(s),s), s€[0,2n]} et I ={(y"(s),s), s €[0,2n]},

de la variété obtenue a partir de R? x [0, 2n] en identifiant les points (z,0) et (z, 2n).

2.2. Fonctions d’enlacement pour le champ de vecteurs ¢
Dans ce paragraphe, on fixe ® = (fo,..., fon—1) € Dy, On pose
f=Kn(®) = fon-10---0fo

et on note £ le champ de vecteurs construit sur £ au paragraphe 1.8. Le nom de
fonctions d’enlacement données aux fonctions L ou L; définies au paragraphe 2.1
provient de la remarque suivante prouvée dans [L1] :

PROPOSITION 2.2.1. — Soient z et ' deux singularités distinctes de §. Si z = qo(z)
et z' = qo(z') sont les points fizes de f associés respectivement ¢ x et ¢ z', on a :

Li(z,2') = I(2,2").

Rappelons le résultat fondamental suivant, prouvé également dans [L1] :
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PROPOSITION 2.2.2. — On a les propriétés suivantes.
(i) Siz et ' sont deus points distincts de E et si x — x' n’appartient pas a W, il
existe alors un réel € > 0 tel que z* — z'* appartient a W si 0 < [t| < ¢ et on a

Ly (a,2") < Ly (z~¢,2'~°).

(ii) Siz € E n’est pas une singularité et si £(x) n’appartient pas a W, il existe e > 0
tel que £(z*) appartient a W si 0 < |[t| < e et on a

L(¢(z%)) < L(&(z™°))-
On déduit de cette proposition que la fonction
t — Ly(zt,2'")
est définie sauf pour un ensemble fini de valeurs du temps, de cardinal au plus égal

a 2[n/2], constante sur chaque intervalle de définition, décroissante, et qu’elle admet
un saut en chaque point ou elle n’est pas définie.

On en déduit également les résultats suivants (en posant W;H = ).

(i) Siz —z' appartient & ﬁ/]_” — {0} (resp. & _I/ﬁ — {0}) alors z* — z't appartient &
W, (resp. a Wj+).
(ii) La valeur commune j~ (resp. j ) des L1 (zt, z't) pour t € ]0,¢] (resp. t € [—¢,0])

donnée par la proposition 2.2.2 est le plus petit entier j tel que z — z' € Wj_
(resp. le plus grand entier j tel que z — 2’ € Wj+).
(iii) Les parties W~ et W;TH ont méme frontiére F; dans E — {0} et on a

Fj=E-{0}-W; -W},.

(iv) Sij < [n/2], Pensemble F} est une variété topologique de codimension 1.
(v) On a

PE)-W= |J F
[-n/21<i<[n/2]
et
W; =W, nwj.

(vi) Siz —z' € Fj, alors
-2t e W sit>0
et

-zt eWh, sit<O.

Les conditions précédentes expriment que les familles,
W) -tn/2<i<in €6 W) -pny21<i<ing2);
ou

Wj'z{(x,x') EExElz—x'EWj_}
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et
Wi ={(z2)eExE|z—z' e W]},

sont des filtrations du champ de vecteurs produit £ x ¢ défini sur I’ensemble E x E
privé de la diagonale (voir Shub [Sh]).

2.3. Fonctions d’enlacement pour le champ de vecteurs E

On garde les notations du paragraphe 2.2 et on note E le champ de vecteurs
construit par ® sur E = E/[ry,71] au paragraphe 1.9.

Soient 7 et ' deux points de E. Il existe M > 0 tel que pour tout z € 7 1(7) et
tout 2’ € 7~1(2"), on ait

|z —2'|| > M = z -z’ € W.
En effet, si ||x — z'|| est assez grand, la droite engendrée par z — z' est proche du plan
Eo = {z = (z)icz | Ti12 = x;, pour tout i € Z}.
L’ensemble W C E x E formé des couples (7,3') € E x E tels que ¢ — ' € W
pour tout x € 771(Z) et tout ' € 71(Z') est donc une partie ouverte de E x E,

puisque son complémentaire est une réunion localement finie d’hypersurfaces affines
de E x E. De plus T # 7' si (Z,%') appartient a W.

On peut définir une fonction L; a valeurs entiéres sur W en posant :

LiEd) = Y. L),

zen—1(Z)

ou ' € 771(2') est fixé, puisque la somme précédente est finie. Cette fonction est
symétrique.

Comme conséquence de la proposition 2.2.1 (voir également [L1]), on obtient

PROPOSITION 2.3.1. — Soient T et ¥ deuz singularités distinctes de £. Si 3 = Go(%)
et 2' = qo(T') sont les points fizes associés respectivement 4 T et ¢ T', on a :

L(z,2") = I(z,2).
Comme conséquence de la proposition 2.2.2 (voir également [L1}), on obtient :

PROPOSITION 2.3.2. — Si % et @' sont deuz points distincts de E et si (z,7") & W,
il existe un réel € > 0 tel que (T¢,Z'") appartient a W si 0 < |t| <€ et on a

Ly (3,7°) < LyE 5,7 7°).
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On a également, bien évidemment, ’analogue de I’assertion (ii) de la proposition
2.2.2.

Comme dans le paragraphe 2.1, on peut définir, pour tout entier j, les ensembles
W;=L7'({j}), W; =Int (2, We) et W; =Int (Y, Wi).
Les familles
Wy )jez et (W) )jez
sont des filtrations du champ de vecteurs produit E X E défini sur 'ensemble E x E
privé de la diagonale; on a des propriétés analogues a celles du paragraphe 2.2.

2.4. Fonctions d’enlacement sur les fibrés tangents et projectifs

On va améliorer dans ce paragraphe la proposition 2.2.2. Plus précisément, on va
ajouter une propriété d’uniformité, en se basant sur la démonstration donnée dans
‘[Ll]. Comme corollaire, on en déduira une proposition du méme type pour le flot
linéarisé.

La fonction L définie dans le paragraphe 2.1 est invariante par les homothéties de
rapport non nul, de méme que les ensembles W, W;, Wj—, Wj+ et Fj; on peut donc
définir naturellement une fonction L sur ’espace projectif P(E), des parties ouvertes
W, W;, W, W;r et une partie fermée F} de celui-ci, que 'on désignera du méme
nom pour ne pas alourdir les notations.

On munira P(FE) de la distance définie par I’angle entre deux droites, et pour tout
sous-espace vectoriel E' de E, on notera P(E') le sous-espace projectif formé des
droites de E’.

Le flot linéarisé est défini sur le fibré tangent E x E et induit également un flot
sur le fibré projectif E x P(E). On notera (z,u) un élément du fibré tangent (ou
projectif).

On montrera dans les paragraphes 2.5 et 2.6 le résultat suivant :

PROPOSITION 2.4.1. — 1l existe un réel § > 0, ne dépendant que de ®, qui vérifie
la propriété suivante :

si ¢ et ¢’ sont deux points distincts de E et si la droite engendrée par z — 2’
appartient G Fj, alors la droite engendrée par ' — z'! (resp. x=! — 2'~1) est a une
distance au moins § de Wj";l (resp. de W ).

On en déduit les corollaires suivants :

COROLLAIRE 2.4.2. — Siz est un point de E et u une droite appartenant & F};, alors
ul (resp. u~!) est a une distance au moins § de Wj"_'H (resp. de W™ ), ou (xt,ut) est
limage au temps t de (x,u) par le flot linéarisé.
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Démonstration. — 11 suffit de remarquer que la composée du plongement
y:R—F
S + su

par le flot au temps ¢ est un plongement 7; : R — E de classe C? tel que

oy — ot — e Y(8)E — @

7t(0) =u = ll_I)I(l) S )
puis d’utiliser la proposition 2.4.1. O
COROLLAIRE 2.4.3. — Six est un point de E qui n’est pas une singularité de &, tel

que la droite engendrée par £(x) appartienne & Fj, alors la droite engendrée par &(z!)
(resp. £(z71)) est a une distance au moins § de Wj“:_l (resp. de W ).

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire précédent, puisque
I'image par le flot linéarisé de (z,£(x)) est (af, £(at)). O

COROLLAIRE 2.4.4

(i) Six et z' sont deuz points de E et si zt — 2't € W, pour tout t € R, alors la

droite engendrée par x — x' est a une distance au moins § de Wj“:_l.

(ii) Soit (z,u) un point de Ex P(E) et (z*,u?) l’image au temps t par le flot linéarisé.
Siut € W, pour tout t € R, alors u est a une distance au moins  de Wgtd-

(iii) Soit x un point de E. Si £(z') € W pour tout t € R, alors la droite engendrée

par &(z) est a une distance au moins § de W;H.
Démonstration. — On démontre ’assertion (i), les autres assertions se démontrant
de facon similaire. Soit u la droite engendrée par x — &' et v € F}j une droite telle que

d(u,v) = d(u,W]trl).
La droite projective contenant u et v est formée de deux arcs joignant u & v, dont

Pun au moins est de diamétre d(u,v). On considére un paramétrage v : [0,1] — P(E)
de cet arc, vérifiant v(0) = u et y(1) = v. Pour tout s € ]0,1], on a

d(7(s),v) < d(u,v).

On peut trouver un chemin s — z(s) dans E, issu de z’, tel que = — z(s) engendre
v(s). On sait, grace a la proposition 2.2.2 que
zt—2z()te W;:_l,
et par hypothése que
7l —2(0) e Wi
Il existe donc sq € [0, 1] tel que

z™' —z(s0)”" € Fj.
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FIGURE 2

La proposition 2.4.1 nous dit que la droite y(sg) engendrée par x — x(sg) est & une
distance au moins § de W ;. On en déduit

d(uav) > d(’Y(So),’U) > J.

De la méme maniére on démontre :

COROLLAIRE 2.4.5

(i) Siz et x' sont deuzx points de E et si xt — 2'* € W pour tout t € R, alors la
droite engendrée par x — x' est & une distance au moins 6 de P(E) — W.
(ii) Soit (z,u) un point de Ex P(E) et (z,ut) I’image au temps t par le flot linéarisé.
Siut € W pour tout t € R, alors u est a une distance au moins § de P(E)—W.
(iii) Soit z un point de E. Si £(zt) € W pour tout t € R, alors la droite engendrée
par &(z) est a une distance au moins § de P(E) — W.

Avant de donner la preuve de la proposition 2.4.1, remarquons, en utilisant le
caractére Z2-périodique des applications g; — g; et ¢'; — ¢'F, qu'il existe deux réels
a > 0et M > 0 tels que, pour tout i € Z et pour tout (z,z') € R2, on ait les
inégalités suivantes :

(0 < (-1 E(a,at) < M,
@< (-0 L o) <,
0g; ,
- <
0 0, )| < M,
8gli ' .
L 8x/ (x7:1: ) < M’
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et tels que pour tout € E on ait

|DE()|| < M.

2.5. Démonstration du lemme fondamental

Soient x = (z;)icz et ¢’ = (z})icz deux éléments distincts de E, tels que z—z' ¢ W.
Notons u la droite engendrée par le vecteur x — z', et plus généralement u; la droite
engendrée par zt — z't.

LEMME 2.5.1. — Supposons que
z;—z; #0
Tip1 — i =0
Tit — Ty =0
Tititl — Tipipa # 0
Il existe alors des constantes ar et b,, r € {0,...,[l/2]}, strictement positives, et un
réel € € )0,1] ne dépendant que de u, de o et de M, tels que, pour tout t € [—¢,e]—{0},

on ait
ar |lz — 2'|| |t7] < oro(t7) (2t — 2'ty,)

et
be |l —2'|| |t7] < Ulra(tr)(xf+l+1—r - -73,2+l+1—r)a
ot
or = 0‘(.’1,',' _ x;)(_l)ri+r(r+1)/2
et

o', = o(Tigir1 — $2+l+1)(_l)r(i+l+1)+r(r+1)/2.
De plus, sil = 2m — 1 est impair et si o, et o, sont égauz, il existe ¢ > 0 ne
dépendant que de u de o et de M tel que

cllz —a'|| [t™] < omo(t™) (@i hm — ' 1m)-

Démonstration. — Nous allons nous limiter au cas ¢ > 0, l’autre cas se traitant de
fagon similaire, et montrer par récurrence sur s € {0,...,[l/2]} la propriété suivante :

(Ps). — Il existe des réels positifs a, et b,, 0 <r < s, ne dépendant que de u, de a,
et de M, et pour tout n > 0, un réel € > 0 ne dépendant que de u, de o, de M et de
n, tels que si t €10,¢] et sir € {0,...,s}, alors :

ar H(I) - J,"” t" < 0‘,—((1)2+r - x1§+r)7
by |lz —2'|| 7 < Ulr(z§+l+1—r - $l2+t+1—r)»

et tels que
|25 — 25| < mllz - 2’| ¢,
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sije{i+s+1,...,i4+7—s}.

Puisque la norme de D{(x) est uniformément bornée par M, le lemme de Gronwall
nous dit que pour tout ¢t € R on a

| < lle =2/ (M~ 1),

et donc qu'il existe une constante M' dépendant de M, telle que pour tout ¢ € [—1,1]
on a

”xt —zt—z 44

[zt — 2"t —z+2'|| <]z —2'|| M't.
La condition (Pg) est donc vraie si on prend

_ w2 i — 2|
2|z — 2’| " 2z — '],

Cinf (1 % bo 7
Rl W VAN VAN VI
Supposons maintenant que 1 < s < [I/2] et que (Ps_1) soit vraie. Considérons les
réels ag,...,a5_1,bo,...,bs_1 et le réel € associé &

o = inf (1 aas_1 abs_y 778)

ao

et

6M ' 6M '4M
On écrit
d

t 1t _ ! t i !, 1t 1t
ags(mws -z i+s) =0s9 i+s~1(mi+s—1’wi+s) — 059 i+s—1( i+s—1>L i+s)
t t 1t 1t
— 0s8i+s (xi+s’xi+s+1) +05Gits(T 54, T igst1)s
puis

d
t It _ ' t t ' It ¢
ags(%’ﬂ -z 1'+s) =0s9 i+8—1(mi+s—1?xi+s) ~0sg iys—1(x i+s—1’$i+s)

+ Usgli+s—1($lg+s—1 ) $$+s) - asg’i+s—1(w’§+s_1, ml2+s)
- Usgi+s(m§+s7mg+s+1) + asgi+8(z§+s7$,2+s+l)
— O0s8i+s (CI)§+S, x,fl—i-s—i-l) + 0sGits (‘7;,2—}—57 $l2+s+l )-
La premiére ligne est positive et majorée par
aas—lts_l“x - xluv

et la valeur absolue de chacune des autres lignes est majorée par

Mn't*"Hjz — 2'||.
On en déduit
d Qg
aos(ﬂﬂhs, 't ) > ||z — 2'|| (aas_r 7 = 3Mn't71) > ||z — || === t* 7,
puis
Qs—1
ouletys —2'ty) 2 llo — o) S22
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De facon analogue on montre que

abs—l

A
2s

Ty (Tiprr1—s = T hppa—s) > llz — 2|
De I’égalité

d

aas(a@ — ') =0.g'j1(2h_ 1, 2h) —og'i1 (@'t 2h)

+osg' (@', 25) — 05’1 (2'h ), 2")

— 0s9j ($;7 x;H) + Usgj(xé, xl§‘+1)

— 0595 (xh,a'b ) + 0sg;(2'h, 2"y )
et du fait que la norme de chaque ligne est majorée par

Mn't*Hjz - 2'||,
on obtient
2t = a't] < nt* 2 = 1,
sijefi+s+1,...,i+1—s}.
La proposition (P;) est donc vraie, il suffit de prendre

Qas—1 ab,_q
g = ————
25 25 '

ag =

et de choisir le nombre € associé & ' par (Ps—1). On vérifie que a; et bs ne dépendent
que de a de M et de u.

La propriété (P(;/9)) n’est rien d’autre que le lemme quand [ est pair. Si l = 2m —1
est impair et si 6, = ', on déduit le lemme de (P,,—1). En effet, appliquons (P,,_1)
avec

I Ol(am——l + bm-l)
n' = inf (1, _—Z]W—_) ,

on obtient cette fois-ci

d
aam(th,x'hm) >z — 2'|| (@am_1t™ " + byt = 2 Mt

puis
a(a'm—l + bm—l)tm

Oty ') 2 llo = o' 22l

On pose alors
¢ = a(am-1 + bm-1)/2m,

et on choisit le réel ¢ associé & i’ par la propriété (P,,_1). a
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2.6. Démonstration de la proposition 2.4.1

Placons-nous dans les hypothéses de la proposition 2.4.1. On peut trouver un réel
€ > 0 ne dépendant que de u et de ® tel que, pour tout intervalle maximal {i +
1,...,4+ 1} d’indices correspondant & des coordonnées nulles de z — z', la conclusion
du lemme 2.5.1 soit vérifiée. On connait alors les signes de z¢ — 2’ sauf éventuellement
si 7 se trouve au milieu de 'un de ces intervalles (de longueur impaire) et si les signes
de xf_, —a't_j et de at ) — 't | sont égaux. Ainsi 2 — 2t appartient & W dés que
t est non nul.

D’aprés le lemme précédent, on peut calculer pour chaque intervalle la somme
i+l
Z(_I)J o(@j —2'5) (2541 — 2'541)

=i
quand t € [—¢,g] — {0}. Elle est strictement positive (resp. strictement négative) si
t <0 (resp. t > 0), dans le casou ! > 2 et dans le casou !l =1 et
(i — 2'3)(Ti2 — 2'i42) < 0.
Elle vaut 0 dans le casoul =1 et
(i — 2'5) (g2 — 2'i2) <O.

Puisque = — z' n’appartient pas & W, 'un des deux premiers cas apparait au moins
une fois : on en déduit

L(z® —2'°) < L(z™¢ — 2'7%).
En particulier, si ¢ — 2’ € Fj et si t € ]0,¢], il existe j_ < j et j; > j tel que
t_ 1t - " +
-t eW;,_ et e W,

Montrons maintenant que la distance de la droite engendrée par 2 —z'¢ 4 P(E)—-W
est minorée par un nombre &, ne dépendant que de u (et de ®). Notons I I’ensemble
des indices pour lesquels le signe de ¢ — z't est indéterminé. Si

T=(Ti)icz€ E-W
est de norme 1, il existe au moins un entier i ¢ I tel que Z; s’annule ou ait un signe
contraire & 5 — z'5. On a donc

~ ¢ —x'c

. 25 i Mo — 2]
lo* = o]

=z —aell T (1L + MO)]le - 2|

ou M, ne dépend que de u (et de ®) : on a bien le résultat désiré.

Comme les applications z — x! sont uniformément lipschitziennes, pour t € [—1,1],
il existe un réel 4, < 7/2, ne dépendant que de J,, (et de ®), tel que pour tout triplet
(#,2',2") € E3, siles vecteurs T’ — 7 et " — T ont méme norme et font un angle < ¢/,
alors l'angle des vecteurs Z'¢ — z° et T''¢ — z° est < 4, /2. En particulier, si ' — T

engendre u, alors "¢ — 2° € W;".
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Puisque F} est compact, il existe un réel ¢ tel que tout point de P(E) & une distance
au plus ¢ de Fj est contenu dans une boule de centre u € F} et de rayon d,,. Si Z et '
sont deux points distincts de E et si la droite engendrée par z — ' appartient a Fj,
la droite engendrée par ' — Z'~! (qui appartient & W} ) est donc a une distance
au moins d de Fj et donc a une distance au moins § de W;". Si § est assez petit, on
sait, par les mémes arguments, que la droite engendrée par z' — 7'lest également a
une distance au moins & de W ;. O
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CHAPITRE 3

DECOMPOSITION DOMINEE DU FIBRE TANGENT,
VARIETES INTEGRALES

Dans le paragraphe 3.2, on utilise le corollaire 2.4.2 pour obtenir une décompo-
sition dominée du fibré tangent. On cherche alors des variétés intégrales de cette
décomposition dans les paragraphes 3.3 & 3.6. On conclura ce chapitre en montrant
que ’ensemble A des orbites bornées de E est une réunion de tores de classe C.

3.1. Matrices de Jacobi

L’élément essentiel dans la démonstration de la proposition 2.4.1, en particulier de
la décroissance de la fonction

(z,u) — L(u)
le long des orbites du flot linéarisé (illustrée dans le corollaire 2.4.2), est le fait que
chaque matrice
DE(x) = (as,5)o<i,j<2n—1
est tridiagonale cyclique et symétrique par signe, autrement dit :

— a;,; est nul si j est différent de 4, ¢ — 1, < + 1 modulo 2n,
— 0(as,i41) = 0(aiy1,6) 510 < i < 2n -1,
— 0(azn-1,0) = (a0,2n-1)-
Le corollaire 2.4.2 appliqué au champ de vecteurs linéaire £* défini au paragraphe
1.9, nous dit que le flot
(z,t) — ez
admet une filtration sur P(E), ou
A* = (ai,j)o<i,j<an—1
est la matrice définie ainsi :
a;; = (-1)*' si j =i+ 1 modulo 2n,
a;; = (-1) si j =4 — 1 modulo 2n,
a;; =0 sinon.
C’est vrai plus généralement pour n’importe quelle matrice A d’ordre m tridia-

gonale cyclique et symétrique par signe; la fonction définissant cette filtration étant
explicite et dépendant des signes o(a; i+1) (voir [L1]). Un cas déja connu est celui
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des matrices de Jacobi, ou les signes o(a;;+1) sont positifs et ou la matrice est sy-
métrique. Utilisant cette filtration, on sait décomposer le spectre de la matrice. Si on
note A1,..., A les valeurs propres de A, ordonnées et comptées avec leur ordre de
multiplicité, on a les inégalités :

A <A< A3 < < g S Agpyr < v

(voir Van Moerbeke [Mo] ou Angenent [Anl]).
On pourrait diagonaliser directement la matrice A* écrite plus haut et montrer que
les valeurs propres s’écrivent

p; =2sinjnr/n,j € {—[n/2],...,[n/2]},

que le sous-espace propre associé & p; est contenu dans W; U {0}, et qu’il est de
dimension 2, excepté si n est pair et j = £[n/2], ou il est de dimension 1. On don-
nera une démonstration dynamique, comme pour les matrices de Jacobi, de cette
décomposition spectrale, dans le paragraphe suivant.

3.2. Existence d’une décomposition dominée du fibré tangent
Nous prouverons dans ce paragraphe le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2.1

(i) Pour tout xz € E, Uensemble E;(z), formé du vecteur nul de E et des vecteurs
u € E tels que Uorbite de (x,u) par le flot linéarisé soit contenue dans E x W,
est un sous-espace vectoriel de E ;

(i) la dimension de E;(x) est égale a 1 sin est pair et si j = £[n/2];

(iii) la dimension de E;(x) est égale a 2 dans les autres cas;
(iv) on a la décomposition

E= @ Ei@);
[n/2]<j<[n/2]

Ej(ro(z)) = E;(n(z)) = E;(z);
(vi) limage au temps t de {x} x E;(z) par le flot linéarisé est {z'} x E;(zt);
(vii) chaque application x — E;(x) est continue pour la topologie usuelle des grass-
manniennes ;
(viii) 3l existe des réels C > 0 et A € 10,1[, ne dépendant que de ®, tels que si
u € Ej(z), u' € Ej (z) sont de norme 1, et si j < j', alors
It“

l|||ut” < CA pour tout t > 0,
u

ot (zt,ut) et (zt,u't) sont les images respectives au temps t de (x,u) et (z,u’)
par le flot linéarisé.
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Démonstration. — La démonstration est du méme type que celle donnée par Ruelle
dans [Ru] et se fait en plusieurs étapes. L’élément principal est 1’utilisation du birap-
port entre quatre droites, suivant une idée de Garret Birkhoff [Bi]. Pour tout z € E,
on définit les ensembles

Pj(z), P (2), P} (2)

formés des droites u € P(E) telles que 'orbite de (z,u) par le flot linéarisé soit
entiérement contenue respectivement dans

ExW;,ExW;,Ex Wj+.
Les propriétés suivantes sont évidentes :
— les ensembles P;(z), P; (z), Pf(x) sont fermés;
- on a
Pj(ro(x)) = Pj(ri(z)) = Pj(=),
et des égalités analogues pour P; (z) et Pj+ (z);
— on a
Pj(z) = P} (z) N P} (x);
— l'image au temps ¢ par le flot linéarisé de {z} x P;j(z) est {z'} x P;j(z"), de méme
pour les autres ensembles.
Pour montrer la proposition, il reste & montrer :
— que les ensembles P;(x) sont des sous-espaces projectifs Pj(z) = P(E;(x)) de
P(E);
— que les sous-espaces vectoriels E;(z) ont les dimensions demandées dans la pro-
position;
- que E est somme directe des E;(z);
— que la propriété d’expansivité (viii) est satisfaite ;
en effet, les applications
r+— Pi(z), z+— P (z), =+ Pj+(x)

étant semi-continues supérieurement pour la distance de Hausdorff, seront nécessai-
rement continues.
Nous allons commencer par démontrer la propriété d’expansivité.

LEMME 3.2.2. — Il existe des réels C > 0 et A € ]0,1[, ne dépendant que de ®,
tels que pour tous vecteurs u et u' de E de norme 1 dont les droites engendrées sont
respectivement dans P} (z) et dans P}, (z), on a

1]
"] < CX pour tout t > 0,
llut]]

ot (zt,ut) et (zt,u') sont les images respectives au temps t de (z,u) et (z,u’) par le
flot linéarisé.
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Démonstration. — Fixons € E et notons {z'} x Ut I'image de {z} x U par le
flot linéarisé pour toute partie U de P(E). Considérons deux droites u € P; (z) et
u' € P (x), ot —[n/2] < j < [n/2].

La droite projective passant par u et u’ définit deux arcs ouverts joignant u a u',
on en choisit un que l’on note . Si on écrit d;(v,v') pour le logarithme du birapport
des quatre droites (uf,v,v’,u't), on obtient une distance d; sur 4* qui est invariante
par le flot (voir [Bi]) :

dt(vt, U’t) = do(’l), 'U’),
On ne confondra pas ces distances avec la distance d définie par les angles.

L’arc +* rencontrant
_ - +
Fj=PE)-W; UWl,,

on peut considérer le point v de Fj N~* le plus proche (pour la paramétrage de l'arc)
de u't. En écrivant (2% vf) pour 'image de (z?,v;) au temps s par le flot linéarisé,
on définit ainsi v{, pour (s,t) € R%. Le corollaire 2.4.2 nous dit que v{ est dans Wi
si s > 0, et donc plus proche de u®*t? que v,y ; de plus, larc joignant vsy; & vf est
formé des points uyy,, v € [0, 5], et donc contenu dans W;~ sauf & 'extrémité vs;.

u/s+t

,Us+t

Ut

us+t

FIGURE 1

Plus précisément le corollaire 2.4.4 nous dit que les angles
d(vt1 ) vt+1)a d(vt+17ult+l) et d(u’t+1aut+1)

sont minorés par une constante § > 0 ne dépendant que de ®. L’angle d(u'*!, v})
est également minoré par une constante §' > 0, qui ne dépend que de ®, puisque
d(ut,vs) > 6, et puisque les différentielles DE(z') sont uniformément bornées pour
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z' € E. On en déduit que le birapport entre les droites u!*1, v}, v;1 1, u'tT! est unifor-
mément minoré : il existe donc un réel n > 0, ne dépendant que de P, tel que

1
di+1(ve,ve41) > 1.
Les points ', vg, v1,,... ,v’ik, u se placent dans cet ordre sur 7. On vient de
montrer que la distance do(vg,v* ) est supérieure 4 k7 : on en déduit que

lim vfk =u.
k—4o00

On sait également que ’arc ouvert qui joint vy & v* , est contenu dans W, :onen
déduit que y ne rencontre F; qu’au point vg.
Soient u et @’ deux vecteurs unitaires engendrant respectivement u et u', soient
(xt,at) et (xf,4't) les images par le flot linéarisé. L’inégalité
dy,(v¥,vx) > kn  pour tout entier k > 0,
et la minoration uniforme par § des angles

d(uf,v), d(vg, u'*) et d('*,u*),

entre les trois droites u*, u'® et vy impliquent qu’il existe C > 0 et A\ € ]0,1] ne
dépendant que de @ tels que, pour tout entier £ > 0, on ait

[l o
= S ONY, 1= <
lla*]| = [ =*l

On a le méme résultat pour ¢ > 0 réel au lieu de £ > 0 entier (quitte & changer
la constante C) puisque les différentielles DE(z') sont uniformément bornées pour
z' € E. O

LEMME 3.2.3. — Les ensembles P;, P, et P valeurs communes respectives de

J J
Pj(z), P; (z) et Pj+(:c) dans le cas du champ de vecteurs £*, sont des sous-espaces

projectifs de P(E). Si on écrit
Pj =P(EJ')7 Pj~ :P(Eg_)a P]+ :P(E;_)a

la dimension de E; est 1 sin est pair et j = £[n/2], la dimension est 2 dans le cas
contraire. Enfin, on a

E;= @ E e Ef= P E.

—[n/2]<I<j J<i<[n/2]
Démonstration. — La matrice A* associée & £*, étant symétrique, est diagonali-
sable. On considére une base (e;)o<i<2n—1 de vecteurs propres de A*. Pour tout
1 € {0,...,2n — 1}, la droite engendrée par e; est fixe et donc contenue dans un

ensemble P;. On note E; le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs de base
dont la droite associée est dans P;.
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Commencons par montrer que P(Ej;) est contenu dans P;. Comme P(E;) est inva-
riant par le flot, il suffit de montrer qu'’il est contenu dans W;. Raisonnons par ’ab-
surde et supposons qu'il existe une droite u’ € P(EJ')—W]‘+ (lecasouu’ € P(E;)-W;
se traitant de fagon similaire). Toute droite u de I’ensemble w-limite de u' appartient
alors 3 Pj__1 N P(E;). On considére un vecteur unitaire & engendrant u et on note
€iy,- - -, €4, les vecteurs de la base propre qui engendrent E;. On peut écrire

k
u= E Qg ey, .

1=1
D’aprés le lemme 3.2.2, on sait que pour tout [ € {1,...,k} on a

llesill _

oo Tl =

On en déduit que

)

t
lim 1L _
t=oo [|uf]|

puisque

k
21 <Y leul lles I,
=1
ce qui est absurde.

Le sous-espace vectoriel E;, étant contenu dans W; U {0}, est de dimension au plus
un si n est pair et j = £[n/2], au plus deux dans les autres cas. Puisque E est somme
directe des E;, la somme des dimensions de ces sous-espaces doit étre égale & 2n : on
en déduit que E; est de dimension un si n est pair et j = £[n/2], de dimension deux
dans les autres cas.

Si on pose
E]— :E—[n/2] +...+E; et E;— =FE;+... +E[n/2],
on peut montrer de fagon similaire qu’on a
- - + +

P(E;)C P et P(E])CP.
Finalement, on déduit de la propriété d’expansivité démontrée dans le lemme 3.2.2,
et de la décomposition

= & 5
=[n/2]<i<[n/2]
que les inclusions
P(E;) C P;, P(Ej)CP; et P(Ef)CPf

sont en fait des égalités. O
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LEMME 3.2.4. — Les ensembles Pj(z), P; (z) et Pj+(:v), sont des sous-espaces pro-
jectifs de P(E). Si on écrit

P;(z) = P(E;(2)), P (¢) = P(E; (z)), P} (z) = P(E} (x)),

la dimension de E;(x) est 1 si n est pair et j = £[n/2], la dimension est 2 dans le
cas contraire. Enfin, on a

Ejz)= @ E& e Ef@= @ E@.

—[n/2]<I<j i<i<[n/2]

Démonstration. — Fixons z € E. On va démontrer que les ensembles P (z) et Pf(x)
sont des sous-espaces projectifs de P(E) de méme dimension respectivement que P
et Pj+. Cela est clair pour P a et Pf[n /2) qui sont tous deux égaux & P(E).

Fixons j € {—[n/2],...,[n/2] — 1}. Pour tout entier k > 1, notons {z} x P*
image au temps k de {z7*} x P et {z} x P'* 'image au temps —k de {z*} x
P]T:Ll. Choisissons une valeur d’adhérence P de la suite (P*);>o (pour la distance de
Hausdorff) et une valeur d’adhérence P’ de la suite (P'*);>¢. Ce sont des sous-espaces
projectifs de méme dimension que P et ijrl qui sont contenus respectivement dans

P (z) et P, ().

Les ensembles P et P’ étant disjoints, les sous-espaces vectoriels associés sont
supplémentaires. De la propriété d’expansivité démontrée au lemme 3.2.2 et de la
décomposition de E en somme de deux sous-espaces que l’on vient d’obtenir, on
déduit qu’on a

P=P; (zr) et P'= Pjtrl(m).
Puisque Pj(z)~ (resp. Pj(z)") est un sous-espace projectif de méme dimension que

P (resp. Pj+), on en déduit que chaque ensemble

Pi(x) = P} (z) N P} (a)
est un sous-espace projectif de méme dimension que P;. La démonstration du lemme
est achevée : on écrit
O

REMARQUE. — L’assertion (v) de la proposition 3.2.1 permet de définir naturelle-
ment E;(Z) pour T € E en choisissant z € 7! ({Z}) et en posant

E;(z) = Ej(z).

On a un résultat analogue & la proposition 3.2.1 dans I’espace quotient E.
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3.3. Variétés intégrales des champs d’espaces z — E; (z) et =+ E;' (x)

Si E' et E" sont deux sous-espaces supplémentaires de 'espace vectoriel E, on
identifiera, pour ne pas alourdir les notations, une application

v:E — E"
et son graphe

Gy ={z+9¢(z), z € E'}.

On notera p; et pj les projections orthogonales respectives sur les sous-espaces
E; et Ef définis au paragraphe 3.2. Enfin, on posera par définition

+ — —
E[n/2]+1 - E[—n/2]—1 - {0}

On définit, pour j € {[-n/2],...,—1}, 'ensemble G;* des applications
.- +
Y:Ef — El,
vérifiant la propriété

Q) pour tout (z,z') € Gi, c#c =z—2 €W,

et pour tout j € {0,...,[n/2]}, I'ensemble G;* des applications
. - +
Y:ES — B,

y ) et qui sont invariantes par les translations 19 et 7; définies

vérifiant la propriété (Q
au paragraphe 1.9.

De fagon analogue, on définira ’ensemble g]'." des applications
.t -
vérifiant la propriété
(Q;r) pour tout (z,z') € Gfb, r#4¢z =z-1'€ Wj’,

et invariantes par 7o et 71 si j < 0. On notera également G;” ou g;r I’ensemble des
graphes de ces applications.

Remarquons que si i < 0 et si G € G}, alors les graphes
70 011(G), (k1) # (0,0),
appartiennent également a G, et sont disjoints deux & deux, puisque pour tout z € E,
on a
¥ ori(z) —x € Wy,

On a une propriété analogue pour G € g;r, sij>o0.

L’ensemble G;* est une partie fermée, pour la CP-topologie (i.e. la topologie com-
pacte-ouverte), de ’ensemble des applications de EJ_ dans E;.'Zrl ; On Munira g].— de
cette topologie. Puisque E;:H est contenu dans W]T’jrl, il existe une constante M > 0
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ne dépendant que de n telle que toute application ¢ € G ; est lipschitzienne de rapport
M. Par le théoréme d’Ascoli, on sait que les propriétés suivantes sont équivalentes,
pour une partie G de gj— :

— la partie G est relativement compacte ;

— il existe z € E; tel que la famille (1)(z))yeg soit bornée;

- pour tout = € E;, la famille (1/(z))yeg est bornée;

— il existe une partie bornée B de E rencontrant tout graphe Gy, ¥ € G.

On a des propriétés similaires pour g;“.

PROPOSITION 3.3.1. — L’image Gt d’un graphe G = G € g; (resp. G € gj) par
le flot est encore contenue dans G; sit >0 (resp. dans gj sit<0).

Démonstration. — L’image G, t > 0, d’un graphe G = Gy € G; vérifie la propriété
(Q;) d’aprés la proposition 2.2.2. Elle est également invariante par les translations
To et 71, si j > 0. Il reste & montrer que c’est le graphe d’une application de E;
dans EJ?LH et donc que la restriction de p; a G* est un homéomorphisme de G* sur

E; . Puisque Gt vérifie la propriété (Qj ), cette restriction est un homéomorphisme

bilipschitzien de G? sur son image. L’application
E; — E;
z — p; ((z +9(2))")

est un homéomorphisme bilipschitzien de E; sur p; (G?) comme composée de trois
homéomorphismes bilipschitziens. Elle est donc propre. On en déduit 1’égalité

pj_(Gt) =E;.

L’application
G; x[0,+00[ — G;
(G,t) — Gt

est continue. On a un semi-flot sur g].— défini pour les valeurs positives du temps; de
méme on a un semi-flot sur gf défini pour les valeurs négatives du temps. On posera

gj— = gj—(q)) ={y € G; |G}, € G;, pour tout t € R},

et
G\;,L = §]+(<1>) ={y € G | G}, € G, pour tout t € R};

et 1a encore on notera g\]_ ou gAf I’ensemble des graphes de ces applications.

PROPOSITION 3.3.2. — On a les propriétés suivantes.

(i) L’ensemble gAj— est une partie fermée de G .
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(i1) L’ensemble CZ' est formé d’applications de classe C' ; sur cet ensemble la C°-
topologie et la C*-topologie coincident.

(iii) Tout graphe G € Q\J_ est une sous-variété dont ’espace tangent en z est E; (z).

(iv) Il existe une constante § > 0 ne dépendant que de ®, telle que si x et x' sont
deuz points distincts de G € @;‘ , la droite engendrée par ©’' —x est a une distance

au moins § >0 de P(E) — Wi, ;.

Démonstration. — L’assertion (i) est évidente et I’assertion (iv) une conséquence im-
médiate du corollaire 2.4.4. Montrons maintenant les assertions (ii) et (iii).

Soit G = Gy € éj— Pour tout z € G et tout ¢ € R, définissons AL, C P(E) de la
fagon suivante :

la droite u appartient & A% si et seulement s’il existe deux suites (zx)r>0 et (z},) k>0
dans G* convergeant vers z*, avec z;, # z}, telles que la droite engendrée par zj, — xj
converge vers u quand k tend vers l'infini.

Fixons u € A% et notons (z?,u!) I'image de (z,u) par le flot linéarisé. On sait
que pour tout ¢ € R, le vecteur u’ appartient 4 AL et donc a W—f, on en déduit
que u appartient & I'ensemble P (z) défini au paragraphe précédent. Cela signifie
que ’application v est différentiable et que sa différentielle en un point z € EJ_ est
linverse de la restriction de p; a E; (z + ¢(z)). On en déduit immédiatement les
assertions (iii) et (iv). O

REMARQUES. — Par tout point z de E passe un graphe G € G\J_, il suffit en effet de
prendre une valeur d’adhérence de la suite

((.’v—’c + EJ'_)k)kZO .

Si lorbite de x est bornée, 'orbite de tout graphe G € éj‘ contenant x est relativement

compacte ; c’est encore le cas, si orbite de w(z) par £~ est bornée et si j > 0. On dira
par définition que G € G; est un graphe d’orbite bornée si 'orbite totale de G par le
flot est une partie relativement compacte de G; .

3.4. Propriétés de stabilité
Nous allons démontrer dans ce paragraphe des résultats de stabilité que nous uti-

liserons trés souvent dans les chapitres suivants.

PROPOSITION 3.4.1. — Si i appartient a éj", et si Ay E; — E;Q_l est une
application lipschitzienne de rapport § /2 (invariante par 1o et T dans le cas o4 j > 0),
alors on a

w+Az/)egj‘.
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Démonstration. — Soient z € E” et a' € E; . Le vecteur  — 2’ appartient a E; et
les vecteurs

P(z) —9(a') et Ap(z) — Ap(z')
a E;L_H =E; L. Le sinus de I’angle entre la droite engendrée par
P(x) —P(a') + Ap(z) — Ap(a') + 2 — 2’
et la droite engendrée par
() — (@) + 2 -2’
est majoré par

19 (z) = $(2") + Ay(z) — Ap(a’) — (¥(2) — Y@

llz —2'||

Il est majoré par §/2 par hypothése. L’angle entre les deux droites est majoré par
dm/4. Le vecteur

P(z) —P(z’) + Ap(z) — AYp(a’) + & — 2
appartient donc & W~. O

On déduit de ce résultat et du théoréme d’extension de Whitney [Wh], les résultats
suivants (et leurs analogues pour (]f)

PROPOSITION 3.4.2. — Soit j un entier strictement négatif et X = {2°,...2™}
une partie finie de E, contenue dans un graphe G € éj_ . Il existe alors un réel n > 0
tel que toute partie X* = {z*°,...2*™} de E, qui vérifie ||z** — z¥|| < n pour tout
k € {0,...,m}, soit contenue dans un graphe G* € g;.

PROPOSITION 3.4.3. — Soit j un entier positif ou nul et X = {z°,...2™} une
partie finie de E, telle que 7=1(X) soit contenue dans G € Q\J‘ Il existe alors un réel
n > 0 tel que, si une partic X* = {z*°,...z*™} de E vérifie D(z**, z*) < n pour tout
k € {0,...,m}, alors 7' (X*) est contenu dans un graphe G* € G; .

PROPOSITION 3.4.4. — Soit v : [-1,1] — E un plongement de classe C' tel que
7(0) appartienne & un graphe G € G; et tel que ¥'(0) € E; (v(0)). Il eziste alors
n >0, tel que y([-n,n]) soit contenu dans un graphe G* € G; .

PROPOSITION 3.4.5. — Soit v : [-1,1] — E un plongement de classe C' dont

~

limage est contenue dans un graphe G € G; . Il eziste alors n > 0, tel que l’image de
tout plongement v* : [—1,1] = E de classe C! qui vérifie n[lax | @) =+ @Ol <,
te[-1,1

soit contenue dans un graphe G* € G;.
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3.5. Variétés intégrales des champs de plans z — E;(z)
On note P; I'ensemble des parties non vides P de la forme
P=GnG, GeG;, Gegf
et 73]‘ l’ensemble (invariant par le flot) des parties non vides P de la forme

P=GnG, GeG;, GeGf.

Supposons d’abord que n est impair, ou alors que n est pair et que j # +[n/2].
Pour tout k € Z, définissons le plan vectoriel

Ep ={c = (2i)icz |zi=0sii# keti#k+1 mod 2n}.

PROPOSITION 3.5.1. — On a les propriétés suivantes.

(i) Il existe une partie fermée, pour la C°-topologie, de ’ensemble des applications
continues de E'y, dans E'{:, tel que ’ﬁj soit formé des graphes des éléments de
cette partie.

(ii) Les applications précédentes sont toutes de classe C'; sur l’ensemble de ces
applications, la C°-topologie et la C'-topologie coincident.

(iii) Tout plan P € 73]- est une sous-variété de dimension deux dont le plan tangent
en x est E;(z).

(iv) Il existe une constante § > 0 ne dépendant que de P, telle que si x et =’ sont
deux points distincts de P € ﬁj, la droite engendrée par x' —x est a une distance
au moins § > 0 de P(E) — W;.

Démonstration. — Considérons P =GNG',ou G € 6; et G' € é;r En tout point x
de P, les espaces tangents E; (z) et E;r (z) & G et G' s’intersectent en I'espace E;(x)
de dimension maximale égale & 2; on en déduit Passertion (iii).

La droite vectorielle passant par deux points distincts de P est & la fois dans Wi
et dans W;r, donc dans Wj. Elle est plus précisément & une distance au moins § de
P(E) — Wj, ou ¢§ est la constante donnée par le corollaire 2.4.5. En particulier, la
restriction de

Tk : & = (Z;)iez — (Tk, Tht1)

a P est un difféeomorphisme bilipschitzien de P sur son image. Comme P est une
partie fermée de E, I'image de P par 7 est le plan R? tout entier. L’ensemble P
apparait donc comme le graphe Py d’une application continue ¢ de E; dans E,’cJ'.
Comme rj, est injective sur chaque ensemble Ej(z), cette application est en fait de
classe C*.

On peut donc identifier ﬁj et un ensemble d’applications ¢ de classe C! de Ej,
dans E}*, sur lequel la C°-topologie et la C'-topologie coincident.
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Il reste & démontrer que cet ensemble d’applications est fermé pour la C-topologie.
On considére une suite (Py,,)m>0 et on suppose que la suite (¢)m,)m>0 converge uni-
formément sur tout compact vers ¢ : E'y — E'{. On peut écrire

Py, =G,N Glm,

ou G, € éj_ et GI € QAf Puisque la suite (¢m)m>0 est convergente, il existe une
partie bornée de E qui rencontre chaque Py, et qui rencontre donc chaque G, et
chaque G},. Quitte & extraire une suite, on peut donc toujours supposer que chacune
des suites (Gm)m>0 et (G),)m>0 converge respectivement vers G € Q\J_ et G' € éj
Le graphe de % coincide avec P =GN G". O

REMARQUE. — Il est facile de voir que la topologie définie naturellement sur P; par
cette proposition, est indépendante de k : on munira P; de cette topologie.

Plagons-nous maintenant dans le cas ol n est pair et on j = £[n/2]. On a
P_tnsz = g:[n/Z] et Plnja = g[Jfrz/zy

Les éléments P € 73,- sont alors des variétés de dimension 1. Enongons le résultat
analogue a la proposition 3.5.1 et pour cela définissons, pour tout k € Z, la droite

EZ:{EZ(wz)zEZ|mzZOSll7§k mod2n}.

PROPOSITION 3.5.2. — On suppose que n est pair et que j = t[n/2].

(i) Il existe une partie fermée, pour la C°-topologie, de I’ensemble des applications
continues de E"y, dans E"i, tel que ﬁj soit formé des graphes des éléments de
cette partie.

(ii) Les applications précédentes sont toutes de classe Cl; sur l’ensemble de ces
applications, la CO-topologie et la C'-topologie coincident.

(iii) Tout élément P de P; est une sous-variété de dimension un dont la tangente en
z est Ej(x).

(iv) Il existe une constante 6 > 0 ne dépendant que de ®, telle que si & et &' sont
deux points distincts de P € ﬁj, la droite engendrée par ' —x est a une distance
au moins § > 0 de P(E) — Wj.

Les éléments de 73,' seront appelés des plans d’enlacement j. On a les propriétés
suivantes :

— tout plan d’enlacement 0 est invariant par 7y et 71 ;

~ tout plan P d’enlacement j # 0 est disjoint du plan d’enlacement 7¢ o 7 (P), si

(k,1) # (0,0).

Par définition, on dira qu’un plan P d’enlacement j est d’orbite bornée si I'orbite
de P par le flot est relativement compacte dans P;. Il est facile de voir que P est
d’orbite bornée si et seulement si P est l'intersection de deux graphes G € G\J_ et
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G' e g;“ d’orbites bornées, ou encore §'’il existe une partie bornée de E rencontrant
chaque P?.

Comme conséquence du paragraphe 3.3, on sait que par tout point z de E passe
une variété P € Pj, si j € {—[n/2],...,[n/2]}. Si 'orbite de z est bornée, P est un
plan d’enlacement j d’orbite bornée.

3.6. Variétés intégrales dans le quotient E

Si j < 0, 'image par le revétement universel 7 : £ — E d'un graphe G € G, est
le graphe d’une application de E; dans le quotient E;-;l /[70,71]; 81 j > 0, cest le
graphe d’une application de E} /70, 71] dans E;LH. L’image de G € Q\J_ par 7 est une
variété tangente au champ z — E; (Z) défini sur E, variété diffeomorphe & E; dans
le cas ot j > 0 et & E; /[9, 71] dans le cas ot j > 0.

De méme I'image par 7 d’un plan d’enlacement j est une variété tangente au champ
T — Ej(x) : cette variété est diffeomorphe & R dans le cas ot n est pair et j = +[n/2];
difféomorphe au tore T? si j = 0; difféiomorphe & R? dans tous les autres cas.

L’image par m d’un plan d’enlacement 0 est un tore plongé de classe C'*, homotope
au tore Ag, que ’'on appellera tore d’enlacement 0. On notera Ty I’ensemble des tores
d’enlacement 0. On a les propriétés suivantes :

— tout tore d’enlacement 0 est le graphe d’une application de classe C* de E}, /{10, 71)
dans E,+, ou

E,={z=(vi)icz |2i=0sii#keti#k+1 mod2n};

— lerapport de Lipschitz des applications précédentes est majoré par une constante
ne dépendant que de ®;

~ la C'-topologie et la C°-topologie coincident sur I’ensemble des ces applications
et définissent naturellement une topologie indépendante de k sur 7y ;

— cette topologie coincide également avec celle définie par la distance de Hausdorff.

Par tout point z de E passe un tore d’enlacement 0. Ce tore est d’orbite bornée
si T est d’orbite bornée. Le caractére uniformément lipschitzien des applications de
E,/{1o,m) de E,» définissant les tores d’enlacement O implique I’équivalence des
conditions suivantes pour un tore T' € Ty :

— le tore T est d’orbite bornée;

— la réunion des ensembles T, ¢ € R, est bornée dans E;

— le tore T est contenu dans I’ensemble A des points de E d’orbite bornée;

— le tore T rencontre A.

En particulier, I’ensemble des tores d’enlacement 0 et d’orbite bornée est compact,
on le note 7. L’ensemble A est donc la réunion des tores 7' de 7. Sur ’ensemble
compact non vide 7 on a un flot induit par E, on étudiera dans la chapitre 5 la
dynamique de ce flot et on montrera que certains de ces tores sont fixes.
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CHAPITRE 4

ELEMENTS CRITIQUES ~
DES CHAMPS DE VECTEURS ¢ ET ¢

Nous étudions dans ce chapitre les éléments critiques des champs de vecteurs £ et
E , C’est-a-dire les singularités et les orbites périodiques. Aprés avoir défini la notion
importante d’ensemble non enlacé, nous montrerons que 1’orbite d’un point non errant
de fN est tracée sur un plan d’enlacement j. Nous en déduirons que ’ensemble des
points récurrents de £ est la réunion des éléments critiques, comme pour un champ de
vecteurs du plan. Nous définirons également le nombre d’enlacement de deux éléments
critiques distincts de £ et le nombre d’enlacement d’une orbite périodique de &. Plus
généralement nous définirons le nombre d’enlacement d’une courbe de Jordan bien
enlacée. Les résultats de ce chapitre seront utilisés par la suite, principalement aux
chapitres 5 et 9.

4.1. Ensembles bien enlacés

Nous dirons qu’une partie X de E est bien enlacée si, pour tout couple (z,z') de
points distincts de X, le vecteur ' — x appartient & W, c’est-a-dire si la fonction

Ly : (z,2') — L(z — 2)

introduite au paragraphe 2.1 est bien définie sur X x X — A, ou A est la diagonale
de E x E.

Nous dirons qu’une partie X de E est bien enlacée si 7 1(X) est une partie bien
enlacée de F. De fagon équivalente, X est une partie bien enlacée de E si ’application
Ly, introduite au paragraphe 2.3, est bien définie sur X x X — A, oit A est la diagonale
de E x E.

REMARQUES

(i) On a défini au paragraphe 2.1 une application continue

v:E xR — R?
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par les relations :

(@, 8) = (1 + 1 = 8) (i, Tit1) + (5 — 1) (Tiy2, Tiy1),

sis € [i,i+ 1] et sii est pair;

Y(@,8) = (i + 1= 8)(@ir1,2i) + (s — ) (@ir1, Tit2),

sis € [i,i+ 1] et si ¢ est impair.
Si X est une partie bien enlacée de E, alors chaque application

vs : E — R?
T — 7s(x) =(z, 5)
est injective sur X ; en particulier, chaque application

ri: E— R?

T — (T, Tit1)

est injective sur X.

(ii) Soit ® un élément de D,, et £ le champ de vecteurs défini sur E par ®. Soit X
une partie bien enlacée de E invariante par le flot engendré par £. Si z et ' sont
deux points distincts de X, le vecteur a* — z'* est contenu dans W, quel que soit
t € R. On sait, grace au corollaire 2.4.5, qu'’il existe § > 0 ne dépendant que
de @, tel que la droite engendrée par z — z' est & une distance au moins § de
P(E) — W (dans l’espace projectif). On en déduit que I’adhérence de X est une
partie bien enlacée invariante de E, on en déduit également que la restriction
de chaque application r; & X est un homéomorphisme bilipschitzien de X sur
son image.

(iii) Pour des raisons analogues, si £ est le champ de vecteurs défini sur E par ®,
I’adhérence de toute partie bien enlacée X de E invariante par le flot engendré
par § , est bien enlacée. De plus, pour tout 7 € Z, ’application

Fi:E‘—>T2,

relevée par r;, induit par restriction un homéomorphisme bilipschitzien de X
sur son image.

(iv) Tout plan d’enlacement j de £ est un ensemble bien enlacé de E.

(v) Tout tore d’enlacement 0 de £ est un ensemble bien enlacé de E.

(vi) Laréunion R des éléments critiques de £ est bien enlacée : c’est une conséquence
de la proposition 2.2.2 et du fait que R x R est contenu dans I’ensemble des points
récurrents du flot produit sur £ x E.

(vii) Pour les mémes raisons (en particulier grace a la proposition 2.3.2), la réunion
R des éléments critiques de E est une partie bien enlacée de E.
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4.2. UNE PROPRIETE DES POINTS NON ERRANTS DE £ 61

4.2. Une propriété des points non errants de &

On se donne dans ce paragraphe ® € D,, et on note £ et E les champs de vecteurs
définis respectivement sur F et E par ®.

PROPOSITION 4.2.1. — Si% € E est un point non errant de E, Uorbite de tout point
x € mY(F) est contenue dans un plan d’enlacement j.

Démonstration. — On a vu au paragraphe 3.3 que tout point de E est contenu dans
un plan d’enlacement j, et ceci quel que soit j € {—[n/2],...,[n/2]}. La proposition
est donc démontrée dans le cas ou Z est une singularité. Nous supposerons dorénavant
que Z n’est pas une singularité.

Le couple (Z,&(Z)) est un point non-errant du flot linéarisé. On en déduit, grace
a la proposition 2.2.2, que E (7t) appartient & W pour tout ¢t € R ; plus précisément
a un certain Wj, j € {—[n/2],...,[n/2]}; plus précisément encore & l'espace E;(Z?)
défini au paragraphe 3.2.

Pour montrer qu’il existe un plan d’enlacement j contenant I'orbite de z € 7=1(2),
il suffit de montrer que pour tout réel ¢ > 0, il existe un plan d’enlacement j contenant
I’ensemble
O (z) = {a*, s € [-t,t]}.
En utilisant les propriétés de compacité énoncées & la fin du paragraphe 3.3 et en
choisissant une valeur d’adhérence de la suite ainsi formée pour ¢ entier, on obtiendra
la variété cherchée.

Considérons donc ’ensemble A des réels t > 0 tels qu’il existe un plan d’enlacement
j qui contienne O¢(z). L’ensemble A est non vide puisqu’il contient 0 et il est fermé,
toujours grace aux propriétés de compacité qui viennent d’étre rappelées. Il reste donc
4 montrer qu’il est ouvert.

Supposons que ’ensemble O(z) soit contenu dans un plan d’enlacement j. Grice
aux propositions 3.4.4 et 3.4.5, nous savons qu’il existe n > 0, tel que si ' € E
vérifie ||z' — z|| < 7, 'ensemble Oy, (z') est contenu dans un graphe de G; et dans
un graphe de gj.

Puisque 7 est non errant, il existe une suite (xx) k>0 qui converge vers x, une suite
(tk) k>0 qui converge vers +00, et deux suites d’entiers (Ix)r>0 et (mx)r>o0, telles que

. 1 m t
lim 7% o7k (2}*) = .
lc—>+oo0 1 (k)

Pour k assez grand, on peut trouver un graphe Gy € §;, contenant Otyn(zk) et

un graphe G, € g;' contenant Oyy,(z4*). On obtient un graphe G € é; contenant
O¢+n(z) en choisissant une valeur d’adhérence de la suite

(o (@th)

I
k>0
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62 CHAPITRE 4. ELEMENTS CRITIQUES DES CHAMPS DE VECTEURS ¢ ET £

et un graphe G’ € C?f ayant méme propriété en choisissant une valeur d’adhérence de
la suite

(e o™ (@)

E>0

L’intersection G N G’ est un plan d’enlacement j qui contient Oyt (). O

On en déduit immédiatement :
COROLLAIRE 4.2.2. — L’orbite de tout point non errant de £ est contenue dans un
plan d’enlacement.

On en déduit également
COROLLAIRE 4.2.3. — L’ensemble des points récurrents de £ est la réunion des élé-
ments critiques.
Démonstration. — Soit & un point récurrent de €. D’aprés le corollaire 4.2.2, ’orbite

de x est tracée sur un plan d’enlacement j, que I’on note P. L’ensemble P est une
sous-variété de classe C' de E, diffeomorphe & R si n est pair et si j = *[n/2],
difféeomorphe & R? dans les autres cas. Le champ de vecteurs &' défini sur P, égal en
un point ' € P a la projection orthogonale de {(z') sur Ej(z'), est un champ de
vecteurs continu sur P qui coincide avec & sur l'orbite de z. L’arc t — z! est donc
une courbe intégrale récurrente de &'

Si P est de dimension 1, ceci n’est possible que si z est une singularité ; si P est de
dimension 2, ceci n’est possible, par le théoréme de Poincaré-Bendixson, que si x est
une singularité ou un point périodique. O

REMARQUE. — Si 'orbite d’un point x est tracée sur un plan d’enlacement j # 0
et si 'orbite de m(x) est bornée, il en est de méme de celle de z. En effet, si A est
I’ensemble des orbites bornées de E , il existe une constante M > 0 tel que pour tout
z €7 1(A) et tout ' € m71(A)

lz—2'|| >M = z— ' € Wp.

4.3. Nombre d’enlacement de courbes de Jordan bien enlacées

SiT et I sont deux parties connexes non vides disjointes telles que I'UI" soit bien
enlacé, on note L;([',I") la valeur commune des quantités

Ll(.’E,.’L'I), (.’I:, wl) el'x FI,
que ’on appellera le nombre d’enlacement de T' et de T".

Si C est une courbe de Jordan (i.e. si C est homéomorphe & T!) et si C est bien
enlacée, on notera L;(C) la valeur commune des quantités

Li(z,2'),(z,2') € C x C — A,
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4.3. NOMBRE D’ENLACEMENT DE COURBES DE JORDAN BIEN ENLACEES 63

que l'on appellera le nombre d’enlacement de C.
On a défini au paragraphe 4.1, pour tout s € R, une application
vs : E — R2.
Si C est une courbe de Jordan bien enlacée et si z ¢ C, trois cas sont possibles :

(i) il existe s € [0,2n] tel que vs(z) appartienne & v5(C), c’est le cas ot I’ensemble
{z} U C n’est pas bien enlacé;
(ii) pour tout s € [0,2n] le point v,(z) est dans la composante connexe bornée de
R?2 — 44(C), on dira alors que z est a l'intérieur de C;
(iii) pour tout s € [0,2n] le point 7s(z) est dans la composante connexe non bornée
de R? — 74(C), on dira alors que z est a lextérieur de C.

Plus généralement, on dira qu’une partie I est a l’intérieur (resp. & l’extérieur) de
C si chaque point de I' est & U'intérieur (resp. a I'extérieur) de C.
La proposition qui suit s’applique en particulier au calcul du nombre d’enlacement
L,(T,T") de deux éléments critiques distincts.
PROPOSITION 4.3.1. — Soit C une courbe de Jordan bien enlacée.
(i) Siz est a lintérieur de C, on a
Ll(xvc) = LI(C) '
(ii) Sizx est a Uintérieur de C et &' & Uextérieur de C, on a
z—2' €W et Li(z',z) =Li(',0).
Démonstration. — Soit C' une courbe de Jordan bien enlacée et z un point & 'inté-

rieur de C. Pour tout s € [0,2n], on note D; la réunion de la courbe de Jordan 7,(C)
et de sa composante intérieure. On va montrer que ’application

I':v (CU{z}) x[0,2n] — R2
(2,8) —> [s(2),
ou
-1
Ly =70 (Yojcue})
peut se prolonger de fagon continue en une application
[: Do x [0,2n] — R?,
(z,8) — T's(2),
ou I'y est un homéomorphisme entre Dy et Ds. On en déduira que I'indice de chaque
courbe fermée
s+ Ty(2) = Ts(2")
par rapport & (0,0) est indépendant du couple
(Z,ZI) € Dy x Do, z# 2.
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On aura donc prouvé 'assertion (i). De méme, on en déduira que 'indice de chaque
courbe fermée

s+ Ts(2) — 7s(2)

par rapport & (0,0) est indépendant de z € Dg. On aura donc prouvé I’assertion (ii).

Pour montrer le résultat d’extension, on peut utiliser par exemple la théorie de
Carathéodory (voir [Cal). On munit R? d’une structure complexe en identifiant R?
et C, on fixe z* € y(C) et on note us 'unique homéomorphisme de

D={zeCJlz|<1}

sur D qui envoie 0 sur ~,(z), qui envoie 1 sur I';(2*) et qui est conforme sur U'intérieur
de D.

L’application
p:D x[0,2n] — R?
(z,8) — ps(2)
est alors continue (voir T. Rado [Ral), et 'application
Vs = (s 51) " © L) yo(c) © tho| 5
est un homéomorphisme de
St={zeC||z|=1}

qui dépend contintiment de s.

Chacun des v, laisse fixe 1 et on a

Vg =vo, =1d.

Le chemin s — v, est donc homotope & zéro dans I’ensemble des homéomorphismes
de S. On peut prolonger chaque v, & D de fagon & obtenir un chemin fermé s — v
d’homéomorphismes de D, vérifiant vy = vo, = Id, et tel que :

— pour tout s € [0,2n] et pour tout z € D, on ait
vs(2)] = |2l;
— pour tout s € [0,2n] et pour tout z € D, on ait
2] €1/2 = v,(2) = 2.
L’application
FS:“SOVSOHEI
est un prolongement de 7, qui convient. O

REMARQUES. — Soit ® € D, et C une orbite périodique du champ de vecteurs £s.

(i) Le nombre d’enlacement L, (C) est la valeur commune des L(¢s(z)), z € C.
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(ii)) La famille
501 (C), (r,s) € Z?,
est formée de courbes distinctes. Chaque courbe est & I'extérieur de toute autre
courbe de cette famille et le nombre d’enlacement de ces deux courbes est nul.

(iii) On montre dans [L1], que 'une des courbes f(go(C)) ou f~1(go(C)) est dans
la composante connexe bornée du complémentaire de go(C), ot f = K,(®) et

Qo : © — (2o, go(2o, 1))

l’application définie au paragraphe 1.8. Il y a donc au moins un point fixe dans
cette composante et la singularité correspondante est & l'intérieur de C.

4.4. Construction d’un plan d’enlacement contenant des éléments critiques

PROPOSITION 4.4.1. — Soit ® € D,. Si C est une orbite périodique de &g et si x
est une singularité o Uintérieur de C, il existe un plan d’enlacement j = L1(C) qui
contient C et x.

Démonstration. — On a vu dans la proposition 4.2.1 qu’il existe un plan d’enlacement
j = Ly(C) qui contient C. Si on veut construire un plan d’enlacement j qui contient
en plus le point x, on peut reprendre la démonstration de cette proposition. Si on fixe
z' € C, on montre exactement comme dans le proposition 4.2.1 que I’ensemble A des
réels t pour lesquels il existe un plan d’enlacement j qui contienne & la fois x et

O(z') = {2'* | s € 0,t]}

est ouvert et fermé. Pour démontrer la proposition 4.4.1, il reste a vérifier que A est
non vide.

Pour cela il suffit de construire deux graphes G € gj“ et G' € gj qui contiennent
x et z', puis de prendre une valeur d’adhérence de chacune des suites (GF%);>q et
(G'~kt0)1>0, ot tg est la période de C. On va chercher nos graphes parmi les sous-
espaces affines, on les obtiendra, grace au lemme suivant appliqué a u = z' — z.

LEMME 4.4.2. — Soit w € E. Si u appartient ¢ W;, il existe deux sous-espaces
vectoriels

- - + +
E'; CcW;u{0} et E'J CcW;jU{0}

de mémes dimensions que EJ_ et E;', qui contiennent tous deux le vecteur u.

Démonstration. — 11 suffit de trouver une matrice tridiagonale cyclique, symétrique
par signe, dont le noyau contient u ; ce vecteur appartiendra nécessairement aux sous-
espaces

- - + +
E'; cW;u{0} et E'J CW;]U{0}

donnés par la décomposition spectrale de la matrice.
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On doit donc trouver trois suites

(ai)icz, (bi)iez, (Ci)iez,
de période 2n, telles que, pour tout entier 7 on ait :

a;ui—1 + bju; + c;uip; =0
et

o(ai) = (-1)', o(e) = (1),
en ayant comme hypothéses
u; =0 = uj—1ui4+1 > 0.

Si u; # 0, on posera

(=D uig + (=1) it

ai=(-1)% ¢ = (=17 b=

i

U;
si u; = 0, on posera
ai = (=1 |uita|, ci=(-1)""|ui—1]|, b =0.
a
COROLLAIRE 4.4.3. — Soit ® € D,. Soient C une orbite périodique de s et D

l’ensemble formé de C et des points de E qui sont & l'intérieur de C. La composante
connexe de D qui contient C contient alors toutes les singularités de £ qui sont a

Uintérieur de C.

Démonstration. — Si x est une singularité de £, on peut trouver un plan d’enlace-
ment j = L1(C) qui contient C par la proposition 4.4.1. On le note P. L’adhérence
de la composante connexe bornée de P — C contient x, contient C et est contenue

dans D. 0
4.5. Une propriété des ensembles finis bien enlacés

Nous utiliserons au chapitre 5 le résultat suivant :
PROPOSITION 4.5.1. — Si X est une partie finie bien enlacée de E, il existe ®' € D,

tel que X C sing(€a').
Démonstration. — Considérons un élément quelconque

d = (fo, .. .,f2n—1)

de D,,. Notons g; et g; les fonctions associées & f;. Rappelons que les applications

¢+ x — (T4, gi(Ts,ip1)) et q£ T (wi,g§—1($i—1,$i))

ont été définies au paragraphe 1.8 et qu’on a

fiogqi = q§+1.
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Puisque 771 (X) est bien enlacé, on sait que si z = (z;)icz et ' = (o});cz sont deux
points distincts de 71 (X), alors
r; = oy = (Tig1 — Z;+1)(i’7i*1 — ;1) > 0.

En particulier si

progi(z) =progiz’) et psogi(z) <p2ogi(z’),
alors

piogi(z) =prog(a’) et pyog(x) <psogi(a’).
Chacun des ensembles

Gi(r7H(X)) et gi(n (X)),
étant invariant par les translations entiéres, il existe un difféomorphisme du plan
2 (377]/) — ($)/J’l(y))7
qui commute avec les translations entiéres, qui laisse invariant chaque verticale, et qui
envoie chaque point g;(z) sur ¢;(x). Si on pose
fi = pit10 fi,
le 2n-uplet
cI)I = (f67 (AR fén—l)a

appartient & Dy, Il vérifie la propriété demandée puisque les fonctions associées a f]
sont g; et w1 o gj. |

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999






CHAPITRE 5

EXISTENCE DE TORES FIXES D’ENLACEMENT 0

Nous fixons dans ce chapitre un élément ® = (fo, ..., fon—1) de D,, et nous notons

Eet E les champs de vecteurs définis respectivement sur F et F par ®. Nous poserons
également
f=Kn(®) = fon-10---0 fo.

Dans le paragraphe 3.6 nous avons introduit I’ensemble 7 des tores d’enlacements
0 d’orbite bornée, qui sont des sous-variétés de classe C! diffeomorphes 4 T2. La
réunion de ces tores est ’ensemble compact A des points Z € E d’orbite bornée.
Les topologies C° et C! coincident sur 7 de méme que la topologie de Hausdorff;
cet espace est compact pour cette topologie. Le champ de vecteurs E définit un flot
naturel sur 7. Le but de ce chapitre est de montrer que certains de ces tores sont
fixes, plus précisément de donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
tore T € T soit fixe.

5.1. Ensembles non enlacés

Toute partie X de E formée de singularités de E est bien enlacée, d’aprés la re-
marque (vii) du paragraphe 4.1. On dit qu’elle est non enlacée, si 7~ (X) est contenu
dans un élément de Py, c’est-a-dire & la fois dans un graphe G C G; et dans un
graphe G' C Gf (voir paragraphes 3.3 et 3.5 pour la définition de G, Gf et Pp). La
propriété pour un ensemble de singularités d’étre enlacé se lit sur les coordonnées de
ces points. On dira que c’est un ensemble enlacé dans le cas contraire. On dira que
X est un ensemble non enlacé maximal s’il est maximal, au sens de 'inclusion, parmi
les ensembles non enlacés. Remarquons que la fonction d’enlacement

Ly : (z,2') — L(z' — z)

s’annule sur
T HX) x (X)) - A.

PROPOSITION 5.1.1. — Un ensemble X C sing(§) est non enlacé si et seulement s’il
est contenu dans un élément de T .
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Démonstration. — Si X est contenu dans un tore d’enlacement 0, alors 7~ (X) est
contenu dans un plan d’enlacement 0, a fortiori dans un élément de Py.

Pour montrer 'autre implication, il suffit d’étudier le cas ot X est non vide puisque
T est non vide. L’ensemble 771(X) est contenu dans un graphe G C G; et dans
un graphe G' C g(;* . Les propriétés de compacité énoncées au paragraphe 3.3 nous
permettent alors de choisir une valeur d’adhérence G de la suite (G*)k>0 et une valeur
d’adhérence G' de la suite (G’ ~*)k>0. On obtient un plan d’enlacement 0 et d’orbite
bornée P = GNG' qui contient 7~1(X). 1l se projette par 7 sur un tore d’enlacement
0 et d’orbite bornée qui contient X. O

PROPOSITION 5.1.2. — L’adhérence d’une partie X C sing(§) est non enlacée. De
plus, 'ensemble des parties fermées non enlacées et non vides est compact pour la
topologie de Hausdorff.

Démonstration. — La partie X est contenue dans un tore T € 7. Comme les en-

sembles T et sing(€) sont fermés, ’adhérence de X est également contenue dans T :
c’est un ensemble non enlacé.

Montrons la seconde partie de la proposition. Soit (Xj)k>0 une suite de parties
fermées non enlacées et non vides. Chaque Xj est contenu dans un tore Ty € 7.

Comme les ensembles sing(§) et 7 sont compacts, on peut extraire une suite (k;);>o

telle que (Xy, );>0 converge vers X, partie fermée non vide de sing(¢), et que (T%,)i>o0
converge vers T' € T. La partie X est alors contenue dans T, elle est non enlacée. [

On en déduit immeédiatement :

COROLLAIRE 5.1.3. — Une partie X de sing(€) est non enlacée si et seulement si
c’est le cas de toute partie finie de X.

5.2. Caractérisation des tores fixes d’enlacement 0
On note P (sing(g)) I’ensemble des parties de sing(€) et on considére Papplication
X:T —7P (sing(g))
T — T N sing(§),

qui associe, & chaque tore d’enlacement 0, I’ensemble des singularités qu’il contient.

Le résultat principal du chapitre 5 est le suivant.
PROPOSITION 5.2.1. — L’image X(T) de T € T est un ensemble non enlacé mazi-
mal si et seulement si T est fize; de plus la restriction de ¥ a Uensemble des tores fizes

est injective et induit donc une bijection entre ’ensemble des tores fizes et I’ensemble
des parties non enlacées mazximales.
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La démonstration se décompose en trois étapes.

— Premiére étape : si T € T est fixe, alors X(T') est maximal.
— Deuxiéme étape : si T € T n’est pas fixe, alors X(T') n’est pas maximal.
— Troisiéme étape : si T et T’ sont deux tores fixes distincts, alors 3(T') # Z(T").

Nous donnerons la démonstration de la proposition 5.2.1 dans les paragraphes 5.3,

5.4 et 5.5. Nous allons conclure ce paragraphe par une application de la proposition
5.2.1.

PROPOSITION 5.2.2. — Tout ensemble non enlacé X est contenu dans un ensemble
non enlacé mazximal.

Démonstration. — La proposition est évidente si E n’a qu’un nombre fini de singula-
rités. On peut donner une démonstration dans le cas général qui utilise le lemme de
Zorn, en remarquant le caractére inductif de I’ensemble des parties non enlacées qui
contiennent X. Ceci est di au fait qu'un ensemble est non enlacé si et seulement si
c’est le cas de toutes ses parties finies.

On peut également utiliser la proposition 5.2.1 et chercher & construire un tore fixe
contenant X. On supposera X non vide (si X est vide et maximal, il n’y a rien &
faire, si X est vide et n’est pas maximal, on peut ajouter un point & X).

On se donne une partie finie non vide X' de X. On note Z’ ’ensemble des points
fixes de f associé & X'. On peut trouver une suite (f})r>0 dans D!(T?) qui converge
vers f, telle que chaque difféomorphisme Fj, de T? relevé par f;, ait un nombre fini de
points fixes, parmi lesquels les points de Z’. Plus précisément on peut supposer que,
pour tout k € Z, on a

Z' C Fix(f})-
Quitte & tronquer la suite, on peut écrire

fi="fh_10fan20- 0 fo,

& = (an .- ',f2n—2,f2kn_1) € D.

La suite (®x)x>0 tend alors vers ® quand k tend vers +o00; la suite (€s,) k>0 Vers & la
suite (X} )k>o0, formée des singularités de E@k associées & Z', vers X' (pour la distance
de Hausdorff). Puisque X' est non enlacé, on sait, grace & la proposition 3.4.2, qu'il
en est de méme de X; dés que k est grand. Comme Eq,k n’a qu’'un nombre fini de
singularités, I’ensemble X}, est contenu dans un ensemble non enlacé maximal et donc
dans un tore fixe d’enlacement 0 de E%.

On choisit un tel tore, que I'on note T}. Toute valeur d’adhérence de la suite
(Tk) k>0 est un tore fixe d’enlacement 0 de £ qui contient X'. En écrivant X comme
limite d’une suite de sous-parties finies et en prenant une valeur d’adhérence de la
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suite de tores fixes correspondante, on obtient un tore fixe T' contenant X . L’ensemble
%(T) est un ensemble non enlacé maximal qui contient X . O

REMARQUES
(i) Les arguments de la démonstration de la proposition 5.2.1 nous permettent
également de montrer le résultat suivant. Soit C' une orbite fermée d’enlacement
j de & et Pc 'ensemble des plans d’enlacement j qui contiennent C. Définissons

Yo : Pc — P (sing(§))
P+ sing(§) N De(P),

ou D¢ (P) est la composante connexe bornée de P — C. Alors D¢ (P) est fixe si
et seulement si X (P) est maximal dans Yo (P¢). En particulier, toute orbite
fermée borde un disque invariant.

(i) Si §~ n’a pas de singularité, c’est-a-dire si f n’a pas de point fixe, ’ensemble T
se réduit & un tore fixe, c’est 'assertion (i) du théoréme 0.3.1. Si € n'a qu'une
singularité, c’est-a-dire si Fix(f) se réduit & un élément, il n’y a qu’un seul tore
fixe, il contient cette singularité. Les autres tores éventuels de T ne contiennent
pas cette singularité.

5.3. Premiére étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant :

PREMIERE ETAPE. — Si T € T est fize, alors ¥(T) est un ensemble non enlacé
mazximal.

Nous allons démontrer en fait le résultat plus fort :

PROPOSITION 5.3.1. — Soit P un plan fize d’enlacement 0. Pour tout € sing(§) —
P, il existe x' € sing(&) N P tel que Ly (a',x) # 0.

Démonstration. — Soit = € sing(£) — P et z. le point de P tel que ro(z.) = ro(x).
Puisque x, — « n’appartient pas & W, deux cas sont possibles :

zt —z e W-,, pour tout t > 0,

ou
xi—mver, pour tout t < 0.

Nous nous limitons au premier cas, le second se traitant de fagon similaire. Puisque
P est contenu dans A, la droite passant par z et tout point ' € P suffisamment
éloigné appartient & Wy ; on en déduit que l’orbite positive de x, est bornée et,
grace au théoréme de Poincaré-Bendixson, que w(z,) contient un élément critique.
Remarquons que la fonction

z' +— Ly (2, )
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est bien définie sur w(x.) et prend une valeur constante égale a
j = lim L;(«! .
j=lim Li(z,,2) <0

Si w(x«) contient une singularité ', on a L, (z',x) = j : la proposition est démon-
trée.

Si w(x,) contient une orbite fermée C, celle-ci est tracée sur le plan invariant P et
on peut trouver une singularité =’ € P a 'intérieur de C. On déduit des égalités

Li(C)=0 et Li(z,C)=j

et de la proposition 4.3.1, que x est & I’extérieur de C'; on en déduit ensuite, toujours
grice a la proposition 4.3.1, que

Li(z',z) = 5.

5.4. Deuxiéme étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant :

DEUXIEME ETAPE. — SiT € T nlest fize, alors ’ensemble non enlacé (T n’est pas
mazimal.

Démonstration. — Soit T' € T un tore qui n’est pas fixe. Il existe donc un point z € T'
tel que £(%) n’est pas tangent 4 T'. Rappelons que les ensembles E;(z), E; (Z) et E;rzx)
ont été définis au paragraphe 3 et que ’espace tangent & T' en T est Eo(Z). Le vecteur
£(%) a donc une composante non nulle sur E~,(Z) ou sur E; (). Nous n’étudierons que
le premier cas, le second étant similaire. On sait, grace aux propositions 3.2.1 et 2.2.2,

que la distance de la droite engendrée par £(Ft) & P(E—,(7%)) (dans l'espace projectif)

tend vers 0 quand ¢ tend vers +00, et que L(£(2!)) garde une valeur constante j < 0
pour t assez grand. On va étudier deux cas.

Premier cas : I’ensemble w(T) contient une singularité T'. — 1l existe alors une suite
(tk)r>0 tendant vers +oo, telle que

lim #* =7
k—+o00

On peut toujours supposer que la suite (7% )j>¢ est convergente de limite T". Le tore
T' contient 7' et X(T') ; pour montrer que X(T") n’est pas maximal, il suffit donc de
montrer que Z' n’appartient pas a X(T').

Raisonnons par absurde et supposons que Z' € ¥(T'). Pour k assez grand, on peut
affirmer :

— que la droite engendrée par & (z'*) est proche de P(E—,(2"));
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— que la droite engendrée par 7' — 7' est contenue dans W (pour étre rigoureux
que la droite engendrée par un relevé du point Z' dans E et par le relevé de zt*
qui est proche).

Cela contredit les propriétés locales de §~ au voisinage de Z', données par la décom-

position spectrale de DE(Z') étudiée au chapitre 3.
Second cas : 'ensemble w(T) ne contient pas de singularité. — La fonction
¥ — LE@))
est alors bien définie et constante égale & j sur w(Z). De méme, pour tout z" €
n1(Z(T)), la fonction
z — Ly(z,2")
est bien définie et vaut 0 sur 7~ (w(Z)).

Fixons z € 7~ (w(Z)). L’orbite de ce point est contenue dans un plan d’enlacement
j d’aprés la proposition 4.2.1; elle est bornée, d’aprés la remarque qui suit cette
proposition. L’ensemble w-limite

w(z) C 7 (w(T))
contient donc une orbite fermée C.

Comme le nombre d’enlacement L;(C) est égal & j et comme le nombre d’enlace-
ment L (2", C) est nul pour tout z” € #=1(X(T)), nous savons d’apreés la proposition
4.3.1 que toutes les singularités z” € 7~1(X(T)) sont a l'extérieur de C. Nous avons
vu également au paragraphe 4.3 (remarque (iii)) qu’il existe au moins une singularité
z' 3 lintérieur de C. Il reste donc & prouver que ’ensemble X(T) U{Z'} est non enlacé,
ou Z' = 7(z'). Utilisant le corollaire 5.1.3 il suffit de trouver pour toute partie finie
X C ©(T), un graphe G € G; et un graphe G' € G5 qui contiennent 7~ (X) U {z'}.

Notons D I’ensemble formé de C et des points qui sont & 'intérieur de C. Notons
D' Pensemble des points z' € D tels que {z'} U7n~!(X) est contenu dans un graphe
G € Gy et dans un graphe G' € G . Le corollaire 4.4.3 nous dit que D est connexe,
ce qui suit nous permettra d’affirmer que D’ est égal & D.

L’ensemble D’ est clairement fermé dans D d’aprés les propriétés des graphes
G € G et G' € Gf données au chapitre 3.

L’ensemble D' est ouvert dans D. En effet, si ' appartient & D', alors 7(z')UX est
bien enlacé. On peut donc trouver, grace a la proposition 4.5.1, un 2n-uplet ®' € D,
tel que

m(z') U X C sing(£a).
On applique alors la proposition 3.4.2, on sait que si z" est proche de z', il existe
G € Gy et G' € G tels que

{"}ur }(X) cGNG.
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L’ensemble D’ contient C. En effet, 7(C) étant inclus dans w(z), on peut construire,
pour tout point de 7(C) une suite de la forme (7% );>o qui converge dans 7 vers un
tore contenant ce point. O

5.5. Troisiéme étape de la démonstration de la proposition 5.2.1

Nous voulons démontrer le résultat suivant.
TROISIEME ETAPE. — Si T et T' sont deux tores fizes distincts, alors X(T) # L(T").

Démonstration. — On raisonne par I’absurde, on se donne deux tores fixes distincts
T et T' et on suppose que X(T) = Z(T"). On pose P = 7~ }(T) et P' = m~}(T").
Nous utiliserons souvent la remarque suivante :

Six € P et si x' € P' sont distincts et si l'un des points est une singularité, la
différence x — &' appartient 4 Wy.

Le flot produit défini sur E x E est invariant par les fonctions
To X 7o : (,2") > (10(2), T0(2"))
et
n x1:(z,2') — (r1(z), 71 (2")),

de méme que la fonction L;, et définissent donc naturellement un flot et une fonction
sur I’espace

EQ =F x E/[T() X T0,T1 X ’7'1].
On gardera le méme nom pour la fonction L;, on notera
7:ExE— E,
I’application de revétement et A I'image de diagonale.
Puisque T # T", il existe z € P et ' € P' distincts, tels que 7o(z) = ro(z'). Deux
cas sont possibles :
' — 2" € WZ,, pour tout ¢t > 0,

ou
xt —2'* € Wi, pour tout t < 0.

On étudie 14 encore le premier cas et on note

j= lim Ly(z% ") <O0.

t—+o00

LEMME 5.5.1
(i) Ona lim z* -2zt =0.
t—+o00

(ii) L’ensemble w(n(z)) = w(n(z')) est contenu dans sing(§).
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Démonstration. — L’orbite positive de 7(z,z') dans E}, est bornée puisque les plans
P et P' sont contenus dans A et la fonction L, est définie en tout point de w (7(z, z'))—
A et vaut j en ce point. On en déduit que si T(z., ) appartient & w(7(z, ")), et si
l'un des points =, ou , est une singularité, on a x, = z’,. Pour montrer le lemme il

suffit donc de montrer que 'on a

w(m(z")) C sing(§).

Raisonnons par 1'absurde et supposons qu'’il existe un point z, € 7~ (w(n(z')))
qui ne soit pas une singularité de ¢. Il existe alors z, € 7= (w(n(x))) tel que 7 (z«, z,)
appartienne & w(7(x,z')). Pour tout (¢,#') € R x R, le couple 7(z, z'*') appartient
a w(@(zt,'t")) : Ventier Li(z, ') est donc bien défini si z # z't’. La fonction L,
est donc bien définie sur A — {0}, oa

A= {sz' —zt | (1) eRxR}.

Remarquons que I’ensemble A — {0} est connexe. C’est évident si les orbites de z.
et de ), sont distinctes mais c’est également vrai si elles sont égales qu’elles soient
périodiques ou non. Ainsi la fonction L; est constante égale a j sur A — {0}.

On déduit de ce qui précéde que Porbite de z, est bornée. Son ensemble w-limite
contient donc une singularité z.. ou une orbite fermée C. Le premier cas est impos-
sible. En effet si on écrit

Tyw = lim  alk,
k——+00
on aura
! . / t N
Li(z,, ) = lim Ly(z),,z) =j.
k—+00

Le second cas est également impossible. En effet, tout point z.. € C s’écrivant

Ty = lim 2l
k—+o00

on a

Li(2),2) = lim Lyi(a),2%) = 3.
k—+o00

On sait aussi que L;(C) = 0 puisque C est tracée sur P. On déduit de la proposition
3.4.1 que z, est & 'extérieur de C. Or on peut trouver une singularité ... € P &

lintérieur de C : on a Li(x, Z«x) = J, ce qui est impossible. O
Suite de la démonstration de la troisiéme étape. — On va étudier deux cas.
Premier cas : L’ensemble w(n(z)) ne se réduit pas G un point. — L’ensemble w(w(z))

est connexe et formé de singularités, on en déduit que D§~ (Z) a un noyau non nul, pour
tout T € w(w(z)), noyau contenu dans FEo(Z). On en déduit ensuite que le spectre de
D¢(Z) restreint & E— (Z) est formé de nombres complexes de partie réelle strictement
positive.
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I existe un voisinage U de w(w(z)) et deux réels n > 0 et T > 0 qui vérifie la
propriété suivante :

siZ € U et si la distance de la droite engendrée par u € E — {0} a P(EZ,(z*)) est
inférieure a n, alors
"] = 3 ull,
ot (Zt,ut) est image au temps t de (Z,u) par le flot linéarisé.

Puisque

lim 2t —2z't=0
t—+o0

et puisque
zt -zt e W, sit>0,
on en déduit que la distance de la droite engendrée par zt — z't & P(E~,(x!)) tend

vers 0 quand t tend vers +oo. Si t est assez grand, on sait que 7(x!) appartient & U,
on a donc :

”xlt+T _ $t+T _ Ut“ S “iL’lt _ .’Et” ,

t+T uy) est 'image au temps T' de (2t, 't — zt) par le flot linéarisé. On en déduit

”xlt-{—T _ il?t+T” Z ) ”:I;It _ lBtH ,

ou (z

ce qui est impossible.
Second cas : L’ensemble w(m(z)) se réduit ¢ un point. — Dans ce cas I’ensemble w(z)

se réduit également & un point. On pose

zy = lim 2,
t—-+o0

et on considére les applications
t !, 1t
K:t—2x et K :t—2x".

Grace a la décomposition spectrale de DE(z.), on sait qu’il existe quatre réels 7,
T, K et K', strictement positifs, avec 8K < K', qui vérifient la propriété suivante :

si la distance de la droite engendrée par u € E — {0} a P(Eo(z)) (resp. a
P(EZ,(zx))) est inférieure & n, alors |uT|| < K|ull (resp. ||uT|| > K'|lull), ou
(z.,ul) est limage au temps t de (z.,u) par le flot linéarisé.

L’application qui & un point de E associe sa position au temps ¢ est de classe C!
et sa différentielle en z, est 'application

ur— ul.
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On en déduit que pour ¢ assez grand, on a :
l6(t+T) = xe —ue|| < K ||5(2) — 24|
I6'(t+T) — 2 — u'el| < K||6'(t) — .||

KI
I6(t+T) = &'t +T) —u"el| < K I(t) = &' (O] < - lIs(8) = &' (D)
ou
(.’L‘*,’U,t), (a;*ault)v (fl"*?u”t)
sont les images respectives par le flot linéarisé au temps T' de
(@a, k() — z4),  (Ta,6(t) —xs), (6(t),K(t) — K'(1)).
On a donc
6t +T) — @ull < 2K [|6(8) — @, [I6'(¢+T) — zu| < 2K [|6'(8) — 2.]]
et
K’ ,
I6(t +T) = &'t + )l 2 - lIs(t) = &' (@)]-
On obtient finalement
llw(t+ (k+1)T) — .||
[l (t+ (k+1)T) -k (t+ (E+1)T)

1 |6t +kT) = o]
2 |6(t + kT) — &/ (t + KT)]|

<
et
" (¢t + (K +1T) — 2| <l k(¢ +KT) — ]
lk(@+(k+1)T) =k (t+(k+1)T)|| — 2|+ kT) — &'t +kT)|
pour tout entier £ > 0. Si on somme ces deux inégalités, on en déduit que la suite de
terme général

lls(t + KT) — || + [|6"(¢ + KT) — z.]]
||&(t + &T) — &'t + KT)||
tend vers 0, or le terme général de cette suite est toujours supérieur ou égal 4 1. O
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CHAPITRE 6

PROPRIETES DES TORES FIXES

Nous fixons dans ce chapitre un élément ® = (fo, ..., fo.n—1) de D, et nous notons

Eet E les champs de vecteurs définis respectivement sur E et E par ®. Nous poserons
également

f=Kn(®) = fon_10---0fo.
Nous définirons, pour tout tore fixe T' € T, le champ de vecteurs
ZO = (70* (EIT)

sur T2, image du champ de vecteur E restreint & T par ’application go définie au
paragraphe 1.8. Nous étudierons les propriétés de (g liées 4 la dynamique de f.

Dans le cas ou E n’a pas de singularité, il n’y a qu’un tore fixe. On montre dans
[L1] que le champ de vecteur Zo, qui est sans singularité, est uniquement intégrable
et que toute courbe intégrale se reléve & R2 en une droite de Brouwer de f. Nous
donnerons dans ce chapitre la définition d’une droite de Brouwer et généraliserons le
résultat de [L1] au cas ou il y a des singularités.

6.1. Lien entre les parties non enlacées de sing(¢) et les parties non enlacées
de Fix(f)

Soit P C E un plan d’enlacement j (de dimension 2) et ¢ € Z. Puisque chacune
des applications

(z,2") — (z,9i(2,2")) et (z,2")— (2", gi(z,2"))
est un diffeomorphisme bilipschitzien de R? et puisque
ri : @ = (2i)iez — (i, Tiv1)
induit par restriction un difféomorphisme bilipschitzien de P sur R?2, les applications

¢ ¢ = (T5)iez ¥ (i, 9i(T5, Tip1)) et g :x = (Ti)iez — (@i, 95(Tiz1,Ti))
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induisent par restriction des difféomorphismes bilipschitziens de P sur R2. On notera
respectivement Q); et @} ces restrictions.

L’application f; se déduit des applications @); et Q; par la relation
fi= ;+1 °0Q; t
L’application Q; o Q' i_l est un diffeomorphisme de R? qui s’écrit
Qio Q71 (z,y) — (2, pi(e,y)),
ou
y <y = pi(z,y) < pi(@,y").
Cette derniére propriété caractérise le fait que P est un ensemble bien enlacé. On en
déduit que pour tout s € [0, 1], application
sId4+(1-5)Q;0Q';!

est un difféomorphisme de R? qui laisse invariant chaque verticale. On en déduit
également, que I'application

fis = (sld+(1 = 3)Qit1 0 Q';rll) o fi
= (sQiy1 + (1= 5)Qit1) 0 Q;!
est un diffeomorphisme de R? qui dévie la verticale.
Remarquons que 'on a
Fnio o f3=(QooQz o o (@oQp") =14,
et
J?an_l O Oﬁ)l = fan-10--- 0 fo = f.

Puisque pour tout x = (z;)icz € P, on a

I (@i, 9i(zi, Tig1)) = (@iv1, 895 (@i, Tig1) + (1 — 8)git1(Zig1, Tit2))
on obtient les résultats suivants :

— la premiére fonction g; associée & f;s par la relation du paragraphe 1.5 ne dépend
pas de s et reste égale a g; ;
— toute singularité z € P Nsing(¢) est une singularité de £* = 3., o

;I;s = (fgv"wf/'\;n-l);

- l'image par qo de toute singularité x € P Nsing(£) est un point fixe z de chaque
application
fs:En_lo--- Of"\g;
— si P est fixe par le flot induit par &, il est également fixe par le flot induit par
chaque & et on a
& \p=s¢p-
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Si on suppose de plus que P est un plan d’enlacement 0, alors chaque application
f §— fi est Z2-périodique. Si on note T le tore d’enlacement O relevé par P et X = E(T)
I’ensemble des singularités de §|T, Pensemble Z = §o(X) est contenu dans Fix(f?)
pour tout s € [0,1]. C’est donc une partie non enlacée de Fix(f) (voir paragraphe
1.5). C’est en fait une partie non enlacée maximale. En effet, grace aux propositions
5.3.1 et 2.2.1, on sait que pour tout point fixe z de f qui n’appartient pas a II71(Z),
il existe 2’ € II71(Z) tel que I(2',z) # 0.

Puisque toute partie non enlacée X C sing(g) est contenue dans une partie non
enlacée maximale, et donc dans un tore fixe d’enlacement 0, on en déduit :

PROPOSITION 6.1.1

(i) L’image par Qo de toute partie mon enlacée X C sing(g) est une partie non
enlacée Z C Fix(f).

(ii) L’image par §o de toute partie non enlacée mazimale X C sing(€) est une partie
non enlacée mazimale Z C Fix(f).

On va démontrer un résultat dans ’autre sens :

PROPOSITION 6.1.2. — Soit F un difféomorphisme de T? homotope & l’identité, f
un relévement de F a R? et Z C Fix(f) un ensemble non enlacé (resp. un ensemble
non enlacé mazximal). Il existe alors un entier n > 0 et un élément

® = (fo,.--, fan-1) € Dn
vérifiant
f=Kn(®) = fon_10--- 0 fo,
tel que l’ensemble des singularités de Eq, associé a Z soit une partie non enlacée (resp.

une partie non enlacée mazximale).

Démonstration. — Soit Z C Fix(f) un ensemble non enlacé et s — f; un chemin
dans D' (T?) défini sur [0, 1], joignant 'identité & f, formé d’applications laissant fixe
tout point de II71(Z). On sait qu’il existe n > 0 et un chemin
S Qs = (fga" '7f2sn—1)

dans D,, vérifiant

(1)0 = (fgv R f2*n—1)7
tel que pour tout s € [0, 1], on ait

fs = f;n—lo"' Ofgv
voir [L1].

On note alors X, C sing(gq>s) I’ensemble associé & Z. A chaque point z de X; est

associé un chemin s — z,; dans E, aboutissant en x et formé pour tout s € [0,1] d’un
point de X;.
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On veut montrer que X; est non enlacé. Il suffit de le démontrer pour toute partie
finie X’ = {2°,...,2™} de X. L’ensemble formé des réels s € [0,1] tels que X! =
{z%,...,2™} soit non enlacé est fermé. Il est également ouvert, d’aprés la proposition
3.4.2. Comme il contient 0, il contient également 1.

Il est évident, par la proposition 6.1.1, que X est maximal si Z est maximal. [
On déduit des propositions 6.1.2, 6.1.1 et 5.2.2, le résultat suivant :

THEOREME 6.1.3. — Soit F un difféomorphisme de T? homotope a lidentité et f
un relevement de F a R?. Toute partie non enlacée Z C Fix(f) est contenue dans
une partie non enlacée maximale.

On déduit également des propositions 6.1.2, 5.3.1 et 2.2.2 :

PROPOSITION 6.1.4. — Si Z C Fix(f) est une partie non enlacée mazimale alors
pour tout point fize z ¢ I71(2), il existe 2' € II71(Z) tel que I(z,2") # 0.

6.2. Une propriété des tores fixes d’enlacement 0

Soit P un plan d’enlacement 0 fixe par le flot engendré par €. On garde les notations
du paragraphe 6.1.

Les champs de vecteurs
Gi=Qu(§p) et ( =QuL(§p),
images respectives de §|p par @; et Q; sont des champs de vecteurs continus définis

sur le plan, Z2-périodiques et uniquement intégrables. De plus, les singularités de (o
sont des points fixes de f.

On définit une application
[0,2n] — Dy,
s—®° =(f5,.- ., fan_1)

de la fagon suivante : on pose

j‘;o sis<2n-—1¢-1,
fE=Q 2t sidn—i—1<s<2n—4i,
fil sis>2n —i.

On définit alors
fs :fégn—l O+ Ofg-

Soit 2 = Qo(x) une singularité de {y. Pour tout ¢ € Z, on a

Qi(z) = Qi(z) et fi(2) = fi(2).
On en déduit que f*(z) = z pour tout s € [0, 2n].

MEMOIRES DE LA SMF 79



6.2. UNE PROPRIETE DES TORES FIXES D’ENLACEMENT 0 83

Soit z = Qo(z) un point qui n’est pas une singularité de (5. On sait que chaque
application s — f*(2) est de classe C* sur [i,i + 1], on sait également qu’il existe un
entier 7 tel que Q;(z) # Q}(z). On va calculer, pour s € [2n —1 — 1,2n — 4], le produit
mixte

det (D) G(2), 512
On définit, pour ¢ € Z et s’ € [0, 1] ’application
Qf =5'Qi+(1-5)Qs,
qui envoie x = (x;);ez sur
(wi, s'gi_y(@im1, @) + (1 — Sl)gi(mi,wiﬂ)) .
Puisque
ff= J?zln—1 SAR °J§'1+1 o (sQiy, +(1 - S)Qi—H) o Qo_l,

on peut écrire

L5 =D (Bur o 0 Fla) (o) (@ia (®) = Qisa ()

=D (En—l 00 J?il+1) (25) - (0, &i41())

ou on pose

—2n+itl
zs = Q5 (2).

De méme

Df*(2) - Go(2) = Df* (Qo(2)) - (DQo(2) - §(x))
=D (f*0Qo) (z) - &(x)
=D (Burow o fh) () - (DQIEEHH (@) - ().
Comme la, premiére coordonnée du vecteur
DQi™ (@) - &(x)
est &;+1(x), on en déduit que
det (DQIT" (@) - £(2), Qi1 (2) — Qina(w)) 2 0.

Comme f},_;0--- o fl | préserve lorientation, on en déduit que

det (D1°(2)- (21, 31°(2)) 20

avec une inégalité stricte si &;1(x) # 0.

Ecrivons sous forme de proposition ce qu’on vient de montrer, en notant Eo le
champ de vecteurs sur T? relevé par (o et en notant F'* le difféomorphisme du tore
relevé par f*, pour s € [0,2n].
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PROPOSITION 6.2.1. — On a les propriétés suivantes :

(i) le champ de vecteurs Eo est continu et uniquement intégrable ;

(ii) Uensemble des singularités de (o est une partie mon enlacée mazimale Z C
Fix(f);

(iii) application s+ f* est un chemin de lidentité a f dans D'(T?);

(iv) Z C Fix(f*®), pour tout s € [0,2n];

(v) Uapplication s — F*(z) est de classe C' sur chaque intervalle [i,i + 1], i €
{0,...,2n —1};

(vi) siz € T% — Z, Uapplication

s —> det (DFs(z) - Go(2), d%Fs(Z)> ,

qui est définie sur chaque intervalle |i,1+1[, 1 € {0,...,2n — 1}, est positive ou
nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

6.3. Un théoréme de translation sur le tore

Gardons les notations du paragraphe 6.2, considérons une composante connexe U
de T? — Z et notons U le revétement universel de U. On sait que U est homéomorphe
a R2. On peut faire les remarques suivantes :

— chaque diffeomorphisme F*, s € [0, 2n], laisse invariant U ;

— l'isotopie restreinte s — F'*|y; se reléve en une isotopie s — F'* issue de l'identité

sur U ;

— le champ de vecteur restreint E(”U se reléve en un champ de vecteurs E sur U ,

uniquement intégrable et sans singularité ;

— toute courbe intégrale de Z est un plongement topologique propre de R dans U

(puisqu'il n’y a pas de singularité) ;

— toute courbe intégrale de Z est envoyée le long de l'isotopie s +— Fs toujours

plus & gauche;

— toute courbe intégrale C de C est disjointe de son image par F? et sépare £ (C)

et (F1)=1(C).

Le difféomorphisme F! préserve 'orientation et n’a pas de point fixe. Le théoréme
de translation de Brouwer nous dit que par tout point passe une droite de Brouwer,
c’est-a-dire un plongement topologique propre C de R tel que C soit disjoint de F (@)
et sépare F1(C) et (F1)~1(C) (voir Brouwer|Br], voir également Guillou [Gu]). Toute
courbe intégrale de E est donc une droite de Brouwer de .

Remarquons en particulier que si z € Fix(f) n’appartient pas & Z, la courbe fermée
s+ F*(z) n’est pas homotope a zéro dans T? — Z. Ceci n’est pas surprenant puisque
Z est une partie non enlacée maximale, d’aprés la proposition 6.1.1.

Les propositions 6.1.2, 6.2.1 nous permettent donc d’affirmer :
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THEOREME 6.3.1. — Soit F' un difféomorphisme du tore T? homotope d lidentité,
f un relevement de F' & R? et Z C Fix(f) une partie non enlacée mazximale. Il existe
un champ de vecteurs z sur T2, continu et uniquement intégrable et un chemin s — f*
de lidentité a f dans D'(T?2), tels que :

(i) Uensemble des singularités de ¢ soit Z ;

(ii) Uensemble Z soit inclus dans Fix(f*), pour tout s € [0,1];

(iii) si U est une composante connexe de T? — Z et si F* est le difféomorphisme du
tore relevé par f°, toute courbe intégrale du champ de vecteurs E|U relevée au
revétement universel de U est une droite de Brouwer du relévement naturel de
Fiy obtenu en relevant a partir de l’identité l'isotopie s — F*y.

6.4. Une propriété des ensembles bien enlacés

On va utiliser les notations de ce chapitre pour démontrer dans le dernier para-
graphe un résultat sur les ensembles non enlacés que I'on utilisera au chapitre 9.
Rappelons que les ensembles bien enlacés ont été définis au paragraphe 4.1. et que
IT: R? = T? est le revétement universel du tore.

PROPOSITION 6.4.1. — Soit ® = (fo,..., fon—1) € Dy, et f = K,(®). Soit X une
partie bien enlacée de E et Z = Go(X) son image par go dans le tore. Il existe alors
une application continue

0:7Z x[0,2n] — T2,
telle que :

(i) chaque application partielle Z — (:)(,%', s) soit injective sur Z ;
(ii) pour tout Z € Z et tout z € I71({Z}), le chemin t — O(Z,s) se reléve en un
chemin de z & f(z);
(iii) pour tout Z € Fix(f) et tout s € [0,1], on ait O(Z,s) = 2.

Démonstration. — 11 suffit de reprendre ce qui a été fait dans les paragraphes 6.1
et 6.2. Les restrictions de ¢; et ¢} & 771(X), notées respectivement Q; et Q}, sont
injectives et on peut écrire

fi=Qiy 0 Q!
sur I’ensemble @;(rm~1(X)).

Les formules données au paragraphe 6.1 et 6.2 définissent des applications ff et f?
sur @;(7~*(X)). Contrairement & ’expression

fszfégn—lo"'ofg
qui n’a pas de sens pour s € [0, 1], 'application

fP=fopr00fg
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est bien définie, pour s € [0, 2n], sur
I74(2) = Qo(r (X)),
puisque f} et ﬁl sont définies sur le plan tout entier, égales & f;. L’application f*
commute avec les translations entiéres et permet de définir
Fe:7 — T2
L’application
0:(Z,s) — F*(2)
vérifie bien les trois conditions : la premiére condition provient de l'injectivité de
chaque application f;, conséquence du caractére bien enlacé de ’ensemble X. O
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CHAPITRE 7

BIFURCATION DES TORES FIXES

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux bifurcations des tores fixes pour une
famille & un paramétre de difféomorphismes du tore avec des bifurcations aux points
fixes de type selle-nceud. Le type de bifurcation sera lié au nombre de rotation réel
des points fixes de bifurcation. Nous commencerons par définir ce nombre de rotation
dans le premier paragraphe.

7.1. Nombre de rotation d’un point fixe

Nous allons rappeler ce qu’est le nombre de rotation réel d’un point fixe z d’un
diffeomorphisme f € D(T?) (voir J. Mather [Ma]).

L’ensemble A des demi-droites vectorielles du plan muni de sa topologie usuelle
est naturellement homéomorphe au cercle S' C R2. L’orientation de R? définit alors
une orientation sur A. Si z est un point fixe de f, la différentielle D f(z) induit un
homéomorphisme G de A qui préserve 'orientation et qui a donc un nombre de
rotation, élément de T!.

Tout chemin s ~ f; dans D'(T?), de l'identité & f, formé d’applications qui
laissent fixe le point z, définit une isotopie (Gs)se[o,1) joignant I'identité (de A) a
G. On peut relever cette isotopie au revétement universel A ~ R en une isotopie
(9s)sefo,1) issue de I'identité. Le nombre de rotation de g;, qui est un représentant
réel du nombre de rotation de G, est alors indépendant du chemin s — fs. En effet,
I’ensemble des difféomorphismes de D!(T?) qui fixent z est contractile. On 'appelle
le nombre de rotation réel de z (ou plus simplement le nombre de rotation de z). Pour
tout z € Fix(f), le nombre de rotation de z € 7~!({Z}) ne dépend pas du choix de z,
on peut donc définir le nombre de rotation de Z.

Une fagon équivalente de définir le nombre de rotation d’un point fixe z de f est
la suivante.
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Pour tout 2z’ # z, on note D(z') la demi-droite engendrée par le vecteur z' — z. On
compactifie R? — {z} en ajoutant deux copies A; et Ay de A, et en posant :

lim zzy=a €A si lim =400 t lim D = q;
k—+o0 k ! ! k—»l—i-oo ”Zk” ¢ k—>1+oo (Zk) ’
et

lim zz,=0B€A; si lim z,=0 et lim D(z) = 0.
k—+o00 k—+o00 k——+o00

Le diffeomorphisme f se prolonge alors en un homéomorphisme f du compactifié
A= (R.2 —{Z})UAl LlAz AN.»TI X [0,1],
égal 3 I'identité sur le bord A;. Le relévement de f au revétement universel A de A,

qui est égal a l'identité sur le bord relevé 31 induit par restriction un homéomorphisme
sur As dont le nombre de rotation est exactement le nombre de rotation de z.

Dans le cas ou 1 est valeur propre de D f(z), le nombre de rotation de z est entier
et peut étre caractérisé ainsi : si f’ € D*(T?) est proche de f et si 2’ et z”’ sont deux
points fixes de f’ proches de z, alors le nombre d’enlacement de ces deux points fixes
est égal au nombre de rotation de z.

7.2. Nombre de rotation et nombre d’enlacement

On va montrer le résultat suivant, dont on connait I’analogue pour les matrices de
Jacobi (voir Mather [Ma] ou Angenent [An1]).

PROPOSITION 7.2.1. — Soit ® = (fo,..., fon—1) € Dy, et f = K,(®). La différen-
tielle Dég(x) en une singularité x a une valeur propre nulle si et seulement si la
différentielle Df(z) au point fize z = qo(x) a une valeur propre égale a 1. De plus, le
noyau de D& (x) est contenu dans lespace Ej(x), ot j est le nombre de rotation de
z.

Démonstration. — Nous montrons la proposition en adaptant les arguments de [Ma],
[An1] et également de MacKay et Starck [MS].

Commengons par prouver la premiére assertion. Si u = (u;);cz €st un vecteur non
nul du noyau de D¢y(z), il appartient & un espace E;(z), le vecteur

v = Dqo(z) - u

de R? est alors non nul et fixe par D f(z). Réciproquement, si Df(z) a un vecteur
fixe v € R?, si (2;)icz est la suite définie par les relations

0=2zip = f(2),
et si (v;)iez est la suite définie par les relations
vo =v, Vit1 = Dfi(2) v,

alors le vecteur u = (p1(v;))icz appartient au noyau de D&y (z).
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Démontrons maintenant la seconde assertion. On peut trouver f’ € D*(T!) proche
de f, laissant fixes deux points z' et z”’ proches de z, puis écrire

f,:fén—lof2n—2°"‘ o fo,

@ = (fo,--s foan—2, fon_1)
est proche de ®. Le champ de vecteurs £ a alors deux singularités z’ et z'" proches
de z et la droite passant par ces deux points est nécessairement proche de E;(z);
ainsi 'entier j = Li(2',2"), qui est le nombre d’enlacement de z’ et 2", est égal au
nombre de rotation de z. O

7.3. Famille & un paramétre avec des bifurcations de type selle-nceud
On se donne dans la suite du chapitre 7 une famille (f;)s¢po,1] dans D*(T?) qui
vérifie les propriétés suivantes :
(i) lapplication (s,z) — fs(z) est de classe C;
(ii) chaque ensemble Fix(fs) est fini;
(iii) Pensemble
M ={(s,2) € 0,11 x R? | £y(2) = 2}
est une sous-variété de classe C! de dimension 1, dont le bord est contenu dans
{0,1} x R?;

(iv) Pensemble M’ des points verticaux de M, c’est-a-dire des points (s,z) ou le
vecteur tangent est de la forme (0, v) est fini et se projette injectivement sur un
ensemble S de [0,1];

(v) si (0,v) est un vecteur tangent & M en un point vertical (s, z), alors v est un
vecteur fixe de D fs(2);

(vi) en un point vertical (s, z) la courbe M se trouve localement & droite ou & gauche
du plan {s} x R?;

(vii) si (s,z) n’est pas un point vertical, alors 1 n’est pas valeur propre de D f,(z).

On peut relever I'isotopie (fs)s¢[0,1) en une isotopie

((I)s)se[o‘l] = (fg’ ceey f2sn—1)
de D, telle que
fs = Kn(®s) = f3p_10--0f

pour tout s € [0,1]. On peut supposer de plus qu'’il existe une subdivision (s;)o<i<n
de [0, 1], telle que S’ = {so, ..., sk} soit disjoint de S et que les applications

(s,2) — fi(2)

soient de classe C! sur chaque intervalle [s;, sj+1].
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Le champ de vecteurs ES = §~q>s défini sur E a un nombre fini de singularités et
I’ensemble

N= {(s,x) €0, x E | &(z) = o}

est une variété topologique de dimension 1 dont le bord est dans {0,1} x E. De fagon
plus précise :
— la variété N s’écrit au voisinage de tout point (s,z) tel que s ¢ SU S’ comme
le graphe d’une application

Yi[s—e,s+e] — FE
de classe C!;
— la variété N s’écrit au voisinage de tout point (s,z) tel que s € S’ comme le
graphe d’une application
Y:i[s—e,s+¢] — E

qui est de classe C! sur [s — ¢, 5] et sur [s,s +¢];

- tout point (s,z) € N tel que s € S soit un point vertical, la variété N est de
classe C' au voisinage de (s,z) localement & droite ou & gauche de {s} x E et
la tangente au point est dirigée par un vecteur (0, u), out u appartient au noyau
de DE,(2);

— si (s,z) € N n’est pas un point vertical de N, alors 0 n’est pas valeur propre de
Dés ().

7.4. Bifurcation des tores fixes

Pour tout s € S notons z(s) l'unique point fixe de bifurcation de la famille
(Fs)sefo,1) relevée par la famille (f;),¢(0,1), notons p(s) € Z le nombre de rotation au
point fixe z(s), notons z(s) 'unique singularité de bifurcation de la famille (£5),¢0,1]

au point s. Notons 7, I’ensemble des tores fixes d’enlacement 0 de g, Rappelons que
T. est contenu dans P'espace topologique T*, formé des sous-variétés T' de classe C*
telles que chaque application

Tkt (Ti)iez — (Th, Tht1)
soit un difféomorphisme de T sur T2, muni de la C'-topologie. Nous définissons alors
N={(T)el0,]]xT*|TeT,[},
et pour tout couple ¢ = (s,T') € N nous notons
Ce = qo(&sj7)

le champ de vecteurs défini sur T2 dont nous avons étudié les propriétés au paragraphe
6.

Nous allons démontrer le résultat suivant.
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PROPOSITION 7.4.1

(i) L’ensemble N est une variété topologique dont le bord est contenu dans {0,1} x
T

(ii) Au voisinage d’un couple co = (so,To) € N tel que so € S, la variété N est le
graphe d’une application continue

X:[so—¢€,8+e — T

si on pose c(~s) = (s,x(8)), il n’y a pas de bifurcation aux singularités pour la
famille s — (o(s)-
(i) Au voisinage d’un couple co = (so,To) € N tel que so € S et x(so) & To, la

variété N est le graphe d’une application continue
X:[s0o—¢€,850+e — T

st on pose c(s) = (s,x(s)), il n’y a pas de bifurcation aux singularités de la
famille s = (o).
(iv) Au voisinage d'un couple co = (s0,Tp) € N tel que so € S, x(so) € Top et

p(s0) =0, la variété N est le graphe d’une application continue
X:[so—¢&s0+el —T%

st on pose c(s) = (s,x(s)), i y a une bifurcation de type selle-neud en la
singularité z(sg) de ZC(SO) pour la famille s — Zc(s).

(v) Tout couple co = (s0,To) € N tel que so € S, x(so) € To et p(so) # 0, est
un point vertical ; au voisinage de co la variété N est localement a droite ou a
gauche de {so} x T*; il n’y a pas de bifurcation aux singularités pour la famille
u Ec(u), si u > c(u) est un paramétrage d’un voisinage de co dans N défini
sur un intervalle I.

Démonstration. — Nous allons étudier quatre cas. Nous utiliserons souvent les résul-
tats suivants.

— L’application ¢ — EC est continue, si on munit ’ensemble des champs de vecteurs
continus sur T? de la topologie de la convergence uniforme.
— Soit I un intervalle disjoint de S et

¥ s 2f(s), 1<k<K,

des applications continues de I dans E formées pour tout s d’une singularité
de &,. Si I'un des ensemble {z!,...,zX} est un ensemble non enlacé maximal
de ES, il en est ainsi de tous ces ensembles. Il suffit d’utiliser les arguments
de connexité sur les ensembles non enlacés, que 'on a déja employés et qui
utilisent la proposition 3.4.1. Si on note T} le tore fixe qui contient {z},... 2K},
I’application s — T est alors continue.
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FEtude de N au voisinage d’un point co = (s0,To) tel que sg € S. — On choisit € > 0
tel que [sp —&,50 + €] NS = @. A chaque singularité = de Eso est associé un unique
chemin s — z, défini sur [sg — €, S0 + €] formé, pour tout s € [sg — €, 8o + €], d’une
singularité de Zs, et tel que z;, = z. L’ensemble

Xs ={zs, z € (7o)}

est un ensemble bien enlacé maximal de . Si on note T, = x(s) € T, le tore fixe de
&s qui contient X, I'application x est continue. L’application s — (,(5) est également
continue, il n’y a pas de bifurcation aux singularités.

Etude de N au voisinage d’un point co = (so,To) tel que so € S et x(so) & To
On choisit € > 0 tel que [sg —€,50 +€]NS = {s0}. A chaque singularité z # z(so)
de &, est associé un unique chemin s — z, défini sur [so — €, so + ¢] formé, pour
tout s € [sp — &, $¢ + €], d’une singularité de §~s, et tel que x5, = z. On en déduit que
I’ensemble
Xs = {zs,2 € ¥(To)}

est un ensemble bien enlacé maximal de &. On conclut comme dans le premier cas.

Etude de N au voisinage d’un point co = (so,To) tel que so € S, x(sq) € Ty et
po(s0) = 0. — On suppose qu’au voisinage de (s, z(s0)), la variété N est & droite
de {so} X E. On choisit € > 0 tel que [sg —€,80 +&] NS = {so0}.

A chaque singularité = # z(so) de Eso est associé un unique chemin s — z; défini
sur [so — €, 8o + €] formé, pour tout s, d’une singularité de &,, et tel que zs, = . 1
existe en plus deux chemins s — z et s — x}, définis sur [so, so + €], formés pour
tout s d’une singularité de &,, et tels que z, =z} = x(s0).

Etudions d’abord ce qui se passe & droite de so. On a vu au paragraphe 7.2 que la
tangente & N au point (so,z(so)) est dirigée par le vecteur (0,u), ot u € Eg(z(so)).
La projection de N dans E est donc tangente en z(sg) au tore Tp. Les propositions
3.4.2 et 3.4.3 impliquent que pour s > sqg assez proche de sg, ’ensemble

Xs = {1:873; € Z(TO) - {x(so)}} U {xs_vx:—}

est un ensemble non enlacé maximal. Par prolongement, c’est encore vrai pour tout
s € ]so, S0 +¢]. Le tore fixe Ts = x(s) qui contient X, dépend continiment de s, il est
égal Ty quand s = sq.

Etudions maintenant ce qui se passe & gauche de sg. Pour tout s € [sg — &, o],
I’ensemble

Xs = {xs,z € X(Tp) — {=(s0)}}
est non enlacé. Montrons qu’il est maximal et pour cela supposons que s soit proche
de sq. Il suffit de montrer que pour tout

' € sing(&,) — 1 (To),
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il existe
z €n ! (S(To) — {z(s0)})
tel que Li(z,z’) #0.

Pour 5 € ]sg, so + €], les singularités z7 et z7 de &, |7, sont non dégénérées et ont
donc un indice égal & +1 ou —1. L’indice de la singularité z(sg) de é;o |T,> Qui est la
somme de ces deux indices, est donc un entier pair. La fonction z — L;(z,2') n’est
pas entiérement définie sur Py = 7~ 1(Tp) et prend donc, par la proposition 2.2.2, des
valeurs strictement positives ou strictement négatives. Limitons-nous au second cas et
notons j la valeur minimale prise par cette fonction. Nous savons alors que ’ensemble

Oj={zeP|z—-1" €W}

est non vide et borné ; nous savons également que c’est un attracteur et que sa frontiére
est une variété topologique, cela grace & la proposition 2.2.2 ; nous savons de plus qu’il
est simplement connexe grace & la proposition 4.3.1. On en déduit que la somme des
indices des singularités contenues dans chaque composante connexe de O; est égale a
+1. En particulier, chaque composante connexe contient une singularité dont 'image
par 7w n’est pas xo.

Pour s € [so—¢, so[, notons Ty = x(s) € T, le tore fixe qui contient X,. La fonction
X est continue sur [sg — ¢, o[ et a pour limite Tp quand s tend vers sg. La fonction x
est donc continue sur [so — €, o + €] : son graphe est un voisinage de ¢y dans . Si on
pose ¢(s) = (s,Ts), il y a une bifurcation de type selle-nceud en la singularité z(sg)
de ZCO pour la famille s — Zc(s) : il n’y a pas de singularité proche de z(sp) quand s
est & gauche de s, il y en a en a deux non dégénérées, quand s est & droite de sq.

Etude de N' au voisinage d’un point co = (so,To) tel que so € S, z(so) € Tp et
po(s0) # 0. — On suppose qu’au voisinage de c(so, z(s0)), la variété N est a droite
de {s0} x E. On choisit € > 0 tel que [so — &, 50 + ] N S’ = {s0}.

La encore, on peut associer a chaque singularité z # z(so) un chemin s — z, défini
sur [sg — €, 50 + €] et & z(so) deux chemins s — z et s — z, définis sur [sg, so + €]
vérifiant les propriétés décrites dans le cas précédent.

Etudions ce qui se passe & droite de sqg. La projection de N dans E est dirigée par
un vecteur u € E;(2(so)), ot § = p(so) # 0 : on en déduit que El(x;,xj) = j pour
s proche de sg. Les ensembles ' .

X; ={zs,2 € 2(To) — {z(s0)}} U {z; }
et

X} ={zs,z € Z(To) — {z(s0)}} U {z]}
sont donc des ensembles non enlacés maximaux de & si s € [s0,80 + €]. On note
T; € T; (resp. T,;F € T]) le tore fixe qui contient X, (resp. X, ). Les applications

X :s+— Ty et xT:s— T

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



94 CHAPITRE 7. BIFURCATION DES TORES FIXES

sont continues, distinctes en tout point sauf en sg ou elles valent Tj.

Etudions maintenant ce qui se passe & gauche de so. D’aprés les propriétés spec-
trales de D&(x(sg)), données par exemple par la proposition 3.2.1, on sait que z(sg)
est un puits du champ de vecteurs gs(, |T, s j < 0 et une source si j > 0. Ainsi, si
s € [so — €,80 + €] est proche de s, tout tore fixe de ES proche de Ty contient une
singularité proche de z(sg). Ceci est impossible si s < sg. Ainsi I’ ensemble

X = {25, © € (To) — {x(s0)}}
est un ensemble non enlacé non maximal de £, si s € [so — €, so|.

Au voisinage de cg, I’ensemble A est la réunion des graphes de x~ et de x™;
c’est une variété topologique en ce point. Remarquons, en posant ¢~ (s) = (s,7;)

et st = (s,T;), qu'il n’y a pas de bifurcation aux singularités pour les familles
5 > Co(s) €t 8 > (4 (5)- Dans le cas ot j < 0, Go(z; ) est un puits de (- (5) et Go(z7)
un puits de (.+(4). Dans le cas ou j > 0, ce sont des sources. O
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ETUDE DES ITERES

On considére dans ce chapitre un difféomorphisme F' de T2? homotope 3 l'identité,
un relévement f de F' & R2, et trois entiers premiers entre eux p, p' et g, avec ¢ > 0.
On va étudier le relévement f? — (p,p’) de F9.

On écrit
f=/fm-10-0 fo,
ou
® = (fo,.-., fon-1) € D,

et on définit la suite (f;);cz par la relation de périodicité f;12n, = fi. Enfin, on note
g; et g} les applications associées & f; (voir paragraphe 1.6).

8.1. Construction des champs de vecteurs ¢ et E pour f?— (p,p)
On définit une suite (a;);cz en posant
a;=p si 4 est pair,
{ai =p+p siiestimpair;
on considére ’espace affine
E = {(zi)iez | Ti+ang = ;i + a;, pour tout ¢ € Z},
ainsi que ’espace vectoriel associé
E' = {x = (2;)iez | Titang = i, pour tout i € Z}.
On définit sur £ un champ de vecteurs
£z (§i(T))icz,

c’est-a-dire une application de E dans E’, en posant

§i(x) = gi_y (@im1, ) — gi(@s, Ti11).
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Ce champ de vecteurs est invariant par les translations :
1 .
0B — By(eez — (54 30+ (1))
i€Z

1 .
T :E — E,(2i)icz — (961 + 51— ("1)1)> ;
2 i€Z
ainsi que par le décalage

0:E—E, (%)icz — (Titon)icz-

Remarquons que 7y, 73 et ¢ commutent deux & deux et qu’on a

g _ .p_ _p+p
pr=T90T " .

Le champ de vecteurs £ définit naturellement un champ de vecteurs E sur
E= E/[ro,11] = T? x R*4-2
invariant par 'application périodique ¢ induite par ¢.
Pour tout ¢ € Z, on définit
gi : (z)iez ¥~ (23, 9i(Ti, Tit1)) et g;: (Ti)iez = (T4, 9i1 (Ti1,24));

on sait alors que qo induit une bijection entre ’ensemble des singularités de £ et
I'ensemble des points z € R? vérifiant

f1(z) = 2+ (p, 7).

8.2. Propriétés dynamiques des champs de vecteurs § et E pour f7—(p,p')

L’application

/

fri(z,y) — (a:+ g,y+%)

s’écrit
[ =fon10-0fq,

ou la suite (f})icz est définie comme suit :

ffi(z,y) — (z+y,y) si 1 est pair,
!

i (z,y) — (:1: -y+ ﬂ,y + 2—) si ¢ est impair.
nq ngq

Le 2n-uplet
®* = (f();y-”af;n—l)

appartient alors & D,,.
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Le champ de vecteurs £* défini sur E associé & ®* est un champ de gradient linéaire
et ’ensemble des singularités est un plan affine normalement hyperbolique dont les
variétés stables et instables sont de dimension ng + 1. On peut écrire

£=¢+p

ou 3 est Z2™-périodique, on en déduit que la réunion A des orbites bornées de E est
compacte et non vide.

La fonction
Liz=(z)icz— Y, (—Dio(@)o(zit1),
0<i<2ng—1
est définie sur la partie ouverte
W = {x = (.’L’i)iez €FE | z;, =0= Ti—1%it1 > 0},

et on peut définir, 14 encore, les ensembles W}, W]-Jr et WJ-‘.

A partir de L on peut définir, comme dans le chapitre 2, une fonction L; sur E x E
et la fonction (z,u) — L(u) sur les fibrés tangents et projectifs E x E' et E x P(E'").
Ces fonctions vérifient des résultats analogues aux propositions 2.2.2 et 2.4.2. On en
déduit que 'on a une décomposition du fibré tangent E x E’ similaire & celle donnée
par la proposition 3.2.1. En particulier, on a une décomposition

E' = E{_ng/y @+ @ Ejng/ay

donnée par le champ E * ou les E; sont des sous-espaces vectoriels de E' de dimension
2 (ou 1 dans les cas exceptionnels).

On considére la suite (z}),cz de E définie par les égalités

. _Jp . _Jilp+p)
1172.]' = ;LE et x2]~+1 = T
On note alors gj" I’ensemble des applications
V:Eng2 @ @E; — Ejj1 &+ ® Engya),

invariantes par 79 et 7y si j > 0, et telles que la droite vectorielle passant par deux
points distincts du graphe

Gy={c"+x+¢(), T€EL_pnyy® - ®E;}
soit contenue dans W~.

On définit de fagon analogue un ensemble g;r, puis des ensembles Q\]‘ et é\f inva-
riants par le flot. On peut définir ensuite la notion de plan d’enlacement j; de tore
d’enlacement 0 ; d’ensemble bien enlacé ; d’ensemble de singularités non enlacé. Tous
ces ensembles correspondent au relévement f¢ — (p,p') de F?. On sait que ’ensemble

T des tores d’enlacement 0 et d’orbites bornées est compact, non vide, et invariant
par le flot, et que la réunion des éléments de T est exactement A. On sait aussi que

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 1999



98 CHAPITRE 8. ETUDE DES ITERES

lapplication ¥ qui & T € T associe sing(£) N T prend ses valeurs dans ’ensemble des
parties non enlacées et induit une bijection entre les tores fixes et les ensembles non
enlacés maximaux.

8.3. Ensembles ¢p-non enlacés

L’application ¢ induit une application périodique du méme nom sur 7, qui com-
mute avec le flot ; ensemble 7' C T des tores invariants par @ est donc compact et
invariant par le flot. On dira qu’un ensemble de singularités de E est p-non enlacé s’il
est contenu dans un élément de 7' et on définira de fagon naturelle un ensemble p-non
enlacé mazimal. Tout ensemble p-non enlacé est un ensemble non enlacé invariant par
P.

SiT € T’ est fixe, I'ensemble X(T") est maximal dans X(7") et donc dans (7). Si
T € T' n’est pas fixe, ¥(T') n’est pas maximal dans (7). Nous allons voir dans la
proposition suivante qu’il n’est pas non plus maximal dans X(7")

PROPOSITION 8.3.1. — Un tore T € T' est fize par le flot si et seulement si X(T)
est mazimal dans E(T").

Démonstration. — Supposons que T' € T’ ne soit pas fixe et reprenons la démonstra-
tion de la proposition 5.2.1. Regardons attentivement le début la deuxiéme étape, en
gardant les mémes notations. Dans le cas ot w(Z) contient une singularité z’, le tore
T’ que 'on construit est également invariant par @ et la démonstration est terminée.
Dans ’autre cas, ou w(Z) contient une orbite fermée C, on considére cette fois-ci
I’ensemble D' des points z' € D tels que

{«',..., 0 (@)} ur~H(X)

soit contenu dans un graphe G C G; et dans un graphe G’ C Gf, tous deux invariants
par . Cet ensemble est non vide puisqu’il contient C, il est clairement fermé, il suffit
de montrer qu’il est ouvert dans D.

Cela provient des remarques suivantes :
— puisque p, p' et ¢ sont premiers entre eux, les courbes ¢*(C), 0 < k < g —1,
sont disjointes deux & deux et ¥ (C) est a extérieur de o* (C) si k # k';
— si & est & lintérieur de C, alors ¢*(x) est & l'intérieur de ¢*(C) et donc &
Pextérieur de C' pour k£ non nul;
— I'ensemble 7({z,...,9? 1(z)}) U X est bien enlacé.
O

COROLLAIRE 8.3.2. — Pour toute partie X C sing(£), les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— X est un ensemble p-non enlacé maximal ;
— X est un ensemble non enlacé mazimal invariant par @.
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Démonstration. — Tout ensemble non enlacé maximal X invariant par ¢ est contenu
dans un tore fixe T € T. Puisque @(T') et T ont mémes singularités, on a ¢(T) = T
d’aprés la proposition 5.2.1., ainsi X est un ensemble ¢-non enlacé maximal. La
réciproque est évidente. O

8.4. Correspondance avec les ensembles f-non enlacés

Nous allons voir le lien avec les parties

Z C Fix(f* = (p,p")

qui sont f-non enlacées. Celles-ci ont été définies au paragraphe 1.5.

PROPOSITION 8.4.1. — L’image par ¢o d’un ensemble de singularités p-non enlacé
(resp. p-non enlacé mazximal) est une partie f-non enlacée (resp. f-non enlacée maxi-

male) de Fix(f? — (p,p')).

Démonstration. — On va reprendre les notations du paragraphe 6.1. Considérons
un tore T d’enlacement 0 invariant par @ et posons P = n~1(T). Les restrictions
respectives Q; et @} de g; et ¢} a P vérifient
Qiton =Qiop et Qiia, =Q;00p.
On définit, comme dans le paragraphe 6.1,
Fr=(sQi + (1= 9)Qir) 0 Q" et @ =(f§,..., 3u1) € Do
L’égalite
f:len—lo"' 0}8
est encore vérifiée. Le difféeomorphisme
f:fgn—lo'“ 0.;0}))
vérifie
fiz) =2+ (p.p)
pour tout z € R2, et est conjugué a ®|p par Qo. En particulier le champ de vecteurs
o = Qo«(§ip)
est invariant par f
L’isotopie (ﬁ)se[o,1], ol
fo=Finoro-- o f5,
entre f et f laisse invariantes les singularités de {o. Ainsi, 'image de X(T') par go est

une partie f-non enlacée. Si ¥(T') est une partie p-non enlacée maximale, c’est-a-dire
si T est fixe, 'image par go est une partie non enlacée maximale. O

Enoncons maintenant la proposition inverse.
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PROPOSITION 8.4.2. — Soient F un difféomorphisme de T? et f un relevement de
F a R2. Soient p, p' et q trois entiers premiers entre euzx, avec ¢ > 0, et Z une partie
de Fix(f? — (p,p')) qui est f-non enlacée (resp. f-non enlacée mazimale). Il existe
alorsn >0 et

® = (fo,---,fen-1) € Dn
vérifiant

f=fon-10-- 0 fo,

tel que l’ensemble des singularités de §~q> associé a Z soit une partie non enlacée (resp.
une partie non enlacée mazimale).

Démonstration. — 1l suffit de reprendre la démonstration de la proposition 6.1.2
presque mot & mot en appliquant les lemmes de perturbation & des graphes de G et
Gd qui sont invariants par 3. O

En particulier, grace aux propositions 8.3.1, 8.4.1 et 8.4.2, on obtient :

THEOREME 8.4.3. — Soit F' un difféomorphisme de T? homotope a lidentité et f
un relévement de F' a R2. Soient p, p' et q trois entiers premiers entre eux avec ¢ > 0.
(i) Toute partie Z C Fix(f? — (p,p')) qui est f-non enlacée est contenue dans une
partie f-non enlacée mazximale.
(ii) Les parties Z C Fix(f? — (p,p')) qui sont f-non enlacées maximales, sont les
parties non enlacées mazimales invariantes par F'.

8.5. Un théoréme de translation dans le cas périodique

Soit T un tore d’enlacement 0 invariant par @ et fixe par le flot. On pose P =
77 (T'), on reprend les notations du paragraphe 6.2 et on note a) le champ de vecteurs
défini sur T? et relevé par (. On peut construire par les mémes formules que dans
le paragraphe 6.2 une isotopie (f*);e[0,2n) de fa f. En notant F® le difftomorphisme
de T? relevé par f°, on obtiendra cette fois ci :

PROPOSITION 8.5.1. — On a les propriétés suivantes :

(i) le champ de vecteurs a) est continu et uniquement intégrable ;
(ii) lensemble des singularités de (o est une partie p-non enlacée mazimale

Z C Fix(f? - (p,"));
(iii) I’application s — f* est un chemin dans D'(T?);
(iv) lapplication (f°) — (p,p') est lidentité ;
(v) ona
Z C Fix((f)* - (», 1)),

pour tout s € [0,2n];
(vi) Le champ de vecteurs (o est invariant par F© ;
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(vii) Uapplication s — F?*(z) est de classe C' sur chaque intervalle [i,i + 1], i €
{0,...,2n -1},
(viii) si 2 € T? — Z, lapplication

s — det (DFS(Z) -Go(2), Ed;Fs(Z)) )

qui est définie sur chaque intervalle Ji,i+1[, i € {0,...,2n — 1}, est positive ou
nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

Le fait que le champ Eo soit invariant par F° permet de montrer que si U est
une composante connexe de T? — X(T'), alors toute courbe intégrale de ZOIU relevée
au revétement universel de U est une droite de Brouwer du relévement naturel de
F o (F°)~!y défini en relevant, & partir de I'identité, Iisotopie s — Fy o (FO)™!\y
définie sur [0, 2n]. On obtient alors :

THEOREME 8.5.2. — Soient F' un difféomorphisme du tore T2 homotope a l'identité
et f un relevement de F' a R?. Soient p, p', et q trois entiers premiers entre euz, avec
qg>0, et
Z C Fix(f* = (p,p"))

une partie f-non enlacée mazimale. Il existe un champ de vecteurs Z sur T2, continu
et uniquement intégrable et un chemin s — f° aboutissant en f dans D*(T?), relevant
un chemin s — F° dans les difféomorphisme du tore, tels que :

(i) Densemble des singularités de C soit Z ;

(ii) Uensemble Z soit inclus dans Fix((f*)? — (p,p)), pour tout s € [0,1];
) Uapplication (f°)? — (p,p') soit lidentité ;
iv) le champ de vecteurs Z soit invariant par F° ;

) si U est une composante connexe de T? — Z, toute courbe intégrale du champ
de vecteurs E]U relevée au revétement universel de U est une droite de Brouwer
du relevement naturel de F o (F°)~!\y; défini par lisotopie s — F* o (FO)™!y.
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CHAPITRE 9

FONCTION D’ENLACEMENT DEFINIE PAR
UN POINT FIXE OU UNE ORBITE PERIODIQUE

On s’intéresse dans ce chapltre au nombre minimum de valeurs que doit prendre
le nombre d’enlacement I (z O) défini au paragraphe 1.5, quand O est la projection
dans le tore d’une orbite périodique O de f € D(T?) et quand Z varie dans Fix(f).
Plus précisément on fera varier z dans un ensemble non enlacé maximal de Fix(f). On
commencera dans le premier paragraphe a préciser la proposition 6.1.4 et & chercher
le nombre minimum de valeurs prises par la fonction

7 I(3,%),

sur un ensemble non enlacé maximal Z de Fix(f), quand Z’ appartient & Fix(f) —

9.1. Fonction d’enlacement définie par un point fixe

On va démontrer deux résultats complémentaires.

THEOREME 9.1.1. — Soient f € D'(T?) et Z C Fix(f) un ensemble non enlacé
mazimal. Pour tout point Z' € Fix(f) — Z, la fonction

7 1(3,7)
prend au moins deuzx valeurs sur Z.
THEOREME 9.1.2. — Soit f € D'(T?), soit Z C Fix(f) un ensemble non enlacé
mazimal et soit Z' € Fix(f) — Z. Les deux seuls cas ou la fonction

7— I(3,%)
prend exactement deux valeurs sur Z sont les suivants, ou F est le difféomorphisme
du tore relevé par f.

(i) Il existe une courbe fermée simple C de T? homotope & zéro telle que :
— la courbe F(C) soit homotope & C relativement ¢ Z U {Z'} ;
~ Vensemble Z rencontre les deuz composantes connexe de T? — C ;
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— la composante connexe V de T%—C qui est simplement conneze contienne
7;
— la fonction Z — f(?’,%) soit constante et non nulle sur ZNV ;
— la fonction Z > I(3',Z) soit nulle sur ZNV', ot V' est l'autre composante
conneze de T? — C.
(ii) Il existe une courbe fermée simple C C T? non homotope a zéro telle que :
— la courbe F(C) soit homotope a C' relativement a Z U {Z'} ;

— aucune des deux valeurs prises par la fonction Z — I(Z,Z") sur Z ne soit
nulle.

Démonstration des deux théorémes. — Utilisons la proposition 6.1.2 et écrivons

f=fon—10--- 0 fo,

Qz(fo,fn) eDTu

et ou l'ensemble des singularités associées & Z est contenu dans un tore fixe d’enlace-
ment 0.

Notons T ce tore, posons P = 7~ 1(T), et rappelons que X(T) désigne 1’ensemble
des singularités de £ qui sont dans T'. Notons Z' la singularité de £ correspondant &
Z' (qui n’est donc pas dans T') et choisissons ' € n~1({Z'}).

La fonction
l:x+— Li(z,2")
n’est pas définie sur le plan P tout entier, puisqu’elle n’est pas définie sur ’élément
de P qui a méme image que z' par ro.

Si z € P et si||z|| est assez grand, alors L;(z,z') est bien défini et égal a 0.
On en déduit que le domaine de définition U de [l est une partie ouverte U de P
dont le complémentaire K est compact. Grace & la proposition 4.3.1, on sait que les
composantes connexes bornées de U sont simplement connexes et que la composante
connexe non bornée est homéomorphe & T! x R : on en déduit que K est connexe.

La fonction

A D R 6
zen~1({Z})
est définie sur le complémentaire U de 7(K). Puisque m(K) est compact et connexe,
on a les propriétés suivantes :

— il existe au plus une composante connexe de U qui n’est pas simplement connexe ;

— celle-ci, si elle existe, est homéomorphe au tore privé d'un point ou & T! x R ;

— la fonction [ est nulle sur cette composante, si elle existe.

On va donc étudier trois cas. On notera A* I'image d’une partie A de E au temps
t par le flot induit par le champ de vecteurs E
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Premier cas : toute composante connexe de U est simplement connere. — Comme
1 nlest pas définie entiérement sur le tore, elle prend au moins deux valeurs; on
note alors j~ et j les valeurs respectivement minimale et maximale. La proposition
2.3.2 nous dit que la frontiére de chacun des ensembles [~ ({j=}) et I=1({j+}) est
une variété topologique de dimension un du tore T, c’est-A-dire une réunion finie
de courbes fermées simples disjointes deux & deux. Chaque composante connexe de
7_1({ j7}), qui est simplement connexe par hypothése, est bordée par une courbe
fermée simple homotope & zéro. D’aprés la proposition 2.3.2, elle est attractive : elle
contient donc une singularité. On a un résultat analogue pour ’ensemble lN‘l({ ith,
chaque composante étant alors répulsive. On obtient une singularité qui n’appartient
ni al=1({57}), ni a I=1({j+}), pour des raisons d’indice. En effet I'ensemble
~ 1 -1
M=T- (")) - (T WD)
est une variété a bord dont la caractéristique d’Euler est égale & —n_ — ny, o n_
(resp. ny) est le nombre de composantes connexes de T_l({ J~}) (resp. 7_1({ i H).
Comme la dynamique sur chaque bord est rentrante ou sortante, on peut appliquer
la formule de Poincaré-Hopf & M : la somme des indices aux singularités du champ
de vecteurs a M, Si celles-ci sont en nombre fini est égal & —n_ — n,.. Les singularités
qui sont dans M n’appartiennent ni & 1-*({j~}), ni & ["1({jT}).
La fonction
v I(3,7")
prend donc au moins trois valeurs sur Z dans ce cas.
Deuziéme cas : l'une des composantes connezes U' deU est difféomorphe a T? moins
un point. — On garde les notations du premier cas. On sait que la fonction 1 vaut 0

sur U'. Ainsi si j~ #0et j7 #0, les arguments employés dans le premier cas sont
encore valables : la fonction

Z2— 1(2,7")
prend au moins trois valeurs sur Z.

Etudions maintenant le cas oi1 5~ # 0 et j©* =0 (le cas ot j~ = 0 et 57 # 0 se
traitant de fagon similaire). La composante connexe U’ est répulsive et sa frontiére
est une courbe de Jordan homotope & zéro. Elle contient une singularité puisque sa
caractéristique d’Euler est —1. Chaque composante connexe de [~1({j~}) contient
également une singularité. On en déduit que la fonction

Z— I(2,7)
prend au moins deux valeurs sur Z.

La formule de Poincaré-Hopf appliquée a la variété & bord

M=1-(IFGY) - (@)
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nous dit que la somme des indices aux singularités du champ de vecteurs |y, si
celles-ci sont en nombre fini, est égale & 2 —n_ —ny. On en déduit, dans le cas ou la
fonction

7 I(3,7)
ne prend que deux valeurs, que chaque ensemble [~ ({5=}) et I=1({j*}) est connexe
et que la réunion de ces deux ensembles contient toutes les singularités de & sur T'.

Il n’y a pas de singularité proche de la frontiére de U'. On peut donc choisir une
courbe fermée simple I' C U’ homotope & zéro dans T et suffisamment proche de
la frontiére de U’ pour que toute singularité contenue dans U’ soit contenue dans la
composante connexe non simplement connexe de T — I'. L’ensemble I' U ¥(T") U &’
étant bien enlacé, la proposition 6.4.1 nous dit que la courbe go(I") est une courbe C
de T2 homotope & zéro et que F(C) est homotope & C relativement & Z U %',

Comme ’ensemble Z' U U est bien enlacé, ’application ¢o est injective sur cet
ensemble. Ainsi 2’ se trouve dans la composante connexe simplement connexe de
T? — C, de méme que tous les points fixes dont le nombre d’enlacement avec z' est

j~. Les points fixes dont le nombre d’enlacement avec z’ est 0 se trouvent dans l'autre
composante connexe.

Troisiéme cas : l'une des composantes connezxes U' de U est homéomorphe a T! x
R. — On garde, 1a encore, les mémes notations. On sait que la fonction 1 vaut 0
sur U'. Si j~ # 0 et j& # 0, on sait, pour les mémes raisons que dans les deux cas
précédents, que la fonction

2 1(2,2))
prend au moins trois valeurs sur Z.

Etudions maintenant le cas o1 5~ # 0 et j© = 0. La composante connexe U’ dont
la frontiére est formée de deux courbes de Jordan homotopes (et non homotopes a
zéro) est alors répulsive. La formule de Poincaré-Hopf appliquée &

=1 (F'GN) - (WD)

nous dit que la somme des indices aux singularités du champ de vecteurs §~| M, Si
celles-ci sont en nombre fini est égale & 1 —n_ — ny et est donc strictement positive.
On en déduit que la fonction

-1

Z— I1(2,7')
prend au moins deux valeurs sur Z, 'une égale & j~, l'autre strictement comprise
entre j~ et 7. On en déduit également, dans le cas ou la fonction

7+ I(3,7)
ne prend que deux valeurs, que chaque ensemble [=1({j=}) et I=({j}) est connexe
et qu’il n’y a pas de singularité dans U.
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Il n’y a pas de smgularlte proche de la frontiere de U’. On peut donc choisir,
prés de la frontiére de U '’ une courbe fermée simple I' C U’ non homotope & zéro
et disjointe de X(7'). L’ensemble K étant connexe est alors située dans une bande
délimitée par deux relévements successifs de I'. L’ensemble I' U X(T') U 2’ est bien
enlacé : la courbe go(T') est une courbe C' de T? non homotope & zéro et F(C) est
homotope & C relativement & Z U {Z'}. O

Puisque I'ensemble Z' = Z U {Z'} est enlacé, la restriction de F & T? — Z' n’est
pas isotope a l'identité ni & aucun homéomorphisme périodique. Dans le cadre de la
théorie de Thurston des homéomorphismes des surfaces, on dit que le difféomorphisme
restreint Fip2_z est réductible s’il existe une courbe fermée C', qui n’est homotope ni
A zéro ni aux petits cercles centrés aux points de Z', telle que F(C') soit homotope & C
dans T? —Z'. La théorie de Thurston des homéomorphismes des surfaces nous dit alors
que la restriction de F' & T? — Z est soit réductible, soit isotope & un difféomorphisme
pseudo-Anosov, (voir Thurston [T] ou Fathi, Laudenbach, Poenaru [FLP]). Chacune
des deux situations particuliéres, ou la fonction z — I (2, 2') ne prend que deux valeurs
sur Z, a lieu dans un cas réductible. On peut donc écrire :

COROLLAIRE 9.1.3. — Soit f € DY(T?), soit Z C Fix(f) un ensemble non enlacé
mazimal et soit Z' € Fix(f) — Z. Si la restriction ¢ ZU{z} du difféomorphisme F de
T? relevé par f est irréductible, alors la fonction

zt—)I(z Z')

prend au moins trois valeurs sur Z.

9.2. Fonction d’enlacement définie par une orbite périodique

On peut généraliser les résultats précédents au cas des orbites périodiques. Pour
tout g > 2 les ensembles DY et Dy, sont égaux. Si f € D'(T?) est associé & ® € D,
par la relation

f=Ku(?),
alors f? est associé au n-uplet &, = (®,®,...,®) de DZ par la relation
[ = Kng(®q)-

On associe & ®, un champ de vecteurs {; = {s_ sur
E, = {z = (zi)icz | Titanq = i, pour tout ¢ € Z}

et un champ de vecteurs &, sur E, = E,/[r0,71]. Le champ de vecteurs &, est alors
tangent au sous-espace vectoriel E de E, et la restriction & E n’est rien d’autre que &.
Parmi les tores d’enlacement 0 de E, figurent en particulier les tores d’enlacement 0 de
E. Les singularités de Zq correspondent & des points périodiques de F, plus précisément
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aux éléments de Fix(f9). Celles qui correspondent & des points périodiques de période
g n’appartiennent évidemment & aucun tore d’enlacement 0 de £.

On définit une fonction d’enlacement L,, analogue & la fonction L;, sur un ouvert
de E; x E; et une fonction L analogue & la fonction L1 sur un ouvert de E X E
La fonction L; est invariante par I’application ¢ x ¢, ou

¢ (Ti)icz ¥ (Titng)icz
est définie sur E,, périodique de période g.

Soit Z € Fix(f), soit O une orbite périodique de f de période ¢ et soit 0= 7w (0).
Si Z est la singularité de £ associée & Z et si ' est 'une des ¢ singularités de &, qui
sont associées & un point de O, on a

L,(#,3) =1(z,0).
On peut alors démontrer les énoncés suivants :

THEOREME 9.2.1. — Soit f € D(T?2), soit O une orbite périodique de période q > 2
de f et soit Z C Fix(f) un ensemble non enlacé mazximal. Si on pose O = w(0), la
fonction

7—s I(z,0)

prend alors au moins deux valeurs sur Z.

THEOREME 9.2.2. — Soit f € D(T?), soit O une orbite périodique de période
g > 0 de f et soit Z C Fix(f) un ensemble non enlacé mazximal. Si on note F le
difféomorphisme de T2 relevé par f et si on pose 0= m(0), il n’y a que deux cas ou
la fonction

7+ 1(%,0)
prend exactement deux valeurs sur Z.

(i) I existe une courbe fermée simple C de T? homotope & zéro telle que :
~ la courbe F(C) soit homotope a C relativement ¢ ZU O ;
— l'ensemble Z rencontre les deuz composantes connexe de T? — C
— la composante conneze V de T?—C qui est simplement connexe contienne
0;
— la fonction zZ — I(z O) soit constante et non nulle sur ZNV ;
— la fonction z — I (z O) soit nulle sur ZNV', ou V' est lautre composante
conneze de T? — C.
(ii) Il existe une courbe fermée simple C C T? non homotope a zéro telle que :
~ la courbe F(C) soit homotope a C relativement & ZU O ;
— aucune des deuz valeurs prises par la fonction 3 v~ I| (2,0) sur Z ne soit
nulle.
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Démonstration. — On reprend mot 4 mot la démonstration des théorémes 9.1.1 et
9.1.2, oit T est le tore d’enlacement 0 contenant ’ensemble des singularités associées
a Z (et donc contenu dans E) et ot &' € E'q est I'une des ¢ singularités de 5, associées
4 O. On vérifie bien, dans le cas ou la fonction

7+ 1(3,0)
ne prend que deux valeurs et ou U est homéomorphe au tore privé d’un point, que
Porbite O est entiérement contenue dans la composante connexe de T2 — C.

La démonstration précédente nous dit la courbe F(C) est homotope a C relati-
vement & Z U O. On construit cette homotopie a I'aide de la fonction © définie dans
la proposition 6.4.1. En gardant les notations du paragraphe 6.4, cette homotopie est
naturellement définie sur [0, 2ng]. Or si on regarde le début de cette homotopie, plus
précisément I’homotopie restreinte a [0,2n], on remarque qu’elle permet en fait de
montrer que la courbe F(C) est homotope & C relativement & Z U O. O

On a un résultat analogue au corollaire 9.1.3. On va conclure ce paragraphe en
énoncant une version plus faible mais bien plus parlante de ce qui vient d’étre démon-
tré dans ce paragraphe.

COROLLAIRE 9.2.3. — Soit F un difféomorphisme de T? homotope & l’identité et
f un relevement de F 6 R%. On suppose que f a une orbite périodique O de période
q > 2 et on pose O = w(0). La fonction :

2+ I(2,0)
prend alors au moins deux valeurs sur Fix(f) et en prend au moins trois si la restric-

tion de F' ¢ T2—O0 est irréductible, c’est-a-dire si elle est isotope a un difféomorphisme
pseudo-Anosov.
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CHAPITRE 10

CONSTRUCTION DE CERCLES FANTOMES

Dans [Go], Golé définit la notion de cercle fantéme de nombre de rotation p/q
pour un diffeomorphisme de anneau déviant la verticale et préservant aire, puis
montre l'existence d’un tel cercle passant par les orbites périodiques minimisantes
et les orbites périodiques minimax de nombre de rotation p/q données par la théorie
d’Aubry-Mather. Ces cercles fantomes sont les analogues de nos tores invariants, nous
allons voir comment les méthodes vues plus haut permettent de les retrouver. Ce qui
suit permet également de réinterpréter les résultats montrés par Angenent dans [An2]
et de retrouver des résultats de Baesens et Mac Kay [BM].

On a introduit dans le paragraphe 1.6 le difféomorphisme

fro(@y)— (@ +y,y),
et les fonctions
gd=g":(z,2)— 2 -z
associées a f*.
On se donne dans le chapitre 10 un diffsomorphisme f de R? qui vérifie les pro-
priétés suivantes :
(i) l'application f reléve un difféomorphisme F' de I’anneau T' x R homotope &
I'identité ;
(ii) lapplication f dévie la verticale & droite;
(iii) si g et g’ sont les fonctions associées & f, alors

g _ g* et gl _ gl*
sont bornées sur R? ainsi que leurs différentielles.

La condition (iii) est vérifiée si f coincide avec f* dés que |y| est assez grand,
puisque les applications g — g* et g’ — g'* sont & support compact. La condition (iii)
est également vérifiée si f dévie la verticale & droite et si f est le relévement 4 R?
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d’un difféomorphisme du tore homotope au twist de Dehn F™* relevé par f*, puisque
les applications g — g* et g’ — ¢"* sont alors Z2-périodiques.

On se donne également deux entiers p € Z et ¢ € N — {0} premiers entre eux. On
va construire comme dans le chapitre 8 un champ de vecteurs £ sur un espace affine
E et un champ de vecteurs £ sur une variété quotient E. On va étudier les propriétés

de ces champs de vecteurs, on retrouvera des résultats similaires & ceux du chapitre
8.

10.1. Construction des champs de vecteurs £ et E

On considére ’espace affine

E = {z = (¢i)icz | Ti+q = ; + p, pour tout ¢ € Z}
et I’espace vectoriel associé
E'={z = (z;)iez | Titq = x;, pour tout i € Z}.
On définit sur E un champ de vecteurs
§:E— F
z+— (§i(2))iez
en posant
&i(z) = g'(zi-1,2i) — 9(2i, Tiy1).
Ce champ de vecteurs est invariant par la translation
T (25)iez = (Ti + 1)icz
et par le décalage
@ (xi)iez ¥ (Tiv1)iez :
il induit un champ de vecteurs §~ sur ’espace quotient
E=E/T~T!' xR L
Le champ de vecteurs ¢ est invariant par Papplication périodique (de période q)
@ E—E

relevée par .

On peut définir les applications

Gi : (2i)iez — (€0, 9(zi, Ti41)) et @ (Ti)iez — (5,9' (Ti1,24));

on sait que go induit une bijection entre les singularités de £ et les points z € R? tels
que

fiz) =2+ (p,0).
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10.2. Premiéres propriétés dynamiques de £ et de §~
Le champ de vecteur £* associé & f* s’écrit
& () =2z — i1 — Tiy1;

c’est le champ de gradient de la fonction

1492
H:2=(2:)icz — 3 ;(-Ti-i-l — ;)%

Comme H est invariant par 7, le champ §~ * est également un champ de gradient. C’est
aussi le cas de ¢ si f est exacte-symplectique, c’est-a-dire si la forme f*(ydzx) — ydx
est exacte.

La forme quadratique H est positive et son noyau Ey C E' est de dimension 1,
formé des suites constantes. On peut donc écrire

E'=FEy® E_,

ou E_ C E' est le sous-espace engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs
propres strictement positives de la matrice hessienne de H. L’ensemble des singularités
de &* est le sous-espace affine

x * + EOa
ou z* = (z})iez est la suite qui vérifie

z; =ip/q,
pour tout ¢ € Z.

On peut écrire de méme, avec abus de notation,

EZA()@E_,

Ao = (iL'* + Eo)/T
est le tore de dimension 1 formé des singularités de E*.

Le champ de vecteurs £ — £* est borné : on en déduit comme dans le paragraphe
1.10 que ’ensemble

Br={z=20+xz_ €E||z_|| <R}

est un ouvert répulsif de E si R est grand, ol z¢ et x_ sont les «composantes»
respectives de x dans A et dans E_. Plus précisément, si € Fr(Bg), on a

2t e B sit<O0

et
J:t¢§R sit>0.

En particulier la réunion A des orbites bornées de £ est compacte et non vide.
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10.3. Fonctions d’enlacement

La fonction d’enlacement L s’écrit cette fois-ci

1 (4
L:z=(zi)icz —> 1 (Z o(zi)o(zitr) — Q) ’
i=0
elle est définie sur

W ={z=(2i)icz € E' | 2i =0 = xi_17i41 < 0},
et prend ses valeurs dans {—[g/2],...,0} (voir [L1]).
On peut définir alors la fonction
Ly :(z,2') — L(z — ')

sur une partie ouverte de E x E et une fonction L, sur une partie ouverte de ExE
en posant
Li@7) =) Li(z, (")),
keZ

oz € n 1 ({Z}) et ' € #~1({Z'}). On a alors des résultats similaires aux propositions
2.2.2, 2.3.1 et 2.3.2. En effet les fonctions g — g* et ¢’ — ¢’* étant bornées ainsi que
leurs différentielles, on peut trouver des constantes K et a qui nous permettent de
reprendre la démonstration de la proposition 2.4.1.

On peut définir de fagon similaire des ensembles W;, W, Wf de E' oude P(E') et
des ensembles W;, W, W;L du fibré tangent E x E' ou du fibré projectif Ex P(E') de
E. On obtient une décomposition du fibré tangent analogue & la décomposition donnée
par la proposition 3.2.1. Cependant, la dimension des espaces E;(x) est différente. En
effet Wy est formé des suites dont les termes sont tous non nuls et de méme signe.
Si q est pair, W_[4/9] est formé des suites de termes non nuls et dont les signes sont
alternés. Comme aucun de ces ensembles ne contient de plan, la dimension des espaces
Eo(x) sera égale & 1 de méme que celle des espaces E_j,/9] si ¢ est pair, les autres
E;(x) auront une dimension égale & 2.

Remarquons que la décomposition continue du fibré tangent, plus grossiére,
{z} x E' = Ey(z) ® E_(z)

ou
E_(z) = P E;(2),
§<0
avec les propriétés naturelles d’expansivité, provient directement de [Ru].

On peut définir, comme dans les paragraphes 3.3 et 8.2, des ensembles gj—, g].+, G\J_
et Q\;r pour j € {—[g/2],...,0}. L’ensemble G; est formé des applications ¢ : Ey —

E_ | invariantes par 7, et telles que le vecteur différence entre deux points distincts de

Gy ={z"+z+¢(x), v € Ep}
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ait des coordonnées non nulles et de méme signe. Pour tout k € Z, ’ensemble QASF est
formé de graphes d’applications de classe C! définies sur

Ey = {z = (2:)iez | xi = 0 si i # k[q]}
a valeurs dans
Eyt ={2 = (i)icz | i = 0sii = k[q]}.
La C*-topologie et la C°-topologie coincident sur I’ensemble des ces applications et
ne dégend pas de k. 011 définit alors les tores d’enlacement 0, qui sont les images
dans E dtis graphes de G, et qui sont des tores plongés de classe C'! de dimension 1.
On note Ty 'ensemble de ces tores. Comme dans les paragraphes 3.6 et 8.2, on a les
propriétés suivantes :
— la topologie de Hausdorff et la C!- topologie coincident sur To:

— ’ensemble 7 des tores T € 76 d’orbite bornée est compact et non vide;
— I’ensemble A est la réunion des tores T' € T .

Les tores fixes et invariants par ¢ sont appelées courbes fantémes (ce sont en fait
leurs images par go qui sont les courbes fantomes de Golé).

10.4. Ensembles non enlacés

On peut introduire, comme dans le paragraphe 5.1, la notion d’ensemble non en-
lacé : c’est un ensemble X de singularités qui est contenu dans un tore T' € 7. Si on
note Z l’ensemble des points périodiques de F' correspondant, le fait que X soit non
enlacé implique que pour tout (z,2') € II] 1(Z) et pour tout entier k, on a la relation
suivante :

pi(2) < () = pi(FH(2) < (F*(),
ol
I :R> - T' xR
(z,y) — (z + Z,y)
est le revétement universel de T! x R.

Cette condition nécessaire est suffisante. En effet, si Z vérifie la condition précé-
dente, on peut considérer le graphe linéaire par morceaux G € (]aL obtenu comme
réunion des segments joignant deux singularités correspondant & deux points pério-
diques consécutifs, puis en choisissant une valeur d’adhérence de la suite (G™")p>0,
obtenir un graphe Ge Qgr passant par toutes les singularités de ¢ définies par Z.

Si on suppose que X est contenu dans un tore T' € T invariant par @, I’ensemble
Z est invariant par F, c’est un ensemble bien ordonné d’orbites périodiques. Réci-
proquement si Z est un ensemble bien ordonné d’orbites périodiques, le graphe G est
invariant par ¢ de méme que la valeur d’adhérence G.
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Comme exemple d’ensembles bien ordonnés, on connait la réunion des orbites pério-
diques minimisantes de nombre de rotation p/q donnés par la théorie d’Aubry-Mather
dans le cas o f est exacte-symplectique. On peut également ajouter & cet ensemble
les orbites périodiques de type minimax.

10.5. Existence de tores fixes d’enlacement 0

On peut démontrer ’analogue de la proposition 5.2.1. La démonstration est plus
simple car la dynamique d’un flot sur un tore de dimension 1 est bien plus simple que
celle d’un flot sur un tore de dimension 2.

PRrOPOSITION 10.5.1. — L’mage %(T) de T € T est un ensemble non enlacé mazi-
mal si et seulement si T est fixe; de plus la restriction de ¥ a ’ensemble des tores
fizes est injective.

Démonstration. — La encore, la démonstration se fait en trois étapes.

Premiére étape : si T € T est fize, alors X(T') est un ensemble non enlacé maximal

Soit T € T un tore fixe fixe et £ = (x;);cz une singularité de £ qui n’appartient pas
a n~1(T). On considére le point z, = (Z4;)icz de 7 1(T') tel que x.o = To. Puisque
z. —x & Wy, on a

¢ t_ ot -
.- =z, —x e W,

z
pour tout ¢t > 0. L’orbite positive de z., étant située sur 7—1(7T'), est nécessairement

bornée. Elle converge donc vers une singularité z' € #=(T). On a
AN 1 t .
Ll(-'E,.T ) - t—l)lfl—nooLl(x’x*) < 07

on en déduit que X(T) U {m(x)} est enlacé.

Deuzieme étape : Si T € T n’est pas fize, alors (T') n’est pas mazimal

Soit T' € T un tore qui n’est pas fixe et Z un point de T ou £(Z) n’est pas tangent &
T. La composante de §~ (Z) sur E_(Z) n’est pas nulle. On reprend la démonstration du
paragraphe 5.4 en gardant les mémes notations. Si w(Z) contient une singularité ', on
montre comme dans le paragraphe 5.4 que 2’ ¢ X(T') et que X(T)U{Z'} est non enlacé.
Si w(z) ne contient pas de singularité, on sait que 'orbite de tout point z de 7= (w(Z))
est tracée sur un plan d’enlacement j < 0. Elle est donc bornée et contient dans son
adhérence une orbite périodique C. Pour les mémes raisons qu’au paragraphe 5.4, il
existe une singularité z'  l'intérieur de C, en particulier ¢;(z') est dans la composante
intérieure de la courbe de Jordan ¢;(C'), pour tout entier i. Interprétant en termes de
coordonnées le fait que pour tout " € C, ’ensemble (T )U{w(z")} est contenu dans
un tore T € T, on sait que chaque courbe ¢;(C) se trouve contenue dans une bande
verticale A; qui ne contient aucun point de ¢;(7~1(2(T'))) et que I’ensemble des points
de 771(Z(T)) dont I'image par g; est a droite de cette bande est indépendant de 1.
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Le point ¢;(z") appartient également & cette bande verticale ainsi 7(z') n’appartient
pas & X(T), de plus 'ensemble X(T") U {w(z')} est non enlacé.

Troisiéme étape : SiT € T et T' € T sont fizes et distincts, alors (T) # X(T")

Raisonnons par I’absurde et supposons que T et T soient deux tores fixes distincts
tels que £(T") = X(T"). On peut trouver

T = (2;)icz € 7 1(T)
et
¢’ = (2's)iez € 7 H(T")
distincts tels que zo = .

Etudions deux cas.

Premier cas : l'ensemble X(T) = X(T") n’est pas vide. — On sait alors que
: t _ _ !
t}:grnoox =z, € X(T) =X(T")
et

lim z'* =7, € S(T") = £(T).

t—+o00

Si x, # «,, la contradiction provient de 1’égalité
Ll(mhl{k) <0;

si z. = z',, la contradiction est du méme type que celle obtenue i la fin du paragraphe
5.5.

Second cas : l'ensemble X(T) = X(T') est vide. — Tout couple de la variété T x T’
est récurrent pour le flot produit. Grace & I'analogue de la proposition 2.3.2, on sait
que la fonction L est définie sur T x T’ privé de la diagonale. Comme El n’est pas
définie sur le couple (w(z),7(z')), on a une contradiction. O

L’application ¥ induit donc une bijection entre les tores fixes et les ensembles non
enlacés maximaux. Comme dans le paragraphe 8.3 on considére I’ensemble 7' C T
des tores invariants par @, on a alors :

— un tore T' € T" est fixe si et seulement si ¥(T') est maximal dans X(77);
— tout ensemble X(T'), T € T, est contenu dans un tore fixe appartenant & 7' ;

— une partie X C sing(£) est contenue dans un tore 7' € T si et seulement si et
seulement si elle est non enlacée et invariante par @.

Remarquons que la derniére assertion a été également démontrée dans le para-
graphe 10.4.

On déduit de ces assertions, qu’il existe une courbe fantéme passant par les orbites
minimisantes et minimax dans le cas ou f est exacte-symplectique. On retrouve ainsi
le résultat montré par Golé dans [Go].

Dans le cas ou E n’a pas de singularité, on a la situation suivante :
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— Densemble T se réduit & un tore fixe T ;

— le tore T est une orbite périodique;

— les coordonnées de E (z) sont toutes toutes strictement positives pour tout = € T,
ou alors toutes strictement négatives pour tout z € T';

—onaA=T;

— le tore T est ’ensemble a-limite de toute orbite de §~

10.6. Une démonstration directe d’existence de courbes fantémes

On peut donner une démonstration plus rapide de 'existence des courbes fantomes
qui malheureusement ne se généralise pas aux tores de dimension 2 étudiés dans les
chapitres précédents et qui est due au fait que Wy est un cone convexe.

Soit X une partie non vide de sing(£) invariante par ¢ et T et contenue dans un
graphe G € ggf . Notons Gx I’ensemble des applications v € g{f invariantes par ¢
dont le graphe contient X. On a alors :

— Pensemble Gx est non vide et convexe : si (¢,¢') € G% et si s € [0,1], alors

I’application
z+— sp(z) + (1 - s)¢'(z)
appartient & Gy ;

— 'ensemble Gx est invariant par le semi-flot, défini pour les temps t < 0;

— l’ensemble Gx est compact.

Grace au théoréme de Schauder-Tychonoff, on sait qu’il contient un graphe fixe.

Si X est vide, on peut reprendre 'argument en notant Gx I’ensemble des applica-
tions ¢ € QJ invariantes par ¢, telles que

sup [ (z)l| < M,
z€Ey

ou M est un réel choisi suffisamment grand.
10.7. Une application aux difféomorphismes du tore

Nous allons donner dans ce paragraphe une démonstration nouvelle d’un résultat
démontré dans [L3], qui exprime en particulier qu'un difféomorphisme de classe C*,
k > 1, qui est C'-proche du twist de Dehn peut étre approché en C*-topologie par
un difféomorphisme ayant une orbite périodique.

THEOREME 10.7.1. — Soit F' un difféomorphisme de classe C* de T? homotope a
F*: (z,y) — (z +3,9)

et dont les relévements ¢ R2 dévient la verticale & droite. Alors pour tout € > 0, il
existe a € —[g, €] tel que le difféomorphisme

Fy: (2,y) — F(z,y) + (a,0)

ait une orbite périodique.
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Démonstration. — Choisissons un relévement f de F' 4 R? et considérons pour tout
a € R le difféomorphisme

fa: (2,y) — f(z,9) +a.

Celui-ci dévie également la verticale & droite. Si g et g’ sont les fonctions associées a
f, les fonctions associées a f, sont g et g' + a.

Il existe un voisinage & de F pour la C'-topologie tel que tout difféomorphisme
F' € U admette un relévement f' & R2 qui dévie la verticale & droite et dont les
fonctions associées sont uniformément proches, a £/3 prés, de g et de g'. Par le C*-
closing lemma (voir Pugh, Robinson [PR], voir également M.-C. Arnaud [Arnal),
nous savons que ’on peut trouver F’' € U admettant une orbite périodique. Il existe
donc un entier ¢ > 0, des entiers relatifs p et p' et un point z € R? tel que

f(z) = 2+ (p,p).
On considére I'espace affine
E ={z = (%i)iez | Ti+q = z; + p, pour tout i € Z}
et 'espace vectoriel associé
E' ={z = (2;)iez | Ti+q = Ti, pour tout i € Z}.
On définit un champ de vecteurs
E:E— FE
z +— (§i())icz
en posant
{@-(w) = ¢'(@i-1,@i) — g(@i,zipr),  sii#0[g),
i(z) = g'(wi-1, ) — 9(Ti, Tig1) —p', sii=0[g
Ce champ de vecteurs est invariant par I’ application
T3 = (Ti)iez — (@i + Diez
et induit un champ de vecteurs £~ sur I'espace quotient E=E /7.
L’application
0 : T = (Ti)iez — (0, 9(20,71))
induit une bijection entre les singularités de ¢ et les points z € R? tels que
f1(z) =2+ (p,p').

On peut écrire £ = £* + 3, ou (3 est un champ de vecteurs borné (et méme Z9-
périodique) et ou le champ &* défini pour

fri(@y)— (+y,9)
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vérifie :
f; (l’) =1 + Tiy1 — 2z;, sl $_é O[q],
fl*(:v) =Ti—1 +Tiy1 —2x; +p1, Sit= 0[q].

On est dans une situation analogue & la situation étudiée au début de ce chapitre
et tout ce qui a été fait dans les paragraphes 10.1 & 10.5 reste valable. En particulier,
on peut utiliser les derniéres remarques du paragraphe 10.5, dans le cas ou £ n’a pas
de singularité.

On note Ea le champ de vecteurs défini sur E par fa @il S’écrit
§a =&+ Va,
ol v, est le vecteur dont toutes les coordonnées sont a. On note §~’ le champ de vecteurs

défini sur E par f' : il s’obtient & partir de E en ajoutant un champ de vecteurs dont
toutes les coordonnées sont bornées par

€/3+¢/3=2¢/3.

Pour montrer le théoréme, il suffit de montrer que I'un des champs de vecteurs &,,
a € [—¢,¢], a une singularité. On va raisonner par I’absurde et supposer le contraire.

On a les propriétés suivantes, remarquées au paragraphe 10.5 (sauf la derniére qui
est une conséquence de la premiére) :

— l’ensemble des points d’orbites bornées de 5, est une orbite périodique Ty ;

— le tore T, est I’ensemble a-limite de toute orbite de Ea ;

— les coordonnées de Ea(x) sont toutes toutes strictement positives pour tout z €

T., ou alors toutes strictement négatives pour tout z € Ty ;

— l’application a — T, est continue (pour la topologie de Hausdorff) ;

On en déduit bien évidemment que le signe apparaissant dans la troisiéme assertion
est le méme pour chaque a.

Puisque E’ a une singularité, il existe un point = € E tel que chaque coordonnée
de £(z) soit inférieure ou égale & 2¢/3. En particulier les coordonnées de £.(F) sont
toutes strictement positives. Il en est de méme de celles de 55(5’) si ' appartient &
P'orbite négative de Z, puisque I'ensemble Wy € E x P(E') est négativement invariant
par le flot linéarisé, et également si 7' appartient a ’ensemble a-limite a(z) = T..
De fagon analogue, les coordonnées de £_.(Z') sont toutes strictement négatives si &'
appartient & T_.. On a obtenu une contradiction. O

10.8. Une question naturelle

On considére le relévement f d’un difféomorphisme F de T? homotope a I'identité
qui s’écrit

f=fan—10---0 fo,
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ou
¢ = (fo, ceey f2n_1) € D,,.
On note alors g et ¢' les fonctions associées & f.

Pour tout couple (a,b) € R? on considére 1’élément

®.5 = (hoo fo,hao fi,hpo fo... hao fon_1)
de D,,, ou
he : (z,y) — (x,y + t).
On pose alors
fap = Kn(®ap)-

On peut alors se poser le probléme suivant :

Pour tout € > 0, eziste-t-il (a,b) € R? vérifiant a® + b* < &2 et tel que f,p ait une
orbite périodique ?

Un tel résultat permettrait d’approcher en topologie C* tout difféomorphisme de

T? homotope & 'identité par un difféomorphisme admettant une orbite périodique.

On sait que le résultat est vrai dans le cas ou f préserve la mesure de Lebesgue u,
on peut montrer en effet que l'on a

[ Gar =100 = [ (f =10 du+n(aa+b)
T2 T2

si chaque f; préserve p. L’intégrale précédente peut prendre des valeurs dans Q2 pour
a et b aussi petits que 'on veut. On sait dans ce cas, que F}, ; a des orbites périodiques,
grace au théoréme de Conley-Zehnder appliqué a un itéré de F'.

Expliquons en quoi I’étude faite dans le paragraphe 10.7 rend la question naturelle.

Par le C!-closing lemma appliqué & F, nous savons qu’il existe f’ proche de f qui
s’écrit

f'="fana00 05

q)l = (f(l)7 cee 7fén—1) € Dn
est proche de ®, tel que le difféeomorphisme F' relevé par F admette une orbite
périodique. Il existe donc des entiers p, p’ et g (avec ¢ > 0) et un point z € R? tel que

fi(z) =z + (p,p).

Plus précisément nous pouvons supposer que pour chaque ¢ les fonctions associées
a f! sont uniformément proche, & ¢/3 prés, des fonctions associées & f;. Par des
arguments similaires & ceux du paragraphe 10.7 nous savons qu’il existe un point
z' € E tel que chaque coordonnée de £(z') soit inférieure ou égale & 2¢/3, ou £ est le
champ de vecteurs défini par ® sur I’espace affine E introduit au paragraphe 8.1.
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Pour tout couple (a,b) € R?, le champ de vecteurs &, , défini sur E par @, 4 s’écrit

&ap =&+ Vap,

ou le vecteur v, a ses coordonnées paires égales & a et ses coordonnées impaires
égales & b. Quand (a, b) décrit le cercle de rayon ¢, la courbe

(a,b) — &ap(a')
est & valeurs dans Wy et se projette sur R? par chaque application
T T +H—> (x,-,xi+1)

en une courbe fermée dont I'indice par rapport & (0,0) est (—1)¢. Peut-on rempla-
cer 'argument de connexité employé au paragraphe 10.7 par un argument d’indice
et montrer, grace a la dynamique des champs de vecteurs, que I'un des champs de
vecteurs £, » a une singularité quand (a, b) parcourt la boule unité de rayon ¢ ?
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INFINITE D’ORBITES PERIODIQUES
POUR LES DIFFEOMORPHISMES CONSERVATIFS
DE L’ANNEAU

J.-M. Gambaudo et P. Le Calvez

0. Introduction

Nous allons démontrer le résultat suivant, ot T! = R/Z est le tore de dimension
1.

THEOREME 0.1. — Un difféomorphisme de l’anneau T! x [0, 1], homotope a l'iden-
tité, qui a un point fixe, qui n’est pas lidentité, et qui laisse invariante une mesure
borélienne de probabilité y chargeant les ouverts (i.e. u(U) # 0 pour tout ouvert non
vide U ), a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes.

Nous en déduisons alors le résultat ci-dessous, en considérant au voisinage de deux
points fixes le systéme de coordonnées polaires usuel (r,6) puis en éclatant chaque
point en un cercle d’équation r = 0.

COROLLAIRE 0.2. — Un difféomorphisme de classe C? de la sphére S2, qui préserve
lorientation, qui laisse invariant une mesure de probabilité chargeant les ouverts, qui
a trois points fizes, et qui n’est pas lidentité, a des orbites périodiques de périodes
arbitrairement grandes.

Le théoréme 0.1 est da a Franks [Fr3] sous ’hypothése plus faible d’'un homéo-
morphisme, résultat amélioré plus tard dans le cas de I’anneau ouvert [Fr4]. Dans
[Fr3], Franks donne une trés belle application du théoréme : il existe une infinité de
géodésiques fermées pour une métrique riemannienne sur la sphére S? qui admet un
«anneau de Birkhoff» (on sait d’autre part que le résultat est encore vrai s’il n’y a
pas d’anneau de Birkhoff, voir Bangert [Ba]). La méthode utilisée par Franks utilise
la notion, introduite par Schwartzman [S], de vecteur de rotation : c’est un élément
du groupe d’homologie H; (M, R) associé & toute mesure de probabilité invariante par
un homéomorphisme isotope & I'identité d’une variété compacte M (a bord ou non).

Dans notre démonstration nous n’utiliserons cette notion, appelée alors nombre
de rotation, que dans le cadre élémentaire de ’anneau et du tore. Le principe de
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la démonstration est le suivant. A partir du diffeomorphisme de I’anneau original,
nous construisons par recollement et conjugaison un difféomorphisme du tore. Nous
cherchons & démontrer que celui-ci posséde des orbites de périodes arbitrairement
grandes. Nous utilisons alors un résultat sur les difféeomorphismes du tore, prouvé
dans [L], qui donne une version équivariante et avec points fixes du théoréme de
translation de Brouwer. Cela nous permet (généralement par restriction) d’obtenir
des homéomorphismes de ’anneau ayant une mesure invariante de nombre de rotation
non nul. Nous utilisons ensuite deux critéres connus d’existence d’infinité d’orbites
périodiques pour des homéomorphismes de ’anneau.

Au paragraphe 1, on introduit les notations. Dans les paragraphes 2 4 5, on étudie
les propriétés du nombre de rotation d’une mesure invariante par un homéomorphisme
de anneau ou du tore. Au paragraphe 6 on rappelle deux critéres d’existence d’infinité
d’orbites périodiques pour un homéomorphisme de I’anneau. Au paragraphe 7, on
rappelle la version sur le tore du théoréme de translation de Brouwer. Au paragraphe
8, on démontre un résultat analogue au théoréme 0.1 pour certains difféomorphismes
du tore; c’est la partie la plus technique de I'article. Au paragraphe 9, on prouve le
théoréme 0.1, on utilise pour cela les résultats du paragraphe 8 ainsi qu’'un lemme de
conjugaison qu’on démontre en appendice du paragraphe 10.

1. Notations
Nous notons T! = R/Z le tore de dimension 1 et

D1 Z($,y)'——>$, pQI(xay)'———)ya

les projections définies sur R2, T! x R et T?, & valeurs dans R ou dans T! suivant
le cas. Nous notons

II:R?> — T?
(z,y) — (2 +Z,y + Z).
le revétement universel du tore et
I, : R - T!' xR
(z,y) — (= + Z,y),
celui de ’anneau. Nous définissons également la translation
T:R* —R?
(z,9) — (z + Ly).

Si p est une mesure sur un ensemble E muni d’une o-algébre et si X C E est une
partie mesurable de mesure non nulle et finie, nous notons px la mesure de probabilité
définie par la relation

px(Y) = p(X NY)/u(X).
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Un espace topologique A est annulaire s’il est homéomorphe au produit de T! et
d’un intervalle non trivial de R. Une courbe fermée simple dans A est essentielle si
elle n’est pas homotope & zéro.

Soit f un homéomorphisme de R? préservant 'orientation. Nous appelons droite
de Brouwer de f I'image C d'un plongement topologique propre de R dans R?, qui ne
contient pas de point fixe, qui est disjointe de f(C') et de f~1(C) et qui sépare ces deux
ensembles. Le théoréme de translation de Brouwer affirme que par tout point passe
une droite de Brouwer si f n’a pas de point fixe (voir Brouwer [Br], voir également
Guillou [Gu]| pour une démonstration moderne du résultat).

2. Nombre de rotation sur ’anneau compact

Soit F' un homéomorphisme de T? x [0, 1] homotope & Iidentité et f un relévement
de F a4 R x [0,1]. Le nombre de rotation p(z) d’un point z € T! x [0,1] est défini,
quand il existe, par

p(z) = lim pio f*(2)

n—+too n ’

oi Z est un point quelconque de IT;*({z}).
Si F préserve une mesure borélienne de probabilité u, le théoréme ergodique de
Birkhoff appliqué & la fonction
r=piof—p

définie sur ’anneau, exprime que le nombre de rotation est défini presque partout,
que la fonction p obtenue est intégrable et que

/pdu:/rdp.

Cette intégrale, notée p(u), est le nombre de rotation de u; elle dépend du relévement
f
Soit z un point périodique de F' de période q. Il existe alors un entier p tel que
f1(2) =T"(2),
pour tout 2 € II;*({z}). Le nombre rationnel p/q est alors le nombre de rotation de
la mesure discréte invariante portée par ’orbite de z.

Soit G un homéomorphisme de T* x [0, 1], qui induit I'identité sur le groupe d’ho-
mologie de degré 1, et g un relévement de G & R x [0, 1]. Il est facile de voir qu’un point
z a un nombre de rotation pour f si et seulement si G(z) a un nombre de rotation
pour go fog~! et que ces réels sont égaux. De plus, si u est une mesure de probabilité
invariante par F', le nombre de rotation de p pour f est égal au nombre de rotation
de la mesure G, (u) pour g o f o g7!. Cela implique que le nombre de rotation est
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bien défini pour un homéomorphisme homotope a I'identité d’un ensemble annulaire
compact, dés qu’on se donne un générateur du groupe d’homologie de degré 1.

3. Nombre de rotation sur ’anneau ouvert

Dans le cas d’'un homéomorphisme de T! x ]0, 1] la situation est plus compliquée.
En effet, il n’est pas difficile de montrer que ’existence d’un nombre de rotation pour
un point n’est pas stable par conjugaison (il suffit que I'orbite du point ne soit pas
bornée). Une facon naturelle de définir le nombre de rotation est alors de se limiter
aux points récurrents de F'. On dira qu’un point récurrent z a un nombre de rotation
p(z) si pour toute suite extraite (F™ (2))r>o de la suite (F™(z))n>0 qui converge vers

zona (o
siZ € IT; ' ({2}), et si on a un résultat analogue pour les suites extraites de (F"(2))n<o
qui convergent vers z. Avec cette définition il est clair que I’existence d’un nombre de

rotation est stable par conjugaison.

Si F' préserve une mesure de probabilité p on dit que g a un nombre de rotation
si presque tout point récurrent a un nombre de rotation et si la fonction mesurable p
obtenue est intégrable, on posera alors

p(p) = / pdp.

Ce nombre est invariant par conjugaison et peut étre défini sur un ensemble annulaire
ouvert (i.e. homéomorphe & T! x ]0,1[), dés qu’on se donne un générateur du groupe
d’homologie de degré 1.

Dans le cas ot F est la restriction d'un homéomorphisme de T! x [0, 1], la nouvelle
définition du nombre de rotation de p coincide avec ’ancienne puisque presque tout
point est récurrent. Nous prendrons cette nouvelle définition pour définir plus géné-
ralement le nombre de rotation d’'une mesure invariante pour un homéomorphisme
homotope & I'identité d’un ensemble annulaire.

Considérons les paires (A, f) formées d’un ensemble annulaire A et d’un relévement
f au revétement universel d’'un homéomorphisme de A homotope & l'identité. Nous
dirons que (A, f) se plonge essentiellement dans (A’, f') s’il existe un plongement
topologique
I:A— A
qui induit une application injective sur les groupes d’homologie de degré 1 et tel que
iof=foi,
ol ¢ est un relévement de I. Une mesure p sur A invariante par ’homéomorphisme F,
qui est relevé par f, a un nombre de rotation pour f si et seulement si la mesure I, (1)
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définie sur A’ a un nombre de rotation pour f’. Ces deux nombres sont les mémes
si on choisit un générateur G de Hi(A,R) et le générateur i,(G) de H;(A',R). En
particulier si A’ est compact toute mesure invariante par F' a un nombre de rotation.
C’est le cas particuliérement si F' se prolonge par continuité en un homéomorphisme
d’un anneau compact. Par abus de langage, et s’il n’y a pas d’ambiguité, nous dirons
que A se plonge essentiellement dans A'.

4. Un critére de non-nullité du nombre de rotation

On a le résultat suivant :

PROPOSITION 4.1. — Soit F' un homéomorphisme de T' x]0, 1[ homotope a l'identité
et f un relevement de F' a R x]0,1{. On suppose qu’il existe un plongement topologique
I''R— T!x]0,1]

qui vérifie les hypothéses suivantes :
(i) on a
tl)n_noopQ ol'(t) =0 et t_l:+moop2 oI'(t) =1,
(ii) si
v:R— R x]0,1[
est un relévement de T, alors C = v(R) ne rencontre pas f(C).

Alors le nombre de rotation d’une mesure de probabilité invariante qui charge les
ouverts est non nul, s’il est bien défini.

Démonstration. — On suppose que le nombre de rotation p(u) de p est bien défini.
On peut trouver un homéomorphisme H de T' x ]0, 1] homotope & Iidentité, qui
envoie C sur la verticale {0} x ]0,1[. On considére alors un relévement h de H. On
pose
f'=hofoh™ e F =HoFoH '
On sait que la mesure p' = H,(u) a un nombre de rotation pour f’ et que ce nombre
est égal & p(u). L’image par f’ de la verticale {0} x]0, 1] est disjointe de cette verticale,
on la supposera & droite de celle-ci.
La fonction
r'=piof —p
est minorée par —1. La fonction
R =Eopyof —Eop,
ou E désigne la fonction partie entiére, est positive ; elle est de plus strictement positive

sur un ensemble de mesure non nulle. Il en est de méme des fonctions

R, = inf(p, R').
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Notons R'™ la somme de Birkhoff de la fonction R', c’est-a-dire posons
1 1
R"=—(R+ - 4+RoF™)==(Eopof®"—Eop).
n n
Définissons de méme les sommes de Birkhoff R’ » de chaque R;, et la somme de Birkhoff
'™ de r'.

Par hypothése, on sait que le nombre de rotation p’(z) est bien défini (pour f') pour
presque tout point récurrent z de F’. On sait également, par le théoréme de Birkhoff
que pour presque tout point récurrent z, chacune des suites (R;,"(z))nzo converge vers
un réel py,(z). Des inégalités

2
RIZ S Rln et lRln _ ,rln| S -,
n

on déduit que p;, < p'. En intégrant on obtient

[ =s ([ ma) = ([ ) < [ o= ot
Pz y

On en déduit d’abord que R' est intégrable, puis par le théoréme ergodique de
Birkhoff, que la suite (R'™(z))n>0 converge presque partout vers p'(z) et que

[ R = o
Comme la fonction R’ est toujours positive et qu’elle est strictement positive sur
un ensemble de mesure non nulle, on en déduit que p(u) > 0. a

5. Nombre de rotation sur le tore

Soit F un homéomorphisme du tore T2 homotope & l'identité et f un relévement
de F a4 R2. On peut définir le nombre de rotation p(z) de z € T? en posant
o f*(z

n—%o00 n ’

ott Z € M~1({2}), si cette limite existe. C’est alors un élément de R2. Si F préserve
une mesure de probabilité u, on définit de la méme fagon le nombre de rotation de u

en posant
o= [ pdu= [ 7-Tddu.
T2 T2

La premiére coordonnée de p(u) est caractérisée ainsi : on considére une courbe
fermée simple C homotope & {0} x T!, puis un relévement C* dans le revétement
annulaire R x T! du tore et on calcule l'aire algébrique délimitée par C* et f*(C*),
ot f* est ’homéomorphisme de R x T! relevé par f. En particulier si C* est fixe, la
premiére coordonnée est nulle. On a un résultat analogue pour la seconde coordonnée.
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6. Critéres d’existence d’orbites périodiques dans un ensemble annulaire

Le théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff donne un critére suffisant d’exis-
tence d’une infinité d’orbites périodiques pour un homéomorphisme de ’anneau com-
pact préservant ’aire. Ce théoréme peut s’énoncer en terme de nombres de rotation
de mesures. Il existe différentes généralisations du théoréme de Poincaré-Birkhoff.
Nous allons en donner deux, écrites sous forme d’un théoréme. L’assertion (i) est due
a Franks [Fr1], l'assertion (ii) & Birkhoff [Bi2] et & Keérékjarto [K] (voir également
[Fr2]).

THEOREME 6.1. — Soit F' un homéomorphisme homotope a l’identité d’un ensemble
annulaire A. On suppose que F' laisse invariantes deuz mesures de probabilité py et us
ayant des nombres de rotation distincts pour un relévement de F. Il existe alors des
orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes dans chacun des cas suivants :
(1) la mesure py charge tous les ouverts de A ;
(ii) l’ensemble A est compact, le support de py est dans un des bords de A et le

support de po dans l'autre bord, enfin toute courbe fermée simple essentielle de
A rencontre son image par F'.

7. Un champ de vecteurs sur le tore dont les courbes intégrales relevées
sont des droites de Brouwer

On a montré dans [L] le résultat suivant :

THEOREME 7.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C* de T? homotope a
Videntité et f un relevement de F & R2. Il eziste un champ de vecteurs { sur T2, un
chemin s — Fy de [0,1] dans l’ensemble des difféomorphismes du tore, et un entier
n > 1, qui vérifient les propriétés suivantes :
(i) le champ de vecteurs Z est continu et uniquement intégrable ;
(i1) le chemin s — F; joint l'identité a F' et se reléve en un chemin qui joint l’identité
af;
(iii) pour toute singularité z de C, le chemin s — Fy(z) est constant égal d z ;
(iv) si C(z) # 0, Uapplication s — Fy(z) est de classe C* sur chaque intervalle
[i/2n, (i +1)/2n], i € {0,...,2n — 1}, et Uapplication
s —> det (DFs(z) -¢(2), d%Fs(z)) ,

est positive ou nulle, et strictement positive sur au moins un de ces intervalles.

REMARQUES

(i) L’assertion (iv) exprime qu’une courbe intégrale de Z est envoyée toujours plus
4 gauche par l'isotopie s — Fy. En particulier, pour chaque composante connexe
U du complémentaire de ’ensemble des singularités, toute courbe intégrale du
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(i)

(iii)

(iv)

INFINITE D’ORBITES PERIODIQUES

champ de vecteurs Z|U relevée au revétement universel de U est une droite de
Brouwer du relévement naturel de Fjyy obtenu en relevant & partir de I'identité
lisotopie s = F*|yy. On a un résultat analogue pour une courbe intégrale propre
dans U, si U est une partie ouverte connexe invariante par I'isotopie.

Dans le cas ol z n’est pas une singularité, la demi-tangente au point de départ

. . d
du chemin s — Fs(z) n’est pas nécessairement la valeur de %Fs (2) en 0, c’est

d
la valeur de d—st(z) en sp, oll

sop = sup{s € [0,1] | Fy(z) = z pour tout s’ € [0, s]}.

On a un résultat du méme type pour la demi-tangente au point d’arrivée.

La construction faite dans [L] permet généralement d’obtenir plusieurs champs
de vecteurs de ce type. On les obtient en construisant, & partir d’une décomposi-
tion de f en 2n applications déviant la verticale (v01r [L]), un champ de vecteurs
€ de classe C! et complet sur une variété affine E difféomorphe & T2 x R2"2,
On construit naturellement une fibration

(70:.5*—)'1‘2

qui induit une bijection entre I’ensemble des singularités de E et ’ensemble des
points fixes de F' qui se relévent en des points fixes de f. L’ensemble des points
d’orbite bornée par le flot induit par E est une réunion de sous-variétés 7' de
classe C', telles que g |7 soit un difféomorphisme entre T et T2. Le champ de
vecteurs E définit un flot sur cet ensemble de tores et fixe au moins I'un d’entre
eux. Pour chaque tore fixe T', le champ de vecteurs Z , image par go du champ
de vecteurs aT, vérifie le théoréme 7.1.

Dans le cas ou F' préserve la mesure de Lebesgue et ou le nombre de rotation
de cette mesure est nul, le champ de vecteurs §~ est un champ de gradient. Le
champ de vecteurs Z admet donc un fonction de Liapounoff.

Nous allons donner une propriété dynamique de Zsous une hypothése un peu plus
faible.

PROPOSITION 7.2. — Soit F un difféomorphisme de classe C' de T? homotope a
Uidentité et f un relévement de F a R2. On suppose que F préserve une mesure u
chargeant les ouverts et que le nombre de rotation de u est nul (pour f). Les ensembles
a-limite et w-limite d’un point z € T2, pour le flot associé tout champ de vecteurs
C obtenu par le théoréme 7.1, sont formés de singularités de C

Démonstration. — Nous savons que ’ensemble a-limite a(z) et ’ensemble w-limite
w(z) sont non vides, compacts et connexes. Montrons qu’ils sont formés uniquement
de singularités. Plus généralement, montrons que les seuls points non errants pour le
flot sont les singularités. Pour cela raisonnons par I’absurde.
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Supposons que zq soit non errant et que {(zo) # 0. Considérons un voisinage W de
zp ol le champ de vecteurs est trivialisable (un «flow-box»), puis une courbe fermée
simple C de classe C*, telle que la tangente orientée en un point z € C soit la demi-

droite engendrée par ((z) si z n’appartient pas & W, et une demi-droite proche de
celle-ci si z appartient & W.

D’aprés la propriété (iv) du théoréme 7.1, on peut supposer qu’en tout point z € C,
la demi-tangente de ’arc s — F(z) en z est transverse & C. De méme on peut supposer
que la demi-tangente de l'isotopie au point Fj(z) = F(z) est transverse & la courbe
F(C) au point F(z).

Premier cas : la courbe C n’est pas homotope a zéro. — Considérons un revétement
I : A — T2,

ot A est annulaire et ot II*~!(C) est formé de courbes fermées. Notons ( f3)sef0,1]
lisotopie relevée & A. Si C* est une composante connexe de I1*~!(C), ’ensemble

K={f;(z")]z*eC*, sel0,1]}

est une partie compacte dont la frontiére est formée uniquement de points de C* ou de
f1(C*). Ces deux courbes orientées sont homotopes. L’allure locale de K au voisinage
de tout point z* € C* et de tout point z* € f{(C*), ainsi que ’orientation commune
des deux courbes nous dit que la frontiére de K est exactement la réunion de ces
courbes et que celles-ci sont disjointes. Cela contredit le fait que y est une mesure qui
charge les ouverts et qui a un nombre de rotation égal a 0.

Second cas : la courbe C est homotope & zéro. — On montre de fagon analogue
que l'un des ensembles F(C) ou F~1(C) est contenu dans la composante connexe
simplement connexe de T? — C, ce qui contredit le fait que u charge les ouverts. [

8. Démonstration du résultat fondamental
Nous allons montrer le résultat suivant :

PROPOSITION 8.1. — Soit F un difféomorphisme de classe C' de T? homotope a
Uidentité et distinct de lidentité et f un relevement de F a R2. On suppose que f
laisse fize les horizontales R x {k}, k € Z. On suppose de plus que F' laisse invariante
une mesure borélienne de probabilité p chargeant les ouverts et de nombre de rotation
pour f égal a 0. Alors F' admet des orbites périodiques de périodes arbitrairement
grandes.

Démonstration. — On considére le champ de vecteurs E défini par le théoréme 7.1,
ainsi que 'isotopie s — (F§) et 'isotopie relevée s — fs.

Puisque F n’est pas I'identité, il existe un point z tel que ¢ (2) # 0. On note U, la
composante connexe de T? — a(z) qui contient z ; on note U,, la composante connexe
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de T? — w(z) qui contient z; enfin on pose
U=U,NnU,.

Remarquons que les ensembles Uy, U, et U sont invariants par chaque application
Fy, s € [0,1]. On note ¢ le relevement de Fjy au revétement universel de U obtenu
en relevant l'isotopie s — Fyy & partir de 'identité.

L’assertion (iv) du théoréme 7.1 nous dit que toute courbe intégrale de (i se reléve
en une droite de Brouwer de ¢. Grace au lemme 4.1, on obtient :

LEMME 8.2. — Dans le cas ot U est annulaire, ou lorbite de z joint les deux bouts
de U et ot py a un nombre de rotation, celui-ci est non nul.

Puisque a(z) et w(z) sont compacts connexes et non vides, chacun des ensembles
U, et U, est homéomorphe & R%, & T! x R, ou au tore T? privé d’un point ; c’est-
a-dire simplement connexe, annulaire ou hyperbolique. On énumére ci-dessous les
situations possibles quant & la topologie des ensembles U,, U, et U (en échangeant
éventuellement le role de U, et Uy,).

— Cas 1 : Les ensembles a(z) et w(z) sont disjoints; U, est simplement connexe ;
U, est hyperbolique; U est annulaire.

— Cas 2 : Les ensembles a(z) et w(z) sont disjoints; U, et U, sont tous deux
annulaires ; leurs premiers groupes d’homologie ont un générateur commun; U
est également annulaire.

- Cas 3 : Les ensembles a(z) et w(z) sont disjoints; U, est annulaire; U, est
hyperbolique ; U est homéomorphe & ’anneau ouvert privé d’un point.

— Cas 4 : Les ensembles a(z) et w(z) sont disjoints ; U, et U, sont hyperboliques ;
U est homéomorphe au tore T? privé de deux points.

— Cas 5 : Les ensembles a(z) et w(z) ne sont pas disjoints.

On va montrer dans chacun des cas, que F' a une infinité d’orbites périodiques, de
périodes arbitrairement grandes.

Cas 1. — L’ensemble U est annulaire et ’orbite de z joint les deux bouts de U. Nous
allons montrer que f a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes, ce
qui impliquera le méme résultat pour F'. Nous allons donc nous placer dans le plan.

Considérons un point 2* € II7'({z}) et notons U} et U} les complémentaires
respectifs des ensembles a-limite et w-limite de z* pour le flot relevé. Les ensembles
Uk et U* = UzNU;} se projettent alors homéomorphiquement sur U, et sur U. Fixons
alors zf € w(z*).

On peut compactifier 'ensemble R? — {27} et obtenir un ensemble annulaire com-
pact A en considérant un systéme de coordonnées polaires au point 2z et en rajoutant
un cercle & l'infini : on identifie R? et C, on considére une copie ¥ de

St={zeC|s| =1},
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puis on pose

lim z=e?eX
k—+o00

si et seulement si

kli)riloo |zk| = 400 et kEToo Arg(z) = €%,

Chaque application f; commutant avec les translations entiéres, 'isotopie s — f, se
prolonge par continuité en une isotopie sur A formée d’applications qui fixent tout
point de Y. Cette isotopie se reléve naturellement au revétement universel de A en
une isotopie de l'identité & une application . Le nombre de rotation induit par ¢
sur le cercle & infini est alors nul. Le couple (U, ¢) est essentiellement plongé dans
I'anneau compact (4,¢). On en déduit que la mesure y;; a un nombre de rotation,
puis que ce nombre est non nul d’aprés le lemme 8.2.

Considérons maintenant I’ensemble annulaire A’ C A obtenu en compactifiant le
bout de Ux — {z}} correspondant & 2} par un systéme de coordonnées polaires. Le
couple (U, ¢) est alors essentiellement plongé dans (A’, ).

On démontre que f a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes
en utilisant 1’assertion (i) du théoréme 6.1 appliqué au couple (A’, ) dans le cas ou
le nombre de rotation induit par ¢ sur le bord de A’ est nul, en utilisant ’assertion
(ii) du méme théoréme appliqué au couple (A4, ¢) dans le cas ou il est non nul. En
effet, le fait que f préserve une mesure chargeant les ouverts implique que la propriété
d’intersection supposée dans ’assertion (ii) est vérifiée.

Cas 2. — L’ensemble U est annulaire et 'orbite de z joint les deux bouts de U.
On peut compactifier U par la théorie des bouts premiers de Carathéodory [Ca] et
prolonger I'application en un homéomorphisme de ’anneau compact : on en déduit
que le nombre de rotation de la mesure py est bien défini et 14 encore qu’il est non
nul (pour ¢).

Le nombre de rotation de la mesure py, en tant qu’élément de R? défini au para-
graphe 5, est de la forme (r,0), r # 0, car f laisse invariante chaque droite R x {k},
k € Z. On en déduit qu’on a

i* (H1(U,R)) = R x {0} c R? = H,(T% R),
ot i : U — T2 est I'inclusion. Ainsi, si M est un entier assez grand le couple (U, ¢) se
plonge essentiellement dans le couple (A4, f) oit A est 'anneau T! x [-M, M].

Puisque, par hypothése, le nombre de rotation (élément de R?) de u est nul, on
sait que le nombre de rotation de la mesure p relevée 4 A est nul. On applique alors
lassertion (i) du théoréme 6.1 & (A4, f) ; on obtient des orbites périodiques de périodes
arbitrairement grandes pour F'.
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Cas 3. — La courbe intégrale de E qui passe par z joint deux bouts distincts de
U. On note A 'ensemble annulaire obtenu en compactifiant le troisiéme bout en un
point a et v la mesure de probabilité définie naturellement sur A & partir de uy.
L’isotopie s +— Fy|yy définit une isotopie dans A formée d’homéomorphismes qui fixent
a. On note ¢ I’homéomorphisme du revétement universel de A défini naturellement
par cette isotopie. Le nombre de rotation de la mesure de Dirac en a est alors nul pour
. On peut 14 encore prolonger ’lhoméomorphisme de A relevé par ¢ 4 un anneau
compact par la théorie des bouts premiers. Le nombre de rotation de v pour ¢ est
donc bien défini et non nul d’aprés la propriété (iv) du théoréme 7.1 vérifiée par le
champ de vecteurs Z . En appliquant l’assertion (i) du théoréme 6.1, on en déduit que
Fjy a des orbites périodiques de périodes arbitrairement grandes.

Cas 4. — On verra dans ’étude du cas 5 que c’est le cas 4 est le seul cas possible si
F a un nombre fini de points fixes. On note f* le diffeomorphisme de T! x R relevé
par fs et on définit

IL:T' xR — T?
(z,y) — (z+Z,y).
La courbe intégrale C* du champ de vecteurs relevé passant par un point z* €
II; 1 ({#}) joint la composante connexe a(z*) de II;!(a(2)) & la composante connexe
w(z*) de TI; 1 (w(2)).
Si M est un entier suffisamment grand,on a
£2(C") C T x [-M, M]
pour tout s € [0,1]; si M’ est un entier suffisamment grand, on a
fi(T' x]—o00,—M')) N (T' x [-M — 1,4]) = @
et
fE (T x [M',+00) N (T! x] =00, M +1]) = 2,
pour tout s € [0,1].
Notons A, I’ensemble annulaire compact compris entre les deux courbes
fi(TY < {-M"}) et fr(T'x{M'}).
On verra plus loin comment construire, pour tout s € [0, 1], un homéomorphisme
0, : T x [-M',M'] — As,

égal & lidentité sur T' x [-M, M], tel que 6, dépende contintiment de s pour la
topologie de la convergence uniforme et tel que chacune des applications 6y et 8 soit
I'identité. La famille

(G f3)seo.)
est une isotopie de T! x [-M', M'] joignant l'identité a f;.
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On construit un ensemble annulaire A en identifiant & un point chaque bord
T! x {-M'} et T!x{M'}
de la composante connexe V* de
T' x [-M', M'] - (a(z") Uw(z"))

qui contient z*, et on note u** la mesure définie naturellement sur 4 par “I*V*' Chaque
application 61 o f définit naturellement un homéomorphisme f}* de A. On obtient
ainsi une isotopie s — f3*, qui se reléve au revétement universel en une isotopie de
Iidentité & une application ¢, formée d’applications fixant les deux points correspon-
dants aux bords. L’application fi* préserve u** et le nombre de rotation de cette
mesure pour ¢ est bien défini et non nul. On peut conclure comme dans les autres
cas.

Pour construire la famille (65),¢[0,1), on peut commencer par munir T! x R d’une
structure complexe. On sait alors qu'il existe une application conforme entre

T x M + 1, M,

ou M] > M +1 est uniquement défini, et I’ensemble annulaire ouvert délimité par les
courbes
(T < {M+1}) et fI(T'x{M'}),

qui envoie le bout inférieur sur le bout inférieur. Cette application se prolonge en un
homéomorphisme entre les anneaux fermés correspondants et I'application est alors
uniquement déterminée par la valeur en un point de T! x {M + 1}. On note ', celui
qui fixe le point (0, M + 1) puis on définit

f,: T x [M +1,M'] — T' xR,
Mi-M-1
- (y—-M-1)).
M =1V ) )

On peut montrer alors que application 8, dépend continiiment de s pour la topolo-
gie de la convergence uniforme (voir T. Rado [Ra] pour la démonstration du probléme
analogue ot I'on a une famille d’ouverts simplement connexes du plan délimités par
des courbes de Jordan dépendant continiment d’un parameétre).

(z,v) i——)9; (l‘,M-{—l—i—

On définit de 1a méme fagon 6, sur T x [-M', —M —1], et on construit ensuite trés
facilement 6, sur T! x [-M — 1, M + 1] de fagon & vérifier les propriétés demandées.

Cas 5. — Supposons maintenant que a(z) et w(z) s’intersectent. L’ensemble U est
alors homéomorphe & R2, 4 T! xR, ou au tore T? privé d'un point. Le premier cas est
impossible car 'orbite de z serait une courbe de Brouwer de Fjy;, ce qui contredirait
la préservation de la mesure. Le troisiéme cas est également impossible, car Porbite
de z* € II"1({z}) par le champ relevé, serait contenue dans la composante connexe
annulaire de R? \ a(z*) U w(z*), serait issue d’un bout de 'anneau et aboutirait au
méme bout, enfin séparerait son image par f de son image inverse, ce qui contredirait
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la préservation de la mesure p relevée au plan. Si l’on est dans le deuxiéme cas et si la
courbe intégrale de z est issue et aboutit au méme bout de U, on a une contradiction
du méme type; si la courbe intégrale joint les deux bouts de U, on se retrouve dans
une situation vue auparavant. O

9. Démonstration du théoréme

Rappelons ’énoncé du théoréme que I'on veut démontrer :

THEOREME 0.1. — Un difféomorphisme F de l’anneau T x[0, 1], homotope a l’iden-
tité, qui a un point fire, qui n’est pas lidentité, et qui laisse invariante une mesure
borélienne de probabilité p chargeant les ouverts (i.e. u(U) # 0 pour tout ouvert non
vide U), a des orbites périodiques de période arbitrairement grande.

Démonstration. — On considére un point fixe 2. On note f le relévement de F' &
R x [0,1] qui fixe tout point de II;*({20}). Si le nombre de rotation p(u) de u pour
f est non nul, Passertion (i) du théoréme 6.1, appliquée & p; = u et a la mesure
de Dirac us concentrée en zg, nous dit que F' a des orbites périodiques de période
arbitrairement grande. On supposera donc que ce nombre de rotation est égal & 0.

On peut prolonger F' & T! x [—1,1] par réflexion en posant, pour tout (z,y) €
T! x [-1,0
x [-1,0],

F(.’L‘,y) = (pl o F(.’L‘, _y)a —p20 F(l‘, —y))’
puis prolonger cette application en un homéomorphisme de T! x R. par la relation :
F(z,y+2) = F(z,y) + (0,2);

on prolonge de fagon analogue f au plan obtenant un relévement de F. On peut
également prolonger la mesure par réflexion.

L’application F est le relévement d’un homéomorphisme de T' x R/2Z, mais n’est
généralement pas un diffomorphisme. Cependant la proposition qui sera démontrée
dans ’appendice nous permet de dire que F' est conjugué & un difféomorphisme du
tore T? par une application du type

(z,y) — (z,90(y))

Ce diffeomorphisme préserve une mesure définie & partir de p qui charge les ouverts
et dont le nombre de rotation est nul pour le relévement conjugué & f. Il vérifie toutes
les conditions de la proposition 8.1. Comme ce difféomorphisme est composé de deux
copies de F' & conjugaison prés, le théoréme suit. O
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10. Annexe

Pour tout homéomorphisme F': W — W' entre deux voisinages de T! x {0} dans
T! X [0, +00[ laissant T! x {0} invariant, on peut définir le symétrisé F° de F. Si on
pose

T(:E’ y) = (l', _y)v
c’est ’homéomorphisme
Fo-Wur(W) — W' ur(W')
égal A F sur W et aroFor sur r(W).

Le symétrisé de F = (Fy, Fy) est un diffeomorphisme de classe C* si et seulement
si F est un diffeomorphisme de classe C*! et si on a

OFy
. 70 = 07
o (@.0)
pour tout 2 € T!.
PROPOSITION 10.1. — Soit F : W — W' un difféomorphisme de classe C1 entre

deuz voisinages de T! x {0} dans T! x [0, +oo[ laissant T x {0} invariant. I existe
un homéomorphisme

H:T' x[0,+00[ — T x [0, +o0]
de la forme
H:(z,y) — (z,0(y)),

ot ¢ est un homéomorphisme de [0, +00[, tel que le symétrisé de H' o F o H soit un
difféomorphisme de classe C.

Démonstration. — On écrit
F=(F,F) e F1l= (Fy,Fy).

On sait alors que pour tout z € T!, on a

R, 0F
F2($,0)—0, oz (117,0)—0, 6y (ZI),O)>0,

et des résultats similaires pour F; .

On fixe € > 0 tel que
T! x [0,e] cWNW'
On définit ensuite une application
L :[0,e] — [0, +o0[

continue, croissante et s’annulant en 0, en posant

L(y) = max <max ( oF
(z,y") €T x[0,y]

nl | OFy ,
oz (xay )la'%(way)

)
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On considére également un réel K > 1 tel que pour tout (z,y) € R x [0,¢], on ait

K~ 'y < Fy(z,y) < Ky

et

K™y < Fy (z,y) < Ky.
LEMME 10.2. — 1 existe une application continue

6 :10,4+o00[ — [1, +00]
telle que :

() lim, 0(y) = +oo;
() lim 0(y)L(y) =0;
1
(iii) / 0(s)ds < +00;

0
(iv) st (yn)n>o0 €t (Y5 )n>0 sont deux suites convergeant vers 0 telles que
k<o
n
6(yn)
6(yn)

Démonstration. — Si L s’annule sur un voisinage de 0, ’application

pour tout n > 0, alors la suite ( ) converge vers 1.
n>0

0 : y — max(—log(y), 1)

vérifie les conditions du lemme. Sinon on commence par construire une application
continue #; vérifiant les trois premiéres conditions en posant

61 (y) = max (min(~ log(y), L(y)™/%),1),
puis on définit
1 : R — [0, 400[
t— 71 (t) = log(61(e™")),

en remarquant qu’on a

t_ljgrnoo 11(t) = +00.

On construit maintenant une application de classe C*
v:R — [0, 400]

de classe C! vérifiant

- 7<m;

- t—I}I-il:loo’Y(t) = too;

JE— 1 ! Pl
t—lzgloo’y (t) 0.

Pour cela on choisit une suite (uy)r>o vérifiant
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—uo=0;
— Ug41 — ug > k pour tout k > 0;
— (t) > k pour tout t > ug.

On lisse ensuite convenablement ’application affine par morceaux joignant les
points (ug,0) et (ug,k—1), k> 1.

L’application
6 :]0,+o00[ — [1, +o0]
y —s e (~los(®)
vérifie la condition (i) puisque , ligl v(t) = 400, les conditions (ii) et (iii) puisque
—>+00

6 < 6y, enfin la condition (iv) puisque lim +'(t) = 0. O
t—+o00

L’application
y
y— / 0(s)ds
0
est un homéomorphisme de [0, +oo[ dont I'inverse, noté ¢, est de classe C* et a une
dérivée positive qui ne s’annule qu’en 0. Montrons que I’application
H:(z,y) — (z,¢(y))
vérifie les conditions de la proposition et pour cela écrivons

H'oFoH=F*=(F}Fy).

L’application
FY : (z,y) — Fi(z,¢(y))
est de classe C! et on a

OF} o) = o0 2P 0.0y =

L’application
Fy : (z,y) — ¢~ (Fa(2,0(y)))

est de classe C*! sur R x ]0, +oo et on a

OF; . 6(Fy(z,0(y) OF;
5a (@Y = T e @ )8 ()
et
OF; . 8(F(v.9() 9
puisque

iy 1 TR
¢'(y) = owy & ¢ Y(y) =0(y).
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Si ((n,yn)),>o est une suite convergeant vers (z,0), la suite

(0(F2 (xna Qo(yn))) )
0(p(yn)) n>0

converge vers 1 d’aprés la propriété (iv) vérifiée par 0 et la suite

(G2 om0t )

n>0
vers 0 d’aprés la propriété (ii). Ainsi Fy est de classe C! et on a
OFy OFy . OF,

,0) =0, ,0) = —(z,0).

G (@0 =0, FI,0) =G0

Pour les mémes raisons, ’application F*~! est de classe C'. Comme on a
OFY
—(2,0) =0,
5 (.0)

le symétrisé de F* est un difféomorphisme de classe C!.
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