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Publié avec le concours du Centre National de la Recherche Scientifique



Classification mathématique par sujets (2000). —
Mots clefs. —



p

Résumé. — F Qp V
p F d

V Zp

« » V

{p−1/(p−1) < |x| < 1}
log x

Abstract (Iwasawa theory of semi-stable p-adic representations)
F Qp V p

F d V Zp

V
{p−1/(p−1) < |x| < 1}

log x

©





TABLE DES MATIÈRES
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MÉMOIRES DE LA SMF 84



INTRODUCTION

Ce texte fait partie d’une série d’articles désirant comprendre la théorie d’Iwasawa
des représentations p-adiques géométriques sur une extension finie K de Qp ainsi que
de faire une théorie générale des fonctions L p-adiques associées à une représentation
p-adique géométrique d’un corps de nombres. Dans [19] a d’abord été traité le cas
des représentations p-adiques absolument cristallines (cristallines sur un corps K non
ramifié). Ce travail local a été ensuite utilisé dans [21] dans le cas des représentations
p-adiques géométriques du groupe de Galois absolu GQ de Q qui sont cristallines en p.
Des cas particuliers exploitant ce travail ont été traités dans [20] (cas multiplica-
tif), [22] (cas des courbes elliptiques), [24] (cas du carré symétrique d’une courbe
elliptique).

Dans [6], Colmez a montré la loi de réciprocité conjecturée dans [19], ce qui est
fondamental, car une partie des résultats des articles cités reposait sur cette loi. De
plus, il étend en partie la théorie faite dans le cas des représentations p-adiques de
de Rham. Cependant, ce travail me semblait inachevé et peu exploitable (par moi en
tout cas) tel quel.

Dans le texte qui suit, nous construisons, dans le cas des représentations p-adiques
semi-stables d’une extension finie non ramifiée de Qp, l’exponentielle et le logarithme
« élargis » en théorie d’Iwasawa. Nous démontrons, pour les représentations semi-
stables, la conjecture énoncée dans [26] relative au rang des normes universelles. Du
travail de Colmez, nous utilisons la loi de réciprocité.

Expliquons la manière de procéder en prenant K = Qp :
1) Soit H l’algèbre des fonctions (strictement) analytiques sur le disque

{x ∈ Cp, |x| < 1} vérifiant une condition de croissance logarithmique lorsque |x| → 1.
Soit B l’algèbre des fonctions (strictement) analytiques sur une couronne du type
{x ∈ Cp, η ! |x| < 1} et vérifiant là encore une condition de croissance logarith-
mique lorsque |x| → 1. Choisissons un(e branche du) logarithme log x, c’est-à-dire
une fonction localement analytique sur Cp − {0} vérifiant l’équation fonctionnelle



2 INTRODUCTION

log xy = log x + log y et dont la dérivée en 1 soit 1. L’algèbre B[logx] des poly-
nômes en log x à coefficients dans B peut être munie d’une action du groupe de
Galois G∞ = Gal(Qp(µp∞)/Qp), d’un opérateur ϕ (opérateur de Frobenius) et d’un
opérateur N (opérateur de monodromie) commutant à l’action de G∞ et vérifiant
Nϕ = pϕN et d’une dérivation D prolongeant les actions usuelles sur B, commutant
avec N et telle que Dϕ = pϕD et Dτ = χ(τ)τD pour τ ∈ G∞ et χ le caractère
cyclotomique donnant l’action de G∞ sur les racines de l’unité d’ordre une puissance
de p. Enfin ϕ admet un inverse à gauche ψ. Ainsi, pour f ∈ B[log x]

ϕ ◦ ψ(f) = p−1
∑

ζ∈µp

f(ζ(1 + x)− 1)

où µp est le groupe des racines p-ièmes de l’unité. Soit Γ = Gal(Qp(µp∞)/Qp(µp))
et ∆ = Gal(Qp(µp)/Qp). Définissons

B(G∞) = Zp[∆]⊗ B(Γ), H(G∞) = Zp[∆]⊗H(Γ)

avec B(Γ) (resp. H(Γ)) l’image de B (resp. de H) par l’application x &→ γ−1 où γ est
un générateur topologique de Γ. Les anneaux B et H, B(Γ) et H(Γ) sont intègres. On
utilise la notion suivante de rang d’un module : le rang d’un module M sur un anneau
intègre A est la dimension de K ⊗A M sur K pour K le corps de fractions de A.
Un H(G∞)-module M est dit de torsion s’il est de torsion en tant que H(Γ)-module,
on dit qu’il est de rang r si ses composantes sous l’action de ∆ sont toutes de rang r
sur H(Γ).

En utilisant un résultat de Cherbonnier et Colmez [3], on démontre que B[log x]ψ=0

est muni d’une structure naturelle de B(G∞)-module libre et admet comme base les
(1 + x)p−iϕ logi x pour i entier " 0.

2) Soit D un (ϕ, N)-module de dimension finie sur Qp, c’est-à-dire un Qp-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur bijectif ϕ (Frobenius) et d’un opéra-
teur N (monodromie) vérifiant la relation Nϕ = pϕN . Soit

Dgros
∞ (D) = (B[log x]ψ=0 ⊗D)N=0

C’est un B(G∞)-module de rang dimQp D : il existe une Qp-application linéaire natu-
relle de D dans Dgros

∞ (D) donnée par

d &−→ dµ = (1 + x) exp(−p−1ϕ log x · N)d

et Dgros
∞ (D) ∼= B(G∞)Dµ.

Pour ∗ ∈ {e, f, g}, nous définissons des sous-modules D∞,∗(D) de Dgros
∞ (D) sur

H(G∞) de rang dimQp D. Par exemple, si le noyau de ϕ− pj sur D est nul pour tout
entier j, les D∞,∗(D) sont tous égaux au sous-module des éléments de Dgros

∞ (D) qui
appartiennent à l’image de (B[log x]⊗D)N=0 par 1− Φ, c’est-à-dire à

(1− Φ)(B[log x]⊗D)ψ=1⊗ϕ,N=0

(ici, Φ = ϕ⊗ ϕ et N = 1⊗N + N ⊗ 1).
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INTRODUCTION 3

Les lettres e, f et g ont bien sûr un rapport avec les e, f et g apparaissant dans
les définitions de Bloch et Kato [2] concernant certains sous-groupes de cohomologie
galoisienne.

Théorème A. — Les H(G∞)-modules D∞,∗(D) sont de type fini, sans torsion et de
rang égal à dimQp D. De plus, ils admettent une résolution de longueur finie par des
modules projectifs de type fini.

On peut définir le déterminant de tels H(G∞)-modules ([16], dans la catégorie
dérivée des H(G∞)-modules, ils sont représentés par un complexe parfait). Nous ne
considérerons ici que les déterminants au signe près. Nous examinons aussi les relations
entre les modules D∞,∗(D). Soit U(D) = ⊕i∈ZD[i](i) où D[i](i) est l’espace vectoriel D
muni de l’opérateur de monodromie de D, de l’opérateur de Frobenius donné par piϕ
et de l’action de Galois donnée par le caractère χi. On a des suites exactes naturelles
de G∞-modules

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D) −→ U(D)N=0/(1− Φ)U(D)N=0 −→ 0 ,

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) −→ (U(D)/NU(D))Φ=p−1
−→ 0 ,

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,g(D) −→ C∞(D) −→ 0

où C∞(D) est le premier groupe de cohomologie du complexe

U(D) −→ U(D)× U(D) −→ U(D)
u &−→ (Nu, (1− Φ)u)

(u, v) &−→ Nv − (1− pΦ)u .

Enfin, si l’on pose





D1
∞,g(D) = D∞,g(D)

D2
∞,g(D) = U(D)/(N, 1 − pΦ)U(D)

Di
∞,g(D) = 0 pour i += 1, 2,

et si 0→ D1 → D2 → D3 → 0 est une suite exacte de (ϕ, N)-modules, on définit une
application de connexion D1

∞,g(D3)→ D2
∞,g(D1) et on a une suite exacte longue

. . . −→ Di
∞,g(D1) −→ Di

∞,g(D2) −→ Di
∞,g(D3) −→ . . .

3) Soit V une représentation p-adique semi-stable du groupe de Galois absolu GQp

de Qp. Il lui est associé par la théorie de Fontaine un (ϕ, N)-module filtré Dp(V ) et
donc un H(G∞)-module D∞,g(Dp(V )). Définissons le module d’Iwasawa Z1

∞(Qp, T )
associé à V et à Qp(µp∞)/Qp comme la limite projective des groupes de cohomologie
galoisienne H1(Qp(µpn), T ) pour T réseau de V stable par GQp . C’est un Zp[[G∞]]-
module de type fini de rang dimV dont le sous-module de torsion est isomorphe
à T GK∞ . Définissons de même Z2

∞(Qp, T ) comme la limite projective des groupes de
cohomologie H2(Qp(µpn), T ). Par les théorèmes de dualité de Tate, Z2

∞(Qp, T ) est

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2001



4 INTRODUCTION

isomorphe à T ∗(1)GK∞ à un groupe fini près (voir par exemple [19, 3.2.1]). On note
Z̃1
∞(Qp, T ) = Z1

∞(Qp, T )/T GK∞ .
Le théorème suivant assure l’existence d’une application exponentielle en théorie

d’Iwasawa.

Théorème B.1. — Soit h un entier " 1 tel que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ). Il existe un
homomorphisme naturel injectif de H(G∞)-modules

ΩV,h : D∞,g(Dp(V )) −→ H(G∞)⊗Zp[[G∞]] Z̃1
∞(Qp, T ) .

Le théorème est bien sûr incomplet. L’application ΩV,h est caractérisée par une
foule de valeurs spéciales reliées aux exponentielles de Bloch-Kato et à leur appli-
cation duale pour V ou son dual de Tate V ∗(1) = HomQp(V, Qp(1)) et ses tordues
V (j) = V ⊗Qp(j) (voir 5.3.5).

Posons

(j =
log γ

logχ(γ)
− j

où γ est un élément d’ordre infini de G∞. Notons δh(ΩV ) le sous-H(G∞)-module de
rang 1 de l’anneau total des fractions Frac(H(G∞)) de H(G∞), qui est le déterminant
de ΩV,h sur

⊗i∈{1,2}
(
detDi

∞,g(Dp(V ))
)(−1)i

⊗Zp[[G∞]] ⊗i∈{1,2}
(
detZp[[G∞]]Z

i
∞(Qp, T )

)(−1)i+1

et δst(V ) =
∏

j>−h (
−dimQp Filj Dp(V )
−j δh(ΩV ) (voir [19, 3.1.5], si M est un H(G∞)-

module de torsion de type fini, on utilise l’application canonique

detM −→ Frac(H(G∞)) ;

en fait tous les modules de torsion de type fini qui interviennent dans ce texte sont
des Qp ⊗ Zp[[G∞]]-modules (ou Zp[[G∞]]-modules) de type fini annulés par un élé-
ment non diviseur de 0 de Zp[[G∞]] et on a detM = H(G∞)detQp⊗Zp[[G∞]]M (ou
det Qp ⊗M = H(G∞)detZp[[G∞]]M).

Théorème B.2
1) δst(V ) = H(G∞).
2) Soient h et h∗ " 1 tels que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ), Fil−h∗

Dp(V ∗(1)) = Dp(V ∗(1)).
Si x ∈ Z1

∞(Qp, V ),
∏

−h<j<h∗ (−jx appartient à l’image de D∞,f (Dp(V )) par ΩV,h.

Ainsi, l’application logarithme LV,h inverse de ΩV,h est un homomorphisme de
Zp[[G∞]]-modules

LV,h : Z1
∞(Qp, V ) −→ ξ−1

h,h∗D∞,f (Dp(V )) ⊂ ξ−1
h,h∗Dgros

∞ (Dp(V ))

en posant ξh,h∗ =
∏

−h<j<h∗ (−j.

4) On démontre avec ces outils le théorème suivant :
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INTRODUCTION 5

Théorème C. — Soient V une représentation p-adique semi-stable d’une extension
finie non ramifiée K de Qp et T un réseau de V stable par GK . Soit Fil1 V la plus
grande sous-représentation de V dont les poids de Hodge-Tate sont strictement positifs
et Fil1 T = Fil1 V ∩T . Alors, la limite projective des H1

g (K(µpn), T ) relativement aux
applications de corestriction est de rang sur Zp[[G∞]] égal à [K :Qp] dimFil1 V et égale
à torsion près à la limite projective des H1(K(µpn), Fil1 T ).

Bien que ce texte soit volontairement limité à la théorie locale, terminons cette
introduction en évoquant l’application de ce texte au cas global (nous n’en parlerons
plus ensuite, voir [27] dans le cas particulier des courbes elliptiques semi-stables).
Soit V une représentation p-adique géométrique de GQ, semi-stable en p [11] : ainsi
V est non ramifiée en en dehors d’un nombre fini de places S (que l’on suppose
contenir p) et semi-stable en p ; soit QS la plus grande extension de Q non ramifiée
en dehors de S : V est donc une représentation de Gal(QS/Q). Soit T un réseau de V
stable par Gal(QS/Q). Comment faire la théorie des fonctions L p-adiques de V en
utilisant la théorie faite ici ? Ou plutôt comment construire le module arithmétique
des fonctions L p-adiques de V en utilisant

LV,h : Z1
∞(Qp, V ) −→ ξ−1

h,h∗Dgros
∞ (Dp(V )) ?

Soit Hi
∞,S(Q, T ) = lim←−n

Hi(QS/Q(µpn), T ) et Hi
∞,S(Q, V ) = Qp ⊗ Hi

∞,S(Q, T ).
Les Zp[[G∞]]-modules Hi

∞,S(Q, T ) sont de type fini. De plus, H1
∞,S(Q, T ) ne dépend

pas de S, nous le noterons H1
∞(Q, T ). Il est conjecturé que H2

∞,S(Q, T ) est de torsion.
Cela implique que si δ est un caractère de ∆ de parité ε(δ) = ±1, le δ-espace propre
H1

∞(Q, T )(δ) de H1
∞(Q, T ) est de rang d−ε(δ) sur Zp[[Γ]] où d± est la dimension du

sous-espace vectoriel de V sur lequel la conjugaison complexe agit par ±. Notons detδ
(resp. ∧r

δ) le déterminant (resp. la puissance r-ième extérieure) de l’espace propre
associé à δ (sur Zp[[G∞]] ou sur H(G∞) selon le contexte). Posons comme dans [21,
1.4] en rajoutant un indice δ pour indiquer que l’on a pris la δ-composante

∆glob
∞,S,δ = (detδH2

∞,S(Q, T ))⊗ (detδH1
∞(Q, T ))−1

Zi
∞,S(Q, T ) = lim←−

n

⊕v∈SHi(Q(µpn)v, T ) .

On déduit de LV,h des homomorphismes de Zp[[Γ]]-modules :

LV,h,δ : (∆glob
∞,S,δ)

−1 −→ ∧d−ε(δ)
δ Z1

∞,p(Q, T )
LV,h−−−→ Frac(B(Γ)) ∧d−ε(δ)

δ Dgros
∞ (Dp(V )) .

Fixons une base e de detδDgros
∞ (Dp(V )). On peut alors définir le module arithmé-

tique associé à V et à Q(µp∞) (en reprenant les notations de [21]) comme la fa-
mille des sous-Zp[[G∞]]-modules Iarith,{p,∞},h(T )±(ω) de Frac(B(G∞)) définis pour
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6 INTRODUCTION

ω ∈ ∧d−ε(δ)
δ Dgros

∞ (Dp(V )) par

Iarith,{p,∞},h(T )±(ω)e

=
∏

j>−h

(
− dimQp Filj Dp(V )
−j detδZ2

∞,S−{p}(Q, T ) · ω ∧ LV,h,δ(∆glob
∞,S(T )−1)(D)

pour h assez grand. Lorsque V est cristalline en p, on peut associer à toute base de
Dp(V ) une base de Dgros

∞ (Dp(V )), que l’on peut considérer comme canonique, grâce
à l’homomorphisme d &→ d(1 + x). Cela permet dans la définition (D) de remplacer ω
par un élément de ∧dε(δ)Dp(V ) et e par un élément de detDp(V ). Ces éléments ont le
grand avantage d’être stables par dérivation et donc par twist : D(d(1+x)) = d(1+x).
Mais surtout, ils appartiennent au H(G∞)-module D∞,f (Dp(V )) qui est simplement
ici Hψ=0 ⊗Dp(V ).

Lorsque V est seulement semi-stable, on peut penser à associer à une base de Dp(V )
une base de Dgros

∞ (Dp(V )) par l’application

E : d &−→ exp(−p−1ϕ(log x) · N)(d)(1 + x) .

Mais les E(d) ne sont pas stables par dérivation et surtout n’appartiennent en général
à aucun des D∞,∗(Dp(V )). Et bien sûr, les composantes de LV,h ne sont pas alors a
priori dans H(G∞) mais seulement dans B(G∞). Il est donc préférable de se donner
une base de D∞,f (Dp(V )) : en général (c’est-à-dire lorsque ϕ n’admet de valeur propre
égale à une puissance de p), pour d parcourant une base de Dp(V ), il existe V(d) dans
D∞,f (Dp(V )) congru à d(1 + x) modulo B[log x]⊗∆(d) avec ∆(d) le (ϕ, N)-module
engendré par d. À défaut d’être aussi explicite que 1 + x, nous donnons dans le texte
un procédé de construction. Si ω est construit à partir d’une telle base, il existe
f ∈ Zp[[G∞]] (non diviseur de zéro et en général égal à 1) tel que

fIarith,{p,∞},h(T )±(ω) ∈ H(G∞) .

Remarquons que D∞,f (Dp(V )) ne dépend que de la structure de (ϕ, N)-modules de
Dp(V ) et ne dépend pas de la filtration. Seule, l’application régulateur en dépend.

Peut-être faut-il simplement retenir de la définition du module arithmétique des
fonctions L p-adiques qu’il mesure la position de la cohomologie globale dans un
B(G∞)-module libre construit directement à partir de Dp(V ), i.e. la position de

∏

j>−h

(
− dimQp Filj Dp(V )
−j detδZ2

∞,S−{p}(Q, T )LV,h,δ(∆glob
∞,S(T )−1)

dans
Frac(B(Γ)) ∧d−ε(δ)

δ Dgros
∞ (Dp(V ))

Toutes les autres définitions consistent à prendre des bases et à calculer les coordon-
nées dans cette base.

Prenons le cas où V est de dimension 2 sur Qp, semi-stable et non cristalline.
Soit e1, e2 = Ne1 une base de Dp(V ) avec e1 un vecteur propre de ϕ : ϕe1 = αe1 ;
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on a alors ϕe2 = p−1αe2, Ne2 = 0. Reprenons les deux points de vue évoqués au
paragraphe précédent. On a E(e2) = (1 + x)e2. Quant à E(e1), il vaut

E(e1) = (1 + x) · e1 − p−1ϕ log x(1 + x) · Ne1

= (1 + x) · e1 − p−1ϕ log x(1 + x) · e2 .

Si ωglob est une base de (detH2
∞,{p}(Q, T ))⊗ (detH1

∞(Q, T ))−1, avec H2
∞,{p}(Q, T ) le

noyau de H2
∞,{p}(Q, T )→ Z2

∞,S−{p}(Q, T ), on a

LV,0(ωglob) ∈ Dgros
∞ (V ) ∼= B(G∞)E(e1)⊕ B(G∞)Ne1

et peut donc s’écrire

f1 · (1 + x)(e1 − p−1ϕ(log x)Ne1) + f2 · (1 + x)Ne1

= f1 · (1 + x)e1 + (f2 · (1 + x)− f1 ·
(
p−1ϕ(log x)(1 + x))

)
Ne1

avec f1 et f2 dans B(G∞). En projetant sur Dp(V )/NDp(V ), il est facile de vérifier
que f1 est dans H(G∞). Par contre, f2 n’a pas de raison d’appartenir à H(G∞) lorsque
V n’est pas cristalline.

Si maintenant on fixe une base de D∞,f (D) avec D le (ϕ, N)-module Dp(V ) (en
fait c’est une base d’un H(G∞)-module qui est un peu plus gros que D∞,f (D) lorsque
α est une puissance de p) : T2 = (1 + x)e2 et T1 = (1 + x)e1 + t0e2, on peut écrire

LV,0(ωglob) = L1 · T1 + L2 · T2

avec L1 et L2 appartenant à H(G∞). Il est clair que L1 = f1.
Lorsque V provient d’une forme modulaire f pour X0(N) (dont le conducteur

est alors exactement divisible par p), la conjecture principale classique prédit que le
Zp[[G∞]]-module Iarith engendré par L1, c’est-à-dire la projection sur e1 de

det H2
∞,{p}(Q, T )LV,0(H1

∞(Q, T ))

admet comme générateur la fonction L p-adique Lp,α(f) construite par interpolation
par Mazur-Tate-Teitelbaum (en ayant conjecturé auparavant que H1

∞(Q, T ) est de
rang 1). Le travail fondamental de Kato et sa construction d’éléments explicites et
modulaires de H1

∞(Q, T ) permettent de montrer que Lp,α(f) appartient à Iarith. Plus
précisément, Kato construit un élément c∞ de H1

∞(Q, T ) tel que

LV,0(c∞) = Lp,α(f) · T1 + Lp,β(f) · T2

(aux facteurs d’Euler aux places de mauvaise réduction près). Cela permet de voir qu’il
existe d’autres fonctions de H(G∞) interpolant les valeurs spéciales des fonctions L
correspondant par la conjecture principale à L2. Disons pour finir que lorsque α = ps,
le fait que Lp,α(f) a un zéro en χ−s vient de ce que, dans ce cas, ce n’est pas (T1, T2)
qui forme une base de D∞,f (D) mais

(
(χ(τ)sτ − 1)T1, T2

)
pour τ un générateur

de G∞. Le calcul de la dérivée de Lp,α(f) en χ−s est alors très simple et l’apparition
du paramètre associé à la filtration de Dp(V ) très naturel. Nous renvoyons à [27].
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Donnons un résumé de chacun des paragraphes. Le premier paragraphe est consacré
à l’étude de certains anneaux de fonctions, par ailleurs bien connus, et à leur structure
de G∞-modules. Dans les §2, §3, §4, nous faisons l’étude des G∞-modules associés
à un (ϕ, N)-module, calculons leur rang et montrons les suites exactes qui les relient.
Pour cela (§3), nous donnons une méthode pour construire des éléments. Ces trois
paragraphes peuvent être réduits à un strict minimum si on se limite au cas où ϕ
n’a pas de valeur propre égale à une puissance de p. Dans le cinquième paragraphe,
nous introduisons la cohomologie galoisienne et construisons l’exponentielle. Puis nous
déduisons des lois de réciprocité de Colmez le calcul du déterminant. Dans le sixième
paragraphe, nous expliquons ce qui doit être changé à [26] pour calculer le rang des
normes universelles.

Quelques calculs plus ou moins classiques dus en grande partie à Coleman sur
le polylogarithme ont leur place comme illustration. Nous les avons regroupés dans
l’appendice A tout en les signalant dans le texte principal. Dans l’appendice B, nous
reprenons la démonstration de Cherbonnier-Colmez qui permet de calculer la structure
de G∞-modules de Bψ=0.

Notations : Si M est un GK-module (éventuellement trivial), M(k) désigne le k-
ième twist cyclotomique de M : l’action de Galois est modifiée par χk. Si M est un
ϕ-module, M [k] désigne le ϕ-module décalé k-fois : le Frobenius est multiplié par pk.
On désigne par ζn un système compatible de racines de l’unité d’ordre pn : ζp

n+1 = ζn.

Je tiens à remercier le rapporteur pour ses remarques qui m’ont obligée à préciser
certains points.
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CHAPITRE 1

ANNEAUX DE FONCTIONS

1.1. L’anneau B

1.1.1. Si I est un intervalle de R+, on définit les espaces de fonctions analytiques :

HI =
{ ∑

n∈Z

anxn t.q. an ∈ Qp et lim
n→±∞

|an|rn = 0 pour tout r ∈ I
}

Par exemple, si I est fermé et égal à [r1, r2] avec 0 < r1 ! r2, on a

HI =
{ ∑

n∈Z

anxn t.q. an ∈ Qp et

{
limn→−∞ |an|rn

1 = 0
limn→+∞ |an|rn

2 = 0

}
.

Pour ρ ∈ I, on a sup|x|=ρ|f(x)| = supn|an|ρn et la valeur commune est notée ‖f‖ρ.
On définit

H[r1,r2) =
{ ∑

n∈Z

anxn ∈ H[r1,r2[ tel que sup |an|rn
2 <∞

}

En particulier,

H[r,1) =
{ ∑

n∈Z

anxn tel que an ∈ Qp et

{
limn→−∞ |an|rn = 0
sup |an| <∞

}

On définit pour I de la forme [r1, r2} avec } = ] ou ),

HI
0 =

{ ∑

n∈Z

anxn ∈ HI tel que sup
n∈Z

(|an|rn
1 , |an|rn

2 ) ! 1
}

On a donc HI = HI
0[1/p]. Par le principe du maximum, pour tout ρ ∈ I, ‖f‖ρ ! 1

pour f ∈ HI
0. On munit HI de la topologie de convergence uniforme sur les |x| ∈ J

pour J sous-ensemble fermé de I ([r1, r2) étant considéré comme ouvert en r2). Les
espaces HI sont complets. On pose pour f ∈ HI avec I = [r1, r2],

‖f‖sp = ‖f‖sp,I = sup
n∈Z

(|an|rn
1 , |an|rn

2 ) .
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Ainsi, HI
0 est le sous-Zp-module des éléments de HI de norme ! 1. Une suite fn

d’éléments de HI converge vers 0 dans HI si et seulement si pour tout ρ ∈ I, ‖fn‖ρ
tend vers 0. On note B′ la réunion des H[ρ,1[ pour ρ ∈ [0, 1[. Nous travaillerons en fait
essentiellement dans H[ρ,1[ avec ρ fixé.

1.1.2. Pour tout h > 0, soit Bh le Qp-espace vectoriel des éléments f de B′ tels
que limn→∞ p−hn‖f‖ρn = 0 pour ρn = ρ1/pn

pour un ρ < 1 (ou pour tout ρ < 1,
ce qui revient au même, on prendra en général dans la suite ρ0 = p−1/(p−1),
ρn = p−1/((p−1)pn)). On note B la sous-algèbre de B′, réunion des Bh. Si f ∈ B, on
note o(f) la borne inférieure des h ∈ R+ tels que f ∈ Bh ; on l’appelle l’ordre de f .
On pose aussi H = B ∩H[0,1[.

L’intersection de B′ avec Qp[[x]] est l’espace des fonctions analytiques sur la boule
B(0, 1−) = {x ∈ Cp, |x| < 1}. L’intersection de B′ avec Qp[[1/x]] est l’espace des
fonctions analytiques sur le complémentaire d’une boule

B(0, ρ−) = {x ∈ Cp tel que |x| < ρ}

avec ρ < 1. Plus précisément, H[ρ,1) ∩Qp[[1/x]] = H[ρ,∞). On notera avec un indice +
(resp. −) l’intersection d’un sous-anneau de B avec Qp[[x]] (resp. Qp[[1/x]]). Avec les
notations des articles précédents, H = B+ = B ∩Qp[[x]].

1.1.3. Le corps des fractions de Zp[[x]] s’injecte dans B. En effet, par le théorème de
préparation de Weierstrass, il suffit de vérifier que tout polynôme unitaire de Zp[x]
est inversible dans B. En passant à Cp, il suffit de montrer que cela est le cas pour les
polynômes de degré 1. Lorsque |r| " 1, on écrit

(x− r)−1 = −r−1
(
1− x

r

)−1 = −r−1
∞∑

n=0

xn

rn
∈ Cp ⊗OCp [[x]]

(OCp étant l’anneau des entiers de Cp). Lorsque |r| < 1,

(x− r)−1 = x−1
(
1− r

x

)−1 = x−1
∞∑

n=0

rn

xn
.

et cette série de Laurent converge pour |x| > |r| et appartient à OCp ⊗ B puisque
|r| < 1. Il est facile de redescendre à Qp.

1.1.4. Le groupe G∞ = Gal(Qp(µp∞)/Qp) agit naturellement sur les H[ρ,1[ par pro-
longement continu de l’action de G∞ donnée par τ(x) = (1 + x)χ(τ) − 1 et

τ(1/x) =
1

(1 + x)χ(τ) − 1
=
χ(τ)−1

x
(1 + xQτ (x))−1

où Qτ (x) ∈ Zp[[x]] et agit donc sur B′. Remarquons que G∞ conserve B, H = B+ mais
ne conserve pas B−.
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1.1.5. Soit ϕ (x) = (1 + x)p − 1 ∈ xZp[[x]] et ϕ (1/x) le développement de
1/((1 + x)p − 1) en 1/x

ϕ(1/x) =
1

xp
(
(1 + 1/x)p − 1/xp

) =
1

xp
(
1 + p(1/x)Q(1/x)

)

=
1
xp

∑

n!0

( p

x
Q

( 1
x

))n ∈
( 1
xp

)
Zp

[[1
x

]]

avec Q un polynôme à coefficients entiers. Pour |x| > p−1/(p−1), |ϕ(x)| = |x|p
et |ϕ(1/x)| = |1/x|p ; si |x| < p−1/(p−1), on a |ϕ(x)| = |x|/p ; si |x| = p−1/(p−1),
on a |ϕ(x)| ! |x|/p = |xp|.

On définit un opérateur ϕ de l’algèbre B′ prolongeant ces définitions :

ϕ
( ∑

n∈Z

anxn
)

=
∑

n!0

anϕ(x)n +
∑

n<0

anϕ(1/x)n .

L’opérateur ϕ conserve les parties + et − de B. Si |x| > p−1/(p−1), on a |ϕ(x)| = |x|p.
Le principe du maximum et le fait que pour |y| > p−p/(p−1) l’équation ϕ(x) = y a
une solution en x avec |x| > p−1/(p−1) impliquent que

‖ϕ(f)‖ρ = ‖f‖ρp si ρ > p−1/(p−1).

En particulier,

ϕ(H[ρ,1)) ⊂ H[ρ1/p,1) si ρ > p−p/(p−1) = p−1/(p−1)/p.

On peut alors définir un unique opérateur ψ du Qp-espace vectoriel B′ tel que

ϕ ◦ ψ(f) =
1
p

∑

ζ∈µp

f(ζ(1 + x)− 1)

de la manière suivante. En appliquant cette équation fonctionnelle à f = ϕ(g), on
obtient que ψ ◦ϕ est l’identité. En prenant f = xk, l’équation fonctionnelle détermine
de manière unique ψ(xk) et on a alors pour ρ > p−1/(p−1),

‖ψ(xk)‖ρ = ‖ϕ ◦ ψ(xk)‖ρ1/p ! p‖xk‖ρ1/p

car |ζ(1 + x) − 1| = |x| pour |x| > p−1/(p−1). Pour k < 0, ψ(1/xk) est de la forme
Qk(x)/xk où Qk est un polynôme à coefficients dans Zp de degré < k. En effet, on a

ϕ ◦ ψ(1/xk) =
1
p

∑

ζp=1

1
(ζ(1 + x)− 1)k

=
Pk

ϕ(x)k

avec deg Pk ! (p − 1)k. Le polynôme Pk est nécessairement de la forme Qk(ϕ(x)) ;
le degré de Qk est inférieur à k. Le polynôme Pk est à coefficients dans Z[[x]] : il est
en effet à coefficients dans p−1Z et la réduction de pPk dans le corps des fractions de
Z/pZ((x)) est ∑

ζ∈µp

(ζ(1 + x)− 1)−k ≡
∑

ζ∈µp

x−k ≡ 0 mod p .
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12 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Donc ψ(1/xk) appartient à l’intersection de Zp[[1/x]] et de (1/xk)Zp[x] et

‖ψ(1/xk)‖ρ ! ‖1/xk‖ρ = ρ−k .

Il est facile de déduire de ces propriétés que l’image par ψ d’un élément de B′ (resp. B)
est dans B′ (resp. B), que ψ conserve les parties + et − de B, que pour ρ > p−1/(p−1)

et } = [, ] ou ), l’image de H[ρp,1} par ψ est contenue dans H[ρp,1} et que ψ
(
H[ρ,1}

0

)

est contenu dans H[ρ,1}
0 .

1.1.6. Lemme
1) Soit g ∈ B. Alors, pour ρ3 0

‖ψ(g)‖ρ ! p‖g‖ρ1/p .

Si g ∈ H[ρ,∞), on a
‖ψ(g)‖ρ ! ‖g‖ρ .

2) Soit u ∈ H[ρ,1)
0 et g ∈ H[ρ,1[ avec ρ3 0,

‖ug‖ρ ! ‖g‖ρ .

Ici (et ailleurs), ρ3 0 signifie que ρ est supérieur à p−1/(p−1) et assez grand pour
que g ∈ H[ρ,1[.

Démonstration. — Les deux premières inégalités se déduisent des inégalités corres-
pondantes pour xk. La partie 2 est immédiate car ‖u‖ρ ! sup(‖u‖1, ‖u‖ρ) ! 1.

Donnons quelques formules sur ψ :

ψ(fϕ(g)) = ψ(f)g ,

ψ(1 + x) = 0 ,

ψ
(
logk(1 + x)

)
= p−k logk(1 + x) .

Si λ est un élément de Zp[∆] ⊗ H(Γ) : λ =
∑
δ∈∆ δ ⊗ gδ(γ − 1) avec gδ ∈ H

et γ générateur topologique de Γ, on pose pour ρ < 1, ‖λ‖ρ = supδ∈∆‖gδ‖ρ et
o(λ) = supδ∈∆ o(gδ).

1.1.7. Proposition. — L’anneau B est muni d’une structure de H(G∞)-module
prolongeant l’action de G∞ par continuité. Pour λ ∈ H(Γ) et f ∈ B, on a pour
ρ3 0,

‖λ · f‖ρ ! ‖λ‖ρp−1‖f‖ρ ! ‖λ‖ρ‖f‖ρ
et o(λ · f) ! o(λ) + o(f).

Démonstration. — Commençons par vérifier que pour χ(γ)−1 de valuation p-adique
m " 1 et pour f ∈ H[η,1[,

(1.1.1) ‖(γ − 1)i · f‖ρ ! ‖f‖ρρi(pm−1) .
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Utilisons pour cela le lemme B.2.2 qui implique que pour |x| = ρ > sup(ρm−1, η)
et k ∈ Z, ‖(γ − 1) · xk‖ ! ρkρpm−1. On en déduit que

‖(γ − 1) · f‖ρ ! ‖f‖ρρpm−1 .

En recommençant, on obtient l’inégalité (1.1.1). Si λ =
∑∞

i=0 ai(γ−1)i est un élément
de H(Γ), la série

∑∞
i=0 ai(γ − 1)i · f est convergente dans B′ et on a

‖λ · f‖ρ ! ‖λ‖ρp−1‖f‖ρ .

Si maintenant f ∈ B, il existe un réel h > 0 tel que p−nh‖f‖ρ1/pn tend vers 0 lorsque
n tend vers l’infini ; si r est un réel positif tel que p−nr‖λ‖ρ1/pn tend vers 0,

p−n(h+r)‖λ · f‖ρ1/pn ! p−nr‖λ‖ρ(pm−1)/pn p−nh‖f‖ρ1/pn

et tend vers 0 lorsque n→∞. Donc λ · f ∈ B.

1.1.8. Théorème. — Bψ=0 est muni d’une action de B(G∞)-module prolongeant par
continuité l’action de G∞. De plus, il existe une unique application Qp-linéaire

B(G∞) −→ Bψ=0

prolongeant λ &→ λ·(1+x) pour λ ∈ H(G∞) et c’est un isomorphisme de G∞-modules ;
l’image de H(G∞) est Hψ=0.

En particulier, si τ ∈ G∞ n’est pas de torsion, τ − 1 est bijectif sur Bψ=0. Ce
théorème est essentiellement montré dans [3] ; aussi, renvoyons-nous la démonstration
à l’appendice B.

Par contre, il ne semble pas possible de prolonger cette action à B.

1.1.9. Si f est un élément de B(G∞), il existe un entier n(f) tel que pour tout
caractère η de G∞de conducteur pn avec n " n(f) et tout entier k ∈ Z, on puisse
calculer ηχk(f). L’entier n(f) est déterminé par le fait que f ∈ H[ρn(f),1[ et il s’agit
de remarquer que si u ∈ 1 + pZp et si ζ est une racine de l’unité d’ordre pn, on a

|ζu− 1| ! sup(|u − 1|, |ζ − 1|) = sup
(
p−r, p−1/(p−1)pn−1)

avec égalité si les deux nombres sont différents. En particulier, si n " 1, on a
|ζu− 1| = ρn et f peut être évalué sur ηχk si η est de conducteur pn avec n " n(f).

1.2. L’anneau B[log x].

1.2.1. Soit log x une branche du logarithme, c’est-à-dire n’importe quelle fonction
localement analytique sur Cp − {0} vérifiant log xy = log x + log y et dont la dé-
rivée en 1 est 1. Vérifions que log x n’est pas algébrique sur le corps des fractions
des fonctions analytiques sur une couronne C = {r1 ! |x| ! r2}. En effet, soit
logk x +

∑k−1
j=0 fj logj x = 0 une équation non triviale de degré minimal avec les fj

des fonctions méromorphes sur la couronne C (quotient de fonctions analytiques). En
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dérivant, on obtiendrait une équation de degré k− 1 non identiquement nulle car 1/x
n’est pas la dérivée d’une fonction méromorphe sur C (1).

En particulier, l’anneau B[log x] des polynômes en log x à coefficients dans B est une
sous-Qp-algèbre de l’anneau LA(B(0, 1−)−{0}) des fonctions localement analytiques
sur B(0, 1−) − {0} et B−[log x] est une sous-Qp-algèbre de l’anneau des fonctions
localement analytiques sur Cp−{0}. Si h ∈ B[log x], on appelle degré de h le degré de h
en tant que polynôme en log x. Si f ∈ B[log x] vérifie f(x) = 0 pour r1 ! |x| ! r2 < 1,
f est identiquement nul.

1.2.2. Soit η > ρ0. Si H =
∑

k Hk logk x ∈ H[η,1[[log x], on pose pour η < ρ < 1,

‖H‖ρ = sup‖Hk‖ρ .

On munit ainsi B[log x] de la convergence coefficient par coefficient dans B (en tant
que polynômes en log x). Pour ρ3 0, H[ρ,1[[log x] est complet.

1.2.3. Si τ ∈ G∞, soit

aτ = log
(1 + x)χ(τ) − 1

x
.

Comme χ(τ) est une unité p-adique, aτ est un élément de H et plus précisément
de H1. On pose pour τ ∈ G∞

τ(log x) = log x + aτ .

On en déduit une action continue de G∞ sur B[log x] prolongeant l’action sur B.
Remarquons que l’action de G∞ ne conserve pas B−[log x].

1.2.4. On a

log
(1 + x)p − 1

xp
= log

ϕ(x)
xp

= log
p + · · · + xp

xp

= log
(
1 +

p

x
+ · · · + p

xp−1

)

et log(1 + p/x + · · · + p/xp−1) définit, en utilisant le développement de log en série
entière log(1+z) =

∑
n>0(−1)nzn/n, un élément paϕ de H]ρ0,∞) avec ρ0 = p−1/(p−1).

Plus précisément, paϕ appartient à H[ρ1,∞)
0 avec ρ1 = ρ1/p

0 . Calculons ‖paϕ‖ρ pour
ρ " ρ1. On a

‖paϕ‖ρ ! ‖log(1 + py)‖ρ−(p−1) = ‖log(1 + y)‖p−1ρ−(p−1) .

(1)On ne peut avoir f ′ = 1/x avec f analytique sur C, car cela signifierait que +∞
n=−∞ nanxn = 1 ce

qui est impossible ; si maintenant f est le quotient de deux fonctions analytiques sans l’être : f = g/h,

nécessairement h a un zéro α sur la couronne C tel que f(α) "= 0, sinon f serait analytique (voir

lemme B.1.1 de l’appendice B) et il est facile de voir en regardant l’ordre de ce zéro que l’équation

h2 = x(g′h − gh′) est impossible.
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1.2. L’ANNEAU B[log x]. 15

Comme ρ " ρ1, on a p−1ρ−(p−1) ! p−1p1/p = p−(p−1)/p ! ρ0. Or

‖log(1 + x)‖ρ0 = sup
n!1

(p−n/p−1

|n|
)

= sup
k!0

(
pk−(pk/(p−1)

)
= p−1/(p−1)

Ainsi, pour ρ " ρ1, ‖paϕ‖ρ est inférieur à 1. Donc paϕ appartient à H[ρ,∞)
0 . On pose

ϕ log x = p(log x + aϕ) ,

ce qui permet de définir sur B[log x] une action continue de ϕ prolongeant l’action
naturelle sur B. On prolonge alors l’opérateur ψ sur B[log x] par

ψ
(
logk x

)
=

k∑

j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
p−jψ(ak−j

ϕ ) logj x

(équation obtenue en écrivant

logk x = (p−1ϕ log x− aϕ)k

=
k∑

j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
p−jak−j

ϕ ϕ logj x

et en utilisant la propriété désirée de ψ : ψ(fϕ(g)) = ψ(f)g). La formule

ϕ ◦ ψ(g)(x) = p−1
∑

ζ∈µp

g(ζ(1 + x)− 1)

se généralise à B[log x]. On a ψ(log x) = p−1 log x et ψ(aϕ) = 0. L’élément aϕ que l’on
note aussi L

(p)
1 est très relié à la fonction de Kubota-Leopoldt (voir l’appendice A).

1.2.5. Lemme
1) Soit h un élément de H[ρ,∞)

0 [log x] de degré f en log x. Alors, pour tout entier
n " 0, ψn(h) ∈ p−fnH[ρ,∞)

0 [log x]. Ainsi, si h ∈ B−[log x], on a pour ρ3 0

‖ψ(h)‖ρ ! pf‖h‖ρ .

2) Soit h un élément de B[log x] de degré f en log x. Alors, pour 04 ρ < 1,

‖ψ(h)‖ρ ! pf+1‖h‖ρ1/p .

Démonstration. — Comme log x = p−1ϕ log x− aϕ,

logk x =
k∑

j=0

p−j(−1)k−j

(
k

j

)
ak−j
ϕ ϕ logj x ,

donc pour g ∈ B,

ψ(g logk x) =
k∑

j=0

(−1)k−jp−j

(
k

j

)
ψ(gak−j

ϕ ) logj x .
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16 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Pour h =
∑f

k=0 hk logk x, on a

ψ(h) =
f∑

k=0

k∑

j=0

(−1)k−jp−j

(
k

j

)
ψ(hkak−j

ϕ ) logj x

=
k∑

j=0

f∑

k=j

(−1)k−jp−k

(
k

j

)
ψ(hk(paϕ)k−j) logj x .

Comme paϕ ∈ H[ρ,∞)
0 , ψ(h) appartient à p−fH[ρ,∞)

0 [log x], ce qui démontre la pre-
mière assertion pour n = 1. Comme ψ(h) est encore de degré ! f en log x, le cas n
quelconque s’en déduit. Montrons la deuxième assertion. Les hk sont alors dans B.
Si gj est le coefficient de logj x dans ψ(h), on a

gj =
f∑

k=j

(−1)k−jp−k

(
k

j

)
ψ(hk(paϕ)k−j)

et en utilisant le lemme 1.1.6

‖gj‖ρ ! sup
k

(pk‖ψ(hk(paϕ)k−j)‖ρ) ! pf+1 sup
k

(‖hk(paϕ)k−j‖ρ1/p)

! pf+1 sup
k

(‖hk‖ρ1/p) .

On a en fait trouvé l’inégalité plus précise suivante

sup
j

(pnj‖gj‖ρn) ! p sup
k

(p(n+1)k‖hk‖ρn+1)

avec ρn = ρ1/pn

. Aussi, est-il raisonnable de donner à ‖logk x‖ρn une valeur équiva-
lente à pnk lorsque n varie. Ceci justifie la définition qui suit : pour g ∈ B[log x],
g =

∑
j gj logj x, on pose

‖g‖(n) = sup
j

(pnj‖gj‖ρn)(1.2.1)

avec ρn = p−1/(p−1)pn
. Si g ∈ B, ‖g‖(n) est simplement ‖g‖ρn . Le lemme 1.2.5 et sa

démonstration impliquent alors que

‖ψ(h)‖(n) ! ‖ψ(h)‖(n+1) pour h ∈ B−[log x](1.2.2)

‖ψ(h)‖(n) ! p‖ψ(h)‖(n+1) pour h ∈ B[log x](1.2.3)

ce qui est l’analogue des formules du lemme 1.1.6.

1.2.6. Un élément h de B est dit d’ordre ! u− (resp. ! u) si p−nu‖h‖ρ1/pn tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n→∞ ; h =

∑r
k=0 hk logk x ∈ B[log x] est dit d’ordre ! u−

(resp. ! u) si hk est d’ordre ! (u − k)− (resp. ! u− k) pour tout k. Autrement dit,
h ∈ B[log x] est d’ordre ! u− (resp. ! u) si et seulement si p−nu‖h‖(n) tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n→ ∞. On note o(h) la borne inférieure des u tels que H
soit d’ordre ! u (ou ! u−).
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1.2. L’ANNEAU B[log x]. 17

Plus généralement, si D est un ϕ-module de dimension finie munie d’une norme, un
élément H de B⊗D est dit d’ordre ! u− (resp. ! u) si p−nu‖(1⊗ϕ)−nH‖(n) tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n→∞ et qu’un élément H =

∑r
k=0 Hk logk x ∈ B[log x]⊗D

est d’ordre ! u− (resp. ! u) si p−nu‖(1 ⊗ ϕ)−nH‖(n) tend vers 0 (resp. est bornée)
lorsque n→∞, c’est-à-dire si et seulement si Hk est d’ordre ! (u−k)− (resp. ! u−k)
pour tout k. On appelle ordre de H , et on note oϕ(H), la borne inférieure des u tels
que H soit d’ordre ! u (on parlera quelquefois de ϕ-ordre).

Nous utiliserons les ‖·‖ρ pour montrer la convergence de suites d’éléments de
B[log x] et les ‖·‖(n) pour calculer leur ordre qui mesure leur croissance au bord.

1.2.7. On note N l’unique dérivation de B[log x] sur B telle que N log x = 1. On a
Nϕ = pϕN , Nτ = τN pour tout τ ∈ G∞, car Naϕ = 0 et Naτ = 0. L’opérateur N
est continu sur B[log x].

1.2.8. On note D la dérivation sur B donnée par D(f) = (1 + x)f ′(x). On note
encore D la dérivation de B[log x] prolongeant D et telle que

D(log x) =
x + 1

x
= 1 +

1
x
∈ x−1Zp[[x]] ⊂ B .

1.2.9. Lemme. — L’opérateur D de B[log x] est surjectif et de noyau Qp.

Démonstration. — Soit
∑r

j=0 fj logj x un élément du noyau de D. Comme log x n’est
pas algébrique sur B, on a nécessairement les relations (avec fr+1 = 0)

D(fj) + (j + 1)
x + 1

x
fj+1 = 0 .

Pour j = r, on obtient que fr est une constante λ. Pour r > 0, on a alors
D(fr−1) = −λr(x + 1/x). Comme (x + 1)/x n’est pas la dérivée d’un élément de
B, cela implique que λ = 0. Donc r = 0 et le noyau de D est Qp. Montrons la
surjectivité de D. Comme D diffère de la dérivation usuelle par multiplication par
une unité de Zp[[x]], il suffit de montrer que tout élément de B[log x] est intégrable.
On commence par les xr logs x pour s " 0. On a la formule

∫
xr logs x =

xr+1

(r + 1)s+1

s∑

j=0

(−1)s−j s!
j!

(r + 1)j logj x

pour r += −1 et ∫
x−1 logs x =

logs+1 x

s + 1
.

On en déduit qu’il existe un élément Fr,s de xr+1Qp[log x] tel que F ′
r,s = xr logs x et

les coefficients ar+1,k(Fr,s) de xr+1 logk x pour k ! s + 1 vérifient

|ar+1,k(Fr+1,s)| !
{
|r + 1|−(s+1−k) si r += −1
|s + 1|−1 si r = −1 et k = s + 1.
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18 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Si maintenant f =
( ∑

r br(f)xr
)
logs x est un élément de H[ρ,ρ′] logs x pour

0 ! ρ < ρ′ ! 1, formellement F =
∑

r br(f)Fr,s vérifie F ′ = f . Vérifions que F

appartient à B[log x]. Si ar,k(F ) est le coefficient de xr logk x dans F pour r ∈ Z et
0 ! k ! s + 1, on a pour ρ < ρ′′ < ρ′ et pour r += 0,

|ar,k(F )|ρ′′r ! |br−1(f)|ρ′′r/|r|s+1−k !






|br−1(f)|ρr · (ρ/ρ′′)−r

|r|s+1−k
si r ! 0

|br−1(f)|ρ′r · (ρ′′/ρ′)r

|r|s+1−k
si r " 0

Comme limr→−∞|br−1(f)|ρr = 0, que limr→+∞|br−1(f)|ρ′r = 0 et que si 0 ! α < 1,
limn→+∞ αn/|n|s+1−k = 0 (la série

∑
n xn/ns+1−k converge pour |x| < 1), on en

déduit que
lim

r→±∞
|ar,k(F )|ρ′′r = 0

et donc que F est un élément de H]ρ,ρ′[[log x] et donc un élément de B′[log x]. Montrons
qu’il appartient aussi à B[log x], s’il en est de même de f .

Pour r < 0, on a avec ρn = ρ′′1/pn

,

|ar,k(F )|ρr
n ! |ar,k(F )|ρ′′r

ce qui est borné et dès que h > 0, on a

lim
n→∞

|pnhar,k(F )|ρr
n = 0 .

Pour r " 0, on a

|ar,k(F )|ρr
n ! |br−1(f)|ρr

n+1
(ρn/ρn+1)r

|r|s+1−k

et pour r < 0,

|ar,k(F )|ρr
n ! |br−1(f)|ρr

n−1
(ρn/ρn−1)r

|r|s+1−k

Soit Mn = supr((ρn/ρn+1)r/|r|s+1−k) pour r " 0 et Mn = supr((ρn/ρn−1)r/|r|s+1−k)
pour r < 0. Par des arguments classiques, le maximum est atteint pour un entier
r0 = pt0 avec n + A ! t0 < n + 1 + A et

A =
log

(
(s + 1− k)/(p− 1)

)

log p

une constante indépendante de n. On en déduit que

Mn ! Bpn(s+1−k)

avec B indépendant de n. Ainsi,

|ar,k(F )|ρr
n ! B|br−1(f)|ρr−1

n+1p
n(s+1−k) .

On en déduit que si f appartient à B[logx], il en est de même de F et on a même
o(F ) ! o(f) + 1.
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1.2.10. Corollaire. — L’opérateur Dk de B[log x] est surjectif. Son noyau est le
Qp-espace vectoriel engendré par les logr(1 + x) pour 0 ! r < k et est donc contenu
dans H.

1.2.11. Lemme. — Le noyau de ϕ − pr sur B[log x] est égal à 0 si r < 0 et à
Qp logr(1 + x) si r " 0.

Démonstration. — Le fait que le noyau de ϕ − pr sur B− soit nul pour tout entier
r ∈ Z se déduit de ce que ϕ(1/xn) = 1/xpn+(1/xpn+1)Zp[[1/x]]. Comme ϕ laisse stable
B− et B+ = H, on en déduit que le noyau de ϕ− pr sur B est égal au noyau de ϕ− pr

sur H et il est bien connu que ce dernier est Qp logr(1+x) [19, 2.2]. Passons à B[log x].
Soit F =

∑s
j=0 Fj logj x avec les Fj dans B, Fs += 0 et s > 0. Si ϕ(F ) = prF , on a

psϕ(Fs) = prFs car ϕ(log x)−p log x appartient à B. On en déduit que ϕ(Fs) = pr−sFs

avec Fs ∈ B. Si r < s, Fs = 0 ; donc F = 0. En particulier si r ! 0 et ϕ(F ) = prF ,
F est nul. Si r > 0, en appliquant l’opérateur de dérivation Dr, on en déduit que
Dr(F ) est nul. En appliquant le corollaire 1.2.10, F =

∑r
i=0 ai logi(1 + x) ∈ H et on

en déduit le lemme.

1.3. Structure de G∞-modules

Posons α = p−1ϕ log x et αγ = (γ − 1)α pour γ ∈ Γ.

1.3.1. Proposition. — Il existe une unique structure naturelle de H(G∞)-module
sur B[log x] prolongeant l’action de G∞. De plus, on a pour λ ∈ H(Γ) et f ∈ B[log x]
de degré r,

‖λ · f‖ρ ! C(ρ, r)‖λ‖ρp−1‖f‖ρ

avec C(ρ, r) = sup0"k"r(‖αγ‖k
ρρ

−k(p−1)).

Commençons par quelques lemmes.

1.3.2. Lemme. — Pour γ ∈ Γ avec ord(χ(γ)− 1) = m " 1 et ρ > ρm−1, pour n et k
des entiers positifs,

‖(γ − 1)n(αk)‖ρ ! ρ(pm−1) sup(n−k,0)‖αγ‖k
ρ .

Démonstration. — Prenons d’abord k = 1. Alors, (γ − 1)(α) = αγ . Comme
αγ ∈ H ⊂ B, on a d’après (1.1.1) (démonstration de la proposition 1.1.7)

‖(γ − 1)n(α)‖ρ = ‖(γ − 1)n−1αγ‖ρ ! ρ(pm−1)(n−1)‖αγ‖ρ .
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20 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

D’où la majoration désirée de ‖(γ − 1)n(α)‖ρ. Supposons le lemme pour les entiers
j ! k. On a alors

(γ − 1)n(αk+1) = (γ − 1)n−1(γαk+1 − αk+1)

= (γ − 1)n−1
( k∑

j=0

(
k + 1

j

)
αk+1−j
γ αj

)
.

Or

(1.3.1) (γ − 1)s(fg) =
s∑

i=0

(
s

i

)
γs−i(γ − 1)i(f)(γ − 1)s−i(g)

On a donc

(γ−1)n(αk+1) =
k∑

j=0

n−1∑

i=0

(
k + 1

j

)(
n− 1

i

)
(γ−1)i(γn−1−i(αk+1−j

γ )(γ−1)n−i−1(αj) .

D’où la majoration

‖(γ − 1)n(αk+1)‖ρ ! sup
0"j"k,0"i"n−1

ρi(pm−1)‖αγ‖k+1−j
ρ ‖(γ − 1)n−i−1(αj)‖ρ .

En utilisant l’hypothèse de récurrence,

ρi(pm−1)‖αγ‖k−j
ρ ‖(γ − 1)n−i−1(αj)‖ρ !

{
ρ(n−j−1)(pm−1)‖αγ‖k+1

ρ si n− i− 1 " j

ρi(pm−1)‖αγ‖k+1
ρ si n− i− 1 < j .

Donc,
ρi(pm−1)‖αγ‖k−j

ρ ‖(γ − 1)n−i−1(αj)‖ρ ! ρsup(i,n−1−j)‖αγ‖k+1
ρ

Comme j ! k et i " 0, n− 1− j " n− 1− k et sup(i, n− 1− j) ! sup(n− k − 1, 0).
Finalement,

‖(γ − 1)n(αk+1)‖ρ ! ρsup(n−k−1,0)(pm−1)‖αγ‖k+1
ρ .

1.3.3. Lemme. — On a pour g ∈ H[η,1[ et ρ > sup(η, ρm−1)

‖(γ − 1)n(gαk)‖ρ ! ‖g‖ρ‖αγ‖k
ρρ

(pm−1) sup(n−k,0) .

Démonstration. — On applique l’identité (1.3.1) à f = αk et l’équation (1.1.1) (dé-
monstration de la proposition 1.1.7) :

‖(γ − 1)n(gαk)‖ρ ! sup
0"i"n

ρ(pm−1)(sup(i−k,0)+n−i)‖αγ‖k
ρ‖g‖ρ .

Or

sup
0"i"n

ρ(pm−1) sup(n−k,n−i) = ρ(pm−1) inf0!i!n sup(n−k,n−i)

= ρ(pm−1) sup(0,n−k) .

D’où le lemme.
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Démonstration de la proposition 1.3.1. — La convergence de λ · f pour λ ∈ H(Γ)
et f ∈ B[logx] se déduit du lemme précédent. On a de plus pour g ∈ B et
λ =

∑
n an(γ − 1)n

‖λ · (gαk)‖ρ ! ‖aγ‖k
ρ‖g‖ρ sup

n
|an|ρ(p−1)(n−inf(k,n))

! ‖aγ‖k
ρ‖g‖ρ‖λ‖ρp−1ρ−(p−1)k .

D’où, pour g ∈ B[log x] de degré r

‖λ · g‖ρ ! C(ρ, r)‖λ‖ρp−1‖f‖ρ .

Il reste à vérifier que λ · f appartient bien à B[log x] (et pas seulement à B′[log x]).
Pour cela, il suffit d’appliquer les définitions et de remarquer que les pnrC(ρ1/pn

, r)
sont bornés car o(aγ) = 1.

1.3.4. Proposition. — L’anneau B[log x]ψ=0 est muni d’une structure de B(G∞)-
module libre. Il admet comme base les (1 + x)p−iϕ logi x.

En particulier, si τ ∈ G∞ n’est pas de torsion, τ − 1 est inversible sur B[log x]ψ=0.

Démonstration. — Par le théorème 1.1.8, si τ ∈ Γ n’est pas l’identité, τ−1 est injectif
sur Bψ=0. Il est aussi injectif sur B[log x]ψ=0 : en effet si f appartient au noyau, comme
(τ−1) logk x est de degré < k, le coefficient de plus haut degré de f (comme polynôme
en log x) est dans le noyau de τ − 1 et est donc nul. Montrons ensuite par récurrence
sur le degré que τ−1 est surjective sur B[log x]ψ=0 pour τ ∈ Γ. Soit m = ord(χ(τ)−1).
Posons toujours α = p−1ϕ log x. L’hypothèse de récurrence étant que les éléments de
B[log x]ψ=0 de degré < k sont dans l’image de τ − 1, il suffit de montrer que les fkαk

avec fk ∈ Bψ=0 sont dans l’image de τ − 1. Cherchons G ∈ B[log x]ψ=0 tel que

(τ − 1)G = fkα
k

sous la forme G = gkαk +G1 avec gk ∈ Bψ=0 et G1 de degré k−1 ; l’équation devient

fkα
k = (τ − 1)(gk)αk + τ(gk)(τ − 1)αk + (τ − 1)G1 .

Comme (τ − 1)αk est de degré < k, elle est équivalente à

(τ − 1)gk = fk

(τ − 1)G1 = −τ(gk)(τ − 1)αk .

En appliquant l’hypothèse de récurrence, on en déduit que ces équations en gk et G1

ont une solution.
Calculons ‖(τ − 1)−n(F )‖ρ pour F de degré k : montrons par récurrence que

pour n " 0

‖(τ − 1)−n(F )‖ρ ! ρ−npm

ρc(k)pm

sup(1, ‖ατ‖ρ)c(k)‖F‖ρ(1.3.2)
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22 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

avec c(k) un entier ne dépendant que de k. La démonstration est analogue au calcul
de ‖(τ − 1)n(F )‖ρ. Pour k = 0, il s’agit de montrer que

‖(τ − 1)−n(F )‖ρ ! ρ−npm

‖F‖ρ ,

ce qui est démontré dans l’appendice (on a donc c(0) = 0). Supposons-le vrai pour k.
Il suffit de prendre F = fk+1αk+1. Si G = (τ − 1)−nF = gk+1αk+1 + G1 avec G1 de
degré ! k, on a

(τ − 1)n(gk+1) = fk+1 .

Donc
‖gk+1‖ρ ! ρ−npm

‖fk+1‖ρ = ρ−npm

‖f‖ρ .

De plus

(τ − 1)n(G1) = −
n−1∑

i=0

(
n

i

)
τn−i(τ − 1)igk+1(τ − 1)n−i(αk+1) .

Si Fk est le second membre, on a

‖Fk‖ρ ! sup
0"i"n−1

ρipm

‖gk+1‖ρρsup(0,n−i−k−1)pm

‖ατ‖k+1
ρ

! sup
0"i"n−1

ρsup(i,n−k−1)pm

‖ατ‖k+1
ρ ‖gk+1‖ρ

! ρ(n−k−1)pm

‖ατ‖k+1
ρ ‖gk+1‖ρ

! ρ−(k+1)pm

‖ατ‖k+1
ρ ‖F‖ρ

en supposant que n > k. Donc,

‖Gk‖ρ ! ρ−npm

ρ−c(k)pm

sup(1, ‖ατ‖ρ)c(k)‖Fk‖ρ
! ρ−npm

ρ−(c(k)+k+1)pm

sup(1, ‖ατ‖ρ)c(k)+k+1‖F‖ρ .

Comme ρ−(c(k)+k+1)pm
sup(1, ‖ατ‖ρ)c(k)+k+1 est supérieur à 1, on en déduit que

‖g‖ρ ! ρ−npm

ρ−c(k+1)pm

sup(1, ‖ατ‖ρ)c(k+1)‖F‖ρ

avec c(k + 1) = c(k) + k + 1, c’est-à-dire que c(k) = k(k + 1)/2.
On déduit facilement de l’inégalité 1.3.2 que l’action de G∞ sur B[log x]ψ=0 se

prolonge à B(G∞).

1.3.5. Exemple : Polylogarithmes. — On peut lire ici la première partie de
l’appendice A. Donnons juste les notations suivantes qui en sont tirées. Posons

L0(x) =
x + 1

x
, L1(x) = log x .

Il existe une unique suite (Lk)k∈Z d’éléments de B[logx] telle que

D(Lk) = Lk−1 , ψ(Lk) = p−kLk .
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Pour k " 1,

NLk(x) =
logk−1(1 + x)

(k − 1)!
et

Lk(x) −
( logk−1(1 + x)

(k − 1)!
)
log x

est un élément de H.
Enfin, pour k ∈ Z, L

(p)
k

déf= (1 − p−kϕ)Lk appartient à Bψ=0
− et vaut 0 en ∞.

Plus précisément, L
(p)
k est défini pour |x| > p−1/(p−1). Enfin, L

(p)
0 est un avatar de la

fonction de Kubota-Leopoldt.
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CHAPITRE 2

MODULES D’IWASAWA
ASSOCIÉS À UN (ϕ, N)-MODULE

2.1. (ϕ, N)-modules

On appelle (ϕ, N)-module un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni de
deux opérateurs ϕ et N vérifiant Nϕ = pϕN . Soit un (ϕ, N)-module D. On a sur
B[log x]⊗D diverses opérations : action de G∞, action de Φ = ϕ ⊗ ϕ, action de
N = 1 ⊗ N + N ⊗ 1. On note Qp[k] le (ϕ, N)-module Qp avec ϕ = pk, N = 0 et
D[k] = D ⊗ Qp[k]. On note ek la base 1 de Qp[k] mais nous identifierons la plupart
du temps D[k] et D.

2.2. Étude de la dérivation

Soit D un (ϕ, N)-module de dimension finie. On pose

Dgros
∞ (D) = (B[log x]ψ=0 ⊗D)N=0 .

2.2.1. Proposition. — Le B(G∞)-module Dgros
∞ (D) est un B(G∞)-module libre de

type fini de rang égal à dimQp D.

Pour la démonstration, introduisons pour α ∈ B[log x] l’homomorphisme de Qp-
espaces vectoriels

Eα : B ⊗D → B[log x]⊗D
défini par

Eα(f) = exp(−α · N)(f) =
∞∑

k=0

(−1)k

k!
Nk(f)αk .

2.2.2. Lemme. — Si Nα = 1, Eα est à valeurs dans (B[log x]⊗D)N=0 et

Eα(f) ≡ f mod B[logx]⊗ND .



26 CHAPITRE 2. MODULES D’IWASAWA ASSOCIÉS À UN (ϕ, N)-MODULE

L’application réciproque est donnée par ∆α(f) = exp(α·(1⊗N))(f). Lorsque Nf = 0,
∆α(f) est aussi le terme constant de f dans son développement comme polynôme
en α :

f =
∑

k!0

(−1)k

k!
Nk(∆α(f))αk .

La démonstration est facile : par exemple,

N(Eα(f)) = −N(α)(1 ⊗N) exp(−α(1 ⊗N))(f) + exp(−α(1⊗N))((1 ⊗N)f) = 0 .

Prenons maintenant α = p−1ϕ log x. Si d est un élément de D, Eα((1 + x)d)
est alors un élément de Dgros

∞ (D). Il est clair que l’image de D par l’application
d &→ Eα((1 + x)d) engendre un B(G∞)-module de rang d = dimQp D. Bien que Eα
ne soit pas un isomorphisme de G∞-modules, par récurrence sur le degré de nilpo-
tence de D, on vérifie que

Dgros
∞ (D) = B(G∞)Eα((1 + x)D)

et que si (di) est une base de D (par exemple adaptée à la filtration par les sous-espaces
N rD), les Eα((1 + x)di) forment une base de Dgros

∞ (D).

2.2.3. La dérivation D induit un opérateur D de G∞-modules de Dgros
∞ (D) sur

Dgros
∞ (D[1])(1).

Proposition. — L’homomorphisme

D : Dgros
∞ (D) −→ Dgros

∞ (D[1])(1)

est un isomorphisme de G∞-modules.

Démonstration. — Si f ∈ Dgros
∞ (D) vérifie D(f) = 0, on a f ∈ D. La condition

ψ(f) = 0 implique la nullité de f . Soit f ∈ Dgros
∞ (D[1]). D’après le lemme 1.2.9, il

existe F ∈ B[log x] ⊗ D tel que D(F ) = f . Les conditions ψ(f) = 0 et Nf = 0
impliquent que µ = ψ(F ) et λ = N(F ) appartiennent à D. Comme ψ(µ) = µ, on peut
remplacer F par F −µ et on a alors ψ(F ) = 0. La relation ψN = pNψ implique alors
que ψ(λ) = 0 et donc que λ = 0. Donc F ∈ Dgros

∞ (D).

2.2.4. On pose
D̃∞(D) = (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ .

La dérivation D induit un opérateur

D : D̃∞(D[−1])(−1) −→ D̃∞(D) .

Notons δ0 : D → D×D et δ1 : D ×D → D les applications définies par

δ0(ν) = (Nν, (1− ϕ)ν)

δ1(λ, µ) = Nµ− (1− pϕ)λ .
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Soit C·(D) le complexe de longueur 2 :

0 −→ D δ0−→ D ×D δ1−→ D −→ 0 .

On a

H0(C·(D)) = Dϕ=1,N=0

H1(C·(D)) = {(λ, µ) ∈ D ×D tel que Nµ = (1− pϕ)λ}/δ0(D)

H2(C·(D)) = D/(N, 1− pϕ)D .

On pose C(D) = H1(C·(D)). Il est facile de vérifier que C(D) fait partie d’une suite
exacte

(2.2.1)
0 −→ DN=0/(1− ϕ)DN=0 −→ C(D) −→ (D/ND)ϕ=p−1 −→ 0

µ &−→ (0, µ)
(λ, µ) &−→ λ .

2.2.5. Lemme. — Soit k un entier positif. On a une suite exacte de G∞-modules

0 −→ ⊕−k"i<0H
0(C·(D[i])(i) −→ D̃∞(D[−k])(−k)

Dk

−−→ D̃∞(D) −→ ⊕−k"i<0H
1(C·(D[i]))(i) .

En particulier, pour r 3 0 ou r 4 0, D est un G∞-isomorphisme de D̃∞(D[r]) dans
D̃∞(D[r + 1])(1).

Ainsi pour k = 1, on obtient la suite exacte :

0 −→ DN=0,ϕ=p(−1) −→ D̃∞(D[−1])(−1) D−→ D̃∞(D) −→ C(D[−1])(−1) .

L’application D̃∞(D) −→ ⊕−k"i<0C(D[i])(i) est décrite dans la démonstration.

Démonstration. — Si Dk(f) est nul, f =
∑

0"j<k(aj−k/j!) logj(1 + x). La condition
ψ(f) = p−k(1 ⊗ ϕ)f signifie alors que

∑

0"j<k

(p−j − p−kϕ)aj−k
logj(1 + x)

j!
= 0

et donc que ϕaj−k = pk−jaj−k. Comme Nf = 0, les aj−k sont dans le noyau de N .
Donc ai ∈ DN=0,ϕ=p−i

pour k ! i < 0. Comme G∞ agit sur logj(1 + x) par χj , le
noyau de Dk est bien isomorphe à

⊕−k"i<0DN=0,ϕ=p−i

(i) = ⊕−k"i<0H
0(C·(D[i])(i) .

Soit maintenant h ∈ (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ et H un élément de B[log x]⊗D tel
que Dk(H) = h (son existence a été montrée dans le lemme 1.2.9). Les images par
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Dk de N(H) et (ψ − p−k(1⊗ ϕ))H sont nulles et donc





N(H) =
∑

j<k

λj−k
logj(1 + x)

j!
déf= Λ

(ψ − p−k(1⊗ ϕ))H =
∑

j<k

p−jµj−k
logj(1 + x)

j!
= ψ(M)

avec M =
∑

j<k µj−k

(
logj(1 + x)/j!

)
. La relation

(pN ⊗ 1 + 1⊗N)(ψ − p−k(1⊗ ϕ))

= (ψ − p−k+1(1⊗ ϕ))N ⊗ 1 + (ψ − p−k+1(1⊗ ϕ))1 ⊗N

= (ψ − p−k+1(1⊗ ϕ))(N ⊗ 1 + 1⊗ pN)

= (ψ − p−k+1(1⊗ ϕ))N

implique que
Nψ(M) = (ψ − p−k+1(1⊗ ϕ))Λ

(N ⊗ 1 est nul sur Λ et M). On en déduit que

NM = (1− p−k+1Φ)Λ

car ψ est un isomorphisme sur les éléments de
∑

i logi(1 + x)D. Sur les coefficients,
cette équation se traduit par les relations

Nµj−k = (1− p−k+j+1ϕ)λj−k .

Si l’on change H en H +
∑

j<k νj−klogj(1 + x)/j! (ce qui ne change par Dk(H)), λj−k

est changé en λj−k + Nνj−k et µj−k en µj−k + (1 − p−k+jϕ)νj−k. De manière plus
concise, Λ est changé en Λ + NN et M en M + (1−Φ)N . Ainsi, la classe de (λi, µi)
est bien définie dans C(D[i]). On définit alors l’application

R̃(k) = (R̃(k)
i )−k"i<0 : D̃∞(D) −→ ⊕−k"i<0C(D[i])

par
R̃(k)

i (h) = la classe de (λi, µi) dans C(D[i]).

Il est maintenant clair que h appartient à l’image par Dk de (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ

si et seulement si R̃(k)(h) = 0. Il est facile de voir que l’action de G∞ est donnée
par χi.

2.3. Quelques G∞-modules

2.3.1. Définition. — On définit 1) D∞,g(D) comme le sous-module des éléments g
de Dgros

∞ (D) tels qu’il existe r ∈ Z pour lequel l’équation (1− prΦ)G = Dr(g) ait une
solution dans (B[log x]⊗D)N=0,ψ=pr(1⊗ϕ) ;
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2) D∞,f (D) comme le sous-module des éléments g de D∞,g(D) tels qu’il existe une
famille (Gk)k∈Z avec Gk ∈ (B[log x] ⊗D)N=0 pour tout k ∈ Z, D(Gk) = Gk+1 et un
entier r ∈ Z tel que (1− prΦ)Gr = Dr(g) ;
3) D∞,e(D) comme le sous-module des éléments g de D∞,g(D) tels que l’équation
(1 − pkΦ)G = Dk(g) ait une solution dans (B[log x] ⊗ D)N=0,ψ=pk(1⊗ϕ) pour tout
k ∈ Z ;
4) D∞,h(D) comme le sous-module des éléments g de D∞,g(D) tels qu’il existe une
famille (Gk)k∈Z avec Gk ∈ (B[log x] ⊗ D)ψ=pk(1⊗ϕ) pour tout k ∈ Z, D(Gk) = Gk+1

et un entier r ∈ Z tel que (1− prΦ)Gr = Dr(g).

Il est facile de voir que si g ∈ D∞,e(D), il existe une famille de solutions Gk de
l’équation (1− pkΦ)Gk = Dk(g) telles que D(Gk) = Gk+1. Ainsi, on peut aussi défi-
nir D∞,e(D) comme le sous-module des éléments g de D∞,g(D) tels qu’il existe une
famille (Gk)k∈Z avec Gk ∈ (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ pour tout k ∈ Z, D(Gk) = Gk+1

et un entier r ∈ Z tel que (1 − prΦ)Gr = Dr(g). Il est alors automatique que
(1− pkΦ)Gk = Dk(g) pour tout k ∈ Z (on le fait par récurrence descendante, comme
(1 − pkΦ)Gk − Dk(g) est dans le noyau de ψ et de dérivée nulle par hypothèse de
récurrence, il est nul).

Les D∞,∗(D) pour ∗ ∈ {e, f, g} sont des H(G∞)-modules et on a

D∞,e(D) ⊂ D∞,f (D) ⊂ D∞,g(D) ⊂ Dgros
∞ (D) ,

D∞,e(D) ⊂ D∞,h(D) ⊂ D∞,g(D) .

Les définitions sont fonctorielles en D et « invariantes par twist » : la dérivation
induit un isomorphisme de H(G∞)-modules de

D : D∞,∗(D)
∼=−→ D∞,∗(D[1])(1) .

Si r est suffisamment grand pour que D soit une bijection de D̃∞(D[s]) dans
D̃∞(D[s + 1]) pour s " r et pour s ! −r, alors

D∞,e(D) = Dr(1− p−rΦ)D̃∞(D[−r]) ,

D∞,g(D) = D−r(1− prΦ)D̃∞(D[r]) .

2.3.2. Construisons une application

RD : D∞,g(D) −→ ⊕j∈ZC(D[j])(j)

de la manière suivante. Soit g ∈ D∞,g(D). Pour s assez grand, l’équation

(1 − psΦ)Gs = Ds(g)

a une solution Gs appartenant à (B[log x] ⊗ D)ψ=ps(1⊗ϕ),N=0. Notons (Gk)k∈Z une
famille d’éléments Gk de B[log x]⊗D vérifiant D(Gk) = Gk+1 avec pour Gs la solution
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précédente. Posons G = G0 et abusivement D−k(G) = Gk. Alors,

ND−r(G) =
∑

j!0

λj−r
logj(1 + x)

j!

∑

j!−r

λj
logj+r(1 + x)

(j + r)!

(ψ − 1⊗ p−rϕ)D−r(G) =
∑

0"j

µj−r
p−j logj(1 + x)

j!
= p−r

∑

j!−r

µj
p−j logj+r(1 + x)

(j + r)!

avec les λj et µj presque tous nuls. On a Nµj = (1 − p−j+1ϕ)λj . On définit RD(g)
comme la famille (finie) des classes des couples (λj , µj) dans C(D[j])(j). Les D−r(G)
ne sont pas définis de manière unique mais l’image de g dans C(D[j])(j) ne dépend
pas des choix (nous le démontrerons un peu plus loin, §2.3.2). Notons RD le composé
de RD avec la projection sur ⊕i∈Z(D/ND)ϕ=p−i−1

(i) :

RD : D∞,g(D) −→ ⊕i∈Z(D/ND)ϕ=p−i−1
(i) .

On peut récrire ce qui précède de la manière suivante. Soit

U(D) = ⊕j∈ZD[j](j) = ⊕Dtj

où tj est une base du j-ième facteur. On pose ϕtj = pjtj , ψ(tj) = p−jtj ,
τ(tj) = χj(τ)tj , D(tj) = tj+1. Pour k ∈ Z, on note Dk : U(D) → B l’applica-
tion définie par

Dk
(∑

j

bjtj

)
=

∑

j!k

bj
logj−k(1 + x)

(j − k)!
.

On vérifie aisément que tous les opérateurs que l’on a nommé D sont compatibles et
que l’abus de notation ne porte pas à conséquence : Dk+1 = Dk ◦ D. De plus, Dk

est compatible avec les opérateurs ϕ et ψ et l’action de G∞ : Dk ◦ ϕ = pkϕ ◦ Dk,
Dk ◦ ψ = p−kψ ◦ Dk, Dk ◦ τ = χk(τ)τ ◦ Dk. Ainsi, si (1 − psΦ)Gs = Ds(g) a une
solution Gs appartenant à (B[log x] ⊗ D)ψ=ps(1⊗ϕ),N=0 et si (Gk)k∈Z est une famille
d’éléments Gk de B[log x]⊗D vérifiant D(Gk) = Gk+1, il existe M et Λ appartenant
à U(D) tels que

NGk = Dk(Λ)

(ψ − 1⊗ ϕ)Gk = ψ(Dk(M))

et si g = (1− Φ)G0 −D0(M), on a Dk(g) = (1 − Φ)Gk −Dk(M) pour tout k ∈ Z.
On considère alors le complexe C·

∞(D) de longueur 2 :

0 −→ U(D) δ0−→ U(D) × U(D) δ1−→ U(D) −→ 0

avec

δ0(ν) = (Nν, (1− Φ)ν)

δ1(Λ, M) = NM− (1− pΦ)Λ .
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Posons C∞(D) = H1(C·
∞(D)) :

C∞(D) = ⊕i∈ZC(D[i])(i) .

On a la suite exacte naturelle

0 −→ U(D)N=0/(1− Φ)U(D)N=0 −→ C∞(D) −→ (U(D)/NU(D))Φ=p−1
−→ 0 .

On peut réinterpréter l’application

RD : D∞,g(D) −→ ⊕i∈ZC(D[i])(i)

comme une application (notée de la même manière)

RD : D∞,g(D) −→ C∞(D) .

Posons aussi U0(D) = ⊕j!0D logj(1+x) et C∞,!0(D) le sous-module de C∞(D) formé
des éléments provenant de U0(D) :

C∞,!0(D) ∼= ⊕i!0C(D[i])(i) .

Nous devons quand même vérifier que RD ne dépend pas du choix des Dr(G), ce qui
se déduit du lemme suivant.

2.3.3. Lemme. — Le noyau de Φ− 1 sur B[log x]⊗D est égal à

⊕j!0Dϕ=p−j

logj(1 + x) ⊂ U0(D) .

D’autre part, l’intersection de (1−Φ)B[log x]⊗D et de U0(D) est égale à (1−Φ)U0(D) ;
en particulier, toutes les solutions de l’équation (1−Φ)X = u avec u ∈ U0(D) appar-
tiennent à U0(D).

Démonstration. — Montrons que si G ∈ B[log x]⊗D vérifie Φ(G) = G, pour k assez
grand, Dk(G) = 0. En effet, H = Dk(G) vérifie H = pkΦ(H). Le coefficient H0 de
plus haut degré r " 0 en log x de H vérifie alors

H0 = pk+rΦ(H0)

et donc
H0 = p(k+r)nΦn(H0) .

On en déduit que pour ρ > p−1/(p−1) tel que H0 ∈ H[ρ,1[, on a

‖H0‖ρ1/pn ! ‖pn(k+r)(1⊗ ϕ)nH0‖ρ .

Donc, pour k tel que ‖pkϕ‖D < 1, la limite de ‖H0‖ρ1/pn lorsque n→∞ est nulle. On
en déduit la nullité de H0 et celle de H (comme ϕ conserve H et B−, on peut séparer
le cas où H0 appartient à B− et le cas où il appartient à H).

Donc G =
∑

0"j<k aj logj(1 + x). La condition Φ(G) = G implique alors
que ϕaj = p−jaj .

Montrons maintenant que l’intersection de (1−Φ)B[log x]⊗D et de U0(D) est égale
à (1 − Φ)U0(D). Soit G ∈ B[log x]⊗ D vérifiant l’équation (1− Φ)G = u ∈ U0(D). Il
existe un entier r tel que Dr(u) = 0. On a alors (1 − prΦ)Dr(G) = 0. On déduit de
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la première partie du lemme appliqué à D[r] que Dr(G) ∈ H ⊗D. Donc G ∈ H⊗D.
On a alors pour tout entier r l’équation (1− prϕ)(Dr(G)(0)) = Dr(u)(0). Comme

u =
∑

r

Dr(u)(0)
logr(1 + x)

r!
, v =

∑

r

Dr(G)(0)
logr(1 + x)

r!

est une solution de l’équation (1− Φ)v = u. Toutes les solutions appartiennent donc
à U0(D).

2.3.4. Proposition. — Les suites suivantes de G∞-modules sont exactes :

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,g(D) RD−−→ C∞(D) ,

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) RD−−→ (U(D)/NU(D)Φ=p−1
,

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D) RD−−→ U(D)N=0/(1− Φ)U(D)N=0 .

Démonstration. — Faisons par exemple la première. Soit g ∈ D∞,g(D) tel que
RD(g) = 0. Il existe un entier s et un choix des Gr = Dr(G) tel que

Gr ∈ (B[log x]⊗D)N=0,ψ=pr(1⊗ϕ)

pour r > s. Comme RD,s(g) = 0, λs = Nνs, µs = (1 − psϕ)νs avec νs ∈ D. Alors,
G̃s = Gs − νs appartient à B[log x] ⊗ D)ψ=ps(1⊗ϕ),N=0 et vérifie D(Gs) = Gs+1,
(1− Φ)Gs = Ds(gs). La réciproque est facile.

2.4. Exemple : N = 0

Nous allons étudier le cas particulier où D est un ϕ-module avec action triviale
de N et faire le lien avec des espaces introduits dans des articles antérieurs. Il est
démontré dans [19] la suite exacte
(2.4.1)

0 −→ (1− Φ)(H⊗D)ψ=1⊗ϕ −→ Hψ=0 ⊗D
(∆i)i"0−−−−−→ ⊕

i!0
(D/(1− piϕ)D)(i) −→ 0 .

L’application ∆i : Hψ=0 ⊗ D → (D/(1 − piϕ)D)(i) (avec un petit changement de
notations) est donnée par

∆i(f) ≡ Di(f)(0) mod (1 − piϕ)D

et a un sens pour i < 0 car la dérivation est un isomorphisme sur Hψ=0.

2.4.1. Proposition. — Soit D un ϕ-module de dimension finie.
1) D∞,g(D) est contenu dans B ⊗ D et si g ∈ D∞,g(D), on a

g ≡
∑

i

RD,i(g)L(p)
−i mod Hψ=0 ⊗D .

avec L
(p)
−i = Di(L(p)

0 ).
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2) On a

D∞,f (D) = Hψ=0 ⊗D

et l’application RD cöıncide sur D∞,f (D) avec ∆ = ⊕i∈Z∆i.
3) En particulier, D∞,e(D) est égal au noyau de ∆.

Ici, RD,i est bien sûr la i-ième composante de RD :

RD,i : D∞,g(D) −→ Dϕ=p−i−1
(i) .

Ainsi, D∞,f (D) est un H(G∞)-module libre de type fini de rang dimQp D. Il en est
de même de D∞,e(D) car en fait, D∞,e(D) est obtenu comme le tensorisé avec H(G∞)
du Qp ⊗ Zp[[G∞]]-module noyau de

∆ : Zp[[x]]ψ=0 ⊗D → ⊕i(D/(1 − piϕ)D)(i) .

Nous montrons la proposition précédente jusqu’à la fin du paragraphe 2.4. Com-
mençons par le cas particulier D = Q[s].

2.4.2. Lemme. — Si s est un entier négatif, le noyau de ψ − ps dans B est contenu
dans H. Si s est un entier positif, le noyau de ψ−ps dans B est contenu dans x−s−1H,
son intersection avec B− est un Qp-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
Ds(x−1) et on a la suite exacte de G∞-modules

0 −→ Hψ=ps

−→ Bψ=ps

−→ Qp(−s− 1) −→ 0 .

Démonstration. — Comme ψ conserve H et B−, il suffit de calculer le noyau de ψ−ps

sur B−. Soit F ∈ B− tel que ψ(F ) = psF . Fixons un réel ρ tel que F ∈ H[ρ,∞].
Supposons d’abord s < 0. On a alors

p−s‖F‖ρ = ‖ψ(F )‖ρ ! ‖F‖ρ ,

ce qui implique la nullité de F . Supposons maintenant s " 0. Prenons s = 0 et
ψ(F ) = F avec F =

∑
r>0 arx−r ∈ H[ρ,∞)

0 . Comme ψ(1/x) = 1/x, on peut supposer
en ajoutant à F un multiple de 1/x que a1 = 0. Si F est non nul, on peut supposer que
tous les coefficients de F ne sont pas divisibles par p. Soit alors r0 le plus grand entier
tel que ar0 n’est pas divisible par p. Comme ψ(1/xr0)− pr0−1/xr0 ∈ (1/xr0−1)Zp[[x]],
on a

ψ(F )− F = ar0

pr0−1 − 1
xr0

+ ph +
∑

k<r0

br

xr

avec h ∈ Zp[[1/x]]. Comme ar0 est une unité, on en déduit que r0 = 1, ce qui est
contradictoire. Donc F est un multiple de x−1. Passons à s > 0 et soit F ∈ B− tel
que ψ(F ) = psF . Remarquons que l’équation ψ(F ) = psF implique que F ∈ H[ρ,1)

pour un réel ρ < p−1/(p−1) : en effet, si F ∈ H[η,1) avec η > p−1/(p−1), ψ(F ) et donc
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F appartiennent à H[ηp,1). En recommençant, on obtient un η < p−1/(p−1). D’autre
part, on a

ψ(F logs(1 + x)) = p−sψ(Fϕ logs(1 + x)) = p−sψ(F ) logs(1 + x)

= F logs(1 + x)

Ainsi, G = F logs(1 + x) est de la forme x−1U avec U ∈ H. En multipliant par x on
en déduit que

x logs(1 + x)F = U .

Cela implique que U(ζn − 1) est nul pour n " 1 et donc que U est divisible par
log(1+x)/x. En itérant, on en déduit que U est divisible par (log(1+x)/x)s dans H,
d’où xs+1F ∈ H. Ce qui donne la première partie du lemme. Il est clair qu’alors l’inter-
section du noyau de ψ−ps avec B− est un Qp-espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trons qu’il est de dimension 1. Les Dj(x−1) forment une base des polynômes en x−1.
On peut donc écrire : F =

∑r
j=0 ajDj(x−1). Comme ψ(Dj(x−1)) = pjDj(x−1), on dé-

duit de l’équation ψ(F ) = psF que aj est nul sauf pour j = s. Ainsi, B− ∩ ker(ψ − ps)
est le Qp-espace vectoriel engendré par Ds(x−1).

Démontrons la compatibilité de la suite exacte avec l’action de G∞. On a pour
τ ∈ G∞,

τ(Ds(x−1)) = χ(τ)−sDs(τ(x−1)) .

Donc
(χ(τ)s+1τ − 1)Ds(x−1) = Ds

( χ(τ)
(1 + x)χ(τ) − 1

− 1
x

)
∈ Zp[[x]] .

Donc la suite exacte de la proposition n’est pas scindée en tant que suite exacte de
G∞-modules et l’action de G∞ sur le quotient est donnée par χ−s−1.

2.4.3. Proposition. — Soit D un ϕ-module. Il existe un entier r " 0 tel que
(B ⊗D)ψ=1⊗ϕ soit contenu dans x−rH⊗D et on a une suite exacte de G∞-modules

0 −→ (H⊗D)ψ=1⊗ϕ −→ (B ⊗D)ψ=1⊗ϕ −→ ⊕j<0Dϕ=p−j−1
(j) −→ 0 .(2.4.2)

L’application ∂̃j : (B⊗D)ψ=1⊗ϕ → Dϕ=p−j−1
(j) est définie de la manière suivante :

si G ∈ (B ⊗D)ψ=1⊗ϕ, il existe des éléments uniques ai de D pour i " 0, presque tous
nuls, tels que

G−
∑

i!1

a−iD
i−1(1/x) ∈ H⊗D ;

La condition ψ(G) = (1 ⊗ ϕ)G implique que a−i ∈ Dϕ=pi−1
et on pose ∂̃j(G) = aj

pour j < 0. On a ainsi

G−
∑

j<0

∂̃j(G)D−j−1(1/x) ∈ (H⊗D)ψ=1⊗ϕ ,

ou encore
G−

∑

j<0

∂̃j(G)D−j(log x) ∈ (H⊗D)ψ=1⊗ϕ .
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Démonstration. — La démonstration suit celle du cas particulier où D = Qp[s]. Soit
D[n/q] une composante isotypique du ϕ-module D avec q et n des entiers premiers
entre eux et q > 0 : il existe un sous-Zp-module M de D[q/n] de rang maximal et
tel que p−nϕq soit un automorphisme u. Si F ∈ H[ρ,∞)

0 ⊗M tel que F ne soit pas
divisible par p, il existe un entier r tel que

F − pF1 +
Ar

xr
∈ 1

xr−1
Zp[x]⊗M

avec F1 ∈ H[ρ,∞)
0 ⊗M , Ar ∈M − pM . Si ψ(F ) = (1⊗ ϕ)F , on a aussi

ψq(F ) = (1⊗ ϕq)F = pn(1⊗ u)F

et on en déduit que

(pn(1⊗ u)− pq(r−1))Ar ∈ pM

Lorsque n < 0, comme Ar n’est pas divisible par p et que F ∈ B−⊗D, on obtient une
contradiction donc F = 0 ou appartient à H⊗D. Lorsque n = 0 et q = 1, cela implique
que r = 1 et F − (1/x)δ0(F ) ∈ H ⊗ D. Lorsque n > 0, on procède comme dans la
démonstration du lemme 2.4.2. En multipliant par logs(1 + x) pour s assez grand, on
en déduit que F ∈ x−s−1H. On termine comme dans le lemme précédent.

2.4.4. Remarques. — Si ‖ϕ−1‖ < 1, on a Dϕ=ps
= 0 pour tout entier s " 0 et donc

(B ⊗D)ψ=1⊗ϕ = (H⊗D)ψ=1⊗ϕ.

Si g ∈ (1 − Φ)(B ⊗D)ψ=1⊗ϕ, définissons ∂j(g) par la condition

g −
∑

j<0

∂j(g)D−j−1(L(p)
0 ) ∈ Hψ=0 ⊗D .

On a donc ∂j((1 − Φ)G) = ∂̃j(G). Comme le noyau de Φ− pk sur (B ⊗D)ψ=1⊗ϕ est
contenu dans (H⊗D)ψ=1⊗ϕ, on déduit de la suite exacte (2.4.2) la suite exacte

(2.4.3) 0 −→ (1− Φ)(H⊗D)ψ=1⊗ϕ −→ (1− Φ)(B ⊗D)ψ=1⊗ϕ

(∂j)−−→ ⊕
j<0

Dϕ=p−j−1
(j) −→ 0

Montrons maintenant la proposition 2.4.1. On a pour r assez grand,

D∞,g(D) = D−r(1 − prΦ)(B ⊗D)ψ=1⊗prϕ .

Pour simplifier, supposons que r = 0 (ce qui revient à tordre D, les définitions sont
de toute façon faites pour être invariantes par twist). Montrons que ∂j cöıncide avec
l’application RD,j. Soit G ∈ (B ⊗D)ψ=1⊗ϕ et g = (1− Φ)G. On a

G−
∑

j<0

∂̃j(G)D−j−1(1/x) ∈ H ⊗D
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avec ∂̃j(G) ∈ Dϕ=p−j−1
. Comme D est surjectif sur H et que l’image réciproque de H

est contenue dans H, on a

D−k(G) ≡
∑

j<0

∂̃j(G)D−j−k−1(1/x) mod H⊗D .

Pour j < 0, on prend Dj(1/x) = L−j et on a

NDj(1/x) =
log−j−1(1 + x)

(−j − 1)!
.

Donc

ND−k(G) =
∑

j<0

∂̃j(G)
logk+j(1 + x)

(k + j)!

=
∑

0"i<k

∂̃i−k(G)
logi(1 + x)

i!
.

Donc RD,i(g) = ∂̃i(G) = ∂i(g). Cela démontre la première assertion de la proposi-
tion 2.4.1. On en déduit que le noyau de RD est Hψ=0 ⊗ D. Comme c’est aussi par
définition D∞,f (D), on obtient que

D∞,f (D) = Hψ=0 ⊗D .

Montrons maintenant que les applications ∆i : Hψ=0⊗D → D/(1−piϕ)D cöıncident
avec la restriction de RD,i à D∞,f (D). On a pour r assez grand

D∞,e(D) = D−r(1− p−rΦ)(B ⊗D)ψ=1⊗p−rϕ .

Supposons de nouveau que r = 0 (attention on ne tord pas dans la même direction).
Soit g ∈ Hψ=0 ⊗D : g = (1− Φ)G avec G ∈ (H⊗D)ψ=1⊗ϕ et

D−k(g)−
∑

i!0

RD,i−k(g)
logi(1 + x)

i!
∈ (1 − p−kΦ)(H⊗D) .

En appliquant Di et en prenant la valeur en 0,

Di(D−k(g))(0) ≡ RD,i−k(g) mod (1 − pi−kϕ)D .

Donc,

RD,i−k(g) ≡ ∆i(D−k(g)) mod (1− pi−kϕ)D

≡ ∆i−k(g) mod (1− pi−kϕ)D .

On en déduit que le noyau de ∆ est exactement D∞,e(D). La proposition 2.4.1 est
montrée.

On pose

D2
∞,g(D) = H2(C·(U(D)) = U(D)/(1 − pΦ, N)U(D) .

= ⊕i∈ZH2(C·(D[i]))(i) = ⊕i∈Z(D/(1− pi+1ϕ)D)(i) .
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La proposition suivante est maintenant claire :

2.4.5. Proposition. — Soit D un ϕ-module de dimension finie.
1) Les suites de H(G∞)-modules

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) −→ ⊕j∈ZDϕ=pj

(−j − 1) −→ 0

et
0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D) −→ ⊕i∈Z(D/(1− piϕ)D)(i) −→ 0

sont exactes.
2) Si 0 → D1 → D → D2 → 0 est une suite exacte de ϕ-modules, on a les suites
naturelles exactes de H(G∞)-modules

0 −→ D∞,f (D1) −→ D∞,f (D) −→ D∞,f (D2) −→ 0

et

0 −→ D∞,g(D1) −→ D∞,g(D) −→ D∞,g(D2)

−→ D2
∞,g(D1) −→ D2

∞,g(D) −→ D2
∞,g(D2) −→ 0 .

Si de plus 0→ Dϕ=pj

1 → Dϕ=pj → Dϕ=pj

2 → 0 est exacte pour tout entier j ∈ Z (on
dira que l’extension est e pour tout j ∈ Z), la suite naturelle

0 −→ D∞,e(D1) −→ D∞,e(D) −→ D∞,e(D2) −→ 0

est exacte.

2.4.6. Remarques. — Le scindage D∞,g(D) → ⊕j∈ZDϕ=pj
(−j − 1) explicité au

cours de la démonstration
(ai)i∈Z &−→

∑

i∈Z

aiL
(p)
−i

est l’unique scindage à valeurs dans Bψ=0
− ⊗ D ∩ D∞,g(D). En effet, D∞,f (D) est

contenu dans Hψ=0⊗D. Autrement dit, c’est l’unique scindage qui s’étend de manière
analytique à |x| > p−1/(p−1) (cf. appendice A). Il a été utilisé dans le cas particulier
du carré symétrique d’une représentation p-adique de dimension 2 dans [24]. Une fois
le lien avec la cohomologie galoisienne faite, ce scindage peut être vu comme un moyen
de constructions de « points géométriques » dans la cohomologie galoisienne.

2.5. Exemples de dimension ! 2.

2.5.1. Prenons D = Qp. Il est facile de construire un élément de D∞,g(Qp) qui n’est
pas dans D∞,e(Qp) : il s’agit simplement de

L
(p)
0 =

1
x
− 1

(1 + x)p − 1
= (1 − ϕ)

1
x

.
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Comme x−1 est un élément de (B ⊗ D)ψ=1⊗ϕ = Bψ=1, L
(p)
0 appartient à D∞,g(Qp).

Par contre, il n’appartient pas à D∞,e(Qp), ni même à D∞,f (Qp), car

D−k(L(p)
0 ) = L

(p)
k = (1− p−kϕ)(Lk)

mais Lk n’appartient pas à B[log x]N=0.

2.5.2. Prenons D de dimension 2 de base (e, e1) avec e1 = Ne, ϕe = e. On a donc
ϕNe = p−1Ne et N2e = 0. Si k est un entier positif, soit

Lk = LkNe−NLke = LkNe− 1
(k − 1)!

logk−1(1 + x)e .

On a 




(1− p−k+1Φ)Lk = L
(p)
k Ne ∈ (Bψ=0 ⊗D)N=0

Lk ∈ (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗p1−kϕ

D(Lk) = Lk−1 .

On en déduit que

L
(p)
1 Ne = (1− p−1ϕ) log x · Ne = aϕ · Ne

est un élément de D∞,e(D). Mais il n’appartient pas à D∞,e(D1) où D1 est le sous-
(ϕ, N)-module de D engendré par Ne d’après le paragraphe précédent.

Montrons maintenant qu’il existe un élément de D∞,g(D) de la forme (1 − Φ)M
avec

M =
1
x

e−
( log x

x
+ V0

)
Ne ∈ (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ

vérifiant RD,−1(M) ≡ e mod ND. La condition NM = 0 est équivalente à ce que V0

appartienne à B. La condition ψ(M) = (1⊗ ϕ)M se traduit par l’équation

(ψ − p−1)V0 = −(ψ − p−1)
( log x

x

)

= −ψ
(p−1ϕ log x− aϕ

x

)
+ p−1 log x

x

= ψ
(aϕ

x

)
∈ B− .

Comme ‖ψ(g)‖ρ ! ‖g‖ρ pour g ∈ H[ρ,∞], la série
∑∞

n=0 pnψn(g) converge dans B−
pour un tel g et en particulier pour g = ψ(aϕ/x). D’où l’existence de V0. Soit M−1

tel que D(M−1) = M. Il est facile de voir que

M1 = (log x− log(x + 1))e mod B[log x]⊗ND .

et donc que N(M1) ≡ e mod B[log x]⊗ND. Par définition de RD,−1, on a donc

RD,−1((1 − Φ)M) ≡ e mod ND .

On en déduit que l’application

D∞,g(D) −→ (D/ND)ϕ=1(−1)
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est surjective. Comme (D/ND)ϕ=pi
est nul pour tout i += 0, on en déduit la suite

exacte

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D)
RD,−1−−−−→ (D/ND)ϕ=1(−1) −→ 0

||
Qp(−1)

D’autre part, DN=0/(1 − pjϕ)DN=0 est non nul si et seulement si j = 1 et est alors
égal à QpNe. D’où la suite exacte

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D)
RD,1−−−→ (DN=0/(1− pϕ)DN=0)(1) −→ 0

||
Qp(1)

Par exemple, (1 + x)Ne est un élément de D∞,f (DN=0) ⊂ D∞,f (DN=0) tel que
RD,1((1 + x)Ne) = Ne. Les éléments (1 + x)Ne et m = (1 − Φ)M (resp. L

(p)
1 Ne

et m) forment un système libre de D∞,g(D) sur H(G∞). En effet,

m ≡ L
(p)
0 e mod B[log x]Ne

et il n’existe pas de f ∈ H(G∞) tel que f ·L(p)
0 = 0. Par contre, (1 + x)Ne et L

(p)
1 Ne

sont liés car (χ(γ)γ − 1)L(p)
1 ∈ Zp[[G∞]] · (1 + x) pour γ un générateur topologique

de Γ.
Nous allons généraliser ces calculs dans le paragraphe suivant.
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CHAPITRE 3

CONSTRUCTION D’ÉLÉMENTS DE D (D)

Le but de ce paragraphe est de construire des éléments de D∞,∗(D) pour
∗ ∈ {e, f, g} à partir d’éléments de D∞,∗(D) où D est le ϕ-module D muni de l’opé-
rateur de monodromie nul. Bien que le cas de la construction d’éléments de D∞,g(D)
contienne le cas de la construction d’éléments de D∞,e(D), nous avons préféré traiter
indépendamment le cas plus simple, celui étant suffisant pour les (ϕ, N)-modules tels
que ϕ n’a pas de valeurs propres du type pj avec j entier.

Nous utiliserons les théorèmes de ce paragraphe essentiellement de deux manières
différentes. Ils nous serviront d’une part dans §4.2 pour démontrer que les modules
D∞,∗(D) sont de rang optimal et pour construire des éléments de D1

∞,g(D) qui ne
sont pas dans D∞,f (D) (proposition 4.1.1). Ainsi, la construction de l’exponentielle
faite dans le §5 permet d’obtenir « beaucoup de systèmes compatibles de points dans
la cohomologie galoisienne ». Le cas plus technique où ϕ admet une valeur propre qui
est une puissance de p est donc important car il permet d’exhiber des éléments « g »
qui ne sont pas « f », le cas le plus simple étant celui du (ϕ, N)-module trivial de
dimension 1 et de la fonction de Kubota-Leopoldt.

D’autre part, ils nous permettront dans §5.1 d’associer naturellement à un élément
g de D∞,g(D) un élément LD(g) de B

+ GK∞
st ⊗ D et de généraliser des résultats de

Coleman et Colmez [6].

3.1. Construction d’éléments de B[log x]

Dans la suite ρ est un réel vérifiant p−1/(p−1) < ρ < 1.

3.1.1. Lemme. — Si k est un entier positif, la suite pnkψn(logk x) converge dans
B[log x] vers un élément de B−[log x] que l’on note Θk. On a

ψ(Θk) = p−kΘk , NΘk = kΘk−1
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et Θk − logk x est un polynôme en log x de degré ! k − 2. Enfin, les Θk peuvent être
caractérisés comme l’unique suite d’éléments de B−[log x] tels que ψ(Θk) = p−kΘk,
NΘk = kΘk−1, Θ1 = log x.

Ainsi, si Θ =
∑∞

k=0((−1)k/k!)Θk · (1 ⊗N)k vu comme opérateur de B[log x] ⊗ D
avec D un (ϕ, N)-module, la suite

ψn
(
exp(−pn log x · (1⊗N))

)

converge vers Θ et NΘ = 0, ψ(Θ) · (1 ⊗ ϕ) = (1⊗ ϕ)Θ. Nous posons

Θ(p)
k = (1− p−kϕ)Θk .

C’est un élément de B−[log x]ψ=0 qui est de degré ! k − 1 en log x. On a

Θ(p)
1 = aϕ = L

(p)
1 .

Démonstration. — Montrons que pnkψn
(
logk x

)
a une limite Θk dans B[log x] lorsque

n→∞. On a

εn
déf= p(n+1)kψn+1

(
logk x

)
− pnkψn

(
logk x

)

= pnkψn
(
pkψ

(
logk x

)
− logk x

)
.

Or

pkψ
(
logk x

)
− logk x =

k−1∑

j=0

pk−j

(
k

j

)
ψ

(
ak−j
ϕ

)
logj x

est de degré ! k − 1 en log x (et même de degré ! k − 2 car ψ(aϕ) = 0) et
appartient à H[ρ,∞)

0 [log x] avec ρ > p−1/(p−1). On en déduit que εn appartient à
pnkp−n(k−1)H[ρ,∞)

0 [log x] (lemme 1.2.5), que la suite εn tend vers 0 et que la suite
pnkψn(logk x) a une limite qui appartient à B−[log x]. De plus le coefficient de logk−1 x
étant toujours nul, Θk − logk x est de degré ! k − 2 en log x. Calculons NΘ avec
Θ =

∑∞
k=0((−1)k/k!)Θk(1⊗N)k et avec N = N ⊗ 1 + 1⊗N . On a

ψ ◦N ⊗ 1 = pN ⊗ 1 ◦ ψ .

Donc,

Nψk
(
exp(−pk log x ˙(1⊗N))

)
= p−kψk

(
(N ⊗ 1) exp(−pk log x(1⊗N))

)

+ ψk(1 ⊗N) exp(−pk log x(1 ⊗N))

= p−kψk
(
− pk(1⊗N) exp(−pk log x(1⊗N))

)

+ ψk
(
exp(−pk log x(1⊗N))(1 ⊗N)

)

= 0 .
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On en déduit que NΘ = 0. Enfin, on a

(1⊗ ϕ)Θ = lim(1 ⊗ ϕ)ψn
(
exp(−pn log x(1 ⊗N))

)

= limψn(exp(−pn−1 log x(1 ⊗N)))(1 ⊗ ϕ)

= ψ(Θ)(1 ⊗ ϕ) .

Pour k = 1, Θ1 = log x car ψ(log x) = p−1 log x. Montrons par récurrence l’unicité
des Θk vérifiant les propriétés énoncées. Il s’agit en fait de montrer que si f est un
élément de B−[log x] tel que ψ(f) = p−kf et Nf = 0 avec k > 0, f est nulle. La
nullité de Nf signifie que f ∈ B− et on utilise alors le lemme 2.4.2.

On déduit de
log2 x = p−2ϕ log2 x− 2p−1aϕϕ log x + a2

ϕ

que

ψ
(
log2 x− p−2ϕ log2 x

)
= ψ(2p−1aϕϕ log x− a2

ϕ)

= 2p−1ψ(aϕ) log x− ψ(a2
ϕ)

= −ψ(a2
ϕ) .

Ainsi, en rappelant que aϕ a été noté aussi L
(pt)
1

Θ2 = log2 x +
∞∑

n=0

ψn
(
L

(p)
1

2)

= L2
1 +

∞∑

n=0

ψn
(
L

(p)
1

2)
.

On a alors
1
2
D(Θ2) = L0L1 +

∞∑

n=0

ψn
(
L

(p)
0 L

(p)
1

)
.

3.2. Construction d’éléments de D∞,e(D)

On note D le ϕ-module D avec opérateur de monodromie N nul. On pose

Θ =
∞∑

k=0

(−1)k

k!
Θk(1 ⊗N)k

T =
∞∑

k=0

1
k!
Θk(1⊗N)k.

Si G ∈ (B⊗D)ψ=1⊗ϕ, Θ(G) est un élément de (B[log x]⊗D)N=0 mais n’est plus dans
le noyau de ψ − 1 ⊗ ϕ. Pour obtenir un élément de (B[log x] ⊗ D)N=0,ψ=1⊗ϕ, il ne
reste plus qu’à appliquer limk→∞(1⊗ ϕ)−kψk si cela converge.
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3.2.1. Théorème
1) Soit G un élément de (H⊗D)ψ=1⊗ϕ tel que (1−Φ)G soit d’ordre ! 0−. Alors, la
suite (1⊗ ϕ)−kψk(Θ(G)) converge dans B[log x] vers un élément

ÑD(G) ∈ D̃∞(D) = (B[log x]⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ

tel que (1− Φ)ÑD(G) soit d’ordre ! 0− et tel que

ÑD(G) ≡ G mod B[log x]⊗ND .

De plus, ÑD(G) est l’unique élément de D̃∞(D) tel que ÑD(G) − ΘG soit d’ordre
! (−1)−. Enfin, ÑD est une bijection de l’ensemble des éléments G de (H⊗D)ψ=1⊗ϕ

tels que (1−Φ)G soit d’ordre ! 0− sur l’ensemble des éléments G de D̃∞(D) tels que
(1− Φ)G soit d’ordre ! 0−.
2) Soit G ∈ (B[log x] ⊗D)N=0,ψ=1⊗ϕ et tel que (1 − Φ)G soit d’ordre ! 0−. La suite
(1⊗ϕ)−nψn(T (G)) converge dans B⊗D vers un élément M̃D(G) de (H⊗D)ψ=1⊗ϕ

tel que (1 − Φ)M̃D(G) soit d’ordre ! 0−. De plus, M̃D(G) est l’unique élément de
(B ⊗D)ψ=1⊗ϕ tel que G−ΘM̃D(G) soit d’ordre ! (−1)−.

3.2.2. Remarques
1) Soit G un élément de B ⊗D. Si tk est une famille d’éléments de B[log x] vérifiant
Ntk = ktk−1,

∞∑

j=0

(−1)j

j!
tj(1⊗N)jG

est un élément de (B[log x]⊗D)N=0. Le premier choix possible est tk = logk x. Mais le
comportement relativement à l’opérateur ψ est compliqué. Nous l’avions utilisé dans
une première rédaction. L’équation fonctionnelle ψ(Θk) = p−kΘk rend les calculs plus
aisés si tk = Θk. Comme Θk − logk x est de degré ! k− 1 par rapport à log x, les Θk

forment une base de B[log x] sur B.
2) Lorsque NG = 0, on a ÑD(G) = G. Supposons que N = 0 sur D. Les éléments de
D∞(D) d’ordre ! 0− sont dans ce cas contenus dans Hψ=0 ⊗D car

‖(1⊗ ϕ)−nd⊗Di(aϕ)‖ρn " C‖p−inDi(aϕ)‖1 = pin‖Di(aϕ)‖1 .

Ainsi, les éléments de (B⊗D)ψ=1⊗ϕ tels que (1−Φ)G soit d’ordre ! 0− appartiennent
nécessairement à H⊗D (voir aussi lemme 3.3.6).
3) Si ‖ϕ−1‖ < 1, tout élément de Zp[[x]]⊗D est d’ordre ! 0−.
4) Supposons D est de dimension 2 : D = Ke1 ⊕ Ke2 avec ϕe1 = p−k−1e1,
ϕe2 = p−ke2, Ne2 = e1, Ne1 = 0. Calculons les conditions imposées sur g =
g1e1 + g2e2 avec (1− Φ)G = g. On a

(1 ⊗ ϕ)−n(g) = p(k+1)ng1e1 + pkng2e2 .

La condition est donc que ‖p(k+1)ng1‖ρ1/pn et ‖pkng2‖ρ1/pn tendent vers 0 lorsque
n→∞. Donc, g est d’ordre 0− si et seulement si g1 est o

(
logk+1(1 + x)

)
et si g2 est
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un o
(
logk(1 + x)

)
. Pour que g2 soit non nul, il est nécessaire que k > 0. Il s’agit de

limitations sévères que l’on peut toujours contourner en tordant D.

Démonstration. — Posons g = (1− Φ)G. Montrons que si

Uk = (1 ⊗ ϕ)−kψk(Θ(G)) ,

Uk+1 − Uk tend vers 0 lorsque k →∞. On a

Uk+1 − Uk = (1 ⊗ ϕ)−kψk((1⊗ ϕ)−1ψ − 1)Θ(G) .

Or

Θ(G) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(Θ(p)

j + p−jϕΘj)(1⊗N)jG

ψ(Θ(G)) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(
ψ(Θ(p)

j (1⊗N)jG) + p−jΘj(1⊗N)jψ(G)
)

.

En remplaçant G par g + Φ(G) et en utilisant le fait que ψ(Θ(p)
j ) = 0, on obtient

ψ(Θ(G)) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(
ψ(Θ(p)

j (1 ⊗N)jg) + p−jΘj(1⊗N)j(1 ⊗ ϕ)G
)

= ψ
( ∞∑

j=0

(−1)j

j!
Θ(p)

j (1 ⊗N)jg
)

+ (1 ⊗ ϕ)Θ(G) .

Donc,

Uk+1 − Uk = (1 ⊗ ϕ)−kψk(Θ(p)(g))

avec

Θ(p)(g) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
Θ(p)

j (1⊗N)jg .

Montrons que
Vk = pkj(1⊗ ϕ)−kψk(gΘ(p)

j )

tend vers 0 lorsque k → ∞. Comme Θ(p)
j est un polynôme en log x de degré ! j − 1

à coefficients dans H[ρ,∞)
0 , on a grâce au lemme 1.2.5 pour p−1/(p−1) ! ρ < 1 et en

posant ρk = ρ1/pk
:

‖pkj(1⊗ ϕ)−kψk(gΘ(p)
j )‖ρ ! pjk‖pkj(1 ⊗ ϕ)−kgΘ(p)

j ‖ρk

! ‖(1⊗ ϕ)−kg‖ρk‖Θ
(p)
j ‖ρ .

Comme g est d’ordre ! 0−, ‖(1⊗ϕ)−kg‖ρk tend vers 0 lorsque k →∞. On en déduit
que Uk+1−Uk tend vers 0 dans B[log x]⊗D et donc que la suite Uk a une limite que
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l’on note ÑD(G). Il est clair que ψ(ÑD(G)) = (1⊗ϕ)ÑD(G). Comme Θ(p)
0 = 0 et que

Uk+1 − Uk appartient à B[log x]⊗ND pour k " 0,

ÑD(G) ≡ U0 mod B[log x]⊗ND
≡ G mod B[log x]⊗ND .

Calculons NUk :

NUk = p−k(1 ⊗ ϕ)−kψk(N(Θ(G)) = 0 .

Donc NÑD(G) = 0. Montrons que (1−Φ)ÑD(G) est d’ordre ! 0−. Montrons d’abord
que Uk+1 − Uk est d’ordre ! (−1)− c’est-à-dire que

sup
k
‖pnjp−n(1 ⊗ ϕ)−nVk‖(n)

tend vers 0 lorsque n→∞. Or

‖pnjp−n(1⊗ ϕ)−nVk‖(n) ! ‖p−n+(n+k)j(1⊗ ϕ)−k−nψk(gΘ(p)
j )‖(n)

! pkj‖p−n+(n+k)j(1⊗ ϕ)−k−ngΘ(p)
j ‖(n+k)

! Cjp
kj‖p−n+(n+k)j(1⊗ ϕ)−k−ng‖(n+k)

avec Cj = ‖Θ(p)
j ‖ρ

! Cj‖pn(j−1)(1⊗ ϕ)−k−ng‖(n+k)

= Cj‖pn(j−1)(1⊗ ϕ)−k−ng‖ρn+k .

Pour j " 1, ce qu’on peut supposer car Θ0 = 0, n(j − 1) " 0. Comme g est
d’ordre ! 0−, supk‖pnjp−n(1⊗ ϕ)−nVk‖(n) tend vers 0 lorsque n→∞.

Ainsi, ÑD(G) − Θ(G) est d’ordre ! (−1)−. Pour montrer que (1 − Φ)ÑD(G) est
d’ordre ! 0−, il suffit donc de montrer qu’il en est de même de (1 − Φ)Θ(G). Or

(1− Φ)(Θ(G)) = Θ(1− Φ)G + (1− ϕ)(Θ)Φ(G)

= Θ(g) + (1 − ϕ)(Θ)Φ(G) .

Posons Θ(n) =
∑

k((−1)k/k!)pnkΘk(1⊗N)k. On a

An
déf= ‖(1⊗ ϕ)−n(1− ϕ)(Θ)(Φ(G))‖(n)

= ‖(1− ϕ)(Θ(n))(1⊗ ϕ)−n(Φ(G))‖(n)

! C‖(1− ϕ)Θ(n)‖(n);

la dernière inégalité vient de ce que si h = (1 − Φ)H est d’ordre ! 0−, H est
d’ordre ! 0 : en effet, on tire de H = Φ(H) + h que

‖(1⊗ ϕ)−nH‖ρn ! sup(‖(1⊗ ϕ)−n+1H‖ρn−1, ‖(1⊗ ϕ)−nh‖ρn) ;

comme ‖(1⊗ ϕ)−nh‖ρn tend vers 0, la suite ‖(1⊗ ϕ)−nH‖ρn est bornée. Comme Θk

appartient à H[ρ,∞)
0 [log x], ‖pnkΘk‖ρ ! p−nk, et la limite de Θ(n) lorsque n→∞
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est Θ0 = 1. Donc (1 − ϕ)Θ(n) tend vers 0 lorsque n → ∞. On en déduit que
limn→∞ An = 0. D’autre part,

Bn
déf= ‖(1⊗ ϕ)−nΘ(g)‖(n) = ‖Θ(n)((1 ⊗ ϕ)−ng)‖(n) .

Comme ‖pknΘ(n)
k ‖ρ ! p−nk, Bn tend vers 0 lorsque n → ∞. Cela démontre que

(1− Φ)ÑD(G) est d’ordre ! 0−.
Finalement, montrons la propriété d’unicité de ÑD(G). Il s’agit de montrer qu’il

n’existe pas de H ∈ B[log x]⊗D tel que ψ(H) = (1⊗ϕ)H et qui soit d’ordre ! (−1)−.
On écrit H dans la base des p−kϕΘk :

H =
r∑

k=0

Hkp−kϕΘk

avec Hr += 0. L’équation ψ(H) = (1 ⊗ ϕ)H implique que
∑

k

p−kψ(Hk)Θk =
∑

k

p−k(1⊗ ϕ)HkϕΘk

=
∑

k

(1⊗ ϕ))Hk(Θk −Θ(p)
k ) .

Comme Θ(p)
k est un polynôme de degré ! k − 1 en log x, on en déduit que

ψ(Hr) = pr(1 ⊗ ϕ)Hr .

D’où,

‖Hr‖ρ ! ‖p−rn(1⊗ ϕ)−nψn(Hr)‖ρ ! pn‖p−rn(1⊗ ϕ)−nHr‖ρn

! ‖p−(r+1)n(1⊗ ϕ)−nHr‖ρn

ce qui tend vers 0 puisque Hr est d’ordre ! (−1 − r)− par hypothèse. Donc Hr est
nul ainsi que H .

3.3. Construction d’éléments de D∞,g(D)

3.3.1. Posons U0(D) = ⊕j!0D logj(1 + x) = D0U(D) (voir 2.3.2). Rappelons que

Θ =
∑

j

(−1)j

j!
Θj(1⊗N)j .

Posons ∫
Θ(H) =

∑

i!1

(−1)i−1

i!
Θi(1⊗N)i−1H .

3.3.2. Théorème. — Soit G un élément de B ⊗D tel que

(ψ − 1⊗ ϕ)G = ψ(M)
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avec M ∈ U0(D) et soit Λ un élément de U0(D) tel que (1−pΦ)Λ = NM. On suppose
que g = (1− Φ)G−M est d’ordre ! 0−. Alors, la suite

(1⊗ ϕ)−kψk(Θ(G))−
k∑

r=1

(1⊗ ϕ)−rψt(M) + (1⊗ ϕ)−kψk
(∫

Θ(Λ)
)

converge dans B[log x]⊗D vers un élément ÑD(G,Λ) ∈ B[log x]⊗D tel que

(ψ − 1⊗ ϕ)ÑD(G,Λ) = ψ(M)(3.3.1)

NÑD(G,Λ) = Λ(3.3.2)

ÑD(G,Λ) ≡ G + log x · Λ mod B[log x]⊗ND(3.3.3)

et tel que (1− Φ)ÑD(G,Λ)−M soit d’ordre ! 0−.

Donnons la valeur de ÑD dans quelques cas particuliers.
1) Lorsque N = 0 sur D, on a ÑD(G,Λ) = G + Λ · log x. En effet, dans ce cas
Θ(G) = G.
2) Prenons G = 0 ; dans ce cas Λ vérifie Φ(Λ) = p−1Λ. On a alors ÑD(0,Λ) =

∫
Θ(Λ).

3) Prenons G = U ∈ U0(D) ; M vaut alors (1 − Φ)U . L’élément Λ doit vérifier
(1− pΦ)Λ = NM = (1− pΦ)NU . On a donc Λ = NU + Λ0 avec Φ(Λ0) = p−1Λ0.
Alors,

ÑD(U,Λ) = ÑD(U, NU) + ÑD(0,Λ0)

= U +
∫
Θ(Λ0) = Θ(U) +

∫
Θ(Λ) .

Ces formules se démontrent facilement à l’aide du formulaire du lemme 3.3.7.

3.3.3. Théorème (suite). — ÑD est un isomorphisme de l’espace vectoriel des
couples (G,Λ) avec G ∈ B ⊗D, Λ ∈ U0(D) vérifiant les conditions

(H)






(ψ − 1⊗ ϕ)G = ψ(M) avec M ∈ U0(D),
(1 − pΦ)Λ = NM ,

(1 − Φ)G−M est d’ordre ! 0−

sur l’espace vectoriel des G ∈ B[log x]⊗D vérifiant

(K)






(ψ − 1⊗ ϕ)G = ψ(M) avec M ∈ U0(D),
NG ∈ U0(D) ,

(1 − Φ)G−M est d’ordre ! 0−.

Nous noterons M(G) (resp. Λ(G)) l’élément de U0(D) caractérisé par

ψ(M(G)) = (ψ − 1⊗ ϕ)G (resp. NG = Λ(G) ).
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Pour démontrer la bijectivité, nous construirons une application analogue dans
l’autre sens, qui, bien que n’étant pas l’inverse de ÑD en général, permettra de montrer
la bijectivité de celle-ci.

Soit E0(D) l’espace vectoriel des G ∈ B ⊗ D tels que (ψ − 1 ⊗ ϕ)G = ψ(M) avec
M ∈ U0(D). Considérons le complexe C·

!0(B ⊗D)

U0(D) −→ E0(D)× U0(D) −→ U0(D)
U &−→ (U, NU)

(G,Λ) −→ NM(G)− (1− pΦ)Λ

et C!0(B ⊗ D) l’image de son premier groupe de cohomologie par l’application
(G,Λ) &→ (1 − Φ)G−M(G). On vérifie facilement que l’on a on a une suite exacte
naturelle

0 −→ D∞,f (D) −→ C!0(B ⊗D) −→ (U0(D)/NU0(D))Φ=p−1
−→ 0 .

Notons C!0(B⊗D)(0) (resp. D∞,g(D)(0)) le sous-Qp-espace vectoriel de C!0(B ⊗D)
(resp. de D∞,g(D)) des classes des (G,Λ) tels que (1−Φ)G−M(G) soit d’ordre ! 0−

(resp. des éléments g d’ordre ! 0−). Alors, le composé de ÑD avec

G &−→ (1 − Φ)G−M(G)

induit une application linéaire que l’on note ND de C!0(B ⊗D)(0) dans D∞,g(D)(0) :

ND(G,Λ) = (1 − Φ)ÑD(G,Λ)−M(G) .

Si D∞,g(D)(0)!0 désigne le sous-module de D∞,g(D)(0) formé des éléments g tels que
RD(g) ∈ C∞,!0(D), on obtient la suite suivante du théorème :

3.3.4. Théorème (suite). — ND est une bijection de C!0(B ⊗ D) sur D∞,g(D)(0)!0

et on a

ND(G,Λ) ≡ (1− Φ)G−M(G) + L
(p)
1 · Λ mod B[log x]⊗ND ,

RD(g) ≡ (Λ, M(G)) ∈ C∞(D) .

Remarquons que si l’on remplace D par D[−u] pour u3 0, on peut supposer que
D∞,g(D)(0)!0 = D∞,g(D)(0). De même si g est un élément d’ordre ! v−, il devient
d’ordre ! 0− dans D∞,g(D[−v]).

Cette bijection n’est cependant pas parfaite car elle n’est pas compatible avec
l’action de G∞.

3.3.5. Lorsque N = 0 sur D, on obtient simplement une bijection de D∞,f (D)(0) ×
U0(D)Φ=p−1

sur D∞,g(D)(0) donnée par

ND(g,Λ) = g + L
(p)
1 · Λ .

C’est exactement le scindage de la suite exacte (2.4.2) (voir aussi [24])

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) −→ U0(D)Φ=p−1
−→ 0 .
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3.3.6. Enfin, remarquons que grâce au lemme suivant, si (G,Λ) vérifie les condi-
tions (H), G appartient en fait à H⊗D.

Lemme. — Soit H ∈ B⊗D tel que (1−Φ)H−M soit d’ordre ! 0− avec M ∈ U(D).
Alors H ∈ H⊗D.

Démonstration. — Pour démontrer le lemme, on peut utiliser le calcul fait dans le
cas où N = 0. On peut aussi le faire directement. Posons h = (1 − Φ)H . C’est un
élément d’ordre ! 0−. Écrivons h = h+ + h− avec h+ ∈ B+ et h− ∈ B− d’ordre ! 0−

et H = H+ + H−. On a alors (1 − Φ)h− = 0. Montrons que si D′ est le ϕ-support
de h−, |ϕ−1|D′ < 1. En effet, si h− =

∑∞
k=1 ak/xk,

‖(1⊗ ϕ)−nh−‖ρn " ‖(1⊗ ϕ)−nh−‖1 " |ϕ−nak| .

On en déduit que pour tout k " 1, |ϕ−nak| tend vers 0 lorsque n → ∞ et donc
que |ϕ−nd| tend vers 0 pour tout d appartenant à D′. Ainsi, |ϕ−1|D′ < 1. Comme
ker(1−Φ|B−⊗D) est nul, le ϕ-support de H− est D′. D’autre part, comme ψ conserve
B±, ψ(H−) = (1 ⊗ ϕ)H− et

‖H−‖ρ = ‖(1⊗ ϕ)−nψn(H−)‖ρ ! ‖(1⊗ ϕ)−nH−‖ρ
! |ϕ−n|D′‖H−‖ρ .

Comme |ϕ−n|D′ tend vers 0 lorsque n → ∞, on en déduit que H− est nul. Donc
H ∈ H⊗D.

Passons à la démonstration du théorème 3.3.2 en commençant par un lemme-
formulaire :

3.3.7. Lemme
1) Si b ∈ U0(D), ψ ◦ (ϕ⊗ 1)(b) = (ϕ⊗ 1) ◦ ψ(b) = b.
2) Si b ∈ U0(D) et f ∈ B[log x], on a ψ(fb) = ψ(f)ψ(b). En particulier,
ψ(Θjb) = p−jΘjψ(b) et

(1⊗ ϕ)−1ψ(Θ(b)) = Θ((1⊗ ϕ)−1ψ(b)) ,

(1⊗ ϕ)−1ψ
(∫

Θ(b)
)

= p−1

∫
Θ((1⊗ ϕ)−1ψ(b)) .

(1 ⊗N)Θ(G) = Θ((1⊗N)G) ,3)

NΘ(G) = Θ((N ⊗ 1)G) .

(1⊗N)
∫
Θ(H) =

∫
Θ((1⊗N)H) = H −Θ(H) ,4)

(N ⊗ 1)
∫
Θ(H) = Θ(H) +

∫
Θ((N ⊗ 1)H) ,

N

∫
Θ(H) = H +

∫
Θ((N ⊗ 1)H) .

En particulier, si H ∈ B ⊗D, N
∫
Θ(H) = H = (N ⊗ 1)

∫
Θ(H).
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3.3.8. Posons Ψ = (1 ⊗ ϕ)−1ψ. Posons U ′
k = Ψk(Θ(G)) et

Uk = U ′
k −

k∑

t=1

Ψt(M) + Ψk
(∫

ΘΛ
)

et commençons par calculer U ′
k+1 − U ′

k. On a comme dans le §3.2

ψ(Θ(G)) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(
ψ(Θ(p)

j (1⊗N)jG) + p−jΘj(1⊗N)jψ(G)
)

.

En remplaçant G par g + Φ(G) + M et ψ(G) par (1⊗ ϕ)G + ψ(M) et en utilisant le
lemme 3.3.7 et le fait que ψ(Θ(p)

j ) = 0, on obtient

ψ(Θ(G)) =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(
ψ(Θ(p)

j (1⊗N)jg) + p−jΘj(1⊗N)j(1⊗ ϕ)G
)

+
∞∑

j=0

(−1)j

j!
p−jΘj(1⊗N)jψ(M)

= ψ(Θ(p)(g)) + (1 ⊗ ϕ)Θ(G) + ψ(Θ(M)) .

D’où

U ′
k+1 − U ′

k = Ψk+1(Θ(p)(g)) + Ψk+1(Θ(M)) .(3.3.4)

D’autre part,

(Ψ − 1)
∫

Θ(Λ) =
∫
Θ(p−1Ψ(Λ)− Λ) =

∫
Θ(p−1Ψ((1− pΦ)Λ))

=
∫
Θ(p−1Ψ((1 ⊗N)M)) = Ψ

(∫
Θ((1⊗N)M)

)

= Ψ(M−Θ(M)) .

D’où

(3.3.5) Ψk+1
( ∫

ΘΛ
)
−Ψk

( ∫
ΘΛ

)
= Ψk+1(M−Θ(M)) .

On déduit des équations (3.3.4) et (3.3.5) que

Uk+1 − Uk = Ψk+1(Θ(p)(g))

=
∞∑

j=0

(−1)j

j!
(1⊗N)jpkjΨk(gΘ(p)

j ) .

Le fait que g soit d’ordre 0− implique comme dans §3.2 que le premier terme tend
aussi vers 0. On en déduit que la suite Uk admet une limite dans B[log x] ⊗ D que
l’on note ÑD(G,Λ). Vérifions qu’elle a les propriétés voulues. On a NΘ(G) = 0 car
(N ⊗ 1)G = 0. De même,

NΨk
(∫

Θ(Λ)
)

= p−kΨk
(
N

∫
Θ(Λ)

)
= p−kΨk(Λ)

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2001



52 CHAPITRE 3. CONSTRUCTION D’ÉLÉMENTS DE D∞,∗(D)

et

N
( k∑

t=1

Ψt(M)
)

=
k∑

t=1

p−tΨt((1 − pΦ)Λ)

= p−kΨk(Λ)− Λ .

D’où, NUk = Λ et en passant à la limite NÑD(G,Λ) = Λ. D’autre part,

Ψ(Uk)− Uk+1 = Ψ(M) .

Donc en passant à la limite

(Ψ− 1)(ÑD(G,Λ)) = Ψ(M) .

et
(ψ − 1⊗ ϕ)(ÑD(G,Λ)) = ψ(M) .

Enfin, on a modulo B[log x]⊗ND

Uk ≡ Ψk(G)−
k∑

t=1

Ψt(M)

≡ G mod B[log x]⊗ND

(se déduit de l’équation Ψ(G)−G = Ψ(M)). Donc ÑD(G,Λ) ≡ G mod B[log x]⊗ND.
Pour l’ordre de ĝ = (1 − Φ)ÑD(G,Λ) − M, on vérifie comme dans le §3.2 que

Uk+1 − Uk = Ψk+1(Θ(p)(g)) est d’ordre ! (−1)−, puis que (1 − Φ)U0 − M est
d’ordre ! 0−.

3.3.9. Construction d’une application presque réciproque. — On part main-
tenant de G ∈ B[log x] ⊗ D tel que (ψ − 1 ⊗ ϕ)G = ψ(M), NG = Λ et tel que
(1 − Φ)G −M soit d’ordre ! 0−, c’est-à-dire vérifiant les propriétés (K). On utilise
cette fois ci les opérateurs

T (H) =
∑

i!0

1
i!
Θi(1 ⊗N)iH

et ∫
T (H) =

∑

i!1

1
i!
Θi(1⊗N)i−1H .

Posons V ′
k = Ψk(T (G)) et

Vk = V ′
k −

k∑

t=1

Ψt(M)−Ψk
( ∫

T Λ
)

et commençons par calculer V ′
k+1 − V ′

k. On a comme dans le §3.2

ψ(T (G)) =
∞∑

j=0

1
j!

(
ψ(Θ(p)

j (1⊗N)jG) + p−jΘj(1 ⊗N)jψ(G)
)

.
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En remplaçant G par g + Φ(G) + M et ψ(G) par (1⊗ ϕ)G + ψ(M) et en utilisant le
lemme 3.3.7 et le fait que ψ(T (p)

j ) = 0, on obtient

ψ(T (G)) =
∞∑

j=0

1
j!

(
ψ(Θ(p)

j (1⊗N)jg) + p−jΘj(1⊗N)j(1⊗ ϕ)G
)

+
∞∑

j=0

1
j!

p−jΘj(1⊗N)jψ(M)

= ψ(T (p)(g)) + (1⊗ ϕ)T (G) + ψ(T (M)) .

D’où

U ′
k+1 − U ′

k = Ψk+1(T (p)(g)) + Ψk+1(T (M)) .

D’autre part,

(Ψ− 1)
∫

T (Λ) = ψ(T (M)−M) .

D’où

Ψk+1
(∫

T Λ
)
−Ψk

(∫
T Λ

)

= Ψk+1(T (M)−M) .
(3.3.6)

On déduit des équations (3.3.4) et (3.3.6) que

Vk+1 − Vk = Ψk+1(T (p)(g))

=
∞∑

j=0

1
j!

(1⊗N)jpkjΨk(gΘ(p)
j ) .

Le fait que g soit d’ordre 0− implique comme dans le cas du §3.2 que le premier
terme tend aussi vers 0. On en déduit que la suite Vk admet une limite dans B[log x]⊗D
que l’on note M̃D(G). Vérifions qu’elle a les propriétés voulues. On a

(N ⊗ 1)T (G) =
∞∑

j=1

1
(j − 1)!

Θj−1(1⊗N)jG +
∞∑

j=0

1
j!
Θj(1⊗N)j(N ⊗ 1)G

= T (NG) = T (Λ)

car NG = Λ. D’autre part,

(N ⊗ 1)
∫

T (Λ) =
∞∑

j=1

1
(j − 1)!

Θj−1(1 ⊗N)j−1Λ

= T (Λ)

et

(N ⊗ 1)
k∑

t=1

Ψt(M) = 0 .
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On en déduit que (N ⊗ 1)Vk = 0 et en passant à la limite que

(N ⊗ 1)M̃D(G) = 0 .

Ainsi, M̃D(G) appartient à B ⊗D. D’autre part,

Ψ(Vk)− Vk+1 = Ψ(M) .

Donc en passant à la limite

(ψ − 1⊗ ϕ)ÑD(G,Λ) = ψ(M) .

Enfin, on a modulo B ⊗ND

Vk ≡ Ψk(G) −
k∑

t=1

Ψt(M)

≡ Ψk(G) −
k∑

t=1

Ψt(T (M))

≡ G mod B[log x]⊗ND .

Donc M̃D(G) ≡ G mod B[log x]⊗ND. On procède de la même manière que pour ÑD

pour comparer les ordres de ĝ = (1− Φ)M̃D(G)−M et de g = (1− Φ)G−M.

3.3.10. Démonstration de la bijectivité de ÑD. — Lorsque N = 0 sur D, ÑD
et M̃D sont clairement inverses l’une de l’autre.

Supposons que ÑD(G,Λ) = 0 et soit ∆ le plus petit (ϕ, N)-module de D tel que G
et Λ appartiennent à B ⊗∆. Comme

ÑD(G,Λ) = Ñ∆(G,Λ) ≡ G + Λ · log x mod B[log x]⊗N∆

et que G ∈ B ⊗∆, on en déduit que G ∈ B ⊗N∆ et que Λ ∈ U(N∆). Comme N∆
est strictement contenu dans ∆ si ∆ += 0, on en déduit la nullité de G.

Montrons maintenant la surjectivité par récurrence sur le degré de nilpotence de D.
Soit G vérifiant les propriétés (K) et Λ = NG. Soit G0 = M̃D(G). Alors (G0,Λ) vérifie
les propriétés (H). On a

ÑD(G0,Λ) ≡ G0 + log x · Λ mod B[log x]⊗ND
≡ G + log x · Λ mod B[log x]⊗ND .

Alors G1 = G − ÑD(G0,Λ) vérifie les propriétés (K) et appartient à B[log x] ⊗ ND.
En utilisant l’hypothèse de récurrence, on en déduit que G1 appartient à l’image de
ÑND et donc à l’image de ÑD.

MÉMOIRES DE LA SMF 84



CHAPITRE 4

THÉORÈMES DE STRUCTURE DES D (D)

4.1. Lien entre les D∞,∗(D)

4.1.1. Proposition. — Les suites suivantes de G∞-modules sont exactes :

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,g(D) RD−−→ C∞(D) −→ 0 ,

0 −→ D∞,f (D) −→ D∞,g(D) RD−−→ (U(D)/NU(D))Φ=p−1
−→ 0 ,

0 −→ D∞,e(D) −→ D∞,f (D) RD−−→ U(D)N=0/(1− pΦ)U(D)N=0 −→ 0 .

Démonstration. — Il suffit de montrer que RD est surjective. On peut tordre D
de manière à ce que Dϕ=pi

= 0 pour i " 0. On a alors C∞(D) = C∞,!0(D). Soit
(Λ, M) ∈ U(D)× U(D) tel que

(1− pΦ)Λ = NM .

Il existe G ∈ B ⊗D tel que (ψ−1⊗ϕ)G = ψ(M) (l’existence vient de la surjectivité de
D∞,f (D) −→ U(D)/(1−Φ)U(D), §2.4). Quitte à remplacer encore D par D[−u] avec
u " 0, on peut supposer que l’ordre de g = (1− Φ)G −M est ! 0−. Donc ÑD(G,Λ)
existe et si g = (1 − Φ)ÑD(G,Λ)−M, RD(g) est égale à la classe de (Λ, M).

4.1.2. Regardons le cas particulier où M = 0 et ΦΛ = p−1Λ. Alors,

ND(0,Λ) =
∫
Θ(Λ) ,

h(Λ) = (1− Φ)
∫
Θ(Λ) est un élément de D∞,g(D) tel que

h(Λ) ≡ L
(p)
1 Λ mod B[log x]⊗ND

et RD,0(h(Λ)) est la classe de Λ dans (D/ND)ϕ=p−1
. On a

h(Λ) =
∞∑

k=1

(−1)k−1

(k)!
Θ(p)

k Nk−1Λ .
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Par exemple, lorsque N2 = 0, on trouve que
∫
Θ(Λ) = log x · Λ− Θ2

2
· NΛ ,

h(Λ) = L
(p)
1 · Λ − Θ(p)

2

2
· NΛ .

4.2. Rang des D∞,∗(D)

4.2.1. Théorème. — Soit D un (ϕ, N)-module de dimension finie. Les H(G∞)-mo-
dules D∞,∗(D) pour ∗ ∈ {e, f, g} sont des modules de type fini, sans torsion, de rang
égal à dimQp D et admettant une résolution de longueur finie (! 2) par des modules
libres de type fini.

En particulier, detD∞,∗(D) a un sens.

Démonstration. — On note ΛQp = Qp⊗Zp[[G∞]]. Nous utiliserons les faits suivants :
(i) Si f ∈ ΛQp , H(G∞)/fH(G∞) = ΛQp/fΛQp (par le théorème de préparation de

Weierstrass, on se ramène au cas où f est un polynôme (distingué) puis on utilise la
division euclidienne d’un élément de H(G∞) par f , [1]).

(ii) Si M est un H(G∞)-module de torsion qui est un Qp-espace vectoriel de dimen-
sion finie, c’est aussi un ΛQp-module de type fini et il admet donc une résolution de
longueur 2 par des modules libres de type fini sur H(G∞). En effet, M est annulé par
P (γ − 1) ∈ Qp[Γ] où P est le polynôme caractéristique de l’endomorphisme γ − 1 et
on utilise le fait que Zp[[Γ]] est un anneau local régulier de dimension 2 et la remarque
précédente.

(iii) Si M est comme précédemment et dans une suite exacte 0 → M1 → M2 →
M → 0, avec M2 un H(G∞)-module de type fini, alors M1 l’est aussi : si (mi) est un
système générateur de M2, le fait que

∑
i αimi appartient à M1 se traduit par des

relations entre les αi engendrées par un nombre fini de relations !
Les quotients D∞,g/f (D) et D∞,f/e(D) sont des ΛQp-modules de type fini de torsion

et en particulier admettent une résolution de longueur 2 par des modules libres de
type fini. Cette propriété étant stable par suite exacte et en utilisant (iii), il suffit
donc de montrer le théorème pour un des D∞,∗(D).

Lorsque N = 0 sur D, le théorème est vrai. Passons au cas général. La suite

0 −→ D∞,g(DN=0) −→ D∞,g(D) −→ D∞,f (D/DN=0) −→ 0

est exacte à des modules de torsion près qui sont de plus des Qp-espaces vectoriels
de dimension finie. Or DN=0 n’est jamais nul (si D ne l’est pas). On en déduit par
récurrence sur la dimension de D que D∞,g(D) est de type fini, de rang inférieur ou
égal à dimQp D et admet une résolution de longueur finie (en fait ! 2) par des modules
libres de type fini.
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Montrons maintenant que D∞(D) est un H(G∞)-module de rang " dimD = d.
Quitte à remplacer D par D[−k] avec k 3 0, on peut supposer que ‖ϕ−1‖ < 1. Il
existe g0 ∈ Zp[[x]]ψ=0 tel que les R(d) = g0 ⊗ d avec d ∈ D appartiennent à l’image
de 1− Φ. Par exemple, on prend

∏
k∈K(χ(γ)kγ − 1) · (1 + x) pour K l’ensemble des

entiers tels que Dϕ=p−k
est non nul. Notons R̃(d) un élément de (B ⊗ D)ψ=1⊗ϕ tel

que (1− Φ)R̃(d) = R(d).
Comme N est un endomorphisme nilpotent sur D et que Nϕ = pϕN , les sous-

espaces Di = N iD qui sont non nuls forment une suite strictement décroissante
de sous-espaces de D stables par ϕ et par N . Choisissons une base B de D adap-
tée à la filtration par les Di, c’est-à-dire telle que les β de B non nuls modulo Di

forment un système libre dans D/Di. Les (R(β))β∈B vérifient alors une propriété
analogue : l’ensemble des R(β) non nuls modulo Hψ=0 ⊗ Di forme un système libre
dans Hψ=0 ⊗ D/Di.

Considérons maintenant les S̃(β) = ÑD(R̃(β)) ∈ D̃∞(D) qui existent car les R(β)
sont d’ordre ! 0−, et montrons que les S(β) = (1−Φ)S̃(β) forment un système libre
dans D∞(D). Soit

∑
β∈B′ λβ · S(β) = 0 avec B′ ⊂ B et λβ += 0 pour tout β ∈ B′.

Soit r le plus grand entier tel que les S(β) appartiennent tous à D̃∞(Dr). On a
∑

β∈B′

λβ · S̃(β) ∈ ker(1− Φ|D̃∞(D)) = 0 .

Passons au quotient par Dr+1 et notons π la projection. On a
∑

β∈B′

λβ · ÑDr/Dr+1(π(R̃(β))) = 0

dans D̃∞(Dr/Dr+1). Comme N = 0 sur Dr/Dr+1, ÑDr/Dr+1 est en fait l’identité. On
en déduit que dans D̃∞(Dr/Dr+1)

∑

β∈B′

λβ · π(R̃(β)) = 0 .

En appliquant 1− Φ, on a ∑

β∈B′

λβ · π(R(β)) = 0 .

On en déduit que les λβ tels que β ∈ Dr sont nuls en contradiction avec l’hypothèse que
les λβ sont tous non nuls. Donc les (R(β))β∈B forment un système libre de D∞,g(D).

On peut retrouver le fait que D∞,g(D) admet une résolution libre de longueur ! 2
de la manière suivante. Soit M le sous-H(G∞)-module libre de D∞,g(D) engendré par
les R(β). On démontre par récurrence comme précédemment qu’il existe h0 ∈ Zp[[G∞]]
non diviseur de zéro tel que pour g ∈ D∞,∗(D), f0 · g appartient à M . Comme les
D∞,∗(D) sont de type fini sur H(G∞), le quotient de D∞,∗(D) par

∑
H(G∞)R(β) est

en fait un ΛQp-module de type fini et de torsion. Comme D∞,g(D) est une extension
d’un ΛQp-module de type fini et de torsion par un H(G∞)-module libre, il vérifie les
conclusions du théorème 4.2.1.
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4.3. Comportement par suite exacte

4.3.1. On pose

D1
∞,g(D) = D∞,g(D) ,

D2
∞,g(D) = U(D)/(1 − pΦ, N)U(D) ,

Di
∞,g(D) = 0 pour i += 1, 2 .

Si (α) : 0 → D1 → D2 → D3 → 0 est une suite exacte de (ϕ, N)-modules, on définit
une application de connexion

D1
∞,g(D3) −→ D2

∞,g(D)

en composant l’application

RD3 : D1
∞,g(D3) −→ C∞(D3)

avec l’application de connexion

C∞(D3) −→ U(D1)/(1− pΦ, N)U(D1)

définie de manière explicite par

(Λ, M) &−→ NM̂− (1− pΦ)Λ̂

si Λ̂ et M̂ sont des relèvements de Λ et M dans U(D2).

4.3.2. Proposition. — Soit (α) : 0 → D1 → D2 → D3 → 0 une suite exacte de
(ϕ, N)-modules. Alors la suite longue

. . . −→ Di
∞,g(D1) −→ Di

∞,g(D2) −→ Di
∞,g(D3) −→ . . .(4.3.1)

est une suite exacte de H(G∞)-modules.

Démonstration. — Il est facile de vérifier que la suite est un complexe. Le seul point
délicat est l’exactitude de

D1
∞,g(D2) −→ D1

∞,g(D3) −→ D2
∞,g(D1) .(4.3.2)

Remarquons aussi que l’énoncé est invariant par twist. Commençons par deux cas
particuliers. D’abord lorsque N = 0 sur D2 et donc sur tous les Di, la proposition
4.3.2 a été montrée (proposition 2.4.5). Démontrons maintenant que la suite (4.3.1)
(c’est-à-dire en fait la suite (4.3.2)) est exacte lorsque N = 0 sur D3.

On peut supposer que ‖ϕ−1‖Di < 1. Soit g ∈ D∞,g(D3) ⊂ Bψ=0 ⊗ D3. Quitte à
tordre encore les Di, on peut supposer que oϕ(g) ! 0− (pour u > 0 tel que ‖pnu(1⊗
ϕ)−ng‖ρn tend vers 0 lorsque n→∞, on remplace les Di par Di[−u]).

Soit (Λ, M) un représentant de RD3(g). On peut écrire

g = ΛL
(p)
1 + g1

avec g1 ∈ D∞,f (D3) d’ordre ! 0−. D’autre part, comme l’image de g dans
U(D1)/(1− Φ, N)U(D1) est nulle, il existe Λ̂ et M̂ dans U(D2) relevant Λ et M
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et vérifiant (1− pΦ)Λ̂ = NM̂. Il existe un relèvement ĝ1 de g1 dans D∞,f (D2) :
il existe G2 ∈ H⊗D2 tel que (1 − Φ)G2 = ĝ1 − M̂. Alors, ÑD2(G2, Λ̂) existe et
g̃1 = (1 − Φ)ÑD2(G2, Λ̂)− M̂ est un élément de D∞,g(D2) tel que

g̃1 ≡ ĝ1 + L
(p)
1 · Λ̂ mod B[log x]⊗ND2 .

L’image de g̃1 dans D∞,g(D3) est donc g, ce qui démontre l’exactitude de (4.3.2).
Démontrons le cas général par récurrence sur le degré de nilpotence de N sur D2.

Il existe un diagramme à 9 termes commutatif dont les suites et les colonnes sont
exactes

0 0 0
↓ ↓ ↓

0 → D′
1 → D′

2 → D′
3 → 0

↓ ↓ ↓
0 → D1 → D2 → D3 → 0

↓ ↓ ↓
0 → D′′

1 → D′′
2 → D′′

3 → 0
↓ ↓ ↓
0 0 0

et tel que le degré de nilpotence de N sur D′′
2 et sur D′

2 est strictement inférieur à celui
sur D2. Par exemple, on peut prendre D′′

i = Di/NDi pour i = 2 et 3, D′′
1 le noyau de

D′′
2 → D′′

3 (c’est aussi D1/D1 ∩ ND2), D′
i = NDi pour i = 2 et 3, D′

1 = D1 ∩ ND2.
On en déduit un diagramme commutatif tordu

...
...

... (1)
↓ ↓ ↓ ↓

. . . → Di
∞,g(D′

1) → Di
∞,g(D′

2) → Di
∞,g(D′

3) → Di+1
∞,g(D′

1) → . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . . → Di
∞,g(D1) → Di

∞,g(D2) → Di
∞,g(D3) → Di+1

∞,g(D1) → . . .
↓ ↓ ↓ ↓

. . . → Di
∞,g(D′′

1 ) → Di
∞,g(D′′

2 ) → Di
∞,g(D′′

3 ) → Di+1
∞,g(D′′

1 ) → . . .
↓ ↓ ↓ ↓

(1)
...

...
...

dont les colonnes (tordues) sont exactes. Par hypothèse de récurrence, la première et
la dernière ligne sont exactes. En prenant le déterminant sur H(Γ), on en déduit que
la deuxième ligne est exacte (voir par exemple [12]).

4.3.3. On peut introduire les notions de suites exactes e, f . Soit

(α) : 0 −→ D1 −→ D2 −→ D3 −→ 0

une suite exacte de (ϕ, N)-modules. L’extension α est dite f si la suite

0 −→ DN=0
1 −→ DN=0

2 −→ DN=0
3 −→ 0
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est exacte. Elle est dite e si elle est f et si la suite

0 −→ U(D1/ND1)Φ=1 −→ U(D2/ND2)Φ=1 −→ U(D3/ND3)Φ=1 −→ 0

est exacte.
Cette dernière condition est équivalente à l’exactitude de

0 −→ (D1/ND1)ϕ=pj

−→ (D2/ND2)ϕ=pj

−→ (D3/ND3)ϕ=pj

−→ 0

pour tout entier j ∈ Z.
On démontre facilement à l’aide de ce qui précède la proposition suivante.

4.3.4. Proposition. — Si (α) est une suite exacte courte de (ϕ, N)-modules qui est
∗ avec ∗ = e ou f , la suite naturelle

0 −→ D∞,∗(D1) −→ D∞,∗(D2) −→ D∞,∗(D3) −→ 0

est exacte.
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CHAPITRE 5

EXPONENTIELLE

5.1. Construction d’éléments de BdR

On fixe un système compatible de racines de l’unité ε = (ζn) avec ζn une racine
de l’unité d’ordre pn et ζp

n+1 = ζn. On peut voir ε comme un élément de Bcris, il
est noté [ε]. On pose βn = ϕ−n([ε]) dans Bcris. On pose t = log[ε] ∈ Bcris. Nous
utiliserons aussi l’anneau Bmax introduit par Colmez [6, III.2] ainsi que sa norme
‖·‖max. Ils vérifient en particulier

ϕ(Bmax) ⊂ Bcris ⊂ Bmax

et
p−1‖x‖max‖y‖max ! ‖xy‖max ! ‖x‖max‖y‖max

pour x et y appartenant à l’anneau Amax des éléments de Bmax de norme ! 1.

5.1.1. Proposition
1) Soit F =

∑
k∈Z akxk ∈ H[ρ,1[. Alors, si ρn " ρ, la série

∑
k∈Z ak(βn−1)k converge

dans B
+ GQp(µp∞ )

dR et on note la somme F (βn − 1).

Si F ∈ H[0,1[ , F (βn − 1) appartient à B
+ GQp(µp∞ )

cris .

2) L’application F &→ F (βn − 1) est continue.

Démonstration [7, proposition II.5.1]. — On a
∑

k∈Z

ak(βn − 1)k =
∑

k∈Z

ak(ζn − 1)k
(βn − 1
ζn − 1

)k
.

Les ((βn − 1)/(ζn − 1))k forment une suite bornée dans B+
dR car l’image de

(βn − 1)/(ζn − 1) dans Cp est 1. D’autre part, |ak(ζn − 1)k| tend vers 0 dans
Cp puisque la série

∑
k∈Z akxk converge pour |x| = ρn = |ζn−1| lorsque k → ±∞. En

utilisant les propriétés sur les ensembles bornés énoncées dans [7, §5], on en déduit
que (ζn − 1)kak((βn − 1)/(ζn − 1))ktend vers 0 lorsque k → ±∞ et la convergence
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de la série. La seconde assertion est démontrée dans [19]. Il reste à montrer que si
‖Fj‖ρ tend vers 0 lorsque j → ∞ (avec ρ = |ζn − 1|), Fj(βn − 1) tend vers 0 dans
B+

dR. Soit πj une famille d’éléments de Qp tel que ‖F‖j ! |πj | avec |πj | tendant vers
0 et posons Gj = π−1

j Fj =
∑

k aj
kxk. En reprenant la démonstration de la première

partie, on montre que les aj
k(βn − 1)k sont bornés par rapport à k et à j. Il en est

donc de même de l’adhérence du Zp-module qu’ils engendrent. Donc les Gj(βn − 1)
sont bornés (par rapport à j). Comme la suite πj tend vers 0 dans B+

dR, la suite
Fj(βn − 1) = πjGj(βn − 1) tend vers 0 dans B+

dR.

La formule βn = ζn exp(t/pn) permet de voir F (βn − 1) comme un élément de
Qp(µpn)[[t]] [6]. Le lien entre ψ et l’opérateur de trace TrQp(µpn+1)/Qp(µpn ) = Trn+1/n

induit par la trace sur Qp(µpn+1) et par l’identité sur t est

ψ(F )(βn − 1) = TrQp(µpn+1)/Qp(µpn )(F (βn+1 − 1)) .

5.1.2. Lemme. — Si f ∈ B−, la suite f(βn−1) est bornée dans BdR et pqnf(βn−1)
tend vers 0 pour tout q > 0.

Démonstration. — Soit f =
∑

k!0 akx−k ∈ B− : on a donc |ak| ! C et |ak| ! Cρk
n

pour tout entier k, n assez grand et C une constante. On a

∑

k!0

ak(βn − 1)−k =
∑

r!1

pn−1∑

j=0

arpn−j

(ζn − 1)rpn (βn − 1)j
( ζn − 1
βn − 1

)rpn

.

Comme |arpn−j/(ζn − 1)rpn | ! Cρ−j
n et ‖(βn − 1)j‖max ! ρj

n, on a

|(ζn − 1)rpn

|−1‖arpn−j(βn − 1)j‖max ! C

et la suite (arpn−j/(ζn − 1)rpn
)(βn − 1)j est bornée dans B+

dR. D’autre part,
l’image de (ζn − 1)/(βn − 1) dans Cp est égale à 1 et la suite ((ζn − 1)/(βn − 1))pn

converge dans B+
dR. On en déduit que la famille des (arpn−j/(ζn − 1)rpn

)(βn − 1)j ×
((ζn − 1)/(βn − 1))rpn

est bornée dans B+
dR de même que l’adhérence du Zp-module

engendré par ces éléments. Donc, f(βn− 1) est bornée dans B+
dR. Pour toute suite un

tendant vers 0, par exemple pqn avec q > 0, la suite unf(βn − 1) tend vers 0 lorsque
n→∞.

5.1.3. Lemme. — La suite pn log(βn−1) a une limite dans B+
dR qui est ρ = log[ε−1].

C’est un élément de B
+ GQp(µp∞ )

st vérifiant Nρ = 1 et ϕρ = pρ. L’action de G∞ est
donnée par τρ = ρ+ ρτ avec ρτ = limn pnaτ (βn − 1). La suite pknΘk(βn − 1) a une
limite dans B

+ GQp(µp∞ )

st qui est ρk = logk[ε− 1].

Rappelons que

aτ = log
(1 + x)χ(τ) − 1

x
= logχ(τ) + (χ(τ) − 1)x + · · · .
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Démonstration. — On peut soit le faire directement : dans Bst, la suite ([ε]1/pn−1)pn

tend vers [ε− 1], soit montrer la convergence de la suite pn log(βn − 1) en utilisant le
lemme précédent (ce qui ne donne pas le fait que la limite appartient à B+

st). Comme

log(βn−1 − 1)− p log(βn − 1) = paϕ(βn − 1) ,

il suffit de monter que la suite pnaϕ(βn−1) tend vers 0 dans B+
dR, ce qui est impliqué

par le lemme 5.1.2. Pour les mêmes raisons, la suite pnaτ (βn − 1) est convergente.
Soit H = Θk − logk x ; c’est un élément de B−[log x] de degré ! k − 2. Écrivons

H =
∑k−2

j=0 hj logj x avec hj ∈ B−. On a

pnkH(βn − 1) =
k−2∑

j=0

pnhj(βn − 1)pn(k−1) logj(βn − 1) .

Or pnhj(βn − 1) tend vers 0 grâce au lemme 5.1.2, pn(k−1) logj(βn − 1) tend vers 0
car k−1 > j et que la suite pnj logj(βn−1) converge. Donc pnkH(βn−1) tend vers 0
lorsque n→∞. On en déduit le lemme.

Si D est un (ϕ, N)-module, G ∈ B[log x]⊗D, G(βn−1) est définie pour n3 0, même
si G([ε]−1) n’existe pas. Il est commode de poser Φ−n(G([ε]−1)) = (1⊗ϕ)−nG(βn−1).

5.1.4. Proposition. — Soit G ∈ B[log x] ⊗ D tel que (ψ − 1 ⊗ ϕ)G = ψ(M) et
NG = Λ avec M et Λ ∈ U0(D). On suppose que g = (1 − Φ)G −M est d’ordre 0−.
La suite définie par

Φ−n(G([ε]− 1))−
n∑

r=1

Φ−r(M([ε]− 1))

= (1⊗ ϕ)−nG(βn − 1)−
n∑

r=1

(1 ⊗ ϕ)−rM(βt − 1)

pour n 3 0 admet une limite LD(G) dans B
+ GQp(µp∞ )

dR ⊗ D qui appartient à

B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗D et vérifie

ΦLD(G) = LD(G) + M([ε]− 1)

NLD(G) = Λ([ε]− 1) .

De plus, si (G0,Λ) vérifie les conditions (H),

LD(ÑD(G0,Λ)) = exp(−ρ · (1⊗N))LD(G0) + A(ρ · N)Λ([ε]− 1)

avec

A(ρ · N) =
∞∑

i=1

(−1)i−1

i!
ρi(1⊗N)i−1 .

Rappelons que D désigne le ϕ-module D avec opérateur de monodromie N = 0.
Démontrons d’abord un lemme.
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5.1.5. Lemme. — Soit g ∈ B[log x]⊗D d’ordre ! 0−. La limite de Φ−n(g([ε]−1)) =
(1⊗ ϕ)−ng(βn − 1) existe dans BdR et est nulle.

Démonstration. — Soit g ∈ B[log x] ⊗ D, g =
∑

k gk logk x avec gk ∈ B ⊗ D
d’ordre ! (−k)−. On a

(1⊗ ϕ)−ng(βn − 1) =
∑

k

p−nk(1 ⊗ ϕ)−ngk(βn − 1)(pn log(βn − 1))k .

La suite pn log(βn−1) étant convergente est bornée. La suite p−nk(1⊗ϕ)−ngk(βn−1)
tend vers 0 : montrons-le en décomposant gk en h+ + h− avec h+ ∈ H ⊗ D et h− ∈
B− ⊗D d’ordre ! (−k)−. Le premier cas se déduit de l’inégalité

‖p−nk(1⊗ ϕ)−nh+(βn − 1)‖max ! C‖p−nk(1⊗ ϕ)−nh+‖ρn .

Dans le second cas, la démonstration du lemme 3.3.6 implique que si D′ est le ϕ-
support de h− (c’est-à-dire le plus petit sous-ϕ-module de D tel que h− ∈ B ⊗ D′),
|ϕ−1|D′ < p−k. D’après le lemme 5.1.2, h−(βn − 1) est bornée. On en conclut que
p−nk(1 ⊗ ϕ)−nh−(βn − 1) tend vers 0.

Passons à la démonstration proprement dite de la proposition 5.1.4. Posons

Vn = Vn(G) = Φ−n(G([ε]− 1))−
n∑

r=1

Φ−r(M([ε]− 1)) .

On a pour n3 0

Vn − Vn−1 = Φ−n(1− Φ)(G([ε]− 1))− Φ−n(M([ε]− 1))

= (1⊗ ϕ)−ng(βn − 1) .

Lorsque g est d’ordre ! 0−, la suite Vn a donc une limite que l’on note LD(G). Il est
clair que LD(G) appartient à B

+ GQp(µp∞ )

dR . Pour démontrer que LD(G) appartient à
Bst, nous allons utiliser ÑD. D’après le §3.3, il existe G0 ∈ B ⊗D tel que

G = ÑD(G0,Λ) , (ψ − 1⊗ ϕ)G0 = ψ(M)

et tel que
g0 = (1− Φ)G0 −M

soit d’ordre ! 0−. En fait G0 ∈ H ⊗ D. En effet, si on décompose G0 sur B− + B−,
(ψ−1⊗ϕ)G0,− = 0 et (1−Φ)G0,− est d’ordre ! 0−. Le lemme 3.3.6 implique que G0,−
est nul. En utilisant ce qui a été montré de la proposition pour un ϕ-module vérifiant
N = 0, les V n = Φ−n(G0([ε]−1))−

∑n
r=1 Φ

−r(M([ε]−1)) convergent vers un élément

de B
+ GQp(µp∞ )

dR . Comme d’autre part G0 ∈ H⊗D, ils appartiennent à B
+ GQp(µp∞ )

cris de
même que leur limite que l’on note LD(G0). On a Φ(V n)− V n−1 = M([ε]− 1), d’où

Φ(LD(G0)) = LD(G0) + M([ε]− 1) .
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Cherchons le lien existant entre LD(G0) et LD(G) = LD(ÑD(G0,Λ)). Ce dernier est
la limite lorsque k et n tendent vers l’infini de (on pose Ψ = (1⊗ ϕ)−1ψ)

Zn,k = Φ−n
(
Ψk(Θ(G0))([ε]− 1)−

k∑

r=1

Ψr(M)([ε]− 1)
)

− Φ−n
(
Ψk

( ∫
Θ(Λ)

)
([ε]− 1)

)
−

n∑

r=1

Φ−r(M([ε]− 1)) .

On a

Φ−n(Ψk(H)([ε]− 1)) = Φ−n−k(H([ε]− 1)) .

Autrement dit, Ψ = (1⊗ϕ)−1ψ devient un inverse à droite et à gauche de Φ. En effet,

ψ(H)(βn − 1) = (ψ ◦ (ϕ⊗ 1))(H)(βn+1 − 1) = H(βn+1 − 1)

et

Φ−n(Ψk(H)([ε]− 1)) = (1⊗ ϕ)−n−kψk(H)(βn − 1)

= (1⊗ ϕ)−n−kH(βn+k − 1)

= Φ−n−k(H([ε]− 1)) .

On pose m = n + k. On a alors

Zn,k = Φ−m(Θ(G0)([ε]− 1))−
m∑

r=1

Φ−r(M([ε]− 1)) + Φ−m
(∫

Θ(Λ)([ε]− 1)
)

= Φ−m(Θ(G0)([ε]− 1))−
m∑

r=1

Φ−m(Θ(Φm−rM)([ε]− 1))

+ Φ−m
( m∑

r=1

(Θ(Φm−rM)([ε]− 1)− Φr(M([ε]− 1))) +
∫
Θ(Λ)([ε]− 1)

)
.

On a

Φ−m(Θ(G0)([ε]− 1)) = Φ−m
(∑

j

(−1)j

j!
Θj(1⊗N)jG0([ε]− 1)

)

=
∑

j

(−1)j

j!
pmjΦ−m(Θj([ε]− 1))(1⊗N)jΦ−m(G0([ε]− 1)) .

En faisant de même sur le second morceau, on obtient en passant à la limite que

Φ−m
(
Θ(G0)([ε]− 1)−

m−1∑

r=0

ΦrΘ(M)([ε]− 1))
)
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tend vers exp(−ρ · (1⊗N))(LD(G0)). Le terme suivant à étudier est

Φ−m
( m∑

r=1

Θ(Φm−rM)([ε]− 1)− ΦrM([ε]− 1)) +
∫
Θ(Λ)([ε]− 1)

)

=
m−1∑

r=0

Φ−m
( ∫

Θ((pΦ)r(1− pΦ)Λ([ε]− 1)
)

+ Φ−m

∫
Θ(Λ)([ε]− 1)

en utilisant NM = (1− pΦ)Λ

= Φ−m
(∫

Θ
)
([ε]− 1) · Λ([ε]− 1) .

On en déduit que

LD(ND(G0,Λ)) = exp(−ρ · (1⊗N))LD(G0) + A(ρ · N)Λ([ε]− 1) .

En particulier si G est comme dans la proposition 5.1.4, LD(G) appartient à
B

+ GQp(µp∞ )

st ⊗D. On a alors

NLD(G) = N
∞∑

i=1

(−1)
i!

ρi(1⊗N)i−1Λ([ε]− 1) = Λ([ε]− 1)

ΦLD(G) = LD(G) + M([ε]− 1) .

5.1.6. Notons λk,n l’application de B
GQp(µp∞ )

dR ⊗D dans Qp(µpn)⊗D induite par

B
GQp(µp∞ )

dR −→ B
GQp(µp∞ )

dR /(χ(γ)−kpn

γpn

− 1) ∼= Qp(µpn)

(voir [25, §4.1.2] pour la normalisation : pour k = 0 et b ∈ Qp(µpn), on a λk,n(b) = b).
On a λk,n(τx) = χ(τ)kλk,n(x). Posons aussi Tn(x) = p−n

∑
k λk,n(x)tk. La proposi-

tion suivante répond à une question de Colmez.

5.1.7. Proposition. — Soit G comme dans la proposition 5.1.4, c’est-à-dire véri-
fiant les conditions (K). On a pour n assez grand et pour k " 0

λk,n(LD(G)) =
p−nk(1 ⊗ ϕ)−nDk(G)(ζn − 1)−

∑n
r=1 p−rk(1⊗ ϕ)−rDk(M)(ζr − 1)

k!
et

pnTn(LD(G)) = (1⊗ ϕ)−nG(βn − 1)−
n∑

r=1

(1⊗ ϕ)−rM(βr − 1)

= Φ−nG([ε]− 1)−
n∑

r=1

Φ−rM([ε]− 1) .

Remarquons que Dk(M)(ζr − 1) = Dk(M)(0) et que la formule peut donc s’écrire

λk,n(LD(G)) =
p−nk(1⊗ ϕ)−nDk(G)(ζn − 1)−

∑n
r=1 p−rk(1⊗ ϕ)−rMk

k!
avec M =

∑
k Mktk.
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Démonstration. — Par continuité de λk,n, λk,n(LD(G)) est la limite lorsque m→∞
de

λk,n

(
(1⊗ ϕ)−n−mG(βn+m − 1)−

n+m∑

r=1

(1⊗ ϕ)−rM(βr − 1)
)

.

Si H ∈ B[log x] ⊗ D, on a pour n 3 0 et pour k " 0 comme dans [25, §4.1.2] en
remplaçant m par m + n

λk,n(H(βm+n − 1)) =
p−m Trm+n/n(Dk(H)(ζm+n − 1))

p(m+n)kk!
et pour r ! n,

λk,n(H(βr − 1)) =
Dk(H)(ζr − 1))

prkk!
.

Posons Ψ = (1 ⊗ ϕ)−1ψ. L’équation Ψ(Dk(G)) = pkDk(G) + Ψ(Dk(M)) implique
pour tout entier m

Ψm(Dk(G)) = pkmDk(G) +
m∑

r=1

pk(m−r)Ψr(Dk(M)) .

On en déduit que

(1⊗ ϕ)−mp−m Trm+n/n(Dk(G)(ζn+m − 1))

= pkmDk(G)(ζn − 1) +
m∑

r=1

pk(m−r)(1⊗ ϕ)−rp−r Trr+n/n(Dk(M)(ζn+r − 1)) .

Donc λk,n(LD(G)) est la limite lorsque m→∞ de

p−m(1⊗ ϕ)−n−m Trm+n/n(Dk(G)(ζm+n − 1))
p(n+m)kk!

−
m∑

r=1

(1⊗ ϕ)−r−np−r Trr+n/n(Dk(M)(ζn+r − 1))
p(n+r)kk!

−
n∑

r=1

(1 ⊗ ϕ)−rDk(M)(ζr − 1))
pnrk!

=
p−nk(1 ⊗ ϕ)−nDk(G)(ζn − 1)−

∑n
r=1 p−nr(1 ⊗ ϕ)−rDk(M)(ζr − 1)

k!
.

On déduit la formule concernant Tn de la remarque et de la formule de Taylor

H(βn − 1) =
∞∑

k=0

Dk(H)(ζn − 1)
(log βn)k

k!

=
∞∑

k=0

Dk(H)(ζn − 1)
tk

pnkk!

(rappelons que βn = ζn exp(t/pn)).
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5.1.8. On peut utiliser les résultats qui précèdent pour démontrer la généralisation
suivante du théorème de Coleman-Colmez (voir l’appendice de [25] pour une présen-
tation analogue). Nous ne nous en servirons pas dans la suite.

Voyons U0(D) comme plongé dans Bcris ⊗ D : U0(D) = ⊕i!0Dtj en envoyant tj

sur tj/j! avec t = log[ε]. Pour distinguer, on notera Λcris = Λ([ε] − 1) l’image de Λ
dans Bcris ⊗ D. On note D∞,g(D)(0)0 le sous-Zp[[G∞]]-module de D∞,g(D) formé des
éléments g d’ordre ! 0− et dont l’image par RD dans C∞(D) appartient à C∞,!0(D)
obtenu à partir du complexe C·(U0(D)).

5.1.9. Proposition. — On a la suite exacte de G∞-modules

0 −→ U0(D)N=0,Φ=1
cris −→ (B

+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)Φ=1,N=0

−→ D∞,g(D)(0)0 −→ C∞,!0(D) −→ 0 .

Démonstration. — L’application « réciproque » C−1
D est l’application

D∞,e(D)→ (B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)Φ=1,N=0

définie de la manière suivante : on écrit (1 − Φ)G = g et on prend la limite LD(G)
de (1⊗ ϕ)−nG(βn − 1). Si l’on en prend la classe modulo ⊕i!0DN=0,ϕ=p−j

tj , cela ne
dépend que de g = (1− Φ)G et non du choix de G.

La construction de l’application dans le sens direct est une conséquence du théorème
de Colmez dans le cas où D est un ϕ-module et des constructions faites au §3.2. Soit
β ∈ (B

+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)Φ=1,N=0. Il s’écrit de manière unique sous la forme

β =
∞∑

j=0

(−1)j

j!
ρj(1⊗N)jβ0

avec β0 ∈ (B
+ GQp(µp∞ )

cris ⊗D)Φ=1. Soit Fβ son image par l’homomorphisme de Colmez
CD dans D∞,e(D) avec D le ϕ-module D. On prend alors

CD(β) = ND(Fβ , 0) ∈ D∞,e(D) .

Il est facile de déduire des divers résultats de ce texte que la suite est exacte et que
CD et C−1

D sont bien « inverses » l’une de l’autre.

On peut facilement généraliser ceci à D∞,g(D), compte tenu de ce qui a été fait.
Considérons le complexe C·

cris,g(D) en degrés 0, 1 et 2

U0(D)cris → U0(D)cris × U0(D)cris ×B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗D → U0(D)cris × U0(D)cris
u &→ (Nu, (1− Φ)u, u)

(Λ, M, x) &→ (Nx− Λ, (1− Φ)x−M)

et notons (B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗ D)g le premier groupe de cohomologie. On construit une
application

D∞,g(D)(0)0 −→ (B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)g
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de la manière suivante. Soit g ∈ D∞,g(D) et G une solution complète de l’équation
(1−Φ)G = g : on a donc en fait (1−Φ)G = g +M(G). Posons NG = Λ(G). La classe
de (Λ(G)cris, M(G)cris,LD(G)) dans (B

+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)g ne dépend pas du choix de G.

5.1.10. Proposition. — Soit D un (ϕ, N)-module. Alors, l’application

LD : D∞,g(D)(0)!0 −→ (B
+ GQp(µp∞ )

st ⊗D)g

est un isomorphisme de G∞-modules et

pnTn(LD(G)) = (1⊗ ϕ)−nG(βn − 1)−
n∑

r=1

(1⊗ ϕ)−rM(G)(βr − 1)

= Φ−n(G([ε]− 1))−
n∑

r=1

Φ−r(M(G)([ε] − 1)) .

5.2. Théorème-définition de l’exponentielle

5.2.1. Soit K une extension finie non ramifiée de Qp et soit V une représentation
p-adique semi-stable de GK . On pose Kn = K(µpn) = KQp(µpn). La représenta-
tion induite IndK/Qp

(V ) de V à GQp est une représentation p-adique semi-stable
de GQp . Le Qp-espace vectoriel Dp(V ) = Dp(IndK/Qp

(V )) est muni d’une structure
naturelle de K-espace vectoriel. D’autre part, par le lemme de Shapiro, il y a un iso-
morphisme naturel entre H1(Kn, V ) et H1(Qp(µpn), IndK/Qp

(V )) et entre H1(Kn, T )
et H1(Qp(µpn), IndK/Qp

(T )) si T est un réseau de V stable par GK . On pose

Dgros
∞ (V ) = Dgros

∞ (Dp(V )), D̃∞(V ) = D̃∞(Dp(V ))

et pour ∗ ∈ {e, f, g}, D∞,∗(V ) = D∞,∗(Dp(V )).
Pour g ∈ D∞,g(V ), nous appellerons abusivement solution (complète) de l’équation

(1− Φ)G = g une famille (Gr)r∈Z telle que
1) Gr ∈ B[log x]⊗Dp(V ) et D(Gr) = Gr+1

2) pour r 3 0, (1− prΦ)Gr = Dr(g)
Si g ∈ D∞,f (V ), on peut prendre les Gs dans (B[log x]⊗Dp(V ))N=0. Si g ∈ D∞,e(V ),
on peut prendre les Gs ∈ (B[log x]⊗Dp(V ))N=0,ψ=0 et on a alors (1−psΦ)Gs = Ds(g),
mais ce n’est pas essentiel.

Si G est une solution complète de (1 − Φ)G = g, on note Dr(G) = Gr. On a les
relations « formelles » suivantes

(1− Φ)G = g + M(G)

NG = Λ(G)
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avec M(G) et Λ(G) ∈ U(Dp(V )), ce qui signifie concrètement que pour tout entier
r ∈ Z

(1 − Φ)Dr(G) = Dr(g) + Dr(M(G))

NDr(G) = Dr(Λ(G))

avec Dr : U(Dp(V ))→ H⊗Dp(V ) l’application

Dr
(∑

tjbj

)
=

∑

j!r

logj−r(1 + x)
(j − r)!

bj .

5.2.2. Définition. — Soit g ∈ D∞,g(V ) et G une solution (complète) de l’équation
(1 − Φ)G = g. On pose H = (Λ[1], M, G) où Λ[1] est Λ vu comme appartenant à
U(Dp(V )[1]), ce qui pratiquement veut dire que

(1⊗ ϕ)(Λ[1]) = p(1⊗ ϕ)Λ .

En tant que Qp-espace vectoriel, Dp(V ) et Dp(V (k)) sont égaux et l’homomor-
phisme de Frobenius de Dp(V (k)) est p−k fois celui de Dp(V ). Nous ferons cependant
de temps en temps intervenir la base canonique e−k de Qp[−k] (voir [25, §3.1.1] pour
les détails) qui est simplement 1 avec l’action ϕe−k = p−ke−k. Définissons

Ξn,k(G) = pn(k−1)(1 ⊗ ϕ)−nD−k(H)(ζn − 1)

vu comme un élément de Cst(V (k), Kn) avec Cst(V (k), Kn) le H1 du complexe
C·

st(V (k), Kn) (en degré 0, 1, 2)

Dp(V (k)) −→ Dp(V (k))⊕Dp(V (k))⊕ tV (k)(Kn) −→ Dp(V (k))
ν &−→ (Nν, (1− p−kϕ)ν, ν)

(λ, µ, z) &−→ Nµ− (1− p−k+1ϕ)λ

où

tV (k)(Kn) = Kn ⊗K

(
DdR(V (k))/ Fil0 DdR(V (k))

)

= Kn ⊗K

(
DdR(V )/ Filk DdR(V )

)

= Q(µpn)⊗
(
DdR(V )/ Filk DdR(V )

)

(comme V est supposé semi-stable et K/Qp non ramifié, DdR(V ) = Dp(V )). Remar-
quons que, pour S ∈ U0(D), D−k(S)(ζn − 1) = D−k(S)(0) est un élément de Dp(V ).

L’élément pnΞn,k(G) peut aussi s’écrire

pnk(1⊗ϕ)−n(p−nD−k(Λ), D−k(M), D−k(G))(ζn − 1)

= (1⊗ ϕ)−n(p−nD−k(Λ)(0), D−k(M)(0), D−k(G)(ζn − 1)⊗ e−k)

avec Λ = Λ(G) et M = M(G).
Bloch et Kato définissent dans [2] une application exponentielle

expV (k) : Cst(V (k), Kn)→ H1(Kn, V (k))
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dont l’image est par définition H1
g (Kn, V (k)). Plus précisément, H1

g (Kn, V (k)) est
défini dans [2] comme le noyau de H1(Kn, V (k)) → H1(Kn, BdR ⊗ V (k)). L’égalité
avec le Qp-espace vectoriel que nous définissons ici a été montrée par Hyodo (non
publié) et Nekovář ([15], voir aussi [12]).

Soit T un réseau de V stable par GK . Soit Z1
∞(K, T ) la limite projective des

H1(Kn, T ) pour les applications de corestriction et Z1
∞(K, V ) = Qp ⊗ Z1

∞(K, T ).
Notons πn,k : Z1

∞(K, T ) → H1(Kn, V (k)) le composé de l’opérateur de twist induit
par V → V (k) et de la projection naturelle (voir par exemple [19, 1.5]). Cet opérateur
se prolonge à H(G∞)⊗Qp⊗Zp[[G∞]] Z

1
∞(K, V ) (ce que nous noterons pour simplifier les

notations H(G∞) ⊗ Z1
∞(K, V ). Une famille d’éléments Pn,k de H1(Kn, V (k)) pour

a ! k ! b est dite tempérée d’ordre ! s s’il existe z ∈ Hs(G∞) ⊗ Z1
∞(K, V ) tel que

πn,k(z) = Pn,k pour tout a ! k ! b et pour tout n3 0.

5.2.3. Théorème. — Soit h un entier " 1 tel que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) et u tel
que u " 1−h. Soit g un élément de D∞,g(V ) d’ordre ! u− et G une solution complète
de l’équation (1 − Φ)G = g + M. Les points de H1(Kn, V (k))

P (h)
n,k (G) = expV (k)((−1)h+k−1(h + k − 1)!Ξn,k(G))

pour 1−h ! k ! u et n3 0 forment une famille de points tempérée d’ordre ! (u+h)−

et définissent un élément de H(G∞) ⊗ Z̃1
∞(K, V ) ne dépendant que de g et que l’on

note Ωu
V,h(G) ou Ωu

V,h(g). On a de plus

o(Ωu
V,h(g)) ! oϕ(g) + h .

5.2.4. Remarques
1) Pour que G et g soient non nuls, il est nécessaire que u " 1− h.
2) On peut poser Γ∗(1 − h − k) = (−1)h+k−1((h + k − 1)!)−1, c’est le résidu de la
fonction Γ en −k − h qui est ici négatif. On a donc

P (h)
n,k (G) =

1
Γ∗(1− h− k)

expV (k)(Ξn,k(G)) .

3) « Pour n assez grand » signifie que G est définie en ζn − 1.
4) Nous donnons dans l’appendice A.2 l’exemple des éléments cyclotomiques et de la
fonction de Kubota-Leopoldt.

Démonstration. — Pour démontrer l’existence de Ω(u)
V,h, on procède comme dans [25].

Nous mettons ici l’accent sur ce qui est (un peu) nouveau. Les relations du type
Trn+1/n(P (h)

n+1,k(G)) = P (h)
n,k (G) sont impliquées par la propriété

(1⊗ ϕ)−1ψ(Dr(G)) = prDr(G) + (1⊗ ϕ)−1ψ(Dr(M)) .

Remarquons aussi qu’il suffit de regarder le cas où K = Qp par induction. Notons
Eul : Bst ⊗Dp(V )→ Fil0(Bst ⊗Dp(V )) un scindage continu de l’application

1− Φ : Fil0(Bst ⊗Dp(V )) −→ Bst ⊗Dp(V ) .
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L’image de l’application

Bst ⊗Dp(V )/V

−→ Bst ⊗Dp(V )⊕Bst ⊗Dp(V )⊕BdR ⊗Dp(V )/ Fil0(BdR ⊗Dp(V ))

est formée des triplets (A, B, C) tels que NA = (1 − pΦ)B. Soit eB un « scindage »
continu de cette application sur son image. Si (A, B, C) ∈ Bst ⊗ Dp(V ) ⊕ Bst ⊗
Dp(V )⊕ BdR ⊗Dp(V )/ Fil0(BdR ⊗Dp(V )) et si C′ est un élément de Bst ⊗Dp(V )
tel que C′ ≡ C mod Fil0(BdR ⊗Dp(V ))) et tel que NC′ = A (cela existe et nous en
trouverons !), on a

eB(A, B, C) = C′ − Eul((1− Φ)C′ −B) mod V

et NeB(A, B, C) = A, (1− Φ)(eB(A, B, C)) = B et

eB(A, B, C) ≡ C mod Fil0(BdR ⊗Dp(V )) .

Si b ∈ Bst ⊗Dp(V ), on a

eB(A + Nb, B + (1− Φ)b, C + b) = eB(A, B, C) + b .

On doit montrer que pour j entier tel que 1− h ! j ! u, la limite des

Y (j)
n = p)n(u+h−(j+h−1))*(τ − 1)eB

( j∑

k=1−h

(−1)k+h−1

(
j + h− 1
k + h− 1

)
Ξ(h)

n,kt−k
)

tend vers 0 lorsque n→∞ pour τ ∈ GQp(µp∞ ) avec

Ξ(h)
n,k = (−1)h+k−1(h + k − 1)!Ξn,k(G) .

Posons

X (j)
n = p−nj(j + h− 1)!−1

j∑

k=1−h

(−1)k+h−1

(
j + h− 1
k + h− 1

)
pnΞ(h)

n,kt−k .

Ainsi, Y (j)
n = (j + h− 1)!p)nu*(τ − 1)eB(X (j)

n ). On a avec H = (Λ[1], M, G)

X (j)
n =

j∑

k=1−h

pn(k−j)

(j − k)!
(1 ⊗ ϕ)−nD−k(H)(ζn − 1)t−k

=
h+j−1∑

k=0

p−nk

k!
(1⊗ ϕ)−nD−j+k(H)(ζn − 1)tk−j .

Appliquons la formule de Taylor à D−j(G) :

t−jD−j(G)(βn − 1)− t−j
h+j−1∑

k=0

1
pnkk!

Dk(D−j(G))(ζn − 1)tk

appartient à t−j Filh+j BdR ⊗Dp(V ) ⊂ Fil0(BdR ⊗Dp(V )). On en déduit que
la troisième composante X3 de X (j)

n est congrue modulo Fil0(BdR ⊗ Dp(V )) à
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(1⊗ ϕ)−nD−j(G)(βn − 1)t−j . Comme eB ne dépend de la troisième composante X3

que modulo Fil0(BdR ⊗Dp(V )), on peut donc la remplacer par

(1⊗ ϕ)−nD−j(G)(βn − 1)t−j = p−njΦ−n(D−j(G)([ε]− 1)t−j) .

Les première et seconde composantes X1 et X2 de X (j)
n valent avec S1 = Λ[1] et

S2 = M,
h+j−1∑

k=0

p−nk

k!
(1⊗ ϕ)−nD−j+k(Si)(0)tk−j =

h+j−1∑

k=0

p−nk

k!
(1⊗ ϕ)−nSi

−j+ktk−j

= (1⊗ ϕ)−nD−j(Si)(βn − 1)t−j

= p−njΦ−n(D−j(Si)([ε]− 1)t−j) .

Posons

b = p−nj
n∑

r=1

Φ−r(D−j(M))([ε] − 1)t−j) ;

c’est un élément de B
GQp(µp∞ )

st ⊗Dp(V ). On a

pnj(X1 −Nb) = pnjX1 −
n∑

r=1

p−rΦ−r(D−j(NM)([ε]− 1))t−j)

= pnjX1 −
n∑

r=1

p−rΦ−r(D−j((1 − pΦ)Λ)([ε]− 1)t−j)

= p−nΦ−n(D−j(Λ)([ε]− 1)t−j)

−
n∑

r=1

p−rΦ−r(1− pΦ)(D−j(Λ)([ε]− 1)t−j)

= D−j(Λ)([ε]− 1)t−j ,

pnj(X2 − (1− Φ)b) = Φ−n(D−j(M)([ε] − 1)t−j)

+ D−j(M)([ε]− 1)t−j − Φ−n(D−j(M)([ε] − 1)t−j)

= D−j(M)([ε]− 1)t−j ,

pnj(X3 − b) ≡ Φ−n(D−j(G)([ε]− 1)t−j)−
n∑

r=1

Φ−r(D−j(M)([ε]− 1)t−j) ,

ce qui peut aussi s’écrire

pnjΦ−n(D−j(G)([ε] − 1))t−j −
n∑

r=1

prjΦ−r(D−j(M)([ε] − 1))t−j .

Bref, en réintroduisant la base canonique de Qp[−k], X3 − b est congru à la suite

Vn,j = Vn(D−j(G) ⊗ e−j)t−j = Vn,Dp(V )[−j](D−j(G) ⊗ e−j)t−j .
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Elle converge dans Bst ⊗Dp(V ) dès que ‖pnj(1⊗ ϕ)−ng‖(n) tend vers 0, i.e. dès que
g est d’ordre ! j−.

Les propriétés de eB impliquent que pour τ ∈ GQp(µp∞ ),

pnj(τ − 1)eB(X (j)
n )

= (τ − 1)eB(D−j(Λ)([ε]− 1)t−j, D−j(M)([ε]− 1)t−j , Vn,j) + (τ − 1)b

= (τ − 1)eB(D−j(Λ)([ε]− 1)t−j, D−j(M)([ε]− 1)t−j , Vn,j) .

Revenons à Y (j)
n = (j + h − 1)!p)n(u−j)*(τ − 1)eB(pnjX (j)

n ). Supposons d’abord que
j = u. Alors, par continuité de eB, Y (j)

n converge vers (j +h−1)!(τ−1)eB(L1, L2, L3)
avec

L1 = D−u(Λ)([ε]− 1)t−u ,

L2 = D−u(M)([ε]− 1)t−u ,

L3 = LDp(V )[−u](D−u(G))t−u .

Comme L3 ∈ B
GQp(µp∞ )

st ⊗Dp(V ) et que NL3 = L1 et (1− Φ)(L3) = L2,

eB(L1, L2, L3) ≡ L3 − Eul((1− Φ)(L3)− L2) ≡ L3 mod V

et
(τ − 1)eB(L1, L2, L3) = (τ − 1)L3 + (τ − 1)v

pour τ ∈ GQp(µp∞ ) et v ∈ V est un cobord, ce qui termine la démonstration dans le
cas j = u.

Prenons maintenant j < u. La suite Cn = ‖p)nu*(1 ⊗ ϕ)−nD−j(g)‖(n) tend vers 0
par hypothèse. On a

pnjΦ−n(D−j(G)([ε] − 1))−
n∑

r=1

pnrΦ−r(D−j(M)([ε]− 1))

= pnj(1⊗ ϕ)−nD−j(G)(βn − 1)−
n∑

r=1

prj(1⊗ ϕ)−rD−j(M)(βr − 1)

= Pn(βn − 1) .

avec Pn(x) = pnj(1⊗ϕ)−nD−j(G)(x)−
∑n

r=1 prj(1⊗ϕ)−rD−j(M)(ϕn−r(x)). Comme

D−j(G) = p−jΦ(D−j(G)) + D−j(g) + D−j(M) ,

on trouve

Pn+1 = (ϕ⊗ 1)Pn + p(n+1)j(1⊗ ϕ)−(n+1)D−j(g)

et donc

‖p)(n+1)(u−j)*Pn+1‖(n+1) ! sup(Cn+1, p
j−u‖p)(n−1)(u−j)*Pn‖(n))

On en déduit que pour j < u, la suite ‖p)(n−1)(u−j)*Pn‖(n) tend vers 0 lorsque n→∞
pour j < u et qu’il en est de même de la suite Y (j)

n (lemme 5.1.5).
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5.2. THÉORÈME-DÉFINITION DE L’EXPONENTIELLE 75

Ce qui démontre l’existence de Ωu
V,h(G). L’inégalité

o(Ωu
V,h(x)) ! oϕ(g) + h

est claire par la démonstration.

5.2.5. Nous n’avons interpolé qu’un nombre fini de tordus de V (j est compris
entre 1 − h et u). Nous verrons un peu plus tard comment compléter le théorème
et enlever l’exposant u de Ω. Dans le cas cristallin, on peut dès maintenant prendre
j " 1 − h. En effet, on remarque que si y est un élément de Bcris ⊗ Dp(V ), on a
eB(0, 0, y) = y − Eul((1 − ϕ)y). Pour g ∈ D∞,e(D), comme D−j(G) ∈ H ⊗Dp(V ),
(1⊗ ϕ)−nD−j(G)(βn − 1)t−j appartient à Bcris ⊗Dp(V ), on a donc pour τ ∈ GK∞ ,

Y (j)
n = pnu(j + h− 1)!(τ − 1)((1⊗ ϕ)−nD−j(G)(βn − 1)t−j)

− Eul((1 ⊗ ϕ)−nD−j(g)(βn − 1)t−j))

= −pnu(j + h− 1)!(τ − 1)Eul((1⊗ ϕ)−nD−j(g)(βn − 1)t−j) .

Comme pnu(1⊗ϕ)−nD−j(g)(βn − 1)t−j tend vers 0, on en déduit que Y (j)
n tend vers

0 pour tout j " 1− h. Dans le cas de mauvaise réduction, cet argument ne s’applique
pas car les Y (j)

n ne sont pas a priori dans Bst ⊗Dp(V ).

5.2.6. Soit

(h =
log γ

logχ(γ)
− h =

logχ(γ)−hγ

logχ(γ)
.

Vérifions que
Ωu

V,h+1 = (hΩu
V,h .

Prenons G tel que (1− Φ)G−M(G) soit d’ordre u−. On a

P (h+1)
n,k (G) = (−h− k)P (h)

n,k (G) .

Or Ωu
V,h(G) (resp. Ωu

V,h+1(G)) interpole les P (h)
n,k (G) (resp. P (h+1)

n,k (G)) pour
−h ! k ! u (resp. −h − 1 ! k ! u). On remarque d’autre part que comme
Fil−h Dp(V ) = Dp(V ), les points P (h+1)

n,−h (G) sont en fait nuls car

Fil0 Dp(V (−h)) = Fil0 Dp(V )[h] = Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) .

Comme Ωu
V,h+1(G) et (hΩu

V,h(G) sont tous deux d’ordre ! (u + h + 1)−, on en déduit
facilement l’égalité.

On définit alors pour tout entier h et pour G tel que (1− Φ)G soit d’ordre ! u−,

Ωu
V,h(G) = (

∏

h"r<h′

(j)−1Ωu
V,h′(G)

avec h′ entier > 0 et " h tel que Fil−h′
Dp(V ) = Dp(V ).
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5.3. Loi de réciprocité

5.3.1. Soit W une représentation p-adique semi-stable de K. Si L est une extension
finie de K, soit λW,L l’application duale de l’exponentielle expW∗(1),L,g. Précisément,
soit 〈·, ·〉V,L le cup produit

H1(L, W )×H1(L, W ∗(1)) −→ H1(L, Qp(1)) ∼= Qp

et [·, ·]DdR(V ) la dualité naturelle L ⊗DdR(W ) × L ⊗DdR(W ∗(1)) → L
TrL/Qp−−−−→ Qp.

Notons aussi [·, ·]Dp(W ) la dualité naturelle

Dp(W )×Dp(W ∗(1)) −→ Qp .

Posons pour G une solution complète : (1− Φ)G = g + M(G)

Ξ̃n,k(G) = pn(k−1)(1 ⊗ ϕ)−nD−k(G)(ζn − 1)−
n∑

r=1

pn(r−1)(1⊗ ϕ)−rD−k(M(G))(0) .

5.3.2. Théorème (Colmez). — Soit h un entier tel que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ). Soit
g ∈ D∞,g(V ) d’ordre ! u− et G une solution complète de l’équation (1 − Φ)G = g :
(1− Φ)G = g + M. Si k = −h, on suppose de plus que

D−h(M(G))(0) ∈ (1− phϕ)Dp(V ) .

On a

λV (k),n(πn,k(Ωu
V,h(g))) ≡ 1

(−k − h)!
Ξ̃n,k(G) mod V (k)GK

pour tout entier n3 0 et pour k ! −h.

Remarquons pour augmenter l’analogie avec les formules du théorème 5.2.3 que
1/(−k − h)! = Γ(1− h− k)−1.

Pour k = −h, la restriction n’est réelle que si V (−h)GK est non nul, ce qui implique
alors que V (−h) admet V (−h)GK ∼= Qs

p comme facteur direct car les valeurs propres
de ϕ sur Dp(V ) sont de valuation " −h puisque Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) (faible admis-
sibilité). Par exemple, si Fil−h+1 Dp(V ) = Dp(V ), cela ne peut se produire. De même,
lorsque k < −h, on peut choisir la solution G de manière à ce que D−k(M)(0) = 0.
On a alors plus simplement

λV (k),n(πn,k(Ωu
V,h(g))) ≡ pn(k−1)(1⊗ ϕ)−nD−k(G)(ζn − 1)

(−k − h)!
.

Lorsque g ∈ D∞,e(V ), c’est un théorème de Colmez [6], énoncé de manière un
peu différente. Comme nous venons d’en faire la remarque, on peut remplacer G
par G1 vérifiant D−k(M(G1))(0) = 0 pour k ! −h. Un petit calcul facile montre
que Ξ̃n,k(G) = Ξ̃n,k(G1). D’autre part, si g ∈ D∞,g(V ), il existe un élément U de
Zp[[G∞]] dont l’image dans Zp[[Gal(Qp(µpn)/Qp)]] est non diviseur de zéro et tel que
g1 = Tw−k(U) · g appartient à D∞,e(V ). Le théorème pour g1 et k implique alors la
formule pour λV (k),n(πn,k

(
Ωu

V,h(g))
)
.
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Pour la démonstration dans le cas où g ∈ D∞,e(V ), reprenons le texte [25]. Écrivons
toujours (1 − Φ)G = g avec g ∈ D∞,g(V ) d’ordre ! u−. Au cours de la construction
de Ωu

V,h(G), nous avons trouvé explicitement un cocycle Zn,k,τ de GKn à valeurs dans
V représentant πn,k(Ωu

V,h(G)) pour n " 0 et k + h− 1 " 0 : Zn,k,τ = (χ(τ)kτ − 1)en,k

pour τ ∈ GKn .

5.3.3. Lemme. — Avec les notations précédentes, la suite

pm
u+h−1∑

j=0

(−1)j

(
u + h− 1

j

)
em,j−h+1

converge dans B
GK∞
st ⊗Dp(V ) et on a pour tout entier n " 0 et tout entier k tel que

k + u " 0,

λk,n

(
lim

m→∞
pm

u+h−1∑

j=0

(−1)j

(
u + h− 1

j

)
em,j−h+1

)

=
(u + h− 1)!

(k + u)!
p−nk(1 ⊗ ϕ)−nDk(G)(ζn − 1) .

En effet, en reprenant les calculs de la démonstration du théorème 5.2.3, on obtient

pm
u+h−1∑

j=0

(−1)j

(
u + h− 1

j

)
em,j−h+1 = (u + h− 1)!Vm,u

avec Vm,u =
(
pmuΦ−m(D−uG([ε] − 1))

)
t−u. Lorsque m → ∞, Vm,u tend vers

LD[−u](D−u(G)⊗ e−u)t−u (proposition 5.1.4) et on a

λk,n(LD[−u](D−u(G)⊗ e−u)t−u) = λk+u,n(LD[−u](D−u(G)⊗ e−u)

dont le calcul est fait dans la proposition 5.1.7.
La démonstration du théorème se termine comme dans [25, 4.3.3] (utiliser le lemme

VI.3.2 de [6]).

5.3.4. On peut maintenant calculer les πn,k(Ωu
V,h(G)) pour k " u. Pour tout k ! u,

πn,k(Ωu+1
V,h (G)) = πn,k(Ωu

V,h(G)). Comme Ωu
V,h(G) et Ωu+1

V,h (G) sont d’ordre respecti-
vement h + u et h + u + 1, ils sont égaux et on a donc pour k = u + 1

πn,u+1(Ωu
V,h(G)) = P (h)

n,u+1(G) .

On obtient le théorème suivant :

5.3.5. Théorème. — Soit h un entier " 1 tel que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ). Soit
g ∈ D∞,g(V ) et G une solution complète de l’équation (1 − Φ)G = g. Les points
de H1(Kn, V (k)) pour 1− h ! k et n3 0

P (h)
n,k (G) = Γ∗(−k − h)−1 expV (k)(Ξn,k(G))
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forment une famille tempérée de points et définissent un élément de H(G∞) ⊗
Z̃1
∞(K, V ) ne dépendant que de g et noté ΩV,h(g) ; son ordre est o(ΩV,h(g)) =

oϕ(g) + h. Pour tout entier n3 0

λV (k),n(πn,k(ΩV,h(g))) ≡ Γ∗(1 − h− k)−1Ξ̃n,k(G) pour k ! −h

logV (k),n(πn,k(ΩV,h(g))) ≡ Γ∗(1 − h− k)−1Ξn,k(G) pour k > −h .

Si Tw est l’opérateur de twist naturel Z1
∞(K, V ) → Z1

∞(K, V (1)), on a comme
dans [19] et [25] la propriété

ΩV (1),h+1(G) = Tw(ΩV,h(D(G))) .

Notons σ−1 l’élément de G∞ agissant sur les racines de l’unité par ζ &→ ζ−1. Soit
ι l’involution de H(G∞) induite par τ &→ τ−1. La notion de H(G∞)-semi-linéarité
sera relative à cet automorphisme de H(G∞) : linéarité à gauche, semi-linéarité à
droite relativement à ι. On note 〈·, ·〉V l’accouplement semi-linéaire sur Z1

∞(K, V ) ×
Z1
∞(K, V ∗(1)) déduit des accouplements de dualité sur H1(Kn, V )×H1(Kn, V ∗(1)).

On peut maintenant énoncer de manière différente le théorème de Colmez :

5.3.6. Proposition. — La formule

[g1, g2]Dp(V ),∞ = (−1)h〈ΩV,h(g1), σ−1ΩV ∗(1),1−h(g2)〉V
définit un accouplement fonctoriel H(G∞)-semi-linéaire

D∞,f (Dp(V ))×D∞,f (Dp(V ∗(1))) −→ H(G∞)

vérifiant
1) [D(g1), D−1(g2)]Dp(V ),∞ = Tw([g1, g2]Dp(V ),∞)
2) si g1 ∈ D∞,f (Dp(V )N=0),

[g1, g2]Dp(V ),∞ · (1 + x) = g1 ∗ π(g2)ι

avec π la projection dans D∞,f (Dp(V ∗(1))/N) et ∗ induit par le produit de convolution
« usuel » sur Hψ=0 et l’accouplement naturel Dp(V )×Dp(V ∗(1))→ Qp[−1] ∼= Qp.

Ainsi, si h et h∗ sont des entiers tels que

Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) , Fil−h∗
Dp(V ∗(1)) = Dp(V ∗(1)) ,

on a
〈ΩV,h(g1), σ−1

( ∏

−h<j<h∗

l−j

)−1
ΩV ∗(1),h∗(g2)〉V = [g1, g2]Dp(V ),∞ .

La définition de cet accouplement est un peu tautologique. Cependant, la propriété (2)
ne l’est pas et permet par exemple de montrer par dévissage que l’accouplement est
unimodulaire, c’est-à-dire que l’image sur D∞,f (Dp(V ))×D∞,f

(
Dp(V ∗(1))

)
est exac-

tement H(G∞), puisque c’est le cas du produit de convolution. On aimerait avoir une
description directe de cet accouplement, par exemple une généralisation du produit
de convolution à B[log x]ψ=0.
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Si l’on prend k tel que −k " 1 − h et k < −h∗, on peut appliquer les formules du
théorème de définition.

Démonstration. — Soient h et h∗ des entiers " 1 tels que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) et
Fil−h∗

Dp(V )∗[−1] = Dp(V )∗[−1]. Posons

[g1, g2]h,h∗ = (−1)h〈ΩV,h(g1), σ−1ΩV ∗(1),h∗(g2)〉V .

Cet accouplement est à valeurs dans H(G∞) et vérifie :

Twk([g1, g2]h,h∗) = [D−k(g1), Dk(g2)]h,h∗ .

L’image par la projection modulo Gal(K∞/Kn) de [D−k(g1), Dk(g2)]h,h∗ est nulle
pour k " −h + 1 et −k > −h∗ car les points πn,k(ΩV,h(g1)) et πn,−k(ΩV ∗(1),h∗(gι2))
sont alors respectivement dans H1

f (Kn, V ) et H1
f (Kn, V ∗(1)) et sont donc orthogonaux

[2]. On en déduit que [g1, g2]h,h∗ est divisible par (−k pour −h < k < h∗. On définit
alors [g1, g2]Dp(V ),∞ comme

∏
−h<j<h∗ (−1

−j [g1, g2]h,h∗ , ce qui donne la formule de la
proposition. Il est clair que l’accouplement est fonctoriel.

Prenons g1 ∈ D∞,f (Dp(V )N=0). Les formules trouvées au cours de la démonstra-
tion du théorème 4.2.3 de [25] sont encore valables. On en déduit que [g1, g2]Dp(V ),∞
ne dépend que de la projection π(g2) de g2 modulo B[log x] ⊗ NDp(V ∗(1)). Comme
π(g2) ∈ D∞,f (Dp(V ∗(1))/N), il est dans Hψ=0 ⊗ Dp(V ∗(1))/N et le produit de
convolution g1 ∗ π(g2)ι existe et est caractérisé par les formules citées.

Cet accouplement s’étend à D1
∞,g(Dp(V ))×D1

∞,g(Dp(V ∗(1))) à valeurs dans l’anneau
total des fractions de H(G∞). On montre de même que

[g1, g2]Dp(V ),∞ ∈ H(G∞)

pour g1 ∈ D1
∞,g(Dp(V )) et g2 ∈ D∞,e(Dp(V ∗(1))).

5.3.7. Proposition. — Le déterminant de l’accouplement [·, ·]Dp(V ),∞ sur
(
⊗i∈{1,2} detDi

∞,g(Dp(V ))(−1)i+1)
⊗

(
⊗i∈{1,2} detDi

∞,g(Dp(V ))(−1)i+1)

est égal à H(G∞).

Rappelons que le déterminant d’un module de torsion s’envoie canoniquement dans
Frac(H(G∞)).

Démonstration. — La propriété à démontrer est multiplicative en les suites exactes
de (ϕ, N)-modules grâce à la suite exacte (4.3.2). Par récurrence, il suffit de la montrer
pour les ϕ-modules, ce qui se déduit du fait que dans ce cas

⊗i∈{1,2}(detDi
∞,g(D))(−1)i+1 ∼= detD∞,f (D)

et que l’image du produit de convolution sur H(G∞) est exactement H(G∞).
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5.4. Déterminant de ΩV,h

Nous reprenons les notations des articles loc. cités. On note δh(ΩV ) le sous-H(G∞)-
module de Frac(H(G∞)) image du déterminant de ΩV,h sur

detD1
∞,g(V )⊗ (detD2

∞,g(V ))−1 ⊗ (detZ1
∞(K, V ))−1 ⊗ detZ2

∞(K, V )

= ⊗i∈{1,2}(detDi
∞,g(V ))(−1)i

⊗⊗i∈{1,2}(detZ1
∞(K, V ))(−1)i+1

et
δst(V ) =

∏

j>−h

(
− dimQp Filj Dp(V )
−j δh(ΩV )

qui est indépendant de h à condition que Fil−h Dp(V ) = Dp(V ).
Les suites exactes de cohomologie et la suite exacte (4.3.2) impliquent que δst est

multiplicatif sur les suites exactes : si 0→ V1 → V1 → V1 → 0 est une suite exacte de
représentations p-adiques semi-stables, on a un isomorphisme naturel

δst(V2) ∼= δst(V1)⊗ δst(V3) .

De plus, si V est cristalline, detD1
∞,g(V ) ⊗ (detD2

∞,g(V ))−1 est naturellement
isomorphe à detD1

∞,f (V ) car

D2
∞,g(V ) = U(Dp(V ))/(1− pΦ)U(Dp(V )

D1
∞,g(V )/D∞,f(V ) = U(Dp(V ))Φ=p−1

.

En général,

detD1
∞,g(V ⊗ (detD2

∞,g(V ))−1 = detD1
∞,f (V )⊗

(detU(Dp(V ))/(1− pΦ, N))−1 ⊗
(
detU(Dp(V ))/NU(Dp(V ))Φ=p−1)

.

5.4.1. Proposition. — Le H(G∞)-module δst(V ) est contenu dans H(G∞).

La démonstration consiste à reprendre [19]. Donnons-en les étapes. Posons
D = Dp(V ). On commence par étudier D∞,e(D)Gn où Gn = Gal(K∞/Kn). Considé-
rons l’application linéaire de G∞-modules

ξn : D∞,e(D) −→ (Kn ⊗D)/DN=0,ϕ=1 ,

définie de la manière suivante : si g ∈ D∞,e(D), écrivons g = (1−Φ)(G) avec NG = 0.
L’équation fonctionnelle ψ(G) = (1⊗ ϕ)G implique que

(pm−nTrKm/Kn
((1 ⊗ ϕ)−mG(ζm − 1))

ne dépend pas de m assez grand pour que G(ζm − 1) soit définie. D’où l’application
notée ξn

ξn(D) : D∞,f (D)Gn → Kn ⊗D/DN=0,ϕ=1 déf= Rn(D) .

On pose h(ξn(D)) = dim coker ξn(D) − dimker ξn(D).

5.4.2. Lemme. — h(ξn(D)) = − dimDϕ=1,N=0, dimD∞,e(D)Gn = [Kn :Qp] dimD.
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Démonstration. — Soit (ν) : 0 → D1 → D2 → D3 → 0 une suite exacte de (ϕ, N)-
modules. Si H est une fonction de D dans R, on pose

H(ν) =
3∑

i=1

(−1)iH(Di) .

Il est clair que
dimRn(ν) + dim νϕ=1,N=0 = 0 .

D’autre part,

dimQp D∞,e(ν)Gn = dimQp D∞,g(ν)Gn + dimQp C∞(ν)Gn − dimQp C∞(ν)Gn

= dimQp D∞,g(ν)Gn = 0 .

En effet on a une suite exacte

0 −→ D∞,g(D1) −→ D∞,g(D) −→ D∞,g(D2) −→ U −→ 0

où U est un Qp-espace vectoriel de dimension finie. Comme dimQp UGn = dimQp UGn

et que D∞,g(D)Gn = 0 pour tout (ϕ, N)-module, dimQp D∞,g(ν)Gn = 0. En utilisant
les suites exactes tautologiques

0 −→ ker ξn(D) −→ D∞,e(D)Gn −→ Rn(D) −→ coker ξn(D) −→ 0

on obtient que
h(ξn(ν)) + dim νϕ=1,N=0 = 0 .

Lorsque D est un ϕ-module, dimQp D∞,e(D)Gn = [Kn : Qp] dimD et grâce à [19,
3.4.4]

dimDϕ=1,N=0 + h(ξn(D)) = dimDϕ=1,N=0 − dimDN=0/(1− ϕ)

− dim(D/ND)ϕ=p−1
+ dimDN=0/(1− pϕ)

= 0 .

Donc pour tout (ϕ, N)-module,

h(ξn(D)) = − dimDϕ=1,N=0 ,

dimQp D∞,e(D)Gn = [Kn :Qp] dimD .

Calculons la dimension sur Qp du noyau de

ΩV,h,n : D∞,e(V )Gn −→ Z1
∞(K, V )Gn .

5.4.3. Lemme. — dim kerΩV,h,n " [Kn : Qp] dimFil0 D−dimV GK +dimDϕ=1,N=0.

Démonstration. — L’application D∞,e(V )→ H1
e (Kn, V ) se factorise en une applica-

tion
Ω′

V,h,n : D∞,e(V )Gn −→ H1
e (Kn, V )
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Comme Z1
∞(K, V )Gn s’injecte dans H1(Kn, V ), le noyau de Ω′

V,h,n est égal au noyau
de ΩV,h,n. On a alors le diagramme commutatif suivant

0
↓

ker ξn 0
↓ ↓

0 → kerΩ′
V,n,h → D∞,e(V )Gn → H1

e (Kn, V )
↓ ↓

V GK → Sn(D) → Rn(D) → H1
e (Kn, V )

↓ ↓
coker ξn(D) 0

↓
0

avec Sn(D) = Kn⊗Fil0 D/ Fil0 DN=0,ϕ=1 et Rn(D) = Kn⊗D/DN=0,ϕ=1 (rappelons
que Fil0 DN=0,ϕ=1 = V GK = V GKn car V est semi-stable). On en déduit une suite
exacte

0 −→ ker ξn(D) −→ kerΩ′
V,h,n −→ Sn(D)/V GKn −→ coker ξn(D)

et l’inégalité

dimkerΩ′
V,h,n " [Kn : Qp] dimFil0 D − dimV GK − dim h(ξn(D)) .

Finissons la démonstration de la proposition 5.4.1. En procédant comme dans [19,
3.4], on montre que le déterminant de ΩV,h sur

detD∞,e(D)⊗ detU(D)N=0,Φ=1 ⊗ (detV GK∞ )−1

est divisible par
∏

j>−h (
dimQp Filj D
−j dans H(G∞). Rappelons que

detZ2
∞(K, V ) = (detV ∗(1)GK∞ )ι .

Donc (det V GK∞ )−1 · δst(V ) est contenu dans

(detU(D)N=0,Φ=1)−1 · detD∞,g(D)/D∞,e(D) · (detD2
∞,g(D))−1

= (detU(D)N=0,Φ=1)−1 · det(U(D)/NU(D))Φ=p−1

· (detU(DN=0)/(1− Φ)) · (detU(D)/(1− pΦ, N)U(D))−1

= H(G∞)

d’où la proposition 5.4.1 lorsque V ∗(1)GK∞ = 0. Dans le cas contraire, on peut soit
raffiner la suite exacte comme dans [19, 3.4.5], soit se ramener au cas où V ∗(1)GK∞ = 0
par dévissage (la proposition est «multiplicative » en les suites exactes) en invoquant
le résultat de [19] puisque V GK∞ est cristalline.
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Montrons maintenant que δst(V ) = H(G∞). Le Qp⊗Zp[[G∞]]-déterminant de l’ac-
couplement de dualité sur

(
⊗i∈{1,2} (detZ1

∞(K, V ))(−1)i+1)
⊗

(
⊗i∈{1,2} (det Z1

∞(K, V ∗(1)))(−1)i+1)ι

est Qp ⊗ Zp[[G∞]] (le module de torsion de Z1
∞(K, V ) a même série caractéristique

que Z2
∞(K, V ∗(1))ι). En utilisant 5.3.7, on en déduit que

δh(ΩV )δ1−h(ΩV ∗(1))ι = H(G∞)

et

δst(V )δst(V ∗(1))ι = H(G∞) .

Comme on a les inclusions δst(V ) ⊂ H(G∞), δst(V ∗(1)) ⊂ H(G∞), on obtient le
théorème suivant :

5.4.4. Théorème. — Soit V une représentation p-adique semi-stable de GK . Alors,
δst(V ) = H(G∞).

Lorsque V est cristalline, δst(V ) provient naturellement d’un sous-Qp ⊗ Zp[[G∞]]-
module δcris(V ) de H(G∞) et on a δcris(V ) = Qp ⊗ Zp[[G∞]].

Soient h et h∗ des entiers " 1 tels que

Fil−h Dp(V ) = Dp(V ) , Fil−h∗
Dp(V ∗(1)) = Dp(V ∗(1)) .

5.4.5. Proposition. — Si x ∈ Z1
∞(K, V ),

∏
−h<j<h∗ (−jx appartient à l’image de

D∞,f (V ) par ΩV,h.

Démonstration. — La démonstration est identique à celle de [25]. On a pour des
entiers positifs αj ∏

−h<j<h∗

(
αj

−jx = λ−1ΩV,h(g)

avec λ ∈ Zp[[G∞]] et g ∈ D∞,f (Dp(V )). D’où, pour g∗ ∈ D∞,f (Dp(V ∗(1))),

λ〈x,ΩV ∗(1),h∗(g∗)〉 =
〈( ∏

−h<j<h∗

(−j

)−αj

ΩV,h(g),ΩV ∗(1),h∗(g∗)
〉

=
( ∏

−h<j<h∗

(
−αj+1
−j

)
〈ΩV,h(g),ΩV ∗(1),1−h(g∗)〉

=
( ∏

−h<j<h∗

(
−αj+1
−j

)
[g, g∗]Dp(V ),∞

On en déduit que pour tout g∗ ∈ D∞,f (Dp(V ∗(1))),

[g, g∗]Dp(V ),∞ ∈ λ
∏

−h<j<h∗

(
−αj+1
−j H(G∞) .
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L’accouplement [·, ·]Dp(V ),∞ est unimodulaire sur D∞,f (V ) × D∞,f (V ∗(1)). Donc
g ∈ λ

∏
−h<j<h∗ (

−αj+1
−j D∞,f (V ). D’où l’existence de g1 ∈ D∞,f (V ) tel que

∏

−h<j<h∗

(−jx = ΩV,h(g1) .

MÉMOIRES DE LA SMF 84



CHAPITRE 6

NORMES UNIVERSELLES

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour démontrer le théorème suivant :

6.0.1. Théorème. — Soient V une représentation p-adique semi-stable d’une exten-
sion finie non ramifiée K de Qp et T un réseau de V stable par GK . Soit Fil1 V la plus
grande sous-représentation de V dont les poids de Hodge-Tate sont strictement posi-
tifs et Fil1 T = Fil1 V ∩ T . Alors, la limite projective des H1

g (K(µpn), T ) relativement
aux applications de corestriction est de rang sur Zp[[G∞]] égal à [K : Qp] dimFil1 V
et égal à torsion près à la limite projective des H1(K(µpn), Fil1 T ).

Par exemple, si V est une représentation semi-stable irréductible sur Qp, le Zp[[G∞]]-
module Z1

∞,g(Qp, T ) est nul ou égal à Z1
∞(Qp, T ).

La démonstration est identique à la démonstration de [26]. Nous indiquons dans
ce qui suit quelques modifications à faire.

6.1. Ingrédients

Commençons par un lemme de divisibilité.

6.1.1. Lemme. — Soit G ∈ (B[log x]⊗D)N=0 tel que G(ζn − 1) = 0 pour tout entier
n 3 0. Alors, il existe G1 ∈ (B[log x] ⊗ D)N=0 tel que G = log(1 + x)G1. De plus,
o(G) = o(G1)− 1.

Démonstration. — Pour G ∈ H[ρ,1[, le lemme se déduit de la continuité de la divi-
sion euclidienne comme dans le cas des éléments de H (remarquons que Frac(Zp[[x]])
s’injecte dans B). Passons à G ∈ (B[log x]⊗D)N=0. On a donc

G =
∑

k

(−1)k

k!
NkG0 logk x

avec G0 ∈ B ⊗ D. Comme G(ζn − 1) = 0 pour tout entier n, il en est de même des
(1 ⊗ N)j(G)(ζn − 1). Raisonnons par récurrence sur le plus grand entier r tel que
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N rG0 += 0. On a alors (1⊗N)rG = (1⊗N)rG0 = N rG0. Donc

(1 ⊗N)rG0 = log(1 + x)H1

avec H1 = N rK1 ∈ B ⊗D. Soit G1 = G0 − (−1)r log(1 + x)K1. Alors

G =
∑

k

((−1)k/k!)NkG1 logk x− (−1)r log(1 + x)H1

et N rG1 = 0. Par récurrence, on en déduit le lemme.

6.1.2. Le lemme [26, 2.2] sur les filtrations devient :

Lemme. — Soit W un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur
nilpotent N . Soient g1,. . ., gd des éléments de (B[log x] ⊗K W )N=0. On suppose que
pour tout entier n, il existe une filtration décroissante exhaustive et séparée Fili Wn

de W k
n = Kn ⊗K W avec Fil1 Wn = 0 telle que

1) les entiers hj = dimKn Filj Wn − dimKn Filj+1 Wn ne dépendent pas de n ;
2) pour tout entier j ! 0 et toute racine de l’unité ζn d’ordre pn,

D−j(gi)(ζn − 1) ∈ Filj Wn .

Alors det(g1, . . . , gd) (calculé dans une base de W ) est divisible par log−tH (1 + x) où
tH =

∑
j jhj est le degré de la filtration.

6.1.3. Le lemme suivant est très important car il implique que tous les sous-ϕ-mo-
dules de Dp(V ) qui interviennent dans la démonstration sont nécessairement stables
par N et donc des (ϕ, N)-modules.

Lemme. — Soit D un (ϕ, N)-module et g un élément de (B[log x] ⊗ D)N=0. Soit ∆
le plus petit sous-ϕ-module de D tel que g ∈ B[log x]⊗∆. Alors, ∆ est stable par N .

Ainsi, ϕ-support et (ϕ, N)-support pour un élément de (B[log x] ⊗ D)N=0 sont
identiques.

Démonstration. — Écrivons g =
∑s

i=1 givi avec les vi ∈ ∆, les gi ∈ B[log x] et s
minimal. Comme Ng = 0, on a

s∑

i=1

giNvi = −
s∑

i=1

N(gi)vi ∈ B[log x]⊗∆ .

Dans B[log x] ⊗ D/∆, on a donc avec wi = Nvi,
∑s

i=1 giwi = 0. Quitte à changer la
numérotation, on peut supposer que les wi non nuls sont les s0 premiers et que les
s1 premiers sont indépendants et forment une base de l’espace vectoriel engendré par
les wi. Supposons s0 += 0. Alors,

0 = w1 ∧ · · · ∧ ws1−1 ∧
s0∑

i=1

giwi

= hw1 ∧ · · · ∧ ws1
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avec h une combinaison linéaire non triviale des gi à coefficients dans Qp. Comme
h = 0, cela implique que l’un des gi s’exprime en fonction des autres et contredit le
fait que l’écriture de g est minimale. Donc, tous les Nvi sont dans N∆. Si ∆′ est le
sous-espace vectoriel de ∆ engendré par les vi, on a ∆ =

∑
ϕn∆′. Comme Nϕ = pϕN ,

on en déduit que N∆ ⊂ ∆ et le lemme.

6.1.4. Les théorèmes de stabilité de Totaro restent vrais dans le cas des (ϕ, N)-
modules filtrés. Un (ϕ, N)-module filtré D est dit faiblement admissible si tH(D) =
tN (D) et si pour tout sous-module D′ de D stable par ϕ et par N , tH(D′) ! tN (D).
Si D′ est un (ϕ, N)-module filtré non nul de dimension dD′ , posons

λ(D′) = (tH(D′)− tN (D′))/dD′ .

Soit c ∈ R. On dit qu’un (ϕ, N)-module filtré D est de pente ! c (resp.< c) si pour
tout sous-(ϕ, N)-module filtré D′ non nul de D, on a λ(D′) ! c (resp. λ(D′) < c).

6.1.5. Proposition (Totaro). — Soient Di pour i = 1, 2 deux (ϕ, N)-modules filtrés
de pente ! ci. Alors D1 ⊗D2 est un (ϕ, N)-module filtré de pente ! c1 + c2.

6.1.6. Corollaire
1) Soit D un (ϕ, N)-module filtré de pente ! c, alors D⊗n et ∧nD sont des (ϕ, N)-
modules filtrés de pente ! nc.
2) Soit D un (ϕ, N)-module filtré de pente < 0, alors ∧nD est un (ϕ, N)-module filtré
de pente < 0.

6.2. Esquisse de la démonstration

6.2.1. La théorie de l’exponentielle du §5 donne une interprétation de Z1
∞,f (K, V )

similaire à celle de [26, §2.5.3]. Soit D un (ϕ, N)-module filtré. Soient v un entier
tel que IH(D) ⊂] −∞, . . . , v] et J un sous-ensemble de IH(D). On note A(r)

v,J(D) le
sous-H(G∞)-module de D∞,f (D) formé des g tels que






oϕ(g) ! v + r,

D−j(g)(ζn − 1) ∈ Kn ⊗K ϕn Filj D pour j ! v et n > n0

D−j(g)(ζn − 1) = 0 pour j ∈ J et n > n0 .

On pose Av,J (D) = A(0)
v,J (D).

Ce module est plongé naturellement dans A(r),gros
v,J (D) qui est le sous-B(G∞)-

module de Dgros
∞ (D) formé des g tel que






oϕ(g) ! v + r,

D−j(g)(ζn − 1) ∈ Kn ⊗K ϕn Filj D pour j ! v et n > n0

D−j(g)(ζn − 1) = 0 pour j ∈ J et n > n0

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2001



88 CHAPITRE 6. NORMES UNIVERSELLES

6.2.2. Proposition. — Soit v le plus grand des poids de Hodge de Dp(V ). Les mo-
dules Frac(Zp[[G∞]])⊗Z1

∞,J,g(K, V ) et Frac(Zp[[G∞]])⊗Av,J (Dp(V )) sont isomorphes.

On suppose désormais que v = 0, c’est-à-dire que Fil1 Dp(V ) = 0, Fil0 Dp(V ) += 0
et que k est un entier négatif tel que V n’admette pas de sous-représentation W
telle que Filk Dp(W ) = 0 : ainsi, pour tout sous-module (ϕ, N)-module filtré vérifiant
Filk D′ = 0, on a tH(D′) < tN (D′). Nous devons montrer que Agros

k = A(0),gros
0,{k} (Dp(V ))

est nul.
Si l’on reprend la démonstration de [26], on est amené à considérer a priori le corps

des fractions de B[log x]. Cependant, on remarque la chose suivante :

6.2.3. Lemme. — Soit g ∈ (B[log x] ⊗ D)N=0 non nul. Supposons qu’il existe une
relation Φr(g) =

∑r−1
i=0 aiΦi(g) avec les ak ∈ Frac(B[log x]) n’appartenant pas tous à

Frac(B). Alors, il existe une relation

Φr′
(g) =

r′−1∑

i=0

a′
iΦ

i(g)

avec r′ < r. En particulier, il existe une relation de ce type avec les ai dans Frac(B).

Démonstration. — On applique N à la relation. En utilisant le fait que NΦjg = 0
pour tout j, on obtient :

0 =
r−1∑

i=0

N(ai)Φi(g) .

Si r′ est le plus grand entier tel que N(ai) += 0 (nécessairement 0 ! r′ < r), on a donc

Φr′
(g) = −

r−1∑

i=0

N(ai)
N(ar′)

Φi(g) .

Il faut juste vérifier que si a ∈ Frac(B[log x]), Na = 0 si et seulement si a ∈ Frac(B),
ce qui est clair (il s’agit d’une dérivation dans le corps de fractions d’une algèbre de
polynômes à une variable).

Avec ces remarques, la démonstration de [26] s’adapte aisément.
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APPENDICE A

DIGRESSION : LE POLYLOGARITHME

A.1. Polylogarithmes (définition näıve)

Posons
L0(x) =

x + 1
x

, L1(x) = log x .

Ce sont des éléments de B−[log x]. On a D(L1) = L0 et ces deux fonctions vérifient

ψ(L0) = L0 , ψ(L1) = p−1L1 .

En effet,

ϕ ◦ ψ(L0) = ϕ ◦ ψ
(
1 +

1
x

)
= 1 +

1
p

∑

ζ∈µp

1
ζ(1 + x)− 1

= 1 +
1

(1 + x)p − 1
= ϕ(

1 + x

x
) = ϕ(L0)

ϕ ◦ ψ(L1) =
1
p

∑

ζ∈µp

log(ζ(1 + x)− 1)

= p−1 log((1 + x)p − 1) = p−1ϕ log x = p−1ϕ(L1) .

A.1.1. Lemme. — Il existe une unique suite (Lk)k∈Z d’éléments de B[logx] telle que

D(Lk) = Lk−1 , ψ(Lk) = p−kLk .

Démonstration. — Pour k < 0, cela est clair, il faut et il suffit de prendre
Lk(x) = D−k(1/x). L’existence d’éléments Lk de B[logx] pour k > 0 vérifiant
D(Lk) = Lk−1 vient de la surjectivité de D sur B[log x]. On peut alors ajuster
par récurrence la constante d’intégration de manière unique pour que ces éléments
vérifient ψ(Lk) = p−kLk. En effet, si ψ(Lk−1) = p−(k−1)Lk−1, on a

D(ψ(Lk)) = p−1ψ(D(Lk)) = p−kLk−1 = p−kD(Lk) ,



90 APPENDICE A. DIGRESSION : LE POLYLOGARITHME

donc ψ(Lk) − p−kLk = c. En remplaçant Lk par Lk + d, on obtient l’équation
(1− p−k)d = −c, ce qui a une solution unique si k += 0.

L’équation fonctionnelle permet ici de fixer la constante d’intégration. On aurait pu
fixer la constante d’intégration par d’autres moyens. Par exemple, on peut demander,
comme le fait Coleman dans [5] que la limite de Lk(x) soit nulle lorsque x→ (−1)−

avec x restant dans une extension de Qp de degré de ramification bornée.
Il est facile de voir que Lk est en fait un polynôme de degré 1 en log x. Pour k = 0,

NL0 = 0 et L0 ∈ B. Montrons plus précisément le lemme suivant :

A.1.2. Lemme. — Pour k " 1,

NLk(x) =
logk−1(1 + x)

(k − 1)!

et Lk(x) = Lk(x) − (logk−1(1 + x)/(k − 1)!) log x est un élément de H.

On en déduit que

Lk(x) − log(1 + x)
k − 1

Lk−1(x) ∈ B .

Démonstration. — Faisons une récurrence sur k. Pour k = 1,

NLk(x) = N log x = 1 et L1 = 0 .

Supposons l’hypothèse de récurrence vraie pour k et écrivons

Lk =
logk−1(1 + x)

(k − 1)!
log x + Lk

avec Lk ∈ H. On a à une constante près

Lk+1 =
∫

Lk

1 + x
=

1
(k − 1)!

∫
logk−1(1 + x) log x

1 + x
+

∫
Lk

1 + x

(par intégration par parties)

=
1
k!

logk(1 + x) log x−
∫ ( 1

k!
logk(1 + x)

x
− Lk

1 + x

)
.

Le terme sous le signe intégrale est un élément de H car log(1+x)/x ∈ H de même que
Lk/(1 + x). Donc sa primitive qui est Lk+1 appartient à H. On en déduit l’assertion.

A.1.3. Lemme. — Pour k ∈ Z, L
(p)
k

déf= (1 − p−kϕ)Lk appartient à Bψ=0
− et vaut 0

en ∞. Plus précisément, L
(p)
k est défini pour |x| > p−1/(p−1).
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Démonstration. — L’équation fonctionnelle et le lemme A.1.2 impliquent que

(1− p−kϕ)Lk =
logk−1(1 + x)

(k − 1)!
(1− p−1ϕ) log x + (1 − p−kϕ)Lk

=
logk−1(1 + x)

(k − 1)!
L

(p)
1 + (1− p−kϕ)Lk ∈ B .

Donc, L
(p)
k = (1 − p−kϕ)Lk appartient à Bψ=0. Montrons par récurrence qu’il ap-

partient à B− et que sa valeur en ∞ est nulle. Cela est clair pour L
(p)
0 = 1/x −

1/((1 + x)p − 1). Supposons-le vrai pour L
(p)
k . Écrivons

L
(p)
k+1 = f− + f+

avec f+ ∈ H et f− ∈ B−. Comme D conserve H et B−, D(f+) = 0 ce qui implique
que f+ est une constante et que L

(p)
k appartient à B−. Elle est donc définie en ∞.

L’équation fonctionnelle ψ(L(p)
k ) = 0 implique alors que pL

(p)
k (∞) = 0 et donc que

L
(p)
k (∞) = 0 .

Montrons que L
(p)
k ∈ H]p−1/(p−1),∞]. Comme D(L(p)

k ) = L
(p)
k−1 et qu’il s’agit d’éléments

de B, il est facile de voir que si L
(p)
0 ∈ H]p−1/(p−1),∞], il en est de même des L

(p)
k

pour k " 0. Or 1/((1 + x)p − 1) appartient à H]p−1/(p−1),∞] et il en est de même
pour L

(p)
0 .

A.1.4. Coleman a montré dans [5] qu’il existe des fonctions lik localement analy-
tiques sur P1 − {1} telles que lik(0) = 0 et

li0(z) =
z

z − 1
,

d

dz
lik =

lik−1

z
.

Reprenons rapidement sa construction. Considérons les classes résiduelles {|x| > 1}
et {|x−a| < 1} pour |a| = 1. Notons ta(x) = x−a, ou 1/x pour a =∞, un paramètre
local en a. Pour f ∈ Ra avec Ra l’espace des fonctions analytiques sur {|x− a| < 1}
(ayant un développement de Taylor convergent) ou Ba[log ta(x)] où Ba est l’anneau des
fonctions analytiques sur une couronne du type η ! ta(x) < 1 (la condition au bord
n’est pas nécessaire ici), l’équation différentielle D(g) = f a toujours une solution.
Pour chaque a, une puissance ϕna convenable stabilise {|x − a| < 1} et il en est de
même de ψna . Les opérateurs ϕna et ψna se prolongent alors à Ba[log ta(x)] (mêmes
calculs que ceux faits pour a = 0). Si f vérifie l’équation fonctionnelle

ψna(f) = p−knaf ,

l’équation différentielle D(g) = f a une unique solution g telle que

ψna(g) = p−(k+1)nag .

En procédant sur chaque classe résiduelle et par récurrence, on en déduit qu’il existe
une unique fonction Zk sur Cp privé de boules de centre 0, −1 et ∞ et de rayon
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strictement inférieur à 1 (en fait p−1/(p−1)), dont la restriction à chaque boule (ou
couronne) de rayon 1 est du type Ra ou Ba[log ta(x)] et telle que

D(Zk) = Zk−1 , Z0 =
x + 1

x
, ψ(Zk) = p−kZ .

Si Z(p)
k = (1− p−kϕ)Zk, on a ψ(Z(p)

k ) = 0 et Z(p)
k cöıncide avec L

(p)
k (la dérivation est

bijective sur les éléments du noyau de ψ sur n’importe quelle classe résiduelle). Sur la
boule de centre −1, Lk(x) cöıncide avec la série

∑
n tn/nk avec t = 1 + x, puisque les

deux fonctions vérifient à la fois les équations différentielles et l’équation fonctionnelle
ψ = p−k (à condition d’identifier log x et log(−x)). Ainsi,

Lk(x) = lik(1 + x) .

Par rapport à la méthode utilisée par Coleman, pour fixer les constantes d’intégration
sur chaque classe résiduelle, nous avons juste remplacé l’évaluation sur un point de
Teichmüller (fixe par une puissance de ϕ) par l’équation fonctionnelle ψ(g) = p−k−1g
plus dans l’esprit de cet article.

Que donne le calcul explicite des primitives de (1 + x)−1L1 ? On a par intégration
par parties (C est une constante)

∫
(1 + x)−1 log x− C = log(1 + x) log x−

∫
log(1 + x)

x

= log(1 + x) log x + li2(−x) .

D’où, sur une couronne du type ρ ! |x| < 1,

L2(x) = log(1 + x) log x + li2(−x) + C

ou encore en utilisant l’unicité du prolongement analytique

li2(1 + x) = log(1 + x) log x + li2(−x) + C

et en changeant x en −x,

li2(1− x) = log(1− x) log x + li2(x) + C

Il reste à calculer la constante C. On déduit de l’équation fonctionnelle que

ψ(li2(−x)) − p−2 li2(−x) = −(1− p−2)C ,

c’est-à-dire que
∑

ζ∈µp

li2(−ζ(1 + x) + 1)− p−2 li2(−(1 + x)p + 1) = −(1− p−2)C .

Par prolongement analytique, cette équation reste vraie en l’infini, le premier membre
est alors nul, ce qui implique que C = 0. On trouve donc l’équation fonctionnelle
classique.

Le lemme A.1.2 est en fait la proposition 7.1 de [5] où l’on remplace B(0, 1) par
B(1, 1) (faute de frappe).
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A.2. Polylogarithmes et fonction de Kubota-Leopoldt

A.2.1. Appliquons le théorème 1.1.8 à L
(p)
0 ∈ Bψ=0. Il existe un élément LK−L ∈

B(G∞) tel que
L

(p)
0 = −LK−L · (1 + x) .

En fait, LK−L appartient à l’anneau total des fractions de Zp[[G∞]] qui est naturel-
lement plongé dans B(G∞). En effet, si γ est un générateur de Γ (élément d’ordre
infini), on a

(χ(γ)γ − 1) · x + 1
x

∈ Zp[[x]] .

Donc (χ(γ)γ − 1)LK−L ∈ Zp[[G∞]]. De même, comme L
(p)
k ∈ Bψ=0, il existe

fk ∈ B(G∞) tel que L
(p)
k = fk · (1 + x), en fait plus précisément

L
(p)
k = −Tw−k(LK−L) · (1 + x)

où Tw est l’opérateur induit par τ &→ χ(τ)τ . Il est facile de voir par (une des) construc-
tion(s) de la fonction L p-adique de la fonction de Kubota-Leopoldt Lp(s, η) où η est
pour simplifier un caractère d’ordre fini de G∞, que l’on a

LK−L(η〈χ〉s) = Lp(−s, ηω)

pour s ∈ Zp − {1} avec ω le caractère de Teichmüller de ∆ tel que 〈χ〉 = χω−1 soit à
valeurs dans 1 + pZp. Ainsi pour k ∈ Z,

LK−L(ηχk) = Lp(−k, ηωk+1) .

On en déduit les formules classiques reliant Lp(k, ηω1−k) avec la fonction L
(p)
k pour η

un caractère non trivial primitif de conducteur une puissance pnη de p pour simplifier
[20, 3] :

G(η−1, ζnη )LK−L(ηχ−k) =
∑

τ∈Gal(Knη /Qp)

η(τ)−1τD−k(L(p)
0 )(ζnη − 1)

=
∑

τ∈Gal(Knη /Qp)

η(τ)−1L
(p)
k (ζτnη

− 1)

avec G(η−1, ζnη ) =
∑
τ∈Gal(Knη /Qp) η(τ)ζ

τ
nη

et donc

Lp(k, ηω1−k) = G(η−1, ζnη )−1
∑

τ∈Gal(Knη /Qp)

η(τ)−1L
(p)
k (ζτnη

− 1) .

La primitivité du caractère η permet alors de remplacer L
(p)
k (ζn − 1) par Lk(ζn − 1) :

Lp(k, ηω1−k) = G(η−1, ζnη )−1
∑

τ∈Gal(Knη /Qp)

η(τ)−1Lk(ζτnη
− 1) .

La formule de Coleman
Lk(x) = lik(1 + x)

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2001



94 APPENDICE A. DIGRESSION : LE POLYLOGARITHME

pour tout x tel que |x| " p−1/(p−1) permet alors d’écrire cette formule sous la forme
voulue

Lp(k, ηω1−k) = G(η−1, ζnη)−1
∑

τ∈Gal(Knη /Qp)

η(τ)−1 lik(ζτnη
) .

Cependant, la formule fondamentale est :

Lk(ζn − 1) = lik(ζn) =
∑

m>0

ζm
n

mk

La formule pour le caractère trivial s’en déduit de la manière suivante. Comme
ψ(Lk) = p−kLk, il est naturel de poser :

[(1− p1−kϕ)Lk](0) = −TrK1/Qp
(Lk(ζ1 − 1))

Si (1− p−kϕ)G = 1 + x− logk(1 + x), G(0) est défini et vaut (1− p−k)−1 et on a

(1− p1−k)G(0) = [(1 − p1−k)ϕ)G](0) = −TrK1/Qp
(G(ζ1 − 1))

d’une part et

Tw−k((χ(γ)γ − 1)LK−L) · G = (χ1−k(γ)γ − 1)Lk

d’autre part. On en déduit que

LK−L(χ−k)(1− p1−k)G(0) = [(1− p1−kϕ)Lk](0)

ou encore

LK−L(χ−k) = (1 − p−k)
[(1 − p1−kϕ)Lk](0)

1− p1−k
.

On pose Lk(0) = [(1− p1−kϕ)Lk](0)/(1− p1−k). En utilisant l’équation

[(1− p1−kϕ)Lk](x) = −TrK1/Qp
(Lk(ζ1(1 + x) − 1)) ,

on peut interpréter comme le fait Coleman Lk(0) comme la limite de Lk(x) pour x
tendant vers 0 dans une extension de Qp de degré de ramification borné. On retrouve
la formule (4) de [5]

LK−L(χ−k) = (1− p−k)Lk(0)

Nous ne prétendons pas avoir fait plus simple que [5] ! La théorie du prolongement
analytique de Coleman est fondamentale pour reconnâıtre en Lk(ζn − 1) le nombre
lik(ζn) (remarquons cependant que la construction de Lk est dans un certain sens plus
facile (1)), nous avons simplement remplacé l’argument qui utilise la construction de
Koblitz ([14]) de la fonction L p-adique utilisant les mesures sur Z×

p par la construction
basée sur les unités cyclotomiques et la série (x + 1)/x (2). Par contre la méthode

(1)pourquoi d’ailleurs préfère-t-on avoir la singularité en 1 plutôt qu’en 0 ? et pourquoi les intégrales

itérées de log(1 − x)/x ont-elles plus de prestige que celles de log(x)/(1 + x) ?
(2)Finalement, l’étude de la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt est simplement l’étude de x−1

et de sa primitive log x ! Ce qui traduit aussi la simplicité du système d’Euler associé qui est (1−ζn)n.
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semble se généraliser au cas des courbes elliptiques à réduction multiplicative déployée
par exemple pour l’étude du zéro trivial.

A.2.2. Ce paragraphe est lié au paragraphe 5. Prenons

V = Qp(1) et g = L
(p)
1 ⊗ e−1 ∈ Qp[−1] = Dp(Qp(1))

et
G = log x⊗ e−1 .

L’action de ϕ sur Qp[−1] est la multiplication par p−1. On a (1 − Φ)G = g. Comme
ni 1 ni p−1 ne sont valeurs propres de ϕ sur Qp[−k] pour k " 2 et que NG = e−1, on
a Λ(G) = e−1, M(G) = 0. Traduisons le théorème 5.3.5. Comme

Fil−1 Dp(Qp(1)) = Dp(Qp(1)) ,

prenons h = 1. Les points P (k)
n,0 = P (k)

n,0 (log x⊗ e−1) sont

P (1)
n,0 = expQp(1)(p

−n(1⊗ ϕ)−n(p−nΛ, 0, G)(ζn − 1))

= expQp(1)((p
−n, 0, log(ζn − 1)e−1)

= ζn − 1

et pour k " 1,

P (1)
n,k = expQp(k+1)

(
pn(k−1)(1⊗ ϕ)−n(0, 0, D−k(G)(ζn − 1))

)

= expQp(k+1)(p
nk(0, 0, Lk+1(ζn − 1))e−k−1)

Par le théorème 5.3.5,

(−1)k−1k!pnkP (1)
n,k = expQp(k+1),e((−1)k−1k!pnkLk+1(ζn − 1)e−k−1)

est aussi l’image dans H1(Kn, Qp(k+1)) du twist Twk((1−ζm)m) ∈ Z1
∞(K, Qp(k+1))

du système des éléments cyclotomiques (1− ζm)m. Autrement dit, pour k " 2

pn(k−1)Lk(ζn − 1)e−k = Γ∗(−k + 1) logQp(k)

(
π(k)

n (Twk−1((1− ζm)m))
)

où π(k)
n est la projection de lim←−n

H1(Km, Zp(k)) sur H1(Kn, Zp(k)) et où Twk est
cette fois l’opérateur de twist (dû à Soulé dans ce cas) de lim←−n

H1(Kn, Zp) dans
lim←−n

H1(Kn, Zp(k)). D’où en utilisant le polylogarithme lik de Coleman et par simple
application du théorème principal,

lik(ζn) =
Γ∗(−k + 1)

pn(k−1)
logQp(k)

(
π(k)

n Twk−1(1 − ζn)m

)
.

Lorsque k < 0, on obtient de même les formules

lik(ζn) =
Γ∗(−k + 1)

pn(k−1)
exp∗

Qp(k)

(
π(k)

n Twk−1(1− ζn)m

)

avec
lik(z) = (z

d

dz
)−k z

(z − 1)
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et exp∗
Qp(k) l’exponentielle duale. Ce genre de formules et ses généralisations sont

certainement la motivation secrète fondamentale de tout ce travail.

A.3. Polylogarithmes et éléments de B
+ GK∞
st

A.3.1. Reformulons dans ce cas particulier les propositions 5.1.4 et 5.1.7.

Proposition. — La suite pnkLk(βn − 1) = pnk lik(βn) converge dans BdR vers un
élément Lk,st de B

+ GK∞
st vérifiant

ϕLk,st = pkLk,st , NLk,st =
tk−1

(k − 1)!

pnTn(Lk,st) = pnkLk(βn − 1) =
∑

j"k

pnj lij(ζn)
tk−j

(k − j)!
.

Avec les notations du §5.1.4, on a

LQp[−k](Lk ⊗ e−k) = Lk,st ⊗ e−k .

Les Lk,st sont les avatars de la fonction de Kubota-Leopoldt dans Bst.

A.3.2. Soit le polylogarithme de Debye (ou plutôt une translatée)

Dk =
k−1∑

j=0

(−1)j logj(1 + x)
j!

Lk−j .

Proposition
1) La dérivée de Dk est

D′
k(x) =

(−1)k−1

(k − 1)!
logk−1(1 + x)

x
.

Pour k " 2, Dk appartient à H. Pour k = 1, Dk = log x.
2) Pour n3 0, les Dk(βn − 1) appartiennent à B

+ GK∞
cris et

Dk(βn − 1) ≡ Lk(ζn − 1) mod Filk B+
dR .

3) La suite pnkDk(βn − 1) converge vers un élément Dk,st de B
+ GK∞
cris pour k " 2

(resp. de B
+ GK∞
st pour k = 1) vérifiant ϕ(Dk,st) = pkDk,st. On a enfin

pnTn(Dk,st) = pnkDk(βn − 1)

= pnkLk(ζn − 1) + (−1)k−1
∑

j!0

p−njL−j(ζn − 1)
tj+k

(j + k)!
.

Avec les notations du §5.1.4, on a

LQp[−k](Dk ⊗ e−k) = Dk,st ⊗ e−k ;
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On a aussi

Dk,st =
k−1∑

j=0

Lk−j,st
tj

j!
.

La dernière formule de la proposition peut aussi s’écrire pour n " 1

pnTn(Dk,st) =
∑

j"k

pnjDj(ζn − 1)
tk−j

(k − j)!

=
∑

j"k

pnj lij(ζn)
tk−j

(k − j)!
.

Démonstration. — Pour k = 1, D1 = log x. Supposons maintenant k " 2. On a

NDk =
k−1∑

j=0

logj(1 + x)
j!

NDk−j

=
k−1∑

j=0

(−1)j

j!(k − 1− j)!
logk−1(1 + x) = 0 .

Donc Dk ∈ B. En utilisant le lemme A.1.2, on montre facilement que Dk ∈ H. On
retrouve ce résultat grâce au calcul de la dérivée

D(Dk) = (−1)k−1 logk−1(1 + x)
k − 1!

L0 = (−1)k−1 logk−1(1 + x)
k − 1!

(
1 +

1
x

)

ou

D′
k =

(−1)k−1

(k − 1)!
logk−1(1 + x)

x
.

D’autre part,

(1− p−kϕ)Dk =
k−1∑

j=0

(−1)j logj(1 + x)
j!

L
(p)
k−j

est d’ordre ! k − 1. La convergence de la suite des pnkDk(βn − 1) se déduit alors du
lemme 5.1.5. Pour k = 1, D1,st est égal à log([ε− 1]).

Pour la dernière formule, Dr(Dk) (resp. Dr(Dk)− (−1)k−1Dr−k(L0)) est divisible
par log(1 + x) si r ! k − 1 (resp. si r " k). Comme Dj(L0) = L−j , on en déduit la
formule.

Les éléments Dk,st interviennent de manière essentielle dans la construction de
l’application ΩQp(k) (de manière un peu plus cachée ici que dans [19] et [25]) lorsque
l’on cherche à relever un élément β de Kn en un élément β̂ de B

+ GK∞
cris de manière à

ce que β̂ ≡ β mod Filh BdR pour h imposé à l’avance. C’est le cas de Dk(βn−1) et de
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Lk(ζn − 1) = lik(ζn). En passant à la limite, on obtient un élément Dk,st de B
+ GK∞
cris

vérifiant ϕDk,st = pkDk,st et tel que

Tn(Dk,st) ≡ pn(k−1)Lk(ζn − 1) mod Filk B+
dR .

C’est cela « l’avantage » de Dk,st sur Lk,st.
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APPENDICE B

ÉTUDE DE B =0

Le but de cet appendice est de montrer le théorème 1.1.8 de Colmez-Cherbonnier.
La démonstration est reprise de [3].

B.1. Préliminaires

Dans ce qui suit, les réels ρ, ρ′ vérifient sauf avis contraire 0 ! ρ ! ρ′ ! 1.

B.1.1. Lemme
1) Soit f =

∑
n∈Z anxn un élément de H[ρ,ρ′). S’il existe un entier n0 ∈ Z tel que

|an|rn < |an0 |rn0

pour tout n += n0 et pour tout ρ ! r ! ρ′, alors f/xn0 est inversible dans H[ρ,ρ′). Si
de plus, |an0 | = 1 (c’est-à-dire ‖f‖1 = 1), alors f est inversible dans H[ρ,ρ′)

0 .
2) Soit f =

∑
n∈Z anxn un élément de H[ρ,ρ′) (resp. H[ρ,ρ′]). On suppose que f n’a

pas de zéros pour ρ ! |x| < 1 (resp. ρ ! |x| ! 1). Alors f est inversible dans H[ρ,ρ′)

(resp. H[ρ,ρ′]).

Démonstration. — voir [1].

La première condition implique en particulier que |an| ! |an0 | pour tout n.

B.2. Structure de G∞-modules

On fixe τ ∈ Γ, on pose χ(τ) = 1 + pmu avec u unité. On fixe ρ < 1. On pose
ρm = p−1/((p−1)pm).

B.2.1. Lemme. — (τ − 1)(x)/xpm

est une unité de H[ρ,1)
0 pour ρ > ρm−1. De même,

ϕ(x)/xp est une unité de H[ρ,1)
0 pour ρ > ρ0.
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Démonstration. — On a

(τ − 1)(x) = (1 + x)[(1 + x)upm

− 1]

= (1 + x)
∞∑

k=1

(
pmu

k

)
xk = (1 + x)

∑

n!1

anxn .

Il s’agit de montrer que
∑

n anxn/xpm
est inversible. On utilise le lemme B.1.1 avec

n0 = pm. D’abord, apm =
(pmu

pm

)
est une unité car u est premier à p. Soit ρ ! r < 1.

Pour n > pm, on a |an|rn ! rn ! rpm
. Pour n < pm, on a

|an|rn =
∥∥∥
(

pmu

n

)∥∥∥rn = p−m+ordp nrn .

On désire montrer que pour n < pm,

p−m+ordp nrn < rpm

.

Il suffit pour cela de le vérifier pour n de la forme pm′
avec m′ < m, c’est-à-dire de

vérifier que pour m′ < m,

pm′
rpm′

< pmrpm

.

Or la fonction x &→ pxrpx

est croissante puis décroissante, il suffit donc de vérifier que

pm−1rpm−1
< pmrpm

,

ce qui est vrai si et seulement si rpm−1(p−1) > p−1, c’est-à-dire si et seulement si
r > ρm−1. Pour ϕ(x)/xp =

∑p−1
j=1

(p
j

)
xj−p, on a pour tout j += p, |

(p
j

)
rj−p| < p−1r1−p,

ce qui est strictement inférieur à 1 pour r > p−1/(p−1).

B.2.2. Lemme. — Pour tout entier k ∈ Z, (τ − 1)(xk)/xk appartient à xpm−1H[ρ,1)
0

pour ρ > ρm−1.

Démonstration. — Si k = 1, c’est le lemme B.2.1. Si k += 1, le lemme se déduit du
cas k = 1 et de

(τ − 1)(xk)
xk

=
∞∑

j=1

(
k

j

)( (τ − 1)x
x

)j
.

B.2.3. Lemme. — Prenons } =), ]. Si ρ′ " ρ > ρm−1, l’image de xaH[ρ,ρ′}
0 par τ −1

est contenue dans xa+pm−1H[ρ,ρ′}
0 .

Démonstration. — Comme H[ρ,ρ′}
0 est complet, il suffit de démontrer cette propriété

sur un sous-ensemble dense. Si β ∈ Qp, βxs est un élément de H[ρ,ρ′]
0 si et seulement

si |β|ρs ! 1 et |β|ρ′s ! 1. Le sous-Zp-module de H[ρ,ρ′}
0 engendré par de tels éléments

est dense dans H[ρ,ρ′}
0 . On a alors

(τ − 1)(βxa+s) = vβxs+a+pm−1 = xa+pm−1vβxs ∈ xa+pm−1H[ρ,ρ′]
0

avec v ∈ H[ρ,1)
0 ⊂ H[ρ,ρ′]

0 .
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Remarque. — On a (τ − 1)(x) = xpm
U avec U une unité d’après le lemme B.2.1 .

Donc (τ − 1)ϕ(x) = xpm+1
U ′.

B.2.4. Proposition (Colmez-Cherbonnier). — Soit ρm < ρ < ρ′. Pour tout a ∈ Z,
τ − 1 est une injection

ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
−→ ϕ(x)a+pm−1−1H[ρ,ρ′)

0

ψ=0

dont l’image contient ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
.

B.2.5. Corollaire. — Soit ρ > ρm. Pour tout a ∈ Z, τ − 1 induit une bijection de

H[ρ,ρ′)ψ=0
−→ H[ρ,ρ′)ψ=0

et on a

(τ − 1)−1
(
ϕ(x)aH[ρ,ρ′)

0

ψ=0)
⊂ ϕ(x)a−pm−1

H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
.

Démonstration. — Reprenons la démonstration de [3]. Un élément de H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
s’é-

crit de manière unique sous la forme

g =
p−1∑

i=1

(1 + x)iϕ(gi)

avec les gi ∈ H[ρ1/p,ρ′1/p). En utilisant le fait que ϕ(x)/xp est une unité et le lemme
B.2.2, on obtient

(τ − 1)(ϕ(x)a(x + 1)iϕ(g)) ∈ (τ − 1)(xapH[ρ,ρ′)
0 )

⊂ xap+pm−1H[ρ,ρ′)
0 = ϕ(x)a+pm−1−1xp−1H[ρ,ρ′)

0

⊂ ϕ(x)a+pm−1−1H[ρ,ρ′)
0

et donc

(τ − 1)(ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
) ⊂ ϕ(x)a+pm−1−1H[ρ,ρ′)

0

ψ=0
.

Construisons maintenant un « presque inverse » de τ − 1 par la formule

µ(g) =
p−1∑

i=1

(1 + x)i ϕ(gi)
(x + 1)i(χ(τ)−1) − 1

.

On a

µ(g) =
p−1∑

i=1

(1 + x)i ϕ(uigi)
ϕ(x)pm−1 .
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où ui = −xpm−1
/((x + 1)−i(χ(τ)−1)/p − 1) est une unité de H[ρ,ρ′)

0 .

Si g ∈ ϕ(x)aH[
0ρ,ρ

′)
ψ=0

, µ(g) appartient à ϕ(x)a−pm−1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
. On a d’autre part

µ((τ − 1)(g)) = g −
p−1∑

i=1

(1 + x)iϕ
( (τ − 1)(gi)
(x + 1)−i(χ(τ)−1)/p − 1

)

=
p−1∑

i=1

(1 + x)iϕ
(
ui

(τ − 1)(gi)
xpm−1

)
.

En particulier, si g ∈ ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
pour a ∈ Z et pour ρ " ρm, µ((τ − 1)(g)) − g

est un élément de

ϕ(x)a+pm−1−pm−1
H[ρ,ρ′)

0 = ϕ(x)a+pm−1(p−1)−1H[ρ,ρ′)
0 ⊂ ϕ(x)a+1H[ρ,ρ′)

0

(on utilise ici le lemme B.2.2). Montrons que ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
est contenu dans

l’image de ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
par τ − 1. Pour

g ∈ ϕ(x)bH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
et h ∈ ϕ(x)aH[ρ,ρ′)

0

ψ=0
,

posons Fg(h) = h−µ((τ−1)h−g). L’équation Fg(h) = h est équivalente à (τ−1)h = g.
On a

Fg(h) = h− µ((τ − 1)h)− µ(g)

∈ (ϕ(x)a+pm−1(p−1)−1, ϕ(x)b−pm−1
)H[ρ,ρ′)

0

ψ=0

⊂ ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0

pour b " a + pm−1 (car pm−1(p− 1)− 1 " 1) et si h− h′ ∈ ϕ(x)dH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
,

Fg(h)− Fg(h′) = (h− h′)− µ((τ − 1)(h− h′))

∈ ϕ(x)d+pm−1(p−1)−1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0

⊂ ϕ(x)d+1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
.

Ainsi, pour b " a + pm−1 (par exemple, b = a + pm−1), Fg est une application

de ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
dans lui-même contractante pour la topologie ϕ(x)-adique et ad-

met donc un point fixe. Aussi, ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
est contenu dans l’image de

ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
par τ − 1 pour tout entier a.

Remarques. — Remarquons que

(τ − 1)(ϕ(x)aϕ(g)) = ϕ((τ − 1)(xag)

⊂ ϕ(xa+pm−1H[ρ,ρ′)
0 ) ⊂ ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)

0 .
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Comme pm − 1 > pm−1,

(τ − 1)(ϕ(x)aϕ(H[ρ,ρ′)
0 )) ⊂ ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)

0 += ϕ(x)a+pm−1
H[ρ,ρ′)

0 .

L’image de ϕ(x)aH[ρ,ρ′)
0 par (τ − 1) n’est donc pas égale à ϕ(x)a+pm−1H[ρ,ρ′)

0 , ce qui
explique que la proposition ne s’étende pas à tout H[ρ,ρ′)ψ=0

.

B.2.6. Corollaire. — Pour tout entier k ∈ Z et pour ρ > ρm,

(τ − 1)k(H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
) ⊂





ϕ(x)kpm−1H[ρ,ρ′)

0

ψ=0
si k < 0

ϕ(x)k(pm−1−1)H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
ou xk(pm−1)H[ρ,ρ′)

0 si k " 0 .

Pour f ∈ H[ρ,1[ et ρ ! r < 1 et k ∈ Z

‖(τ − 1)k(f)‖r !
{

rkpm‖f‖r si k < 0
rk(pm−1)‖f‖r si k " 0.

B.2.7. Proposition. — Soit ρ > ρm. Soit λ un élément de B(G∞) : λ = f(τ − 1)

avec f =
∑

k∈Z akxk ∈ H[ρ,1}. Soit U ∈ H[ρ′,1)
0

ψ=0
, alors

∑
k∈Z ak(τ − 1)k(U) définit

un élément de H[ρ′′,1}ψ=0
avec ρ′′ = sup(ρ′, ρ1/pm

).

Démonstration. — Par hypothèse, pour tout ρ ! r < 1, limk→±∞|ak|rk = 0. Soit
U ∈ H[ρ′,1[ψ=0

. Prenons r < 1 supérieur à ρ′′ = sup(ρ′, ρ1/pm
). On a

‖ak(τ − 1)k(U)‖r !
{
|ak|r(pm−1)k‖U‖r si k " 0
|ak|rpmk‖U‖r si k < 0 .

Comme rpm−1 " rpm " ρ, on en déduit que

lim
k→±∞

‖ak(τ − 1)k(U)‖r = 0 ;

plus précisément pour λ ∈ H[ρ,1[(G∞), pour U ∈ H[ρ′,1[ et pour tout r tel que ρ′′ !
r < 1

‖λ · U‖r ! sup(‖λ‖rpm , ‖λ‖rpm−1)‖U‖r .

B.2.8. Corollaire. — L’application continue B(G∞)→ Bψ=0 définie par

λ &−→ λ · (1 + x)

est une application linéaire bijective ; l’image de H(G∞) est Hψ=0.

Démonstration. — Montrons d’abord que (x−aZp[[x]])ψ=0 ⊂ B(G∞)(1+x). Pour cela,
on remarque que pour G ∈ (x−aZp[[x]])ψ=0,

(τ − 1)k(G) ∈ (x−a+k(pm−1)Zp[[x]])ψ=0

et donc que, pour k " a/(pm − 1),

(τ − 1)k(G) ∈ Zp[[x]]ψ=0 = Zp[[G∞]](1 + x) .
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On en déduit que G appartient à B(G∞)(1 + x).

Soit maintenant G ∈ H[ρ,ρ′)
0

ψ=0
. Pour tout entier n, il existe un entier bn tel que

G ∈ pnH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
+ (x−bnZp[[x]])ψ=0 .

Donc G ∈ pnH[ρ,ρ′)
0

ψ=0
+ B(G∞)(1 + x) pour tout entier n, ce que implique que

G ∈ B(G∞)(1 + x), puisque H[ρ,ρ′)
0 est complet pour la topologie p-adique et que les

pnH[ρ,ρ′)
0 forment une base de voisinages.
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QUELQUES FORMULES

τ(log x) = log x + aτ avec aτ = log (1+x)χ(τ)−1
x

ϕ(logk(1 + x)) = pk log(1 + x)
ϕ(1 + x) = (1 + x)p

ϕ(log x) = p(log x + aϕ) = p(log x−+L(p)
1 )

ϕ(logk x) = pk(log x + aϕ)k = pk(logk +
(
k
1

)
aϕ logk−1 x + · · · + ak

ϕ)
ψ(1 + x) = 0
ψ(fϕ(g)) = ψ(f)g
ψ(logk(1 + x)) = p−k log(1 + x)
ψ(aϕ) = 0
ψ(log x) = p−1 log x

ψ(logk x) =
∑k

j=0(−1)k−j
(
k
j

)
p−jψ(ak−j

ϕ ) logj x

ψ(logk x) = p−k(
∑k

j=0

(k
j

)
ψ(ak−j

ϕ ) logj x)
D(1 + x) = 1 + x
D log(1 + x) = 1
D log x = 1+x

x

N log x = 1
Θk = limn pnkψn(logk x)
ψ(Θk) = p−kΘk

NΘk = kΘk−1
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[19] , Théorie d’Iwasawa des représentations p-adiques sur un corps local,
Invent. Math. 115 (1994), 81-149.

[20] , La fonction de Kubota-Leopoldt, Contemp. Math. 174 (1994), 65-93.

[21] , Fonctions L p-adiques et représentations p-adiques, Astérisque 229, Pa-
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[27] , Quelques remarques sur la théorie d’Iwasawa des courbes elliptiques,
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solution complète de (1 −Φ)G = g, 69
T , T , 52
tj , 30
A(ρ · N), 63
Θ, T , 43
Θ(p), 45

Θk, Θ
(p)
k , 42

Θ, 47
twist : M(k), M [k], 8
U(D), 30
U0(D), 31, 47
Ξn,k(G), 70

Ξn,k(G), 76
ζn, 61
ζn, 8


