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PROPRIETES DE LEFSCHETZ AUTOMORPHES POUR
LES GROUPES UNITAIRES ET ORTHOGONAUX

Nicolas Bergeron

Résumé. — Soit S = S(I') = '\ X une variété arithmétique obtenue comme quotient
d’un espace symétrique X = G(R)/K — G étant un groupe semi-simple connexe sur
Q, K ¢ G(R) un sous-groupe compact maximal — par un sous-groupe arithmétique
I' de G(Q). Si H C G est un sous-groupe semi-simple connexe tel que H(R) N K
soit un sous-groupe compact maximal, alors Y = H(R)/H(R) N K est un sous-
espace symétrique de X. Pour tout g € G(Q) on peut former la variété arithmétique
S(H,g) = (H@Q) N g 'T'g)\Y et considérer I'immersion naturelle j, : S(H,g) — S
induite par l'application H(A) — G(A), h — gh. Supposons G anisotrope ce qui im-
plique que S et S(H, g) sont compactes. Alors, pour tout entier positif k, I'application
Jg induit 'application de restriction

R, : H*(S,C) — H*(S(H, g),C).

Dans ce Mémoire nous nous concentrons sur le cas des espaces symétriques associés
aux groupes orthogonaux et unitaires, O(p, q) et U(p, q) ; nous démontrons des critéres
explicites d’injectivité du produit (sur les g € G(Q)) des applications R, en restriction
a la partie fortement primitive (au sens de Vogan et Zuckerman) de la cohomologie.
Nous démontrons également des critéres explicites d’injectivité de I'application

ch (S(H), (C) N HkerimedimS(H) (S, (C)

duale a 'application de restriction R..

Les résultats obtenus s’inscrivent naturellement dans une programme conjectural
plus large que nous décrivons et auquel on peut penser comme & un analogue au-
tomorphe des Théorémes de Lefschetz classiques sur les variétés projectives. Il est
peut-étre un peu surprenant qu’une telle analogie subsiste dans le cas de variétés
arithmétiques réelles.

La démonstration consiste a réduire les problémes globaux mentionnés ci-dessus a
leurs analogues locaux a I’aide de Théorémes de Burger et Sarnak et de propriétés
d’isolation des représentations cohomologiques dans le dual automorphe. Les mé-
thodes utilisées sont alors essentiellement issues de la théorie des représentations.

Finalement, nous déduisons de ces résultats des applications & la construction de
classes de cohomologie non nulles dans certaines variétés arithmétiques.
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Abstract (Automorphic Lefschetz properties for unitary and orthogonal groups)

Let G be a connected semisimple group over Q. Given a maximal compact subgroup
K C G(R) — such that X = G(R)/K is a Riemannian symmetric space — and a
convenient arithmetic subgroup I' C G(Q), one constructs an arithmetic manifold
S=5()=T\X. If H C G is a connected semisimple subgroup such that H(R) N K
is maximal compact, then Y = H(R)/H(R) N K is a symmetric subspace of X. For
each g € G(Q) one can construct an arithmetic manifold S(H, g) = (H(Q)Ng~'I'g)\Y
and a natural immersion j,: S(H, g) — S induced by the map H(A) — G(A), h — gh.
Let us assume that G is anisotropic, which implies that S and S(H, g) are compact.
Then, for each positive integer k, the map j, induces a restriction map

R,: H*(S,C) — H"(S(H,g),C).

In this paper we focus on symmetric spaces associated to the unitary and orthogonal
groups, namely O(p,q) and U(p, ¢q), and give explicit criterions for the injectivity of
the product of the maps R, (for g running through G(Q)) when restricted to the
strongly primitive (in the sense of Vogan and Zuckerman) part of the cohomology.
We also give explicit criterions for the injectivity of the map

Hk(S(H),(C) SN HkerimedimS(H) (57 (C)
dual to the restriction map R..

The results we obtain fit into a larger conjectural picture that we describe and
which bare a strong analogy with the classical Lefschetz Theorems. This may sound
quite surprising that such an analogy still exists in the case of the real arithmetic
manifolds.

We reduce the global problems mentioned above to local ones by using Theorems
of Burger and Sarnak and isolations properties of cohomological representations in
the automorphic dual. The methods used then are mainly representation-theoretic.

We finally derive some applications concerning the non vanishing of some coho-
mology classes in arithmetic manifolds.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

Rappelons que si M est une variété projective de dimension complexe n, ’étude
des groupes de cohomologie complexes(t) H *(M) de degré = # n peut se réduire a
I’étude des groupes de cohomologie d’une variété projective de dimension strictement
plus petite. Plus précisément, Lefschetz a démontré le célebre résultat suivant.

THEOREME DE LEFSCHETZ. — Soit H un hyperplan générique de l’espace projectif
ambiant. Alors,

1. Uapplication naturelle de restriction
HY(M) — H(MNH)

est injective pouri <n—1, et
2. Uapplication naturelle « cup-produit avec [M N H| »

HY (M N H) — H(M)
est injective pour i <n — 2.

Le but de cet article (qui est un prolongement de [2]) est de décrire un phénomeéne
analogue au Théoreme de Lefschetz dans le monde automorphe et pour les groupes
unitaires et orthogonaux (i.e. pour les variétés arithmétiques associées aux groupes

U(p, q) ou O(p, q)).

Définitions des objets. — Dans tous le texte nous désignerons par G un groupe
algébrique réductif, connexe et anisotrope sur Q. Les adeles A de Q forment un
anneau localement compact, dans lequel QQ se plonge diagonalement comme un sous-
anneau. On peut considérer le groupe G(A) des points adéliques de G, qui contient
G(Q) comme sous-groupe discret.

Nous supposerons, pour simplifier et toujours dans tout le texte, que le groupe
réductif G est presque simple sur Q modulo son centre. Autrement dit, il n’a pas

(DTous les groupes de cohomologie considérés dans cet article sont & coefficients complexes.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

de sous-groupe distingué, non central et connexe défini sur Q. Il découle de cette
hypothese que tous les facteurs simples de I’algebre de Lie complexe g de G (modulo
son centre) sont isomorphes. Nous supposerons de plus que le groupe G(R) des points
réels est le produit (avec intersection finie) d’un groupe compact et d’un groupe réel
non compact qui est presque simple modulo son centre que ’on suppose compact. Nous
notons ce dernier groupe G™¢ (nc signifie ici non compact), et nous le supposerons
généralement isomorphe soit au groupe U (p, ¢) soit au groupe O(p, q).

Un sous-groupe de congruence de G(Q) est un sous-groupe de la forme I' = G(Q)N
Ky, ot Ky est un sous-groupe compact ouvert du groupe G(Ay) des points adéliques
finis de G. Soient X¢ = G(R)/K l'espace symétrique associé au groupe G, ou
Ko C G(R) est un sous-groupe compact maximal, et dg la dimension réelle de Xg.

Dans cet article on étudie les quotients (compacts, puisque G est anisotrope(z))
MXg, ou I' € G(Q) est un sous-groupe de congruence; ces quotients s’identifient
aux composantes connexes de G(Q)\G(A)/K Ky = G(Q\(Xg x G(Ay))/Ky, ou
K; C G(Ay) est un sous-groupe compact ouvert. Précisément, désignons par Gy
l'adhérence de G(Q) dans le groupe G(Ay). Un sous-groupe de congruence I' C G(Q)
s’écrit I' = G(Q) N Ky ou K¢ est 'adhérence de I" dans G et,

(1.1) MNXe = GQ\(Xe x Gy)/Ky.
Plus exactement, on s’intéresse ici & la cohomologie (& coefficients complexes)
H*(I'\X¢) de ces quotients.
Une fois donnés deux sous-groupes de congruence IV C I' C G(Q), on obtient un
revétement fini
MXg — I'\Xg
qui induit un morphisme injectif
H*T\Xg) — H*(I"\Xg)
en cohomologie. Les groupes de cohomologies H*(I'\X¢g) (ou H*(G(Q)\(X¢g X
Gy)/Ky)) forment donc un systéme inductif indexé par les sous-groupes de congruence

I' € G(Q) (ou par les sous-groupes compacts ouverts Ky C Gy). En passant & la
limite (inductive) on définit
(12)  H*(SK'G) = lim H*(I\Xq) = lim H* (G(Q)\(Xa x Gy)/Ky).

r Ky
La notation ci-dessus provient de ce que lorsque ’espace X est hermitien, on appelle
variété de Shimura 1’espace topologique

(1.3) Sh°G =1limI'\Xg = GQ)\(X x Gy).

r
Cet espace est en tout cas toujours bien défini et est un espace topologique dont
on peut considérer la cohomologie de Céch et il est de plus démontré dans [47] que

(2)Sauf dans la dernitre partie ou nous discuterons du cas isotrope.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 3

sa cohomologie coincide avec (1.2). Pour ce qui nous concerne, il sera suffisant de
considérer que H*(Sh°G) n’est qu'une notation pour la limite inductive (1.2).

L’application de restriction et son application duale. — Soit H C G un
sous-groupe réductif connexe défini sur Q. On suppose que

(1.4) H(R) N Ko est un sous-groupe compact mazimal de H(R).

Il existe alors une involution de Cartan € de G dont la restriction & H est une involution
de Cartan de H(R). On a une décomposition correspondante

(1.5) b=ty ®pu

avec pg =pnNh.

Considérons maintenant I' = G(Q) N Ky un sous-groupe de congruence sans torsion
de G(Q). Le quotient S(I') = I'\ X est une variété compacte qui s’identifie & S(Ky) =
GQ\(X x Gp)/K;.

Soit K;{ C H(Ay) un sous-groupe compact ouvert. Si K;{ C Ky, il existe une
application naturelle j : S(K;{) — S(Ky). Puisque T" est sans torsion, 'application j
est finie et non ramifiée. On rappelle le résultat suivant, d & Deligne [14].

LEMME 1.1. — Etant donné K}q C H(Ay), il existe un sous-groupe compact ouvert
K} C G(Ay) avec K;{ C K}, tel que Uapplication naturelle j' : S(K;{) — S(K}) soit
injective.

En particulier, si 'on prend K Jfl = K;NH(Ay), on obtient une application naturelle
finie j : S(K;{) — S(Ky). Silon remplace Ky par un sous-groupe suffisamment petit
K}, on obtient un diagramme

S(KH) L 5Kk

x J/
™
S(Ky)
ou 7 est la projection naturelle de revétement et j' est injective.

En passant & la limite (inductive) sur les Ky, les applications j induisent I’appli-
cation de restriction

(1.6) res$ : H*(Sh°G) — H*(Sh°H).

Pour simplifier la lecture nous utiliserons la notation Sh°H C Sh°G pour résumer
que H est un sous-groupe algébrique réductif, connexe, presque simple modulo son
centre compact et vérifiant la condition (1.4).

L’application duale a I'application de restriction induite par j

H*(S(K{")) — H*(S(K;))

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

induit, en passant & la limite (inductive) sur les K¢, 'application
G

(1.7) /\ : H*(ShH) — H* =% (Sh0q)
H

« cup-produit avec [Sh°H] » (duale & (1.6)).

Nous aurons besoin de considérer également une modification de I'application de
restriction : I'application de restriction virtuelle. Expliquons sa construction. Soit
g € G(Q). Fixons K J{{ un compact ouvert de H(Ay), et considérons I’application
Jg : Xu x Hf — Xa x Gy donnée par jy(z, h) = (gx, h). Il est facile de vérifier que
Jjg induit une application injective H(Q)\(Xg x Hf)/K]{{ — G(Q)\(X¢ x Gf)/Kf.
En supposant que K;I = K;NH(A) C Ky (ol Ky est un sous-groupe compact ou-
vert dans G(Ay)), on obtient alors une application naturelle j, : S(Kf) — S(Ky),
en utilisant les notations précédentes. Puisque I" est sans torsion, cette application
est finie et non ramifiée. On peut également décrire j, comme 'application naturelle
(H(R)N g 'T'g)\Xx — I'\X¢. On obtient de cette maniére toute une famille, para-
métrée par g € G(Q), de sous-variétés de I'\ X — les images des applications jg. En
cohomologie celles-ci induisent ’application de restriction virtuelle

HY(S(T) — [ H*(Su(9)),
9eG(Q)
ot Sy(g) = (H(R) N g~ 'Tg)\Xu, et application de restriction est déduite de la
famille d’applications (j,). En passant & la limite (inductive) sur les T', 'application
de restriction virtuelle induit 'application de restriction virtuelle Resfl :

(1.8) Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H
9€G(Q)
Une Congecture tirée de [2]. — Dans [2] nous avons énoncé la conjecture suivante et

montré qu’elle pouvait étre déduite de conjectures classiques sur le spectre automorphe
des groupes semi-simples (Conjectures d’Arthur).

CONJECTURE 1.2. — Supposons fizées des données ShH C Sh°G avec H"™ =
O(k,1) (resp. U(k,1)) et G™ = O(n,1) (resp. U(n,1)), ou n > k > 1 sont des
entiers. Alors,
1. pour tout entier i < dy /2, Uapplication de restriction virtuelle
Resf; : H'(Sh°G) — [ H'(Sh°H)
9eG(Q)
est injective ;

2. pour tout entier i < dg — dg/2, Uapplication « cup-produit avec [Sh°H| »

<

G .

/\ : H'(Sh’H) — H'e =41 (Sh0G)
H

est injective.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 5

Concernant les résultats partiels inconditionnellement démontrés nous renvoyons
le lecteur a [2], remarquons néanmoins que dans le cas unitaire le point 1. est un
Théoréme de Venkataramana [54].

Le lien entre la Conjecture 1.2 et le Théoreme de Lefschetz est particulierement
évident lorsque £ = n — 1, le but de cet article est d’explorer ces « propriétés de
Lefschetz » en rang supérieur. Dans ce cas la combinatoire est bien plus compliquée
comme le montre déja [3] qui généralise le Théoréeme de Venkataramana mentionné
ci-dessus au cas G* = U(p, q). Mais d’un autre coté la « rigidité » du rang supérieur
(plus précisément une généralisation de la propriété (T) de Kazhdan découverte par
Vogan) permet d’obtenir des résultats inconditionnels en petit degré. Le but de cet
article est alors double. D’abord démontrer des propriétés de Lefschetz en petit degré
puis dégager des conjectures concernant les autres degrés.

Enoncés des principaux résultats. — Concernant les groupes unitaires nos mé-
thodes nous permettrons de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 1.3. — Supposons fivées des données Sh°H; C Sh°G (i = 1,2) avec
H{IC = U(paq - 1)’ ch = U(p - 17Q) et G'¢ = U(pv Q) avec p, q = 2. AlOT’S,
1. pour tout entier k < p + q — 1, Uapplication de restriction virtuelle
Resfj, x Resfj, : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°Hy) x [] H*(Sh°H)
9€G(Q) 9€G(Q)
est injective ;
2. pour tout entierk < q—p — 1 (resp. k < p —q— 1), Uapplication « cup-produit
avec [ShOH,| (resp. [Sh°H3]) »
G
N\ : H¥(Sh°Hy) — H*2P(Sh°G)
H,
G
(resp. /\ : H*(ShPHy) — H*29(Sh°@))
H>

est injective.

De maniere plus surprenante un résultat analogue est également vrai pour les
groupes orthogonaux.

THEOREME 1.4. — Supposons fizées des données Sh°H; C Sh°G (i = 1,2) avec
H*=0(p,gq—1), H¥* =0(p —1,q) et G = O(p,q) avec p,q > 3. Alors,
1. pour tout entier k < p + q — 4, application de restriction virtuelle
Resf;, x Resf, : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°Hy) x ] H*(Sh°H,)
9eG(Q) 9eG(Q)

est injective ;
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

2. pour tout entier k < (q—p—3)/2 (resp. k< (p—q—3)/2), Uapplication
« cup-produit avec [ShH,] (resp. [Sh°H3]) »
G
/\ : H¥(Sh°Hy) — H*'P(Sh°G)

H;

G
(resp.  J\ : H*(Sh"Hy) — H*"(SK0G))
H>

est injective.

Le cas des groupes O(2,n) (n > 3) est légerement différent nous obtenons le résultat
suivant.

THEOREME 1.5. — Supposons fizées des données Sh°H < Sh°G avec H™ =
02,n—1) et G = 0(2,n) avec n > 3. Alors,
1. pour tout entier k < n — 1, lapplication de restriction virtuelle
Resf; : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
9eG(Q)
est injective ;

2. pour tout entier k < [%] — 2, Uapplication « cup-produit avec [ShYH| »
G
/\ : H¥(Sh°H) — H*"2(Sh°G)
H

est injective.

Le point 1. du Théoreme 1.5 est dit & Venkataramana [54].
En prenant k = 0 dans le point 2. des Théoremes 1.4 et 1.5 on retrouve le résultat
suivant dii & Millson et Raghunathan [43]®).

COROLLAIRE 1.6. — Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H"™ =
O(p,q — 1) et G* = O(p,q) avec 1 < p < q. Alors, la classe fondamentale de Sh°H
est non triviale dans HP(Sh°G).

Les Théoremes 1.4 et 1.5 sont en particulier une vaste généralisation de ce Corol-
laire. Le point le plus surprenant est peut-étre que mises bout a bout les applications
des points 1. et 2. impliquent une sorte de décomposition de Lefschetz dans un cadre
réel. Les Théoremes 1.3 et 1.4 permettent en tout cas de comprendre géométrique-
ment la fagon dont certaines classes de cohomologie apparaissent dans ’esprit du
Corollaire ci-dessus. Il n’est pas facile en général d’exhiber des classes de cohomolo-
gie non triviales dans les variétés arithmétiques associées aux groupes orthogonaux.

() Pour ¢ petit le Corollaire ne découle pas directement des Théorémes il faut travailler un petit peu
plus, cf. § 8.5.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 7

Lorsque celles-ci proviennent de groupes orthogonaux sur des corps de nombres, le
Corollaire ci-dessus permet de telles constructions. C’est d’ailleurs historiquement le
premier résultat concernant ce probléeme. Lorsqu’elles proviennent d’autres construc-
tions Raghunathan et Venkataramana ont remarqué qu’il pouvait étre utile de les
plonger dans des variétés arithmétiques associées aux groupes unitaires. Le théoreme
suivant éclaire les relations entre leurs groupes de cohomologie.

THEOREME 1.7. — Supposons firées les données ShOH C Sh°G avec H™ = O(p, q),
G™ =U(p,q) et p,q = 3. Alors,
1. pour tout entier k < p + q — 3, Uapplication de restriction virtuelle
Res : H¥(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
9€G(Q)
est injective ;
2. si pq est pair, la classe de Sh°H dans HP(Sh°G) est non triviale.

La encore le cas ou p = 2 et ¢ > 3 est légerement différent, nous montrons le
théoreme suivant.

THEOREME 1.8. — Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H™ = O(2,n),
G =U(2,n) et n > 3. Alors,

1. pour tout entier k < [%], Uapplication de restriction virtuelle
Resfy : H*(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
9eG(Q)
est injective ;

2. la classe de Sh°H dans H?*"(Sh°G) est non triviale.

En prenant k = p dans les Théoremes 1.7 et 1.8 on obtient le corollaire intéressant
suivant(®.

COROLLAIRE 1.9. — Supposons fizées les données Sh°H C Sh°G avec H"™ =
O(p,q), G =U(p,q) et 1 < p < q. Alors, Uapplication de restriction virtuelle

Resfy : HO(Sh°G) — [ H*(Sh°H)
9€G(Q)
est injective.

De ce Corollaire et d'un Théoreme classique de Borel et Wallach [9] sur la coho-
mologie des variétés arithmétiques associées aux groupes unitaires, nous déduisons le
Corollaire suivant.

(W Pour ¢ petit le Corollaire ne découle pas directement du Théoréme il faut travailler un petit peu
plus, cf. § 8.2.
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8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

COROLLAIRE 1.10. — Soit G un groupe algébrique sur Q obtenu par restriction des
scalaires & partir d’un groupe de type Dy, # >°Dy et n > 2, et tel que G* = O(p, q),
avec 1 < p < q. Alors,

HP(ShG) # 0.

Ce résultat n’est nouveau que pour n = 3 et p > 1, les autres cas sont traités
dans différents articles de Li [37], Raghunathan et Venkataramana [46] et Li-Millson
[38]. La démonstration que 1'on en donne ici permet de traiter tous ces cas de ma-
niere uniforme, notons que ce Corollaire reste vrai si G est isotrope avec la méme
démonstration (cf. §9.1).

Nos méthodes s’appliquent également au produit dans la cohomologie. Dans [6],
nous avons pu démontrer le Théoreme suivant.

THEOREME 1.11. — Supposons fizée une donnée Sh°G avec G = U(p,q). Soient
a et 3 deux classes de cohomologie de degrés respectifs k et | dans H*(Sh°G) avec
k+1< q+p—1. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que

g(a) AB #0.

Les méthodes (différentes) de cet article nous permettrons de démontrer (en rang
supérieur) le Théoréme analogue suivant pour les groupes orthogonaux.

THEOREME 1.12. — Supposons fivée une donnée Sh°G avec G** = O(p,q), avec
p,q = 3. Soient « et B deux classes de cohomologie de degrés respectifs k et | dans
H*(Sh°G) avec k +1< q+ p — 3. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que

g(a) A3 #0.

Le résultat analogue pour le groupe O(2,n) est un Théoréme de Venkataramana
[54].

Concluons cette description des résultats en remarquant qu’en rang 1 la conjecture
suivante découle elle aussi des conjectures d’Arthur.

CONJECTURE 1.13. — Supposons fizée une donnée Sh°G avec G*° = O(1,n). Soient
a et 3 deux classes de cohomologie de degrés respectifs k et | dans H*(Sh°G) avec
k +1< n/2. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que

g(a) A3 #0.

Vue d’ensemble. — Nous montrons essentiellement deux types de résultats : 'in-
jectivité de I’application de restriction virtuelle et I'injectivité de ’application « cup-
produit avec la classe d’un cycle », tout ceci pour les groupes unitaires et orthogonaux
et en certains degrés. Les méthodes de démonstration dans chacun de ces deux cas sont
sensiblement différentes. Commencons par souligner que, bien que cette introduction
ne le laisse pas paraitre, ces deux types de résultats s’appliquent naturellement aux
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 9

classes de cohomologie dites « fortement primitives ». Cette notion est reliée a la clas-
sification, par Vogan et Zuckerman, des représentations cohomologiques des groupes
semi-simples réels. Nous faisons les rappels nécessaires dans le chapitre 2. Puis nous
paramétrons explicitement les modules cohomologiques des groupes unitaires et or-
thogonaux et analysons les applications de restriction entre K-types. Ces résultats
basiques sont utilisés dans toute la suite du texte.

Dans chacun des deux types de résultats que nous démontrons, la méthode est
analytique. Il s’agit de ramener 'injectivité de 'application considérée a un analogue
local.

Dans le cas de I'application de restriction virtuelle cette réduction repose sur une
méthode due a Burger et Sarnak ainsi que sur des observations dues pour 1’essentielle
a Harris et Li. Tout ceci est détaillé au §8.1. Le probléme local auquel on est réduit
est celui de déterminer les représentations cohomologiques de G qui restreintes a H
contiennent (discrétement) une représentation cohomologique de H. Ce probléme est
étudié et essentiellement résolu dans le chapitre 5. Pour faire fonctionner la méthode
de Burger et Sarnak il faut encore s’assurer que les représentations cohomologiques
en question sont isolées dans le « dual automorphe ». C’est en particulier le cas des
représentations cohomologiques isolées dans tout le dual unitaire. Celles-ci sont com-
pletement classifiées par Vogan. Dans le chapitre 4 nous appliquons le résultat de
Vogan aux groupes unitaires et orthogonaux. Ces différentes étapes sont mises bout
a bout au §8.2 dans lequel nous démontrons nos résultats généraux d’injectivité de
I’application de restriction virtuelle. Remarquons que dans le cas des groupes unitaires
la méthode de Venkataramana, plus élémentaire, se généralise (cf. [3]). C’est I'une des
motivations de cet article de généraliser ces résultats a des espaces non hermitiens.
Nous commengons donc, au § 3.1, par déduire des résultats de [3] la démonstration
du point 1. du Théoreme 1.3.

Dans le cas de 'application « cup-produit » nous réduisons le probléme de I’injec-
tivité & un calcul de cohomologie L? des variétés A\ X oll A est un sous-groupe de
congruence de H, cf. §8.3. Cette réduction repose la encore sur les résultats d’isola-
tion du chapitre 4. C’est déja la méthode utilisée dans [7], avec Clozel, dans le cas
des groupes unitaires. Nous commencgons par revenir sur ce cas dans le chapitre 3 en
précisant ce calcul de cohomologie L2. Les résultats de ce chapitre, outre le fait qu’ils
servent de motivations a une bonne partie de la suite, sont explicitement utilisés dans
les chapitres 6 et 7 ainsi qu’aux § 8.3, 8.5 et 9.1. Dans le cas des groupes orthogonaux
le calcul de cohomologie L? est effectué dans le chapitre 7; il repose sur ’étude de la
géométrie des espaces symétriques associés (chapitre 6).

Remerciements. — Je tiens a remercier Patrick Delorme et Jacques Carmona qui
m’ont signalé une erreur dans une premiere version du texte. J’ai contourné le pro-
bleme posé par cette erreur a l’aide de la correspondance théta, cf. § 5.1, ’approche
suivie dans ce paragraphe est sous-jacente dans [24], Michael Harris et Jian-Shu Li
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

m’ont d’ailleurs informé qu’ils avaient eux aussi pensé a cette méthode apres ’écri-
ture de [24]. Enfin, merci & Laurent Clozel, cet article s’inscrit évidemment dans le
prolongement de notre travail en commun [7].
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CHAPITRE 2

REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

Puisque G est anisotrope sur Q, un théoréme de Borel et Harish-Chandra [8] affirme
que si I' est un sous-groupe de congruence de G, la variété S(I') est compacte.

Dans ce chapitre les facteurs compacts de G(R) ne nous intéresserons pas, nous
noterons gg 'algebre de Lie de G"° et £ 1’algebre de Lie de K un sous-groupe compact
maximal de G™°. Soit ggo = £y @ po la décomposition de Cartan associée. Si [y est une
algebre de Lie, nous noterons [ = [ ® C sa complexification.

Soit T’ un sous-groupe de congruence de G. Soit £¥(S(T')) I'espace des formes dif-
férentielles de degré k sur S(T"). Puisque le fibré cotangent T*S(T") est isomorphe
au fibré T\G™® xg p* — T\G"/K = S(I'), qui est associé au K-fibré principal
K — T\G™ — I'\G™/K et a la représentation de K dans p*, on a :

(2.1) E¥(S(T)) ~ (C‘X’(F\Gnc) o N\ kp*) ~ HomK(/\ ko, C‘X’(F\G“C)) (k € N).

Notons A le laplacien de Hodge-de Rham sur la variété riemannienne (localement
symétrique) S(T") (onr la métrique est déduite de la forme de Killing sur go). L’espace
des formes harmoniques de degré k est donné par

HF(S(T)) :={w e EF(S(T)) : Aw = 0}.
La théorie de Hodge fournit un isomorphisme naturel
H*(S(T)) ~H"(S(I)).
Soit (7, Vi) un (g, K)-module irréductible. A I'aide de (2.1) on définit une application
linéaire
pz) g Tome (N ) S Hompulr NG — &5,
" Y@ — oy

Soit G™ I'ensemble des classes d’équivalence des (g, K)-modules irréductibles qui
sont unitarisables. Rappelons qu’Harish-Chandra a démontré que G"¢ s’identifie na-
turellement au dual unitaire de la composante connexe de lidentité G§° de G™°.
Soient U (g) I'algebre enveloppante de I’algebre de Lie complexe g, Z(g) son centre et
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Q € Z(g) le casimir défini par la forme de Killing sur go. On définit le sous-ensemble
0@“0 de Gre par

0GP = {r e G m(Q) = 0},
ou l'on a conservé la méme notation 7 pour la représentation de U(g).

L’action de G§° sur X¢ induit la représentation de U(g) sur l'espace des formes
différentielles sur X¢. En particulier, le casimir (€ Z(g) C U(g)) agit sur £*(Xg)
comme le laplacien de Hodge-de Rham, puisque la métrique riemannienne sur X¢ est
induite par la forme de Killing sur gg. Il découle de tout ceci que

(2.3) Image(T:) C H*(S(T)) ~ H*(S(T))

si et seulement si 7 € (G, On dit dans ce cas que le sous-espace de H*(S(T))
correspondant & I'image de T, est la w-composante, et on écrit H*(w : I'). Autrement
dit,

(2.4) HY(7 : T) := Image(T,) N H*(S(I")) (k € N),

via I'isomorphisme (2.3).

Un résultat dit & Gel'fand et Piatetski-Shapiro [22] affirme que la représentation
régulitre droite dans L?(T'\G§°) admet une décomposition en somme directe de Hilbert
discrete

L*(T\G§°) ~ Z ®Homg(mr, LA(T\GE%)) @ 7 = Z Dnp (),
ot w parcourt cette fois le dual unitaire de G° et la multiplicité
nr(r) := dimcHomg (7, L*(T\G§°)) < oo.

Alors la formule de Matsushima est résumée dans le lemme suivant.

LEMME 2.1 ([9], [41]). — Sous les notations précédentes. On a

(2.5) H*(m:T) ~npH*(g,K;7),

(2.6) H*(S)= @ H*(x:T).
71'6()6“c

En passant & la limite (inductive) sur les sous-groupes de congruence I' C G, nous
parlerons de m-composante de la cohomologie H*(Sh°G) de la variété de Shimura
ShOG, ce que nous noterons H*(m : Sh°G). La décomposition (2.6) se traduit alors
en

(2.7) H*(Sh°G) = @ H*(x: SK°G).

ﬂ.EOénc

D’apres Parthasarathy [45], Kumaresan [35] et Vogan-Zuckerman [57], les (g, K)-
modules unitarisables ayant des groupes de (g, K')-cohomologie non triviaux peuvent
étre décrit comme suit. Notons tg =Lie(T") une sous-algebre de Cartan de %. On
considere les sous-algebres paraboliques 6-stable ¢ C g : q = [ @ u [57], ou [ est le
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centralisateur d’un élément X € ity et u est le sous-espace engendré par les racines
positives de X dans g. Alors q est stable sous #; on en déduit une décomposition
u=(unNt)® unp). Soit R =dim(unNp).

Associé a g, se trouve un (g, K')-module irréductible bien défini A4 caractérisé par
les propriétés suivantes. Supposons effectué un choix de racines positives pour (&, t)
de fagon compatible avec u. Soit e(q) un générateur de la droite /\R(u Np). Alors
e(q) est le vecteur de plus haut poids d’une représentation irréductible V(q) de K
contenue dans /\Rp; et dont le plus haut poids est donc nécessairement 2p(u N p).
La classe d’équivalence du (g, K')-module A, est alors uniquement caractérisée par les
deux propriétés suivantes.

(2.8) Aq est unitarisable avec le méme caractére infinitésimal que la
) représentation triviale

(2.9) Homy (V (q), Ag) # 0.

Remarquons que la classe du module A4 ne dépend alors en fait que de l'intersection
uNp, autrement dit deux sous-algebres paraboliques q = [ u et ' = ' ®u’ vérifiant
uNp =u' Np donnent lieu & une méme classe de module cohomologique.

De plus, V(q) intervient avec multiplicité un dans A4 et A% (p), et

(2.10) Hi(g, K, Ag) = HommK(/\i*R(mp),«:).

Ici L est un sous-groupe de K d’algebre de Lie .

Si I' est un sous-groupe de congruence de G, la Ag-composante HR(A, : T)
de HE(S(T')) sera dite fortement primitive. D’aprés ce que nous avons rappelé ci-
dessus la Ag-composante fortement primitive est donc la somme sur une base {¢} de
Homyg g (Aq, C®(I\Gg°)) des formes différentielles w, définies par

we(gN) = p(wN)(g) (e N\, g€ ay),

ol w: /\Rp — Aq est une K-application non nulle (uniquement définie & un scalaire
pres) qui factorise nécessairement via la composante isotypique V(q). De méme nous
parlerons de HR®(Aq : Sh°G) comme de la Aq-composante fortement primitive, et

notons Hp v (Sh°G) la composante fortement primitive de la cohomologie.

2.1. Le cas des groupes unitaires

Dans ce paragraphe G = U(p, q), ou p et ¢ sont des entiers strictement positifs
avec p < ¢q. Le rang réel de G est donc p. On a
1, 0
0 -1, ’

e oo (48) 5(k 8 )

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



14 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

ol A € Mpxp(C), B € Mpyq(C), C € Myxp(C) et D € Myyq(C). Soit
A
K:{gz( 0 ) ca™ : AcUp), DEU(q)}.
0 D
Le complexifié K¢ de K est le groupe

Kc—{g—<g‘ 107)6(;{56 : AeGL,,,DeGLq}.

L’involution de Cartan 6 est donnée par = — —%. Soit

T = {g eKe : g= < gl g > avec A, D matrices diagonales}.

Rappelons que la multiplication par i = v/—1 induit une décomposition
p=ptop .
Nous notons (Z1,...,Zp;y1,...,Yq) les éléments de T ou de son algebre de Lie.

L’algebre de Lie g est bien évidemment M, 4q)x(ptq)(C), et I'on voit ses éléments
sous forme de blocs comme dans (2.11). On a alors,

pt = {< 8 ]g ) aveCBeMqu((C)}

p:{( 0 8) avecCquxp(C)}-

Soit E = CP (resp. F' = C9) la représentation standard de U(p) (resp. U(q)). Alors,
comme représentation de K¢, p™ = E ® F*.

Soient (e1,...,ep) et (fi,..., fq) les bases canoniques respectives de E et F'. Choi-
sissons comme sous-algebre de Borel by dans £ 'algebre des matrices dans £, qui sont

et

triangulaires supérieures sur F et triangulaires inférieures sur F' par rapport a ces
bases. Alors ’ensemble des racines simples compactes positives

(2.12) P(bx,t) ={z;—z; : 1<i<j<plU{y;—wyi : 1<i<j<qh

Les racines de T apparaissant dans p* sont les formes linéaires z; —y; avec 1 < i < p
et 1<j<yq.

Modules cohomologiques et diagrammes de Young. — Nous avons
vu comment associer une sous-algebre parabolique 6-stable g a un élément
X = (@1,...,2p;y1,...,Yq) € itp (les x;, y; sont donc tous réels). Rappelons le

choix fixé (2.12) de racines simples compactes positives. Aprés conjugaison par un
élément de K, on peut supposer, et nous le supposerons effectivement par la suite, que
X est dominant par rapport & ®(bg,t), i.e. que a(X) > 0 pour tout o € P(bg,t); il
satisfait alors aux inégalités

x1>...>xp et yq}}yl
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Nous allons maintenant associer & X un couple de partitions. Rappelons qu’une
partition est une suite décroissante A d’entiers naturels \; > --- > X\; > 0. Les entiers
A1, ..., A sont des parts. La longueur [(\) désigne le nombre de parts non nulles, et
le poids |A|, la somme des parts. On se soucie peu, d’ordinaire, des parts nulles : on
se permet en particulier, le cas échéant, d’en rajouter ou d’en 6ter

Le diagramme de Youngde A, que I’on notera également A, s’obtient en superposant,
de haut en bas, des lignes dont I'extrémité gauche est sur une méme colonne, et de
longueurs données par les parts de A. Par symétrie diagonale, on obtient le diagramme
de Young de la partition conjuguée, que I’on notera \*.

Le diagramme de Young de la partition A = (5,3, 3, 2) et de sa conjugué sont donc :

et

A A*

Soient A et p deux partitions telles que le diagramme de p contienne A, ce que nous
noterons A C u. Notons /X le complémentaire du diagramme de A dans celui de p :
c’est une partition gauche son diagramme est un diagramme gauche. Dans la pratique
les partitions A que nous rencontrerons seront incluses dans la partition rectangulaire
pXxq=I(q...,9) = (¢¥), le diagramme gauche p x g/X est alors le diagramme de

——
p fois
Young d’une partition auquel on a appliqué une rotation d’angle 7 ; nous noterons A
cette partition, la partition complémentaire de X dans p x q. Par exemple, la partition
A = (5,3,3,2) est incluse dans le rectangle 5 x 5, et dans ce rectangle, A= (5,3,2,2).

Nous associons maintenant a notre élément X € ity un couple (A, u) de partitions
comme suit.
— La partition A C px g est associée au sous-diagramme de Young de p X ¢ constitué
des cases de coordonnées (i, j) telles que z; > ;.
— La partition pu C p X q est associée au sous-diagramme de Young de p X q constitué
des cases de coordonnées (i, j) telles que z; > ;.
Le lemme suivant est absolument immédiat.

LEMME 2.2. — Le couple de partitions (\, ) associé a un élément X € ity vérifie :
1. la suite d’inclusion A C p C p X q, et

2. que le diagramme gauche p/X\ est une réunion de diagrammes rectangulaires
pi X qi, 1 =1,...,m ne s’intersectant qu’en des sommets.
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16 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

Réciproquement, étant donné un couple de partitions (A, p) vérifiant 1 et 2, on peut
toujours trouver un élément X € ity tel que (A, p) soit le couple de partitions associé
a X.

Nous dirons d’un couple de partitions (A, ) qu’il est compatible (ou compatible
dans p x q en cas d’ambiguité) s’il vérifie les points 1. et 2. du Lemme 2.2.

Remarquons maintenant que si X et X’ sont deux éléments de ity de méme couple
de partitions associé (A, u) et de sous-algebres paraboliques associées respectives q et
q’ alors gNu = ¢’Nu’. On déduit donc de la remarque suivant la définition des modules
Aq et du Lemme 2.2 que chaque couple compatible de partitions (A, i) définit sans
ambiguité une classe d’équivalence de (g, K)-modules que nous notons A(\, i). Nous
nous autoriserons & parler de «la » sous-algebre parabolique q(\, p) = (A, ) Du(, 1)
de (g, K)-module associé A(\, ), 'important pour nous est qu’une telle sous-algebre
existe (d’apres le Lemme 2.2). Nous supposerons de plus, ce que l'on peut toujours
faire, que le groupe L(\, p) associé & la sous-algebre de Levi [(A, i) n’a pas de facteurs
compacts non abéliens. Il est alors facile de voir que

(2.13) L) /(L) NE) = [ U P a:) /U (0:) x Ula).
i=1
Les résultats de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman mentionnés plus
haut affirment alors que

AI\‘,CZ .= {A(\, 1) : (A p) est un couple compatible de partitions}(C (G™ c G)
est ensemble des (g, K )-modules ayant des groupes de (g, K )-cohomologie non nuls.

Comme représentation de K¢, p™ = EQF* et p = (EQ F*)® (E® F*)*. Il est bien
connu (cf. [20]) qu’a chaque partition A, il correspond une représentation irréductible

E* de GL(E).
Considérons la représentation de K¢
(2.14) V(A = E*® (FA)"
C’est une sous-représentation irréductible de /\‘)‘| (E® F*); son vecteur de plus haut
poids est
oA
(2.15) v = AN Nei®f;
i=1j=1
et son vecteur de plus bas poids estp N
(2.16) w(A) = /\ /\ ep—it1 ® fg_ji1-
i=15=1

On peut montrer, cf. [20], que la représentation

(2.17) Art=ANEcF)= P VN,

ACpXq

ou chaque sous-espace irréductible V() apparait avec multiplicité 1.
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Soit maintenant (A, x) un couple compatible de partitions. Le vecteur
(2.18) vV ewp) e A\MEeF)e \M(EF) =\

est un vecteur de plus haut poids 2p(u(A, u) N p) et engendre donc sous l'action de
K¢ un sous-module irréductible que I'on note V(A, i). Ce module est isomorphe a
V(gq(A, 1)) et apparait avec multiplicité exactement un dans /\l)‘Hl“| p (cf. [B7]).

Soit (A, i) un couple compatible de partitions. Nous noterons H*(Sh°G) =
HWHEAN, 1) + Sh°G) 1a A(), p)-composante fortement primitive de la cohomo-
logie de ShUG.

Cohomologie holomorphe. — Rappelons que le sous-espace H**(Sh°G) apparait
dans la cohomologie holomorphe si et seulement si y = p x ¢. La partition A est alors
naturellement paramétrée par un couple d’entier (r,s) avec 0 < r < pet 0 < s < ¢
tels que
>\: (q""’q787"'7s)
—— ——

r fois p—r fois

} T cases

de diagramme de Young :

—~—

8 cases
(Icip=4etg=5.)
Dans ce cas le sous-espace HM*(Sh°G) apparait dans la cohomologie holomorphe
de degré |\| = rq+s(p—r) (remarquons que |f1| = 0), nous le noterons pour simplifier
H*(ShYG).

2.2. Le cas des groupes orthogonaux

Dans ce paragraphe G™ = O(p, q) et G§¢ = SO(p, q)o, ol p et ¢ sont des entiers
strictement positifs. Le rang réel de G est donc min(p, ¢). On a

(2.19) Gncz{g=<é lB)> 5t9<1op _()1q>g:<10p _01q>}7

ott A € My, p(R), B € Mpyg(R), C € Myxp(R) et D € My, 4(R). Soit

K_{g_<g‘ g>eGnc : AeO(p),DéO(Q)}a

et Ko = SO(p) x SO(q) la composante connexe de I'identité dans K. L’involution de
Cartan 6 est donnée par x — —‘z. On a alors,

p:{(t% 1;) :BeMqu((C)}.
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18 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

Soit E = CP (resp. F' = C7) la représentation standard de O(p,C) (resp. O(g, C)).

Alors, comme représentation de K¢, p = E ® F*.

Notons r = [%] et s = [%] Soit ity la sous-algebre de £ constituée des éléments

0 i(El
—ixl 0
0 il‘g
—il‘g 0
Y
0 Z.ysfl
_iysfl 0
0 1Ys
—tys O
ouzry,..., T, et y1,...,ys sont réels. L’algebre ty est une sous-algebre de Cartan de .
Nous noterons (z1,...,Z.;y1,...,Ys) les éléments de t.
Distinguons trois cas.
p = 2r et ¢ = 2s. — Dans ces coordonnées les systemes de racines de € et p sont

représentés par

(2.20) A t)={£(x;tz;) : 1<i<j<r}U{t(yity,;) : 1<i<j<s}h,

(2.:21) Alp,t) ={£(zity;) : 1<i<r, 1<j<sh
Soit j un entier € [1,r], nous notons e; (resp. €;) le vecteur de C?

(.oy1,—iy...) (vesp. (..., 1,i,...))
<~ ——

J J
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf celles correspondant a la j-éme paire

d’indices. De méme si j est un entier € [1,s], nous notons f; (resp. 7]) le vecteur
de C1?

(.oy1,—iy...) (vesp. (..., 1,i,...))
~—— ~—~
J J

dont toutes les coordonnées sont nulles sauf celles correspondant & la j-éme paire
d’indices.

Les systemes (e1,€1,...,er,6-) et (f1,f1,---, fs, fs) sont des bases de E et F
respectivement. L’action adjointe d’un élément (x1,...,2;y1,...,Ys) € t sur p =
FE ® F* est diagonalisée par les vecteurs

— €; ® [} de valeur propre associée x; — y; ;
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- ® 7; de valeur propre associée x; + y; ;
- ® f;‘ de valeur propre associée —x; — y; ;
- ® 7; de valeur propre associée —x; + ;.
Ici Ventier ¢ parcourt [1,7] et Pentier j parcourt [1, s].

Pour la suite, nous fixons un systéme positif de A(¢,t) comme suit :

(2.22) AT )={z;+a; : 1<i<j<r}uU{y;ty; : 1<i<j<s)

p=2r et q=2s+ 1. — Les systemes de racines de ¥ et p sont alors représentés par

A ) ={x(z; ;) : 1<i<j<r}

2.23
(2.23) U{£(yity) : 1<i<ji<stU{xy; : 1<i<s},

Alp,t) = {£(zi £y;) : 1<i<n 1<j<s})

2.24
(2.24) Uf{£a; : 1<i<r).

Nous conservons les notations du paragraphe précédent et notons fsi11 le vec-
teur (0,...,0,1) € C9. Les systemes (e1,€1,...,6r,8:) €t (f1, f1s---sfos far fst1)
sont alors des bases de E et F' respectivement. L’action adjointe d'un élément
(T1, s Tr; Y1, -, Ys) € tsur p = E® ™ est diagonalisée par les vecteurs e; @ f7,
e; ® 7]*, €® fiete® ?]* comme au paragraphe précédent ainsi que par les vecteurs
e ® fi et e ® fi, (1 <i<r)de valeurs propres associées respectives x; et —x;.

Pour la suite, nous fixons un systéme positif de A(¢,t) comme suit :

At t)={z; £z; : 1<i<j<r}

2.25
(2:25) Wyjty + 1<i<ji<spU{y @ 1<i<st
p=2r+1etqg=2s+ 1. — Les systemes de racines de £ et p sont alors représentés
par
(2.26) A ) ={x(z;tz;) : 1<i<j<riU{tz; : 1<i<r}

' U{t(yi £yj) : 1<i<ji<stU{fy; : 1<i<s),
(2.27) A(pvt): {i(xiiyj) s 1<igr, 1<]<5}

U{£a; : 1<i<riu{xy; : 1<j<stu{0}.

Nous conservons les notations des paragraphes précédents et notons e, le vecteur
(0,...,0,1) € CP. Les systemes (e1,€1,---,€r€r,err1) €t (f1, f1s---y for fsr fst1)
sont alors des bases de E et F' respectivement. L’action adjointe d'un élément
(T1, s Triy1, ..., Ys) € tsur p = E® I est diagonalisée par les vecteurs e; @ f},
e ® f;, €[, &6® 7]*, ei ® fi, et & ® fi,, comme au paragraphe précédent ainsi
que par les vecteurs e,1 ® f7, €,41 ®f; (1<j<s)ete41®fr,, de valeurs propres
associées respectives —y;, y; et 0.
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20 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

Pour la suite, nous fixons un systéme positif de A(¢,t) comme suit :

At t)={z;+x; : 1<i<j<riU{z; : 1<i<r}

2.28 _ ' '
(2:25) Uy £y @ 1<i<ji<stU{y; @ 1<i<s)

Modules cohomologiques. — Nous avons vu comment associer une sous-algebre
parabolique 6-stable q & un élément X = (z1,...,2:;91,...,Ys) € ito (les x;, y;
sont donc tous réels). Apres conjugaison par un élément de Ky, on peut supposer, et
nous le supposerons effectivement par la suite, que X est dominant par rapport au
choix (2.22), (2.25) ou (2.28) de AT (¢, t), i.e. que a(X) > 0 pour tout a € AT (8, t).
Alors X satisfait aux inégalités

X1 =2 2T 22| 20 et ys = > y2 2 |y = 0.

(Lorsque p est impair (resp. ¢ est impair) on peut de plus supposer z, > 0 (resp.
y1 2> 0).)
Dans la suite nous notons

21, 2p (resp. wi,...,wq)

les réels x;, —x; et 0 (resp. y;, —y; et 0) rangés par ordre décroissant (resp. croissant).

Nous associons alors a notre élément X € ity la partition A C p x ¢ dont le sous-
diagramme de Young est constitué des cases de coordonnées (i, j) telles que z; > w;.
Il est facile de vérifier que le couple de partitions (A, 5\) est compatible.

Nous dirons d’une partition A telle que le couple (A, 5\) est compatible qu’elle est
orthogonale. Le diagramme gauche A /A est alors réunion de diagrammes rectangulaires
et est invariant par symétrie centrale. Lorsque A /A est constitué d’un nombre impair
de diagrammes rectangulaires nous dirons que la partition orthogonale X\ est impaire
(et qu’elle est paire dans le cas contraire).

Comme dans le cas unitaire la donnée d’une partition orthogonale impaire A définit
sans ambiguité une classe d’équivalence de (g, K)-modules que nous notons A(\). Le
(g, K)-module est cohomologique de degré primitif R = |A|. Nous notons q(\) =
I(A) ®u(A) «la» sous-algebre parabolique correspondante (en supposant toujours que
I(A\) n’a pas de facteur compact non abélien).

Ecrivons le diagramme gauche A /A comme réunion de diagrammes rectangulaires :
(a1 X by) k- % (@ X by) * (Do X q0) * (@ X by ) %+ - +x (a1 X b1). Soit L(A) le sous-groupe
de G associé a la sous-algebre de Levi [(\). 1l est alors facile de vérifier que

(2:29) L(N)/(L(A) N K) = (O(po,90)/O(po) x O(ao)) x [ [ Ulai,0:)/U(as) x U(by),
i=1

ot le plongement du groupe O(po, qo) % [ [~ U(ai, b;) dans O(p, ) est (& conjugaison

dans O(p, ¢) pres) induit par le plongement (au niveau des groupes unitaires)

U(p07QO) X U(alvbl) X X U(am;bm) - U(paQ)
(907917 s 7gm) — (907917517 s 7gm7§m)'
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Comme représentation de (Ko)c, p = F ® F*. Soient
(51,...,6;0):(61,62, ...... ,ég,él)

et

(’71;---77(1):(757T5717 ----- 7fs—1;fs)

les bases respectives de E et F' obtenues en réordonnant respectivement les vecteurs
e;, € et les vecteurs fj, 7;‘ de telle maniere que £; ® 7, soit un vecteur propre pour
l'action adjointe de X sur p de valeur propre z; — wj.

En supposant toujours que la partition orthogonale A est impaire, le vecteur

J Y
(2.30) v = A\ Neiov;
i=1j=1
appartient & /\Rp et est un vecteur de plus haut poids 2p(u(\) Np) pour laction de
(Ko)c. Il engendre donc sous 'action de (Kp)c un sous-module irréductible V' (\) qui
est le plus bas K-type de A()).
Lorsque la partition A est paire la situation est un petit peu plus compliquée car le
diagramme A peut provenir d’un élément X avec x, ou y; non nul. Nous distinguons
alors encore une fois trois cas.

p=2retq=2s. — Soit A C pxq une partition orthogonale paire. Nous distinguons
alors trois cas.

LA > A1 et AY = AL, : On associe a A deux classes d’équivalence de (g, K)-
modules que nous notons A(A); et A(A)_. Chacun de ces (g, K)-modules est
cohomologique de degré primitif R = |A|. Nous notons q(A)+ = [(A)x S u(N)+
«la » sous-algebre parabolique correspondante (en supposant toujours que [(A) 4+
n’a pas de facteur compact abélien). L’espace symétrique associé au groupe
L(X)+ est alors de la forme (2.29) comme ci-dessus avec pg = qp = 0.

2. A = Apy1 et AL > AL, : On associe a A deux classes d’équivalence de (g, K)-
modules que nous notons A(A)* et A(X\)”. Chacun de ces (g, K)-modules est
cohomologique de degré primitif R = |\|. Nous notons q(A\)* = [(A\)* @ u(\)*
«la » sous-algebre parabolique correspondante (en supposant toujours que [(A)*
n’a pas de facteur compact abélien). L’espace symétrique associé au groupe
L(M\)* est alors de la forme (2.29) comme ci-dessus avec py = qo = 0.

3. Ar > Arg1 et A > A%, On associe a A quatre classes d’équivalence de (g, K)-
modules que nous notons A(A), A(N)7, A(A)T et A(X)Z. Chacun de ces (g, K)-
modules est cohomologique de degré primitif R = |\|. Nous notons q()\)if =
[(A)if D u()\)if «la » sous-algebre parabolique correspondante (en supposant
toujours que [()\)if n’a pas de facteur compact abélien). L’espace symétrique

associé au groupe L(A)if est alors de la forme (2.29) comme ci-dessus avec

po=¢qo=0.
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22 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

D’apres Vogan et Zuckerman [57], I’ensemble

A C p X q orthogonale et paire
Ar > Mg et A > A

{A(A)if : , et &1, =5 deux signes}
A C p X q orthogonale et paire
U { A - pxq g p

, et + un signe
Ar > A1 et AY = Agyy g }

U {A(/\)i : A C p x q orthogonale et paire

, et + un signe
Ar = A1 et AT > A%, & }

U {A()\) : A C p X g orthogonale et impaire}
décrit de maniere exhaustive ’ensemble des (g, K )-modules cohomologiques.

Faisons agir le signe + trivialement sur E et F' et le signe — sur E (resp. F)
par Papplication linéaire qui fixe chacun des vecteurs e;, € (resp. fj, Tj) pour ¢ =
1,...,7—1 (resp. j = 2,...,s) et qui échange les vecteurs e, et €, (resp. f1 et f;) si
(et seulement si) A, > Aq41 (resp. A > AZ,). Nous notons de plus v* I'action de =+
sur un vecteur v de F ou de F'.

Si A est une partition orthogonale paire, le vecteur

P A

(2:31) oI = AN e 0y

appartient & /\Rp. Et,

= si A > Appret AL = A%, v(A)+ est un vecteur de plus haut poids 2p(u(\)+ Np)
pour laction de (Kj)c. Il engendre donc sous 'action de (Kj)c un sous-module
irréductible V(A)1 qui est le plus bas K-type de A(\)+ ;

— 81 Ay = Apgr et AZ > A%, v(A)E est un vecteur de plus haut poids 2p(u(X)ENp)
pour I'action de (Kp)c. Il engendre donc sous 'action de (Kp)c un sous-module
irréductible V(A\)* qui est le plus bas K-type de A(A\)T;

= siAr > Appret AL > AL, v()\)if est un vecteur de plus haut poids 2p(u()\)if Np)
pour I'action de (Kp)c. Il engendre donc sous 'action de (Kp)c un sous-module
irréductible V(/\)if qui est le plus bas K-type de A()\)if

p =2r e q= 2s+ 1. — Soit A\ C p X g une partition orthogonale paire. On
associe & A deux classes d’équivalence de (g, K)-modules que nous notons A(XA)+ et
A(M)—. Chacun de ces (g, K)-modules est cohomologique de degré primitif R = |A|.
Nous notons q(A\)+ = [(A)+ ®u(A)+ «la» sous-algebre parabolique correspondante (en
supposant toujours que [(\)+ n’a pas de facteur compact abélien). L’espace symétrique
associé au groupe L(A)+ est alors de la forme (2.29) comme ci-dessus avec pg = ¢o = 0.
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D’apres Vogan et Zuckerman [57], I’ensemble

{A(MN)+ : A Cp x q orthogonale et paire et + un signe}
U {A(X) : A Cp x q orthogonale et impaire}
décrit exhaustivement ’ensemble des (g, K )-modules cohomologiques.

Si A est une partition orthogonale paire, le vecteur

P\
(2.32) vV = N\ N\ @

i=1j=1

appartient & /\Rp et est un vecteur de plus haut poids 2p(u(A)+ Np) pour laction
de (Kp)c. Il engendre donc sous l'action de (Kp)c un sous-module irréductible V' (A) 1
qui est le plus bas K-type de A(\)+.

p=2r+1etq=2s+1. — Alors toute partition orthogonale dans p x ¢ est impaire.
D’apreés Vogan et Zuckerman [57], 'ensemble

{A()\) : X\ C p x ¢ orthogonale}
décrit exhaustivement ’ensemble des (g, K )-modules cohomologiques.

A toute partition A de longueur {(\) < p, nous associons la représentation irréduc-
tible T du groupe O(p,C) obtenue par la construction de Weyl (voir par exemple
[21]) & partir de la partition (A — Ay, ..., Ap/2) — Ap—[p/2+1)- Rappelons alors que

— sip impair = 2r+1, la restriction I'y de la représentation I'y au groupe SO(p, C)

est irréductible de plus haut poids (A1 — Ap, ..., Ar — Ary2);

— si p est pair = 27 et A\, = A\.41, la restriction I'y de la représentation 'y au

groupe SO(p, C) est irréductible de plus haut poids (A1 — Ap, ..., Av1 — Arg2)

— si p est pair = 2r et A\, > A4 1, la restriction de la représentation I'y au groupe

SO(p,C) est la somme de deux représentations irréductibles I‘ir et I'y de plus
haut poids respectifs (A1 — Ap, ..., Ar — A1) €6 (A1 — Apy ooy Ak — Ap).

Soit maintenant A C p X ¢ une partition orthogonale.

— Si X est impaire, la représentation V/(\) de Ky s’identifie & I'y @ I'..

Si A est paire, p = 2r, ¢ = 25, A, > Arq1 et AY > A5, chaque représentation
V(NE de K slidentifie & T3 @ (IF2)*.
— Si A est paire, p = 2r, ¢ = 25, A\, > Apy1 et A] = A}, chaque représentation
V(AN + de Ky s’identifie a I‘f ®I3..
Si A est paire, p = 2r, ¢ = 25, A, = Arq1 et A} > Aj,;, chaque représentation
V(N)* de Ky s'identifie Ty @ (T'5.)*.

— Si A est paire, p = 2r et ¢ = 2s+1, chaque représentation V' (A)+ de Ky s’identifie

ATy ®T..

On dit d’une partition paire A C p x g qu’elle est de type I (resp. type 2; type 3)

sip=2r,q=25 A\ > Xj1et A =X, oup=2retq=2s+1 (resp. p = 2r,
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24 CHAPITRE 2. REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

q=28, A =App1et Ay > A, joup=2r+letq=2s;p=2rqg=25 A > A\y1
et AF > A\ ).

Soit A C p X g une partition orthogonale. Nous mnotons H)‘(ShOG)if =
H‘M(A()\)if . ShOG)M 1a A()\)if—composante fortement primitive de la coho-
mologie de ShOG.

D’apres Harish-Chandra les modules A(/\)if correspondent a des représentations
unitaire du groupe connexe G§° = SOy(p, q), nous aurons besoin d’étendre celles-
ci & des représentations du groupe non connexe G" = O(p,q). Remarquons tout
d’abord qu’il correspond a chaque représentation I‘f la représentation 'y du groupe
compact non connexe O(p). A toute partition orthogonale A C p x ¢ il correspond
donc la représentation irréductible m =T\® f:* du groupe K. Il existe alors
une unique représentation unitaire irréductible du groupe G*¢ = O(p, q) de plus bas
K-type Ty @ Ty.. Nous notons cette représentation A(X).

2.3. Restriction entre K-types

Dans ce paragraphe nous rassemblons divers résultats concernant la restriction des
plus bas K-types des modules cohomologiques construits aux paragraphes précédents.
Dans la suite nous aurons & considérer & la fois le cas du groupe U(p, ¢) et du groupe
O(p, q). Pour distinguer ces deux cas nous utiliserons les notations évidentes Ky,
pu, p'[;, Vu (M), Vu(\ ) ... lorsque nous parlerons du cas du groupe U(p, ¢) et nous
conserverons les notations du § 2.2 lorsque nous parlerons du groupe O(p, q).

LEMME 2.3. — Soient (A, p) un couple compatible de partitions dans p X q et r un
entier < p < q. On plonge GLy_, dans GL4 par

A»—>(A O).
0 1,

Supposons que la partition (rP) s’inscrive®) dans le diagramme gauche w/A, i.e. que
la partition p — (rP) contienne A. Alors, le (GL, x GLg)-module Viy (A, i) vu comme
(GL, x GLy_,)-module contient le module Viy (A, u — (rP)) avec multiplicité 1.

Démonstration. — On peut facilement translater v(A)®@w(jt)* par 1 x GL, de maniere
a obtenir un vecteur de plus haut poids pour GL, xGL,_, qui engendre Vi; (A, u—(rP)).
Enfin, on constate que la multiplicité est triviale en projetant sur Vi (\). O

REMARQUE. — Il découle de plus de la démonstration de [3, Théoreme 31| que si

Vu (e, 8), avec a, 8 partitions dans p x (¢ —r), est un sous-(GL, X GL4—_,)-module de

(D) Suivant la parité et le type 1, 2 ou 3 de A les signes 41 et 2 peuvent étre sans signification auquel
cas nous les ignorons.
(2)Pour une définition générale, cf. [3].
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V(A i) avec |a] + 8] = |A| + |a] alors @ = X et 3 = ji. La partition (1) doit donc
s’inscrire dans le diagramme gauche p/A et Vi (o, 8) = Vo (A, p — (1P)).

Par dualité (pour la forme de Killing) I'inclusion p — py induit 'application py —
p que nous dirons « de restriction ». Cette derniére application induit

(2.33) /\pU — /\p.

LEMME 2.4. — Si A est une partition orthogonale dans p X q, alors image de Viy(A)
dans \p par Uapplication de restriction (2.33) est non triviale et contient avec mul-
tiplicité 1 le K-module V(X).

Démonstration. — 1l est démontré dans [39] (cf. aussi [21]) que si A est une partition
de longueur I()\) < p, la représentation E* (de GL(E) = GL,), vue comme O(p, C)-
module, contient avec multiplicité un la représentation I'y. Le Lemme 2.4 découle
alors immédiatement de la section précédente. O

REMARQUE. — De méme que dans le cas unitaire, si V(«), ot a est une partition
orthogonale dans p x ¢, est un sous-(O(p, C) x O(g, C))-module de Vi7(A) avec |a| = |A]|
alors a = .

LEMME 2.5. — Soit (A, u) un couple compatible de partitions dans p x q. Alors,
Uimage de Viy (A, u) dans N\ p par Uapplication de restriction (2.53) est triviale sauf si
A=0oupu=pxaq.

Démonstration. — Commengons par remarquer que 'application (2.33) envoie une
matrice ( . g ) € py sur la matrice B_th. Quitte & conjuguer le plongement de p dans
pu par un élément de (K )¢, on peut donc supposer que les vecteur e; ® [; EEQF”
et (ep_i+1®fq*_j+1)* € (E®@F*)* (pour 1 <i<petl<j< q)s’envoient sur €i®7].

Il est donc immédiat que 'image de Viy (A, p) dans A p par Papplication de restric-
tion (2.33) est triviale sauf si A =0 ou p=p x q. O

LEMME 2.6. — Soit A une partition orthogonale dans p X q et r un entier < p < q.
On plonge O(q — r,C) dans O(q,C) par

Ar— A0 .
0 1,
Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche 5\/)\, i.e. que la
partition A — (rP) contienne X. La partition A est alors contenue et orthogonale dans

px (¢—r) et le (O(p,C) x O(q,C))-module V(X)) vu comme (O(p,C) x O(q —r,C))-

module contient le module V(\) avec multiplicité 1.

Démonstration. — 1l est clair que si (rP) s’inscrit dans 5\/ A alors la partition A\ est

contenue et orthogonale dans p x (¢ — r). Le lemme découle alors des décompositions
(25.34) et (25.35) de [21, §25.3]. O
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REMARQUE. — De méme que dans le cas unitaire, si V(«), ot a est une partition
orthogonale dans p x (¢ — 1), est un sous-(O(p,C) x O(q — r,C))-module de V()
avec |a| = || alors (et toujours d’apres les décompositions (25.34) et (25.35) de [21,
§25.3]) @ = A. La partition (r?) doit donc s’inscrire dans le diagramme gauche /X

et V(a) =V (A).
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CHAPITRE 3

THEOREME 1.3 ET COHOMOLOGIE L2

3.1. Démonstration du Théoréme 1.3

Premier point. — Le premier point du Théoréme 1.3 est démontré dans [3]. Plus
généralement, le Théoréme suivant découle de [3, Théoremes 25 et 31].

THEOREME 3.1. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G* = U(p, q). Soit SR°H C Sh°G avec H*® = U(p, q—7) plongé de maniére
standard dans G™°. Soient A et p deux partitions incluses dans px q formant un couple
compatible avec /X = (p1 X q1) * -+ * (P, X Gm). Alors, Uapplication

Hk,u(ShO H H‘)\|+‘P«| ShO )

pr1m+
9EG(Q)

obtenue en composant ’application Resg et la projection sur la composante fortement
primitive de la cohomologie de ShPH est injective si et seulement si la partition (rP)
s’inscrit dans le diagramme gauche p/\ (i.e. sipr + -+ pm = p et v < ¢; pour
i=1,...,m). Son image est alors contenue dans [[,cq () HM=0P)(SROH).

(L’assertion sur la composante fortement primitive, qui n’est pas explicitée dans [3],
découle de la Remarque suivant le Lemme 2.3.)

Le Théoréeme 3.1 concerne des classes de cohomologie fortement primitives alors que
le Théoreme 1.3 concerne des classes quelconques; expliquons brievement comment
déduire le point 1. du Théoréme 1.3 du Théoreme 3.1. Soient donc G, Hy et Hy comme
dans le Théoréme 1.3 et a une classe de cohomologie € H*(Sh°G) de degré < p+q—2.
Quitte & projeter a sur une « m-composante » de la cohomologie, on peut supposer
a € H* (7 : ShPG), pour une certaine représentation cohomologique 7 de G. Le degré
R de 7 est alors < p+ ¢ — 2. Supposons p < ¢. Un petit exercice de combinatoire
montre alors que soit R = p+ ¢ — 2 (auquel cas la classe « est fortement primitive et
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le Théoréme 3.1 s’applique directement avec H = H;y ou Hj) soit 7 est de 'une des
formes suivantes :

- m=A((aP)) (resp. m = A(((¢ — a)?), (¢"))) et R = ap;

— m=A((q)) (resp. m = A((¢""'),(¢"))) et R = gq.
Contentons-nous de traiter le premier cas. D’apres (2.10), on a

Homi (", A(@")) = H* R(Gpq-a),

ou Gpg—q = U(p,qg—a)/(U(p) x U(g — a)) est la grassmannienne des p-plans dans
CP+a=* dont la cohomologie H*(Gpg—a) = Homy (pyxu(g—a) (A Cp(q*a),(c). De la
méme maniere 'anneau de cohomologie H*(G,, ) s’identifie & la composante triviale
H*(1: Sh°G) de la cohomologie. Il est classique, cf. par exemple [3], qu’il est engendré
par les classes de Chern de Sh°G. L’application canonique de restriction

H* (Gnq) — H* (Gm—a)

est surjective et la A((aP))-composante, H*(A((a?)) : Sh°G), de la cohomologie s’iden-
tifie en fait au sous-anneau engendré par sa partie fortement primitive H%(A((a?)) :
ShPG) et la cohomologie triviale H*(1 : Sh°G). Quitte & décomposer «, on peut donc
écrire « = C' A B, ou B € HE(A((aP)) : Sh'G) et C € H*(G,,4). Le Théoreme 3.1
s’applique a 8 avec H = H; et, puisque le degré de a est < p+ g — 2, la classe C' est
également de degré < p+ ¢ — 2. Mais il est bien connu que ’application canonique de
restriction
H*(Gp,q) — H*(Gp,g-1)

est injective en degré * < 2q. Il s’ensuit que 'image de la classe « par 'application de
restriction virtuelle de ShG vers ShYH; est non nulle. Le point 1. est donc démontré.

Le cadre naturel de notre étude est la composante fortement primitive de la coho-
mologie. Nous nous y tiendrons dorénavant. Les théorémes énoncés dans I’Introduction
se déduisent des résultats du chapitre 8 suivant le procédé décrit ci-dessus.

Deuziéme point. — Le deuxieme point du Théoreme 1.3 est quant a lui démontré
dans [7]. Plus généralement nous conjecturons le résultat suivant.

CONJECTURE 3.2. — Soit G un groupe algébrique réductif, conneze et anisotrope sur
Q tel que G*¢ = U(p, q+r). Soit SWH C Sh°G avec H* = U(p, q) plongé de manicre
standard dans G™°. Soient A et i deux partitions incluses dans px q formant un couple
compatible avec /X = (p1 X q1) * -+ % (P, X ). Alors, Uapplication

H)\,/J,(ShOH) N H|>\\+;DT+|/1\ (ShOG)

prim+

obtenue en composant l’application /\g et la projection sur la composante fortement
primitive de la cohomologie de Sh°G est injective si et seulement si la partition (rP)
s’inscrit dans le diagramme gauche p/\ (i.e. sipr + -+ pm = p et v < ¢; pour
i=1,...,m). Son image est alors contenue dans H T (") (ShOG).
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Nous allons maintenant chercher a motiver cette Conjecture.

Dans [7], le deuxiéme point du Théoréme 1.3 est principalement déduit de deux
théoremes, I'un concernant l’isolation des représentations cohomologiques de petit
degré dans le dual unitaire de G et I'autre calculant la cohomologie L? (réduite) en
petit degré des variétés A\ X, ou A est un sous-groupe de congruence de H.

Le résultat concernant l’isolation des représentations cohomologiques est déduit
d’un théoreme général de Vogan sur lequel nous revenons au chapitre suivant. Nous
n’avons en fait besoin que de I'isolation dans le dual automorphe, or on montre dans [7]
que celle-ci découle de la Conjecture de changement de base (version faible des Conjec-
tures d’Arthur) formulée dans [7].

D’apres [7] et compte tenu des Conjectures d’Arthur, la Conjecture 3.2 est prin-
cipalement motivée par les calculs de cohomologie L? que nous présentons dans les
paragraphes suivants.

3.2. Un calcul de cohomologie L?

Dans ce paragraphe, nous fixons G un groupe de Lie réductif réel connexe de type
non compact et a centre compact. Soit 7 une involution sur G et soit H = G7 la
composante connexe de l'identité du groupe des points fixes de 7. Nous supposons
que G est la forme réelle d’un groupe de Lie complexe et notons K un sous-groupe
compact maximal 7-stable de G. L’espace symétrique X = G/K est de courbure
négative. Soit A un réseau cocompact de H. Nous nous intéressons a la cohomologie
L? du quotient A\ X¢. Nous notons M = A\X¢ et F = A\Xy.

La variété M est riemannienne et compléte. On note C5° (A¥T* M) (respectivement
L?(A*T* M), etc.) 'ensemble des k-formes lisses & support compact (respectivement
de carré intégrable, etc.) dans M. Le k-iéme espace de cohomologie L? (réduite) de
M est défini par

2

HY(M) = {a € LX(A*T*M) : da = 0} /dCgo (AR 1T*M)
Un autre espace trés proche souvent considéré est ’espace de cohomologie L? non
réduite, qui, en degré k, est le quotient de {a € L2(A*T*M) : da = 0} par {da
a € L2(A¥=1T*M), da € L?}, sans prendre d’adhérence. En général, cohomologies
L? réduite et non réduite sont différentes. Il y a néanmoins égalité en degré k lorsque
0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien A sur les formes différentielles de
degré k. Dans la suite, « cohomologie L? » voudra dire « cohomologie L? réduite ».
Il y a une interprétation de la cohomologie L? en termes de formes harmoniques.
En effet, notons H% 1'espace des k-formes harmoniques L? de M :

HE(M) = {a € L*(A*T*M) : da = da = 0}

ou J est 'opérateur défini initialement sur les formes lisses & support compact comme
I'adjoint de d. Comme M est complete, Hi(M) est aussi le noyau L? du laplacien
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A = dé + dd. Un fait important est la décomposition de Hodge-de Rham-Kodaira :
LX(AFT*M) = HE (M) @ dCg° (AF—1T* M) @ 6Cg° (AF+H1T* M),

et de plus,

{a € L2(A*T*M) : da =0} = HE(M) @ dO§° (AF—1T*M).
On en déduit que
HE(M) = HE(M).
Nous noterons C§°(A\G, \" p*) I'image de C>°(M, \" T*M) par I’application natu-
relle consistant & tirer en arriére les formes différentielles. Toute forme harmonique
L? o sur M définit donc un élément @ de

o (A\G, A p*) ~ HomK(/\* . C°°(A\G;<C)).

La formule de Matsushima se généralise a ce cadre (cf. [9]). L’espace Hj (M) se
décompose donc en somme directe :

(3.1) Hy (M) = @ Hi(x: M),

WE@O
ot nous avons noté Hj(w : M) la m-composante de la cohomologie L? de M. Si R est
le degré fortement primitif d'une représentation 7 € oG, 'espace HI* (7 : M) est aussi

la partie de la cohomologie L? de M qui est représentée par des formes harmoniques
dans

(3.2) o (A\G, A p*)é

(avec x = R) le sous-ensemble de C§° (A\G, A" p*) constitué des éléments de la forme
@ = >, 9 X; avec ¢; dans la composante isotypique C*°(A\G)s de type J, 'unique
K-type minimal de 7 (cf. chapitre 2). Plus généralement, nous notons Hj(M)s la
partie de la cohomologie L? de M représentée par des formes harmoniques dans (3.2).
Puisque le laplacien de Hodge-de Rham commute a la projection sur les K-types, on
a alors la décomposition

(3.3) H; (M) = @D H (M),
5

Nous notons §* le K-type dual d'un K-type donné ¢. La dualité
(3.4) H;(M)s x Hy(M)s» — C
est alors donnée par
(p,9) — / e AY.
M
D’un autre coté, 'opérateur * de Hodge induit un isomorphisme linéaire

(3.5) H3(M)s —— H5°™*(M);-.
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On en déduit un produit scalaire sur Hj (M)s

(5017<P2)'—>/ ©1 N\ *pa.
M

Notre but est de comprendre la cohomologie L? de M en termes de la cohomologie
(usuelle) de F' = A\ Xy. Remarquons que F' est naturellement plongée dans M, par
dualité elle définit une classe « (L2-)duale » [F] € HIS™% (M) (qui peut étre nulle
a priori). Le théoréme principal de ce chapitre se déduit presque immédiatement des
travaux de Tong et Wang [53].

THEOREME 3.3. — La classe [F] € HIS~% (M) est non nulle si et seulement si
rang(G/H) = rang (K /(K N H)).

Nous l'avons dit, la démonstration du Théoréme 3.3 repose sur des travaux de
Tong et Wang [53]. Ceux-ci permettent de réaliser géométriquement certaines séries
discretes d’espaces symétriques (non nécessairement riemanniens). Nous commengons
par des rappels sur les séries discrétes. Puis nous suivons Tong et Wang [53] en incluant
les démonstrations de ceux de leurs lemmes et propositions que nous utilisons.

3.3. Rappels sur les séries discrétes de G/H

Commengons par rappeler qu’'une représentation = de G est dite membre de la
série discréte de G/H si elle est isomorphe & une sous-représentation irréductible de
la représentation réguliere gauche £ sur L?(G/H). Nous notons L%(G/H) I'espace des
séries discrétes de G/H i.e. le sous-espace linéaire fermé dans L?(G/H) engendré par
les sous-représentations irréductibles de L.

Si rangc(G/H) = rangc(K/K N H) et d’apres Flensted-Jensen [18], Des-
pace L3(G/H) des séries discrétes est non nul. Les représentations de la sé-
rie discrete sont classifiées dans [44] (cf. aussi [19]). II s’avere que la condition
rangc(G/H) = rangc(K/K N H) est en fait nécessaire & lexistence des séries dis-
crétes. Nous supposerons dorénavant range(G/H) = range(K/K N H) et extrayons
de leurs résultats ceux dont nous aurons besoin.

Soit qo le supplémentaire orthogonal (pour la forme de Killing) de by dans go, et
soit ty un sous-espace de Cartan compact de qg. Soit X le systeme de racines de t
dans g et X, le sous-systeme des racines de t dans €. Soient W et W, les groupes
de Weyl correspondant. Fixons un sous-systéme positif X1 dans 3.. Le choix d’'un
sous-systéme positif T dans ¥ compatible avec ¥F détermine une bijection entre le
quotient W, \W et I'ensemble des sous-systemes positifs de ¥ compatibles avec X7 :
dans chaque classe de W, \W, il existe un unique représentant w € W tel que

(3.6) w(ET) NS, =5t
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Nous notons W€ ’ensemble des w € W vérifiant (3.6). Soient p et p. les demi-sommes
respectives des racines dans X7 et ¥F, comptées avec multiplicités. Soit A C it}

I’ensemble des parametres A\ € itj tels que
1. (A, @) > 0 pour toute racine o € B+,

2. A+ p est un poids pour Tg, i.c. e* T est bien défini sur Ty le tore dans G/H
correspondant a tg, et

3. (A + p,B3) = 0 pour toute racine simple compacte 3 € X+.

On étend t en une sous-algébre de Cartan f, 7 et f-invariante dans g. Notons

A. = A(L,E) et A=At g)

les systémes de racines correspondants et soient AF et AT deux choix fixés de sous-
systémes positifs compatibles avec 1. Les représentations irréductibles de dimension
finie de € sont classifiées par leur plus haut (resp. plus bas) poids par rapport au choix
A}. Sauf mention du contraire nous identifierons dans la suite un K-type avec son
plus haut poids par rapport & Af. Remarquons que si ¢ est un K-type de plus haut
poids u par rapport & Al la représentation contragrédiente ou duale 6* a pour plus
haut poids —pu par rapport & AF.

On peut associer a chaque couple (w, \) € W°x A une sous-représentation 7, dans
L qui est soit irréductible soit nulle et dont les sous-espaces de L?(G/H) correspondant
sont deux a deux disjoints. Voici quelques propriétés de ces représentations.

1. Le caractere infinitésimal de 7, est xa.
2. Si
(3.7) (WA + p) — 2pe,a) =20, a€ Xt
alors m, est non nulle et —w(\ + p) + 2p. est (le plus haut poids par rapport
a A de) 'unique K-type minimal de mryy.
3. Si (wo, Ao) et (w1, A1) € W x A vérifient (3.7), les représentations 7y, x, €t
Tw,n, Sont isomorphes si et seulement si (wg, Ag) = (w1, A1).

Le résultat principal de [44] est alors que l'espace L%(G/H) est engendré par les
sous-représentations m,x pour (w,\) € We x A.

Pour les « grands » A, c’est a dire ceux vérifiant (3.7), la non trivialité de m,x
provient de la construction explicite de la fonction de Flensted-Jensen 1), » qui est
une fonction K-finie dans L?(G/H) N C*°(G/H) telle que

1. )y x engendre le K-type —w(A + p) + 2p..
2. 1y, » engendre la sous-représentation 7, de L*(G/H).

Etant donnés deux choix It et ¥+ de sous-systemes positifs compatibles dans
Y et X, respectivement, Flensted-Jensen associe a tout A € A, une fonction vy, la
fonction notée 1.  ci-dessus. Si w € W€, les sous-ensembles de racines w(X1) et
YT forment deux sous-systémes positifs compatibles dans ¥ et X. respectivement.
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L’ensemble A correspondant & ce nouveau choix est wA et la fonction de Flensted-
Jensen 1,5 = ¥y, x. Dans la suite nous ne nous préoccuperons que des fonctions .

Notons 4, la (classe d’équivalence d’une) représentation irréductible de dimension
finie de € de plus haut poids p par rapport au sous-systéme positif A}. D’aprés un
théoreme d’Helgason [25, Chap. III, § 3] la représentation §,, a un vecteur non nul
h N €-invariant si et seulement si

(3.8) et et f @) € N pour tout a € X7},

(@, @)

Dans ce cas le vecteur invariant est unique a un multiple scalaire pres.

Soit maintenant A € it§. Supposer

— A+ p est un poids pour T, i.e. €2 est bien défini sur Ty le tore dans G/H

correspondant a tg, et

— (A +p—2pc, ) =0, pour tout o € 7T,
revient & supposer que g = py := A+ p — 2p. € t* (étendue trivialement & une sous-
algebre de Cartan de ¢ contenant tp) est le plus haut poids d’une représentation de
dimension finie de K avec un vecteur L-invariant. C’est en particulier le cas pour les
«grands » A € A. Rappelons que la fonction ¢, € C*(G/H) N L*(G/H) engendre
alors le K-type 4, dual de 4, et de plus haut poids —u par rapport a AT,

Un raffinement du Théoréme 3.3. — Nous allons maintenant pouvoir commen-
cer la démonstration du Théoréeme 3.3. Celui-ci découlera du résultat plus général
suivant.

THEOREME 3.4. — Supposons rang(G/H) = rangc(K/(KNH)). Siw € W¢, vérifie

(3.9) (2wp — 2pe,0) 20, ae€ X},
alors la projection de la classe [F) dans H59 ™ (M )y, 2, est non nulle.

Commengons par déduire le Théoreme 3.3 du Théoreme 3.4. Supposons que
rangc(G/H) = rangc(K/(K N H)). La condition (3.9) est toujours vérifiée pour
w = e puisque p — p. et « sont tous deux dans une chambre de Weyl positive (au
sens large). Le Théoréme 3.4 implique donc 'implication réciproque dans I’énoncé du
Théoreme 3.3. Démontrons maintenant I’implication directe : la classe de cohomologie
L2, [F], admet clairement un représentant H-invariant. Si [F] # 0 il doit donc exister
des séries discretes dans L2(G/H) et nous avons rappelé qu’alors on a nécessairement
rangq(G/H) = rangq (K/(K N H)). O

I1 nous reste donc & démontrer le Théoreme 3.4. Il nous suffit de traiter le cas w = e.

Remarquons que p appartient toujours a A et donc que la fonction de Flensted-Jensen
1, est bien définie.
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3.4. Construction de la forme harmonique

En suivant Tong et Wang [53] nous allons maintenant associer & 1, une forme
différentielle harmonique @ sur G et a valeurs dans C. Les translatés a droite de
(coefficients de) @ réaliseront la représentation contragrédiente 75 de 7, et & sera
invariante & gauche sous H, et sous 'action a droite de K elle se transformera selon
le plus bas K-type ¢ (de plus haut poids 2(p — p.)) de 7. La forme @& sera tirée
arriere d’une forme différentielle sur X dont nous vérifierons plus loin qu’elle définit
une classe de cohomologie L? non nulle dans HgGidH (M)s et égale & un multiple du
projeté de [F].

Soit g = [ & u la sous-algebre parabolique 6-stable de g telle que [ soit égale au
centralisateur de t dans g et u = G,ex+8a. Puisque les représentations 7, et A4 ont
toutes deux le méme caractere infinitésimal, égal a celui de la représentation triviale
Xp, de telle maniere que le casimir  agit trivialement sur chacun de leurs (g, K)-
modules associées, et puisqu’elles contiennent toutes les deux le K-type § de plus
haut poids 2(p — p.), elles doivent étre isomorphes d’aprés [57, Proposition 6.1].

Notons R = dime (unp) et p, = p—p.. Rappelons que le vecteur e(q) € A7 (unp) est
alors un vecteur de plus haut poids 2p(uNyp) = 2p,, d’une représentation irréductible
de K, isomorphe & 4, contenue dans /\Rp et qui apparait avec multiplicité un.

La fonction ¢, € L?(G/H) est K-finie et engendre le K-type 6*. Pour un choix
convenable de k; € K, les fonctions

(3.10) filg) = ¥p(kitg™!) € L*(H\G)
forment donc une base d’un K-type isomorphe & 6* et apparaissant dans (la repré-
sentation réguliere droite dans) L2(H\G) de plus haut poids 2p,. Les fonctions f;
forment alors une base d’'un K-type isomorphe a 6.

Nous venons de rappeler que la composante isotypique ( /\Rp*) s~ dans /\R p* ap-
paralt avec multiplicité un. Choisissons alors une base {X;} de ( /\Rp*) s« duale &

{f.} et posons

1) 2(9) = Y TWX.

ProPOSITION 3.5 (Tong et Wang [53, Proposition 3.5])
1. La forme & appartient ¢ C§° (G, AT po).

2. La forme @ est invariante a gauche sous l'action de H. En restriction a H, &
prend ses valeurs dans le sous-espace de dimension un invariant sous l’action

de HNK - (NFpr)i™

Démonstration. — 11 est immédiat par construction que w € C* (G,/\Rp*). L’in-
variance a gauche de @ sous 'action de H découle immédiatement de l'invariance a
droite de v, sous I'action de H. L’application Wy est donc constante égale a w(e).
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D’apres le premier point, ce vecteur est invariant sous l'action de H N K. On conclut
alors la démonstration de la Proposition 3.5 grace au théoreme d’Helgason (3.8). O

D’apres la Proposition 3.5, @ est tirée arriere d’une forme différentielle
(3.12) we ™ (Xg, \"T"Xq).

Celle-ci descend en une forme différentielle w € C*° (M, /\R T*M).
LEMME 3.6. — La forme différentielle w est L? et harmonique.

Démonstration. — Puisque v, € L*(G/H), @ € L*(A\G). Les coefficients de & ap-
partiennent donc a un (g, K)-module unitaire et nous pouvons appliquer le lemme de
Kuga [9]. Soit A le laplacien sur C§°(G, A*(p*)). Alors

AG = —m3(Q)@ = 0.

Ou la derniere égalité provient de ce que la représentation 7, a la méme caractere

infinitésimal que la représentation triviale. On en déduit immédiatement le Lemme 3.6.
O

Lien avec la sous-variété F'. — Soit wy la forme volume invariante sur Xg.
Nous voyons cette forme différentielle comme une forme différentielle sur Xy C X¢g a
valeurs dans (/\* T*XG) Xn" Notons toujours * I'opérateur de Hodge-de Rham. Alors

*wp prend elle aussi ses valeurs dans ( N T*XG) Xn Il est clair que *wpy prend plus
précisément ses valeurs dans la puissance extérieure maximale de ’espace des vecteurs
cotangents normaux a Xpg. Notons Wy et *wy les tirées arriere respectifs de wy et
sxwyy. 11 est immédiat que Oy (resp. @y ) n’est autre que le produit extérieur d’une
base orthonormée de (p N h)* (resp. (p N q)*).

Soit

(3.13) Po: \Fp — (/\ Rp*)é*

la projection orthogonale sur le K-type ¢* de plus haut poids 2p,,. Soit e(q)* € /\R p*
le vecteur dual & e(q), c’est un vecteur de plus haut poids —2p,,. Et, d’apres le théoréme

d’Helgason (3.8),
HNK

aim (A %) =1
im /\ P
PROPOSITION 3.7 (Tong et Wang [53, Proposition 4.6]). — Py(xwp) est un vecteur

non nul dans (/\Rp*)im{

Démonstration. — Puisque *0py est tirée arriere d’'une forme différentielle H-

invariante sur Xp, elle est (H N K)-invariante. Le projeté Py(xwp) est donc
(H N K)-invariant & droite et donc invariant sous Ad*(H N K) :

Po(xom) € (/\ Rp*)

HNK

6*
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Il nous reste a vérifier que ce vecteur est non nul. Remarquons que le produit extérieur
. d .. , .

maximal A\“? p* est un module trivial et que Popérateur * envoie un K-module sur

son dual. Il suffit donc de montrer que

xwog A xe(q)* #0
autrement dit que
wg Ne(q)* #0.
Ce dernier fait découle immédiatement du fait que @y et e(q)* sont des vecteurs

non nuls dans les puissances extérieures maximales respectives des espaces (p N h)*
et (pNu)*. O

3.5. Démonstration du Théoréme 3.4

Nous voulons montrer que la projection [F|s de la classe de cohomologie [F] €
HE(M) dans HE(M)s est non nulle. Pour ce faire nous allons montrer que

(3.14) [w] = c[Fs
dans HE(M)s, ot ¢ est une constante non nulle.

Si [¢] € HE(M)s, son tiré en arriere ¢ = >, $; X; est harmonique et le K-espace
engendré par B;(g) est soit nul soit irréductible isomorphe & §. Chaque fonction @; €
L?(A\G) engendre alors, sous I'action & droite de K, soit le sous-espace nul soit un
sous-espace irréductible isomorphe & §*. D’apres le lemme de Kuga [9], le casimir Q

appliqué & @; donne 0. D’apres le lemme suivant, les fonctions ¢;(g) engendrent un
sous-module de L?(A\G) isomorphe a 7,,.

LEMME 3.8 (Tong et Wang [53, Lemma 5.3]). — Soit m une représentation unitaire
de G dans un espace de Hilbert V et A un module cohomologique de K -type minimal 7.
Supposons que W soit un K -type de type 7 dans V et qu’en restriction a W, le casimir
w(Q) soit nul. Alors, le G-sous-module fermé M engendré par W est isomorphe a A.

Démonstration. — Considérons la restriction 7y, de la représentation unitaire 7 a
M, celle-ci se décompose en une intégrale directe

™M = /@Ud#(g)a

ol p est une mesure sur G. Puisque M est engendré par W, pour presque tout o,
o(C) = 0 et 7 C 0. Mais son K-type minimal 7 et son caractere infinitésimal
détermine completement le module cohomologique A. On en déduit donc que presque
tout o est isomorphe & A et donc que la restriction de m a M est un multiple de A.
Mais puisque 7 intervient avec multiplicité 1 dans A, tout K-sous-module irréductible
de type 7 engendre un G-sous-module irréductible. La multiplicité de A dans )y est
donc égale a 1. Ce qui conclut la démonstration du Lemme. O
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D’apres (3.4) et (3.5), Pégalité (3.14) est équivalente & : étant donnée [p] € HE (M)
telle que son tiré en arriere ¢ = ) . $; X; soit harmonique et {;} engendre une
composante isotypique de plus haut poids 2p,,, alors

(3.15) / w/\*gp:c/ *Q.
M F

Soient dg, dh et dHg les mesures invariantes respectives sur G, H et H\G. On a

alors :
Jenee= [ AL @) g0 n}artg
= [ (5@ [ etng)an)arts

ou (., .) désigne le produit scalaire standard sur /\R p* et ou la derniere égalité découle
de l'invariance a gauche de @ sous l'action de H. Soit

(3.16) Pp(g) = /A\H ¢(hg)dh

et soit @p(g) = >, ®;X; son développement.

LEMME 3.9

1. La forme ®g est a valeurs complexes et harmonique sur G.

2. Sous laction a droite de K, éz(g) engendre soit le sous-espace nul soit un sous-
espace irréductible isomorphe a 6*.

3. Si ®;(g) est non nul, le casimir agit trivialement sur celui-ci : Q.9;(g) = 0.
4. La forme ® est invariante & gauche sous Uaction de H.
5. La forme &y est bornée sur G.
Démonstration. — Les trois premiers points découlent des propriétés analogues pour

¢ décrites plus haut. Le point 4. découle de la définition (3.16) de ®@. Il nous reste
a montrer que la forme ¢ est bornée, ce qui découle du lemme suivant.

LEMME 3.10. — Soit ¢ une forme différentielle harmonique L? sur une variété rie-
mannienne d courbure partout négative (ou nulle) et uniformément minorée. Il existe
alors une constante ¢ > 0 ne dépendant que de la borne sur la courbure de M telle
que

(3.17) lellzeeary < cllellzzcan.-

Démonstration. — La démonstration repose sur le procédé classique d’itération a la
Nash-Moser. L’énoncé ci-dessus et sa démonstration sont une légere modification d’un
lemme de Yeung, cf. [61].
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Soit ¢ un forme différentielle de degré i. Une formule de Bochner-Weitzenbock que
I’on obtient par un calcul direct permet de comparer le laplacien usuel et le laplacien
brut A = —V*V :

(Ap,p) = (A0, 0) +i(Rp, ¢),
ou R est un opérateur ne dépendant que du tenseur de courbure tel que

(R, ) = —k{p, ¢),

ou k est une constante > 0 ne dépendant que de la minoration sur la courbure.
Supposons maintenant ¢ harmonique, alors Ap = 0 et puisque

APlg|* = (APp, ) + V],
on obtient
(3.18) A’lof® +klp|* > 0

Nous allons maintenant pouvoir appliquer le procédé d’itération a la Nash-Moser.
Soit f = |p|%.
Commengons par remarquer que puisque

[oats == [(95.99),

en prenant g = 72 f# (ou 7 est une fonction et 3 un réel > 1), on obtient I'identité
suivante :

2 B8—1 2 _ _ 51 s+ _ 2(BAbF
ﬁ/nf V] 2/M<nf Vi, ) /nf f

el

/(W(f )+ V() + V)

= (552) [arruwse+ [ e
+<ﬁ+1>/<nf%w,f%w>.
D’on l’on déduit :
e ar 822 fures
- [rat e s [

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au premier terme a droite, on obtient
alors que pour tout e > 0:

2 rB-1 2 1 B+1 2
o T [Vt <e [arrwe 2 [

PPN+ s [ P,
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Soit C' une constante de Sobolev valable pour toutes les boules isométriquement
plongées dans M (une telle constante existe en vertu des restrictions faites sur la
courbure). Le fait suivant traduit alors I'inégalité de Sobolev standard.

FAIT 1. — Pour toute boule B isométriquement plongée dans M, et toute fonction
u € H(B),

772

2By T HU'HLQ(B)}

lum™232(m) < C[IVu
ou n est la dimension de M.

Soient maintenant By C B, deux boules de méme centre et de rayons respectifs a
et b dans M et soit  une fonction a support dans B,, partout < 1, constante égale a
1 sur By et telle que |Vn| < 2/(a — b). Les expressions (3.18) et (3.19) impliquent le
fait suivant.

FarT 2. — 1l existe une constante k1 ne dépendant que de k et du rayon d’injectivité
de M (mais ni de a ni de 3) telle que :
811 1(B+1)

IVf% 1225, < ﬁ”fﬁJrlHLz(B ):
En effet, d’apres (3.18) et (3.19),
f’+1 2 ,8—1 2 1 B+1 2
e [P < e [ vse 2 [ e
+k/n2fﬁ“ + ﬂ/f"“lvnl?
(B+1)2
2 6-1 2 4 ﬂ ‘”1
PV = [CESE |V(f™ V77|

R

D’ou l'on déduit, en prenant ¢ = (3/4,

+ 2 4 2

Et, puisque n < 1 et |[Vp| < %5,

g, TR < (g 1) [

On conclut immédiatement la démonstration du fait 2 en utilisant que la fonction n

<a

est constante égale a 1 sur By.
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Posons maintenant A(l,7) = ([ IfINY et @ =n/(n —2). En prenant 3 =1 — 1,

les faits 1 et 2 impliquent I'inégalité suivante :
k;/lll/l

(a — b)2/!
pour tout [ > 2 et ky une constante ne dépendant que de k, de C et du rayon
d’injectivité de M.

Nous pouvons maintenant itérer I'inégalité (3.20). Soient donc ry un réel strictement
positif et inférieur au rayon d’injectivité de M et rp, = (ro/2)(1 + 1/2™) pour m =
0,1,2,... L’inégalité (3.20) implique alors :

AQ2a™ 1) < cA(2,70),

(3.20) A(al,b) < A(l,a),

ol ¢ est une constante ne dépendant que de ks et n (et donc indépendante de m). En
passant a la limite m — +o0, ceci implique

1/2
sup f < c(/ f2) .
By /2 By

Puisque
[ < e Dol
B,, By

On en déduit que pour tout nombre réel ry inférieur au rayon d’injectivité et pour
toute paire de boules B, /o C By, dans M centrées en un méme point et de rayons
respectifs r9/2 et ro,

sup f < c(sup f)1/2||50||L2(M)~

ro/2 T
En utilisant la continuité de f, on en déduit immédiatement que f est nécessaire-
ment bornée sur M tout entier par \/E||g0||1L/22( My €€ qui conclut la démonstration du

Lemme 3.10. O
PROPOSITION 3.11. — Il eziste une constante ¢, (dépendant de @) telle que

) H = CpoW.
Démonstration. — On peut supposer ® g non nulle. D’apres le troisieme point du

Lemme 3.9, le casimir agit trivialement sur éz(g) or d’apres le cinquieme point cette
fonction est bornée et appartient donc a L?(H\G). Enfin, puisque sous l'action &

droite de K elle engendre le K-type 6*, la fonction i%(g) engendre un sous-module
de L?*(H\G) isomorphe au module 7,. Un tel module apparait avec multiplicité un.

La fonction &)i(g) appartient donc au K-type ¢* dans m,, celui-ci est irréductible, la
fonction @y est donc nécessairement égale a c,& pour une certaine constante c,,.

Dans la suite, nous aurons a introduire de nombreuses constantes non nulles in-
dépendantes de ¢ (et de A). Nous les appellerons constantes universelles et nous
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les noterons ci,ca, ... Le lemme suivant va nous permettre de mieux comprendre la
constante c,.

LEMME 3.12. — L’intégrale

AwmwﬂWM—qu

ot c¢1 est une constante universelle.

Démonstration. — D’apres les Propositions 3.5 et 3.7,

(:)(h) = Clpo(*(IJH).

Puisque ¢(g) € (/\Rp*)é* ona:

(3.21) (@(h), $(1) = 1 (s, G(1)).
Soit 1 = *p. Alors,

(3.22) (*0m, ¢(h)) dvolx, = xwg AN p(hK).
Soit i le plongement de F' — M, alors

(3.23) xwg AY(hK) = swy A ((*Y(hK)).

Cette derniere égalité résulte du fait que *wpy prend ses valeurs dans le produit ex-
térieur maximal de ’espace des vecteurs cotangents normaux a Xy dans X¢g. Les
composantes de 1(hK) selon des vecteurs cotangents normaux & X g sont donc tuées
par le produit extérieur avec *wgy.

Puisque (dvolXG)|XH = wy A *wyg avec wy et xwpg des sections inversibles d’un
fibré en droites, on déduit de (3.21), (3.22) et (3.23) :

(@(h), p(h))wn = cri*p(hK).
Ce qui conclut la démonstration du Lemme 3.12. O

On peut maintenant déterminer la constante c,. D’apres la Proposition 3.11 et le
Lemme 3.12,

QLW=AWWWﬂW%

((e), /A 0 an)
cp(w(e), o(e)).

On a finalement montré que

(3.24) cp = / *p,
F
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ol co est une constante universelle. D’un autre coté et d’apres la Proposition 3.11,
ona:

Juyw A sp = ¢ /H BCOEOED

= CyC3.

(3.25)

Le Théoreme 3.4 découle maintenant immédiatement de (3.24) et (3.25). O

3.6. Application aux groupes unitaires et orthogonaux

Groupes unitaires. — Dans ce paragraphe G est un groupe algébrique réductif,
connexe et anisotrope sur Q tel que G*® = U(p, ¢ + r). On suppose fixée une donnée
ShOH < Sh°G avec H™ = U(p, q) plongé de maniere standard dans G*¢ et A un sous-
groupe de congruence sans torsion de H. Notons enfin M = A\Xg et F = A\ Xy.

Soient (A, ) un couple compatible de partitions C p X (¢ + 7). Conformément
aux notations des sections précédentes nous notons Hj (M), = Hi (A(\, 1) : M) la
A(M, p)-composante de la cohomologie L? de M, enfin nous notons Hj* (M) la partie
fortement primitive Hg)‘Hlm(M),\W

Commengons par montrer que le Théoréme 3.4 implique le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.13. — La classe [F] € Hc ™ (M) (rvy,(gvy est non nulle si et seule-
ment st dg > dg /2 (i.e. si et seulement si q > r).

Démonstration. — Nous appliquons le Théoréme 3.4 au groupe G = U(p, ¢+ r) muni
de linvolution 7 standard telle que H = G™ = U(p,q) x U(r). Commengons par
remarquer que rangc(G/H) =rangc(K /(K N H)) si et seulement si ¢ > r. Et dans ce
cas rangc(G/H) = dimc t = 7.

Considérons maintenant la représentation n*. Nous avons vu au cours de la

5
démonstration du Théoreme 3.4 que celle-ci est isomorphe a la représentation coho-
mologique de K-type minimal 2p,,. Il nous suffit donc de calculer 2p,,. Comme au § 2.1,

nous considérons la sous-algebre de Cartan t dans g constituée des matrices diagonales.

Nous pouvons prendre la sous-algebre de Cartan t dans q telle que ity soit égale au
sous-ensemble

{(0,...,0; —tp,...,—u1,0,...,0,u1,...,uy) : u; € R pour tout i =1,...,r}
——

p q+r

de ity. Représentons les systémes de racines respectifs de ¢ et g comme A, =
{x(zi—z;) + 1 <i<j<ptU{t(yi—y;) : 1 <i<j<qg+r}etA=
AcU{x(z;i—y;) : 1<i<petl<j<g+r}. On peut alors considérer les systemes
positifs compatibles AT = {z; —x; : 1<i<j<ptU{y;—ui : 1 <i<j<qg+r},
Yr={yj—yi s i<jetsoit 1 <i<rsoitg+1<j<g+rietESt =Xru{z;—y; :
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1<i<petl<j<riU{y;j—z; : 1<i<petg+1<j<qg+r} Un calcul simple

montre alors que
T

200 =1 (Yari — Y));
j=1
i.e. le plus haut poids par rapport & Al de la représentation V((r?), (¢*)). Ce qui
conclut la démonstration du Corollaire 3.13. O

REMARQUE. — Dans [49] Schlichtkrull identifie les parametres de Langlands des re-
présentations de Flensted-Jensen. Avec ses notations les systeémes de racines respectifs
deget tsont A ={%(e;—¢;) : 1 <i<j<p+qg+r}etA,={x(e;—e¢)
1<i<j<poup<i<yj<p+q+r} Ifixe comme sous-systeme positif
A ={e;—e; : 1<i<j<poup<i<j<p+q+r} Parrapport a ce systéme
positif, le K-type V,. = V((rP), (¢?)) a pour plus haut poids :
T
20, = 2p(u((17), (")) N 9) = =D (epts — Eptatriis)
j=1
égal & la somme des racines de u((r?), (¢?))Np par rapport & €. Soit P, = M AN le para-
bolique cuspidal et §, € M la représentation de la série discrete associés au K-type 2p,
par Vogan [56]. Ceux-ci coincident avec le parabolique et la représentation de la série
discréte que l'on associe & une sous-algebre parabolique, dans notre cas q((r?), (¢?)),
dans [7, §5.2]. Le groupe A est alors la composante neutre d’un tore maximal dé-
ployé du sous-groupe de Levi L((r?), (¢?)) = U(p,q — r). Soit k = min(p,q — r) la
dimension de a. Dans [7, § 5.2], nous associons également & la sous-algebre parabolique
q((r?), (¢?)) un élément v € a*. Si l'on choisit une base (f1,..., fr) de a telle que les
racines de a dans N soient

1 1 . .
{i(fiifj)aiflvfl : 1<Z<]<k; 1<l<k}a

alors

1
1/:5(p+q—r—1,...,p+q—r+1—2k)ea*.

Nous avons donc déterminé une représentation d§, @ v ® 1 de P, = M AN. Comme
rappelé dans [7, §5.2], il découle alors de [57] que la représentation unitairement
induite

1(6,,v) = ind§ (6, @ v ® 1)

admet un unique quotient irréductible J(d,,v) qui est isomorphe & la représenta-
tion cohomologique A((r?), (¢?)). Enfin et puisque ¢ > r, il découle de [49, Theo-
rem 7.7] que la représentation J(d,,v)* peut-étre réalisée sur un sous-espace fermé
de L*(G/H).

La Conjecture 3.2 est principalement motivée par la conjecture suivante.
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CONJECTURE 3.14. — (Sous les hypothéses du Corollaire 3.13.) Si A et yu sont deuz
partitions incluses dans p X q formant un couple compatible avec u/A = (p1 X q1) *
<% (Pm X Gm), alors Uapplication

HMH(F) — Hy\ﬂ”“-i-lﬂ\ (M)

, prim+

obtenue en composant lapplication « cup-produit avec [F| » et la projection sur la com-
posante fortement primitive de la cohomologie L? de M est injective si et seulement
st la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche p/X\ (i.e. sip1+ -+ pm =p

etr < ¢ pouri=1,...,m). Son image est alors conltenue dans HQ/\HTP)’”(M),

Le Corollaire 3.13 est un cas particulier de cette Conjecture (le cas A = &,
p=pxq).

La combinatoire prédite par la Conjecture provient du Lemme suivant. Soit (A, )
un couple compatible de partitions dans p x ¢g. Le groupe K¢ = GL, X GLgyr, il
contient le groupe GL, X (GL; x GL,), ou le groupe GL; X GL, est plongé dans

(A,B)n—>(§ g)

Le groupe GL, x (GLy x GL,) préserve la décomposition orthogonale p = (pNh) &
(pNq). Dans la suite de ce paragraphe, nous noterons Vi (A, p1) le sous-(GL, X GLg)-
module de A(pNh) associé au couple compatible (A, u) de partitions C p x g. Remar-
quons que le GL, x (GLy; x GL,)-module Vi (A, 1) ® A%(p N q) est un sous-module

de AT (pnp) @ Af(png) c AN,

LEMME 3.15. — Supposons que la partition (r?) s’inscrive dans le diagramme gauche
/. Alors, le K-module V(A(rP), 1), vu comme GL, X (GLyxGL,)-module, contient
(avec multiplicité un) le module Vir(A, 1) @ A (p N q).

GLgyr par

Démonstration. — Comme au § 2.1, notons vy (A) ® we(f1)* le vecteur de plus haut
poids de Vi (A, p1). Soit € un générateur de la droite A" (p™ N q).

Le vecteur wy () ® € € N™(p+ np) @ APt Nng) € A*F™Pp+ est alors un
vecteur de plus bas poids qui engendre le sous-K-module V' (i) de /\\ﬂ I+rp pT puisqu’il
est colinéaire au vecteur w(ﬂ)(l). On peut de plus facilement vérifier que le vecteur
v(A + (r?)) est dans Porbite du vecteur vy (A) ® £ sous l'action du sous-groupe de
Borel de K¢ fixé au §2.1.

Le vecteur wy (f1)* ®&* € /\mH_Tp p~ est un vecteur de plus haut poids, il engendre
donc une droite sous 'action du sous-groupe de Borel de K¢, le vecteur v(A+ (7)) ®
w(f1)* appartient donc a lorbite sous 'action de K du vecteur (vyg(\) ® wy(i)*) ®

*

(MIci ji désigne le complémentaire de p dans p X (q + ) alors que plus haut (lorsque ’on se place
dans pNb) i désigne le complémentaire de p dans p X q.
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(€@€) e Vahpm) @ AT(pnq) c AMTFHR g Puisque V(A + (17), 1) apparait avec
multiplicité un dans /\l)‘H_lul"er7 le Lemme 3.15 est démontré. O

A Taide de ce Lemme et du Corollaire 3.13, il semble raisonnable de penser pouvoir
construire une application

H)\,u (F) _ Hé\‘F(Tp)vN(M)

qui coincide avec celle considérée dans la Conjecture 3.14 et qui soit injective si et
seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche pu/\. Malheureuse-
ment nous ne sommes parvenus a le vérifier que dans le cas p = 1 (déja traité par une
autre méthode dans [7]).

Concluons ce paragraphe par quelques remarques et conséquences de la Conjec-
ture 3.14.
L’application « cup-produit avec [F] »

H)"“(F) N H;\HmHQW(M)

devrait étre injective des que (rP) s’inscrit dans p/A. Cette condition est-elle néces-
saire ?

Si la Conjecture 3.14 est vraie, pour tout entier k < g—r, 'application « cup-produit
avec [F] »
(3.26) H*(F) — HY?P" (M)

devrait étre injective.

I1 nous suffit en effet de démontrer que si (A, 1) est un couple compatible de parti-
tions dans p X ¢ telles que |A| + || < ¢ —r (si p > 2 on peut en fait remplacer g — r
par ¢) alors la partition (r?) s’inscrit dans le diagramme gauche p/A. Ce qui découle
du fait suivant.

FalT. — Soient p1,q1, ..., Pm, ¢m des entiers > 1. Supposons soit que py + -« -+ pm <
p — 1 soit que 'un des ¢; soit < r, alors p1g1 + - + PmGm < pg—q+ 7.

En effet,
P1gy+ + Pmm < Y pilgi —7) + 1Y pi.
i i
Donc si I'un des ¢;, par exemple ¢, est < r,

PIgU P < (q—7) Y _pi+r Y pi <(g—r—1(p—1)+rp=pg—q—p+r.
i#1 i
Alors que sipy + -+ pm <p—1,

P1g1+ F PmGm < (@—7)(p—1)+r(p—1)=pg—q<pg—q+r.
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Dans [7] Uinjectivité de I’application « cup-produit » (3.26) est obtenue pour k <
q — pr, et dans ce cas nous montrons [7, Théoréme 4.0.6] que 'application est en fait
un isomorphisme. Est-ce encore le cas pour tout k < qg—1r7?

Groupes orthogonaux. — Dans ce paragraphe G est un groupe algébrique ré-
ductif, connexe et anisotrope sur Q tel que G* = O(p, ¢ + r). On suppose fixée une
donnée Sh°H C Sh°G avec H™ = O(p,q) plongé de maniere standard dans G™°
et A un sous-groupe de congruence sans torsion de H. Notons enfin M = A\ Xq et
F=A\Xpg.

Soit A une partition orthogonale C p x (¢ + r). Nous notons Hj (M)

H;(A(/\)if M) la A(/\)if—composante de la cohomologie L? df M, Nous no-
1
A

+1,%2
A

tons plus généralement H3 (M), la somme directe de tous les Hj (M)E"%2 lorsque les
signes 41 et 49 varient.

Le Théoreme 3.4 implique le corollaire suivant.

COROLLAIRE 3.16. — La classe de [F] € Hyc~ (M) ey est non nulle si et seule-
ment si dg > dg/2 (i.e. si et seulement si q > r).

Démonstration. — Nous appliquons le Théoréme 3.4 au groupe G = O(p, ¢+r) muni
de l'involution 7 standard telle que H = G™ = O(p,q) x O(r). Commencgons par
remarquer que rangc(G/H) =rangc(K /(K N H)) si et seulement si ¢ > r. Et dans ce
cas rangc(G/H) = dimc t = r. Dans la suite de la démonstration nous supposons p
et ¢ + r pairs respectivement égaux a 2a et 2. (Les autres cas se traitent de maniére
similaire.)

Considérons maintenant la représentation 7r;. Nous avons vu au cours de la démons-
tration du Théoreme 3.4 que celle-ci est isomorphe a la représentation cohomologique
de K-type minimal 2p,. Il nous suffit donc de calculer 2p,,. Comme au § 2.2, nous
considérons la sous-algebre de Cartan t dans g constituée des matrices diagonales.
Nous pouvons prendre la sous-algebre de Cartan t dans q telle que

ito ={(0,...,0;0,...,0,u1,...,u,) : u; € Rpourtout i =1,...,r} C ito.
———
a B

Représentons les systémes de racines respectifs de ¢ et g comme A, = {£(z; £ z;) :
1<i<j<alU{t(yity;) : 1 <i<j<pfle A=A U{E(z; Lty
1<i<aetl<j< B} On peut alors considérer les systémes positifs compatibles
A ={z;ta; : 1<i<j<a}U{yjty : 1<i<j<pLE ={y;jxy : 1<
i<jetf—-r+1<j< et =S U{yjta; : 1<i<aetf-—r+1<j< )
Un calcul simple montre alors que

r—1
20n =D Ys—j:
§=0
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i.e. le plus haut poids par rapport & Al de la représentation V((r?)). Ce qui conclut
la démonstration du Corollaire 3.13. O

REMARQUE. — Lorsque 7 = ¢ la partition orthogonale (r?) C p x (¢ + r) est paire,
il y a donc lieu de considérer les projections respectives [F]y de la classe [F] dans les
groupes chde (M )(irp). La démonstration du Corollaire 3.16 montre que ces deux
projections sont non triviales. Ceci correspond au fait que 1’on peut remplacer le sous-
systéme positif X1 considéré dans la démonstration par celui ol les éléments y; + x;
(1 < i < «) sont remplacés par leurs opposés.

De maniere analogue a la Conjecture 3.14 nous conjecturons :

CONJECTURE 3.17. — Si A est une partition orthogonale incluse dans p X q, alors
Uapplication

HNF) — Hy 5 (M)
obtenue en composant Uapplication « cup-produit avec [F| » et la projection sur la
composante fortement primitive de la cohomologie L? de M est injective si et seule-
ment si la partition (r?) s’inscrit dans le diagramme gauche ;\/)\ Son image est alors

contenue dans Hy ™" (M),

En particulier, pour tout entier k£ < (¢—r)/2, 'application « cup-produit avec [F] »
(3.27) H*(F) — H¥P" (01

devrait étre injective. Nous reviendrons sur cette application au § 7.
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CHAPITRE 4

ISOLATION DES REPRESENTATIONS
COHOMOLOGIQUES

4.1. Isolation dans le dual unitaire

Dans cette section nous explicitons pour les groupes unitaires et orthogonaux un
théoréme de Vogan [55, Theorem A.10] caractérisant les représentations cohomolo-
giques isolées. Le cas du groupe U(p, q) est déja traité dans [7, § 5.4]. Dans les termes
de ce texte, on obtient la Proposition suivante.

PROPOSITION 4.1. — Soit (A, u) un couple compatible de partitions dans p X q avec
p/A = (p1 X q1) %% (Dm X qm). Alors la représentation A(X, p) est isolée dans le
dual unitaire de SU(p,q) si et seulement si

1. min(p;, q;) = 2, et

2. s’il existe un entier i € [1,p] tel que A; = pri > Aiy1 (resp. pri—1 > fi = Aix1),
alors piy1 = wi (resp. hi—1 = A;) (ot nous adoptons exceptionnellement ici la
convention que Ao = o = ¢+ 1 et Apy1 = ppy1 = —1).

On peut visualiser le point 2. : il signifie que A et u ne sont pas tous les deux triviaux
et n’ont aucun angle _I (resp. ) en commun. En particulier, les représentations A(A, u)
telles que A = p (qui sont exactement les représentations cohomologique de la série
discréte) ne sont jamais isolées.

Dans cette section nous prouvons la proposition analogue suivante pour les groupes
orthogonaux SOq(p, q).

PROPOSITION 4.2. — Soit A C p X q une partition orthogonale avec 5\/)\ = (a3 x by)*
ook (A X by ) % (D0 X G0 ) * (A X by ) -+ -x (a1 X b). Alors les différentes représentations
A(/\)if associées a A sont soit toutes isolées dans le dual unitaire de SOg(p,q) soit
toutes non isolées. Elles sont effectivement isolées si et seulement si

1. min;(a;, b;) > 2, et

2. soit po,qo = 2 et po + qo = 5, soit pogo = 0, et

3. X et \ ne sont pas tous les deux triviauz et n’ont aucun angle _| en commun.
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Démonstration. — Nous allons déduire la Proposition 4.2 des résultats de Vogan.
D’apres le Théoreme A.10 de [55], une représentation cohomologique A4 est isolée si
et seulement si q vérifie certaines conditions (0) — (3). Vogan montre que 'on peut
toujours, quitte & changer de représentant pour la classe d’équivalence de A, choisir
q de fagon & ce que la condition (0) soit satisfaite. Lorsque A C p X ¢ est une parti-

tion orthogonale et +1, +5 deux signes éventuels, notre choix « canonique » q()\)if

vérifie toujours la condition (0) ([(A)if n’a pas de facteur compact non abélien). La
condition (1) (le centre du groupe L(\) est compact) est automatiquement vérifiée si
p ou ¢ est pair, elle découle en toute généralité du fait que (po,qo) # (1,1) (d’apres
le point 3. de la Proposition). La condition (2) (le groupe L(\) n’a pas de facteurs
simples localement isomorphes & SO(n,1) (n > 2), ou & SU(n,1) (n > 1)) corres-
pond exactement aux points 1. et 2. de la Proposition. Il nous reste a exprimer la
condition (3).

La construction-classification de Vogan-Zuckerman [57] pour les A, est la suivante.
Tout d’abord on a A; = R4(C) ou C est la représentation triviale de [ et le foncteur
Ry = Rgim(um) est défini dans les références citées par [57]. Soit ) une sous-algebre de
Cartan #-stable de [ contenant t(!). Supposons donné un systeme de racines positives
A*(g,h) pour (g,h) tel que les racines de u soient positives. Alors, avec les notations

usuelles :
Pg = put pr-

Le caractere infinitésimal de Cy est pr; A = pg vérifie les hypotheses du Théoreme A.10
de [55] pour AT (g, h).

Soit IT € A™ (g, h) I'ensemble des racines simples et II(I) le sous-ensemble formé
des racines simples de [. Alors la condition (3) de Vogan s’écrit :

(41) <B\/,A> = <ﬁ\/7p9>7é1
pour toute racine imaginaire non compacte 3 € II orthogonale a TI(I).

Il s’agit d’expliciter (4.1). Nous allons encore une fois distinguer trois cas suivant
les parités des entiers p et q.

p =2r et ¢ =2s. — Dans ce cas h = t. Rappelons (§2.2) que nous considérons une
sous-algebre parabolique q(/\)if associée & un élément X = (x1,...,2r;y1,...,Ys) €
ity avec

12 2o 2 || 20etys = Zya > |y1| 2 0.

(D 1a sous-algébre b est donc égale A t sauf si p et ¢ sont tous les deux impairs respectivement égaux
a 2r +1 et 25+ 1, auquel cas on peut ajouter a t lalgebre {(9 %) : z € C} dans le r + 1-2me bloc
diagonal.
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Nous rassemblons les valeurs 1, ..., Z,—1, ||, Ys, - - -, Y2, |y1| en une suite stricte-
ment décroissante
Uy >ug > >u =0
et notons
Ujy > WUjy > 000 > Uj,

les valeurs non nulles de multiplicité > 1. Alors,

(4.2) (z1,...,zr—1, |z ) =@ >22 > ... > 20, > Ujy, > > Ty > Ujy >..L)
~~ ~~
al az
et
(4.3) sy 52, (Y1) = (s > Ys—1> 0o >y > Uiy > o> Yoy > Ujy > ... ).
~— ~~
b1 b2
Si u; = 0 nous notons 7o (resp. sp) la multiplicité avec laquelle 0 intervient dans

(X1, Zp1,|zr]) (resp. (Ys, ..., y2, ly1]))-

Rappelons (cf. §2.2) que nous avons supposé [()\)if sans facteur compact non
abélien. Alors pour i = 1,...,m, a; et b; sont tous deux > 0 et si 7y (resp. sg) est nul
alors s (resp. 19) est < 1.

Avec ces notations, le diagramme gauche

AJXN = (a1 X by) %« % (@m X b)) % (po X q0) * (@ X b)) % -+ % (a1 X by),
ol po = 2ro, o = 2o et le diagramme rectangulaire py X go peut étre trivial (si x, ou
y1 est non nul).

Il S’agit maintenant de montrer que la condition (4.1) est équivalente au point 3.
de la Proposition 4.2.

Soit W = Wg le groupe de Weyl de G (associé au systeme A(g, h)). Le groupe
W est isomorphe au groupe X, ;¢ X {—1}7T571 {—1}7F=1 étant le sous-groupe de
{—1}"*5 opérant diagonalement, défini par []s; = 1.

Il existe un élément w € W tel que

wX = (Ulv s 7v7’+8)7

(V1y e Vrgs—t1, |Urgs]) = (U1 > u2 > -+ > wj, > > wj, > > uy)
~— ~—
a1+by az+ba
et uy apparait avec multiplicité rg + s s’il est nul. Nous notons X' = wX.
La base A*(g,h) est une ensemble de racines positives a telles que (o, X) > 0;
w D'envoie sur un ensemble de racines telles que (o, X’) > 0, que l'on prendra égal &
I’ensemble usuel puisque X’ est dominant. Alors

wil = {¢f = (0,...,0,1,4£1,0,...,0), i=1,...,7r + 5 — 1}
wll = {.szi X =FX .},
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et w envoie 'orthogonal de II(l) sur Pensemble des racines ¢; telles que
(4.4) {i,i+1} C{1,...,r+s} — UL,

I; (i > 1) étant le support de u;, dans expression de X’ et Iy étant le support de 0
dans X'

Par ailleurs, le systéme de racines étant de type D,ys, 3¥ = 3 si 8 € II et donc
(Y, pg) = 1. La condition (4.1) est donc équivalente &

(4.5) Il n’y a pas de racine imaginaire non compacte dans II orthogonale & II(T).

Soit donc {4,474+ 1} vérifiant (4.4). Ceci implique donc que i et i + 1 appartiennent
a une composante connexe de cardinal > 2 de {1,...,r + s} — UI,;. Supposons par
exemple que a3 ou 31 > 1 et que a3 + by > 2. Alors, dans l'expression de X', i et
i+ 1 sont deux indices associés & u; > u;41 > uj,. Alors w™'{i,i + 1} est associée
dans les expressions (4.2) et (4.3) & deux couples de la forme (z;, |z;11]), (z;, |y;]) ou
(¥, lyj+1]) & gauche de uj,. Dans le second cas, la racine de valeur z; — |y;/| est non
compacte ce qui contredit (4.5).

Donc u; et ug sont tous deux (par exemple) de la forme (x1,x2) ; il en est de méme
pour x3 et x3, etc. Ceci veut dire que pour tout j < j; onau; = x; et donc a1 = 51 —1
et 01 = 0. Le méme argument s’applique a toute composante connexe, et il est clair
que (4.5) (et donc (4.1)) est en fait équivalente au point 3. de la Proposition 4.2.

p=2retq=2s+ 1. — Cette fois encore h = t. Nous considérons maintenant une
sous-algebre parabolique q(\)+ associée a un élément X = (z1,...,2Tr;y1,..-,Ys) €
ity avec

T2 2r 2T 20etys > 2y 291 2 0.
Nous rassemblons la encore les valeurs x1,...,2,—1, ||, Ys, - . -, Y2, Y1 en une suite
strictement décroissante
UL >ug > --->u =0
et notons
Ujy > Ujy > =00 > Uj,,
les valeurs non nulles de multiplicité > 1. Les identités (4.2) et (4.3) sont encore
vérifiées, nous conservons les mémes notations rg, sg, . . .
Il s’agit maintenant de montrer que la condition (4.1) est équivalente au point 3.
de la Proposition 4.2.
Soit W = W le groupe de Weyl de G (associé au systeme A(g, h)). Le groupe W

est maintenant isomorphe au groupe 3,45 x {—1}"F5.
Il existe un élément w € W tel que

wX = (Ulv s 7v7’+8)7
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ou
(V1 VUrgsm1,Urgs) = (U1 > U > o> uy, > 00> uj, >0 > Uup)
~— ~
a1+bq1 az+ba

et uy apparait avec multiplicité rg + s s’il est nul. Nous notons X' = wX.

La base A*(g,h) est une ensemble de racines positives a telles que (o, X) > 0;
w D'envoie sur un ensemble de racines telles que (o, X’) > 0, que l'on prendra égal &
I’ensemble usuel puisque X’ est dominant. Alors

wll ={e; =(0,...,0,1,-1,0,...,0),i=1,...,7r+s—1}
U{nT+S:(Oa"'aOal)}7

et w envoie I'orthogonal de II(I) sur I’ensemble des racines ¢; et n; telles que

(4.6) {ii+1}C{l,...,r+s}—UryL,
et
(4.7) J & UiZoli.

Par ailleurs, le systéme de racines étant de type B,1s, €/ = ¢; et n;/ = 2n;. On a
donc (€], pg) =1 pouri=1,...,7r+s—1et (n/,,,pg) = 1. La condition (4.1) est
donc équivalente a

(4.8) Il n’y a pas de racine imaginaire non compacte dans II orthogonale & II().

Soit donc ¢; vérifiant (4.6). Ceci implique donc que i et i + 1 appartiennent a une
composante connexe de cardinal > 2 de {1,...,7 + s} — UI;. Supposons par exemple
que aq ou 31 > 1 et que a; + by > 2. Alors, dans I'expression de X’ 7 et 7 + 1 sont
deux indices associés & u; > u;+1 > uj,. Alors w?
(4.2) et (4.3) & deux couples de la forme (z;, zi41), (2, ;) ou (y;j,y;+1) & gauche de
uj, . Dans le second cas, la racine de valeur x; — y;/ est non compacte.

Donc u; et ug sont tous deux (par exemple) de la forme (x7,z2) ; il en est de méme

€; est associée dans les expressions

pour x3 et x3, etc. Ceci veut dire que pour tout j < j; onau; = x; et donc a1 = 51 —1
et 01 = 0. Le méme argument s’applique a toute composante connexe, et il est clair
que l'on obtient que (4.8) pour les racines ¢; implique que A et A ne sont pas tous les
deux triviaux et n’ont aucun angle J en commun sauf peut-étre celui correspondant
a la case (r,s + 1). Ce dernier cas est équivalent a ce que v,4s = x, > 0, alors la
racine de valeur x, est non compacte ce qui contredit (4.8) pour la racine 7.4s. On
obtient bien finalement que (4.8) (et donc (4.1)) est en fait équivalente au point 3. de
la Proposition 4.2.

p=2r+1eq=2s+1. — Ce cas se traite de la méme manieére que les deux
précédents sans aucune difficulté supplémentaire. Ce qui conclut la démonstration de
la Proposition 4.2. O
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Remarquons la encore que la condition 3. de la Proposition 4.2 est violée lorsque
la représentation cohomologique est une série discrete : celles-ci ne sont pas isolées.

Rappelons (§2.1) que la cohomologie de Ay n’apparait qu’en degrés > R = R(q).

COROLLAIRE 4.3. — Lorsque G est de rang 1 aucune représentation cohomologique
n’est isolée. Si G est de rang 2, il est du type SOy(2,n) avec n > 3 et si une repré-
sentation cohomologique Aq n’est pas isolée, la cohomologie de Aq n’apparait qu’en
degrés k > [%} Enfin si G est de rang > 3, il est du type SOy (p, q) avec p,q > 3 et si
une représentation cohomologique Aq n’est pas isolée, la cohomologie de Aq n'apparait
qu’en degrés k = p+q — 3.

+o2

Démonstration. — Tout d’abord un calcul simple montre que si q = q(\)32,

1 m
R: §<pq—2jz=;ajbj —p()q()).

Pour simplifier nous ne vérifions le Corollaire 4.3 que dans le cas p = 2r et ¢ = 2s
(les deux autres cas sont plus facile & traiter). Nous distinguons différents cas.
— Supposons tout d’abord pggg = 0.

Supposons que q viole le point 1. de la Proposition 4.2. Alors (a l'ordre pres)
on peut supposer a; = 1, by > 1. Alors

iajbjS(Zai)(Zbi)g(r—1)(5_bl)
donc
R =2 2rs—bi—(r—1)(s—b1)
> rs+s+(r—2)b.

Nous devons alors distinguer le cas 7 = 1 du cas r > 2. Si r = 1 et puisque

by <,

(4.9) R>s= [g} .
Alors que si r > 2 (et puisque by > 1) |

(4.10) R>2rs+r+s—2.

Supposons maintenant que ¢ viole le point 3. de la Proposition 4.2. Alors, en
particulier, > a; <r—1et > b; < s—1 et dans ce cas

(4.11) R>22rs—(r—1)(s—1)=rs+r+s—1.
— Supposons maintenant py et go > 0. Nous continuons de noter pg = 2rg et
do = 250.
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Supposons que ¢ viole le point 2. de la Proposition 4.2. Alors poqo = 4rgsg = 4
et > a;b; < (r—1)(s—1) et dans ce cas

(4.12) R>22rs—(r—1)(s—1)—2=rs+r+s—3.
Supposons que q viole le point 1. de la Proposition 4.2. Alors (a l'ordre pres)
on peut supposer a; = 1, by > 1 . Alors
m
Zajbj + 21989 < 2(7“ — 1)(5 — 1) +1
j=1
donc
(4.13) R>22rs—2(r—1)(s—1)—1=2r+2s—3.

Supposons maintenant que ¢ viole le point 3. de la Proposition 4.2. Alors, en
particulier, > a; + 19 <r—1let > b, +so < s— 1 et dans ce cas

(4.14) R>2rs—2(r—1)(s—1)=2r+2s—2.

Les différentes inégalités (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) et (4.14) impliquent le
Corollaire 4.3. O
REMARQUE. — Du point de vue de la théorie des représentations de G, ce résultat ne

peut étre amélioré. Ainsi, lorsque p = 2 la représentation A(( [%] )) est cohomologique

de degré R = [%} et n’est pas isolée d’apres la Proposition 4.2. Et, lorsque p,q > 3,
la représentation A((q — 1,1P~2)) est cohomologique de degré R = p + q — 3 et n’est

pas isolée d’apres la Proposition 4.2.

4.2. Isolation sous la condition d =0

Soient G un groupe simple réel, K un sous-groupe compact maximal de G et (7, V)
une représentation irréductible unitaire de G. Soit VX 1’espace des vecteurs K-finis de
la représentation 7 et considérons le complexe calculant la (g, K')-cohomologie de 7 :

(4.15) ... — Ci(m) = Homg ( \ ’p, VE) 25 € () — ...

Nous dirons d’une représentation cohomologique A4 de G' de degré primitif R =
R(q) qu'elle est isolée sous la condition d = 0 si elle est isolée de l’ensemble des
représentations irréductibles unitaires telles que Im(dg) = 0.

Soit P 'ensemble de toutes les sous-algebres paraboliques #-stables de g : q =
I(q) + u(q). Notons

(4.16) re = min{dim(u(q) Np) : q € P}.

D’apres Parthasarathy [45], Kumaresan [35] et Vogan-Zuckerman [57], toute repré-
sentation cohomologique non triviale de G est de degré primitif > r¢g.
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Remarquons que r¢ > rangg(G) et que les cas ou l'inégalité est stricte sont ras-
semblés dans [9, §10.3]. En ce qui concerne les groupes O(p,q) et U(p,q), r¢ =
rangg (G) = min(p, q).

Nous aurons besoin de la proposition suivante que nous déduisons facilement des
travaux de Parthasarathy, Kumaresan et Vogan-Zuckerman.

PROPOSITION 4.4. — Si G n’est localement isomorphe ni ¢ SO(n,1) (n > 2), ni
a SU(n,1) (n = 1), alors toute représentation cohomologique Aq de degré primitif
R = rg est isolée sous la condition d = 0 dans G.

Démonstration. — Soit t C € une sous-algebre de Cartan comme dans la premiere
section. Soit ¢ = [+ u € P telle que Ay soit de degré primitif R = rg. Fixons un
sous-systéme positif AT ([N €) du systéme de racines A(I N ¢, t). L’ensemble

ATE) =AT(INE)UANE)

est alors un systeme de racines positives de t dans €.

Rappelons que (AT (¥) étant fixé) les représentations irréductibles de groupe com-
pact K peuvent étre paramétrées par leurs plus hauts poids, qui sont des éléments
de t*. Notons

w(q) = représentation de K de plus haut poids 2p(u N p).

C’est le K-type minimal de la représentation Aq.
Rappelons maintenant la célebre inégalité de Dirac de Parthasarathy (cf. [45,
(2.26)], 9, I1.6.11], [57, Lemma 4.2]).

LEMME 4.5. — Soit (m, V) une représentation unitaire irréductible de G et V.X son
(g9, K)-module associé. Fizons une représentation de € de plus haut poids x € t* et
apparaissant dans VX ; et un sous-systeme positif de racines AT (g) de t dans g.
Notons p (resp. pe, pn) dans t* la demi-somme des racines dans AT (g) (resp. A1 (8),
AT (p)), de sorte que p = pe+ pr. Soit w un élément du groupe de Weyl W = W (&, t)
de t dans €, tel que w(x — pn) soit dominant pour AT (). Alors,

=7(Q) = [lpll* = lw(x = pn) + pll?,

ot Q désigne le casimir de g et la norme ||.|| est déduite de la forme de Killing sur g.

Pour toute représentation unitaire irréductible de G non triviale (, V), le groupe
Hre=1(g, K,V.X) = {0}. 1l en est de méme si 7 est triviale puisque, G' n’étant loca-
lement isomorphe ni & SO(n,1) (n > 2) ni a SU(n,1) (n = 1), 0 < r¢ — 1 et donc,
HomK(/\TG_1 p,C) = {0}. La suite (4.15) est donc exacte en i = r¢ — 1. Ceci reste
vrai en i = rg en dehors des représentations 7 telles que H"S (g, K,V.X) = 0. Ces
différentes représentations ont des K-types différents et sont donc isolées les unes des
autres.
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Si Aq n’est pas isolée sous la condition d = 0, il existe donc une suite {m;} de
représentations unitaires irréductibles de G telle que

1. HomK(/\R_1 p, VE) # {0} et,
2. la suite m;(€2) tende vers 0 lorsque i tend vers I’infini.

Mais, I'ensemble des K-types de /\Rflp est fini et d’aprés Kumaresan [35], si
X € t* est le plus haut poids d’un tel K-type,

ol = llw(x = pn) + pel® > 0,

ot w est comme dans le Lemme 4.5. (Kumaresan montre plus précisément qu’un
K-type de \" p vérifie 1'égalité

pl* = llw(x = pn) + pell* = 0
est nécessairement de la forme 1(q) pour une certaine sous-algebre parabolique q C g.)
D’apres le Lemme 4.5, il existe donc une borne inférieure strictement positive uniforme
de V’ensemble des nombres réels —m(€2) tels que 7 soit une représentation unitaire
irréductible de G vérifiant HomK(/\Rf1 p,VE) # {0}. Ce qui contredit 'existence
de la suite {m;} et conclut la démonstration de la Proposition 4.4. O

COROLLAIRE 4.6. — La représentation cohomologique A((1?)) du groupe SOq(p,q)
(2 < p < q) est isolée sous la condition d = 0.

Démonstration. — Puisque si G = SOy(p,q) (1 < p < q), le degré r¢ = p, le Corol-
laire 4.6 découle trivialement de la Proposition 4.4, tant que p > 1. O

4.3. Isolation dans le dual automorphe

Dans deux articles fondamentaux (cf. en particulier [1]), Arthur a donné une
description conjecturale des représentations des groupes réductifs qui peuvent ap-
paraitre dans L?(I'\G) pour un sous-groupe de congruence. Avec Clozel dans [7],
nous avons déduit de la théorie d’Arthur a minima des limitations sévéres sur les ca-
racteres infinitésimaux des représentations pouvant apparaitre dans L?(I'\G) lorsque

G =U(n,1) ou O(n,1).

Soit G un groupe algébrique semisimple et connexe sur Q. Comme dans [10] nous
notons

o(\G) = {7 € G(R) : = L*(T\G(R))}
le spectre de L?(T\G), ou I est un sous-groupe de congruence de G et o< signifie « étre
faiblement contenue ». Nous notons de plus
Gaw = Jo(\G)
r
le dual automorphe de G, ou la réunion est prise sur ’ensemble des sous-groupes de

—

congruence de G et 'adhérence est prise dans le dual unitaire G(R) de G(R).
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Dans [7] avec Clozel nous avons montré comment déduire la conjecture suivante
d’une Conjecture de changement de base pour les groupes unitaires, cas faible des
Conjectures d’Arthur.

CONJECTURE 4.7. — Supposons G*® = U(p,q). Soit ®© une représentation cohomo-
logique de G(R), alors la représentation 7 est isolée dans
{TF} U GAut-

Le cas du groupe O(p,q) est plus délicat. L’analogue de la Conjecture 4.7 est
d’ailleurs faux en général pour le groupe O(p, q).

La Conjecture suivante pourrait stirement étre déduite des conjectures générales
d’Arthur (lorsque p = 1 nous montrons dans [7] qu’elle découle d’une version faible
des Conjectures d’Arthur).

CONJECTURE 4.8. — Supposons G = O(p,q). Chaque représentation cohomolo-
gique A((1%)), pour 0 < i < q/2 — 1 est isolée dans le dual automorphe Gy de G.

On ne connait que trés peu de cas des Conjectures 4.7 et 4.8. Dans [13] Clozel
démontre que la représentation triviale est toujours isolée dans le dual automorphe.
Dans [7] avec Clozel, nous démontrons la Conjecture 4.7 pour p = 1 et 7 de degré
fortement primitif égal & 1. Dans les deux cas les démonstrations utilisent un argument
de réduction dii & Burger et Sarnak [11].

De maniere similaire au §4.2 on peut évidemment étudier l'isolation d’une repré-
sentation cohomologique sous la condition d = 0. La démonstration de [7, Théo-
reme 2.3.3] et les résultats mentionnés dans le paragraphe précédent impliquent alors
les deux analogues automorphes suivants du Corollaire 4.6.

PROPOSITION 4.9. — La représentation cohomologique A((1)) du groupe SOq(1,q)
(2 < q) est isolée dans le dual automorphe sous la condition d = 0.

PROPOSITION 4.10. — Les représentations cohomologiques de degré 2 du groupe
SU(1,q) (1< q) sont toutes isolées dans le dual automorphe sous la condition d = 0.
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CHAPITRE 5

RESTRICTION DES REPRESENTATIONS
COHOMOLOGIQUES

Dans ce chapitre nous étudions la possibilité pour la restriction d’une représentation
cohomologique de G & un sous-groupe H de contenir (discrétement) une représentation
cohomologique. Ce probleme a été étudié par différents auteurs : citons notamment
les travaux de Kobayashi [32], Harris et Li [24] et mon article [2]. Nous nous plagons
tout d’abord dans une cadre général.

5.1. Restriction et séries discrétes

Soit G un groupe de Lie (réel) réductif connexe & centre compact et avec un sous-
groupe de Cartan compact. Le groupe G possede alors une série discréte. Commengons
par étudier le probléme de la restriction des représentations de la série discréte de G
a un sous-groupe de G. Soit donc H un sous-groupe réductif connexe fermé dans
G. Supposons que l'intersection K = K N H d’un sous-groupe compact maximal
K de G soit un sous-groupe compact maximal dans H. Le théoréme suivant se dé-
duit immédiatement des travaux de Li [36] et de Harris et Li, en particulier de [24,
Proposition 1.2.3].

THEOREME 5.1. — Soit p une représentation unitaire irréductible de la série discréte
de G de plus bas K-type 7. Soit m une représentation de la série discrete de H de
plus bas KH -type o. Supposons que le K -type o intervienne dans la restriction de T
a K. Alors, la représentation m est équivalente & une sous-représentation irréductible

de p|g-

Démonstration. — Il est bien connu, cf. [29], que la représentation p admet un
unique plus bas K-type qui est donc 7. Notons P, la projection orthogonale sur
la 7-composante de p et posons

1

Vp(x) = dim—mtl"(PrP(x)PT), r€QG.
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Pour appliquer [24, Proposition 1.2.3] & la représentation p, il nous suffit donc de
vérifier que

1. la restriction de p & H est fortement L2+ ;
2. la fonction v, vérifie la formule de Flensted-Jensen.

Nous renvoyons & [36] ou [24] pour la définition de la formule de Flensted-Jensen.
Il suffit ici de noter que Flensted-Jensen démontre précisément dans [18] que celle-ci
est vérifiée par 1, dés que p appartient a la série discrete de G. Le point 2. est donc
vérifié.

Rappelons maintenant qu’'une représentation unitaire p de H dans un espace de
Hilbert H, est fortement L?*¢ si elle est fortement LP pour tout p > 2. Et qu’elle
est fortement L? si, pour un ensemble dense de vecteurs dans H,, les coefficients
matriciels associés sont tous dans LP(H).

Ici la représentation p appartient a la série discrete de G, elle est en particulier
tempérée. Notons H/If I'espace des vecteurs K-finis dans H,. Soit Zg la fonction
sphérique d’Harish-Chandra [23] (dans [29], la fonction Z¢ est appelée ¢S ). Puisque
p est tempérée, pour tous u,v € 'H/If on a

(5.1) [(p(g)u,v)| < CuwZc(9),

o Cy , est une constante qui dépend de u et v mais pas de g. Fixons deux dé-
compositions compatibles G = KAN et H = KT AR NH et notons p (resp. p) la
demi-somme des racines de (g,a) (resp. (h,af)) positives pour N (resp. N). 1l est
immédiat que p > p*. La Proposition 7.15 de [29] implique alors

Zala) < (const)e_pH loga(1 4 ||al)?,

pour a € A et ot d est une certaine constante > 0. La démonstration de [29, (7.52)]
implique alors immédiatement que la fonction Z¢ restreinte & H est dans LP(H ) pour
tout p > 2. Puisque le sous-espace H,,If est dense dans H, l'inégalité (5.1) implique
finalement que la restriction de p & H est fortement L?*¢. Ce qui permet de conclure
la démonstration du Théoréme 5.1 en appliquant [24, Proposition 1.2.3]. O

Nous allons maintenant chercher a étudier un probléme analogue dans le cas des
représentations cohomologiques des groupe unitaires et orthogonaux. L’idée est de se
ramener au Théoréme 5.1 & 'aide de la correspondance théta L? locale. Commencons
par quelques rappels a ce sujet.

Soit (G, G") une paire réductive duale irréductible de type I dans le groupe symplec-
tique Sp = Sp2,(R) (nous renvoyons a l’article [26] de Howe pour plus de précisions
concernant cette terminologie). Soit S’\}; le revétement métaplectique a deux feuillet de
Sp. Etant donné un sous-groupe E de Sp nous notons E son image inverse dans :S;]/)
Dans [36], Li étudie la correspondance théta locale entre les représentations de la série
discrete de G/ et les représentations cohomologiques unitaires de G. Nous exploitons
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maintenant les résultats (et méthodes) de Li pour faire correspondre au Théoréeme 5.1
un théoreme sur la restriction des représentations cohomologiques.

Rappelons (cf. [26]) qu'une paire duale irréductible de type I est construite comme
suit. Soit D T'une des trois algébres & division sur R (D est donc égal & R, C ou H,
lalgebre des quaternions), munie de son involution standard *. (L’involution # est
donc triviale dans le premier cas et est la conjugaison complexe (resp. quaternionique)
dans les deux derniers cas.) Soient V et V' deux espaces vectoriels de dimension finie
sur D équipés de deux formes x-sesquilinéaires non dégénérées (.,.) et (.,.), I'une
x-hermitienne et lautre *-anti-hermitienne. Soient G et G’ les groupes d’isométries
respectifs de (.,.) et (.,.)". Alors (G,G’) est une paire duale irréductible dans Sp =
Span(R), ou

2n = dimg(D)(dimp V)(dimp V).
Nous supposerons toujours que la « taille » de G' est inférieure a celle de G, & savoir
que

(52) dimD \% 2 dimD V,.
Nous notons enfin
SO(p,q) st G=0(p,q)

(5.3) Gy =4 SU(p,q) siG=U(p,q)
G sinon.

Considérons maintenant A, une représentation cohomologique de G associée a
une sous-algebre parabolique 6-stable ¢ = [ & u du complexifié g de I'algebre de Lie
go de G1. Posons [© = [N gg. Nous considérons dans ce chapitre les représentations
cohomologiques A, vérifiant la condition

(5-4) =1 @ g,

ot [} est une algebre de Lie compacte et gh est du « méme type » que go, c’est &
dire isomorphe & I’algebre de Lie du groupe des isométries de (.,.);y1, o V1 est un
sous-espace non dégénéré de V.

D’aprés [36, Theorem 6.2], il existe une représentation 7’ de la série discréte de G
telle que 7’ admette un relevé théta non trivial = au groupe G dont la restriction au
sous-groupe G1 C G soit précisément la représentation Ay.

Précisons un peu ce résultat en supposant G' non compact. Soit (w,)) la représen-
tation de Weil du groupe :S’\]/) munie de sa structure unitaire. L’un des deux groupes G,
G’ est de type hermitien nous supposerons que c’est le cas de G’. Soient K et K’ deux
sous-groupes compacts maximaux respectifs de G et G’ et M’ D G’ le centralisateur
de K dans Sp. Puisque G n’est pas compact, M’ = G' x G’ et (K, M) forme une paire
duale dans Sp. Et puisque K est compact, il est bien connu que comme représentation
unitaire dans Despace de Hilbert ), la restriction de w & K - M’ se décompose en une
somme directe Zz 0; ® p; de représentations unitaires irréductibles de K- -M' La
correspondance théta est alors o; < p;. Cette correspondance est connue et explicitée

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006
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dans [36], chaque p; ainsi obtenue est une représentation unitaire de plus haut poids
de M’. Soit o le plus bas K -type de la représentation 7. La représentation o intervient
dans la correspondance duale avec M’. Notons o ® p’ le facteur direct correspondant
dans la décomposition en irréductibles de la la restriction de w & K - M. Soit 7/ le plus
bas L'-type de p/, vue comme représentation de K’ x K', 7/ = 01 ® 09. La restriction
de 7' & la diagonale K’ ¢ K’ x K’ contient un facteur irréductible ¢’ dont le plus
haut poids est égal & la somme des plus hauts poids de o7 et o2. La représentation o’
est précisément le plus bas K'-type de 7.

Suivant Kudla [34], nous dirons que deux paires réductives duales irréductibles et
de type I (H, H') et (G,G’) dans le groupe symplectique Sp sont en balance (« see-
saw ») si H C G et (donc) G’ C H'. Considérons donc deux telles paires en balance,
ce que nous représentons par le diagramme

G H’
x|
H G’

Mettons ici en balance la paire (G, G’) et la paire (K, M'). Puisque K est compact,
la correspondance de Howe L? est classique pour la paire (K, M’), autrement dit la
représentation c®p’ de KM est équivalente a une sous-représentation irréductible de
la restriction de w & K - M’. En particulier la représentation p’ de M’ est équivalente &
une sous-représentation irréductible de la restriction de w & M’. Une généralisation due
a Li [36, Theorem 4.1] du Théoréme 5.1 implique (puisque 1) p’ est une représentation
unitaire de plus haut poids et 2) la restriction de w a G’ est fortement L) que
la représentation 7’ de G’ est équivalente a une sous-représentation irréductible de
la restriction de p’ et donc de w & G'. La représentation 7’ intervient donc dans la
correspondance de Howe L?. D’aprés Howe [28, Theorem 6.1], la représentation m @ 7/
de G - G’ est alors équivalente & une sous-représentation irréductible de la restriction
de w & G- G’ et elle intervient avec multiplicité un. La composante 7m-isotypique Y(7)
de la représentation unitaire (w,)) est isomorphe & m ® 7’ et coincide donc avec la
composante 7'-isotypique V(7).

On peut alors appliquer dans ce contexte une idée due & Howe [27]. Etant données
deux paires réductives duales irréductibles de type I (H, H') et (G, G’) en balance dans
le groupe symplectique Sp et m «» 7’ (resp. o < ¢’) des représentations intervenant
dans la correspondance de Howe L? pour la paire (G, G’) (resp. (H, H')). Supposons
que la représentation 7' de G/ soit équivalente & une sous-représentation irréductible
de la restriction de o’ & G'. La composante 7'-isotypique de Y (o) est alors non triviale
= Y(oc @ '). Mais G’ et H commutent dans Sp et donc

V(') (o) = V(o @n') = Y(o)(n).
Puisqu’enfin Y(7') = m ® 7/, la représentation o de H est nécessairement équivalente

a une sous-représentation irréductible de la restriction de m & H et intervient avec la
méme multiplicité que 7’ dans o’.
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Dans la prochaine section nous appliquons ce principe pour déduire du Théo-
reme 5.1 des résultats analogues pour les représentations cohomologiques des groupes
unitaires et orthogonaux.

5.2. Restriction de représentations cohomologiques

Nous revenons maintenant au cas G*¢ = U(p,q) ou O(p,q) et supposons que G
contient un sous-groupe H tel que H* = U(p,q—r) ou O(p, q—r), plongé de manieére
usuelle (stable par I'involution de Cartan) et avec 1 < p,qget 1 <r < q.

Soient 7 une représentation unitaire irréductible de G et 7’ une représentation
unitaire irréductible de H. Par définition la multiplicité de n’ dans mig est le plus
grand entier m tel que 7z contienne m sous-espaces irréductibles 2 a 2 orthogonaux
sur chacun desquels laction de H est équivalente & la représentation 7. Soit V' I'espace
de la représentation 7 (c’est également I’espace de la représentation mz). Soit V/ C V'
le plus grand sous-espace sur lequel l'action de H est équivalente a un multiple de
7', Soit 3: V — V' la projection orthogonale correspondante. Soit K le sous-groupe
compact maximal de G"¢ et K = K N H". Notons V; (resp. V{) le (g, K )-module
((h, K*)-module) constitué des vecteurs K-finis de V (resp. K -finis de V’). On a
alors une application naturelle
(5.5) H* (g, K; Vo) — H* (b, K5 Vg),
obtenue en composant
— H*(h, K5 V)

ol la premiére application est obtenue en restreignant de (g, K) & (h, K) et la seconde
est induite par la projection 8 : Vj — V{.

Nous démontrons maintenant les deux théoremes suivants concernant la restriction
de certaines représentations cohomologiques respectivement dans le cas unitaire et
dans le cas orthogonal.

THEOREME 5.2. — Soient H = U(p,q —7) C U(p,q) = G ou linclusion est linclu-
sion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour tout couple d’entiers naturels (i, 7)
tel que i +j3 < q—r,

1. la représentation cohomologique A((i*),((¢q —r — §)P))u de H apparait avec
multiplicité un dans la restriction a H de la représentation cohomologique

A((@), ((q = 5)P)) de G, et

2. lapplication naturelle en cohomologie
(5.7)  HP" (g, K; A((i"), (g = §)7))) — HP"PI (5, K5 A((@"), (¢ = 7 = 5)"))m)

est un isomorphisme d’espaces de dimension un.
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THEOREME 5.3. — Soient H = SO¢(p,q — 1) C SOo(p,q) = G ot Uinclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour tout entier naturel i < (g—r)/2,

1. la représentation cohomologique A((i”))§ de H apparait avec multiplicité un
dans la restriction o H de la représentation cohomologique A((i?)) de G, et

2. lapplication naturelle en cohomologie
(5.8) H" (g, K; A((i7))) — H" (b, K™ A(())37)
est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

Démonstrations. — Ces deux Théoremes se démontrent de la méme maniére. Nous
commencons par démontrer le point dans le cas des groupes orthogonaux. Nous allons
travailler avec les groupes O(p, q) et O(p, g—r) x O(r) et donc avec les représentations
A((iP)) et A((iP))y ; cette derniére représentation étant triviale sur le facteur O(r)
(nous la considererons tour & tour comme une représentation de O(p, ¢ —r) x O(r) ou
de O(p,q —r)). En regardant les K-types, il est facile de vérifier que la restriction de
A((iP)) au groupe SOq(p, q) reste irréductible et est égale & A((i?)), tant que ¢ < g/2.
Quand ¢ — r = 21, la restriction de A((i?)), au groupe SOy(p,q — 1) x SOp(r)
est somme directe des deux représentations irréductibles A((i?))}; et A((i?))}; de
SOo(p,q — 7). Dans tous les cas la multiplicité de la représentation A((i?))3% dans la
restriction & H de la représentation A((:?)) de G est donc égale a la multiplicité de

A((ir))y dans A((iP)). C'est cette derniere multiplicité que nous calculons mainte-

nant.

Ce calcul repose sur la correspondance théta locale. Nous considérons les inclu-
sions

O(r) x O(p,q —r) C O(p,q)
et
Sp(2i,R) C Sp(2i,R) x Sp(2i,R)

(plongement diagonal). Les paires (O(p, q), Sp(2i,R)) et (O(r)xO(p, g—7), Sp(2i, R) x
Sp(2i,IR)) sont des paires réductives duales en balance dans Spa;(p+q) :

O(p,q) Sp(2i,R) x Sp(2i, R)
(5.9) | X |
O(r) x O(p,q — 1) Sp(2i,R)

Soient mw, m et my les relevés respectifs au groupe S,%(Zi,R), via la correspon-
dance théta locale, de la représentation A((i?)) de O(p,q), de la représentation
triviale de O(r) et de la représentation A((i?)), de O(p,q — r). Dans [36], Li
montre par la méthode que nous avons rappelé au paragraphe précédent que

ces représentations interviennent dans la correspondance L?, il décrit de plus ex-
plicitement les relevés théta locaux de ces représentations cohomologiques. Sous
I’hypothese 2i < ¢ — r, Li montre que les trois représentations 7, m; et mo sont toutes
des séries discretes, de plus bas K-types (ayant pour plus haut poids) respectifs
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(/2o =(pF0)/2), (—1/2,. .., —1/2) et (~(p+q=1)/2,...,~(p+q—1)/2).
Remarquons que la somme des deux derniers poids est égale au premier poids.
Puisque m; et my sont des séries discrétes, elles contiennent leur plus bas K-type
avec multiplicité un, le K-type (—(p + ¢)/2,...,—(p + ¢)/2) apparait donc avec
multiplicité exactement un dans la restriction du produit tensoriel m ® mo. Le
Théoreme 5.1 implique alors que la représentation = apparait avec multiplicité
exactement un dans le produit tensoriel m; ® ms. Le résultat de Howe rappelé
au précédent paragraphe implique alors que la multiplicité de la représentation
A((i?))% dans la restriction & H de la représentation A((i?)) de G est exacte-
ment égale a 1. Ce qui conclut la démonstration du premier point dans le cas
orthogonal.

La démonstration dans le cas unitaire est identique (elle est méme un peu
plus simple puisque les groupes sont connexes) en utilisant les groupes en balance
suivants :

U(p,q) U(i,j) x U(i, j)
| X |
U(r) x U(p,g—r) U(i, j)

Il nous reste a montrer les deuxiemes points des Théoremes 5.2 et 5.3. Nous vou-
lons donc démontrer que les applications naturelles (5.7) et (5.13) sont des isomor-
phismes entre espaces de dimension un. La démonstration est similaire dans les cas
orthogonaux et unitaires. Pour changer nous allons maintenant traiter le cas uni-
taire.

Dans [57] Vogan et Zuckerman démontrent que les espaces des deux cotés de (5.7)
sont de dimension un. Rappelons que V ((i?), ((g—4)?)) (resp. V((i?), ((g—r—35)?))m)
est le plus bas K-type de la représentation A((i?),((¢ — j)P)) (resp. A((#?),
((g = r — 7)?))g). Le membre de gauche (resp. droite) de (5.7) est isomorphe
a

Homs (A" p. V(@) (=)
(5.10) .y
(resp.  Homy ( A" pur, V&), (g = 7= 5)")a) )

La démonstration de la premiere partie du Théoréme et le Lemme 2.3 (ce se-
rait le Lemme 2.6 dans le cas orthogonal) impliquent que l'application compo-
sée

(5.11) V((#), (g —3)")) — A(@"), (g —r = 5)"))u — V((i"), ((g =7 = 5)"))u,
ou la premiere application est la restriction de la projection orthogonale [ et
la deuxieme application est la projection sur le plus bas K-type, est non

nulle. Elle est donc surjective, puisque le membre de droite de (5.11) est irré-
ductible.
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De plus, le plus haut poids apparait avec multiplicité un dans chacune des extré-
mités de (5.11). L’application (5.11) envoie donc un vecteur de plus haut poids non
nul vers un vecteur de plus haut poids non nul. Compte tenu de (5.10) ceci implique
que I’application (5.7) est bien un isomorphisme. O

Au vu des Lemmes 2.3 et 2.6, nous conjecturons plus généralement les énoncés
suivants.

CONJECTURE 5.4. — Soient H = U(p,q — ) C U(p,q) = G ot Uinclusion est l’in-
clusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Soient A et pu deux partitions incluses dans
p X q formant un couple compatible.
1. La restriction a H de la représentation cohomologique A(A, 1) de G contient
(discrétement) une représentation cohomologique de degré fortement primitif
[Nl + || si et seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme gauche
w/A. Elle contient dans ce cas la représentation cohomologique A\, p — (rP))
de H avec multiplicité exactement égale a 1.

2. Supposons que la partition (rP) s’inscrive dans le diagramme gauche /. Alors,
lapplication naturelle en cohomologie

H (g, 15 A ) — HIHP (o, K55 AQ, = (7))
est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

CONJECTURE 5.5. — Soient H = SOq(p,q — r) C SOu(p,q) = G ot linclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Soit A une partition orthogonale dans
pXq.
1. La restriction a H de la représentation cohomologique A(/\)if de G contient
(discrétement) une représentation cohomologique de degré fortement primitif

IA| si et seulement si la partition (?) s’inscrit dans le diagramme gauche /.
Elle contient dans ce cas la représentation cohomologique A()\)if de H avec
multiplicité exactement égale a 1.

2. Supposons que la partition (r?) s’inscrive dans le diagramme gauche 5\/)\ Alors,
lapplication naturelle en cohomologie

H (g, K; ANL) — HPM (5, KT AN
est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

Remarquons enfin qu’en considérant les paires (U (p, q), U (7)) et (O(p, q), Sp(2i,R))
en balance dans Spy;(p4q) :

U(p,q) Sp(2i,R)
| X |
O(p,q) U(i),

la démonstration des Théoremes 5.2 et 5.3 implique le théoreme suivant.
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THEOREME 5.6. — Soient H = O(p,q) C U(p,q) = G ou Uinclusion est Uinclusion
standard, 1 < p,q. Alors, pour tout entier naturel i < q/2,

1. la représentation cohomologique A((iP)), de H apparait avec multiplicité un
dans la restriction ¢ H de la représentation cohomologique A((i*)) de G, et

2. lapplication naturelle en cohomologie
(5.12) HPY0 (g, K; A((i7))) — HP' (b, K5 A((i7)) )
est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

Nous conjecturons plus généralement 1’énoncé suivant.

CONJECTURE 5.7. — Soient H = O(p,q) C U(p,q) = G ot Uinclusion est linclusion
standard, 1 < p,q. Soient A et u deuz partitions incluses dans p x q formant un couple
compatible.

1. Si la restriction a H de la représentation cohomologique A(\, u) de G contient
(discrétement) une représentation cohomologique de degré fortement primitif
(Al + || alors A\=0 ou p=p xq.

2. Supposons par exemple = p x q. Alors la restriction & H de la représentation
cohomologique A(X\) de G contient (discrétement) une représentation de degré
fortement primitif |\ si et seulement si la diagramme est X est orthogonal.

Elle contient dans ce cas la représentation cohomologique A(N)y de H avec
multiplicité exactement égale a 1.

3. Supposons que la partition \ est orthogonale. Alors, l'application naturelle en
cohomologie

(5.13) HO(g, K A(N)) — H™ (5, K7, AN )

est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

5.3. Produits tensoriels de représentations cohomologiques

La démonstration des Théoremes 5.2 et 5.3 peut également s’appliquer aux plon-
gements diagonaux respectifs
Ulp,q) CU(p.q) x U(p,q)
et
SOo(p,q) C SOo(p,q) x SOo(p,q).
La considération des paires réductives duales en balance :
Up,q) x U(p,q) Ui+ k,j+1)
| X |
Ulp,q) U(i,j) x U(k,1)
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et O(p,q) x O(p,q) Sp(2(k+1),R)

| x |
O(p,q) Sp(2k,R) x Sp(2l,R)
permet alors de démontrer les deux théoremes suivants.

THEOREME 5.8. — Soit G = U(p,q), 1 < p,q. Alors, pour tout quadruplet (i,j,k,1)
d’entiers > 0 de somme i+ j+k+1<q,

1. la représentation cohomologique A(((i + k)P),((¢ —j—1)P)) de G apparait avec
multiplicité un dans le produit temsoriel des représentations cohomologiques
A((#"), ((q = 5)7)) et A((kP), ((q —1)F)) de G, et

2. lapplication « cup-produit »

HPPI (g, K3 A((iP), (g — 5)7))) © HPMP (g, K5 A((kP), (g — 1)P)))
— HPUHRPUHD (g, K A(((0+ F)P), ((a =5 = 1)P)))

est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

(5.14)

THEOREME 5.9. — Soit G = SOy(p,q), 1 < p,q. Alors, pour tout couple d’entiers
>0 de somme k+1 < q/2,

1. la représentation cohomologique A(((k +1)P))* de G apparait avec multiplicité
un dans le produit tensoriel des représentations cohomologiques A((kP))* et
A((IP))E de G, et

2. Dapplication « cup-produit »

(5.15) HY* (g, K; A((k"))*) @ H" (g, I A((17)™) — HP™H (g, K A(((k + D7) )

est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

De maniere similaire & la Conjecture 5.4, et au vu de [6] nous conjecturons de plus
le résultat suivant.

CONJECTURE 5.10. — Soit G = U(p,q), 1 < p,q. Soient (A, ) et (o, B) deuzx couples
compatibles de partitions incluses dans p X q.

1. Le produit tensoriel des représentations cohomologiques A(\, 1) et A(a, 3) de
G contient (discrétement) une représentation cohomologique de degré forte-
ment primitif |\ + |fi| + |a| + || si et seulement si il existe une partition
v C p X q telle que v (resp. U) s’inscrive dans le diagramme gauche /A
(resp. B/a).

2. Sil existe une partition v C p X q telle que v (resp. ©) s’inscrive dans le dia-
gramme gauche p/X\ (resp. B/c), on peut choisir v telle que |v| = |o| + |0
et telle que limage de v dans p/\ réuni a \ définisse une partition AW v C
w formant un couple compatible avec pu (V. Le produit tensoriel de AN )

(M On peut effectivement déduire cela dans le cas de [6] & 1'aide de [3, Lemme 27] par récurrence et
en distinguant les cas p1 + -+ 4+ pm < ou = p.
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et Ala, B) de G contient alors (discrétement) la représentation cohomologique
ANW v, p).

3. La représentation cohomologique A(N W v,u) intervient avec multiplicité
exactement égale a 1, et l'application naturelle en cohomologie

VR (g, 1 A, ) @ HIZHP (g, 1 A, B)) — BRI, 1 A 00, )

est un isomorphisme d’espaces de dimension un.

Finalement les Conjectures 5.7 et 5.10 impliquent des conjectures analogues dans
le cas des groupes orthogonaux, nous laissons le soin au lecteur d’éventuellement les
énoncer.

5.4. Représentations cohomologiques discretement décomposables

Soit toujours G un groupe de Lie réel réductif et connexe. Considérons H un sous-
groupe fermé réductif tel que l'intersection K = K N H du sous-groupe compact
maximal K de G avec H soit un sous-groupe compact maximal de H. On dit (voir [32,
Definition 1.1, 1.2]) qu’un (g, K )-module unitarisable et irréductible est discrétement
décomposable si, vu comme (b, K*)-module, il est isomorphe & une somme directe
de (h, K)-modules irréductibles.

Soit 7 une représentation unitaire irréductible de GG. Remarquons que si la restric-
tion 7w est K H_gdmissible, autrement dit si chaque représentation irréductible de
K*H wintervient qu’avec une multiplicité finie (peut-étre nulle) dans T H, alors le
(g, K)-module associé & 7 est discrétement décomposable comme (b, K *7)-module et
chaque sous-(h, K)-module irréductible est de multiplicité finie (voir [32, Proposi-
tion 1.6(2)]).

Supposons maintenant que H soit un sous-groupe ouvert du groupe des points fixes
d’une involution 7 sur G qui commute & I'involution de Cartan de G. Nous notons
tor ={X €ty : 7(X) = +£X}. Fixons ty une sous-algebre de Cartan 7-stable de £y
telle que tg— = tp NEr_ soit un sous-espace abélien maximal de €;_. Soit A(&,t) (resp.
Y(k,t_)) le systéme de racine (restreint) de & par rapport & t (resp. t_). Fixons alors
deux sous-systemes positifs AT (€, t) et X7 (€, t_) compatibles.

Soit maintenant q = q(A) une sous-algebre parabolique 8-stable de g définie par
A € ity dominant par rapport & AT (€, t). L'ensemble

R+<uﬂp>={ Z ngl : n;;}O}
BEA(unp;t)

définit alors un cone fermé dans itg.
Le théoréme suivant, di & Kobayashi, se déduit alors de [31, Theorem 3.2]
et [32, Theorem 4.2].
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THEOREME 5.11. — Conservons les notations ci-dessus. Alors, les trois conditions
suivantes sont équivalentes.

1. RY(unp)nitg_ = {0}.

2. la restriction Aq|gn de la représentation cohomologique Aq de G est KH.
admissible.

3. le (g, K)-module Ay est discrétement décomposable comme (b, K*)-module.

Nous allons maintenant vérifier le critere 1. du Théoreme pour (G,H) =

(Up:q),U(p,q — r) x U(r)) (resp. = (SOo(p,q),SO0(p,q — r) x SO(r))). Nous

en déduirons finalement de nouveaux cas de la Conjecture 5.4.

Le cas unitaire. — Nous supposons donc maintenant (G, H) = (U(p, q),U(p,q—r) %
U(r)) avec 2r < g, ou le plongement U(p,q— 1) X U(r) — U(p, q) est standard donné

o (A,B)n—><§ g)

Apres conjugaison par la matrice

110
1 7
A0 S|,
0  lg2 O
3 1
I 0 25,

(ici 1, désigne la matrice identité de taille r et J,. désigne la matrice carrée r X r
avec que des 1 sur lanti-diagonale), on obtient un plongement de H dans G pour
lequel le sous-espace ty de go constitué des matrices diagonales (& coefficients ima-
ginaires purs) soit une une sous-algébre de Cartan 7-stable de £y telle que to— =
to N Ep_ soit un sous-espace abélien maximal de €;_. Si nous notons comme d’habi-
tude (1,...,Zp;y1,---,Yq) les éléments de ity, le sous-espace ito_ est constitué des
éléments

(0,...,0; —u1, ...y —up, 0.y 0, Upy .oy uq).

Considérons maintenant q = q(A, 1) la sous-algebre parabolique #-stable associée
a un couple compatible de partitions (A, ). Les racines de t dans p N u sont alors les
x; — y; lorsque la case de coordonnées (4, j) dans p X ¢ appartient & A et les y; — z;
lorsque la case de coordonnées (i,j) n’appartient pas & p. Celles-ci correspondent
respectivement aux vecteurs (e;; —f;) et (—e;; f;) dans itg. Le cone fermé R* (unp)
intersecte donc non trivialement le sous-espace ity_ si et seulement s’il existe un couple
d’entiers (i, 7) dans [1, p] x [1,7] tel que

— la case de coordonnées (i, j) dans p X ¢ appartienne au diagramme \, et

— la case de coordonnées (i, ¢g—j+1) dans p x ¢ n’appartienne pas au diagramme .
Remarquons que si c’est le cas pour un couple (i,7), c’est également le cas pour le
couple (i, 1). Finalement, le Théoréme 5.11 implique le théoréme suivant.
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THEOREME 5.12. — Soient p,q,r des entiers naturels avec 2r<q et H=U(p,q — 1)
x U(r) plongé de maniére standard dans G = U(p,q). Soit (A, p) un couple compa-
tible de partitions dans p x q. Alors, la restriction A()\,/J/)‘KH de la représentation
cohomologique A\, 1) de G au compact mazimal K = U(p) x U(q —r) x U(r) de
H est KH -admissible si et seulement si deuw éléments de )\ et p x q/p dans p X q ne
sont jamais alignés (autrement dit, \;(q — ;) = 0 pour tout i =1,...,p).

Le cas orthogonal. — Nous supposons donc maintenant (G, H) = (SO (p,q),SOo (p,q—7)
xSO(r)) avec 2r < g, ot le plongement SOg(p, g—1) x SO(r) — SOq(p, q) est standard

donné par :
A 0
am—(g )

Comme dans le cas unitaire, quitte a conjuguer H dans G, on peut supposer que le
sous-espace tg de go est constitué des matrices

0 X1
—X1 0
0 i)
— X9 0
0 Ys—1
—Ys—1 0
0 s
—Ys 0
(out = [%}, s = [%] et x1,...,x et y1,...,ys sont réels) est une une sous-algebre de
Cartan 7-stable de £ telle que tg— = to N €y_ soit un sous-espace abélien maximal de
£o—. Si nous notons comme d’habitude (z1,...,2:y1,...,Ys) les éléments de itg, le

sous-espace itg_ est constitué des éléments
(0,...,0;0,...,0,tp, ... ,u1).

Considérons maintenant q = q(/\)if la sous-algebre parabolique #-stable associée
a une partition orthogonale X. Notons toujours

21y ..+, 2p (T€SP. W1, ..., W)

les réels x;, —x; et 0 (resp. y;, —y; et 0) rangés par ordre décroissant (resp. croissant).
Les racines de t dans p N u sont alors les z; — w; et les wy—j41 — 2zp—j4+1 olt la case de
coordonnées (7, j) dans p x g appartient & A. Comme dans le cas unitaire, il découle de
tout ceci que le cone fermé RT (u N p) intersecte donc non trivialement le sous-espace
ito— si et seulement s’il existe un couple d’entiers (4,7) dans [1,p] x [1,7] tel que les
cases de coordonnées (7,7) et (p — i+ 1,j) dans p X ¢ appartiennent toutes deux au

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



72 CHAPITRE 5. RESTRICTION DES REPRESENTATIONS COHOMOLOGIQUES

diagramme \. Remarquons que si c’est le cas pour un couple (i, j), c’est également le
cas pour le couple (i,1) et donc pour le couple (¢,1). Finalement, le Théoréme 5.11
implique le théoréme suivant.

THEOREME 5.13. — Soient p, q,r des entiers naturels avec 2r <q et H=.S0q(p, q—7)
x SO(r) plongé de maniere standard dans G = SOq(p, q). Soit A une partition ortho-
+

gonale dans p X q. Alors, la restriction A()\)if \KH de la représentation cohomologique
A(/\)if de G au compact mazimal K = SO(p) x SO(q —7) x SO(r) de H est K-
admissible si et seulement si A C [p/2] x q.

Applications. — Nous allons maintenant déduire du Théoreéme 5.12 le nouveau cas
suivant de la Conjecture 5.4.

THEOREME 5.14. — Soient H = U(p,q —r) C U(p,q) = G ou Uinclusion est l’in-
clusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour i,j entiers naturels < q — r
tels que i + j > q et pour tout entier naturel k < p, la représentation cohomologique
A((G*), ((g=7)* (g —7— j)p_k)))H de H est équivalente o une sous-représentation
irréductible de la représentation cohomologique A(((i%), (¢", (q — j)P™))) de G.

Démonstration. — Fixons i, j, k comme dans ’énoncé du Théoréme et considérons
la représentation cohomologique A(((z’k), (q*, (q — j)p*k))) de G. D’apres le Théo-
reme 5.12, le (g, K)-module associé (toujours noté) A(((i%), (¢%, (¢ —7)P~*))) est dis-
crétement décomposable comme (h, K)-module. Ecrivons donc

5.16 A(((*), (6%, (g — 5)P7F))) =
(5.16) ("), (¢", (g = 5)P7))) @WEB o
meH m(7)
comme (b, K7)-module. Pour tout 7 € H et tout entier [ (1 <1< m(n)), notons
pri) s A(((*), (¢% (g = §)P7")) —

la projection sur la [-iéme composante de 7 dans la somme directe (5.16), et
e i — A((("), (", (g = 5)"")))
O] O]

Iinjection dans la [-iéme composante de 7. Les applications pry’ et ey’ sont toutes
deux des (b, K*')-morphismes. Remarquons que si U C A(((i%), (¢*, (¢ — j)P7)))
est un sous-espace K-invariant de dimension finie, alors prgrl)(U) = 0 sauf peut-étre
pour un nombre fini de 7 € H (voir [32, Proposition 1.6(1)]). En particulier, si

€ HomK(/\* p,A(((ik), (¢, (q— j)p_k)))), alors le membre de droite de

m(7)

p=> > eWoprloy

reH =1
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est une somme finie puisque dim A*p < co. On a donc un isomorphisme d’algebres
graduées

H* (b, K75 A(((9), (6%, (g = 5)"79)))) = @ m(=x)H* (b, K5 7).
WEﬁ

D’un autre coté les méthodes de [3] (notamment la démonstration de la Proposi-
tion 11) impliquent que Papplication naturelle de restriction

H* (g, K5 A(((%), (¢", (g = 5)"7"))) — H* (b, KT A(GY), (6%, (g = 5)"1))))
est injective. L'un des (h, K*)-modules m de multiplicité m(r) # 0 dans A(((i%),

((g—7r)* (qg—7r— j)p’k))) doit donc étre cohomologique. Un examen des K-types
montre finalement que 7 = A((i*), (¢ — )*, (¢ —r — j)p_k)))H. O

De la méme maniere on peut déduire du Théoreme 5.13 le nouveau cas suivant de

la Conjecture 5.5.

THEOREME 5.15. — Soient H = SOy(2p,q — 1) C SO0(2p,q) = G ot Uinclusion est
Uinclusion standard, 1 < p,q et 1 < r < q. Alors, pour tout entier ¢q/2 < i< q—r, la
représentation cohomologique A((ip))fl de H est équivalente & une sous-représentation
irréductible de la représentation A((iP)) de G.

Les résultats correspondants aux Théoremes 5.13 et 5.12 pour le cup-produit pour-
raient évidemment étre obtenus de la méme maniere.
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CHAPITRE 6

GEOMETRIE DE L’ESPACE SYMETRIQUE ASSOCIE
AU GROUPE O(p,q)

Dans ce chapitre nous étudions la géométrie de ’espace symétrique associé au
groupe O(p, q). Nous suivons essentiellement le méme plan que dans [7] pour I’étude
du cas du groupe U(p, q). Nous avons grandement profité des travaux de Wang [59]
sur des problemes proches.

6.1. Préliminaires

Soient p, ¢ et r trois entiers strictement positifs. Dans ce chapitre G = O(q +r, p),
K =0(qg+7) x O(p) et X, g+r = G/K, lespace symétrique associé. Nous aurons
besoin d’un modele pour X, 44,. Posons donc

Xp.gtr = {Z € Myir,(R) 1 'Z2Z < 1p}.
Etant donné un élément g € G, on peut écrire
(A B
9=\ ¢ b
ot A € Mgty qir(R), B € Mgty p(R), C € My 44r(R) et D € M, ,(R). Remarquons
que le fait que g € G équivaut a ce que

_ A —C
o1 ! 1_<—tB ‘D >
L’action de g sur X, 44, est donnée par
(6.2) gZ = (AZ + B)(CZ + D)™ *.

Le groupe G agit transitivement sur X, 44, et le groupe d’isotropie du point Z = 0
est K. Sur X, o4+, on a une métrique riemannienne G-invariante définie par

(6.3) tr ((lgpr — 2'2)*d2(1, —'22)*d'Z) .
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Cette métrique est la métrique symétrique induite par la forme de Killing de G. Nous
en donnons également la description suivante.

Notons toujours go, & les algebres de Lie respectives de G et K et pg le supplé-
mentaire orthogonal de ¢, dans gy par rapport a la forme de Killing. Etant donnée
une matrice Z € My4,,(R), notons

€=y 7))

Rappelons alors que pg = {£(Z) : Z € Mgyrp(R)}. La forme de Killing induit sur
po le produit scalaire tr(Z'W).

Nous identifions po avec 'espace tangent To(Xp g4+) & Xp g+r aut point Z = 0. Pour
Z € Mgy p(R), soit 7 la courbe 7 = (exp t£(Z2))0. L'image de £(Z) dans To(Xp q+r)
est le vecteur tangent 7y a la courbe 74 en t = 0. Sous cette identification, la métrique
riemannienne g de X, 44, est induite par la forme de Killing :

90(§(2),£(W)) = tx(Z'W).

6.2. Sous-espaces totalement géodésiques

SiveR™ oun=p+q+r, nous décomposons v en

v
vz( + >,U+ER‘1+T, v_ € RP.
v

Soit g = (A B) € G et Z € Xp g4r, on introduit les facteurs d’automorphie :

(6.4 ez = ("9 0.

(6.5) i9.2) = CzZ+D,
(6.6) 1(9.2) = A-(92)C.

L’action de g sur X, 44, peut alors prendre la forme suivante :

Z Z\ .
g< 1 ) = ( gl >](Q,Z), Z€Xp;¢]+r~
p p

Dans la suite, n = p 4+ ¢+ r et @ est la forme quadratique sur R™ de matrice (elle
aussi notée Q) : (1‘15” 0 ).
Soit V' un sous-espace de R™ de dimension r et positif par rapport & Q). On associe

a un tel espace un sous-groupe Gy de G et une sous-variété Xy de X = X, .4, définis

_1])
par :

Gy ={g € G : g laisse invariant le sous-espace V'},

Xy ={Ze€X : "Zvy =v_ pour tout v € V}.
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LEMME 6.1. — La sous-variété Xy et le sous-groupe Gy ont les propriétés suivantes.
1. Pour tout g € G, gXv = Xyv.
2. Le groupe Gy agit transitivement sur Xy .

3. La sous-variété Xy est un sous-espace symétrique totalement géodésique de di-
mension pq. En tant qu’espace symétrique Xy est isomorphe a X, 4.

Démonstration. — 11 découle facilement des définitions que
Z
XV—{ZeX : th( 1 )—0, pourtoutvEV}.
P

Alorssi g € G, Z € Xy et v € V, on vérifie facilement que

0=th< 1Z )ztvt9Q9< 1Z >=tng< ng )J’(g,Z)-
p p p

Donc ‘vgQg( 1Zp) = tng(glf) = 0 et le premier point est démontré.
Puis, il découle du Théoreme de Witt et du premier point que ’on peut supposer
V =R". Dans ce cas,

0
XV = {( W ) - We MQ:F(R)7 tWW < 1;0}
et
v 0
GV:{< 0 ) €G : heO(g,p), uEO(r)}.
Et les points 2. et 3. du Lemme 6.1 s’en déduisent facilement. O

Soit eq,...,e, la base canonique de R™. Et soit V' le sous-espace engendré par
€g+1; - - - » €q+r- Nous étudions maintenant la fonction distance d(Z, Xy) d’un élément
Z € X a Xy. Etant donné Z € X, nous décomposons Z en

VA
Z =
( Z ) ’
ol Z1 € My p(R) et Zy € M, »(R). Le sous-espace Xy est alors donné par

XV:{ZEX : ZQIO}.

Un élément g € Gy s’écrit comme matrice par blocs

A1 0 Bl
g= 0 u 0
Ci 0 Dy

Notons X7 l’espace
X1 ={WeM,,R) : "WW <1,}.

Le groupe Gy agit transitivement sur X par :

gW = (A1W + Bl)(C1W+ Dl)il, g e Gv, W e X;.
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L’action de Gy sur X s’écrit :

Z
(6.7) 97 = ( uZng(g 12)71 ) ,geGy, Z€X.

D’apres (6.7), il existe un élément g € Gy tel que gZ = Z' avec Z| = 0. La métrique
riemannienne de X étant G-invariante, d(Z, Xv) = d(Z', Xv) = d(0, Z’). Il nous suffit
donc d’étudier la fonction distance d(0,Z) de 0 & Z.
LEMME 6.2. — Soit Z € X, d=d(0,7) et m le rang de Z*Z. Alors,

1. sim =1, cosh®d = (det(1,4, — ZtZ))" ",

2. et en général,

1
2—med < (det(lypy — Z282)) 7 < eV
Démonstration. — 1l existe un unique ¥ € My, ,(R) vérifiant
(6.8) exp(&(Y))0 = Z.

La courbe exp(t£(Y))0, 0 < t < 1, est une géodésique joignant 0 & Z. On a donc
d? = tr(Y'Y).
Soit A (resp. B) une matrice hermitienne positive vérifiant
A% =YY (resp. B2 ='YY).

Il découle des définitions que

o0 2k
exp({(Y)) = COSh’;{ > ko m}’ .
> heo ﬁty cosh B

Puisque A?*Y = Y B2 on déduit de I'expression ci-dessus et de (6.8) que Z!Z =
tanh?(A) et donc que :

lyr +V24Z
(1q+7’ - ZtZ)l/Q.

Il découle facilement du fait que A est de rang m que
d < tr(A) < v/md.

Puisque Z'Z < 144, si 'on applique le déterminant & (6.9), on obtient le point 2. du
Lemme. Sim =1, d = tr(A) et le point 1. découle encore de (6.9). O

(6.9) et =

LEMME 6.3. — Soient hy = (1, —'Z17Z,)"" et hy = (1, —'ZZ)~". Alors,
ﬁgz = j(g, Z)izztj(g, Z), pour tout g € G,
hez = j(g, ZYhz'j(g,7Z), pour tout g € Gy .
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Démonstration. — Soit lz = (1, —'ZZ). On a :
Z
= ~tz1)e( ]
P

— (z wgczg( ; )

= '5(9,2)lyz3(9, 2).
Puisque hy = lgl, on obtient la premiere propriété annoncée. Mais hy = h ( Zol) et
pour tout g € Gy, j(g9,2) = j(g, (201 )), d’ol la seconde propriété annoncée. O
Pour Z € X, on introduit les fonctions A et B sur X définies par
(6.10) A det(1, —'ZZ)
(6.11) B = det(l, —'Z17y).

La fonction B est obtenue en restreignant la fonction A & Xy, puis en I’étendant &
X tout entier de facon constante dans la direction de Zs.

LEMME 6.4. — La fonction % est Gy -invariante.
Démonstration. — Cela découle immédiatement du Lemme 6.3. O
Nous pouvons maintenant estimer la fonction d(Z, Xy ).

PROPOSITION 6.5. — Soient Z € X et m le rang de la matrice Zyt Zs.
1. Sim =1, (coshd(Z, Xy))? = £.

4m (E) 2 62d(Z,Xv)’

2. En général, on a :

A
et
e2vmd(Z,Xv) > E
A
Démonstration. — Les fonctions % et d(., Xv) sont toutes deux Gy-invariantes. On

a vu, cf. (6.7), que l'on pouvait se ramener a ce que Z; = 0 et donc d(Z, Xy ) =
d(0, Z5). Mais alors, £ = (det(1, — Z»'Z>))~!. Et la Proposition découle alors du
Lemme 6.2. O

Nous aurons également besoin dans la suite des expressions suivantes.
LEMME 6.6. — On a l’égalité
B
1= det{1, + Z»(1, — ' Z2) "' Z,}
et linégalité
B

1/r
L+r e (Ze(1, =227 2Zy) > (Z) :
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Démonstration. — Remarquons d’abord que
1, —'Z121=1,-"ZZ +"Z27
= (1, =22 {1, + (1, —'22) " 2, 2,(1, — ' 22)" V2 (1, — 12 2)V/2.

On en déduit que

B
<= det {1, + (1, —'22) " 2, 2,(1, — t22)\/2}

=det {1, + Z2(1, — ' 22)" " Z,}.

Ce qui démontre la premiere partie du Lemme. Remarquons maintenant que la ma-
trice Za(1, — t77)~1Z, est positive. Notons Ay,..., A, ses valeurs propres (réelles
positives). Alors,

>{14 ). (T4 N7

=det {1, + Z(1, —'22) " 2}/

()" .

1
]. + —tl" (ZQ(].p - tZZ)iltZQ) =
r

6.3. Croissance du volume

Examinons maintenant les champs de Jacobi émanant de Xy . (Une référence gé-
nérale pour les champs de Jacobi est [48].)

LEMME 6.7. — Soient Z € Xy, Tz(Xv) lespace tangent ¢ Xy en Z et Tz(Xy)=* le
supplémentaire orthogonal de Tz(Xy) dans Tz(X). Soit Y un vecteur dans Tz (Xy )t
avec gz(Y,Y) = 1. Alors,

1. les espaces Tz (Xv) et Tz(Xy)* sont invariants sous l’application R(.,Y)Y (ot
R désigne le tenseur de courbure de X ),

2. il exviste A 2 A2 = --- = N\ 2 0, | = max{r,p} tels que
7)\%4_...4_)\[2:1,
- X\ =0, si¢>min{r,p},

~ lopérateur R(.,Y)Y|r,(x,) a pour valeurs propres

2 2 2 2 2 2
P R G ARPPIE Y. NSO L U )

q q q

- Dopérateur R(.,Y)Y|r, (x, )L a pour valeurs propres

—Ni= A 1<i<r 1<) <p.

MEMOIRES DE LA SMF 106



6.3. CROISSANCE DU VOLUME 81

Démonstration. — D’apres (6.7), on peut supposer que Z =0et Y = 5( ]8[) D’apres
[30, Theorem 3.2, Chap. XI|, étant donné X € Tp(X), le tenseur de courbure est
donné par :

(6.12) R(X,Y)Y = —[[X,Y],Y].

Si X =¢(4) € To(Xv), un calcul simple donne alors

(6.13) R(X, Y)Y =¢ ( _NthM ) .

Si maintenant X = £(?) € To(Xv)*, un autre calcul simple a l'aide de (6.12) donne

0
(6.14) RXY)Y =¢ ( —L*MM 4 2M*LM — M*ML > '

Il découle de (6.13) et (6.14) que les espaces To(Xy ) et To(Xy )L sont invariants sous
Papplication R(.,Y)Y. Remarquons que 'on peut toujours supposer que M est de la

forme

Ao 0

M = P sir > p,
0 ... X

0

A1 0

M = sir=np,
0 Ap
A1 0

M = oo, 0 sir <p,
0 ... A\

avec A\ = --- > X\ =0, ] = max{r,p} et \; = 0 si i > min{r,p}. Puisque \? + --- +
A = tr(M'M) = go(Y,Y) = 1, le deuxitme point du Lemme 6.7 découle alors des
formules (6.13) et (6.14). O

Soit 7 une géodésique perpendiculaire a Xy . Nous pouvons maintenant étudier les
champs de Jacobi le long de 7. Soit 7 = 7¢, ou ¢ est la longueur d’arc de Xy a 74 et
Y = 7y. Dans la suite nous décrivons les champs de Jacobi X = X (t) le long de 7
vérifiant

(6.15) X(0) € Ty (Xv) et Vy X € Try (Xy) ™t
L’équation de Jacobi est donnée par

V2 X + R(X, )7 = 0.
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D’apres le Lemme 6.7, les valeurs propres de R(.,Y)Y sont négatives. Soit X, €
T, (Xv) un vecteur propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —A? (A > 0). Soit X,
le transport parallele de X le long de 7. On peut vérifier que
(6.16) X (t) = (cosh At) X,
est un champ de Jacobi le long de 7 vérifiant (6.15). Soit Lo € Ty, (Xy)* un vecteur
propre de R(.,Y)Y pour la valeur propre —\? (A > 0). Soit L; le transport parallele
de Lg le long de 7. On peut vérifier que

(sinh X)Ly si A #0,

1 L(t) =
(6.17) ®) { tL, sinon
est un champ de Jacobi le long de 7 vérifiant (6.15). L’espace des champs de Jacobi

vérifiant (6.15) a pour dimension pq. Cet espace est engendré par les champs de Jacobi
construits ci-dessus.

L’espace X — Xy se décompose en un produit :
Fx]0, +o00]

ou F est I'hypersurface de X constituée des points a distance 1 de Xy et ol nous
identifions un point (W,t) € Fx]0,+oo] avec le point Z € X a distance ¢t de Xy et
tel que la géodésique passant par Z et W soit perpendiculaire a Xy .

Si S est un sous-ensemble mesurable de F, nous noterons w(t, S) le volume de
{Z e Fx{t}y : Z € S}. Dapres (6.7), w(t,S) = w(t, gS5) pour tout g € Gy. On
peut donc voir w(t, S), pour chaque ¢, comme une mesure invariante sur Xy . Il existe
alors une fonction f(t) telle que w(t, S) = f(t)vol(S).

LEMME 6.8. — I existe une constante c telle que :
1. sir=1,
w(t,S) = evol(S)(sinh )P~ (cosh )4,
2. en général,
w(t, S) < evol(S)(1 + tPatr))elpratr=1)vmt)
ot m = min{r, p}.

Démonstration. — Si Pon écrit w(t,S) = f(t)vol(S), il nous faut estimer f(t), par

exemple en la comparant & la constante f(1). Soit x5 une courbe dans F. On note z‘,
(t

~

le point (zs, 1), a:(s) la courbe & s fixé et x;

des géodésiques et xg ) est un champ de Jacobi le long de cette géodésique qui vérifie

(6.15). Mais d’apres le Lemme 6.7 et (6.16), (6.17), l'espace T, (F) admet un base
orthonormée réelle

la courbe a t fixé. Les courbes :v( ) sont

X1y, X Xgrt oo Xogy oo  Xops
Ylv"wY;"pfl
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et il existe des réels
A =2 N 20, 1 =max{r,p}
vérifiant :
LA+ N =1,
2. X; = 0 pour tout ¢ > min{r, p},
3. au point (zs,t),

cosh A\t
X = ... = X = -
1%l 160 = 258,
cosh A\t
||Xq(p*1)+1|| == ||quH = ﬁa

4. aupoint (z,,1), 'ensemble des ||Y;|| pour 1 < j < rp—1 (comptées avec multipli-
cités) coincide, & une permutation pres, avec 'ensemble des a;; pour 1 < ¢ < 7,
1<j<pet (i,7) # (1,1) tels que

sinh [A; — At
#, si N\ # A
bij = sinh |)\z — /\j|
t, si )\i = )\j.
On en déduit alors facilement que

sinh? ! ¢ cosh? t
t)y=f(1)———— sir=1
J =1 >sinhp_1 1cosh?1
et en général qu’il existe une constante c telle que

f(t) < e(1 + trlatm)elptatr=1)yvmt
ot m = min{r, p}. .

Il résulte du paragraphe précédent que la fonction % est fortement reliée & (et plus
naturelle que) la fonction distance d(., Xy ). Nous étudions maintenant la croissance
du volume a l'aide de la fonction %.

Notons d’abord que si g € G et Z € X,

d(9Z) =g, 2)dZj(g,2)"".
On sait que
det(1(g, 2)) = det(j(g, 7).

Donc si 'on pose
qtr p

{dzy =[] 11 42

i=1j=1
et si g € G,
{dgZ} = det(j(g, 2))~Pratr){dzZ}.
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Puis d’apres le Lemme 6.3,

A(9Z) = det(j(9. 2))*A(2).
La forme volume invariante dvx sur X s’écrit donc
(6.18) dvx = A=Wt/ 20q7y,

Si (Zol) € Xy, soit Fyz, la fibre au-dessus de ce point dans le fibré X — Xy.
Autrement dit
Fy, ={ZeX : Z fixé}.
Soit g € Gy 'élément
(1g— Z1t2,) /2 0 —(1,— 2Z1t2))" Y27,
g= 0 1, 0
_(1;0 —tZ1Z1)_1/2tZ1 0 (1p—tZlZl)_1/2

Alors g envoie Fz, isométriquement sur Fp, et

Z 0\ 0
IN 2z ) "\ 21y —t2z120) 12 )

Sur Fp, 1’élément de volume est det(1, — tZ2Z2)~("TP)/2{dZ,}, 'élément de volume
sur Fz, est donc

dvp = A7"/? (E)p/Q dZz
F = A { 2}'

D’ou il découle que

B q/2
(6.19) d’UD = (Z) dUXV dUF,
ol dvy, = B~P+t9/2{47,} est la forme volume invariante sur Xy .
LEMME 6.9. — On a les formules d’intégration :
q+r

s/2 -~ r)/2 F((5+Z+1)/2)
L /XA/{dZ}_ o gr((s+p+z’+1)/2)’

dés que Re(s) > —2; et

2. si 'y est un sous-groupe discret sans torsion et cocompact dans Gy,

AN — Tp/2 S T((s—p—q—r+i+1)/2)
/Fv\x <§) dox = 1;[1 NG —q—rFi+ Dz vAv),

dés que Re(s) >p+q+r—2.

Démonstration. — On introduit tout d’abord f(s,q+r,p) = [ A*{dZ}. On déduit
de (6.19), avec r = 1, la relation de récurrence

f(s,q+mp)=f(s+1,g+r—1,p)f(s,1,p).
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Mais,

f(s,1,p) = /z 2<1(1 — (@} + +22)? day .. da,

/2 /1
=——= [ Q=022 at
TR
I'(s/2+1
= 7P/? (s/2+1) des que Re(s) > —2.

T(s/2+p/2+1)

Alors le premier point du Lemme 6.9 découle d’une simple récurrence.
Concernant le deuxieme point, il découle de (6.19) que 'intégrale vaut

AN (sm0)/2
/ (E) d’UF d’UXV.
I'v\X

Puisque % et dvp sont Gy-invariants, I'intégrale

A\ (s-a)/2
— dv
L.(5)

1

est indépendante de Z;. En Z; = 0, sa valeur est

det(lp — t2222)(s—p—q—r)/2{dZ2},

Xa
ot Xo = {Zy : 'ZyZy < 1,}. Le deuxiéme point du Lemme 6.9 découle donc
directement du premier point. O

6.4. Fonction distance a I’hypersurface

Dans l'optique de calculer la cohomologie L? des quotients I'y/\ X nous aurons
besoin de déterminer le hessien de la fonction distance géodésique a la sous-variété
Xy dans X. Rappelons que le hessien d’une fonction C? F de X dans R est la seconde
dérivée covariante V2F de F, i.e.

V2F(U,V)=U(VF) - (VyV)F,

pour n’importe quels champs de vecteurs U, V sur X et ou V est la connexion de
Levi-Civita induite par la structure riemannienne de X . Le hessien V2F définit donc
un tenseur symétrique de type (0,2). Nous appelons valeurs propres du hessien les
fonctions qui a chaque point Z de X associent les valeurs propres de la matrice associée
dans n’importe quelle base orthonormée de ’espace tangent a X au point Z.

Soit F' la fonction distance géodésique a la sous-variété Xy . La fonction Z +— F(Z)
est bien évidemment lisse pour Z € X — Xy
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PROPOSITION 6.10. — Supposons r = 1. Notons {vi(Z)}1<i<pg+1) les wvaleurs
propres du hessien V2F en un point Z € X. Alors, quitte a réordonner les v;(Z),

v (Z) =tanh F(Z),...,v,(Z) = tanh F(Z),
73(Z) =0 pour j =q+1,...,pq,

et les v (Z) pour pq < k < p(q+ 1), sont (@ permutations prés) 0 et coth F(Z) avec
multiplicité p — 1.

Démonstration. — Soit toujours 7 une géodésique perpendiculaire & Xy avec 7 = 7y
ou t est la longueur d’arc de Xy a 7. Soit Y = 7. D’apres le Lemme 6.7 et puisque
r = 1, il existe un champs de bases orthonormées le long de 7 : {ej, fr : 1 < j <

pg et 1 < k < p} tel que pour tout entier 1 < j < pq le vecteur e;(0) € T, (Xv) et
soit un vecteur —1-propre si 1 < j < ¢ (resp. O-propre si ¢ +1 < j < pq) de R(., Y)Y
et que pour tout entier 1 < k < p le vecteur fx(0) € Ty (X))t et soit un vecteur
O-propre si k = 1 (resp. —1-propre si k > 2) de R(.,Y)Y. Nous supposerons de plus
(ce que 'on peut bien évidemment faire) que le vecteur Y est égal au vecteur f1(0).

Alors d’apres (6.16) et pour tout entier 1 < j < ¢ (resp. ¢+1 < j < pq), les champs
de vecteurs :

vj(t) = coshte;(t)
(resp. v;(t) = e;(t).)
sont des champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (6.15). Puis, d’apres (6.17) et pour

(6.20)

tout entier 1 < k < p les champs de vecteurs :

sinhtfi(t), sik>2
(6.21) wﬂﬂ_{thgy sik=1,
sont des champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (6.15). De plus, nous avons vu que
les champs de vecteurs (6.20) et (6.21) forment une base orthogonale de 'espace des
champs de Jacobi le long de 7 vérifiant (6.15). La formule de la variation seconde [48]
nous dit alors que le Hessien V2¢(= V?F) se diagonalise dans la base {e;}1<j<pg U
{fr}1<k<p- Et plus précisément permet de calculer par exemple

d2
V2t ei,e;) = — L(7°
(y)( Js j) d52 |s=0 (%),
ousiTvadex : =71 € Xy ay = 7y, 7° désigne la géodésique minimisante

joignant Xy au point exp, (se;) et L(7°) sa longueur. Or, si j est par exemple compris

entre 1 et ¢, le champ de vecteur 9; = est un champ de Jacobi le long de

sinliiji(y)
7, perpendiculaire & 7 et vérifiant : 0;(t(y)) = e;(¢(y)) et (6.15). La formule de la

variation seconde implique alors :

V() (ejoe) = (VOi(t(y)), 0;(ty))),
sinht(y)
cosht(y)’
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De la méme maniere, si j est un entier vérifiant ¢ + 1 < j < pg, on obtient :
Vt(y)(ej,e5) =0

et si k est un entier vérifiant 1 < k < p,

cosh t(y) )
—F, sik>2,
V2(y)(fx, fr) = { sinht(y)
0, sik=1.
Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 6.10. O

Lorsque r > 1, comme dans les paragraphes précédents, plutot que la fonction
distance géodésique a Xy il est plus naturel de considérer la fonction log (%).

PROPOSITION 6.11. — Les valeurs propres du hessien V2 log (%) en un point Z € X
sont toutes positives, inférieures (ou égales) a 1, et parmi celles-ci au moins ¢+ pr—1

tendent vers 1 lorsque B(Z) tend vers Uinfini.

Démonstration. — Nous démontrons par récurrence sur un entier k > 1 que si V est
un sous-espace de R” de dimension k, les valeurs propres du hessien V2 log (%) en
un point Z € X sont toutes positives, inférieures (ou égales) & 1, et parmi celles-ci au
moins g+ 7 — k+ pk — 1 tendent vers 1 lorsque % (Z) tend vers 'infini. La Proposition
correspond donc au cas k = r. Lorsque & = 1, la fonction log (%) coincide avec
la fonction distance a Xy, et la Proposition 6.11 découle de la Proposition 6.10.
Supposons donc la Proposition démontrée au rang k > 1. Notons V' C V deux sous-
espaces de R™ de dimensions respectives 1 et k + 1. On a alors Xy C Xy C X.
Notons B et B’ les fonctions correspondantes & la fonction B plus haut pour Xy et
Xy respectivement. D’apres (6.7) la fonction % est Gy -invariante, il nous suffit donc
de déterminer le hessien V2 log (%) aux points Z tels que Z; = 0. Mais, V2 log (%) =
V2log (%) +V?log (g), et la démonstration de la Proposition 6.10 montre que les
valeurs propres sont toutes positives, inférieures (ou égales) a 1 et que parmi celles-ci,
au moins

g+r—(k+1)+pk+1)-1=(q+r—1—-k+pk—-1)+p

tendent vers 1 lorsque %(Z ) tend vers linfini. Ce qui conclut la démonstration de la
Proposition 6.11. O

6.5. Séries de Poincaré

Soit ¢ une forme différentielle de degré ! sur X. Nous notons ||¢|| (resp. ||¢]lo) la
norme ponctuelle induite par la métrique g (resp. la métrique euclidienne).

LEMME 6.12. — On a les inégalités suivantes :

¢l > N0l = A'lléllo,
ou A=det(l, —'ZZ7).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2006



88 CHAPITRE 6. GEOMETRIE DE L'ESPACE SYMETRIQUE ASSOCIE AU GROUPE O(p, q)

Démonstration. — La métrique riemannienne de X, s'écrit ds® = tr((lg4r —
ZYZ)YdZ(1, —1ZZ)"'d' Z). 1l est donc immédiat que

tr(dZd'Z) < ds* < A™*tr(dZd' Z).
Le Lemme 6.12 découle trivialement de ces dernieres inégalités. O

COROLLAIRE 6.13. — Soit ¢ une forme différentielle Gy -invariante de degré 1. Sup-
posons que chaque coefficient de 61 A --- N0y, avec 01,...,0; € {dZ;; : 1 < i <
qg+r, 1< j < p}, soit borné en (ZOQ), 1l existe alors deux constantes Cp, Co > 0
telles que

A l
e = ol =2 ()

Démonstration. — D’apres (6.7), il suffit de le vérifier en (£, ). Maisen (2, ), B=1
et le Corollaire 6.13 découle alors du Lemme 6.12. (]

Soit I' C G un sous-groupe discret sans torsion de type fini. Alors M = I'\ X est une
variété riemannienne complete de dimension p(q + ) localement modelée sur X, g4
Soit T'y =T'N Gy, et soit Cy = T'y\Xy. On obtient alors le diagramme commutatif
suivant :

XV — X
! 1
Ov= I'v\Xy - T\X =M
ou 'application 7 est induite par I'inclusion de Xy dans X. En général, le groupe I'y
est réduit & I'identité. Dans la suite nous supposons que Cy est de volume fini (plus
loin nous supposerons méme que Cy est compacte). Soit My = I'v\ X. Remarquons
que la fibration naturelle X — Xy

T A
Z
— ( ‘ >
induit une fibration, nous la notons également 7 : My =Ty \X — T'y\Xy = Cy.

La Proposition 3 de [40] (ou le Lemme principal de [4]) implique(nt) le lemme
suivant.

LEMME 6.14. — Il existe une suite {I',,} de sous-groupes d’indices finis dans T, dé-
croissante pour l'inclusion, telle que
Iy = () L etTo=T.
meN

Si de plus T' est un sous-groupe de congruence, on peut choisir les I'y, de congruence.

Le Lemme 6.14 implique que lorsque I est de type fini, la variété M admet une suite
croissante {M,, } de revétements finis telle que la suite {M,,} converge uniformément
sur tout compact vers la variété My (il suffit de poser M, = I',,,\ X). Nous appelons
une telle suite de revétements finis, une tour d’effeuillage autour de Cy . Dans la suite,
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nous supposons que M possede une telle tour et notons I',, le groupe fondamental
de M,,.

Nous allons travailler avec des formes différentielles sur X, My ou M,,. Il sera
plus commode de considérer toutes ces formes différentielles comme définies sur X et
invariantes sous l'action des groupes {e}, 'y ou I'y,. Etant donné un entier mg, un
élément v € Iy, et une forme différentielle w sur M, (avec m € NU {oo}, m = my),
nous pourrons notamment parler de la forme différentielle v*w.

Passons donc a I'étude des séries de Poincaré.

Soient 71,75 € X, t € R, t > 0. On introduit :

(622) V(Zlaz%t) = HVGF : d(ZlaIVZQ) ét”a
et
(6.23) N(Z,t) :=|{y €Ty \I' : d(vZ, Xv) < t}].

LEMME 6.15. — I existe une constante c¢1(Z) > 0 (qui dépend de T') telle que pour
tout t > 0 on ait :

t+1
N(Z,t) < e1(Z) / (1 4 tPlatm)yelptatr=1)vmt gy
0

De plus on peut choisir ¢1(Z) de maniére a ce qu’elle soit bornée sur les compacts
de D.

Démonstration. — Soit € un nombre réel strictement compris entre 0 et 1 et suffi-
samment petit pour que

B(Z,e)NB(yZ,e) # @ = v =,

ou B(Z,¢) désigne la boule de rayon € autour du point Z et e désigne I’élément neutre
du groupe I'. Dans la suite étant donnée une sous-variété }V de X, nous noterons
B(V, p) 'ensemble des points de X & distance plus petite que p de V. On a alors :

N(Z,t) < {1 € Tv\D = v(B(Z,¢)) € B(Xv,t+e)}|.

Mais, d’apres (6.7), si v € T' vérifie que v(B(Z,t + ¢)) C B(Xv,t + €) quitte a
translater v par un élément de I'y/, on peut supposer que v(B(Z,¢)) C B(S,¢), ou S
est un domaine fondamental mesurable pour I'action de I'yy sur Xy . On déduit alors
du Lemme 6.8 :
vol(B(S,t +¢))

vol(B(Z, ¢))

c t+e
<— 1 4 $P(a+m)) o (pratr—1)vmt gy
vol(B(P,e)) /0 (1+ Je

Ce qui achéve la démonstration du Lemme 6.15(1), O

N(Z,t) <

(1) Contrairement 3 ce que pourrait laisser croire la démonstration, le Lemme 6.15 reste valable
lorsque Cy est de volume fini mais non compact, cf. [52].
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Remarquons que pour ¢ = 0, la démonstration du Lemme 6.15 permet d’estimer
v(Z1, Za,t) uniformément par rapport & Zs. On obtient, en effet, que pour tout Zs € X
et pour t > 0,

t+1
(6.24) v(Zy, Zs,t) < C1(Z1)/ (1 + ¢olatr))elptatr=—1)Vpt gy
0

On en déduit la proposition suivante.

PROPOSITION 6.16. — Soit K un compact de X. Alors il existe une constante co(K)
(qui dépend de T) telle que pour tout point Zy € K, tout point Zo € X et t > 0,
on ait :

_ r— s 1 1
Y e et Z) CZ(K)(l + ;(1 * sp(q—+r)>)’
el

2l
d(Z1,772)<t
pour tout s > 0.
Démonstration. — D’apres (6.24), il existe une constante ¢1 (K) telle que
dv(Zy, Za,t) < c1(K)(1 4 (t 4 1)Patm)epratr=1vpt g

pour tout 71 € K, Zs € X et t > 0. On a donc :

t
Z e~ (pratr=1)ypta)d(Z,22) / e~ (ratr=OVPHa)t gy, (7, Z,,1)

yel’ 0 P
Z1,vZ2)< )\, —s
W Zz)st gcl(K)/ (1+ (t + 1)PUa+))e=st gp,
0

Et la Proposition 6.16 découle d’un calcul simple et d’approximations grossieres. [
De maniere analogue on démontre la proposition suivante.

PROPOSITION 6.17. — Soit ¢ une forme différentielle 'y -invariante de degré | sur

X. Si|¢|| <c (%)(pﬂw_l)mmﬂ, m = min{r, p} pour un réel strictement positif

> e
Ty\T
converge uniformément sur les compacts de X.

e >0, alors la série

Démonstration. — Commengons par remarquer que la norme ||[v*¢| au point Z est
égale & la norme ||¢|| au point vZ. D’apreés ’hypothese faite sur la norme de ¢,

(p+a+r—1)v/m/2+e
S vel<e Y (Gez) T

Fv\F FV\F
g% Z e—((p+q+7’71)\/m+€)d(’yzyxv)’
Ty\l'

d’apres la Proposition 6.5. On conclut alors facilement comme pour la Proposi-
tion 6.16. O
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6.6. Tours de revétements finis

Dans [59] Wang définit une famille de formes lisses, fermées et Gy -invariantes ws
pour s € C telles que

)

B r/2+rp—(Re(s)—qr/2)
(6.25) ol < (5)

(ou le signe < signifie que l'on a une inégalité < & une constante positive pres) et
qui, pour Re(s) >> 0, peut se voir comme la forme duale & I'y\ Xy dans I'y\ X . Plus
précisément, considérons une forme ¢ sur Cy de degré pg. Supposons

(6.26) o< ()

pour un certain entier N. Remarquons que la condition (6.26) est vérifiée par toute
forme bornée pour N = 0. D’apres (6.25) et le Lemme 6.9, U'intégrale va ws A ¢ est
absolument convergente pour Re(s) >> 0, la constante ne dépendant que de N. Wang
démontre alors le théoreme suivant.

THEOREME 6.18. — Soit ¢ une forme fermée, lisse, de degré pq sur Ty\X et véri-
fiant la condition (6.26). Alors,

/ ws A= ¢ (Re(s) >>0).
Iv\X

Cy

Considérons maintenant p une k-forme harmonique sur Cy = I'y\ Xy. Nous
notons :

(6.27) Qu(s) =ws AT p.
D’apres la Proposition 6.17 et (6.25), et pour Re(s) >> 0, la série

(6.28) Q)= D Ul

YELVv\I'm

converge uniformément sur tout compact de X et définit une (k + pr)-forme fermée
sur M,,. Le Théoréme 6.18 implique que pour toute (pq — k)-forme fermée n sur M,,

[ @nan= [ au@nn=[ wrn
M, My Cy

On obtient donc le théoréme suivant.

on a :

THEOREME 6.19. — L’application p+— Q}'(s) (pour Re(s) >>0) induit en cohomo-
logie, l'application naturelle

H*(Cv) — H"(My)

« cup-produit avec [Cy] ».
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Nous cherchons dans ce paragraphe a comprendre comment évolue cette application
lorsque m tend vers I'infini.

Soit A = dd + dé, ou ¢ est 'adjoint de d, 'opérateur laplacien que 'on étend en
un opérateur, toujours noté A, agissant sur l'espace L2Q¥(X) des k-formes de carré
intégrable sur X de fagon essentiellement auto-adjointe. Alors le Théoréme spectral
s’applique et il existe une famille spectrale {Py : A € [0, +o0[} associée a A.

Notons Py (z,y) le noyau de Schwartz de Py. Ona A = f0+oo AdPy. A toute fonction
f € Co([0,+00[), on associe 'opérateur

+oo
&)= [ ran,
0
Le laplacien est un opérateur elliptique. Soit w € L2Q""P(X). On a :
A(f(A)w) = F(A)w
ou F' est la fonction qui & z associe z f(x). D’aprés le Théoreme de régularité sur les

opérateurs elliptiques, la forme f(A)w est lisse. De plus, pour tout € X, il existe
une constante C(z, f, X) telle que :

|f(A)w|(z) < Clz, £, X)||wl[z2(x)-
En particulier, I’application
L2OF(X) — L2Qk(X)
w — f(A)w(z)

est continue. D’aprés le Théoréme de Riesz, il existe donc f(A)(z,.) € L2QF(X) tel
que

FQ)@) = [ 1) w9ty do
De plus, pour tout compact K de X, [« [[f(A)(z,y)||* dedy < [, Clz, f, X)? da.
Donc f(A)(.,.) € L} (X x X). Or

(A +Ay) f(A)(z,y) = 2F(A)(z,y)

et I'opérateur A, + Ay est elliptique. Le Théoreme de régularité elliptique implique
donc que f(A)(z,y) est une fonction C™ en z et y.

Sur les variétés M,, et My, nous notons le laplacien respectivement A,, et A, ; de
meéme nous notons respectivement Py et P° les familles spectrales associées. Si 1’'on
désigne, de maniere cohérente avec les notations précédentes, le noyau de la chaleur
sur les k-formes de X par e *2(z,y), il est connu [16] que pour tout T > 0, il existe
une constante o > 0 et une constante Cr (dépendante de T') telles que :

(6.29) ™A (2, y)| < Cpe—ed@w)*/t,

pour tout ¢ €]0,T7.
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LEMME 6.20. — Pourt > 0 fizé, la série
> le A (x,vy)l
yel’

converge uniformément pour x € X ety dans un compact.

Démonstration. — Soit K un compact de X et soit ¢ un réel strictement positif.
D’apres le Lemme 6.15, il existe une constante ¢; (K) telle que

R+1
v(z,y,R) == |{y €T : d(z,vy) < R}| < c1(K) / (1 4 uplatn))epratr=1vpu g,
0

pour tout x € X et y € K.
Soient C' = Cy et § = a/t. Alors, d’apres I'inégalité (6.29), pour z € X et y € K,
on a:

Yo e B @) <o Y e Pl

ver ver
d(z,yy)<R d(z,yy)<R

R 2
< C(/ 6—57' dV(J%yaT))

0

2 R 2
< C’([e‘m V(m,y,r)]g‘—l—Zﬁ/ re P vz, y, ) dr)
0
, R
< C’@(K)(e*’BR / (1+up(q+r))e(p+q+r*1)x/l7u du
0

R r+1
+ 2[3/ re A’ / (1 + wPlatm)elpratr=1vpu gy dr).
0 0
Le Lemme découle de ces inégalités en faisant tendre R vers l'infini. O

On obtient alors que pour tout ¢ > 0,

e (@ y) = Y () e A (w,y)

YET m

e (z,y) = Y (w) e P (x,y).
vel'y
Et la convergence est absolue et uniforme pour z, y dans un compact. En particulier,
le noyau de la chaleur e “*Am (2, y) est I',,-invariant. De plus, puisque d’aprés le Lemme
6.14, Ny Iy, =Ty et Tyyp1 C Ty, on en déduit que si ¢ > 0 est fixé,

e (a,y) = lim emtAn(

z,y)
uniformément pour x et y dans un compact de X.

Le lemme suivant est une conséquence du Théoreme d’approximation de Weiers-
trass.

LEMME 6.21 (cf. [15]). — Soit f € Cy([0,+00[). Alors f peut étre uniformément
approchée sur [0, +o0o[ par une combinaison linéaire finie d’exponentielles e, t > 0.
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Comme Donnelly dans [16] (cf. aussi [7]) on peut déduire du Lemme 6.21 le lemme
suivant(?).

LEMME 6.22. — Pour tout f € Cy([0,400]), la suite f(Ap)(x,y) converge vers
F(Ac)(z,y) uniformément pour x ety dans un compact. Et lexpression

[f(Am)(2,y)) = [(Doo)(2,y)|

est uniformément bornée (indépendamment de m) pour x € X ety dans un compact.
Remarquons que le noyau f(A,,)(.,.) est T';,-bi-invariant.

PROPOSITION 6.23. — Soient f € Cy(]0, +o0]) et s € C, Re(s) >> 0. Alors, la suite
F(AR)Q(s) converge vers f(Ax)u(s) uniformément sur les compacts.

Démonstration. — Soit s € C, Re(s) >> 0. Si Fy;, est un domaine fondamental pour
I’action de I';;, sur X, on a :

f(Am)QZ”(S)(J:/ Q7 (8)(@) Axf(Ap)(z,.) dz
:/ ST AU @) A (A () d

YET Y\,
P> / V@) A Az do
YETV\I'm
- 2) A f (D), ) d

(car f(Am)(, .) est T';,-bi-invariant)

:/ 0 (5)(@) A5 f (D) (x, ) da.
My

On obtient donc sur X :

- / L) AR (A (w,.) — F(Ae)@..)) da
De plus d’apres le Lemme 6.22, I’expression

|f(Am)(may) - f(Aoo)(may”

Ici hypothese de compacité sur M peut sembler nécessaire, il n’en est rien le finitude du volume
est suffisante a condition de considérer une fonction f dont le support évite le spectre continue de M.
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est uniformément bornée (indépendamment de m) pour z € My et y dans un com-
pact. Puisque la forme Q,(s) est dans L', le Théoréme de convergence dominée et le
Lemme 6.22 impliquent que pour tout réel € > 0 et pour tout compact K, il existe un
entier mg tel que pour tout m > my, les applications f(A;,)Q7(s) et f(Asx)2u(s)
sont e-proches sur K. Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 6.23. O
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CHAPITRE 7

CALCUL DE LA COHOMOLOGIE [?

Nous conservons dans ce chapitre les notations précédentes. Soient donc toujours
G=0(p,q+r) (p < qg+r), X Vespace symétrique associé, Xy le sous-espace totale-
ment géodésique de X associé & un sous-espace vectoriel de dimension r de RPTI+7
Gy le sous-groupe de G préservant Xy et I'yy un sous-groupe discret sans torsion et
cocompact dans Gy . Nous notons Cy = I'y\ Xy et (M =)My = Iy \X. Dans la suite
H%(My ) désigne toujours le groupe de cohomologie L? réduite de degré k de My . Le
but de ce chapitre est la démonstration du théoréeme suivant.

THEOREME 7.1. — Pour tout entier, k < (¢-+pr—1)/2, Uapplication naturelle « cup-
produit avec [Cy] »

H"7"(Cv) — H3(My)
est un isomorphisme. Si de plus, p =1 et q +r est pair, l’espace HQ(‘HT)/Q(MV) est

de dimension infinie et l'application ci-dessus reste injective pour k = (¢ +1)/2.

Remarquons que le cas p = 1 découle d’un Théoreme de Mazzeo et Philips [42].
Avec les notations du § 3.6 (Groupes orthogonaux), le Théoréme 7.1 implique que,
pour tout entier k < (¢ — pr — 1)/2, 'application « cup-produit avec [F] »

(7.1) H*(F) — HY™" (M)

est injective. Ce qui est un cas particulier de la Conjecture 3.17.

7.1. Une proposition de Donnelly et Xavier

L’ingrédient principal de la démonstration du Théoreme 7.1 est la proposition sui-
vante due & Donnelly et Xavier [17].
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PROPOSITION 7.2. — Soit ¢ une forme différentielle dans Cgo(/\k T*M), Soient F
une fonction réelle C? sur le support de ¢ et 1, ... s Vp(q+r) les valeurs propres réelles
du hessien de F. Si |dF| < 1, alors :

ldolla+ l5allallle > 5 [ [309% = 2kmax(zo] foP

La vertu essentielle de la Proposition 7.2 est de controler le spectre essentiel de My, .
Soit 1 la fonction réelle sur X définie par

$(Z) = log (g) |

D’apres la Proposition 6.11, le hessien V21 de v a pour valeurs propres des réels
Y1(Z), - Vp(g+r) (Z) tels qu’il existe une constante co > 0 telle que pour tout Z tel
que ¥(Z) > co,

(7.2) 3 2u(2) - 2hmax(3(2) > 1/10,

pour k < (p+qr—1)/2.

Remarquons que la fonction 1 est Gy -invariante et descend donc en une fonction
sur My =T'y\X. Dans la suite, M = My et M. ={Z € M : ¢{(Z) < ¢} pour tout
réel ¢ > 0.

LEMME 7.3. — Pour tout degré k tel que k < (p + qr — 1)/2, 0 n’est pas dans le
spectre essentiel du laplacien sur les formes de degré k sur M.

Démonstration. — 1l est bien connu que le spectre essentiel du laplacien ne dépend
que de la géométrie a I'infini. Or, la Proposition 7.2 et 'inégalité (7.2) impliquent que
si w est une forme différentielle de degré k, k < (p + gr — 1)/2, & support dans le
complémentaire de M., alors :

e+ ol > [ (32 7= kmax(ao)] ol

1
> el
Le spectre du laplacien a 'infini (et donc le spectre essentiel) est donc isolé de 0. Le
Lemme 7.3 est démontré. O

Il est naturel de se demander (comme au § 3.6) si dans 1’énoncé du Théoreme 7.1 ou
du Lemme 7.3 le nombre (p+¢gr—1)/2 est optimal. En général on ne sait pas répondre
a cette question. Peut-étre la formule de Plancherel pour les espaces symétriques
pseudoriemannien G/H peut-elle apporter une réponse. Remarquons néanmoins le
lemme suivant (qui explique la deuxiéme partie du Théoréme 7.1).

LEMME 7.4. — Sip =1 et g+ r est pair, 0 n'est pas dans le spectre essentiel du
laplacien sur les formes de degré (q+r)/2 sur M.
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Démonstration. — C’est évident puisque, le laplacien commutant aux opérateurs d
et d, son spectre sur les formes de degré k est contenu dans la réunion du spectre du
laplacien sur les formes de degré k — 1, du spectre du laplacien sur les formes de degré
k41 et (éventuellement) de la valeur propre 0. Mais par dualité de Hodge le spectre
du laplacien sur les formes de degré k + 1 coincide avec le spectre du laplacien sur les
formes de degré k — 1. Le Lemme 7.4 découle donc du Lemme 7.3. O

Nous aurons besoin d’une version a bord de la Proposition 7.2. Soit D une sous-
variété compacte a bord contenu dans M et soit My = M — D. Alors My est une
variété riemannienne a bord compact. Nous cherchons & étudier le cas ou la fonction
F n’est définie que dans un voisinage de My dans M.

Soit ¢ une forme différentielle définie sur M. Le long du bord My de My on
peut écrire ¢ = @Ptan + Gnorm /A ¥ OU v est un vecteur normal pointant vers l'intérieur
de MQ.

PROPOSITION 7.5. — Soit ¢ une k-forme différentielle a support compact dans My
et vérifiant la condition au bord ¢porm = 0 le long de OMy. Soit F' une fonction réelle
comme dans la Proposition 7.2. Supposons de plus que dFjpp, = 0 et dF(v) = 0 le
long de OMy. Si |dF| <1, alors :

dalla + 168llloll > 5 [ [3 % = 2emaxtsn)] 6

Démonstration. — La Proposition 7.5 découle essentiellement de la démonstration
de [17, Theorem 2.2]. L’étape initiale de celle-ci consiste en effet en une intégration
par parties, il s’agit ici d’utiliser les hypotheéses ¢norm = 0 et dF (v) > 0 pour s’assurer
de la positivité de l'intégrale le long du bord 0Mj. La suite de la démonstration est
identique. O

7.2. Cohomologie L? relative

Si My est une variété riemannienne a bord compacte et métriquement complete, on
peut définir des espaces de cohomologie L? absolue et relative. Notons Cf® ( /\k T*Mo)
I’espace des k-formes lisses & support borné dans My, le support pouvant rencontrer
le bord (contrairement & ce qui se passe pour les éléments de C§°). L’espace de coho-
mologie L? absolue est alors définie par :

HE(Mo) = (<505>°(/\k+1 T*M()))l/ dcgo(/\’H TM ).

(L’orthogonal et Padhérence sont, ici encore, pris dans Iespace LQ(/\k T*Mo).) Cet
espace est isomorphe & un espace de formes harmoniques vérifiant la condition absolue
sur le bord M :

HE (M) = HE (Mp) = {a € LQ(/\k T*Mo) . da = 8o = 0, Gmorm = 0}.
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La cohomologie L? relative, quant & elle, est définie par

w5y, 000 = (sc (N 7700)) / acg= (N o).

Elle est isomorphe & un espace de formes harmoniques vérifiant la condition relative

au bord :

HE(My, 0Mo) = Hf(Mo) = {o € LQ(/\kT*MO) da=00=0, aun =0}.

Bien que la démonstration du Théoreme 7.1 ne nécessite que des résultats plus
anciens de Cheeger, nous utiliserons le résultat de suite exacte commode suivant di
a Yeganefar [60].

THEOREME 7.6. — Soient M wune variété riemannienne compléte, D une sous-
variété a bord compact et régulier de M et My = M — D. On suppose que pour un
certain entier k, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien sur les k-formes.
Alors nous avons la suite exacte

HE N (M) - HEY(My) -2 HE(D,0D) —% HE(M)
s HE(M,) - HEYY(D, D) - HEPY (M) - HET (My).

Précisons les applications r, e et b qui interviennent dans la suite exacte.

— r: Hj(M) — Hj;(My) est I'application de restriction induite en cohomologie L?
par l'inclusion My — M.

— e est Uextension par zéro : si [a] € H3(D,0D), de représentant «, on définit &
sur M par @ = a sur D et & = 0 sur My. On vérifie que & est faiblement fermée
et on pose e([a]) = [@]. Ceci est indépendant du représentant choisi.

— b se définit comme ’homomorphisme cobord ordinaire en cohomologie de de
Rham : si [a] est une classe dans H5 (M), on peut choisir un représentant o qui
soit fermé et lisse. Il existe alors une k-forme @ sur M qui coincide avec « sur
My et qui vérifie dae = 0 sur un voisinage de My. On impose de plus que @ et da
soient de carré intégrable (c’est toujours possible car le bord D étant compact,
on peut choisir @ telle que @|p soit & support borné). On vérifie que la classe de
da dans H;“H(D, 0D) est indépendante du représentant lisse a choisi, ainsi que
du prolongement @, et on pose b([a]) = [da].

Remarquons maintenant qu’en utilisant la Proposition 7.5 plutét que la Proposi-
tion 7.2, la démonstration du Lemme 7.3 implique le lemme suivant.

LEMME 7.7. — Soit ¢ un réel strictement positif suffisamment grand (= cy). Alors,
pour tout entier k < (p+ qr —1)/2, Uespace

HE (M — M.) = H% (M — M) = {0}.
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7.3. Démonstration du Théoréme 7.1

Fixons ¢ comme dans le Lemme 7.7 et notons D = M, et My = M — D. Fixons
enfin un entier k < (p + qr — 1)/2. D’apres le Lemme 7.3, 0 n’est pas dans le spectre
essentiel du laplacien sur les formes de degré k sur M. Nous pouvons donc appliquer
le Théoreme 7.6, on a en particulier la suite exacte

(7.3) HY Y (My) — HY(D,0D) — HE(M) — HE(My).

Remarquons maintenant que puisque k — 1 < k < (p + gr — 1)/2, le Lemme 7.7

implique que
Hy = (My) = Hy(Mo) = {0}.

La suite exacte (7.3) se réduit donc a l'isomorphisme

HY(M) = HY(D,oD).
Mais le domaine D est compact, on a donc

HY(D,0D) = H*(D,0D) = HX(M).

La variété M étant par ailleurs homéomorphe au produit Cy x R?", la formule de
Kiinneth implique que

HF=P(Cy) = HYN(M).
Et la premiere partie du Théoreme 7.1 est démontrée.

Supposons maintenant p = 1 et ¢ + r pair. On a bien str toujours I'isomorphisme
H§q+r)/2 (M) = H§q+r)/2(M). Le groupe H§q+r)/2(M) ((g +7)/2 est ici la dimension
réelle moitié de M) ne dépend que de la structure conforme de M. Il est donc facile
de vérifier que l’espace Héq—”)/ *(M) est de dimension infinie.

Enfin d’apres le Lemme 7.3, 0 n’est pas dans le spectre essentiel du laplacien sur les

formes de degré (¢ +r)/2 — 1 sur M. Nous pouvons donc appliquer le Théoréme 7.6
pour k = (¢4 1r)/2 — 1, on a en particulier la suite exacte

(7.4) HY PN (M) — HET(D,0D) — HYTP ().
Mais puisque (g+7)/2—1 < (¢g+r—1)/2 le Lemme 7.7 implique que H2(q+r)/271(M0) =
{0} et la suite exacte (7.4) se réduit & Dinjection de H2(q+r)/2(D, 0D) dans

Héqur)/ 2 (M). La démonstration de la derniére partie du Théoreme 7.1 suit alors celle
de la premiere partie. O
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CHAPITRE 8

DEMONSTRATION DES PRINCIPAUX RESULTATS

8.1. Autour d’un Théoréeme de Burger et Sarnak

Soient G un groupe réductif, connexe et anisotrope sur Q et H un sous-groupe
rationnel de G, réductif et connexe. Soit I' un sous-groupe de congruence de G. D’apres
la formule de Matsushima, si 7 € GA° intervient discrétement dans L2(I\G2€) avec
multiplicité np(7) alors

H*(m:T) ~np(n)H* (g, K; 7).

Fixons 7 est une représentation cohomologique de Gj}° de degré fortement primitif
R, ¢ un morphisme non triviale dans Homg (7, C*°(I'\G§°)) et w : Afp — 7 une K-
application non nulle. Ceci définit une classe w, € H B(r . T). Démontrer I'injectivité
de la restriction & H®(x : T') de I'application de restriction virtuelle Resg revient
4 démontrer qu’il existe un élément g € G(Q) tel que la classe jiw, € HE((H N
g T'g)\ X ) soit non nulle.

Harris et Li ont remarqué dans [24] que pour démontrer ceci il suffit de démontrer
que

1. il existe une représentation cohomologique o de degré (fortement primitif) R de
Hy° qui intervient discrétement dans la restriction de m a H{*;

2. lapplication de restriction naturelle
(81) HR(g,K;’IT) _)HR(thH;O—)
est injective;
3. il existe un élément g € G(Q) tel que I'application H°-équivariante

Wy : { T — C®(HnNg T'g)\Xn),

8:2) v o))

soit non nulle.
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On peut penser aux deux premiers points ci-dessus comme a un analogue local
(réduit & de lalgebre linéaire) de la conclusion.

Harris et Li ont montré comment paraphraser un Théoreme de Burger et Sarnak
[11] pour obtenir un critére de non nullité de (8.2). La tres 1égére modification suivante
de ce critere est démontrée dans [2].

PROPOSITION 8.1. — Soit 7 (resp. o) une représentation cohomologique, de degré
fortement primitif R, du groupe G{° (resp. HJ®). Supposons que
1. la représentation o apparait discrétement dans la restriction de m a H§®;
2. la représentation o est isolée dans le dual automorphe de H sous la condition
d=0.
Il existe alors un élément g € G(Q) tel que Uapplication 1, (8.2) est non nulle.

Considérons maintenant deux représentations cohomologiques m; et mo de G§° de
degrés fortement primitifs respectifs R; et Ry et deux classes de cohomologie a,, €
HE (7 :T) et B,, € H2 (7 : T) avec comme au-dessus ¢; € Homg g (m;, O (F\GE©))
non nul (i = 1,2) et a : A®p — m (resp. 8 : Ap — ) une K-application non
nulle.

De la méme maniére que pour la restriction, remarquons que si g est un élément
de G(Q), pour démontrer que le cup-produit g(a,,) A Bp, est non nul il suffit de
démontrer que

1. il existe une représentation cohomologique o de degré (fortement primitif) R =
Ry + Ry de G§° qui intervient discretement dans la restriction de m ® ma & G§°;
2. lapplication de restriction naturelle
(83) HRl(gaK;W1)®HR2(g7K;7T2)—)HR(gaK;U)
est injective;
nc

3. lapplication G§°-équivariante

" { mem — C*((TNg 'Tg)\Xq),
.

(8.4) v @ve > @1(11)(g.)p2(r2)(.)

est non nulle.

PROPOSITION 8.2. — Soient 71, mo et o trois représentations cohomologiques, de
degrés fortement primitifs respectifs R1, Ra et R = R1+Ra, du groupe G§°. Supposons
que

1. la représentation o apparait discrétement dans la restriction de m1 @ mo a G{°;

2. la représentation o est isolée dans le dual automorphe de G sous la condition
d=0.

Il existe alors un élément g € G(Q) tel que Uapplication vy (8.4) est non nulle.
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Démonstration. — Fixons f1 et fo € C°(I'\G{°) dans les images respectives de ¢; et
2 et telles que la fonction fi ® fo engendre la représentation o de G§¢ (c’est possible
d’apres notre premiere hypothese). Le coefficient matriciel de o associé & ce vecteur
est égal a

85 wo)= [ [ B0l Rl ) e dos (9 € )

Dans [11], Burger et Sarnak montrent que 1 est la limite, uniforme sur les compacts,
de sommes finis de coefficients matriciels de la forme

(5.6) / 1166 12 i Ga9) T2 (5'9) o
(PN6—1T6)\GRe

ot § € G(Q)™M),

Le coefficient (8.6) est un coefficient matriciel associé a un vecteur de ’espace
Dgec LA (T Ng 'Tg)\G). La représentation o est donc faiblement contenue dans
le Gj-spectre de @geq ) L*((F N g~ 'Tg)\G§°), elle appartient donc au dual auto-
morphe de G.

La démonstration de [2, Fact 3.3] montre plus précisément que o est faiblement
contenue dans {p € Gaw : d(CE(p)) = 0}. Puisque nous avons supposé o isolée dans
le dual automorphe de G sous la condition d = 0, la Proposition 8.2 est finalement
démontrée. O

8.2. Restriction et cup-produit virtuels

Dans le cas des groupes orthogonaux et de ’application de restriction nous dédui-
sons de tout ceci le théoréeme suivant.

THEOREME 8.3. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G™ = O(p,q). Soit SW°H C Sh°G avec H* = O(p,q — r) plongé de
maniére standard dans G™® avec p,q > 2. Soit i un entier < (¢ —r — 2)/2 tel que
p+q—r—2i>=5. Alors, Uapplication
H(zp)(ShOG) - H H;ritrl+(ShOH)
geG(Q)
obtenue en composant ’application Resg et la projection sur la composante fortement

primitive de la cohomologie de ShYH est injective. Son image est contenue dans
[ycc@ H(SKOH).

Démonstration. — D’apres le Théoreme 5.3 et la Proposition 8.1, il suffit de vérifier
que la représentation A((i?)) g est isolée dans le dual automorphe de H, mais d’apres
la Proposition 4.2 et pour i vérifiant les conditions du Théoreéme, on a beaucoup plus

(M Dans le cas isotrope, le Théoréme de Burger et Sarnak cité ci-dessus est encore vrai tant que f
est uniformément continue.
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puisque la représentation A((i?))m est en fait isolée dans le dual unitaire de HJ®.
Enfin la partie sur la composante fortement primitive de la cohomologie résulte de la
Remarque qui suit le Lemme 2.6. O

REMARQUES. — Le Théoreme 8.3 (et sa démonstration) implique(nt) le premier
point du Théoréme 1.4 : il est immédiat (cf. par exemple [3, Fait 32]) qu’une telle
classe de cohomologie de degré < p + ¢ — 4 appartient & H*(A((i?)) : Sh°G) ou a
H*(A((¢7)) : Sh°G) (avec i,j entiers). On peut donc restreindre 1’étude de Res$
au sous-espace H*(A((i?)) : Sh°G), puis (comme dans la démonstration du Théo-
reme 1.3), au sous-espace (fortement primitif) H")(Sh°G). Enfin le Corollaire 4.3
implique que toute représentation cohomologique de SOy (p,q— 1) de degré fortement
primitif < p 4+ ¢ — 4 est isolée dans le dual unitaire de SOy (p,q — 1), ce qui implique
immédiatement que toute représentation cohomologique de SOy(p,q — 1) de degré
fortement primitif < p+ ¢ — 4 est isolée dans le dual unitaire sous la condition d = 0.
Le Théoréme 8.3 (et sa démonstration) implique(nt) alors (avec r = 1) que la restric-
tion de Res$ au sous-espace H (") (ShOG) est injective. Ce qui démontre le premier
point du Théoréeme 1.4. Le Théoreme 8.3 n’implique qu’une version plus faible du
premier point du Théoréme 1.5. Celui-ci est néanmoins compléetement démontré par
Venkataramana [54].

Le Théoréme 8.3 est un analogue (bien que sa démonstration soit complétement
différente) du Théoréme 3.1. Plus généralement et au vu de la Conjecture 5.5 nous
conjecturons le résultat suivant.

CONJECTURE 8.4. — Soit G un groupe algébrique réductif, conneze et anisotrope sur
Q tel que G* = O(p, q). Soit SK°H C Sh°G avec H™ = O(p, q—7r) plongé de maniére
standard dans G*°, 1 < p,q et 1 < r < q. Soit A une partition orthogonale dans p X q.
Alors, Uapplication

BNSRG) T — T HL

0
pr1m+ Sh H)
9eG(Q)

obtenue en composant ’application Resg et la projection sur la composante fortement
primitive de la cohomologie de ShPH est injective si et seulement si la partition
(rP) s’inscrit dans le diagramme gauche M\/A. Son image est alors contenue dans

:l:,
[Tyec H>(Sh°H) -

Concernant la restriction des groupes unitaires vers les groupes orthogonaux nous
obtenons le résultat suivant.

THEOREME 8.5. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G = U(p, q). Soit SWH C Sh°G avec H™ = O(p,q) plongé de maniére
standard dans G™¢ avec p,q = 2. Soit i un entier < (¢ —2)/2 tel que p+q—2i > 5.
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Alors, Uapplication

P 0 0
H( )(Sh H pr1m+ Sh H)
9EG(Q)

obtenue en composant ’application Resg et la projection sur la composante fortement
primitive de la cohomologie de Sh°H est injective. Son image est contenue dans

yecw H)(ShOH).

Démonstration. — Elle est identique a celle du Théoreme 8.3 a condition de remplacer
le Théoreme 5.3 par le Théoreme 5.6 et la Remarque suivant le Lemme 2.6 par la
Remarque qui suit le Lemme 2.4. O

REMARQUES. — Le Théoreme 8.5 (et sa démonstration) implique(nt) les premiers
points des Théoremes 1.7 et 1.8. Les deuxiémes points de ces Théoremes proviennent
de ce qu’a un niveau fini on a un plongement totalement réel d’une variété réelle
de dimension paire dans une variété complexe. La multiplication par la structure
complexe J de la variété ambiante, échange donc le fibré tangent et le fibré normal
de la sous-variété totalement réelle. Le nombre d’Euler de son fibré normal dans la
variété complexe ambiante est donc égal a sa caractéristique d’Euler qui est non nulle.

Le Théoreme 8.5 (et sa démonstration) implique(nt) le Corollaire 1.9 de 1'Intro-
duction, il faut juste remplacer la Proposition 4.2 par le Corollaire 4.6, lorsque p = 2
et ¢ = 3, par la Proposition 4.9, lorsque p = 1, et utiliser [5, Théoréme 5.1] lorsque
p=q=2.

Plus généralement et au vu de la Conjecture 5.5 nous conjecturons le résultat
suivant.

CONJECTURE 8.6. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G* = U(p, q). Soit SWH C Sh°G avec H™ = O(p,q) plongé de maniére
standard dans G™°, 1 < p,q. Soient A et u deux partitions incluses dans p X q formant
un couple compatible. Si application

(8.7) g (sG)E — ] HL)

pr1m+
9eG(Q)

(ShH)

obtenue en composant l’application Resg et la projection sur la composante fortement
primitive de la cohomologie de SROH est non nulle alors A = 0 ou it = px q. Supposons
par exemple = p X q. Alors, Uapplication (8.7) est injective si et seulement si la

partition X est orthogonale. Son image est alors contenue dans ngG(Q) HA(ShOH)i%.

Concernant le cup-produit nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 8.7. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G = O(p,q), avec p,q = 2. Soient « et B deuzx classes de cohomologie
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appartenant respectivement a H*)(ShOG) et H) (ShOG) avec k41 < (g —2)/2 et
p+q—2(k+1) =5. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que le projeté de

gla) NB#0
dans H(F+D")(ShOG) soit non nul.

Démonstration. — D’apres le Théoreme 5.9 et la Proposition 8.2, il suffit de vérifier
que la représentation A(((k + 1)P)) est isolée dans le dual automorphe de H, mais
d’apres la Proposition 4.2 et pour k, [ vérifiant les conditions du Théoreme, on a
beaucoup plus puisque la représentation A(((k +1)P))m est en fait isolée dans le dual
unitaire de G§°. O

REMARQUES. — La encore, le Théoreme 8.7 implique le Théoreme 1.12, lorsque
p > 3. Dans le cas p = 2, il n’implique qu’une version plus faible. Le reste du Théo-
réme 1.12 est néanmoins démontré par Venkataramana [54].

Le Théoréme 8.7 est un analogue (bien que la démonstration soit complétement
différente) du Théoréme 1.11. Plus généralement et au vu du Théoréme 5.9 nous
conjecturons le résultat suivant (qui généralise la Conjecture 1.13).

CONJECTURE 8.8. — Soit G un groupe algébrique réductif, connexe et anisotrope sur
Q tel que G* = O(p,q), avec p,q = 1. Soient « et B deux classes de cohomologie
appartenant respectivement a H*") (ShOG) et HW) (ShOG). Alors, il existe un élément
g € G(Q) tel que le projeté de

gl@) AB#0
dans la partie fortement primitive de la cohomologie de Sh°G soit non nul si et seule-
ment si k +1 < q/2. Le projeté appartient alors a H*+D"(ShO@).

8.3. L’application « cup-produit avec [Sh°H] »

Concernant l'application « cup-produit avec [Sh°H] » nous commencons par dé-
montrer le résultat général suivant.

THEOREME 8.9. — Soit G un groupe algébrique réductif, conneze et anisotrope sur
Q tel que G*¢ = O(p, g+7). Soit SWH C Sh°G avec H™ = O(p, q) plongé de maniére
standard dans G™° avec p,q,7 = 1. Soit X\ une partition orthogonale dans p X q telle
que la partition (r?) s’inscrive dans le diagramme ;\/)\ Supposons :

1. que X\ vérifie la Conjecture 3.17, et

2. que A(\ + (rp))if est isolée dans le dual automorphe de G sous la condition
d=0.

Alors, Uapplication
H(Sh°H) — HM ) (SRO@),
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obtenue en composant lapplication « cup-produit avec [Sh°H] » et la projection sur
la composante H* (") (ShOG) ¢ H*(Sh°G), est injective.

Si de plus a est une classe non triviale dans H*(Sh°H), ’espace vectoriel engendré

par les translatés de Hecke de limage de o dans H (") (ShOG) est de dimension
nfinie.
Démonstration. — Soit a une classe non triviale dans H*(ShYH). La classe o est
représentée par un classe non triviale (que nous notons toujours «) définie sur un
niveau fini. On peut donc supposer qu’il existe un sous-groupe de congruence I' dans
G et un sous-espace V de dimension r dans RPTIT" tels que H™ = G et a €
HXTy\Xv), ou I'y = I' N GYF. Représentons la classe a par une forme harmonique
que nous notons y. (Nous utiliserons tout au long de la démonstration les notations
du chapitre 6.)

Notons M = I'\ X et fixons {M,, = I';,\ X} une tour d’effeuillage (fournie par le
Lemme 6.14) constituée de revétements de congruence.

Notons ¢ I'unique K-type minimal de la représentation A(A + (7)) de G et Pom’é
(m € NU {oo}) I'application obtenue en composant la projection Pj™ (sur les formes
harmoniques) par la projection sur le sous-espace d-isotypique H*(M,,)s de la coho-
mologie (éventuellement L?).

LEMME 8.10. — Soit s € C, Re(s) >> 0. Alors, la suite P(;n"SQZL(s) converge uni-
formément sur tout compact de X vers PS’O"SQM (s).

Démonstration. — Puisque par hypotheése la représentation A(X + (rp))if est isolée

dans le dual automorphe de G sous la condition d = 0, il existe un réel v strictement
positif tel que la premiére valeur propre non nulle du laplacien sur les (k + pr)-formes
fermées de M, (resp. M) engendrant le K-type § soit strictement supérieure a v.

Notons alors h, la fonction € Cy([0,+o0]) qui vaut 1 sur Uintervalle [0, %], 0 sur

)
Iintervalle [v, +-00[ et qui décroit linéairement sur [Z, A]. Puisque : ’
1. la seule valeur propre du laplacien sur les (k + pr)-formes fermées de M, (resp.
M) engendrant le K-type ¢ et strictement inférieure a v est 0,

2. Vespace des formes fermées engendrant le K-type § est fermé, et

3. les formes Q}}'(s) et ,(s) sont fermées,
la projection sur la composante d-isotypique de hy (A, )27 (s) (resp. by (Aso)$2,(s))
est égale & P(T’(SQZL(S) (resp. P00, (s)).

Or, d’apres la Proposition 6.23 et pour s € C, Re(s) >> 0, la suite h, (Ap, )7 (s)
converge vers h,(Ax )8, (s) uniformément sur les compacts. Ce qui conclut la dé-
monstration du Lemme 8.10. (|

D’apres le Théoreme 6.18, l'application p — Q,(s) (pour Re(s) >> 0) induit
I’application naturelle

H*(Cv) — Hy ™" (My)
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« cup-produit avec [Cy| ». Puisque par hypothese A vérifie la Conjecture 3.17, la
projection Pgo"sﬂu(s) doit étre non nulle (et indépendante de s, Re(s) >> 0).

On peut maintenant démontrer la premiere partie du Théoreme 8.9. L’application
HCy) — H ") (M,,) correspond en effet & I'application j Pgn’éQL”(s). Mais,
d’apres le Lemme 8.10, cette derniere converge simplement vers 1’application

HNCy) — Hy 7 (M),

injective par hypothese. Or H*(Cy ) est de dimension finie donc la convergence est uni-
forme et pour m grand, Papplication H*(Cy ) — H (") (M,,) est injective. Comme
M, est un revétement de congruence de M, la premiere partie du Théoreme 8.9 est
démontrée.

Pour démontrer la deuxieme partie du Théoreme 8.9, nous allons d’abord déduire
des faits précédents la proposition suivante.

PROPOSITION 8.11. — On se place sous les hypothéses du Théoréme 8.9. Soient s €
C, Re(s) >> 0, et u une forme harmonique représentant une classe non nulle dans
H*(Cy). Supposons Pg’éQg(s) # 0. Il existe alors un entier m > 0 et un élément v €
T tels que les formes harmoniques POWL"SQ/T(S) et 'y*Pgn’(SQ,T(s) soient linéairement
indépendantes.

Démonstration. — Nous montrons d’abord par I'absurde qu’il existe un entier m > 0
tel que la forme Fy" ’6Ql’f ne soit pas invariante sous l'action de I'. Soit m un entier

> 0. Supposons que la forme P}" ’59;7(5) soit invariante sous l'action de I". Alors,

PO (s) = [T = T | P00 (5).

Or [I" : T'),] tend vers l'infini avec m, donc P(;n"SQL”(s) tend vers 0 avec m ce qui

contredit la premiere partie du Théoreme 8.9 démontré ci-dessus. Il existe donc un
entier m > 0 et un élément v € T' tels que les formes POWL"SQIT(S) et 'y*Pgn’(SQZL(s)
soient distinctes. Puisque
8 8 0,8
DGR = Y g (R (s)) = Bt (s) £ 0,
gelm\I' gelm\I'

les formes Py" ’6QZL(S) et v*Py" "SQ;” (s) sont en fait nécessairement linéairement indé-
pendantes. Ce qui acheve la démonstration de la Proposition 8.11. O

A Paide de la Proposition 8.11, nous pouvons maintenant conclure la démonstration
du Théoreme 8.9.

Soit p une forme harmonique sur Cy représentant une classe non nulle dans
H*(Cy). Nous allons montrer par récurrence sur N > 1 qu’il existe un revétement fini
de congruence My de M et N translatés par I' de I'image de pu dans H (™) (My)
qui soient linéairement indépendants. Le Théoreme 8.9 en découle immédiatement.

Supposons qu’il existe un tel revétement My pour un certain N > 1. Notons
w1, ...,wy les N formes harmoniques indépendantes obtenues. On peut supposer que
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la forme w; est la forme harmonique associée & p (qui est une forme harmonique
sur une préimage de Cy dans My). La Proposition 8.11 implique qu’il existe un
revétement fini My 11 de My, une forme harmonique w; sur My 41 et un élément v €
m My tels que les formes harmoniques @y et v*w; soient linéairement indépendantes.
Supposons qu’il existe N + 1 réels ag, aq,...,an tels que

apw1 + 1Y 01 + asws + -+ -+ aywy = 0.
Alors en moyennant par m My 41\m1 My, on obtient :
(o1 + ag)wr + [m My : 1 My [{aows + - - - + anwy } = 0.
L’hypothese de récurrence implique donc :
ag+ar=ay=---=ay =0.
Et puisque les formes harmoniques w; et 7*@; sont linéairement indépendantes, on
obtient finalement que :
ag=a1 =0.

Enfin puisque le revétement de My 41 sur M est fini, on peut le supposer galoisien, la

forme y*@ est alors définie sur My 1. Ce qui acheve la récurrence et la démonstration
du Théoreme 8.9. O

Remarquons maintenant qu’en vertu de la Proposition 4.2 la deuxiéme hypothese
du Théoreme 8.9 est vérifiée par tout diagramme orthogonal A de poids [A| < p+q+
r—rp—3,sip,q=3etdepoids |\ < [(g+7)/2] —2r, si p=2 < g+r. Il découle par
ailleurs du Théoréme 7.1 que la premiere hypotheése du Théoreme 8.9 est vérifiée pour
tout diagramme orthogonal A de poids |A| < (¢—pr)/2—1. Le Théoreme 8.9 implique
donc le théoreme suivant qui a son tour implique immédiatement les deuxiemes points
des Théoremes 1.4 et 1.5.

THEOREME 8.12. — Supposons firée une donnée Sh°H C Sh°G avec H™ = O(p, q)
plongé de maniére standard dans G* = O(p,q + 1), avec p,q = 2. Alors, pour tout
degré k < min(p +q+r —rp — 3,(q — pr)/2 — 1), Uapplication « cup-produit avec
[ShOH] »

G
/\ : H¥(Sh°H) — H*""?(SKG)
H

est injective.

Plus généralement, et au vu de la Conjecture 3.17, nous conjecturons le résultat
suivant.

CONJECTURE 8.13. — Supposons fizée une donnée Sh°H C Sh°G avec H"™ =
O(p,q) plongé de maniére standard dans G™ = O(p,q + r). Si X est une partition
incluse dans p X q, alors l'application

HM(ShOH) — HTP(5p0@)

prim-+
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obtenue en composant lapplication « cup-produit avec [Sh°H] » et la projection sur
la composante fortement primitive de la cohomologie de Sh°G est injective si et
seulement si la partition (rP) s’inscrit dans le diagramme 5\/)\ Son image est alors
contenue dans H () (ShOG).

REMARQUE. — L’analogue de la partie de I’énoncé de la Conjecture 8.13 concernant
la composante fortement primitive devrait pouvoir étre démontré sous les hypotheses
du Théoreme 8.9. Nous nous contenterons de traiter (plus loin) le cas des symboles
modulaires.

8.4. Applications

Commengons par déduire des Théoremes 1.4 et 1.5 le corollaire suivant.

COROLLAIRE 8.14. — Soit G un groupe algébrique et anisotrope sur Q obtenu par
restriction des scalaires a partir d'un groupe orthogonal sur un corps de mombres
totalement réel et tel que G* = O(p,q) avec q = p > 2. Alors ,

HP(Sh°G) # 0.

REMARQUES. — Le Corollaire 8.14 reste vrai pour p, ¢ > 1, cela découle en particulier
du Corollaire 1.6 sur lequel nous revenons au paragraphe suivant. Ce résultat est un
Théoreme de Millson et Raghunathan qui montrent plus généralement que tous les
groupes H*(Sh°G), k = 0,...,q, sont non triviaux. Nous déduisons ici directement
le Corollaire 8.14 des Théoremes 1.4 et 1.5 pour illustrer comment ceux-ci s’appliquent
dans un cas relativement simple.

Démonstration du Corollaire 8.14. — Puisque le groupe G provient d’un groupe or-
thogonal sur un corps de nombre, il est immédiat qu’il existe une donnée ShH C
ShPG avec H"™ = O(p,q — 1). Remarquons d’abord que pour ¢ grand par rapport &
p (plus précisément pour ¢ > p + 3), les points 2. (avec k = 0) des Théoremes 1.4
et 1.5 impliquent la conclusion du Corollaire 8.14. Il nous reste a montrer comment
faire diminuer ¢, autrement dit déduire du résultat pour O(p, ¢ + 1) le résultat pour
O(p, q), pour tout ¢ = p > 2.

Mais, et toujours puisque le groupe G provient d’un groupe orthogonal sur un corps
de nombre, il existe une donnée Sh°G C Sh°G; avec G}¢ = O(p, q + 1). Remarquons
maintenant que sig > p > 3, alors p < p+(g+1)—4 et quesip = 2, alors 2 < (¢+1)—1.
On peut donc appliquer les points 1., avec k = p, des Théoréemes 1.4 et 1.5 tant que
q = p = 2. D’olt 'on déduit que si HP(Sh°G1) est non nul alors H?(Sh°G) # 0. Et le
Corollaire 8.14 découle d’un simple argument de descente. O

Les Théoremes 1.4 et 1.5 sont bien sur bien plus généraux et deviennent plus sur-
prenant lorsqu’on les applique & des classes de cohomologie plus profondes. Dans les
variétés kaehlériennes le Théoreme de Lefschetz fort implique que la multiplication
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par la forme de Kaehler propage injectivement les classes de cohomologie. De maniére
surprenante un phénomene analogue & lieu dans la cohomologie H*(Sh°O(p, q)). Ex-
plicitons par exemple ce qu’il se passe a partir d’une classe de degré p.

COROLLAIRE 8.15. — Supposons fizées des données ShYH C Sh°G avec H™ =
O(p,q—1), G* = O(p,q) et p,q = 2. Alors, pour tout k < q/4, Uapplication « cup-
produit avec [ShOH]* »

HP(SK°G) — [ HP*V(ShG)
9eG(Q)

est injective.

Le Corollaire 1.9 permet de démontrer un résultat bien plus général que le Corol-
laire 8.14 a savoir, le Corollaire 1.10 de I'Introduction. Raghunathan et Venkatara-
mana [46] montrent en effet que si G est un groupe algébrique obtenu par restriction
des scalaires & partir d'un groupe de type D,, # 36Dy et n > 2, sur un corps de
nombres totalement réel de telle maniere que G*¢ = O(p, ¢), avec 1 < p < ¢, il existe
alors un groupe G; obtenu par restriction des scalaires a partir d’un groupe unitaire
sur un corps de nombres totalement réel et tel que G3¢ = U(p,q) et Sh°G C ShG.
Mais dans [58] Wallach montre (& l'aide de la correspondance théta globale) que
HP(Sh°G4) # 0. Le Corollaire 1.9 implique donc immédiatement le Corollaire 1.10
de l'introduction.

8.5. Sur la classe de cohomologie des symboles modulaires

Concernant la classe de cohomologie des symboles modulaires, nos méthodes per-
mettent de démontrer le Théoréme suivant.

THEOREME 8.16. — Supposons fixées des données Sh°H C ShOG avec G anisotrope,
H" =0(p,q), G*=0(p,q+r) et p,q > 2. Supposonsq>r+2etp+q—r > 5.
Alors, la classe de [ShPH| est non triviale dans H*(Sh°G). Plus précisément, la
projection de [Sh°H| dans la composante fortement primitive de la cohomologie de
ShOG est non triviale et appartient @ H")(ShOG).

Démonstration. — Le Corollaire 3.16 implique I’hypothese 1. du Théoreme 8.9 pour
la partition nulle. La Proposition 4.2 implique que sous les conditions ¢ > r + 2 et
p+q—r =5, Phypothése 2. du Théoréme 8.9 est vérifiée par la partition nulle. Le
Théoreme 8.9 implique alors que la projection de [Sh®H] dans H")(Sh°G) est non
triviale. Ce qui implique le premier point du Théoreme 8.16. La trivialité de la pro-
jection de [Sh?H] dans les autre composantes fortement primitives de la cohomologie
de Sh°G, provient de ce que parmi les représentations cohomologiques appartenant a
la série discrete de G™°/H™ (qui sont connues, cf. § 3.6), A((r?)) est la seule de degré
fortement primitif pr. O
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REMARQUE. — Dans ce cas on peut également obtenir des résultats sur la com-
posante non fortement primitive de la cohomologie de [Sh°H] : la projection de la
classe [ShOH] dans HP"(A()\) : ShYG) est triviale pour toute partition non nulle
A C [p/2] x (g + 7). Cela découle en effet d'un criteére [33, Theorem 2.8] de Kobayashi
et Oda, et du Théoreme 5.13.

Enfin, remarquons que le Corollaire 4.6, la Proposition 4.9 et la démonstration du
Théoreme 8.16 impliquent le Corollaire 1.6 de I'Introduction,

Dans le cas unitaire, I’analogue du premier point du Théoreme 8.16 est bien str
immédiat (puisque les symboles modulaires sont alors des sous-variétés complexes
d’une variété kaehlérienne). Il n’est néanmoins pas clair que la classe de cohomologie
d’un symbole modulaire ne se projette pas trivialement sur la composante fortement
primitive (ou méme non triviale) de la cohomologie. Le théoréme suivant se démontre
exactement de la méme maniere que dans le cas orthogonal.

THEOREME 8.17. — Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec G anisotrope,
H™ =U(p,q), G =U(p,q+7) et p,q = 2. Supposons q > r + 2. Alors, la projection
de [ShOH| dans la composante fortement primitive de la cohomologie de Sh°G est non
triviale et appartient o H")-(4")(ShO@).

REMARQUE. — Dans ce cas le critéere de Kobayashi et Oda montre (d’apres le Théo-
réme 5.12) que la projection de [Sh°H| dans H?P"(A(\, i) : Sh°G) est triviale pour
tout couple (A, 1) # (0,p x (¢+7)) de partitions telles que deux éléments de A et ji ne
soient jamais alignés. On retrouve en particulier que la classe de cohomologie [Sh H]
n’a pas de composante holomorphe.
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CHAPITRE 9

GENERALISATIONS ET PERSPECTIVES

9.1. Généralisations

Les résultats du chapitre précédent se généralisent de facon assez naturelle dans
deux directions : (1) lorsque les systémes de coefficients (de la cohomologie) sont non
triviaux, et (2) lorsque les groupes sont isotropes.

Le cas (1) est relativement immédiat. Soit E une représentation de dimension
finie de G. La représentation E définit un systeme local £ sur tous les quotients
I\ X¢ considérés dans cet article. Supposons pour simplifier E irréductible. Toujours
d’apres la théorie de Vogan et Zuckerman, I’algebre graduée H*(ShYG,E) peut étre
décomposée selon des représentations A, (E) associées aux sous-algebres paraboliques
de g (voir [57]). Les résultats des chapitres précédents se traduisent alors mot a
mot. Dans le cas de 'application « cup-produit avec [ShYH] » il faut quand méme
penser a tordre la classe fondamentale [ShYH]. Plus précisément et en se plagant
a un niveau fini I', on considére toujours la sous-variété (I' N H)\ Xy — I'\Xg,
que P'on note Cf. 11 s’agit alors de construire une section s du fibré 5|C§;. Ceci
est fait par Tong et Wang dans [53], dont on peut également extraire (comme au
§3.4) la construction de la classe duale & (CH,s) dans HSS~ % (I'\ X, E). La reste
se généralise immédiatement. Notons méme que concernant les symboles modulaires
les démonstrations se simplifient dans nombre de cas ou la forme duale construite
par Tong et Wang est L'. On peut en effet alors former directement une série de
Poincaré convergente (sans avoir recours a un poids et donc au parametre s du § 5.6)
et se passer de 'hypothese 2. dans le Théoreme 8.9. Ceci explique les constructions
par Tong et Wang de classes de cohomologie non triviales (pour des systémes de
coefficients non triviaux). Nous avons préféré négliger ici les systémes de coeflicients,
ils nous paraissent en effet un peu hors sujet en ce qui concerne les propriétés de
Lefschetz.

Le cas (2) est plus délicat et tres intéressant. Considérons donc maintenant un
groupe G isotrope sur Q. La cohomologie de Sh'G n’est plus naturellement reliée &
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la théorie des représentations, il n’y a plus de décomposition de Hodge ou de Vogan-
Zuckerman. Il est dans ce contexte plus naturel de considérer la cohomologie L2,
H3(Sh°G), ou encore la cohomologie cuspidale H7, (Sh?G). L'espace H(,,(Sh°G)
est un sous-espace de H*(Sh°G) comme de Hj(Sh°G), celui des classes représentées
par des formes cuspidales (qui sont bornées et donc L?). Les théories de Matsushima et
de Vogan-Zuckerman s’appliquent & I'espace Hj (ShYG). Le sous-espace Hop (S hG)
hérite alors de la décomposition de Vogan-Zuckerman.

Commencgons par considérer I'application de restriction stable de G a H et adop-
tons les notations du §8.1. Soit donc w, € HE(m : T'). Remarquons que d’apres le
Lemme 3.10 la forme harmonique w,, est bornée sur I'\ X¢. La restriction de la forme
wy, via les applications j, (¢ € G(Q)), aux sous-variétés (HNg 'T'g)\ X g sont bornées
et donc dans L2. L’application

Res§ ; : H3(Sh°G) — ] H;(Sh°H)
9eG(Q)
est bien définie. Si de plus w, € HZE (7 : T), Clozel et Venkataramana [12,
Lemma 2.9] montrent que la forme Jgwe est rapidement décroissante le long
de (H N g7 'Tg)\Xy. Limage de Resg’: 1 (Hzye, (ShPG)) est-elle contenue dans
HgEG(Q) Hc*usp(ShOH) ?

La question de l'injectivité de Resg g est donc bien posée. Les techniques de [3]
ne se généralisent pas au cas isotrope (non-compact), le Théoréme 3.1 avec Resg
remplacé par Resg’: y est ouvert. Suivons donc la méme approche (& savoir la dé-
monstration du Théoréme 8.3) pour les groupes orthogonaux et unitaires dans le cas
isotrope. La seule étape de la démonstration du Théoreme 8.3 qui utilise 'hypothese G
anisotrope sur Q est la Proposition 8.1, c’est a dire de [2, Proposition 3.2]. Comme le
remarquent Harris et Li dans [24] la démonstration de la Proposition 8.1 reste valable
dans le cas isotrope a condition de vérifier que chaque forme f dans I'image de ¢ est
uniformément continue (cf. la note de bas page no. 12 pour une remarque analogue).
Mais ceci (et méme f uniformément Holder) peut étre déduit du Lemme 3.10 en uti-
lisant une « inégalité de Harnak » comme dans [51, Proposition 9.4 (Chapitre 14)].
(Le cas cuspidal est évidemment plus facile & traiter puisque les formes Jgwy sont
rapidement décroissantes le long de (H N g~ 'Tg)\Xg.)

La démonstration du Théoréme 8.3 implique alors les théoréemes suivants dans le
cas isotrope.

THEOREME 9.1. — Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q tel que
G = O(p, q). Soit ShH C Sh°G avec H* = O(p,q—r) plongé de maniére standard
dans G™° avec p,q > 2. Soit i un entier < (¢ —r —2)/2 tel quep+qg—1—2i > 5.
Alors, Uapplication
HY(Sh0G) — I H3. prims (SH°H)
9€G(Q)
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obtenue en composant 'application Resg’: o et la projection sur la composante forte-
ment primitive de la cohomologie L? de Sh°H est injective. Son image est contenue

dans [ e = (SKOH).

THEOREME 9.2. — Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q tel que
G = U(p,q). Soit ShH C Sh°G avec H™ = U(p,q—r) plongé de maniére standard
dans G™° avec p,q > 2. Soient i et j deuz entiers naturels de sommei+j < q—r—2.
Alors, Uapplication
Héip)’((q_j)p)(ShoG) . H ]-7[2*7 prim+(Sh0H)
9€G(Q)
obtenue en composant application Resg': o et la projection sur la composante forte-

ment primitive de la cohomologie L? de SROH est injective. Son image est contenue
dans ngG(Q) H2(’L ), ((g—r—j) )(ShOH)

REMARQUE. — Dans le cas unitaire, et en ce qui concerne la cohomologie holomorphe
I’application Resg': g7 est bien comprise, d’apres les travaux de Clozel et Venkatara-
mana [12].

Concernant la restriction des groupes unitaires vers les groupes orthogonaux nous
obtenons de la méme maniere le résultat suivant.

THEOREME 9.3. — Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q tel que
G"¢ = U(p,q). Soit Sh°H C Sh°G avec H™ = O(p,q) plongé de maniére standard
dans G™° avec p,q > 2. Soit i un entier < (¢ — 2)/2 tel que p+ q — 2i > 5. Alors,
Uapplication
9€G(Q)

obtenue en composant 'application Resg g et la projection sur la composante forte-
ment primitive de la cohomologie L? de Sh°H est injective. Son image est contenue
dans T]yeqq Hy(ShOH).

REMARQUE. — Le Théoreme 9.3 (et sa démonstration) implique(nt), comme annon-
cée dans I'Introduction, que le Corollaire 1.10 reste vrai dans le cas isotrope avec la
méme démonstration.

Concernant le cup-produit nous obtenons de manieére analogue les résultats sui-
vants.

THEOREME 9.4. — Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q tel que
G™ = O(p,q), avec p,q > 2. Soient a et (3 deux classes de cohomologie L? ap-
partenant respectivement a HQ(kp)(ShOG) et Hz(lp)(ShOG) avec k+1 < (q—2)/2 et
p+q—2(k+1) = 5. Il existe alors un élément g € G(Q) tel que le projeté de

gl@) AB#0
dans HQ((kH)p)(ShOG) soit non nul.
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THEOREME 9.5. — Soit G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q tel que
G = U(p,q), avec p,q > 2. Soient « et 3 deus classes de cohomologie L? appartenant
respectivement Héip)’(q_j)p (ShOG) et Hékp)’(q_l)p (ShOG) aveci+j+k+1<q—2.
Il existe alors un élément g € G(Q) tel que le projeté de

gl)NB#0
dans HQ((iJrk)p)’((q*j*l)p)(ShOG) soit non nul.

Considérons maintenant 'application « cup-produit avec [ShYH] ». La seule étape
de la démonstration du Théoreme 8.9 qui utilise de maniére essentielle le fait que G
est anisotrope est la démonstration du Théoreme 7.1. La généralisation de ce résultat
au cas isotrope semble nécessiter des idées nouvelles ou a tout le moins une description
plus fine de la géométrie a I'infini de My, o A est un réseau non cocompact de H.
Néanmoins il est facile de vérifier que la non isotropie de G n’est pas nécessaire dans
les démonstrations des Corollaires 3.14 et 3.17, ni dans dans le § 6.6 (la construction
de Wang est valable pour I'y\ Xy de volume fini). On peut donc au moins appliquer
notre méthode aux symboles modulaires pour obtenir les Théorémes suivants.

THEOREME 9.6. — Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H™ = O(p, q),
G =0(p,q+7r) et p,q = 2. Supposonsq>r+2et p+q—r >5. Alors, la classe
[ShOH] est non triviale dans H;(Sh°G). Plus précisément, la projection de [ShOH]
dans la composante fortement primitive de la cohomologie L? de Sh°G est non triviale
et appartient @ HQ(TP)(ShOG).

THEOREME 9.7. — Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H™ = U (p, q),
G" =Ul(p,q+7) et p,q = 2. Supposons q >+ 2. Alors, la classe [ShPH] est non
triviale dans Hj(Sh°G). Plus précisément, la projection de [Sh°H] dans la compo-
sante fortement primitive de la cohomologie L* de Sh°G est non triviale et appartient
a HY 9 (5n0G).

Dans un preprint récent [50], Speh et Venkataramana démontrent que si Sh°H C
ShOG avec H™ = U(1,q), G* = U(l,q+r) et r = 1 ou 2, alors la classe [Sh°H]|
est non triviale dans H*(Sh°G) et engendre sous 1’action des opérateurs de Hecke un
espace de dimension infinie. Ils montrent en fait la non trivialité de la projection de la
classe [Sh? H] dans la cohomologie triviale. De maniére complémentaire notre méthode
permet de démontrer (au moins lorsque r = 1) la non trivialité de la projection de
[ShPH] dans la cohomologie fortement primitive. Nous montrons plus précisément le
théoreme suivant.

THEOREME 9.8. — Supposons fizées des données Sh°H C Sh°G avec H™ = O(1, q)
(resp. = U(1,q)), G* = O(1,q+1) (resp. U(1l,q+1)) et ¢ = 2 (resp. ¢ = 1). Alors, la
projection de la classe [Sh®H| dans la composante fortement primitive de H; (Sh°G)
est non triviale et le sous-espace engendré par ses translatés de Hecke est de dimension
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infinie. En particulier, la classe [Sh°H] est non triviale dans H*(Sh°G) et engendre
sous l'action des opérateurs de Hecke un espace de dimension infinie.

Démonstration. — La démonstration est identique a celles des Théoremes 9.6 et 9.7,
sauf que l'on ne peut plus appliquer les Propositions 4.2 et 4.1. Celles-ci peuvent
néanmoins étre respectivement remplacées par les Propositions 4.9 et 4.10. L’assertion
sur les translatés de Hecke découle de la démonstration du Théoreéme 8.9. On passe
finalement de la cohomologie L? & la cohomologie usuelle & I’aide d'un Théoréme de
Zucker [62]. O

9.2. Perspectives

Il n’y a évidemment aucune raison autre que technique pour restreindre 1’étude
des propriétés de Lefschetz automorphes au cas des groupes unitaires ou orthogo-
naux. Concluons alors cet article par deux conjectures (peut-étre un peu optimistes
et ambitieuses) qui décrivent les propriétés de Lefschetz automorphes auxquelles on
s’attend pour des groupes généraux.

La premiere conjecture concerne ’application de restriction stable. Elle est motivée
par les Théoremes 3.1 et 8.3, l'article [3] et (surtout) par un résultat général de
Venkataramana [54, Theorem 6] dans le cas hermitien. Nous avons besoin de quelques
préliminaires pour énoncer cette conjecture.

Considérons G un groupe algébrique réductif et connexe sur Q, presque simple sur
Q modulo son centre. Nous supposons de plus que que le groupe G(R) de ses points
réels est semi-simple et non compact modulo un centre compact. Soit H C G un
sous-groupe réductif connexe défini sur Q dont le groupe H(R) intersecte un compact
maximal K de G(R) selon un sous-groupe compact maximal de H(R). Soient g = ¢®p
la décomposition de Cartan du complexifié de 'algebre de Lie de G(R) et ¢y @ py la
décomposition correspondante pour H. Notons s le supplémentaire orthogonal (pour
la forme de Killing) de h dans g. Soit maintenant 7" C K un tore maximal, to = Lie(T")
et t = to ® C. Fixons AT (€,t) un systéme positif de racines dans A(, t). Posons alors

dimc(sNp)

(9.1) er= [\ (snp)

et considérons Vi le plus petit sous-espace K-stable de A p (cet espace n’est en général
par irréductible).

Etant donné un élément X € ity tel que a(X) > 0 pour toute racine oo € AT (),
on pose

a=q(X)=16u [=g% u= Da(x)>08a-
L’algebre g est une sous-algebre parabolique 6-stable de g. Notons E(G, L) le sous-
espace de A p engendré par les translatés par K du sous-espace A(p N[) et toujours
R =dim(unp).
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CONJECTURE 9.9. — L’application
H(Aq: Sh°G) — [[ HF prims (SH°H)
9eG(Q)
obtenue en composant [’application Resg i et la projection sur la composante for-
tement primitive de la cohomologie L? de Sh°H est injective si et seulement si

lintersection
VuNE(G,L) #0.

Considérons maintenant une sous-algebre parabolique 6-stable de b, que nous no-
tons toujours q. La sous-algebre [ de b définit bien évidemment une sous-algebre de g.
On peut donc toujours parler de E(G, L).

CONJECTURE 9.10. — La projection de la classe [Sh®H] dans la cohomologie L? for-
tement primitive Hj prim+(ShOG) est non nulle si et seulement si

rang(G/H) = rang(K/(K N H)).
Dans ce cas, Uapplication

HF(Ay: SWOH) — HETL  (SKhOG)

2, prim+
obtenue en composant Uapplication « cup-produit avec [ShOH] » et la projection sur
la composante fortement primitive de la cohomologie L? de Sh°G est injective si et
seulement si l’intersection
Va NE(G,L) #0.

REMARQUES. — Il n’est méme pas évident que les Conjectures 9.9 et 9.10 impliquent
les résultats et conjectures énoncés plus haut dans le cas des groupes unitaires et ortho-
gonaux. Cela semble néanmoins raisonnable au vu de [3]. Enfin on peut évidemment
formuler une conjecture générale analogue concernant I’application de cup-produit.
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