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MULTIPLICITÉ UN POUR LES
ESPACES SYMÉTRIQUES EXPONENTIELS

YVES BENOIST ( * )

Résumé :
On donne une condition suffisante de non multiplicité pour

certaines représentations cycliques liées à des espaces symétriques.
On en déduit que si ( G , H ) est un espace symétrique exponentiel la
représentation Ind'd) est sans multiplicité.

A sufficient non multiplicity condition is given for certain
cyclic représentations which are related to symmetric spaces. In
particular, it is proved that if ( G , H ) is an exponential symmetricftspace thé induced représentation Indu(l) has no multiplicity.
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ESPACES SYMÉTRIQUES EXPONENTIELS

INTRODUCTION :

Soient G un groupe de Lie connexe, o une involution de G , H
l'ensemble des points fixes de o , H sa composante neutre et K un
sous-groupe de G tel que H c K c H. Un couple ( G , K ) est appelé un
espace symétrique. Il est connu que, dans les deux cas suivants :

i ) ( G , K ) espace symétrique riemannien ( i . e . Ad K compact)
ii) (G^ x G . , A ) où A est la diagonale de G. x Ĝ  ( c f . [Ma 13

§ . 5 ) ,
la représentation du groupe G dans l'espace L (G/K) est sans multipli-
cité ( i . e . le commutant de cette représentation est commutatif).

Nous nous plaçons dans le cadre des groupes de Lie résolubles.
Nous montrons que ce résultat est encore vrai si G -a une algèbre de
Lie exponentielle (corol. 3 • 2 . 1 ) , mais peut être mis en défaut pour
un groupe résoluble quelconque (exemple 5 . 5 . 2 ) .

Voici la méthode suivie : nous montrons tout d'abord une éga-
lité du type G = HP "décomposition de Cartan" où P = { g e G/g"1 = g ° )
(prop. 2 . 1 ) . Nous associons ensuite à chaque élément du commutant une
fonction généralisée sur G (l'idée d'une telle association est due à
F. Bruhat : [Br] Chap. 6 ) . Cette dernière est "H-semibiinvariante".
Nous montrons auparavant une propriété des fonctions généralisées
"H-semibiinvariantes" (prop. 2 . 5 ) . Ceci nous permet de montrer q ' j ' u n
automorphisme et un antiautomorphisme du commutant coïncident
( t h . 5 . 1 ) .

En outre, nous précisons la désintégration de cette représen-
tation sur G : les représentations unitaires irréductibles qui y in-
terviennent vérifient î = ir0 ( t h . ^ . 1 . 2 ) . Nous interprétons ceci en
termes de méthode des orbites ( t h . ^ . 5 . 2 ) . Nous terminons par une
propriété de ces représentations irréductibles (corol. ^ . ^ . 2 ) liée à
notre problème par une dualité de Frobenius.

Nous donnons à nos résultats une certaine généralité de façon
à retrouver le cas ( G . x G ^ . A ) ainsi que quelques autres. Ceci a ten-
dance à alourdir les énoncés, mais n'entraîne aucune modification
essentielle dans les démonstrations. On peut donc, en première lectu-
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re, supposer que G est un groupe exponentiel et que la représentation
dont on cherche la désintégration est la représentation de G dans
L^G/H) .

Ces résultats sont annoncés dans CB2] , et développés dans la
première partie de CBl] où les exemples sont traités de façon plus
détaillée.

I. GÉNÉRALITÉS, RAPPELS :

1 . 1 . N$^a^2ns

1.1.1 Soit M une variété (paracompacte), on note l$(M) (resp.
^ ( M ) ) l'espace des fonctions continues (resp. de classe C00) de M à
valeurs dans C, et ^<(M) ( r e s p . ^ ( M ) ) le sous-espace de é(M) (resp.
^(M)) formé des fonctions à support compact. On note ^(M) 1 espace
des densités C" sur M etVlf°W le sous-espace des densités C00 à sup-
port compact. On munit ces ensembles de leur topologie usuelle.

Soient M et N deux variétés, 4> et ^ des éléments de € ( M ) et
^ ( N ) . On note 4> • ^ 1 élément de €(M x N ) donné par, pour ( m , n ) dans
M x N, (4> » ^ ) ( m , n ) = < ( > ( m ) ^ ( n ) . De même, si f et g sont des difféo-
morphismes de M et N, on note f ® g le difféomorphisme de M x N don-
né par, pour (m,n ) dans M x N (f a g ) ( m , n ) = ( f ( m ) , g ( n ) ) . On notera
souvent de la même façon une fonction et sa restriction à un sous-
ensemble.

S o i t « ^ ' ( M ) ^espace des distributions sur M et ^ ' (M) l'espace
des distributions à support compact. Soient Ç dansai ( M ) et 0 dans

a^(M), on note ( Ç , 4 > ) ou ( ç ( x ) , ^ ( x ) ) , avec une lettre muette (notation
abusive), limage de ^ par ç . La distribution conjuguée de Ç est
notée Ç. On a donc, par définition ( Ç , î ) = ( Ç , 4 > ) . S o i t ^ ( M ) l 'espace
des fonctions généralisées sur M ( i . e . le dual de^^M)) ; pour T
dans T(M) et \i dans^^M), on note de même ( T , y ) ou ( T ( x ) , y ( x ) )
l'image de y par T et T la fonction généralisée conjuguée de T.
Soit f un difféomorphisme de M, on note t ^ ( Ç ) la distribution image
de ç par f : ^ 4> € < ? ( M ) ( f ^ ( Ç ) , 4 > ) = ( Ç . 4 > o f ) ; et on note T o f la
fonction çénéralisée image réciproque de T par f : Vu e ^(M)
(T o f , p ) = (T,f ( y ) ) .
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1.1.2 Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie CL, pour tout
élément g de G, en note X ( g ) , p (g ) , v (g ) et J les difféomorphismes de
G donnés, pour x dans G, par : À ( g ) x = gx, p ( g ) x = xg~1,
Y ( g ) x = gxg"1 et J (x ) s x'1.
Notons exp l'application exponentielle de 4 dans G et m la multiplica-
tion de G.

Une algèbre de Lie CL est dite exponentielle si pour tout X
dans û/ , le nombre complexe i = /^T n'est pas valeur propre de ad X.
Celle-ci est alors résoluble. Un groupe de Lie est dit exponentiel
s'il est connexe., simplement connexe et si son algèbre de Lie A est
exponentielle. Il est équivalent de dire que l'application exponen-
tielle est un difféomorphisme de CL sur G.

Soit o un automorphisme de G, on note encore o l'automorphisme
de ^dérivé de a . Pour X dans ^ (resp. g dans G), on notera parfois
X0 (resp. g°) l'image de X (resp. g) par o . On dit que a est une
involution s'il vérifie a = 1. On note alors H ou G l'ensemble deso
points fixes de cette involution :

H = G = {g e G/g0 = g} , on note aussi
P = {g € G/g0 = g"1} , -^ = {X € 0/X0 = X} et
P = (X e CL/X° = -X} . Soit p la projection canonique de G

sur G/H et exp l'application de p dans G/H donnée par :

V x c p exp X = p(exp X ) .

On a l'égalité 4^ P = Ï et les inclusions :

[^^] c ^ ,C^p] c ^ et Cp,p3 r ^ .

1 . 1 . 5 Soient "}t un Hilbert (séparable) et II une représenta-
tion (continue) de G d'espace V.. On note "}t le Hilbert conjugué de ̂ ,
îi la représentation conjuguée de n et n° la représentation n o o.
Rappelons que l'on appelle commutant de la représentation n l'ensem-
ble

< ( n ) = { A € o S c H ) / ^ g €G J I ( g ) A = A n ( g ) } .

Le commutant ^(n) est une algèbre de Von Neumann. La représentation
II est dite sans multiplicité si et seulement si ^ (11) est commutatif.
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1 * ^ ' yêsSê^rê ^ sî ^* âlyQê-sêEFêêêsSâîï0" :

1.2 .1 Soit G un groupe de Lie et n : G -*• UCX) une représenta-
tion unitaire de G dans un Hilbert *K- • On note V l'espace des vec-
teurs C" de la représentation II :H90 = (v c X/l Application de G dans
'H ; g •*• Iî(g).v est C") muni de sa topologie habituelle et Ït"00

l'antidual de'M00 (i.e. l'espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de X00 dans C) muni de la topologie de dual fort. Ces espa-
ces sont réflexifs ; l'antidual de TC" s'identifie à X00 ; soient a
dans X"00 et b dans % œ . On note <a,b> limage de b par a ; on a
<a,b> = <b»a>. L'espace TC6 est dense dans Tt et 'St est dense dans 1t OD.

Pour g dans G, A dans '6(11) et p dans /1^.(G) les opérateurs
n(s )> A» Iî(p) laissent stable y (on note n (g), A et n (p) les
restrictions) et se prolongent de façon unique en des opérateurs
continus de "H"" notés II^(g)> A_^ et Iî^^(p) ; nous oterons parfois
les indices ±» (c.f . [Ça]) .

1 . 2 . 2 Soit L un sous-groupe fermé de G, pp une mesure de Haar
sur G, Ap et AT les fonctions modules de G et L. On note x le carac-
tère de L donné par, pour 1 dans L :

A.(l)
^^i^n-

/•<
Soit c un caractère unitaire de L, la représentation n = Indr(c) :
"induite de L à G du caractère c" se réalise naturellement dans le
quotient L (G/L,c) de l'espace des fonctions mesurables f de G dans Œ
telles que :

Jl
i) \/g e G Vl c L f(gl) = ) ( (1)2 c(l)'1 f (g)

ii) ^,. | f [ 2 dp/, r < °° (c . f . [Be] pour la définition de
j u/ l-i LJ , Li

cette intégrale) par le sous-espace des fonctions pp - presque par-
2 2tout nulles ; si c = 1, on note L (G/L) pour L ( G / L , 1 ) . L'action de G

est donnée par Vg,x e G ( n (g ) f ( x ) = fCg^x) (c . f . [Be ] Chap V 2 . 2 ) .

La description des vecteurs C°° des représentations induites
est due à N. S. Poulsen. Celle-ci prouve en particulier que
(L (G/L,c))°° est inclus dans ^fe(G) ; cette inclusion est une applica-
tion continue (c. f . [Pô] th. 5 .1 ou [Ça] th. 5 . 1 ) .
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1.2.5 Soit n une représentation unitaire de G. On dit qu'un
élément a de'X-00 est cyclique, s'il n'existe pas d'éléments non nuls
v de y tels que, pour tout g dans G, on ait <a ,n (g )v> = 0. Un tel
couple (II.a) est appelé une représentation cyclique (généralisée).
On dit que deux représentations cycliques (n ,a ) et ( H ' , a ' ) sont
projectivement équivalentes, s'il existe un isomorphisme U qui entre-
lace n et n ' et tel que U^(a) = Xa ' avec \ dans Œ*, et équivalentes
si on peut choisir À = 1.

ExemB^e^ : Soient L un sous-groupe de Lie de G, c un caractè-
re unitaire de L et n = lnd,.(c). On sait que 'X00 est inclus dans '&(G)
(cf . 1.2.2) , dont l'application 6 : 'X00 - Œ donnée par 6 ( f ) = ÎTe7
est un élément d e ^ " ; cet élément est cyclique : en effet, soit f
dans X08 tel que, pour tout g dans G, on ait < ô , I ï ( g ) f > = 0, alors
f(g"1) = 0 et f = 0. Le couple ( n » ô ) est une représentation cyclique.

ëïÊSPElê-S : îent TT une représentation unitaire irréductible
de G et a un vecteur non nul de A° ° , alors le couple ( ïT,a) est une

TT
représentation cyclique : en effet, soit v non nul dansT£~00 , l'en-
semble { T r ( g ) v / g e G} est un sous-ensemble G-invariant de TC° total
dans Tt ; il est donc total dans "K" (c f . [Pô] Corol. 5 . ^ ) .

TT TT

1.5 . Cgeff^c^en^s^des^jeEfêSÊDÊâÈiSQê :

1.5.1 Soient G un groupe de Lie et TT une représentation uni-
taire de G dans un Hilbert H .

TT

Définition : A tout couple (a,b) d'éléments de "XT00, on associe
'——" TT

une fonction généralisée sur G, appelée coefficient de TT en (a,b),
notée T^ ^ et définie par V y c ^(G) (T^ ^,y) = <ïr(u)a,b> .

Rappelons que l'application : (p,a,b) ^ <Tr (v )a ,b> est bien
définie de ^"(G) x "ft"00 x TC90 dans Œ car •ffd.Oa est dans'K00; elle est

C TT TT TT
séparément continue par rapport à p, a et b ; le coefficient T71 .a,D
dépend linéairement de a et antilinéairement de b.

Lemme 1 . 5 . 1 : Avec les notations précédentes ainsi que celles
de 1 .1 , soient a et b dansX"" et o une involution de G ; on a, pour
g dans G



Y. BENOIST

a) T^ o X(g-1) = T^(^

b) T^ o p(g-1) - T^^

c) ^.b ° J = ^.a

d) ^.b 0 ° s ^b

Démonstration : Comme 1 application : ( u » a » b ) -»• < 7 r ( u ) a » b > est
séparément continue et que^est dense dansy", il suffit de vérifier
ces égalités pour a et b dans "j^. Dans ce cas, les fonctions généra-
lisées sont de "vraies" fonctions et les égalités sont claires.

1.5 .2 Dans le cas de représentations unitaires irréductibles
d*un groupe compact, les coefficients vérifient les relations d^rtho-
gonalité de Schur. Voici un résultat qui permet, dans certains cas,de
suppléer à l*absence de telles relations pour un groupe de Lie quel-
conque.

Lemme 1.3.2 : Soient G un groupe de Lie, TT et ÎT * deux représen-
tations unitaires irréductibles de G, a et b deux éléments de H^et
a* et b * deux éléments ûe^V. w;

a) Si les coefficients T^ . et T^ sont égaux, alors
' a* b T

TT est équivalente à TT ' . '

b ) Dans ce cas, si U est une équivalence unitaire entre
TT et T T ' (en particulier, UfÏT) ^".et U se prolonge en un isomor-

phisme U_ de K,"'00 dans^ît"") alors il existe un nombre complexe X non
nul tel que U^(a) = î a* et U _ ^ ( b ) = À^b ' .

Démonstration : Comme a et b sont non nuls, on peut trouver y ^
et pp dans^ÇG) tels que c = 7 r ( u . . ) a et d = 7 r ( u ^ ) b soient tous deux
non nuls. Notons alors c * = i r^u-Ja* et d * = ^ ( p ^ b * . On a alors
T71 , = T7^ ,. ; en ef fe t , pour p dans ^^ (G) ,

(T71 y ) = < 7 T ( u ) T T ( U ^ ) a , T T ( p ^ ) b > = < - i ï ( u ^ * U * U ^ ) â , b >

ce qui, par un calcul analogue égale (T71 . , , y ) . Mais c et d sont dans
7( et c ' et d ' sont dans ^ , ; T71 , et ' T^ ,, s ' identif ient à
• 7 T T T C , a C , u

des fonctions continues sur G ;
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donc on a, pour tout g dans G <-iï(g)c,d> = <v9(g)c*,d'> .

Considérons alors la somme directe -ff • ir' , représentation de
G d'espace ^^ îr" Si ir et v 9 ne sont pas équivalentes, le commu-
tant ^(ïr « ir') est de dimension 2 : une base en est donnée par les
projecteurs orthogonaux sur H et ^- ,. Donc l'algèbre de Von Neumann
engendrée par (ir « IT'XG) est o? (l ) • rfC^ ,). Or, pour tout g dans G,

1T TT
on a légalité

<(Tr • î r ' ) ( g ) ( c « (-e'n.d • d'> = 0

Cette égalité reste vraie sur l'algèbre de Von Neumann engendrée par
(TT « T T ' ) ( G ) ([Dil] Chap. 1 §5 Corol. 1 p. ^) ; donc, pour A dans

û/Cît^) et B dans ^Cff^.), on a <(A •B)(c « ( - c * ) ) , d • d'> = 0 soit :

< A ( c ) , d > = < B ( c t ) , d ' >

ce qui mène à une contradiction si on choisit A tel que A (c ) = d et
B tel que B (c ' ) = 0. Donc TT et ir* sont équivalentes.

b) Quitte à remplacer a par U^(a) et b par U^(b), on se ramè-
ne au cas où TT = T T ' . Choisissons encore c = 7r(p<)a et d = •îr(up)b non
nuls ; on a, pour tout g dans G <ir(g)c,d> = <-»r(g)c • ,d*> . Or l'algè-
bre de Von Neumann engendrée par TT(G) es t ^CJP) . Comme en a), léga-
lité se prolonge à X(K.) et on a pour tout A dans SW )
<Ac,d> = < A c t , d l > . Si c ' n'est pas colinéaire à c, on peut choisir A
de sorte que Ac = d et A c T = 0 ; ceci mène à une contradiction.
Donc il existe À dans Œ* tel que c * = î~ c et d* = -Ad .

Supposons que l'on ait a i la1, soit alors v * dans.^^G) tel
que, d'une part -ndj ' îa i 0, et d'autre part -ff(p. ) (a-îa') f- 0. Le rai-
sonnement précédent prouve qu'il existe À ' dans ffi tel que
TiÇy ' )a = Ï ' T r ( u ' ) a ' et T r (p? )b ' = X ' T r ( y ? ) b . Cette dernière égalité,
comparée à d ' = Ad et d t 0, donne À ' = À d 'où T r ( v ' ) ( a - À a ' ) = 0.

- -1Contradiction. Donc a = Àa ' et de même b = À b ' .
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II. FONCTIONS GÉNÉRALISÉES L'SEMIBlINVARIANTES :

2 . 1 . InYO^u^ons_dans^un_grouge^exgonen^e;L

Voici un résultat tout à fait analogue à la décomposition de
Cartan des groupes de Lie semi-simples.

Proposition 2 . 1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel d*algè-
bre de Lie /! muni d'une involution o , alors

1) l'application exponentielle est un difféomorphisme de ̂
sur H ;

2 ) l'application exponentielle est un difféomorphisme de p
sur P ;

5) la multiplication m est un difféomorphisme de H x p sur G.

Dérr.onstration :
1) et 2 ) :
L'égalité o o exp = exp o o donne immédiatement les in-

clusions exp(^) c H et ex p ( p ' ) c P. Réciproquement, si g est dans H
(resp. P ) , on peut trouver X dans il/tel que exp X = g et l'égalité
g° = g (resp. g° = g " 1 ) se réécrit expÇX0) = exp(X)
(resp. exp(X ) = e x p ( - X ) ) . Par injectivité de l'application exponen-
tielle, on en déduit X e I/ (resp. X e p ) . Donc e x p ( f ; . ) = H et
exp(p) = P. L'application exponentielle est un difféomorphisme de .j
sur G, donc par restriction, exp est un difféomorphisme de <', ( resp.^ )
sur H (resp. P ) .

5) :
L'application X -^ 2X de c dans î  est bijective ; donc

2l'application C de P sur P donnée par C ( p ) = p est un difféomorphis-

Si g dans G s'écrit g = hp avec h dans H et p dans P,
on a nécessairement p = (g0)"^ donc p = C'^ 'Ç (g° ̂ g) et h = gp~1.
Donc m est injective.

Réciproquement, soit g dans G, il est clair que (g°) g
est .dans P. Posons alors p '£ •'C~1 { { g ° )~ g) et h = gp ; p est dans P
et h'est dans H, en effet :

10
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Mh0)"1 = gp^tg0)-1 = g^g0)-^)-^0)-1 = e.

On a g = hp. Donc m est surjective.

Les formules donnant m et m"
phisme.

Les formules donnant m et m" sont C00 donc m est un difféomor-

Remarques : On montrerait de même que la multiplication m est
un difféomorphisme de P x H sur G.

On en déduit que (lorsque G est exponentiel) 1 application exp
est un difféomorphisme de ^ sur G/H.

2 . 2 . Exemg^es

La proposition 2 . 1 peut être mise en défaut si on ne suppose
pas que G est exponentiel. Donnons deux exemples :

2 . 2 . 1 Soit G = E(3R ) le revêtement universel du groupe
des déplacements du plan. Les éléments du groupe sont donnés par un
triple! de réels ( 6 , a , b ) : E®^) est difféomorphe à K ' . Le réel 6 est
"l'angle" de la "rotation" et le couple ( a , b ) est "l'image du point
( 0 , 0 ) " par cette "rotation" ; si 9 = 0 , on dit que la "rotation" est
une "translation". La loi de multiplication est :

( 6 , a , b ) ( e ' , a ' , b ' ) = ( 6 + e ' , a+ a'cose - b ' sine, b+ a'sine + b ' c o s e ) .

L'algèbre de Lie de ce groupe 6QR ) est de dimension 5» elle a
pour base { T , X , Y } avec [ T , X ] = Y , [ T , Y ] = -X et [ X , Y ] = 0 . Elle est
résoluble mais pas exponentielle.

On peut voir qu'il n'existe dans EQR ) que deux automorphismes
d'ordre 2 ( à conjugaison près) qui sont :

1) o-, : ( Ô 3 a , b ) -»• ( 8 , - a , - b ) , o. est un automorphisme inté-
rieur, conjugaison avec ( T T , O , O ) qui est la "rotation d'angle TT autour
de ( 0 , 0 ) " . L'automorphisme dérivé est l'application

o : tT + xX + yY -̂  tT - xX - yY.

2 ) o? : ( 9 , a , b ) -»• ( - 6 , a , - b ) , o ? n'est pas un automorphisme
intérieur, c'est la "conjugaison avec la symétrie d'axe O a " . L'auto-

11
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morphisme dérivé est l'application

Op : tT + xX + yY - -tT + xX - yY.

Les conclusions de la proposition 1. 2 sont vérifiées pour o , ,
mais pas pour o = Op .

Si on avait eu l'égalité G = HP, la condition plus faible sui-
vante aurait été vraie : Vg e G ( g 0 ) " 1 € HgH. Cette dernière n'est
même pas vérifiée dans notre exemple ; pour g = ( T T , O , I ) , ( g ° ) n'est
pas dans HgH.

2 . 2 . 2 Soit G le groupe de Lie simple SL(2^R) des matrices
2 x 2 à coefficients réels et de déterminant 1 ; soit OQ l'involution
de G définie par a/JÇ3 b ) ) = ( a " b ) ; o. n'est pas un automorphis-u c Q —c a u i nme intérieur, c'est la conjugaison par l'élément (^ ^ ) .

Soit g = ( 1 " ^ ) , l'élément ( g ° ) ' " 1 = (^ ' ^ ) n'est pas dans
HgH. Donc G n'est pas égal à HP.

2 . 3 . Une^Erogr^e^e_des^fonc^ons^généra^sees
L^senab^nyar^an^es

Définition : Soient G un groupe de Lie, L un sous-groupe de
Lie de G , c et c ' deux caractères de L. Une fonction généralisée T
sur G est dite (L,c,c')-semibiinvariante ((c,c')-semibiinvariante, si
la référence au groupe L n'est pas ambiguë) si elle vérifie :

V ( l , l ' ) e L2 T o X ( l " 1 ) o p ( l ' ~ 1 ) = c ( l ) c ' ( l ' ) T .

Définition : Soient G un groupe de Lie muni d'une involutiono,
L un sous-groupe de Lie de G stable par o . On dit que L vérifie la
propriété 7 , s'il existe une sous-variété Q de G telle que :

i ) la multiplication m de L x Q dans G soit une submersion
surjective ;

i i ) et iii) pour tout q dans Q on ait q e Q e t q q e L ;

iv) pour tout 1 dans L on ait 1Q1 = Q .

12
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On peut maintenant énonce^ :

Proposition 2 . 3 '' Soient G un groupe de Lie muni d'une involu-
tion o , L un sous-groupe de Lie de G stable par c vérifiant la pro-
priété y pour une sous-variété Q , c et c ' deux caractères de L. Alors

1) il existe une fonction fC" sur G , ne s'annulant pas, telle
que pour toute fonction généralisée T sur G (c,c')-semibiinvariante,
on ait

T o J = f . ( T o o ) .

2 ) Si en outre, on a l'égalité c ' = c o o et si c vérifie la
propriété ( p ) •

Vq e Q' c ( q ° q ) c 3R''

alors on a l'égalité

T o J = T o o .

La démonstration est donnée en 2.5 9 cette proposition est un
point clef dans la démonstration des théorème 3. 1 et proposition
^.1.

Remarque 1 : La propriété ( p ) est vérifiée dans les trois cas
suivants :

( p . ) pour tout q dans Q , q ° . q = e ;
( p p ) c est à valeur dans B ;
( p , ) c est la restriction d'un caractère de G , encore

n o t é . c , vérifiant c = c o o .

Remarque 2 : Si on affaiblit les hypothèses de la proposition
2 . 3 en ne supposant pas que la multiplication m de L x Q dans G est
surjective, l'ouvert U= m( L x Q ) est alors stable par les difféomor-
phismes J , o , À ( l ) et p ( l ) ( l e L) et les résultats de la proposi-
tion 2 . 3 restent vrais si on remplace le groupe G par l'ouvert U
( c . f . la démonstration en 2 . 5 ) .

2 . ^ . Exemg^es
2 . ^ . 1 Soit ( G , H ) un espace symétrique, avec G exponentiel,

alors H vérifie la propriété 9 avec Q = P ( c . f . 2 . 1 ) ; dans ce cas

13
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la propriété ( p ) est toujours vérifiée.

2 . ^ . 2 Pour un groupe de Lie G , considérons l'espace symétri-
que (G x G , A ) où A est la diagonale de G x G , ensemble des points
fixes de 1'involution o : o ( x , y ) s ( y » x ) pour x et y dans G ; alors A
vérifie la propriété î avec Q = G x { e } .

2 . ^ . 3 G groupe fini.

Lemme 2 . A . 3 : Soient G un groupe fini, o une involution de G
et K un sous-groupe de G ; on a l'équivalence :

K vérifie <? <=^g € G ( g 0 ) " 1 e K gK.

Démonstration : Si K vérifie ̂  pour un sous-ensemble Q, on
peut alors écrire, pour g dans G , g = k . q , avec k dans K et q dans Q
(d'après i ) ) ; donc

( g 0 ) " 1 = (q^'^k0)'1 = k^g^qr^k0)'1) c KgK d'après iii).

Réciproquement, supposons que tout g de G vérifie ( g ° ) e KgK;
posons Q = { q c G q°q e K} . Soit g dans G , on peut écrire
g = ^(g 0)"^ ; avec k^ et k^ dans k , donc q = k̂ g = (g 0)"^
vérifie q°q = ( k ° ) k? e K ; on a donc g = k.q avec k. dans K et q
dans Q ; ceci prouve i ) . Soit q dans Q , on a l'égalité
(q~ )aq~ = ( o ( q ° q ) ) ~ e K donc q € Q ; ceci prouve i i ) . Le iii)
est évident et le. iv) résulte de ce que tout élément de K est inva-
riant par o . Donc K vérifie la propriété ̂  .

2 . ^ . H Soit ( G , K ) un espace symétrique riemannien de type non
compact ( i . e . G est semi-simple connexe et o est une involution de
Cartan). La décomposition de Cartan prouve que Q = exp p est une sous-
variété de G et que la multiplication m de H x Q sur G est un difféo-
morphisme. Donc K vérifie la propriété ? ( c . f . [ H e ] Chap. VI Th. 1 . 1 ) .

2 . ^ . 5 Soient ( G , K ) un espace symétrique et P comme en 1 . 1 .
P est une sous-variété de G ; en outre, P vérifie i i ) , iii) et iv) ;
P est donc a priori un bon candidat pour être la sous-variété Q de

'̂ st-̂ ?2 . 3 (par exemple, pour G = EQR ) et o = o . ( c . f . 2 . 2 . 1 ) , H vérifie"""^la propriété J pour la sous-variété Q = P . ) . Cependant, dans le cas
général, la multiplication m de K x p dans G n'est pas surjective

14
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(par exemple G = EQR2) et K = G^ ou G = SL(2^R) et K = G^ ; c . f . 2 . 2 ,
dans ces deux cas les conclusions de la proposition 2 . 5 ne sont pas
vérifiées : nous le verrons en 5 . 5 ) .

2 . 4 . 6 Si G est compact, la multiplication m de K x P dans G
est bien surjective mais pas nécessairement une submersion, comme on
peut s'en convaincre avec l'exemple suivant : G = S U ( 2 ) , o est la con-
jugaison avec ( ' 1 ) et K = G . Notre démonstration ne s'adapte pas
à ce cas bien que les résultats des th. 5 . 1 et proposition 4 . 4 . 1 res-
tent vrais.

2 . 4 . 7 Lorsque P ne convient pas, un autre candidat pour Q est
l'ensemble P' = { p e PQ tels que (Adp + Id) |^ est injective). Par
exemple :

^•^a) Soient G = EQR ) , 0 = 0 ^ ( c f . 2 . 2 . 1 ) et
L = { ( k 7 T , a , 0 ) / k e 2, a e 3R} L est stable par o et vérifie la pro-
priété V pour la sous-variété

Q = { ( 6 , - r sin |, r cos |) / r e ] R , 6 c 3R. ̂  ̂  2} .

b ) Soient G = SL(2JO, o = OQ ( c . f . 2 . 2 . 2 ) , w = (^ ^)
et L = G u wG- :

° 0 °0
L = { ( ^ Ŝ  / a € Bx} u { (-^ ^a) / a € J{i<} •

Alors L est stable par o et vérifie la propriété - pour

Q = { ( ^ ^) / ( a , b , c ) e 3R3, a i 0 et a2 - bc = 1 } .

2 . 5 Çem2ns^ra^on^de^a^gr9g2S^^2n^2_^

Principe de la démonstration : on utilise la propriété d'inva-
riance à gauche de la fonction généralisée T pour la restreindre à Q;
on compare alors les restrictions de T o o et T o J .

2 . 5 . 1 Nous avons besoin d'un résultat général :
Lemme 2 . 5 : Soient M et N deux variétés et p : M - N une sub-

mersion. Alors :
a ) Pour toute densité \i C" à support compact sur M, la

15-
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mesure image p ( v ) est une densité C" à support compact sur N.

b) Soit F une fonction généralisée sur N, on note
Ï? = F o p la fonction généralisée définie parVy e ^Ç(M)

(F o p,p) = (F,p^(p)).

c) Si (? , f) est un couple de difféomorphismeû de M et. H,
respectivement, qui vérifie p o ? = f o p ; alors ? o ? = F o f .

d) Soit 4> dans CœW alors ^ = (4> o p)F.

e) Supposons désormais p surjective, l'application F -»- F

est alors injective de ^(N) dans J^(M).

f) (p surjective) Soit a dans C^M), alors il existe 0
dans C^N) tel que tous les couples de fonctions généralisées (F,G)
de^(N) qui vérifient F = aS vérifient F = BG.

La démonstration se fait sans difficulté : le a) est une con-
séquence du théorème du rang constant. Pour f), on choisit une parti-
tion de l'unité Y,, associée à un recouvrement de N par des ouverts U
sur lesquels il existe une section différentiable Sy de p et on pose

B = ^ru a o Sy.

2 . 5 . 2 Soit m : L x Q ^ G la multiplication qui, par hypothèse

est une submersion surjective ; on peut donc, grâce au lemme 2.5.1,
"relever" toute fonction généralisée T sur G en une fonction généra-

lisée T sur L x Q.

Notons î et S les difféomorphismes de L x Q donnés par

y(l,q) e L x Q î(l,q) = ( l'^lq"1!'1)

et ?(l,q) = (l^q^Lq'1)

qui sont bien définis grâce à ii), iii), iv) et à l'invariance de H
par o . Conformément à nos notations (cf. 1 . 1 ) , pour 1 dans L,
^ ( 1 ) « 1 et p(l) » y(l) sont les difféomorphismes de L x Q donnés

par

(k,q) e L x Q ( À ( l ) » l)(k,q) = (1k,q)

et (p(l) ® y ( l ) ) ( k , q ) = (kl'^lql"1).
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Lemme 2 .5 .2 :

a) Inapplication T -^ T de f (G) dans 7 (L x Q) est in-
jective.

b ) Pour toute fonction généralisée T sur G et 1 dans L,
on a

b l ) T o ( À ( l ) « 1) = T o À ( l )
b2) î o ( p ( l ) • y ( l ) ) = î^pïl)
b5) T o î = Ç^J
b ^ ) T o ? = T̂ ô o'

c ) En particulier, si T est ( 0 , 0 * ) - semibiinvariante,
on a

cl) T o ( X ( l " 1 ) 9 1) = c ( l ) T
c2) T o ( p ( l ' 1 ) « Y ( l ~ 1 ) ) = c^DT

Le a) résulte du lemme 2 . 5 . 1 e ) . Par construction, on peut
appliquer aux couples ( À ( l ) ® 1 , X ( 1 ) ) , ( p ( l ) 9 Y ( l ) , p ( l ) ) , ( Î , J ) et
( 0 , 0 ) les résultats du lemme 2 . 5 . 1 c ) , on obtient alors les égalités
du b ) . Le c ) résulte du b ) et de la semibiinvariance de T.

2 . 5 . 5 Nous voulons utiliser les propriétés d1invariance cl)
de la fonction généralisée T pour la restreindre en une fonction géné-
ralisée S de Q. Pour cela nous avons besoin des résultats bien connus:

Lemme 2 . 5 . 3 ;

a ) Soit G un groupe de Lie et F une fonction généralisée
sur G invariante par translation à gauche ( i . e . V g € G F o À ( g ) = F ) .
Alors F est une fonction constante.

b ) Soient M une variété et F une fonction généralisée
sur G x M qui vérifie Vg € G F o ( X ( g ) ® 1) = F, alors il existe
une unique fonction généralisée E sur M telle que F = 1 ® E.

2 . 5 . ^ Calculons maintenant, pour 1 dans L , en utilisant
légalité 2 . 5 . 2 c2) :

( ( c ® 1)T) u ( À ( l ) ® 1) = ( c o À ( l ) ® - 1 ) ( T o ( À ( l ) ® 1 ) ) = ( c ® 1 ) T .

17
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Donc (lemme 2 . 5 . 5 ) » il existe une unique fonction généralisée S sur Q
vérifiant (c « 1)T = 1 « S soit T = c"1 « S.

Puisque T est (c^c»)-semibiinvariante, T o J est (c',c)-semi-
biinvariante et T o o est (c o o, c ' o o)-semibiinvariante ; en
effet, pour 1 dans L

(T o J) o (Xd ) ) = (To p(D) o J = (c'd'^Wo J ^'d'^CT o J)

et

(T o o) o ( X ( l ) ) = (T o X d ° ) ) o o = (cÇod)"1 )^ 00= (c oo(l"1) ) (T o o)

de même

(T o J) o p(l) = cd^UT o J) et (T o o) o p(l) = ( c ' o o(l"1) ) (T oo)

On en déduit qu'il existe des fonctions généralisées S 1 et S" sur Q
telles que

T^J = c'"1 « S 1 et T^o^ = (c0)"1 « S"

Lemme 2 .5 .^ : Notons ^ l'application de Q dans L donnée par
<t>(q) = q0 Q - s» st et s" sont les fonctions généralisées sur Q
définies ci-dessus. On a

a) Vl e L S o yd) = c (l"1) c » d'^S
b) S' = S o J (J désigne ici la restriction de J à Q)
c) S" = (c'1 o 4>)S o J.

Démonstration : Soient \i dans^^(L) et v dans ^^(Q).

a) Calculons : T^pd) = c 'd"1)^ = c td" l)(c' l « S)
(lemme 2 .5 .2 c 2 ) ) ;

d'autre part T o p(l) = Ï o (p(l) a Y ( l ) ) = (c~1 o p( l ) ) 0 (S o yd) )
= C ( 1 ) ( C ' 1 6 S 0 yd))

on en déduit S o yd) = cd" l)c ' d"l)S.

b) Calculons : (T o 3, u ® ^) = ( ( c ~ 1 ® S) o 3, u ® ^)
ce qui en utilisant la définition de 3 et la notation des fonctions
généralisées avec une lettre muette s'écrit :

18



ESPAŒS SYMETRIQUES EXPONENTIELS

(f^J, p • v) = ( (C" 1 0 J ) ( 1 ) , ( S 0 yd) 0 J, v ) v ( l ) )

= (cd^cd'^c'd"1)^ o J, v )v (D) '.d'après a) )
= (c'd'^pdms o J,v) donc

(c '~ 1 • S ' ,y»v)= (c ' • S o J,y 6 v) on en déduit que S 1 = S o J.

c) Calculons (T o o» y • v) = ( ( c 0 S) o o,p • y)
ce qui par définition de o donne

(T o o, u • v) = (S o J (q ) , ( c~ o p((q°q)~ ) o c , \ i } \ ) { q } }
= (S o J(q) , (c"1 o a,\l')c~l{qaq)^){q)}
= (c"1 o o , u ) ( ( c ~ 1 o 4>) SoJ ,v) donc

( (c~ 1 o o) » S",y 6 v) = ( ( c~ 1 o o ) ® ( ( c ~ 1 o 0) So-J ),u ® v) on en
déduit que

S" = (c~1 o <))) SoJ

2 .5 .5 Le lemme 2 .5 . ^ prouve les égalités

T o J = c ' "1 e (S o J) et T o o = (c~1 o o ) ® ( ( c ~ 1 o 4> ) SoJ) on en
déduit que T o J = a T o o o ù a est la fonction C°° sur L x Q donnée
par

a(l,q) = c'^Dc^DcCq^) ;

cette fonction ne dépend que de c et c * ; donc le lemme 2 . 5 . 1 f)
prouve que l'on peut trouver une fonction f C sur G ne dépend"
que des caractères c et c ' telle que toute fonction généralisée
T(c,c')-semibiinvariante sur G vérifie T o J = f (T o o ) . Ceci prouve
la première partie de la proposition 2 .5 .

2 . 5 . 6 Supposons maintenant que c ' = c o o , on a alors
a(l,q) = c(q°q). La fonction a prend ses valeurs dans B^ ; on peut
donc choisir f à valeurs réelles positives. On a vu que T' = T o o o J
est ( c ' o o, c o o)-semibiinvariante ( 2 . 5 . ^ ) , donc T' est ( c , c ' ) -
semibiinvariante. D'après 1 ) , on a simultanément

T o J = f (T o o) et T' o J = f (T ' o o ) ; cette deuxième égalité
s'écrit T o o= f (T o J) d'où T o o = f^T o o) et ( l- f^CToo) = 0;
on peut multiplier cette dernière égalité par la fonction C°° sur G :
( 1 + f ) " 1 ; on trouve ( l - f ) (Too) = 0 d 'où T o o= f (T o o) et
T o J = T o o; ceci achète la démonstration de la proposition 2 .5 .
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III. MULTIPLICITÉ DE IND^(l) :

5 • a SSS.SHiSiBilSiïê-âê-SêîS^iûÊê-FêBrÉêêDSâïî0!}8

Les outils introduits en 1 . 4 et 2 . 5 permettent de démon-
trer :

Théorème 3 » 1 : Soient G un groupe de Lie, o une involution de
G, L un sous-groupe de Lie de G stable par o qui vérifie la propriété
? pour une sous-variété Q de G (c f . 2 .5 ) et c un caractère de G véri-
fiant l'égalité c = c o o et la propriété (p) : ^q c Q c(q°q) e 3R*

Soit n une représentation de G, admettant un vecteur cyclique
a tel que a c (1C00) î c (par exemple, soit c ' un caractère unitaire
de L vérifiant l'égalité c ' = c ' o o ainsi que la propriété (p), la/^
représentation n = Ind^Cc') a un tel vecteur cyclique), alors II est

L
sans multiplicité.

/i
Remarque : La représentation n = Ind,.(c') vérifie bien les hy-

pothèses de ce théorème : soit a = ô le vecteur cyclique de cette re-
présentation introduit en 1 . 2 . 5 exemple 1 ; on a 6 e Cfc",00) î c pour

— 1 1 / ^ GO

c = c ' x : en effet, soit v un vecteur C de cette représentation
calculons, pour 1 dans L

<n( l )6,v> = «S.nd''1^ = v(l) = c^l~l}\{l}l/2<6,v> ;

ceci prouve que n(l)6 = c ( l )6 . Il est clair que, puisque c ' véri-
fient l'égalité c' = c' o o et la propriété (p), le caractère c véri-
fie aussi l'égalité c = c o o et la propriété (p).

Démonstration : Pour A dans le commutant ^?(n), notons T. la
——————— nfonction généralisée coefficient du couple (a,Aa) : T. = T . .

Le lemme 1 . 5 . 1 donne les égalités, pour 1 dans L :

^ ° m-l) = <n(l)Aa - ^YAa ; (c ° ̂ ^A

et T^ o p(l-1) - T^)^ . c(l)T^

On est dans les conditions de la proposition 2 .5 avec T = T. : en
effet, c o o vérifie la propriété (p) car, pour q dans Q, on a
c o o(q°q) = (c( (q" ' 1 ) 0 q~ 1 ) ) " 1 est dansB^). On a donc l'égalité :

T. o J = T. o oA A
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Pour A = Id, le lemme 1 .3 .1 donne alors l'égalité T = T ;_ a, a a, a
(n ,a) et (H,a) sont des représentations cycliques dont les coeffi-
cients sont égaux, elles sont donc équivalentes. Donc il existe un
opérateur antiunitaire S de *H dans A. tel que S_^(a) = a et tel que,
pour g dans G, on ait

ï ï (g) o S = S o n (g 0 ) .

Pour A dans ^(IT) , notons A = S o A o S" ; A est dans ^(11)
car, pour g dans G :

A5 o JI(g) = S o A o n(g 0 ) o S"1 = S o n(g°) o A o S"1 = H ( g ) o A5.

L'application A -»• A est un automorphisme antilinéaire de ^(11) : en
effet, soient A et B dans é(II) et X dans Œ, on a

( X A ) 5 = S o XA o S'1 = 'XS o A o S"1 = ^A5 et (AB)5 = A^3.

Pour A dans ^(11), notons A l'adjoint de A ; l'application
A -*- A* est un antiautomorphisme antilinéaire de ^ (11 ) . Montrons que
T.* = T ç ; ceci résulte de l'égalité T. o J = T^ o o et du lemme
suivant appliqué à b = a.

Lemme : Pour tout b dans y^00 et A dans ^( ï ï ) , on a les éga-

lités

T ^ A K o J = T" * -et T 1 1 . o o = • î ^ ~b,Ab b ,A b b ,Ab Sb.A^Sb)

Démonstration : Comme dans le lemme 1 . 5 . 1 , il suffit de véri-
fier ces égalités lorsque b est dans "K ; elles sont alors claires :
pour g dans G, on a

(T^ ^ o J ) ( g ) = < ^ ( g • l ) b , A b > = < A * b , n ( g ) b > = T^ ^t)W et

(TÎ ^ o o)(g) = <n(g°)b,Ab> = <sn(g°)b,SAb> (car S est antiuni-
b»Ab taire).

= < ^ ( g ) S b , A S S b > = T11 . ( g ) .
Sb.A^Sb)

Pour finir la démonstration du théorème 5.1, il suffi t de mon-
trer que l'application d e ^ ( n ) dans 3^(0 qui à A associe T. est in-

* Sjective : l'égalité T.* = T ç, prouvera que A = A ; 1'automorphisme
" A^
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ç

A -»• A et l'antiautomorphisme A •»• A* coïncideront ; ' ^ ( n ) sera commuta-
tif.

Pour montrer cette injeetivité, supposons que A dans^(n)
vérifie 1̂  = 0. Donc Vp€^(g) < n ( p ) a , A a > = 0 ; on en déduit que
pour g dans G et v danstÇ(G) on a < a , n ( g ) n ( v ) A a > = 0 ; comme a est
cyclique, on en déduit n ( v ) A a = 0 puis Aa = 0. Soit al ^r-î v dansât" ,
on a pour g dans G , < a , n ( g ) A * v > = < A a , J l ( g ) v > = 0. Donc comme a est cy-
clique, on obtient A*v = 0 : A* est nul sur X00qui est dense dans fi,
donc A* = 0 et A = 0. Ceci prouve l*injeetivité et achève la démons-
tration du théorème 3 . 1 .

3 . 2 AggUcat^ons

Nous pouvons appliquer ce résultat aux diverses situations
étudiées en 2 . 4 .

3 . 2 . 1 Voici la principale application du théorème 3 . 1 .

Corollaire 3 . 2 . 1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel et H
11ensemble des points fixes d'une involution de G;alors la représenta-/^tion Indyd) est sans multiplicité ( 1 désigne le caractère trivial de
H ) . Démonstration : Cette situation décrite en 2 . 4 . 1 permet d'ap-
pliquer le théorème 3 . 1 avec L = K.

Pour le cas (G x G , A ) , voir en 4 . 2 .

3 . 2 . 2 Soient G un groupe fini, o une involution de G et K un
sous-groupe de G ; si, pour tout g dans G , ( g 0 ) " est dans la double
classe KgK ( c f . 2 . 4 . 3 ) , alors Ind^(l) est sans multiplicité : on re-
trouve, à grand frais, un résultat bien connu ; celui-ci est encore
vrai si G est seulement supposé compact.

3 . 2 . 3 Voici un autre résultat connu que l'on retrouve par
cette méthode : Soit ( G , K ) un espace symétrique riemannien de type nonç,
compact ( c f . 2 . 4 . 4 ) , alors la représentation I n d , , ( l ) est sans multi-
plicité.

22



ESPACES SÏMÉTRIQUES EXPONENTIELS

3 . 5 Exemg^es^e^Cgn^re^exemg^es

II se peut que certaines hypothèses du théorème 5 . 1 soient
superflues (par exemple, le fait que la multiplication m : L x Q -»• G
soit une submersion). Il faut cependant tenir compte des exemples sui-
vants qui justifient, en partie, la lourdeur de ce théorème.

5 . 5 . 1 Soient G un groupe fini muni d'une involution o ,/<
H = G . Il se peut que la représentation Indyd) ait de la multipli-
cité. Ainsi, si G = SL(2,Fc) est le groupe des matrices 2 x 2 à coef-
ficients dans le corps à 5 éléments Pc et de déterminant 1 , et si o
est l'involution qui, à une matrice, associe l'inverse de la transpo-
sée de celle-ci, alors il existe une représentation irréductible de G»̂qui intervient dans Inûyd) avec multiplicité 5.

5 . 5 . 2 Voici un contre-exemple au corollaire 5 . 2 . 1 si on ne
suppose pas que G a une algèbre de Lie exponentielle.

Prenons les notations de 2 . 2 . 1 , et montrons que si on munit
G = EOFT) de 1'involution on, et si H = G , alors Ind^(l) a de la
multiplicité : on peut, pour le montrer, opérer la désintégration de
cette représentation en représentations unitaires irréductibles. Il
apparaît alors de la multiplicité 2. On peut aussi montrer directement
que le commutant de cette représentation n'est pas commutatif.

Si on identifie H\G à P ( c . f . 2 . 1 ) et P à ]R2 (grâce à
( t , 0 , y ) < - > ( t , y ) , on obtient une réalisation de la représentation
Ind^d) dans l'espace I^OR2). L'action de G est donnée par : pour
g = ( e , a , b ) et f dans L2^2)

( g . f ) ( t , y ) = ^( t + 6 ,y + a sin t + b cos t )
En appliquant une transformation de Fourier ? par rapport à

la seconde variable y , on obtient une nouvelle réalisation de cette
représentation dans l'espace L2^2) avec, pour F dans L OR )

( g . F ) ( t . n ) -- e 3̂ sin t ' b cos ̂ Fd . e , n ) .

Avec pour convention : si f est dans^ OR )
( î y ( f ) ) ( t , n ) = 7̂  j e ^ f d . y î d y .
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? 5Considérons alors les deux opérateurs ^ et ^? de L OR )donné s par
<^(P)(t,n) = P(t,n)l^ > o)(n) et <^(F)(t,n) = F(t+Tr,-n). On a

I I ^11 = I I ^11 = !• 4^ et (^ appartiennent au commutant de n mais
^l et ^? ne COInmutent pas. ^(n) n'est pas commutatif.

^^23.5.5 Par contre» en prenant encore G = EQR ) et o = o? mais
L = {(k7r,a,0)/a c 3R, k e Z} et c un caractère de L constant sur la
composante neutre H de L, on peut appliquer, grâce à 2 .4 .7 a), le
théorème 5.1 et en déduire que Ind,.(c) est sans multiplicité.

Pour o = o< et H = G , on peut, grâce à 2.4.5, déduire du
G 1théorème 5.1 que Ind,j(l) est sans multiplicité.

5.5.4 Une étude analogue à la précédente, basée sur les
exemples-2.2.2 et 2.4.7 b) prouverait que, pour G = SL(2^R) et
o = OQ, la représentation Ind,,(l) a de la multiplicité, tandis que,
pour L = H u wH et c caractère de L égal à 1 sur la représentation H,
la représentation IndyCc) est sans multiplicité.

5.5.5 Nous avons vu, dans les exemples précédents, le rôle
joué par la propriété !? dans le théorème 5.1 . Mettons maintenant en
évidence l1importance de l'égalité c = c o o.

Soit °l'= -^, l1 algèbre de Lie de Heisenberg de dimension 5 :
c 'est l'algèbre de Lie niipotente de base X, Y, Z avec
[X,Z] = C Y , Z ] = 0 et [X,Y] = Z. Soit G = H- le groupe de Lie connexe
et simplement connexe associé. On peut identifier G à d grâce à
l'application exponentielle. On a alors :

G = { ( x ,y ,z ) / (x ,y ,z) c B5} et

exp(xX + yY + zZ) = ( x ,y ,z ) .

La loi de groupe est donnée par

( x , y , z ) ( x ' , y ' , z ' ) = (x+ x ' , y + y ' , z + z ' + l / 2 ( x y ' - y x * ) ) .

Soit 0 = 0 , l'involution de G donnée par
o-,(x,y,z) = (-x,-y,z) ; l'ensemble des points fixes de o est le cen-
tre de G : H- = { (0 ,0 ,z ) / z e 3R) . Soit c le caractère donné par

j A
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c ^ ( ( 0 , 0 , z ) ) = e^ ( X e 3 R ) . On n'a légalité ̂  = c^ o o que si
X = 0. On vérifie que Ind^(c^) est de multiplicité infinie lorsque À
est non nul.

IV. DESINTEGRATION DE IND^l) :—^——_———_————_ ^

4 . 1 . Dés^n^egra$^on_de^certa^nes_regrésenta^ons

4 . 1 . 1 Nous nous proposons de donner des précisions sur la
désintégration des représentations qui interviennent dans le théorè-
me 3.1 ; pour cela, nous avons besoin d'un résultat de théorie de la
mesure :

Lemme 4 . 1 . 1 : Soit (X,'?»,u) un espace mesuré où )̂ est une
tribu à base dénombrable telle que tous les points de X sont mesura-
bles et y une mesure positive sur (x,%). Supposons que f : X -»• X soit
une application mesurable telle que, pour toute fonction ^ : X -*• 3R
mesurable bornée, on ait

(• o f ) ( x ) = ^ (x ) u-presque partout,

alors on a f (x) = x p-presque partout.

Démonstration : Pour x dans X, notons î> = (B e î> tels que
{ x , f ( x ) } n B = 0 ou tels que (x , f (x ) } c B) . îh est une tribu.
Pour B dans îà , notons X- = (B n f'^B)) u (B° nf '^B0)) . En appli-c
quant l'hypothèse à la fonction 4> = In caractéristique de B, on trou-
ve que 1 „ (x) = ln(x) y-presque partout. Donc u(X°) = 0.

f'^B) B B

Soient (B.,...,B ,...) une base dénombrable de Ji etco i n oo -
X ' = /'^ Xn , d'une part on a u ( X ' ) = u ( U x - ) = 0 , d'autre part,

i=l "i i=l "i
si x est dans X ' , on a ?s s {B.,...,B ,...} et comme A est unex i n x
tribu, on a 3> = 2) . Puisque {x } est mesurable, on a (x) c Je .
On en déduit ( x , f ( x ) ) c { x } et V x e X ' , x = f ( x ) . On obtient bien
que x = f ( x ) y-presque partout.

4 . 1 . 2 Introduisons un ensemble dont la dimension est liée,
au moins dans certains cas (c. f . Cca j 3 .4 et [PeJ IV), à la multipli-
cité de nos représentations induites par un principe de dualité dit
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de Frobenius.

Définition : Soient G un groupe de Lie, II une représentation
unitaire de G,L un sous-groupe de Lie de G et c un caractère de L ;
on note (*Sf^) >c le sous-espace vectoriel des éléments a de X"-00
qui vérifient, pour tout 1 dans L, n ( l ) a = c ( l ) a . Pour c = 1 , carac-
tère trivial de L , on note Cîf0)1' pour C^C"0)^»1 . Notons G le dual
unitaire de G ; rappelons qu'une mesure sur 6 est dite standard, si
elle est portée par un ensemble standard ( i . e . un ensemble dont la
structure borélienne est sous-jacente à une structure topologique
d'espace polonais ; cf. [Ma 2 3 p . 1 3 8 ) . On peut maintenant énoncer :

Théorème ^ . 1 . 2 : Reprenons les hypothèses du théorème 5 . 1
et supposons G séparable.

a) II existe une mesure positive bornée m sur G portée par
un ensemble standard E, un champ mesurable sur E ç -- p ( ç ) de
représentations irréductibles de G ( p ( î ) c ç) d'espace H et un iso-
morphisme 4> de Xr» sur | H d m ( ç ) qui transforme n en
{% -^Ep ( ç ) d m ( ç ) . La classe de cette mesure m ne dépend que de II . Cet^Eisomorphisme transforme le commutant ^(11) en l'algèbre des opéra-
teurs diagonaux.

b ) ç = ç° m-presque partout.
f .c ) Si on écrit <t>_.(a) = a" dm( ç) ( c f . [ P e ] th. C et

corol. C . l ) a^ c (H" 0 0) ïc m-presquë partout.

Démonstration :
Le a) est une conséquence directe de notre théorème 5 . 1 et

du théorème 8 . 5 . 2 de [Di 2 3 .

b ) L'idée de la démonstration est d'utiliser pleinement
l'égalité A* = A , pour A dans ^ ( 1 1 ) , qui nous a servi à démontrer le
théorème de non multiplicité ( c f . 5 . 1 ) .

Soit f la bijection de G donnée par f ( ç ) = ç° ; f est un
isomorphisme borélien. Quitte à remplacer E par E o f ( E ) qui est
standard, on peut supposer que E = f ( E ) . Pour simplifier l'écriture,
identifions L̂ et [ ê H d m ( ç ) . Notons 1 l'identité de H , alors
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(d1après a)) tout élément A du commutant ^(n) s*écrit
A = a ( ç ) I dm( ç) où a est bien déterminé comme élément de L^E.m).

^E "
Réciproquement, toute fonction a de L'^CE^m) définit un élément A de
' ê ( n ) . Pour un tel élément A, on a

A* = f aTçTl-dm(ç) ([Di 1] p. l6l Prop. 3)
JE ç

0

Calculons A : rappelons que S est un isomorphisme anti-
unitaire de H^ qui vérifie Vg e G n(g°) o S = S o n(g) (c f . 5 . 1 ) .
Soit j : H ->• H-s— un champ mesurable sur E d^ntiisomorphisme qui
vérifient, pour g dans G, (pCç^Cg0 ) ) o j = j o ( p ( ç ) ( g ) ) . Définis-
sons S* isomorphisme antilinéaire de [ # H um(ç) par

JE ç

(-• r%
S * ( | v (ç )dm(ç ) ) = j_(v(7î))dm(ç).

^E JE ç'J

S' vérifie alors Vg c G n(g°) o S* = S* o lï(g).

En effet ( ï ïCg 0 ) o S* ) ( f ^v (ç )dm(ç) ) = F( p( ç) (g°) ) (j ^v("ç0)))dm((.)
^E JE ^

= Fj (p(^)(g)v(^))dm(ç)
JE •?r

= (S1 o n ( g ) ) ( r v ( ç ) d m ( ç ) )
J E

Donc l'application S o S * est linéaire et commute à n •
Comme le commutant de n est commutatif, on a

A o (S"1 o S * ) = (S"1 o S » ) o A ,

o ^1 „ -i
on en déduit que A s S o A o S s S ^ o A o S *

Remarquons que

S»"1^ v(ç)dm(î ; ) ) = rj'^vC^ndnKç) ;
JE JE c

Donc A^^v^dnKç)) = [^j (a(ï^)(j ) ' l(v(ç) ) )dm( ç)
JE JE 1^ "̂

= f a(^)v(ç)dm(ç) (j est antili-
'E ~^ néaire).
.•———

ceci prouve que A = aC^) !„ dm(ç) .
JE ç

27



Y. BENOIST

Inégalité A* = A et les formules obtenues pour ces deux
opérateurs permettent d'affirmer que» pour a dans L^E,!!!), on a
a(ç ) = adç^) m-presque partout. Soit 3i> la trace sur E de la tribu de
Mackey ; (E.ft) est standard donc à base dénombrable ; tout point de
E est mesurable (cf. [Di 2] Prop. 5 . 8 . 4 . ) . On peut donc appliquer le
lemme 4 . 1 . 1 à cette situation. On en déduit que ç = ç9 m-presque par-
tout dans E, et comme m(E°) = 0 on a ç s ç0 m-presque partout.

c) D'après [Pe] Corol. Cl, a se désintègre de façon "uni-
que" sous la forme a = a^dm(ç) . Soit 1 dans L, l'égalité
n(l)a = c(l)a implique §ue ( p ( ç ) ) ( l ) a ^ = c( l )a^ m-presque partout.
Soit alors 1,,...,1 ,... une suite dense dans L et hL,...,N .... des
ensembles m-négligeables en dehors desquels on a l'égalité
(p ( î ) ) ( l î a ^ = c(l )aç ; soit N = Û N , N est m-négligeable et,

ri ~ 1
pour ç en dehors de N, on a, pour ~ tout entier n
( p ( ç ) ) ( l )8i19 = c(l )aç ; par densité, on en déduit que a^ est dans

-œ T p1'1
(Hç00)1^ .

4.2 Agg^ca^ons

Le théorème 4.*l.2 s'applique bien sûr à tous les exemples
étudiés en 5.2. Nous ne les reprenons pas tous en détail. Voici un
résultat bien connu, dû à I.E. Segal et R. Godement (c f . [Di 2 ]
§ 1 8 . 7 . 7 et [Du] §2) que notre théorème permet de retrouver :

Soient G un groupe de Lie séparable, Z un sous-groupe fer-
mé du centre de G,c un caractère unitaire de Z et y/, 7 une mesure G-
invariante sur G/Z (i.e. une mesure de Haar sur G / Z ) . On définit les
représentations régulières gauche et droite X et p^ de G dans
L^G.Z.c) de la manière suivante : Pour 4» dans L ( G , Z , c ) et x et g
dans G

(^(x)40(g) = (^(x^g) et (p^ (x )4 ) ) (g ) = ^(x^^gx).

Considérons la représentation \ » p du groupe G x G dans
L^G.Z.c) : pour x et y dans G on a ( X ^ • p ç ) ( x , y ) = ^^c^'
Soit o l'involution de G x G donnée par o ( ( x , y ) ) = ( y , x ) .
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Corollaire ^ . 2 :
a ) X • p est une représentation de G x G sans multipli-

cité.
b ) II existe une mesure positive bornée standard \i sur•^^ f« :

G x G telle que X « p soit dans la classe ^̂  ç d p ( ç ) . 'La-classe
C C J n ̂ Ade la mesure _p_est déterminée de façon unique par cette proprié-

té. On a ç = ç° p-presque partout.
c ) Si G est de type I , il existe une mesure positive bornée

(standard) ^ sur G telle que À e p soit dans la classe
1 ^»ï d v ( Ç ) . La classe de la mesure v est déterminée de façon uni-
-'G
que par cette propriété.

Démonstration :
Soient A la diagonale de G x G et c ' le caractère de

L = A ( Z x Z) donné par c ' ( ( x , y ) ) = c(xy~ ) ; on vérifie que les re-
r* )cr1présentations de G x G X • p et Ind, ( c * )sont équivalentes.Le sous-

groupe L vérifie la propriété iP avec la sous-variété Q = G x { e } ;
le caractère c ' restreint à L vérifie la propriété ( p ) du théorème
3 . 1 car c ' L = 1 ; on est donc dans les conditions dapplication des
théorèmes 3 . 1 et ^ . 1 . 2 . On en déduit les affirmations a) et b ) .

Si G est de type I, on a un isomorphisme borélien de G x G
sur G x G donné par ( Ç , n ) -̂  Ç • n pour Ç et n dans G. On a
( Ç • n ) ° = n • Ç et Ç e n = ? a " n . Donc si t. = Ç • n est dans G x G
et vérifie ç = ̂  , on a ç = Ç • ? . Le c ) est une conséquence du b)
et cette remarque.

^ • 5 ÇÊEâSêê-êXÎÎÉïFïSyÊê-.êïESQÊSïiÊlê

Dans ce paragraphe G désigne un groupe de Lie exponentiel
(donc connexe et simplement connexe), o une involution de G . ÛL , ^) ,
û , H , P sont comme en 1 . 1 . Notons 1 le caractère trivial de H.

^ . 5 . 1 Rappelons dans ce cas la description du dual unitai-
re ô de G : le groupe G agit dans ̂  , dual de l'algèbre de Lie Cb,
par l'action coadjointe. Soit f dans ^ , on choisit b* polarisation
réelle en f vérifiant la condition de Pukanszky. Soient B le sous-
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groupe connexe d' algèbre de Lie ffl et p le caractère de B tel que
dp = ifL , alors la représentation unitaire Ind^Cp) est irréductible;
sa classe dans G ne dépend pas du choix de b , elle ne dépend que de
l'orbite !î = Gf de f dans û*. On construit donc ainsi une applica-
tion 8 : G\OL* -»• G. Cette application est une bijection qui respecte
les structures boréliennes (cf. [Be] Chap. 6).

Notons o l'involution de û* transposée de l'involution o
de Cl . On vérifie alors aisément que, si !î est une G-orbite dans Ci*,
alors H0 = ^(îî) et -SI sont des G-orbites dans OL* et que
Q(Sî°) = ( e Ç î î ) ) 0 et 9(-ft) = '@TÏÏT. On déduit du théorème ^ . 1 . 2 qu'il
existe une mesure positive m1 sur G\ûî telle que Ind'Çl) soit dans
la classe pv» . * 9 (S î )dm' ( î î ) et on a m'-presque partout SI = - o ( î 2 ) .
Nous nous intéressons donc aux orbites stables par ^o. Rappelons que
l'orthogonal <^1 de ty dans û? s identifie à b* car f t ® p = ^ . La
restriction de l*action coadjointe à H laisse stable '̂L et s identi-
fie alors à faction contragrédiente de l'action de H dans b .

Lemme ^ .3 .1 : Avec les notations précédentes (en particulier
G est exponentiel),

a) si î2 est une orbite de G dans û* , on a équivalence entre
i) îî n y- / 0 et ii) îî° = -Î2 ;

b) pour f dans ^1 , on a Gf n 9j1 = Ht ;
c) par passage au quotient de l'injection de •fc1 dans d*,

on obtient une application j : H\ft1 -*• G\û* ; l'image de j est
l'ensemble dss orbites de OL* vérifiant ii) ;

d) notons (G) = U e G /ç 0 = ç} et pour u dans H\^1 ,
notons ç = 9 ( j ( u ) ) ; l'application û^ç est une bijection de H\^1

sur (G) qui respecte les structures boréliennes.

Démonstration :
a) Si f est dans ft n t\1 alors on a f = - o( f ) donc !î et -ft°

sont deux orbites qui ont un point commun : elles sont égales.
Réciproquement, si !î est une G-orbite dans CL, qui vérifie

îî = -îî° , (^o) est un difféomorphisme d'ordre deux de ft . Or SI est
difféomorphe à ]R^, pour un certain p([Be] Chap. 1 . 3 . 5 ) . On peut alors
appliquer le résultat suivant : "Soit s un difféomorphisme de 3R^ tel
que s = Id, alors il existe un point m de 3R^ tel que s(m) = m
([Se] p .10)" .
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Donc il existe f dans ft tel que f = -^(f) et on a î2 n fc1 i 0.

b) II est clair que, pour f dans <^1 , on a Ht c Gf n ̂ L .
Soit f dans Gf n (/ , on a f * = g.f (g c G ) , -^(f) = f et
-^f) = f . Donc t a Ç f 1 ) = g ^ o C f ) et on a f = g°.f. Ecrivons grâce
à la proposition 1.2 g = h exp X avec h dans H et X dans tl , on ob-
tient alors les égalités f = h exp X.f = h exp(-X) . f puis
e x p ( 2 X ) . f = f . Donc, exp(2X) est dans le stabilisateur G ( f ) de f .
On eji déduit que 2X est dans le stabilisateur Clj[f) de f dans ^L ,
car G ( f ) = e x p ( û ^ ( f ) ) ( [BeJ Chap. 1.5.5). Donc X est dans â.(f) et
e x p ( X ) est dans G ( f ) : exp X . f = f . On en déduit que f * = h.f e Ht.

c) La partie b) de ce lemme exprime l'injectivité de l* appli-
cation j. La partie a) décrit limage de j.

d) C'est une conséquence de c) et du début de ce paragraphe.

Corollaire : Soit p une représentation unitaire irréducti-
ble d'un groupe exponentiel G , alors p est équivalente à p si et
seulement si p est le caractère trivial de G.

Démonstration : La représentation p est l'image par e d'une
orbite îî qui vérifie ft = -tî ; on applique le a) du lemme pour o = Id
et on trouve que 0 est dans î2. Donc !î = { 0 } .

Remarque : L'hypothèse "G exponentiel" n'est pas superflue
pour ce lemme :

Pour G = SU(2) et o = Id, toutes les orbites de la représen-
tation co-adjointe (qui en général sont des sphères) vérifient ii),
mais seule l'orbite {0} vérifie i).

^^p
Pour G = EQR ) et o = o? comme en 2 . 2 . 1 , le b) n'est pas

vrai. En effet, soit T*, X*, Y* la base duale dans û^ de la base T,
X, Y de (L(cf. 2 . 2 . 1 ) . Un petit calcul donne pour Inaction coadjointe
de G dans ÛL* la formule :

Vg = (6,a,b) € G vf = tT* + xX* + yY* e O/

Ad^g'^'Hf) = (H-xb-ya)T* + (x cos e + y sin e)X* + (-x sin e + y cos e )Y
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Donc les orbites de la représentation coadjointe sont, d'une part les
points de la droite ( 0 , T * ) , d'autre part les cylindres d'équation
x2 + y2 = R2 (R > 0 ) . L'orthogonal de Ĉ  est le plan engendré par T*
et Y*. Si l'orbite t2 est un cylindre, son intersection avec ̂ 1 a
deux composantes connexes alors que H est connexe. On ne peut avoir
b ) .

4 . 3 . 2 Nous pouvons maintenant énoncer

Théorème 4 . 3 . 2 : (Avec les notations de 4 . 3 . 1 ; G est un
groupe exponentiel et o une involution de G ) II existe une mesure
positive \> sur H\fr1 telle que la représentation Ind'Çl) soit équiva-

(9lente à , ç d v ( o ) ) . La classe de la mesure v est bien déterminéeê/ û>
par cette propriété.

Démonstration : C'est une conséquence directe de 4 . 3 . 1 :
v est l'image réciproque de m' par l'application j .

Remarques : On pourra rapprocher ce résultat de CGr] et de
CBu] ; ce qui est nouveau est l'absence de multiplicité.

Si G est niipotent, la classe de la mesure v est l'image par
la projection de ̂ 1 sur H\f 1̂ de la classe de la mesure de Lebesgue
sur fc . En effet, la proposition 2 de [Gr] est valable quand G est
niipotent même si H n'est pas distingué : si \>' est l'image dans
H\ 1̂ d'une mesure finie équivalente à la mesure de Lebesgue sur fe 1,
la représentation I n d , , ( l ) est quasi-équivalente à Svai C d v ' ( ^ ) .n j n \i^ w
Or ces deux représentations sont sans multiplicité ("Théorème 3 . 1 ) .
Elles sont donc équivalentes ( [ D i 2] Prop. 5 . 4 . 6 ) .

4 . 4 L'ESPACE (t^00)11*0

Proposition 4 . 4 . 1 : Soient G un groupe de Lie, a une involu-
tion de G , L un sous-groupe de Lie de G stable par o , vérifiant la
propriétéP pour une sous-variété Q ( c f . 2 . 3 ) et c un caractère de L
vérifiant : Vq c Q c ( q ° q ) e 3R* ( p ) . Soit TT une représentation uni-
taire irréductible de G d'espace Ï ; alors
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a) dimCCX'^^^dimîCîr00)1^ ) $ 1 (avec la convention
1r - 7r oO» = 0) et si on a égalité, TT et ir sont équivalentes.

b) Si S est équivalente à Tf0 , alors dim( OT00)1'*0) $ 1 .
TT

Démonstration : On peut supposer qu'il existe des éléments
non nuls a et b dans CHT')1^0 et CU"00)1''0 , sinon il n'y a rien àii
démontrer. Soit alors T^ . le coefficient du couple (a,b) ; le lemme
1 . 3 . 1 donne les égalités, pour l dans L,

<b °x(l- l) - <,d)b - ^^Vb
et ^b 0 ^'1) - ^(Da.b = ^^.b-

On est exactement dans les conditions de la proposition 2 .3 avec

T -. ̂  Donc

^.b0 y - ' ! l ^ o 3 •

On applique de nouveau le lemme 1 .3 .1 qui donne

mîT^ - ^
"a.b "b.a •

Le lemme 1.3.2 prouve alors que i et ir0 sont équivalentes. En outre,
si A est un opérateur d* entrelacement de T et ir0 , a est colinéa^re
à A^(b) ; ceci prouve que dim( (Jt^00)1'»0) $ 1. De même dimCiÇ0)1^0)^!.

U)-.Çi î est équivalente à ir0 , on peut trouver une applica-
tion antiunitaire A de "H dans lui-même telle que, pour tout g dans G,
on a Tr(g) o A = A o Tr(g°). Elle se prolonge en un opérateur A_^ de_
11'°° .Montrons que A_^ induit une bijection de ClÇ0)1'^ sur CiÇ10)1^00:
en effet, si a est dans (X"00)1'»0 , on a, pour tout 1 dans L,

- • TT

TTd)A^(a) = A^(iT(l.°)a) = A^<c°(l)a) = ^(DA^Ca) ;

d'où A.^(a) € Oi^^^ ; on.a donc
A "((K'00)1''0) c CK"")1"'00 ; la propriété cherchée s 'en déduit,

en utilisant l'opérateur (A_^)'1 = (A"1).^. Donc

dimCCX'00)1^0) = dimCd"00)1'»0 ) et, avec a), on conclut
7T TT

dimÇOr'0)1^) ^ 1 .
TT
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Corollaire 4.4.2 . : Soient G un groupe de Lie exponentiel,
o une involution de G, H = G l'ensemble des points fixes de o et c

un caractère de H à valeurs dans ]R* . Soit TT une représentation uni-
taire irréductible de G. Alors

a) dimCdÇ")"'0) = 0 ou 1.
b) Si din^Ot^)11*0) = 1, alors î et v° sont équivalentes.

TT

Démonstration : D'après 2 . 4 . 1 , le sous-groupe H vérifie la
propriété y et le caractère c la propriété (p). On peut donc appliquer
la proposition 4 . 4 . 1 (a)) ; or, c = (:a , on a donc (dim( ClÇ00)^0) )2 s 1
on en déduit dim(CîÇ00) î c) s 1, légalité ne pouvant avoir lieu que
si î et "rr0 sont équivalentes.

4.5 EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

4.5 .1 Si c n'est pas un caractère à valeurs réelles, mais
si 5 est équivalente à ir° , on a encore l'inégalité dim((H00) î c ) s i
(cf. b) de la proposition 4 . 4 . 1 ) .

Par contre, si c n'est pas à valeurs réelles et si î n'est
pas équivalente à ir0, cette inégalité peut être mise en défaut comme
le prouve l'exemple suivant :

Reprenons les notations de 5.3.5 : G = H, est muni de 1'invo-
lution o,. Rappelons la description du dual unitaire G de G. D'un
point de vue ensembliste, on a :

ô = {'ft, / \ cIR*} u H o / (a,6) e 3R } . Chacune des classes
A (X , p

est donnée par un représentant :

1) TT. est la représentation dans l'espace L QR) dont l'ac-
tion est donnée par

Vf < L2®) ((^(x,y.znf)( t) = e^-y^ ^^fCt-x)

2) Tr Q est la représentation d'espace Œ :

.^(x.y.z) . e1- + i^.

On vérifie que, pour h dans H,, on a ^(h) = c,(h)Id ; donc, pour
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tout À dans B , ^
(y"°0 ) 3 * ^ ^"œ est de dimension infinie.

^À ^À

4 .5 .2 Si G n^st pas un groupe exponentiel, la conclusion
du corollaire peut être fausse. En voici un exemple : reprenons les
notations de 2.2.1 ; soit G = E®^) muni de l^nvolution o^ pour
laquelle H = Hp = { ( 0 , a , 0 ) / a e 3R} . L a théorie de Mackey, appliquée
au sous-groupe distingué N = { ( 0 , a , b ) / a , b € 3R} des translations, per-
met de décrire le dual unitaire G de G.
D^n point de vue ensembliste on a

G = ( f t , f\ e 3R} u { f r p . / a € [0,1[ et R c ]0,«C }.A n,a

Chacune des classes est donnée par un représentant :

i \ fl
1) ir. est la représentation d'espace C : i r ^ ( ( 6 , a , b ) ) = e

2) TT est une représentation d*espace L^T), où T = B/2irZ
est muni de la^mesure 4^ • Ludion est donnée par, pour <t» dans L (T)

C.H

et t dans T,

(^((e,a,b))«0)(t) = e-1^ cos t + b sin t)R e-1019 (t.è).

On a bien din^OT00)") = 1 mais dim( (iT" )H) = 2.
^\ "R,a

Par contre, pour o = o< et H = H. , les conclusions de ce
corollaire sont vraies (cf. 2 .4 .5 ) .
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1. INTRODUCTION.

Soit F un corps ft-adique. (Nous ne faisons pas d'hypothèse sur la caractéris-
tique de F ) . Si X est une variété analytique sur'F» et C un corps de caractéristique
nulle, par exemple le corps des complexes, on peut étudier les distributions sur X
à valeurs dans C : ce sont les formes linéaires sur l'espace C " ( X , C ) des fonctions
localement constantes de X dans C.

Comme Daniel Heifetz Ta montré dans sa thèse [ 9 3 , les propriétés élémentaires
des distributions décrites par exemple dans [11] - comportement par image directe et
inverse, front d'onde, principe de la phase stationnaire - s'étendent à de telles
distributions sur les variétés ̂ -adiques. D. Heifetz s'en sert alors pour étendre
aux groupes y-adiques la notion, due à Howe, de front d'onde d'une représentation.

Le but de cette note est de remarquer qu'une autre propriété élémentaire des
distributions, le théorème d'Atiyah-Bott, s'étend sans changement notable aux fibres
sur les variétés Sadiques qui interviennent dans la théorie des représentations
("fibres admissibles").

Nous démontrons en fait deux "théorèmes d'Atiyah-Bott". Le premier (Prop. 1 )
ne s'applique qu'aux fibres de dimension finie et est l'exact analogue du théorème
réel ; nous ne faisons qu'esquisser sa démonstration, puisqu'il suffit d'imiter
celle de [113 . Dans le § 4, nous démontrons une extension du théorème aux fibres
admissibles de dimension infinie (Prop. 2) : ce sont de tels fibres qui intervien-
nent, en général, dans la théorie des représentations des groupes réductifs. Dans
les § 5-6, nous appliquons ceci aux représentations admissibles des groupes réduc-
tifs. Nous obtenons ainsi une démonstration très simple des formules obtenues par
van Dijk pour les caractères des représentations induites [ 6 3 , ainsi que les for-
mules analogues pour les caractères tordus qui interviennent dans la théorie du
changement de base [133. Ceci donne une preuve très facile du résultat d'induction
dans la démonstration des identités de Shintani (Théor. 2 ) . au moins pour G L ( n ) .
Pour donner un sens à ce théorème, nous avons été amené à étendre aux caractères
tordus le théorème d'Harish-Chandra assurant que les caractères admissibles sont
lisses sur l'ensemble régulier (Théor. 1 ) .

L'essentiel de ce travail a été fait au printemps 1981,, lors d ' u n séjour au
Sonderforschungsbereich "Theoretische Mathematik" de Bonn. Je suis heureux de
remercier l'Université de Bonn, et tout particulièrement G. Harder, de leur hospi-
talité. Les résultats ont été annoncés lors d'un colloque organisé à Vancouver en
août 1981 par W. Casselman.
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2. FIBRES LISSES ET ADMISSIBLES SUR LES VARIETES y-ADIQUES.

2.1.^Dans la suite de l'article, F est un corps ̂ -adique (un corps localement com-
çajst non-archimédien) et C un corps de caractéristique nulle. On note | x | la valeur
absolue normalisée de x c F : on a donc | x | e Q c C. On considère des variétés
analytiques X , Y , . . . sur F ; les morphisroes de variétés sont supposés localement
analytiques.

, . Soit X une variété analytique sur F. Un fibre vectoriel lisse sur X , 5 » est
défini de la façon suivante : localement (sur tout ouvert-fermé assez petit U de X )
on a

( * ) 2|y ̂ U x E.

E étant un espace vectoriel (de dimension finie ou infinie) sur C ; E n'est muni
d'aucune topologie. Si U , V sont deux ouverts-fermés de X , les trivialisations lo-
cales de ÎSL et S|u donnent de la façon habituelle un cocycle

Ĉ  : U n V ^ G L ( E ) .

On suppose que pour tous vecteurs v,w e E, l'ensemble {y e U n V : C- »(y)v = w}
est ouvert dans U n V .

Une section lisse du fibre Ï est une section de Ï comme fibre vectoriel donnée,
dans les trivialisations locales ( * ) , par des applications x -*• ( x , s ( x ) ) où s ( x ) est
une application localement constante U -*- E. On vérifie que cette définition, pour
un fibre lisse, est indépendante de 1a trivialisation. On note QX,?) l'espace des
sections lisses à support compact de S. Un fibre lisse sur X peut être aussi défini
par la donnée de ses cocycles C- « : U n V ^ GL(E) satisfaisant la condition de dif-
férentiabilité, ainsi que la relation de cocycle habituelle (cf. e . g . [ 1 6 , ch. 1 3 ) .

Remarque : Cette notion de fibres est analogue à la notion de "A-faisceaux" de
Bernstein-Zelevinskii [ 2 ] . En particulier, le faisceau des sections lisses de ! est
un A-faisceau.

Exemples. 1. Soit X = G/H, où G est un groupe de Lie sur F et H un sous-groupe fermé
de G. Si Tin est une représentation lisse ( [ 1 5 ] : ce sont les représentations "algé-
briques" de [ 2 ] ) de H sur un espace vectoriel E sur C , elle définit un fibre homo-
gène lisse S sur X. La représentation induite (resp. induite à support compact)
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agit sur tes sections tisses (resp. tisses à support compact) de S.

2. Soit X une variété analytique, U un recouvrement de X par des ouverts-
fermés focaux ; on suppose que pour U e IL, on a un isomorphisme analytique j.. de U
sur un ouvert de F", où n s dira(X).

On définit un cocycle à valeurs dans C de la façon suivante : si U,V e U. on
a une application j-j»1 de j»(U n V) c F" dans j.j(U n V) . On peut considérer sa dif-
férentielle d(jyjy1) ; on définit alors Cy ^(x) = |det(d(jyjy1) )|. Ceci définit un
fibre sur X, noté |A | (X) . le fibre des densités sur X. Si <t> est un section à support
compact de |A | (X ) , l'intégrale 4) est bien définie, comme le montre la formule de

changement de variables (C6, Théor. 1 3 ) . Une telle section sera appelée densité sur
X.

Les opérations fonctorielles bien connues sur les fibres différentiables
s'étendent aux fibres lisses ; nous ne donnons pas de détails. Si f : X -»• Y est
localement analytique et si 6 est un fibre lisse sur Y, on peut ainsi définir son
image réciproque f^S sur X. La fibre de ^ = f t au point x e X s'identifie canoni-
quement à la fibre &^ . de ^ au point f(x). Soit '& -^ X. y- Y deux fibres lisses.
Un morphiame de fibres de 5 dans ^(Atiyah-Bott [1]) est la donnée d'un couple (f,r)
où f est un morphisme : X -<• Y, et r une section lisse du fibre Hom(f ^,ÏS).

Plutôt que de définir le fibre Hom(û,. !) si <4.& sont de dimension infinie.
précisons les conditions que nous imposons à r. Tout d'abord, r est la donnée d'une
famille d'homomorphismes r(x) : (f f) ^ ^/ , -»• Ï. . La condition de différen-
tiabilité est la suivante : fixons des trivialisations locales J ^ U x F . c . ^ V x E ,
U étant un voisinage de f(x) et V c f' (U) un voisinage de x. On peut alors identi-
fier r(y), pour y e V, à un homomorphi sme F -<• E ; on impose que pour tout u e F,
v e E. l'ensemble (y c V | r(y)u s v} soit ouvert dans V.

Si (f.r) est un tel morphisme de fibres, il définit une application entre les
espaces de sections C^Y.a^) -^ C^X, î) qui à s(y) associe t(x) = r (x )s( f (x ) ) .

2.2. Soit X une variété analytique, que nous supposons dorénavant compacte. Si Y est
une variété, une action de Y sur X est une application localement analytique
f : Y x X -»• X. Elle est localement transitive ( [11 , p. 3123) si pour tout (y.x), la
différentielle : T (Y) ^ T^ . (X) est surjective.
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Lemme 1. Soit f : X -»• X un morphisme. 11 existe alors une variété Y munie d'un
point y et une action localement transitive f : Y x x -*• X telle que ^(VQ..) s t^-

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où f est l'identité : en effet, si
g : Y x X -»• X résout le problème avec g = g(y ».) égale à l'identité, on peut con-
sidérer f s g , o t ; 1e diagramme X x Y ——r X x Y —- X montre que ( f ) est 1o-

y y (t,l) 9 y

catement submersive.
Soit alors f = 1. Le problème est évidemment local, donc on peut supposer que

X = (C^r)"» n = dim(X), c?p. étant Tanneau des entiers de F ; on peut même supposer
que n=l. Prenant Y = t^p, l'application f(y,x) = y + x (avec y = 0) donne une dé-
formation localement transitive de l'identité. D

Lemme 2. Soit Ï un fibre lisse de dimension finie sur X, (f,r) un endomorphisme de
^. Soit (f ) une action localement transitive de Y sur X prolongement f = f .

y yeY •'0
Alors on peut, au moins pour y dans un voisinage de y , compléter f en un morphisme
de fibres (f,,.rj de .̂ dépendant différentiablement de y, et tel que r = r.y j JQ

Remarque 1. La différentiabilité en y se traduit par Ta-condition suivante : loca-
lement (cf. avant le lemme 1), r est donné par des endomorphismes de U fibre
r (x) : E ^ E où x e V c X. On impose alors que l'ensemble ((y.x) e Y x V :
r (x)u = v} soit ouvert dans Y x V pour tous vecteurs u,v e E.

Remarque 2. D'après Guillemin-Sternberg ( [11 , p. 320]). ceci est en général faux
pour les variétés réelles.

Démonstration. On peut écrire X comme réunion disjointe d'ouverts-compacts qui
trivialisent &. donc ^ est isomorphe au fibre trivial X x E, dim E < ~ . On se fixe
un tel isomorphisme : r est alors donné par une application x ->• r(x) e Hom(E.E),
localement constante. Pour prolonger r = r en r (y e Y ) , il suffit d'étendre

YO J

cette application en une application localement constante de X x Y dans Hom(E,E).
ce qui est évidemment possible. C3

2.3. Dans le cas où les fibres considérés sont de dimension infinie, nous allons
introduire une dernière définition. Supposons d'abord que t - X est de dimension
finie. Soit f = (f ) : Y x x - X une action localement transitive de Y sur X,
relevée par des morphismes de fibres r . Pour tout y, et toute section ^ de ï. , on
notera pour simplifier f*i^ la section donnée par f i p (x ) = r U/( f (y,x)) . Si <f) est une
densité sur Y, l'opérateur
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% : (^)W s ) ^y^y^Cy.xndy

est un endomorphisme de C"(X,^). En utilisant la propriété de submersivité de f,
on vérifie facilement qu'il est de rang fini. (Si par exemple ^ est trivial de
fibre C. A, est donné par le noyau k(x,,x^) € C^(X x X) , où

k(x,,x«) » f ^(Vî^/dx est donné par "^^atio" sur les fibres" ;
x^

Y = (Y I t(y»Xi) = x,} est lisse par transitivité. Il est bien connu qu'un tel
X i » X ? 1 L

opérateur à noyau lisse est de rang fini).

Supposons maintenant que Ï - X est de dimension infinie. On dira alors que 1a
donnée (f ,r ), où f est une action localement transitive sur la base relevée par
r au fibre, est admissible si, pour toute densité 0 (localement constante à support
compact) sur Y, l'opérateur A est de rang fini.

Exemple. Supposons que G est un groupe de Lie sur F, et H un sous-groupe fermé.
L'action de G sur X = G/H est localement transitive, et se relève canoniquement au
fibre défini par une représentation (^u.E) de H. (EU, p. 312-3133). Supposons X
compact. La donnée canonique (g.r ) est alors admissible si la représention ̂  est
admissible.

2.4. Soit f : X ^ X. On rappelle que f est transverse à l'identité si. en tout point
fixe x de f. on a det(l-df ) / 0. Ceci implique en particulier que les points fixes
de f sont isolés, et donc en nombre fini si X est compacte.

2.5. Nous utiliserons sans commentaires les notions de distributions et de fonctions
généralisées [11], qui s'étendent immédiatement aux variétés p-adiques.

3. LE THEOREME D'ATIYAH-BOTT.

Proposition 1.
Soit S -^ X un fibre lisse de dimension finie sur la variété compacte X. Soit

f : X ^ X un endomorphisme de X transverse à l'identité, relevé au fibre Z par r.
Soit (f ,r ) une famille différentiable d'endomorphismes de détendant
(f.r) = (f ,r ). l'action (f ) de Y sur X étant localement transitive.

YO ^o y

(i) Pour toute densité lisse à support compact <f)(y)dy sur Y, l'opérateur
A = f <()(y)t* dy est de rang fini. Soit trace (A ) sa trace : l'application

4> jy • Y ^
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<^ dy -c trace(A ) définit donc une fonction généralisée sur Y.

( i i ) Au point y , cette fonction généralisée est en fait une fonction lisse, de
valeur

¥^^ff*\ v trace r(x)trace(f) x.x:^ w^yi-
Remarque. Dans la formule donnant trace(f ), df est un endomorphisme de l'espace- x
tangent T^ (X ) . et r(x) : ̂  = X ^ v - 2^ puisque f(x) = x.

Ce théorème est l'analogue exact du théorème d'Atiyah-Bott pour les variétés
réelles, tel qu'il est énoncé par Guillemin-Sternberg [11, ch. VI, Prop. 2.1]. On a
déjà esquissé la démonstration de la partie (i). Il reste à démontrer que 1a distri-
bution obtenue est une fonction au point y , et à obtenir la formule de Lefschetz.
Répétons la démonstration bien connue.

En localisant, on voit aisément qu'on peut faire les hypothèses simplifica-
trices suivantes : X = (^c)"» et ^ trivial égal à X x C^. Le morphisme de fibres

1 SLest alors défini par une fonction lisse r(y,x) e Hom(C ,C ). Localisant de nouveau,
on peut supposer r(y,x) constant. On va traiter le cas où ! = X x C (A=l) et où r
est l'identité ; le cas général n'en diffère que par les notations. Munissons X de
la mesure de Haar normalisée sur (^c)". On écrira y.x pour f(y,x) ; posons
f(y,x) = x + g(x,y), g(y,x) e (^c)"- 0" P®^ supposer de plus que tout y e Y a un
unique point fixe dans X (s'il n'y a pas de point fixe, la Prop. 1 est trivialement
vérifiée). Ce point fixe est donc l'unique solution de g(y,x) = 0. On utilisera sans
commentaire les différentes propriétés déduite de 1a locale transitivité dans [11.
Ch. VI].

Si ^ est une fonction sur X, on a

(A^)(x) = j (f)(y)K/(y.x)dy

s [ ([ 4>(y)^(x')dy/. . }dx' .
x ^xx'

dy / . . étant la mesure quotient sur la fibre (lisse) Y^. = (y e Y : y.x = x ' } . On
peut encore écrire ceci :

(Ajp)(x) = [ {[ 4>(y)^(x')dy/. .}dx'
^ ^ ^(y.x^x'-x dx
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f {| ^(yMx')dy/.}dx'
Jx Ja fv .x^x ' -x ag^g(y.x).x'-x ua

puisque dg = dx' ; ici dg = g*(dx),où dx est la mesure de Haar sur l'image (^p)" de
g ; dg définit, de la façon habituelle, une mesure transverse à la mesure sur la
fibre d'équation g(y,x) = Cste : donc dy/. est une mesure sur la fibre. Par inté-
gration sur la diagonale, on obtient alors :

trace A - | { f 0(y)dy/. )dx.
^ ^Jgty.x^O dgdg""-

Revenant à la notation originale :

9(y»x) = f(y.x) - x.

on voit que dg = |det(l-(df ) )|dx
y x

au point (x.y) tel que f(y.x) = f (x) = x. ce qui équivaut à g(y.x) = 0. On peut
donc réécrire (1)

(**) trace A - | f 4)(y) |det(l-(df) î l ' ^dy/^ îdx
<p - 'X -'v.x=x y xX -'y.x=x '' x

c'est-à-dire :

trace A. = ( <f)(y){ I |det(l-(df ) H'^dy.
T ^ Y y.x=x - x

Ceci démontre la Prop. 1 (ii). D

4. THEOREME D'ATIYAH-BOTT EN DIMENSION INFINIE.
X est toujours une variété compacte, ï. -" X un fibre vectoriel lisse (de di-

mension finie ou infinie), et ( f . r ) un endomorphisme de fibre de ï , avec f : X - X
transverse à l'identité. Nous voulons généraliser à cette situation la formule ( i i )
de 1a Prop. 1. Cependant, les traces des endomorphismes r ( x ) , qui apparaissent dans
cette formule, ne sont plus définies ; il semble impossible d'associer une trace à
f* sans introduire d'autres données.

( 1 ) Dans les formules qui suivent, (df ) est la différentielle de f au point fixey y -y
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Supposons maintenant que f « f a été plongée dans une action localement fran-
co

sitive (f ) complétée par des morphismes de fibres (r ) . comme dans 1e femme 2.
y yeY y yeY

On suppose 1a donnée (^«»^) admissible (§. 2.4). Donc. si • est une densité sur Y,
l'opérateur A. défini dans le §.2 est de rang fini.

v

Soit E un espace vectoriel, TT une action de la variété Y sur E, i.e. une
application Y x E ^ E, (y.v) -r îr(y)v. On dit que TT est Usae si, pour u.v e E,
{y | 7r(y)u = v} est ouvert, et odmiaeible si. pour toute densité <f) à support compact
sur Y, 7r(0) = [ TT(y)<(>(y)dy (qui a un sens parce que TT est lisse) est de rang fini.

J Y
Une action admissible a un caractère» qui est la fonction généralisée sur Y définie
par <() -»• trace •iï(<()).

Revenons au cas qui nous intéresse. Soit x c X, et Y^ » (y e Y : ^ ( x ) = x^ :

c'est une variété lisse par submersivité.

Supposons le fibre Ï trivial. On peut écrire

(A,^)(x) = | <f)(y) rj;(y.x)dy
v JY y

avec y.x = f(y.x) et r : E -o E, ^ à valeurs dans E. Donc

(A ^)(x) » [ {[ 4>(y) r 4;(x')dy/^ .}dx'.
4> Jx Jy.x=x' y ax

II est donc clair (comme on le voit en décomposant <(>(y) comme produit tensoriel
suivant 1a fibration de Y sur X donnée par y ^ y.x) que pour tous x,x' . l'opérateur
| ^{y)r ^01t être de rang fini. En particulier, l'action de Y sur S est
<ly.x=x' y

adnissi'bte.
Si ip(u)du est une densité sur 1a fibre Y . trace(^u) est donc bien défini. On

le notera f trace(u|& )^(u)du ; trace ( u | & _ ) est donc une fonction généraliséejy x x-'Y xx
sur ^x-

Proposition 2. Soit Ï - X un fibre vectoriel tisse sur X compacte, (f.r) un endo-
morphisme de Ï prolongée par une donnée admissible ( f . r ) . On suppose que, pour

J - yeY
tout y € Y, f est transverse à l'identité. Si <f)(y)dy est une densité sur Y. elle
définit un opérateur de rang fini A, : C^(X.t) - C^(X. S). Soit dx une densité
tisse strictement positive sur X. Alors :
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/ r trace(y|S )4>(y)dy/^
trace A - { ——————-—————— )dx

* ^Yxx I^^Vxl

L'expression entre accolades a le sens suivant : puisque 4>(y)dy est une densi-
té sur Y, 0(y)dy/. définit une densité sur la fibre Y^ ; on évalue alors la fonc-
tion général isée. trace (y \Ïy) contre la densité |det(l-dfy) F^yïdy/^-

La proposition a pour conséquence immédiate :

Corollaire. Supposons que pour tout y dans un voisinage de y^. la fonction généra-
lisée trace(y]2 ) soit une fonction lisse pour tout point fixe x de f sur X. Alors
la fonction généralisée 4)dy ^ trace A sur Y est une fonction lisse en y^. et sa
valeur est donnée par

trace(yj^)
trace(f ) = i |det(l-d^ ) |

^0 -0 X

H suffit en effet de réécrire, dans ce cas. trace A^ comme une fonction
(lisse) sur Y intégrée contre 4>. D

Démonstration de la Proposition 2. Le résultat est local sur Y et sur X. On peut
donc supposer que S = X x E (avec dim(E) peut-être infinie). L'endomorphisme de
fibre est donné par r(y.x) : E -^ E ; pour tous u.v c E, l'ensemble (r(y.x)u = v } est
ouvert dans Y x X. mais r(y.x) n'est pas nécessairement localement constant en
dimension infinie. Ecrivons comme d'habitude :

A.iKx) = [ <[ <(>(y)r(y.x)dy/^ . )4<x' )dx ' .
^ Jx Jy.x=x'

D'après l'hypothèse d'admissibilité. A est de rang fini comme opérateur dans
C°°(X) ® E = C°°(X.^). Il existe donc un sous-espace de dimension finie E' de E tel
que l'image de A soit contenue dans C^(X) ® E' . La trace de A^ est donc égale à la
trace de sa restriction à C^(X) ® E ' . Soit E" un supplémentaire de E' dans E.
p : E -^E ' la projection associée. Puisque "l'intégrale" définissant A n'est qu'une
somme finie, on a

Aj<x) = p(A.i|<x)) = | {[ ( (>(y)P-r(x .y)dy/ . .Mx' )dx ' .
^ <t> Jx Jy.x=x'
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Autrement dit, comme endoroorphisme de C^X.E'), A. est donné par le noyau
4>(y)pr(x,y) : c'est donc l'opérateur A, associé à 4> et à 1'endomorphisme de fibre
p.r(x;y) du fibre vectoriel X x E * . (Notons que p.r(x,y) est maintenant localement
constant d'après l'hypothèse sur r). On peut alors appliquer le théorème d'Atiyah-
Bott pour les fibres de dimension finie : plus précisément, la formule (**), à la
fin du §.3 (étendue à un fibre de dimension supérieure à 1) donne :

trace A - f { [ t^e(pr(y,x))»(y) ̂  ^
Jx ^xx Id^^y) 1

= f (trace f P^^)^? dy/,,)dx
^ JY_, |det(l-df) | dx

•xx .^-S7

Par construction, f { [ <Hy)r(y.x)dy/, , }^(x ' )dx ' est dans E* pour tout
Jx JY^.

ip € C^X.E). 11 est donc clair que [ . 4>(y)r(y,x)dy/.. envoie E dans E'. Par
c •'Y . .xx

ailleurs, [det(l-df ) | est une fonction localement constante sur la variété de
y x

(x,y) tels que y.x = x. En prenant Y et X assez petits, on peut donc la supposer
constante (cela dès avant le choix de <t>). On a alors :

trace A = | trace ( | de t ( l -d f ) |'1 | 4) (y )p r (y .x )dy / . ) dx
4> J x Y x JY^ ax

= f trace(|det(l-df^) l'1 J 0(y)r(y,x)dy/^)dx

- puisque le terme 4)(y)r(y,x)dy/^ envoie E dans E' -

= [ (trace f —^iLJ^Ldy/.}dx.
Jx JY |det(l-df ) | dx

xx y ^

Mais ceci est précisément l'énoncé de la Proposition 2. D

II est clair - par exemple à cause des exemples apparaissant en théorie des
représentations (§.5) que la Proposition 2 et son corollaire ont un analogue pour
certains fibres vectoriels de dimension infinie sur des variétés réelles. Nous
n'avons essayé ni de les formuler précisément ni de les démontrer. (On ne peut es-
pérer étendre la démonstration ici donnée de la Proposition 2 au cas réel...).
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5. CARACTÈRES DES GROUPES RÉDUCTIFS.

5.1. Soit maintenant G « G(F), où G est un groupe réductif connexe sur F. Soit P_ un
parabolique de G défini sur F. P = f(F) ; soit P s MN une décomposition de Levi de
P. Soit TT.. une représentation admissible de longueur finie de M. Son caractère est
alors une distribution e.. ; on sait que. sur l'ensemble M des éléments réguliers,
e« est donné par une fonction localement constante (E73) .

En faisant agir N trivialement, on peut étendre TL. en une représentation T _ de
P. Soit -iïg l'induite "non-unitaire" de TT de G (c'est 1a représentation notée
Ind(G.P.7T ) dans [2. §.2.213) : elle est donnée par l'action à gauche de G sur les
fonctions C" de G dans l'espace de TT.. qui sont localement constantes et satisfont :

f(hg) = TTp(h)f(g). h e P.

La représentation TL, est encore admissible de longueur finie {[3,4]). Son
caractère e,, est donc une fonction sur G - , l'ensemble des éléments réguliers deta reg
G. Nous allons montrer comment le théorème d'Atiyah-Bott (Corollaire de la Prop. 2)
redémontre, sous une forme un peu différente, un théorème de van Dijk [63 donnant
© ^ en fonction de Op.ta n

La représentation irp (dans un espace V) définit un fibre vectoriel homogène
lisse sur X = G/P. L'action de G sur X est (localement) transitive, et se relève
canoniquement en morphisme de fibres (Cil. p.3133). Ce morphisme de fibres est admis-
sible (cf. e.g. [6. Lemma 43) . Si 0 € C^(G). la trace de l'opérateur A^ (§.2.4)
n'est autre que le caractère de Harish-Chandra trace TT.((()) c ®Q(0) . Supposons g e G
régulier. Alors g définit un automorphisme transverse à l'identité de G/P. Pour le
vérifier. i1 suffit en effet de vérifier que si g.x = x (x € X) on a
det((l-dg )| ) f 0. Dire que g.x = x revient à supposer que g appartient au

x \W
parabolique P conjugué à P associé à x ; supposons, à conjugaison près. P^ = P. On
a alors g e P ; l'espace tangent à X en x s'identifie à jT. où ^ = m + r^ + rf est
une décomposition triangulaire de l'algèbre de Lie ^ de G, avec m = Lie(M) et
n = Lie(N). On peut encore supposer (toujours module conjugaison) que g e M. On a
alors

det((l-dg )| ) = det((l-Adg)| J.
\W "
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II est bien connu que ce déterminant est non nul pour g régulier. Enfin, si
g.x s x et si on choisit un représentant y de x dans G, y" gy appartient à P ; si
y" gy = mn, m est régulier et donc trace irp(y gy) = trace Tr.y.(m) est bien défini.
Il ne dépend pas du choix de y, et on le notera ®u(x' gx).

Toutes les hypothèses du Corollaire à la Prop. 2 sont alors vérifiées ; la
trace associée par le Corollaire à Tendomorphisme g s'identifie évidemment au ca-
ractère d'Harish-Chandra eg(g). et Ton obtient :

Proposition 3. (cf. [6]). Soit g e G régulier. Alors

e^x^gx)

'^xJ/P 1^(1-^)1
g.x=x

2Remarque. La formule donnée par van Dijk ([6, Théor. 3]) est un peu différente ( ).
Pour l'obtenir à partir de la formule de Lefschetz, il suffit d'utiliser les remar-
ques suivantes : (1) Nous avons considéré une induite non-normaZisée, à la diffé-
rence de [63. Il faut donc, pour passer à l'induite "unitaire", remplacer TT.. par

1/2m, ® 6 , où 6 est le module de P. (2) II y a une identité standard liant
p |DMl1/2

|det(l-adg| J|. ô et le facteur - y» de [6]. (3) Les points fixes de g sur G/P
H" 1^1

peuvent être paramétrés par un groupe de Weyi. Nous ne donnons par les détails.

Si la caractéristique de F est nulle, et si C est le corps C des nombres com-
plexes, Harish-Chandra [8] a montré que le caractère d'une représentation admissible
de longueur finie est une fonction localement intégrable. Dans ce cas. la Prop. 3
suffit donc à déterminer le caractère Op (considéré comme distribution sur G tout
entier) à partir dee... En caractéristique finie, les méthodes de cet article
devraient permettre de prouver directement que ©g est localement intégrable si ©^
l'est (cf. [11, Prop. 2.23 dans le cas réel, quand ir.. est de dimension finie).

Dans 1e cas réel, si Ton disposait de l'analogue de la Prop. 2, cette méthode
permettrait aussi d'obtenir, à l'aide de la formule de Lefschetz, les formules de
caractères démontrées par Hiraî [10].

( ) Pour la formule de van Dijk, il faut supposer que C contient |ojr | > où (jjp est
une uniformisante de F.
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6 . CARACTERES TORDUS.

6.1. Dans ce qui suit, nous supposerons pour simplifier que F est de caractéristique
nulle. Remarquons toutefois que 1a Prop. 4 et 1e Théor. 1 doivent être indépendants
de cette hypothèse (cf. [73).

Soit G s G(F), où Q est un groupe réductif connexe défini sur F. Soit o un
automorphisme de G d'ordre i > 1 (on ne suppose pas A premier). On note x° l'image
de x e G par o.

A-l
Pour g e G. soit Ng = gg ... g € G. On dit que g c G est o-régulier si Ng

est un élément régulier de G. Soit G l'ensemble des éléments o-réguliers de G.

Soit P = ^(F) un sous-groupe parabolique de G (globalement) invariant par o.
Soit X = G/P ; si g € G, soit g* son image dans X. La Prop. 5 et le Théor. 1 qui
suivent imitent des résultats de Harish-Chandra [73, ainsi que leurs démonstrations.

Proposition 4.(i) Soit y e G . Alors l'application

*
x - (xyx"°)

est une submersion G -*• X.

(ii) L'application (x,p) -»- XYX~°P est une submersion G x P -^ G.

Démonstration. (cf .C7]). En remplaçant 7 par y' = xyx'0, on vérifie aisément qu'on
peut se placer en x=l et qu'alors (i) et (ii) sont équivalents à l'assertion :

â = (Ad^'1)"0)!^

où ^, j) sont les algèbres de Lie sur F de G et P. Ceci se démontre comme dans [7].
Soit j) = m 9 jn, ^ = rf 0 m 9 jn une décomposition triangulaire de ^. Soit B une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée G-invariante sur ^, qu'on peut même supposer
o-invariante. Soit c s Ker(Ad(y)-o'1). Si X e c, on a Ad(y)X = o^X d'où

J2. &-1 "~ "
Ad(Y°y ...Y° Y)X = X. soit Ad(Y' Ngy)X = X ; puisque Ng est semi-simple régulier,
on voit que c est formé d'éléments semi-simples.

Il est bien connu que l'orthogonal de ^ pour B est r^ ; l'orthogonal db
(Ad(Y" )-o)^ est égal au noyau de l'adjoint (Ad(y)-o" ), donc à c_. Puisque
c_ n jî = {0), on voit que ^ = (Ad(Y" )-o)^ + ^. D
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Comme dans [7, Lenna l], la Prop. 5 a le Corollaire suivant : puisque l'appli-
cation G x P ^ G donnée par (x,p) -^ XYX"°P est submersive, on obtient par intégra-
tion sur les fibres (une fois que des mesures de Haar dg sur G et dp, invariante à
gauche sur P. sont fixées) une application a - f de C°°(G x P) dans C^G) ; cette

ÛIT go C C
application est caractérisée par le fait que» si F e C (G) :

f atx.pjFtxyx^pîdx dp » f F(x)f (x)dx.
J G x P JG ^

Corollaire de la Proposition 4. Soit a e C°°(G x P). Alors l'application y ^ f de—————————^—————————— c a,Y
G _ dans C (G) est localement constante.

Démonstration, (cf. [7. Lemma 1 (démonstration)]). D

Soit maintenant P = MN un parabolique minimal de G, et A la composante déployée
de M. Nous supposerons .de plus qu'il existe un sous-groupe compact de Bruhat-Tits K
de G ([5. §.3.53) relatif à A tel que o(K) » K. Nous ne savons pas si cette hypo-
thèse est toujours vérifiée : elle Test, par exemple, quand o est un automorphisme»
de changement-de base pour un groupe de ChevaTley.

Soit TT une représentation admissible irréductible de G. On dit que TT est
0-stabte si TT est équivalente à TT o o. Dans ce cas, i1 existe un opérateur 1 de
l'espace de -n dans lui-même tel que Tr(g)I = 1 ^(g0) pour g e G ; le temme de Schu-
permet de supposer que ( 1 ) ^ = 1 (cf. [13]) après multiplication de 1 par un sca-
laire. Dans ce cas. on peut définir une représentation du produit semi-direct G x Z.
où z = {l.o..... o^"1}. par T^g.o^ = ^(g»!^.

Si f € C^(G). Tr(f) est de rang fini. L'application f ^ trace(7r(f)I^) définit
une distribution sur G. On l'appelle le caractère tordu de TT associé au choix de 1 .
Cette distribution sera notée e , 1e choix de 1 étant sous-entendu.

•iï.O 0

Plus généralement, nous pouvons considérer une représentation TT, admissible
de longueur finie, de G telle que -n ^ TT o o et que TT s'étende à G x S. Une telle
extension étant choisie, son caractère tordu est défini de la même façon.

Si V est l'espace de •,T, on désigne par End°(V) l'espace des endomorphismes
u : V ^ V tels que x -*- -iï(x)u et x -»- u-iï(x) soient des fonctions lisses de G dans
End(V) ; on a End°(V) » Y • V. où V est le dua1 admissible de V.
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Proposition 5. Soit TT une représentation admissible de longueur finie de G, o-stable.
étendue à G x E. Si y c G , soit

L . s f ^(y.oîk^dky.o j,,

Alors T € End°(V), et y -»• T est une application localement constante de

^-reg^"5^0^- y>o

L'intégration est par rapport à la mesure normalisée dk sur K.

Démonstration. Il existe une base de voisinages de l'unité dans G formée de sous-
groupes ouverts distingués de K globalement stables par o. Si K est un tel sous-
groupe, assez petit» l'espace V de TT est engendré sous G par l'espace V des vec-
teurs fixés par K ; Y est stable par K et par o.

On a la décomposition de Cartan G = K M'̂ K, où M4' est l'ensemble des m e M tels
que <a.H^(m) >ï 0 pour toute racine a de N par rapport à A {[7, p.993 ; [5. §.3.53).

Si m g M4', l'application p -^ m pm contracte P ; il existe donc un sous-groupe
ouvert-compact P de P tel que m" P m c K^ pour m e M'*' (C73) . Soit a la fonction
caractéristique de K x P Considérons l'application submersive

G x P - * . G x < j ^ G

(x.p) ^ xty.cOx"1.?

où y 6 G . (Prop. 4). Par intégration 1e long des fibres, a définit une fonction
f - f sur G x o. identifié à G par (g,o) ^ g. Par définition.a»y y

f FWy.o^.pîdk dp = [ f (x)F(x.o)dx
JK x p JG y

o

pour toute fonction F e QG x o). Appliquant ceci aux coefficients de TT, on obtient:

[ ^(y.oîk^Mpîdk dp « [ f (xHx.o)dx.
JK x p JG y
J K X o

On sait que V est engendré par les vecteurs de la forme Tr(g)v = "ff(k,mk?)v,
v e VQ. k^ c K. m e M'1' ; puisque KV^ « Vç. i1 est donc engendré par T^KM^VQ.
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Pour v e V , k c K, m € M"^, on a :

T^Tr(kro)v « J ^(y.oîu^MkÎTrOlOv du.

donc par changement de variable :

T^(km)v » Tr(k"°)Ty^Tr(m)v.

Par ailleurs :

7 r ( f ) l 7 r ( m ) v = f ^(y^k^MpMnOv dk dp
y a ^xPo

= f ^(y.olk'^dk.f ^roMm^pilOv dp
JK JP,

Tr(k(y.o)k -dk. Tr(ro)TT(m -pm)v dp
K JP^

= L^"^

puisque m"1? m e K^ pour p e Pc. m e M'*' et Tr(K^)v = v. Les deux identités obtenues
donnent :

(*) T^7r(km)v = TTtk^ÎTrt^îI^mlv.

Soit alors V l'espace engendré par les K-translatés de ir(f )V. Puisque TT est
admissible. dim(V ) < «. L'identité (*). jointe au fait que les Tr(km)v engendrent V.
montre que T applique V dans V . Conroe de plus Ty^.k = ^y^ P0"1' tout k € K*
ceci implique'en fait que T e End°(V). Comme de plus la fonction f -^ f est lo-
calement constante, on peut prendre V = V pour y au voisinage de y^ c G^.pçg-

Mais alors on voit que pour un tel y. T reste dans un espace fixe, de dimension
finie, de End°(V) ; pour tout v e V . l'application

y - Ty^r(km)v = TT(k'°h(fy)I^T(m)v

est localement constante, donc y ^ T w (w e V) est localement constante. Ceci
démontre la Prop. 5. D

Comme corollaire immédiat, nous avons :
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Théorème 1. Soit o un automorphisme d'ordre i du groupe réductif G sur F ; on sup-
pose que o stabilise un sous-groupe de Bruhat-Tits K de G.

Soit TT une représentation admissible de longueur finie, o-stable, de G étendue
par 1̂  à G x î.

Alors le caractère tordu e^ <j de <iï est localement constant sur G^_ . et
égal à la fonction trace T .

Démonstration. Le caractère tordu est évidemment invariant par g ^ xgx' ( x e G ) ;
on en déduit facilement que. pour f € C^(G). e^ ^(f) = trace(j ^(y)Ty^dy)-

Si de plus le support de f est dans G^ . l'application y ̂  ^(y)Ty g
(y e Supp f) est. d'après 1a Prop. 5, localement constante à valeurs dans E n d ° ( V ) .
On en déduit :

^oW = I/̂  trace L̂
Ceci démontre le théor. 1, ainsi que 1a valeur du caractère :

e^(y) = trace Ty^. D

6 . 2 . Le Théorème 1 va maintenant nous permettre d'appliquer la Prop. 2 aux carac-
tères tordus.

Soit donc G = G ( F ) , Q réductif connexe sur F de caractéristique 0. Soit
P = MN un parabolique de G stabilisé par o » on supposera la décomposition de Levi
choisie de façon que o ( M ) = M ( ) ; on suppose de plus que o stabilise des sous-
groupes de Bruhat-Tits de G et M.

Soit 7̂  une représentation admissible de longueur finie o-stable de M , supposée
étendue à M x r. Elle a donc un caractère tordu e^ . Soit Tip la représentation

f_ i^fO u

induite (non normalisée) i"^ (^ ® 1 ) -
La représentation ̂  est o-stable. E11e admet une extension canonique à G x Z :

si l'on réalise irp par translation à droite dans l'espace des fonctions G—- V^
(V., l'espace de TT^) telles que f(hg) » T T p ( h ) f ( g ) pour h e P. et si 1̂  est l'opé-
rateur d'entrelacement tel que ^(m)!^ s 1̂  (m0) pour m e M. l'opérateur d'entrela-r rcernent 1 associe à la fonction f 1a fonction g = I f sur G définie paro u
( 3 ) C'est possible « voir § . 7 .
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g(x) = I^X0) ( X € G ) .

Nous pouvons voir la représentation TL, étendue à G ® Z comme induite à partir
de la représentation TT? étendue à P • Z ; comme telle, elle est réalisée par des
automorphismes du fibre V » G x V» ^ (G x £) x V,. sur X = G/P. La variété

p n p x î m

G x g agit localement transitivement sur X par (g,cj).x = g.ox ; de plus :

Lemme 3. Si g e G ^ , l'action de (g.o) sur X est transverse à l'identité.

A-l
Démonstration. Rappelons que Ng = gg ... g° .

Si x € X, on a (go^x = (Ng)x. En particulier, si x est un point fixe de go.
il est fixé par Ng ; de plus. prenant les différentielles, on voit que
d(go)^ = d(Ng)^ comme endomorphisme de T^(X) . Si d(go)^ fixe Ç f 0. on voit donc
que d(Ng) fixe ç. Si g est a-régulier, donc Ng régulier, c'est impossible (cf. §.5).
Donc go est transverse à l'identité. D

Soit x e X tel que g x = x. Soit y un représentant de x dans G. On a alors
g y P = y P. soit y^gy0 e P. On peut poser y gy° s mn, m c M, n c N. On vérifie
que m est indépendant, à o-conjugaison près. du choix de y (u.v e G sont o-conjugués
si u » x^vx0 pour un x e G). Par conséquent, ep^y^gy0) » .̂o^ est b1en

défini et ne dépend que de x : on le notera e« .-(x^gx0).n.u

Toutes les conditions sont maintenant réunies pour appliquer le corollaire de
la proposition 2 : la variété G x o agit localement transitivement sur X. et g x o
agit de façon transverse à l'identité. A tout point fixe x de (y.o). la fibre de V-
s'identifie à V... et le stabilisateur est égal à yPy"° où y représente x ; la fonc-
tion généralisée trace((p,o)|V' ) s'identifie canoniquement au caractère tordu

1 «/T

9 (y" Py0), fonction généralisée sur yPy . Celui-ci est bien défini en g. On
P»o

obtient donc :

Proposition 6. Soit g un élément o-régu1ier de G. Alors, si Og est 1e caractère
tordu associé à TTg s ind(m, • 1) et au choix canonique de 1^, on a :

®M n^"19^1
e. (g) = Y ——n^——————

Gto x.X |det(l-d(go) )|
gox»x A F
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6 . 3 . Nous appliquons maintenant tes considérations précédentes aux identités de
Shintani qui apparaissent dans 1e changement de base. Nous traitons seulement 1e cas
de GL(n) ; bien que l'application nonne ait été définie en toute généralité par
Kottwitz ( [ 1 2 ] ) nous n'avons pu étendre ta démonstration suivante au cas générât.

Soit donc F un corps local de caractéristique 0, E/P une extension de corps,
cyclique de degré î. On note o un générateur de I s Ga1(E/F). Soit G s GL(n) ; o
définit un automorphisme d'ordre A (encore noté o) de G ( E ) , ayant G(F) comme groupe
des points fixes.

Soit F une clôture algébrique de F contenant E. Le groupe GL(n) jouit des deux
propriétés suivantes (cf. [ 1 2 ] ) :

i ) Deux éléments de G(F) conjugués dans G(F) 1e sont dans G ( F ) .
i i ) Une classe de congugaison dans G ( F ) . qui est rationnelle sur F, contient un

élément de G ( F ) .
A l'aide des propriétés ( i ) - ( i i ) , on peut définir une application Jf , de G ( E )

dans les classes de conjugaison de G ( F ) . de la façon suivante : si g e G ( E ) , soit
Ng = gg° . . . g 0 . On a ( N g ) ° = g" ( N g ) g , donc la classe de conjugaison de Ng est
rationnelle sur F. D'après ( i i ) , elle rencontre G ( F ) , en une classe de conjugaison
unique d'après ( i ) . Cette classe de conjugaison est notée ctig.

Les conditions du théorème 1 sont vérifiées par G ( E ) muni de Tautomorphisme
o- prendre K = G(0p) ! - donc les caractères tordus des représentations o-stables
de G ( E ) sont lisses sur G(E) ( ) . Soit TT une représentation irréductible admis-
sible de G ( F ) . On dit que ta représentation à-stable H de G ( E ) (ou plutôt 1e couple
( n , I ) , où I entrelace n et n o o et 1̂  » 1) relève TT si Ton a l'identité de
Shintani :

trace n ( g ) I s trace Tr(^g)

pour tout g o-régulier dans G ( E ) . (On a utilisé, par abus de notation, l'expression
trace ir(g) pour la valeur du caractère -n en g. et de même dans 1e cas tordu). Cette
définition s'étend immédiatement au cas où TT, n ne sont pas nécessairement irré-
ductibles.

Dans ta démonstration des identités de Shintani, il y a essentiellement deux
étapes ; l ' u n e , fondamentalement arithmétique, consiste à relever des TT appartenant
à la série discrète de G ( F ) . L'autre, de nature géométrique, consiste à vérifier que
——————
( ) 11 est très vraisemblable que tes caractères tordus sont en fait donnés par des
fonctions localement intégrabies (cf. [13] pour G L ( 2 ) ) .
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le changement de base commute à l'induction. Cette deuxième étape relève de 1a for-
mule de Lefschetz.

Soit donc P = MN un sous-groupe parabolique de G. Soit TL. une représentation
(admissible de longueur finie) de M(F). (IIM.I? : (1^ s 1) une représentationn u o'
(admissible de longueur finie) o-stable de M(E). munie d'un opérateur d'entrelace-
ment involutif. Par induction, on définit, comme dans les §.5 et 6.2, une représen-
tation TTp de 6(F) et une représentation o-stable IL. de G(E) munie d'un opérateur

6 Md'entrelacement canonique I , défini par I .o o

Théorème 2. Supposons que (n^.I^ relève TT«. Alors (Ilg.l0) relève TTg.

A-l
Démonstration. Soit g ç. G(E). Si Ng = g.g° ... g° , on a vu qu'on pouvait écrire
Ng = x(dTg)x"1. avec x g G(F) et g e G(F). Donc les éléments Ng et JTg de G(E) sont
conjugués dans G(P) ; appliquant derechef la remarque (i) ci-dessus, on a donc
Ng = y(/g)y pour un y e G(E). Si h = ygy"°, on a donc Nh = </g. Autrement dit.
module (T-conjugaison, on peut supposer que Ng ç. G(F) ; la norme "concrète" Ng est
alors un représentant de la classe ijTg. Puisque l'assertion du Théorème 2 est in-
changée lorsqu'on remplace g par un o-conjugué, on supposera donc que Ng e G(F).

M M M
Notons e le caractère de TT^ et e_ 1e caractère tordu de nu associé à I .

7T M 11,0 M O
D'après la Prop. 3 et la Prop. 6, si Ton indexe par G les objets analogues pour G»
on a, si g e G est tel que Ng e ^Hpea :

Q ©^(x^Ng x)

^^NgLx Net(l-d(Ng))^(p))L
X£X(F) x '

.6 „, . ; <.,"""°'

%, ^^»\W^

On a noté X la variété algébrique G/P. Les expressions e (x" Ng x),
i ^

e- (x' gx°) sont définies comme avant la Prop. 3 et la Prop. 6. Remarquer quen»o
Tautomorphisme d(go) de l'espace T X(E) est F-linéaire. mais non E-linéaire ; son
déterminant est donc pris comme automorphisme de T X(E) considéré comme F-espace
vectoriel par restriction des scalaires.

Il s'agit tout d'abord de vérifier que les sommations portent sur les mêmes
ensembles. Dans GL(n). le centralisateur d'un élément régulier est un tore. Remar-
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quons que» puisque N9 e G(F), on a

9 N9 « 9(N9)° s 99° ... îP 9 s (N9)9.

Autrement dit, 9 e T(E) où T. le centralisateur de N9, est un tore défini sur
F. Supposons alors que N9 fixe x e X(F). Ceci veut dire que N9 e P . où P est un
parabolique (conju9ué à P) défini sur F. Il est facile alors de voir que tout
h € G(E) qui centralise N9 appartient à P (E) ; en fait, si h commute à Télément
ré9u1ier N9, il appartient à tout sous-9roupe de Levi de P contenant N9, et N9
étant semi-simple peut être inclus dans un sous-9roupe de Levi. Donc, si h commute
à N9, h fixe x.

Lemme 4. On a

{x € X(F) : N9 x = x} = {x e X(E) : 9ox s x}

Démonstration. Supposons que ox s x (x c X(F)) et N9 x = x. D'après ce qui précède,
puisque 9 commute à N9, on a 9X = x, d'où 9ox = x.

Réciproquement, soit x e X(E) tel que 9<jx = x. En appliquant (90) , on trouve
(N9)x = x. Puisque 9 commute à N9, on a 9X = x» d'où ax = x. D

P p
II suffit donc de comparer les deux expressions pour © et ® _ terme à

M »-
terme. Pour x fixé, les deux numérateurs sont é9aux puisque (n^.,1 ) relève TT^.

Lemme 5. Si N9 e G(F) ^ixe x c X(F).

|det(l-d(9o)|^(E))l = |det(l-d(N9) |^ x (P) î 1

Démonstration. Soit V = T X : c'est un espace vectoriel défini sur F. Posant
h = (d9) e GL(V,E), d'où Nh = hh° ... h^"1 = d(Hq}^ c GL(V,F), on voit que le
Lemme se réduit à la propriété suivante :

Soit V un espace vectoriel défini sur F, h e GL(V,E) tel que Nh e GL(V,F).

Alors

I^Res^E)^'0)!,-' Idet^d-Nh)^.
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Nous allons montrer qu'il y a en fait égalité sans prendre les valeurs absolues.
Tout d'abord, 1e membre de droite est égal à det^^(l-Nh). (Le déterminant ne
change pas par extension des scalaires) et est alors défini pour tout h c G L ( V , E ) .
(11 appartient à F puisque Nh est une classe rationnelle). 11 s'agit donc de mon-
trer :

det Res^VtE)^ 0 ° ) s ̂ (E)^)

pour h € G L ( V . E ) . Les deux membres sont des fonctions algébriques sur G L ( V , E )
considéré par restriction des scalaires comme F-groupe. 11 suffit donc de les éva-
luer sur un ensemble Zariski-dense. De plus, ils sont tous deux invariants par
o-conjugaison. En considérant la différentielle de l'application ( x . g ) ->• xgx"° de
G ( E ) x G ( F ) dans G ( E ) . on vérifie facilement que l'ensemble des éléments o-conjugués
à G L ( V . F ) est Zariski-dense. Le même type d'argument permet de se restreindre aux
éléments o-conjugués au tore déployé de G L ( V . F ) .

Supposons un instant que V soit de dimension 1. Soit h c G L ( V , F ) ï F̂
L'automorphisme o de PeSc/pE ̂  F^ satisfait o4 « 1 ; c'est son équation caractéris-
tique puisque l . o . . . . o A " l sont indépendants. Sur une clôture algébrique de F, 1-ho
se diagonatise donc sous ta forme :

1-he
1-ho =

1-hc^

où e est une racine primitive A-iéme de l'unité. On a donc

^Res^Et1^'1^^^1^-

En générât, si h appartient à un tore déployé de GL(V.F). on peut décomposer V
en somme de droites et appliquer le même argument. Ceci démontre 1e ternne 5. D

Avec cela, on a identifié tous les termes qui apparaissent dans l'expression
du caractère et du caractère tordu : 1e Théorème 2 est démontré. D

Terminons en indiquant que. dans le cas réel (pour l'extension E/F = ^y^f
l'analogue du Théorème 2 a été démontré, pour tout G. par J. Repka [143. Par ail-
leurs. le Théorème 2 est formulé pour des induites non'normaZieéee. Si K = E ou F,
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et si iTp = ind(TT.u.) est une induite non normalisée, l'induite normalisée1/2TTQ = Ind(TT^) est égale à ind(^ (Sp 7^), où ôp ̂  est le module du parabolique P ( K ) .
Il est facile de vérifier que <Sp p ( m ) « <5p c ( N m ) . On en déduit immédiatement que,
si C est le corps des complexes, le Théorème 2 s'étend sans changement pour les in-
duites normalisées. C'est 1a forme sous laquelle on l'utilisera en général.

7. AUTOMORPHISMES DE G ET COMPOSANTES DE LEVI.
On a rejeté dans ce paragraphe la démonstration du résultat suivant, utilisé

dans le § . 6 . 2 . Soit F un corps de caractéristique nulle.

Proposition 7. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, o un F-automorphisme
d'ordre fini & de (a, et P un F-sous-groupe parabolique de G (globalement) stable par
o. H existe alors un sous-groupe de Levi M de P^» défini sur F et (globalement)
stable par o.

Démonstration. Il est bien connu (Boret-Tits, IHES Publ. Math. V) que les F-sous-
groupes de Levi de P̂  sont conjugués par N s N ( F ) . On a donc, si M est un sous-groupe
de Levi quelconque, défini sur F, de P : o (M) = Ad(n) M pour un n e N. Soit

A-l £-2u s n n . . . n n e N. On en déduit que Ad(u)M » M. Par conséquent, u e N g ( M ) . .
Si H est 1e normalisateur de M dans G, il est bien connu que la composante neutre
(pour la topologie de Zariski) de H est égale à M. Par ailleurs, si u c N normalise
M, c'est encore vrai pour ux si x c Z. Comme 2 est dense (pour la topologie de
Zariski) dans 1e groupe à un paramètre» additif, U engendré par u on voit que
U c H ; puisque JJ est connexe. U c M ; on en déduit, JJ étant un sous-groupe de H,
que U » { 1 } .

.1-1 t-2On a donc montré que o(M ) » Ad(n)M pour un n e N tel que n n . . . n n = 1 .
Soit F s ( l , o » . . . o } 1e groupe fini d'endomorphismes de N engendré par o. Le
groupe de cohomologie non-abétienne H ( r , N ) (cf. Serre, Carpe focaux. Annexe au
Chap. VII) est représenté par tes cocydes y - Z e N (y c r) têts que
Z , = Z . ( Z ^. Soit x = n" 1 : 1e cocyde Z ̂  = xx° . . . x^"1 (k ï 0) ne dépend
que de k module» &, et définit un élément de H l ( r , N ) . On va montrer (rappelons que
H^r.N) est muni d'un élément distingué, qu'on notera 0 ) .

Lerome 6 . On a
H^F.N) « ( 0 ) .
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On en déduit que Z s y" yY pour un y e N. En particulier, n « y"°y. Puisque
o(M) = Ad(n)M, on voit que Ad(y)M est à-stable. d'où la Proposition 7. 0

Démonstration du lemroe 6. Soit Z « Z(F) le centre de N, N' « N/^ le groupe algé-
brique quotient, N' « K'(F). Puisque la cohomologie galoisiemuTàe Z est triviale.
on a la suite exacte des points à valeurs dans F :

1 ^ Z -»• N ^ N ' ^ 1.

Le groupe r agit par F-automorphismes sur N/. et on peut supposer par récur-
rence le lemme 6 vrai pour N' ; comme Z est un groupe additif, donc divisible, on a
aussi H^r.Z) = 0. La suite exacte en cohomologie non-abélienne (Serre, loc.cit.,
Proposition 2) donne alors

^(r.Z) ^ ^(r .N) -. ^ ( r .N ' )

d'où ^(r.N) = {0}. • D
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RÉSUME

Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe, K l'image réciproque d'un sous-
groupe compact maximal de AàG. Soit !î une orbite de G dans le dual g_ de son algè-
bre de Lie g_, munie de sa mesure de Liouville B-. L'image directe de BQ sur ̂
par 2a projection orthogonale est une mesure tempérée sur k . Nous la calculons
lorsque Cl est régulière et elliptique. Supposons de plus Cl admissible et soit 3-
2a représentation unitaire irréductible de G associée par Harish-Chandra. Nous
démontrons une formu2e, dans 2e style de ce22e de Xiri22ov, permettant de ca2cu2er
2e caractère de r en fonction de transformées de Fourier d'orbites, dans G tout
entier. Comme application, nous donnons une nouvelle démonstration de la formule
de Blattner décrivant la restriction de T^ à K.

SUMMARY

Let G be a connected semi-simple Lie group and let K be thé inverse image of
a maxima2 compact subgroup of AdG. Let !î be an orbit of G in thé dual ̂  on thé
Lie algebra y_ of G. Let BQ be ils Liouville measure. Thé push-forward of fL» by thé
orthogonal projection on k is a tempered measure on k . ffe compute this measure
when !î is regular and elliptic. Suppose moreover that H is admissible, and let T-
2>e thé unitary irreduci2>2e représentation of G associated to !î by Harish-Chandra.
Ue prove a Kirillov type formula which gives thé character of T in term of Fourier
transform of orbits, everywhere in G. As an application, we give a new proof of
Blattner's formula, uhich describes thé restriction of T- to K.

TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION
CHAPITRE 1 : Application moment et projection de mesures de Liouville.
CHAPITRE II : Une généralisation de la formule du caractère de Kirillov.
CHAPITRE III : Une démonstration de la conjecture de Blattner.
APPENDICE : Rappels sur les fonctions généralisées.
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PROJECTION D'ORBITES
A la mémoire d'Harish-Chandra
INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient ̂  son algèbre de Lie et
5. " il e £ une décomposition de Cartan de ^. Nous supposons que ̂  et k ont le même
rang. Dans le dual ̂  de ̂  nous choisissons une orbite H de G» régulière et ellip-
tique. Comme il est bien connu, c'est une variété symplectique (cf. [ K i ] ) , et sa
mesure de Liouville B(-, considérée comme mesure sur ̂  , est tempérée.

Dans le premier chapitre de cet article, nous étudions la mesure J (BQ) sur
k*, image directe de la mesure B- par la restriction J de la projection de ̂  sur
k* parallèlement à j/. Soit K le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie k.
L'action de K sur Î2 est hamiltonienne, et l'application J est précisément
l'application moment correspondante. La description de J (g ) nécessite quelques
notations.

Soit t une sous-algèbre de Cartan de k.
Soient A c it* l'ensemble des racines de ^, dans ^.,

A c A l'ensemble des racines de t^ dans k^.
A c A l'ensemble des racines de t- dans p,.n i*On note W le groupe de Weyl de A . On identifie ̂  à l'orthogonal de [^,^J dans

g*. Alors Cl n t* est une orbite de W. Notons \ un point de cette orbite. Nous notons
A le système de racines positives pour lequel A " iX est dominant.

Si Ç € t* est un élément non nul, nous notons H- la mesure d'Heaviside sur ^* :

( 1 ) H (^) • | ^ ( t Ç ) d t .
' " o

Nous posons, si A n A • { a . , . . . , a } ,

(2) ^-"-ia, *---*«-xa

(Y^ est une mesure tempérée, homogène, localement polynômiale, ne dépendant que de
la chambre déterminée par A ) »

( 3 ) B - ^ c(w) w . ( 6 , * Y" ' )
weW

(B . est une mesure W-anti-invariante sur ̂  ) .
* *Pour tout élément Ç e ̂  . régulier dans 1^, nous posons
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s^(Ç) - e(o), où a e W est l'élément tel que iaç soit A^-dominant.

De plus» si ^ est une fonction C sur k , nous posons

(A) A^)(Ç) • 5g s^(Q f < ^ ( f ) d B (f)
"'•

où B.y est la mesure de Liouville sur l*orbite KÇ de Ç dans k*.

En fait, A (^) se prolonge en une fonction C sur t , W-anti-invariante, et

A ne dépend que de la chambre déterminée par A.

Le résultat principal du chapitre 1 est le suivant, qui calcule J (6/J.

THEOREME A." Soit ^ € ^(V*). On a

(5) f ^(Jf)dB^(f) - l A ^ X O d B ^ Ç ) .

n 1

Du théorème A, on déduit facilement une formule pour la transformée de Fourier

(sur jk) de J (B^)» qui n'est autre que la restriction à k de la transformée de

Fourier 0 (sur ^) de B- (*)• Comme corollaire, on obtient une nouvelle démonstra-

tion de la formule de flossmann [R] qui calcule la restriction de B à l'ouvert

1^ n ^' de k^ formé des éléments de k réguliers dans ĵ . Rappelons quelle est cette

formule. Dans ^', BQ «•t une fonction C G-invariante. Pour la calculer dans

^' n je, il suffit donc de la calculer sur .̂ n ̂ '.

Si X c t n g', on a
1^ î e(w) ."A(x)

(6) B^X) - (-l)^"2 W<H ^ ^ ,̂
aeA

Outre celle de Rossmann [R], on trouvera des démonstrations de la formule

(*) La transformée de Fourier de BQ est IA fonction généralisée sur ̂  définie par
la formule

^ f iffmv30 • j . • '-'v^
Les notions de fonction généralisée et de restriction de fonctions généralisées à
des sous-variétés sont rappelées dans l'appendice.
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(6) dans [Vej. [B.Vo][Be-Ve.1] .

Le deuxième chapitre est indépendant du premier (à l'utilisation près de la

formule de Rossmann). On suppose que l'orbite îî est admissible, et on note 6 la

fonction généralisée sur G associée par Harish-Chandra à Î2 [H-C.3] . C'est le ca-

ractère d'une représentation unitaire irréductible de G, de carré intégrable module

le centre de G [H-C. 4], mais nous n'aurons pas à nous servir de ce fait.

Si X e ^, on pose

— a d X - -adX

(8) j^(X) " deK6———^—————) .

La formule de Kirillov, dans le cas considéré ici, est l'identité suivante

entre fonctions généralisées dans un voisinage de 0 dans j| :

j_

(9) j2(X)e(ex) • B^(X) .

Elle résulte de la définition de 6 et de la formule de Rossmann (6). Le défaut

principal de (9) est de ne donner de renseignements sur Q que dans un voisinage

de 1 dans G. Pour y remédier, Harish-Chandra a introduit la méthode de descente.

Soit s un élément de K. On pose z_ - ker(l-ads). ^- Im(l-ads). Dans un voisi-

nage de 0 dans ^, on peut définir une fonction généralisée par la formule :

1 1 - -!-
(10) 6 ( X ) - j (X)2 | de t ( l - ad ( se x ) ) | ^ | 2 |det( l -ads) |^ | 2 e(sex) .

Soit Z le centralisateur de s dans G. Par construction (voir [H-C.3J) 6^ est une

combinaison linéaire de transformées de Fourier d'orbites de Z dans ^*. Nous cal-

culons cette combinaison linéaire.

Posons îî " tî n z* : c 'est l'ensemble des points fixes de s dans Q, et c 'est

une sous-variété syœplectique de tî, réunion d'un nombre fini d'orbites de Z . Sur

!î , nous définissons une fonction ^ . localement constante. Le résultat principal

du second chapitre généralise la formule (9) :

THEOREME B.- Dans un voisinage de 0 dans ^, on a l'identité de fonctions générali-

sées

(11 ) 6 (X) • f ^(Oe^^dBo ( f ) .
8 "s s

Nous pensons que la formule ( 1 1 ) est "universelle" au même titre que la for-
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mule de Kirillov ( 9 ) : elle devrait se généraliser à toutes les représentations
unitaires irréductibles suffisamment génériques de tous les groupes de Lie.

Dans le troisième chapitre, nous calculons la restriction de 6 à K. Le ré-
sultat est donné par une fonnulô conjecturée de Blattner, démontrée pour la pre-
mière fois par Hecht et Schmid [He-S.13 Une autre démonstration est due à Enright
LE 3. Contrairement aux deux démonstrations citées ci-dessus, la nôtre n'utilise
pas le fait que Ô est le caractère d'une représentation, et, a fortiori, pas non
plus de réalisation de la représentation en question ( * ) .

Résumons brièvement notre démonstration : au voisinage de 1 dans G, la for-
mule ( 9 ) montre que l'on peut remplacer le calcul de la restriction de 6 à K

N̂par celui de ̂  à ̂ . On utilise alors le théorème A. Le théorème B permet de pro-
céder de même au voisinage de chaque point s de K.

( * ) Notons qu'inversement la connaissance de la formule de Blattner facilite nota-
blement la démonstration des théorèmes de réalisation.
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I . - APPLICATION MOMENT ET PROJECTION

DE MESURES DE LIOUVILLE

1.1.- APPLICATION MOMENT D ' U N GROUPE COMPACT K

Soit ^ une variété C . Soit <X.(Î2) l'algèbre des formes différentielles sur Ci-

Si E, est un champ de vecteurs sur Î2, on note c(^) la contraction par Ç et d la dif-

férentielle extérieure. Les opérations d et c(Ç) sont des antidérivations de ^(^î).

Si JC(Ç) est la dérivation de Lie, on a :

(1) .£(0 - d o c(0 + c(0 o d .

Soit K un groupe de Lie compact connexe, d'algèbre de Lie k^ agissant sur ^î.

Si ?Ç e k, on note 3C le champ de vecteurs sur Î2 défini par

«^(f) .g^(exp- ex.f)^ .

Si r^ est un sous-espace de k^ on note 0[r))r (c)u simplement r^) le sous-espace

de T-(îî) engendré par les Xp pour X e j^.

Soit Cl une variété symplectique de dimension 2n. Notons 0- (ou simplement 0)

la 2-forme symplectique de Sî. Supposons que l'action de K sur ^î soit hamiltonienne.

On choisit une structure hamiltonienne, et on note J (ou simplement J) l'applica-

tion moment correspondante. Par définition J est une application de ^ dans Jk^ , com-

mute à l'action de K, et vérifie

(2) Si J (f) - (J(f),X) pour X c k .

dJ^c (X^ ) .o .

Remarquons que si f e f t e t s i J ( f ) " P

^"W - ̂ x^ ' ̂ (-'(exp - C Y • ^-^le-o
- ^ (exp-eY.u .X) ,^
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donc

(3) ai(Vn) " "(U.CX.Y])

n
La forme ——°—— est de degré maximal et partout non nulle. Elle détermine

(2^r)nn!
donc une orientation et la mesure de Liouville (L sur n. (On note parfois 0 simple-

ment 0). La mesure J (g ) image directe est définie par :

(4) [ ^dj (B.) - f (^oj)dBj^* * n j^ n

pour toute fonction ^ borélienne positive sur k*. Si J est propre, c'est une mesure

de Radon.

Si, de plus, J est une submersion au-dessus d'un ouvert U de k , alors sur U,

J (0) est une densité C" f(ç)dÇ . On calcule f(Ç) de la façon suivante. Soit

Ç € U et Cl m J" (Ç). En un point y de îî-, l'application dJ induit un isomorphisme

entre T (îî)/T (îî ) et k*. Soit y la densité sur SI telle que dB/u- • dÇ. Alors

f(0 - ̂  P/.v
Soit ^ une sous-algèbre de Cartan de k. Soit T c K le groupe de Cartan corres-

pondant, N(T) le nonnalisateur de j. dans K, W " N(T)/T le groupe de Weyi. On écrit :

k " 1 ® 1

^ - ̂  e ̂

où r est le supplémentaire T-invariant de t. La dimension de r est paire. On la note
~ r

2r. Si u e t * , on note K~ (ou simplement K ) la 2.forme ( X . Y ) »—» ( u . L X . Y ] ) sur r.
On note jt* l'ensemble des éléments réguliers de ̂  pour l'action de W. Si u e ̂  »
la forme K est non dégénérée. Soit T} une forme différentielle de degré maximum sur
r non nulle. On définit alors la fonction polynômiale Tr(u) sur t_ par la formule

(5 ) K1' - 7 r ( u ) r ! n .

La fonction TT est une fonction polynômiale W anti-invariante sur ^*, dépendant de n.

Soit îî un espace K-Hamiltonien. On définit M • J, ( t * ) - II est clair que l'en-
•L —r

semble M (qui peut-être est vide) est stable sous N ( T ) .
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(6) LEMME [G-St.2] .

a) M est une sous-variété de Q d'espace tangent au point a donné par

T (M) - {v € T^(Q) ; dj(v) c ^} .

b) Soit o^ la restriction de o^ a M. Si m e M et si J(r) - v. l'espace vectoriel
symplectique (T^(n).(^) est isomorphe à la so»e directe orthogonale des espaces

symplectiques (^.-K ) et (T^(M),o^) par l'application (X.v) »-—X^ + v.

DEMONSTRATION.- Soit k*. t* • r*. Ecrivons J - (JpJ? «uivant ce^te décomposition.
Au voisinage d'un point B de M. M est l'intersection de ft avec J^ (0). Or. en tout

point m de M, la différentielle de l'application J^ est surjective. En effet si

p - J(m) et si X c 1. dJ^(X^) • X . p. Puisque p c ̂  l'application de r, dans r*
donnée par Xt— X . p est bijective. Ceci montre que H est une sous-variété de ft.
que son espace tangent est donné par (a), et qu'on a une décomposition en SOOBC di-

recte T (ft) « r^ • T^(M). Si X e r, et si v c T^(M). on a

o(X^.v) - (dJ(v).X) • 0.

Enfin, cornne pour X.Y e ^ o(X^.Y^) - -(v.[X.Y]). on a prouvé (b).

Le lemne (6) nontre en particulier que M est une sous-variété syœplectique de tï

et que la restriction J^ de J a M est l'application B»on»ent pour l'action de T. On

la notera encore J. s'iT n'y a pas de confusion. Elle est N(T)-équivariante.

On note k^ l'ensemble des éléments réguliers de k*. Le complémentaire de k^
est une sous-variété algébrique fermée de k* On note ^ - ftnJ" (k^). C'est un ou-

vert (peut-être vide) de S2. Il est clair que K . M • ft^.

(7) Choisissons une mesure de Lebesgue dK sur k. une mesure de Lebesgue dT sur t,.

Lorsqu'une mesure de Lebesgue a été choisie sur l'algèbre de Lie d'un groupe de

Lie, nous employons sur le groupe la mesure de Haar invariante à gauche telle que

d(expX)/dX vaut 1 pour X • 0. Nous notons vol(T) - j dt. Nous choisissons une

forme différentielle de degré maximum n sur ^ telle que dK - dT |n|. On a alors la

formule d'intégration suivante :

- ^^-.^^^L^-"'^"1"^ •
(Remarquons que la «ne.ure ̂  |ir(J(<»))| dk dm ne dépend pa- des choix faits).
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Démontrons (8). L'application p : K x M -*• ^ est une submersion. La fibre de p est—__——————. r
une orbite de N(T) par l'action libre (k,m) . u • (ku.u a) de N(T) sur K x M. Le

groupe N(T) a comme algèbre de Lie t et il a ^v composantes connexes. La mesure

(vol T) ^W dt donne donc masse 1 à la fibre de p. Il s'agit alors de prouver l'é-

galité des densités sur l'espace tangent

T. (t2) • T,(K) • T ( M ) / ( t )
K.ul K -* —• ^"n

données par d(î_ et ———y|'ff(J(m))| dk d0.7dt. Par K-invariance, il suffit de le faire
" (2-iï) "

en un point (e.m). Ou e est l'identité de K. D'après (6), on a si J(m) « y

^ ^ ^ ̂
a,.-K^. D'oû ^--^-^

si y dimîî • d " n + r.

D'où d0 «- ——— JTr(u) | |n| dB», ce qui prouve (8).
" (27T)

Si la variété !î - îî est de mesure nulle pour g . la formule d'intégration (8)

nous permettra donc de remplacer l'étude de J (B_) par celle de J (B.,)*
* \î " M

1.2.- ORBITES ELLIPTIQUES REGULIERES D'UN GROUPE DE LIE REDUCTIF

Soit g une algèbre de Lie réductive. Nous fixons une décomposition de Cartan

g • k • p de g. Nous supposons que le rang de g est égal au rang de k. Soit G

un groupe de Lie connexe à centre compact d'algèbre de Lie ^ . Soit K le sous-

groupe de G d'algèbre de Lie k. Le sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal

de G. Soit t une sous-algèbre de Cartan de k, c'est aussi une sous-algèbre de Car-

tan de g_ . On identifie comme d'habitude ^ à l'orthogonal de [^, ^} dans ^ .

Soit À un élément ^-régulier dans ^ . On considère îî " G . À l'orbite de À dans

^ et la forme syœplectique o sur îî donnée par o - (X . f,Y . f) - - f( [X,Y], si f c îî.

La variété Sî est une variété hamiltonienne sous l'action de G, donc a fortiori sous

l'action de K. L'application moment J. : !î -»• k^ est la restriction à Î2 de la pro-
* * ^ *

jection p : g -»• ^ . Nous choisissons des normes K-invariantes HÇ II et I I Ç . H sur k,

P telles que < Ç , , Ç > • llf. Il - II Ç. Il soit une fonction G-invariante sur ^ .
— 2 ° 2 2Si Ç € tî, on a donc IIÇ II - IIÇ.II •II Ail . L'image réciproque d'un ensemble borné

de ^* est donc un ensemble borné de îî. Comme îî est fermée dans ^ , l'application

J. est propre. De plus on a

(1 ) LEMME.- L'image J.(ft) est contenue dans l'ensemble (Ç e V* ; IIÇII ï. H À I I } .
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Si p e t , on note 6 la mesure de Dirac au point u, D l*opérateur différen-"~ d y v
tiel (D u>)(v) - ^.^(v +ep). , et si u est non nul, H la mesure d'Heaviside

(H .^) • (\(tu)dt. On a
' -'o

D^-6(0).

Soit A c U l'ensemble des racines de ,̂ dans g-. Pour chaque a c A, soit

h e U la coracine correspondante. On pose :

(2) A^O) - {a c A ; (U,h^) > 0}

ou simplement A si X est fixé.

On note

A l'ensemble des racines de t_. dans k...

A l'ensemble des racines de t_. dans p_

A • A n A " (a, ,a,,. • • »o i )n n 1 2 p

(3) Y'*' » H . * H . *...* H .-ia, -la, -lal 2 p

la convolution des mesures d'Heaviside associées aux racines non compactes positi-

ves. On définit avec les conventions de 1 . 1 . 7 une application A11 des fonctions conti-

nues à support compact sur _k dans les fonctions continues à support compact sur t*

par

<AT1^ • îwTvoT-rT ——T ̂  j' ^ • ̂  dk •
(2-rrr -'K

(4) On voit que A11 ne dépend que de l'orientation j^ donnée à j. par n. On choisit

H telle que TT (X) > 0. On note A l'opérateur correspondant.

Le but de la section 1 est de prouver le

(5) THEOREME.- Soit À un élément ^ -régulier de _t*. Soit Î2 - G . À l'orbite de À

dans ^* avec sa mesure de Liouville BQ« Alors :

f ^^«y " ( i e(w)w. (6, * Y"'),A^)
Jk* " veW À

où A est déterminée par la convention (4).
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Soit M " îî n p'^t*). C'est un espace T-hamiltonien. Pour démontrer le thé-

orème (5), nous pouvons nous ramener à l'étude de J^(B^). En effet Î2^ est non vide,

puisque X e J(Î2) est ^-régulier. donc a fortiori k-régulier. Le complémentaire

îî - ft est une sous-variété algébrique fermée de ft non égale à îî, donc de mesure

nulle pour à^. D'après 1.1.8, il suffira de démontrer le

(6) THEOREME.- J.(B,J • ——— ï e<w) w. (6, * Y4').
—————— * M 1^1 weW À

La méthode suivie sera de montrer en 1.3 que J^(B») satisfait un système d'é-

quations différentielles à coefficients constants.

Notons quelques propriétés géométriques de !î et de M utiles au paragraphe

suivant. On note V - t* • ^* de sorte que M est une sous-variété de V.

Soit X e ^ - {0}. Nous allons décrire les variétés îî^. M^ des zéros du champ de

vecteurs associé à X sur !î, H.

Soit z le centralisateur de X dans ̂  , Z le sous-groupe de G d'algèbre de Lie

^. II est connexe. On écrit ^ " .2. • 1 .où ^ est le complément Z-invariant de ^.

Ceci permet d'écrire &*•!*• A*- Si f est un point ^-régulier de ̂ * apparte-

nant ï z , o n a ^ . f " A .

La décomposition de Cartan de ^ induit une décomposition de Cartan

z ^ - z ^ n k e ^ n ^ • ^ • ^ o

de .̂

II est clair que t est une sous-algèbre de Cartan de z^. On a encore

rang de z^ • rang de k .

On écrit : tç " 1 • Io »

V - t* • £* ,o — —o

1 • Io • ^\

B "J^ £! •

de sorte que S. " £| e £ ï '

V • V • V , avec V ^ • ̂  .
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On note W le normalisateur de T dans G mod T

W le normalisateur de T dans Z mod T.
o

Le groupe W est un sous-groupe de W. L'ensemble des éléments W-réguliers de ^

est t*. On note t* l'ensemble des éléments W^-réguliers de t*. Il est clair que t^

est un ouvert de t . L'élément À détermine une composante connexe C'*' d; t et une—r *•

composante connexe C^ de ̂  . Soit W1 • {w e W tel que w . X g C^}. Alors W est
o

un système de représentants de W \W.

Comme z* est la variété des zéros pour l'action de X sur ^ , la variété ft^

des zéros de X sur îî est H - Î2 n z* Comme V est la variété des zéros pour l'ac-o — ^o ^
tion de X sur V. on a M^ « M n V^ • îî^ n p (^).

(7) LEMME.- îî - U . Zw X, où l'union est disjointe.
0 W € W

DEMONSTRATION.- Soit m • g . X € z*. Comme g . X est un élément elliptique de z_ ,

il existe un élément u de Z tel que u g X e ^*. Comme G . X n t* m W . X, on obtient

le lemme.

La méthode de démonstration du théorème (5) se fera par récurrence sur la

dimension de G. On écrit aussi Î2 - G . X - ft(G,X) pour préciser sous quel groupe

on considère l'orbite de X. Avec cette notation

îî • U , (Z.w. X) .
0 wcW1

De même on considère les variétés M(Z.w. X) • Zw X n p^ (̂  ). où p^ : ̂  - k^.

Il est clair que Zv X n p~1^*) est une sous-variété ouverte de M(Z,w. X) et que :

(8) M • U ^ M ( Z , w . X) n p^ (^) .
0 wcW

Nous analysons les fibres normaux de îî^ dans îî et de M^ dans M.

(9) LEMME .-Soit f c Sî^, alors T^(îî) • T^(SÎ^) • ^* .

DEMONSTRATION.- Ceci est clair puisque ^ . f - T^(ft) • ̂ . f • ̂ . f

- T^) • ^

car f est un élément régulier de ^*, appartenant à ^ .

Le fibre normal à îî dans ft est donc trivial et isomorphe à îî^ x 5* .
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Considérons un point m e M. D'après 1 .1 .6 , on a T (M) " T (ft) n V. Comme Mo m o
est l'espace des points fixes du groupe à un paramètre relativement compact

(exptX), on a, en un point m de M , T (M ) " T (M) n V . D'autre part,

T (S2) n V. • V. • ĵ * d'après (9). On a donc, puisque m est fixé par X,

T (M) - T (M) n V • T (M) n V,lu m o m l

et le :

(10) LEMME.- Soit m e M , alors

T (M) • T (M ) • V .m m o l

Le fibre normal de M dans M est donc trivial et isomorphe à M x V..o o 1

( 1 1 ) Analysons maintenant les orientations. Si y est un élément ^-régulier de t_ ,
£l

la forme - K (X,Y) - - (y.CX.Y]) est non dégénérée sur £p Elle définit donc une

orientation j). (y) sur j^,. On identifie £1 à V, par l'application X -^ X .y et

on note V.(y) l'orientation ainsi définie sur V.. Si y et y' sont deux éléments

j^-réguliers de ^ , on définit :

£.. (u»U*) " 1 sl l̂ s orientations V.(y) et V (y') coïncident
'1 *

• - 1 sinon.

(12) LEMME.- Si w e W . ̂  (w \i ,y ') . r (y.y') .
o o v ^ o v ^

DEMONSTRATION.- Conne V^w y) - w . V^y), il suffit de montrer qu'il existe une

(donc toutes) orientation W -invariante sur V.. Comme X a des valeurs propres ima-

ginaires pures non nulles sur (V.).., on peut écrire (V.).. " V. e V~ où V. est la

somme des sous-espaces propres de X de valeur propre y. avec 1m y. > 0, et

V. • V . Ceci définit une structure complexe sur V. et donc une orientation.

Comme X est fixé par W , cette orientation est W -invariante.

Considérons la décomposition (10) T (M) • T (M ) e V en tout point m de M .

Les espaces T (M) et T (M ) sont des espaces symplectiques et ont donc une orien-ro m o
tation canonique. On en déduit une orientation V (m) sur V, dépendant de la compo-

sante connexe de m dans M . Remarquons que pour m • X»^orientation V . ( X ) est bien

celle définie précédemment. On pose
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£(in) • 1 si V^(m) - V^(X)

" - 1 sinon •

(13) JLEMME.- Soit m e Z v X n p"1^). avec w ^ W 1 . Alors c(m) • c(v) r (vX.X).
^

DEMONSTRATION.- Considérons les décompositions (9) et (10) d'espaces symplectiques.

On a ^ « ̂  . m et la forme a,, sur ^ est définie par

0^(X . m,Y . m) • -(m,[X,Y3) • -(Y . m.X) .

Remarquons qu'on a une décomposition

^ .m- r^ .n r ^ - ̂  . m • ̂

1 £1

en somme de sous-espaces orthogonaux pour o . Notons 0 (resp. 0 ) l'orientation
1

de a. définie par la forme - K (X,Y) - -(m,[X,Y]). par X,Y e. ^

j.
(resp. - K^ (X.Y) - - (m.[X.Y]). pour X,Y c r^).

On a donc un isomorphisme d'espaces vectoriels orientés entre V.(m) et (q /r.,0 ),
1 11 œ

où 0 est l'orientation sur q /r. déduite des orientations 0 et 0 .m — —I m m

1
Lorsque m varie dans Z . ̂  . X, la forme K sur ^ reste non dégénérée, car m

n 1 1
reste ^ -régulier et ^ est stable par Z. ,»0n a donc 0 * 0 . .

Comme m € t • p* et que [r,,r,] c k, la forme K~ ne dépend que de la pro-— — "~l ~i — m
jection p(m) de m sur t_ , et l'orientation donnée à r. reste constante lorsque

T_ r^.
p(m) varie dans une composante connexe de t . On a donc 0 " 0, . Doncr m À

1 11 1 ^ - 1 1 ^1
0 - 0 ,/0 . Comme par définition £ (wX.X) 0 ,/0 " ^^n • il s*agit de

II 11 I1
montrer que 0 , " e(w)0. , pour w e W .

w • À À _

Soit y e t . Considérons r munie de la forme symplectique non dégénérée - K . La

décomposition r_ • r 9 T_. est en sous-espaces orthogonaux pour - K . O n note

0 (resp. 0~°) l'orientation donnée à T_ (resp. r ) par la forme - K^ (resp.
u r u JE. 1. r u

- K""°). On a 0 " c(w) 0 . pour tout w e W. L'orientation 0""° ne dépend que de
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* Io Io
la composante connexe de y dans t^ . Puisque w . X < C^, on a donc 0^ - 0̂  ^

& • ̂ .X^X - ̂  W - ^w) °? • w

I . 3 . - IMAGE DE LA MESURE DE LIOUVILLE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Soit T un tore compact. Soit V un espace vectoriel muni d'une représentation
linéaire de T. Soit M une sous-variété de V stable par T de dimension paire 2n.
Supposons M munie d'um forme symplectique o pour laquelle l'action de T sur M
est hamiltonienne. Soit J : M ^ ̂  l'application moment. Supposons J propre (ou.
pour l'application en vue. J propre au-dessus d'un ouvert de Jt*). Nous montrons
dans cette section que J^(^) satisfait un système d'équations différentielles
à coefficients constants, que nous allons définir.

L'ensemble des poids non nuls de ̂  dans V^ est un ensemble S " (± iUj) • Soit
X e t. - { 0 } . On écrit alors V • V^(X) • V^X) (ou simplement V - V^ • V^ si X est
fixé), où V est le sous-espace des zéros de X sur V et V^ le complément T-inva-
riant de V^.

Choisissons une orientation V\ sur Vp On peut choisir une base orientée
e , . fp e^. f ^ . . . . . ^ . f ^ d e V , telle que :

H . ê  - - \^W\

H . t.. - ̂ W^» P0̂  tout H € tt9

avec t ip. e Z, U^W ït ° '

On note 1 l'ensemble { l , 2 , . . . , q }

^ - n p . .
x jel J

D^^D . D . . . . . D
x ^ ^ \

(u^ et D̂  ne dépendent que de l'orientation choisie sur V ^ ) .

Soit S(t*) l'algèbre des polynômes sur ^.. 1 l'idéal engendré dans S(j^)—ft A v

par les fonctions polynômes homogènes i»)^, pour X e t_ - W-

80



PROJECTION D'ORBITES

( 1 ) LEMME.- L'ensemble des zéros coomuns des éléments de !.. est réduit à {0}.

DEMONSTRATION.- Soit X - X. •»• iX., avec X. ^ 0. Il est clair que ̂  (X) ^ 0 puisque

toutes les formes linéaires \i. c t* non nulles sur X. sont a fortiori non nulles

sur X^ + iX^. Si X^ • 0 et X^ ^ 0. alors u»̂  (X) ^ 0 .

On identifie aussi S(t.) à l'algèbre des opérateurs différentiels à coeffi-

cients constants sur ^ .

(2). PROPOSITION.- Soit b une distribution sur un ouvert V de t vérifiant

D b " 0, pour tout X € t - {0}. Alors b est polynômiale sur U.x ~~

DEMONSTRATION.- D'après le théorème des zéros de Hilbert et le lemme ( 1 ) . si Ç^

est un système de coordonnées linéaires sur t , il existe un entier N tel que

Ç. e !„ pour tout i. La distribution b satisfait donc le système d'équations

(-j—)^ • 0, quel que soit i. Donc b est polynômiale, i.e. est de la forme P(QdÇ
q

où P est un polynôme et dÇ est une mesure de Lebesgue sur ^ .

(3) Nous notons l'opérateur D simplement par D lorsque X est fixé.

Soit M (X) " M n V (X) (ou simplement M ) la variété des zéros de X.-. Nous mon-
0 0 0 "

trons que D (J (B»)) est à support dans J(M ) en suivant une méthode similaire

à [Be.Ve. 1 ] quis'inspirait d'un calcul de R. Bott [Bc].

Si v e V, écrivons v » v + ^ ( x . e . + y . f . ) , avec v c V . Notons q^(v)

2 2 ^la fonction Z (x. + y.). La fonction q. ne s'annule que sur V^.
J J J

On note 6. la 1-forme sur V définie par

"j - ̂ j - ̂ j •

On a d6 . " 2 dx. A dy..

Soit X. le champ de vecteurs associé à la tranformation infinitésimale de
X sur V , i . e . Xy • t v^ W <Xj ̂ - - Yj -^-). On a

6j(Xy) - Uj ( X ) (^ + y ^ ) .

Soit A un sous-ensemble de I. On définit
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(*) - n v. .
A jeA J

D - n D (en particulier D - D ) ,
A jeA ^j

n - ï e n (de^) .
A i€A l J€A-(i} J

A' - 1 - A .

n
Si ^ est une fonction C°° sur t*, (D\>) e J ̂ - est une forme de degré maximal

sur M. Le lemme suivant montre que cette forme est exacte en dehors de M^. Plus

précisément, nous l'écrivons explicitement -d(a>) où œ est une (2n-l)-forme dé-

finie sur M - M .o

n H* n-k

(4) LEMME.- (D\Q o J ^-. - d(Z (k - 1)! ^ < D A ^ ) O J ~ k — — — — ) •
———— n! k AcI A q. (n - k) !

^A-k
•» < H f >

DEMONSTRATION.- Il suffit de montrer ceci lorsque ^»(Ç) - e '" avec H € J^. Le

membre de gauche est alors égal à

J., ,,n
^(10 e»^ .

M.W'^Q.
Considérons la 1-forœe 0.. • ^ -J————"• • Elle vérifie

" jel q!

O^H,) - 1

JC(H) . Oy • 0

On a donc : c(H^)Oy - l. c(H^)dQy - 0.

La forme non homogène (Jy + o) vérifie l'équation (c(H^) - d)(J^ + o) • 0.

puisque do • 0. Puisque (c(lU - d) est une anti-dérivation de OiW. la forme
(.Vo) J» n

u . e - e "(Z °v) vérifie aussi l'équation (c(H^) - d) . y^ - 0. (C'est

une forme fermée pour la cohomologie T-équivariante [Be-Ve.13). La forme dQy

est annulée par d et c(H^). On a donc

u^- (C(H^) -d)(^(i -de^)-1 ^)

On a noté encore par 0 la restriction de 0 à M. Donc

a) (H)l^ - (c(H^) - d)( Z ^("^QH^^^'11^^
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Identifiant le terme de degré maximum des deux membres, on obtient :

"î 6'" ï - - w ̂ m^w^ e1" 7^57) •

Le lemme (A) découlera de la formule :

. . H.
(5) a),(H)e,,(de.,r1 • (k - 1)! ^ u» . (H) -^ .

I H H A A q,
^A-k

et du fait que, si ^ (Ç) « e^'"^ a) ,(H)e H « (D^) o j ."A" ' ' A *

Nous montrons (5)

Soit v « £ p.OO"^.. Comme \)^ est une 1-forme. \/^ • 0.
. • -

On a d\\, - Z u . (H)~ l d9 . ." J J

SH • ^^H •

On calcule :

Vde^-1 - q^ VH<d^)k'l • car ^ ' °

(dv.,)1'"1 - (k - 1)! I 0) g (H)'1 n d9 . car (de . ) 2 - 0 .
H Sel s jeS J J

^S-k-1

^(dv^)1''1 - (k - 1)! I ^A00"11^ t car ^^j " 0

^A«k

-W^Cdv).,)1'"1 - (k - 1)! 1 ^A'001^ 1 ce qui démontre ( 5 )-1 H H Ad A

^A-k

(6) COROLLAIRE.- ^(J^C^)) est supportée sur J(M^) .

DEMONSTRATION.- Si ^ a son support dans t* - J(M^) , on a d 'après (4)

f (D^)J (dm) « f - d(oi )
J * J M ^

r
où oj est une forme C00 à support compact sur M. Donc ] d(o) ) « 0.

^ •'M r
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Nous allons maintenant préciser le corollaire ( 6 ) dans une situation par-
ticulière.

(7) Nous fixons de nouveau X € t - { 0 } . Soit V • V • V , , M « M n V la va-""' 0 1 0 0
riété des zéros de X».

Nous faisons l'hypothèse

(8) Nous supposons que en tout point m de M, T (M) • T (M ) • V , . [Elle estm m o l
vérifiée pour les variétés M introduites en 1 . 2 ] .

Sous l'hypothèse ( 8 ) , le fibre normal à M dans M est donc trivial et
identifié à M x v .

Rappelons que nous avons choisi une orientation V. sur V..

D'autre part, les variétés T (M) et T (M ) étant symplectiq

position T (M) • T (M ) • V, fournit une orientation V^dn) à V, dépendant

D'autre part, les variétés T (M) et T (M ) étant symplectiques,la décom-

:ion T (M) • T (M ) • V, fournit une orientation V^dn) à V, dépendant
ffl ffl 0 1 1 1

de la composante connexe M01 de m dans M . On pose
ffl ffl 0 1 1 1

de la composante connexe M01 de ffl dans M . On pose

c • + 1 si les orientations V.(ffl) et V. coïncident ,

• - 1 sinon.

On note B01 la mesure de Liouville de M . On note diffl V, " 2q.o o 1

(9) PROPOSITION." Sous l'hypothèse (8). on a

(-l)V(J^) -^(J^B^ .

DEMONSTRATION.- On a

(-D^D'O^).^) • (J^^ • Dt^) • | <D*^) e j ——°———
(2^T)nn!

Considérons un produit scalaire T-invariant sur V •V. coïncidant sur V.

avec le produit scalaire q. choisi précédemment. Considérons la métrique

Riemannienne T-invariante induite sur M. Soient deux voisinages U. c n re-

lativement compacts de Supp <p et travaillons au-dessus de U». Soient

V,(C) - iv c V. ; llvll < c) . M1 • M n J^dL).
1 1 0 0 1
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On peut trouver c > 0, tel que l'application exponentielle ( œ , v ) t—»-exp v
2 œ 1soit un diffêoBorpbisme entre M x V . ( c ) et un ouvert U de M. On note U

l'image de M x V . ( e ) , par l'application exponentielle.

On a :

—— f (C%) . J 2! - lia ——— [ , (B\0 . J 4 .
(210° IM "• e^o (2^T)nJM-^

Sur M - U1 , on a (D%) . J 2^ - - d(h> ), où

œ - z ( I ( k - D ! <D^).^ TT^
k A q.

^A-k

est C00 sur M - U .

On a donc

f (D^)d(J.BM) • lin —!— f <D. •
J M *" ĉ o (210" J^l^

On a 8(V^) !2 M^ x S^ u (M^ - M^) x V^c) avec S^ - (v c V, ; HV|( - e}. On peut
supposer c choisi de telle sorte que a) soit nulle sur (M^ - M ) x V.(e). Si

donc on note 1 l'application de M x s. dans 9(U ) donnée par

(n^,v) -»> exp m^(ev), on a

f (D^)d(J 6..) • f lin < î ) < ^ ) •
J M M^S ^"o^l

Ici l'orientation de M x V. est celle compatible avec l'orientation de M.o l

Nous calculons lin (I )^(u) ). On a 1 (n^.v) • œ^ + cv mod c . Les formes
n C-K) c * ^
-— sont invariantes par la transformation (v ,v.) -». v •»• ev.. On a donck o 1 o 1q^
lim(I^(^) - n j M ^ x S ^ .
c-^ q^

Comme o est continue sur M, on a liœ e -»• 0 (I ) (o) • (1^) (o) " o^.'e * o * o

n-q

Tl—lt
Comme o • 0 si k < q, on obtient :o

——— ( D ( u ) ) - — — — ( q - l ) ! n . . | ( ^ o j ) — — — — — — — — —
(270 " J l . c * ^ (27T)'1 J s . I J M (2TT)" ^n-q)!

"o^l 1 0
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La proposition (9) sera prouvée «i

(10) ——— (q - 1) ! | n, - 1
Oir)" ^

où ici l'orientation S4 de S^ est celle naturelle de la sphère S. dans l'es-

pace V4 sIR^ . Or n-r • 2 q-l u où u est la forme volume de la sphère et

vol S^-0 • (2q) ^ . Q.E.D.

1.4.- PROJECTION DE LA MESURE DE LIOUVILLE D'UNE ORBITE ELLIPTIQUE REGULIERE

Soit À un élément ^-régulier de ^*, M " G . X n p ( t ) . Nous considérons

M comme plongée dans V - t ® 2. • Nous allons montrer dans cette section le thé-

orème 1.2.6 que nous rappelons ici

(1) THEOREME.- J.^) - ——— ï e(w) w . (6, * Y"1').
—————— " |TT | wsW À

Nous démontrons ce thSorème par induction sur la dimension de G.

Nous supposons la formule ( 1 ) valable pour toutes les orbites elliptiques

régulières de groupes de dimension strictement inférieure à G.

Considérons le système d'équations différentielles D^ de la section 1.3.

(2) PROPOSITION.- Pour tout X € ^ - {O}, on a. sur C'*'. l'égalité des distri-

butions

D^tU - ^( I C(w)v. (ô,*Y")) .
w SW

DEMONSTRATION.- Reprenons les notations de 1.2. Soit X e f_ - {0} fixé. Soit

z • k • p le centralisateur de X dans g. On note A les racines de .̂ dans
~C "° 1 "5 o n

p . A,, " A - A .•o n n n

Si u est un élément g-régulier de ^ , U définit un ordre A (u) «ur A en

posant

A"(U) " (a; (iu.h^) > 0).

On pose : A^(u) • A^ n A^Cu) . (A^^Cu) • ̂  n A^di).
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Notons Y^ - H.̂  * H.̂  *...* H.̂  si A^(u) - (a,.^,.... âp) .

(de sorte que Y^ " Y )

Y1 - H , * H . *...* H . si (AVCu) • (a,.a......a ) .y -ia, -10^ -i0p n l 2 p^

Considérons l*orientation V.(y) de V. défini en 1 . 2 . 1 1 . Cette orientation

définit donc un opérateur D (y) que nous notons D . Soit dim V. • 2q.
A \1 '

Q ^ &. î

(3) LEMME.- (-1)4 D . Y - Y .

DEMONSTRATION.- Considérons la forme bilinéaire alternée non dégénérée sur .̂

définie par - B (Y,Z) • -(p,[Y.Z]). Elle définit une orientation ^(u) sur

^ . Posonc, pour B e (A ) (u)

«B-V^ , f ^ . i X g - i X . g ,

•v.o X.g - Xg .

L'orientation de j^Cu) est alors donnée par Cg A f L*isoaor-

B€(A^)"''(U)
phisme ^(p) -»• V^u) défini par Y h—Y . y commute à l'action de X.

Si (A^ai) - {ei.B^---'^' l'OPérateur D^ est é^Al

à D. o D.o o. . .o D. . On obtient donc le lenane (3) car
16, 182 ^q

A^(u) - (A^^di) u (A^)'*'(u).

Démontrons la proposition (2). Fixons comme orientation V. de V. l'orien-

tation V^X) et notons D^ l'opérateur D correspondant. On a d'après (3)
1 **

(-0e1 D^( ^ £(w) v. (6 ^Y")) - (-l)11 D"'(Z e(w) 6 . * Y ,)
WgW W€W

- 1 e(w) ^ ( w X . X ) 6 , . ,*Y^.
weW 1

Calculons le premier membre de (2). Soit M^ la variété des zéros de X sur M.

On a M n P'^C"") - U M(Z.w.À) n p"1 (C4) (1.2.8).o i o
w.^W1

Notons Bz la mesure de Liouville de M(Z,w.X). On a donc d'après 1.3.9 et
w . À
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1.2.14

(-DVo (B«)) • î i e(w.) e(X.w^) J^ ^)
* w.eW 1'

au-dessus de C .

Par hypothèse de récurrence, on a :

V<.X>\^ ^^X*^ . - w . X . C : ,
0 0

et donc,sur C , on a :

(-DVO^ÉU) • î î c(wp c(w^ e(X.w^) 6^ , * Y^ .
w eW ° * ® *

V^
Comme W 1 est un système de représentants de W^\W , il suffit de vérifier que

si w • w . w . » on a l'égalité :o 1

e(v) e(w . Â.X) • e(w^) e(w? e(w^.X) qui résulte de 1.2. (12) .
Q.E.D.

Il résulte de la proposition (2) et de 1 .3 .2 que

J (B ) - Y e(v)v. (6 * Y*) est donnée sur C* par une mesure de la forme
* " i»€W À

P(Ç)dÇ . où P(Ç) est un polynôme sur t*. Comme la mesure J^(dm) (ainsi que

la mesure L e(w)w. (ô^* Y")) est supportée dans l'ensemble
HU î IIXII^ 0. (lenme 1 . 2 . 1 ) . on en déduit que P - 0. On a donc prouvé

l'égalité du théorème ( 1 ) sur C" et par W-invariance sur ̂  .

Faisons ici quelques remarques sur l'image de M par J.

REMARQUE 1 . Soit C4 le cône convexe engendré par - i A^(X). Il est clair

que J(M) c U w. (X + C4). L'inclusion est cependant quelquefois stricte
weW

comme le montre l'exemple suivant de s^(1.2). où les racines ±a sont compactes

± (B.Y) •01^ non compactes.
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w

REMARQUE 2.- On peut considérer îî • G . X conne un espace T-Hamiltonien.
L'application moment J^ : ft -*• S* est la projection p : ̂  -^. D'après le
théorème de Kostant (cf. [G . S t . 2 3 ) , on a

j (^) • LJ. enveloppe convexe des W . Ç .
L Ç€J(M)

Si G/K est Hermitien symétrique et si X est dominant par rap-
port au système A^ déterminant la structure complexe de G/K, l'ensemble
J (G . X) a été déterminée par
{ w . ( X «• C^))pour w e W C P3.

S. Paneitz. On a J (G . X) • enveloppe convexe de

1. 5 . - TRANSFORMEES DE FOURIER

Le théorème 1 . 2 . 5 a un énoncé dual par transformée de Fourier sur k
qui s'exprime en termes analogues 1 la conjecture de Blattner. Notons tout
d'abord quelques formules utiles pour les transformées de Fourier de fonc-
tion d'Heaviside.

Soit V un espace vectoriel réel, V* son dual. Pour Ç £ V . non nul,
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notons

(H.^) - [ ^(tÇ)dt
' -'o

f l
(I .^) • ^(tOdt
' •'o

On a : Hç - [ ^Ç * ^ •

Si dv est une mesure de Lebesgue sur V, on définit

(F.,B)(f) • [ e1^'^ B(v)dv .
-'V

La transformée de Fourier de !.. est la fonction analytique sur V définie par

f î (v) f(v)dv - (Iç.F^B) .

La transformée de Fourier de H- est la fonction généralisée sur V définie

par

f Hç(v) f(v)dv • (Hç,F^) .

On a évidemment :

e^^ - 1
^ - x(£.v)

i.t. (1) î - e^ - 1

e^ - 1 ,
"ç - L ' ^——————îç-

' iro
(2) Hç . i ̂  (1 )̂ .

n—o

Soit S c V* un ensemble fini de points de V strictement contenus dans un demi-

espace. On définit :

Y. - H * Br * • • • * «r
S ^i ^2 "r

si î. - (ÇP^»- - -»Çy) est non vide, Y^ " 6^
nÇ.

n ( ^ e x) - z a.c^e1^
Ç.€Î: n^o
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( Q _ ( u ) est nulle en dehors de ^ » Ç . ) .2- r ^T l
Ç^S

On a donc Y - Z Qr.(u) 6,, * Ir •
E p L u "

On considère la fonction analytique J- sur V

j,- n e^.
' ^ çj

On a alors

(3) ÎT " s QT<^) elp •ïy •s p s L

Revenons au calcul de la transformée de Fourier J^(6^)» où Î2 • G . À

est une orbite elliptique régulière d'un groupe de Lie réductif G.

Soit À un élément ^-régulier de t*, ^+ l'ordre sur A(^.l^) défini en

1 2 2 A"^ " A'*' n A , A^ " A^ n A . On considère la fonction de partition
• ' » c e n n

par rapport aux racines non compactes positives définie par

(4) n ( Z e^) - S Qd^ .
+ n^o

aeA^
(la fonction Q(u) est donc nulle si \i é ^ M a^) .

"î îi
On note P- " 7 I a

" +
aeA^

A • iX

La transformée de Fourier de la mesure J^(B^) est la fonction généralisée 4/^

sur ^ définie par la formule :

| ip,(X) f(X)dX - | d e1^'^ f(X)dX) J^(d^)(0
Jk Â J^ Jk

pour toute fonction f, C" à support compact sur k.

On définit, si y £ i-1*.^ fonction analytique 9^ K-invariante sur V_

par

<» <-'<"> - 1 c(•> •^V .;. n^..»
acAç
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& k k
On a e •e(w)6 » pour w < W. Si y n*est pas régulier, Q^ • 0.

Notons TT la fonction donnée en 1 .1 .5 . (Elle dépend du choix de n et est
c ^

proportionnelle à n h ) . On peut exprimer, si Ç e ^ ,la mesure de Liou-
(XcA

ville Bç sur l'orbite K . Ç en fonction de la mesure de Haar sur K par :

r i 1\<01 f
(6) | ^d6. - 1 — — - - - £ — — - ^ ( k . Ç ) d k

^K.Ç " (vo1 T) W1 JK

(avec les conventions de 1.2.7).

SiÇ est régulier dominant par rapport à A , on a

(7) f e1^*^ d6,,(f) - 67., (X) , pour tout X e ]s.
^ K . Ç <* l'

Ceci est la formule d*Harish-Chandra (voir e.g. [Be-Ve.1] ou [D-H]).

(8) On note j la fonction analytique G-invariante sur ^ définie par
i adX _ adX

j^(X) - det^6———^———) .

On note j , j. les fonctions analytiques K-invariantes sur k définie par :

adX adX

e"2" - e" "r

j^X) - det^ (e———^|———)

adX ^ adX

j,(X) - det^ (e 2 ^ 2 ) .

Les fonctions j . (resp. j^, j^) ont des racines carrées analytiques sur ^

(resp. k).

j^X) - j^^X) j^X) . si X c k

& - ^H) -^H)

^••"•.—ra— •
a€A (̂ ) -(^

3>)- ",——7^^——— •
acAn
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(S^S) -(2^)

^/200 - " , •e——^———— ' pour H e •t •
"" aeA

On pose O)^(H) - n (a,H) . a^(H) .- IT (a,H)

aeA aeA

^ - \ ̂  •

"^n

(9) THEOREME.-

i^(X) - Z Q(p - (A + p^)) e^(X) j^^W.

DEMONSTRATION." Soit A* l'application des fonctions sur .̂ sur les fonctions
•¥

sur S* définie en (1.2.4) (Rappelons que les choix faits de dX, dH, n

vérifient dX/dH - In'*'], IT^(X) > 0) .

Notons (F,B)(f) " e1 ' B(X)dX, pour B une fonction C00 à support compact

- Jk sur k

(F 8)(Ç) - | e1^'^ B(HîdH. pour B une fonction C" à support compact

sur t

(M'eXH) -^(H) ^B(k.H) ^^

L'application M^ envoie les fonctions sur k dans les fonctions W-anti-

invariantes sur t. C'est l'intégrale invariante d'Harish-Chandra.Dans une

identification de k avec k* par un produit scalaire K-invar tant, M et A— — n.T

sont proportionnelles. Comroe det (H) « la^dOr • (-1) ^œ (H)) » on a

la formule d'intégration su.;-ïante

r ^ f + +
(10) | ^ ( X ) d X - ( - l ) c œ (H)(M 0)(H)dH .

J k 1 c

On a aussi la formule d'Harish~Chaudra
.-»•

(11) (F^B) • (-1) c(A"t'F^) . qui résulte de (7)

Démontrons maintenant 1.5.9. On a :
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j ^(X)B(X)dX - (J^(d^). F )̂ . par définition.

- ( ^ e(w)w. (6, * Y+).A"tF.B) . par 1.2.5.
weW Â jk

• ^W(ô^ * Y'\A\B) .

car A F.B est une fonction W -anti-invariante

sur l*,

< . .- (-1) ^W(6^ * Y ,F^M &) . d'après (11).

Soit Z - -i A* c t*. On a :
n "—

^ -^

^- n.^-1-^^2
a^A^ ^

D'après (3), on a donc

f ^C f ^•'•Pn'-A.H) -
(12) iMX)8(X)dX - (-1) ^W Z Q(V) e n J , W ( M 0)(H)dH .

Jk V J!

• (-1) ^W Z Q(l i - (A*Pn) f e^»^ j^(H)(M+6)(H)dH .
y ^

Calculons le second membre de 1.5.9 intégré contre 8(X)dX. On a :

E Q(U - (A.-p^)) f 9^(X)j^ /2(X)B(X)dX

^
. (-1) c S Q(y - (A^p^)) f Z e(w)e (w•vt lo(M+(j^ /2B))(H)dH. par (10)

V -1
,+ i

<FÛ_ f /,. U\ ^ 4,

= (-1) ''^W £ Q(p - (A ^p )) | e^1^ j^(H)(M B)(H)dH

i u '
car j2 est K-invariante. M'̂ B W. -anti-invariante.

On a donc prouvé l'égalité énoncée au théorème (9).

REMARQUE - II y a bien d'autres manières d'écrire ^,. Nous avons choisi celle
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ci pour son analogie avec la formule de Blattner.

Formellement l'expression 4^ (H) se simplifie beaucoup puisque

"Z Q(y)e^ » TT ——— ". Nous indiquons un cas où cette simplification est

légitime.

Introduisons quelques notations. La fonction polynômiale a) est

U -invariante, œ se prolonge donc en une fonction polynôme K-invariante sur j^

que nous notons encore œ . Notons (A) (3) l'opérateur différentiel à coeffi-

cients constants sur k* correspondant. O n a A œ 0) " D o A .

On a : ̂ (X)2 • dé^adXI^H-l)172 din^n —•

(10) PROPOSITION.- La fonction généralisée ii)'*'(X)^ (X) est analytique. On a :

l(diBD) k
(-D2 o^x) IMX) • e.wn A A

REMARQUE." L'analyticité de <^(X) ^i.W est l'analogue d'un résultat de

W. Schmid E S ] sur les K-caractères des représentations irréductibles de G.

»
DEMONSTRATION.- II suffit de reprendre les calculs de (9) pour

j ^ (X) u)'*'(X)e(X)dX et de noter que :

^
A\ (J^B • (-i) n A" 0)^0) F^B

^ + +
- (-i) n D^ A F^B .

^
et que D^Z e(w) w . ( $ * Y4)) - (i) "(Z e(v)ô ,) .

Il A »•• A

Notons v la fonction généralisée sur ^ transformée de Fourier de B^.

D'après un résultat d'Harish-Chandra rappelé en A.6. v est C00 au voisinage

de tout point X £ k tel que (^(X) ^ 0. De (A.6.3) et (10), on déduit une

nouvelle démonstration de la formule de Rossmann [ R] :

( 1 1 ) COROLLAIRE.- Soit X € J^ un élément tel que œ (X) soit non nul. On a :

(-D^ k
^(30 - -—i—— 6. W .

<00
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Si X € ^ est régulier dans ^, cette formule se lit :

^ Î^M^^A L

(12) \»(X) • (-1) n we-———————
n a(x)

aeA'*'
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II.- UNE GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE

DU CARACTÈRE DE KIRILLOV

11.1.- LA METHODE DE DESCENTE D'HARISH-CHANDRA (cf. [H-C. 2])

Soient G un groupe de Lie» ^ son -algèbre de Lie, x un automorphisme de

G dont la différentielle, notée encore x, soit un automorphisme semi-simple

de ^. On note Z le groupe des points fixes de x dans G, z_ son algèbre de Lie.

On pose ^ - (1 - x)^. Comme x est semi-simple, on a

(1) & • £ • ! •

Considérons l'action de G sur lui-même donnée par la formule :

(2) g . h - ghx(g"'1) .

Soient g e G, z e Z. La différentielle de l'application (g,z)-^g. z de

G x Z dans G est surjective en (g ,z ) si et seulement si l'on a :

(3) det(( l - adZ^. x) | ^) ^ 0 .

On note Z l'ensemble des z e Z vérifiant (3). L'application
1 °(g,z) -»• g . z de G x Z dans G est donc submersive.

Soit ^ une fonction généralisée sur G, invariante par l'action (2) :

(4) ^(h) • ^(ghx(g"1)) pour h e G, g e G.

Alors, d'après (A.4.3), 1^ admet une restriction ^ à Z, ^ détermine ^
1 x x. .dans l'ouvert G . Z de G, et ^ est invariante par les automorphismes inté-

rieurs de Z.

1er EXEMPLE.- Soit T une représentation traçable de G. Soit S(x) un opérateur

borné dans l'espace de la représentation T tel que l'on ait :

T(x(g)) - S(x)T(g)S(x)"1 pour tout g € G.

La fonction généralisée ^ sur G définie par

^(a) • tr(T(a)S(x)) (a e -ff[ ^(G))

vérifie (4).
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2e EXEMPLE.- Soit 9 une fonction généralisée sur G invariante par les au-

tooorphismes intérieurs. Soit s un élément de G tel que ad s soit semi-simple

dans .̂ et posons x - Ad s . La fonction y(s) • 9(gs) vérifie (4), et la dis-

tribution ^ détermine 9 dans un voisinage de s.

Définissons la fonction j sur z^ comme dans l'introduction, formule (8).

Soit W un voisinage de 0 dans ï dans lequel j est à valeurs > 0 et tel que
1 — •z-exp(W) soit contenu dans Z. Suivant Harish-Chandra, on définit une fonction

généralisée Y dans W en posant :

j^

- |det((l - e^x) |^)|2
(5) V ( X ) • j (X)2 ———————————————— yCe") .x - i / * >

|det((l - x) \^\{f2

(X e W. On a écrit» par abus de notation Y (e ) • ^(e^).

Lorsque ^ est obtenu par le procédé de l'exemple 2, nous la noterons 9 :

1 |det((l - ad(exs) |^) j 2 .,
(6) 9 ( X ) • j (X)2 ———————————————,77 9(0^) (X c W) .

z- |det((l - ads)!^)!"2

* * *

Soit T une représentation unitaire irréductible traçable de G. Soit
9 son caractère, c'est-à-dire la fonction généralisée 9(a) • tr T(a)
(a e ̂ 7 ( G ) ) . Si SI est une orbite de G dans j^ , nous dirons que ̂  est tempérée
si sa mesure de Liouville 6-, considérée comme mesure sur ̂  concentrée dans
SI, est tempérée. Sa transformée de Fourier

B^X) . I , .if<x> ^(f)

est une fonction généralisée dans j^ que nous appellerons la transformée de
Fourier de f2. La formule du caractère de Kirillov postule l'existence, si T est
suffisamment générique, d'une orbite Sî tempérée et d'une constante c e H telle que

(7) cB^ - 9^ dans W.

Cette formule a été démontrée dans de nombreux cas (cf. en particulier
r . K i 3 . [ K h ] . [ R ] ) .

Supposons maintenant G réductif et connexe. Supposons que 9 soie le
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caractère d'une représentation de carré intégrable (modulo le centre) T de
G, unitaire et irréductible. Soit s un élément de G tel que ad s soit ellip-
tique ( i . e . semi-simple à valeurs propres imaginaires pures). Alors, par
construction même de 9 dans [H . C , 3 ] , Q est une combinaison linéaire de
transformées de Fourier d'orbites de Z dans z*. Nous calculons dans le
parag. 3 de quelle combinaison linéaire il s'agit. Soit !î l'orbite de G
dans ̂ * associée à T par Harish-Chandra. D'après [ R ] » (7) est valable avec
c " 1 . Remarquons que ( 1 ) permet d'identifier z* à un sous-espace de ^*.
Alors îî n z est l'ensemble des points fixes de s dans ^, et égal à une
réunion finie d'orbites de Z.

Nous définissons sur z n ft une fonction <p constante sur chaque or-
bite de Z, et telle que l'on ait dans W l'égalité de fonctions généralisées :

(8) § (X) - f e1^30 ̂  (f) d0 (f)
s Iz* s Hnz*

Pour s - 1 , c'est la formule ( 7 ) . Nous pensons que (8) est "universelle"
au même titre que la formule de Kirillov ( 7 ) . C'est pourquoi nous décrivons
la fonction <p en terme de la structure symplectique de Î2, en mettant en
évidence son rapport avec la représentation metaplectique.

11.2.- UNE FONCTION SUR LE GROUPE METAPLECTIQUE

Soit V un espace vectoriel symplectique réel, et soit B sa structure symplec-
tique. On note SP(V) le groupe symplectique, et Mp(V) le groupe métaplecti-
que. C'est donc une extension centrale

( 9 ) 1 ^ { I . e } ̂  Mp(V) -̂  Sp(V) ^ 1 .

Nous notons en général x un élément de MP(V) et x son image dans Sp ( V ) .

Rappelons - pour fixer les conventions - la construction de la repré-
sentation métaplectique. Posons n - V • ] R E . On munit n de la structure
d'algèbre de Lie pour laquelle E est central et

(10) [ v . v ' ] - B ( v . v ' ) E , p -T v . v ' c V .

On note N le groupe simplement connexe correspondant.Sp(V) opère dans n
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par la formule x(v • t E) - x(v) •tE, et donc dans N.

On sait (théorème de Stone - Von-Neumann) qu'il existe une représenta-

tion unitaire irréductible T de N» et une seule à équivalence près, telle

que

(11) 1(0^) - e^Id.

Notons 96 l'espace de T. On sait (Ségal, Shale » Weil) qu'il existe une re-

présentation unitaire unique S de Mp(V) dans f(/ telle que :

(12) S(x)T(n)S(x)"1 • T(x(n))

pour tout x c Mp(V) et n e N, et

(13) S(e) - - Id .

Soit ^ un sous-espace lagrangien du complexifié V de V. C'est une sous-

algèbre de Lie de IL,, et donc S_ opère dans l'espace W des vecteurs diffé-

rentiables de la représentation T. On note q(A) le nombre de valeurs propres

strictement négatives de* la matrice associée à la forme hermitienne

v -»• iB(v,v) sur .̂ On sait (cf. [Du] ch. I) que

(14) H^a.^00) • {0} si j i ^W

(15) din H^ 0.^°°) • 1 .

Soit x un élément de Mp(V) stabilisant A. Il opère dans \/^\^^œ^9

On note p.(x) le scalaire obtenu. On a ([Du], ch. I)

( i6) po^2 "d e t ( x i-y
(17) p^(e) - - 1 .

Posons V - (1 - x)V. Notons n (x) le nombre,compté avec multiplicité,

de valeurs propres de x dans ^ n V 'qui sont dans l'intervalle Jl.-C. Notons

q (x) - q0 n V-). Posons

n^(x)+q^(x)

(18) - ^(x) - (-1) " ~ p^(x)det((l - x) |^ n V^)"1 .
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(19) LEMME.- Soient î_ et î_* deux sous-espaces lagrangiens de V - , et

ï € Mp(V) stabilisant ^ et ^. On a

^(;) -^.(x) .

DEMONSTRATION.- Posons

(20) m « t n V; . m' - &' n V.— — ^ — — H,

Les espaces m/m n m' et m*/m n m' sont en dualité non dégénérée x-invariante.
On a donc :

( 2 1 ) det((l - x) | m/m n m ' ) - det((l - x " 1 ) | m'/m n m ' )
dim m'/mnm'

• (-1) det(x | m/m n m ' ) det ( ( 1 - x) | m*/m n m* ) .

De manière évidente on a :

(22) det(x | m/m n m*) - det(x | i/^ n fc/).

Dans [Du], ch I. il est montré qu'il existe un nombre e^ ^.(x) c { ± 1 } tel que

(23) p (x)/p .(;) • det(x [ t/S_ n D £^.(x) .

Le lemme (19) résulte donc du leœme suivant.

(24) LEMME.- Les notations étant comme en (20) et (23), on a :

n ,(x)*n . (x^q^x)^. (x)-dim m/mnm'

^ M w w "

DEMONSTRATION.- Si V est somme directe de deux sous-espaces symplectiques V ^

et V«. stables par x. et tels que 1 - <! n V^ ^) • 0 n V^ ^) et de même

pour 2,', on voit facilement qu'il suffit de démontrer les assertions cor-

respondantes pour les restrictions de x à V^ et V^. Nous sommes ramenés à

démontrer (24) dans les trois cas suivants :

^er^cas : x " 1 . C'est clair.

2 e cas : Les valeurs propres de x ne sont pas positives. Dans ce cas
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n (x) • n-,(x) • 0, et (24) est la formule donnée dans [Du], 1,10.

S0"® cas : Les valeurs propres de x sont positives et différentes de 1 . Dans

ce cas on sait ([Du], 1.10) que e .(x) • 1 . Il faut donc montrer que l'ex-
—.'Jl

posant de (-1) dans (24) est pair.

Posons T_ » ^fc/a n V ), U - ^nV. S • (orthogonal de U dans V). W - S/U.

Alors r est un sous-espace lagrangien de W, totalement complexe. Soit X

une valeur propre de x dans r^. Comme \ est réel. \ est valeur propre dans

r (le conjugué de r) avec la même multiplicité. Par dualité, \ est valeur

propre dans r_ avec la même multiplicité. Les espaces propres correspondants

sont totalement isotropes pour la forme v -»• iB(v,v). On voit que la dimen-

sion de r^ est paire et égale à 2<L,(x). Si s^ est un espace x-stable, on note

œ(s) le nombre de valeurs propres""de x dans s^ qui sont dans l'intervalle

31.» [.comptées avec multiplicité. On a flyW m "OL). et donc

q (x) + n^(x) • mO). De même q^.OO + n^7(x) - mO1 ) .

Les espaces ^/^ n t 1 et i1/^ n V étant en dualité non dégénérée

x-invariante. on a mWi n ^) + m^/t n ^') - dimO/^ n D.

Soit e l'exposant de (-1) dans (18). On a

e • mO) + BO') * dirnO/^ n 1')

- mO/S, n A/) + ma'/<_ n S.') + 2m0 n &.') + dimO/^ n 1')

- 2 dim(Ufc n 0 + 2m0 n ^')

- 0 mod(2). C.Q.F.D.

Soit î € M (V). Il existe un sous-espace lagrangien S_ de V^ stable

par x. On pose :

(25) <î>(x) - <I^(x).

La définition (25) est légitime à cause du lemme (19 ) . De ( 1 7 ) , on déduit

(26) <î»(x) - - <t>(ex).

En vue du paragraphe 3, nous calculons 4> dans un cas particulier. Soit
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X c •£.(V) un élément elliptique ( i . e . semi-simple à valeurs propres imagi-
naires pures). Posons x • exp(X) e l^»(V). Soit ̂  un sous-espace lagrangien
de V. stable par X. On pose P.(X) - y tr(X | t). On a

q^(x) p^(X)
(27) »(x) - (-1) "" e "" det((l - x) | Jfc n V?" 1

En effet, considérons le stabilisateur de S_ dans Mp(V ) . Alors p est un ca-
P^(X)

ractère de ce sous-groupe» et donc pp(x) " e "~ . D'autre part, n . ( x ) " 0.

La fonction <î> est essentiellement le caractère de la représentation mé-
taplectique S. Considérons d'abord un élément x e M p ( V ) , régulier dans
MP ( V ) , c'est-à-dire dont le centralisateur dans sp(V) est une sous-algèbre
de Cartan. On sait que S est une représentation traçable de M p ( V ) , et
(d'après Harish-Chandra) que son caractère est différentiable au voisinage
de x. Nous noterons tr S(x) sa valeur en x. D'après [ T ] , on a

(28) 4>(x) • tr S( x ) .

REMARQUE.- On peut interpréter (28) comme une formule d'Euler-Poincaré.
Soit x e Mp(V) un élément régulier, et soit l un sous-espace lagrangien
stable par x de Vy. Remarquant que ( 1 - x)V • V, tenant compte de ( 2 8 ) ,

( 1 8 ) , ( 1 5 ) , ( 1 4 ) , et supposant n«(x) - 0, on a :

(29) det((l - x) | ^ ) tr S(x) • ^ (-1) 1 tr(x | H . O . ^ " ) ) .
i-o

Cette formule "formellement évidente" est donc valable avec des restrictions
aùalogues (n (x) - 0) à celles que l'on rencontre dans la conjecture
d'Osbome (c?. [He - S. 2 ] ) .

Nous généralisons (28) à tous les éléments x e. Hp(V) tels que x soit
semi-simple, en utilisant la méthode de descente. Soit H l'ensemble des f € n*
tels que f(E) • 1 . On sait que c'est une orbite de N dans n , et que la
formule de Kirillov est valable : dans n on a l'identité de fonctions géné-
ralisées

(30) tr Ke^ - [ ê ^ dB,,(f) .
^ "
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Conme dans l'exemple 1 du S 1 , on définit une fonction généralisée

tr(T(n)S(x)) sur N, le sous-groupe Z des points fixes de x dans N, et la

décomposition (1) de n .̂ Sur z la fonction généralisée donnée par la formule

(5) devient trCKe^SCx)).

f \
(31) THEOREME.- Dans z^ on a l'identité de fonctions généralisées :

trCKe^x)) - $(x) f e1^30 dB. *(f) .
^îinz^ -

La démonstration se fait comme celle de (28) dans [T]. Nous n'en disons pas

plus, car nous n'utiliserons pas le théorème. Son intérêt pour nous est de

justifier la définition (25). Remarquons que, pour x "• 1 , (31) est la for-

mule de Kirillov (30) et pour ? régulier, la formule (28).

11.3.- LE CAS DE LA SERIE DISCRETE DES GROUPES SEMI-SIMPLES CONNEXES

Dans ce paragraphe, G est un groupe de Lie semi-simple connexe. On fixe
une décomposition de Cartan ̂  - k̂  9 ̂  de ^, on note K le sous-groupe analy-
tique de G d'algèbre k. On sait que K contient le centre F de G et que K/f
est compact. On suppose que ̂  et ̂  ont le même rang. Soit jt une sous-algèbre
de Cartan de k. On choisit un élément \ e. t* 9 régulier dans ^*. On note
^ - GX . On emploie les notations du paragraphe 1 . 2 . On pose :

( 1 ) p m ^ ï a .
aeA

On dit que \ est admissible si A •»• p est différentielle d'un caractère de T.
Dans la suite, nous supposons \ admissible.

A X , Harish-Chandra associe dans [H-C. 3] une fonction généralisée
© sur G. Rappelons-en la définition. Soit & • dim t_. Soit, pour g e G ,
D(g) le coefficient de c dans det(t *»• 1 - a d ( g ) ) . Soit G* l'ensemble des
éléments réguliers de G. Si © est une fonction généralisée sur G invariante
par autoœorphismes intérieurs, et vecteur propre pour l'action de Z ( ^ ) ,
© est C°° dans G ' .

D'après [H-C . 3 j , il existe une et une seule fonction généralisée,
notée © sur G, invariante par automorphismes intérieurs, vecteur propre

1/2pour Z(^), telle que | D | | © . | soit bornée sur G ' , et telle que, pour tout
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X e ̂  tel que e c G * , on ait :

idimp î ^e-^
(2) Q.(^) - (-l)1^1"21^

À 1(X) -°-(X)
n (e2 -e 2 )

oeA
(Harish-Chandra suppose F fini» mais cela n'est pas nécessaire). Dans

[H-C. A], Harish-Chandra montre que 6. est le caractère d'une représenta-

tion unitaire irréductible de G, que nous noterons T,. Nous poserons

e-e, .

Soit s un élément de T. L'automorphisme ads de ^ est elliptique. Nous

employons les notations z^ et o^ du paragraphe 1 . Nous posons Ci m z* ^ ^.

C'est l'ensemble des points fixes de s dans ft. L'ensemble Cl est une sous-

variété symplectique de f2. Il est réunion d'orbites de Z dans z* et la

seconde structure symplectique dont il est muni coïncide avec la première.

Soit f e Sî. On note G(f) le centralisateur de f dans G et ^(f) son

algèbre de Lie. On munit ^/^(f) de la structure symplectique déduite de

X,Y ->• f[X,Y] par passage au quotient. On note G(f) l'ensemble des couples

(g,m) où g c G(f), m e Mp(^/^(f)) ont même image dans Sp(^/g(f)). On note

encore e l'élément (l,e) de G(f). Comme G(f) est connexe (car conjugué de

G(X) - T) et comme \ est admissible, il existe un caractère \- et un seul

de G(f) tel que l'on ait :

(3) Xf<^) - - 1

(4) Xf^) - e^00 X e &(f) .

Soit (g,m) e G(f). Rappelons la définition (2.25) de la fonction $ sur

Mp(^(f)). On pose

(5) <fi (f) • x^g."1)')^01) -

/"^-/
A cause de (3 ) et (2.26), ^ (f) ne dépend pas du choix de (g,m) e G(f)

représentant g. Par transport de structure, on a, pour tout h e G, f e Î2»

g e G(f) :

(6) ^ . (hf) • ^ (f)
hgh 6
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Si f € ̂  , on a évidemment s e G ( f ) , de sorte que ip est une fonction
bien définie sur îî . et la formule (1.19)montre qu'elle est constante sur les
orbites de Z dans (2 » et en particulier localement constante»

Soit c > 0. On note 1^ l'ensemble des X e ̂  tels que les valeurs propres
Ç de adX vérifient |lm(^ | < e (Im(ç) est la partie imaginaire de ç ) . Comme
ads est elliptique, si c est assez petit (dépendant de s ) , l'ouvert \^ n z.
vérifie les conditions de l'ouvert U^ du paragraphe 1 . Dans 1̂  n z.» on dé-
finit la fonction généralisée 9 par la formule ( 1 . 6 ) .

/ «.
( 7 ) THEOREME.- Dans t̂  n ̂ » on a l'identité de fonctions généralisées

ê^(X) • lf e1^30 ^(f)dB^ (f) .

REMARQUES.- 1) Pour s - 1 , ( 7 ) est la formule de Kirillov, démontrée dans
ce cas par Rossmann.
2) On notera l'analogie de (7) et ( 2 . 3 1 ) .
3) Par construction même de 9 dans [H-C. 3 ] , § est une combinr.ison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de Z dans z . Le théorème (7) décrit
cette combinaison linéaire.

DEMONSTRATION.- Définissons une fonction généralisée sur z par la formule :

(8) v (X) • f ê 00 ^ , ( f ) d 6 (f) .
' " s s

D'après [H-C . 3 ] , § est une restriction à V' n ̂  d'une combinaison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de la forme Z \ . , où les \. sont des
éléments de t* réguliers dans ^*. Il en est de même de v . Donc 6 et \>
sont différentiables en tout point X de ̂  régulier dans ï. Le théorème
d'unicité ([H-C. 3 ] , corollaire du lemme 28) montre qu'il suffit, pour dé-
montrer ( 7 ) , de démontrer que pour tout X d'un ouvert dense de t̂  n t_
formé d'éléments réguliers, on a :

( 9 ) §g(X) • \^(X) .

Or ceci est en principe facile : 6 (X) est donné par la formule ( 2 ) ,
et \) (X) par la formule de Rossmann ( 1 . 5 . 1 2 ) , appliquée à chacune de orbites
de la composante neutre Z de Z dans !î • (On pourrait, mais sans doute
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au détriment de la clarté,abréger les calculs ci-dessous en s'appuyant
encore plus ceux de [H-C. 33, qui donne des formules pour (^.(Inversement, la
formule (7) permettrait de simplifier l'exposé de [H-C. 33 de l'existence de 0).

Nous procédons au calcul de ^ g ( X ) , pour X € ^.

Rappelons que W est le nornalisateur de T dans G. module T. Comme en
( 1 . 2 ) . on note W le normalisateur de T dans Z°, module T, et on choisit le
même système de représentant W1 des classes W^\W. Comme dans le lemne
( 1 . 2 . 7 ) , on a :

(10) ^ » U Z° oX (réunion disjointe).
s <KW1

Notons v la fonction généralisée sur ̂  transformée de Fourier de l'orbite• o
Z°oX :

( 1 1 ) ^ ( X ) • 1 e^^dB^ (f) .0 ^o, Z oXZ oX
Comme en ( 1 . 4 ) , nous notons A° l'ensemble des racines de ̂  dans ̂ . A
l'ensemble des racines de ̂  dans 5^. de sorte que

(12 ) A - A1 u A° (réunion disjointe).

On pose A^ - A1 n A^. A1 '" • A 1 n A", ^ • on .̂ p, • ^ n .̂ ^ • k n £»
k m k n S.. p - P^ + P I » etc. . . On pose

(13) m « ^ { a e A 0 ^ . o (a) e - A } .

D'après la formule de Rossmann (1 .5 .12) , on a

i C(w) e1"0^31)
m +jdim^ wîW____________

(1.) ^(^ - <-" ——^————e^Q———— •
^0,+a€o

Calculons ^ (oÀ). On a G(oX) - T. Soit Y e 1 tel que eY - s. Posons

^ • 1 ^.' où ^ est le sous-esPace radiciel correspondant à a. Alors î_,

oicA
identifié à un sous-espace de (^(oX))^, est lagrangien et stable par
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G(oX).

Notons q(a) le nombre de valeurs propres < 0 de la matrice représentant
la forme hermitienne ia^CX,X] sur 5- n ^. II résulte de (2.27) et (5) que
l'on a

(15) , (aX) . (-l)^ e^^m

n (i-e^)
acA 1^

Y
Comme e • s appartient à Z, il est facile de voir que l'on a :

(16) e"̂  - e10^ pou, w . W, .

On peut donc écrire :

^
(17) ^ (oÀ)^ (X) -\UA/V-,\A/ - — — — — — — — — _ . " T T r » f Y Ys G a^ . a^ n a(X)

n (e2 -e 2 ) aeA0'
acA '

x î T(a) e(w) ^wax^
wtw!

où l'on a posé

m +-=• dim D + ^ A '+-»- q(o)
(18) T(CT) • (-1) a 2 • 5 eW

Calculons T(o). Posons

(19) n - ^ {a e A^ . a"1 (a) e - A'*'}

p^ • ^ (a e A^" . a"1 (a) c A"}

SL " ^ {a e A , o (a) c - A } .o c

On sait que l'on a :

(20) q(CT) • n •*• p^ .
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Par hypothèse, o permute A0*4 (car o e W ). Donc

(21) ^^a^C^^c •

On calcule e((j) - det(o | ̂ ) de deux manières, suivant que o est considéré

comme élément du groupe de Weyl de A^ ou de A. On a :

&
(22) e(a) - (-1) °

et posant t " # {a € A , a (a) e ~ A }

(23) e(a) • (-1) a .

On voit donc que

(24) n " "j n0^).

De (18) . (20). (21 ) . (22) et (24), on déduit que f(o) est indépendant

de a ; plus précisément :

-dimj^
(25) T(CT) - (-1)

Par définition de v , et compte tenu de (10), on a

(26) v^(X) - ^ ^(oX) \^(X) .

aeW1

On trouve :

!.. P (Y)^dim^ o ,

^ ^ • <-1) ——————^—————^x -^ x

n (e2 - e 2 ) acA0'

î e(w) e
weW

aeA '
iwX(X^Y)

Calculons § (X). On a :
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^(X) - ^(X)

(28) j^(x) • n e——^5——— .
aeA0^

X , ,î ^(X+Y) - ^(X+Y)
/.^ Ide t ( l - adÇse^la l 2 e2 - e 2
v--7 •—-«-—— * » — f ^ ' — " ' " a

]~ ^'+ ^m -^(Y)
|det(l - ad.) 1^)1 « - e

(C'est évident à un facteur pré» ne dépendant pas de X. On fixe la constante

en faisant X " 0).
^(X+ï) - ^WO p^)

(30) " e <»(„ " e a(^ ' e

aeA0^ ^ . ," ?( )

En rassemblant (1.6), (2), (28), (29), (30) et (27), on obtient

§ (X) - \» (X) • C.Q.F.D.s s
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I I I . - UNE DÉMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BLATTNER

III.1.- ENONCE DU THEOREME

Les notations sont celles de 11.3. En particulier © est la fonction
généralisée sur G associée à l'élément \ç t* .

Notons P c if le sous-groupe formé des éléments qui sont différentielles
d'un élément de T. Notons

^ " ? ^at ^ " î ^a 9

acA aeAc n
de sorte que P " P + P •

Pour tout élément y c it , et tel que
p •*• p soit dans P, nous notons 4' la fonction analytique sur K invariante
par automorphismes intérieurs, dont la restriction à T est donnée par la
formule

I e(w) ewu(X)

(1) ^..(e^ • ww
y ^X) -^(X)

ï ï e 2 - e 2

.+aeAc

Si p est dominant et régulier, V est le caractère de la représentation

unitaire irréductible de K de poids dominant U - P , d'après la formule de

Weyi. De plus, V • e(o)4' pour tout o e W e t f " O s i l i n'est pas régulier.

Rappelons la définition de la fonction de partition Q sur ^ »û
de A

K n

(1.5.4). et de la restriction ^ de 0 à K (A.5.2).

(2) THEOREME (Hecht - Schmid [He-S. 1]). On a

(3) 9^ I Q(u) T^ , ^ .
Mcî. Ma n

.+acA
n

1 1 1
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la série convergeant faiblement dans l'espace des fonctions généralisées
sur K.

La formule (3) est appelée formule de Blattner. Compte tenu de ( A . 5 . 3 )
^ est le caractère de la représentation T" , restriction de T^ à K. La
formule (3) permet de calculer la décomposition de T̂  en facteurs irréduc-
tibles (cf. [He-S. 1 ] ) .

Nous donnons dans ce chapitre une nouvelle démonstration de ( 2 ) , comme
application des résultats des chapitres précédents. Nous n'utilisons pas le
fait que 6 est le caractère d'une représentation unitaire irréductible, et
nous n'utilisons pas non plus le principe de continuation cohérente. Notre
démonstration est donc différente de celle de Hecht etSchmid
[He-S. l ] , et de celle de Enright [ E ] , En fait, puisque nous avons même re-
démontré la formule de Rossmann, notre démonstration de (2) n'utilise "que"
les articles d'Harish-Chandra jusqu'à [H-C. 3 ] .

III.2.- DEMONSTRATION DU THEOREME : REDUCTION AU LEMME ( I I I . 3 . 1 )

Démontrons la convergence de ( 3 ) . Elle résulte des deux lemmes bien
connus ci-dessous.

( 1 ) LEMME.- (cf. e . g . [ C - R ] ) . Soit S9 un réseau contenu dans P, et a une
fonction sur 63 . On suppose qu'il existe une norme 11 . || sur it et des
constantes b > 0, c > 0 telles que | a ( u ) | ^ b(|lull + 0e- Alors la série
T a(p) V converge faiblement dans l'espace des fonctions généralisées

Ue y c

sur K.
(L'introduction de ̂  n'est utile que lorsque le centre r de G est

infini).

(2 ) LEMME.- La fonction Q(p) vérifie une inégalité de la forme

<| Q ( u ) | $ b(llu II + 0

(Le lemme n'a rien à voir avec le fait que A^ provient d'un système de ra-
cine et se démontre facilement par récurrence sur ^A^)•

YNous posons C • e , et

1 1 2



PROJECTION D'ORBITES

(3) B - ^ Q(u) ̂ ^

Les fonctions généralisées B et C sont invariantes par autonorphisnes

intérieurs. Pour démontrer quelles sont égales, il suffit de vérifier

qu'elles coïncident dans un voisinage de chaque point s c T.

Fixons s e T. Nous employons les notations Z, Z » .̂ à» ISç " £ n k»
p « z n ^ , p • £ n 5. k • k n S. . La méthode de descente, appliquée à K,

nous amène à considérer, pour toute fonction généralisée D sur K invariante

par automorphismes intérieurs, la fonction généralisée îg définie dans

k n ^ par la formule (cf. 11 .1 .5 ) : ^
1 |det(( l-se^ | k )|2 ^

(4) D^(X) • j^ (X)2 ————————————y—— D(e s)

|det(( l-s)| kp|2

(On choisit e > 0 assez petit pour que tout ce qui suit soit exact).
D'après (11 .1 ) . pour démontrer l'égalité de B et C dans un voisinage de s.

il suffit de montrer

(5) B^ • ̂  dans k^ n 1^

D'après (A.4.4). on a :

(6) ^-^^^p^s •
P n

Considérons d'autre part la fonction généralisée Sg dans T_ n l̂  . C'est.

d'après le théorème (11.3.7), une combinaison linéaire de transformées de

Fourier d'orbites de Z° dans ^*. D'après (A.6.3). elle admet une restriction
- ^
€T° à k nV - L a propriété de transitivité d'image réciproque de fonctions

généralisées (A.3.5), appliquée aux injections :

(7) ho n ^e c 7- n ^c c ^

(9) ko n ^£ c k c •g

1 1 3



M. DUFLO. G. HECKHAN et H. VERGNE

^ k
(et à l'image de ces ensembles dans G) permet de comparer ? et e""°. Posons

pour X 6 z n k n l̂ _ :—— ^ E

i i •!-
^adX-^adX IdeKO-se^l^) !2

(10) j(X) • det^——^————) |^) . n(X) - ————————————-p.

^) |det((l - s)| ^)|?

Ce sont des fonctions analytiques invariantes par Z n K, partout > 0,0n a :

( 1 1 ) e7-j^.

Finalement, nous devons démontrer que l'on a :

C2) ^-^^^^P,^ •

Nous employons les notations W . et pour a € W , v du paragraphe 11.3

(cf. (II.3.11)). On a, d'après (II.3.10 et 11.3.7), § • [ ^(<^)^.
S • 8 0

et donc : creW

k k
(13) 9^° - I <^(CTX)^

OeW1

1.
où v est la restriction de v à k .o o —°

Les résultats du paragraphe 11.3 s'appliquent dans le cas particulier

des groupes compacts et permettent de calculer (f ) . Nous notons
k

9""° la fonction analytique sur k .invariante par le groupe K , dont la restric-

tion à t est donnée par la formule

î e(w) ^uum

k w«W
<i4) ^ m - ——n—^x— •

^
y

Soit Y e ^ tel que e • s. Posons

(opfp ) ( Y )
^A e

(15) a(o,u) - (-1) c e(a) " ^ ^ . e^^)

aeA^
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On trouve :

(16) (^); - î a(a.p) 6^ .

0 € W 1

II nous suffit donc de démontrer que, pour chaque o e W 1 , on a

d7) ^ - ^(ox)-1 j2 n r Q(v) a(o, u.p^p) e^ .
—o p n

Notons A (o) le système des racines positives rendant ia\ dominant. On

note A ' (a) • A n A (a), etc... Avec les notations du (11.3), et compte

tenu de (II.3.15, 20 et 21 ) . on a :

^1.^ o(u+p^)(Y)

(18) a(o,y) - (-1) c ——e—————————TÏ=T-
n. o-e"00)

acA^' (a)

^^ .o(U+p)(Y)
(19) ^ (oX) • (-1) ——e———————^-

s H (1 - e01^)

aeA1*'*'^)

(20) a(o.U+p^u) ^g(oÀ)"1 - n (1 - e01^) e^00

acA^"^)

Nous devons donc démontrer

(2 ' ) ^- ,^ 0 - ̂ ^-'2 n î Q(u) e(w(x) àiA.p ̂  •
ae&'-'^o) '̂ u "n

Remplaçant \ par OÀ, on voit qu'il suffit de le faire pour c * 1 . C'est

l'objet du paragraphe suivant

III.3.- FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME
Y

Rappelons que Y est un élément de t , s " e . Nous considérons l'orbite
u) = Z°À de \ dans z*, et la transformée de Fourier \> de 6 sur z.— u) —

( 1 ) \KX) • | e1̂ 50 d6 ( f ) .
J * ^
2
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k
Nous notons \T° la restriction de v à k • k n 2 . (A. 6)—o — —

(2) L£MME.- On a :

^ . ̂  ̂  - ̂  ̂  „ r Q(.) .̂ > e^
ocA/ p

k
DEMONSTRATION.- D'après (A.6.3), \T° est la transformée de Fourier de la

mesure J (0 ), image sur k* de la mesure 6 • Pour s • 1 , le lemme (2) est

précisément le théorème 1.5.9.

Considérons la distribution d sur t* dont la transformée de Fourier

est la restriction de j à ^. Nous employons les notations 6-.» H , I» du

paragraphe 1.5, nous posons p ••5- ^ d » p " p ~ p .On a :

'̂+

(3) d . 6,,, . n I.̂

lpn ̂

On considère de même la distribution e dont la transformée de Fourier est

la restriction de H (1 - e01 ) r\ à t. On a par un calcul facile :

^

(4) e • 6 , * n (ô^ - e0100 6.^)
ip . 1,+

" ̂ n

Compte tenu du théorème (1.2.5) (appliqué à Z°). la méthode de la dé-

montration du théorème (1.5.9) montre que le lemme (2) est équivalent à

l'égalité suivante entre distributions sur ^* :

(5) 6, . n H. - e . d . î Q(p) e^^ ^
o,-*- y n

aeA^

On a, par définition de Q(u)

(6) E Q(u) ^w s - n ( î ^um ê _)
a<A: ^

Si a e A^' . on a

1 1 6



PROJECTION D'ORBITES

^ ^ - eam 6-ia) * <^ e3aw 6-^ - ̂

Si a € A0 '4 . on a : e^^ • 1 . et doncn

<8) ^^.l eja(Y) ̂  • "-ia
J"0

La formule (5) en résulte immédiatement. C.Q.F.D.
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.APPENDICE

RAPPELS SUR LES FONCTIONS GÉNÉRALISÉES

A . l . - INTRODUCTION

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici quelques résultats
sur les fonctions généralisées, leurs fronts d'onde, et leurs images récipro-
ques. Nous renvoyons au chapitre "géométrie aspects of distributions" du
livre de Guillemin et Stemberg [G-St. l ] , ou à [Du i] pour un traitement
complet.

A . 2 . - FRONT D'ONDE

Soit M une variété différentiable. On note ̂  (M) l'espace des densités
C à support compact. Une fonction généralisée est une forme linéaire, conti-
nue pour la topologie usuelle, sur 9^ ( M ) . Notons ÎF (M) l'espace de ces fonc-
tions. Il contient C (M) de manière canonique.

Une fonction généralisée 6 e F (M) a un front d'onde, noté W F ( 6 ) . C'est
un cône fermé de T (M)\0 (l'espace cotangent privé de la section nulle).
Si m c M. on pose WF ( 9 ) - W ( 6 ) n T*(M) .m m

Soit D un opérateur différentiel linéaire à coefficient C sur M. Il
opère dans C ( M ) , et il a une extension canonique à ^(M). Notons o(D) le
symbole de D : c'est une fonction différentiable homogène sur T (M)\0.
Pour évaluer WF(9) nous emploierons exclusivement le lemme suivant (cf. [ G . 5 ] ,
ch. II, prop. 6 . 7 ) .

( 1 ) LEMME.- Soient 9 et D comme ci-dessus. On suppose que D6 est nulle. On
a alors :

WF(9) c (Ç e T*(M)\0. O ( D ) ( Ç ) - 0} .
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A.3.- IMAGE RECIPROQUE

Soit N une variété différentiable et soit f : N -». M un® application

différentiable. Soit F un cône fermé de T*(M)\0. On dit que f est transverse

àrsi, pour tout n c N, et pour tout Ç c F n ^(n)^» on a :

(1) ' Ç(df^(T^(N))) ^ {0} .

Soit 6 c f (M) et supposons f transverse à WF(6). Il y a alors une ma-

nière naturelle de définir f^(6) e ?W. Nous renvoyons à [G-S] , ch. VI

pour la définition . Nous allons juste donner une liste des règles de calcul

que nous utiliserons.

(2) Règle.- Soit 6 e C'°(M) (i.e. WF(6) -"0). On a f*(6) • 6 ° f .

(3) Règle.- Soit 6 € f" (M) et ^ € C^M). On suppose f transverse à WF(6).

Comme WF(^»6) est contenu dans WF(6), f est transverse à WF(^6). On a :

f*(^9) - ( ^ o f) f*(6) .

(4) Règle.- Soit 6 e T'(M). On suppose f transverse à WF(6).Soit n € N.

Posons m • f(n). Alors WF (f*(6)) est contenu dans l'image réciproque

de WF (6) par l'application ^d^'

(5) Règle.- Soit Z une variété différentiable et g : Z -»• N une application

différentiable. Soit 6 € y(M). On suppose f et f o g transverses à WF(6).

Alors g est transverse à f (6) et l'on a

g*(f*(6)) - ( fog) * (6 ) .

(6) Règle.- Supposons f submersive. Alors f*(9) est définie pour tout

6 e y(M), et l'application 6 ^ f*(6) est continue pour les topologies fai-

bles de 9 (M) et f (N).
(Les règles 2 à 6 sont des conséquences immédiates de [Dut 3 , prop. 1.3.3).

(7) Règle.- Soient n et p deux entiers 0 iS p S n. On suppose que M est un

ouvert de II", et que N est la sous-variété définie par les équations
x "0...., x « O (x.,...,x sont les coordonnées). Notons f l'injection de

p+1 n • n
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N dans M. Soit 6 e fW telle que f soit transverse à W F ( 9 ) . Cela veut dire
dans notre situation que pour tout x e N , dx . , . . . , d x ne s'annulent pas
sur WF ( 6 ) . Soit Z le sous-espace de 1R défini par les équations x. » 0,
x • 0 , . . . , x • 0. Soit B. e^CZ), j " 1 , 2 , . . . , une suite d'éléments posi-
tifs d'intégrale 1 , dont les supports tendent en décroissant vers { 0 } . Soit
a € »^(N). On a :

(8) f * ( 9 ) ( d ) - lin 9(a • 6 . )
j-̂ o J

(remarquez que si j est assez grand, le support de a • B* est contenu dans M,
de sorte que 6(a • 0 . ) est bien défini).

DEMONSTRATION.- Si y est une distribution à support compact sur R " , on pose
pour tout v e ( ]R ) ;

ç(v) . f e^dYCx)

'»"

Si ^ e y( K11) est à support compact, on pose

$(v) • f e'^^^dx .
j^

où dx - dx, ... dx • Si v,,...,v sont les coordonnées duales, et1 n 1 n
dv " dv. ... dv , si y € ^""(M) , on a :

f

X"
(9) ^(Y) - ———— | Y(v) ip(v)dv .

(2.) ̂ ^

Soit x^ c N, a e (R11)*. On suppose a ^ 0, et a é WF (6). Par défi-
o

nition de WF(6) il existe un voisinage ^ de x dans M et un voisinage U.
o

de a dans ( JR^)* tels que, pour tout <fi e C"̂  2^ ) et tout A > 0 il existe

B > 0 tel que °

(10) |0per(tv)| $ Bt^

pour tout v e U , t s 1 .

Si a c W ^ N ) , on considère a comme distribution sur IR", de support

contenu dans N. Appliquant les inégalités (10) à un voisinage ̂  dans ( 1R11)*

de la sphère unité de l'orthogonal de B^ dans ( ]R11) , réunion finie d'ou-
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verts de la forme U ». on voit qu*il existe un voisinage U^ de x^ dans M
o

tel que, pour toute fonction ^ e C^(î^" ), l*intégrale :
o

(12) ——— f a(v)(^er(v)dv

<2^ ^IRV

converge absolument pour tout a et^N). EU® définit donc une fonction géné-

ralisée sur N, qui, par définition (cf. [Dut], démonstration de 1.3.3) est

f*(^6). D'autre part. on a, d'après (9)

(^6) (a • 0 ) - ——— f î(v) 6-(v)^9r(v)dv .
i W^^ J

Comme |6.(v)| est majoré par 1 et comme 0.(v) tend vers 1 , le théorème de

convergence dominée montre que l'on a :

(13) lim(^e)(a • 8.) " f%9) (a) .

La règle (7) se déduit alors, par un argument : de oartition de l'unité

des règles (3) et (5) .

REMARQUE.- L'ensemble des règles (2) à (7) permet de calculer f*(6) pour

toute application f de rang constant.

A.4.- FONCTIONS GENERALISEES INVARIANTES PAR UN GROUPE

Soit G un groupe de Lie opérant de manière différentiable dans une va-
riété différentiable M. Soit N une sous-variété localement fermée de M: On
note f l'injection de N dans M. Nous supposons que l'application
P î ( g , x ) ->. gx de G x N dans M est submersive. Dans ce cas l'ensemble
G " {gx, g e G. x € N} est ouvert et G-invariant dans M.N

Soit 6 c y(M) une fonction généralisée G-invariante ( i . e . Lg(8) " ©
pour toute les translations L : x -». gx).

(2) LEMME.- f est transverse à W F ( 9 ) .

DEMONSTRATION.- On note. pour tout X dans l'algèbre de Lie ̂  de G. X̂  le
champ de vecteurs sur M :

121



M. DUFLO. G. HECKHAN et M. VERGNE

X^)(y) -^ ̂ (c^l

On a X-.(8) • 0. On applique alors le leome 1 .

On peut donc définir f*(6) e f ( N ) . 1 • f*(6) e f (G x N ) , et
p*(6) e f (G x N ) .

(3) LEMME.- On a 1 • f*(6) • p * ( 6 ) •

DEMONSTRATION.- Le lemme précédent appliqué à p*(6) et G x N , montre que
p ( 6 ) admet une restriction a { 1 } x N. La règle ( 3 . 5 ) montre que cette
restriction est égale à f ( 9 ) • Nous sommes ramenés à démontrer le lemme
dans le cas de la variété M " G x N , ce qui est bien connu et facile.

REMARQUE.- Le lemme (3) est une manière d'énoncer des résultats classiques
d'Harish-Chandra, utilisés par exemple dans [H-C. 2 ] .

W LEMME.- Supposons qu'une suite 6 . » j • 1 , 2 , . . . de fonctions généralisées
G-invariantes de fW) converge faiblement vers une fonction généralisée
6 e ^ ( M ) . Alors la suite f * ( 6 . ) converge faiblement vers f * ( 6 ) .

DEMONSTRATION.- La règle ( 3 . 6 ) montre qu'il suffit de le faire lorsque M
est égal à G x N. Dans ce cas, on a 6 • 1 • f * ( 9 ) , et le résultat est clair.

A . 5 . - RESTRICTION A K DE FONCTIONS GENERALISEES Z(g)-FINIES SUR UN GROUPE
REDUCTIF

Soit G un groupe de Lie réductif connexe. On note Z(^) le centre de
l'algèbre enveloppante U(^) du complexifié .̂ de ^. On identifie de la ma-
nière usuelle un élément u e U(^) à un opérateur différentiel D invariant
à gauche sur G. Une fonction généralisée 6 est dite Z(j|)-finie si l'espace
Z(g)6 est de dimension finie.

Si g e G, nous identifierons T . ( G ) à l'algèbre de Lie g de G, et
T (G) à ̂  au moyen de la translation h -». hg.De même nous identifierons ̂  et
T^(G)

On note I(^) l'ensemble des éléments G-invariants de l'algèbre symé-
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Crique S (g) de g-., et 1 (2) l'ensemble des éléments sans terme constant. On
note X/ l'ensemble des zéros de 1 (^) dans ̂  .

Ecrivons g » s • a^, où s est semi-simple, et a_ centrale. Identifions
s* à l'orthogonal de a_ dans .g. » et .i à s_ au moyen de la forme de Killing
de s. Alors t est contenu dans s* et est l'ensemble des éléments X de ŝ
tels que adX soit niipotent.

( 1 ) LEMME.- Soit 6 une fonction généralisée Z(jp-finie sur G. Pour tout
g € G, on a :

WF ( 6 ) c >l

DEMONSTRATION.- Soit p e I^). un élément homogène. Il existe un élément
u e Z(g) tel que, pour tout g € G, la restriction de <j(D ) a T (G) s; ̂
soit égale à p (on prend par exemple pour u le symétrisé de p ) . Alors 6
nst annulée par un opérateur de la forme D , avec v-u + a . u + . . . + a , .

kDonc WF ( 9 ) est contenu dans l'ensemble des zéros de p , et donc dans l'en-
semble des zéros de p. C . Q . F . D .

Soit k. • j^ une décomposition de Cartande s, et soit K un sous-groupe
fermé connexe de G dont l'algèbre de Lie k contient kp

(2) LEMME.- Soit 0 une fonction généralisée sur G, Z(^)-finie. Alors l'in-
jection de K dans G est transverse à W F ( 6 ) .

DEMONSTRATION.- Soit k e K. Dans l'identification de T. (G) avec ^, T , ( K )
—————————_———— K 1
s'identifie au sous-espace k. Il s'agit donc de voir que l'orthogonal jk
de k dans ̂  vérifie

k1 n 7[ - 0 .

Comme ̂  est contenu dans s*, et que k1 n s* s'identifie à j^, il suffit
de vérifier que le seul élément X e j^. tel que adX soit niipotent est X - 0.
Cela vient de ce que tous les éléments X e ̂  sont semi-simples.

C . Q . F . D
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Si 8 est une fonction généralisée Z(^)-finie, nous noterons 6 sa
restriction à K (c'est-à-dire f * ( 6 ) , où f est l'injection canonique de K
dans G ) . Elle existe d'après le lenme ci-dessus.

Soit T une représentation continue irréductible quasi-simple de G dans
un espace de Banach. Harish-Chandra [H-C. IJ a montré que T est traçable.
Rappelons que cela veut dire que pour tout a e ̂  ( G ) , l'opérateur
T(d) - T(g) da(g) est traçable. Le caractère 6 de T est la fonction géné-

ÎG œralisée 6 telle que ô(a) » tr T(a) pour tout a e 7f ( G ) . Elle est G-invariante
K Ket Z(^)-finie. En particulier, sa restriction 6 à K est définie. Soit T

la restriction de T à K. La représentation T est aussi traçable [H-C. 1 ] .
Notons 6 son caractère, qui est une fonction généralisée sur K.

(3) LEMME.- On a : ̂  • eK .

DEMONSTRATION.- Quitte à passer à un revêtement de G, nous pouvons supposer
qu'il existe un sous-groupe B fermé dans G tel que l'application
k x b -»- kb réalise un difféomorphisme de K x B sur G. 11 nous suffit de
démontrer que pour un ensemble dense d'éléments a e ̂  ( K ) , on a
^(a) - e^a).

Nous choisissons a tel que T (a) • T(a) soit un opérateur de rang fini.
Soit B. € ̂  (B) une suite d'éléments positifs, d'intégrale 1 , dont le sup-
port tend en décroissant vers 1 . D'après la règle ( 6 ) , on a :

e^a) - lin» 9(a • B . ) •
j J

D'autre part :

6(a • B . ) - tr T(a • B . ) • t r ( T ( a ) T ( B . ) )

conne T(a) est de rang fini, et comme T ( B . ) tend fortement vers 1 , on a :

lin tr( T ( a ) T ( B j ) ) • tr T(c0 - ̂ (a) . C . Q . F . D .

( A ) COROLLAIRE.- ([H-C. 1 ] ) . Soit k c K un point au voisinage duquel 6 estj(différentiable. Alors 6 est différentiable au voisinage de k, et l'on a
e(k) - ̂ (k).
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DEMONSTRATION.- Cela résulte du lemme (3) et des règles ( 3 . 2 ) et ( 3 . 3 ) .

A.6.- RESTRICTION A k DE FONCTIONS GENERALISEES Kg)-FINIES SUR UNE

ALGEBRE DE LIE REDUCTIVE

Les notations sont celles du paragraphe A.5. Nous identifions de la

manière usuelle S(^) et l'algèbre des opérateurs différentiels à coeffi-

cients constants. Le lemme suivant est analogue au lemme (18 ) et se dé-

montre de la même manière.

( 1 ) LEMME.- Soit ^ une fonction généralisée dans un ouvert V~ de ^

I(j^)-finie. L'injection de k^ n t^" dans l^est transverse à WFdi/).

k
On peut définir la fonction généralisée ip , restriction de ^ à jk n l̂  .

Soit Çî une orbite de G dans ^ • On sait qu'il existe un entier N tel

que

f (1 + U t i l ̂  dB.(f) < «
^ "

Soit P un supplémentaire K-invariant de Jk dans .̂ Identifions comme

d'habitude ^ à V* •JP*» et soit J la projection de ^ sur ^ parallèlement

à ^ . L'argument du chapitre 1 . 1 montre que l'on a

(2) f (1 + I I J ( f ) l l ̂  dB.(f) < »
^

L'image J*(BQ) de BQ sur k. est donc tempérée. On pose ^ » 6^.
C'est une fonction généralisée sur g, G-invariante et vecteur propre de

^
I(g). Sa restriction à k_ est donc définie et sera notée ^~ .

On pose : ~4^(X) - [ e1^30 dJ*(B/J(f). C'est la fonction généralisée sur

k* *
k, transformée de Fourier de J (B^). Voici l'analogue du lemme (6.3)

k k
(3) LEMME.- On a ^ • ^ •

DÉMONSTRATION.- Soit B » n " 1,2,.. . une suite d'éléments de ^ (j0 positifs

d'intégrale 1 , dont le support tend vers {0} en décroissant. Soit a e^^(k).

Le théorème de convergence dominée montre que l'on a :
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lim ̂ (a • (^) . -^(a)
k k

et donc ^(a) « ^(a). d'après la règle ( 3 . 7 ) .

De manière analogue au corollaire du paragraphe précédent, on obtient

(4) COROLLAIRE.- Soit X un point de k au voisinage duquel ^ est C°° Alors
" o o k ^^ est C au voisinage de X et l'on a ̂ (X) « "^ ( X ) .

Rappelons que, d'après Harish-Chandra. toute fonction généralisée
G-invariante Z(^)-finie est C00 au voisinage de tout point X e ̂  tel que
adX soit semi-simple et tel que le centralisateur z_ de X dans ̂  ne contienne
pas d'élément niipotent (En effet, son front d'onde en X est contenu dans
^ n z_ m 0 ) . On obtient donc :

( 5 ) COROLLAIRE.- Soit X un point de k. Soit z_ le centralisateur de X dans ^.
On suppose que ̂  n p est contenu dans le centre de 2. Alors ̂  etk y. ~~ \l
^ sont C00 au voisinage de X, et l'on a ̂ (X) • "^ ( X ) .
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ON THE SIMILARITY BETWEEN THE IWASAWA

PROJECTION AND THE DIAGONAL PART

by

J . J . Duistermaat

1 . Statement of the result.
Let G be a real connected semis imple Lie group with finite center and G " KAN

its Ivasava decomposition. Via the adjoint representation, and with respect to a
suitable basis in fl, K, resp. A, resp. N are the set of matrices in G which are
orthogonal, resp. diagonal with positive entries, resp. upper triangular.

The Iwasawa projection H from G onto the Lie algebra a of A is defined by

( 1 . 1 ) x € K.exp H ( x ) . N . x € G.

Obviously H factorizes through the projection from G onto the (non-compact
Riemannian) symmetric space K\G. If • (called ̂  by everybody else) denotes the
orthogonal complement of It in 6 with respect to the killing form, then the Cartan
decomposition G m K.exp • yields that

( 1 . 2 ) • eaq) G -<- K\G

is a diffeomorphism from • onto K\G. So the Iwasawa projection can be studied by
looking at the mapping

( 1 . 3 ) Y - H o exp : • -»• a.

On the other hand we have the orthogonal projection

129



J. J. DUISTERMAAT.

( 1 . 4 ) TT : • ^ a

with respect to the Killing form. In the above matrix terminology, • is the
space of symmetric matrices in % and TT is the operation of taking the diagonal
part of the symmetric matrix. So this projection has a very simple minded
interpretation, whereas the Ivasawa projection is a rather more mysterious object.

Theorem 1 . 1 . There is a real analytic map V : • -»- K such that

i) $ : k -»- k.V(Ad k'^X)) is a diffeomorphism from K onto K, for each X € ».

ii) y(Ad W^^X)) - TT(X) for all X € • •

That is, we can turn the Ivasawa projection into the orthogonal projection by
an action of Ad K, the element of K depending analytically on X € ».

It also follows from the theorem that the images of an Ad K-orbit in • under
Y and IT are the same. This was obtained before by Kostant [ 4 ] who showed
separately that both images are equal to the convex hull of the intersection of
the Ad K-orbit in • with a. Since this intersection is equal to a Weyl group
orbit in a. which is finite, this image is a convex polytope. Very remarkable
because an Ad K-orbit is such a roundish object;

Later Heckman [ 3 ] reduced the convexity theorem for the Iwasawa projection to
the convexity theorem for the diagonal part, for which the proof is much simpler.
using a homotopy argument. This homotopy argument actually is one of the
elements in the proof of Theorem 1 . 1 .

For me the major motivation for wanting the theorem was the study in I 2 ] .
together with Kolk and Varadarajan, of the asymptotic behaviour of integrals of
the form

( 1 . 5 ) I^(X.O . ̂  e1̂ ^ ̂^^.aCX.^dk

as II Gil -*• " . ^ € a - The matrix coefficients of the principal series
representations of G are given by such integrals, the simplest case being the
elementary spherical functions where

( 1 . 6 ) .(X.lO.e-^111'^"^.

The idea in ( 2 ] was to consider ( 1 . 5 ) as an oscillatory integral, for which the
asymptotics is concentrated at the stationary points of the "phase
function".

( 1 . 7 ) F., „ : k ̂  <Y(Ad k'^X)).^" » s
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on K. We then observed that F_ ,. had exactly the same critical points and critical
"»-»

values as its "infinitesimal counterpart"

(1.8) f — - lim^F... . : k-»• Tr(Ad k'^X)).^.
- t-^0 ^•^

These critical points in turn had such a special, rigid structure that the

asymptotics of (1 .5 ) could be obtained by a repeated application of the method of

stationary phase.

It had already been observed in ( 2 ] that the equality of critical points and

critical values of Fy ,. and f.. .. leads to the existence of a diffeomorphism

^ : ̂ ^^^^X.^X^"^-

However, the diffeomorphism is not unique and at that time I could not find ̂  ^

depending smoothly on X and ^. Already continuous dependence on ^ would imply,

replacing ^ by t^. dividing by t, and letting t ^ 0, that F^^O^Q " ^.S'

That is, one could find a diffeomorphism $„ not depending on ^. Then, using the

substitution of variables

(1.9) k - <^(1), 1 € E K ,

the integral (1 .5 ) can be rewritten as (X € », ^ € a*)

(1.10) I^(X.O • ^ e^^ k ^^(X.^kn.ldet ̂  (k) |dk.

In this way the study of the asymptotic behaviour would be reduced to doing

stationary phase with the simpler f^ p as the phase function, rather than F .̂

(Such asymptotics has been done before by Clerc and Barlet [ l] .)

It is one of the applications of Theorem 1 . 1 , that the integral re-

presentation ( 1 . 1 0 ) actually holds with a <^(k) which depends analytically on X

and k simultaneously. For instance, for the elementary spherical functions this

leads to an integral formula of the form

( 1 . 1 1 ) ^(exp X) - { e^^ ^^-^(Ad k-^XUdk.

for some analytic function b : • - R. As an application of the analyticity of b.

one can note that replacing S. resp. X by î . resp. iX. one obtains the

elementary spherical functions for the compact symmetric space which is dual to

K\G. (In this case ^ has to be taken in a weight lattice.) So also for these

functions an integral formula like ( 1 . 1 0 ) holds, at least for small 1 1 x 1 1 . I owe
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this observation to Richard van den Dries (T.H. Delft), who is using this integral
formula in his characterization of invariant pseudo-differential operators on
compact symmetric spaces in terms of their eigenvalues.

2. SL(2,R).
For G - SL(2,R) , dim K » dim a (- 1 ) , so the substitution of variables is

unique up to a flip. In order to determine it explicitly, write the elements of K

as

<2 - ' ) k-^ '^l^^^2^
and the elements of a as

(2.2) X - (^ °^), t €».

Then Y « Ad k~ (X) » k~ Xk is the general element of «, and \W is the element

of K with the coordinate \i given implicitly by

o -n ^2t^2 -2t • 2 2t c08 26(2.3} e cos p + e sin U • e

From this one can determine y(Y) • k .$-(k). It is not entirely trivial to verify

that this defines a real analytic mapping ¥ : • -»• al

The Jacobian of $„ is equal to

(^ 2|tsin2e|.e t c t>82e ,

^/cosh(2t) - cosh(2tcos 29)*

leading to the following formula for the elementary spherical function:

(2.5) <Mexp X) - - ; e1" cos 2e l^11128! d6.
" B/2TTZ ^/cosh(2t) - cosh(2t cos 29)V ^

Here we have written <X,^> - IT. This can also be written as

(2.6) 4> (exp X) - ^ J^ cos Ts. ds .
19 " u /j(cosh(2t)- cosh(2s)}

A smilar formula for all rank one symmetric spaces can be found in Koornwinder

[8], formula (2.16) and (2.18).

I prefer (2.5) over (2.6), because there are no boundary points nor

singularities for the integrand as in (2.6). To see the analyticity of the

integrand in (2.5) we write
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2 OB (W211"2 n-l 2k
(2.7) cosh(2t) - cos(2t cos 26) - (2t sin 26)' j^ (2ni) k?0 (cos 2e) »

from which

(2.8) ^ X) - „ ̂  e———— ̂  ̂  2-^^-^ cos 2e)2kr^.

In turn this allows us to write

(2.9) ^(exp X) - ̂  c,(t2) . ({ y ^ ̂  ̂  - ̂ e,

where the c, are suitable power series in t with some positive radius of con-

vergence. So the elementary spherical function, which is a hypergeometric function,

can be obtained from the Bessel function

(2.10) A_(exp X) - - -/L, e"^08 ^de,••°) ^expx)-^ ̂  e————2^.

which is the elementary spherical function for the Car tan motion group, by
applying an infinite order differential operator with respect to the eigenvalue
(» character) parameter T , with coefficients which are Ad K-invariant functions on
• • This is the strategy in Stanton and Tomas ( 7 ] . That such a description is
possible for all real rank one spaces can be derived from the previously mentioned
explicit formulae of Koornwinder [ 8 ] , but can also be read of from ( 1 . 1 1 ) .

This description would generalize to arbitrary synmetric spaces if the
amplitude b(Ad k'^X)) in ( 1 . 1 1 ) could be written as

( 2 . 1 1 ) b(Ad k'^X)) • 2 c (X).Tr(Ad k'^X))"m m
(m « (m, , . . . , m , . ) a multi-index), where the c are Ad k-invariant functions on1 dim d m
«. This however is one of the open questions which I have on this subject.

3. Proof of the theorem.
We begin by recalling some facts about the functions F , f ,. from [ 2]

—» s •»» s

Lemma 3 . 1 . (( 2 ] . Lemma 5.9). For x € G, write

( 3 . 1 ) x € x(x).AN. K(x) € K.

41
Then, for every X € », ^ € a :

(3.2) dFy .(I) • dfy ( l ) o L , where
A,(, A»S A
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(3.3) X - Ad <(exp X)'1 (X)

and Ly is the linear isomorphism: k -»• fc given by

(3.4) . sinh ad X ^ Ad^xpX)-1 .
x ad X

Lemma 3.2. ([ 2 ] , Lemma 1 . 1 ) . Let X € • and let ^ € a* correspond to

H « H.. € a via the Killing form. Then

(3.5) df.. . ( I ) • 0 « » [ X , H ] - 0.
^tS

If [X,H] « 0 then exp X € G° a connected reductive subgroup with an

Iwasawa decomposition, the components of which are contained in K, resp. A,

resp. N. So <(exp X) 6 G^ and [ X.H] • 0 if X is as in (3.3). Using Lemma 3 . 1 we

conclude that dF -0) • 0 ̂  df -(I) • 0. Using that
X,^ A,^

(3.6) -^ F.. -(k.exp t Y ) . • dF (1) (Y). k € K. Y € &.
dt x^ t u Ad k X.^

and the same formula with F replaced by f. it follows that F^ and f^ have

the same set of critical points.

Lemma 3.3. ([ 2 ] . Cor. 5.2). If X € ». ^ € a*, then

< 3 - 7 ^ ^W0'^^^-

Now we look at the 1-parameter family of functions

o-8) ^-T^r^-^^-^r
We see that the set of critical points of F^ is equal to the set of critical

points of if ., . « t,, . so to the set of critical points of f^. for all t € R.
t tX y c, —'• s

Moreover

(3.9) F^O) • { (/t ^(<(exp sx))dst

If dF^O) - 0 then <(exp sX) is a critical point for f^ for all s € (O.t l . so

f -(/(exp sX)) • fy .(I), that is
X,c, A»s

< 3 - 1 0 ) FS ( l )• fx.^ l ) ̂ S0^0'
Using that F^(k) - F^\-i^(l). we get that F^ and f^^ have^he same

values at the'critical points.Now we try to find a diffeomorphism ̂ ^ : K -^ K

depending smoothly on t, such that $^ - identity and
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(3.11) F^^^Ck)) - f» .00 for all t € ( O . H .
A»S A«S ^tS

Differentiating ( 3 . 1 1 ) with respect to t gives

^(t)

<3.^) ^ W^ - <l<^ 0 -¥ <10 - °- vhich

in fact is equivalent to ( 3 . 1 1 ) in view of the initial condition 4^ • identity.

The idea is now to find a vector field v^ on K depending analytically on t. X.

E, such that

< 3 - ' 3 ) Tt ̂  + ̂ w B ̂ w • °
and then obtain ̂ t) by solving the ordinary differential equation

X»^

<3.-^ ^ ̂ > - Wl^ ̂ w - k-

I learned this idea from Moser [ 6] and Mather [ 5] . but it might have a much older

history* 9 (t)
In any case, for (3.13) it is a necessary condition that -^ Fx.^(k) " ° if

dF^(k) - 0. but this follows from dF^(k) - 0 » df^(k) - 0. in which case

F^^k) • f» r(k). constant in t, as observed above. In Lemma 3 . 1 . 3.2 we have

seen that dF^hk) is proportional to (Ad k'^X),!^] by a linear isomorphism

depending analytically on t. X. H^. In view of these observations the existence

of v^ with the desired properties is ensured by the following
X»s

Lemna 3.4. Let ^ : ^a ^ 1R be analytic such that ^(X.H) - 0 whenever I X.H] •

« 0. Then there exists an analytic map \ : »xa -*• I such that

(3.15) 4/(X.H) • <lX,H}.x(X.H)> for all X, € •. H € a.

If ^ is linear in H for each X then X can be chosen not depending on H and if 4;

depends smoothly on additional parameters then ^ can be chosen to do the same.

Actually x '•s obtained by an explicit formula from 4;, from which these

properties can be read off. The construction is based on the observation that

in »xa the relation [ X.H] • 0 has a reasonably simple description. For X € • write

(3.16) X - XQ . 2 ^ X^. XQ € a. X^ € . 0 (fl^g^).
a€ A
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Then

(3.17) [X.H] - - Z ^ aOO.JX
a€A

where J is the linear isomorphism: • © a -^ f @« which sends Y - 9Y to Y + 6Y

(for Y € n). It follows that [X,H] • 0 if and only if for each a € A* either

X^ « 0 or a(H) - 0.

For I C A » write now

(3..8) H,(X) - ̂  . ̂  X,.

Then, based on Newton's binomial formula, we can write

(3.19) ip(X.H). S 2; (-l)1'11^!! ^ (X).H).
ICA" JCA^I z J

Observing that lp(X^,H) « 0 by assumption, we concentrate our attention on the

term

(3.20) iMX.H) • 2. (-D^^^^^X)^).
1 JCA^ I J

Every term in the right hand side is equal to zero if a(H) - 0 for all a € A'\I.

Let a,,...,a € A^I be a basis of 2 BL a. Write
' p aGA'Nl

(3.21) a. • {H € a; a^(H) « 0 for i <j). a^ • a,

and let IT. be a linear projection from a., to a.. Write

(3.22) TT. «• TT. o ... o if^ : a -»• a. ,

P
(3.23) ^(X.H) • .2, ^ ( X . T T _ ^ ( H ) ) - ^(X.TT^H)).

and finally

^(X,7T.^(H)) - ^(X.TTj(H))

. Z ^ ( - l ) I J I [4» (^T^UJ< x ) • 7 T j iW) - ^(^lUj^^j^^1

(3.24) JCAU

• ̂ ^^ ^ (-1)IJI(^^,(X).^^(H)) - ^^jUta^-Vl^

- <P(TT^j(X).^(H)) ^ ^(TTujjUIa.}^^^^-

The last expression between square brackets is equal to zero if X^ « 0 or a^(H) '

» 0. So this expression is of the form

136



IWASAWA PROJECTION AND THE DIAGONAL PART

On the similarity between the Ivasava projection and the diagonal part

oij(H).<JX^ , x ^ , ( X , H ) >

for some analytic mapping \ . : »xa -*•& " f c ^ C a + f l ). Suaming all thei,j a. a, -a,
terms gives the desired mapping y, - ~

From \ we get an analytic vector field v' ) on K» depending analytically on
x»^

t, X, ^ satisfying (3.13). Now, observing that

(3.25) F^ , (k) • F^dk). k € K.Ad r^x).^ ^^
it follows that X, v t ' \ ^ satisfies (3.13) as well, here X : k -»• l.k denotes

left multiplication by 1. Because the equation (3.13) is linear in v, also

<3•26) ^l-i^^Kx),^1

will satisfy (3 .13) . This vectorfield has the additional symmetry

(3.27) v^ ., •\^
Ad k ' (X) ,^ k x*"

which for the solution $' ; of (3 .14) , ^ith v replaced by v, will lead to
x, s

(3.28) <t,.(lk) - 1.$ (k). k . l € K .
A Ad 1 (X)

This proves Theorem 1 . 1 , with 4»(X) • <t»^(l). X € ».

I would like to thank Joop Kolk and Richard van den Dries for several
stimulating discussions on this subject. Also Michel Duflo for inviting me to the
meeting in Le Kleebach, thereby giving me the opportunity to present this result.
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CONTINUATION OF UNITARY DERIVED FUNCTOR MODULES
OUT OF THE CANONICAL CHAMBER

Thomas J. Enright and Joseph A. Wolf

Resume

On decrit une methode qui permet de suivre I'unitarite lors de la continuation
coherente des representations des series discretes quand Ie parametre sort de la
chambre de Weyl de Borel-de Siebenthal. Au cas ou les modules de representations
des series discretes sont obtenus en appliquant Ie foncteur derive de Zuckerman a
un module de Verma generalise qui est construit a partir d'une representation
unidimensionelle, la methode est decrite explicitement. Des programmes d'ordina-
teurs traitant les cas E g , E ^ , E g sont presentes en appendix. Un certain nombre de
nouvelles represensations singulieres unitaires resultent de cette methode.

Abstract
A method is described for following unitarity during coherent continuation of
discrete series representations as the parameter passes out of the Borel-de
Siebenthal Weyl chamber. In the case where the discrete series representations
are derived functor modules, obtained from generalized Verma modules which in turn
are induced from one-dimensional representations, the computation is carried out
explicitly, and computer programs are appended which treat the E , E^ and Eg cases.
A number of new singular unitary representations are produced.

Partially supported by National Science Foundation grant MCS-8300793
'Partially supported by National Science Foundation grant MCS-8200235 and the
Miller Institute for Basic Research in Science.
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Let G be a real semisimple Lie group, let 6 be a Cartan involution of G,

and let K denote the maximal compactly embedded subgroup of G which is the fixed
point set of 9 . We write So*^ for the real Lie algebras. g,k for their complex-
ifications, and 9 for the automorphisms induced on 9- and g. In the work of
Wallach [ 7 ] and Enright-Howe-Wallach [ 3 ] , G is a simple group of hermitian type
and one varies a character on the center of K in order to continue the holomorphic
discrete series. In [ 4 , 5 ] , using the Zuckerman derived functors, these results
were extended to cover certain non highest weight modules. Among other results is
a proof of unitarity for certain coherent continuations of discrete series repre-
sentations out of the Borel-de Siebenthal [ 1 ] Weyl chamber. These results are
tabulated in Appendix 1. They are based on

THEOREM. Let q be a 9-stable parabolic subalgebra of g , say q » m+n
where n is the nilradical and m is a 9-stable Levi component, such that
[ n n l i , n ] « 0 and n - nig ®TR c where " o '"^So- Fix a cartan subalgebra
I?Q C MQ of SQ and \ € ̂ * such that the irreducible m-modules F ( A ) of highest
weight X is finite dimensional and unitarizable. Choose C e b* corresponding
to a central element of m and normalized so that ( i ) the one-dimensional m-module
F(0 is unitarizable, and (ii) < ̂ .a> > 0 for all roots a € A ( » ) . Assume that the
relative Verma module

N(X+zO - U( g ) ®^ ^ FO+zO

is irreducible for z ̂  c. Let

F1 : C ( g , » n k ) -. C ( g , k )

denote the i^" right derived functor, of the It-finite submodule functor, from the
category of g-modules that are completely reducible and locally finite for m n k.
Let s s dim k/innk. Then r^CX+cO is zero or unitarizable.

See [ 5 ] for the proof of this theorem.
This situation arises when rank K « rank G , the root ordering is such that

there is just one noncompact simple root (say o i g ) , necessarily of coefficient 1 or
2 in the maximal root, and q is the maximal parabolic subalgebra of g defined
by cig. The hermitian case, coefficient 1, is the case of Enright-Howe-Wallach [ 3 ] .
Now suppose that Op has coefficient 2 in the maximal root and denote

A ( i ) - (roots 8: ô  has coefficient i in 8 }

so the full root system A - A ( - 2 ) u A ( - l ) U A ( 0 ) u A ( l ) U A ( 2 ) . Then, if
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g, = k + p as usual under 9,

B» • I? + £ 8g . nnp « S 8g and tt nk • ^ g.
A(0) A(l) p A(2) p

^ € b* is normalized by

2 < ^ , ( X Q > / (a^a^) • 1 and < ^ . 0 > « 0 for all simple B ̂  a^ .

Given X, we normalize it on the line & = KZ; by adding a multiple of ^, so that

X + z^ + p € C w> z < 0

where C is the q-antidominant Weyl chamber and p as usual is half the sum of the
positive roots. The question, now, for applying the theorem is to find the first

reduction point, i.e. the smallest number a = a(X) such that N(X+a^) is reducible.

Then the theorem says that

r^CX+zO is a unitarizable (8,K)-module whenever z < a

and X + z Z ; is a A W- integral.

That gives quite a number of new irreducible unitary representations, as one sees

from the tabulation in Appendix 1, for the case dim F(X) • 1. There, for example,

it gives 30 new unitary representations of Eg g » wi-th singular Infinitesimal

character, it gives 17 for E, p. . » and ^ gives 11 for Er rk * .7»"eAi 0,UgA^

The key to finding the first reduction point is, of course, Jantzen^s

irreducibility criterion [6] for relative Verma modules. Jantzen's contravariant

form — or, equivalently, its hermitian analog — has formal determinant on N(X')

given by

TT (non.e.0) TT TT ^(^^ - n)?'''na)

weights a€A(n) n positive { n v <ata / /

of M(X' ) integer

where M( X* ) is the ordinary Verma module and where

£)('(x0 - > det(w) ev(v>+p)

w€W(«,l»)

Here N(X ' ) is irreducible if and only if the determinant is nonzero. In other

words, if we define

X(X' ,a) - ^

w€W(a, l ) )

W(SQ<X'+P))
det(v) e

then N ( X ' ) can only reduce when
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a) there is at least one root a € A(u) such that 2< X'+p,a> / <a,a > is a

positive integer, and

b) the sum over all such roots a, of the X(X',a), does not vanish.

Thus we can test N(X + z0 for reduction in a systematic manner, as follows:

1. Compute 2<X+p,a> /< a,a> for every a € A(n). Note that

2 < X + z C + p , a > / < a , a > is obtained from it by adding z x (coefficient of (Xp in a).

Note that z must be an integer or half-integer in order for \ + zC + p to be

AdO-integral, thus in order for F^X + zS) to be nonzero. Start with z the

smallest integer or half-integer such that some < \ + z^ +p,a ) /< a,a>, a € A(n),

is a positive integer.

2. Let A « {a€A(n): 20 + zX, +p.a> /< a,a> is a positive integer}.

If A is empty then N(X+zQ is irreducible.

3. Suppose A is not empty. Given a€A, suppose there is some B€ A(n)

with < X + z C + p , B > m 0 and with s^(B) € A(m), i.e. with <s^(B) ,^> - 0. Then

< s^(X+z^+p) .s^(B)> « < X + z ^ + p , B > « 0 shows s^(X + z^ + p) to be A(»)-singular,

so XCX+z^ .a ) - 0.

A. Let B « {a€A: there is nu B as in (3) above}. If B is empty then

N(X+zQ is irreducible.

5. Suppose B is not empty. If a€B then X (X +z C ,o O ^ 0. Thus the only

way that we can have ^ X(X+z^ ,a) m 0 is if the set B decomposes into pairs
Q € B

{a,a'} such that s«,(X+z^+p) and s , (X+z^+p ) differ by an element w € W(m,b)

which has det(w) » -1. Note that, for such a pair, < s (X + zC + p) ,0 «

< ws^{\ •*• zX, + p) ,0 « < s * (X + z^ + p) ,^ > , so we need only try to pair off elements

a,a* € B for which < s (X + z^ + p),0 « < s , (X + z^ + p) ,^> .

6. Let C » {a€B: there is no a '€ B forming a pair {a,a'} as in (5) above}.

Then N(X+zO is irreducible if and only if C is empty.

7. If N(X- t -zO is reducible then \ + zC, is the first reduction point.

If N ( X + z O is irreducible, increase z by i§ and start over again at (2).

In the case dim F(X) « 1, we recently carried out this computational

program by hand for the classical simple groups G with rank K c rank G, by arrang-

ing the "matrix" ( 2 < X + z^+P ,a> / <a,a>) ^ . / . in a way that made the various tests

relatively straightforward and that made induction arguments convenient. This

doesn't work for the exceptional groups, but the structures of types G^ and F^

are sufficiently small so that hand calculation was not difficult.

We illustrate the test for reduction by doing the case G « Sp(l,n-l). Let

a,, l ^ i ^n» be the simple roots with a^ « ^"^.n^ 1 <- i < n1 and ^'^n' For
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our example let a^ "04 . Then A(tt) « {2e^} U {^ ± ej 2 ^ i $ n}. Our normalizations

give ^«^, X • (-2n+l)£i and p" (n,n-l,... ,1) . So

X + z^ + p - (z-n+1 . n-1, n-2. ... ,1)

Consider the array

b, ^ ... b^

with c = 2 < X + z ^ + p , a > / < a.a> with a « 2 c ^ , and a^ and b^ given by the same

formula for a - £ i + c . and C i - c ^ respectively 2 $ i $ n . Evaluating these inner

products gives:

z z-1 ... z-n+2

z-n+1
z-2n+2 z-2n+3 ... z-n

Now N(X+20 is irreducible if z ^ W. For z€H. 0$z^n- l . the set A is

not empty. But B is empty and so N(X+zC) is irreducible. For n <. z $ 2n-2 the

array has a positive integer value for c, positive integer values in the top row

and to the right of the CI-EJ entry which is a zero. j « 2n-z. In this case

A - {2^}u{^+ej2^$n}u{^-e^|2n-z+l 5 k ^ n}. However, B « {2Ci. c^}.

Then X + z;-»-p « (n-j+1, n-1, .... 1) where n-j+1 occurs both as the first and j^

coordinate. Therefore, as described in (5) above, the two elements of B form a

pair. Thus C is empty and N(X+zO is irreducible. Finally, at z « 2n-l, the

highest weight is zero; and so. N(X+zQ reduces with the trivial representation

as quotient. This proves that the first reduction point is z - 2n-l.

As a second example we consider the case of the split real form of G . Let

a and 04 be the two simple roots with a; long. Assume o^ is compact and a; is

noncompact. So in the notation above c^ • 04 . Following Bourbaki we write these

vectors in coordinates:

a , " C I - G Z . 04 • -2C i+c ;+C3 .

Now

^ ' {04* ̂  oii-4-^* ^i-1-0^ î'1'0^ ^i4'20^

A(n) • A'^Ma,}

Our normalizations give

!; • (-1.-1.2) . \ ' -2^ • (2.2,-4) . P « (-1.-2.3)

X + z ^ + p « (-z+1. -z. 2z-l) .
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Now consider the array of numbers 2<X +zC+P,a> /< a,a> where a runs through A(n)

in order

( 04+04 -(-I.O.I) Ptti+a; " (0,-1,1) \

a; « (-2,1.1) 3a,+04 » (1.-2.1) 3a, + 2o^ - (-1.-1.2) /

The roots in the first row are short while those in the second row are long.

Evaluating we obtain:

( 32-2 3z-l \

z-1 z 22-1 /

The element X + 2^ is A(k) integral precisely when 22 is an integer. Also z » 2

corresponds to the trivial representation. N(X+20 is Irreducible unless either

32 or 22 is an integer.
In the cases 2 «*/3 and z « '/a . the set A is empty. So N(X+2C) is

irreducible. For 2 « % . A - {2o,i+a^}. di+oiz is singular at X + 2 ^ + p and

s, (a, +a,) « -a, € A(«). So B is empty and N(X+2C) is irreducible.2a^+a^ 1 2 i
The next value is z «1, with array

( ' 2)\0 1 I /

The singular root a^ is long so Sg(a^) f A(«) for any 6. So

B » {^+a^, 2a,+a^, 3^+02. 304+202). Here X+2^+p « (0,-1,-D.

Let \) « X + 2 C + P . Then

-̂HX^ - <1•-1•0) • ^^/^ - (-1•1'0) •

^a^^ - <o•l•-l> • ^20^ • (1•0•-1) •

But these cancel in pairs as in (5) so C is enpty and N(X+zS) is irreducible.

The next possible value for B(A+zO to reduce is z' *>i . Here the array is

( 2 ')
\ */3 % ^ /

So A + z ^ + p is regular and A is not empty. This implies directly that N ( A + z O

is reducible. Thus the first reduction point is z » ^3.
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We did the calculation for E^, E^ and Eg using a simple BASIC program, listed
in Appendix 2, on a home computer. As is clear from the listing, efficiency was
not a consideration because it only had to be run once. In particular it left the
search through W ( m , l » ) , in (5) above, to be done by hand. Since there is no essen-
tial change, we wrote the program for dim F(X) < « rather than just dim F(X) « 1.

The results above hold in a more general setting, if we add a hypothesis of
k-semisimplicity for the N(X+zQ.

PROPOSITION. Let q « m+u be a maximal 6-stable parabolic subalgebra of g,

whose complementary simple root a has coefficient 2 in the maximal root (as above).

Suppose that q is quasi-abelian, i.e. that <a,6> ^ 0 for a € A(nnii) and

& € A(u0p). Let F(C) and F(X) be unitarizable m^-modules, dim F(C) - 1 and

dim F(X) < 00 , normalized by

2<C,oiQ>/<oig,aQ > - 1 and X + z ^ + p € C *- z < 0 .

Let a"a(X) be the first reduction point for N(X+zC) and suppose that N(X+zO

is semisimple as a k-module whenever z < a . Then F^CX+zC) is zero or unitariz-

able for z < a.

In the case dim F(X) « 1 of the more general setting, the last two columns

of the chart in Appendix 1 need not apply, for F^X+zQ « 0 is a real possibility.

So it is essential to have some a pylori information on the k-spectrum of F N(X+zC).
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UNITARY DERIVED FUNCTOR MODULES
Appendix 2

Iti?r BCQflrrs are Nri^tn i" tiî sisit 5eii& IQifiSIClj. Bmim 5̂ 1x ific CC^
Run this emCiS 19 SCIttt £<C^D S^rix an^ invsrit QiCtiO fiitax ^afi film
10 '*******•***«*****««******««*««««««*««««*«*«««**««««*«««*«*««***««*
20 'Program to write the Car-tan •atnces and th«ir inverses for E 6 , E7, E8
30 ' a s sequential MBASIC files. Shortens data programs fro« March 1983. Uses
40 'Bourbaki order < 1 ) - ( 3 ) - < 4 ) - ( 5 ) - ( 6 ) - ( 7 ) - ( 8 ) E6: ( l » thru ( 6 )
50 • S E7: ( 1 ) thru ( 7 )
60 ' ( 2 ) E8: ( 1 ) thru ( 8 )
70 'fo r the siftple roots. Joseph W o l f ) 30 September, 1983
80 '*•***** «^*********«***«************ «'•*'»««*««***•««*****««*««•'»«**«
90 DIM 2 ( 8 , 8 ) : FOR 1=1 TO 8: FOR J=l TO 8: READ 2 ( 1 , . ] ) : NEXT J : NEXT I
100 OPEN " o " , « 1 , - C A R T E 6 . D A T " : OPEN - o " , #2, -CARTE7.DAT"
110 OPEN " o " , »3, " C A R T E 8 . D A T "
120 FOR I«l TO 6 : FOR J 3! TO 6 : WRITE « 1 , 2 ( 1 , J ) : NEXT J : NEXT I: CLOSE • I
130 FOR 1=1 TO 7: FOR 3=1 TO 7: WRITE • 2 , 2 ( 1 , J ) : NEXT J : NEXT I : CLOSE •2
140 FOR 1=1 TO 8: FOR J=l TO 8: WRITE • 3 , 2 ( 1 , J ) : NEXT J : NEXT I: CLOSE •3
150 DATA 2, 0, - 1 , 0 , 0, 0, 0 , 0, 0, 2, 0, - 1 , 0, 0, 0 , 0
160 DATA - 1 , 0 , 2, - 1 , 0, 0, 0, 0, 0, - 1 , - I , 2 , - 1 , 0, 0, 0
170 DATA 0, 0, 0, - 1 , 2 , - 1 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, - 1 , 2, - 1 , 0
180 DATA 0, 0, 0, 0, 0 , - 1 , 2 , - 1 , 0, 0, 0, 0, 0, 0, - I , 2
190 '
200 DIM C ( 6 , 6 ) : FOR I«l TO 6 : FOR J«l TO 6: READ C ( I , J ) : NEXT J : NEXT I
210 OPEN " o " , » 1 . " I N V C A R T 6 . D A T "
220 FOR 1=1 TO 6 : FOR J«l TO 6: WRITE « 1 , C ( I , J ) : NEXT J : NEXT I : CLOSE • I
230 DATA 1.33333, 1 , 1 . 6 6 6 6 7 , 2 , 1.33333, 0 . 6 6 6 6 6 7 , 1 , 2 , 2, 3, 2, 1 , 1 . 6 6 6 6 7
240 DATA 2, 3.33333, 4, 2 . 6 6 6 6 7 , 1.33333, 2, 3, 4, 6 , 4, 2, 1.33333, 2, 2 . 6 6 6 6 7
250 DATA 4 , 3.33333, 1 . 6 6 6 6 7 , 0 . 6 6 6 6 6 7 , 1 , 1.33333, 2, 1 . 6 6 6 6 7 , 1.33333
260 '
270 DIM D ( 7 , 7 ) : FOR I»l TO 7: FOR J»l TO 7; READ D ( I , J ) : NEXT J : NEXT I
280 OPEN " o " , »2, " I N V C A R T 7 . D A T "
290 FOR I«l TO 7: FOR J=l TO 7: WRITE • 2 , D ( 1 , J ) : NEXT J : NEXT I ; CLOSE •2
300 DATA 2, 2 , 3 , 4 , 3 , 2. 1 , 2 , 3 . 5 , 4 , 6 , 4 . 5 , 3, 1 . 5 , 3 , 4 , 6 , 8, 6 , 4 , 2
310 DATA 4 , 6 , 8, 1 2 , 9 , 6 , 3 , 3 , 4 . 5 , 6 , 9 , 7 . 5 , 5 , 2.5
320 DATA 2, 3, 4 , 6 , 5, 4 , 2 , 1 , 1 . 5 , 2, 3, 2 . 5 , 2 , 1 . 5
330 '
340 DIM E ( 8 , 8 ) : FOR I«l TO 8: FOR J=l TO 8: READ E ( I , 3 ) : NEXT J : NEXT I
350 OPEN " o " , • 3 , -INVCART8.DAT"
360 FOR 1=1 TO 8: FOR J=l TO 8: WRITE »3, E ( 1 , J ) : NEXT J : NEXT I : CLOSE »3
370 DATA 4 , 5 , 7 , 10, 8, 6 , 4 , 2 , 5, 8, 10, 15, 1 2 , 9 , 6 , 3
380 DATA 7 , 1 0 , 1 4 , 20, 1 6 , 1 2 , 8, 4 , 10, 15, 20, 30, 24, 18, 12, 6
390 DATA 8, 12, 1 6 , 24, 20, 15, 10, 5, 6 , 9 , 12, 18, 15, 12, 8, 4
400 DATA 4 , 6 , 8, 12, 10, 8, 6 , 3 , 2 , 3, 4 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2
410 END

Bun tUlS eCSfiCit to cm? roof •atrix da^a ill.e$^ it ytl tht Cartan •atr^i^

20 ' program to write roots of e 6 , e7 and e8 in bourbaki order
30 ' ( 1 ) - - ( 3 ) — ( 4 ) — ( 5 ) - - ( 6 ) - - ( 7 » - - ( 8 ) e6: ( 1 ) thru < 6 )
40 • ; e7: 1 1 ) thru ( 7 )
50 ( 2 ) c8: ( 1 » thru ( 8 )
60 • onto files R O O T S E 6 . D A T , ROOTSE7.DAT AND ROOTSE8.DAT
70 •
80 ' Joseph Wolf 12 March 1983
90 ' **«*«******•«*«***«*************«•*«*«***•***«*«***•*«**«***
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100 DIM C ( 8 , 8 )
110 OPEN - i " , # 1 , "CARTE8.DAT-
120 FOR I s 1 TO 8: FOR J « I TO B: INPUT • I , C ( I , J ) ; NEXT J : NEXT I
130 CLOSE »1
140 '
150 DIM R ( 1 2 0 , B ) ' • a t r i x of roots, not sorted
160 DIM 5 ( 8 , 6 ) ' • a t r i x of staple roots
170 FOR I « 1 TO 8: FOR J « 1 TO 8
180 IF I = J THEN R ( I , J ) s 1 ELSE R ( I , J ) « 0
190 S ( I , J ) « R ( I , J ) 'staple roots set up here ior reference
200 NEXT J : NEXT I
210 '
220 DIM P ( 1 2 0 , 8 ) ' r ( i , » ) - p ( i , j ) s ( j , » ) thru r ( i , » ) + q ( i , j ) s ( j , « )
230 DIM Q ( l 2 0 , 8 ) ' i s the •axral s(j,»)-root-string thru r ( i , » )
240 FOR I = 1 TO 120; FOR J s 1 TO 8
250 P ( I , J ) s 0: Q < I , J ) s 0
260 NEXT J : NEXT I
270 FOR I « 1 TO 8: P ( I , I ) « 2
280 FOR J « 1 TO 8: IF I 0 J THEN 6 ( 1 , J ) « - C ( I , J )
290 NEXT J : NEXT I
300 '
310 DIM STARTLEV(30) 'the roots oi level 1 arc r ( s t a r t l e v d ) , » )
320 DIM STOPLEVOO) 'through r (stoplevd ) , * )
330 STARTLEV(l) « 1 ; STOPLEV(l) s 8
340 B « 9 'pointer for next root to go into r ( » , « )
350 LEV « 1 'current level
360 '
370 LEV s LEV + I 'next level
380 PRINT "Starting level " $ LEV; " : "
390 STARTLEV(LEV) « B
400 •
410 U « STARTLEVtLEV - 1 ) ; V e STOPLEV(LEV - 1 )
420 FOR I « U TO V : FOR J « 1 TO 8
430 IF 0 ( 1 , J ) s 0 THEN 60TO 890
440 '
450 FOR N » 1 TO 8
460 IF N » J THEN T ( N ) s R ( I , N ) • 1 ELSE T < N ) « R ( I , N )
470 NEXT N
480 '
490 IF STARTLEV(LEV) s B 60TO 580
500 FOR N « STARTLEVOEV) TO B-l
510 DUPETEST = 0
520 FOR M « 1 TO 8
530 DUPETEST « DUPETEST * ( T ( M ) - R i N . M ) ) ^
540 NEXT M
550 IF DUPETEST s 0 GOTO 890 ' t ( « ) already on list oi roots
560 NEXT N
570 •
580 FOR N « 1 TO 8
590 R ( B , N ) = T ( N ) -add t ( « ) to the list of roots
600 NEXT N
610 PRINT "Just added r o o t " ; B ; " : ( " ( T ( 1 ) ; T ( 2 ) ; T ( 3 ) ; T < 4 ) ; T ( 5 ) } T ( 6 ) ; T ( 7 ) ; T ( 8 ) ; " ) •
620 •
630 FOR M « 1 TO 8 'srple root s ( a , * )
640 HITFLA6 « 0 'see Nhether r ( b , » » - s < t , » ) is root
650 FOR N « U TO V ' r ( n , » ) of previous level
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660 DIFFLA6 = 0
670 FOR L » 1 TO 8
680 DIFFLA6 = DIFFLA6 + ( R ( B , L )
690 NEXT L

S(M,L) - RtN^)) '^

700 ' if difflag s 0 then r ( b , » )
710 ' if difflag 0 0 then r ( b , » »
720 IF DIFFLA6 0 0 60TO 770
730 HITFLA6 » 1
740 P ( B , M ) » P ( N , M ) ^ 1
750 Q ( B , H ) « Q ( N , M ) - 1
760 60TO 860
770 NEXT N

s ( « , » ) « r ( n , » )
S ( B « * ) 0 r ( n , » )

next n

'next •

780 ' if hitflag = 0 then r ( b , » ) - s r , » ) not a root so
790 ' R ( B , « ) AT BOTTOM OF THE S ( M , « ) - S T R I N 6 THROU6H IT
800 ' if hitflag 0 0 then p ( b , f t ) , q ( b , « ) have already been set
810 IF HITFLA6 0 0 60TO 860 'next •
820 INNER » 0 ' < r ( b , « ) , s ( • , » »
830 FOR L = 1 TO 8: INNER = INNER + R ( B , L ) » C ( L , H ) : NEXT L
840 Q ( B , M ) z -INNER
850 P ( B , M ) = 0
860 NEXT H
870 ' analysis of r ( b , * ) coaplete noN
880 B « B+l
890 NEXT J : NEXT I
900 * stop Mhen no new roots produced on current level
910 IF B = STARTLEv(LEV) 60TO 950
920 STOPLEV(LEV) = B-l
930 60TO 370
940 '
950 PRINT "Nuftber of roots calculated"; B-l
960 •
970 ' NRITE ROOTS TO FILES ROOTSE6.DAT, ROOTSE7.DAT AND ROOTSE8.DAT
980 '
990 OPEN " o " , • ! , • • R O O T S E 6 . D A T "
1000 OPEN - o " , • 2 , "ROOTSE7.DAT"

• 3 , "ROOTSE8.DAT"1010 OPEN " o "
1020 FOR I » 1 TO 120
1030 IF R ( I , 8 ) 0 0 60TO 1080
1040 IF R ( I , 7 ) 0 0 60TO 1080
1050 FOR J«l TO 6: PRINT • I , R ( I , J ) : NEXT J
1060 FOR J«l TO 7: PRINT • 2 , R ( I , J ) : NEXT J
1070 FOR J=l TO 8: PRINT • 3 , R < l , J ) : NEXT J
1080 NEXT I

'run through roots r ( i , < )

' roots of E6

1090 FOR I = 1 TO 120
1100 IF R ( I , 8 ) 0 0 60TO 1140
1110 IF R ( I , 7 ) = 0 60TO 1140
1120 FOR J=l TO 7: PRINT • 2 , R ( I , J ) : NEXT J
1130 FOR J«l TO 8: PRINT • 3 , R ( I , J ) : NEXT J
1140 NEXT I

'run through roots again

'roots of E7 which are
'not roots of E6
' f i n a l run through roots

'roots of E8 but not E6 or E7
1150 FOR I s 1 TO 120
1160 IF R ( I , 8 ) s 0 60TO 1180
1170 FOR J » 1 TO 8: PRINT • 3 , R ( I , J ) : NEXT J
1180 NEXT I
1190 CLOSE • I : CLOSE • 2 : CLOSE •3
1200 END
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62iG CtiU£2MlltX BCOflraa,. It yc ill ̂ 1 illtl SCititG teX BmClfil i^vtr
10 ' ************************************************************
20 ' Centralized Veraa Module Reducibility Program 23 March 1983
30 ' Joseph A. NoH and Thoaas J . Ennght
40 •
50 ' A aaxiaal parabolic P is chosen in E 6 , E7 or E8 by Beans of the
60 ' choice of the coapleaentary siaple root ( N O N C ) , xhich is assuaed
70 ' to have coefficient 2 in the expression of the •axral root in
80 ' terns of staple roots. A real fora is envisioned in xhich (NONC)
90 ' is the noncoapact staple root in Borel-DeSiebenthal root ordering.
100 '
110 ' This program finds the first reduction point for the generalized
120 ' Veraa nodules associated to a finite dimensional representation of
130 ' the reductive part M of the parabolic P = HN.
140 * *******«***«*********«**««**************f****************
150 ' INITIALIZATION:
160 * Choose algebra and noncoapact staple root.
170 ' Set up Cartan • a t r i x , RHO and ZETA.
180 ' Read in the root systea.
190 ' ****»*»*»****************»»»*»*»*******•***»*»»»**********»»
200 PRINT "ROOTS IN BOURBAKI ORDER ( D — ( 3 ) — ( 4 ) — ( 5 ) — ( 6 ) — ( 7 ) — ( 8 ) -
210 PRINT "WHERE E6 INVOLVES 1-6 ONLY S "
220 PRINT -E7 INVOLVES 1-7, ETC. ( 2 ) "
230 PRINT
240 INPUT -Which algebra E? Enter 6 , 7 or 8. - , RANK
250 IF RANK 0 6 AND RANK 0 7 AND RANK 0 8 THEN 310
260 DIM C ( R A N K , RANK) 'Cartan •atrix
270 DIM C I N V ( R A N K , RANK) 'inverse of Cartan •atrix
280 DIM ZETA(RANK) 'relevant roN of cinv
290 DIM RHO(RANK)
300 ON RANK - 5 GOTO 330, 440, 550
310 PRINT - R a n k " ? R A N K ; " n o t valid here; •ust be 6 , 7 or 8 . "
320 60TO 230
330 PRINT
340 PRINT "Coefficients of the srple roots in the 1 2 3 2 I "
350 PRINT "•a x i a a l root arc indicated here. Enter ( 1 ) - - ( 3 ) — ( 4 ) - - ( 5 ) - - ( 6 ) "
360 PRINT " t h e nuaber of a root of coefficient 2 ! "
370 PRINT " N h i c h nill be the noncoapact staple root. ( 2 ) 2"
380 PRINT
390 INPUT NONC: IF NONC « 2 OR NONC « 3 OR NONC « 5 THEN 410
400 PRINT " R o o t " $ N O N C ; " n o t appropriate here; check in s t r u c t i o n s . " : BOTO 330
410 OPEN " i " , » 1 , " C A R T E 6 . D A T " : OPEN " i " , »2, - I N V C A R T 6 . D A T "
420 R H O ( l ) « 8 : R H O ( 2 ) « l l : R H O ( 3 ) « l 5 : R H O ( 4 ) = 2 1 : R H O ( 5 ) « 1 5 : R H O ( 6 ) « 8
430 GOTO 680
440 PRINT
450 PRINT "Coefficients of the staple roots in 2 3 4 3 2 1 "
460 PRINT " t h e aaxiaal root are indicated here. ( 1 ) - - ( 3 ) - - ( 4 ) - - < 5 ) - - ( 6 ) - - ( 7 ) "
470 PRINT "Enter the nuaber of a root of coef. S "
480 PRINT " 2 , for the noncoapact staple root. ( 2 ) 2'1

490 INPUT NONC
500 IF NONC « 1 OR NONC = 2 OR NONC « 6 THEN 520
510 PRINT " R o o t " , ' N O N C ; " n o t appropriate here; check i n s t r u c t i o n s . " : 60TO 440
520 OPEN " i " , • I , " C A R T E 7 . D A T " : OPEN " i " , • 2 , " I N V C A R T 7 . D A T "
530 R H O ( 1 ) = 1 7 : R H O ( 2 ) » 4 9 / 2 : R H O ( 3 ) » 3 3 : R H O ( 4 ) « 4 8 : R H O ( 5 ) « 7 5 / 2 : R H O < 6 ) « 2 6 : R H O ( 7 ) = 2 7 / 2
540 60TO 680

150



UNITARY DERIVED FUNCTOR MODULES

550 PRINT
560 PRINT "Coefficients of the staple roots 2 4 6 5 4 3 2 "
570 PRINT -in the •axral root indicated. ( l » — ( 3 ) — ( 4 ) — ( 5 ) — ( 6 ) — ( 7 ) " - ( 8 ) "
580 PRINT "Enter nuaber of a root of coef. ! "
590 PRINT • • 2 , for noncoapact staple root. ( 2 ) 3"
600 PRINT
610 INPUT NONC
620 IF NONC = 1 OR NONC = 8 THEN 640
630 PRINT "Roof^NONC; "n o t appropriate here; check in s t r u c t i o n s . " ; GOTO 550
640 OPEN " i " , # 1 , " C A R T E 8 . D A T " : OPEN " i " , • 2 , -1NVCART8.DAT"
650 R H O ( 1 ) = 4 6 : R H O ( 2 ) « 6 8 : R H O ( 3 ) = 9 1 : RHO(4)«135
660 R H O ( 5 ) = 1 1 0 : R H O ( 6 ) » 8 4 : R H O ( 7 ) = 5 7 : R H O ( 8 ) = 2 9
670 '
680 FOR 1=1 TO RANK: FOR *)=1 TO RANK
690 INPUT » 1 , C ( I , J ) : INPUT »2, C I N V ( I , J ) : NEXT j : NEXT I
700 CLOSE # 1 ; CLOSE •2
710 FOR J«l TO RANK: Z E T A ( J ) s C I N V ( N O N C , J ) : NEXT J
720 ON RANK - 6 60TO 740, 750
730 DIM R O O T S ( 3 6 , 6 ) : ROOTNUM » 36: OPEN " i " , » 1 , " R O O T S E 6 . D A T " : GOTO 760
740 DIM ROOTS<63,7) : ROOTNUM s 63: OPEN " i " , • I , " R O O T S E 7 . D A T " : GOTO 760
750 DIM R O O T S ( 1 2 0 , 8 ) : ROOTNUM « 120: OPEN " i " , • I , " R O O T S E 8 . D A T "
760 FOR I«l TO ROOTNUM: FOR J»l TO RANK: INPUT • I , R O O T S ( I , J ) : NEXT J : NEXT I
770 CLOSE • I
780 ' «««****«**«««****«***«*««*********«*«*********************
790 ' Count and arrange roots of reductive part M , nilradical N , of the
800 ' aaxiaal parabolic subalgebra of E 6 , E7 or E B , Nhose coapleaentary
810 ' root is the noncoapact staple root ( N Q N C ) . Then print out the
820 ' groups of roots to verify that the last one is the highest one
830 ' (needed later) in the groups for coef 1 and coef 2 on ( N O N C ) .
840 ' ««*«*«**«*«««***<«*•*****«*****«*****••*****«**•«*«*•**••**
850 NUMO = 0: NUM1 = 0: NUM2 » 0: 'counters
860 FOR I s 1 TO ROOTNUM
870 IF ROOTS(I,NONC) = 0 THEN NUMO « NUMO * 1
880 IF R O O T S ( I , N O N C ) = 1 THEN NUM1 « NUM1 + 1
890 IF RO O T S ( I , N O N C ) = 2 THEN NUM2 « NUM2 ^ 1
900 NEXT I
910 NUM12 s NUM1 * NUM2 'counter
920 DIM RO(NUMO , R A N K ) 'roots of M ( a l l arc coapact)
930 DIM RKNUMI , R A N K ) 'noncoapact roots of N
940 DIM R2(NUM2 , R A N K ) 'coapact roots of N
950 DIM R12(NUM12 « R A N K )
960 SO » 1 : Sl e 1 : S2 s 1 ; S12 « 1 'pointers for R O , R l , R2, R12
970 FOR I s 1 TO ROOTNUM
980 ON R O O T S ( I , N O N C ) ^ 1 GOTO 9 9 0 , 1020, 1050
990 FOR J«l TO RANK: R O ( S O , J ) « R O O T S ( I , J ) : NEXT J
1000 FOR J«l TO RANK: R O ( S O , 0 ) « R O ( S O , 0 ) + R O ( S O , J ) : NEXT J
1010 SO • SO * 1 : GOTO 1080
1020 FOR J«l TO RANK: R 1 ( S 1 , J » " R O O T S ( I , J ) : R 1 2 ( S 1 2 , J » • R O O T S d , J ) : N E X T J
1030 FOR J»l TO RANK: R 1 ( S 1 , 0 ) = R 1 ( S 1 , 0 ) • R 1 ( S 1 , J ) : NEXT J
1040 Sl = Sl • 1 : S12 = S12 + 1 : GOTO 1080
1050 FOR J»l TO RANK: R 2 ( S 2 , J ) « R O O T S ( I , J ) : R 1 2 ( S 1 2 , J ) « R O O T S ( I , J ) : N E X T J
1060 FOR J«l TO RANK: R 2 ( S 2 , 0 ) « R 2 ( S 2 , 0 ) • R 2 ( S 2 , J ) : NEXT J
1070 S2 « S2 ^ 1 ; S12 « S12 * 1
1080 NEXT I
1090 ERASE ROOTS
1100 PRINT
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PRINT "root ftatrix RO (coef 0 for ( N O N C ) ) : " : P R I N T1110
1120
1130
1140
1150
1160
1170
1180
1190
1200
1210
1220
1230
1240
1250
1260
1270
1280
1290
1300
1310
1320
1330
1340
1350
1360
1370
1380
1390
1400
1410
1420
1430
1440
1450
1460

PRINT " l e v e l ; " , " r o o t : " : P R I N T
FOR I«l TO NUMO
PRINT R O ( I , 0 ) ,
FOR J«l TO RANK: PRINT " - 5 R O ( I , J ) ; : N E X T J:PRINT
NEXT I
PRINT: PRINT
PRINT "root •affix Rl (coef 1 for ( N O N C ) ) : " : P R I N T
PRINT " l e v e l : " , " r o o t : " : P R I N T
FOR I«l TO NUM1
PRINT R 1 ( I , 0 » ,
FOR J=l TO RANK: PRINT " " : R l ( I , J ) ; : N E X T J : PRINT
NEXT I
PRINT: PRINT
PRINT "root •atrix R2 (coef 2 for ( N O N C ) ) : " : P R I N T
PRINT " l e v e l : " , " r o o t : " : P R I N T
FOR I«l TO NUM2
PRINT R 2 ( I , 0 ) ,
FOR J»l TO RANK: PRINT " " : R 2 ( I , J ) } : N E X T J:PRINT
NEXT I
PRINT
' «*«**«****«**«««****«******«***«*«*««««*****«*«*«*«««*«««««««*«
' Coapute RHOM (RHO for M ) and RHOK (RHO for K )
' Print out RHO, ZETA, RHOM and RHOK to verify plausibility.
* «*«****'»«**««****•»*****«***<»*««*«««««*«•»**«**««*««*«««*««***
DIM R H O M ( R A N K ) : DIM R H O K ( R A N K ) : DIM TEMP(RANK>

TO NUMO
TO RANK: T E M P ( J )

FOR 1=
FOR J=
NEXT I
FOR J«
FOR I»
FOR J«
NEXT I
FOR J=l TO RANK:
PRINT: PRINT
PRINT " Z E T A :

« T E H P ( J ) + R O ( I , J ) : NEXT J
TO RANK: R H O M ( J ) « T E M P ( J ) / 2 : NEXT J
TO NUM2
TO RANK: T E M P ( J ) = T E M P ( J ) + R 2 ( 1 , J ) : NEXT J

RHOK(J ) s TEMPU)/2: NEXT J

; : F O R J=l TO RANK:PRINT USING
PRINT " " $ : N E X T J:PRINT

1470 PRINT "RHO : " $ : F O R J«l TO RANK:PRINT USING " » • » . » • " ; R H O ( J ) ; :
PRINT " " ; : N E X T J:PRINT

; : F O R J " l TO RANK:PRINT USIN6 " » # » . » » " ; R H O M ( J ) ; :
PRINT " " ; : N E X T J:PRINT

PRINT " R H O K : " ; : F O R J " l TO RANK:PRINT U5IN6 • • • f t . • « " ; R H O K ( J ) ; :
PRINT " " ; : N E X T J:PRINT

PRINT: PRINT

Input LAMBDA, coapute LAMBDAO on line LAMBDA <• (Reals)«ZETA
' ***««*«*«««*******«*«***«*«*«««*««««**««**««««*«*«*««*****««*«
PRINT "NON about to start with a finite diaensional M-ftodule and continue'1

PRINT " i t along the line (highest Height) + (Real nu«bers)*ZETA. Enter"
PRINT " t h e L ' s where the highest weight is SUM( L ( I ) * ( I th basic weight) ) "
PRINT
DIM E L L ( R A N K ) : DIM L A M B D A ( R A N K ) : DIM LAMBDAO(RANK)
FOR J-l TO RANK: INPUT E L L ( J ) : NEXT J
PRINT: PRINT "The highest M-weight entered was"
PRINT " ( " ; : F O R J«l TO RANK: PRINT E L L ( J ) : : NEXT J : PRINT " ) " ;
PRINT " as linear combination of the fundaaental w e i g h t s ; "

" »<K .»» " ;ZETA(J ) ; :

1480 PRINT " R H O M :

1490

1500
1510
1520
1530
1540
1550
1560
1570
1580
1590
1600
1610
1620
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1630 T « 0
1640 FOR J»l TO RANK: FOR K«l TO RANK
1650 T « T + Z E T A ( J ) » C ( J , K ) » R 1 ( N U M 1 , K )
1660 NEXT K: NEXT J
1670 U « 0
1680 FOR J«l TO RANK: FOR K«l TO RANK
1690 U = U + RHO(J) *C(J ,K)»R1(NUH1,K)
1700 NEXT K: NEXT J
1 7 1 0 FOR J»l TO RANK: LAHBOA(J) « 0
1720 FOR K«l TO RANK: LAHBDA(J) « LAHBDA(J) 4 ELL (K)«CINV(K,J): NEXT K
1730 NEXT J
1740 PRINT " ( - ; : F O R J=l TO RANK: PRINT LAHBDA(J);: NEXT J: PRINT " )" ;
1750 PRINT " as linear coebination of the staple roots."
1760 PRINT
1770 V s 0
1780 FOR J=i TO RANK: V = V + ELL(J)»R1(NUM1,J) : NEXT J
1790 FOR J=l TO RANK: LAHBDAO(J) = LAHBDA(J) - ( ( U + V ) / T ) » Z E T A ( J ) : NEXT J
1800 PRINT " < Z E T A , wO(NONC)> =•; T
1 8 1 0 PRINT "<RHO , NO(NONC)> ="; U
1820 PRINT • '<LAMBDA, NO(NONC)> =•; V
1830 PRINT "LAMBDAO s (-{• .FOR J«l TO RANK: PRINT LAMBDAO(J); :NEXT J: PRINT " ) "
1840 PRINT

1860 * Calculate and display reduction •atrix
1870 ' ««««««**«««««*«****«****«*****«******••*«••«««*«••******•******•*«
1880 DIM LAMBDAORHO(RANK) : DIM LAflBDARHO(RANK)
1890 DIK REDUCTO(NUH12) : DIH REDUCT(NUM12)
1900 FOR J«l TO RANK: LAMBDAORHO(J) = LAHBDAO(J) <• RHO(J): NEXT J
1 9 1 0 FOR 1=1 TO NUM12: REDUCTO(I) = 0
1920 FOR J«l TO RANK: FOR K«l TO RANK
1930 REDUCTO(I) s REDUCTO(I) + LAHBDAORHO(J)*C<J,K)*R12(I ,K)
1940 NEXT K: NEXT J: REDUCTO(I) « CSN6(CINT(REDUCTOd))»: NEXT I
1950 •
1960 PRINT
1970 PRINT "Next value oi 1 (the critical increaent r 0.5 )";: INPUT Z
1980 '
1990 FOR Is! TO NUM12: REDUCT(I) * REDUCTOd) + Z«R12(I ,NONC): NEXT I
2000 FOR J«l TO RANK: LAMBDARHO(J) • LAHBDAORHO(J) • Z*ZETA(J ) : NEXT J
2010 '
2020 PRINT
2030 PRINT -Reduction •atrix for E";RANK;- and root"$NONC;" at Z « ";Z;
2040 PRINT "Nith LAMBDAO = (";:FOR J«l TO RANK:PRINT LAMBDAO(J) ; :NEXT J:PRINT - ) •
2050 PRINT
2060 PRINT "value", , -root"
2070 PRINT
2080 FOR 1 = 1 TO NUM12: PRINT REDUCT(I) ,
2090 FOR J«l TO RANK: PRINT R12 ( I , J ) ; : NEXT J: PRINT: NEXT I
2100 * ****««««****•»*****•«*«•*•**********•**•**•***•****••*********
2 1 1 0 ' A root A d ) * R12d,») of N causes reduction iff
2120 • ( 1 ) REDUCTd) = 2<LAMBDAO<^Z•ZETA•RHO,Ad) > /<Ad) ,Ad) >
2130 ' is an integer > 0, and
2140 ' (2) SUM 0 0 where SUM is the »u« over the Meyl group of
2150 M of de t (s ) *exp< s< sAd) (LAMBDAO+rZETA^RHO) ) ).
2160 '
2170 ' TEST 1 : If there is a root BU) = R12(J ,» ) such that the Neyl
2180 ' ref lect ion s A d ) ( B (J ) ) is a root of M, then SUM « 0.
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2190 ' To do this, NC calculate < s A ( I ) ( B ( J ) ) , ZETA>, since
2200 ' a root C is a root of M Hi <C,ZETA> • 0.
2210 '
2220 ' TEST 2: Ne collect all the A ( I ) that satisfy ( 1 ) , but are not
2230 ' shoNn by Test 1 to satisfy ( 2 ) , and print out the •
2240 ' corresponding sA(I)(LAMBDAO+Z«ZETA+RHO) to see Mhether
2250 ' their SUB) suired over the Weyl group of M , • 0. The
2260 ' result is not definitive: this part has to be done by
2270 ' hand. But NO do compute each
2280 ' < s A ( I ) ( L A M B D A O * 2»ZETA • RHO) , ZETA>
2290 ' since those are invariant under the action of the Weyl
2300 ' group of M on the left hand ten of < , > , just in case
2310 ' lack of cancellation is forced by those numbers, and
2320 ' if those nunbers d o n ' t pair off NO conclude reduction.
2330 '
2340 ' REDUCTION CRITERION: If Test 2 is reached and does not produce
2350 ' 0 then NO are at a reduction point
2360 ' *«««*****««**«*««««**«««***«*«««*«««*****««*«««*«*«*«****«**««
2370 ' Collect the A ' s and the B ' s
2380 '
2390 SA « 1 : SB = 1 'pointers
2400 NUMA » 0: NUMB = 0 'nuaber of A ' s , B ' s
2410 FOR 1=1 TO NUM12
2420 IF R E D U C T ( I ) > . 9 9 AND REDUCT(I) - INT(REDUCTd)) < .01 THEN NUMA « NUMA * 1
2430 IF ABS(REDUCTd) ) < .01 THEN NUMB * NUMB + 1
2440 NEXT I
2450 DIM A ( N U M A ) R A N K ) : DIM B ( N U M B , R A N K )
2460 DIM TEST2(NUHA) 'flags for proceeding fro« Test 1 to Test 2
2470 IF NUMA > 0 THEN 2500
2480 DIM LASTHOPE(I)RANK) 'fake - to prevent error on array erasure
2490 60TO 3470
2500 FOR 1=1 TO NUM12
2510 IF REDUCT(I) > . 9 9 AND R E D U C T ( I ) - I N T ( R E D U C T ( I ) ) < .01 THEN 2540
2520 IF ABS<REDUCT(D) < . 0 1 THEN 2590
2530 60TO 2620
2540 '
2550 FOR J»l TO RANK: A ( S A , J ) = R 1 2 ( I , J ) : NEXT J
2560 A ( S A , 0 ) • REDUCT(I) 'used in Test 2
2570 SA « SA * 1
2580 60TO 2620
2590 '
2600 FOR J«l TO RANK: B ( S B , J ) » R 1 2 ( I , J ) : NEXT J
2610 SB = SB + 1
2620 NEXT I
2630 '
2640 IF NUMB « 0 THEN 3150
2650 '
2660 ' CoBpute s A ( I ) ( B ( J ) )
2670 '
2680 FOR I«l TO NUMA
2690 FOR J«l TO NUMB
2700 '
2710 INNERAB • 0
2720 FOR K=l TO RANK: FOR L'l TO RANK
2730 INNERAB • INNERAB + A ( I , K ) « C ( K , L ) « B ( J , U
2740 NEXT L: NEXT K
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2750 '
2760 FOR K«l TO RANK: S A B ( K ) « B ( J , K ) - INNERAB*Ad,K): NEXT K
2770 '
2780 ' Compute <»Ad ) ( B U ) ) , ZETA> and einnate floating point error
2790 •
2800 HROOTFLA6 « 0
2810 FOR K»l TO RANK: FOR L«l TO RANK
2820 MROOTFLA6 « HROOTFLA6 + S A B ( K ) « C ( K , L ) » Z £ T A ( L )
2830 NEXT L: NEXT K
2840 MROOTFLA6 « (CSN6(CINT(100»MROOTFLA6)))/100
2850 •
2860 IF MROOTFLA6 0 0 THEN 2950 - A d ) not cancelled by this B ( J )
2870 '
2880 ' Arrival here Beans that A d ) it eirinated be4ore Test 2
2890 TEST2d) = 0 ' A ( I ) can skip Test 2
2900 PRINT
2910 PRINT " A ( - ; I ; " ) » ( " • , : F O R K«l TO RANK; PRINT A ( I , K ) $ : NEXT K: PRINT - ) " ;
2920 PRINT "cancelled by B ( " ; J ; " ) s < ' ' ? ; F O R K»l TO RANK: PRINT B ( J , K ) { : NEXT K
2930 PRINT • • ) " : PRINT
2940 80TO 3040
2950 NEXT J
2960 '
2970 ' Arrival here leans that no B ( J ) cancelled A ( I ) using Test 1
2980 TEST2(I) * I ' A ( I ) survives to Test 2
2990 PRINT
3000 PRINT " A ( " ; I , " ) s ( " ; s FOR K«l TO RANK; PRINT A ( I , K ) ; : NEXT K: PRINT - ) " ;
3010 PRINT "not cancelled by any 8 ( J ) « survives to second t e s t . "
3020 PRINT
3030 '
3040 NEXT I
3050 '
3060 ' See Mhether all A d ) were eirinated in Test 1
3070 NUMTEST2 « 0
3080 FOR I«l TO NUHA: NUHTEST2 « NUMTEST2 * TEST2d): NEXT I
3090 IF NUMTEST2 > 0 THEN 3150
3100 DIM LASTHOPE(2,2)
3110 60TO 3470
3120 •
3130 ' Test 2
3140 '
3150 IF NUMB « 0 THEN NUHTEST2 « NUHA
3160 DIM LASTHOPE(NUHTEST2,RANK)
3170 SL c 1 'pointer
3180 FOR ! • ! TO NUHA
3190 IF NUHB > 0 AND TEST2d) • 0 THEN 3320
3200 •
3210 ' Recall that A ( L , 0 ) « REDUCT(I) Mhere A ( L ) « R 1 2 ( I ) ,
3220 ' so A d , 0 ) « < A ( I ) ,LAH8DARHO « LAHBDAO • Z»ZETA • RHO>,
3230 ' so sA(I)(LAHBDA4Z*ZETA4RHO) c LAHBDARHO - A ( I , 0 ) « A ( I ) .
3240 '
3250 FOR J«l TO RANK; LASTHOPE(SL,J) « LAHBDARHOU) - Ad , 0 ) »Ad , J ) : NEXT J
3260 LASTHOPE(SL,0) « 0
3270 FOR J«l TO RANK: FOR K«l TO RANK
3280 LASTHOPE(SL,0) « LASTHOPE(SL,0) • L A S T H O P E ( S L , J » » C ( J , K ) » Z E T A ( K )
3290 NEXT K: NEXT J
3300 LASTHOPE(SL,0) « ( C S N 6 < C I N T ( 1 0 0 » L A S T H O P E ( S L , 0 ) ) ) ) / 1 0 0 'correct < . p . error
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3310 SL = SL * 1
3320 NEXT I
3330 PRINT
3340 PRINT "There is reduction for E - ; R A N K ; " a t r o o t " ; N O N C ; " a n d Z • " i Z
3350 PRINT "UNLESS the alternating SUB over the Neyl group of M , of the "
3360 PRINT "folloMing Heights, is zero. Have fun trying to check t h a t . "
3370 PRINT "NOTE: If Neights U ( I ) cancel that May the < U ( I ) , Z E T A > are equal.
3380 PRINT
3390 FOR I«l TO NUMTEST2
3400 PRINT" ( " $
3410 FOR J=l TO RANK:PRINT USING - • • » . » » " ; L A S T H O P E < I , J ) ;
3420 IF J < RANK THEN PRINT " , " ; : NEXT J
3430 PRINT " » " , " < , Z E T A > * " ; L A S T H O P E ( I , 0 ) : PRINT
3440 NEXT I
3450 60TO 3540
3460 '
3470 PRINT
3480 PRINT "There Mas no reduction at z « " ; Z
3490 PRINT
3500 GOTO 3540
3510 ' *************«***«*««*•**•**•*«**•**•••**«**««*«*********«***«
3520 ' Keep trucking?
3530 ' «*«**«*•••****«««•«**«*««•********•********•***************•***
3540 PRINT
3550 ERASE A: ERASE B: ERASE TEST2: ERASE LASTHOPE
3560 INPUT "Try another value of Z Cyes/break/quiti"; S<
3570 IF LEFT»(S$,1) « " y " THEN 1960
3580 IF LEFT»(S<,1) « " q " THEN END
3590 IF LEFT«S»,1) « " b " THEN 3620
3600 PRINT: PRINT " N h a t ? " : GOTO 3560
3610 PRINT
3620 PRINT "Pause. All paraBeter values preserved. Type CONT to continue.'
3630 PRINT
3640 STOP
3650 GOTO 3560
3660 END

T.J. ENRIGHT Joseph A. WOLF
University of California University of California
Dept of Maths Berkeley
LA JOLLA CA 94720
CAL 92093 USA
USA
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§ I. Introduction.

In [18] Strichartz stated an explicit formula describing all 0 ( n ) x Q ( N ) - finite
functions in any 0 ( n , N ) - invariant, closed and irreducible subspace of
L ( 0 ( n , N ) / 0 ( n , N - l ) ) . From a grouptheoretical point of view the formula is not so
transparent since its formulation uses an explicit realization of 0( n , N ) / 0 ( n , N - l )
as a hyperbolic space in R

In this paper we suggest a formula, which may do the same for the general semisimp-
le symmetric space G/H , i . e . describe the K-finite functions in the irreducible
representations of G in L (G/H) . The socalled discrete series for G/H . For
the general case we can only state a few necessary and a few sufficient conditions
for our formula to give a K-finite function in a discrete series for G/H . How-
ever for the isotropic spaces G/H the formula suffices to describe all the
K-types of all the discrete series for G/H .

By the classification, cf. Wolf [22] and Berger [ l ] . The pseudoRiemannian, nonRie-
mannian isotropic spaces are all symmetric. Up to coverings they are the classical
real-, complex- and quarternionic projective hyperbolic spaces.

S O ^ ( p , q + l ) / S ( 0 ( p , q ) x o ( l ) )
S U ( p , q + l ) / S ( U ( p , q ) x u ( l ) )
Sp(p,q+l)/Sp(p,q)xSp(l)

for p ̂  1 and q > 1 , and one exceptional case

^(^O/^11111^ •

This last space may in some sense be thought of as the projective hyperbolic space
over the Cayley numbers with p « q « 1 . W e are not interested in the Riemannian
isotropic spaces, since they have no discrete series.

Our formula, when explicitly computed for a real hyperbolic space, gives a formula
very similar to Strichartz1 ,but not completely identical to it. This difference be-
tween the two formulas may contain some nontrivial relations between formulas for
special functions.

Our interest in the problem came from a discussion of the paper Flensted-Jensen [ 3 ] .
In that paper it is shown that if rank G/H « rank K/KOH then discrete series do
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exist. The existence is shown by construction of K-finite elements in the corre-
sponding subspaces of L (G/H) . In Section 8 of [loc. cit.) it was shown by loo-
king at the nonRiemannian isotropic spaces that the construction did not exhaust the
discrete series for these spaces, at least for q large compared to p . It is our
hope that the present study of these exceptional discrete series for the isotropic
spaces may give some hints of how to solve the general problem of construction of
all discrete series for G/H .

A recent preprint of Oshima-Matsuki [ 1 4 ] contains very much information on "where
to expect" these exceptionel discrete series in general. However the general pro-
blem of actual construction of K-finite elements in each representation space
seems still open.

We get two off spins of our result: In Section 3 we find a new proof of the minima-
lity of the K-types used in [ 3 ] to construct the discrete series for G/H . This
proof is simpler than the proof by Schlichtkrull [ 1 6 ] and is also valid for the
universal covering space G /H , which was not covered by [ l 6 ] , because of the use
of results from Vogan-Speh [ 2 1 ] . In Eksaaple 4.8 the computations show that
there are examples where a minimal K-type of a discrete series for G/H does
not have a KflH-fixed vector. In contrast to what for a long time was the belief of
the first auther, cf. [ 4 ] . Also non-uniqueness of minimal K-types occurs.

The content of the present paper is as follows: In Section 2 we introduce the neces-
sary notation and prerequisits. In Section 3 we introduce and discuss our proposed
integral formula. In Section 4 we turn to the case of rank one and in particular to
the isotropic spaces. For these our formula gives the complete answer. In Section 5
we compute explicitly the formulas optained in Section 4.

We want to thank Plesner Jakobsen and Schiichtkrull for many fruitfull discussions
concerning the content of the present paper.
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§ 2. Notation and preliminaries.

Let G be a connected, linear semisimple Lie group contained as a real form in a
complex, simply connected Lie Group G^ • Let T be an involution of G and let
H s GJ be the identity component of the fixpoints for T . Let X~ = G~/H be
the universal covering space of X = G/H . Every connected, simply connected se-
misimple symmetric space is of the form X s G~/H . For more detailes see Berger
[ l ] , Loos [ 1 2 ] or Fiensted-Jensen [ 4 ] .

If X̂  is irreducible, then X is one of the following three types

( I ) The compact type if G is compact.
(II) The noncompact type if H is compact and G is noncompact.
(Ill) The nonRiemannian type if H in noncompact.

The Killing form induces an invariant metric on X and on X . I n case ( I ) and
(II) the metric is Riemannian. In case (III) it is pseudoRiemanninan.

Up to H-conjugacy there is a unique maximal compact subgroup K of G , such that
T ( K ) " K . Let o be the Cartan involution related to K . Then OT s TO . No-
tice that for X̂  irreducible the three types can be characterized by: ( I ) G = K , .
( I I ) H « K and (III) G ̂  K and H + K .

Examples, ( a ) . A connected semisimple Lie group G may be considered as a symme-
tric space.Let d(G ) be the diagonal subgroup in G « G . , then G xG /d(G ) is
a symmetric space, which as a manifold is isomorphic to G. . It is of type ( I ) if
G is compact. Otherwise it is of type ( I I I ) .
( b ) . The hyperbolic spaces mentioned in Section 1 is of type ( I ) if p s 0 , type
( I I ) if p > 1 and q « 0 and type (III) if p ̂  1 and q ̂  1 . o

The Rieroannian symmetric spaces are well studied, cf. f . e x . Helgason [ 6 ] , [ 8 ] and
( 9 ] . Our main concern in this paper is the nonRiemannian spaces. However as descri-
bed below we shall make extensive use of a Rieroannian symmetric space G /H "dual"
to the nonRiemannian space G/H .

1 ) G is chosen such that the covering map of G onto G is an isomorphism be-
tween the analytic subgroi-ps corresponding to h. , the Lie algebra of H .
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Definitions, ( i ) A discrete series representation TT for X = G/H is (the unitary
equivalence class of) the representation of G on an invariant, irreducible subspa-
ce V 4 0 of L^X) .
( i i ) V is the subset of V consisting of the K-finite vectors in V . Then

7^ cov c L (x)nc ( x ) .
(iii) V is the union of the isotypic components of the minimal K-types inmin
V , (in the sense of Vogan [ 2 0 ] ) . Any €̂v̂ ^ , ^ 4 0 is called a minimal spheri-
K 1 )cat function for TT .
( i v ) For X~ = G~/H a discrete series (or more precisely a relative discrete seri-
es) is defined as under ( i ) , but modulo a unitary action of the center of G .
(The modifications needed in this connection are rather obvious. We shall not in
the following be completely consistent in always pointing out the necessary reformu-
lations in order to incorporate G~/H into the treatment.) °

Let ^ be the complex Lie algebra of Ĝ  . Let g , h and fe be the real subal-
gebras corresponding to G,H and K . We denote again by T and o the diffe-
rentials of T and o and their holomorphic extensions to Q^ . Since T
and o commute we may decompose g according to +1 and -1 eigenspaces for
T and o in the following way:

g ^ h + q ' f e + p ^ hnk + ̂ P + ̂ nfe + ̂ P •

Inside g . we now define the real subalgebras Q , h and fe "dual" to
g , k and fe by

g° = înfe + i(k(\p + <?nfe) + QOp ,

k° » k^\Q0 and fe° = fê Og0 .

where i s V/̂ T

Let G° , H° and K° be the corresponding analytic subgroups of G^ . Notice that
H° is maximal compact in G° , whereas K° is (in general) noncompact.

Definition. We shall call the Riemannian symmetric space G°/H° with the associated
symmetric subgroup K° for the dual to G/H .

Notice that (G/K , H ) is dual to G°/K° .
1 ) This definition is slightly more general than the one used in ( 4 ] .
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Examples. ( a ) . Let G^ be a connected, semisimple Lie group (with finite center)
and K^ a maximal compact subgroup. Let G^ and K , be the corresponding com-
plex groups and let U be a compact real form of G .. . The dual of G i e
of G «G^/d(G^) is then ( G ^ . / U ^ , K ^ . ) .
( b ) . The dual of a hyperbolic space is obtained by exchanging the index pair ( p , q )
with (p-K^.O) , and the corresponding subgroup K° is in the respective cases gi-
ven by SO(p ) x S O g ( q , l ) , S ( U ( p ) x u ( q , l ) ) , S p ( p ) x s p ( q . l ) and Spin(8,l) . o

Let C^G/H) , C "(G~/H) and C^otG^H0) denote respectively the K- , K~- and

K°- finite functions in C^tG/H) , C^tG^/H) and C'̂ G^H0) . Let U(g.) denote
h k.

the universal enveloping algebra of g and let ^^9^ and ^^9^ deno-

te the centralizer of respectively h^, and fe. . Then U(9*) is naturally iden-

tified with the algebra of right invariant differential operators on G, G^ or

G , and thus also defines differential operators on G/H , G~/H or G /H . Clear-

ly U(g^.) leaves C^/G/H) , C^tG^/H) and C o(G°/H°) invariant. Similarly

U(g ) is, modulo a certain kernel, naturally identified with the algebra of in-

variant differential operators on G/H , G~/H or G / H

Duality Theorem. ( [3 ] ) . There is a unique isomorphism r\: f -*• f° between the

U(g )xU(g )^ - modules C"~(G /H) and C^o(G°/H°) such that

f(xH) = f°(xH°)

for each x in the identity component / G of GHG° .

Definition. A Cartan subspace a for G/H is a maximal Abelian subspace of q ,
consisting of semisimple elements. Every Cartan subspace is H-conjugate to a
o-invariant one. A o-invariant Cartan subspace is called fundamental, respectively
compact, if oHfe is maximal Abelian in q(\b., respectively if a c: qOk .
The rank of G/H is the dimension of any Cartan subspace for G/H .

1 ) Here is a slight abuse of notation. It is used that the covering map of G ontooG is an isomorphism between the analytic subgroups corresponding to g = gHg
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Theorem 2.1. 'There exist discrete series for G/H it and only if G/H has a com-
pact Cartan subspaces or equivalently if and only if

(2.1) rank(G/H) = ranklK/Kfte).

The sufficiency of ( 2 . 1 ) is proved in [ 3 ] by a simple construction of elements in
C'tG/HlOL^G/H) generating irreducible subspaces of L (G/H) . We shall return to
this below. The necessity of ( 2 . 1 ) is one of the results in Oshima-Matsuki ( 1 4 ] .

From now on we assume the rank condition ( 2 . 1 ) to be satisfied. Fix a compact C.rtan
subspace a = i-t and a positive system ̂  of restricted roots for
& . A(fe°,-t) -Let A = A ( g ° , t ) and let W^ and W denote the respective Meyl-
cgroups.

Let XC-t* be such that

( 2 . 2 ) <X,a> > 0 for each a€A^ and

( 2 . 3 ) <X,a> 4 0 for each a€A .

We can then choose 2) a positive system A = ̂  such that

( 2 . 4 ) <X,a> > 0 for each a€A" .

Let p » P , respectively P^ , be half the sum counted with multiplicity of the
x* +roots in A and A^ .

1 ) Henceforth we shall leave out the word ••restricted- .

2) The number of such choices as X varies is the same as the number of cosets in
W^W .
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The choice of A defines compatible Iwasawa decompositions:

9° « h° + t ^ n° and fe° = (hf\k) + ^ + n

where n. s n°nfe° , andc

G° » H°TN° and K° « (KnH)TN .

For x€G we write correspondingly

x = k(x)a(x)n(x) .

Define also the Iwasawa projection H: G0-*^ by H(x) = log(a(x)) or

xCB°exp(tt(x))N° , x€G° .

We use this to define

(2.5) ^°(x) . [ e^-0'1101"11^ x€G° .
A JicnH

The function ^ is an eigenfunction of each \i€U(g^) , cf. Helgason (6] page

94. Let x denote the corresponding eigenvalue homomorphism.

Choose a maximal Abelian subspace 6 in pHq and define the following centrali-

zers:

M° » (H°)^ , M « (KnH)^ and K « (KUH)6 .

Furthermore define A « -A , A « -A , n « T(n ) ,n = T (n ) and
c c c c

M * T(n Op ) , and notice that n is not necessarily a subalgebra.

Let m° , m and in be the Lie algebras of respectively M , M and M .

Extend t to.a Cartan subalgebra 1s of fe such that t " i-t -^^ ,

where U c m . Let A~ « A(fe...,-t^) and A~ = A(g.,-0 and choose compatible
I t c ( t < t - ^ . ^ ^ ^ +

systems A*^ and A compatible with A and A . Let A be the corre-

sponding positive roots for t in (w ), .Let as usual A » -A , A • -A

and A « -A . W e embed t into (-("") in the canonical way, i.e. suchm ^ m <T
that <t ,t > » 0 .
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The irreducible finite dimensional representations of fe. , and thus of the univer-^ C
sal covering groups of K~ or K , are parametrized by the dominant weights. We
shall always when nothing else is mentioned mean dominant w . r . t . A^" . So in par-
ticular the representation E with dominant weight -u is the contragredient

w '^+representation E to the representation E of A^ - dominant weight p .
fw *Notice, cf. Helgason [ 6],that if \t€.(t^,} then -u is a dominant weight for a
^ *representation having a nontrivial KOH-fixed vector if and only if Û -t̂  and

< U , a > - _ + - . . - . +-——— € 22 for each a€A<a,a> c
-̂  _^< 1 ) '-'+•Let n and n be the sum of the rootspaces in Q. for respectively A

and A . Then we have vC'^90 = W° and similarly for ?T' . Let n and n
be the sum of the rootspaces in fe.. for respectively A and A . Again we
have n̂ nfe = H and similarly for nc c c

^ ^ ^ \ + r̂ +-Let pa, p and p be half the sum of the roots respectively in A^ , A^
and A counted with multiplicity.

L
Let E° , E and €" denote the eigenspaces of ^(Q^) respectively in
C^G0/!!0) , C^tG/H) and C^KT/H) corresponding to x^ • BY the Duality Theorem
the K°-finite elements in E° is identified with the K~-finite elements in

')
€^ . Let L (G/H) denote the intersection of €^ with the relevant L -space,
A A A

( cf. the definition of relative discrete series).

Theorem 2 . 2 . Let the notation be as above and let u , = A+p-2p . The function
^° is K°-finite and generates an irreducible representation of K with domi-
nant weight -u, if

, 2 . 6 , <4^>€5Z+ for each a€A" .^ A , A ? C

Furthermore, assuming ( 2 . 6 ) , the dual function 4>. = n (4^) belongs to L ^ ( G / H ) .
It is the (up to scalars) unique KflH-fixed minimal spherical function for a discre-
te series representation T, for Ĝ /H . (T is a discrete series for G/H ifA A
-u is a dominant weight for K and not only for K . )

1 ) Notice that A is not necessarily a rootsystem in the usual sense, but only
the set of non-zero restrictions to t^ of a rootsystem for a Cartan subalgebra
in 9<t •
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The K -finiteness and the fact that for sufficiently large A ' ® ^ generates a^̂  A
discrete series for G /H was proved in [ 3 ] . That this holds for each A satisfy-
ing ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and ( 2 . 6 ) is a result of Oshima's, see Oshima-Matsuki [ 1 4 ] and
Schlichtkrull [ 1 7 ] . That the representation of K^ generated by ^. is the unique
minimal K~-type was first proved by Schlichtkrull [ 1 6 ] for the linear case, i . e .
provided -u is a dominant weight for K and not only for K~ . In Corollary
3 . 6 we give another proof which holds in general.

* 11Let now A'6t . Oshima and Matsuki show in [ 1 4 ] , that if A ' is "sufficiently
regular", then L , (G/H) is the direct sum of the discrete series T, , where \A A
runs through the set of all W-translates of A ' , which satisfies ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and
( 2 . 6 ) l ) . Conversely they show that if L2 (G/H) + { 0 } then at least one W-trans-
late \ of A ' satisfies ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and the following two conditions weaker than
( 2 . 6 ) :

( 2 . 7 ) .̂A-̂  €2 for each a€A'1'<a ,a> c

( 2 . 8 ) <A-p,B> > 0 for each simple BEA^ satisfying g° c fe° .~ P

In many cases the results of Oshima and Matsuki leads to the conclusion, that the
T constructed in Theorem 2.2 exhaust the discrete series for G/H . However in
general there are two questions left open:

1 ° . Construct for each A satisfying ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) , ( 2 . 7 ) and ( 2 . 8 ) but not
( 2 . 6 ) a discrete series representation T for G~/H .

2 ° . Does the T s corresponding to all A s satisfying ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) , ( 2 . 7 ) and
( 2 . 8 ) exhaust the discrete series for Ĝ /H .

The main problem in 1 is that the function ^. is not K -finite. The main problem
in 2 besides the extension of the results in [ 1 4 ] to the nonlinear case is, when
A * is not "sufficiently regular", whether L. , (G/H) could contain other irreducible
invariant subspaces than those coming from the T , with X € w - > ' .

1 ) Only the linear case is treated in [ 1 4 ] . Probably the results are true also for
G~/H .
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Our primary concern in this paper is Question 1°. We should like to solve it by a
simple formula similar to ( 2 . 5 ) giving a minimal spherical function for the unknown
T. . In Section 3 we shall discuss a formula similar to ( 2 . 5 ) , which may give the
answer to 1 . However we can only prove rather little in general. Therefore we turn
in Section 4 to the case of rank(G/H) « 1 . In which case we can solve question 1
completely. Actually for the isotropic spaces the solution of question 2 also fol-
lows and furthermore every K -type of every discrete series for G /H is construc-
ted.

The results from Oshima-Matsuki [ l 4 ] are mentioned here mostly to describe the mo-
tivation for our study, and to place our results in proper perspective. In fact the
only places where our results are based on [1 4 ] are in the statements that the
K^-finite functions we construct in Ê  are actually in L (G/H). This result fromA A
[14] does not depend on the linearity of G . The use we make of [ 1 4 ] is parallelle
to what is mentioned above regarding the proof of Theorem 2 . 2 . In the applications
in Section 4 to the rank one case we can instead of [ 1 4 ] use the explicit computa-
tions in Section 5 to prove that the functions are square integrable.

§ 3. Integral formulas and dominant weight vectors for the K-types.
Let the notation be as in Section 2. When X satisfies the conditions of Theorem
2.2 then 4». is the KflH-fixed vector in the K^-type with dominant weight -uA A
of T. . The following formula is giving to us the corresponding dominant weight
vector

( 3 . 1 ) e°(x) - e^^ "^dn , x€G°
A •'N

Definition. We shall often use the following short, convenient notation: Let

f€C'°(G) . x,y€G and u€U(q.) then we write

(3.2) f(xuy) « (uf7)(x) ,

y

where u is used as a left-invariant differential operator on G and f is de-

fined by f^g) » f(gy) .

For example if X€g we get
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f(xXy) » ̂  f(xexp(tX)y) ,
|t s 0 ,

or if u -»• v^ is the canonical antiautomorphism of ^(9^) i then u as a right-

invariant operator applied to f i given by uf(x) = fd^x) . As a last example let

s€^ then f(x(su)y) = sf(xuy) .

Proposition 3 .1 . (i) The integral (3 .1 ) converges absolutely, uniformly over com-

pact subsets of

«A,x)€^ xG°| Re<A+p-p^a> > 0 for each ACA^} .

(ii) Furthermore any u€U(g^.) can be applied to ^ by applying it to the in-

tegrand before the integration. Using the above definition this can be written

S^x) = | e^'1^'1"1"^ . x€G° .

^c

(iii) Whenever well defined using (i) we have 1 )

^°(eH) « c(-i(A+p-p ) ) ,

where c ( * ) is Harish-Chandras c-function corresponding to the Riemannian symme-

tric space K°/KnH .

Proof: For n€K we write, cf. Section 2,

(3.3) n = k(n)exp(H(n))n(n)€(KnH)TN

and find for u€U(g.)

| (e^'^'^ldn.

Nc -1 -

I , <-^-p,H(x uk(n) )> , Re<-A-p ,H(n)>-|e Ie dn .

"c

1 ) The measure on N is normalized byc

[ <-2c . H ( n ) > ,J ̂  e c dn = 1 .
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Now ( X , x , k ) -̂  g<-A-P.H(x uk)> ̂  a continuous function on ^xG°xKnH . Harish-
Chandras c-function for K°/KnH is given by, see [ 5 ] ,

f <-(A+p-p )-p , H ( n ) > -c(-i(A+p-p ) ) = e ' "c " c ' dn ,
^N

with absolute and uniform convergence for A satisfying

Re<A+p-p ,a> > 0 for each A€A^ .

From this the proposition follows easily.

Theorem 3 . 2 . Let X€-t* satisfy ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and ( 2 . 6 ) . then

( i ) ^° is well defined, nonzero and K°-finite of irreducible K°-type -v^ .

(ii) C = n"^^0) is the minimal spherical function for T^ corresponding toA A
the dominant weight vector.

(iii) [ ^ (kx)dk = c ( - i ( A + p - p ^ ) ) ^ ( x ) . x€G .
-1 KHH

proof. Let > satisfy the conditions in Proposition 3 .1 (i).

Using the notation from the proof of that proposition we find

" o r r ^A-p.Htx^kn^ -f £;°(kx)dk = [ e " dkdn
JKHH JN^ JKHH

f f < -A-p ,H(x~ l kk(n )exp (H(n ) )n (n ) )>^^
= JNJ KHH6

f ^<-^-P»H(n)>^ f ^-X-p.mx'1^^

JN e JKOH
c

= c(- i (A-»-p-p n4/ , (x) , x€G° .
c "

This proves (iii) whenever ^ is K°-finite, and also that ^ ^ 0 .

in order to ensure using Proposition 3 . 1 (i), the convergence in ( 3 . 1 ) for \ satis-

fying ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and (2.6) we need to know that
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<p-p ,a> ^ 0 for each a€A

To prove this notice that the restriction of p^-p^ to t equals p-p , and

that 2 (p -p ) is a dominant weight of a finite dimensional subrepresentation of
1 c '—

fe. in A PA » with 1 = dim.(w Up.) . Therefore we have

<p<s'-p~,0> > 0 for each 0€A

+ ' —^»-
Let now aCA . then a is the restriction to t of an element B = oi+a €A ,

c T ^ c

where <a ,t> = 0 . Since -6 = -BOT = a-a' €A we have

<p-p ,a> = <p - p ,a>

= ^p^-p"^ - ^> > 0 ,

which is what we need. Thus ^, is well defined and non-zero.

To prove that ^° is K°-finite, we fix any x from G° and look at the function

^ ^-X-p^x^y^ .

It belongs to the space C = C (K°/M TN ) »where A = X+p-p , given by
A. A« t C * C

f 4>(yman) . e^-^"^ ' <P(y)

C, = ^ tP&^tK0) for each y€K°,m€M ,a€T
^1 1 t

and n€N

The integration over N is an intertwining operator taking C into

T, « r, (K°/M TN ) , which is defined like C but with the condition
A» A < t C A.

<-A-p+2p,,,H(a) > , ,4>(yman) » e - "c' 4>(y) .

Since u, « (A^p-2pc) satisfies (2.6) the image of this intertwining operator is

an irreducible finite dimensional representation of K with dominant weight -u^

This finishes the proof of (i) and (iii). It follows now that ^ is well defined,

that it is the dominant weight vector of the representation of K generated by

^ . Therefore (ii) is a consequence of Theorem 2.2. o
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Remark. Assume X as in Theorem 3.2. Then we know that T^ is irreducible, and

it follows that any iT-finite vector for T^ is of the form u^ , for same

u6U(5 ) . By proposition 3.1 (ii) we have

o f <-\-(),H(x'lw)> _ CQO .(u^,) (x) = e dn , xfc^
A JN

In particular if u commutes with Ad(?^) then

f <-X-p,H(x~ nu)> - pr0 °(u^)°(x) = e - dn. x€G .
A •'N

This is the type of integral we want to study. So whenever there is absolute conver-

gence, uniformly over a compact neighbourhood of A and over any compact subset of

G° we define

f <-X-p,H(x)~ nu)> - pr°
(3.4) ^° (x) = e dn , xCG .

A,U J^

Since g° = n0^0^0 and n° = n^ we may actually assume that u€U(^) and

that u is non-zero modulo (n^U(^) . In other words we can express u using

only elements from a basis of n^ .

Let S(n ,J be the complex symmetric algebra over ^ . Let ^ : S(n^) -

U(?[°) c C(g,) be the symmetrization map. Then Y is an Ad(M^)- equivariant^

bijection between S(^) and its image ^ . which is a cross section for U(^)

modulo ^^^{YO^ '

Proposition 3.3. Let u€D^ and u ^ 0 .
(i) There xs a constant C ^ O such that ,̂ is defined provided €^

satisfies

Re<X.a> > C for each a€A^ .

(ii) Whenever well defined by (i) we have that ^ . 0 , that ^^ and that

r° is N -invariant.
'X,u c

(lii) It u is Ad(N^)-invariant, then we can take C = 0 .

p^of, (i). Let V be the finite dimensional, unipotent representation of ^

generated by u in D^ using Ad(N^) .
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Qioose a basis u , ... ,u for V , then

s
Ad(n)u = .£ (p^(n)u. , n € N ,

where <p^ , i = 1,...,s are polynomial functions on N .

Notice that the function y -»• e^ -P'H(X ^)> for each fixed x€G° belongs to

C = C (G^M0™0) , where

(3.5) C, J^c^C0)!^-""^'0'"""^ . 1
1 ' for each yGG0, m€M°, a€T and n€N° J.

We now try to define a linear functional T on C by

(3.6) <T ,4» s U);nu)dn /^^ .

c

We have using (3.3)

l4)(nu) |dn <
^N

J_ I l<P.(n)<P(u.k(nM e^-^^^^dn .
^ i«l i i

The proof of convergence of the integral defining the c-f unction, cf. the proof of

Proposition 3 .1 , shows that the factor e^^ •(:'H(n)> ^j^ dominate the 4). t s ,

when \ satisfies the condition Re<A,a> > C for each a€A for a suitably lar-

ge C . This proves in particular that (i) holds.

By restricting functions in C to H° we get a bisection ip -- iff between C

and C (H /M ) . The converse mapping is given by

y>(x> -WtkfxDe^-0 '"""^ x€G° .

From this and the estimates above it is clear, when the condition in (i) is satis-

fied, that T defines a distribution T on H°/M° » G0/^0™0 by

(3 .7) <T^ ^ , 4>'> = <T^ , U>> .

172



Discrete series
Notice that the support of T is contained in the K°-orbit 0 = 0 inA ,U A
G0/̂ 0™0 , where

( 3 . 8 ) 0 s Î rfŴ M0™0 & K°/M TN » KOH/M .

The x-Poisson transform, P , of a distribution T on H°/M° is defined by

( 3 . 9 ) P , ( T ) ( x ) = <T,f, > , x€G fA A , X

where f' is the restriction to H°/M° of the function f, C C given byA , x A ,X A

f ( y ) , ^-P-Htx-'y^ ^ ŷ o _
A , X

It is now clear from ( 3 . 4 ) , ( 3 . 6 ) . ( 3 . 7 ) and ( 3 . 9 ) that ^° is equal to P,, (T ) .A A A , U

Thus ^° belongs to E° . Since by our assumptionsA A

Re<A,a> > 0 for each a€A ,

it follows from Helgason [ 7 ] , page 198, that P. is injective. In order to finish
the proof of (ii) we just have to show that T ^ 0 . But this follows easily
from ( 3 . 6 ) , ( 3 . 7 ) and the facts that N° = N exp(^) and that the map
n -» nM°TN° of N° into G°/M°TvP is injective. This proves ( i i ) . Property (i i i )
follows directly from Proposition 3 . 1 . °

We now turn to the question of K°-finiteness of ^° . From the remark beforeA , U ^— »j
Proposition 3.3 it follows that if ̂  is K°-finite and u € U ( n ) c then
^° = u^° , and ^° is thus K°-finite.
If'either S° is not K°-finite (for example if ( 2 . 6 ) is not satisfied) or if u
is not N -invariant, then we don't know whether or not ̂  ̂ is K -finite. How-
ever we can derive some necessary conditions on A and u . We retain the notation
from the proof of Proposition 3 . 3 , and recall the definition ( 3 . 8 ) of 0^ and that
^° is the Poisson transform of the distribution T ^ which is supported on 0 ^ .

1 ) Recall that the Iwasawa decomposition depends on the choice of A = A^
which again depends on A . There are as many different orbits 0^ as there are
cosets in W\W . These orbits are compact and minimal as K -orbits, cf. Matsuki
( 1 3 ] .
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Theorem 3 . 4 . Let \€t* satisfy ( 2 . 2 ) and ( 2 . 3 ) . Let E00 denote the set of in-
finite functions in E. , which are Poisson transforms of distributions on G°/vPTvP
with support contained in 0 . Then the following hold: ( i ) If E°°^{0} thenA A

^Y^ ,
<a ,a> € z for each ĉ

where p. s Up-2p
(ii) If -i/̂  is the dominant weight of a K̂ -type occurringin E00 , then
v = U ~ U , is a linear combination of noncompact roots, i . e . roots from A ( n ,-( )
with nonnegative, integral coefficients.

Before we go to the proof, we establish the following lemma.

Lemma 3 . 5 . Let G be a semisimple Lie group with Iwasawa decomposition G » KAN.
Let M be the centralizer of A in K. Let V be a finite dimensional represen-
tation of G . Let Q and tt be the Lie algebras of G and A. Let v€V , v^O*
satisfy the following, where vC^ :

e x p ( H ) " v = e ' v for each HC^
m • v s v for each m€M ,

then

<v,a>
^a o^ €22 for each a€A(g,a) .

Proof: Let a€A(g,a) . We can construct a subgroup G0 locally î morphic to

SL(2,]R) related to a such that G01 « K^N" , where K01 » KOG01 , A01 = Pf^^

and N01 « NOG" , and such that M01 « MHG" is the centralizer of A01 in K° ,

cf. Helgason [6]page 75.

OL Q QLet V be the finite dimensional representation of G generated by v . G

being isomorphic to SL(2,]R) , it follows that M is equal to the center of G

Since v is M^fixed, it follows that M" acts trivially on V" . Let g^ and

fl01 be the Lie algebras of G0' and A01 , and let < , > denote the killing forma
on Q . A simple computation with SL(2,B ) shows that, if \^ and a denote re

striction to a , then

€2
<a,a>.,

but ([loc.cit.]page 75 ( 5 ) )
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<^,a> , <^a>ng ̂
<a,a> <S,5>a

Proof of Theorem 3.4: We start by proving (ii). So let E^~ be a K°-irreducible

subspace of E°° corresponding to the given K°-type. Let V^ be the set of

distributions supported on 0^ such that E^~ » P^ (V^~) . Let furthennore

f « P (T) be a dominant weight vector for E_ ~ . We are going to study T in

some details:

T is a linear functional on C'0(GO/MOTNO) , which is, cf. (3.4), identified with

C = C (G0/^!0™0) . As a linear functional on C^ T satisfies:

(i) T is N -invariant, i.e. ^^ = <T/P> for any <p€C^ and any

nCN , where ^"l') as <P(n.) .

(ii) T has -t̂ -weight »\T , i.e.
<T^> = <-u~,H><T,<P> for any <p€C, and any H€-t , where

^"M = <p(H«) .

We now look at the restriction of T to the open dense N°-orbit 0^ of N in

G°/M°TN . We parametrize 0 by N° via the bijective mapping

n -»• nM°TN° .

Notice that N parametrizes the open orbit (̂  of N^ in 0^ . or in other

words (̂  = °^°), '
We now consider the distribution T^ on N° defined in the following way: Let

^"(G'WTN0) and supple q . Define ^€C^(N°) by

^(n) .^(une^-0-"^ .

then let <T ,(p > » <T,<p> . By the assumptions on T we have that T^ is N^-in-

variant and that supp(T^) c N^ . But then T^ must have the following form

<T ,4) > «| _ (P^(nu)dn . lp^CC^(N°)

c
where u€U(n°) and u can be expressed as a (noncommutative) polynomial in a ba-

sis for n ^recall that n° « n^) . Notice that if <P€q and supp((P) c 0^ .

then <T,<p> » <T ,4> > where <P^ is the restriction of 4> to N°. We conclude

that
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(3.10) <T,(p> « 4)(nu)dn = <Tu,4>> ,

^c

for each 4€C^ with supp(4>)<= 0 . Notice that T is an extension of the distri-

bution T defined by the integral formula (3.10) on (? . Also T can at most

have one K -finite extension with support contained in (), , since the difference

between two extensions is again K -finite and has support contained in ^^^ i

but since the support must be a union of K -orbits it is empty by the minimality

of (̂  .

Combining (3.10) with property (ii) of T above we get for supp(tp) c: 0 and

H€-T:

<-U ,H> <T^4>> = 4>(Hnu)dn

^c
- I (>p(n(adH) (u) )+<2p ,HXP(nu)-HP(nUH) )dn

•'N

- ^(adHXu)'4'^2^-^'1^'^

or in other words

<T, ., ,, . ,<P> s <u,-u'w,H><T ,4)> .(adH)(u) \ f u

If we assume u€U , which we may, we conclude thatn

ad(H)u « <-v,H>u ,

where v « \i - u.. This proves (ii).

To prove (i) first notice that E. being nontrivial must contain a K -type with

a KOH-fixed vector. (This follows since n (E?°) is a U(9.A.)-subinodule of E^ ,

and as such it must contain a function, which is non-zero at the point eH). Retur-
o

ning again to the proof of (ii) we may assume that E_ ^- is such a K -type. But

then u^ I . y. " 0 , such that u~€ t , also
"1

(3.11) <^^0^ ^Z" tor each a€A^ .

Furthermore the dominant weight vector T , and thus T , is M -invariant .From

this we conclude,cf. (3 .10 ) , that u is Ad (M)-invariant. Using Lemma 3.5 for
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K° = KflHTN we conclude that also

(3.12) ±^01^ ea for each aCA^ .< a,a> c

combining ( 3 . 1 1 ) and (3 .12 ) with v = p -v , we have proved (i).

Corollary 3.6. Let A€t* satisfy (2 .2) , (2.3) and (2.6). Then T^ , the discrete

series for G~/H generated by ^ or by E,. , has a unique minimal K -type with

A dominant weight -u, .
C A

Proof: The proof is exactly as in Schlichtkrull [l6], page 1 4 1 , except that we can

refer to our Theorem 3.4 instead of the reference to Vogan-Speh [2l]. In short:

Let -u^ be a dominant weight of a K^-type in T , then

II u^+2p^ll 2 = II p^+2p^|l 2

= II u,+2p~ll ̂  II vll 2+2Re<A•^p.\>.^>+
A C \^-

+ 2Re<2p ,\>^ > > II U^2p~ II ,m 1-t. -- A C

and equality only holds for v = 0 . °

From the proof of Theorem 3.4 we get the following

Corollary 3.7. Let A€-(* and u€U and assume that

( 3 . 1 3 ) ^, (x) - f e^-^^^dn , x€G° ,

}\
o o

converges absolutely uniformly as in Proposition 3.3 (i). If ^^ is K -finite

giving rize to an irreducible representation of K of dominant weight -u , then

(i) and (ii) of Theorem 3.4 are satisfied and u satisfies

(i) Ad(a)u = e^A"^ '"^^u , for each a€T

(ii) (Ad(m)u | m€M ) generates an irreducible representation 6^ of M

in 0 of A -dominant weight -u s -u . y. .n m " m I -^
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Remarks. (a). The problem of the converse or Corollary 3.7 is the following: Assu-
me that u€U generates an irreducible representation E in 0 under Ad(M T)
of weight -v . Let v, s v... and p = v.. such that u is of ^-weight -v.1 1-t m j-c 1
and generates an irreducible representation 6 of M with A -dominant weight* t m
-p . Assume furthermore that X€-t satisfies (2.2) and (2.3) and thatm
-y^ = -(p +v) is a dominant weight for fe .

The first question is whether ^° is at all defined, cf. ( 3 . 1 3 ) and Proposition
A ,U

3.3? If so then notice that

(3 .14 ) ^:y- { „ e^- '̂̂ Odn

for each x€G as a function on K may be considered as belonging to the space
of functions

(pec^d^.E^)

<p(yman) = fi^m-Se^ -H(a)> 4>(y)
for each y€K°,m€M ,
a€T and n€N

This space, defining a non-unitary principal series for K , contains an irreducible
finite dimensional subrepresentation with dominant weight -u . The second question
is, whether 4> belongs to this finite dimensional subspace for each x€G ?

( b ) . Assume that X€-t* satisfies ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) , ( 2 . 7 ) and ( 2 . 8 ) but not ( 2 . 6 ) . One
might think that a minimal K°-type in E°° could be constructed in the following
way: choose v as under ( a ) in such a way that II u +v+2p II is minimal. Then
prove that ^° is defined and K°-finite.

( c ) . Theorem 3.4 is, at least for the linear case, contained in Theorem 3 of Oshima-
Matsuki [ 1 4 ] , and our proof is much in the same spirit as the proof in [ 1 4 ] .

( d ) . Corollary 3.7 clearly gives an upper bound on the multiplicity of any K -ty-
pe -u^ in any discrete series representations for G /H contained in
n-^).

( e ) . Let £000 denote the set of K°-finite functions in E° , which are PoissonX "
transforms of hyperfunctions supported on 0 . It follows from [ 1 4 ] that

n {t\ ) c n t t^ ) c L^ -^E00) cn•• l(EOOO) CL^G/H) .
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i cAs stated in [ 1 4 ] the square integrability holds for those \ for which the func-

tions are K-finite and not just K -finite. But the asymptotic estimates needed
does not seem to depend on the linearity of G at all.

( f ) . From Oshima-Sekiguchi [ 1 5 ] and Oshima-Matsuki[l4] it may very well follow,
'*" r^"**that for any K -finite and square integrabei function f in c, , the asymptotic
0 0 0 0behaviour of f « n ( f ) on G /H is such, that f is the Poisson transform of

a distribution. If this is the case then E°° = E000 •

( g ) . It is also proved in [ 1 4 ] that for any X€-t , we have

L2 (G/H^ = 9 n'^E000) ,X w A

where w runs over the elements in W , such that w*X satisfies ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) , ( 2 . 8 )
and a condition stronger than ( 2 . 7 ) which ensures that the occuring K -finite func-
tions are actually K-finite.
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§ 4. The nonRiemannian isotropic spaces.

In this section we turn to the semisimple symmetric spaces of rank one. The Rieman-
nian cases, i . e . the spaces of compact type ( I ) or the spaces of noncompact type
( I I ) , are from our point of view completely solved even for general rank. By this
we mean that for case ( I ) L (G/H) has a puriy discrete spectrum, which is expli-
citly known. (See [ 4 ] Example 2.7 for an interpretation of this case in our frame-
work) . For case (I I ) Harish-Chandras spherical Plancherei formula shows that there
are no discrete series. This also follows from Theorem 2 . 1 , since K = H ̂  G in
this case and thus rank (G/H) > ranktK/KUH) = 0.

In Table 1 we give a list of the nonRiemannian semisimple symmetric spaces of rank
one. We have also included some more information about these spaces. It follows in
particular that Question 1 of Section 2 is relevant only for some of the isotropic
spaces. For this reason we now turn to the isotropic spaces.

The isotropic spaces are well studied, see for example Strichartz [ 1 8 ] for the
R-hyperbolic spaces, Faraut [ 2 ] for the B-, ( and B- hyperbolic spaces and
Kosters [ l l ] for the exceptional case. The only cases wich are not covered by these
references are the simply connected covering spaces Ĝ /H for the »-hyperbolic
spaces with q = 1 .

In Table 2 we describe for the isotropic spaces G/H the values of XCt* for
which our discussion in Section 3 allow for the possibilityof having a discrete
series for G/H. These parametervalues are easily related to the pararoetrization
of the discrete series in the above references by comparring eigenvalues of the
Casimir operator. This is also contained in Table 2. It follows in particular that
there exists exactly one discrete series representation for each possible value of
\ . Looking more carefully at [ l 8 ] , [ 2 ] and [ l l ] one can also sort out all the
K-types occurring in each T. . This means that as soon as we have answered Question
1° of Section 2 , we have also answered Question 2° . Strictly speaking this is only
true when we consider the spaces G/H . For the R -hyperbolic spaces with q = 1
we see no serious difficulties in generalizing either Strichartz methods or Faraut's
methods to give also the discrete series for G /H . But since we have not done
this in any detail, we cannot claim to have answered Question 2 for these simply
connected covering spaces.
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We now turn to our discussion in Section 3. Elaborating on the results from Section
3 we want to answer Question 1° of Section 2, and at the same time we want to con-
struct all K~-types of the representations T, , where \ may be arbitrary sub-
ject to conditions ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and ( 2 . 7 ) , cf. Table 2. In order to make our con-
struction as simple and direct as possible, we want to do this without relying on
the very explicit computations in [ l 8 ] , [ 2 ] and [ill or on the very deep results in
Oshima-Matsuki [ 1 4 ] .

Before coming to our main theorem we need some remarks and some lemmaes. Recall
that M and M. are the centralizers respectively of -t in KflH and of b in
KHH , where b is maximal Abelian in pHQ . If B » exp(b) then we have, cf.
[ 3 ] , that

( 4 . 1 ) G = KBH , G~ = K~BH and G° = K°BH .

Lemma 4 .1 . Every K^-type occurring in C^~(G .'H) has a nontrivial M^-fixed vec-

tor.

proof: Let f € ("(G^/H) and let xOG" be such that f (x) • 0. According to

(4 .1 ) write x » kbh , let ^ (g) » f(kg) and define f^ € C^G^/H) by

f,(g) = L ^ (mg)dm .
1 }\

Then f is K-invariant and belongs to the K~-invariant subspace of C (G /H)

generated by f . f. is nonzero since

f,(1 3) = L f(l"nb)d" c ^^ • ° •1 }\

This proves that any nontrivial K^-invariant subspace of C (G /H) contains a non-

zero K-invariant function, and the lenana follows, o

Lemma 4.2. Let G/H be nonRiemannian and isotropic, then

KUH » M M ,b t

i.e. every K € KPH can be written k « m m , where M^CM^ and m^^ '
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proof: For the ?-,(;- and B-hyperbolic spaces this lemma follows easily from

Table 3. For the exceptional space F. ,«Q./Spin (1,8) one can for example use the

description of F.. >,.. in Takahashi [l9] and with a few computations see that

M. and M are both isomorphic to Spin (7) , but with two different embeddings. It

follows then from Lemma 1 , page 534 of [l9], that K a< Spin(7) acts transitively

on KflH/M ex Spin (8)/Spin (7) » S . This is the same as saying that M^M^ « KTIH . D

Lemma 4.3. Let G/H be nonRiemannian and isotropic, then n and n commute

with each other. In particular every element u from D^ is Ad(N^)-invariant,

and E ° is well defined for all X such that <X,a> > 0 .

Proof. The possible roots in A'1' are a and 2a . Therefore [n ,n ] c. g^ , but

from Table 1 it follows that 5° <= ^° . From this we conclude that

[n^] c fe°n[ fe°,p°] c fe°np° « {0} .

The rest of the lemma now follows from Proposition 3.3. o

Lemma 4.4. Let G/H be nonRiemannian and isotropic. Every Ad (M)-invariant non-

trivial subspace of D contains a nonzero Ad (M flK) -fixed element.

* •«•
Proof: Let A€-t be an arbitrary element satisfying <X,a> > 0 for each a€A .

Let uCD , u 4 0 . We want to prove that the subspace generated by u contains

a nonzero M flK-fixed element. Without loss of generality we may assume that u

is homogeneous under T , i.e. Ad(a)u = e^"^ a u for each a€T and some \>€-t .

It follows from Lemma 4.3 and Proposition 3.3 that

(° (x) . [ e^-^'1""'^ , x€G° .
'u •'Nc

is well defined and nonzero. Choose x€G° such that C° (x) 4 0 . Using ( 4 . 1 ) we

can write x » y~ bh, where y€K° . Furthermore using Lemma 4.2 write y = ro m^an,

where m CM. , m-€M , a€T and n€N . It is then easily seen that we have for1 b 2 t c
every m€M UK

0 4 ^ ^(x ) . e^-^c-^ H(a)>^ (b) ,
' m

where u « Ad(mm^)u . Now
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u! s Ĵ OM̂

is M fM-invariant, nonzero and contained in the subspace of D̂  generated under
t D oAd(M^) by u .

Recall that a pair ( M , L ) , where M is a locally compact group and L a compact
subgroup, is called a Gelfand pair if the convolution algebra of continuous
L-bi-invariant functions is commutative, or equivalently if every irreducible, uni-
tary representation of M has at most a one dimensional subspace consisting of
L-fixed vectors.

Lemma 4 . 5 . Let G/H be nonRiemannian and isotropic. The pair (M^, M^) is a
Gelfand pair.

proof: From Table 3 it follows, when disregarding some trivial factors, that
(M ,M^) for the K-, (- and » -hyperbolic spaces are respectively

( S 0 ( p ) , S O ( p - D ) , ( S ( U ( P ) » U ( D ) . S(U(P-1) x U(D* x U ( l ) * ) )

and (sp ( p ) x S p ( l ) , Sp(p-l) x Sp(D* x S p ( l ) * ) .

These pairs are all known to be Gelfand pairs, since they occur as -K/M- for the
following rank one Riemannian symmetric space:

SO ( p , l ) / S O ( p ) , S U ( p , l ) / S ( U ( p ) x U ( D )

and S p ( p , l ) / S p ( p ) x S p ( l )

For the exceptional case we look at (Spin(7) , G,» . As used before Spxn(7)/G^7 .
But SU(4) is conta.ned in Spin(7) in such a way that already SU(4, acts tran-
sitively on S7 with stabalxzer S U ( 3 ) . Therefore considerxng the G^bi-invarxan-
te continuous functions on Spin(7) as G.-invariant functions on S . these
for» a subset of the SU(3)-invariant functions on S7 . Since ( S U ( 4 ) , SU(3» ̂
known to be a Gelfand pair it follows that so is ( S p i n ( 7 ) , G ; ) .
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Definition. Let X€-t satisfy < A , O > > 0 for each a€A . Define V. to be the
* +set of weights \>€(-t^) which are A -dominant, and for which

( i ) -v is a weight for €" in D .< n

(ii) -iT** - ( p , + v ) is a dominant weight for a finite dimensional representation
of K having a nontrivial M-fixed vector, o

Remark.(a). If \ satisfies ( 2 . 2 ) , ( 2 . 3 ) and ( 2 . 7 ) , then V is nontrivial. To
see this let -v be the weight of any M -invariant element in D . Then by
Lemma 3.5 we have that also \T' = u,-»-v satisfies ( 2 . 7 ) . Now taking v sufficient-
ly large we can obtain that u^ satisfies ( 2 . 6 ) , which implies that v€V. .
( b ) . For -i/" to be of K̂ -type contained in E°° it follows from Theorem 3.4
and Lemma 4.1 that it is necessary that u^-p.€V. . °

We are now ready to state the main theorem of this section. We state it in a rather

general formulation in order to indicate what kind of more general results one

might hope for. In Section 5 we shall do some more explicit computations of the

functions involved.

Theorem 4.6. Let G/H be a nonRiemannian, isotropic semisimple symmetric space.

Let \€t* satisfy the conditions (2 .2) , (2.3) and (2 .7 ) . Let u^ = X+p-2p^ .

(i) If <u.,a> >. 0 for each X6A then
A "" C

^°(x) « I e^-^^^dn , x€G° ,
A •'N

is well defined, K°-finite and the dual function ^ is the dominant

weight vector of weight -u^ of the unique minimal K^-type of the discrete

series representation T, generated by ^ .
A A

(ii) If <u »ci> < 0 for some a€A . then choose v€V such that
A C A

|| u^^2p^ ||« Min {II u^v'-^p^ II I v€V } .
A C A C A

Let u€0 be a A'-dominant weight vector corresponding to the weight
n m

-v , then
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( 4 . 2 ) ^0 ( x ) » ( e^'^^dn , x€G° ,A , U J^
c

is well defined, K -finite and the dual function ^ is the dominant
weight vector of weight -p~ = - ( u , + v ) of a minimal K^-type of the discre-
te series T. generated by ^.

(iii) The K -type decomposition of T, is as follows: -U~ occurs in T^ if
and only if p^-v.€V, .

( i v ) If -p occurs in T, , then the dominant weight vectors for this K -type
is given by ^, , where u is any A -dominant weight vector for M TA , u m t
in 0 of weight p.-u~ .n A

Proof: Part (i) is just a special case of Theorem 3.2 and Corollary 3.6.

For Part (ii) it follows from Lemma 4.3 that E° is well defined. Taking into
A ,U

account Theorem 3.4 and its proof the two things left to prove are that (a) S,
A ,U

is K°-finite and that (b)^ ^ belongs to L (G/H) .

Proof of (a): Let E be a Hilbert space for an irreducible finite dimensional re-

presentation TT of K with dominant weight -u . Chosen such that IT is unita-

ry when holomorphically extended to K . E contains a unique subspace F on

which M T acts as an irreducible representation 6 of A -dominant weight -u

F is isomorphic as a M T-module to the subspace of D generated by u and

therefore by Lemma 4.4 there is a nonzero M nw-fixed vector f €F , unique up to

scalars. By assumption, cf. definition of V , E has a nontrivial M-fixed vec-

tor e . Now let y€K be written y = m m an , where °.€K ,m £M ,a€T and n€N .

We have
(e , T r ( y ) f ) = (e ,Tr(m m an)f )o o o 1 2 o

^u^Hta^ , , ,- , <-u^.H(a)>, , , , - ,» e f (e ,TT(m ) f ) « e (e* ,TI (m ) f ) ,o 2 o o 2 o

where e* is the orthogonal projection of e onto F . The matrix coefficient

y -- (e ,"n(y)f ) is nontrivial, so we conclude that e* is nontrivial. Clearly

e* is M OM -invariant. So by the uniqueness of f we have that e* is a scalaro t b - - o o
multiple of f . Without loss of generality we can assume that e* s f and that

0 - 0 0
(e ,f ) « jl f 1 1 « 1 , or in other words we haveo o o

^w

( 4 .3 ) (e ,ir(y)f ) - e^1' '"^^(f .{(m,)f ) ,
o o o 2 o
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for each y€K , where y = m m^ e x p ( H ( y ) ) n as above. (Notice that ( 4 . 3 ) shows
that ê  is uniquely determined, such that for E the M, fixed vector is unique
up to a scalar).

Let u^ be the element in 0^ corresponding to f . From Lemma 4.4 and its proof

it follows that it is enough to show that ^° is K°-finite. It also follows
A ,U

that °

(4 .4) Ad(mm^)u^dm = (f^,5(m^)f^)u^ .
M HM^
t D

Let now y€K and b€B then we have (using same argument as in the proof of

Lemma 4.4) that

(4.5> ^^^<-^^>^.^^^ .
0 0

where as before y s m«m-> exp(H(y))n . Combining (4.5) and (4.3) we get

(AS6) ^u ^lb} s ^^o^u (b) '
0 0

for every y€K° and b€B . This finishes the proof of (ii) Part (a) since by ( 4 . 1 )

every x€G°/H° can be written x » y^bH0 , with y€K° and b€B .

Proof of (b): This follows from Oshima-Matsuki [l4], cf. Remark (e) at the end of

our Section 3. Another and more direct proof of Part (b) is obtained by simple

inspection of the asymptotic behaviour of b -»• ^. (b) from our explicit formulas

in Section 5. This finishes the proof of Part (ii).

For the proof of Part (iii) and (iv) notice that our proof of (ii) did not use the

minimality of v in the proof of the K -finiteness of €•» • This means that
A y U

^° is K°-finite if and only if u^-U^CV. . So what is left to prove is that

T contains all the functions S, constructed in this way. Using Theorem 3.4

this is equivalente to saying that E. is an irreducible li( g^,) -module.

As noted before every U(g.)-submodule of C^o^/H0) contains K°-t/pes with a

nontrivial KflH- fixed vector. From the next Lemma 4.7 it follows that any U(9 . )~

submodule of E. contains every KflH-fixed vector of every K -type occurring.

Therefore E. is irreducible, o
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Lemma 4 . 7 . Let G/H be nonRiemannian and isotropic. Let n be equipped with an
M -invariant inner product and let X , . . . X be an orthonormal basis of n .
Define u in D byo n

(A) » X, if s « 1o i

and

oj = X^+.-.+X 2 , if s>l .0 1 S

Then a) is M -invariant, and every M.-invariant element in D is a polynomialo t ^ n

Furthermore let for r€ZZ+ u = ((*) ^ . Then the set of KOH-fixed vectors in the

different K°-types in E°° is up to scalars given by

(4.7) U0 I rEZ'*' and u -»-cra> 0),
A , U A ~r

where c = 1 if s « 1 and c = 2 if s > 1 . For any r€2Z we have

r° r°
"0^ • ̂  •

(a is the shortest root in A ).

proof: Since b is one dimensional we can assume that b = » E X ^ - T ( X ^ ) ) . From this

we easily conclude that the stabilizer of X^ in M^ is M f̂lM^ . From Table 3,

cf. also the proof of Lemma 4.5, it follows that W^/^0^ is a sphere.

Now a checking of dimensions shows that Ad(M^) (X^ ) must be the connected com-

ponent of the unit sphere in n - From this follows that every M^-invariant ele-

ment in n is a polynomial in ^ .

Notice that the weight of <*̂  is -ca . where c s 1 if s » 1 and c « 2 if

s > 1 . From the proof of Theorem 3.4 (i) it follows, cf. ( 3 . 1 1 ) and ( 3 . 1 2 ) , that

the iT-type with weight -u^—tu^v) has a KflH-fixed vector if and only if the

u corresponding to v is M -invariant and

^ftt^ ^
———— €2 for each a €A .<c^,o^> 1 c
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Now this condition with v « ca is always satisfied. (If c = 1 , then we are in
the case of the »-hyperbolic space with p s 1 , and a s 2a is not a root. In
all other cases c s 2 , and the condition is satisfied even with a s 2a) . This
proves that the K°-types with a KflH-fixed vector occuring in E00 are given by
the functions E° , for which u.+cra > 0 . The last statement in the LemmaA , u A -
follows from Proposition 3 . 1 (ii) and the fact that u) is Ad(N )-invariant, cf.
Lemma 4 . 3 . °

Remark.(a). We have already mentioned that Table 2 shows that it can be concluded
from the work of Strichartz [ 1 8 ] , Faraut [ 2 ] and Kosters [llL that the T^
of Theorem 4 . 6 exhaust the discrete series for G/H . It follows from Table 1 that
G~/H = G/H for all cases except for the K-hyperbolic spaces with q = 1 . The
same conclusion for G/H can be drawn from Oshima-Matsuki [ l 4 ] , cf. Remarks ( e ) ,
( f ) and ( g ) at the end of Section 3 , provided one can show that E. = E . But
this last fact should be particularly easy to show in these cases, where
dim(b) = 1 .

( b ) . The minimal K-types. If u , ^ 0 the minimal K"-type is -u^ . If u^< 0
and u is even say u s -2r , r€H , then by Lemma 4.7 we have that 0 = u -»-2raA A A

is a K-type of T . This means that the trivial K-type is contained in T .
Clearly the trivial K-type is minimal. So far all these minimal K -types have a
KflH-fixed vector. Now assume that u , = -2r+l<0 with r€H . This is only possible,
cf. Table 1 and 2 , if G/H is R-hyperbolic and if q ̂  p+4 . Now if also p > 1 ,
then Lemma 4.7 shows that the trivial K-type is not contained in T . The minimal
of the K-types having a KflH-fixed vector has weight -u = -1 = -(u^-»-2ra) . o

Example 4.8. Let G/H - SO (2,7)/SO^ (2 ,6 ) .Le t \ « ^Q , then u ^ - -a . Let

BCA"" be chosen such that B.^. « a and X -OT , (there are two possible choices|-<- — p n
of B ). It is easily seen that, with u « x.^ r\ • we have that u ls ^V^t'
fixed. Now -\T " -(u -»-v)« a-6 , which is the weight of the following one dimen-

sional representation ^•1 of K - S0(2) x so(7) , where ^ or - is chosen

according to the choice of 6 ,

(cos e -sin el

"1(sin e cos e)

Since M • SO ( 5 ) we have that ^•1 has a M.-fixed vector. Thus -n • 1 are
K-types of T . Finally a simple computation shows that
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II u^2p^ ll2 = 1 + 1 1 2pjl2 + ll2pjl2

and

|| V + 2p^l|2= II 2PJ12-- II 1 + 2pjl2 ,

where -v = -1 is the minimal among the K-types with a KOH-fixed vector. (We

have normalized such that a = 1 ) . From Table 1 we get that p^ = 5/2 and thus

|| \T + 2p~ ||2 = 26 + II 2pjl 2 <

< 36 + II 2pjl 2 = II u + 2p^ II 2 .

This means that Tr^l and TT~»I are two different minimal K-types , and neither

of them have a KflH- fixed vector. D

Remark, ( c ) . Continuing the Remark ( b ) above it is easy to generalize Eksample 4.8
to show that if v , is an odd negative integer and p > 1 , then no minimal K-ty-
pe of T has a KTIH- fixed vector. Furthermore if p » 2 then T^ has two diffe-
rent minimal K-types. °
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§ 5. Explicit formulas for the isotropic spaces.

The purpose of this section is to give an explicit evaluation of the integral (4.2)

defining ^° . We assume that u is MOM, invariant and belongs to an M T-ir-

reducible subspace of D with A'-dominant weight v€v. . This means that E°

is K°-finite of irreducible type -u~ * -(u,-*-v) . By the help of (4.6) , (4 .3) and

( 4 . 1 ) we have an explicit formula for ^° as soon as we know it on B . However
o 'uon B ^ agrees with ^ » cf. the Duality Theorem. Actually formula (4.6) is
A i U A f U

very convenient for the point of view of duality, since it shows that

( 5 . 1 ) ^u^b) = (e^(k)f^^(b)

for k€K" and b€B .

We shall not go into the explicit parametrization and description of the special
functions on the groups K~ and M , which are involved in evaluating
(e , 7 r ( k ) f ) .0 0

Let in the following 3F = 3R , ^ , 3H or q) respectively according to whether we
treat the 3R , -̂ or 3H -hyperbolic spaces or the exceptional space. Because of
the non-associativity of the Cayley numbers ^ , what we write in the following for
F = <p is not really correct. One should use the model for the exceptional space
used in Takahashi [ l 9 ] and Kosters [ l l ] . However the formulas obtained, at least
formula ( 5 . 7 ) , also hold for this case.

We take our group G , which is respectively SO ( p ^ q . l ) , S U ( p + q , l ) , S p ( p - » - q . l )
and ^(-20) ' to be an ^̂ ^̂  x (P^q^) matrix group over the field P . The
involution T is given by conjugation with the matrix

ri o ...o^
lo

p-K^l 1 0
lo... o-ij

and o is given by conjugation with the matrix

f^ °
'P'^1 ' \ 0 -I
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We shall need the following subgroups

1 , 0 0p+q-1
0 chs shs

0 shs chs

s€B

B :
\-

cht 0 sht

00 I•p+q-1

sht 0 cht

0 x

t€R

x€r1

N : n(x,y,z) = <
0 q-1 y y
-t -t ,-x -y I-Y -Y
x y y 1+y

, y€rq-l

2Clm(F)

where

Y s Y = ^(Ixl^lyl2^) .x »y»z

Notice that N is the subgroup obtained with x = 0 , and that exp(h ) is ob-

tained by taking y s z = 0 .

Let v » (0 , . . . ,0 ,1) € IF^^1 and let v, s (0,... , 0 , 1 , 1 ) € F13'*^1 . If we as
0 * :

in Section 4 identify t. with ^ in such a way that the shortest root a in

A is identified with 1 we get for any element gCG and any ^C-t^ that

^<-X-p,H(g)> , ̂ ^^-X-p ^

Let now g€G° be arbitrary .We write g" in the following form

(5 .2 ) g"1 - \ 7T
[ a b e d '

where a€r15 , b€^q' l, c,d€r and furthermore

l a l ^ l b j ^ l c ^ - l d l 2 « -1 .

We now take
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<1> = <t»(x,y,z,a,b,c,d) s ^Q^" "(x,y,z)v > ,

such that e^-^11^'1"^ . m-^ .

A straight forward computation shows that

4> « 2a.x + 2b.y + (d-»-c) + (d-c) ( Ix^+ ly l 2 ^)

A few tedious computations show that

^ = (d-c) ( j x+a ' l 2 + |y+b'|2 + Id-d"2 +

+ 2 Im(a'.x + b ' *y + I d-c I ~ dc) + 2z) .

where a' = (d-c) a and b* = (d-c) b , and therefore

(5.3) |<M2 » |d-c|2 [(|x^a'|2 + ly+b'l2 + |d-c|"2)2 + Iz ' l 2 ] ,

where

z = 2 (z + Im(a'*x •»• b* *y •»• Id-c I dc)) .

We now compute for fixed g€G° and xCr13

I0.g,x) . [ e<-^o•H<9' ln»"c•o-o>)>dn.

'^

As the measure on N we take dyd(2z) (which is normalized differently from dn

in Proposition 3 . 1 ) . Notice that dz' « d(2z) and that dy « d(y-*-b') . Let

u,2 » ( Ix-ca* I2 ^ |d-c|'2) ,uj > 0 .

We find

I(^.x) ^Id-cl-^'^ f |((.2. y 2 ) 2 . z2)^ (A*D)dzdy
' -fl-1 J
r* im(r)

v Id-cr^^u,^2^'^'"2*^1^1"1» (r ) )
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where

Y, = f , f (d+lyl2)2 * Izl2) -^^kzdy .
x Jr^1 J im(p)

(5.4) v /

=I(X,e,o) s consfc(-i(A+p-p^) .

The last equality follows from Proposition 3.1 (iii). From Table 1 we find that

(q+1) dim (3F ) -2 = 2p . Combining ail this we have
1R c

_ , , , i, , - ( A + p ) -2(A+p-p )I (A,g ,x ) = Y, Id-cl (jo c

(5 .5)

. ̂  Id-cl" (1.1(d-c)x.a|2)- ( A + p-pc )

Let now dE-D be expressed in terms of x as u s ^T^) » then we get

^(g) = c(-i(^p-p^)ld-cl^P(^).

(5.6)

•(l.Kd-Ox.al2)-^-^

I x = 0

Theorem 5 . 1 . Let G/H be a nonRiemannian, isotropic semisimple symmetric space.

Let X€^ satisfy Re<X,a» 0 , where a is the shortest root in A . Let

u€D be homogeneous of degre m , and let u expressed in the variables x be
n / ^ \

u = nT") • we have

(u,+m)
^° (b ) = c(- i(X+p-p ) ) (cosht)

A , U t C

.^..Kl^—————c,

Ix « (-sinht, 0,...,0) .

proof: This follows from formula (5.6) taking g = b , which means that

a « (-sht,0,...,0) , b » Of c = 0 and d = cht . °
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WEIGHTED ORBITAL INTEGRALS ON SU2.R)

Rebecca A. Herb

Weighted orbital integrals appear in the adelic version of the Selberg trace formula.
They give tempered, but non-invariant, distributions on the local groups. In this paper the
general notion of Fourier transform for a non-invariant distribution is discussed. In the case
when the local group is SU2.R) the full Fourier transform of the weighted orbital integral is
given. The formula is then interpreted in terms of known properties of weighted orbital
integrals.

f \
Les integrales orbitales a poids figurent dans la formula des traces de Selberg au ens

/ f
global. Us donnent des distributions temperees, mais non invariantes. des groupes locals.
L'objet du ce travail est de donner des formules explicites pour la transformee de Fourier des
integrales orbitales a poids lorsque Ie groupe local est SU2.1R) . II taut d'abord preciser la

f ^
notion de transformee de Fourier d'une distribution non invariante. Enfin on demontre que la

» f f ^
formule verifie les propietes connues des integrales orbitales a poids.
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U Introduction.

The adelic version of the Selberg trace formula for rank one groups involves a variety

of terms which yield interesting tempered distributions on the various local groups, in

particular, on real reductive Lie croups. The calculation of the Fourier transforms of these

distributions is an important aspect of the use of the trace formula in the theory of

automorphic forms.

There are two main types of distributions which must be studied. The Fourier

transforms of the first type. ordinary orbital integrals, were calculated for semisimple Lie

groups of real rank one by Sally and Warner C6 ] , and for groups of arbitrary rank by the

author [5b]. The second, and less understood, type of distributions are the so-called

weighted orbital integrals. For real groups. Arthur computed the Fourier transforms of these

weighted orbital integrals restricted to the space of cusp forms [lb.c3. His methods can be

generalized to include a larger class of functions in the case that the weighting is not as

severe as possible C5a] . Finally, in the real rank one case. Warner has computed the Fourier

transform on K-biinvariant functions for a certain limit of weighted orbital integrals [7].

The results presented in this paper give the complete Fourier transform of the weighted

orbital integral and its associated singular counterpart for the case of SL(2,IR) and represent

joint work with J. Arthur and P. Sally. In ^2 notation and background information are given

and the Fourier inversion formula is stated for regular elements. A sketch of the proof is

given, but details will appear elsewhere. In ^3 the inversion formula is interpreted in terms of

the general properties of weighted orbital integrals proved by Arthur. Also. the Fourier

transform of the associated singular distribution is given.
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f2. The Fourier Inversion Formula.

Let G = SL(2,IR), the group of two-by-two matrice« with real entries and determinant

one. We will need to consider the following subgroups of G :

, cos ^ s in 6 i
K = € t. = f | : 0 < C ^ 2n :} ;l -sin 9 cos 6 J

f et ° 1
A = € ^ = ( 0 ,-t ] : t € R ^ ;

- . 1 0 , . .. -I 0 ^

^ ^oiH o - J 3 1

N = ^ "y = ( ̂  ] : y £ ll ^ ;

r l ° -i
N = ^ ̂  s ( , J : y e R 3

If x € G is decomposed according to the Iwasawa decomposition as x = kna where

k £ K. n € N. and a € A. define v(x) = v(n) = 5 logd-^y2) if n = Uy as above. Then

v is left K and right A-invariant and is the weighting function used to define the weighted

orbital integral which occurs in the Selberg trace formula for SU2.1R). Thus for

f £ C^G) , the weighted orbital integral of f is the function on the Cartan subgroup

H = AjA defined by

(2.1) T^h^) = (e1 - e^l f ftx^x^h^dx, ^ € Ap t - 0 .

Here dx is a suitably normalized G-invariant measure on the quotient space G/A. It will be

useful also to consider the (unweighted) orbital integral or "invariant integral"

(2.2) P^h^» = (c1 - e-1! J nx^h^x-^x. f E C;(G). -x £ A, t N 0

The invariant integral was studied by Harish-Chandra and shown to have the following

properties [ 4a,b.c ].
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(I-l» For fixed h € H' = ^h^ : t € A(. t - 0 3, the distribution

P(h»: f —» <F(h).f> s F^<h), f € C^G». is tempered. That is. it extends continuously to the

Schwartz space C(G).

<I-2) The distributions P(h), h € H'. are invariant. That is. for any f € C<G» and

y € G. define fy E C<G) by f^x) = f(y x y'1). x € G. Then <P(h).f> = <F(h).fy>.

(1-3) For fixed f € C(G). -» € Ap consider the function on R\C03 defined by

t •—» F^(<:t) = F^(<h^). It is an even function and tends to zero as ( f l — «.

Although initially defined only for t N 0 . it extends to a smooth function on all of IR.

(1-4) There is a left and right invariant differential operator z on G so that

^7 PW = Prf̂ h,).

Arthur has established the following properties of the weighted orbital integral which arc

similar to those of the invariant integral [la.b.c.d].

(W-l) For fixed h € H'. the distribution T(h): f —» <T(h».f> = Tr(h» is tempered.

(W-2) The distributions T(h). h E H'. are not invariant. However, they are K-central. That

is. for k € K. <T(h).f> = ̂ (h)̂  for all f € C(G). Further, there is a specific

non-invariant distribution T^h). defined in terms of its Fourier transform, such that

T(h) - Tnj(h) is invariant.

(W-3) For fixed f € C(G). •» € Ap t ^ T^<x:t) = T^^h^l is an even function, tending

to zero at infinity. Although smooth for t ^ 0. it is badly behaved at t = 0. To describe

more exactly its behavior at zero. define S^T(:t» = Tr<Tr:t» •»• logd-c'^P^tl Then

Sr(V:t) is continuous at t = 0 and its first derivative has well-defined one-sided limits at

zero satisfying li" -rr S^v:t) - Hi -rv S^<ir:t) = cftiO where c is a constant. The
t t0 dt I c»0 dt •

singular weighted orbital integral associated to T^tvhJ is defined by
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(2.3) TrW s li« S :̂U.1 t^O r

d2 y(W-4) —y T^:t) s T^<:t) ^ (sinh tF F :̂t) where z it the differential operator on

G appearing in {1-4}.

For f € C"(G), there are two possible definitions of the Fourier transform of f.
^

namely the operator" valued and scalar-valued Fourier transforms. Let G denote the set of

equivalence classes of irreducible unitary representations of G. (We will make no distinction
^ •between an equivalence class and a representation of that class.) For n € G, f € C^(G),

define TT(f) = J f(x)n<x) dx. Then ntf) is a trace class operator on K«. the Hilbert
- G

space of the representation TT. The operator-valued Fourier transform of f is the

operator-valued function on G defined by yf(n) = n<f). The scalar-valued Fourier transform

is the complex-valued function on G given by f(n) = tr n<f».

Now if A is an invariant distribution on G. by the Fourier transform A of A

we mean a "distribution" on G satisfying X(f) = A(f), f E C"(G). A formula describing the

Fourier transform A is a Fourier inversion formula for A(f) . that is an expansion of A(f)

in terms of the distributional characters f —* tr n(f). It typically would have the form

A(f) = [^ tr nif) djn) where d^ is some measure on G. If A is a tempered

distribution, then dj, should be supported on the tempered spectrum of G.

For example, consider the tempered invariant distribution given by the invariant integral

P<h). h € H'. Then the Fourier transform of P(h) is supported on the unitary principal

series of representations induced from the parabolic subgroup P = ArAN. For \ E Ar ,

\ € » . define TT^ = Ind̂  Ce^ei). Then

(2.4) Pf«h^ s S^ x«) f " tr T^'^f) cos Xt d\.
Y E A ^

(See [6] for details.)
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On the other hand, if A is a non-invariant distribution, it is no loncer possible to

expand A(f) in terms of the invariant distributions tr 7T(f). n € G. Thus we must work

with the operator-valued Fourier transform of f and look for a "distribution" on G so that

?A(?f) = A(fl. The Fourier inversion formula in this case would be expected to take the

form A(f) = f^ trfA^(n»7i<f)^d^<7T» where for each TT € G. A^(TT) is an operator on

H_. If A is invariant. AJn) would be scalar so that it pulls outside the trace. Of

course the operator Axtn) and the measure "A^ are not well-defined independently of

each other.

The Fourier transform of T(h). h € H*. is supported on both the unitary principal series

and on G.. the discrete series representations of G.

THEOREM. Let f be a K-finite function in C <G). -» € Aj. t ^ 0. Then

T^h^) = - (e1 - e"1! S^ e^-irh^tr 7T(f)
TT€^

^ S X(-»» f " 0jt» tr n^f) d\
^ J -«

X € A ^

- i S X<-»» f to e^^trn^UX^M^xr^'^fn d\
xe;, J-0

^ TT tr TT^^f).

The first term in the formula is the discrete series contribution computed by Arthur in

E lbe ] For n € 6.1. ^ denotes the character of TT as a function on the regular
u TT

set of G. This term is invariant since it involves only tr n(f).

The remaining three terms correspond to principal series representations The first and

last of these are also invariant. The (scalar-valued) function ^^t} ls tne solution of an

inhomogeneous second order differential equation comin? from (W-4). It is yiven by the

integral formulas
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1 r M 9
^(t) s T sin \(u - jtp cos \u (sinh uP- du. t ^ 0, X ^ 0

A A J |t (
(2.5)

0o(t) s li» ^.(t) s f " (u - |t|Hsinh uF2 du. t N 0.v \-»o A * j t |

The last term is a point mass at the principal series representation corresponding to the trivial

character of Aj and X = 0. Note that the "TT" preceding the trace is the number n w

3.14.

The remaining term is the only non-invariant part of the formula. The induced

representations n^"1 are viewed in the compact realization as acting on a fixed Hilbert

space H^ for all A E ». Then M^A) denotes the operator on H^ which

intertwines n^ with the equivalent representation n^ = IndJiX 9 e^ 9 1»

where P = ArAN. (The normalization of M^(\) will be specified later.) M^(\) denotes

the derivative with respect to \ of this family of operators.

Although the Fourier transforms of orbital integrals can be computed directly for

arbitrary f € C"(G) by using character formulas on G and abelian harmonic analysis, the

non-invahance of the weighted orbital integrals requires a different approach. The Schwartz

function f is specialized to a matrix coefficient of a discrete series representation or a wave

packet corresponding to matrix coefficients of principal series representations. For such an f.

the differential equation and boundary conditions can be used to find an expression for Tr(h).

which is then interpreted in terms of representations.

For example, suppose f is a matrix coefficient of a discrete series representation n.

Then f is an eigenfunction of the differential operator z and Pr = 0 so that the

.2 ^
differential equation (W-4» satisfied by T^ becomes ^—^T^:t) = n~T^-»:t». Here n is

an integer corresponding to the Harrh-Chandra parameter for the discrete series representation

n. Since Tr(x:t» is smooth for t ^ 0. even. and decaying at infinity, there is a constant

cK.f) so that T^f'.t) = c^^e'1^1. Finally S^:t» = T^:t» since F^ = 0 and we

use the formula for the jump of the derivative at 1 = 0 of S^-»:t» given in (W-3) to

conclude that - 2|nlc«:f) = 2fW = 2X^)f<e». Here Xy,W is the character of A^

which takes the value (-I)"4*'1 on the non-trivial element of A^. But by the Plancherel

formula. f(e> = (n(trn<f». Thus r(X:f) s- X^Wtr n(f). But

C^^h^ s fe1 - e^r^^e'11111 so that we have
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T^h^ = - |c1 - e'1| e^<^» tr 7T<n.

This is the formula proved by Arthur. It agrees with the theorem in this situation since.

because of orthogonality, all other terms are zero.

The matrix coefficients of discrete series representations span the space of cusp forms

of G. It remains to check the theorem* for functions in the subspace of the Schwartz space

orthogonal to the cusp forms. This is the space spanned by wave packets corresponding to

principal series representations.

For X € Ay. X € R. n^ = Ind^(X 8 e151 9 1» can be realized on the Hilbert

space H^ = C» € L^Kl : g(k-tf) s X(-tf)g(k) for all ^ E Ay. k € 10. For n € Z.

let co^ be the character of K given by "n^C1 = eine* ^ € K Let z! =

Cn € Z : (d^TO = X(i0 for all < € Ap. For X the trivial character of Ap Z,- is

the set of even integers. For X non-trivial. Z« is the set of odd integers. Then H^

has as basis ^u : n € Z^. We wish to consider matrix coefficients of n^ with

respect to this basis of K^. Because the distribution is K-central. only the diagonal entries

are needed. Thus for n € Z,.. we define E(n:X:x) = <7TX*x<x^<^.<l^>.

Unfortunately. E(n:\» € C{G\. Tn order to get an analogue of a matrix coefficient which

can be plugged into the distribution Tin), it is necessary to form wave packets. Thus for

a E C (IR). the Schwartz space on ft. n € Zy. we define

(2.6) f<x) = f<a:n:x» = f " a<\)E(n:X:x»u^<\»dX.

Here u^(X)d>, is the Plancherel measure corresponding to the representation n^V

Then f € C<G) and has the following properties [4c3.

(P-l) For all k^.k^ € K. x £ G. f(k^ x kg) = u^(k^»f(x».

In particular f(-»x» = XWtlx) for all t € A(. x € G.

(P-2) The matrix of n îf) . with respect to the basis C" : n € Z,.^. has only

one non-zero entry. For n E Z,..
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r 0 if • / n ;
Tt ' (fl0» = Am L (a(X) - a(-X))<^ it n • ••

(P-3) For X' € Xp X' ^ X. n^f) 2 0.

(P-4» Combining (P-2» and (P-3» above.

tr n^'^f)
0 X ' / X ;

a (X ) * a ( - X ) . x ' " X •

(P-5) Since E(n:\» is an eigenf unction of the differential operator z with eigenvalue

p(\) = - \2 . f satisfies <zf)(a:n) = f(pa:n».

For f = f(a:n» we will evaluate T^h). h € H'. As a result of <P-1). since Ay is

central in G. it is clear that T^h^) s XWT^» for ^ E A(. t N 0. Thus it is

enough to study T(t:a:n» = T^). t « 0. Further, because T is an even function of t. it

suffices to compute T<t:a:n». t > 0. The first step is to obtain an asymptotic formula for

T(t:a:n) as t —» -*••.

Writing G/A as KN. using the invariance of f under K implied by (P-1L and a

standard change of variables for N. we write

T<t-a-n» = (e1 - e^l f f- fOinh.ir̂ Mn) dn dk
•'K "N

= je1 - e^l f " fdTyh^y1) 5 logO + y2) dy

= et J " f(nyht) 5 loyn " n ' e'21)"^2) dy

= f " f " a(\»u (X^E^nrX-.nyh^^ogd^l-e-^rV^Xdy.

To evaluate this expression as t — ^ <o we will use Harish-Chandra's asymptotic

formula for the Eisenstein integral [4a1 and the following observations.
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<A-1) As t —» * «. 5 logd -• (1 - e'^^y2) —» 5 logd * y2).

Write H(y) s 5 logd •»• y2) and let h(y) denote the element of A with diagonal

entries (1 <• y2)^2 and I/O + y2)172. Then Hy\ = k(y)h(y>h^h; 1 n(y»h^ where k<y» € R

and n(y) £ N. Note that h^n^y)^ —> 1 as t —»•*•-.

(A-2» As t -» +<o. E<n:X:n\} —» E(n:\:k(y)h<y)h^ = ^<k(y))E<n:X:h(y)h^).

(A-3) As t -» •*••.

,(t^H(y))E<^^^y^^ _ c^}^^ ^ ̂ \^[^H{y}}.

Here c <X) is the c-f unction which is the meromorphic continuation to the real axis of the

analytic function defined for u € C with Im y < 0 by

(2.7) c^n) = J/ ^(My))^-1-1^^ dy.

Combining the above observations, we find that as t —» •*'<o.

T<t:a:n) —» R(t:a:n» =

{ " J " a^ (^c^^We^^^ H(y» dX dy

^ J " J " a(X»^^Xk-ixtc^-\^<k(y))e<-l-ix)H(y) H(y» d\ dy

L

In order to simplify the expression for R(t:a:n» we change the order of integration und note

that f " (*) (k(y))e("'l'tixm<y) H<y) dy = ic^(tX). Of course the integral is not convergent

for real X. so that we must shift the X-integration into the appropriate half-plane in each

term to get convergence of the integral in y. and then shift back In doing this we pick up a

residue at X=0. We also use the fact that for any n € Z^. ^{>) =

c (X)'^ <-xr1 to obtain the formulan n
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(2.8) R(t:a:n) = i f <> (KXK^c^-Xk J-XF1
v -•»

•*• e'^c^X^tXr1:} dX

•»• Zn^OWes^^c^Xtc^xr1).

r - 1 n even
The residue is computed to be ^ (See details in §3.)

L 0 n odd•

The above asymptotic arguments are clearly heuristic only. More precisely what we

actually prove is that

(2.9) T(t:a:n) - R(t:a:n) = 2 f <0 a(X»0(t:X:n» dX

where ^(X:n» is a function of t satisfying li» ^(t:\:n» = 0 uniformly on compacta
to"*--

of X.

By (W-4). T satisfies the differential equation

^—3. T(t:a:n) = T<t:pa:n» •»• (sinh tr^d^n)
dt

= T(t:pa:n» •»• 2(sinh tF2 f o<Xkos Xt dX.
w -•»

Also. R clearly satisfies the differential equation -̂3- R(t:a:n) = R(t:pa:n». Thus 0<X:n»
d t

must satisfy the equation

.2 , ?
(2 1Q» ^y 0(t:\:n) = - \-^(t:X:n) •»• cos \t (sinh tF-.

dt-

But ^.(t» as defined in (2.5» is the unique solution of this equation satisfying

li» 0<(t) = 0. Thus for t > 0.
t-»-f« A

T(t:a:n) = R(t:a:n) + 2 J atX)^(t) dX.
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To interpret this as a Fourier transform of Tf(h^) we note first that ^(t) is an

even function of \ so that

2 J <B a(X)0^(t)dX = J " Ca<X^a(-X)3^(t)dX = f <t tr TT^O^UdX.

Also using a change of variables, we get

A « ,\* • 1 r -2na<0) n even
R<t:a:n) = i f Ca(X^a<-X)] e -At cJ^ctXr'dX - ^

^-» n n L 0 n odd.

The c-functions ^^} QTe tne eigenvalues of the intertwining operators M (X). In fact.

M <X»cj^ = c^(Xko^ for n € Z . But combining this with (P-2) we see that

c^Xk^xr^C^X) -»• a(-X)3 = trCM^lXtM^tXr1^'^)^.

Finally, in the case that n is even, 2a(0) = tr r^ (fl. This gives all the non-zero terms in

the theorem for t > 0.
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OlrervatioM

Recall the list (W-l) - (W-4» of general properties of weighted orbital integrals. While

some were used to derive the formula for T^h^l, f a wave packet, several of these

properties are independent of the proof. It is interesting to check that the formula obtained

does satisfy these conditions. In the course of doing this we will also derive a formula for the

Fourier transform of the singular distribution defined by (2.3). In particular, we will look at:

(1) the genuinely non-invariant part of the distribution:

(2) the behavior of T^h^) as lt| —» - ;

(3) the behavior of T^<h^ as t ̂  0.

As in ^2. let f = f(a:n) be a wave packet corresponding to n E Zy and a €

C<1R». Then the Fourier inversion formula can be written for t ^ 0 as

(3.1) T^h^) = 2X«» f <0 a(X^(t) dX

•»• ixW f a[\\ cos Xt £c^(X»c^<xr1 •»• c^-Xk^-XF^dX

-f Xlir) f a(X» sin X l t l [cJX»c^(Xr1 - c^-Xk^-XF13dX

{ 2yTX( '< )a (0 ) n even
^

0 n odd.

. In order to understand the properties of the Fourier transform, it is necessary to study

the c-functions. Using formulas of Cohn C 2 ]

. namlAli)
(3.2) c ( X » = - ———-————-—————— .

n r•/^X•»•l•* tn>-.. iX^l-n.

Write dp(X) s c^(X)c^xr1. Then differentiating, we find that d^(X) = 5 [^(y^ •

^1^11) . ̂ l̂ lUl) - ^iX^l-n^ ^^ ^ ^ r'(z»r(z)'1. The properties of ^>
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can be found in [3]. Like the gamma function, it has simple poles at z = 0.-1.-2,.... It

also satisfies identities

(^-1) ^z+1) s ^<z) * ^,

(^•2) ^5 •»• z) - ^(5 - z> = TT tan<TTZ».

(^•3) ^(z) - <X-z» = - n cot(TO) - ^.

Thus if n is even. the term ^T—^ contributes a simple pole at X = 0 with

residue -1. The other terms are holomorphic for all X € (R. If n is odd. we find using

(4/-1) that all poles at X = 0 cancel.

In any case, the even combination d <X) •*• ^"^ w1^ ^e ^^-^h^^ tor all X E

(R. Using the identities <^-2) and (^-3) we find that

CdJX) - d , < - X » ] s

|(-n cot«t^) - 1^ ^ TT tan<^» - r, tan^^^") - TT tan(l22L l̂H) 1 .

Using elementary trigonometric identities we find that

(3.3) X[d^(X) - d^<-X)3 = -1 + (-l)""^1 TT? -̂

Note that this shows that dJX) - d(-X) depends only on whether n is even or odd.n n
This means that for X E Ap M^(X»M^(Xr1 - M^(-X»M^(-xr1 is a scalar matrix. Thus

the only genuinely non-invariant part of the distribtuion TrKh^l is the term

T^h^) = i Z xW f t> ^os \t t^{:M'(X)M(X^l^y•x(f)^ dX
X ^ T

This is exactly the distribution defined by Arthur in [Id] and referrftd to in (W-2).
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We now check that ir T(t:a:n» s 0. It it easy to verify using the integral
)t|-»-

formula (2.5) for ^<t» that there is a constant c such that for all t N 0. |^t)(

t 9

^ —— uniformly in X. Thus it is clear that for all a € CW. J a(X^t) dX

—» 0 as |t | —* •.

Since a(\)[d (X) •»• d (-X»3 € L1^), the second term in (3.1) also tends to zero as l t |n n
_» CB. The same holds for the third term if n is odd. However, for n even the pole of

d (\» at \ = 0 causes

lim f " a(X) sin \ |t I 1<UX) - <^(-\)3 dX = -2no<0).
j t j-w »-•

This cancels the fourth term so that in any case If T^-irh^) = 0.

Finally, we look at the behavior of T^\} as t —» 0. As in (W-3) we define

S(t:a:n» = TU:a:n) ^ loga-e^SPd-.a:̂ . We wish to show that S is continuous at t = 0

and that its first derivative has jump 2f(e) at t = 0.

The second and fourth terms in (3.1» are smooth at t s 0. The third is continuous, but

because of the sin \ \ 1 1 term has a jump in its first derivative equal to

2 J " a(X» \ [d^\)-d^.-\»3dX = -2 J^ a(X»d\ •. (-ll^^n J^ .^^^ dX

using (3.3).

To study the first term we combine it with the logn-e'^Ptt:®^ =

2 lotd-e-21) f " o(X» cos \t dX term to obtain 2 J t> o(\) h^(t) d\ where h^(t) =

^.(t» ^ lo»(^-e•2t» cos Xt. Using the differential equation and boundary behavior at infinity

of ^(t». we find that ^7 h^U = - ^h^t» - ̂ ^^ ^ and ^^ h^t) = 0.

Thu.wecanwrite.for t > 0. h^t) = - 4 J; llIL̂ _——lIL̂ L du.
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It is now easy to check that li- h^t) = -4 f 'i" xu du is a convergent
t*0 A Jo e2"- I

, , ... . , . d i ,.» . f" •in X u * . nX c o B h T t X -
integral. and that ̂  ̂ h^(t) = \ J^ ^———du s •inh rr\ - 1 -

Although 0\(t) is even. h^<t) is not because of the logd - e~ ) term. However.

h.<-t) = h^(t) ^ 4t cos Xt. Thus lim h^<t) = li« h^(t) so that h^(t) is continuous
t»0 t A O

at t = 0. Also.

^ h^(-t) = - ̂  hX (u " 4 cos xt ">' 4xt sin >lt to that

li. ̂  h^t) - llm ̂  h^t) = 2 lin. ̂  h^t) * 4 = ̂ ^^^X^ * 2.
t *0 t tO t A O

Combining this with the jump from the third term we find that

ll« ̂  S<t:a:n) - lii" ^F S(t:a:n) = 27T J " \a(X) cogh ̂ ^ ^l)n* d\
t A O t t O ~"

2TT f " \a(X> tanh ̂  d\ n even

2n f <> X a ( X ) coth $̂  d\ n odd.
» -•

This is exactly the Fourier transform of f(e) yiven by the Plancherel theorem.

Finally, the singular weighted orbital integral studied by Arthur in Clb3 is T^-»»

If Sr("»hJ. -» E At. Using the above formulas we can write, for f € C(G».
t-»0

(3.4) T^) = - S Xy,«) tr n<f) - £^ Xl^) J " tr r^^tf) h{\) dX
ne£. X£^T '"d ^'-"1

* £ X < ^ ) f <B tr{:M'(X) M (XF1 ^'^f^ dX ^ n tr n^f)
^ J-. X XXEA

where h<X» = 2 f ll̂  du

^0 1 -e - "
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ssssss, :
Soient G un groupe de Lie réel connexe d'algèbre de Lie Cflf et T une

représentation factorielle normale de G dont le noyau dans C*(G) est égal au

noyau de l'une des représentations irréductibles de G construites par Duflo.

On associe à T une R-orbite S2 dans le dual de ̂  . Dans le cas où la

sous-algèbre ^U ( g ) ( g fe Î2) est niipotente, on montre que T a un caractère

distribution relativement au bicommutant T ( G ) " si et seulement si !i est tem-

pérée.

Dans ce cas, on a une formule de caractère de Kirillov/Ces résultats

généralisent les résultats analogues obtenus dans le cas où G est résoluble et

dans le cas où T est irréductible normale.

ABSTRACT :
Let G be a real connected Lie group, Cû/ i t ' s Lie algebra, T a factor

normal représentation of G such that thé kernel of T in C*(G) is equal to

thé kernel of one of thé irreducible représentations of G constructed by Duflo.

We associate to T a R-orbit îî in thé dual of î̂ . . When thé stabilizer

(û{ ( g ) of g ( g €, îî) in (£f is niipotent, we prove that T bas a distri-

bution character if and oniy if S2 is tenpered, and in this case wc hâve a

Kirillov's character formula. Thèse results généralise thé results obtained in

thé case G solvable and thé case T irreducible normal représentation of G .
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IMTROPOCTIOJI

Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie W ^ W* le dual de OU ,
T une représentation (unitaire) irréductible de G . Kirillov a conjecturé le

résultat suivant : II existe une G-orbite H pour l'action de la représentation

coadjointe de G dans Cûf* , et une fonction P G-invariante, de classe C"

sur Cy et telle que Prs^0) • 1 de telle sorte que l'on ait :

( 1 ) tr T(exp X) • J P - ( X ) ' 1 e1̂ *3̂  d 8 . ( g ) ( T . 1 4 )Sî " —
au voisinage de l'origine dans Çûl .

Cette formule a été démontrée progressivement et sous des hypothèses conve-

nables dans les cas suivants : dans le cas niipotent [Ki] , dans le cas compact
[Ki] ; [Pu.l] . dans le cas résoluble [Pu,23 . [Di,l^ . [Kh.1'3 . dans le cas

réductif [Ro] . dans le cas moyennable [Kh,21] et dans le cas général [Kh,3] .

Dans le chapitre III, on donne un énoncé plus général que celui de [Kh,2]

et [Kh,3] . Plus précisément, soient g une forme linéaire sur UU admissible
et bien polarisable. T € X^Cg) (cet ensemble est défini au $ . III),

T - Ie la représentation associée à ( g . - r ) par M. DUFLO, et tî « G • g .
Supposons î^(g) niipotente (g € Sî) ( T . 1 1 ) et dimd) < + co . Alors l'orbite

îî est tempérée ( T . 1 8 ) si et seulement si T a un caractère distribution, et

dans ce cas, on a la formule suivante au voisinage de l'origine :

( 2 ) tr(T(exp X ) ) • dimd ) J j ( X ) " 1 ĉ *̂  d6^ ( g )

où j est la fonction définie sur ^U par :

^ . (det C8̂ ^ )) h .
adX/2

Dans tKh.ll , suivant une suggestion de L. Pukanszky. on a montré dans le

cas d'un groupe de Lie résoluble connexe, que la formule ( 1 ) reste encore valable
pour une représentation factorielle normale T de G associée à une R-orbite Î2

(comme dans [ P u , 3 ] ) tempérée dans U t * ( T . 1 8 ) .
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Le but du présent travail est de montrer que ce résultat s'étend aux repré-

sentations factorielles normales d'un groupe de Lie connexe quelconque.

Plus précisémenti soit T une représentation factorielle normale de G telle
que ker T • ker T où g est une forme linéaire admissible, bien polarisable

sur <W » T C , X ̂ " ( g ) , et T est la représentation irréductible associée

a ( g » ï ) par DUFLO. Cette représentation est unique à quasi-équivalence près.
On note S2 la R-orbite contenant g . La R-orbite H ne dépend que de T et

elle est appelée la R-orbite associée à T (c f . V . l ) . Sur Î2 , il existe une

mesure de Radon positive G-invariante d6 unique à une constante > 0 près

( c f . 1 1 . 2 ) .
Supposons Wg) niipotentc (g €t2) . Alors la R-orbite S2 est tempérée

si et seulement si la représentation T a un caractère distribution relativement
au bicoœmutant T ( G ) " de T ( G ) . De plus, dans ce cas si t est une trace

(normale fidèle semi-finie) sur T ( G ) " , il existe une normalisation de d6 sur
îî de telle sorte que l'on ait :

( 3 ) tWf)) • J (Vj^f ( g ) d0(g)t2

pour tout f € 5^(V ) ( T . 5 ) , où Vp est un voisinage convenable de 0 dans

(g ( c f . ih. v ) .
Pour prouver ces résultats, on utilise les résultats de Pukanszky [Pu.5]

( c f . LV) sur les représentations factorielles normales et leurs caractères qui

permettent de ramener ce problème au problème analogue (traité dans [ K h , 2 ] ,
[ K h . 3 ] , [Kh,4D pour les représentations irréductibles normales d ' u n groupe de Lie

connexe.
Le résultat précédent généralise le résultat analogue dans le cas résoluble

[Kh.l] . Dans ce dernier cas la condition ^g) niipotente ( g €Sî) est inutile.

par contre dans le cas général si cette condition n'est pas satisfaite les formules

( 1 ) . ( 2 ) . ( 3 ) ne sont pas vraies en général [Kh.2Î.
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Dans le cas ou T est une représentation irréductible normale, la R-orbite

SI est une G-orbite, la mesure dB est proportionnelle à d0 ( T . 1 4 ) , la trace
t est proportionnelle a la trace usuelle, et la formule ( 3 ) n'est autre que la

formule ( 2 ) à la constante près en moins.

Je suis heureux de remercier H. DUFLO pour les multiples remarques et conseils

qui m'ont aidé dans ce travail.

S. 0.- TABLE DES NOTATIONS

On utilise souvent dans ce texte les notations suivantes sans y

faire référence.
T.l.- Si H est un groupe topologique, H désigne la composante connexe de

l'élément neutre.
T. 2.- Soient H un groupe et K un sous-groupe de H , on note [H : K]

l'indice de K dans H .
T. 3.- Soient K un sous-groupe d'un groupe H , TT la représenta-
tion unitaire de K et h € H . On note h • -n la représentation unitaire de

K' « h K h" 1 définie par k' ̂  ̂ ( h " ^ ' h) pour k ' € K' .
T. 4.- On note H l'espace des classes d'équivalence de représentations unitaires

irréductibles de H .
On note î l'espace des classes de quasi-équivalence de représentations

factorielles de H .
On note î l'espace des classes de quasi-équivalence de représentationsnom

factorielles normales de H .
T. 5.- On note X(H) l'espace des fonctions ^ continues sur H à support

compact.
Si H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^ et U est un ouvert

dans H ou dans A . on note ' 3 ( U ) l'espace des fonctions de classe C"

à support compact dans U .
T. 6 . - Si n est une représentation de H , »f € 3C(H) et dUy est une mesure de
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Haar à gauche sur H , on note n(<f>) - \ II(x) <p(x) du^(x) . Si 4 est l'algèbre
de Lie de H , T €. ̂ A) et dx est une mesure de Haar sur A > on note

n ( y ) • J v ( x ) n(exp x) dx .
7

T. 7.- Soient H un groupe localement compact, C*(H) la C*-algèbre de H . H
une représentation unitaire de H , on note encore n la représentation associée

à n sur C*(H) , ker n son noyau dans C*(H) et R(Iî) l'algèbre de Von

Neumann engendrée par n ( C * ( H ) ) (cf [ D i ] ) .
T. 8.- On note Prim(H) l'ensemble des idéaux bilatères primitifs dans C*(H)

(cf [ D i ] ) .
T. 9 . - Soient H un groupe localement compact, du» une mesure de Haar a gauche
sur H , A la fonction module sur H et <p€ SC(H) . On note <p* la fonction

définie par :

^*(h) - A y ( h ) " 1 < f > ( h " 1 ) pour h feH .

Si y € 8C(H) , on note <p * ¥ la fonction définie par :

4) * Y(h ) • J ^f(h) Tdi^h^) du^(h) pour h^ € H .

T. 10.- Soient H un groupe de Lie d'algèbre de Lie A . du^ une mesure
de Haar i gauche sur H et dx une mesure de Haar sur A . On dit que ces deux

mesures se correspondent si

( •adx \
du«(exp x) • det lze-——— ) dx" adx /

T. 11.- Soient H un groupe de Lie d'algèbre de Lie -& , agissant dans un espace
V et v €V fixé. On note H • v l'orbite de v . H ( v ) le stabilisateur de

v dans H . et À ( v ) l'algèbre de Lie de H ( v ) .
T. 12.- Si V est un espace vectoriel sur R ou € , on note V* son dual. Si
W est un sous-espace vectoriel de V . on note W^ l'othogonal de W dans V* .

Si V est réel, on note V l'espace complexifié de V .
T. 13.- Si H est un groupe localement compact, on note X ( H ) le groupe des
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homoœorphismes continus de H dans le tore à une dimension. Si K est un sous-

groupe fermé de H , on note X(H/K) les éléments de X(H) triviaux sur K .

T. 14.- Si H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie À, et î2 une H-orbite dans J?^
o à

pour l'action de la représentation coadjointe de H , on note dg la mesure

canonique sur !î normalisée comme en [Be, p. 18-19-20].

T. 15.- Soient A une algèbre de Lie et h €. -A.* . O n note B. la formev v h

bilinéaire antisymétrique définie par B (X,Y) • h([X,Y'l) pour X et Y € -À .

On note aussi B la forme bilinéaire non dégénérée associée par passage au

quotient par le noyau.

T. 16.- Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie

û^ . D'après le théorème d'Ado, on peut identifier Cy à une sous-algèbre de

l'algèbre de Lie des endomorphismes d'un espace vectoriel réel de dimension finie

de telle sorte que les éléments du plus grand idéal niipotent TS soient niipo-
«ŝ

tents . Soit CQl la plus petite sous-algèbre de Lie algébrique contenant

(̂  . Alors [<^,0y] • C<^ . îJ f3 .On note ? le groupe de Lie connexe et
<\, ^

simplement connexe d'algèbre de Lie CSU • Alors G est fermé dans G et on a

[G', G] - [G, G] (cf CCKI).

T. 17.- Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G , et R une

représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert ^C • On note Ind.,(R)
H

la représentation induite de R. Elle est définie par translations à gauche dans

l'espace des fonctions ^> de G dans ^ mesurables et vérifiant les relations

suivantes :

( i ) ^xy) - 6 ( y ) 5 R(y)" 1 ^)(x) pour x CG et y €. H

( i i ) J 1 < p ( x ) 1 2 dx < ^ •
G / H '

où 6 est le quotient des fonctions modules de G et H (cf par exemple

[Be. chap. V]) .

T. 18.- Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie CC/, W le dual de (Ëf ,
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Çî un sous-espace localement férue muni d'une mesure de Radon positive G-invarian-

te d6 . O n dit que t2 est tempérée s'il existe un nombre M > 0 et une norme

II II sur (ûf* de telle sorte que :

J (1 + l lgl l) '" d6(g) < * «
S2

T. 19.- Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, et m une mesure

de Radon positive sur V . Si lp€^(V) . on définit y sur V* par :

;f>(v) • J ^f>(x) e1^30 dm(x)

La mesure duale m* de m est la mesure de Radon positive sur V* définie par :

»p(0) • J »p(v) dœ*(v)

pour «p € ^(V) .

S. 1.- PRELIMINAIRES

1.1.- Soit G un groupe de Lie algébrique linéaire dans GL(E) où E est un

espace vectoriel réel de dimension finie, et soit û^ son algèbre de Lie. Si e

est un réel > 0 . on note V • { X C <^ ; les valeurs propres x de adX dans E

vérifient 1Im xl < e } . Soit K un sous-groupe algébrique de G d'algèbre de

Lie k .

Lc—r 1 , n existe e > 0 (dépendant de K) tel que :

(X € V et exp X €K) —-^ X €k .

Dé»on«tration s

a) D'après un théorème de Chevalley fcf [Bo]. p. 161 ) . il existe une représentation

rationnelle ^> de G dans un espace vectoriel F de dimension finie sur K .

et un sous-espace D de dimension 1 dans F tel que :

K - (x €.G / »p(x) D - D)

k • { x €<»/ d<p(x) D CD) .
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De plus par la construction de Chevalley de l'espace F , les valeurs propres de

X dans F sont de la forme y " x . + . . . + x . où x , , . . . , x sont les valeursi! ^ 1 P
propres de X dans E . On choisit e "— v m— . Si X e D" , les valeurs•ax p c
propres y de X dans F vérifient lin y | < TT . On va aontrer qu'alors le

lemme 1 est satisfait avec ce voisinage '9' •

b) Soit X C IY tel que exp X € K . On sait que X - X ^ X où X est la

composante semi-simple de X et X est la composante niipotente de X , et en

plus exp X " exp X exp X . exp X € K et exp X € K . (cf [Ch] par exemple).

On a : X €. k . En effet, on a, d'après a ) , ^f>(exp X ) • D • D puisque

exp X € K ; et donc, si d € D , on a (exp X ) • d • Ad ( X ^ 10 . Vu que Xn n n
est niipotent, exp X est unipotent, et par conséquent, on a (exp X ) • d • dn n
pour tout d 6 D . Comme X 6, 1}' , ceci prouve que X € jk ( CBe] , p* 4).

Ce qui précède nous permet de nous ramener au cas où X est semi-simple.

c) Supposons que X est semi-simple, X €. V et exp X é. K .

Comme X est semi-simple, on a F • • F , où F est l'ensemble des

valeurs propres de X deux a deux distinctes. Si À et y sont différentes dans

I , exp À et exp u sont alors des valeurs propres différentes de exp X.

En effet si exp À " exp y , on a Re À • Re u et In» À - In u €.2^ Z* , et

ceci est en contradiction avec X € ̂  . Pour tout X € î. , F est doncC A

l'espace propre de exp X correspondant i exp À . Comme exp X €K , d'après

a) , exp X laisse invariant D , e t donc il existe À € I tel que D CF

On a donc d <f>(X) D CD , et par conséquent d'après a ) , on a X € k . cqfd

1 . 2 . - Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie

^ » ^ ̂ 9 ' V^ l'algèbre dérivée de <€/ . ?ç le plus grand idéal niipotent

dans W , ^& m C^»^] -»• TC , L le sous-groupe analytique de G d'algèbre

de Lie -é . g € ^/* • ^8) le stabilisateur de g dans G , K un sous-

groupe ferré de G tel que C(g) L C K CG(g)L . L'algèbre de Lie k de K est

égale i C^(g) + ̂  .

228



CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES

Pour e > 0 , on note V • (X 6 W ; les valeurs propres x de adX vérifiente »
lin xi < e } .

1i—i 2 : II existe e > 0 tel que :

(X € V et e x p X € K ) — — ^ X 6 k .

De plus on peut choisir e ne dépendant que de gly car G(g ) L ne dépend que de
8|« •
Démonstration :

Utilisant ( T . 1 6 ) , on voit que &̂ est une algèbre de Lie algébrique.

D'après Cch. p. 228]. ad( ^ê ) est une sous-algèbre de Lie algébrique de gA( 0^).

Soit G le groupe adjoint algébrique de G . et soit î l'adhérence algébrique

de AdL dans G . On note ̂  l'algèbre de Lie de G et é̂ l'algèbre de Lie

de Ï . Il est facile de voir qu'on a ê̂ - ad( ^& ) . On note H le groupe

G ( g ) L . C'est un sous-groupe fermé (au sens de Zariski) dans G d'algèbre de Lie

^ • <y(g) +^ .
D'après le lennne 1 , il existe e > 0 tel que la condition (X ê V^ et

exp(ad X) ê H) entraîne ad X €. -̂  . Par hypothèse supposons que X €. V^ et

exp X &K . Il en résulte que exp(ad X) « Ad(exp X) € Ad K . Comme Ad K est

inclus dans H , ce qui précède montre que ad X € -̂ . .

Comme X € W et comme ad(<y ) 0 ( 5y ( g ) -h ̂  ) • ad( Ĉ  ( g ) + Ag ) et

A m ^(g) + S . on a ad X €ad( (^ ( g ) + ̂  ) . Puisque par définition ̂
contient le centre de Cy . o n obtient X € <^(g) + ̂  . ce qui permet de

conclure puisque k • ^(g) + ̂â . ^̂

1.3.- Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, g&(E) l'algèbre

de Lie des endomorphismes de E . et Ĉ  une sous-algèbre de Lie de g t ( E ) . Soit

Ï une sous-algèbre de Lie de CÊf . algébrique dans g t ( E ) et contenant

Coy.^3 .
Soit g € OU* . On pose k - <ig((g) ̂  <5 ( T . 1 1 ) . k - g ] ^ . t " g|^ .
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_3 : L'algèbre de Lie CQf(g) est niipotente si et seulement si l'algèbre

de Lie k(k) est niipotente.

Démonstration :

a) Utilisant l'égalité k_ - ^(g) -»• ^ . il est facile de voir que ^(k) - ^5(&) .

et donc que k(k) • <^(g) + ^(t) .

Il est alors clair que si ^(k) est niipotente. <y(g) est niipotente.

Supposons dans la suite que ^(g) est niipotente, et montrons qu'alors k(k)

est niipotente.

b) Comme Se» est une algèbre de Lie algébrique, -8(Jl) est aussi algébrique.

Alors ^é(A) est égal à r^ + ^ où ^ est le radical unipotetit de ^5(A) et

r est un facteur réductif de ^ (fc) (cf [Mo]).

Comme [r,^&] est inclus dans <S& , il existe un sous-espace supplémentaire

^ de ^& dans (e/ Ie1 q"® Cr, ^1 soit inclus dans ^ . Comme S& contient

[© , m'} , on a [r, p] • {0} . Ceci prouve que r est inclus dans ^&(g) .

et par conséquent îê(jl) • ^S(g) + H .

D'autre part, comme L ̂  . <y ] est inclus dans ^â . C<i^(&), <Çf(A)] est inclus

dans %(g) .

Ces deux dernières remarques montrent que -S&(&) " -%(g) •»- ^ , et de plus S§(g)

et u sont des idéaux dans 'Sê(fc) .

Par hypothèse Cy(g) est niipotente. donc Sê(g) est niipotente. Donc Sê(&)

est niipotente. car elle est somme de deux idéaux niipotents. On a vu dans a) que

k(k) est égale à <^(g) + ^ê(fc) . Utilisant la relation C C^(£). (Çd)] C SiS(g) .

on voit que Wg) et <SS(A) sont des idéaux dans k(k) . On a prouvé plus haut

que .%(£) est niipotente. et par hypothèse îy(g) est niipotente. Par consé-

quent k(k) est somme de deux idéaux niipotents, et donc k(k) est niipotente.

cqfd

1.4.- Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^ . ̂  un idéal dans (ûj . L le

sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie ^o . g €, ̂  * et i ' g[^ .

D'après ([Pu, 6] , p. 10 et p. 30), on a le lemme suivant :
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4 :

a) LO)^ . g . g + (Sê+ ^(t))^ (T.Il, T.12. T.l)

b) Si de plus -SS contient C ̂ U. <9l , on a :

G(&)^ • g • g -»- (^-^yCg))-*- .

S II.- R-ORBITE DAMS <^* .

11.1.- Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie <fl . Soient G' un

revêtement simplement connexe de G , et G le groupe de Lie associé à G' comme

en (T .16) .

Si g est dans <£f* (T.12), l'orbite G • g est égale à G' • g et donc

est incluse dans G • g • De plus l'orbite G • g est localement fermée dans
-V

Oti* , puisque l'algèbre de Lie C4Y de G est algébrique (cf par exemple

[3o. p. 98]).

Comme dans CPu, 3, p. 52l]» on définit une unique relation d'équivalence

R sur (Qf* vérifiant ce qui suit :

1) Deux éléments g. et gy dans C^* sont R-équivalents si g. €. G • g^

où G • g est l'adhérence de G • g- dans G • g .

2) Toute R-orbite Î2 est localement fermée dans fCÂ* de plus, pour tout

g 6. ^ , G • g est dense dans Sî , et on a G • g " tî si et seulement si la

G-orbite G • g est localement fermée dans ^U* •

3) Soit îî une R-orbite. Pour g € Î2 , notons G. la composante neutre

de l'adhérence (pour la topologie ordinaire) de G(g)G' dans G . Alors G. est

indépendant du choix de g dans Î2 , et on a : t2 " G. • g .

11.2.- Le—e 5 -. ([Pu. 33) Soit tî une R-orbite dans VU* . Il existe alors

une mesure d6 sur îî de Radon, positive, non nulle, G-invariante, et unique

à une constante strictement positive près.
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Déaonatration :

a) D'après 11 .1 , SI est localement fermé dans <2Z/* , et SI m G\ 9 8(g €.îî) . La

R-orbite fi est alors homéomorphc à G./ç (g) . Il suffit donc de montrer qu'il

existe une mesure de Radon, positive, G-invariante, non nulle, et unique à une

constante strictement positive près sur G./ç (g) .

b) Soient (fjf l'algèbre de Lie de G et <Û l'algèbre de Lie de S . On a

< i y C ( ^ C ^ . e t C<y. <y3 - [ ̂  . <y^] - [ (^, ûy3 (T.16). Notons ^

l'algèbre de Lie [ (^ , ( & / ' ] . et H le sous-groupe de S d'algèbre de Lie ^ .

Si x est un élément de G.(g) , on a :

det(Ad ^ x) • d e t ( A d ^ x) « det(Ad x)-yi ^ ^
et

det(Ad <^ (g) x) " d € t Ad <y(g) x " det(Ad -^(g) x) •
Par conséquent, pour tout x 6. G.(g) , on a :

det(Ad <yi/ ^(8)'° "let(Ad T ̂ x) •
Vu que B : (X.Y) ^ g( &Î.Y] ) définit sur ^ 1 1 ^(g) une forme bilinéaire

antisymétrique non dégénérée, pour tout x dans G.(g) on a :

det(Ad ̂  ̂ ^ x) - 1 .

Ce qui précède montre qu'alors pour tout x dans G.(g) on a :

det(Ad - ,.,, x) - 1 .
^l/ ^1(8)

Par conséquent, il existe une mesure de Radon positive non nulle G. - invariante

sur G /G (g) unique à un scalaire positif près.

c) Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de prouver que si u est

une mesure G-invariante sur G /G (g) , alors u est une mesure G -invariante.

Remarquons que puisque -A est algébrique, l'orbite H • g est localement fermée
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dans (ttl* (cf [Bo, p. 98]) . Donc le groupe G (g)H , qui est le stabilisateur
o A

de H • g dan« G . est fermé dans G . D'après b), on a pour tout x e G^(g) :

det(Ad^/^ (x) ) - 1 .

En identifiant G^(g)H/G^(g) et H/H(g) . on en déduit qu'il existe une mesure À

sur H/H(g) non nulle et invariante par G^(g)H . Dans ces conditions à la «esure

p (d'après [Be. 11.3.4]) on peut associer une mesure \> sur le groupe

G /G (g)H telle que l'on ait, pour tout <f du - intégrable sur G^/G^g) :

f »p(x) dp(x) - f (J , fW <^(y» dv(x) .
\/G^g) v p 'G^WÛ 'H /HCg) T

La mesure p est invariante par G , par conséquent la «esure v est inva-

riante par l'image de G dans G^/G^(g)H par l'application canonique de G^

dans G^/G^(g)H . Comne G • g est dense dans G^ • g et G^ • g/H est homéo-

morphe à G^(g)H . l'image de G dans G^(g)H est dense dans G^/G^(g)H .

Il résulte de ceci l'invariance de v par G^(g)H . et donc l'invariance de

U par G . ce qui permet de conclure.

11.3.- Supposons de plus G simplement connexe. Soient TC le plus grand idéal

niipotent dans ( ^ . ^ • L ^ . ( y ] + ^ . c t L le sous-groupe analytique

d'algèbre de Lie % dans G .

Soient îî une R-orbite dans (ûf * . g é Sî . k - <Çf(g) +^ . K^ • G(g)^L .

k - g| . & • Sic» * îî - K • k . Notons M le groupe G ( & ) ^ G ^ ( g ) L .
Ijfc 1% KO °

1°) Le groupe M est indépendant du choix de g dans l'image réciproque

dans <»/* de ?• i (et en particulier du choix de g dans t2 ) .

2°) Soit H - G (k) . Alors on a : H - G(&)^ G^(g) .

De plus, on a : M • HK • K^H .

3°) Le groupe M est fermé dans G .
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')é»on«tr«tion s

a) Remarquons tout d'abord que, si g. et g sont dans (ff* et la

restriction de g. à C^*^] "t égale à la restriction de g à L ̂ , V) 1 .
alors on a pour tout x € G? , x • g. - g, • x • g^ - g. . Il en résulte l'égalité

G . ( g . ) • G . ( g ) , ce qui permet de prouver le 1 ° ) du lemme.

b ) D'après le lemme_4, on a : G (Jl)^ • g « g + k̂  ( T . 1 2 ) . On en déduit
l'égalité G . ( k ) * G ( J t ) G - ( g ) . On peut alors conclure pour le 2 ° ) du lemme.

c) L'orbite S2y est égale à L • k (puisque K m G ( g ) L) . Comme

l'algèbre de Lie K est algébrique ( T . 1 6 ) , on en déduit que S2 est localementô
fermée dans k* . Le stabilisateur de Î2 dans G. est alors fermé. Il est égal— KO l
à G , ( k ) K (- M d'après 2 ° ) ) . Ceci montre le 3 ° ) du lemme. cqfd1 o

D'après le lemme précédent le sous-groupe M est fermé dans G . De plus il
contient le sous-groupe L . Le quotient G./M est donc un groupe et de plus il
existe une mesure de Radon positive G -invariante sur G./M , unique à une

constante positive près.

Soient dX et dY des mesures de Haar respectivement sur Cgf et k_ et dç

la mesure de Haar sur ^ ( T . 1 2 ) duale ( T . 1 9 ) de la mesure quotient dX/dY .

On note dB,, la mesure canonique sur S2 ( T . 1 4 ) .
"Ko Ko

Dans ces conditions,.on a le lemme suivant :

11 M) 7 ; Soit dÏ une mesure de Radon, positive, G -invariante sur G / M .

Il existe alors une seule mesure de Radon d6 , positive, G-invariante sur îî

telle qu'on ait pour toute fonction 6 dB-intégrable sur !î '.

\ e ( g ' ) d 6 ( g ' ) - J dîT(x) J dB- ( k • ) J 9 ( x • ( k " + o ) ) d ( : ( o )
îî G , / M îî., "Ko ^

1 K.o

(où k" est un représentant de k ' dans ^ J U * } .
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Démonstration :

La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemmc 5 .1 .5 de [Kh. l]

en remplaçant le groupe ^ de [Kh. l] par G^. On va la rappeler brièvement.

D'après le lemme 4. on a : H • g • g + k^ .On identifie alors H/G^g) et

g + k"- . Soient d^ ̂  et dp^ des mesures de Haar à gauche sur G^(g) et

H respectivement. D'après [Be. II.4.5: . ^H.G^g) est une mesure H-invariante

sur H/G (g) (ceci découle du fait que H opère par translation dans g + k^ ) .

Les deux mesures suivantes \^ et \^ sont invariantes par H :

v : if» ^ J . f ( g + o) dç(cn

v : (? * • * • [ < D ( x » g ) dpu/r ( o ) ^
2 T J H/G^(g) • H/G^g)

Elles sont donc proportionnelles. Pour dpç ̂  fixée, on peut donc choisir dp^

telle que :

J ^ ^ g + o ) dç(o) - J^ ̂  ^ ( x -g ) ^H.G^(g) (;)

pour toutes les fonctions 9 dÇ-intégrables sur g + k

D'après le lenme 5. G^/G^g) possède une mesure G^-invariante. D'après

[Be. 11.4 .63. G^/H possède une mesure G^-invariante. Puisque G^/M possède

une mesure G^-invariante. M/G^g) et M/H possèdent des mesures M-invariantes.

Utilisant M - HK^ • K^H (lemme 6) . on peut identifier M/H et K^/K^k) .

D'autre part on peut identifier K^(k) et ^ . On peut choisir dans ces

conditions une mesure de Haar à gauche d^ sur M telle que dg soit
"o

l-i«age de du^ P«r 1 - i.o»orphi.«. qui identifie M/H et Î2^ . De ce. condi-

tion., .1 du^ (g) e.t la -esure Induite p.r du^ et d^^ .ur M/G^g)

on « l 'égalité tulvante :

',.,,„ """-".«.-.•''•"^Y1'"^"1"*"""
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pour toute fonction Y définie sur M • g et telle que (x w V ( x » g ) ) soit

^M G (g) " intégrable sur M/G (g) (où k" est un représentant de k' dans

(Cf*) . D'après ce qui précède on a une mesure M-invariante du , . surv M,G-(g)

M/G (g) . Par hypothèse, on a une mesure df? sur G./M invariante par G, .

Il existe donc une seule mesure de Haai à gauche du/, sur G, de telle sorte
G! 1

que la mesure dp . v sur G,/G,(g) vérifie la condition suivante :
1 1 ^

(2) ^(g) a(x) ̂ W.^ - ^/M ̂ (g) a(xy) ^.G^)^» dîK;)

pour toute fonction a sur G /G, (g) d\i» „ , N - intégrable. On identifie S2
1 1 G^GiW

et G,/G,(g) , et on note dB l'image de la mesure dp- - / v sur iî . En uti-
i i G^,G^g/

lisant (1 ) et (2), on voit que l'on peut conclure, cqfd

S III.- CARACTERES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES D'PM GROUPE DE LIE

G ùa>. 3] .

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^U . Supposons qu'il existe un

voisinage ouvert V de 0 dans ^ tel que V soit G-invariant, tel que l'ap-

plication X •-»• exp X soit un difféomorphisme de V sur exp(V) et tel que pour

tout X Ê V on ait llm(x)| < "" pour toute valeur propre x de ad(X) .

Remarquons que cette hypothèse est vérifiée en particulier avec

V " (X € C^/Im(x) < TT pour toute valeur propre x de adX) si la composante

neutre du centre de G (T.l) est simplement connexe, et en particulier si Go o

est simplement connexe.

Rappelons que si g € (£^ * , on note G(g) le stabilisateur de g dans

C . <^(g) l'algèbre de Lie de G(g) , Sp ( ( ^ / î ^ (g ) ) le groupe symplectique

associé à la forme bilinéaire induite par g ( T . 1 5 ) , Mp( <^ / C^(g) ) , le groupe

nétaplectique associé à Sp(C^/<^(g) ) si (^/ (^(g) ¥ {0 } et

Mp( C^/ fly(g)) - (î 1) si C^/ ^(g) ^ {0} . G(g)^ l'ensemble des éléments

(x,m) dans G(g) x Mp( CÇ/ <^(g)) tel que l'image de x et l'image de m dans
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Sp( (Bf / (Bf(g)) soient égales. Le groupe G ( g ) ^ est un revêtement à deux

feuillets de G(g) . On note p la projection naturelle de G(g) 1 9 sur G(g) ,

et e l'élément non trivial du noyau de p . On dit que g est admissible s'il

existe un caractère unitaire \ de G(g)^ • p" (G(g) ) de différentielle

igl y., v et tel que x ̂  m " 1 • On note X^(g) (resp X "(g)) l'ensemble

des classes de représentations unitaires (resp. unitaires irréductibles) T de
(S/ ïf/.

G(g)» telles que la restriction de T à G(g) ° soit un multiple de x • 0"

dit que g est bien polarisable s'il existe une polarisation résoluble dans <Ç

(T.12) en g vérifiant la condition de Pukanszky (complexe) (cf. [pu* 2] pour

ces notions).

Au couple (g,ï) où g est admissible et bien polarisable et T € X-(g) ,

M. DUFLO associe une classe de représentations unitaires de G notée T

(cf [Du, 2]). En particulier T € X1"^) si et seulement si T est irréduc-
G g»T

tible.

Pour (g,i) fixé, où g est une forme admissible et bien polarisable et

T 6. X^^g) , on note T • T . O n note Î2 « G • g . dB,. la mesure canonique

sur Î2 (T .14) .

Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

Théorème : Supposons dim T < * • et Cff(g) (T. 1 1 ) niipotente (g €. Î2) .

Alors la représentation T a un caractère distribution si et seulement si

l'orbite îî est tempérée. Dans ce cas, on a l'identité suivante :

(*) tr TCC) - dimd) J (^"^(g) dB.(g)
îî "

pour tout ^ € ^ (V ) (T.5, T.6) . où j est la fonction définie dans l'intro-

duction.

Dé»on«tratioo s

Ce théorème est démontré essentiellement dans [Kh, 3] . En ef fe t dans

[Kh.3] , on démontre que si l'orbite !ï est tempérée et en plus l'orbite Î2 est
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fermée, alors T a un caractère distribution et la formule (*) est vraie. Ce

résultat reste vrai sans l'hypothèse tî fermée. Cette dernière a été posée pour

appliquer le lemme 6 de [Du. 2] à un idéal contenant l'algèbre dérivée.L'hypo-

thèse S2 fermée dans ce lemme est utilisée pour pouvoir déduire, avec les nota-

tions de [Du, 2] . B(f^) • f • f + ̂  . o r cette égalité est toujours vraie

pour un idéal contenant l'algèbre dérivée d'après le lemme 4 du 5 I., et donc le

lemme 6 de [Du, 2] est vrai pour un tel idéal. La même démonstration que [kh, 2]
•

et [Kh, 3] permet alors de conclure que si l'orbite S2 est tempérée alors T

a un caractère distribution et (*) est vraie. Réciproquement, supposons que T a

un caractère distribution. Les mêmes démonstrations que ([Kh, 2] . p. 352) et

([Kh. 3], p. 69) permettent de prouver qu'il existe un voisinage ouvert U de 0

dans (Ûf tel qu'on ait :

J î(g) dB.,(g) < * - et tr T(f j ) - dim(T) J î(g) dB.(g)
Sî " tî "

pour tout V €^(u) . En utilisant le théorème 7.2 de [Di, Mal, on montre

qu'alors :

J^î(g) dB^(g) < -. «

pour tout V ^-rf(<îf) , et donc J 6(g) dB (g) < + » pour tout 6 €. -^ ( (€/*) .
' t2 ** v

D'après le théorème du graphe fermé, l'application (e*-»6( ) est continue de

-4((^*) dans L (Sî. dB,.) . et donc l'application (6 "• J 9(g) dB^(g)) est

une distribution tempérée. D'après ( [Scj, p. 242), l'orbite îî est alors Cempé-

S IV.- REPRESENTATIONS FACTORIELLES NORMALES ET CARACTERES D'UN GROUPE DE LIE G
(d'après L. PUKANSZKT).

-̂s
Soient G un groupe de Lie connexe, G l'espace des classes de quasi-norm

équivalence de représentations factorielles normales de G ( T . 4 ) , Prim(G)

l'espace des idéaux primitifs de la C*-algèbre de G ( T . 8 ) . D'après [Pu. 5] ,
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l'application T w ker T de ? dans Prim(G) est une bijection.notTB

On sait aussi que -? est en bijection canonique avec l'ensemble des

caractères de G définis à une constante multiplicative strictement positive près

(cf &i]).

Supposons de plus G simplement connexe. Soit (Sf l'algèbre de Lie de G .
-V»

Soient C^ une algèbre de Lie algébrique Choisie comme en (T .16) telle que (ûf

soit une sous-algèbre de <€( , [ (̂  , (Sf] m [ W , (Ç] , et 2' le groupe de Lie
"̂  ^

connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie (Qf . Alors G est fermé dans G

et [G, G] « [G', 2] (T.16) . Soient TS le plus grand idéal niipotent dans

(û/, AS. - L^,<^J + TC , N et L les sous-groupes analytiques d'algèbres de

Lie T^6 et ïé respectivement. Alors L est un sous-groupe fermé invariant

connexe de type 1 dans G et dans G ([Pu, 5l). Soit E une G-orbite dans

L . Pukanszky définit un sous-groupe fermé K(E) de G contenant L qui a en

particulier la propriété que tout À C E s'étend en une représentation irréducti-

ble p de K(E) telle que Ind p soit une représentation factorielle de G
K(E)/b

([Pu, 53. p. 86).

Posons F(E) » {p € K(E) / p | €. E} et U " U F(E) . Il existe alors une relation

d'équivalence Z sur U telle que p Z p si et seulement s'il existe E € L/G

telle que p. et p^ € F(E) et p- é G • p (adhérence dans F(E) qui est un

sous-espace localement compact séparé dans K(E)) . Soit P € U , on note

J(p) • kerdnd p) dans Prim(G) (T.7. T.8). L'application p ^ J(p) est surjec-

tive de U dans Prim(G) , et on a J(p,) - J(o~) si et seulement si p^ I: p^ .

Soit J €.Prim(G) . on pose c^(J) - (p 6U / J(p) " J} . C 'es t une Z-orbite

dans U . Soit E "• E(J) la î-orbite dans î associée à cette Z-orbite. Le

sous-groupe K(E) sera noté K(J) . Alors A(J) est un sous-espace localement

compact dans K(J) (c^(J) C. F(J) - F(E)) . De plus <^(J) est invariant sous

l'action de G , et porte une mesure de Radon, positive. G-invariante u unique

à une constante > 0 près ([Pu. 5] , p. 106).

D'après [Pu, 5] , il existe une sous-algèbre B involutive, dense dans C*(G) .
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contenant 3î?(G) (T. 5) et vérifiant ce qui «uit. Si T est une représentation

factorielle normale de G , l'ensemble des opérateurs de la forme T(f)

(f 6 B " - BU C * ( G ) " ) de trace finie engendre l'algèbre de Von Neuoann R(T)

( T . 7 ) . De plus, si t est une trace (normale fidèle semi-finie) sur R(T) et

J - ker T ( T . 7 ) » on peut normaliser la mesure u sur e^(J) de telle sorte

que l'on ait :

t ( T ( f ) ) • J c»(J) ^^IKO)^ d u ( p )

pour tout f € aC(G)- • ^(G)HC*(G^.

$ V.- CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES NORMALES D'DB GROUPE DE LIE

CONHEIE.

Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie Œ/ , g une forme
linéaire sur (&L admissible et bien polarisable. T €. X^Cg) et T ^ la repré-

sentation irréductible associée par M. DUFLO à ( g . î ) ( c f . III) . On note

J - ker T° ( T . 7 ) et T » ^? la classe de quasi-équivalence de représenta-
g»T g*T

tions factoriclles normales associées à J par la bijection de Pukanszky (cf I V ) ,

et t une trace (normale fidèle semi-finie) sur R(T) ( T . 7 ) .

V . l . - R-orbite associée à T

On note îî la R-orbite contenant g dans le dual W * de <y (cf I I ) .

Proposition et Définition : La R-orbite Î2 ne dépend que de T . Plus précisément

si ( g , T ) et ( g * , T ' ) sont deux couples tels que Xs " ^Eo. ^ . ( " T) »
alors g et g ' sont dans la même R-orbite. Cette R-orbite est appelée la

R-orbite associée à T .
On démontrera la proposition plus bas (cf V . 3 ) en même temps que d'autres

résultats nécessaires pour la suite.

V . 2 . - Supposons de plus G simplement connexe. On utilise dans la suite les
notations de IV. On pose E - E ( J ) , K • K ( J ) . F - F ( J ) et wi - cÏ'(j) .

Soient k l'algèbre de Lie de K , et k* le dual de k . On note t la
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restriction de g à Se et k la restriction de g a k . D'âpre» (Qch, 43,

IV. 3.3), on peut associer à T une représentation o CX-^d) et une représen-

tation T., € X^dc) de telle sorte que E • 2' • T1' où T1' est la représen-
^ ^ X » 0 i f0

talion irréductible de L associée à (t,o) , de plus si T^ est la représen-te,T

tation irréductible de K associée à (k, T..) , on a T^ • T1' . e t les
K k,T.. &,o

Li
représentations T et Ind (T ) ont même noyau dans C*(C) (égal à J),g,T ^ k.T^

et donc T est dans eX' . Soient K la composante connexe de l'unité dans

K et F * (p € K ; p I. 6 E) . De la même façon que pour F , on montre que

F est un sous-espace localement compact séparé dans K , et de plus on a :

F • {p € K ; il existe p € F pour lequel pj,, " p } (cf [Pu. 5]).
0 0 0 { K O

0

Posons et* " {p €. K ; il existe p C ̂  tel que pj., • p } .o o o 1 K oo

8 ; Pour tout p ç <7t* » on a : <3l » G • p (l'adhérence de G •

dans F ) .o

Démonstration du le—e 8 :

II est facile de voir que si deux éléments p et p ' de F ont la même

restriction à K , il existe un caractère unitaire n € X(K/K ) ( T . 1 3 ) tel queo o
p' • np • Ceci prouve que l'application p >*• p • p j est une application

. ° o ____
propre de F sur F . Par conséquent V est fermé dans F et (A* " G • p

o «_-̂ «.
. -— „..-,-—.., ^-- ---né dans F et < *̂ " G • po o o o o

puisque v^ est fermé dans F et <^ • G • p . cqfd

9 : Pour tout p € ^ , on a <A • G. • p (où G est le groupe défini— 0 0 0 1 0 1

en I I . l ) .

Démonstration du le—^ 9 s

( 1 ) Rappelons d'abord que, si H est le groupe des points réels d'un groupe

algébrique agissant rationnellement dans l'ensemble X des points réels d'une

variété (ie ( h , x ) "• h • x est un norphisœe de H x X sur X ) , chaque H-orbite

dans X est localement fermée dans X et son bord est réunion d'orbites de

dimension strictement plus petite (cf [ B o ] ) .
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(ii) Soit 0 " G x Z où 1 est l'ensemble des formes linéaires sur k

nulles sur -S . Ce groupe opère dans K . D'après ([Pu, 53 >, F est

égal à 9 • P P01"' tout P € F , et de plus F est homéomorphe à

Q / C L ( p ) . D'après ([Kh. 4j , IV. corollaire), oft en déduit que :

j^
p - T ° où k ' € k* . T," € X^ '^Ck' ) .0 k ' .T." - ^o ^o

KO
De plus, si & ' - k'|çp et o' - T,* , le couple (& ' . o ' ) est conjugué

150 °L(r^

par un élément de G du couple (£, o) .

Si (x,v) € û et T^êX^^Ck ' ) , on définit (x.v) • T^ par

((x.v) T,. XÏ) " X (h) T., (x"1 î x) pour n1 €K(k')^ où x., est la restriction
KO v Ko

du caractère unitaire de K dont la différentielle est égale à iv. Remarquons
o

qu'alors (x.v) • TJ, € X^x.k' + v) . Si de plus (x.v) € ^(k ' ) ,
KO ^o

(x.v) !„ 6 X11"1^') . On notera alors Q(k ' ) , le stabilisateur de T., dans
KQ Ko "̂  v

Q(k ' ) . On déduit de ce qui précède que (̂  (p^) est égal à ^^^T' \ '
Ko

D'après ([Kh, 4]. IV). K est égal à G(g')^L où g' est une forme linéaire

sur Ce/ prolongeant k' . Utilisant le lemme III.8.1. et III.1.3. de [Kh. 4] .

on en déduit le fait que Q< k ' \ . e8t ̂  à ^^o' * et qu€ ^^o' e8t

KO
d'indice fini dans Q(k ' ) . et que [ <^(k') : ^ (k ' )^ est indépendant du choix

de p dans F . Il en résulte que ^(^ " L ^^^o' et

[ C ) ( k ' ) L : ^(p,)] < —— .

(iii) D'après i), l'orbite ? • & ' ( " ? • & ) est localement fermée dans

^* . et par conséquent Q • k' est localement fermée dans k* (c 'es t l'image

réciproque de S • t par l'application k ^ kL^ de k* dans S<*) . L'orbite

Q • k' est alors homéomorphe à <j / ^ ( k ' ) . D'autre part d'après i) l'orbite

G'» k' est localement fermée dans k* . et par conséquent elle est localement

fermée dans Q-• k' . Vu que les S-orbites dans Q • k' ont toutes la même

dimension, on en déduit d'après i) que l'orbite G • k' est fermée dans (̂  • k' .

Il en résulte le fait que le groupe G Q ( k ' ) est fermé dans Q. • D'après ii),
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le groupe S H(pç) est égal à 2 ^<k') . » et il est d'indice fini dans

G <^(k') . Le groupe £ û(p ) e«t ouvert dans S Q.(k') et par conséquent il
^V* M

est fermé dans G Çl(k') . Le groupe G Q(p ) est donc férue dans Q. et par

conséquent 5 Q(p )/ 0 (p ) est fermé dans 9/ Q^P ) • Ceci permet de conlure

que l'orbite Ï • p est fermée dans F . Comme !/k • G • p (d'après le lemme
0 0 0 0

8), et on a : G • p C. G • p CF (pour tout P 6. ^ ) , le fait que G • p
0 0 0 ' 0 0 0

est fermée dans F permet de conclure que v» est inclus dans G • p (pour
0 0 0

tout p € <7t ) .o o

(iv) On pose G' • G G(p ) . D'après ce qui précède, on peut en déduire
v

l'égalité c^ « G' • p (p € <3f ) . On pose t m f \ et p " T °
0 1 0 0 0 ^ ^KodO^ ° ^Ko

la représentation associée à (k, Ty ) . Il est facile de voir que :
•"o

T^0 . ^ et T^ €. ot .
k ,T k , T k,T o

•'•0 •* ^ •'•0

Comme dans iii), on montre que G(p ) • G(k) L et que CG'(k)L : G(p )3 < • » • « .
0 0 0

D'après le leœme 4, ?(k) est égal à G(&) ?(g) . Ceci entraîne l'égalité

?(k)G « £(g)G , et la relation [?(g)G : S(p )Gl < + » . Utilisant G' « G(p )G
o 1 • o

et G" " G(g)G , on en déduit alors [G" : G'] < •*• — . Rappelons que par défini-

tion G. est la composante connexe de l'élément neutre de G" . On peut alors en

déduire que G. est aussi la composante connexe de l'unité dans G' . Utilisant

la connexité de <^C , on peut alors conclure que v^ " G, • p . Ceci termineo • • o 1 o

la démonstration du lemme 9. cqfd

V.3.- Déaonstration de la proposition V.l.

Supposons d'abord que G est simplement connexe.

Soient deux couples (g , î ) et g ' , T ' ) dans X- tels queG

ker T « ker T , , . Connne dans V .2 , on associe à (g , ï ) et ( g ' , T ' ) respec-

tivement deux couples (k, T ) et (k ' , T. ') €. X tels que :

kerCT0 ) - kerCindCT^ )] et kerCT0, ,) « kerCi.ndCT^. . )] .
g » T k, ï^ g ' ^ ' •- k ' . ï ^
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Ceci permet de prouver que T̂  et T^. , sont des éléments de ĉ  . et donc• ^ t T — K , 1 . .KO Ko K K
^ _ et T , , » . sont des éléments correspondants dans wk , où T et

' K O KO ° Ko

T^ sont les restrictions de T^ et T^ respectivement à K (k)^ et

K ( k ' ) - . D'après le lemme 9 . il existe alors un élément x €G tel que
Ko Kg

x • ̂  T " ^'V T* • Q̂ ê à multiplier x par un élément de K , ceci
— » l T» •* » l y 0

"•0 0̂

entraîne l'égalité x • k « k' . Utilisant le lemme 4 , on obtient x • g B g ' ,

quitte à multiplier x par un élément de G ( & )o
Utilisant S2 • G • g ( c f . 1 1 . 1 ) on peut alors conclure que g et g ' sont dans

la même R-orbite S2 , ce qui termine la démonstration de la proposition de V . l ,

dans le cas où G est simplement connexe.

Revenons au cas où G est connexe (mais pas nécessairement simplement

connexe). Soient G ' le revêtement simplement connexe de G , et II la projec-

tion de G* sur G . Soient T et F' les représentations induites sur G ' ( g ) '

et G * ( g ' ) y par T et T* . On a alors T « " T o n ^
g . T g . T

T . -, - T , , o n . 1 1 est facile de voir qu'alors ker Ie. _ . - ker Ie «8 ̂  8 »T g . T ' g . T
G Gpuisque ker T , , m ker Tg * T ' g , T

D'après le cas précédent, on en déduit que g et g ' sont dans la même

R-orbite. çqfd

V.4.- Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie (£f , T une repré-
/»

sentation factorielle normale de G telle que Ker T • ker T où g est une

forme linéaire sur C0 admissible et bien polarisable, T €. XlrT(g) et T

la représentation irréductible de G associée a ( g . - r ) ( c f . III) . Soient t

une trace sur R ( T ) " T ( G ) " ( T . 7 ) . îî la R-orbite associée à T ( c f . V . l ) . d6

une mesure de Radon positive G-invariante sur !î

Théorèae V . 4 . : Supposons ^(g) niipocente (g ê . ^ ) .

Alors la R-orbite !ï est tempérée si et seulement si la représentation T a

un caractère distribution relativement à R ( T ) . Dans ce cas si t est une trace
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fixée, il existe un nombre e > 0 et une normalisation de dfi •ur Q tels que

l'on ait :

( * ) t ( T ( T ) ) - J ( Y j " 1 ) " dB

pour tout Y €.9( V ) ( T . 5 , T.6) où V est le voisinage ouvert de 0 dans

(ût défini en 1 . 2 .

Démonstration du théorème V.4. :

Supposons de plus G simplement connexe. On choisit V - V - de telle

sorte que le leone 1 .2 soit vrai pour V et 2e < v . Dans ce cas l'application

X H- exp X est un difféomorphisme de V sur exp V . A un élément Y ^ 9 ( V ) .

on associe ^€0(exp V ) défini comme suit :

-adX
<f(exp X) - Y(X) (det(1"^ y ))"1 (X € V) .

Soit dX une mesure de Haar sur ûflf . et soit dUç la mesure de Haar à

gauche correspondante (T.10). On a alors T(<p) • T(Y) (T.6) .

On note 2 ( (Bf)"' l'espace des fonctions T € "̂  ( (y ) telles que n (T)

soit un opérateur positif pour toute représentation unitaire continue n de G

(T.6). et on note 9 ( V )" - ^ ( V ) H ? «^^ . Il e«t alors facile de voir

que si T 6. ^ ( V ) ^ , la fonction <p associée à Y est dans

^(exp V )" • ^(exp V ) 0 (^(G)" .

On utilise dans la suite les notations de V.2. D'après Pukanszky (cf. IV).

il existe une mesure de Radon du . positive. G-invariante sur c^ et telle que :

(1) t(T(<p)) - L tr(p(f |^)) d u ( p )
Cw

pour tout ^€.2^ (exp V )

L'application p ^ P^ - pL "t une surjection continue de ^ sur <A

et son noyau est un sous-groupe fermé du groupe compact X(K/K^) (T.13) qu'on

notera X' . On peut identifier <^/X' et ^ . et si on choisit une mesure

de masse totale 1 sur X ' . il existe alors une mesure de Radon dw^ sur dt^
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positive et G-invariante telle que :

(2) L a (p ) du (p ) • f (J a(x p ) dx) d u ( p )
vç ô x

pour toute fonction a sur ^ dp-intégrable.

Utilisant la relation K • G(g) L C K CG(g)L (cf . [Kh. 4l, IV) et le
o o

lemme 2, on voit qu'alors, pour ip659(exp V ) , la restriction ^1^ de (f à K

est à support dans exp(V ) H K " exp(V C\ k) . On a donc pour tout p 6. JT ,

p(«fL ) • p (»f|.. ) . En utilisant (1) et (2) , on trouve :

(3) t ( T ( 4 > ) ) - J^ tr(p^|^) du^)

pour tout ^> € ^(exp V )

Soit p • T ° l'élément de d^ défini en V.2 et V.3 . D'après le
o k.Ty o

"•o
lennne 9, ^ est égal à G • p et il est homéomorphe à ^/^PO^ ' En iden"

tifiant d^ et G,/G,(p ) , on obtient à partir de (3) la relation suivante :
o 1 1 o

(4) t ( T ( ^ > ) - f t r(x . p (fl )) du^(x) .
G l / l ^ o ' 0

Notons M' " G,(p ) . De la même façon que dans la démonstration du lemme
1 o

9. on montre que M' - G,(k) L et G,(k) est d'indice fini dans G (k) . Soit
1 o i o i

M le groupe défini dans le lemne 6. On voit qu'alors [M : M'] < - - , et de plus

il est facile de voir que [M : M'] est indépendant du choix de p^ dans c^ .

Soient dY une mesure de Haar sur k et du» la mesure de Haar à gauche
~ •'o

correspondante sur K (T.10) . Pour x € ? . on note ^x et ^ les fonctions

définies sur G et ^U respectivement par :

^(y) • A ' ^x î^xy x'1) et ^(Y) • A'^x) Y ( x « Y )

où A est définie sur ? par d(x • Z) • A ( x ) dZ pour une mesure de Haar dZ

sur (Ç . Utilisant le fait que <f] est i support dans exp(k F\ V ) et

l'invariance de k et V par ? , on voit qu'alors ^\^ e8t À «"Ppo1"1 dM»

exp(k H V ) et de plus ^L est la fonction associée à ^[v dan8
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j?(V Ok) . D'après (4) on obtient alors la relation suivante :

(5) t W t p ) ) « J tr(p (^l . ) ) du (x)
G / M ' o |k o

Ayant remarqué que [M : M'] < + • , si on munit le groupe M/M* de la

mesure de masse 1 en tout point, on peut associer à du une mesure de Radon d? ,

positive, G-invariante sur G./M et telle que ;

(6) \ 6 (x) du (x) • \ (J 6(x ?) d?) dî'(x)
' G ^ / M ' 0 ' G ^ / M ' M / M *

pour toute fonction 6 du'intégrable sur G-/M* .

Notons Sîy " K • k , d6- la mesure canonique sur fly (T. 14) .Ko o Î2^ Ko

Les mesures de Haar dX et dY respectivement sur ^ et .̂ induisent une

mesure dX/dY sur (^/k: • on note dç la mesure duale de cette mesure sur k^

(T.12, T .19) .

Dans ces conditions, d'après le lemme 7, à la mesure du on peut associer

une mesure de Radon positive et G-invariante d& de telle sorte que :

(7 ) J 6 (g) dB(g ) - J dS'(;) L d(3 ( k * ) J ^ 6 (x . k"-»• o) dç (o )
" ^^ \ KO k

pour toute fonction 6 dfi-intégrable sur tî , où k*' est une forme linéaire

sur (Cf prolongeant k' .

-1 A

Supposons Sî tempérée. L'application (g ^ (Y j ) (g)) est alors

dB-intégrable sur SI et la formule (7) entraîne :

f (y j"1)" dB - J dï(x) J dB^ ( k ' ) J ^(f j'1)" ( x . k " + o) dî;
1 KQ o —

pour tout T €. ̂  ( (̂  ) .

Utilisant (6) et l'égalité précédente, on obtient :

<8) ^ ^ ̂  de - W^ ̂ ^o^ ^ <l\(k') ^^"^c1"1""^ dt(o) •

D'autre part, en utilisant la relation (7) , l'hypothèse îî tempérée montre

247



H. S. KHALGUI

qu'alors l'orbite ft^ est tempérée. D'après le lemme 3 l'hypothèse C^(g)

niipotente entraîne le fait que k(k) est niipotente. Comme on a p • T °
" o k , T y

KO
et dim(T^ ) < •»• a» , d'après les résultats de III, on obtient l'égalité suivante

<w
pour tout x 6 G :

< 9 ) tr(p (^l ) • dim(T ) J (Y^i, j.1)" ( k ' ) d8. ( k ' )
- •— "0 îî.. — ^ ± "YKo ^o

où y e^(v) . (^li, j;1)^ ( k ' ) • J ^(Y) j '^Y) e1^'*^ dY . et
— 2S .K k k.

sh(ad Y/2) ,

V^- (det < ad^/2 )) ( Y € k ) •

Vu que k est un idéal dans C & , o n a : j . * j ] . O n a alors pour

tout x €, G ;

(^IkJ^Ck') • J ̂  j" l)A(k" -»• o) dç(o) .

L'invariance de j sous l'action de G permet alors d'obtenir :

(^Ik j^^k') - J ^ (Y j'^x.k" + o) dç(o) .

La formule (9) s'écrit alors :

(10) tr p (^k) • din(T., ) J d8. ( k ' ) J . (y j '^^x.k" •»• o) dç (o ) .
o - Ko ^ Sî^ ^

Les formules (5) et (10) entraînent la formule suivante pour tout

Y € ^(V)* :

(11) t ( T ( Y ) ) - ; [din(T.. ) J dg ( k ' ) J ^ (T j' l)A (x • k"-Kï) dç(o)]dy (x) .
G ^ / M - KO (2^ "Ko k

Utilisant cette formule et la formule (8) , on en déduit la formule suivan-

te pour tout T e^V)^ :

(12) t ( T ( Y ) ) • dind., ) [M » M'] J (T j'^ dB
^o n

En remarquant que les nombres dirnC-r-. ) et fH : M'j ne dépendent que de
"o

T , on peut alors normaliser d8 sur !ï de telle aorte que l'on ait :
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(13) t (T(Y)) - ; (T j"^ dS (g)
fl

pour tout V € ^(V)" .

De plus vu que le membre de droite de (13) cet fini, l'opérateur T(Y) est

•lors traçable relativement à R(T) pour tout T €-&(V)'*' . et donc T(<p) e«t

alors traçable relativement à R(T) pour tout <f €^(exp V)* .

Soit U • exp V . Il est facile de voir qu'alors pour tout <^€^(U) .

on a 4? * u?* €^(exp V)* . et donc d'après ce qui précède l'opérateur T( ^ )

est de Hilbert-Schmidt relativement à R(T) . D'après la proposition de ([Kh. 2],

p. 361) , T a un caractère distribution relativement à R(T) .

D'autre part. en utilisant le théorème 3.1 de [Di - Ma] . on peut montrer

que toute fonction ^£-&(U) est une combinaison linéaire de fonctions de la

forme 9. * <?* avec 9 € &(U) . Soient Y la fonction dans S P ( V ' ) associée

a ^ (où V est égal à V ) . et Y^ la fonction associée à ^ * <p^ dans

<9(V) . Il est clair que Y € ^(V)^ et que Y est une combinaison linéaire

des Y . . Utilisant la formule (13) on peut alors conclure que (13) est valable

pour tout Y € 8(V) .

Nous avons démontré dans ce qui précède que si la R-orbite tî est tempérée

alors T a un caractère distribution relativement à R(T) et de plus pour une

trace t fixée, on peut normaliser la mesure d6 sur ft de telle sorte que la

formule (*) soit satisfaite pour tout Y € ^ ( V ) .

Réciproquement, supposons que T a un caractère distribution relativement

a R(T) . Soit V un voisinage de 0 dans OJf choisi comme plus haut. Si

Y € -^(V) en utilisant le théorème 3.1 de [Di - Mal . on montre qu'alors Y

est combinaison linéaire de fonctions Y ^ C 3> (V)* . Utilisant la formule (5)

et le fait que T a un caractère distribution on montre qu'alors (5 ) est vraie

pour Y € ^ ( V ) , et qu'alors pour presque tout x . P^21!]^ •^ traçable.

Il existe alors un voisinage V^ de 0 dans k de telle sorte que P^<^) «o^

traçable pour tout Y ^ € ^(k) . D'après les résultats de III. tî^ est alors
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tempérée et pour un voisinage V. de 0 dans k , on a :

tr p^) - di«(ï^) J^ (T^1), de^ .
Ko o

Quitte à changer le voisinage V de 0 dans (&f , il en résulte que

pour x €. G. et T ê -?(V') on a la formule suivante :

tr p^^) • dim(ï^) ^ (^|k ̂ \ ̂  .
KO °

Utilisant la définition de la mesure dç sur k , et le fait que

j " j|^ , on en déduit la formule suivante pour x € G^ et f e ^ Ç V ' ) :

tr p (^Ifc) • di«(T., ) J d6. ( k ' ) J ^(^j'1)'(k" + o) dç(o) .
0 - ^o S!.. "K, kKo •"o

En écrivant cette formule pour f j à la place de ^f . on obtient :

(14) tr p ((^IR) - dim(ï ) J d0 ( k ' ) J î(x • k" + o) dç(o) .
Ko ft^ "^ ^

Soit V" un voisinage de 0 dans <ûf tel qu'on ait pour tout

^ € -&(V") ; T * y* e^ (V ' ) .

Les formules (5) et (14) écrites pour Ce * V*^ entraînent l'égalité

suivante :

(15) t r (T((^T*)j ) ) • J .Ldi°(^ )^ ^Sî ( k t ) J^(<l'* ^^^^+o)d^o^duo(;) •G ^ / M ' Ko Q^ "^ ^

Remarquons que (T * f*^ m l î l2 et donc cette fonction est positive

partout, et par conséquent en utilisant (7) pour 6 • Cr * f*f\^ on trouve la

formule suivante :

J (Y * T*)" d6 - J d:(x) J d6. ( k ' ) J (^*f(x.k'^o) dç (o )
" V" "Ko ^o "

La formule (6) permet alors d'obtenir :

(16) ^ (t*^««e - -p^y J, ̂ ^ ^ ̂  (-•) ̂  (^^x.^o) <H(o)
1 KO 0

Les formules ( 1 5 ) et ( 16 ) montrent qu'alors :
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J (T * ̂ A d8 < ^ •
{2

pour tout 1 € ^(v") .

En utilisant le théorème 3.1 de FDi-Ma], on montre alors que pour tout

y €^(V") J $ dB < + • . Comme dans la remarque et la démonstration de III,
Ï2

on peut alors conclure que la R-orbite f2 est tempérée. Ceci termine la démons-

tration du théorème dans le cas où G est simplement connexe.

Supposons que G est connexe mais pas nécessairement simplement connexe.

Soient G' le revêtement simplement connexe de G , n la projection canonique

de G' sur G , I* • ker II et T' « T o n .

Il est facile de voir que si ^ € ^(G* ) (T. 5). la fonction T (^) définie

par T(»p)(x) • S <^(x -y) est dans X(G) . De plus. tout <f6X(G) est de la

forme T(w ' ) avec <?' € ^JC(G') • On peut alors en déduire que

T(X(G)) « T ' (X(G') ) , et par conséquent que T(C*(G)) • T'(C*(G)) et

R(T) - R(T ' ) (T.7) . Par conséquent la trace t est une trace associée a T et

T' . De plus si ^ € ^ ( V ) et ^ est la fonction associée i T dans <& (exp V)

où exp V C.G' , on a ï(<(>) €L^(exp V) où exp V C G . Dans ces conditions,

on a T'CO • T'(<p) " T(TC*p)) • T(T) (T.6). Utilisant les résultats obtenus dans

le cas simplement connexe, on peut alors conclure, cqfd
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PARAMETRISATTON D'ORBITES DANS LES NAPPES DE DIXMIER
ADMISSIBLES

Hubert RUBENTHALER
I.R.M.A. , 7, rue René Descartes
67084 Strasbourg Cedex, France

Résumé : Nous montrons que dans les algèbres de Lie semi-simples complexes,
certaines nappes de Dixmaer dites admissibles, admettent une section
de leurs orbites qui est un espace affine.
Ceci généralise la section de Kostant des éléments réguliers.

Abstract: We show that in a complex semi-simple Lie algebra, suitable Dixmier
sheets (eo called admissible) admit a section of their orbits which
is an affine space.
Thia is a generalization of Kostant's section of thé regular éléments.
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1 • Sous-algèbres paraboliques et espaces préhomogènes associés»

Soient Q une algèbre de Lie semi-simple complexe, ç une sous-algèbre
de Cartan de ( , R le système de racines de la paire (fl » ç) » t une base de
R fixée une fois pour toutes et 0 une partie de ^ . On désigne par ç

v
1'orthogonal de 6 î

Çg = (X € ç . a(X) = 0 Va € e") .

Dans Ç on distingue l'élément H9 défini par les équations ff(H ) = 0 si
a € 6 et crÎH9) =2 si c r ê f - e .
Pour p € 7L , on pose

d ( e ) = (X € Q . [H® . X] » 2pX-) .

On vérifie trivialement que [ d . ( e ) , d . ( e ) ] C d. . ( e ) , ce qui montre qu'on a
ainsi obtenu une 7L - graduation.
L'espace d ( © ) , que nous noterons désormais An » est une sous-algèbreo o
réductive de Q , qui opère par l'action adjointe dans chacun des d. ( ô ) • Nous
noterons L le sous-groupe connexe du groupe adjoint G de Q correspondant

v
à i • La représentation précédente de A dans chacun des d . ( e ) provient

© w —
évidemment d'une représentation de L dans les d . ( e ) • Ces représentations sont
notées (Aç . < ^ ( e ) ) et (Lç , d ^ ( e ) ) .
On sait (Vinberg) que ces représentations sont préhomogènes, c'est-à-dire que
l'action de L dans d . ( e ) admet une orbite Zariski ouverte» Pour tout ce qui6 i
concerne de tels espaces préhomogènes (qui sont dits de type parabolique) nous
renvoyons à [ 9 ] ou [10] • Posons

^ ' ̂  ̂ ( 6 ) • "^ v-i 'p^ •
Alors p = la + "+ est la sous-algèbre parabolique standard associée à 6 •8 e ' + •»•Son radical niipotent est n et son radical résoluble est r = ç + n •v y y v
L algèbre A- est une sous-algèbre de Lévi de p., •© v
La représentation (A » d ( © ) ) est irréductible si et seulement si la sous-algèbre
p est maximale, c'est-à-dire si et seulement si C a r d ( ^ - 9 ) = 1 (ce résultat6
est classique, voir par exemple [ 9 ] ) •
On sait que les espaces préhomogènes intéressants (ceux qui, par exemple, possèdent
une fonction zêta associée) sont les espaces préhomogènes dits réguliers, ce qui
signifie que le sous-groupe d'isotropie de la grosse orbite est réductif.
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Le critère important de régularité est le suivant :

THÉORÈME 1.1. ([9].[10])
Supposons que Card(^ -ô) s 1 •

Alors l'espace préhomogène (i , d,(ô)) est régulier si et seulement si il existe

X ê d ^ ( e ) e^ Y ê d^(e) tels que (Y . Ve . X) soit un sj^-triplet.

2. Parties admissibles et sous-algèbres associées.

Ce paragraphe constitue un rappel des résultats de l'article [ 1 1 3 auquel nous

renvoyons pour les démonstrations.

Si TT est une partie de ^ nous désignerons par <n> l'ensemble des racines qui

sont combinaison linéaire d'éléments de TT . On pose également <n> =R 0 <n> et

<TT>~ = R~ n <n> » où R'̂  et R~ sont respectivement les racines positives et

négatives. Si Y ê K on désigne par (Y l'espace radiciel usuel correspondant à

y et par H la coracine habituelle.

Nous identifierons toute partie de if à un sous-graphe du graphe de Dynicin de ^ .

Il est alors possible de parler des composantes connexes d'une telle partie. Si

a € ^ - 6 ' nous noterons ^ la composante connexe de e U [cri contenant a •

Soit 6 ^ -M • Soit t = S C.H + S (Y .
0 0 ^ ^ Y Y€<e^>

Soient ^ ^

n - L a7. ̂  = L flv

"a ^V- <eo>+ a ^<^>'"-<Ga>'

On pose d (e ) = d,(e) 0 n^ et on définit l'élément H6 € r C.H par les
1 or 1 Qy " yç_^ Y

or

équations c^H6) « 2 et Y(H9) « 0 lorsque y € 6^ . Il est évident que

d^(e^) » ( X € r^ . [H^.X-l = 2X1 .

Lorsque la sous-algèbre p n'est pas maximale (Card(^ - e) i- 1 ) la

décompo?ition de la représentation (i . d^(e)) s'obtient comme -suit.

PROPOSITION 2.1.

a) 0(^ ) « n~ -t-j^ + n^ est une algèbre de Lie semi-simple de graphe
a a or cr

de Dynkin ^ •

b) P s An •'•n^ est une sous-algèbre parabolique maximale de î(^ ) -
^ -a "cr

c) Soit Q e Q ©...© Q la décomposition de Q en idéaux simples et soit
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R s R.®..<© R la décomposition correspondante de R • Soit 1

l'ensemble des indices i tels que R. n ( ̂  -9 ) = 0 • On a alors

A. = ( C fl.) C ( S A )
e i€I 1 a€t-e "a

(la somme des A n'étant pas directe)»
———————— "cr

d) d (9) = ® d (e ) (somme directe) et chaque d^(e ) est A-stable
oê^-9 a a

et irréductible sous l'action de i (donc a fortiori irréductible———————————————————————— 9^

sous l'action de t ) •
._________———_——____--___ Q

A

e) Les éléments H (aê^-9) forment une base de ^ .
- OT ———'—~~———""'————— ^

Soit (A ,d (ô)) un espace préhomogène de type parabolique dans une
V I

algèbre de Lie semi-simple Q • Nous allons nous intéresser aux parties 6 de

^ telles que pour tout or € ^-9 » l'espace préhomogène (t »d^ (ô )) soit
<y

régulier. Autrement dit, nous considérons les espaces préhomogènes (Ao»d (ô))

dont toutes les composantes irréductibles sont régulières (ce qui n'est pas le

cas en général lorsque (Ag»^^)) est régulier).

Introduisons quelques notations. Soit R l'ensemble des restrictions

non nulles des éléments de R à t • Les éléments de R seront appelés racineso
restreintes. Si or € R nous noterons a sa restriction à Çg . Une racine

restreinte or sera dite non divisible si elle n'est pas de la forme

c - Y ( c 6 2 Z , c > 1 , Y € R ) • Nous désignerons par R ^ l'ensemble des racines

restreintes non divisibles.

Si cr € R . nous poserons a0 s [X € Q . [H.X] = a(H)X V H€ ^ 1 .

De ce fait. si or € ^-Q , on a d^(e ) = 8" .

Au vu du théorème 1 .1 . et de ce qui précède, on est amené à poser la

définition suivante :

DEFINITION 2.2.

Une partie 6 est dite admissible si pour tout or € ^r-9 , il existe

X € î® . X ê ̂  tels que (X _ . H8 . X^) soit un sA^-triplet .
o r - o r -ûf ûr

On remarque immédiatement d'après la définition que e est admissible

si et seulement si pour tout or € t-6 » 9 est admissible dans f

Autrement dit, la classification des parties admissibles se ramène à la classifi-
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cation des parties admissibles telles que Card(f -9)«1 , et cette dernière a été

obtenue dans [10] grâce au théorème 1 .1 .

La table qu'on trouvera plus loin donnera notamment la liste des parties

admissibles dans les algèbres de Lie simples.

Le résultat essentiel est alors le suivant.

THEOREME 2.3. ([1l])

Soit 6 une partie admissible de ^ et soit B la forme de Killing de

Q • Alors : a û— ^M^
a) Pour tous cr,& 6 ^ - 9 les nombres ——3-—E- sont des entiers négatifs

—————— ———————— B^H0)
ou nuls. or a

b) Les éléments X , H9 . X ( a € ^ - 9 ) engendrent dans Q une sous-algèbre
-cr ° cr

Q semi-simple dont 10. est une sous-algèbre de Cartan. Les restrictions des
6 ' 8

éléments de ^ -9 à ^ forment une base du système de racines de (flû^e^

et la base correspondante du système inverse est constituée des éléments H® •

Remarque 2.4.

a) La partie 9 = 0 est toujours admissible. Les espaces fl" sont alors

les espaces radiciels usuels et Q s Q .
0

b) La sous-algèbre Q dépend évidemment du choix des éléments X •
e a

Deux choix distincts conduisent à des sous-algèbres conjuguées par le groupe L •o

c) Désignons par Rç le système de racines de la paire (îg^û) • on P®^
montrer que R- s= R •9 nd

Soit V le groupe de Weyl de R et V le groupe de Veyl de R., • Le lien entrey u
ces deux groupes est donné dans la proposition suivante»

PROPOSITION 2.5.

Soit V = [ v ê w , v . ç ^û"! et soit V l'ensemble des restrictions

des éléments de W à o- • On a V = V .
——————^————————————— o — ^ ————— Q y

Démonstration :

a) V c V .y o

v e v ^
Soit G le sous-groupe connexe de G correspondant à Q . Soit

II existe g ç G- tel que gi s v . Mais alors il est facile de voir que
9 P5û

g stabilise la partie semi-simple £p de i • Soit ç ( ô ) l'orthogonal de h
dans ç (pour la forme de Killing). L'algèbre ç ( ô ) est une sous-algèbre de
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Cartan de A - • Soit ^ = g.ç(9) , c'est encore une sous-algèbre de Cartan de

t1 . Il existe donc g 6 L' (le sous-groupe connexe correspondant a l ' ) telo • u o
que g.g.ç(ô) =ç(9) • D'autre part :

g g. s g. =v cai g agit trivialement sur û^ •
' 1^9 l^e ' e

Finalement, on constate que g g conserve Ç et h , donc 9^9\^ ^ V^ •

b) V c V. .o e
Soit v ê V .En utilisant un élément g ê G tel que g. = v ,o |^

on voit facilement que, si a 6 R . alors v(cr) = a o w~ appartient aussi à R .

Ainsi w est un automorphisme de R , qui envoie R , = R. sur lui-même

(si a € ^ , et si v c r = n ? alors or = n v~ p : impossible ....). Il existe

alors v, 6 V- tel que w,v soit un automorphisme de R,, laissant stable la
l 9 l v

base ^-9 • Soit g € G un élément qui vérifie g, j =v .
1 8 '^6

Comme dans la partie a) de la démonstration, on constate que g,g

stabilise ta et on en déduit qu'il existe g ç L^ tel que g?g-g » non

seulement stabilise ^(9) » mais envoie 8 sur 6 • Mais alors g^g-g stabilise

Ç et envoie ^ sur ^ . Donc g?g,gi = id = 9^9\ = V'^V\Y, •
l ^ Q I9Q 190

Ainsi v. s w~ • D
l^e 1

La table ci-dessous donne la liste complète (sous forme de diagrammes)

des parties admissibles des bases des systèmes de 'racines irréductibles.

A côté de chaque diagramme figure le type de l'algèbre fl^ associée, ce dernier

ayant été calculé cas par cas.
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Table (suite)

2m ̂
1 ) • *1

21 —Î—• *'
3) ®——•——t———•——® Ag

4) <———•——^——•——• G^

5) ®——®——®——®——® Eg

î2E£ ̂

1 ) ®——•——»——•——•——• AI

2)

3)

4)

5)

6)

7)

-®——f——•——•——• A!

^———fi)———.———.———. A,

^————— >1

-———»———@———.———• ^

-———.———.———®———. A,

t T———•———•——0 A^

8) €>——•———1——• ® * B,
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Table (suite)

Type E- (suite)

9) ®——®——»——•——•——• 3g

10) <———•——®——•——®——9 ^

1 1 ) 0———•———9———•——®——® c^

12) ®——®——®——•——®——• ^

1 3) 0——®——®——®——®——® E^

é

IZEÊ ̂  :

1) ®——•———t———•——•——•———• A,

2) < — — — . . . . . . ^

3) ——————p^ • B e ^

4) •———•———»———•——®——•———• ^

5) •——•——»——•——•——®——• ^

6) •———.——»———•——-^———-——® ^

7) ®——<———f———•———•——•——® ®2
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-•——®——® G,

-®-

<S>- ^T -®——®——® F,

®——®——®——®——®——®"

®——®=^=®——® F,
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3. Paramétrisation d'orbites»

De manière générale pour tout sous-ersemble X c Q , on définit 1 •ensemble

des points réguliers de X par

^reg « [x ç X , dim (x S dim ̂  Vy6 X} .

Les notations 9 (resp. ^) désignant le centralisateur de x (resp. y )

dans Q •

On voit alors facilement que pour toute partie 9 de ^ on a

^- ÎHÇ ^.a(H) i 0 V a € f - ô-j .
0 w

DEFINITION 3.1.

.â°tî, P une sous-algèbre parabolique de g , soit ^ le centre d'une

sous-algèbre de Lévi de p • On appelle nappe de Dixmier fermée associée à p

l'ensemble _____

^-C
(la barre indiquant la fermeture pour la topologie de Zarisici) •

On appelle nappe de Dixmier associée à p , 1 * ensemble X. •

Remarque 3•2» :

a) Ces ensembles ont été introduits par Dixmier dans [4] • En fait Dixmier

appelle nappe les ensembles G.̂ ^ • La définition ci-dessus des nappes est due

à Borho et Richardson» On peut démontrer ([8]) , qu'en fait X ne dépend que

de la classe d'association de p (rappelons que par définition deux sous-algèbres

paraboliques p et p' sont associées si leurs sous-algèbres de Lévi sont conju-

guées).
b) Soit n le radical niipotent de p , on a

P
X^ - G.(^+n^). ([6] .[2])

que

c) Désignons par » une sous-algèbre de Lévi de p • On montre ([4])
P

X^9 « [x € X | dim ^ « dim ït> "j

et que X^9 est une composante irréductible de l'ensemble des x € Q tels que
P

dim ̂  - dim te ([2])
P

d) W, Borho et H. Kraft ([2]) ont alors élargi la notion de nappe en

définissant une nappe comme étant une composante irréductible de l'ensemble des

points dont le stabilisateur a une dimension constante» L'étude de ces nappes a
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été faite par V. Borho ([l]) •

Notations 3.3. : Si 6 est une partie de ^ nous noterons X la nappe fermée
' ' " "• w

X • Nous désignerons également par 8. (resp. 71 , resp. (L.) l'ensemble des^ e e e
éléments semi-simples (resp. niipotents, resp. réguliers) de X • Notamment donc

R. s ^reg est la nappe de Dixmier associée à p. .
8 6 o

On remarque facilement que X . s fl . La nappe ft correspondante (les
0 9

éléments réguliers de Q ) a été étudiée par B. Kostant dans un article fondamental

([?]) • On pourra aussi se reporter au compte rendu de R. Godement au Séminaire

Bourbaki ([5]) • II démontre notamment qu'il existe une section des orbites régu-

lières qui est un espace affine C (où A est le rang de fl ) .

Nous allons montrer que dans le cas où 9 est admissible, il existe

toujours une section des orbites de R qui est un espace affine de type C

^ i s dim ^ •

Si V est une variété algébrique sur laquelle agit un groupe F , nous

noterons toujours C[V] l'anneau des fonctions régulières sur V et C[v]

le sous-anneau des fonctions régulières invariantes par r • La question qui se

pose naturellement est de savoir si'les éléments de C[X^] suffisent à séparer

les orbites de R ; cela a été démontré par B. testant pour les orbites régu-

lières de Q • La réponse est en général négative (voir [1] , 6.1. pour un contre-

exemple) •

Soit ? la clôture intégrale de CtXç]0 (le spectre maximal de îç est donc

le normalisé du spectre maximal de CCx-]0) . Pour une partie e quelconque, nous
U

définissons ^ comme au paragraphe précédent. Rappelons l'important théorème
o

suivant dû à V. Borho.

THEOREME 3.4. ' ) ([l] Satz 6.3.)
V

L'honomorphisme de restriction îç - C[ç ] ° est un isomorphisme.

Supposons à présent que 0 soit admissible. Dans ce cas. on a vu

(Prop. 2.5.) que ^ « V . On en déduit que î est un anneau de polynômes

engendré par t e dim o générateurs algébriquement indépendants u ,u?,...,u •

D'après [l] .Théorème 6.5. les fonctions u. sont continues sur X pour la

topologie de Zariski.

Soit X un élément niipotent régulier de ç (c'est-à-dire niipotent

principal dans la terminologie de [7]) «Un tel X est simplement un conjugué

( » ) Le théorème 3.4. est vrai pour les nappes généralisées. Nous ne l'énonçons
ici que pour les nappes de Dixmier.
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par G- de l'élément î X . Soit (Y.H.X) un sA^ - triplet de a. contenant
8 0^-e a 2 e

X X
X et soit ^ le centralisateur de X dans (^ • Posons \)^ s Y •••ta •

v 0 0 o
L'ensemble v est donc un plan affine de dimension égale à celle de t^ • C'est

y
la section de Kostant des éléments réguliers de ^ ([7]) •

v

LEMME 3.5. v. C R .

Démonstration : ̂ / Puisque v, c û- , tout élément de ».. est conjugué à un———————" ' 6 6 ' v
élément de la sous-algèbre de Borel de ^ engendré par ^ et les X (a ç. ^r-e)

' a

Donc tout élément de \> est conjugué à un élément de Ço+n » ainsi v^ c X •y v v y o
Pour démontrer que v. c R- il suffit donc de démontrer que dim (x ^ dim t.,

0 0 w

pour tout x ç v •
0

Soit (23 (j € a) la graduation de Q définie par H •

Soit p = S fl213 • Les propriétés classiques des sjt^ - triplets impliquent que
J^o

Q c p • Nous allons montrer, ce qui est plus général que le lenune, que si z € p ,
v Y+y

alors dim o $ dim A .o
? i 2 i Y YPosons O ^ a s t - O f t • Soit x € Q et écrivons sa décomposition dans la

graduation : x s S x , (x^_ € Q 3) • On a

0 » [Y.x] = î [Y.x^]

et puisque Y 6 0" , ceci implique que [Y,x .] « 0 V j .

Y 2iAinsi 0 » S û et on en déduit que :
J^2 Y H 2i

dim ( e dim î « dim A « I dim a w

v

Filtrons à présent Q en posant

a, . s o21
3 i^J

Donc î . 3 0.^ * 9 = 0. pour j suffisamment petit et g^ « (01 pour j

suffisamment grand»
Soit z C f l « p . O n a adz(^.) C ^ V j . Les fl^ induisent une

filtration sur Q z en posant

(») Cette démonstration est inspirée de celle du lemme 10 de [7] .
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.-.."«n., .

Donc dim (Y+z » S dim ̂ 'z/ y+z

On a une injection

û^2/ -fl23

^ /Y+z '
^+1

définie de la manière suivante : si x = x + ^(j+l î'1'*" est un élément de

^Y+z , alors on associe à sa classe x dans fl^/y+z ltélément ^j de g J

3 ^J+1

Mais x , par définition, commute à Y+z donc 0 s [Y,x] + [z,x] .

d'autre part [z,x] ê Q . et [Y.x] = [Y.x ] mod. fl . Cela implique que
j - w 2j

[Y,x .] s 0 , donc que l'injection ci-dessus est à valeurs dans o w «

Donc dim fl̂  « E dim ^+z/ ̂  ^ 2 dim û23 - dim Aç.

^j+i n

THEOREME 3.6. :
Supposons que 9 soit admissible. Alors v est inclus dans Rg ,

tout élément de R possède un unique conjugué dans v et l'application de«——————»————^— y y

restriction de î ^ ^ est un isomorphisme de ?f sur C[\/ ] •

Démonstration : La première assertion du théorème constitue le lemme précédent.

Considérons le diagramme commu^tatif suivant

?

\ /\ /V.

y ï
9 '

C[^

,C[a,] 9————6——>C[vJ
L»QJ l. QJ

0

où toutes les flèches sont des homomorphismes de restriction. La flèche cr est un

isomorphisme (théorème 3.4.) ainsi que la flèche 8 (c'est l'isonorphisme de

Chevalley), on en déduit que Y est un isomorphisme. La flèche 6 est également

un isomorphisme car v est la section de Kostant des éléments réguliers de gç

([7] théorème 7 , [5] théorème 3) • On en déduit que 6 oy est un isomorphisme

de ï sur C[\^] , ce qui démontre la dernière assertion du théorème.
9 9
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Considérons l'application u : X -. C^ définie-par u(x) =

(u^(x), u^(x).....u (x)) . D'après [1] . théorème 6.5., deux éléments x et y
de R. sont conjugués si et seulement si u(x) s u(y) .

Soit & c ft une orbite, et soit u. (^) la valeur de u. sur 6v i i
(i=1,..., jfc) • D'après Kostant ([7] théorème 7) la restriction de u à v.

a v
induit une bijection de v sur C • II existe donc x ç \i tel que u.(x)su.(^)

v 6 l l

pour tout i • Puisque v C R , on en déduit que x ç & . Ainsi v. rencontreu y o
toutes les orbites régulières» Si x et y sont deux éléments G-conjugués de

v . alors u. (x) = u. (y) V i s 1,...,A et puisque u est une bijection de
- A

\> sur C , on en déduit que x = y •
9

D

Remarque 3.7. : Soit R /„ l'ensemble des orbites de la nappe. Une conséquence

de ce qui vient d'être dit au cours de la démonstration précédente est que l'appli-

cation u définit par passage au quotient une bijection u : R /p "» C . On

peut d'ailleurs montrer de manière élémentaire que u définit également une

bijection u : S^/p — C , où 8./p désigne l'ensemble des orbites semi-simples

de X • En effet u est surjective lorsqu'on la restreint à ^ (c'est le

théorème correspondant de Kostant pour S dans fl. ) , donc u est surjective.0 6
Soient x et y deux éléments de 8« tels que u(x)=u(y) • Quitte à les

conjuguer on peut supposer qu'ils appartiennent à ^ (voir par exemple [8]) ,

mais alors la condition u(x) s u(y) implique qu'il existe v € V tel quey
y s vx . Comme les éléments de V agissant sur û. sont des restrictionsy v
d'automorphismes de G , on a le résultat voulu.

En fait, pour bon nombre de cas, la situation en ce qui concerne les

fonctions invariantes sur X , est meilleure que celle du théorème 3.4. ainsiy
que le prouvent la proposition ci-dessous et son corollaire.

PROPOSITION 3.8. :

1 ) Supposons que 9 soit admissible dans une algèbre simple Q et que

l'une des conditions suivantes soit satisfaite :

i) Q est de type classique,

^u ii) Card ^-9 - 1 •

V ^Alors l'homomorphisme de restriction C[h] - C[i) - ] est surjectif.y

2) La conclusion du 1 ) est fausse en général pour les parties admissibles

dans les algèbres de type exceptionnel.

Démonstration : Pour i) i) nous utiliserons les descriptions explicites des
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polynômes invariants que l*on trouve dans [33 chap. VI § 4 n° 5-9 p. 202-211, et

le fait bien connu que les polynômes symétriques en n variables sont engendrés

par les polynômes u (x ,».»,x ) « S xT t ^ r ^ n •
r ' n i»1 1

Les parties 6 admissibles et les sous-algèbres (o associées sont celles de la

table» Les racines de ^ sont notées cr.f»»a •

type A^ . n s (k+1 )p-1

^ = t(X^X^....X^) . SX^ 0]

or. = X . - X . - i = 1 , ... » n •

e = (c^p . 1 ^ i ^ Y]

^6 as t^i**"'^ » ^2 t ' * e t ^2 ' ""^k+l^'^'^+l^' s; î =0^

où chaque "paquet" de ^. contient p termes.
V 1

Une base de C[ç ] (de type A^) est donnée par les polynômes u^(y^, ••••^^) î

k+1
= S ^r qui sont respectivement les restrictions des polynômes u^(X^,•••,X^) a

^n+l y
= - E X . qui appartiennent à C[^] •

p i»1 1

type ^
^ » ((X^X^....^))

"1 s ^^l -^•••^n-l = ^n-l -xn y "n a8 ̂

e = (a , 1 s. l <s k . (2)c+l)p ^ 2n+1 . pssi) .

^Q = [(lA^f».H^ » ^•••.^g » • • • » tA^» ••••^ » °» • • •»°) )

où chaque "paquet" de ^. contient p termes, la fin étant constituée de n-kp

zéros. Une base des éléments de C[ç ] 9 (la situation est de type B^) est
k 2 r

constituée des éléments û (^..••,^,) « S (lA. ) (1 ^ r ^ k) qui sont les
r • k i-1 x

i ? r v
restrictions des éléments u (X^....,X^) » - £ (X^) qui appartiennent à C[^ ,

Type C^ 1)

ç « ((X^X^—.X^t

or^ .X,-X^....or^ - X^ -X^ . ̂  . 2X^

e « (cr 1 ^ A ^ k , p pair , 2k+1 $ 2n]

^e " t^i^^^i* •••.^» •••,^, o,.,.,o)}
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où chaque "paquet" de ^. contient p termes, la fin étant constituée de n-kp

Vzéros. L* anneau C[^ ] (la situation est de type B ) admet une base constituée
k

par les polynômes û (^» •••»^,.) « S (\k.) l ^ r s k qui sont les restrictions
r ' K i«1 1

i n 5 r y
respectives de polynômes u (X^,...,X^) » - I (X^) qui appartiennent à C[^] •

Type ^ 2)

n = (k-t-1 )p p s 0

9 « fer , 1 ^ A ^ k+1}

^û a B {(^^•••»M'-J » Hgf».p»g » •••'^ic+r'^'^+i^

où chaque "paquet" de ^. contient p termes.
1 ^Une base des invariants de C[^ ] (la situation est de type C^) est donnée

par les polynômes

lc+1 r
u^(n^....^^) • ^ (^) 1^ r^k+1

qui sont les restrictions respectives des polynômes

i lc+1 ? r
u,(^...^)-^ ^)

v
qui appartiennent à C[ç'] •

Type D^ l)

^ a ((X^.-.^^-j

"1 SB X1 -^^'^•^•••^n-l^n-l •^•^•^-1"^ •

e » (or . 1 ^ A s; k . (21c+l)p $ 2n . kp+2 <s n"|

^e * ^i'•••*^i * ••• * ^* ***'^ic * ^ * • • •»^ n

où chaque "paquet" de jjk. contient p termes, la fin étant constituée de n-kp
Vp^

zéros. L'anneau C[^ 3 (la situation est de type B ) admet une base constituée

des polyn&nes
k 2 ru (^.•...^) « S (^,) 1 ^ r s k

r i«1

qui sont les restrictions respectives des polynômes

u .̂...,̂ ) «^ (X^2)'"
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w

qui appartiennent à C[ç] •

Type D^ 2)

n pair , n s (k+1)p , p > 1

9 = ^AP • 1 ^ A ^ ̂ l

^e ÏB t^i*^'^ '^"'•^k ' hc-t.V^k+l^

où chaque "paquet" de (A. contient p termes.

k+1 ^ r ^
_Les polynômes u (y, ,...,?,, ,) = 2 (^.) forment une base de C[ç ] (la

situation est de type C ) et sont les restrictions respectives des polynômes

u ( X . . . . . \ ) = - E (X2)1' appartenant à CC^ .r i n p ̂  i

Pour le type D 3) on a h s h et il n'y a rien à démontrer.
n 9

Nous avons ainsi démontré l'assertion l) dans le cas i).
Y,

Dans le cas ii), Card ^ -e=1 , donc fl est de type A et C[û ] est
U ' u

engendré par l'unique polynôme de degré 2 obtenu à partir de la forme de Killing

de fl. • Mais on sait que la restriction de la forme de Killing B de Q à ^^

est non dégénérée, la restriction du polynôme B(x,x) à ^- engendre donc
V

C[ç ] v . Ainsi 1 ) est démontré.

Pour démontrer 2) considérons le type E- 3) • Les degrés des invariants
Vfondamentaux de C[^] sont 2, 5, 6, 8, 9, 1 2 ([3"] planche V) et puisque

V.
^- est de type A^ , les invariants fondamentaux de C[û.] ont pour degrés 2
6 2 9

et 3. Aucun polynôme homogène de degré 3 ne peut être obtenu "polynomialement"

à partir des degrés précédents.

D

COROLLAIRE 3.9. :
Si 9 est admissible et si l'une des conditions i) ou ii) de la

proposition précédente est remplie, alors l'homomorphisme de restriction :

r ^
C[X ] - C[h ] v est un isomorphisme.

6 0

Démonstration : L'injectivité résulte du fait que X = G.h , la s-TJectivité de
'- v 0

la considération du diagramme commutatif suivant :
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cta]5——Ê——^v

a Y

i G * 'e
^e^——?———^

où toutes les flèches sont des homomorphismes de restriction. Puisque 0 est

surjective (c'est l'isomorphisme de Chevalley) ainsi que y (par hypothèse) ,

6 est surjective.
G

(*}Remarque 3.10. /

a) Revenons à la notion générale de nappe dont nous avons parlé dans la

remarque 3.2. d). Dans une algèbre de Lie réductive Q on appelle orbite origi-

nelle une orbite incluse dans [0,0] et qui est elle-même une nappe au sens de

la remarque citée. Soit p une sous-algèbre parabolique de Q , soit n son

radical niipotent, soit te une sous-algèbre de Lévi de p et soit ^ le

centre de te . Soit ^ une orbite originelle de te • Alors
, p reg p

S^ ^ s. (G(^+b )) est une nappe et toute nappe s'obtient par ce procédé
"p*® P ___

(voir [1]). On a également S = G.(ç •»• 6+n ) •
P*

Désignons par C [ ? " " " ' ] la clôture intégrale de C[ S ] •te »® te »®
P P

D'après Borho les 'norphismes de restriction suivants

G____^rr. ^0
^te ^————^e1

P

cttÇ-;]13———^[v ̂
P

sont des isomorphismes ([l] » Satz 6.3. î Korollar 6.4.) •

V ^La clôture intégrale de C[W n •) s'identifie donc à € [ 0 1 ° .
' 8 6

D'autre part, si (S = [0l on a S <^t s X • Soit alors 6 une partie'admissibletn , [ 0 ( p

qui vérifie l'une des conditions de la proposition 3.8• l) et soit î) une orbite

originelle de A.
v

( » ) Je remercie V. Borho de m'avoir rendu attentif au contenu de cette remarque.
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v
Le corollaire 3.9. implique en conséquence que C[V h ] est intégralement clos,

___ G °
il en est donc de même pour C[S .] •

V^

Le morphisme de restriction
___n V

C [ S ^ ] — — — ^ C [ f i 3 est alors un isoiiorphisme.
AU»® 9

b) W. Borho a conjecturé que les restrictions des éléments de C[S^ ̂
9

à S . sont des fonctions régulières sur S . au sens de la géométrie
V^ ^9'

algébrique ( [ l ] Vermutung 6 . 4 . ) . Une conséquence immédiate du corollaire 3.9 .
et de la remarque a) ci-dessus est que cette conjecture est vraie pour les
nappes considérées.
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ON SOME SERIES OF REPRESENTATIONS RELATED TO SYMMETRIC SPACES.

by

H . Schlichtkrull

In this paper, the series of representations constructed by
M. Flensted-Jensen in [ 3 ] and [ 4 ] are considered. The main results of
[ 8 ] , on lowest K-types and Langlands parameters of the representa-
tions of [ 3 ] in the equal rank case, are generalized to the other
series as well. The representations are identified with subquotients
of parabolically induced representations. The parabolic subgroup we
use, P = MAN, is cuspidal, and moreover, the symmetric space
M/MnH satisfies the equal rank condition. The inducing representa-
tion T ® \; ® 1 of MAN is given by a Flensted-Jensen representa-
tion TT of M , and thus the determination of Langlands parameters
is reduced to Flensted-Jensen representations of M . Further, these
results imply unitarity of the representations under certain condi-
tions (see Theorem 4 ) .

Since the proofs of some of our results are rather straight-
forward generalizations of those of [ 8 ] , we do not give all the de-
tails in these cases, but refer to [ 8 ] in stead.

Our results generalize some results of G . Olafsson [ 5 ] , [ 6 ] (in
fact. Theorem 1 and 3 below were obtained before we received [ 5 ] and
[ 6 ] ) .

The author expresses his gratitude to the organizers of the
conference for the invitation to participate.
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1 . Notation. Let G/H be a semisimple symmetric space with G and
H connected and linear. Let T be the corresponding involution, and
let 6 be a commuting Cartan involution. Denote by 9 = h. ® q and
g = k ® p the corresponding decompositions of the Lie algebra g ,
and let K be the maximal compact subgroup of G with Lie algebra
fe . Let G. denote the analytic subgroup of G with Lie algebra

3 - - f e n ^ + p n q .
Choose a 9-invariant maximal abelian subspace A of q , and

put t = A° n fe . Let A c a * be the set of roots of a. in g^ ,
and choose a positive system A which is 9-compatible, i.e.
a € A'*' and a | . ^ 0 implies 9a € ^ . Put p = p ( A ) =

\ I .(dim ^)a € ̂  .

Let t = 9^ be the centralizer of ^ in g , and let ^
denote the orthocomplement of t in i (w.r.t. the Killing form
of g } . Choose t^ maximal abelian in i C\ k n q , then t = t + t^

is maximal abelian in k H q . Let A^ = A(?^k^), A^ =
{a € A^ I a |^ ^ 0} and A^^ = (a € A^ I a |^ = 0). Put ^-i^
( a € A | 3 e € A ' ( ' : e i . . = a [ ^ } and choose a positive system A^ ̂

for the root system A^ ^ , then A^ = A^^ U A^ is a positive
system for A^ . Define p^ = P(A^) = ^ I ..(dim fe^) a € i<* and
p = p(A'*" - ) similarly. Notice that a c
c f i c» i

p - I .. does not vanish in general, but at least we have:c f i \-^

Lemma 1 . <p ^ , a > = 0 (o/i aZZ a € A^ .

proof; Let a € A ^ , and denote by s^ reflection in a . Then

s (A"*' , ) = A* , and hence the lemma. °a c i \ c i i

For each \ € a°* we define u^ € ?^ by the following

equations:

( 1 ) (u^2p^) |^ = ( ^P) | ^ and (u^2p^ ^ ^ ) | ̂  = 0 .

2. Flensted-Jensen's representations. Let c ^ 0 be the smallest

possible constant such that [ 4 ] Theorem 1 holds, and define
Aca°* to be the set of those \ C a^* satisfying the following

conditions (2 ) and ( 3 ) :
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( 2 ) R e < X , a > > c for all a € A* with a | . = 0

r <}l\fa> + +[ ̂ 7a- € 2Z for an a € ̂
( 3 ) -}

^ U , ( X ) € % for X € t , exp 27riX = e .

For each X € A Flensted-Jensen 14 ) defines a function
4̂  € C (G/H) by an integral formula (for the dual function on the
dual symmetric space G /H ) , and the following properties hold for
these functions:

a) The representation of K generated by 4̂  is finite
dimensional and irreducible. Denoting by 6 , the contragredient of
this representation of K , 6 , is spherical for K/K OH and has
highest weight u , .

(We have not included Condition ( 9 ) of [ 4 ] , since it is redundant
by Lemma 1 ) .

K ODb) 4̂  is a joint eigenfunction for U ( q ) acting on C (G/H)A
from the left. The eigenvalues are determined as follows: There is a

K 0 Kunique homomorphism y : U ( g ) -» U ( a ) such that for u € U ( g ) :

( 4 ) u - y ( u ) € (Znfe)^ U ( 9 ) + U ( f l ) (^ + n ° )

where n = I . 5° . Then u4/, = y ( u ) ( - X - p ) 4 ; . .
C A ' <»• n- Aa6A

Remark. In the sequel we use only properties a) and b) of the func-
tions ^ . If 4̂  can be defined ( e . g . by analytic continuation
in X ) , such that a) and b) still hold for some \ which does
not satisfy ( 2 ) , then our results can be extended to these parameters
as well.

From a) and b) it follows by [ 2 ] Proposition 9 . 1 . 1 0 ( i i i ) that
the K-type u , has multiplicity one in the ^-module generated by

\4^, . Consequently, this module has a unique irreducible quotient T
which contains u^ .

If t is maximal abelian in fe n q , then 4 ; , is the same as
the function defined in [ 3 ] . In this case c = 0 , but ( 2 ) is not
necessary for defining 4/< . In fact ( 2 ) is not serious since one
can prove that then ^ , = 4̂  for all elements s from the Weyl
group of the root system { o € A I o ! . . = 0 ) . The series of ( 9 » K ) -
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modules T is in this case called the fundamental series for the

symmetric space G/H .
If we can choose a. such that t = a , we say that G/H

satisfies the equal rank condition. If furthermore <\,a> > 0 for
all a € A+ , then 4/, is square integrable with respect to invari-
ant measure on G/H , and hence ^ generates a unitary irreducible

G Arepresentation •n of G , whose Harish-Chandra module is T .
This was proved under stronger assumptions on X in [3 ] , and sub-
sequently proved in general by T . Oshima (unpublished, cf.

however [ 1 0 ] and [ 1 3 ] ) .

3. Lowest K-types. Let L = G , then L is connected and has Lie
algebra i . Put n - £ 9°! and n - I g°

' a€A\a|^0 (r 2 a€A ,a|-t=0 (r

and observe that t^ + n is a 9-stable parabolic subalgebra of
g^ . Choose an Iwasawa decomposition ^ = £ n f e ® a ® n « such that

a. n p c A and n~ c Up . Notice that a is T-stable, and
a. n q = a. n p by maximality of a in q so that a = a n p + a n h .
Define pp € a* by pp = ^ Tr ad , then it follows easily that•c <. Ho o* T *
P o l r» = Pi n • Define for each X € a.^ an element v, € a^ byZ' t tn^ >^0^ (r \ 0:

(5 ) ^SanQ = "\o^ and ^lanh = ^'an^ •

Theorem 1 . Assume A € A and

(6 ) < ( ^ P ) ! . , a | . >_ 0 for all a € ^ .

r^zen u^ ie o lowest K-type o/ T , and T /ias no other lowest

K-ti/pcs.

Proof: Let V, denote the spherical representation of L (the
———— A L *
analytic subgroup with Lie algebra i} with parameter \^ € a^ ,

and denote by V\ the representation of L which extends V, with
u. -2p(n.np) ^

the character e on exp it (then V^ is well de-
fined, cf. [ 8 ] Lemma 5.5 and the succeeding remark).

Let \(i^^n., V , , uj be the (g,K)-module induced from V,
(L. I A A A

in the sense of [ 1 1 ] , then one can conclude by comparing actions of
U(g) on u^ that the module T v, contragradient to T , is equiv-

\alent to X(^-«'n., V , , u ^ ) , (c f . [ 8 ] Lemma 5.6 where T has been
interchanged with T v).
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When t = a. Theorem 1 is exactly [ 8 ] Theorem 5 . 4 , and the
general case follows in the same way as there, the only complication
being the analogue of [ 8 ] ( 5 . 1 0 ) , but at that point one can apply
Lemma 1 above, a

4. Definition. The symmetric space G/H is said to satisfy—————————— ^ ^ ————&
Condition D , if the subgroup L = G is compact or, equivalently,
if
( 7 ) rank G/H = rank G/G = rank K/K n H .

Notice that if G/H satisfies Condition D, then rank G =
rank K , so that the discrete series of G is nonempty. In fact,

r^by [ 8 ] Theorem 6 . 1 , TT belongs in this case to the discrete seriesA ^of G whenever < \ , a > > k for all a € A , where k is a certain
nonnegative constant explicitly determined. However, for "smaller**
\ it happens that TT no longer belongs to the discrete series of
G ( c f . [ 8 ] Example 7 . 5 ) , and we do not know in general the Langlands/•»parameter \) of TT in this case.

Examples. 1 GxG/d(G) satisfies Condition D if and only if
rank G = rank K .

2° From the list of [ 1 ] exactly the following spaces with G
classical satisfy Condition D:

S U ( 2 r , q ) / S U ( r , k ) + S U ( r , q - k ) - T , S U ( p , q ) / S 0 ( p , q ) ,
S U ( 2 r , 2 s ) / S p ( r , s ) , SU ( n , n ) / S L ( n , < t ) + 3 R , SO* ( 2 n ) / S 0 ( n , ( £ ) ,
S0*(4n)/SU*(2n)+3R , S O ( 2 r , q ) / S 0 ( r , k ) ^ S O ( r . q - k ) ,
S 0 ( 2 r , 2 s ) / U ( r , s ) ( r and s not both o d d ) , S p ( n , 3 R ) /SL(n, 3R) --3R ,
S p ( 2 r , q ) / S p ( r , k ) ^ S p ( r . q - k ) , S p ( p , q ) / U ( p , q ) .

5 . T as induced representation. Let a. be as defined in Section
3 , let A = exp a. and let P = MAN be a cuspidal parabolic subgroup
of G with A as its split component.

Observe that M is invariant under T , and that t is a
maximal abelian subspace of m n q where m denotes the Lie alge-
bra of M . Moreover, M / ( M H H ) (where subscript e means "identity
component") satisfies Condition D (which is generalized to non-
connected reductive groups in the obvious fashion).
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Let A c i<t* (resp. A c i^*) consist of the roots of t
m mC ^ ^

in m... (resp. in m^ n fe.,) y let A = A n { a l . l a € A ) and^ U ; ^ 4 . 4 , m m -c
A s A n A , and put p^ = i £ ^ (dimm^)a and p^ =
i I . (dim m" fe.)a . "^m

a€A_ c "
* m * mFor A € -t.,, M. € t^ is defined by p, = v ^ p - 2p . By the
4: A 4; O* HI

following lemma we get for \ € a that u ^ j s p ^ j ^ .

Lemma 2 > ^^-^c^ = ^-^mc •

Proof: Suppose & is a weight of It •»• a. in 9... , and assume

& | € ( a . I a € A ' * ' } . The claim is that if & ! ^ * ° then ^\ f
contributes nothing to (p -2p - ) | y . This follows from the fact thatc •<• .
then e& is also a weight and & | ^ € { a | ^ l a € A ^ ) . n

Let A € A . Since the highest weight u^ of ? has multipli-

city one in ^\ f it follows from Lemma 1 that the multiplicity of

the weight ^\\f of t in ^ is also one. Therefore, 6^ contains
a unique irreducible subrepresentation 6, of M n K of highest

weight ^\\f • Assuming

(8) <x\fl a> > ° for a11 a € ^m

it follows from the last paragraph of Section 2 above that A I
M

determines a Flensted-Jensen representation T T ^ of M in the
discrete series of M/(MnH) (here one should also take into account
the possibility that M is not semisimple or not connected. In the
latter case ^M is determined by 6, rather than by \\^ . See

[ 6 ] Section 4 . 8 ) .

L *Theorem 2. Let A € A and assume ( 8 ) . Define v^ € d^ by ( 5 ) .

(i) u^ is a lowest K-type of Ind0^ « v, » 1 ) vhere it occurs

with multiplicity one.

(ii) T is equivalent to the irreducible subquotient of
Indp(7T ® v ^ ® 1 ) containing u^ .

We prove (i) in the next section and (ii) in Section 7.

6. Langlands parameters. For > € A let P0 = M,A^N^ and
p^ s lAA^ be cuspidal parabolic subgroups of G and M,
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respectively, associated to the K-type 5 , , respectively the
M n K-type 6^ by [12].Proposition 5 . 3 . 3 , and let o^ and o^ be
the associated discrete series representations of M^ and M^ ,
( c f . [ 1 2 ] Lemma 6 . 6 . 1 2 ) . Notice that only the associate classes of
C' MP, and P, are uniquely determined.

/'•• M /"' MLemma 3. We can choose P.* and P-> such that P-), c p and P^ =
—^———— M G M GP, n M. Then M^ = M^ and moreover o" = o^ .

The proof is similar to the proof of [ 8 ] Lemma 6 . 5 , and we omit
it.

f MIn particular a^ = a^ ® a.
Assume ( 8 ) and let v° € (a 0)^ and ̂  € (a^)* be the Lang-

lands parameters of T and ̂  , respectively.

proof of Theorem 2 ( i ) : Since by definition ^M is a subquotient
of Ind^M (o^ 0 ^ 0 1 ) , the composition factors of Ind0̂  0 ̂L ® 1 )

\ A A P M M Tare also composition factors of IndpG (o^ e ( v ^ + v ^ ) ® 1 ) using
induction by stages. Theorem 2 ( i ) then follows from Lemma 3 . o

Though Theorem 2 ( i i ) is still to be proved, we observe the
following corollary to this and the preceding proof of Theorem 2 ( i ) :

C' M TCorollary: \̂  = \̂  + \̂  .

Thus the determination of Langlands parameters of Flensted-
Jensen's representations is reduced to the case of symmetric spaces
satisfying Condition D.

For "large" values of A , ^M is itself in the discrete series
M Mof M ( c f . Section 4 ) , so o. = TT^ and thus Theorem 2 ( i i ) implies;

Theorem 3. There is a constant c- ^ 0 such that if A C A and

(9) < A l y , a ly-> > c- for alt a € A uith a |^ » 0

then P , ^M, ^ and U-» constitute a set of Langtands parameters
\ \ M Ifor T ( i . e . T " J., ( P , ^ , ^ , u ^ ) in the notation of [ 8 ] Section

3) .
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Since we need Theorem 3 in our proof of Theorem 2 (ii), we
indicate how to prove the former without reference to the latter.

Proof: The proof follows that of [8] Lemma 6.7 with only minor
modifications (see also [ 1 1 ] , proof of Proposition 4 . 1 3 ) . In short,
since T^ ^ X(^ + n^ , V,, p^) , (cf . the proof of Theorem 1 ) , the
a-parameters of T and V, in the Langlands classification
coincide when y, is sufficiently "large", which is ensured by ( 9 ) .
V, however, has the same a-parameter as V, , and since V, is

spherical this is -v. . °

Remark. In particular. Theorems 1 and 3 generalize the results of
[8 ] to the fundamental series for G/H. For these representations,
the results have been obtained independently by G. Olafsson [ 6 ] ,
where they are also generalized to arbitrary real reductive linear
groups (in the sense of [ 1 2 ] p. 1 ) .

7. Proof of Theorem 2 (ii). From Theorem 3 the statement of Theorem
2 (ii) immediately follows for sufficiently large values of X . We
will now prove Theorem 2 (ii) in general by explicit construction of

r* M T
a C^-vector for the induced representation Indp(T^ 6 \^ ® 1 ) ,
generating a subrepresentation which contains T as a quotient.

Consider the K-type 6^ of highest weight u^. Let U^ be a
representation space for (̂  , and assume that 6,^ is unitary on

U . Let u/s and u, in U, be a K n H-fixed vector and a vector
1 0 A A

of weight u^ respectively, normalized to (u^.u^) = 1 .
Define Cp € a* by Cp = ^ Tr ad^ . Guided by [ 3 ] Eq. ( 3 . 1 8 )

we attempt a definition of a function 4)^ on G for X € A :

< \ " H^1 !^ <-v-L-Cp,loga>
(10) ^(kxhan)= J (^ (kl)u, ,u )€'"""Hlx ^ c L L e

A (MflKflH)
for k C K, x € (MnGp)^ , h € (MFtH)^ , a € A and n € N.
The term Htx" 1 ! ) appearing in ( 1 0 ) is defined using the Iwasawa
projection corresponding to A* of the dual group G - see [ 3 ] or

[ 4 ] .

Proposition 1 . EC . ( 1 0 ) dcf-^r-^e a nonzero C^-fun.-'ticn 4)^ en G
uhzch is Y.-fin'ite cf the : rrcj^r*:'; .' e t y p t - . . Vhcn ( 8 ) h c l a p :^
function m - » ip, (gm) en M ^:cn3S tc L^M^MflH) ) fcr cacn

Mg € G, and zs in the re? re sent a-:-ion Bpaa cf ^.
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Proof: For connected semisimple M it follows from [9] Example 3.5
that the formula

<-X-p ,H(x'''l)>
( 1 1 ) ^(kxh) = ;^^^(kl)u,e dl

for k € M n K, x € (MUG^) and h € (MHH) , gives a well defined
IL -valued C°°-function on M satisfying 4', (km) = 6 ^ ( k ) 4 , ( m ) for
k € M n K, m € M . Moreover, when (8) holds the function
m - » (^ (m) ,UQ) is in L^M/tMnH)^) and generates ^M .

The preceding remarks are easily generalized to the general
nonconnected reductive M.

From ( 1 1 ) we have that ( 1 0 ) is equivalent to*
<-\^-o , log a>

( 1 2 ) 4>^(kman) = ( 6^(k) ̂  (m) , UQ) e '

for k € K, m € M, a € A and n € N. From this Proposition 1
follows.

Q

From Proposition 1 we see that we may regard (p, as a C -vector
for Ind^TT^ (0 \^ ® 1 ) . Since <p^ is K-finite of type \i\ which
has multiplicity one, 4^ is a joint eigenvector for \ J ( g )

v
Proposition 2. The eigenvalues for \ J { g ) of (p^ and ^ - . are
equat.

v
Proof; Let u € 0(5) . We will first prove the existence of an
element u- € U(a ) such that w. = u - ( ^ ) u ) ^ for all X € A .

By symmetrization we identify the symmetric algebra S( fe -» -m) with
a subspace of U(g ) . Since g = n 9 a. 9 (m- t - fe) we can determine
elements v. ,. . . ,v in U(a) and w. , . . . ,w in S(k - * -m) such that
u - 1^. v . w . € nU(g) (cf. [ 2 ] 2 . 4 . 1 4 ) , and since a and m n fe
commute we may assume that w, is centralized by m n k. ( i = 1 , . . . , p ) .

Put 4^f(g) = 4), (yg) for y,g € G, then since u € U (g ) we
vhave that (u^) <Y9) = (u^p-) (g) for y € K. Using the decomposition

G s KM AN we may take g = man, m € M , a € A , n € N . Since
<p, is invariant under N and homogeneous under A from the right
we get
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p T w <-v,-p ,loga>
( 1 3 ) (mp^Hyman) = 1^ v^(-\^-pp) (w^pj[) (m) e A •

To prove our claim that uy>, = u, (X)<p, for some u- € U(a°) it is
f\u

then clearly enough to prove that for each w € S(m+fe) there
exists WQ € \3U) such that

( 1 4 ) (wp^) (m) = W Q ( X |^)4^(m)

for all A € A and m € M , y € K .

Let w € S^+fe)^ and write w = £? a. 0 b. where
a_ € S(mnp) and b_ € S ( f e ) , according to the identification
S(m+fe) as S(mnp) e S ( f e ) . Denote by v -* v' the principal

antiautomorphism of U ( ^ ) . From ( 1 2 ) we then get for m € M that:

(wp^) (m) =^,i ( < S ^ ( y ) < 5 ^ ( b j ) (a^^) (m) , u^) .

Let M denote the group dual to M by Flensted-Jensen's duality.
<-A-p ,H(x)>

Put f ( x ) = e • for x € M , and write m = kxh where
k € ( M H K ) ^ , x € ( M n G Q ) g and h € (MnH) , then ( 1 1 ) gives that

^(m) = ^(MOKnH)^ ^(kDu.ftx^Ddl

and therefore it follows that

^j^^ = ^(MnKHH)^ ^^Du^AdtkD-^^fHx^Ddl

where [Ad(kl)~ a.], denotes Ad(kl)~ a. acting as a left invariant
differential operator on (^(M0) (cf. [9 ] Eq.'s (2 .3 ) and ( 4 . 6 ) ) .

Now we get

Z^1 6,(l^»(a^)(m)

= ^(MnKOH)^ ^X ( k l ) { r^1 ^(AdfkD-^^dAdlkD-^^fXx-hndl

- ^(MnKnH)^ ̂ ^^ ^(bj)u,(a^f)(x-1 l )}dl

since w = la. © b_ commutes with kl.
Using the decompositions

^ = T(m-nn°) 9 m^ e t^ e (m^nn0)
and

^ = ^,1 e ^^^ e ^ e T ( M c , 1 )
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where n . = I fe° , we can define a map n; S(m*fe)^ -» u(t)
cr ttCZ* c

uniquely by '

w-n(w) € (n^ ^+Infe^)S(m-»-fe) + S(w+fe) (m^np^m^nn^p^) .

Using Lemma 1 one can see that 6.(x)u, = 0 for X € n . +
Z n f e ^ . Since also X ̂ f = 0 for X € m^ + m^ n n° , it follows
then that

(wp^) (m) = n(w) (P^l^)^(m)

as claimed in ( 1 4 ) .

To finish the proof of Proposition 2 we prove that u - ( A ) =
O* vy(u) (-X-p) for all X € a-. . Since <p, generates the K-type u^

r' M T
in Indp(TT^ ® ^i ® 1 ) this follows immediately from Theorem 3 when
(9) holds. Since u- and y(u) are polynomials in X the assertion
holds for all X .

Theorem 2 (ii) follows immediately from Proposition 2.

Remark. It would be interesting if one could construct a G-horoomor-
phism from the space

<-v,-pp,log a>
{f € C (G) I f(gman) = f ( g )e *

Vm € (MTIH) , a € A, n € N , g € G)

to C^G/H) , taking 4), to 4^ . In the special case of o = 0,
4/, is the spherical function, P is a minimal parabolic and <?„ is
the function g -* e ' - , and thus the homomorphism searched
for is the Poisson transformation. In general the work of Oshima (cf .
[ 7 ] ) can probably be used to construct such a homomorphism.

8. Unitarity. Let X c A and consider the following condition on X

( 1 5 ) <^ '^ "l^ > ° for an a € ^ with a| Q = 0 .
a Op

Theorem 4 . Assume ( 1 5 ) , and moreover that X is purely imaginary
on a. n p. Then T is unitarizable.
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Proof: Choose a parabolic subgroup ? = MAN with Langlands decompo-
sition as indicated, such that HA = G0' np and P c P. Then 'a is
T-invariant, and 3 n Q = a O p since S centralizes a° and a°
is maximal in q. H is invariant under T and t is a maximal
abelian subspace of 'm n q, and thus M/(MnH) satisfies equal rank.
By ( 1 5 ) A * determines a representation TT" in the discrete series
of H/(HnH)^.

Observe that a = (an??) ® S. Put 7 = ^ n ?f, 7?n = Un n 7 and
?, = ^ Tr ad~ € (an??)*. It is then easily seen that
~ i % M M T
PP = PpLn^ • Therefore TT is a subquotient of Ind,~(7T,«\^| /,~®1)•C •C CUlm A i-HM A A a i lW
by Theorem 2, and using induction by stages and Theorem 2 once more
we get that T^ is a subquotient of Ind^Tî  6 v1',- « 1 ) .

F A » A 10

Now 'd = 2F n <i ® a Up and p« j~ , = 0, therefore ^L\~ is
purely imaginary by ( 5 ) , and the theorem follows. D

Remark. Theorem 4 was proved for the fundamental series for large
values of A by Olafsson ( [ 5 ] ) .
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Introduction.
Let 5̂  be a semi-simple Lie algebra over R. Let 0:q ->• g be a Cartan invo-

lution of â  and let k̂  « {X € ĝ  | 6x = x } . Let 5 (resp. k) denote the complexi-
fication of ĝ  (resp. ] ^ ) . Then a (5, k) - module, M , is said to be holomorphic
if there is a 9-stable Borel subalgebra, b, such that M is in the Bernstein-
Gelfand-Gelfand category 0 for b. It is not hard to show that if there exists an
infinite dimensional holomorphic (5,k)-module, then g contains a 6-stable simple
ideal 5, such that ( g , k C\ 9 * ) is a symmetric pair of Hermitian type.

The purpose of this article is to give a description of the Jacquet module of
an irreducible holomorphic representation. No doubt many of the results of this
article are known to several specialists in the field (for example, Casselman and
Zuckerman have communicated certain less precise results to us)*. However, there is
no place in the literature where one can find a reference. The importance of these
results now stems from the fact that the unitarizable holomorphic representations
have been classified ( [ ! ] ) .

As it turns out the determination of the Jacquet module of a holomorphic rep-
resentation is relatively easy once one understands the notion of "opposite para-
bolic". The first half of this paper is devoted to a rather detailed study of
opposite parabolics and the relationship between their categories 0 . We give here
an example for ^(2,t) = 5. Let

h «
0 -1

0 1

0 0

Then b " CH + CX and b' ^ Ch •»- Cx are opposite parabolics. Indeed

f 1 -2i ^
b o b * - C

0 -1

. 1 -2i .
Using C as a Cartan subalgebra of 5 one sees that b' is the opposite

1 0 -1 J

Borel subalgebra in the usual sense.
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As a consequence of our results in the second part of this paper we describe
the Langlands parameters of holomorphic representations. Collingwood has informed
us that he knows how to do this also (although we have not seen his results or
methods)•
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1. Remarks on the Category 0.

Let 5 be a reductive Lie algebra over C. Let be S be a Borel subalgebra of 5.

We define the category 0'(b) to be the subcategory of the category M (5) of 5-

modules consisting of those M 6 M(^) such that

(1) M is finitely generated as a U(3)-module.

(2) If m 6 M, then dimU(b)*m < °°.

Lemma 1.1. Let h C b be a Cartan subalgebra of b. If M 6 0' (b) and h acts semi-

simply on M then if .h'C .b is a Cartan algebra of ^ then jh' acts semi-simply on M.

Proof. Let j^(b) be the nil radical of b. Then there is X € j^(b) such that

eB^'h « h'. By (2) we see that X acts locally nilpotently on M (i.e. if m e M

there is k " k(m) such that X m " 0) . Thus if t 6 C we can form

T(t)-m - ^(t^nnx^ , m € M .

The sum is actually finite for all m 6 M. By the obvious formal relations

one has

T(t+S) » T(t) T(S)

So T(-l) T(l) - T(l) T(-l) " I .

Set T « T(l). Then T is bijective on M. Also if Y 6 ^ then

T ( t ) Y m » (e^^ Y ) T ( t ) m .

Hence

Th-m « (eadx h)Tm , h 6 h

This clearly implies the result.

We can thus define the category 0(b) to be the subcategory of 0'(b) consisting

of these objects M of 0'(b) that are semi-simple relative to some Cartan subalgebra

h C^«
Let B denote the space of all Borel subalgebras of 5. If b 6 B we denote by

B(b) the subset of all b € B such that b b is a Cartan subalgebra of 5.

We describe B(b). Let h Cb be a Cartan subalgebra. Let ^(^h) be the root

system of 5 with respect to ^. Let ^ be the system of positive roots of ^(^h)

corresponding to b. Then n(b) « €> ^ • set •n(byh) " I + 2 - a • Then

a e 4> ae ^
b(b,h) " h + ^(b,h) 6 B. Clearly b ^ b - ^ .
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Lemma 1.2. Let b 6 B. Then the following statements are equivalent

(1) b' 6 B(b) ,

(2) there is hC b such that b' « h •»• ,n(b,h) ,

(3) b' 6 B and b' + b « 5 .

Proof. (1) implies (2). Let b* 6 B(b). Let h • b' b. Then n(b) - ^ g. ,
——— - - - - - „ ^^+^

$ C <I»(5^jh) a system of positive roots, .n(b') « (̂  5^ , V C ^(^yh) a system of
a e f

positive roots. Since b' 0 b = l^, 4' ̂  ̂  » 0. So ^ « -$'*'.

That (2) implies (3) is clear.

To prove (3) implies (1) we note that dim(b'+b) " dim b' + dim b - dimtb^b').
dim 5 - i

dim b « i + ———-——— for b 6 B. Here t is the rank of ^. Thus if b+b' « ̂

dim ^ = dim ^ + t - dim(b0 b'). So dim jb ^\ b' » t. The Bruhat lemma implies that

b ^\b' contains a Cartan subalgebra of ^. Hence b0 b1 is a Cartan subalgebra of ^.

If M 6 M we define

j (M) « {X € M* | ntb)^ « 0 for some k) .b — "~

Since j^(b) acts nilpotently on 5 under ad it is trivial to see that

(3) X(M) is a 5 submodule of M*.
Let m <^ ̂  be a Lie subalgebra such that the action of m on ^ relative to ad

is completely reducible. Let C(^,m) denote the category of all (a^m)-modules.

That is M € C(5,m) if as an m-module M splits into a direct sum of irreducible

finite dimensional m-modules. If M € C (^»m) then we say that M is admissible if

for every finite dimensional m-module, T,

dim Horn (F,M) < °° .m

Let A(^,m) denote the full category of all admissible objects in C(5,m). If

M € A(^,m) we define M (the admissible dual of M) by

M « U € M* | dim U(m)*X < "}

Lemma 1.3. The functor M*-^M defines an equivalence of categories between A(^,m)

and At^rn)0^ (the opposite category).

Proof. Let m denote the set of equivalence classes of irreducible finite dimen-

sional representations of m. If M 6 A^m), Y 6 % let M(Y) denote the sum of all

in-submodules of M that are in f. Then admissibility implies that dim M(^r) < OD.

Now it is easy to see that M « ® M(Y)* as an m-module. Thus M e A(^,m) . It is
^ - Y

also trivial to check that (M) - M for M 6 A(ji,m) (in the sense that M C (M*)*

naturally), and M»-»M is an exact functor from A(^m) to A<5,m) . The result now
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follows.

We note that if b 6 B and if h C b is a Cartan subalgebra then

0(b) « O'(b) n A(a,h).

Lemma 1.4. Let b 6 B, b' 6 B(b) . If M6(?(^) then j (M) « M where M is defined

relative to ^ « br» b*.

Proof. b = h + j i , b ' » h + n(b,h) = h + fi . Since M 6 0' (b) , M is finitely
00 -k * -k

generated as a U (jn)-module. Now J,,(M) c U (M/n M) . Thus since dim M/j^ M <">,
- .k8sl

j (M) C M. Let M » Q M(Q (h* « h) . If A 6 M then A » ^ A- ,
b C6h* ^ 6 S ^

•̂  . A

S, C h* a finite set, X., € M(C)*. We note that (n l̂) Fl M(^) = (0), ^ 6 S, for
-k "~ ~k sufficiently large. Thus r^ X= 0 for k sufficiently large. Hence M & j^,(M).

It is well known that if M 6 0(b) then M has finite length. Thus if h C b

is a Cartan subalgebra, M is also finitely generated. Combining this observation

with the previous results we have

Proposition 1.5. Let b € B. Let b* 6 B(b). Then

(1) If M 6 0(b), J..(M) 6 O(b') .

(2) The functor M •—>j ,(M) defines an equivalence of categories between

0(b) andOtb')0^.

Let now ^c 3. be a parabolic subalgebra. Let B(a) « {b 6 B | b c 3). We

set 0(q) « F\ 0(b) .
b6B(a)

Lemma 1.6. Let 5 " m + 11(5) (."(3) the nilradical of 3 and m a Levi factor of 3) .

Let hC m be a Cartan subalgebra of m. Let b 6 8(5) be such that h C b. Then

0(5) " 0(b)n C(a»m) •

Proof. Let M 6 0(5). b ' h ® ^ q ^C <t>(s,h) a system of positive roots.
a 6 $

m " h ^ ® ^ • L e t l - * ' 1 ' - ^(E'^- Then b ' ^ h ^ ® S a < ^
ae<I>(m,h) 016 ^

^ - 2a 6 B(5)- Set^' - ® ^ , i' « ^ ^^ • Then

a e 4 > - ^ oi^l a €2.

ro " ^' + h + ^' .

If m € M then dim U(b"*) •m < m, b" 6 B(a) • Thus dim U(m)m < <x> since "' C b'»

h •»- ji' C b. Since h acts semi-simply on M we see that

M 6 0(b) n C(5»m) .
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Let M 6 0(b) n C(5.m) . Let b' € 6(5) . Since m+b « 5 we see that if ro 6 M,

dim U(5)-m < '». Thus dim U(^')to < ", m 6 M. Since b/^b'3 ^\ a Cartan subalgeb-

ra of 5, Lemma 1.1 implies M € 0(b*).

Let now P be the set of all parabolic subalgebras of 5. If ^ 6 P define

P(3) to be the set of all 5' € P such that a n .3' is a Levi factor of both ^ and 5'.

We describe the elements of P<5). Let h be a Cartan subalgebra of 5, he 5.

Let ^(5) be the nilradical of 5. Let ^O^h) " {a 6 <I> | ^C 3)- Set

^(a^) » (a e i'(a,h) | a^c 11(5)} •
Let m st m(q,h) s hi © (̂  S^ • Then m is a Levi factor of 5.

ae <^h)-T(a,h)

Set ^(a»]l) - ^ 5 • Then q « m ^ i^^) € ^(5) •
a6^(^h)

Lemma 1.6. Let q 6 P. Then 5' € P(^) if and only if 5' € P and there exists h c .3

a Cartan subalgebra of 5 such that 5' « m(5,h) ^ B '̂h) •

Proof. Let 5' € P(^) . Let m « 5' n a- Let h c ro be a Cartan subalgebra of 5.

Then m « m(q,h), n(q') " 0 g- , n(q) « ^ 2- . Let b 3 ^ be a
~ ~ ~ aey<a',h) ^x ~ ae^h) 'x 1

Borel subalgebra of m. Let b-(b^) be as above. Then b 9 ^(^) «= b and

b © H(a') B b' a^e Borel subalgebra of 5. Now b'O bC S' n S ' m- H®11^
b'n b « b n b -8 h. Thus b* 6 B(b) . Hence 4>(b^h)U 4'(^'.h) - -<I>(b,h)\J -^(^n).

Thus ^ (5'^) "-^(a^)- Hence ^(5*) - ^(a,h) . Q.E.D.

If 5 € P, M € M define

j (M) « {\ € M* | nta)^ « 0 for some k) .

Then j : M ̂  M0^ is a functor.

Lemma 1.7. Let 5 € P, 5' € P(a) and 5'* 6 P such that 5'3 a". Then

j . (M) « j ..(M) for all M e 0<a) .

Proof. Since jnta") 3 H^') it is clear that j „ (M) C j . (M) .

Let h C 5 be a Cartan subalgebra such that ^' m B^S'l^ '*' 21 (.S'1^ •

Since 5 - ."(a']}) + I" '̂̂  + B^ ' Le"1"̂  1 - 6 implies that M is finitely

generated as a U (ĵ  (5')) -module. Thus

dim M/^a')1^ < °° , k " 1,2,...,

This implies that (m « n»(3,h)),

(1) If \ 6 j , (M) then dim U(m) "X < 00.

Now ^(5") " Jl(aM)n ro + Ji(a')- Using (1) we see that if X e j (M) then
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(n(a'')n "p 'x " ° for some k -
k*Thus n(a-) •X « 0 for some k' . Thus j . (M) C j „ (M) .a a

Proposition 1.8. Let 5 e ?, 3' 6 P(a). Then the functor M^» j . (M) is an equi-

valence of categories between 0(g) and O^')0^.

Proof. Let b' 6 8(5'). Then there exists b 6 6(5) such that b' 6 8(b). By Lemma

1.7, j . (M) « J..(M) 6 (?(b ' )« Hence j , (M) 6 O(q' ) . The rest follows from Lemmaa b ~ a
1.7 and Proposition 1.5.

The last results we need have to do with parametrizing the irreducibile objects

0(b) f o r b € B. Let L € 0(b) be irreducible. Then

dim L^^ « {v 6 L | n(b) v « 0} - 1 .

Hence b/n(b) acts on L" — by A 6 (b/n(b))*. As is well known A determines L up to

equivalence. If A 6 (b/n(b))* then A defines a one dimensional representation C.
A """" "~" ~" A

of b. Let M « U(a) ® C. (the usual Verma module). Let L be the irreducible
U(b) .

non-zero quotient of M^ . Then (L )nw « c. as a b-module.

We set L^ « L for A 6 (b/n(b))*.

If h C b is a Cartan subalgebra then b/n(b) s h. Thus we may look upon the

roots of h on b as elements of (b/n(b)) denoted $(b). We can also pull back the

Killing form to get a non-degenerate form on b/n(b) which is clearly independent of

the choice of h. We therefore get a form ( , ) on (b/n(b))*.

Let now 3 6 P. Then O(^) « ^ 0(b). If b 6 B(^) then b/nt^) € 8(5/^(5)).
b6B(3)

Clearly 4>(b/n(5)) C <l>(b). One has L1. 6 O(^) if and only if

2(A,a)/(a,a) e ^ « {0,1,2, . . . }

for a € <^(b/n(a)) .

It is also convenient to choose ^ C b, ^ a Cartan subalgebra of b. Then if

A 6 h* we may extend A to b by A(n(b)) « 0. Thus we have L, « L. ., A 6 h*. Let—_ — •— — b b,h —

b* € 8 (b) . And let C be an inner automorphism of ^ such that C^(^.t^) • b'. Then

b' « C^ 0 C^(b,n) .

LeCTnal>9' ^^ ^IiA^l •

Proof. Proposition 1.5 implies that L « Jx.i(L. . ) is irreducible and in O(b ' ) .———— b b.h . — * ~1
It is a simple matter to see that L s L"~ Thus~we need only see that L " " L", ..

-A n fb ' ^ D — D ' *1
But Ch acts on (L,,)- - by -A pulled back from b'/n(jh') to C^. The lemma now

follows. ''"
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2. Applications to Holoroorphic Representations.
Let â  be a real reductive Lie algebra. Let 6 : g -*• g be a Cartan involution.

Let k̂  « <X 6 5̂  | OX « X) , ̂  « {X 6 q | OX « -x}. We apologize to the reader
for using ̂  in place of the more customary p in order to save the notation p for
parabolic subalgebras. If c is a Lie algebra or vector space over R we denote by
^ the coroplexification of c . We say that (9»^ ) is an irreducible symmetric pair
if the action of k on r under ad is irreducible. We say that an irreducible sym-
metric pair is Hennitian if the action of k̂  on r reduces. As is well known this is
equivalent to saying that there exists H 6 k which is central in k and

(1) ad H
Set r+ .

has eigenvalues 1 and -1.
X € r̂ adH'X « x). Then 5 " k. + £ is a parabolic subalgebra of 5.

Fix b , C k ^ a Borel subalgebra. Then b * b, + r_ is a Borel subalgebra of 5 which

is e-stable. Fix hC b a Cartan subalgebra of 5. Let ^ « ^(brh) , ^+ " 4>(b,h) ,

<t^ « {a 6 $(^,h) | a(H) ^ 0), ^ » ^ ^ » ^(^h) • Fix a linear order on

<t> = 4> (5^) such that $ « (a e <t> | a > 0}. We define V > ... > Y by the usual

recipe, y, is the largest element of 4' . 4', « {a 6 <I> | a ± 7, ^ <t> U {o}} .1 n l n l
If ^, ¥• 0, Y^ is the largest element of ^ and ^ " {a e ^ a ± y < <I>U{0)}, if

Y . and ^. - have been defined as above then 'y . is the largest element of ^ . and

f. « {a 6 ^.^ I a ± Y . 0 ^{0}). This gives f 3 1' 3 ... 3 ̂  _ 3'r - 0.

Set 5[ + 5 + ta. ' S 1 * ^ • - Then ^. is isoroorphic with st(2,C) .
'J 'J 'J 'J 3 3

Clearly, Q^. « ^.. If (^.) « £. 0 5- Then it ^ easy to see that there exists

an isomorphism n. : ( - £ . ) - si(2, W) such that n.(ex) « - ̂  . (X) . We can thus choose3 ~3 o — 3 3
Y . 6 g such that6 ^•2-y^ x,6^ 62-^-

^'"j'

n^x^) -
-1

v^ •
-1
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Then
2 0

VW
r

Set ̂  = ^ IR(X^+Y^) . Then a^C r^. It is part of the standard theory of

symmetric pairs that a^ is a maximal abelian subalgebra of 5 subject to the condi-

tion that it is contained in r .
—o

Let C (the Cayley transform) be defined by

r
C = II exp(adX.) exp(^(log 2) adH.) exp(-adY.)

i«l 1 1 1

Then CH. = - (X.+Y.) , i = l,...,r .

It is also standard that C^(b,h) n q s n is a maximal nilpotent subalgebra
of ^'So1 • set b at b(b'^ ae h + i(b,h) . Then the formula for C immediately
implies

(2) Cb € 8(b) .

Now applying Lemma 1.9 we have

•3) w1^'E <•€•
Define m « C ( a ) « <X 6 q | [X,a 3 » 0}. Then m ® n « p is a minimal—o q —o -^o —o -o —o -^o

parabolic subalgebra of g . One checks that

(4) p 3)Cb .

Set a 8E JS + r ' £' ie CH• Then

(5) £' 6 P(3) by the formula for C.

Applying Lemma 1.7 we have

(6) If M 6 O(^) then

J^.(M) . J^(M) .

Lemma 2.1. £' 3 £ •

Proof. Let m- « (X e g | [X»H. l - 0, i « l,...,r}. Let ^ •= <&(m, ,h) . If a, 6 € ^i i —l — n
then (a+6) (H) « 2. Thus a+6 ^ <t). This implies that if a,B € <> and (a,B) B 0

. n
then at6 ^ <>u(o). Thus ^ 04' 3 n ^ . - 0 . S o ^ C ^ . . Hence m C ^. Now

m • Cm-. Thus p C C (m-t-b) C C^ " p'.

Now Lemma 1.8 implies
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Lemma 2.2. If M 6 O(^) then j (M) « j .(M).

Lemma 1.8 and (5) now imply

Proposition 2.3. j :0(5)*^ O(p') ( 0(p)) defines an equivalence of categories

between 0(c^ and ^(p')0^

Let now (p") C q b e a subalgebra containing p. Then p" is a parabolic

subalgebra of 5. Let p s m ® n as above i then p" st m" (̂  ".(£'*) with m" a ©-stable

Levi factor of ^" and m" 3 m, .n(£") C jn. Set *p" = pp^ m".

Lemma 2.4. If L € 0 (p) is irreducible then

(1) L/n(p")L is an irreducible (m", )̂  ̂  m")-module.

(2) j^ ,.(L/n(p")L) is an irreducible m" module.

Proof. We first show that (2) implies (1). Indeed, j^ ,.(L/ji(p")L) is the real

Jacquet module in the sense of [2]. Thus M^->j^ „ (M) is an exact functor on the

category H(m",k0m") of finitely generated admissible (m",knm") modules.

Also Casselman's theorem implies that if M € H(m", ^^ m") , M ^ 0 then j^ „ (M) ^0.

This clearly implies that (2) implies (1) .

We now prove (2). j^ ..(L/n(£")L) « j (L)-" E . Since j (L) is irreducible

and in 0(p), j (L)-"^ is irreducible as an m"-module. Q.E.D.

To get more refined results we must introduce some more notation and (well

known) structural results.

Let £ . € a* be defined by £ . ( X . + Y . ) » 6 . . . Then it is standard that the root

system of a on n denoted ^ ( p r a ) consists of the linear functionals

c . ± e . , l ; i < j ^ r

2e. , i « 1,...,r

and possibly C . , i " l»...»r.

If the C do not occur then we see that 4 > ( p , a ) is a positive root system ofi ~'o —o
type C . If the C. occur then ^ ( P » a ) is a non-reduced positive root system of

type BC^..

In the C case the simple roots are C^-C^ ..., ^.i- '̂ ^r and in the ^r

case the simple roots are c -c , ...» ^.i"6- ' c,. •

Set (̂  - ^I^<X^). Set (̂  - ^<^>o>. <Iii'o • ,f,̂  ^X •

^^^
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Set (£^ . (m^ + (ĵ . Then (p^ 3 (p^ :> .. 0(£^ » ̂ .

We now give a slightly different description of the m.. We preface it with

the following well known result.

Lemma 2.5. If a 6 $ and (a,y.) « 0 then a t y. i $U{o).

Proof. It is well known that (Y^Y^) m <Y^Y^) i st l»...»r. Hence there is

S^ 6 W(5,h) (the Weyl group of 5 relative to h) such that S.Y, « Y . . Since y is
+ ^" + ^"

the largest root in $ we see that y. is the largest root in S.$ . Hence the

result.

Let for 1 < j < r,

C = n exp(adX.) exp(i(log2) adH.) exp(-adY.) .
3 i^j 1 1 1

C, is usually called a partial Cayley transform. We note that C.H. «s -(X.+Y.) for

i < j and if h « {H 6 h | y.(H) « 0, i < jL C.|. « I.
— 3 — 1 - 31*1 .

Set m = {X 6 5 | [X,H^] « 0, i » l,...,j). Then clearly C. m. « m.. Now

m, " II + ® 5a3 ae<I> MlJ a 6 $
(a,^)-0,i^j

Thus C m . « ^ . ^ l ^ . ® ® ^ by Lenima 2.5.
J - J •' ae $

(cx,y^)«0

We set b « b n m and b. . C b - ^ ^ h ($> Q> ^ a ^ .
- J J J J J O t € $

(a,y.)-0

a 2.6. Set m'. « h (9 ® g .
——— "3 "^ net, -<xa€ $

(a,y.)«0,i5J

Then (m'. Q 2^» m'. n k ) is an irreducible symmetric pair of Hermetian type.

Proof. Set (r^ - m^n 1^. ^ - ^C^ So •

(a,Y^)-0,i5J

^D\f^ 5., . Then r ^ - r ; © ^ .
n

(a,Y^)"0,i5j

Thus the result follows if we show that (m'. r\ 5L» r" ' . n k ) is irreducible.
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For this set *^. - I C(X^+Y^), *^ « ."(£j)n Bj- *Ej • "iUSj- Then

*m. 9 *^. ® *Jl. is a minimal parabolic over R of (m.)^ - m. r\5^. The root

system of *a. on *^. is easily seen to be either of the form C^» ^r-j' In

either case it is irreducible. The result now follows.

2(A,y.) -
If A 6 h* define A3 - - I -———T S • we look upon A as an eleroent of

i<j "i'T i
a*. We note
-3

(7) If L^ . 6 O(^) then

-Re(A,•Y^/(Y3^2 ) ) ^ • • • ^ -^(^^j^^j^j^ •

Indeed, if a € (I''*' then a « y^-Q with Q sum of elements of <^. Now if

1^ 6 0(a) then 2 (A, B) / (&,£) e N for 6 e <t>^. Thus if a 6 ̂  then

Re (A,a) $ Re(A^) .

Since (Y ̂ ,Y ̂ ) - (Y^Y^) » i « l,...»r. This implies (7).
If U € ^*, M 6 M(m') we denote by C ® M the ro -module, M with m^ acting on

M as given and ja. acting by yl.

Lemma 2.7. Let A 6 y be such that L^ ^ 6 O(^) . Then

^/^(^h)^ = C^ ^ ̂

AL
Furthermore, I^1^ 6 0<a.). ̂  • 5 U m^

proof. We already know that the left hand side, L, of the asserted equivalence is

irreducible. Thus L s C^ ® L', P € ^, L' 6 M(m^) and L' is irreducible.

Applying (3) above we find that y • A-C | . Now
•-J

( A - C ' 1 ) ( x . + Y . ) « -A(H^) -

» -2 (A ,Y . ) / (Y^Y^ )» i 5 J -

Hence p - A3 as asserted. On the other hand since C^b € B(b) we see that

^ ^W / ̂  ) î  ^ . (0) Oi(£.) C il(C^b)). Thus (L*)11^^ must have the

weight A |^. relative~to ^ . Q.E.D.

Using Lemma 2.7 it is now a simple matter to describe the Langland's para-

meters of the L^ . that are in 0 (^) relative to Q (p).
Df^ n

Set ̂  • ̂ U -^. It L^ ^ is in 0(3) then we say that L^ is in the

"closure of the discrete series" if
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Re(A+p,a) ^ 0, a e ^+

Here P « -r ^ a (as usual).
- 06$' '

(8) L. is in the closure of the discrete series if and only if

(i) 2(A+p,a)/(a,a) e w-{oL ae^

(ii) Re 2(A+p,Y^) / (y^Y^) 5 0 .

Indeed, L is in 0 (3) if and only if (i) is satisfied (see the end of

Section 1, (ii) is clearly necessary. (*) in the proof of Lemma 2.6 implies that

it is sufficient (assuming (i)).

Proposition 2.8. Let A € h* be such that L = L € 0(q) . If L is not in the

closure of the discrete series then there exists a unique 1 < j < r such that

(here P (H) = ^ tr (adH| , , , H 6 a . )
£j l£(£j) -3

(1) Re(A.-p ,X) < 0, \ 6 $(p.^a.)

A h ,(2) L. J is in the closure of the discrete series for m'..
"j^j -3

Proof. P = -P*C . Thus (1) is the same as saying that
^ ^j ^J

(*) R e ( - 2 ( A + p ^ ) / ( Y ^ y ^ ) ) < Re(-2(A+p,y^) / (Y^Y^)) <

... < R e ( - 2 ( A + p , y . ) / ( Y . » Y . ) ) < 0

and (2) says

(**) Re(-2(A+p,Y.^)/(V.^Y.^)) ; 0 .

Now if L is not in the closure of discrete series then (*) is either true for all

1 < j < r and the result follows since m' ^c. Otherwise (*) is true for a maxi-

mal j < r. Hence (**) is true for j+1. O.E.D.
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