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RESONANCES EN LIMITE SEMI-CLASSIQUE
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Département de Mathématiques Département de Mathématiques

2, Chemin de la Houssiniére
F - 44072 NANTES, FRANCE.
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0. INTRODUCTION.

Ce travail est partiellement une continuation de [H.S.1-5) et le but au
départ était d'étudier des résonances dans la limite h-0 pour des opéra-
teurs de Schrédinger P=-h2A+V(x) dans des cas ol le potentiel présente
une '"'isle' contenant un 'puits' . Dans les applications le comportement
de V pour des grandes valeurs de |x| peut varier beaucoup. Ainsi pour
1'effet Stark on a V(x) mX , pour 1'étude des formules de Bender-Wu on a
V(X) - |x|4 (ou quelque chose de plus général) et pour 1l'effet Zeeman on a
(d'aprés une réduction que S. Graffi nous a indiqué) V(x) = lx|2 a-

(xf +x§) (xg +xi)) dans R4 . I1 nous a donc semblé naturel et souhaitable
de rechercher la définition des résonances la plus générale possible per-
mettant de ''régler les problémes 3 1'infini '" une fois pour toutes. Le
développement de cette théorie générale occupe une grande place dans ce
travail et c'est seulement dans les chapitres 9 3 14 que 1'on étudie le
probléme d'un puits dans une isle. La théorie générale est peut-8tre assez
lourde a développer, mais d'une part on peut raisonablement espérer des
simplifications techniques dans 1'avenir car les idées de fond sont simples
et naturelles, d'autre part elle nous donne un cadre trés général pour

traiter tous les problémes mentionnés ci-dessus ainsi que d'autres, pas
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nécessairement 1iés 3 un puits de potentiel et pas seulement pour 1'opéra-
teur de Schrddinger mais pour des opérateurs elliptiques plus généraux.
Finalement la théorie générale semble se montrer assez flexible dans les
applications et donne un accés direct 2 1'essentiel du phénoméne de la

création des résonances.

Pour des gens avec une certaine formation en analyse microlocale et plus
particuliérement dans la théorie des opérateurs intégraux de Fourier a phase
complexe dans ses différentes formes (voir par exemple Melin-Sjdstrand [M.S],
Sjostrand [S.1]), les travaux d'Aguilar-Combes [Ag.C.] Balslev-Combes [B.C.]
donnent une idée générale de ce qu'il faut faire pour développer une théorie
microlocale des résonances. (Voir aussi Vainberg [V.1], [V.2]). D'un certain
point de vue, 1'idée de [Ag.C.], [B.C] revient 3 remplacer 1'espace Lz(Rn)
par un autre espace de Hilbert H tel que P en tant qu'opérateur non-borné dans H
admet seulement du spectre discret prés du niveaud'énergie (p.ex. 0) que 1'on s'est
fixé préalablenent. (Les valeurs propres correspondantes sont alors appelées
" résonances ''). Dans notre présentation, on suppose 1'existence d'une cer-
taine ' fonction fuite'". C'est une fonction C réelle G(x,£) , apparte-
nant 3 une certaine classe de symboles adaptée au potentiel V, telle que
en dehors d'un compact dans p-] (0) 1le crochet de Poisson Hp(G) = {p,G}
soit positif et elliptique sur p-](O). Ici p-52+V(x) est le symbole
principal associé 2 p--hZuV(x) et Hp-;:l ap/azj a/axj - ap/axj a/ae:j
est le champ hamiltonien de p. Donc, en deho:'s d'un compact la fonction

G est strictement croissante le long des trajectoires de Hp , ce

p' )
qui entraine 1'absence de trajectoires captées en dehors d'un compact de

p'](O). (On peut montrer en effet que 1'existence d'une fonction fuite
équivaut 3 une certaine condition de ''non-capture' formulée 3 1'aide

d'une certaine pseudo-métrique Lorenzienne associée 2 Hp).



INTRODUCTION

A une fonction fuite G(x,§) on associe une variété I-Lagrangienne

AtG : Img=-t 3G Raesz , Imx=t %{g—f dans cZn , pour t>0 assez
petit. On fait aussi une hypothése d'analyticité sur V au moins dans un

voisinage de 1'infini. Alors pour t >0 assez petit et (x,§) EAtG ;
0.1) p(x,E) =p(Re(x,£)) -i t {p,G} (Re(x,£)) + O(tY) ,

et en imposant aussi une condition d'ellipticité sur p dans le domaine
réel loin de p_1(0), on constate que p|, est un symbole elliptique a
t

1'infini (dans une classe naturelle de symboles).

A Apg oM associe ensuite un espace de Hilbert H-H(At G ,1) de la
maniére suivante : d'abord, on introduit une transformation de Fourier-Bros-
Iagolnitzer (F.B.I). On utilise ici la terminologie de [S.1] od sont pour-
suivisdes arguments de Bros et de Iagolnitzer dans 1'étude des singularités
" analytiques microlocales, et techniquement les transformations utilisées
ici sont proches de celles utilisées dans [S.1]. Ces transformations sont
bien entendu des variantes de la transformation de Bargmann. Grosso modo
il s'agit d'un certain opérateur intégral de Fourier T-Th qui transforme
des fonctions u(x) sur R" en des fonctions v=Tu(x,f) sur Rzn et
qui induit une isométrie Lz(Rn) -»LZ(Rzn). L'espace H(At G 1) mest alors
grosso modo 1'ensemble des u=u(x) tels que Tueg L2 (Rzn; e'ZtG(t’x’E)/h
dxdg). Ici E(t,x,g) est une fonction proche de G(x,£). Si Y :
]-w,*+o [ 3s+Y(s) ep-1(0) est une trajectoire de Hp qui évite un certain
compact on montre que G(Y(s)) ++w, S++o et un élément de H(/\tG 1
doit en quelque sorte &tre 3 décroissance exponentielle prés de vy(s) si

-s est grand, mais peut en revanche avoir une croissance exponentielle

prés de vy(s) si s est grand.
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On introduit ensuite des opérateurs pseudo-différentiels associés 2
1'espace ’H(At G »1). Le symbole principal d'un tel opérateur est alors un
symbole sur 1\t G* On peut considérer P comme un opérateur pseudpdifféren-
tiel de symbole principal pl p Ce symbole &tant elliptique 3 1'infini, on
montre ensuite que le spectre de P comme opérateur non-borné dans
H(At(;,l) est discret dans un voisinage de 0 et que ce spectre (c.3.d.
les résonances) est essentiellement indépendant du choix de la fonction fuite
G et du paramétre t>0 (assez petit). Le cas de Aguilar-Combes correspond
a la fonction fuite G(x,§) =x*§. On peut trouver des potentiels admettant
des fonctions fuite mais dont aucune ne peut &tre linéaire en §. Pour
un tel potentiel il semble impossible de traiter des résonances seulement
par déformation de R" dans 1'espace des configurations, une théorie micro-

locale semble alors s'imposer.

On doit rappeler que 1'approche d'Aguilar-Combes. et BalsleQ—Combes a été
développée par beaucoup d'auteurs : voir B. Simon [Si.1-Si.3], I. Herbst
[He.1, H. Cycon [Cy.], Combes-Duclos-Seiler [C.D.Se.] ainsi que les réfé-
rences dans ces articles. Combes-Duclos-Seiler [C.D.Se.] étudient un probléme
unidimensionel de résonances avec un puits dans une isle par la méthode du
" exterior complex scaling ' . Bien entendu il est extrémement probable (mais
nous n'avons pas encore vérifié les détails) que notre définition des réso-
nances coincide avec celles de ces auteurs dans tous les cas ol une telle

coincidence est pensable.

Voici le plan de notre travail : Dans la section 1 on introduit certaines
fonctions d'échelle et des espaces de symboles associés. Dans la section 2
on fait quelques remarques sur une classe de variétés I-Lagrangiennes, dans
la section 3 on étudie certains espaces de Sobolev en préparation de la

section 5. Dans la section 4 on introduit d'abord des résolutions de 1'iden-
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tité et puis des transformations de F.B.I. Dans la section 5 on peut ensuite
définir 1'espace H()\t G ,1) ainsi que des variantes de cet espace. Les
cections 6 et 7 sont consacrées respectivement aux opéréteurs pseudodiffé-
rentiels et Fourier intégrgux agissant dans les espaces H(At G ,mM (o0 m
est une fonction d'ordre). Dans la section 8 on peut alors finalement dé-
velopper la théorie générale des résonances. Les sections 9 et 10 sont con-
sacrées 3 1'étude des résonances obtenues par un ' effet tunnel ' d'un puits
de potentiel dans une isle de potentiel. Dans la section 9 on obtient des
résultats généraux pour un puits quelconque et on y montre qu'il y a une

bijection b entre des valeurs propres d'un certain probléme de Dirichlet

(e-2 50)/h)

localisé dans 1'isle et des résonances, telle que b(u) -u-= @(e
e>0, ol SO est la distance d'Agmon du puits au bord de 1'isle. Dans la
section 10 on obtient des résultats plus précis sur les parties imaginaires
de ces résonances dans le cas ol le puits se réduit 2 un point od V" >0.

On y obtient d'une part des minorations et des majorations sur les parties
imaginaires et d'autre part des développements asymptotiques. Dans le cha-
pitre 11, on explicite les résultats dans un cas unidimensionel et on éta-
blit un lien avec un cas multidimensionel symétrique. Dans les chapitres 12,
" 13, 14 on étudie des formules de Bender-Wu (multidimensionelles) notamment
pour 1'effet Zeeman et pour des exemples étudiés par Banks, Bender et Wu,
{Ba.Ben.W.], [Ba.Ben.]. Il s'agit donc de donner des formules pour la suite
des coefficients dans une série de perturbations. Les résultats de la sec-
tion 10 permettent d'obtenir des résultats qui 3 notre connaissance sont
rigoureusement démontrés pour la premiére fois. On finit par un appendice

ol on rappelle des arguments de la théorie de Fredholm adaptés 3 nos besoins.
Pour abréger ce texte déja un peu long, on a supprimé trois autres appen-
dices : un sur un exemple de potentiel ol notre théorie s'applique mais qui

n'admet aucune fonction fuite linéaire en £, un sur 1'équivalence entre
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1'existence d'une fonction fuite et une certaine condition de ''non-capture "
3 1'infini, et un troisiéme (pas encore écrit) sur 1'équivalence de notre
définition et celle d'Aguilar-Combes dans des cas d'intersection des deux

théories.

Les résultats principaux de ce travail sous une forme un peu préliminaire
ont été exposés dans le 'Workshop and Conference on hyperbolic equations '
3 Katuda et Kyoto en Aolit et Septembre 1984. Voir [S.2].

Nous tenons a remercier B. Simon qui nous a signalé 1'application possi-
ble des résonances aux formules de Bender-Wu, nous sommes reconnaissants a
S. Graffi qui nous a indiqué beaucoup de références et qui nous a suggéré
la méthode de réduction dans le chapitre 13 pour 1'effet Zeeman. Nous re-
mercions finalement Mme Bardot, pour 1'excellente dactylographie de ce texte

long et pénible.



1. [ESPACES DE SYMBOLES.
Notre calcul pseudo-différentiel dans le cas ol la variété I-Lagrangien-

ne est réduite a RZn sera essentiellement connu. Voir R. Beals [Bel,
L. Hormander (H5.2] et N. Dencker [Del, ainsi que B. Helffer et D. Robert

[H.R] qui traitent aussi la dépendance de la constante de Planck.

On se donne deux fonctions r,RECQ(R") , >0, R>0, vérifiant

(1.1 r(x) R(x)>1 , r(x)>1 , pour tout x€R".

Pour tout a € N il existe Ca>0 tel que

a 1-|al |al
(1.2) 132 RE) [ ¢ REx) ! ,

;15T € Cure) RE)

pour tout XER".

On pose ?”(x,&) = (r(x)2 *EZ)]/ZECO(R?'").

Définition 1.1. La fonction 0<m€Cw(1’-.’2n) est une fonction d'ordre

81 pour tous a,BGFf', il existe Cq B>0 tel que

(1.3) |82 88m(z, 61| <€, g mz,&) Fz,0 718 pez)Tlel
2n

pour tout (xz,£) €ER™.

<G E@T,

) est une fonction d'ordre, alors f om est

Si f: R, »R, estune fonction C" vérifiant l(adf)kf(t)
k=0,1,2,..., et si meC (R
une fonction d'ordre. En particulier si m est une f. o. et x€R, alors
m“ est une f. 0. On observe aussi que le produit de deux fonction d'ordre

est une fonction d'ordre.

Définition 1.2. Si m est une fonction d'ordre, on dit que a est un
symbole d'ordre m ; a€S(m), st aECm(JRzn) et 8l pour tous a,R GN",

1l existe Ca,B>0 tel que
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(1.4) |33 aga(:c,i)l $Cy g m(z,E) ?-“(:,5)"‘3' R(z)"lol s

pour tout (z,8) emz".

Exemple. R(x), r(x), ?(x,&) sont des fonctions d'ordre ainsi que ™ Rk

pour m,k€ R. On pose Sm'k=5(}mRk).

On fera aussitdt deux extensions de la Définition 1.2. : d'abord on
admettra des symboles qui dépendent d'un paramétre h>0 qui varie dans
10,1] ou dans un sous-ensemble de cet intervalle. Pour % € R, on dit
alors que a(x,£,h) €Smh™*) si a(-,...,h)h* est uniformément dans

S(m) , c.a.d. si pour tous a,BGN“ on a :

(1.5) |3 98,6, <G, g b mix,6) Yoo, 0) 18 RGOl

2n

pour (X,E)GR > h€]0,‘]-

Deuxiémement, on travaillera souvent avec des symboles a(y,x,£) ,
a(z,y,x,£,h) et.c. od (x,E)ERzn et ol y et z varient dans R" ou
dans €". Il est alors sous-entendu que 1'on se restreint toujours a un

. ] . 1
domaine du type |y-x| sta R(x) , jz-x| sq R(x) , od C;>0 est assez
1 _R(y) R(x :
grand pour que .gm%«C pour |y-x| s%—l . On dit alors par exemple
G "RGJ™ 0 0

que a(z,y,x,£,h) est de classe S(mh-y‘) si
-2 - -lal-18]-
(.6 [30,.9 B?Y.W M agal‘ca,an,p’“("»@h ¥, 61l rexy -lel-181=1v1

Plus tard on étendra aussi (de maniére évidente) ces notions de symboles au

cas o (x,£) varie dans une variété I-Lagrangienne de classe é1 1 (dé-

finie plus loin).

On remarque que si aj €S(mj) » 1=1,2 alors a, 32€S(m] mz). Aussi si

a€sS(m) et si il existe C >0 t.q. |a] >,C1—m , alors lesm™.
0 0 a
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Remarque 1.3. Les classes de symboles ne changent pas si 1'on remplace

r,R par ?,i vérifiant aussi (1.1), (1.2) et avec r'\:;', RVR. (Ici

T

rvr signifie que » § sont bornées sur R"). Dans les applications

[a R4l ]

les fonctions r ,R ne sont peut-étre pas directement ol , mais seulement

continues vérifiant (1.1) et pour 0sc€1<C :

(f'z’) Si |x-y| s cR(x), alors E-(())%’ %%%—6 [é ,C] .

o .
On peut alors régulariser r,R par une sorte de partition C de la maniére

suivante : Soit xj eRr" » J=1,2,... une suite maximale de points telle

que les boules B(x. ,_cz R(x.)) sont disjointes. Alors les boules

J 4C J
B(x; % R(x;)) recouvrent R". Soit xozcom (B(0,1) ;[0,1]) égale a 1
dans B(O,ZI) et posons Xj (x) =X((x-xj) /c R(xj)) , a support dans

2 N o
B(xj ,cR(xJ.)) et égale 3 1 dans B(xj »3 R(xj) ).

N R(x. )
Si yen B(x. ,cR(x; )), alors pour ISv,usN;R—(—J%e[%,CZ],
1 Iv Iy xju C

et puisque les boules B(xj ,_%— —Cz R(xj)) sont disjointes, on constate que
C

Ng<N oid N ne dépend que de n,c,C. On pose

0 ’
R(x) = g RGx;) X () T(x) = % rix;) %00,

ou les sommes sont localement finies avec au plus NO termes #0. On cons-

tate que ﬁ’\lR, Tor et que R et T vérifient (1.2). On remarque aussi
N

X5 .
Qe Xj =T¥(— est une partition d'unité avec les propriétés agréables sui-
3

N
vantes : 1°) Au plus N0 des supports des xj peuvent s'entrecouper dans un

N
méme moint, 2°) supp chB(xj ,cR(xJ.)) , 3°) les sommes partielles § Xj ,
jEK

SO,O’ quand K varie.

K<€{1,2,...}, forment une famille bornée de

Fin de Remarque.
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Regardons ensuite la structure des fonctions d'ordre :

Définition 1.4. On pose S’"’k={a€(.'°(1?2n) : 3E -aEbJ"—I’k,

- J
ax.aEf"kl, j=1,...,n}.
J

Nous allons utiliser cette notion principalement pour m=k=1, mais

le cas m=k=0 intervient pour les fonctions d'ordre :

Proposition 1.5. Les fonctions d'ordre sont eractement les fonctions

de la forme m=e", on nesd? est & valeurs réelles.

La démonstration est immédiate, et on passe 3 1'étude de la croissance
des fonctions d'ordre. Dans les directions de 1'espace on ne peut pas dire

grand chose en général, mais pour la croissance en § nous avons la

Proposition 1.6. S5i m(x,f) est une fonction d'ordre, alors my(z) =

N
m(x,0) est une fonction d'ordre, et il existe une comstante C>0 telle

que
N N
NN -C VoA

¢
(1.7) my(z) ™ ("-f’,éi) € m(z,6) € my(z) &€ (2{7’;75-’-)

C

et donc :
T(x,€)

<€

. . . - 0,0 l 3
Démonstration : Soit n=logm€S ™’ . Alors T
gl

In(x,£) -n(x,0)| C | (r2t?) /2 dr<Clog (@) :

d'old 1'inégalité voulue. [

Puisque R est une fonction Lipschitzienne d'aprés (1.2), on a R(x) ¢

const. (1+ |x|). Si g, est la métrique (d.x)z* (‘E)2 sur R2 , on a donc
0 R ¥

> & () < ().

10
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et,si dgo désigne la distance associée a gg» On en déduit que toutes les
boules Bgo(p,C) ={ueR® ;dgo (p,u) <C}, p€ R , C€l0,+=[ , sont bornées.
On introduit aussi la métrique conforme g = (}' R)Zg0 et on remarque que

TR (const.) (1 +dg((0,0),(x,€)))-

Nous allons maintenant développer certaines préparations techniques sur

les déformations de fonctions d'ordre et des fonctions de classe 51’1 . On

cammence par remarquer que si fEéI’1 alors il existe une constante C>0

telle que :
(1.8) lf(o)-f(u)Istg(o.u) .
Soit 0<X€C;({(x,€) sxl <1, |E|<1}) avec S xdxdE=1 et posons

(1.9 K (00, 0,m) =2 R ™ ¥, x (FA, E) | 5o

N
er(x,§)
Pour €>0 assez petit on pose :

(1.10) 0, ,) = [ X.(,8) , oM 4,((0,0) , ,m) dyen .

Alors il est clair que Dg et 1 +dg((0,0) , (x,£)) sont du méme ordre de
grandeur. De plus Dg€§]’]. En effet, pour |a] +|8| <1, on a avec
W"'dg((O,O),’) :

(1. o 08Dy = [ o oK (xEyum W0 -w(xE)dy an

puisque : ” % 3?'& dydn=0. Utilisant que ¥(y,n) -¥(x,E) = O(¢ ¥R) pour
(y,n) dans la "boite de base" B((x,£),€) ={(y,n) GRZ"; |x-y| seR(x),
|e-n| <€ ¥ (X.E)} , et que :

lag 3EKE(X,C»Y:")|SCG’B e-Zn—Ial-lBl prP-lal 2-n-18l

’

11
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on trouve :

a.B 1-lal-181 1-lal v1-18l
(1.12) |ax BEDgI < Cu,B € R T .

De méme on montre que :
N
(1.13) IDg-wl < CyerR.
On fixe maintenant € >0 assez petit.

Proposition 1.7. Sotent f,3€.';'1’1 deux fonctions réelles. Alors il

existe une famille [1,+=[3X~f, €507

,» continue en ) et uniformément
bornée dans S'* 1, telle que f1=f, tgq. £ (x,€) est compris entre
f(z,8) et 3(:,6) et telle que fx(:,i) =flz,8) pour Dg((:,&)) 3,

N A
fx(:c,ﬁ) =g(x,§) pour Dg((.t,F.)) 3.

Démonstration : Il suffit de donner la construction de f)\ en dehors d'un

campact. L3, on pose :
1 1 ~
£, ((x,8)) = (0 -X(x Dg))f*x(; Dyl »

ol x€C;([0,H°[) prend ses valeurs dans (0,1, x(t) =1 pour t<~} ,
x(t) =0 pour t>1. La seule chose qui n'est pas camplétement évidente est

21,1

alors que f)‘ soit uniformément bornée dans S’ . On a :

_ 1 1 N, ] 1.
Bf)\ =(1 -X('X Dg))3f+x()‘- Dg)ag -X (;‘— Dg)a Dg x(f g) .

Ici 3 désigne 3 ou 3, . On remarque ici que 3_ f, 3 'é', o, D 651’0,
X, r,j X, X, X;'8
3 £,3. 8,3 D es¥!, et que {x(lD )} {x'(ln )} sont des
Ej ’ Ej ’ Cj g ’ A gz A og At
0,0

(on utilise ici que Dg 2const. 'f'R) . De plus,

% (f-'ﬁ') est uniformément borné dans SO’0 dans la région Dg(x,g) v,

familles bornées dans S

d'old le fait que f)‘ Eél'l uniformément.

12
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La proposition précédente servira pour la déformation des fonctions
fuite. Pour la déformation des fonctions d'ordre on utilisera la proposi-

tion 1.5 et le résultat suivant :

Proposition 1.8. La proposition 1.7 reste valable si l'on remplace

partout "él’l " par " 50’0 ",

Démonstration : C'est essentiellement la méme. On construit une régularisée
Dgo de dgo((0,0),') par (1.10) avec dg remplacé par dgo. Alors Dgoe
§9:0 est du méme ordre de grandeur que 1 +dg ((0,0),+). Si fEéO’O, on
0
remarque que f est Lipschitzienne pour dg . On peut alors reprendre la
0

démonstration précédente avec Dg remplacé par Dg . .
0

Les deux propositions précédentes restent valables si 1'on se restreint
systématiquement aux symboles qui ne dépendent que de x . On finit cette

~ section par une discussion sur des sommes asymptotiques. On prendra pour se

fixer les idées des symboles a(x,f) ou a(x,f,h), mais les résultats restent

valables pour des symboles dépendant de plus de variables.

Proposition 1.9. Soient m, et ko des fonctions d'ordre avec ko 21,
et soit a;€S(m, k,7) (respectivement dans S(mfh/ky)")) j=0,1,2 ...

une suite de symboles. Alors il extste a€5(m,) unique modulo N S(mokg'j)

Jjz0
(respectivement modulo N S(ma(h/ko)J)) , t.q. powr N=0,1,... on ait
v ~(N+1) 70 N+1
a—g a; €5(m, k, ) (respectivement dans S(m,(h/kp)" "). (On écrira

@

a'\.‘z’ aJ.).

Démonstration : L'unicité est évidente. Soit xeC‘;(R), avec X =1 prés

de 0. On pose

3'3. =aJ. (1 -x(kO/Aj)) (respectivement aJ. (1 -x(kg/h J\J.)))

13
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. . . N - 0O, =
ol )‘j 31 doit tendre vers + = assez vite. Alors aj -aj ES(nb ko ) def
: -j . hy+® _: h.j .
0 S(m0 I&) ) (respectivement dans S(mU (RE) ) X S(m0 (%-) )) etsi p_],k’
k=0,1,2,... désigne une suite des semi-normes sur S(mo k(;J ) (respecti-

vement S(mo(h/ko)J)) , On peut s'arranger pour que P, u(gj)sz" pour
’
0sv,ugj-1. On peut alors poser a=}) ;j . =
0
Dans la situation de la proposition,on écrira a'\:g a:j . Dans les appli-
cations on aura essentiellement toujours k0 =YR. On a deux criteres pra-

tiques pour vérifier la convergence asymptotique que 1'on énonce dans le

cas des symboles dépendant de h :

une fonction C” t.q. pour tous a,B€ N :
a By N(a,B8) I8l H-lal
3 b @ (my(ky/h) T R

od N(a,B) EN, et t.q.

N
- = v(N)
b (Z) aj =@ (m /K ) ,

ol Vv(N) ++=, N++o, Alors b€S(m0) et b'\:g aj . Cela se démontre comme
dans le cas classique (voir HSmmander [H6r.1]).

Rappelons que pour a € KD ,€>0, la boite de base B(a,e) est donnée
par |x-o| <eR(ay) , [6-o] <eT (a). Soit aussi B(0,e) la boite standard :
|x] <e, |€] <e. (I1 n'y a pas de contradiction dans les notations, car rien
ne nous empéche de supposer que R(0) =r(0) =1). Introduisons alors aussi
hy : B(0,€) +B(a,e) défini par h(z(y,n) = (a *R(a,)y , o *T(e)n) . Alors
a €S(m, h—f') ssi la famille {%—}EGT a oha} , a€ RZ" , est uniformément bor-
née dans So (B(0,e)) , 1'espace des symboles sur B(0,c) x10,1], avec

14
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h/lt0 (¢) comme petit paramétre.

Nous avons alors le :

©
. 1 1
i . h ~ a.oh ,
Critére 2. On a a'\:g 3 dans S(my) ssi TN OB g—(a)- 5oy

dans SO(B(O,e)) avec h/k0 (@) comme nouveau petit paramétre, uniformé-

ment pour a€ RZn .

15
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2. VARIETES I-LAGRANGIENNES DE CLASSE §'*'.

Rappelons qu'une variété I-Lagrangienne Achn est une variété Lagran-
gienne pour la forme symplectique - ImdfA dx. Nous allons considérer ici
des variétés I-Lagrangiennes difféomorphes 2 RS , qui sont de la forme

(2.1 A.: ImE=- 3G (Re x,Re€) , Imx= 3G (Re x,Reé&) ,
G 3 Rex o ReZ

ol G€.S] ,! (RZn)_ La représentation (2.1) donne une identification entre
R et AG , qui permet de maniére évidente de définir les classes de sym-
boles S(m h"') sur AG et la notion de fonction d'ordre sur A -AG .
Puisque A est I-lagrangienne, la forme -Im&dx|, est fermée et danc
exacte. Donc -Im&dx=dH, ol HECQ(A) est une fonction réelle (déter-

minée 3 une constante prés). On trouve en effet :
(2.2) H=-Ref+ Imx+G=-Ref - Inx +G(Re x,Re£) €5'*' .
Un cas particulier est celui o0 G=g(x), ge§1’1. Alors :

M --éﬂ =
(2.3) g s mg=-2£ (0, Imx=0,

et on trouve H=g. Pour des raisons techniques,nous serons obligés de nous

restreindre plus loin aux vériétés Ag proches d'une variété l\g
que geél’] , 8=g(x) et G-g est suffisamment petit dans S(rR).

, au sens

On utilisera aussi plus loin que,si G est assez petit dans §1’1 ’

alors Ag est R -symplectique, c.a.d. symplectique pour Redfadx. On no-
tera da 1'élément de volume correspondant ; da-H]r (dE AdX)A ... A(dE AdX) A

(n facteurs identiques).

16



3. [ESPACES DE SOBOLEV.

Soit f€.S1‘1 , £=f(x), et m(x) une fonction d'ordre. Alors,pour
NE€EZ , m(x) (?(x,é) /r(x))N est aussi une fonction d'ordre. Dans le cas

N> 0, on définit :

—f/hu

N
(3.1)  H@gmE/mY ={ue.‘D'(R") ST H & 5,)% me 22<w} .
lal<N L
Ici Bx =th . H(Af,m(}'/r)N) est un espace de Banach, la définition (3.1)
ne change pas, et on obtient une norme équivalente, si 1'on permute arbi-
v e-f/h

D ,m,

.
. . On remarque que si m(x) est une

trairement les facteurs T

. . . 1%
deuxiéme fonction d'ordre, MEN, O<M&N, et si P=E aa(x) (?Dx)a
|alsM
avec aQGS(%) , alors P est borné indépendamment de h: H(Af,m(}'/r)N) -

Hig, & @0 ™). pe méme, si HOT réelle, 1'opérateur de
multip?ication par e /M st borné de H(Af,m({:)N) dans H(Af_}',m(;)N).

On remarque aussi que C:(Rn) est dense dans H(Af,m('x\"/r)N). En effet, si
uEH(Af,m(}'/r)N) , on peut d'abord approcher u en norme par X(ex)u(x) , ol
€>0 est petit et xec‘;(mn), X =1 prés de 0. (Puisque R(x)<const(1+|x]),
X(e +) forment une famille bornée dans SO'O(Rn), pour €€1]0,1]). On ap-
proche ensuite X(ex)u(x) arbitrairement prés par une fonction C; , par

une régularisation standard. Le dual de H(Af,m('x\’/r)N) est donc un espace

de distributions. Définissons,pour 0<NE€ N, H(Af,m(’t\"/r)-N) par :

(3.2) Hpm@E/) ™) est le dual de H(A_g, + G/m)Y) .
On peut facilement analyser la structure de H(Af,m(}'/r)-N). Par définition,
1'application :

1

(.3 Hg & FmYsu-{d Bo°

3=

£/h 2. M(N
! e u} € (LHMIN)

MES

17
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est injective bornée et d'image fermée. Donc par dualité, 1'application

(3.4) (L )M(N)B{v}|u|<N ) f/h; Nx r) v EH(Af,m(r/r) )
|a]gN

est surjective et bornée. Si FS (L )M(N)

est 1'image de 1'application
(3.3), alors Ft est le noyau de 1'application (3.4) et cette application

restreinte 3 F est bijective. On trouve alors la :

Proposition 3.1. L'application (3.4) est surjective et bornée (unifor-
mément p.r. d h). Toute ueamf,m(?-'/r)‘”) 8'écrit dome :

_ 1 f/h Y 1a
u = E ; 3f (Dx ;) va s
|alsH

avec vaeLz et || ul| ) | vy || . On peut choisir
H(Af,m(r/r) laen

Vo linéairement en fonction de u.

Dans cette proposition on ne change pas la validité (mais seulement le

choix des va) si pour chaque a on permute arbitrairement les facteurs %,
N N
£/h , Dx , % On montre maintenant que, si P=E aa(x) (i]" Dx)‘x
|a|<M

a eS('Ri) , Ne€Z, alors P est borné indépendamment de h camme opérateur de

e

H(Ag,mF/r)™) dans H(Af,—(-) M) Aussi, si N,NEZ, NaN et m(x), m(x)

21,1

sont des fonctions d'ordre avec m<const. m, f, f€S avec fé}‘ , alors

N

H(Af,m(?/r) )gH([Q-,mG’/r) ) et 1'inclusion est bornée indépendamment de h.

.. . N N " 5‘1 1 N
Proposition 3.2. Soient N,N€2 avec N>N, f,f€S5°", avec f<f et
m(z) , m(z) des fomction d'ordre avec m/m+0, |z| +. Alors l'inclusion
N

J s H(Af,m(?‘/r)”) -H(A}c,r')i(?"/r)”) est compacte.

Démonstration : On se raméne d'abord sans problémes au cas ¥=f. Si lﬁ>0,

alors j s'approche en norme par les applications jc :u-+j(x(e +)Ju), €>0.

18
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(Ici X€CH(R") est égale 2 1 prés de 0). La compacité de chaque j_ se
déduit des résultats standard sur les espaces de Sobolev. On a donc démontré
N
la proposition dans le cas 0s§<N. Supposons ensuite que N<NgO0. Alors
n W
on se raméne au cas précédent par dualité. Si N<O<N (ou bien si N<OgN),
on factorise j en
N
H(Ag , mE/0)™) +H(Ag , W) +H(A , R(E/DN
N

(ou bien en H(A; ,m(¥/0)™) +H(Ag ,m) *H(A; , W(F/0)"). La factorisation
(dans chaque cas) contient une application campacte, et donc j est compact

aussi dans ces cas. -
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4. TRANSFORMATIONS FBI.

On commence par construire une résolution de 1'identité adaptée 2 une

21,1

variété I-Lagrangienne de classe S ® . On part de 1'identité :

i . 2. 2
((x=y)B, +i(x-B )" +i(y-8,)")
(4.1) 8(x-y) =C, h3n/2 J el & x T

et on cherche d'abord un changement de variables camplexe, qui transforme

la phase en :
© (X,y,8,A) = (x-y)a, + i) ((xu)’+ (yu)d) =
o ’ » ’ E x x
- xVag + 5 xeniezing, -EH?,
ol A>0.

La phase dans (4.1) s'écrit : (x-y)ﬁg +% (x-y)z*Z i (Bx -’(—Ex)2 , et on

pose alors

B = o + 3 Q-1 (xy)
+ 1/2 +
6 - o N

ce qui donne la transformation voulue de la phase. Pour x,)" fixés on

4.2)

obtient

= i -
d ng dagj *3 (xj yj)d;\

_41/2 *5YYi01 ,-1/2
dej A duxj+(axj-—lz—l)7)\ dx .

Ainsi on a 1'identité entre les formes fermées :

i
v (x,y,8,1)
eE ° ’ dg =

B o (6Y,a,1)
e

(4.3) w .

Ici on considére le second membre camme une 2n-forme fermée dans Cmm x R)‘ R

20
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ou bien avec A=A(a) une fonction donnée, camme une 2n-forme fermée dans

COZ‘" . On trouve

SLZINN ) V22 (xj-y;)da Adag A...AdAA...Adag
j=1 1 n
(4.9)
X.t+y.

n
n
+ Z AZ —JTl)du AccoAddALlA x-nAdug

=1

Soit A= A; une variété I-Lagrangienne de classe él’l comme dans la

section 2. Si on écrit la paramétrisation (2.1) sous la forme

2n

(4.5) R™3Y=+a(¥) = (o (V) ,a (M) €A,

0,1

alors ImchES , Im uEGSI’O,et on rappelle que, 3 1'aide de (4.5), on peut

définir naturellement les fonctions d'ordre et les espaces S(m) sur A.

1,-1

On choisit maintenant A de classe S . Ainsi, la nouvelle phase

1,1

(x- y)u + 1A((x—ux) + (y—ux) ) appartiendra @ S’  dans toute région :

lx-axl , ]y-o&l <const. R(e) selon la convention de la section 1. Nous

avons
0,0 -1,+1
da, €} S’ dy, +]S " dy
5ok ** k *k
(4.6) dag €] st lay, + 7800 dy,
ik k k k
1,-2 0,-1
dx €y s “dy +]s» " dy
k Xk 3"
et on trouve donc que
_}zq n 3n
’ I
4.7 Cyh “w=jdaf, =5y, J.Jesz z ’

ol j et 3' dépendent linéairement de x,y. Ici

da =da_ A...ada. Ado, A...Ada dy =dy_ A...Aa dY. adY, A...aAdY
Xy & &n’ X Xno & &n’
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sont les 2n-formes sur A et RZ“ définies de maniére intrinséque sur ces

variétés qui sont R-symplectiques (cf. la section 1).

Formellement, nous avons

__Szfl }1; wo(x’y’a)
e w

a€A a€A

j(x,y,a,h)da ,

i
@0, (x,y,a)
(4.8) 8(x-y)=C h J e ©

A 9 (x,y,a) =0, (x,¥,3,A(a)) .

1

Soit maintenant geé(rR), g =g(x). On choisit res'” elliptique

positif et suffisamment grand pour que
2(x) +g() * (x-y) & () -AM (xv 2+ v
N
1 r(y 2 2
< Rny (ot oY,

pour x,y réels dans un domaine de la forme max(|x-Yx| , |y-Yx|)<Cl-6 R(Y,)-

(4.9)

Ici C0 >0 est une constante. Soit d'autre part, xy(x) -x(R(Yx).1 (x-Yx)) ,

ol ¥ eC’;(Rn) vaut 1 dans un voisinage de 0, et 3 support dans un voisi-

nage suffisamment petit pour que le support de XY(X) XY(y) soit contenu

dans le damaine de validité de (4.9). Pour a =a(Y) €A, on écrira Xu(x) =
x).

xY( )

Proposition 4.1. Avec g,\,X fizés comme ci-dessus, soit Geél’l

telle que G(x,E) -g(x) €S(rR). Il existe alors des constantes € >0, et
CO..B’ a,BEﬂVﬂ et un voisinage de 0 dans S(rR) t.q. pour tout G avec

G-g dans ce voisinage on ait

(4.11) I(z,y,h) =6(x~y) *k(x,y,h)e(g(x) ~g(y))/h R

ou k est C a support dans U (s‘upp XY(:c) XY(y)) et vérifie
Y
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-€q Rr/h
a B 0 -n-|a|-|8|
(4.12) 19, aykl < Ca.,B e R .

Ici I(x,y,h) € D'(R™) est défini par 1'intégrale oscillante :

i
@, (x,y,a)
(4.13) eym= [ e § %00 X, ()da .

a€ AG
Démonstration : Pour a=a(y) EAG , on regarde d'abord la taille de :

e-{;(g(x) -g(1) +1 0, (x,7,9)

0=¢€
o :a=-(g00) ~g(y) - (x-y) (Imay) = A (x-v) 2+ r-v) 2 -2(ma?) .

On utilise ici que: Ima, = -8 (v,)+ @ () , Ima = @ (c) TR, et,

r

€
avec (4.9),ceci donne :

1T 2 2
2 g R ()T e v D)+ (TR .
Ici ¢>0 peut &tre choisi arbitrairement petit en fonction du voisinage
de 0 dans S(rR) ou doit se trouver G-g. A 1'aide de cette estimation,
on vérifie sans peine que 1'intégrale oscillante (4.13) est bien définie,

de classe C” en dehors de la diagonale,et que,pour tout §&>0, la restric-

tion de I(x,y,h) a |x-y| >8R(y), vérifie :

a.B
|axay1| <

(4.14) L I x-y)%+ @(e)r()R(x)/h
cc . e@-gonm G

-n-|a|-|8|
a,B,8 R ’

od C;>0 ne dépend pas de &§>0.

Etudions ensuite (x j-yj)l : On remarque d'abord que
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i
@, (x,y,8,1)
(xj-yj) eﬁ ° dg =

(4.15) .
@ (x,y,B8,1) - 2\
-hdﬂ(eﬁ ° -1)™I1 48 A...AdB. AdB, A...AdB. A...adB )
*1 X E1 j En

n EJ

Quand on discute les symboles 3 valeurs dans les formes dans les variables

a (o0 Y) il sera cammode d'utiliser les formes ' normalisées "

1 e 1 .~ - )
W daxj dux' y du.E duE_ . Ainsi une k-forme de classe S(m) est

j r(a) j J

par définition une combinaison linéaire d'expression

~J ~y ~~ ~
a(x,y,a,h) da, A...ada,  Adag

3 ip Ip+1 in
avec a de classe S(m). On remarque que la différentielle extérieure d'une
k-forme de classe S(m) est une (k+1)-forme de classe S(m). Avec cette

3n/2,n/2,0

terminologie w dans (4.3) sera une 2n-forme de classe S , et la

substitution de (4.2) dans (4.15) donne une (2n-1)-forme Won-1 de classe

3n -1 n -1
’ »
ST ? telle que
i i
B 9 X,Y,a) F 9 (x,y,2)
(4.16) (xj-yj) e’ © w = (e ° “’Zn-l) .

(On pourra remplacer "da" par "dy" si 1'on veut tout ramener a R$n

).

Multiplions (4.13) par xJ.-yj , on obtient alors

-%QJ }i;wo(x,y,a)
e

QGAG

(4.17) (xj-yj)l =-h d, (X, () X, () Awyp 4

Pour (4.14), on obtient :
€, TR/h
0 Rl

(4.18) |3: as((xj-yj))ll < Ca,e e(g(x)-g(y))/h e- ’n'|a|'|8| .

Par un développement de Taylor, on trouve alors :
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- -€orR/W
(4.19) [ a)B, (}‘; (€0 -gIDI<C, 4 e8)-g(»)/h 70 gn-lal-18]
Nous allons ensuite faire des déformations de A, A en utilisant la for-

mule de Stokes sous la forme suivante :

Soit V un ouvert de Rn, "I un intervalle et f : IXV*RN une ap-

plication C”. Soit w une n-forme C définie dans un voisinage de 1'image

de f. Alors si ft=f(t,') , nous avons

9 .« _ .x Of s Of
(4.20) 3t fLws= £, (zpddw) + d(fy (zpiw)) -
(On démontre cette formule classique, en introduisant =f*w sur IxV.
Avec Q =Qlt=s , il s'agit alors de vérifier que: %Qt= (;TJ ), +
d(b-afl ﬂ)t , et il suffit clairement de le faire dans les deux cas particu-

liers Q=g(t,x)dx1A...Adxn, Q=h(t,x)thdx]A...Adx )

n-1°
si A=R™, r,R=const. et A=A(a) , et si 1'on définit T come
dans (4.13) mais sans les troncatures, on montre facilement que I}‘=6(x-y).
(Si 1'on relie BC et a par la premiére partie de (4.2), on montre d'abord
que la n-forme en BE , que 1'on obtient de (4.1) en intégrant seulement par
rapport a Bx , est égale & la n-forme en ap que 1'on obtient par la méme
procédure sur (4.13). Ensuite la formule de Stokes montre que 1'on a bien
}l-—-é(x-y) ). I1 suffit ensuite de majorer la contribution de 1 -Xa(x)Xa(y)

4"
d I, pour en déduire (4.11) et (4.12) dans ce cas particulier.

Pour montrer (4.11), (4.12) dans le cas général on peut se restreindre
3 une boule de rayon 'vR(xo) centrée en un point (xo,xo) . On peut donc
supposer que r et R sont constants et si }‘O(ag) =A(x0,a£) , On pose
At(a) = (1-t)x0(a) +ti(a), G, =tG (et 8¢ =tg). Ainsi, en composant (4.2)

et (4.5) pour A ,A , (A =A;), on obtient une application
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4.21) £, oY+ £.00 =8(ty),

qui dépend aussi de x,y, définie pour Y€ Rr® » Yx "Xg» X=X, Y-X5=
® R) ,. et avec Bx -’%ZE 51/2’1/2 , 85 h} (x-y) ESI’O , uniformément en t,

pour t€[0,1] , et de méme pour les différentes dérivées par rapport 3 t de

NN
ces expressions. Avec A =>\t » @=a,, j*jt , Ona:

£ @, (6,y,0)/h «,
e

i
- @ (x,y,B8,1)
J'dY=f;(Cnh3"/zeﬁ o dB)

ce qui donne 1'image réciproque par f; d'une 2n-forme fermée.

Appliquant (4.20), on trouve :

3 (%‘Do(x.)’.“)/h'\,

- i, (x,y,8,1)/h
.22 & JdY)=dy(f;(Chh3n/Ze ° of dB)).

“J

Une intégration par parties donne alors :

3 §2rl eiwo (X.)’,B.‘)/h of )

(4.23) grl o=- JdY(XY(x)XY(y))Af;(Cnh
a=a(t,Y)

EJdS

Pour déterminer 1'ordre des symboles en Y qui apparaissent ici, on cons-

tate que :
707
of ’ 9 1,0 2
sT€LS asx*ZS”a'B?
k k
Donc,
i3
of ’ dg 1,0 dB8
3T J dB € 2 S a—B—x— + 2 S aag—
k k
ol on utilise la notation : ds =dB, A Aog\ A AdB. AdB8, A AdB
. a‘B‘_ x *e e x . e x E o e e E .
Xy 1 k n 1 n

D'autre part,
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1 1 1 1
’ e ’ ~J
d, € J s 7dvxk A zdygk

~v ~~
dBEJ_ €] s any, * Ish0 g,

3n n
et donc f; (g%.l dB) est une (2n-1)-forme de classe ST,I , et (4.23)
s'écrit :
i
3 H ‘D(X,)’,G,X ) n land
(4.24) It It"" € k(x)y’Y:tvh)dY ’
a=x(t,Y)
(Sn n 3n)
N L I ]
ol k est uniformément dans S 727

et 3 support dans |x-Yx| +

ly —Yxl ~R. Faisant les intégrations en Y on trouve alors

t@(x)-g(y))/h-eqrR/h 101
(4.25) Ia:as 3% ILl<Cyge ek)-e 0 gn-lal-18]

Avec (4.19) (valable pour It), on trouve
-e, rR/h
3 -t - h 0 -n-|a|-|B
(4.26) la;as 5 e (g(x) g()’))/ Itl < C(x,B e R n l ‘ l l .
et puisque 1l'on a déja établi (4.11), (4.12) pour t=0 avec g remplacé

par g=0, il suffit d'intégrer (4.26) de t=0 a t=1 pour achever

la démonstration de la Proposition. L

A cause de (4.4), (4.7) etcomme A=X(a) et a=a(Y) sont indé-
pendants de x et y, on constate que j et } dépendent linéairement de

x et y:

n n
(4.27) j(x,y,a,h) =j0(d.h) *\)Z] jv(avh) (x\)—ux\)) #\)Z] Jn#v(a’h) (Y\,'va)
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n n 3n
et on a une formule analogue pour }’ Ici J'OESI’ 2’vT’
n _n_; 3n
’ ’
j 552 ? T, vzl

v

Soit ;(a,y,h) un (n+1)-vecteur colonne de symboles de classe
n n 3n

St Sy > ot at
S , affine-linéaire en y et tel que t ’T;y—,’ ,-5-% sont li-

néairement indépendants au point y=a, pour tout a€A (et donc en tout

point (a,y) €A x " , Ppuisque ; se modifie par une cambinaison linéaire en
-

2t at

o e

thése d'ellipticité :

quand on modifie y). Pour &tre plus précis, on fait 1'hypo-

-+ -
at at )

det (t ,F],... ’E)T,'

.

| LoD FoaGen -F e
U 4 R h

Les transformations de F.B.I. que nous considérons sont de la forme
(4.28) Tuta,h) = [ e 0@ M iy x () utay
ot x,(y) =x((y -Rea,) /R(ay)) , Rlay) =R(Rea,) et,

(4.29) 0(@,y) = (ay - Yag +ir(@) (& -N°

avec A GS]’-]

positif et elliptique camme ci-dessus. (On pourra aussi
traiter le cas ol ¢ est une expression quadratique un peu plus générale

dans les variables ay -y).

Montrons que nos transformations ne dépendent pas véritablement de
A=A; et montrons en méme temps camment 3 partir d'une telle transformation,
associée 3 une variété Ag » 8 =8(ux) , on en obtient une autre (équivalente),
associée a AG , pourvu que G-g soit assez petit dans S(rR).
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Soit donc wo(u,y) €C"°(I\g xc“) » polynomiale de degré 2 en y, de classe

Sl’1 (avec les conventions de la section 1), et telle que :

N
= it * = = - "noo_ g r
(4.30) pour ay y, on ait: ‘90 0, (‘90);, GE ’ Im(@o)yy gyy'\'ﬁ .

L'exemple typique d'une telle phase est donné par (4.29) (avec a variant
da .
ns I\g)

. L . 3‘00(0;)')
Pour aEAg on définit la variété Lagrangienne Aa-{(y,- -—-—W——-) )

ye(?n} ', qui coupe Ag au point a. L'intersection des deux variétés en ce
point est transversale et c'est le seul point d'intersection dans la boite

2 v
de base complexe B(a,eq) ={(y,n) €C n ly-oy | <egR(x,) » In'agl <ggr(a)l},
pourvu que ¢;>0 soit assez petit, mais indépendant de a. On le voit bien
_si 1'or considére la configuration "uniformisée' obtenue en prenant 1'image

réciproque par hOl introduite a la fin de la section 1.

11 et G-g est assez petit dans S(rR), alors

Si maintenant Ge€$
on voit de méme que B(a,co) contient un seul point d'intersection g(a)
de /\cl et A=Ag dans B(a,so). Toujours en passant par des applications
ha , on vérifie que B8 : /\g--/\G est un difféomorphisme t.q. si B(a) =
(sx(a) , Bg(“)) alors By e§0'1 , BEGS]’O et de mémepour 1'application
inverse a =a(B). Une fonction m sur /\G est une fonction d'ordre sur 1\G
ssi mopB est une fonction d'ordre sur Ag et B induit aussi une bijection
entre S(m) et S(moB). Puisque toute fonction d'ordre sur Ag est unifor-

mément du méme ordre de grandeur dans B(a,eo) , on ne distinguera pas tou-

jours entre moR et m.
Nous pouvons maintenant écrire :

(4.31) @y(a,y) =h(B) +@(8,Y) ,
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1,1

o @€EC (AxC?) est de classe S'°', polynamiale de degré 2 en y avec

le méme hessien en y que coo(u,y) et tel que :
T
(4.32) pour y=8 :¢=0, w;,--BE, Imv’):y-g'):y(ﬂx)“',{

Dans 1a suite il est sous-entendu que 1'on ne consideére que des trans-
formations de FBI pour des AG avec G-g assez petit dans S(rR) et avec
une phase (a,y) , a €A, obtenue par la procédure ci-dessus. Le plus sou-

vent ¢ sera de la forme (4.29) (avec A(B(a)) =A(a)).

Soit ¢(a,y) , ® €A, yec“ comme ci-dessus. On associe 3 ¢ une trans-
formation k =k 0" T *

(4.33) <:ly,-g) = @57,

ol % i droite signifie la différentielle sur A. On peut aussi exprimer

x entiérement 3 1'aide de -Imgy :
(4.34) e:(y,-§Ra, , q, A,

Pour &tre précis, montrons que k est un difféamorphisme de U B(a,eo)
a€A

sur un ouvert de T*A, si €0 >0 est assez petit, et ceci 'de maniére
uniforme si 1'on réduit le tout 2 des ouverts bornés 3 1'aide des appli-
cations hu"' Alors puisque G est une petite perturbation de g on voit
qu'il suffit de le faire quand G=g(x). Dans ce cas,on écrit .a =Y, ,

aE=Y£—1 agx (Y ), y€R2n et :

©= (v =¥ = ilrc =) §$; (v, +¥(r Y, =Y)
od iy= O((v -0, Iy -l >0.

Yy
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Alors, avec ¥ =¥(Y,z),

20 .2 aw
- =Y-13—g-(Y)* Y, v,.-y)
3y g v, T a WY

Yo+ Re 37 00N+ 1Um 5 (1Y) - fE (p)

et avec Y, =y on trouve pour une variation infinitésimale &y = (GYX,GYE)
de v :
2 2 2
09 _ 37y . . Y _ 3 )
- 855 = 8vg * Re —5 (v,0) =6y, + 1(Im—z (,0) - =§ ) v,
9z 9z an
On voit donc que § a‘o=0 - &y, =0, &y, =0, ce qui prouve bien que x est
3y x 0 Clg e
un difféamorphisme bien défini dans le damaine indiqué.

Montrons ensuite que k est canonique si 1'on munit T*A de la forme
symplectique standard et cZn de la forme -Im{dnj Adyj. Si a* désigne

les coordonnées duales dans T*A , on calcule sur le graphe de « :

a‘du+hn(ndy)=-——‘9da+1m f aI"“"dy= “;““’da 2Re aIm‘pdy’

- _9Img 3 Img _oIme —__
e da - 3y dy — dy=-dImey .

Cette forme est donc fermée et da* ada + Imdna dy =0.

graphe

Cherchons ensuite 1'image de A lui-méme par < . En prenant la diffé-

rentielle de 1'identité w(u,ax) =0, on trouve pour y=a :

T e
(4.35) de+ %5),—3 da | =0,

A

ol duw désigne la différentielle de la fonction A3da-+¢(a,y).

Utilisant la deuxiéme identité de (4.32), on trouve donc :
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(4.36) da&p = uE dax \ quand y=a, .

L'image de A par k est donc le graphe dans T*A de la 1-forme fermée

=Im ug da.x \ . Si H€§1'1(A) est une primitive (donnée par exemple par

(2.2)) de cette 1-forme, on trouve alors
(4.37) da(-Imw) -daH pour y=a, ,
d'ou la

Proposition 4.2. Soit «x la transformation canonique introduite par

(4.33), définie dans ] B{u,co) 8t co>0 est assez petit (et st
a€l

A=A; avec G-g asses petit dans S(rR)). Alors k(A) cT*A est le
graphe A, ={(a,d B) €T°\ ; a €A}, ou HES (N est une primitive de

-Ima, da .
£ x A
Si «x =xr est donnée par (4.33), (4.34), nous avons la transformation

1 2n

inverse «p : T*A+C™ (ou plutdt définie sur un voisinage de A dans

T*A) donnée par

-1, _3Img 23Im
(4.38) ‘7 .(a, e )*(y,T—W‘Q).

Considérons aussi une deuxiéme variété 7\' et une deuxiéme phase associée
N
ola,y) , ue'l\\' avec les mémes propriétés que A,p, en particulier que

N
’I\\'=Aa , avec G-g assez petit dans S(rR). Si x% est la transformation
. . . 20 oV -1 . xV PP
canonique associée : € +T*A, alors K,’}‘oi(-r : T"A-T*A est un difféo-
morphisme canonique d'un voisinage de Ay Sur un voisinage de \, , engendré
H

par la phase ¢(a,B8,Y) =- Ima':(y,u) +Imyp(B,y) , o0 y est considéré camme

variable de fibre. Si A' est une troisiéme variété de classe él’l "'proche

e1,1

N
de Ag", alors KT(A') = Agos k(A') =X\, , o0 F,F' sont de classe S sur
T F'

32



TRANSFORMATIONS F.B.I,

N~
A et A respectivement et reliés par la formule
N
(4.39) F' (a) =V.C(8.y) (¢(a,8,y) +F(B)) .

On sait a priori que le point critique est non-degeneré. Montrons aussi
(bien qu'on ne 1'utilisera pas dans la suite) que sa signature est égale 3
(2n,2n). Cette signature est manifestement stable par des déformations
continues de A,X,A‘ et g, et par la déformation linéaire la plus simple

2n

N
on se raméne alors au cas o0 A=A=A'=R"", g=0. Dans ce cas on écrit :

©(a,y) = (ay-ylag + v(a,a,-y)
v "
ola,y) = (ay-y)ag + v(a,a,-y) -
Alors a et B sont réels et
N
¢(a,B,y) =Imy- (GE-BE) - Imy(a,a.-y) +Imy (8,B8,-y) .

" De plus F'='I\=“=0 et le point critique dans (4.39) est maintenant donné par
B=a, y=o,. Le Hessien de ¢ dans ce point est donné par la forme qua-

dratique
(8,y) *-Imy * 8 - (In¥) " (y) + (In¥) " (B,~Y) ,

N N
od (Imy)", (Imy)'" désignent les Hessiens des fonctions Im¢, Imy par
rapport au deuxiéme argument. On considére cette forme dans les 4n-variables

réelles : t=Rey, s=Imy, u=BX-Rey, v=(3g :
’\‘ - .
K=-s.v. - (Imy)" (t+is) + (Imy)" (-u+is) .

N
Ici (Imy)" et (Imy)" sont des formes quadratiques de signature (n,-n)
et leurs restrictions 3 R° sont définies positives. Donc

Y
q(s) = min  (Imy)" (-u+is) et a'(s) = min (Imy)" (t+is) sont des formes
ueR" : teR"
quadratiques définies négatives. Donc on pose
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N
L(s,v) = min max K=-sv-q(s)+q(s) ,
u€R" ter"
et on constate que L est de signature (n,n), donc K est de signature

(2n,2n).

Notre résultat entraine que (4.39) peut aussi €tre exprimé par une for-
mule de max-min en utilisant une fibration 1locale de A en sous-variétés
de dimension n, et cette fibration est indépendante du choix de A', donc
de F'. Soit alors A" une quatriéme variété I-Lagrangienne avec les mémes
propriétés que A' . Ecrivons KT(A") -XF.. . K%,(A") =XE." , ol

4"
(4.39) F" (a) =V'c'(8,y) (¢(a,B,y) +F'(B)) .

Définition 4.3. On dit que A'<SA" si F' < F"partout sur A.

Cette définition dépend d'un choix de constantes de normalisation pour
F',F"', mais une fois fixé ce choix, les formules (4.39), (4.39)' donnent des
choix des constantes pour }'"'ﬁ'" , et puisque ces formules ont aussi une ver-
sion max-min, si F'2F" alors '}\5' 2?".Dans la définition précédente il suffit
en effet de supposer que A' ‘AG' , A"-AG.. avec G' et G" dans un petit
voisinage de g€é1’](Rn) dans é"](RZ") faisant intervenir donc le

N
poids r plutdt que r.

Montrons finalement que la relation A'<A" se lit directement sur la
relation correspondante entre G' et G" si A’ =/\G. , A =AG.. . On suppose
donc que G',G" sont dans un petit voisinage dans é('l\"R) de g=g(x) et
comme avant on fixe une tf. de FBI T associée a Ag . Si G€§('1\:R) est
proche de g alors ¢=-Imx°*Re&+G(Rex,Re&) est une fonction phase
non-dégénérée au sens de Hormander [H6.1]. La variété critique Cy corres-

3G
pondante est donnée par Imx= TReT (Rex,Re &) et on retrouve

34



TRANSFORMATIONS F.B.I.

pg={(x, 332 (x,Re£)) 5 (x,Re£) €Cy} . Si xylAg) =Ap alors un choix
de F est donné par :

(4.40) F(a) =V-C:(y.Ren) -Img (@,y) -Imy-Ren+G(Rey,Ren) .

(51 "\f est une deuxiéme tf. de FBI associée 3 une deuxiéme variété I-lLa-
grangienne proche de Ag , et si ? est donné par une formule analogue,

alors on vérifie que F et '1\3 sont reliés par (4.39)). Si G'gG" alors

on obtient F'gF' pour les fonctions correspondantes dans (4.40), car cette
formule peut s'écrire camme une formule min-max avec une fibration en sous-
variétés indépendante de G', G". Donc si G'<G" on a AG'sAG" pour le
choix naturel de F',F" par (4.40). Pour voir que inversement, si F'gF",
alors G'gG", on remarque que l'on est dans la situation générale suivante :
avec B=(Rey,Ren), 6=Imy, y(a,8,8) =-Im@ (a,y) -Imy<Ren, on a

F(a) -v.c.e’s(w(c.,B.e) +G(B)) et de plus y(a,B,8) est une phase non-
dégénérée au sens de HSrmander t.q. AJ)s{(a, ,%3 8,5 - g% : %‘g-=0} soit

le graphe d'une transformation canonique. Alors c'est une simple généralité
que 1'on récupére G par la formnule G(B) =v.c.(a’e) (¢(a,8,8) +F(a)). Cette
formule a aussi une interprétation min-max qui montre que si F'gF' alors

' G' <G". Avec le choix naturel des fonctions F par (4.40) nous avons donc

montré que A, <Agy _Siet seulement si G'<G".

Revenons maintenant 3 1'étude des transformations T du type (4.28) avec
¢ donnée par (4.29). Dans toute la suite on suppose que A=A; avec G-g(x)
assez petit dans S(rR). Nous avons déja spécifié avant que ¢ doit &tre

définie par G et une phase donnée @, associée 23 1\g . On suppose maintenant

la méme chose concernant le symbole -'E, 3 savoir que ;(B,y,h) = ;O(Q,y,h),

ol ;0 est le symbole d'une tf. de FBI 'I‘o associée 3 A_ qui a pour phase

g
. On suppose aussi que la fonction de troncature i intervient dans
Ly X _qu
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A 4
X ) =X (ﬂxy_)') , ne dépend pas de G et que la paramétrisation RanY*
X

a €A est définie de maniére naturelle, soit comme le paramétrage par la

partie réelle de a €A, soit camme le composé d'un paramétrage fixe de I\8

avec l'application B qui était définie 3 partir de 9 - Ces conventions

font que T est définie autanatiggenent a partir de AG une fois que cer-

taines quantités sont fixées d'avance.

Nous allons maintenant construire un inverse approché de T, 3 1'aide

de la Proposition 4.1. Soit

(4.41) b(x,a) = (ko) +iA@) @, %)% .

Pour v(a,h) dans un espace de fonctions sur A que 1'on précisera plus

tard, on pose formellement

(4.42) Sv(x,h) = I W N /R Sk a,myx (x)v (e, h)da
a €A
n _n 3n
Ici 3= (so(x,a,h) y cee sy sn(x,a,h)) de classe SI T est un vecteur

ligne qui doit &tre affine linéaire en x. Alors, formellement, on obtient
que SoT est de noyau I(x,y,h) donné par la Proposition 4.1, si 1'on

arrive 2 choisir ; tel que ;.-{=j , C.a.d.
(4.43) sot0+s1t1+...+sntn=j

Ici on rappelle que j est de la forme (4.27), et que tg,...,t, sont les

- .. ->
composantes du vecteur colonne t. Aprés composition a gauche de t avec une

matrice elliptique M(a,h) de classe So’0 , On peut supposer que :

ty(a,h)
t0=t0(0,h) ’ tv’—m-xj— (va')’v) y v2l.
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Gy (s1) ROY)
Pour v2>1 on prend alors sv=sv(a,h) ,W et pour v=0, on
o ’

n
1 . . . . .
prend 50=t—6 (Jo'rvz] ]V(xv-axv)). Donc on a bien un choix de s qui con-
vient et formellement on trouve alors que :

(4.44) SeT=I+e8P koe®/N |

ol K est donné par un noyau k camme dans la Proposition 4.1.

I1 reste a donner un sens 3 (4.44). Utilisant que G-g est petit dans

S(rR), on trouve pour a €A, Iy-Yxl € const. R(Y,)

-@(r) ~g/h il@ya +iA@) @]
e e
(4.45)

N

- 61 exp[erR-Cy & (0] /1.

On en tire les majorations trés grossiéres suivantes : Si u€.‘D'(Rn)

est d'ordre fini, alors il existe C(Yx,h) >0, continue en Yx et N0>0
t.q. : lru(a,h)lsc:(yx,h)?(a)No. Si u€C (R"), alors,pour tout N>0, il
existe Cy(y,,h) , continu en v, tel que |Tu (a,h)|<Cylr,,h) ¥ ™. si
d'autre part v(a,h) est une fonction continue telle que |v(a,h)| <
CN(yx,h)'t"'(a)'N pour tout N30, alors une estimation semblable 3 (4.45)
montre que Sv (x,h) €C”(R™) est définie par une intégrale convergente
dans (4.42). Si v vérifie seulement |v(a,h)|5C(yx,h)?(u)N° pour un N,
fixé, alors on peut définir S Sv(x,h) u(x)dx pour tout uec‘g , et Sv
est bien définie comme distribution sur R". Il est maintenant standard de

vérifier que (4.44) est valable au sens des opérateurs sur @'(Rn) :

Proposition 4.4. Dans la situation décrite ci—dessus, ona SoTu=u+

eg/hl(e-g/hu, ol K est un opérateur 4@ noyau k comme dans la Proposition

4.1.
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Signalons la possibilité d'inverser I+ eg/ h Ke-g/ h -eg/h(Iﬂ() e'g/h

par une série de Neumann, quand h>0 est assez petit.

Proposition 4.5. Il existe €,>0 tel que 8t G-g est assesz petit
dans S(rR) et 3'(3:) €ES(rR) et |V3'|se:1r et st m,(z) est une fonc-
tion d'ordre, alors pour h>0 assez petit, I+K est bijectif et d'inverse
de norme < 2 comme opérateur H(A;,mo) *H(A’;_,mo). L'inverse est de la forme

(I+1()_1=I+L, ou pour tout NOEW, L est ©O(1) comme opérateur borné

r o Yo
H(Aa,mo(;) )*H(A;_Ejrﬁ,mo(;) ).
Démonstration : On voit facilement que la norme de K camme opérateur borné
dans H(A,,m)) est <y si h est assez petit et donc I+K est bijectif
d'inverse. (1K) =I+L avec L=-K+Ki- K3+ ...=-K+K(I+K)~ K. D'autre

NN N
part K est (@ (1) comme opérateur borné H(A, ,mo(%) 0) +H(A,, R,mo({-) 0),
g g-qr

et sur la derniére expression de L on voit bien que L a la méme propriété.
[ ]

Pour 1'invariance des espaces H(A,m) et pour 1'étude des divers opéra-
teurs pseudo-différentiels et intégraux de Fourier dans de tels espaces,il
sera important d'étudier des camposés T°S od T et S sont de la forme gé-
nérale (4.28) et (4.42). On suppose maintenantnseulfne:?; que t=-€ , s-g

»T , holomorphes en

(scalaires ou vectoriels) sont de la classe ST
X,Y, que ¢ et y sont de classe 51’1 , quadratiques en y et x respec-
tivement, que ¢ vérifie (4.32) (et provient d'une phase semblable associée

a Ag)’ et que ¢y vérifie la condition analogue :
T
(4.46) Pour x=a, : v=0, w)'(=a£, Imw;x*g;x(Yx)'\aR .

(On garde comme toujours 1'hypothése que ¢,y,t,s sont choisis de maniére

automatique quand G varie dans un petit voisinage de g).
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Pour a,B €A, B€B(a,e0) , avec e0>0 assez petit fixé, la valeur

critique 'tl:'(a,e) =v.c.y(to(a,y) +y(y,B)) est bien définie car :
2 "
Im a—ay-z (w(a,y) +v(y,B)) '\:ﬁ , et,pour a=f,0n a comme pointcritique y=a,.
De plus, pour a=8,ona $=0 et d (-Iny)=d H(), dB(-m% = -dgH(8).

N
Donc -Imy-H(a) +H(B) s'annule 3 1'ordre 2 sur la diagonale.

Proposition 4.6. Il eriste une comstante Co >0 telle que, pour €p>0

assez petit (et pour G-g assez petit dans S(rR)), on ait

N
v 1 2
(4.47) —Imw{a,B)-H(a)-fH(B)s-C—o‘ zla —el lag-BEI

L

pour BE€B(a, so).

_ Démonstration : Ce résultat est stable pour des petites perturbations de

G, et il suffit donc de le montrer pour G=g. Dans ce cas H=g, a_,B

X’ X
sont réels et on a :

(4.48)  In(o(a,y) *¥(7,8)) +g(o,) -2(B,) > 1: Uy-8 12+ ly=, %,
pour y réel ,
[9y ()| > c— log-Bg| quand y=a, =8,
Si on pose f(a,8,y) =0(a,y) +¥(y,8) +g(a,) -g(B,) , on a donc pour y réel :

4_1 1 . +
- me 19,6175 [ vad e D g lecoe ]

I

274

Aprés normalisation des échelles (3 1'aide des " ha") il suffit alors d'ap-

pliquer une variante du Lemme 2. de [M.S. ] :
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Lemme. Sotit f(x,y) une fonction holomorphe définie dans un voisinage

de (0,0) €Fx€" avee Imlek 30, V00,00, detVﬁf(a,o)to.
. xR

Alors, il existe une constante Co >0 et des voisinages VCRk, ve /?

de 0 tels que si F(x) =v.c.yf(x,y), alors pour €V, ona

ImF (z) > inf (Imf(.r,y) +EI— |v f(y)lz) .
yEW o Y
.

4
La fonction ¥ sera étudiée plus en détail dans la section 6.
Etudions maintenant le noyau de TS :

(449 Kea,g,0) = [l CE@NVOENM ¢y nys(y,8,hx, (1Ixg (1) -

Cas_ 1. Pour BE€B(a,e)) , on peut faire une normalisation des échelles

4

(qui donne h=—,\‘L camme nouveau petit paramétre) et appliquer la méthode
de la phase stationnaire (dans la version exposée dans [Sj. Astérisque n°95,
chapitre 2]), pour conclure que :

4"
(4.50) K(a,8,h) = V@8R 3 ahy,

0,0,n

od Ye€S (avec la définition évidente de cette classe de symboles sur

un voisinage de la diagonale dans A xA). Dans la section 6,on étudiera plus

en détail les propriétés du noyau (4.50).

mation camplexe du contour d'intégration (seulement 3 partir de la région

a x, =xe(y) =1), et on trouve alors dans cette région :

€, T R 5 3 -3n
e H@-HB)/M g ey =@y e | ™ ¥ gy 7.
(4.51)

n
- @) e 2max R o ,



TRANSFORMATIONS F,B.I.

od =max (¥ (@) ,7(8)) -

N
rmax

Cas 3. egR(ay) < |ag-B | <CoR(ay). (Si |a -8, | >CyR(a) , -le noyau s'an-

mule). On distingue deux sous-cas :

3a. On a en plus ||a€|-|86| | s% ¥(a). On peut alors majorer 1'intégrale

directement et on trouve encore (4.51) dans ce cas.

3b. On a en plus, l[u€|-|B£|| >—]Z F(a). Une majoration directe donne alors

seulement :
Y n n 3n
-, T_. R/h -
e~ (H(@)-H(8))/h K(a,8,h) = ©(1) e 1 "min }’mzx RBh 2 i
od T . =min(¥(a),¥(8)) ce qui est insuffisant si %’mm«“r'm, mais dans

ce cas on constate cependant que :
19, (@(a,Y) +¥(y,8))| > = T,
y la,y Y 4 q max °’
et si on fait d'abord plusieurs intégrations par parties dans (4.49), on

trouve pour tout j >- % :

R/h

n,
e ¥ o .
@.52) e H@-HBI/M g Bgy e | min ¥ R p™

On remarque que (4.51) entraine (4.52) et cette derniére estimation est

donc valable dans les cas 2 et 3.

Proposition 4.7. Si m est une fonction d'ordre, alors TS est de
norme @(1) comme opérateur LZ(A,m) -vLZ(A,m). Ict on utilise la notation
abrégée : L2(A,m) :LZ(A,mz e-ZH/h da).

Démonstration : Il s'agit donc de montrer que le noyau

;r“l (;) e'(H(“)‘H(B))/h K(a,B8,h) = 'l\(‘(G,B,h)
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décrit un opérateur uniformément borné dans LZ(A). Dans la région

BGB(u,so) , Ce noyau se majore par

N
-n 1 (r 2 . R e |12
O b exp - (g loo8,1? + X laggel?) -
N
m(a) "max NO
D'autre part il existe NOEN tel que m—&j—s const.(—r-) , et
pour (a,8) dans les régions décrites par les cas 2 et 3 ci-dessus, on
obtient de (4.52) la majoration :
T \N
~ . max) 0 “-j o-j pi-n
(4.53) K@,8,m) = ©() (22%) 0 T3 g3 W0,

pour tout j >- ; I1 en résulte que

4"
sup J X(@,8,h)|d8 , sup f |K(a,8,h)lda = & (1) , quand h=0.
a €A BEA

Pour terminer cette section, remarquons que :

Tu (a,h) Tv(a,h) m(a,h)2 e 2H@)/h 44 -
(4.54)

m(a,h) 2t (a,y) t(a,x) Xo () Xg (x) u(y) v(x) dy dadx ,

[y &0

ol ¢(x,y,a) =-0(a,x) +¥(a,y) +2iH(a).

— 3%

- ad
(4.55) Pour x=y=a  ona g-=a, -57=-u£ ,d =0 .

a

On peut aussi exprimer le produit scalaire camme (Bulv) 2 oo ol B est
L*(R")

un opérateur intégral de Fourier (formellement auto-adjoint) d'un type qui

sera étudié dans la section 7.
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5. LES ESPACES H(A,m) .

On fixe goeél’] et on considére camme avant des transformations de

FBI induites de maniére naturelleapartir d'une tf. adaptéea l\g . Onfait aus-
0

sitdt une 1égére extensiondes résultatsde la section 4, en remarquant que tout

1,1

marche bien si 1'on suppose qu'il existe g =g(x) Eé telle que £-8

soit petit dans -S]’1 et que A=AG avec G(x,£) -g(x) petit dans S(rR).

On étudie d'abord le cas G=g avec g-gy assez petit dans é"‘.

Proposition 5.1. Soit mo(:c) une fonction d'ordre et N€ N. On peut
N
alors trouver un symbole elliptique positif (scalaire), ala,h) €S(m2(§)2ﬂ),

défint sur Ag et tel que pour tous u,vECZ(Rn) :

I Tula,h) ~Tv (k) ala,h) e 2O/ gy =

A

g
(5.1) = (ul|v) vt r_(x,y,h) (uly)m (y)e..g(y)/h) .
. Bon_,m, (E)%) - 0

g° 0'r
. (;(x)mo(x)e_g(x)/h)dy dr

ou r_ €n S"-'j"'j’n-'j est d support dans |z-y| gconst. R(f—z-‘i) . (Bien

0
entendu, nous avons H=g quand A=Ag).

Démonstration : On a :

1% \a -g/h =
FD" mpe ") 2

(u]v) YN =] ((%Bx)a moe'g/hu .

g)mo(F) ) IaléN

=(§ e_g/hu| e-g/hv> ,
LZ

od:B=7J mo('I\)'%)"l (;—B)a m, est un opérateur différentiel de symbole
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Si 1'on introduit la paramétrisation naturelle de A_ :
a =YE -i g—% (Yx) » O =Y, , et si 1'on pose u=eg/h'\‘x', v=eg/h'\\/'. on

trouve (voir (4.54)) :

ITU(u,h) Tv(a,h) a(a,h) e 2@/h 4, .

.2y A

iwg(x.)’,Y)/h " ~n
- ] a(a,h)te,y, Wt (@,x,h) X, (¥) x, (0 ¥() ¥(x) dy dvax ,

a=a(Y)

0 1 9 (x,7,Y) = (X-M)Yg + 1 AY) ((x-10) %+ (yr) ) +1p (x,y,%,) , et od :

P(X,Y,Y,) = =(g(x) = (8(Y,) *+8" (%) (x-7,)))-(2(¥}-(8(Y,) +&" (¥,) . (y-Y,))) -

Donc u)gESI’l et les hypothdses faites sur A assurent que hnwg(x,y,Y) ~

N

{z ((x-Yx)Z + (y-Yx)z). On peut alors éliminer 1'intégration en Y, par la

phase stationnaire (voir par exemple Melin-Sjdstrand [M.S.]), et on trouve
iwg/h _ 4

I e att XYXY Yx

(5.3) i Vg (X,Y.YE)/h

=h™" (b(x,y,YE.h) e *r(X.y.YE,h)) ,

od:suppb, supprg{ |x-y| sconst.R(x)}, b€S(m2) » TEN S(mz'x""j R hj),

1,1 320
WgES ' et
¥ 2
(5.4) Vg (LY, Y) = kY, + O (g x-9)7)
¥ 2
(5.5) Im“’g'\‘li x=-y)° .

De plus b est donné par un développement asymptotique en fonction de a et

on a :

(5.6) b(Y, VoY oh) 20(1) aa,h) mod.S @ ¥ 'R hy ,
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N

0,0 est elliptique positif, et “""‘o@N-

ol p€eS”’

I1 est facile de voir que le terme r dans (5.3) donne lieu 3 une

contribution qui rentre dans le dernier terme de (5.1). I1 faut maintenant

étudier :
1“’ (X, ve)/h ~
(5.7) h'“mb(x,y,e,h) e e U(y)+V(dy dodx= (BG,V) ,
LS(RM
Al
- iy (X,)’,e)/h
(5.8) BU(x)=h "” b(x,y,0,h) e B U(y)dyde .

Supposons pour commencer que m0=1 , N=0. On veut alors que B dans (5.8)

soit 1'identité.

On Ecrit yy(x,y,6) = (x-y) (8 +1F (x,,0)) , o Fesh?, ey =0

Dans 1'identité

8(x-y) = (2mh) ™ f elx-)e/h X(""‘(x‘?“) dz ,
REA)
on intégre sur le contour complexe g =6+1iF (x,y,08). Alors (en calculant

avec x,y fixés) :
dg=(dey +idgF) a... a(de +idgF ) = (2" cy(x,y,6)d0 ,

0,0 - -n .
ol cOES *Y et C0|x=y— (2nm) . Avec ce choix de co Nous avons donc

iwg (x,y,8)/h

(5.9) ux) =h™" ” co(x,¥,8,h) e u(y)dyde .

On construit maintenant a par approximations successives. D'abord on choisit

a=a, tel que pour le b0 correspondant dans (5.3) on a bo(x,x,e,h) =

1 0,0,0

cp(x,x,8) mod s b1 mors bp=co*tk+2, od k€S s'annule pour

x=y et 2es 171 11 faut alors " réduire k" de manidre standard ;
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On écrit :

2
HE=a+idH ey,

3!- 0,0

ol 75 € S7’" s'annule pour x=y. Quitte 3 restreindre le support de X,

on peut supposer que I+i -gg est inversible avec un inverse de classe
n Y,

-0, par 1a formle de Taylor,on peut écrire : k= 2 k ——* k est>150,
j=1 399

S
Pour les opérateurs correspondants, on a :

_ iv_/h _ iy _/h 4,
Ku(x)=hn” e & kudydé=h™" ”e & kudyds ,

ok,
€S »71, Avec a=ag,on obtient donc B= I+Op(k) , ol
j

C'
x‘e
H:‘r

1,-1,-1 01090

kes” - Continuant ce procédé,on obtient avaj+a;+... dans S

avec aj€S_j’-j’_j , tel que B=I+0p(k__ ), o0 k__€ n el
j=0

Pour terminer la démonstration dans le cas m0=1 , N=0, il suffit alors

de remarquer que :

) iv_(x,y,8)/h x . =

e ek y0.m B Feoay a0 ax <[ [¥ oty S Vooay ax,

od ?_@e"é S Bl

Dans le cas général, on campose B avec 1'identité sous la forme (5.9),
et on trouve :

n iv_(x,y,8)/h
(5.10) Bu(x) =h™ ” Coy,n) e 8 Y u(y) dyde ,

avec c0€S(m0 (—) ). On construit alors comme avant un symbole
a €S(m (= ) ) , tel que B=B + une erreur qui donne un reste comme dans

la Proposition. On omet les détails.
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Le dernier terme de (5.1) se majore, pour tout M3>0, par :
M -g/h -g/h
i Img e Pl (imge My
L L
et on rappelle que

-g/h
[Img e ® Mull 5 < |jull ,
0 L% H(Ag my (F/m)™)

donc (S5.1) montre que pour h assez petit :

HTull ,

- ~ |
L2amdm N e g0y

a, N
H(Ag»mo (T/1) )
pour u eCE(]Rn) et donc par densité pour u €H(Ag,m0(?"/r)N).

Considérons maintenant le cas o N est un entier <0. On se contente

alors de montrer :

Proposition 5.2. Si ala,h) €Stma(¥/r)?Y) est un symbole elliptique

positif (scalaire), alors pour h>0 suffisamment petit :

(5.11) I |Tu(u,h)|2a(u,h) e 2H@I/R g o, [|u||2 ~ N
H(Ag,mg(r/r) )

uniformément pour tout u EC';(E") (et donc par densité pour tout

ueH(/\g,mo(%/r)”).

Démonstration : On majore d'abord 1'intégrale dans (5.11) par une constante
fois le second membre. Utilisant la représentation de la Proposition 3.1.,

nous voyons qu'il suffit de prouver que pour v ELZ(R") et |B|<-N

(5.12) I lT(mi e8/h (%B)Bv)(cx,h) 2 a(a,me HM g, < IIV”ZZ n. °
0 L*(R")

Comme dans la démonstration de la Proposition 5.1., on voit que 1'intégrale
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dans (5.12) se réduit 3 (Bv]v) 2*0(l)|lvl| 22 , ol B est un opérateur
L L

0,0,0

pseudo-différentiel de phase V¥ g et de symbole bE€S , 3 support dans

Ix-y| < const. R(’%Z). I1 suffit alors de montrer qu'un tel opérateur est

borné dans I..2 , ce que 1'on peut faire 3 1'aide de la Proposition 5.1. et

de sa preuve, qui donnent un symbole CESO’O’O tel que :

(5V|V)L2=I|T & Ma,h)|ke@,h) eHO Maas 6 (| vl] zz) =0l vl zz)
Pour avoir une majoration dans l'autre sens, on utilise le fait que

H(A, ymy®/r)Y) est le dual de H(A . ymg' /1)), pour 1le produit sca-
laire (| )g de Lz(e'zg/hdx). Alors,d'aprés la Proposition 5.1., on a:

(5-13) @lv), -f Tu(a,h) Tv(a,h) ag(ahye 2/ Mo *” r %) Voo dydx ,

ol ;aoeso'o’o , t-e8/hy , V=e8/hy , T_EN §*35=3sm=3 | yeilisant de
0
nouveau la représentation des &léments de H(I\g ,mo(';/r)N) de la Proposi-

tion 3.1 et des intégrations par parties, on voit facilement que :

| [y H) ¥ ay ax
(5.14)

< G|l ull v

Il - N,
H  mG/oN T H L mg! G

Avec a comme dans la Proposition, on a aussi :

| ITu (a,h) Tv(a,h) ag(a,h) e 2N g |

(5.15) s([ |Tu(a,h) | % a(a,h) e_ZH/hda)Uz(I ITv(a,h) |2 liﬂ e‘m’hda)”z

' 2,e"2H/hy \1/2
<C (I]Tu(a,h)l ae da) I vl H(Ag,mal('l\"/r)-N) .

Combinant (5.13)-(5.15), on trouve :
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I(UIV)gI
< Co[(JITu(a,h)IZ a e'z”/hda)‘/z

M
+ h" || ull <|lvll - -
L H(A ,mo(?/r)N)} Hng vmp! (/)™

d'od,pour h>0 assez petit ,

a2 g <2 [ITu@mia e

H(/\g , mo(r/r)N)

ce qui termine la preuve de la Proposition 5.2. -

Comme derniére préparation avant la définition générale nous allons

établir la

Propogition 5.3. Avec goe.zfl’l(ﬁn) et le choix de tf. FBI fixés,on
a: st f,geg’z’l(ﬂn) sont assez proches de 9p> alors,pour toutes fonc-
tions d'ordre m(x) ,n(x) et tous M,N€2, on a la conclusion sutvante

quand h>0 est assez petit : 8% u€H(Af_,m('z\:/r)M) et 8t

J [Tuta,i)|2 n? G/e)?W o2 (/R gy ¢

a €A
g

alors u€H(Ag, n(;\"/r)N). (Iet T désigne le choix de tf. FBI associé d Ag).

Démonstration : Quitte a augmenter f et diminuer m et M, nous pouvons

-]’1

supposer que fag, mgn, Mg¢N. Soient alors f)‘ €S et m les défor-

A
mations de f en g et m en n données par les Propositions 1.7 et 1.8. On

a alors :mgm <n, f3f,3g et f)‘ =f, m =m pour, |x| assez grand,
. m
f)\ -f reste uniformément petit dans Sl'l et m =e A avec ﬁ)‘ uniformé-

0,0

ment borné dans S’". D'autre part f, =g et m, =n dans un campact
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K <R" avec K,»R' quand A+=. Si T, désigne le choix de tf. FBI
associé 3 Af?\ (essentiellement équivalent 3 T), alors la discussion

autour de la Définition 4.3 montre (avec laconvention de la prop.4.7) que :

Il ~ |l Tyull < CllTull

Hihg ,my R L2 m, F/r) La@Emy

En faisant tendre A vers « on voit alors que u€H(1\g ,n(}'/r)M).

I1 reste seulement 3 voir camment remplacer M par N dans cette con-
clusion. Pour ceci, on montre d'abord par une régﬁlarisation standard et
une induction sur M, que ueﬂthoc (espace de Sobolev local standard).
Ensuite si N2>0, on montre, en reprenant la démonstration de la Propo-
sition 5.1, que 1'on a une borne uniforme sur

r Hx (£Dg(x)) (50 n e'g/hu“ 2
|| «N L

quand A -+o. (Ici xec‘(']’(n) vaut 1 prés de 0 et Dg est la distance régu-
larisée introduite dans (1.10) ) . Passant 3 la limite, on trouve alors que

uEH(, , /oM.

Dans le cas N<O0, on trouve, en reprenant la démonstration de la Pro-
position 5.2, que 1'on a une majoration uniforme sur

[ (xoge H(ag »n(E/mY)

et en faisant tendre A vers «, on trouve aussi uEH(I\g ,n(?’/r)N). .

On garde toujours un choix de 8¢ 651’] (Rn) et un choix " autamatique '
de tf. FBI associée 3 Ag si Geé"l(RZ") et G-g0 est assez petit dans
51’1(112").
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-béfén‘ition 5.4. Soit f=g0+€Dg(x) avec €>0 assez petit. Soit
A=A, avec G(x,£) -g(x) assez petit dans S(rR) et g-g, assez petit
dans -Sz’l(lﬁﬂ). On a alors Asl\f et 81 m est une fonction d'ordre sur
A, on choisit une fometion d'ordre 'r;l'zr';llo(z)('r\:/r)”sm et,pour h>0 assez

petit,on définit H(A,m) comme l'espace des u€H(Af,;r') tels que :

f ITu (a,h) |2 m@)? e 2H(O)/R gy ¢
A

La Proposition 5.3 montre que,si on modifie le choix de f ou de x?{,on
obtient le méme espace H(A,m) (pour G assez proche de g dans Sl"(Rr%

S(rR) et pour h>0 assez petit).

Proposition 5.5. Avec un autre choix automatique de tf. FBI, si G-g,
est assez petit dans 51’1(11?") +S(rR), 8t m est une fonction d'ordre sur
A—‘AG, alors pour h>0 assez petit, on obtient le méme espace H(A,m) ,

avec une norme équivalente.

Démonstration : Notons provisoirement H(A,m,T) 1'espace H(A,m) pour
souligner la dépendance possible de T. Soit "i‘ la tf. de FBI associée 3 A\,
provenant du deuxiéme choix automatique. Il s'agit maintenant de montrer
que si h est assez petit, alors si u€H(A,m,T), ona u€H(A,m,"}").

Soit S 1'inverse approché de T donné par la Proposition 4.4, (o2
gsél’](Rn) est proche de g et G-g est petit dans S(rR)). Alors :

(5.16) u=STu+e8/M g e8/hy

ol K est donné dans la Proposition 4.4. Soit mo(x) =m(x,0) et N>0
assez grand pour que mo('x\"/r)-NsmsmO('l\"/r)N (modulo des facteurs cons-
tants). Si € >0 est assez petit (mais indépendant de G), alors

e 8/ P et @(1) comme opérateur borné :

51



B. HELFFER - J., SJUOSTRAND

H(Ag-so R ,mo('x\"/r) N "H(l\gﬂ:orR ,mo('x"'/r)N) et puisque H(A,m,T) et
H(A,m,%) sont intercalés entre ces deux espaces avec des inclusions bor-
nées,v on conclut que e-g/h K eg/h est @(1) de H(A,m,T) dans H(A,m,"}").
la Proposition 4.7 appliquée 2 1'opérateur ?S montre d'autre part que ST

est aussi @ (1) de H(A,m,T) dans H(A,m,“}"). .

Remargue 5.6. La Proposition 4.7 montre aussi que S est ©(1) comme

opérateur borné : L2(A,m) ~H(A,m).

Proposition 5.7. Soient A,m,T comme dans la Définition 5.4. Alors
pour h>0 asses petit :

1° H(A,m) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(5.17) (ulv) = (Tu|Tv)

H(A,m) L

2( , 2 e-ZH/h

A,m da)

N
2° St 7(,;;!' est deuriéme couple comme dans la Définition 5.4, et AgA,
"
m a%, alors H(A,m) EH(A,;::') avec une inclusion bornée uniformément
par rapport a h.

3° 5% en plus ’:—(al + o, |a|+=, alors l'inclusion est compacte.
m(o

Démonstration :
1° 11 ne reste qu'a montrer la completude. Soit f eél’l(Rn) proche de

gy et telle que A<Ag. Soit NEN t.q. my(x) (¥/r) N¢ (const.)m(x,).
j=1
est une suite de Cauchy dans H(A,m) , alors,puisque H(Af ,mo('f"/r)'N) est

Alors H(A,m) SH(A ,mo(?/r)‘N)) avec une inclusion bornée. Si {u;}

complet, il existe u tel que “j +u dans cet espace. Pour tout compact

KccA, on a alors :

I ITua,h)|2mle /M gq= limI ITu, (0,h) | *me 2P 4o ¢ 1im || u, || 2 ,
X oy ) jo= U H(Am)
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donc u €H(A,m) et on montre de la méme maniére que || u-u; Il H,m) "0

j»m_

2° Ceci est évident d'aprés la discussion géométrique autour de la Défi-

nition 4.3. En effet, si Ty désigne le choix de tf. de FBI adapté a Ag ,
0

N,

on peut caractériser H(A,m) et H(A,?n') respectivement par

v
J ITOU(G,h)lZ mz e-ZF/h da < = ) J ITOU(Q,hHZ %2 e“ZF/h do < ®

~
et FgF.

3° Soit uj €H(A,m) une suite bornée. Aprés passage 3 une suite extraite
on a uj-»u dans HIEC(RH) pour N€ N assez grand. Pour tout compact
KeA

g on a

(5.18) j | Tou (@,h) ~Tou; (@,h)|% m? e ZF/h g4

K

m + 0 . j-»en ,
N
ce qui montre que u €H(A,m) EH(A,%). De plus, pour tout €>0, on peut

trouver K_ccA tel que :
€ g0

v
-2F/h 2

J |Tu-Tuj|2?ﬁZe da < ¢ ,

N
pour tout j, et avec (5.18) il est alors clair que uj +u dans H(A,a{).
e
On finit ce chapitre en montrant que C;(Rn) est dense dans tous les

espaces H(A,m).

Proposition 5.8. Sotit A=A\, avec G assez proche de 90 dans S(rR) +
..s‘l’l(.ﬂ?"). Si m est une fomction d'ordre, alors pour h>0 assez petit

C;(an) est dense dans H(A,m).
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Démonstration : Si u€H(A,m), on rappelle que: SeTu=u-K u, -K =

&o &o
e Ke , 00 K est donné par un noyau k comme dans la Proposition 4.1,

et que T : H(A,m)+L2(A,m) (=12, m e/MZda)) admet comme inverse 2

gauche 1'opérateur

1! -.-(Z (X )j ) S avec convergence dans o‘ﬂ(Lz(/\,m) ,H(A,m)) .
0 8o

N .
On pose SN=% ()(go)J S. Alors SN est uniformément borné dans

X(LZ(A,m) ,H(A,m)) =& par rapport 3 N et 3 h et SN-T'] +0 dans cet
espace. Soit Xy la fonction caractéristique d'un compact KM avec

Ky 7 A,M>=. Alors uN’M=sNxMTuec6°(R“), puiscpesXMTUECo(Rn) et
Ké est proprement supporté pour tout j; on a :

0

oy vl ga,m < 1 SNO-XTull + 1l (Sy-T HTull

< - + 71
Isily IaxTull 5 Tl WTull

’ (A,m)

ce qui devient arbitrairement petit avec M et N assez grands.
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Comme dans la section précédente, on fixe goe.Si’l(Rn) et on considére

une variété I-Lagrangienne A =AG ol GE.S]’1 est proche de g dans

21,1

S(rR) +S" ' (RY).

Soit alors @(x,y,a) , x,y€(?n , @« €A une phase de classe S]’] , poly-
namiale de d0 2 en x,y (donc holamorphe dans ces variables) et telle que
pour x=y=a :

”
~ ~

6-1) 30, Gy=Gyma, , (mGegyx) gy)

N
T
N R ’

ol ( )" signifie le Hessien dans les variables x,y évalué dans les direc-

tions réelles (et avec g(x) =g(Rex), g(y)=g(Rey)). En accord avec les

conventions précédentes on supposera toujours que ¢ est donnée par un

'"" choix automatique ', camme par exemple : G(x,yla) = (x—y)ug + i) (Re a) ((x«xx)z_+

b)) 2). Les résultats de ce chapitre et du chapitre 7 sont alors valables

pour G assez proche de g9 dans S(rR) +é]’1(Rn), pour des fonctions

d'ordre arbitraires et finalement pour h assez petit. Il sera souvent com-

mode de comptabiliser les formes différentielles en écrivant systématiquement
da.x dox dug

WRT M do = (gD Aeee AED AC 2

B A A (D). On introduit aussi
r r

les espaces de symboles d'ordre décalé :

Ly ~3n/2 ,n/2 , -2-3n/2
Smod(mh )=S(mr R h ) .

Soit finalement Xa(x’Y) une fonction troncature de classe SO’0 i sup-

port dans un damaine :

2 2 1 2
6.2) lx-Reux[ + Iy-Reax] < (CE R(Reux))
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N
. 2 2
avec C, assez grand pour que: Im®+g,(x) - g4(y) '\'f;-(lx-g(l + ly-u.xl ) dans
le cas G-go.
On suppose que Xy =1 sur un damaine plus petit du méme type et fidéles 3

la convention générale, on suppose que X, est donné par un " choix automa-

~ ”" =
tique " camme par exemple Xcr XReq *

Si a=a(x,y,a,h) €5, y@mh™) est défini et holamorphe dans un domaine
de la forme (6.2) contenant supp X(l ,on peut alors définir 1'opérateur pseu-

dodifférentiel d'ordre mh™® par :

Au (x,h) =0p(,3) u(x,h)

(6.3) -
- [ ] FOE M aw,y,a,h X, ) u () dy s
a€h

On remarque aussitdt que si 1'on modifie le choix (autamatique) de Xy » alors

g8p/h  -g4/h
(pour G-go assez petit) l'opérateur A se modifie par e 0/ Ke 0 , ol

K est un opérateur intégral de noyau k(x,y,h) vérifiant :

-, TR/h i delotalod e
(6.4) |33 a8k| < C, 4 5 e 0 my 3 Rlel 718175 ph-s

ol mo(x) =m(x,0). Si ™ est une fonction d'ordre, on constate alors que

gg/h  -gy/h -
e 0 Ke 0 est @(h !‘) comme opérateur borné :

@ TR.N
m

H( m) ~ HiAg CF)) ., YNEN

Ag+51 TR’ -€4 rR

pour un ¢; >0 fixé et pour tout g€é1’](Rn) assez proche de g,. En

noA
particulier K sera @(h_z) camme opérateur borné H(A,r'}f) +H(A, (E) (LEB)N),

vN € N. Un tel opérateur sera appellé : opérateur négligeable d'ordre

nht.

56



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

On commence par étudier 1'action d'un opérateur pseudodifférentiel
dans les espaces H(A,m). On camplétera ensuite une partie des arguments
développés pour aboutir 3 une caractérisation des opérateurs TAT'1 on
T est une transformation de FBI et A un.opérateur pseudodifférentiel. De
cette caractérisation,on déduira que la classe des opérateurs pseudodiffé-
rentiels ne dépend pas vraiment du choix de la phase @, qu'il y a un symbole
principal naturel, et que 1'on a le résultat naturel (et habituel) sur la

camposition de deux opérateurs pseudodifférentiels.

Ayant fixé des choix autamatiques des quantités géométriques ¢ et X“ ’

on a :

Proposition 6.1. Soit G-g, asses petit dans 571(R")+S(rR). Alors
si A=0p(p,a) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, et si m est
une autre fonction d'ordre, alors pour 0 <h<ho avec ho >0 assez petit,

A est uniformément borné : H(A,m) +H(A,M/m).
Démonstration : On part de 1'identité :
(6.5) u=SoTu+ 8Nk e8/My

donné dans la Proposition 4.4 et on rappelle que le noyau k de K est d sup-

port dans |x-y| g¢const. R(x) et vérifie

-e~ TR/h
e 0

6 o R'|°|'|8| L

{6.6) |33 38k| < C,

On écrit ensuite :Au=ASTu+A eg/h K e'g/h , et on camence par étudier

A e8/h g ¢8/h qui est de noyau 8/h J q(x,y,a,h)&; e8/h , ol :

q(x,y,a,h)
6.7)

1 (@204 g(0)-ig(2)
J e a(x,z,a,h) xu(x,z) k(z,y,h)dz .
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Une majoration directe donne

3n 3n _5n
(6.8) a=©@e © TR/ mo(-;’f)N(’ ¥ZMRZp 2

~ N
od my=m(x,0) et N, est assez grand pour que mgmo(g) 0. si ¥sor
on peut d'abord faire des intégrations par parties dans (6.7) avant de faire
la majoration directe, et on trouve
5n 3n 5n

-, TR/h ~ N -
€0 m 047 7 "7 (hyk

6.9 = @0 L —) ,
(6.9) Q= O(1)e &) )

N
pour tout k€ N. Pour rgconst.r, (6.8) donne déja cette majoration, qui
est donc générale. Alors

Sn 3n Sn
~ -, TR/h -k -k k-
J’ qda=0(1)e €0 i wi 7

my T R h , k0.
On trouve la méme majoration pour RI""*IB‘ a; asf qEZ , et on conclut que
A eg/h K e-g/h-J q& est négligeable d'ordre m et 3 fortiori @ (1) came
opérateur borné : H(A, M) »H(,m/m).

11 faut ensuite étudier la continuité de AST, ce qui revient i étudier
la continuité :LZ(A,?ﬁ) -»LZ(A,r'ﬁ‘/m) de TAS. (On utilise encore la notation

abrégée LZ(A.m =L2(A,'ﬁz e'ZH/h da). Le noyau de cet opérateur est

(6.10) K8 = [ K &
od si ¢ et ¢* désignent les phases de T et de S :
K(a,8,Y,h)

£ (0, 3)43(x,y, 1) #0" (7, 8))
(6.11) = Je t(a,x,h) a(x,y,y,h) s(y,8,h) xy(x,y)

Xo(X) Xg(y) dx dy .
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On note : K .4 = e"(H@)-H(B)/h e noyaux réduits correspondants. En
regardant les supports des troncatures, on constate que K(a,B,Y,h) est i

support dans une région, od [a, v |, |B,-Y [<const. R(Y,).

Si a,BEB(Y,eO) pour un co>0 suffisamment petit, on peut évaluer

1'intégrale (6.11) a 1'aide de la phase stationnaire. Soit :
(6.12) ¢ (a,B,Y) =VeChlxy) (o(a,x) +®(x,y,Y) +©*(y,B))

la nouvelle phase qui apparait dans le développement de phase stationnaire.

On constate que ¢ est de classe Sl’] et que

-H(a) - Im ¢ (a,8,Y) +H(B)
(6.13) N
= Ok Uneryl? #1805 <8 Uagre ]+ 18 1D) -

On montre ensuite pour G=g, et aussi r tout G assez voisin de ,
po 0 pou 8y

qu'il existe C0>0 tel que :
-H(a) - Im ¢ (a,B8,Y) +H(B)
(6.14)

1 [T 2 2, .R 2 2
o[k Umerd o 1aend D o8 Uogmgl v gvel B ]

On omet la démonstration détaillée, qui est quasiment la méme que celle de
la Proposition 4.6.

Donc, pour a,B€B(Y,g;) , on obtient
(6.15) K(a,8,,h) =3(a,8,v,n) e'®(E/R

od FeSmr R" h2n) , et donc par (6.14) on trouve :
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K ed («,8,Y,h)

616 = 00 nn PR exp[ [Rlaleﬁle-Yl R log-, |2

% 18- c'ZH

dans cette région.

La contribution correspondante 3 Kred(a'e’h) =I Kred (a,B,Y,h)é‘Y‘ est

alors

(6.17) O(1) m(@) h™ exp - n(g log 812 % lag-g1D)

et on vérifie immédiatement qu'un noyau 2 support dans |a -B,|<const. R(a),
|u€-s§| gconst. }‘(u) et vérifiant (6.17) est @(1) came opérateur borné :
L2(A, %) ~ L2, /m) .

Regardons ensuite ce qui se passe pour a ou BCB(Y,EO) :

Cas 1a. Si Ja,¥,| o [8,-Y,| est >ejR(Y,) et F(), F(B), T(V)
sont du méme ordre de grandeur, on trouve directement 3 l'aide du comporte-

ment gaussien des phases :

"N
€g TR/A A2 g2n -3

(6.18) Kreq (@,8,7,h) = O(1) e m(y) ¥

Cas_ 1b. Si |og-v,| ou |B-Y,| est > egR(Y,) et par exemple T(a) >>
'1\"'(8) #?"(Y) , alors on introduit 'I\:max =max('x\"(u) ,'1\"'(6) ,%’(Y)) et si on fait

des intégrations par parties itérées, on trouve pour tout N0 :

-e5 TR/h - N
(6.19)  K.gq(a,8,Y,h) =0O(1) e 0 m(Y) T '“2" R p730 (N——h—i) :

rma.x

Cas_ 2. Si oY, | et |B-Y,|seqR(Y,), alors |°£'Y£| ou lSE-YEI

est > eo'x"'(Y) .
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Cas 2. a : Si en plus }'(u) , '}'(B) , %(Y) sont du méme ordre de grandeur,

alors,par une déformation du contour d'intégration,on obtient (6.18).

Cas 2. b : Si par exemple '1\"(a) >>}'(B) +'x\"(Y) , alors par une déformation

de contour et des intégrations par parties itérées, on obtient (6.19).

Dans les deux cas,on a (6.19) (puisque (6.18) = (6.19)) et donc la con-

tribution a Kred(a,s,h) provenant des cas 1 et 2 est

Kleg @81 = 00 WV [ nen ¥on ™ ¥2N 0N ay

(6.20)
_ " N,-n _n 4y
_@(1)m0(a)R2nN NSnI (rgrq)o ?ﬂxN rff i

ol 1'intégration en Y, Porte sur une boule de centre % (ax*Bx) et de

rayon const. R(-lz- (ax+ex)). Ici, on majore 1'intégrale par

No-n _
o [ 0+ lELOT e lagietggloien ™ N &

- Ny-n lag |+ 18, -
=0 PN [ v 0 g N an

- lag[+i8| Ng*n-N
o PN [ O an

"

+ N +2n-
o) N o Ll oz

r

n

lag|+] 8| N -
O 0+—=59 70 (r+lol+lg, DN,
et donc
log [ +]8.| N - N N-
Kog (8,1 = 0(1) (1 +—5—5) 0 (r+]a |+[8, D" N my(a,) REMN N30

Montrons que ceci est le noyau d'un opérateur qui est @ (1) :

2
L (A,m dx)-»L (A, (m) rR g dx) , pour tout M0 »0. Ceci revient 3 étu-
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2

dier la contimuité L“ standard du noyau

¥ -;\ﬂ_'(gl . 1 "l\" a)R Mo N =
x(aleih) R]’(B) m (—(EL) gﬁ(ansnh)

ja |+|8.| M 2n- 2n- N-M,-3n
5 (v lagl+l8 D o i

=00 O+
Ici M;30 ne dépend pas de N. On applique maintenant un critére standard
de continuité L et il suffit donc de montrer que [ I’l\((a,s,h)lde ,

"]
/ |K(a,B8,h)|da = @(1). Ces intégrales se majorent de la méme fagon; ainsi,

la premiére devient pour N assez grand :

3n-N-~M0 hN-MO-ZSn

M, +M, +2n-N
Il}(c,e)lde-o(l) R 0™

M,
r [ (r+log]+18 1) dg

3n-N+ N-M.-3n M, +3n-N
Yo Moo H (r‘lacl)uo )

g

N-M_-3
*o n-@(l).

=6() R =0 (y)

Ceci termine la preuve de la Proposition 6.1. -

Rappelons que pour h assez petit, T admet un inverse 3 gauche T" =
(I+L)S, od L est négligeable d'ordre 1. D'autre part nous savons aussi
d'aprés la Remarque 5.6, que S est (D (1) camme opérateur borné LZ(A,x'\ﬂ) -
H(A,W). Donc si A est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m attaché
a A, on sait que TAS -‘I'A'I"1 est négligeable d'ordre m au sens évident que
cette différence est (D (1) comme opérateur borné : LZ(A,%) -’LZ(A,%(-?-EE)N) ,

pour tout N>0 et toute fonction d'ordre m.

La démonstration de la Proposition 6.1 nous montre alors que TAT-1

est modulo un opérateur négligeable d'ordre m, de la forme /SK' (a,B,Y,h);l\YJ,
ol K' est de la forme (6.15) avec Q'ES(m'x“nR" h-Zn) 3 support dans
{(a,8) : a,B€B(y,e)}. Les estimations (6.13), (6.14), le fait que 2 0=0
pour a=8=Y, et un changement de variables naturel pour réduire les

échelles montrent que 1'on peut appliquer la version C” de 1a méthode de
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L

4"
la phase stationnaire (voir [Melin-Sj] chapitre 2) avec h=g
rR

camme

. . L ~
petit paramétre, pour évaluer [ K'dy, et on trouve :

Proposition €.2. Sous les hypothdses de la Proposition 6.1.,0om a la

décomposition (pour h>0 assez petit) :

-1 NN
(6.21) TAT =44

N N
ou A__ est négligeable d'ordre m et A est un opérateur intégral de noyau

" ,
(6.22) Ala, B, h) =Z(G,B,h) o10(a,8)/h ,

oi a€ESmMh ™) esta support dans {(a,B) EAxA; BEB(a,e )} et ou
¢(a,B) €SI’](AXA) est défini (4 l'aide d'extensions presque holomorphes)

comme
(6.23) ®(0,8) =v.c., (a,8,Y) =v.c.  ©(a,y) +0%(y,8) .

De méme & est domné par un développement asymptotique d partir du symbole

a de A et on a en particulier :

(6.24) d(a,0,h) Zp(a,h) a (a_a_a,h) mod(S(mh " (1))
rR
nonon
z 2

od p est un symbole elliptique de classe S(¥ R h2 ), qut est homo-

géne en h et qui ne s'annule jamais.

N
Nous allons maintenant caractériser les noyaux A qui peuvent provenir

des opérateurs pseudodifférentiels par la formule (6.21), a 1'aide d'un
" complexe 3 pseudodifférentiel '". On utilise en effet un point de vue
d'opérateurs de Toeplitz, voir [Bo.S.] et [Bo.G.]. Commengons par une dis-
cussion géamétrique ; dans la plupart de nos arguments on considére des dé-
veloppements de Taylor sur la diagonale a=8 ou parfois sur d'autres en-

sembles canme {(a,y) : y=ax} et on pourra assez souvent ignorer les
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échelles T et R, car 1'effet des échelles s'obtiendra aprés par des simples
changements de variables de type " h, .

soit T*AC 1le complexifié (fibre par fibre) de T*A et soit rcT*AC
le graphe de la 1-forme complexe w(a) =d®, y=a,, c.ad. = {duw sy=a,}.

Alors w =ag dax et on remarque que dm=da€ Adax est la forme symplec-

A
tique réelle sur A (qui est 3 la fois I-Lagrangienne et R -symplectique).

D'autre part, nous avons la 2-forme ' symplectique' complexe sur T'Ac :
o=da*Ada, od a* désigne les variables duales aux a. Alors °|): s'iden-

tifie avec dw par la projection naturelle M, : Z+A et on obtient :

Proposition 6.3. o I 8'identifie avec la forme symplectique réelle sur

A . On peut écrire w W, -1 daH’ ou daw est la forme symplectique réelle

1

sur A, et ou H est une primitive de -Imagdaz

Nous allons maintenant chercher des conditions de compatibilité (un peu
formelles pour cammencer) que doivent vérifier les fonctions sur A de la '
forme Tu. Pour cela on va campléter les variables y= (yl,...,yn) par des
variables w= (wl,...,wn) et étendre T de fagon 3 obtenir un opérateur in-

tégral de Fourier associé 3 une transformation canonique. Soit donc :

(6.25) O(a,z)€S]’] y z2=(y,w) ,

défini pour a €A, (y,w) Etzn » Jw| €const. '1\"(0.) , quadratique en z, avec

(6.26) ¢(a,y,0) =o(a,y) ,

et

(6.27) det (o; z) elliptique de degré maximal et #0.
»

Ici dans 1la définition des classes de symboles on donne le méme poids a
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1,1

w et 3 ag . Puisque o(a,y) = (c:x-y)c:E +iA(a) (a’(-y)2 » AES , on peut

prendre par exemple
®(a,2) =@(y,a) *+ (a-Y)w ,
On introduit formellement la transformation
Tv(a,h) = I @My vz, dz

et pour ne pas trop compliquer la discussion (et surtout les notations), on

supposera pour cammencer que t et s sont des symboles scalaires. (Ceci

n'est pas tout 3 fait correct et on indiquera plus tard les modifications

3 apporter pour traiter le cas ol t et s sont vectoriels).

Au moins formellement, on remarque que ?(ueé(m)) =Tu et qu'une dis-
tribution v(y,w) est de la forme u(y)®6&(w) ssi “’j v=0 pour j=1,...,n.
Formellement,on peut donc caractériser 1'image de T camme Ker ZyN...NKerz,
ol Zj = ‘J'wj g1, pPour camprendre mieux la nature des ZJ. , on fixe un point
(ao,aa) €L et on pose zp= ((ao)x,o) , z(‘)= - -;g (ao,zo). Considérons alors

dans un voisinage de (ao,cx(‘)) , (20’26) la transformation canonique

" (6.28) .<:(z,-§—2)»(a,g§) ,

P 4
qui envoie un voisinage de (zo,z(“)) sur un voisinage de (ao,aa) dans T*A,
le presque camplexifié de T*A, défini aprés un choix d'extension presque
holamorphe par rapport 3 a. On s'intéresse surtout au camportement de (6.28)
pour a €A. Pour de tels a, puisque ¢ dépend holamorphiquement de z, on
constate que K-](a,a‘) dépend de maniére C” de (a,a*) et de maniére ho-
lomorphe de a*. Si Q(z,sz,h) est un opérateur pseudodifférentiel classique
formel avec un symbole Q(z,Z,h) défini dans un voisinage de (20,26) , On
peut alors construire un opérateur pseudodifférentiel P(a,’su,h) (du méme

ordre que Q) avec un symbole P(a,a*,h) défini dans un voisinage de
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(°‘0’°5) , holomorphe en o* , tel que au sens des développements asymptotiques

en h :

(6.30) (P(a,Ba,h) -t Q(z,?)'z,h))(ei°(“’z)/h t(a,y,h)) N .

(L'action de P 2 un sens puisque son symbole est holomorphe en a'). On a

bien évidemment la relation classique :
(6.31) pex=q ,

entre les symboles principaux. On voit que la correspondance Q-+P respecte
la camposition formelle des opérateurs pseudodifférentiels, en particulier si

Q*Pj, j=1,2 et [Q,Q1=0, alors [P,P,]=0.

Prenons maintenant Qj -wj , J=1,2,...,n, et soient Zj""'zn les
opérateurs "Pj "' correspondants. Alors les Zj commutent entre eux et en

posant w=0 dans (6.30) on obtient
(6.32) Z (@B ,0) @R t(q,y,m) v 0

(c.a.d. que formellement Zj oT=0). La construction des Zj est en effet

globale, au sens que les symboles de ces opérateurs sont définis dans un

C

~~
voisinage de I dans T*A" (ou bien dans T*A si 1'on veut aussi prendre

des extensions presque holamorphes en a).

Dans un voisinage de I, on définit } ={(a,daw(a,y)) ; a€A ,y€€n ,
y proche de a.x}- Alors Jr =c({(z,2*) ;w=0}) = {(a,a®) ET'AC 5 r,j(u.,a.') =...
=z, (a,a*) =0}, od gj (a,a*) désigne le symbole principal de Zj . Puisque
{Lj.Ck} =0, il est raisonnable de dire que } est involutif (et plus loin
on regardera des extensions presque analytiques en a, ce qui permettra de
définir les feuilles bicaractéristiques de }). Soit J’u la fibre de }

au dessus d'un point a €A. On montre facilement que :
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(6.33) J'a est une sous-variété holomorphe de dimension n de
(T;A)t. (En effet da‘ Cyseee ,da, ¢, sont linéairement

indépendants, ce que 1'on démontre 3 1l'aide de (6.27)).

(6.34) L'application C 3(y, +(a, aw) € } est un dif-

féomorphisme local.

(6.35) L'application 2 3 (a,0*) + (a,Ima*) € T'A est un difféo-

morphisme local.

Puisque T . Ja est un espace complexe-linéaire, (6.35) reste valable
(oya”)
si 1'on remplace " Im' par '"Re'. On démontre (6.34) et (6.35) simultané-

ment, en utilisant que 1'application Can (y,- g‘;’) (a 'a_a (-Imp)) €T*A
est un difféomorphisme local (voir (4.33)).

Remarque 6.4. Soit Z(a,Ba,h) un opérateur pseudodifférentiel classique
d'ordre k (en %) avec un symbole holamorphe en a* , défini soit prés d'un
point (ag,ap) €I, soit dans tout un voisinage de I, tel que

Z(ei“p("y)/h t(-,y,h)) ~0. Alors il existe des opérateurs A] y ooe ,An
d'ordre k, de symboles holomorphes en a* définis prés de (ao,aa) ou prés
de I respectivement, tels que 2 =$ Aj oZJ. . En effet, on constate d'abord

que le symbole principal ¢ s'annule sur J’ et donc ¢=fa.f., avec

ivie
aj (a,a®) holomorphes en a*. On prend alors aj comme symbole principal
n
d'un opérateur A? et on répéte 1'argument pour 2 -; A(j) Zj , pour trouver

les contributions d'ordre inférieur. -

Toute la discussion ci-dessus s'applique aussi bien 3 1'opérateur S
(que nous supposerons aussi scalaire pour 1'instant !). On a donc des opé-
v P Py
rateurs Z;(B,Ds,h) , 6=1,...,n avec les mémes propriétés générales que

Zj , et tels que
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(6.36) z;(s,'ﬁs,h)(ei"'(y's)/h s(y,e,h)) ND .

Les symboles principaux c; s J=1,...,n, ont alors comme variété caracté-

ristique commune :
(6.37) -}‘-{(B,dsw‘ (v,8)) ;y€C" ,8en, |y-£l petit} ,

et on définit }' par la relation : - }‘8 ((8,-8" ; (8,8% € }‘} . }' admet
alors les mémes propriétés générales que } et en particulier ILc }‘ .

Montrons ensuite :

(6.38) Pour tout a€A,on a }a n };- {w(a)}, avec

intersection transversale.

En effet, si (a,a®) € }n }‘ , il existe des points x,y €€ proches de
a, tels que a‘=daw(u,y) = -daw‘(X,a)- Donc, da(w‘(x,u) +@(a,y)) =0,

mais on montre sans peine (d'abord pour G-go(x) et ensuite par un argu-
ment de perturbation) que Ida(w'(x,a) +@(a,y)) | ~ |X'°x| + |Y'°x| » donc on
a nécessairement x =y=a,, donc a*=w(a) , et en méme temps on voit que

1'intersection est transversale.

En un point (a,w(c)) , on sait par la propriété (6.35) que T ?a et
T}; ne contiennent aucun vecteur tangent réel #0. De plus, les formes

dyxCyseee »dyet, et doa z;;(u.-a'),...,da. c;(a,-a') sont linéairement

indépendantes. Considérons alors les champs Hamiltoniens HC ,....,HCn en
1
(a,w(a)) et HC"""HC; en (a,-w(a)) comme des vecteurs tangents de
1

~\
T*A (c.3.d. que 1'on fait maintenant des extensions presque analytiques en

N
a) . Alors, si I‘a , I‘;‘ETQ('I\\') (o0 A désigne le presque-complexifié de A
~o N
et donc T*A=T*p) , sont les espaces engendrés par les projections

n H ,...,HGH et M H t,...,naH respectivement, nous savons que

*
&0 tn ¢4 ‘n
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dim¢ I‘a=dimcI';=n et que
v *
(6.39) TG(A) = raﬁra .

On remarque aussi que I‘a et I‘; ne contiemnent pas de vecteurs réels
+0. En effet, si par exemple runTa(A) #0, on aurait un symbole f avec
cl} =0 et Ha HC réel #0. Alors T(a,m(a))(}a) serait contenu dans
le camplexifié d'un hyperplan réel : d 4 =0 et ceci est impossible car on
sait que Ju 3a* + Rea® est un difféomorphisme local.

Considérons ensuite 1'application :

N - Y \
T,(A) xT Ty + T (A) x T (A)
(6.40)

(6,t,5) + (8+t, &+s) = (v,u) .

Si &+t =8+s=0 alors t=s et donc t=s=0 puisque I‘u n I’; =0. Alors

§=0 aussi, et il est clair que (6.40) est injective, donc bijective. Aussi,

puisque |Imt|~|t]|, |Ims|~|s| et [t-s|~]|t]|+|s|, on trouve |v-u|=
|t-s| v|Imt]| +|Ims|. Ecrivons ensuite, Int=Imv-Im6, Ims=Imu-Im§,

on trouve,
(6.41) [v-p| v |Imv-Imé| +|Imu-Imé| .

En particulier, si v et u sont réels : |v-u| v|Im&8|. Ces considérations
serviront plus loin 3 la fois pour camprendre la camposition de noyaux de
la forme (6.22) et les équations eiconales et de transport associées 3 ces

noyaux.

Revenons maintenant 3 la fonction ¢(a,8) de la Proposition 6.2. On

vérifie immédiatement que :

*
(6.42) qufe}m , deoe-}B , a,BEA ,
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(6.43) Pour a=8, ona ¢=0 et daO-m(a)=-dBO .

I1 résultera de la caractérisation de A, dans la démonstration de la Pro-
position 6.5 ci-dessous que les propriétés (6.42) et (6.43) caractérisent
¢ modulo un terme @(Iu-ﬁr) . Rappelons aussi la propriété (4.47) (o
v=0).

Soit maintenant f(a) une fonction C” définie localement sur A prés
d'un point a, telle que d f€ }, mod O(Iu-ao|°°) » Imf<H, d fa) =
w(ao) , ~Imf (ao) =H(ao).

Propogition 6.5. Avec f comme ci-dessus, considérons
(6.44) F(a) =v.c.8(0(0,8) +f(8)) »

défint comme développement de Taylor formel em a=a (d l'atde des exten-

a’
8tons presque analytiques en B, (voir [Melin-Sjl). Alors on a F(a) =f(a).

Démonstration : On désigne avec les mémes lettres, } R }' , L les variétés
7~~~
que 1'on obtient dans T*A aprés extensions presque holamorphes en a. Alors

dimc} =dim}' =3n, dimI=2n, et 2 n }' =L avec intersection transver-
. . ] Ve . . .
sale. Si (a,a*) €L, soient ru,a‘: }, I’a’a,c} les feuilles bicarac-
téristiques de J et }‘ respectivement, passant par (a,a*). Puisque I est
N
symplectique, on sait que I‘a o ot I se coupent transversalement en (a,a*)
’

n,
came sous-variétés de } . On a le méme résultat pour (I‘; a*’ I ,}‘). Les
»

. . N Ve
projections de T(a,a*) (ra,a‘) et T(u,a‘) (ra,a‘) sont les espaces I‘a et

N
r; respectivement. De (6.40) on déduit que diag(rxI) et T T* se

xT
a,a*  a,0*.

coupent transversalement dans la variété } x}‘ , involutive pour Ou,a*

t admettent T T*
et admetten ra,a'xru

g, g+ ,q+ COmme feuille bicaractéristique. La variété
A& ={(a ’ -g% »Bs - %%) } est Lagrangienne pour cette forme symplectique et
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puisque diag(ZxI) SA3S J x }' ,ona:
N n,
A = r r* .
® o O B
(v,y*®) €L
Pour un o donné, soit B(a) le point critique dans (6.44). Si B8*=
dBf(B) ,ona (B,8% e}"n }sl‘. et donc B*=w(B) , o0 w désigne aussi
N

une extension presque holomorphe. Si a* -d&P(a,B) , ona (a,a%) €l“B g* *
En effet, d'aprés la caractérisation de A& ci-dessus il existe un point

N .
(Y,Y*) €L unique, tel que (a,d ¢) €T (B,~d.0) €T _,, et dans le
a Y ) Y,Y

Y’
’
cas présent nous avons vu que : (Y,Y*) = (8,8%).

Sachant maintenant que (a,a*) 6'[\"8 ge » il suffit de remarquer que
N A " " A,
rB,B‘CAO(',B) ﬂAf , pour conclure que la fonction a-+¢(x,B) -f(a) +£(B)

est constante sur la projection de la feuille 'I\:B g* * Donc :
¢(a,B) +£(B) -f(a) =0(8,B) +£(B) -£(B) =0 ,
et nous avons démontré (6.44).

Si Q<A est un ouvert, on définit sk(ﬂ xQ) comme 1'espace des sym-
boles classiques g(a,B,h) d'ordre k en %, et de méme on définit Sk(W)
si WcA(AxA) est un ouvert. On dit que deux symboles dans Sk(ﬂxﬂ) sont
équivalents si leur différence k(a,B,h) a la propriété que toutes les dé-
rivées restreintes 3 AR xQ) sont de classe ™%, Le quotient de Sk(mﬂ)

par cette relation d'équivalence sera noté SZ(Q) .

n, .
Proposition 6.6. Si '5552((9) » alors Z:(a,Dy, h) & ) ot

N 10/h

Z;.(B,BB, hi(a e’") appartienment a SJA(-](Q) eP*M. pour tout

besk(A(ﬂ xQ)) 1l existe un ;‘z'GSZ(Q) unique avec la propriété que

©¢/h

a z - ;s ~ - *o N i0/h) _
aIA(QXQ)'bmodS » ZJ.(a,Da,h)(ae )=0, ZJ.(B,D h)(a e ) =0

8:
pour j=1,...,n.
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La premiére partie de la Proposition résulte de (6.42) et la deuxiéme
partie résulte d'une analyse facile des équations de transport, qui font
intervenir les projections naH'c. , II8 Hc? et ol la bijectivité de 1'appli-
cation (6.40) joue un rdle important. On amet les détails.

N on
Proposition 8.7. Soit A=d ¢'V/* domné par la Proposition 6.2. Si

l'on considlre : comme un élément de SX(A xA), alors on a

~N ! ~N d
(6.45) 2;(@,0, 5 h) @ e =0 , z;(B,DB, I Wl T

pour j=1,...,n.
Formellement, ce résultat provient de (6.32), (6.36) et le fait que

3(a,8,h) ei?@B)/h

{6.46) }i;(w(a,x)m‘f(x,y,v)W‘(y.B))

= m e t(a,x,h) s(y,8,h) a(x,y,Y,h)dx dydv

(développement de phase stationnaire formel). Or pour démontrer (6.45) en
un point (uo,uo), il suffit de le faire 2 n'importe quel ordre en h et en
((a-ay) , (B-ag)) , donc on peut remplacer A , 9,9 ,0,t,s,a par des
développements de Taylor finis en ay s B - On est alors ramené au cas ol
toutes les phases et tous les symboles sont analytiques. Dans ce cas 1l'ac-
tion de Zj (u,’l\)'(l ,h), Z;(s,'l\)'B ,h) se définit, ainsi que 1'intégrale (6.46),
3 1'aide des choix de bons contours et les résultats de [S.1], chapitre 4
permettent d'appliquer Z; et Z; sous le signe somme dans (6.46). On obtient
ainsi la Proposition.

La Proposition 6.7 est un résultat tout 3 fait provisoire, car d'une
part nous avons ignoré les &chelles T et R et d'autre part, nous avons sup-
posé (2 tort) que T et S sont scalaires. I1 faut donc corriger pour tenir

campte de ces deux effets.
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On commence par remettre les échelles (tout en continuant 3 traiter T
et S comme des opérateurs scalaires). Cela revient 3 analyser de maniére
uniforme les arguments ci-dessus dans une boite de base B(uo,eo) » quand

cxo varie dans A, pendant que €y Treste fixé assez petit.

On applique alors 1'analyse ci-dessus aprés les changements de variables :

?(a%&z

0_,, 0% 0.
a, -oy —R((&)ax , “g -G

(6.47) y-ol= R(ag)'; , w=r@%e
h=2@% R(ag)'ﬁ .

* | ~» 1 ~

Alors:]w=r1c$, 1(0 =g 9, w=.1;76, 10- 3, ol toutes ces nouvelles
RP°T @ R "E® . RO R

od -

phases sont bornées quand ao varie. Si %g-,}-‘ § , alors E-E(O) reste
h
aussi uniformément borné quand a? varie, et on a : Im¢y, -g!, >const.1>0,
- Yy vy
Idet ¢, . |>const.>0, et c..De méme, la variété A -AG se transforme en

X-n,,
G

’Zoﬂ &&,?ﬁ) =V_61_'0_ G(y,n) , ol on pose :n -o.g ='1\"(ao)?i .
r(a)R oy

Avec ces changements de variables (6.46) devient une formule asymptoti-
que en puissances de k Plus précisément, si on définit §'('c\i,§,?‘1) =3‘(a,8.h) ,
alors m(ao)'lg' est uniformément borné dans S" avec K comme petit para-
métre, quand ao varie, et on a un développement asymptotique ol tous les
termes et tous les restes sont uniformément bornés dans différents espaces
Sk, quand ol varie.

- = . LI - NN
De méme, les opérateurs Zj et Zj deviennent r(a’) Zj (a,D,,h) ,
a

n, 0 % N N A A . .
r(a") Zj (g’Dﬁ’h) , ol Zj et Zj sont de maniére naturelle uniformément

bornés quand o? varie.

Si m est une fonction d'ordre sur A et £€R, on dit que deux symboles

aj (a,B,h) €S(m h"’) , j=1,2 sont équivalents si la restriction 2 &*3 de
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51 -32 et de toutes ces dérivées est dans h v m(uo) S™% et ceci unifor-
mément par rapport 3 . On a alors une relation d'équivalence dans

S(m h"‘) et on définit SA(m h°2') camme 1'espace des classes d'équiva-
lence. Toute la discussion précédente s'applique alors aprés le changement
de variables (6.47) avec '}\{ comme nouveau petit paramétre et de maniére uni-

forme quand ao varie, et on obtient le :

Théoréme 6.8.

- N o n ot
(@ si desymh™"), alors zj(a,nu,h)(?} R et z;.(s,oe,mz R

sont bien définis dans S,(m h-ul /R).

(b) Pour tout b défint sur A(AXxA) et de classe

smh ¥y 0 smn Ry ),
J=0

il existe un gGSA(m h-") unique avec les propriétés

(6.48) zj(g M =0, z;(Z 7 =
dans & /M Sp(m h_"”/}?) R
(6.49) al _.=b.

a=Bg "~
(c) Un opérateur A s8'écrit comme un opérateur pseudodifférentiel d'ordre

m (attaché & A) plus un opératewr négligeable d'ordre m 8i et seule-

7 v N N .
=A+A__, on A__ est négligeable d'ordre m et ol
io(a,B)/h’ ou

ment 81 TAT
2‘ est un opérateur intégral de noyau 2(0., B,hle
de€Smh ™) esta support dans {(a,B) €A "A:'-|°_.,'Bx| seypR(a),

|u€—sgl\<eo;‘"(0)}, et ou (6.48) est vérifié avec & =n.

Démonstration : On a déja trés amplement expliqué pourquoi (a), (b) et la

partie directe de (c) sont vrais. Si 3'€S(m h'n) posséde les propriétés
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décrites dans (c), on construit par approximations successives un symbole

a(x,y,a,h) €Sm°d(m) , holamorphe dans un domaine de la forme (6.2) tel que
1

3 . - N - N
si A est 1l'opérateur pseudodifférentiel correspondant, alors TAT =B+

") N N 1
B ., ol B_, est négligeable d'ordre m, B=rg(u.,6,h) ew(c"s)/h vérifie

mod n Smh™(W/Y¥R))). Le résultat d'unicité dans

N
(6.48) et b|a=8£:=\f| M

a=f8
N -

(b) montre alors que 3-b s'annule en tant qu'élément de SA(mh n). A

1'aide des changements de variables en «,B8 donnés dans (6.47), on voit

i¢/h

Y
alors que (3’ -b) e est le noyau d'un opérateur négligeable d'ordre m.

(Voir la démonstration de la Proposition 4.7). .

Corrections diies au fait que T est vectoriel. On tient maintenant compte

du fait que Tu= (T0 U,.o. ,Tn u). Comme avant, on compléte chaque opérateur

Tj en un opérateur ff'j en rajoutant des variables Wyyeee,wy et ceci de

telle maniére que tous les g’; ont la méme phase. Ecrivons ensuite

J0,0
T3=T5 0 ﬂ'J = g; o €t complétons le vecteur colonne : en une
’ ’ S
Tn,O

matrice d'OIF

T=(T;

,il0<i,jen

ol tous les g‘i,j ont la méme phase et sont du méme ordre. On peut s'ar-
ranger pour que I soit elliptique. Soient alors Zj = g—“’j g,

P= U'rIET" , o0 T: Cnﬂ 3(10,...,zn) -»(0,11,...,zn) ECnH , et ol “’j
désigne la multiplication des (n+1)-vecteurs par la fonction coordonnée

“’j . Zj est maintenant une (n+1) x (n+1) -matrice d'opérateurs pseudodiffé-
rentiels de symbole principal Cj = cj id, et les opérateurs pseudodiffé-
rentiels Zl”"’zn , P commutent entre-eux. (Formellement, le noyau commun
de ces opérateurs est égal 3 1'image de T). On remarque que si p est le

n
symbole principal de P, alors 111 Ker ;J.n Kerp est de dimension 0 en dehors
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de } et de dimension 1 sur } . Soient Z;,...,Z; , P* les opérateurs analo-

gues associés 3 S.

Théoréme 6.8. (corrigé). Un opérateur A s'écrit comme un opérateur

pseudodifférentiel d'ordre m (attaché @ A) plus un opérateur négligeable

1. v N ~ .
=A+A__, ou A__ est négligeable

d'ordre m si et seulement si TAT
" .

d'ordre m et ou A est un opérateur intégral de noyau '&'(u,B,h) g‘l—O(c,B)/h‘

oi d€Smh) est une matrice (n+l)x (n+1) & support dans {(a,B) €

AxA;la -8B |<eyR(ar), |u£-85|<eo;'\'(a)}, et qui vérifie :

v N~ tod/h, _ ., N N td/h) _
(6.50) ZJ-(o.,Da_.h)(a e )=0 , ZJ.(B,DB,h)(a e =0

dans S, (m K ') A
Pla,B 0 (& /R =P‘(3,BB, w0 =0
dans 5, (mh " )R

Démonstration : La vérification de la partie directe ne pose aucune diffi-
culté nouvelle et on se contente ici seulement de remarquer en passant que
(6.24) reste valable, ol maintenant p est une (n+1) x (n+1)-matrice de classe
SA3NV2 R/2 p 02y i modulo S(FIVZ RMZ WVZ (1/¥R)), est de rang

1 et vérifie pop=0, pop*=0.

Soit inversement Q'GS(m ™) un symbole vérifiant (6.50). On commence
par choisir ao(x,y,a,h) €Smod(m) holomorphe en x,y et c. t.q. (6.24)
soit vérifiée. Ceci est possible grice aux derniéres équations de (6.50).

Soit alors 30 €S(m h-n) le symbole correspondant produit comme dans la
- h
TR

Proposition 6.2. Alors 3’-30 vérifie (6.50) et Q'-Q'Olc!sBeS(mh

Regardons alors les €quations de transport qui résultent de la premiére par-

tie de (6.50) (et qui sont essentiellement scalaires), on en déduit que
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3’-?1‘0€SA(m " ,\’—h). Itérant cet argument, on trouve alors a(x,y,a,h) €
rR

Smod(m) , holomorphe en x,y et.c. t.q. si A est 1l'operateur pseudodifféren-

~ o~ ~

tiel correspondant, alors TAT ! =4 +A__ , avec A__ négligeable d'ordre
m et avec A donné par le noyau a elwh.

La caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels donnée par le
Théoréme 6.8 montre que modulo des opérateurs négligeables d'ordre m, la
classe des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m associée a3 A, ne dé-

pend pas du choix de la phase ¢ dans (6.3).

La caractérisation des opérateurs pseudodifférentiels permet aussi de
considérer certains opérateurs différentiels camme des opérateurs pseudo-

différentiels. Soit par exemple :
k

0 N
(6.51) P=§ I n*a_,0D% ,
k=0 |a| €N >
0
o a kec""(R"). On suppose qu'il existe C,>0 et un campact KeR"
’
tels que les a  s'étendent holamorphiquement au domaine [Imx | <

?

C‘- R(x), Rex ER" ~ K et y vérifient
0

2y 1) | < Como @) 10071 (w0 RGN

& N
Ici mo(x) =m0(Rex) est une fonction d'ordre. Soit m(x,£) =m0(x) (-;)

0
Alors P(x,g,h) =L th a, k(x)g" est de classe S(m). Si on suppose que
G(x,£) est indépendant de £ pour x dans un voisinage de K, et si G est
assez proche de go(x) dans S(rR) +§1’](R") , alors AG est contenu dans
le damaine de définition de P(x,£,h) , et on montre que TPT'] a la pro-

priété (6.50). Donc P est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m (modulo

un opérateur négligeable d'ordre m) associé a A.
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Nous pouvons aussi définir un symbole principal. Soit A =0Op(y,a) de
la forme (6.3) avec a €S ;(m h'z). On peut supposer que ®=¢, ol ®,
est donnée par (4.3) et si j est le symbole correspondant de 1'identité,
donnée par (4.8) (et la Proposition 4.1), j €S('1\"n/2 R/2 h-Sn/Z) , alors

- -0V
on définit le symbole principal oAES(mh 9’) /S(mh g'h) sur A, par

(6.52) Op = sur x=y=a

x

B8

Cette définition ne dépend pas du choix de @, et si 1'on note Op(A,S(m h-g'))
1'espace des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre mh.’l attachés 2 A mo-
dulo les opérateurs négligeables d'ordre m h"' , alors le symbole principal

donne une bijection
(6.53) op(A,Smh™)) 7op(a,s@mh*R)) + smht) /smnth) .

Terminons cette section par la camposition des opérateurs pseudodiffé-

rentiels.

Théoréme 6.9. Sotent A Ay deux opérateurs pseudodifférentiels

1 3
d'ordre m; et m, respectivement et attachés d la méme variété I-Lagran-

gienne M. Alors modulo un opérateur négligeable d'ordre mymy, l'opérateur

A, oA, est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre my m, attaché @ A. De

1772

plus, on a la relation habituelle O =0, °*O entre les symboles
‘41 °A2 Al A2

principaux.

Démonstration : D'aprés le Théoréme 6.8 (corrigé), on a TAJ. 'I"'l =Xj +:\'j’_m,
j=1,2, od Kj(u,e,h)ea“j(a,s,h) el®(@,B)/h o X,-,-w possédent toutes
les propriétés de ce théoréme (avec m remplacé par mj ). Vu la propriété
(4.47) avec ¢ ="J\; , on peut calculer le noyau camposé Xl oxz(a,s) =

J k1 (a,Y) XZ(Y,B)d‘I 3 1'aide de la méthode de la phase stationnaire c”

complexe (voir [Melin-Sj], section 2). Vu la Proposition 6.5, on trouve
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alors modulo un noyau négligeable d'ordre mym, :
v N .
(6.54) (&; °A,) (@,8,h) = b(a,8,h) e *(®BV/R

ol bES(m1 m, h‘n). I1 est aussi formellement évident que ce noyau vérifie
(6.50) (avec m remplacé par m, mz). Si on passe 3 des développements li-
mités en un point alen (qui parcourt ensuite A) on peut se ramener au
cas analytique ol les opérateurs Zj , Z; ,P,P* peuvent étre défini a 1'aide
de contours et on justifie ainsi la validité de (6.50) pour b em/h. La
partie réciproque du Théoréme 6.8 (corrigé) montre alors que A1 °A, est
bien un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m, m, (modulo négligeable

d'ordre m, m, ).

En ce qui concerne la relation entre les symboles principaux on cons-

N
tate d'abord que Op. oA, =C Op Op > od c€S(1) /S(h) ne dépend pas de
1 2 1 72

A] et A2 et en prenant A1 =A2=I il est clair que c=1.

Dans la suite on notera OpA(a) un opérateur pseudodifférentiel associé

3 A de symbole principal a.
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7. UNE CLASSE D'OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER.

Soient go(x) R gl(x) Eét’](lln) réels et considérons les variétés I-

Lagrangiennes AG- ,Ag. , J=0,1, ol Gj —gj est assez petit dans
. J J
S(rR) *51’1(]1“). Entre Ag et Ag on a la transformation R -canonique
0 1
1 A A W 1
. -> -
naturelle Ko * gOB (ax,ug) (ux,ag i _Ta‘;_) g et comme nous allons

voir, on peut trouver une transformation R -canonique x (non-unique) " de

el

classe" S proche de 0 qui envoit AG sur AG . L'un des buts de
0

1
notre discussion sera de montrer que 1'on peut identifier les espaces
H(Ao,m) et H(Al’m) 3 1'aide d'un opérateur intégral de Fourier elliptique

associé 3 une transformation R -canonique x ci-dessus.

On commence par une discussion géamétrique pour établir 1'existence
d'une transformation canonique qui convient : Nous avons le résultat local

suivant :

Proposition 7.1. Soit A, t€[0,1) une famlle lisse de variétés I-
Lagrangiennes et R -symplectiques et soit vt€Cm(Ac; J TA,) le représentant
" orthogonal " du champ de déplacement, ou } désigne la multiplication des
vecteurs tangents par i. St QOCCAO et 8t t0>0 est assez petit, on

peut alors définir K, : Qo*At, 0$t<t, par intégrationde Vv , 0<8<t,

t
et le résultat est que ces applications sont IR -gymplectiques.

Démonstration : Rappelons qu'une variété I-lLagrangienne est R -symplectique

ssi }TAt est transverse 3 TA, en tout point.

Soit ensuite L, une famille lisse de variétés Lagrangiennes réelles

2n

dans R” et soit Ve EC"“(L,c ,N(Lt)) (section du fibré normal) le champ

de déplacement. Alors il existe ptecw(l.t) unique (car nous travaillons

localement) 3 une constante Ct prés, tel que Ve = [l-tb: ], o0 Et désigne
t
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une extension c” de p, et [ 1 1'image dans le fibré normal d'un vecteur
tangent. En effet 1'unicité est évidente et pour 1l'existence on représente
I\t en coordonnées symplectiques convenables, par £ =% txx) . On peut

alors prendre 31,_ (x,8) ='1\)'t(x) =- gL: (t,x).

Revenons maintenant aux I\t qui sont 3 la fois I-Lagrangiennes et R-

symplectiques. Soit alors p €C°°(A ) (défini localement) réel tel que
t t

["t] =[HI,]\‘“°] , ol Bt est une extension C de Py - On choisit Bt =Re Ty
Pt
ol r, est une extension presque holamorphe de P, - Soit alors at =Im Ty

(s'annulant sur A). Alors sur A, :
t

7.1) H" 9= JHMC=HR® O (voir (s.1], chapitre 11) .
Py G Y%

La premiére partie de (7.1) montre que Ve =H,£m 9 et 1a deuxiéme partie de
Pt

(7.1) montre alors que les applications Ky vérifient K‘E (Reo A ) =Reo At
t 0

Soient maintenant G, ,G, camme au début de cette section et posons
0°"1 po
= , oo G, =(1-t)G,+tG,. Le lemme nous donne alors une transforma-
A=A, t 0*tY

tion R -canonique « : Ag+hy - A 1'aide des réductions des échelles on voit

bien que «k est de classe é]’]

0,1 ’ C€S]’0. Dans le cas G0=g0 » Gy=g; 1'application «

ou plus précisément que si «(y,n) = (x,£) ,
alors x-ye€S
se réduit a Ko et donc dans le cas général il est clair que «k est proche

de Ko - Dans la suite on supposera toujours que les différentes phases et

transformations canoniques sont données par des choix autamatiques.

Fixons maintenant un triplet (AO,AI,K) came ci-dessus. Avec B=«(a),
on cherche une phase ¢(x,y,a) quadratique en x,y, définie sur cZn Ay

telle que '
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7-2) Pour x =B, y=oy,oma: @ =B, @y=-0og, ¢=0;

Aprés passage 3 une extension presque holomorphe en a, on peut raisonner

(2 1'ordre infini pour a€Ay), comme si @ était holomorphe dans toutes

les variables. On peut écrire
(7'3) ‘D(X,Y,u) -BE(X-BX) '“g()"“x) "‘W(X,)’,Q) +h(°') ’

ol Y= @(lx-Bxlz + Iy-oxl 2). Alors les deux premiéres équations de (7.2)

sont satisfaites et la troisiéme devient :

(7.4) '(BEde -ugdax) graphex’ dh=0

Puisque Ao et I\1 sont I-Lagrangiennes, on sait déja que —Im(BEdBX) A
1

dgH; , -Im(agda,) Ao'da Hy, et donc il est clair que 1'on doit prendre

(7.5) -Imh= (H, (B) ‘HO(G)) |graphe(n<) .

La partie réelle de h doit vérifier
(7.6) dReh-(Re(BEde) 'Re(agdox))igraphex ,

ce qui est résoluble puisque le second membre est fermé (donc exacte puis-

que graphe x est difféamorphe 2 Rzn), étant donné que x est R —canonique.

Nous allons toujours prendre y et h de classe él’l , avec y quadra-

tique en (x-8,) , (y-a,) et tel que
N~

7.7 (Im o+ g, (x) - gy () )'('x,y).(x.y) R

On procéde maintenant exactement comme pour les opérateurs pseudodiffé-

rentiels : Si a(x,y,a,h) €S(m ¥3n/2pn/2 -3n/2

) (@€Apy) est holomorphe en
X,y dans une région lx—Bxl + ly-axlsOonst. R(a,) , et X(x,y,a) est une tron-

cature naturelle adaptée 3 une telle région, on définit 1'opérateur intégral
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de Fourier d'ordre m par 1'intégrale oscillante :

(7.8) Au (X)h) = I el(D(X,)’,G)/h a(x,y,a,h) X(X,)’.G) u (Y)g; .

a €A0
Si "I'0 ,T] sont des transformations de F.B.I. associées 2 Ao et I\1 res-
S

pectivement et si S 1 sont leurs inverses approchés, on montre camme

0 ’
dans la section 6 3 l'aide de la phase stationnaire (d'abord en x,y et

puis en YEAO), que :

(7.9) TyASy=A+A__ ,

0

ol X_w est négligeable d'ordre m (c.3.d. (D (1) comme opérateur borné
Voo
LZ(AO,fr‘D +L2(A1,-E(Bh£ )N) pour toute fonction d'ordre m et tout N20),

et od A est un opérateur intégral de noyau
(7.10) A(a,8,h) =3(a, 8,h) e*(@8)/N

ou 2a(a,B,h) €Smh™) est a support dans {(a,B8) ; a €B(x(B) , eo)) , pour

un gy >0 assez petit et ol q>€S1’1 vérifie

-H; (@) - Im & (o, 8) +H, (8)

(7.11) N ,
by R 2
< -Const. (R' loy = x(8) | *; Iug-K(B)gl ) .

Comme dans le cas pseudodifférentiel on peut préciser les propriétés de

"
a

et $. Ona:
(7.12) 0(a,8) =V.c.y o\ 0 (@,x) +0l,Y,Y) +@p(¥,8)

ol @, est la phase associée 3 T, et @ celle de S;.

. . n . " N * "\
Deuxiémement, si Z](a,Da,h) y seey “n(a’Du’h) , P(a,Du,h) et Z](B,De,h),...,
Z;(B,BB,h) , P'(B,Be,h) sont comme dans la section précédente, mais associés

respectivement a T, et a SO, alors ¢ est caractérisée a l'ordre « sur

a=«x(B) , par les propriétés :
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(7.13) ¢=h(g) pour a=¢(B) ,

(7.14) ;;(g ,%%) =0, ;J.(a ,-g%) =0 2 1l'ordre infini sur a=x(8) .

Rajoutant aussi les conditions (6.50)' définis comme (6.50) mais avec les

-2 . . : -2
espaces SA(mh ) généralisés de maniére évidente en Sgraphe(x) (mh ™),
on obtient une caractérisation des opérateurs intégraux de Fourier (valables
pour Gj -gj assez petit dans S(rR) #él’l(Rn) et pour x assez proche
de |<0) :

Théoréme 7.2. Un opératewr A est de la forme : " opérateur intégral
de Fourier d'ordre m associé d «x plus un opérateur négligeable d'ordre m

. . -7 Vv N "
entre H(Ao,') et H(AJ,-) " g1 et geulement st T1AT0 TA+A__, ou A__

a ~
est négligeable d'ordre m, et o A est donmé par un noyau Al(a,B,h) vé-

rifiant (7.10)-(7.14) et (6.50)".

La démonstration est la méme que dans le cas pseudodifférentiel. A 1'aide

de cette caractérisation on montre camme dans le cas pseudodifférentiel que :

1° Un opérateur intégral de Fourier d'ordre m est (D (1) camme opérateur

borné : H(Ao,l’ﬁ;) +H(A1 ,'x}’\/m) , pour toute fonction d'ordre m.

2° Si A est un OIF d'ordre m associé 3 « : A0->A1 , et B un OIF d'ordre
k associé 3 la tf. v : Ay +A,, alors modulo un opérateur négligeable
d'ordre mk : H(A0,~) "H(AZ") , BoA est un OIF d'ordre mk associé

a Yox.
3° Si Ag=A; et k= id , on retrouve les opérateurs pseudodifférentiels.

Soit A=AG avec G-g(x) assez petit dans S(rR). Si m est une fonc-

tion d'ordre sur A, nous allons construire le projecteur orthogonal 1Ii:
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LZ(A,m) +TH(@,m) (o0 T désigne une tf. de F.B.I. adaptée & A). Puisque
(7.15) T : HA,m ~L2(A,m) ,

et une isamétrie par la définition méme de H(A,m) , on sait que

(7.16) m=TT® R
ol TO: LZ(A,m)*H(A,m) est 1'adjoint de (7.15). Soit T 1'adjoint stan-

dard de T vérifiant (Tul|w) 2 = | T'w) 5 pur u€D'(R"),
L°(A,m) LY(R™)

m

wE c;(A) . Alors

-1 o — * -
T*w(y,h) = Je 0@/ 0, y,h)° we) m@)? e @/ gy
ol ¥ est la phase de T et t son amplitude.
On rappelle de (4.54) que :

(7.17) (ulv)H(A’m) =(Bu|v)L2(Rn)

ol B est un opérateur formellement auto-adjoint pour le produit scalaire

2

L® standard, de la forme :

1 o (x,y,Y)
eH

@18 BuGom =[] by, ¥,h) X, ) X, () uk) dy &

YEA

2 "\:3n/2 Rn/Z h-3n/2)

ol beS(m est holomorphe en x,y et ou @eS]’] est

quadratique en x,y et vérifie :

> gr 3y e

¢=20H() , 00,y *28X) -8 e 1) (xry) E -

Pour YE€A, ;=y=Yx, on a: dY¢=0,

(7.19)

Donc B est un opérateur intégral de Fourier elliptique d'ordre m’ as-

socié 3 la transformation canonique A+A donnée par (y,n) =~ (y,n). Pour h

85



B. HELFFER - J. SJOSTRAND

assez petit on peut donc affirmer que B est bijectif H(A,m) *H(K,'ln) et

-1 2

que B ' coincide modulo un opérateur négligeable d'ordre m“ avec un OIF

de la forme

e% % (X, y,Y) ~

.20 Bum- [f B,y Y0 X, (x) X, () u(y) dy &

YEA

N - -
ol *GS]’l , be€S(m 2 '1\"3"/2 Rn/Z h 3n/2) ont les propriétés habituelles

et en particulier :

- - ¥ — 22 ~
Pour YE€A, X')"‘Yx :H‘YE' W’-YE’ dYo'O ,

4"

(7.21) N = "oT
®=-2iH(Y), (®-g&x)+g() “g-

(On reviendra plus loin sur la dualité entre H(A,m) et H(K,l/m) pour le
produit scalaire Lz).

On montre par ailleurs que T* est @ (1) camme opérateur borné
L®(A,m) ~H(A,m). On peut alors calculer T® ; pour u€H(A,m) , VGLZU\,m).

on a ;

@ *

W|T V) =(Tulv) =T V)
H(A,m) LZ(A,m) LZ(Rn)
c.a.d.
(BuIT°V)L2=(uIT'V)L2 ,

(7.22) ®-pl1* |
et donc
(7.23) m=T8 ' T*=TBT +n__ ,

N
od m__ est L%-négligeable d'ordre 0. L'opérateur TBT* s'analyse 2 1'aide

de la phase stationnaire et on trouve (avec un nouvel opérateur I__ et pour
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le formalisme simplifié ol on considére T camme un opérateur scalaire) :

N
I=n+n__, od 'I\I‘ est un opérateur intégral de noyau :
i
n W(“.B)
7-2) " Y(a,8,h) =pa,8,h)e"
(pour la densité mé e dV/h da) .
Ici,
(7.25) V(@,B) =v.c. oLy (0(@,x) +3(x,y,Y) -0(8,7))
vérifie :
T 2.R 2
(7.26) -Imy (a,B) -H(a) -H(B) '\:-const.[ R ]ax-BXI +Rr'- IQC_BEI ] ,
(7.27) v(a,8) =- ¥(B,a) ,
et peSm®h™) est a support dans a €B(B,e;) et vérifie :
(7.28) p(a,8,h) =p(8,a,h) .
Si zl""’Zn sont des opérateurs pseudodifférentiels associés a T

(on présente le formalisme simplifié comme si T était scalaire) et si 1l'on

définit Z;(u,a*,h) =1 (a,-a*,h) , alors
(.29 2 (a,Ba,h) (pet¥/h) = zJ?(e,BB,h) (pe’¥’M =0 dans /P s,@Zn ™) .

On rappelle que ces relations déterminent p et ¢ a l'ordre infini sur

a=8 (au sens convenable) si 1'on connait p et § sur a=f8.

Si A est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre My s alors par la phase
stationnaire et en utilisant les résultats de la section 6, on trouve que

1'opérateur '"de Toeplitz" PAT ' 0=nTAT ' n=TAT® est donné, modulo
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2 N F ¥(@,8)
un opérateur L°-négligeable d'ordre m, » Par un noyau a(a,B,h) e

(relativement 3 la mesure mé e'ZH/h) ol Q‘ES(nh m~2 h™) est a support
prés de la diagonale au sens habituel et vérifie (7.29) (avec p remplacé
par 3 et m > par m m~%). Si 1'on considére d'autre part les opérateurs
Ibl, od b désigne (multiplication par) un symbole d'ordre m,, on trouve

la méme classe d'opérateurs :

" -
Propogition 7.3. Les classes {NbN;b€S(m)} et {TAT 1 M; A est
un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m} et {les opérateurs de noyau

8,n) & V/M

'c\l'(a, avec les propriétés ci-dessus} , cofncident modulo des

opérateurs négligeables d'ordre m.
On obtient alors camme corollaire :

Proposition 7.4. Soit A un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m
associé d A. Alors l'adjoint A* de 4 pour le produtit scalaire de H(A,m)
est aussi (modulo un opérateur négligeable d'ordre '7;1') un opérateur pseudo-
différentiel d'ordre m. Nous avons la relation Oy =EA entre les symboles

principaux.
Démonstration : On a

Wy m = (TAT.'I\JITV)LZ(

=@bITTY) ,  +R_ TN,
A,m) L7(A,

A,m) Liia,m

od R__ est 12 -négligeable d'ordre . Alors R*_ est aussi L’ -négli-

geable d'ordre W et on obtient :

< *
(AulV)y ey my = (MufnbI TV )LZ(A,m) + (Tu|R* meZ(A’m) .

Soit B un opérateur pseudodifférentiel d'ordre m tel que TBT®=nbm-k_

od K__ est L? -négligeable d'ordre m. Alors
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= (-] *
(AUIV)H(A’m) = (TUIT BT TV)LZ(A,m) + (ml (K-¢p+ R-D)W)LZ(A,m)

= (ulBV)H(A,m) +(u|T°(K.m*R,:w)w)H(l\,m) :
Donc
A*=B+T®(k__+R*DT ,

_— . PR v . .
et ici le dernier terme est négligeable d'ordre m. On obtient facilement

la relation entre les symboles principaux.

On finit cette section en précisant une partie de la démonstration pré-

cédente dans le cas od A dépend d'un paramétre réel : t€[0,1). Supposons

qe A=A, soit donnée par G(t,x,f) , oa G(0,x,) =0 et %% est con-

tinue et bornée dans S(rR) +é1’1 (Rn). Toute la discussion qui suit est

valable pour t dans un voisinage de 0 (indépendant de h et des choix de

fonctions d'ordre). Soit Ft : H(At,'ﬁi) *H(Ao,a) une famille d'opérateurs

intégraux de Fourier elliptiques d'ordre 1 ='1"'0 R0 du type précédent, avec
Fy=id et de phase ¢ (x,y,a) (indexée par a €A, plutdt que par a€A.)

21,1

telle que a¢t/at soit continue et uniformément bornée dans S Si

a, (x,y,a,h) est 1'amplitude de Ft , ON suppose aussi que aat/at soit

continue et uniformément borné dans S(}'Sn/ 2 Rn/ z h'sn/ 2

). On fait aussi
une hypothése d'ellipticité uniforme qui entraine que Ft est uniformément
inversible pour h assez petit (en fonction de r';:'). L'inverse Gt : H(AO,E) -
H(At,'r;\') est alors un opérateur intégral de Fourier d'ordre 1 modulo un

opérateur négligeable d'ordre 1.

Etudions ensuite la dérivabilité de Ft et de Gt par rapport a t.
Puisque Ft est proprement supporté on montre que t-'Ft est continu a va-
N "
N
leur dans Q_Z(HN ’ H‘N ) pour tout N et que la méme fonction est de clas-
loc ’ "loc’ & ~

v
'se C] a valeurs dans ,‘ﬂ (HTOC , H’;‘;é) Ici HToc désigne 1'espace de Sobolev
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. . N
standard sur R". De plus, la dérivée Ft est un O.I.F. d'ordre -rth .

Soit Gt0 un O0.I.F. d'ordre 1, proprement supporté associé 3 la méme

tf. canonique que Gt avec une phase et une amplitude ayant les mémes pro-

priétés de dérivabilité par rapport 3 t que ceux de Ft , et tel que

F, G(t)= I+K,, o0 K estun opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable)

d'ordre ,\‘l . Alors (.;g est bien défini au méme sens que f:t donc aussi
rR
. . 0 .0

Kt et on a Kt=Fth+Fth .

geable) d'ordre ?"R/h (et méme trés certainement d'ordre h/}'R). On en

Donc Kt est un opérateur y-diff. (+ négli-

déduit par un argument de densité que t-vlct est de classe C1 a valeurs

dans %(H(Ao,r?i) , H(Ao,x'l‘i'x‘“R/h)). On montre ensuite que pour tout k€N,
k

K

est de classe CI 3 valeurs dans le méme espace et que

R Y Y A

La norme de cet opérateur se majore par kcg nk!

od C, dépend de m.
Alors pour h assez petit, (I +l(t)'1 =] -l(t *K% -... est de classe C] a
valeurs dans Z(H(Ao,ﬁi) ,H(AO,R{}'R/h)). Puisque G, =G$(I *Kt,)\‘-] , on en
déduit que Gt\, est de classe C] a valeurs dans 2(H(A0,x?i) ,HT;J:) si
$=r'r\i0(x) ('}'/r)N R 'ﬁeN . On peut ensuite dériver la relation I-'t Gt =1 pour

trouver Gt =- Gt Ft Gt .

Soit P un opérateur différentiel du type {6.51) et avec les propriétés
générales décrites aprés cette équation. On suppose qu'il existe un voisi-
nage W de K tel que G(t,x,£) =0 pour x €W. On peut alors représenter

P comme opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

n No n, N
m=m0(x) (r/r) : H(At,m) *H(At,m/m) , Ostseo , et pour h>0 assez pe-
tit il existe un opérateur P, pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre

m, tel que:
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(7.30) P F =F,P , P =F PG, : H(Aq,m) ~H(Ag,m/m) .

La discussion sur Ft et Gt montre d'abord que Pt est de classe C1 a
a NNt

valeurs dans %(H(Ao,m) sHioe ) et que:

(7.31) P, = (F, P~ P, F,)G, .

Ici on rappelle que f:t est un O.I.F. d'ordre 'x\"R/h et donc a priori I.’t
est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre m 'x"'R/h. Vu le
lien entre les symboles principaux de P et de Pt , imposé par la relation
(7.30), on constate néarmoins que f:t P- Pt f-‘t et donc ét est d'ordre m.
Ensuite, par un argument de densité, on constate que Pt est de classe Cl

a valeurs dans %(H(Ao,x'x‘l') ,H(Ao,r't\f/m)) , pour toute fonction d'ordre m.

Soit TO- une transformation FBI adaptée 3 A 0" Alors pour v,u€

H(I\O,m]/Z) :

’

2

(7.32) (Ptul V)LZ(Rn) = I pt(Tou) (TOV)‘ a da+ (R, ulv)L

(R")
]RZn

ol a, >0 est elliptique d'ordre 1, ‘;t est uniformement borné dans S(m)
et Rt est uniformément négligeable d'ordre m. On a le méme résultat pour

Pt 3 1a place de 1'9t et si p, et Rt sont les objets correspondants, on

d . d 5
peut s'arranger pour que F Pt=Pr: I R, =R, .
Supposons maintenant en plus que P soit formellement auto-adjoint dans
LZ(Rn) et définissons une norme sur H(At,l) par || F u Il 2. n Cette
L°(RY)

norme est équivalente 3 toute norme naturelle sur H(At,l). Considérons pour

et/
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Im(Pu| “)H(At.l) = Im(F, Pu| F, u)Lz(n“)

1
(7.33) = (5 (pt-p;)ptulptu)Lz(Rn)

’IImPt' |T0Ft“'2 agda+ (715 (Rt'R;)Ftulpt“)Lz(Rn)

Puisque P-F‘0 est formellement auto-adjoint, on peut s'arranger pour que
t .
. * 1
Impy=0, et alors autamatiquement R, =R, . Avec -q, =ffolm psds ,
'\‘ .

t .
-R,=1 ! 2 (R -R3)ds, on obtient alors :

(7.34) -Im (Pu|u)H(At,]) =t [uul, ,
ol
2 ~N
(7.35) [ulu]t = [ q, ITO F,ul agda+ (R Fy ul F, u)LZ(R“) .

N
Ici q, est réel et uniformément borné dans S(m) pendant que Rt est uni-
formément négligeable d'ordre m. Dans (7.35) on doit considérer TO Ft

comme une transformation de F.B.I. associée 3 I\t .
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8. RESONANCES.

Soit VeCT(R";R) un potentiel tel qu'il existe un campact Kec R"

tel que V admet une extension holamorphe dans :
®8.1) |Imx| < &~ R(Rex) , Rex eR"~K ,
0
et y vérifie :
(8.2) V)| € € r)? (r(x) =r(Rex)) .
Ici C0 >0 est une constante positive. On s'intéresse a
2
(8.3) P=-h"A+V(x)

de symbole principal p(x,§) =£2+V(x) et,par les inégalités de Cauchy,on
déduit de (8.1) et (8.2) que :

(8.4) pESZ’0

et ceci reste vrai pour x dans un damaine de la forme (8.1) (si 1'on aug-

mente K et Co).

I1 se trouve qde notre théorie s'applique aussi 3 des opérateurs un peu

plus généraux de la forme

k N ®
(8.5) P=} ______ h aa’k(x)(D)a , 3y K €C (R") .
la| €N
k€N,ksk0

On suppose alors :

(8.6) P est formellement auto-adjoint .
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8.7) I1 existe C0>0 et un campact KeR" tels que les
a x s'étendent holamorphiquement au damaine (8.1) et
£l

y vérifient : [au'k(x)lsComO(x)r(x)-lal (r(x) R(x)) K.
Ici m, est une fonction d'ordre sur R" vérifiant :
(8.8) mo(x) 2 1.
On fait 1'hypothése d'ellipticité :

N
8.9) Perass®8) 45 T o  00E® > gm0 (lelm
|u|-N0 ’

valable pour x€ R", £€R". Dans ce cas,on définit le symbole principal :

(8.10) P,E) =l a g%,
IalsNo

et on déduit de (8.7) et des inégalités de Cauchy que :
~ Ny
(8.11) pES(m) , od m(x,§) =m0(x) (r/T) .

Cette conclusion reste valable (au sens naturel) dans un damaine de la

forme (8.1) (avec K et CO 1égérement augmentés).

Soit Zp={(x,£) €Rzn; p(x,£) =0} et remarquons que :
(8.12) |E] sconst. r(x)  sur zp .
On fait ensuite une hypoth&se de ''non-trapping " prés de 1'infini :

(8.13) 11 existe une fonction réelle G(x,£) eél" (RZn) et

2n

C0>0 et Kcc R™ tels que HP(G) zc%mo sur ZP\K.

On appellera alors G une fonction fuite. On remarque ici que si Py €S(m1) ,

p, €S(m,), alors Hp] (p,) €S(m, mZ/?R) ; on a donc aussi une majoration
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Hp(G)<C0m0 sur }:p L'hypothése (8.13) entraine :

(8.14) Avec une nouvelle constante CO >0,ona sur £ ~K:

] (8] omrco- "

Cette propriété exprime en quelque sorte que p est de type principal 3

1'infini. On fait aussi une hypothése sur le comportement de p "loin"
de zp :
(8.15) Pour tout €0 >0 il existe une constante C0>0

telle que si (x,¢) eR™ et B((x,€) , gp) ﬂlp=¢

alors |p(x,¢€) | ”C% m(x,g) , od m(x,£) =my(x) (?‘/r)No-
Sans modifier G dans un voisinage de I, on peut remplacer G par

G(x,8) x(Je| /Cyr (x)) +G(x,00 (0 -x(|g| /Cyr (x)))

= x(|g] /Cyr (x)) (G(x,£) -G(x,0)) +G(x,0)

ol X est une troncature standard. Alors la nouvelle fonction G appartient

a §$UT(RY) +S(rR).

Considérons maintenant les variétés I-lagrangiennes A, =A g od G est
une fonction de fuite (modifiée) et t >0 est assez petit. Si on suppose
que G=0. (ou G=g(x)) pour x dans un caompact assez grand, alors il est
facile de voir que A, est contenue dans le domaine de définition de p et

méme de P(x,£,h). Pour (x,£) €A, oOn obtient
(8.16) p(x,g)=p(Rex,Reg)-it%(G)(Rex,Reg)*@(tzm) .

Proposition 8.1. Soit G une fonction fuite comme ci-dessus. Alors il
existe un compact Kcc 1?2” et des constantes t, >0, CO >0 telles que

pour 0<tsgt), (x,8) €Ay Re(z,§) §K on ait p(z,£) dans l'ensemble
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fermé symétrique autour de l'axe imaginaire :

1
7// | 77

Démonstration : Il est clair d'abord simplement par (8.16) et du fait que

p et G sont réels de classe S(m) et 51’1 respectivement que 1'on a

|Re p(x,&)lsmco et IImp(x,C)lsmCOt . Si Re(x,£§) EB((xo,EO) » €g)

avec :0>0 assez petit et (xo,ﬁo) €I _~K, nous avons d'aprés (8.13) et

P
(8.16) : Imp(x,£) < -mt/Co. Si Re(x,£) €R2n\ K n'est dans aucune boite

de ce type, (8.15) et (8.16) montrent d'autre part que |Re p(x,.g)|>m/c0 .

a

Avec C0 comme dans la Proposition 8.1, on choisit C1 >C0 , To >1 et

on définit Q ={z€C; [Rez |<1/C,,-t/C, <Imz<Ty}. Puisque m>1 il

est clair que la distance entre Q, et 1'ensemble dessiné dans la Proposi-
tion 8.1 : T(m) est plus grande ou égale 3 une constante fois mt. On a

donc :

Proposition 8.2. Sous les hypothéses de la Proposition 8.1,i1 existe

une constante C,>0 telle que pour 0<t<t (z,£) €A, , Re(z,E) €K,

0)

z€f2t :

(8.17) lp(z,€) - 2| >tm(z,g) /Cy -
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Iet m(x,§) =m(Rex,Re& ) et t,, K sont comme dans la Proposition 8.1.

Pour 0<tsg ty fixé, (8.17) exprime que p A -z2€S(m) est elliptique
t

3 1'infini et donc que son inverse peut &tre défini sur I\t en dehors d'un

campact et que cet inverse est de classe S(mq).

Théoréme 8.3. Soient P,At=l\t G Qt camme ci-dessus. Il existe alors
t,;>0 tel que s 0<t<t; et sl m est une fonetion d'ordre sur At alors
tl existe h0> 0 tel que pour 0<h< ho on att : il existe un ensemble
discret T(h)=T(h,t,m)cQ, tel que (P-z) : H(A,mm)~H( ,m) soit bi-
Jjectif d'inverse borné pour zEQt\T(h) , pendant que pour z€T(h) cet
opérateur soit Fredholm d'indice 0 se décomposant en somme directe : F,®
(Gan(At,m;x')ther , ou F,+0 est de dimension finie No(z) » G
fermé, (P-z) Fest nilpotent et (P-z) : Gan(At,m'r;r')-sz est bijectif
d'inverse bomé?

Démonstration : On fixe des choix autamatiques de phases et de troncatures
pour les opérateurs pseudodifférentiels associés aux I\t et on fixe t,>0
assez petit pour que les résultats sur les opérateurs pseudodifférentiels de
la section 6 soient valables pour At avec 0<t<t,. Soit €9 >0. Alors si
t; >0 est assez petit, 0<t<t,, zEQtn(z €C; Imz>,eo} , il est clair
que (‘pl/\t-z)'1 est bien défini partout sur At et pas seulement dans un
voisinage de 1'infini. On a alors (plAt -z)'] €S(m'l). Soit Q(At’z) =
OpAt((p-z)-]) un opérateur pseudodifférentiel correspondant (dépendant de

maniére holamorphe de z). Alors

(8.18) (P-2) oQ(2) =1 +R_1 (z) ,
ol R_] est la samme d'un opérateur pseudodifférentiel d'ordre ,é‘— (at-
rR
taché 3 A ) et d'un opérateur négligeable d'ordre ,\‘L . En particulier
TR
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R_;(z) est denome ((h) dans H(A,m). Ona aussi
(8.19) Q) e (P-2) =I+L_,(2) ,

ol L_1 (z) a les mémes propriétés, et en particulier L, (z) est de norme
@(h) dans H(At,mﬁ). Pour h assez petit on peut donc affirmer que
(P-z) : H(A,,mm) +H(A,,B) est bijectif avec un inverse uniformément borné

quand zES}tn(Im z>,eo}.

Regardons ensuite ce qui se passe dans la partie inférieure de Q- Soit

KcA, un compact assez grand et XECE(At) égale 2 1 sur K. Alors

t
(p-z)-l (1-X) est bien défini de classe S(m“) pour z€Q, . Soit z; un

point fixé dans Qtn{lmz>eo}. Pour z€Q, on pose
(8.20) 3@ =0, (29 x+ @27 (1),
t

de telle maniére que 6(2) est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre

m! dépendant holamorphiquement de z et avec Q(zo) Q(z ) - Alors

o N
(8.21) (P-2) 2Q(z) =I+K(z) +R_, (z) ,

ol R (z) a les mémes propriétés que R, (z), kK= OpA (k) avec k=

(-‘%—%-—I)XGSO 20,0 5 support campact. De plus K et R -1 dépendent
%o
holamorphiquement de z et K(zo) =0, R.1 (zo) -R_] (zo). De méme

(8.22) 8@ e (P-) =14k (@) +L_,(2) ,
n N
od (K' ’L-l) a les mémes propriétés que (K’R-l)f

Pour h assez petit on sait donc que I +;_1 (2) : H(At,?n') *H(At,'l‘ﬁ) et
1 +'I\.‘_] (z) : H(At,mﬁ) 4H(At,mﬁ) sont uniformément inversibles pour z€$2t .
De plus K et K' sont (1) et compacts dans ces espaces. On écrit
I+K+R_ = (1+R_)(I+ (1*3_1)" K), et de méme pour I+K'+L_, on
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obtient par la théorie de Fredholm classique pour I + (I +E_1)-1 K et
1»(1*?._‘)" K', que (P-2) :H(At,mﬁ)»u(nt,ﬁ) est bijectif pour
ZEQt\ F'(h), ot I(h) est discret et que P-z est Fredholm d'indice 0
pour z €Tl (h). Les résultats classiques de 1'Appendice A permettent alors

de conclure. -

Nous allons maintenant préciser dans quel sens F(h,t,g) est indépen-
dant du choix de G, m et t. Changer t revient a changer G donc il
Y

N
suffira de faire varier G et m. L'indépendance de m est la plus simple :

Propogition 8.4. Sous les mémes hypothéses que dans le Théoréme 8.3,
soit m une deuxiéme fonetion d'ordre sur At . Alors pour h>0 assez

~ N ~

petit on a T(h, t,r’:;) =T(h,t,m) et de plus les ensembles F,(m) et F,(m)

‘cotneident pour tout z ET(h,t,;).

Démonstration : Pour h>0 assez petit,on a,pour tout 2z€Q :

WY -1 ~ -1
=-(I*L_]) Q (P-2) -(I+L_1) K'

N - ~
od (I+L_)”" est bien défini et borné 2 la fois dans H(A,,mm) et
H(A,,mm). De plus K' est @(1) dans F(H@A,,mm), H(A,mm)). On

obtient alors 1'énoncé :

(=) Pour h assez petit, si zeﬂt et si u€H(At,'x}im) ,

(P-2)u €H(At,r?\) , alors u €H(At,r?|m ).

On en déduit que si h est assez petit, alors pour tout z€Qt : Fz(ﬁi) <
Fz(r’r}) , en convenant que Fz(;) =0 si zfr(h,t,g). Donc on a aussi

I‘(h,t,r'?l') ‘Er(h,t,ﬁ). On obtient de méme les inclusions opposées. -

Regardons ensuite 1'effet d'une modification de la fonction fuite.

N N
Soit donc G une deuxiéme fonction fuite. Alors Gs= (1-s)G+s G est une
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fonction fuite pour s€(0,1] et on pose At s'AtG . I1 est alors clair
’ s

que 1'on peut trouver t0>0, Co>0 et un campact chzn

tels que la
conclusion de 1a Proposition 8.1 soit valable pour 0<t<t0 » (x,E) €A 5
0<sg1, Re(x,£) €K. Avec cette nouvelle constante C0 >0 on fixe G >Cy

et on définit Qt camne ci-dessus.

N
Théoréme 8.5. Soient P, Aps Ay g5 @, came ct-dessus et posons A=
>

A =At2§' Il existe alors t1>0 tel que st O<tst; et si m est une

t,1
fonction d'ordre (définie simultanément sur At,a)’ alors il existe h,>0
tel que pour 0<hgh, on ait F(h,t,%.G) =T(h,t,%,8). (Ici le dermier
argument G et ’(\}' respectivement indique que T est défini comme dans le
Théoréme 8.3 avec AtG et At'é respectivement). De plus les espaces F,

correspondants coincident pour 2z €T(h, t,%', G) =T(h, t,r')x',?}') .

Démonstration : Il suffit de montrer 1'énoncé suivant (ainsi que son image

n
par permutation de G et G) :

(8.23) 11 existe ty >0 tel que si 0<t$t] et si hsho ol
h0=h0(t) est assez petit, alors,si u€H(At,r?im) . ze&‘lt

et (P-z)u€e n H(At s,ﬁ‘\'), alors u€ n H(At s,ﬁm).
0ss¢1 ’ Ogs<1 ’

Pour montrer (8.23), on choisit tgty et hsh0 assez petits pour que le
calcul pseudodifférentiel soit valable. Soit sg €[0,1[ tel que
u€H(, o ,im). Soit eo>0 petit et selso,so*eol. On applique la Pro-
*>0
position 1.7 avec f£=G, , g=Gg. Si A(A) =A ¢ o0 f)‘ est donné par
] A
cette Proposition, alors u€H(A(A),Bm), (P-z)u €H(A(A),m) pour X €
[1,+=[ et )‘l_’ir: il (P'z)u“H(A().),m) <+w.Si g5>0 est petit alors les
variétés A(\) sont uniformément trés proches de A, . et (p-z)|A(>‘)
*>0
est alors elliptique 3 1'infini de maniére uniforme. Comme dans la démons-

tration du Théoréme 8.3 on peut alors obtenir une inégalité a priori :
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8.24)  |lull HAA) ,mm) -QC([[ (P-z)ul| HAAQ) ﬁ) + || KA)ul| HAQ) ,x}m)) s

o K() =0py ) (kW) avec k() €5%:9:0 uniformément borné et uniformé-
ment 3 support campact. La constante C dépend de t, mais pas de h, So

t surtout pas de A. Il i 1i A T
et surtout pas de est alors clair que xﬂ [| KA )ull HAQ) m)

. o N
donc )‘1-1’11‘:° [ ul HA(\) ,im) <= et onen déduit que u€H(At,S,mm). Dans

cet argument e, >0 est petit mais indépendant de sp et on arrive donc a

couvrir [0,1] en un naombre fini de pas. .

Les €léments de T (h) =I‘(h,t,r’;n',G) seront appelés des résonnances.

On se propose maintenant de montrer qu'il n'y a pas de résonnances avec
Imz>0, et pour cela on va utiliser la discussion de la fin de la section
7, avec At =AtG » G fonction fuite. Notre point de départ sera les iden-
tités (7.34), (7.35) valables pour uEH(At,ml/z). Ici q 3, est uniformé-
ment dans S(m) et puisque G est une fonction fuite on sait aussi que
qq 3, est elliptique >0 sur un voisinage ''convenable'" V de 2p\K , ol

K est compact. Plus précisément V= v B((xo,io),eo). Pour
(xg:69) €2, K

Imz20, u€H(At,m1/2) , on obtient alors :

8.25 tlulul, + (Im == In ((P- ,

(8.25) ufulg + ( Z)("I“)H(At.l) « ”“I“)H(At,n

d'ol

(8.26) tluful, <C || (P-z)ull [Jull .
ful, H(A,,m™1/2) H(Am'/2)

A cause de (7.35) et des propriétés de q, 3, on obtient alors :
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tilull 2 <d |l (P-2)ul 1l
HA,m'/2) I lH(At,m 172 lu“H(At,m'/z)

t’
(8.27)

+ ! 2
tiull, gl 2 vt [r, 1TyFoul? a) da)

t H(At,m

ol ﬁt est uniformément (en t,h) négligeable d'ordre m et ol osrte

2n

S(m) et supp r, cR“ N V. On majore le dernier terme de (8.27) par 1'iné-

galité de Cauchy-Schwartz :

2
th|T0Ftu[ a; da
(8.28) 1 1 1 1

< (J(rt-m Zi1yFeu))? agda)? (I(ﬁz|T0Ftu|)2a0da)7.

Ici le dernier facteur est ~ ||ul| 1/2.° Pour le premier facteur on
)

H(At,m

remarque qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel At d'ordre m]/2

attaché a A tel que :

8.29) J(rtm-1/2 ITO Ftul)z aodaa "Atu I ﬁmt’” + (Rt“) ulu)H(At,’l) .

Ici Rt“) est un opérateur pseudodifférentiel (+ négligeable) d'ordre
mh/¥R et de plus,l le symbole camplet de At est 3 support (p.r. a a)
dans K;](Rm\ V), ol Ky ° At»Rzn est la transformation R-canonique
associée a Ft . En dehors d'un campact le symbole de At est donc 3 support
dans une région ol P-z est elliptique et on peut écrire At =Bt(P—z) +Cy s

-1/2( m1/2

od B, ,C, -sont des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre m et

respectivement. De plus le symbole de Ct est 3 support compact (en a). On

obtient alors :
2 2 z
A v ll ka1 $C(" (P2l H(A,m™ /) vl “U\t»‘J) '

Revenant 3 (8.29),on obtient pour tout N0 :
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(J (rtm-]/2 |'I'0 l-'tul)2 aoda>l/2

sclll @-anll L/ +llull “llkpul .
HA,m /) i 2R 72 a7y
ol Kt est un opérateur pseudodifférentiel dont le symbole en a est a sup-

port campact. Maintenant on obtient de (8.28) :

. 2
I 1t|'[‘0 Ftu| aoda

sC [l (P-z)ull + 1l ull ,
| H(A,m'/ %) H(A,, mb/TR) )

skl [1ya) ol

o HA ')

Revenant 3 (8.27), on trouve alors :

t flull scl (p-2)ull
LI VZA [ (P-2)u Tl

s H(AL,m )
(8.30) t t

+t lull

H(A,, ( h/TR) .

Donc, pour 0<tg ty» 0<h$h0 avec t ,h0 assez petits et pour
u€H(At,m1/2) :

(8.31) t {jull <C |l (P-2)ull _ +t K ull
e n'’?) [ H(A, ,m %

t’

o H(At.m‘/z)] '

Théoréme 8.6. On fait les mémes hypothéses que dans le Théoréme 8.3.
Alors il existe t; >0 tel que pour tout 0<t< t; et toute fonction
v

d'ordre m sur At il existe h,>0 tel que pour 0<h<h,, T'(h,t,m) ne

rencontre pas {2 €€ ;Imz>01l.

Démonstration : D'aprés la Proposition 8.4,on pourra supposer que $= 1.
Pour 0<t<t;, 0<hs< h0 avec t, et ho assez petits soit z EQ: ,
Imz>»0, u EH(At,m) avec -(P-z)u=0. Il suffit alors de montrer que :ou

bien Imz=0 ou bien u=0. La substitution dans (8.31) donne :
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(8.32) I ull

<
H(At,m]/z) Il K u Il HA

t.ml/z)

Puisque le symbole de Kt est 3 support campact en a, uniformément par rap-

port 3 t, on sait que lim |[K ul| 12, <= - Pour ;>0 trés pe-
s+0 H(As,m )

tit, soit fx donné par la Proposition 1.7, avec f=G, g= (]-eO)G. On peut
alors reprendre la discussion ci-dessus, menant a (8.31) et (8.32), de ma-

niére uniforme par rapport 3 X (et 3 t), pour I\t remplacé par I\t A =Atf .

’ A
Si l(t (A) est 1'opérateur correspondant dans (8.32), on sait en plus que
lim || Kt()‘)ull 172, <= et par passage 3 la limite, on obtient
A+ H(At,)‘,m )

1/2). Par itération, on obtient u€ n H(As,mvz) et de
O<sst 1

nouveau par (8.32), que lim || ul| 172, <= et donc que: u€H(Ao,m7).
__ s>0 H(As,m
I1 en résulte que 1lim [qu]S<~ et,en faisant tendre t(='"s'")-+0 dans
s=+0
(8.25), on obtient (Imz) || ull 2 =0, et donc, ou bien Imz=0, ou
’ H(Ao,])

u €H(A“ -eo)t’m

bien u=0.,

On montre ensuite qu'il n'y a pas de vecteurs propres généralisés as-
sociés aux résonances réelles. D'aprés la Proposition 8.4, il suffit de

. N
traiter le cas m=1.

Théoréme 8.7. On fait les mémes hypothdses que dans le Théoréme 8.3,et,
dans le cas n=1, on suppose aussi que No est patr. Il existe alors t >0
tel que si O<tgt, alors pour 0<hg hO avec h0>0 assez petit, st

T€QNR, et u€H(At,m), (P—x)u €H(A,,m) , (P-x)2u=0, alors (P-x)u=0.

Démonstration : On travaille donc avec 0 <t\<t] , O0<hg ho(t) ol t] et
ho(t) sont assez petits pour que le calcul pseudodifférentiel soit vala-
ble. Appliquant (8.31) et la Proposition 1.7 comme précédemment,on montre

d'abord que : (P-x)u €H(A ,m'/D) et que : || (P-x)ull bl 0, (1) pour
m

s,
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1/2)

0<sst, puis,par un passage 3 la limite, que: (P—x)uEH(AO,m . Réap-

1/2

pliquant ensuite le méme argument,on montre que : uEH(As,m ) et que:

1/2

(8.33) Il ull < &)
_ H(Ag,m /%) s

pour 0<s<gt.

. N
Soit 0\<g€S1’1(Rn) avec g(x) >G(x,§) , et posons AsaAsg' Alors

on a :

(8.34) P-x) 0.1 , -6
”( X u”H('l\\' m1/2) h “u”H('I\\' m]/z h's

o on'’h

pour 0<s<t. On part maintenant de 1'identité

2
(8.35) 0=(| (P-x)° u) .
ul x LZ(E-ng ax)

L'adjoint de P pour ce produit scalaire est égal a eZSg/hPe'ZSg/h=
P-sQ,, od Q est 2 symbole unifarmément borné dans S(m). Alors (8.35)

donne

2
8.36 P-x)u = P- ) )
( ) “ ( ) “ 2( (SQSUI( X)u 2

e-ng/hdx) ( -ng/hdx)

Soit xe EC;(Rn), € €]0,1] une famille bornée de SO’O(Rn) avec
x€=l sur l(E ol Ke ccR' et KE¢Rn, €+ 0. Découpons alors le second
membre de (8.36) en
(8.37) (X_sQ.u|(P-x)u) _ + (s Q_u| (1-x_) (P-x)u) _ .

[ LZ(e ng/hdx) S € 1‘Z(E ZSg/hdx)
Ici on voit que le premier terme tend vers 0 quand s+0 pour chaque €>0
fixé. Pour le deuxiéme terme,on remarque d'aprés (8.33) que

| sQeull ~ _ =@, (1), s+0. On peut alors écrire :
S H( /3 Th

5’
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- A
g e T 2 L,
IaIsNQ/Z

avec v, (= @h(l) dans LZ(Rn). Le deuxiéme terme de (8.37) devient
. ’

alors :

(8.38) ) (vu SO H )2 e (1) (p—x)u) 2 .
lalsNy/2 L (R)

Sachant que (P-x)u €H(Ay,m'/%), on voit que @ D my/? " ¥/ P1x )

(P-x)u+0 dans LZ(Rn) quand €-+0 uniformément par rapport 3 s. Donc

en choisissant d'abord € >0 assez petit on peut rendre le deuxiéme terme

de (8.37) arbitrairement petit uniformément par rapport 2 s. Faisant tendre

s+0, le premier terme tend vers 0. On en déduit que: || (P-x)ull LZ(

-»0,
e'ZSg/hdx)

s+0, et donc : (P-x)u=0. -

On finit cette section par une étude des projecteurs spectraux associés

aux résonances.

Soit GeS(rR)+§'*'(R") réelle, A, =A, ; et,pour t€R, |t| assez
petit,définissons F, : H(A, ,m -»H(Ao,r?l') comme avant. Si F; est 1'adjoint
formel de F, au sens de LZ(Rn) alors F: est un O0.I.F. elliptique d'ordre
’X\'ORO qui pour h assez petit donne une bijection H(Ao,al') -'H(Kt,'ﬁ). Ici
Xt =A_;- Quitte 2 modifier la définition de F, pour t<0, on peut suppo-
ser que F—t = (F;)'1 , et,comme avant,on définit la norme sur H(At,l) de
facon 3 rendre Ft : H(At,l) -»H(Ao,l) unitaire. Rappelons aussi que C;(R")

est dense dans tous les espaces H(At,m).

Propogition 8.8. Le produit scalaire de LZ(I?") sur C;(R") XC;(R")
g'étend en une forme bilinéaire sur H(At,l) XH(A_t,l) vérifiant

| (u|v) IS”““”“\e” Il vll H(Xt,l)’ u€dN,1), vEHA_,1). De

2w
plus, toute forme linéaire bormée £ sur l?(l\tJ 1) s8'éerit de mantére unique
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L(u) = (ulv), vEH(Kt,l). L'application H(At,l)‘Bl-»vEH(Kt,l) est bi-

Jectif d'inverse borné.

Démonstration : Pour u,v€CL(R"), ona (u[v) = (F'l F ulv) ,=
—_— 0 . LZ(Rn) t 't L2
(FtulF_t V) LZ , Ce qui montre le premier énoncé. Les autres parties de la
proposition se démontrent ensuite facilement en utilisant les opérateurs

F.,F

t’ -t° L

Proposition 8.9. Si G est une fonction fuite et t >0 (ou biem < 0)

alors l'ajoint de l'opérateur non-borné P : H(A, 1) *H(At,l) de domaine
N
H(At,m) » m:mo('r"'/r) 0 est donné par P : H(A_t,l) -'H(A_t,l) de domaine

HOA_,,m).

Démonstration : Puisque H(At,m) est dense dans H(At,l) , on sait que

P* : H(A_;,1) *H(A_;,1) existe en tant qu'opérateur non-borné. Si v ,w€
H(A_t,l) et P*v=w, alors,pour tout uEH(At,m) , ona: (ulw) =(Pujv).
Prenant ici u EC‘S(RH) , on trouve que Pv=w au sens des distributions
(on utilise ici que P est formellement auto-adjoint). Puisque P est un
opérateur pseudodifférentiel elliptique 3 1'infini sur I\_t , et que :
Pv=w dans H(A_,_,l/m) , on en déduit que v€H(A_t,m).

Inversement, si VEH(A_t,m) alors wd;fPVEH (I\_t,l) et on obtient
(u|Pv) =(Pu|v) d'abord pour tout u EC‘S(R") et puis par densité, pour

tout u€H(At,m) (et méme pour tout ueH(At,l)). -

Soit maintenant aussi G une fonction fuite. Pour z €C on montre en-
suite que (z—P)_1 est bien défini dans H(A.,1) ssi (;-P)_] est bien
défini dans H(A_,,1) et dans ce cas ((z-P)™) = (z-P)™'. La discussion
des résonances que 1'on a fait pour P : H(At,m) *H(At,l) , t>0 s'applique
aussi bien pour P : H(A_t,m) *H(A_t,l) avec la seule différence que les

nouvelles résonances vont vivre dans le demi-plan supérieur. Soit wu(h) une
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résonance de P ou un ensemble fini de résonances. Soit Fu (h) 1'espace

spectral associé et soit

< ] _p-1
m, ’HTII (z-P)
Y
le projecteur associé. Ici Y =Y(h) est un lacet simple autour de ¥ qui

laisse toutes les autres résonnances 3 1'extérieur. Alors :

n} - Z]III z-p) ' dz ,

Y
ol (z-P)'] est maintenant considéré comme opérateur borné dans H(A_t,l)

et Y est orienté dans le sens direct. H; est donc le projecteur spectral
Y -
II_ correspondant 3 la résonance (ou ensemble de résonances) ¥ de P dans

) "
H(A_t,l). Notons F_ 1'espace correspondant.
H

~n - ~n
Proposition 8.11. On a Fu iF, 8t WNA=g. De plus dim Fu=d1ImF_
u

et, 8t LTRRRL " est une base dans Fu, il exriste une base “'1=---:“’N
0 0

N
dans . =§.,. I M u=
d FE telle que (wJIwk) 6,7,1( " prend alors la forme T u

0
; (ule)wj et la matrice de PFu devient ((P‘Dklll'j)).

. N
Démonstration : Si uﬂA ¢ alors H m_ =H)‘H =0. Pour u€F » VEF,

ona Mu=u, Hxv=v Donc (ulv)-(Il ulnxv)a(ﬂ n uIv) 0, puisque

'I\f; Il_ et nous avons montré que F J.l’x .

Soit wl,...,mNO une base dans F‘_| . D'aprés la PropositionNS.S. il
existe des vecteurs uniques ¥,,...,¥y €H(A_;,1) tel que Huu= ; (UNJ-)‘P
0

et si on prend ici u=g , on trouve (wjlwk) =5j,k , puisque Hu(pk=cpk.

N
0
n
On constate ensuite que T_v= n;v = ; (vle)wj et en particulier, on a
u
N N
Wj €F_, VYj. wI,...,wN est donc une base duale dans F_ 3 la base
u 0 u
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w1,...,mN0 dans Fu .

Finalement si (pj k) est la matrice de P F
’
u

et puisque w],...,wNo est une base duale on obtient pj,k' (Pwk N)J.).

on a Pok=ij’kwj ,
J)
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9. LE CAS D'UN PUITS DANS UNE ISLE EN GENERAL.

On suppose désormais que P=- hZA +V(x) et on garde toutes les hypo-

théses de la section 8. On suppose dans la suite que V est analytique par-

tout sur R" , mais on pourrait trés certainement traiter aussi le cas ol
V est analytique en dehors d'un campact quitte 3 restreindre alors 1'ana-
lyse des résonances 3 une bande 02>Imz> -Ch log% avec C>0 arbitrai-
rement grand. Soit 0cR™ un ouvert connexe et U un campact dans 0 avec

les propriétés suivantes :
9.1) V(x)€0 sur U, V>0 sur O~U, V=0 sur 230 .

(Les résultats de cette section restent vrais sans modification si 1'on sup-
pose que V est analytique seulement en dehors d'un campact de 0. Sur 0
on introduit alors la métrique d'Agmon, max(V,O)de et on note d(x,y) 1la

distance associée. On suppose que :
(9.2) Le diamétre de U pour d est égal 3 0.

On renforce aussi 1'hypothése d'existence d'une fonction fuite :

1,1

(9.3) I1 existe une fonction réelle G(x,§) €S et une
constante C0>0 telles que HpG>’C1E r2 sur Zp C'd'

I1 résulte de (9.3) qu'il existe une constante C>0 telle que
|W(x) | >,r2/CR pour tout x €930. Quitte 3 augmenter C on obtient la méme

minoration dans B(aa,e )= U _ B(x,e,), si €,>0 est assez petit. Ici
0" xead 0 0

B(x,€p) ={y€RrR"; |y=x]| sgyR (x)} . Si 1'on se place dans B(aa,so) avec -
€ >0 assez petit, alors les familles B(aii,s) no et C(e) = {x €0 n

B(Ba,co) 3 V(x) /r(x)2d=ff(x) <e}, 0<ec<< €y sont équivalentes au sens
e

qu'il existe une constante C >0 telle que C(é) CB(aa,E) nB <C(eC).
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Nous avons la conséquence suivante de (8.15) :

(9.4) Pour tout eO>0 et tout voisinage Wed de U, 11
existe une constante §>0 telle que f(x)»§ pour

tout x 66\ (WUB(36;EO))'

Inversement, si on fait toutes les hypothéses sauf (8.15) et si de plus
V(x) <0 dans c6, alors (9.4) entraine (8.15). La condition (9.4) est
automatiquement vérifiée si 6 est compact. Si 1'on fixe un petit voisi-
nage relativement compact W de U, il existe alors 3 >0 tel que f(x)3¢

dans 0O~ (WUC(e)) pour tout e€]0,c1].

Rappelons que modulo une reparamétrisation les géodésiques minimales
dans 0~U pour la métrique d'Agmon coincident avec les projections des
bicaractéristiques de q(x,£) =EZ -V(x) au dessus de 0~U. Une telle bi-

caractéristique t~(x(t),&(t)) vérifie
(9.5) X(t) =261 , E@®=Wx®) , lE®I%=vx@®) .

Pour € >0 assez petit, considérons 1'évolution de la fonction f(x(t)),

pour un segment bicaractéristique avec x(t) €6“B(36,€0) , a<t<b. (Par

abus de langage on écrira parfois f(t) =f(x(t)) ). On obtient alors, en

utilisant que f£(x) 650’0 :
(9.6) f=ve-x=0O@ VI'H=0g Y
et
52 ov2 rt 1 r?
9.7) f£=25 W ~~(9(R7f)>/c =z
T

grice 3 notre minoration de |W/| dans B(BB,EO). On observe aussi que

1 1/2 R(s)

. 1/2 -
= - :
x=@C(£f'’“), donc si |t Slsconst. 0 TGy onac:
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|x(t) -x(s)| sconst. r(s) e}/ ?|t-s] <egR(s) et R(t)/R(s) vr(t)/r(s) v1.

Lemme 9.1. On suppose ¢,>0 assez petit. Considérons un segment bica-
ractéristique (z(t) ,£(t)) avec z(0) €B(30,e,/2). Alors, (aprés avoir

étendu l'intervalle de définition si nécessaire), on a x(t) 68(85,50) et

1 1/2 R(z(0))
const. 0 T(z(0)) "

On restreint maintenant t a ]-T(eo),T(eo)[. Pour elsfl- €y avec Co
0

|z(t) ~z(0)| se,R(x(0)) pour |t|<T(e,) ou Tley =

asgez grand mais indépendant de €p» Nnous avons :

(@) Si z(0)€Cle,) il existe un intervalle fermé I(eq) de longueur

< (comst.) €2 R(z(0)) /r(z(0)) tel que =(t)€Cle,) sei tel.

(b) St en plus =zx(0) €C(t:1/2) alors la longueur de I(e;) est du méme
ordre de grandeur que cé/z R(x(0)) /r(x(0)) et la longueur d'Agmon
du segment I(e;) 3t+=z(t) est du méme ordre de grandeur que
e¥/2 r(z(0)) R(z(0)).

(e) La conclusion de (b) reste valable st l'on remplace I(e;) par

I(e))n{t€R; t<0} oupar Ile;)n{t€R; t>0}.

Démonstration : La premiére partie du lemme résulte de 1'estimation

x=0£'/2). si x(0)€Cle;) alors £(x(0)) =0 €}/2), et donc,d'apres
(9.7), i1 existe t, avec |t0[ = @(% e:/z) tel que %(to) = (0. Alors par
(9.7) on obtient :

2 2

2 .
£(t) - £(t) «.iz lt-to]© , £(V) '»;7 (t-ty)

d'od 1'existence d'un intervalle I(gq) avec les propriétés de (a). Si
x(0) €C(e] /2) on voit alors que la longueur de I(Cl) (et aussi de
I(eq) n-l—l+ et de I(eq) ni_) est du méme ordre de grandeur que e}/z R/T.

La longueur d'Agmon du segment I(e]) 3t+x(t) est de 1'ordre de :
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J £0)"2 rx() 2() |de ~ £ [ £(t)de
Ieq) I(ey)

iet de méme avec I(el) remplacé par I(s]) nR_+). On voit facilement que

1'ordre de grandeur de cette intégrale est s‘;’/ ZRr. .

A 1'aide de ce lemme nous allons montrer :

Proposition 9.2. Soit 5p>0 la distance d'Agmon de U & 30 et soit

Bd(U,So) ={y€l;d(U,y) <So}. Alors Bd(U,So) est relativement compact.

Démonstration : Supposons que Bd(U,So) ne soit pas relativement campact
et considérons } ={re [0,50[ 5 Bd(U,r) est relativement campact}. On voit
facilement alors que J' = [O,ro[ avec 0<r0<50. En effet, si Bd(U,r)

est relativement campact,il est facile de voir qu'il existe €>0 tel que
Bd(U,r+s) est aussi relativement campact. Si yEBd(U,r) , O<rc Ty alors
grice 3 la compacité relative de Bd(U,p) , PST, on voit qu'il existe une
'géodésique minimale pour la métrique d'Agmon qui relie U 3 y et qui est de
longueur d(U,y). Si yeBd(U,ro), on a alors la méme conclusion puisque

By(U,rg) = U By(U,r). Soit donc Y : JT_,T)3t-x(t) €0 une telle géo-
r<r
0

désique paramétré camme une courbe bicaractéristique et avec lim x(t) €U,
t-T

x(T) =y. Soit Y la restriction de vy a B\W, ol W=Bd(U,6) et

[t),T]
6€]0,r0[ est fixé. W est alors relativement compact. Soit €, >0 assez

petit pour que le Lemme 9.1 soit applicable. Soient Il,...,INc[t],T] les

intervalles fermés maximaux avec Y(Ij) cC(e]) , Y(Ij) nC(cl /2) #¢. Alors

la longueur de Y(Ij) pour la métrique d'Agmon est de 1'ordre de e‘;’/z rJ. Rj’
ol rj =r(x(tj)) , Rj =R(x(tj)) , tj €Ij . Si r=d,y) <r, on trouve donc
N
3/2
2: €] rJ. Rj < Cor
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ol C0 est indépendant de r et de N. D'autre part, la longueur euclidienne

de Y(Ij) est de 1'ordre de € Rj .

Soient }] ) oes ’J'M les intervalles complémentaires tels que [t],T]

soit la réunion disjointe des } et Ik . Alors: V(x(t)) >’JZ r(x(t))Z P
C

0 M
E]z pour t€U }j' Ce qui montre que la longueur euclidienne de lll Y(}j)
0
est au plus égale 2 C0 fois la longueur d'Agmon correspondante. Donc la

M
longueur euclidienne de U Y(}j) est < Cor et la longueur euclidienne
1

j

de Y([tl,T]) se majore par :
3
N N
-1/2¢ 2 ~ -1/2
Co(r+§e1Rj)s co(ne1 %el T Rj)s c0(1 +Cy ey )So

Cette majoration indépendante de r, nous montre que Bd(U,rO) est borné
et donc Bd(U,ro*e) est borné pour €>0 assez petit. Ceci contredit la

définition de g - -

Pour n>0 trés petit, on pose M0 =B(U,S0 -n) et on désigne par
PO = PM la réalisation de Dirichlet correspondante de 1'opérateur P. Soit
F<10,11 avec 0€ } et soit I(h) , heJ, une famille d'intervalles com-
pacts avec I(h) +{0}, h+0 ; supposons qu'il existe une fonction a(h)>0,

hEJ, qui tend vers 0 quand h-+0 telle que :

(9.8) a(h) > - ™™ pour tout €50
€
(9.9) sp(P) n[(I(h) +[-2a(h) , 2a(h) 1) \I(h)]=¢ .

On rappelle de [Helffer-Sj I,II1] que ces hypothéses restent essentiellement

inchangées si 1'on diminue encore n et que les valeurs propres de P0 dans
2(e*n-SO)/h

I(h) se modifient seulement par @E(e ) pour tout €>0 si

1'on remplace n par une valeur plus petite.
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Dans cette section on se propose de montrer que les résonances de P
proches de I(h) s'obtiennent 3 partir de Sp(PO) nI(h) par une pertur-
bation du néme ordre de grandeur. Nous allons pour cela passer par un
" probléme de Grushin ' associé a Pp-2,.come dans 1'Appendice A, ct
qui sera facile 3 perturber, car tout a fait inversible, et on obtiendra

ainsi la solution d'un probléme de Grushin associé a P-z.

On cammence par construire le Probléme de Grushin associé a Py - Soient
u],...,umEI(h) les valeurs propres de P0 dans I(h) répétées avec leur
multiplicité et soient wl,...,wm€L2(M0) une famille orthonormale associée
de fonctions propres. Ici m=m(h) dépend de h, mais il existe NOE N
tel que m(h) = @(h-NO). Pour uELZ(Mo) on définit Rauecm par (RSu)J.=
(ule) , oo (1) désigne le pr'c;duit scalaire dans LZ(MO). Pour u =
eC", on pose Rau-= ¥ u;‘"j
(On suppose ici que aMO est C° ce qui peut toujours

- 2 1 ,
(uj)lcjcm €H™ M) nHO(MO). C'est donc 1'ad-
joint formel de Ra .

étre obtenu aprés une petite perturbation de Mo).

Soit Q(h) ={z €C ;dist(Rez,I(h)) <a(h), |Imz|<b(h)} , od b(h) >a(h),
b(h) +0, h-+0. Pour z€Q(h), on considére alors le probléme de Grushin :
(P,-z)u+R u =v
(9.10) b,

Rou- v ,
avec (v,v") €LZM) x€", (u,u7) € (HMp) nHj M) x €. Soit E'eLiM)
1'espace engendré par ©)5--0@, et E'= (E")J' . On introduit les décampo-
sitions correspondantes v =v'+Vv'" et u=u'+u'". Alors (9.10) devient :
(P(') -z)u' =v' , (uj —z)u'j'+uj =v‘j' , j=1,...,m

(9.11) .
ul=v. , j=l,...,m ,
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m m
od u"=}J u'J.' 9., v'=] vjw; et od Py désigne la restriction de Py 2 E'.

h J 1 J 0
Pour z€Q(h), il est clair que (Pb -z)'1 existe et || (Pb-z)"“ 2 2.8
L,
3(1}1)' . Ensuite par des inégalités a priori standard,on trouve :

C

-1
(P - 2) §—y -
I I L2 u%)  a(h

La solution unique du probléme (9.10) est alors donnée par :
u' = (P} -z)_‘ v' ut=v,
0 D B
(9.12) - .
.=y IV .
Uy mvy  Ewylyy

On écrit la solution sous la forme :

us= Eo(z)v + Ea(z)v'

(9.13) .. N .
u -Eo(z)v *Eo (z)v ,
avec
' -1, E+ + -m + an” +
Eg(z)v=(Py-2) "Vv' , 02V ) Vi@ (=Rgv")
(9.14) ]

(Eplav)j =vy (Eg=Ry) , Eqy (2) =diag (z -n3)

Proposition 9.3. Nous avoms Ky (z,y) = O(e 2 ®¥/M) |k (z)=
- 0 E
v [ 0
@(e-d(’r)/h) » K _(y)= @(e-d(y)/h) , ou d(x)=d(U,x) et ou le sens précis
“o
est le suivant :
(9.15) Pour tout (.to,yo) EMO*MO et tout ¢, >0 il exriste des

voieinages U3z, V3y, tels que HEouII 5 €
HE(U)
~ =(d(zpy,)-c,)/h

(e )] ul) 5 s uniformément pour
L)

uGLz(Mo) d support dane V et z €Q(h).

116



PUITS DANS UNE ISLE

(9.16) Pour tout xOEMO (respectivement yOEMo) et tout ¢ >0,

0

il existe un voisinage Udz, (respectivement V3y0) tel

que uniformément pour z €Qh) : || E; v* Il 2 <
HE(U)

~ =(d(x,)-€,)/h

(e o0 M| o vv €™ (respectivement

~ =(d(y,)-€))/h

- 2
NE vl < Ore Ml vl pour tout v €L°(M,.)
0" " em t2ev) 0

d support dans V).

On uttlise ict la notation de [H.S5.2] : 5({2("1)} signifie
(9(6';(”}/;: al(n)), h+0 pour tout n>0 assez petit, ou ¢c(n) >0 tend
vers 0 quand n~0. (Dans la Proposition 9.3 cette notation est en fait
superflue car on peut prendre ¢(n) =0, mais elle deviendra utile plus
loin. Dans la définition de é nous avons utilisé "H2 " plutdt que "H] "

comme dans [H.S.2). Grdce d des inégalités a priori simples pour le Laplacien

il suffira de montrer (9.15), (9.16) avec "H] " 4 la place de ”H2 "”).

Démonstration : (9.16) résulte immédiatement des estimations sur les fonc-

tions propres de [H.S.1,2]. Pour montrer (9.15),on remarque que :
-1 -1
(9.17) Eo(z) =- ? (w-2) (w-Po) dw ,

ol on intégre sur le bord du rectangle dist(Re z,I(h)) <§Z a(h), |Imz|<
%b(h). Alors (w-PO)-] vérifie (9.15) uniformément en w d'aprés les ré-

sultats de [H.S.2] et (9.15) s'obtient donc directement de (9.17). -

Abordons maintenant le probléme des résonances. Soit X €C°6(’h°40) avec
x =1 dans Bd(U,SO-Zn) et soit l\\/'=V+w, ol W20 est une fonction c
a support dans Bd(U,n) et avec V+W>0 sur U. Quitte a modifier un peu
notre fonction fuite on pourra supposer que la fonction G de (9.3) vérifie

- aussi
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(9.18) G(x,8) =0 si x€Mo .

On fait aussi la modification de G prescrite dans la section 8, et on
introduit l\t 'At G* t >0. Pour deux valeurs de t >0 assez petites, nous
savons alors que les résonances de P dans Q(h) associées aux deux es-
paces H(At,'l\"z) coincident,si h est assez petit (et de méme si 1'on cam-
pare H(At,}'z) et H(At,m'x"'z) si m est une fonction d'ordre).

Grace a (9.3) on sait que p A est elliptique et partout *0 sauf
t

N N z " . n, 2 N N
au-dessus de U. Si P=P+W=-h"4+V, et si p=E"+V alors p|, est
t

elliptique et #0 partout sur At . D'aprés les résultats de la section 6,
pour tout t >0 assez petit,il existe une constante Ct >0 telle que

Pz : H(A,T?) *H(A,,1) soit bijectif pour |zl <-, quand 0<h<h(t) >0
et avec un inverse majoré en norme par Ct . En partt;culier (;-z)-l existe

pour z €Q(h) si h est assez petit en fonction de t et

v
Il -2l N, SC. .
LHMLY L HA,TD) "
Lemme 9.4. Pour t >0 assez petit, nous avons :
> -d
(9.19) Ko _jlzy)= @Yoy,

(P-z)
wniformément pour 2z €Q(h) si h est assez petit en fonction de t. Ici

d(z,y) =min(d(z,y) , d(z,3M)) +d(3M, , y)).

Démonstration : Une maniére de démontrer le lemme est d'observer que
(i‘)'--z)'lA est #+0 et elliptique, si A=A,(\;,, ol E=tG en dehors d'un
petit voisinage de M0 , '(\;'=g(x) dans un voisinage de M0 , ou g =const.
dans un voisinage de aMo et |g'(x)|2<'\\/'(x) dans MO' (On choisit g en

fonction de X, ,yo) .
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On"donne une variante qui utilise moins de calcul éseudodifférentiel
général. Quitte 3 augmenter un peu M0 et supp X, on peut se restreindre a
démontrer (9.19) pour x,y dans un compact 3 1'intérieur de 1l'ensemble ol
X vaut 1. Soit alors Yo dans cet ensemble et soit v€LZ(Rn) a sup-
port dans un petit voisinage V de Yo+ Soit u= ('B-z)_1 VvV et remarquons

que 1'on peut écrire :

-1 -1

N N -1 Y
(9.20) u =X(P\l -z) v~ (P-z) [P,X] (PM -z) v
0 0

'\’ - v
Puisque le noyau de (PM -2) ! est @(e.d(x’)')/h) , il suffit de regarder
0

le dernier terme dans (9.20). Si on le note w, alors :

" N -1
(9.21) (P-z)w=[P,X](PM -z2) v .
0

Ici le second membre est a support dans MO\B(U,SO-Zn) et il est
~ =d(yq,My)/h 2
O e ) dans L°(M;) et donc aussi dans H(A,,1). Donc w=
~ =d(yn,3M;)/h
O(e 00 ) dans H(At,}'z) et en particulier wl, =
0

= =d(y), M) /h _ | ,
O(e ). On peut alors appliquer des inégalités d'énergie 2

(9.21) (comme dans [H.S.1.2]) et déduire que si x0€M0 alors pour tout

-€4/h
r_0>0 il existe un voisinage U3x0 indépendant de v tel que e v w=

~  =(d(xg, M)+d (3M,y)) /h 2
O(e ) dans H“(U). Toutes ces estimations sont uni-

formes par rapport 3 v si || v]| ;=1 et on obtient donc (9.19). -
L

On pose maintenant :

Pz Ry Eg(2) E'(2) .
?O(z) = ’ go(:) = = @O(Z)
Ry 0 Eg(z)  Eg'(2)

’

et on se propose d'étudier :
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(P-z) R~
Pz) = . tH(AL,TE) x €M+ H(A 1) x €™,
R 0
+ + - -
ol R-=R0,R-xRo.

Soit ¢ ECE(P;O) a support dans B(U, % (So*n)) et égale 2

1 dans B(U "]Z (So-n)). On pose alors comme inverse approché

de P(2)
+ v -1 +
F F X Eo(z) v+ (P-z) (1) X Eo (z)
(9.22) F(2) = _ . = - -
F F Eo(z) v E0 (2)
Un calcul direct montre alors que :
(9.23) Py F@y=1+X@ ,

ol

(P,XIEy¥ -W(P-2) " (1) (P,XIE]
(0-20) K@) = (X5 es 5627, R .
Ry (X-1)Egw+Ry (B~2) ' (1-9)  Rp (x-1)Eg

Ici on utilise la Proposition 9.3 et le Lemme 9.4 pour conclure que la nor-
me de X (z) dans H(At,I) xC" est O (e 0 ) et que plus précisément,
~ =S./2h

b ¥ ) O

9.25) X@)= -S./2h -2S./h
Ge ) Be )

-S,/h
0y

(majoration des normes des J(‘ij (z)). Ici le Lemme 9.4 ne s'applique pas
v o0
tout a3 fait directement; on introduit ECO(Bd(U ,-12 (So-n))) égale a 1
N - NN -
sur By (U ,% Sp-n) et on remarque que (P-z) 1(FW) = (1-y) (P-2) ]("‘b) +

('I\s-z)q[P,Q;] (3—2)'1 (1-¢). On pourrait aussi procéder directement par des
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déformations de tG, comme indiqué au début de la démonstration du Lemme

9.4.
Si 1'on pose :
v -1 +
] Eo+ (1'W) (P-Z) X EO
(9.26) G(z) = ’
- g
Ey E
~ o ~ 'SO/Zh
on vérifie de méme que G(z) P(z)=1+X(z), oo X=0(e ) comme

opérateur borné dans H(At,';z). Donc, pour résumer, on a la :

Proposition 9.5. Soit 0<tsg t, avec t, assez petit. Alors pour
h(t) >0 assez petit l'opérateur Pz) : H(At,';z) "tm*H(At,.’) " est
btjectif avec un inverse uniformément borné pour =z €Q(h), 0<h&h(t).
Cet inverse est domné par §(z) =F(2)(I-K(z) +H(z)% - , et dépend

‘holomorphiquement de =z .

E(z) E(2) " -
Ecrivons & (z) = - i . Apriori ET () =Ej(2) +
E(z) E (2)
-Sy/2h
5(e ) mais avec un peu de travail sérieux on obtient mieux ; d'aprés

(9.24),0n a :

Voo v L | .
-[P,X]EOW(P-Z) (1-y)-W(P-2) [P,X]EOW -W(P-2) [P,X]EO

+[P,XIE) R [ (x-1)Eq ¥+ (B-2) ™' (1-9)]
X (z)2 I e e
R} (-1 EW(B-2) (1-9) R} (P-2) '[P, X JE

+ + +
+[P.x]E0 Ro(x-ms0

Py QU —

Y - + + _+
+Rg (X=1)Eg Ry [ (x-D)Egw + (B-2) ™' (1)) *Rg (x-1)Eg Ry (x-T)Eg

et en majorant la norme des différents termes on trouve :
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-[p,xlsow&-z)“ (1-9) -W(P-2) ! [P,X]Eqy E-W(’lg—z)-‘ [P,X]E;

+1P,X)Eg Ry (B-2) "' (1-9)

c—edm e ———

(9.27) ¥(2)% =
+

R(*)(F-z)”tp,xlso " §R0($-z)" [P,XIE}

M

(e-S SO/ Zh) 5 (e-Z So/h

(e-3 SO/ 2h ) 5 (e—Z So/h )

. g(e-s SO/Zh)

SN

Alors avec (9.25) :

5 (e—z Solh) 5 (e-s So/ Zh)
(9.28) X(z2)® = 6(6-2 So/h) (;(e—s So/Zh) ’
et (9.27) donne
©.29) 36(2)4 . 5(;3 So/h>

Donc

w7 =5S,/2h
(9.30) €(z2) =F(2) -‘:F(z)J((Z)+0‘(z)x(z)2-€F(2)JC(2)3*@(e 0 )

et en analysant cette formule on trouve en écrivant JC(z)k= (JC?J-() (Z))1<j k2 *
E'@ g @) -F@X{ ) -F @ X e+ Fex Be -
(9.31)

-5 So/Zh> ~(e-2 So/h) '

Fr X B +B(e =" (2)+ 0

En explicitant la premiére partie de cette formule, on trouve :
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E(2) =E’ (2) - E;" (2) R (x-1)Eg - Eg(2) W (P-2) '[P, XIE]

(9.32)
~/ =5S,/2h
+E5*(2) R} (P-2) [P, XIE} + (e 0 )

Puisque EF (z) est une matrice diagonale avec les valeurs propres

_ e o~y =2Sp/h - -

Z-uj, j=1,...,m et E+-Eo’=0(e 0 ), on voit que E'(z)1

existe si ;>0 et min |z -uj| >exp(ey-2Sp)/h (et si n>0 est assez
J . - - - -

petit). Déformant alors EO* en E par E; = (1-t)E0* +tE *, on obtient

la :

Proposition 9.6. Pour 0<tsg t) 0<hgh(t) avec t, et h(t) asses
petits, soit ’I\“(t,h) ={z €Q(h) ; det E *(2) =0} , ou on compte les éléments
de 'I\"(t,h) avec leur multiplicité. Alors il existe une bijection b :

P
" -2 SO/h
{ul,...,um} +T(t,h) avec la propriété que b(u) -u=5(e )
Cette proposition donne une partie du résultat principal de cette

section :

Théoréme 9.7. On fait les hypothéses générales du début de cette section

et on introdutt MO’

cité) ainst que les hypothéses (9.8), (9.9) comme aprés la démonstration de

Q(h) , I(h), Mpseeesby (comptés avec lewr multipli-

la Proposition 9.2. Pour 0<tst 0<hgh(t) avec tp>0 et h(t) >0

0’
assez petits, soit T(t,h) (essentiellement indéperdant de t) les résonances
de P dans Q(h) relativement d l'espace H(At,'r\'z). On définit la multipli-
cité d'un élément z €T(t,h) comme la dimension de l'espace Fz correspon-

n
dant (voir la section 8). Alors T(t,h) =T(t,h) méme st l'on compte les

"
éléments de T et T avec lewr multiplicité.

Démonstration : On reprend ies arguments de 1'Appendice A. Utilisant le fait

que E (z) est surjectif et E*(z) est injectif, on constate que (P-z) :
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H(At,}'z) *H(At,1) est bijectif ssi E"(z) est bijectif et qu'alors on a
- ~N
1'expression (A.9) pour (P-z) 1. Ceci montre que T (t,h) =T'(t,h) si 1'on

ne cherche pas 2 identifier les multiplicités.

Soit alors ZOEI‘(t,h) et N=dim FZ la multiplicité correspondante.

0
On choisit une base dans Fz pour laquelle P Fest réduite 3 sa forme
0 z
0
de Jordan et pour cette base, soit B : FZ *Fz donné par une matrice
0 0

diagonale avec toutes ces valeurs prorres distinctes. On étend B 23 H(At,l)

en posant B=0 sur GZ et on pose P . =P+eB. Pour €>0 assez petit,
0

P_ aura exactement m valeurs propres prés de 2y qui en plus sont simples:

€

z1(c),...,zm(c). Soit P (e,z) 1la matrice de Grushin correspondante, obtenue

E(c,z)  E'(c,2)
de P (z) en remplagant P par P, et &(e,z) = ( . i )

E (e,z2) E (g,2)
1'inverse correspondant , qui existe pour € assez petit (en fonction aussi
de h et de t). Alors E '(e,z) est holamorphe en (c,z) et det(E " (€,2))=0
pour z dans un voisinage (indépendant de €) de z, ssi z-zj (e). La racine
z de z*det(E-*(z)) est donc éclatée en N racines distinctes (mais peut-
etre pas nécessairement simples) par la perturbation analytique ¢ -+
det(E“(z)). 11 est alors clair que la multiplicité de z, camme 2éro de

det(E™*(z)) est au moins égale 3 N.

Puisque la samme des multiplicités des éléments de 'l\"(t,h) est m, il
suffit maintenant de montrer que la somme S des multiplicités des €léments
de T(t,h) est aussi égale 3 m. Soit y le bord orienté de Q(h). Alors la
discussion de 1'Appendice A et en particulier (A.19), montre que le projec-

teur spectral sur la somme directe des Fz avec z€Tl(t,h) est donné par

(9.33) n= § (z-p)" dz=- §E‘(z) E* )7 E(2)dz .
Y Y
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Iei @, E+(z) , E"(z) ,E (z) sont des opérateurs de rang fini, donc nu-

cléaires et on a

S=trll=- §tr(£’(z) E ()7 E(2))dz
(9.34) Y
-=- &tr(ﬁ-’(z)q E (2) E'(2))dz
Y
Le méme argument donne aussi

(9.35) m=-§tr (E(’,'(:)']

Eq(2) Eglz))dz .
Y
. -ZSO/h —_—
Nous avons E —E0 =(9(e ) sur f(h) et de méme sur le domaine
légérement plus grand du méme type obtenu en remplagant a,b par é,a ,gb .

Puisque ad: E"=E E' et de méme pour Ea‘ , les inégalités de Cauchy

- - ~ ‘ZS /h —
montrent que E E’-EOE;)*@(e 0 ) sur §(h). Aussi pour z €Y,

5<e-250/h) car (1‘:0)-+ et

EN - - T ET -5 gD

+ -1

E™) !

sont 5(1) sur Y. Donc, (E"(z2))”

S ~/ -2S./h
£ (2) Eo(z))=@(e 0

E'(2) E'(2) - (B5* ()"
uniformément pour : €Y et, par (9.34) et (9.35),

~7 =2 So/h
on obtient S-m =@(e ) Puisque S et m sont des entiers,on a

S=m pour h assez petit. .

On s'intéresse maintenant au comportement des fonctions dans F_, si z
est une résonance, et on garde les hypothéses et les notations du Théoréme

9.7. Pour j=1,...,m, on pose w.=ij.Si F= ® F. et =M =
J zéa(h) ©

E I'IF est le projecteur correspondant, on s'intéresse & :
Z€EQ z

(9.36) vi=ny =§r(z-p)" vjdz , Y=an(h .
On remarque ici que le méme argument de déformation que dans la démonstra-

-1

tion du Théoréme 8.5, montre que (z-P) " w, z€23n(h) et donc Nw ne dé-
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pendant pas de t, G pour h assez petit (ou plus précisément que deux
choix différents de (t,G) donnant les mémes fonctions (z-P)'1 wet IIw
pour h assez petit), pourvu que w soit 3 support campact. En particulier
les fonctions vJ- ne dépendent pas de t ,G et on peut surtout choisir t
arbitrairement petit. (On rappelle cependant que WJ. et vj dépendent de
n>0 qui intervient dans la définition de Mo).
Puisque (P-uj)wj =0, ona: (P-uj)wj = (P,Xle =5 ol Ty
@C(exp - (d(U,x) ~€)/h) uniformément pour tout €>0 (et de méme pour

~/s =S./h
toutes les dérivées), et aussi Ty @(e 0 ) Donc  (P-2)¥; = (Hy-2)¥; *+1y ,

(z-p) ! by - (z-uj)" b+ (z-P)”" (z-uj)" r. et la substitution dans (9.36)

J
donne

-1 -1
(9.37) ij Wj ?(z P) (2 uj) rj dz .
Y
Si T(h)cf(h) vérifie dist(T(h) , {uy,...,u}) >C;' exp(-€/h) pour
tout €>0 et si z€l(h), on peut construire (P-z)‘1 =R(z) de la ma-

niére suivante ; avec W€C;(ﬁ0) comme dans 1'&tude de & (2) ci-dessus,

on pose :
(9.38) Ry(2) = X(Py ) Ve -7V )
0
Alors
(9.39) (P-2) Ry(2) =1+K(z) ,
-1 (A "] -1
(9.40) K(z) = [P,X](PMo-z) v+ (V-V)(P-2) (1-y)
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—

Proposition 9.8. Soit T(h)cQ(h) aveec dist(T(h), {uz,...,um}) PY
C;J exp(-e/h) pour tout €>0, et soit G une fonction fuite vérifiant
(9.3) et (9.18). Alors pour tout t >0 assez petit, 0<hgh(t) avec

h(t) >0 assez petit et z€T(h), €>0 la norme de (P-2)"1

s H(Ag, 1)
H(At,;"g) se mjore par C(e,t) exp(e/h). De plus, pour les mémes valeurs
de t etde h,oma:

v n
(9.41) ) 4 _l(z,y)=@(exp(-d(:r,y)/h)) , Ty €BLU,S,)
(P-2)

uniformément pour =z €l(h). Ici ?f(.t,y):min(d(x,y),250-d(U,x)—d(U,y)).

2

Démonstration : On constate que les normes de Ro(z) : H(At,l) »H(At,'x"' )

et K(z) : H(At,l)*H(At,l) se majorent respectivement par C(e,t)exp(e/h)

~ -SO/Zh 1 2
et par@(cte ) Alors (P-z) " =Ry(z) (I -K(z) +K(z)"-...) avec con-
vergence en norme et on obtient la premiére partie de la Proposition. Pour
montrer (9.41), il suffit alors de montrer (9.41) avec (P-z)_] remplacé
par Ry(z) K(2)? , 1¢jed. Or, K =0y Ly em e,
(pM 'Z)
0
puisque le Lemme 9.4 est valable pour n >0 arbitrairement petit, on obtient

N
Kn (5,7 =@(e’d(x’)')/h) » X,y €B;(U,S;) aussi pour la nouvelle défi-
(P-2)

nition de d. On a alors K @) (x,y) = @(e’d(x’)')/h) et au sens modifié
0

v N
avec H2 remplacé par L2 on a aussi KK(Z) (x,y) = @(e_d(x’)')/h). Puisque
supp K(z) u€ supp x:ch(U,SO), on obtient alors (9.41) pour (P-z).1 rem-

placé par R0 K} comme souhaité. -

Revenant aux formules (9.3), (9.37), nous allons montrer :

Théoréme 9.9. Avec vj—‘l'l wj, wj =Xcoj définis comme avant la Proposi-

tion 9.8, oma :

(842 wi-y= Olexp(~(25,~d(U,2))/h)) uniformément dans M, .
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De plus, 8t l'on pose s(x)=d(U,x) pour zeBd(U,So) et a(x) =5, powr
z en dehors de cet ensemble, alors, pour tout compact KK et tout €>0,

oma ;
(9.43) vj=@(e.tp(-(a(z) -e)/h)) , z€K ,
uniformément quand h+0 (et de méme pour toutes les dérivées).

On remarque tci que (9.42) dépend de n tandis que la majoration dans

(9.43) contient un exposant qui ne dépend pas de n.

Démonstration du Théoréme 9.9. : La majoration (9.42) résulte de la deu-

xiéme partie de la Proposition 9.8 et de (9.37).

De méme la majoration (9.43) sur tout campact de Bd(U,So) résulte de
(9.36). Soit O<m<<n, X €C(B(U,S)) égale a1 sur By(U,S,-M). Alors

on écrit :
(9.44) ®-2)"" v = X(p-2)”"! Ok P-2)"" (P, X1(P-2) " vj o

ol le premier terme a droite se majore sans probléme. Pour le deuxiéme terme

-(Sp=e(M)/h 5
) dans L%(B,(U,S)) et

on remarque que [P,X](P-2)" ¥ -O(e
donc @ (exp(-(Sp - () - 6(t))/h)) dans H(A,,1). Ici e() 0, [+0 et
8(t)+0, t=0. Donc (P-2) ' [P,X1(P-2)"" ¥5 ‘@(eXP(°(SO-e(’r\\’)°6(t))/h))
dans H(At,'x\"z) (quitte 2 augmenter ¢(¥) od 6(t) un peu). Si Kcc R©
on en déduit que le deuxiéme terme de (9.4) est @(exp(-(so-e(?{)-lt\sl(t))/h))
dans HZ(K) , ol 'g(t)-»o , t=+0. Puisque nous pouvons choisir et t

arbitrairement petits, on obtient bien (9.43).

Corollaire 9.10. Les fonctioms v,,...,v_ forment une base dans F et
= s 1 m

=2 SO/h
la matrice de P p pour cette base est de la forme diag(uj) +5(e )
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Dénonstfation : On se place dans LZ(MO). Alors d'apreés (9.42), (vjlvk) H

O

W;lv) =65  mod O - Donc V= ((vjlvy)) est inversible et son

~

_ -25y/h N,
inverse vérifie V=1 +@(e ) . Puisque dimF=m=@(h ) il est
clair que {vl,...,vm} est une base dans F. La matrice A de P dans

cette base est donnée par :

tAs((lavj l vk))v‘1

-2S,/h
et,puisque (P v | vy) =y GJ. k*@(e ), on obtient le corollaire.

Pour terminer cette section, nous allons maintenant montrer que
Sn/h - ——
e 0/ v-i est exponentiellement petit localement dans O\Bd(U,SO). Pour
cela,on remarque d'abord que,d'aprés le Corollaire 9.10 et le Théoréme 9.9,

on a uniformément sur tout compact K

-(2 S0 +s(x)-€ (n))/h)

(9.45) (P-uj)vj =@(e , X€K

(et de méme pour toutes les dérivées). En particulier,on a donc :

-(35-€(M)/h
(e ) ,» X€K~By(U,S

(9'46) (p-“j)vj =@ 0)

En utilisant des inégalités LZ d poids,on obtient alors :

Proposition 9.11. Pour tout compact chde(U,So), il existe e:o>0
(e-(So+eo)/h)

tel que v =0 untformément sur K (et de méme pour toutes

les dérivées).

Un point x de a0 sera dit de type 1 si x€Bd(U,SO) et les points

de 30~By(U,Sy) seront appelés de type 2.
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On se place maintenant prés d'un point x, de type 2. Soit Y(s) =
(x(s) ,&(s)) 1la trajectoire pour Hp avec Y(0) = (xz,O). Alors x(s) =
x(-s). De plus, x(s) ¢35 pour tout s#0, car si sO¢0 et x(so) €20
alors on a aussi x(so+s) -x(so-s) et en particulier x(2 SO) =x(0) d'on
Y(2 SO) =y(0) = (xZ,O). Cette périodicité signifie que Y(s) reste dans
un campact pour tout s € R en contradiction avec 1'hypothése (9.3). En
particulier x(t) évite tous les points de type 1 et esolb (P-uj)vj est
a décroissance exponentielle, uniformément sur tout campact dans un voisi-
nage de n, Y(I), od I=]T_T,[ est l'intervalle maximal de définition

pour Y(s).

Soit G la fonction fuite (adaptée 2 n) vérifiant (9.3) et (9.18). On
constate que G(Y(s))+:= quand s+T, . En effet, puisque x(s) =@(r),
é‘; G(Y(s)) '»rz il faut au moins un temps '\-% a x(so*s) pour sortir
d'une boule de rayon eoR (x(so)) et pendant ce temps G(Y(so+s)) croit
par une quantité ® Rr » 1. Puisque R(x) ¢1+|x|, la trajectoire va
traverser une infinité de telles boules (disjointes) avant d'atteindre «

par t=T, . Cet argument montre aussi qu'il existe C, et s, tels que
(9.47) £G(Y(s)) g T(x(s)) R(x(s)) pour s>y
0

On choisit maintenant de représenter les espaces H(At,-) a 1'aide

2n

d'une tf. F.B.I. : T adaptée 2 Ag=R"". Etudions alors la fonction poids

associée a A, - Cette variété est engendrée par la phase y(x,8) =-(Imx)6+
t G (Re x,8) de classe é"]. Plus précisément Ay ={(x ,-i— %3:— (x,0)) ;wé =0}.
11 est alors clair que la fonction poids associée a H(At,-) est donnée

par

(9.48) a't(a)W-C-(y’e)(wl(u,y)-Imy'e'ftG(Rey.e)) » a€hy ,
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ol @, =-Imo et @(a,y) est la phase de T. Ici,pour t>0 assez petit,
on a un unique point critique (non-dégénéré) dans B(cx,co) ; (y(@),8(a))

qui vérifie (yu) =@ (tR(a,)), (6-a,) = @(t¥(a,)). Bien entendu, Go=0

g) *
et (9.48) entrainent :

(9.49) = 8, (@) =6(Re y(@),8(®)) =6(@) + O ¥R) ,
donc,
(9. 50) G, (@) =t G@) +B(t*FR) .

Pour s<-sg,on obtient alors :
N
(9.51 G, (Y(s)) s t(1+ O(1)) G(¥(s)) 6% G(¥(s)) <0 ,
si t>0 est assez petit, mais indépendant de s.

La méthode de démonstration du Théoréme 9.9 montre aussi que (I-X)vj =
@t(exp(—(so-e(n))/h) dans H(At,'x\"z) pour t>0 assez petit. (Ici
€(n)+0 quand n+0 mais on ne va pas s'en servir. C'est d'ailleurs dif-
ficile car le domaine de validité de cette majoration en t risque de dimi-
nuer avec n). On fixe t>0 assez petit. Si a >0, on peut trouver Sy 25,

tel que :
9.52) G (r(-s) - (e +a) .

Soient maintenant Q,ccQ, deux voisinages de T v ([-s;,0]) ol V5=

‘(SO“E)/h )

@C(e ) uniformément pour tout ¢ >0. Soit XOECO(Q1) t.q. x0=1
sur 50 . Alors :

-(So-c)/h)

(9.53) X, V.= @C(e

0Yj pour tout €>0 ,

et il existe B>0 tel que :
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-(Sy*8)/h
(9.54) XV, -@(e 0 )
J
uniformément dans un voisinage de Y(-s1). (Ceci est vrai au moins si l'on
prend la précaution de choisir sy » puis 90 et Ql,assez grands pour

que : TXOVj =ij prés de Y('51))'

On rappelle ici également (9.46), qui donne :
-2 So/h
(9.59) (P-u;)Xq v = [P,Xolvj* @e(e )

si n>0 est assez petit. On est alors dans une situation entiérement sem-
blable a celle du théoréme sur la propagation des singularités analytiques
le long des bicaractéristiques pour un opérateur de type principal réel.
Concrétement, 3 1'aide d'une déformation de la fonction poids (camme dans

[S.1]),0on trouve un nombre Y >0 et un voisinage 92 de x, tels que

(9.56) v, =0 (e-(som/h)

uniformément dans QZ ,
et de méme pour toutes les dérivées de vy

Combinant ce résultat avec la Proposition 9.11,on obtient :

Proposition 9.12. On suppose que N >0 dans la définition de M, est

assez petit. Alors tout compact dans B\Bd(U,Sa) admet un voisinage ! dans

R et un nombre €,>0 tels que:vj=@(e:p(-(so+€0)/h)) uniformément

0

sur Q et de méme avec v; remplacé par 3zvj pour tout GEN".
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10. LE CAS D'UN PUITS PONCTUEL NON-DEGENERE DANS UNE ISLE.

Dans cette section,on garde toutes les hypothéses de la section 9 et

on suppose en plus :
(10.1) U={x0} et V“(x0)>0 .

Alors pour I(h) de la forme [C1h , Czh] (ou plus petit) 1'essentiel du
travail sera de construire des fonctions propres asymptotiques sortantes
définies dans un domaine ouvert convenable qui contient x, et tous les
points du type 1. Une petite difficulté sera posée par 1'apparition de
caustiques prés du bord, mais il se trouve que ces caustiques sont du type
"pli" le plus simple et on s'en sort 3 1'aide d'une intégrale oscillante
" du type d'Airy ". On termine la section par une comparaison entre les
fonctions asymptotiques et des générateurs des espaces Fz , et on en dé-
duit des développements asymptotiques pour eZ So/h Imz(h) quand z(h)

est une résonance ainsi que des minorations et de majorations de cette

quantité.

Commengons par étudier le comportement des phases. Nous avons constaté
“dans [H.S.1] que la fonction f(x)=d(U,x) -SO est analytique dans un voi-

sinage de x=x0 , que :
(10.2) q(x,f)'() =0

dans ce voisinage (ol q=gZ-V(x)) et que la variété réelle Ag - g=£'(x)
définie au-dessus d'un voisinage de 0 est en fait la variété stable sortante

de dimension n, assocife au champ de vecteurs H_ qui a un point critique

q
en (xO,O) .
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Soit x, €3 un point de type 1. Soit (0, <

,...eBd(U.SO) une
suite qui converge vers X, . Pour chaque ™M soit YV J-w,07 -
Bd(U,SO) une géodésique minimale de U 2 x(\’) paramétrée comme la pro-

M) pour q. si YV (0) = (xV, M)
(v)

jection d'une bicaractéristique Q’
on a E(v) +0, v+ et on en déduit que ;’ converge uniformément vers
1'unique bicaractéristique '; : ]-,0]+ (x(t),E(t)) de (U,0) a (x1,0).
La projection Y(t) =x(t) de ;’ est (3 reparamétrisation prés) 1'unique
géodésique minimale de U a X, dans 5U(x1}. On écrira souvent Y(—=) =

N
Xgs V(=) = (x,0)-

Dans [H.S.1],(section 6), nous avons fait une remarque (classique) qui
dit ici qu'il existe un voisinage Q de Y([-«,0[) o0 f-d(xo,x) -S0
est une fonction analytique. Au-dessus de Q, la variété Lagrangienne l\f
est donc bien définie. Puisque Hq ne s'annule pas dans un voisinage de
(x,,O) il est clair (avec un choix convenable de ) que Af se prolonge
en une variété Hq -invariante Acq-l(oj , fermée dans un voisinage ouvert
de ;‘([-N,OI). Bien entendu, ;‘(t) €A, YtE[-=,0] et la projection na-
turelle Il : A+ R" est 2 différentielle bijective en tout point ;’(t) avec
t <0. Puisque TI(A) cg, dll ne peut pas étre bijective en %(0) = (x',O) ,

et par ailleurs Kerdn(x1,0) contient le vecteur non nul Hq .
Lemme 10.1. dﬂ(:cl,O) est de rang n-1.

Démonstration : Soit g(x) =-d(x,36). Dans un voisinage de X, dans 5, on
a: g(x) =G(x,(-—V(x))]/2) , o G est une fonction analytique prés de (x',O)
et G(x,s)~- s3 . (Cela résulte facilement de 1'étude des bicaractéristiques

de q partant des points au-dessus de 30 . Voir aussi plus loin).

Par un développement de Taylor, on obtient d'abord: |x(t) -xll s @(tz)

et ensuite: x(t) = W (x,) + Ot?), dou: x(t) = 2LVV(x) + 63,
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x(t) =X, +t2VV(x1) + @(td). On constate alors facilement que la restriction
de la matrice g"(x(t)) a ().((t))'L reste bornée quand t /0. Ici ().((t))l
désigne 1'espace orthogonal de ;((t) pour le produit scalaire standard de
R" . Pour établir le lemme, il suffit de montrer que la restriction corres-
pondante de f"(x(t)) a (J'((t))l reste bornée quand t /0, car alors on

obtient : dll(T

. . 1 -
(x1'°)(A)):tlim0 (x(t)) Txl(ao)-

Par la définition de SO , £, g, on obtient :
(10.3) f(x) =g(x) +h(x) ,

od h(x) 20 est analytique dans un voisinage de Y([-co,ol) , si €0

est assez petit. Pour avoir le contrdle voulu sur f"(x(t))| . 1 il

(x(t))
suffit alors de montrer que :

(10.4) h''(x(t)) reste borné pour -€0$t<0 .

On peut ici considérer h''(x(t)) >0 comme une forme quadratique. Puisque
h20 s'annule sur Y, il suffit de trouver une famille d'hyperplans

Htchm(R“) avec
(10.5) dist(H, , x@enH ~o

telle que h" y Treste borné quand t~+0.
t

Si y est voisin de X, et t est voisin de 0, on définit Kt()’)
camme la projection dans R: de exp(t Hq)(y,O). Alors mt(y) dépend de
maniére C (et méme analytique) de (t,y), n<0=id et rt=.<t(a'6) est
donc une famille C d' hypersurfaces lisses avec x(t) ="t(x1) €ry, et on
a bien (10.5) avec Ht=Tx(t)(rt)' On considére 1'application c” F:

]-50,0] x303 (t,y) Ky (y) EE qui permet d'identifier naturellement (et de
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maniére C par rapport at) r, a 30. Alors h‘r =h(x,(y)) devient
une fonction C h(t,y) définie dans un voxsmage ouvert de [-€4,0 [><{x1)
dans [-»:0,0( x30 et il suffit de montrer que rg;y(t,xl) est borné pour

te€ [-co,ol. On sait déj3 que ce hessien est 20.

Comparant les deux équations eiconales: (f‘)2 =V et (g')Z =V, on
N "
trouve : 2g' - h' --(h')z , ce qui donne:% h--(h')zso. Donc t**'s',y(t.xﬂ
est une fonction décroissante quand t-+0 et puisqu'elle est déja minorée,

elle est bien bornée quand t-0. -

Nous avons déja observé que H

q€Ker dn (x],O) , et le Lemme 10.1 montre

alors que
(10.6) Ker dIl (xl ,0) = (Hq) .

On va analyser la singularité en X; Pplus en détail et on cammence par choi-
sir des coordonnées euclidiennes centrées en X, telles que Tx (35) soit

1
de la forme xn-o et 5’—3(— soit la nomale extérieure de 0 dans ce point.

n
Alors

(10.7) V(x) =-C0xn*W(x) ,

od Cy>0 et W(x) -@(lez). Alors Hq(x,,O) =- et la projection

3
Cosi—n

A3 (x,6) +(x' ,gn) €R" est un difféamorphisme local prés de (0,0) qui dans

un voisinage de ce point A se représente par :

=9 ' 1.9 '
(10.8) -x, = a—& (X',E) , E'=amr (X',E)

ol g est analytique prés de 0, g(0) =0, dg(0) =0. De plus nous avons

1'équation eiconale :

(10.9) q(x'.-%,a—igr,&n)w ,
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ol on substitue (10.7) :
38, .
(10.10) -cogg&w + B % W ,- 5—5%)-0

Soit h(x') =g(x',0) =@(lx'|2). On obtient alors de (10.10) :

2
(10.11) 5%8- =o(x'1Y §r§z— =O(x']) .
" &n0 " En=0

Dérivons ensuite (10.10) par rapport a E

- + + e ' _ag. 3 =
¢ a—ﬁ 28, ngrTg'fr R e
¢ Zoaae vo(x'] + 1D+ x|+ 15, 1) S =0
"Co 52t 26 OWx T+ le D« OUx T+ g, w0
n
d'ol
(10.12) ? =l +0(x,e)1H
g2 Co M >n ’
. 5
(10.13) : ags‘cﬂ@(l(x NS1)]

On voit donc que T : A+R" devient singuliére exactement sur 1'hy-
persurface HcA donnée par :

Z
(10.14) —% Oemg = £xD o,

CLan
ol gi(x') =@(|x'12) est analytique en Xx' . Puisque Hq(0,0) est trans-
verse 3 H, 'dn‘H est de rang maximal n-1 et C=M(H) est une hypersur-

face analytique contenue dans 0 et tangente a 30 en xq -

Dans un voisinage de Y([-e,,0[(), on peut représenter f par la for-
g 0 ’

mule :
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(10.15) EX) =v.cog (66,0 6D

ol il faut seulement bien déterminer le choix du point critique. Ecrivons

les développements de Taylor en (Cn -E:(x')):

(10.16)  glx',E) =alx") +b(x") (§, -ES(x") +3 cx',E) (&, -5 )®

(10.17) B ab(x) et xE) (6 KD,
n
32 c
(10.18) " =2c"(x",E ) (6, -6 (x"))
n

od c,c',c" >0 coincident pour £n-£§(x') et b(x')-a%& (x',Eg(x'))-
n

@(Ix'lz) d'aprés (10.11) et le fait que :C;(x') =@(|x'|2).

L'hypersurface caustique C est donnée par :

(10.19) xn*b(x')-o .

" Calculons " maintenant f 3 1'aide de (10.15) ; le point critique

est donné par :
(10.20) x, *+b(x') *c'(x',gn)(f,n-ig(x'))2=0 ’

donc .L;n-gz(x') est une fonction analytique de x', (-(xn*b(x'))l/z R

et on peut réécrire (10.20) camme :

(10.21) £ Eetx) =2 (g Cxpeb))'/2

Pour xn#b(x') <0, on a donc deux racines réelles et puisque f doit &tre

croissante sur y quand X, augmente, on voit facilement qu'il faut choisir

le signe + dans (10.21) pour récupérer f dans (10.15) et que :

£0x) =a(x") +x_ S (x') + (x,*b) (6, ~E5(x")) +§ cx',£) (€, ~E5(x"))?
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od il faut donc substituer (10.21) avec le signe + :

(10.22) £ - i) +x, €7 00) ==y (-Gyeb) 2
Ici ¢>0 est une fonction analytique de x, (-(xn+b))]/2 égale 3
C(x',zg(x')) pour x_ +b=0. Donc :

(10.23) £(x) =a(x) +x £ (x") +G(x , (-(x +b)) /%)

ot G(x,s) est une fonction analytique avec G = @(53).

Prés de xl=0, onvoit donc que f se prolonge analytiquement au domaine
v
X, * b<0 et demaniére C1 dans x,* bs 0 et que:f=f/C=a(x") +xnCrc‘ (x")

est de nouveau analytique. Pour ce prolongement,on a : f(x) >d(U,x) -S0 .

En un point de H (= H'1(C)) on sait que dn(Hq) est tangent 3 C.
D'autre part,par 1'équation eiconale pour f (qui reste valable pour X *

bg<0), cette projection vaut 2Vf(x) et donc :

(10.24) vf (x) ETXC pour Wx €C .

Si on munit C de la métrique euclidienne induite, il est alors clair que:
4 Y

(10.25) Vel =] vell , @DH%=v sur C.

Puisque la distance d'Agmon d'un point x€C a 30 est de 1'ordre de
grandeur \/(x)s/2 , 1'inégalité triangulaire montre qu'il existe une cons-

tante C0>0 telle que :
Sy +£(x) +Co VY258, , vxeC
0 0 “T0 ’

(10.26) £ 2-c VY2, wxec.
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Lemme 10.2. Il existe un voisinage U de z, dans C et une constante
"
C>0 tels que flx)2CV(z), z€U.

Démonstration : On travaille sur C prés de X, ol V est une fonction 30

et analytique. Si €;>0 est assez petit et si lyl seqV (x)l/z, alors
V(x) ,V(x-y) sont du méme ordre de grandeur (uniformément quand x et y
varient). Si on applique un développement de Taylor 3 f(x-y), on obtient

a 1'aide de (10.26) et de 1'observation ci-dessus :

3/2

"] v 2
£(x) -V £(x) ~y+C((V(x))™" " +y") 30 .

Avec y-cV}'(x), on trouve 3 1l'aide de 1'équation eiconale dans (10.25) :
¥ -ev )+ (Ve e Ev ) 20,

ce qui donne 1'inégalité voulue si on est assez prés de Xy od V est aussi

petit que 1'on veut,et si 1'on choisit €>0 assez petit. -

Remarque 10.3. Supposons que (prés de X4 ) C N30 =T soit une sous-variété
lisse. Par une analyse facile et directe de 1'équation eiconale (10.25) et
en utilisant aussi le lemme précédent, on voit que les deux conditions‘ sui-

vantes sont équivalentes :

() C a un contact d'ordre 2 exactement avec 30 le long de T,

c.2.d. 1 V|c(x) vdist x,n%.

N
(%) f=f|c s'annule 3 1'ordre 2 exactement sur T, c.3.d.
N
f(x) ~dist (x,I‘)2 . D'autre part, (««) entraine que T est

une sous-variété pas seulement C“, mais analytique.

On peut prolonger f au travers de C 3 1l'aide de (10.15), mais le
prolongement n'est pas unique, car il n'y a pas de choix canonique pammi

les deux points critiques qui sont maintenant complexes. Bien entendu, les
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deux extensions de f sont aussi données par (10.23), ol il faut maintenant
choisir une branche de la racine carré. Pour xn+b >0, on obtient f=
£,7if, o) f;,f, sont réels et analytiques en (x,(x,+b(x')"?),
f,k-?, £|c = 0. De plus,

(10.27) £,00 v (x +bx)Y2

pendant que f1 est analytique dans xn¢b20. Evidemment, les deux exten-
sions de f peuvent aussi s'obtenir par prolongement holomorphe de f, ol
il s'agit simplement de contourner le camplexifié de C dans un sens ou dans
1'autre. Il est alors clair que 1'équation eiconale (f')2 =V reste véri-

fiée dans xn+b>,0 et on obtient donc :

(10.28) Ve, (E) %0 WEi= @) P eV

Si 1'on pose ﬁ'=xn¢b , 1l résulte de (10.27) que Vf est un champs
. 2
de vecteurs 3 coefficients analytiques en x ,%"/2 de la forme sz = @('é') +

'\,1/2)’&1/2

a(x,g V%’ avec a>0. En coordonnées locales y= (y',yn) t.q. C
. 3
soit donnée par Yp=0 et V'é'ab—): ,on trouve alors :

n
] .
(10'29) sz = § aj ()') E)Tj‘ » aj ()’) @(Yn) ’ 1 £)€ n-1 »
1/2
a My,
ol de plus aj est une fonction analytique de (y',y;/z). On peut alors dé-
singulariser Vf 3 1'aide du changement de variables : z'=y', zn=y:‘/2
2
qui donne :
4 ) 2 .
(10.30) vfz=§ b; (2) E » by =0(@) , 1<jsn-1
bn(z)'»l .
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Le changement de variables x—z est un difféomorphisme analytique local de

xn*b>0 sur zn>0 , et la premiére équation de (10.28) et le Lemme 10.2

montrent que :
(10.31) f1 30 ,

et on a égalité exactement pour les points x t.q.,pour un t<0 convenable,
v
on ait ;exptV (x) €{y€C; f(y) =0} ={1'ensemble des points du type 1} €
el
Cnab.
Remargue 10.4. Faisons les hypoth2ses de la Remarque 10.3, y campris (»)
et donc (s»). Dans ce cas, ' est 1'ensemble des points du type 1 et 1'ensem-
ble G des x avec xn*b(x') >0, tels que exp(t sz)(x) €I pour un
t=t(x) <0 convenable, est une sous-variété analytique avec codim nG =
R
codi.mc [, d'aprés le changement de variables x+z ci-dessus. De plus,

£,(x) vdist(x,G)? unifornément dans x_+b(x') >0.

Prés de Xy » Nous allons maintenant étudier des fonctions oscillantes

de la forme
1

- =(x_& +g(x',£ )/h
(10.32) wu(x,h) =1(a)(x,h) =h 2 J a(x',&n,h)e nin n dg
Y(x)

n H

ol a(x',Cn,h) est une réalisation (voir [S.1] pour la terminologie utili-
sée) d'un symbole (semi)-classique analytique défini dans un voisinage de
x'=0, t;n =0 :

(10.33) alx' 6l vh ™ T (g W o,
jer N

Ici tous les aj sont définis et holamorphes dans le méme voisinage de 0 et

vérifient la condition de croissance habituelle :
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(10.34) laj(x',E )| sci*h

Le mot "semi'" se référe aux demi-puissances de h qui apparaissent mais
qui ne causent aucune différence essentielle par rapport au cas des sym-

boles classiques.

I1 faut bien entendu spécifier le choix de Y(x) dont les extrémités
seront fixées. On cherche 3 rendre Re (xn £n¢ gx' ,En)) aussi grand que pos-

sible sur Yy

I. Pour xn+b(x') <0, on a deux points critiques réels en En : C:(x)

avec E;(x) <£;(x') <€;(x). La fonction R3 En*xncn +g(x',£n) a un ma-

Ximum en 5; et un minimm en F,; . A 1'intérieur de 0 on cherche plutdt a

avoir la solution (10.32) qui est exponentiellement grande et on va donc
' 3

faire passer Y(x) par E*. On a d'aprés (10.18) et du fait que 3 >0 :
n £

[-%

n

(10.35) x €+ g0 E ) =£00) + e() (5 ~En+E(E -0+

o €(x)>0, en effet e(x) =c"(x',E0) (En -E) v (-G +b)'/? et Ex) >0
reste uniformément minoré par une constante >0 dans tout un voisinage de
‘ 0. On dessine alors les régions, ol Re g(x) (En -E;)Z >0 et

Re é(x) (En - C;)S >0 qui sont respectivement :

£ (x)
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On choisit alors Y prés de £n=£; de la forme :

Yo () =60+t e PN e crgo

YO (@) =En00) ¢t et E T pcrges

ol 6(out) €]0,N/6[ , 8(in) €11/6 ,N/4[. Alors,sur cette partie de Y(x),

on obtient :
(10.36) Re(xngn*g)zt'(x)*coIé:“-é:;l3 ,
ol C0>0 ne dépend pas de x.

II.  Pour xn*b=0. la discussion précédente s'applique avec e=0, et

on fait le méme choix de Y(x)

[‘copco) :

III. Pour xn*b >0, on a deux points critiques conjugués &r'l et g;;

avec ImE,‘.,']< 0. Des considérations géométriques (voir la Remarque 10.6,10.42)
montrent que si 1'on veut construire des solutions asymptotiquement sortantes -
au sens de (10.41) et (10.43), alors il faut définir f(x) comme la valeur

critique :an,,'l*g (x',;‘l). I1 faut donc faire passer Y par Cr'a On a
Xy £ (X", E) =00 =1 €00 (&, - g7 +E0 (g, - +oen

o e(x)=ab)(1+io(), € =CER+i0(1)), quand x +b+0, od
a(x) >0, E(x) 2const. >0. Le terme cubique a donc le méme camportement
qu'avant, tandis que Re(—ic(&n-ﬁl'])z) est >0 grosso-modo pour

arg (g, -&;) €10 ,%[ uin ,%‘-[ . On peut alors choisir Y(x) [-¢ essen-

00!
tiellement de la méme fagon avec les mémes valeurs de 6(in) ,6(out) :
YO @ =g+t 20N g0,

ORI RS e LN PEPPI
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et,sur cette partie de Y(x), on a encore (10.36), quitte 3 remplacer E;
par gr'l et f par Ref. (Pour obtenir la sclution asymptotiquement ren-
trante c.3.d. celle avec f remplacée par f dans la zone 111, i1 suffit
de renplacer Y(x) par son image par conjugaison complexe ; -Y_(;). Par dé-
formation de contours on voit alors que, dans la zone I, la solution sor-
tante et la solution rentrante coincident modulo une erreur exponentiel-

lement petite par rapport a e'f(X)/h).

Pour x assez voisin de X;, ON peut maintenant facilement étendre la

définition de Y(x) a [-2 50,2 60] de telle maniére que

1) y(x) (-2 co,—col V] [co.Z eo]) reste uniformément éloigné de E; et Er'\
respectivement ,

2°) y(x)(:2 gy) ne dépend pas de x,

3°) (10.36) reste valable sur 1'image de Y(x) (avec les modifications

" 5;-»&1'] ", "f+Ref'" pour xn*b>0).

Soit X3 assez proche de ) dans la région xn+b(x') <0 et soit
N v
U un petit voisinage camplexe de X3 . Alors,pour x €U, 1'intégrale (10.32)
peut étre ''calculée' 3 1'aide de la méthode du col (voir par exemple [Sj,

Astérisque n° 95], section 2) et on trouve

(10.37) I(a) (x,h) =3(x,h) e fX)/h

ol 3 est aussi la réalisation d'un symbole semi-classique analytique d'or-
dre m. Pour connaitre le développement asymptotique de 3 dans ﬁ, il suf-
fit de connaitre celui de a dans U={(x',£;(x)) ;XE?J'}.

On a donc une application des symboles analytiques semi-classiques formels
d'ordre m définis dans U dans la méme classe vis-a-vis de U, qui est donnée
via un opérateur intégral de Fourier elliptique au sens de [S.1], section 4,

et on sait donc aussi que cette application est bijective.
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I1 faut maintenant analyser 1l'action de P--th*V sur I(a).

Proposition 10.5. Sott a comme dans (10.32). Alors tl existe un vot-

sitnage U de x, et un nombre €,>0 tels que :

1
a -3 < & /ha, Ao
P(z,D_)(I(a)(*,h)) -k 2 | & " " Pz',E,D 3. Jh) (e 9 Pa)de

x n x En n
Y(z)

-(Re f(z) + el)/h
)

(10.38)

=0(e
wniformément powr z€U. Iei 3:?)5,-cf+w:',3£ ), od D=hD, 3=h3 et
ot V(a:','s'E ) est considéré camme un opérateur p:cudadifférentiel dont
l'action su.: e-g/ha est définie soit par le développement asymptotique
standard, soit d l'aide d'un contour d'intégration dans l'espace En‘ 8 ou

8 tndique la variable duale de En. (Voir [S.1], section 4).

Démonstration : L'action de -th sur I(a) est facile 3 calculer et donne
lieu 3 1'opérateur Bi. -Erz‘ sur e’g/ha . I1 s'agit donc seulement de trans-
former la multiplication par V(x). On peut ici traiter x',xn comme des pa-
ramétres, par rapport auxquels il faut travailler uniformément. Alors si
o(x',&n) = - Re ()Slt;n*g), on a (dans un assez grand voisinage de (0,0)) :
8(x",£)/h

=X
e ";“v(x',S“E )(e a(x',£,h) =
n
(10.39) (0-c.)/h
-(x_ £ +g(x',£ ))/h o-€
=V(x',xn*3'£n)(e n on" 805 alx' £ ,h)+ O | ).
D'autre part : V(x',x +'$' ) =V(x) *%’ oF(x,g ), ol F est un opérateur
n El'l En En

pseudodifférentiel en 3

tn
par rapport a eo/h, on obtient alors :

. Modulo des erreurs exponentiellement petites

-(x_€g +g)/h
Vix'hg e3g e PN a)
(10. 40) . n
-x_£ +g)/h -(x_£ _+g)/h
=V(x)(e * 1 a) +'a”€ e nNRTg
n
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ol. c est le symbole analytique (semi-classique) qui apparait dans :

-(x, E,*8)/h 2 = e-(xn £,8)/h

F(x,’sgn) (e c(x',E,h) .

I1 suffit alors de constater que :

[3
€
Y

’

-(x_ £ +g)/h -(x_£ +g)/hy (2 Eg) -(Re f+¢,)/h
(exnng )de =[he nn'& ) 1 )

= (e
n Y(-2¢q)

ol € >0.

Remarque 10.6. Soit X, assez proche de X dans la région xn*b>0. Alors

1'intégrale (10.32) se ''calcule' aussi par la méthode de col dans un voi-
sinage d~ X4, €t on a encore (10.37) que 1'on préfére maintenant é&crire

ccnme
(10.41) 1(a) (x,h) =3(x,hyet (1) (X)/h

od 3 est comme aprés (10.37). Le choix du point critique f,,'] plutdt que &'r{

détermine un choix de branche de f, et on rappelle (c.f. (10.31)) que :
(10.42) Imif(x) 20 .

Si on pose alors 'Ai £= {(x,1 f)'( (x))} o2 x varie dans un petit voisinage

complcxe de 1'ensemble des points x réels (et proches de X, ) tels que

xn+b(x') >0, et Aif,R= {(x,if)'( (x)) ; x est récl et Imif(x) =0},

alors (localement) :

(10.43) PP (O L Ajg pmlexpth) (x,0) ;

t>0, x€30 an(U’SO)} .

Le fait que 1'on a ici "t>0" plutdt que "t<0" signifie que I(a) est

asymptotiquement sortant.
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Rappellons maintenant les constructions BKW de [HS.I]). Soit -Ay+
%<V"(x0)y,y> 1'oscillateur harmonique localisé associé 3 P,U. C'est
un opérateur auto-adjoint semi-borné sur Lz(Rn) avec un spectre discret
et dont les valeurs propres sont de la forme g (aj *%)uj » a= (“1""'“n) €

N'. Ici “j >0 et ¢ Hiseeerth sont les valeurs propres du linéarisé

n
du champ hamiltonien en (U,0) ; cette description donne aussi la multipli-
cité des valeurs propres de maniére naturelle. Soit E0 une valeur propre
de multiplicité N, et €,>0 assez petit pour que [Ey-eg» E, *eol ne
rencontre pas d'autres valeurs propres. On pose alors Io(h) = [h(Eo-eo) ,

h(li0 +eo)] et on rappelle le :

Théoréme 10.7. ([H.S.1]), le résultat correspondant dans le cas c”

est essentiellement did & B. Simon [Si.2]).

St h>0 est assez petit,alors Ia(h) contient exactement No va-
leurs propres (comptées avec leurs multiplicités) ; Upseeesbiy - Iei chaque
0

valeur propre est la réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique

k -
(10.44) uj(h) ~h E E',k R, Ej,a'Eo
Kex W
(ou donc plus précisément, pour chaque C >0 assez grand, il existe un

€>0 tel que :

hj-h T B, =0, heo) .
]
0<k<FJE

On dit que ”j a la multiplicité asymptotique N1 , si i1 y a exac-
0
tement N, des ¥ avec le méme développement asymptotique que My La
0
vraie multiplicité de uj est donc (pour h>0 assez petit) inférieure ou
0

égale 2 N1 .
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Théoréme 10.8. ([H.S.1]). Soit H, une des .valeu.rs propres du théo-
réme précédent et soit N, sa multiplicité asymptotique. Soit E 1'espace
engendré par les vecteurs propres correspondants. Alors il existe une base

o
0N ©15...,0, dang E telle que,dans un voisinage QcM, (comvenable)
1

0
de U, on att :

-n/4¢

(10.45) wj(x,h) =h aj(::,h) exp -d(U,z)/h .

Iet aJ. est une rialisation d'un symbole analytique (semi)-classique :

am .
J -v/2
(10.46) aj(a:,h)'v ch aj’v(.r) h s

"
ou les a; . sont holomorphes dans un ouvert Qe avee UNKE'=Q et
Ed

- v
a.,v-O(lr::o[ )

our V>0 .
X p

Dans la suite on se place toujours sous les hypothéses du Théoréme
10.8. Avec N,>0 assez grand et I(h) = [u(h) n? s 1y () 2, on
pourra appliquer les résultats de la section 9 (en remarquant toutefois
que les wj ne sont pas nécessairement des fonctions propres mais qu'il
existe une matrice orthogonale (“’j,k(h)) telle que les fonctions $j =

Z mj K % le sont). Il s'agit donc d'étudier N] résonances (comptées avec

leur multiplicité) et en particulier leurs parties imaginaires.

La premiére étape (déja en grande partie achevée) est de prolonger
les solutions BKW dans (10.45) camme solutions approchées convenables de
1'équation : (P-hE(h) Jo~0. Ici on écrit : u,(h) =hE(h), E(h) '\»:r':Ev hV.

vEx N

Soit ?f un petit voisinage ouvert de Y([-«,0]) que 1'on diminuera
un nombre fini de fois dans la suite. On pose B¢={x Elf\i;xn*b(x') >0},
?7'_ ='f‘2'\(?2; uC). Alors camme nous 1'avons déja constaté, S0 +f(x) (>dU,x))

. - ~ .
sera une fonction analytique dans Q_. Pour alléger les notations,on se

149



B. HELFFER - J. SJOSTRAND

concentre sur ®=¢, et on écrira a 3 la place de aj . On peut alors fa-
cilement étendre la définition de a(x,h) a ?5_ comme symbole analytique

formel, en résolvant successivement les Equations de transport imposées sur
les différents termes dans le développement asymptotique de a par 1'équa-

tion formelle :
(10.47) /M o _hEm)) @ T®/Mayn0 dms 9§ .

Prés de C, f et a développent des singularités, donc dans un voisinage

de Y(-€) pour €>0 assez petit on représente a e f/h

formellement
came I(c)(x,h) od c est un symbole analytique semi-classique formel du
méme ordre que a. A priori c(x',En,h) sera défini seulement dans un pe-
tit voisinage de (x'(-€),§ (-€)) , o0 ';(t) = (x(t),&6(t)) = (Y(t),E(t)) est
la bicaractéristique de q-&z -V qui se projette sur Y. Or, la corres-

pondance c+a est une bijection et donc d'aprés la Proposition 10.5, on

sait que formellement :
(10.48) M B _hEMm) @8Pc)nro .

Cela méme 3 des équations de transport pour ¢ qui font intervenir un c;pé-
rateur de transport dont la partie différentielle est un champ de vecteurs
dont t -*(x'(t),;n(t)) est une des courbes intégrales. On a donc une ma-
niére de prolonger la définition de ¢ 2 tout un voisinage de {(x' (t),&n(t));

|t| e} de telle manidre que (10.48) reste valable.

Si 1'on choisit une réalisation de c, on peut alors définir I(c)(x,h)
dans tout un voisinage de X, vérifiant :

m.-1/2  _
(10.49) IC)(x,h) =@ (h |  )eRef/h

-Re f+e,)/h
(P-uy) (1)) (x,h) =0 (e )
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uniformément, ol €4 >0. Dans un voisinage de Y(-¢), on a aussi :

-Re f+¢.)/h
(10.50) 1c) -a e M -@(e R

si a dénote aussi une réalisation.
. L. v . -f/h
Quitte 3 diminuer Q on peut maintenant recoller I(c) et ae

3 1'aide d'une troncature C standard, et on obtient :

Proposition 10.9. Sous les hypothéses du Théoréme 10.8., il existe

4
un votginage owvert Q de Y([-=,0)), des fonctionms uz(.r,h),...,uﬂ (z,h)€
1
c“’(ﬁ) , des symboles analytiques formels a,(:c,h),...,a” (z,h) définis
1

N~
dang Q~C et prolongeant ceux du Théoréme 10.8, ainsi qu'un nombre €;>0,

tels que :
n/4+mj+1/2 . ecl/h Pyt = @(e—(some f)/h)
(10.51) h J’ "7
uniformément dans ?7',
~n (Sa+f)/h
(10.52) Sur tout compact dang Q~C ; e “j est une
réalisation (au gens des symboles analytiques) de
-n/4
h a;-

On rappelle encore une fois que Sy *Re f= Sp* £2d (xy,x) dans
S'\i_ uC et que Ref20 dans 'f\i* uC, avec égalité seulement sur les courbes

bicaractéristiques de p issues de aaan(U,SO).

Comme 3 la fin de la section 9, on introduit les fonctions Vj =nF wj’
o F=@ Fz , wj =ij , et il s'agit maintenant de camparer Vj et ”j . On
v
ale:
Théoréme 10.10. On fait les mémes hypothdses que dans le Théoréme
10.8 et on introduit u. et vj comme ci-dessus. Alors, quitte d diminuer

J .
N~
l'ouwvert Q autour de Y([-=,0])), il existe 52>0 tel que
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~(a(z) +e,)/h
(10.53) u.-v.=0(1) e
Jg J

uniformément sur ?2' Iet on a posé s8(x) =d(U,x) dans Bd(U,So) » 8(x) =So
dans le complémentaire.

Démonstration : On pose: W= U -vj . Puisqu'il existe une matrice or-
thogonale (w. ,) telle que ;. =L, @, » Nous pouvons appliquer le Théo-

J,t N 3, .k
réme 9.9 avec wj =X . , V. -an. , et,puisque 1'on récupére vJ. a partir

J7 ) J
des '\\/'J. en inversant la matrice (wj k) , on en déduit que :
’

(10.54) Pour tout €>0, on a:wa=® (e(675(X))/hy

N
uniformément sur Q.
On montre facilement 3 partir de (9.43) et (9.46) pour les ""’j que

les vj vérifient aussi (9.43) et qu'il existe un € >0 tel que

-(gg*s(x))/h

(10.55) (P-udw= O (e ) uniformément sur a.

Toujours en inversant la matrice (u.\j k), on montre que vj -wj vérifie
(9.42) et alors le Théoréme 10.8 et la Proposition 10.9 montrent qu'il
existe un voisinage Q de U et un ¢;>0 tels que :

~(gg*s () /h

(10.56) w=0 (e ) uniformément sur Q.

v
Pour x€Q_, on pose :

(10.57) k(x) =min(eg +s(x) , inf d(U,y) +d(y,X)) -
y €39_
Alors :
(10.58) k(x) ;So , pour x E?}‘_ dans un voisinage de Xy

k(x) >d(U,x) pour x€Y([-=,0[) ,
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o
et en multipliant w par une fonction dans CO(Q_) qui vaut 1 sauf dans un
petit voisinage de la frontiére, on montre 3 1'aide des inégalités LZ a

poids comme par exemple dans [H.S.1,2], que :
(10.59) w=0 (e E*¥CN/My pitormement dans &

pour tout € >0. Puisque 1'on s'accorde le droit de diminuer ?1' , i1 suffit
S,/h

maintenant de montrer que e 0 w=w est uniformément 3 décroissance expo-

nentielle dans un voisinage de Xy Si Q, est un petit voisinage de X

on sait que

e/h

(10.60) w=©0 (") dans Q, pour tout €>0 |,

eo/

-e/h
(10.61) P-upw=0(e ) dans Q, pour un ¢€;>0 .

Ici (10.60) résulte de (10.54), (10.58), (10.59) et nous permet d'é-
tudier w microlocalement prés de (x1,0) de la méme maniére que 1'on avait
fait pour vj au-dessus d'un point de type 2 2 la fin de la section 9. Soit
donc T comme 2 la fin de la section 9 et Y la bicaractéristique de P pas-

sant par (x],O) 3 1l'instant 0.

Les arguments menant 3 la Proposition 9.12 montrent aussi que si

~ ~
s>0 est assez petit et si XSEC"S(Q1 ~Q_) wvaut 1 prés de nxy(-s) , (o

S,/h
N, est la projection naturelle sur 1'espace des x), alors e 0 szv.

X J
est 3 décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de Y(-s).
D'autre part, la Remarque 10.6 et une application simple de la méthode de

la phase stationnaire permettent de tirer la méme conclusion concernant
50/1’1 -

e sz uj . Si X, €C0({2]) vaut 1 prés de Xy, on trouve alors a 1'aide
de (10.60) que Tx] w est 3 décroissance exponentielle uniforme prés de
chaque point ?(-s) pour chaque s>0 assez petit. Utilisant alors (10.61)

ainsi qu'un argument de déformation standard (déj3 évoqué 3 la fin de la
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section 9),on trouve alors que :

(10.62) TX,W est 3 décroissance exponentielle uniforme

dans un voisinage de ?(0) = (x.I,O).

Puisque (xl,O) est le seul point ''non-elliptique' pour P-u]
au-dessus de x,, on montre facilement 2 partir de (10.60)-(10.62), par
exemple en utilisant le calcul pseudo-différentiel de la section 6, que w

est 3 décroissance exponentielle uniforme dans un voisinage de Xy - -

On peut maintenant étudier la partie imaginaire des résonances. Soit
N
1
z(h) une résonance associée 3 F et soit V€F de la forme v= § "j vj R

N,

-

nec ', |Injl =1, avec :

(10.63) Pv=z(h)v .

Nous allons appliquer la formule de Green 2 un domaine ouvert WceR® de
bord C~ par morceaux, qui contient Bd(U'SO)' Plus exactement,soit WO ccR"

2 bord C* et contenant Bd(U,SO). Alors,pour €>0 tréds petit,on pose :
(10.64) W={x€Wy;V(x)>-€} .

Alors,dans un voisinage de Bd(U,SO) n 30 , le bord W est donné par V(x) =
-e et les Théoréme 10.10 et la Proposition 9.12 montrent que,pour un point
de 9W, ou bien on est proche d'un point de type 1 et alors les fonctions
v. (mais pas nécessairement v, car les “j peuvent dépendre de h de ma-

J

niére incontrdlé) sont de la forme BKW (10.41) modulo une erreur exponen-

-S .

tiellement petite devant e » ou bien on est loin de tout point de
Sy/h

type 1 et alors e vj est exponentiellement petit.

Si (|) et || || désignent respectivement le produit scalaire

et la norme dans LZCW) , la formule de Green appliquée 3 :
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0=((P-z()v|v)-(v]| (P-2(h)v)
donne : )
2 v =
(10.65) Imz(h) « ||v]] “=-h ImJ Zvds ,
W

o) dS est la mesure de surface sur 3W et n désigne la normale unitaire

extérieure.

Ici || v]| 2.9 est exponentiellement petit puisque Vl"“’VN1 est,

modulo une erreur exponentiellement petite,une famille orthonormée dans

S,/h
L2 (W). De plus e 0 est exponentiellement petit en dehors d'un

v
W
petit voisinage Qr des points de type 1. Donc il existe co>0 tel que :

- -(2S,+¢€y)/h
(10.66) Inz(h) = - h® Im I Wias+@ ° 0,
BNHQI
- (Sp*eg)/h
et de plus les v sont modulo @ (e ) de la forme BKW (10.41)

dans W nnI ={x €9 ;V(x) =-€}. On peut donc aussi dans (10.66) remplacer

les vj par leur forme BKW.

Nous allons tirer plusieurs conclusions de (10.66) et de la forme BKW

des vj . La premiére est une majoration sur - Imz(h).

Théoréme 10.11. On fait les mémes hypothéses que dans le Théoréme
10.10. Alors il existe Co>0 tel que
1-n/2-2max (m.) =2 So/h
(10.67) 0s=1Imz(h)<Cp h e .

Iei Miseeesm gont dornés par la Proposition 10.9.

¥,

Ici on rappelle de [H.S.1] que max(mj) peut étre majoré explicite-
ment 3 1'aide de Eo et des valeurs propres du linéarisé du champ hamilto-

nien de q=£2 -V en (U,0). Quand Eo est la plus petite valeur propre de
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1'oscillateur harmonique localisé en U, alors NO-N1 et m, =0. Comme le
fait A. Martinez [Ma] dans le cas du splitting pour un potentiel symétrique
3 deux puits, on peut probablement majorer le dernier membre de (10.67) par
Ch.c0 exp(-2 S (EO)/h) , o S(Eo) -S(Eo,h) désigne la distance d'Agmon re-
lativement 3 la métrique max(V -hEo,O) clx2 du puits modifié 'l‘J’- {(x€0; «x
est voisin de U et V(x) -hEos 0} 2 la "mer" modifiée de la méme fagon.

Ici Co est une constante qui ne dépend pas de E0 .

La démonstration du Théoréme 10.11 est immédiate, campte tenu de

(10.66) et du fait que 1'on peut en plus y remplacer les v. par leur ex-

pression BKW correspondantes. On remarque aussi que si les Jpoints de type 1
forment une sous-variété lisse de codimension d dans 30 et si C a un
contact d'ordre 2 exactement, alors,campte tenu de la Remarque 10.4, on
peut améliorer la majoration (10.67) :
1-n/2+d/2-2max (m;) -2S,/h
(10.68) -Imz(h) <C h e O
Regardons ensuite les développements asymptotiques :

Théoréme 10.12. On fait les hypothéses du Théoréme 10.8 et on sup-
pose en plus que N,51, que les points de type 1 forment une sous-variété
lisge de codimension d et que C a un contact d'ordre 2 exactement avec
30 le long de cette sous-variété. Soit alors z(h) la résomance (unique

et simple) correspondante. Alors

1-n/2+d/2-2 m, -2 SO/h
(10.69) -Imz(h) =h f(h) e R
ou f est une réalisation d'un symbole analytique (semi)-classique d'ordre
0. St E, est une valeur propre simple de l'oscillateur harmonique localisé
(et done N,=¥, =1),alors le développement asymptotique de f ne contient

que des puissances entilres de h. St Eo est la plus petite valeur propre
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de l'oscillateur harmonique localigé, alors f est un symbole elliptique
positif d'ordre 0 (et m1=0).

Démonstration : Dans ce cas,nous avons v=v, dans (10.66) et il suffit

alors d'utiliser la forme BKW de vy et la méthode de la phase stationnaire
analytique. Pour la derniére partie de la démonstration, il faut aussi ob-
server que : a—?)— Re¥> 0 sur W nnI , et que le symbole a qui apparait dans

la description BKW de v, est elliptique. -

Remargue 10.13. Pour préparer le calcul de certaines constantes dans les
chapitres 13 et 14,nous allons '"expliciter" la contribution principale au
développement asymptotique (10.69) de 1'intégrale (10.66), quand on fait les
hypothéses géamétriques du Théoréme 10.12. Soit Icad 1'ensemble des points

-de type 1, qui est donc par hypothése une sous-variété analytique de codi-
mension d dans 30 et dans C. Sans changer le développement asymptotique
(10.69) on peut remplacer W dans (10.66) par C€={x€voisinage de T ;
fz(x) =¢}. Ici on écrit f=f1 -if2 comme aprés la Remarque 10.3. Soit
reC. la sous-variété formée par les points d'intersection entre les cour-
bes bicaractéristiques de p issues de I et de Ce . (Ces courbes bicarac-

téristiques sont aussi des courbes intégrales de sz).

On suppose pour simplifier la discussion, que z(h) est la résonance

engendrée par la premiére valeur propre de F’M0 . Alors en dehors de C (mais
prés de C) :

-£(x)/h - S./h
(10.70) : vi,h) =h ™4 3(x,h) e 0

o) 3 est une réalisation d'un symbole analytique elliptique classique d'or-
dre 0. Soit gio(x) la partie principale de a. Alors,

2Sy/h , 3f, -2£,/h

(1_0.71) e _ﬁ e

mzm) = 0+ 0 G2 [ 3|

C
€
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of ‘
Sur T _,on a:qéFZ-WfZI et |Vf1[-0, donc par 1'équation eiconale :
afz 2
—ai-/-v. On rappelle aussi que: f1 (x) mdist(x,re) et on note Fe(x) ,
C

€
xcl‘e , le déterminant du Hessien transversal de f1 (c.a.d. la restric-
C

€
tion du Hessien de f, arT I‘:). Par 1a méthode de la phase stationnaire,

C
€

on peut alors réduire (10.71) 2 une intégrale sur re :

2 So/h

1-348 ¢ 1312/
(10.72) e ¥ (-mz@m)=+6m1Y2n ? z[ |3, | s,
T (FC(X)) €
€

D'autre part, la discussion menant 3 (10.37) montre que 1'on peut voir

?io(x) came une fonction holomorphe ramifiée autour du camplexifi& de C

et que ?1'0 a une singularité en (’51 *b(x'))-]/". Donc pour x€r, la li-
mite
(10.73) ¢(x) = lim I?io(y)l2 v 2,

y+Xx

existe, 3 condition de prendre la limite soit avec y€ U r‘E , Soit avec
e>0

y dans la réunion G des géodésiques minimales de U 3 TI'. On trouve aussi
que Fc(y) +F(x), e+0, y+x, o0 F(x) est le déterminant du hessien de
N

f (=f|c) restreint 3 T I, On peut donc faire tendre e€-+0 dans (10.72)

pour obtenir la contribution principale a (10.69) :

2S./h
(10.74) e O (-Imz(h)) = (1+@(h)nY/? n!"V2+d/2 Iﬁm B
T X

On peut aussi décrire F camme une ' 1limite de 1'intérieur" de la maniére
suivante ; G est une sous-variété analytique de 0 de codimension d. Soit
YOEG la géodésique minimale de U 8 x €T avec Yo(t) +x, t70. Si

N
F(t) est le déterminant en Yo(t) du hessien de f el alors

Yo(t) + TYo(t)
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. A N
on vérifie que ;: F(t) +F(x) quand t-0.

Nous allons maintenant minorer -Imz(h) dans différents cas, en ap-
plicuant simplement les méthodes de A. Martinez [Ma] 3 notre probléme. Pour
commencer, remarquons que,sous les hypothéses du Théoréme 10.8, si Eo est
la valeur propre principale de 1'oscillateur harmonique localisé alors
(10.66) et la discussion aprés montrent que 1'on a,pour h assez petit,la
minoration :

-2 So/h

s Cn>0 .

. ) 1.1/2
(10.75) Imz (h) zcoh e 0

Si Eo se trouve plus haut dans le spectre, des combinaisons liné-
aires des symboles aj du Théoréme 10.8 peuvent présenter des annulations
en Jes points cruciaux pour minorer 1'intégrale dans (10.66). La difficulté
est alors de contrdler 1'ordre d'annulation en x et en h. On peut se de-
mander si la minoration (10.75) n'est pas toujours valable. Les deux résul-
tats ci-dessous montrent que c'est presque toujours le cas. Ces deux résul-
tats ainsi que leurs démonstrations sont de simples transcriptions 3 notre

situation des résultats de A. Martinez [Ma].

Théoréme 10.14. On fait les hypothéses du Théoréme 10.8. St N, =1,

1
alors on a la minoration (10.75) pour toutes les résonances exponentielle-

ment proches de My

Démonstration : On se contente de rappeler les grandes lignes des démons-

trations de A. Martinez [Ma]. Il s'agit de minorer

(10.76) h Re J Bn(a RYCEIVL R TCE IV I
3Wﬂﬂl
- i(if)/h-S,/h N
0 K™% ae 0 est 1'approximation BKW de v,, et o) Dn=% a—an

On observe ici que la méme approximation BKW est valable prés de chaque
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composante connexe de Bd(U,So) na0 dans oW.

On introduit des coordonnées locales AR A t.q. 9W soit domné

N 4" (3
par ynso et Dn=Dy . On rappelle que a elclf)/h est une solution BKW
n

de : (P-hE(h)) (a etE)/D)no et que if est "sortante'. Pras d'un point
(yo,if' (yo)) avec 3y, €W, Im if(yo) =0, on peut alors construire des
opérateurs pseudodifférentiels analytiques (semi)-classiques d'ordre 0

A" N
Q()’.Dy,h) et A()’.Dynh) tels que :

(10.77) (P-hE) =Q(y,D ,h) o B, -A(y,D.,,h))
y Yn y

au sens formel, microlocalement prés de (yo,if'(yo)). De plus, Q est ellip-

tique.

On peut choisir Yn globalement, et on vérifie alors sans peine que
N
Ay’ ,O,Dy. ,h) est un opérateur pseudodifférentiel formel, défini microlo-
calement prés de la restriction 3 Ce de l1a section nulle de T*3W~0. Ici

CC ={x€W; Imif(x) =0}. De plus, le symbole principal Ao de A vérifie :
(10.78) ReA0>0 .

Les opérateurs Q et A agissent naturellement sur des expressions

BKW de la forme ?a' ei(i‘f)/h et on obtient sur W :

(10.79) Bn a G0/, 11D/

ol on écrit A=A(y',0,?5y.,h) pour abréger. L'expression (10.76) devient

alors modulo une erreur exponentiellement petite :

(10.80) h Re I A etGD/hy o i if/h 4o
aWnQ

On vérifie ensuite que,dans le calcul semi-classique des opérateurs pseudo-
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différentiels formels agissant sur des expressions BKW, on a le droit d'u-

tiliser 1'adjoint d'un opérateur. On obtient alors :

(10.81) h I 7 (a+aM(a e 1My o 18/ g5
oW nnI

Ici % (A+A*) est elliptique >0 et on peut construire un opérateur semi-

classique analytique formel elliptique d'ordre 0 tel que % (A+A") =B*B.

Alors (10.76) devient modulo une erreur exponentiellement petite :

(10.82) h [ lbeiif/hlzdS=hI|blze'“‘““/h s ,
‘ W ne

o b est le symbole analytique du méme ordre que a, donné par :
(10.83) bel1f/Mopa el 1E/hy

I1 suffit donc de montrer que b ne s'annule pas 3 un ordre trop élevé sur

Ce -

Soit Y : [-=,01+0U{x,} une géodésique minimale de x,=U 2
Xy €30 an(xo,So) (projection d'une g-bicaractéristique ;‘) comme au début
de cette section, et soit Y' : [0,t(e)] 3t+R" 1la courbe bicaractéris-
tique pour p de X 4 9W (projection de la p-bicaractéristique ;). On
note ;] =Y'(t(e)) le point d'arrivé sur 3W, et on choisit des coordon-
nées locales y'-= (y],...,y -1) sur JW centrées en 'J\('] . On rappelle fina-
lement que a est d'ordre m, E-]Z N, de 1a forme :

2m]

(10.84) a,h) v § a0 bV

Lemme 10.15. Il existe v >0 tel que a, *@(ly'lvﬂ)-
W

Démonstration : Supposons le contraire. Alors avl =0([y'l‘”]) pour
W

tout v 20. Regardant les équations de transport pour a, on véfifie alors
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assez facilement que, pour tout v30, a, s'annule 3 1'ordre v+1 en tout

point ';(t) , 0<tgt(e).

Les équations de transport pour a dans ?2; et dans ?)'_ sont évidem-
ment les mémes 3 des changements de notations prés. Ainsi par exemple vY(t) =
Y'(it). Donc quand on intégre les équations de transport par exemple le long
de la courbe y' on peut faire un détour dans le camplexe prés de H pour
contourner H et ensuite retrouver Y. Par cet argument on trouve donc que
a, s'annule 2 1'ordre v+1 en tout point Y(t), -~<t<0, Faisant ten-
dre t vers -« on trouve en particulier que a, s'annule 3 1'ordre v+1

en xg. Ceci est en contradiction avec le fait que @ soit normalisé dans
2
L™ (M) -

Utilisant maintenant la relation (10.84), le fait que B soit ellip-
tique d'ordre 0, et le lemme, on voit que la conclusion du lemme reste va-
lable avec b remplacé par a. Travaillant toujours dans les coordonnées y',

on constate alors qu'il existe C0 >0 tel que :

(10.85) T nla'l/2 @) gy >o
la'| s 2m, 0

pour h assez petit. Pour |y'| <h'/? , on écrit z' =hV/2 y', et par la
formule de Taylor :

by = w26 )2 e s 0 VY
(10.86) la'| <2m,

1
S NCORL IV I
P, varie donc dans un espace de dimension finie de polyndmes et (10.85)
donne une minoration d'une norme de Py, dans cet espace. Comme norme équi-

valente,nous avons aussi la norme L2 sur B(0,1) ={z'; |z'| <1}. Donc

3C1>0 tel que :
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(10.87) [ENI o

L2(8(0,1))

pour h assez petit. Donc pour h assez petit :

J b|2 =2 if/h 4 ’cL Ib]2 dy' =
M nQ 2y a2
(n-1)/2 (n-1)/2
- [bl? dz > B
SN P PY 3

o C2 ’CS >0. Cette minoration donne le Théoréme.

Théoréme 10.16. On fait les hypothdses du Théoréme 10.8 et on se

place maintenant dans le cas N1 22. Sotent * Yyaeees +Y les valeurs

n
propres du linéarisé du champ hamiltonien en (U,0) , (avec YJ. >0). On
n
sait donc que {a. EJNn,' Z (-é-*-uj)yj:b‘o} contient exactement No éléments
J=1
et que les valeurs minimales de 2'",7' dans le Théoréme 10.8 sont les valeurs
correspondantes de |a| Za; *... +a, . On suppose que toutes ces valeurs sont
égales : 2m, . Alors pour chaque résonance z(h) exponentiellement proche

. dans Wjs on a la minoration (10.75).

Démonstration (d'aprés A. Martinez [Mal ). Soit an\’z)(z) la partie homogéne
b4
de dov (v>0) dans le développement de Taylor de aj v M Xo (Voir
2m)
(10.46)). Alors on sait en plus que les polyndmes homogénes aj om.
=M

j=1,...,N1 , sont linéairement indépendants. On en déduit facilement qu'il
N
existe une constante C0 >0 telle que,pour tout ne€cC ! de norme 1, on

ait :

El I |(h1/2 ax)a an(x,h)| zc% pour |x-x5| < C%
al=2m
1
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N
1
Ici a_= ; n; aj . En effet, il suffit de montrer ume telle minoration pour

n
x=x, et ensuite d'utiliser seulement que : (h]/2

3)® a ., |a] =2Zm; est
dans un ensemble borné dans 1'espace de symboles d'ordre 0 quand n varie

N
dans la sphere d'unité dans C 1. On se contente maintenant d'une minoration
plus faible :

N
(10.88) I1 existe C0 >0 tel que,pour tout ne€cC

) l(hl/z 3x)° an(x,h)l >,t1-6 pour |x-x0| 583 .

o<z m,

! de norme 1 :

Lemme 10.17. Il existe Cp>0 tel que (10.85) soit vérifié pour
N
tout ne€c 1 de norme 1. Ici on pose a=a, et on prolonge a e f/h selon
la procédure déja décrite (au travers de C a l'atde d'une intégrale oscil-

lante etc.), et,comme avant,on définit b par b e—f/th(a e.f/h).

Ce lemme entralne le Théoréme, car si z(h) est une résonance, alors
N
1 N
Jv= ; njvj avec n=n(h) €€ ' normalisé tel que: (P-z(h))v=0, et on

peut conclure camme dans la démonstration du Théoréme 10.15.

Démonstration du Lemme : On constate d'abord qu'il suffit de montrer (10.85)

(uniformément par rapport 2 n) avec b remplacé par a. En effet, puisque

B est d'ordre 0, on voit facilement que

/2o nle'l/2 1@ o,y

|a'|<2 my

< Const. (hI/z#I - nla'l/2 Ia(u')(O.hH)

lat |42m1

et puisque B est elliptique, on a aussi une inégalité dans le sens opposé.
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La relation formelle (P-hE(h)) (a ei}‘f) ~0 donne des équations

de transport que 1'on peut utiliser pour montrer que :

(10.89) hYZ+y— nlo'1/2 |30 o py wn!/ 2y nlel/2 2@ oy .
o' |<2m, ' lalszmy

Pour le voir, on se place dans des coordonnées locales (z',zn) t.q. :

')\('1 =0, oW : zn=0 s, VE-V ’3‘3" . On écrit ensuite les équations de trans-
n

port sous la forme concentrée

(10.90) vfvas+ (E(h) t4f)a=hda .

/2 et on applique tous les opérateurs (h”2 3,)% avec

On multiplie par h1 z

|a] < Zm1 . Puisque a est un symbole d'ordre Zm‘ , on trouve alors :

W2 nlol/2 1a@ g ny ) enen/2 T nlel/2 (@, .
]a|s2m1 l“|\<2"‘1

a,n>0

Ceci donne le contrdle manquant sur les dérivées normales pour obtenir la

partie non-triviale de (10.89).

Soit maintenant 3(x,h) = (nl®l/Z a(®) o) g . Dérivant (10.90)

52m1

de toutes les maniéres, on trouve :
> _ 1/2
(10.91) (Vfv+k(x,h))a=OH"'") ,

o0 Af(x,h) est une matrice @ (1). (On utilise également le fait que a
est un symbole d'ordre 2m;). On en déduit que /2. [|3]] garde le méme

ordre de grandeur sur tout segment campact de Y' qui évite x, . Prés de

1
Xy, on suit Y' dans le complexe de fagon 3 contourner C et rejoindre Y.

On peut ensuite suivre Y iusqu'a un point arbitrairement proche de Xg -

1/2

Autrement dit, pour tout te€)-«,0[ fixé, les quantités h'/“+|| 5” en
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Y(t) et en ;1 respectivement ont le méme ordre de grandeur uniformément
quand h et n varient. Si -t est assez grand, nous savons déj3 que

hl/2 + llE(Y(t))H >’Cl_ ; donc,d'apréds ce qui précéde et (10.89), nous avons
0

(10.85) d'abord avec b remplacé par a et donc aussi avec b lui-méme. -

Ceci termine aussi 1a démonstration du Théoréme.
Avron [A.1,2] et Banks, Bender et Wu [B.B.W.] ont développé des

idées heuristiques semblables 3 certains des arguments de ce chapitre. Nous

y reviendrons dans les chapitres suivants.



11. APPLICATIONS. QUELQUES CALCULS EXPLICITES DANS LE CAS DE LA DIMENSION 1
OU DANS LE CAS INVARIANT PAR ROTATION.

On garde les hypothéses de la section 10 mais on se place en dimension 1.

On suppose que U={x,}={0} et que 35={x1} u{x,} ou

a0 = {x,} .

Pour simplifier, on s'intéresse 3 la lére résanance située prés de h et

les hypothéses de la section 10 se traduisent (aprés normalisation) par :
(.1 v()=0 , V'(0)=2 , V'(xq)+0 , V'(x))+0 .

Dans le cas 1, on supposera de plus qu'on a pour simplifier :

(11.2) (cas 1) V(x) =V(-x) .
On pose :
X
(11.3) So=dv(x0,x1) = I /() dt .
0
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D'aprés la formule (10.66), il y a prés de h une résonance z(h) domnée
par la formule :

-2 So+co) /h y

(11.4) Imz(h)=-h? m{% x) -V(x)]w(e dans le cas 2

- -(2Sy*eq)/h
--th'lm[g% x) 'v(x)]+@(e 0°"0 ) dans le cas 1
ol x est un point quelconque >x, assez proche de Xq .

L'objet de ce § est de montrer 1a :

Proposition 11.1. Sous les hypothdses précédentes, on a :

' -28
Ina(h) =-n"2 £(n) o P sans 1e oas 2
(11.5)
-2S5,/h
-2nl2 pr)y e O

on f(h)Nfy+E fjhj et

X

1

lim | Loge+ 5 —St ]

(11.6) o= l/E 820 e /7

Démonstration : On se contente de traiter le cas 2, le cas 1 se traiterait

de la méme maniére.

Camme indiqué au §.10, on peut dans ce calcul remplacer v(x,h) par

son approximation WKB.

On sait, que pour x€[x0,xl[ :

_ "iV(x "‘o) X

1.7 v(x,h) me h 'e‘x'(x,h) avec dv(x,xo)-i /V(t) dt

et que,pour X>X, :
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s0 . fz(") X
- i—5—
(11.8) v(x,h) se R, e g(x,h) avec fz’f /=V(t) dt
|
(cf. 10.28).
Ici, d'aprés [H.S.2] (formule (1.10) et (1.17)), on a :
C ZeGh) =h V4 agx,h)
a(,h) =ay(x) + § a;()n)
j21 d
(11.9) )
X 1/2,,
-7 [_(L)_'1] (t) dt
e 002 2
ao(x) =1l e
[ bex) =h~ "4 b(x,h)
(11.10) 4 b(x,h) =by(x) + § b, (x) b
j21
et bo(x)>0 pour x>Xy .

D'aprés la formule (11.4) et cette approximation de v(x,h) , on obtient :

25,/h
-e 0 mz(h)ah‘/z[tbo(x)[z fé(x)*@(h)] et donc :
25./h
a1.11) ~e U mz) h V2= b2 /NGO M)

pour un point X >X,.

Comme on le voit aisément 3 partir des équations de transport véri-
fiées par by(x) , la quantité |b0|2 /' -V(x) ne dépend pas de x (voir

aussi Remarque 10.13). D'aprés (10.73), on a donc :

(11.12) Ibgl? V@ = lim |ag)® VT -
x-»x1
x<x1
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I1 ne nous reste donc plus qu'a calculer cette expression. D'apréds (11.9),

on a donc :

2f [Q—/—zu] t) dt

lbolz V& =1"% lin /Vee © 2/
X+X
calcul que 1'on raméne immédiatement 3 1'étude de :
1 Trot/3) -
(11.13) A= lim 7LogV(x)-z“ ](t) dt
X+x, 0 2/
X <X,

Calculons cette limite ; pour 0<y<x<x] , on peut écrire :

X 1/2
1 v/ -
Log V(x) - 2 (t)de
7 BT l 2 /T ]

Y /2 i
-z [ DLl (g e Logtv 2o+ [ &
0 2/T A
y
Faisant tendre y vers 0 et x vers Xy, On obtient :
X
(11.14) 2A = lim [Logc+ I A]
e+0 /V(t)
On obtient ainsi la formule :
x
1
lim [Log e+ [ dt
(11.15) byl 2 /VG =n71/2 &8 70 e VI (c.q.F.D.

Remarque 11.2. Il semble plus judicieux de voir la formule (11.5) sous la

X

1
lin g€, A
€

€0 Vt)]]z

-S_/h
Imzh)=-n"/21712 1 *@(h)[e 0 [e

170



CAS DE LA DIMENSION 1

qui correspond 3 un aller du point Xy au point X, puis 3 un retour du
point X, au point Xq - Elle correspond ainsi 3 des formules qu'on peut
attendre de la méthode (de notre point de vue formelle) des Instantons

(cf. Coleman [Col).
Dans cet esprit, la formule du splitting pour le probléme du double
puits s'écrivait (cf. [H.S.2] §.1)

a=€
-S./ lim [Logc+ s i_]
@ m=4h" 22 neomre O 0 -ave 2ATTD)

La “vraie' distance entre les 2 puits est donc :

a-€
. dt .
S, -h lim [log€+ I ] pour le double puits
0 Tevo . 2/
et celle du puits 3 la mer est : X,
. |Log € dt
S, -h lim [—°-§— + I ] .
0 Teso %0) .

Xo*€

Remarque 11.3. Dans le méme esprit, on peut également écrire la formule

donnant la partie imaginaire de la résonance sous la forme :

2 1)

-f I(h) VV (D) <X (h) dt
X

(11.16) Imz(h)=-hc, (1+OM) e 0

od c, est une constante universelle calculable [CO =n1/2 (%)1/2] , ol

A(h) est la valeur propre associée au puits {xo} et xo(h) et x](h)

sont les points tels que :
Xy <x0(h) <Xq (h) <x

Vixg () =A(h)

t.q
V(x;(h)) =A(h)
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(Rappelons que A(h) =h+® (02)).

On retrouve ainsi les formules du type Harrell mentionnées dans [H.S.2]

et sans doute bien connues en physique. -

Remarque 11.4. L'exemple suivant sera utile pour retrouver la formule de

Bender-Wu. Considérons :
V(x) = xz - x4

On vérifiera dans la prochaine section que toutes les hypothéses pour appli-
quer les résultats précédents sont satisfaites. Nous sommes dans le cas 1

avec x1-01, xz--l, xo-o.

I1 s'agit donc simplement de calculer 1'expression :
1

A= lim €.‘J$ X
e+0 [Eé_ z € tV‘l-tZ ]

Remarquons que :

(ad
p—y
)
~
-
c
]
—

Posant u=cht, on obtient :

et

On vérifie aisément que :

1
(1.17) S .I tV1-t% at =.1,
0
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d'od la formule :
2h

(11.18) ’ mzm=-4h"21"2 Geomy e S .

Remarque 11.5. Le cas symétrique en dimension >1.

On se place dans le cas de la dimension n>1 mais on suppose que le

potentiel V vérifie :
V(x) =V, (lx|) (vVp(0) =2)

()] V0 vérifie les hypothéses correspondant au cas (2). La caustique devient
une variété de dimension (n-1). La théorie générale s'applique, mais, tenant
compte des symétries, on se raméne 3 faire le calcul le long d'un rayon en

joignant le puits {0} 3 un point de (C).

On pose :

4

s0 = f /Vo(t) dt
0
et on a :

‘-% ~2Sp/h 2 n-1
Inz(h)=-h - %-e . ( lin |ay| /vo(t)') “(nu) - 1]
t-t

1

ol t1 est le point #0 t.q. Vo(t]) =0 et ol wy est le volume de la
sphére dans R'.

Calculons 1'expression :

lin |ag|? /V,T .

t*t.l

Le long du rayon considéré, a; satisfait 3 1'équation de transport :

da '
(11.19) 2/ 52 + (V) + B /- nyag =0 .
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Pour que la fonction propre soit normalisée correctement, on doit prendre

(comme on le constate, en faisant la phase stationnaire en 0) :
= -n/4
3p/t= =0 " -
Plutdt que de calculer a;, on calcule directement :

(11.20) ¥(t) =Log(ag /V)

en remarquant que ¢ vérifie 1'équation :

M ¢'(t).-ﬂ‘_:ll¢ n

t
(11.21) 4N0)
@) v =Log (T2t 1+Gm1 (10" .

De (11.21)(1) , on déduit que :

t
y(t) =c - (n-1) Logt*nf ds
‘z V0 s)

d'od en utilisant (11.21)(2) :

—

W(t) =n lim (loge+ | —S3-) + Log (1™?) - (n-T)Log t .

€e+0 € 0 s)

On obtient finalement (voir Remarque 10.13) :

/2 -2Sy/h
(11.22) Imz(h) =-h (Th) (nmn) e «exp(2nA) [1+ O(h))

ol A est introduit en (11.10) et z(h) est la résonance située prés du

niveau fondamental (vnh).

Remargue 11.6. La formule (11.6) présente beaucoup d'analogies avec le cal-
cul de la partie imaginaire de la résonance correspondant aux états excités
du modéle en dimension 1. Reprenons en effet la démonstration de la Propo-

sition 11.1 mais en cherchant Imzk(h) ol zk(h) est la résonance située
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prés du (k+1) état excité proche de (2k+1)h.
On a cette fois-ci (cf. [H.S.2] §.1) :

3(x) = p-k/2-1/4 a.(x,h)

X ~,1/2: .
lim<kLoge -/ M) - @kl dt)
€ YV

k
-1/4 (]2(_!_)1/2 ef +0

ao(x) =1
On en déduit que :

K
(11.23) lin a) V=172 (D) (exp2a)®

X+X,
et que par conséquent :

k -2S,/h
(11.24) Imzk(h)hh-(Ilrx)"/z-h'k Ea+omepznle 0,

A un facteur de normalisation prés universel (indépendant de V), les for-

mules coincident lorsque n = (2k+1).
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12, APPLICATION A L'ETUDE DE L'OSCILLATEUR ANHARMONIQUE. FORMULE DE BENDER-
W.

On montre dans ce paragraphe comment on peut retrouver,dans le cadre de
la théorie développée précédemment,la formule de Bender-Wu pour 1l'oscilla-
teur anharmonique [Ben.W.1]. On retrouvera en particulier les résultats de
[Ha.Si] et on justifiera également certains résultats de J. Avron [A.1,2]
et Banks-Bender-Wu [Ba.Ben.W.] concernant le cas de la dimension > 1. Comme
corollaire, on retrouve également les résultats connus sur 1'effet-Stark

[Gra].

On considére dans R" 1'opérateur de Schrddinger :
T2
(12.1) -8+ x; *8 Py (x)
i=1
o P, (xq,... "%) est un polyndme réel elliptique hamogéne de degré 2m
(m>1) positif.

I1 est bien connu que, pour B€ R , Cct opérateur admet prés de la
premiére valeur propre de 1'oscillateur harmonique n une valeur propre
A(B) admettant le développement asymptotique :

© .
(12.2) AB)vn+ J a. -p .
=17

On sait de plus que :

(12.3) [ A(B) se prolonge holamorphiquement pour tout

n>0 dans un secteur de la forme :

0<|8] <B

larg B8] < (9—"2—]-)11- n

sur la surface de Riemann de Bl/""l
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et que le développement (12.2) est alors valide dans un tel secteur.

On trouvera démonstrations et références dans [Si.4) ou [Gra.].

Une étude plus fine de la résolvante conduit de plus 3 une estimation

de la forme :

N .
(12.4) A8 -n- ] a 8l | <AMZ eyt 81N, wNsa

j=1
dans le méme secteur, qui permet de resommer, au sens de Borel (généralisé),
la série asymptotique pour obtenir A(B) dans un secteur assez petit con-

tenant 1'axe réel positif (par application d'un théoréme de Watson-Nevanlinna).

Rappelons tout d'abord camment, par changement d'échelle, on retrouve,

3 partir des résultats de [H.S.1], la majoration bien connue sur les aJ. .

Dans cet esprit, on cherche 2 se ramener 3 une étude semi-classique

(h-+0) pour 1'opérateur :
2 T2
(12.5) -h Ay*iz] Yi *Pon

ou, plus généralement, ce qui sera nécessaire ultérieurement, 3 étudier :

n
(12.6) Py =-ha + ] i+ Py

1
avec a€C, »<|a|<2.

Le passage de (12.1) a (12.6) se fait par le changement de variable x=py,

1/(2-2m)’ et on trouve alors 1'opérateur ]15 Py(h) avec

1/m=1

avec p=|8|

38 =
““Te e "l

La théorie générale développée en [H.S.1] montre que pour a=1,
Pa(h) admet une valeur propre '"proche' de nh, u(h) admettant le dé-

veloppement :
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(12.7) u) ~ § b bt avec |b,| <t a
2=0

Remarquons que :
(12.8) A(®) =h"' u(h) avec h=|g|'/m!

et camparant (12.2), (12.7) et (12.8), on obtient que :

3, "0y

et par conséquent :
(12.9) la;1 <! (@-n3):

Dans le cas n=1, m=2, P4(x) -x4 , Bender et Wu [B.W]l ont conjec-
turé, 3 la suite de calculs numériques, que :

(12.10) a; v 03T a2 @itV2iegep .

j + o
B. Simon a montré 1'équivalence de cette formule avec la formule :

(1z.11) InA(-8-10) ~ -4 1 V2 |g7V/2 2318
g+0"

Cette formule est démontrée rigoureusement dans ce cas par Harrell-Simon
[Ha.Si) mais la démonstration, basée sur des techniques fines d'équations
différentielles, reste liée 3 la dimension 1. Le cas de la dimension >1

est resté jusqu'a présent plus mystérieux méme s'il est parfois abordé de
maniére partiellement heuristique dans des articles de Banks-Bender-Wu
[Ba.Ben.W.], [Ba.W.] et de J. Avron [A.1,2]. On se propose dans cette section

de redémontrer rigoureusement toutes ces formules.

Rappelons que le lien entre les formules (12.10) et (12.11) est donné

par la formule :
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- R
(12.12) ay= (-1)) %jl’%?{—ml d8 +0g (Fl—f) pour 0<R<B .
0

Pour se replacer dans le cadre de la section 8, il faut montrer que
A(-8-10) s'interpréte comme une résonance au sens de cette section et donc

faire le lien avec une résonance pour 1'opérateur :
2,2, .2
Py (y,Dy) =-h"ay+y"=Pop (¥) .

En utilisant le changement d'échelle introduit précédemment, on est donc
conduit 3 1'étude de Pa(y,Dy) ol o est amené 3 varier dans une demi-

couronne D :
D={—1,< |a] <2, Arga€ [-H,O]} et hE]O,hO] , ho assez petit .
La démonstration s'articule alors comme suit :

a) Montrer 1l'existence d'une résonance E(a,h) au sens de la section 8
voisine de la premiére valeur propre de 1'oscillateur harmonique nh pour
a €D. Ceci nécessite une légére extension de la théorie développée 3 la

section 8 ol on ne considérait que des opérateurs formellement auto-adjoints.

(b) Vérifier que h-l E (a,h) =A(B) avec h= |e|l/m'1 avec arga=argB,
|a] =1, arga€ [-€,0].

(c) On concluera alors que :

(12.13) 1817"/™ 1 E(-1,]81/™) =2y (-8-10)

par un argument de prolongement analytique, en vérifiant par exemple les

hypothéses du Théoréme II.3.1 de [Si.4].
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Théoréme 12.1. Soit D un domaine comnexe. Soit Py (a €D) wune fa-
mille holomorphe d'opérateurs non bornés sur un Hilbert H de domaine fixe

(avec injection compacte dans H).

Soit f(a) une fonction analytique dans D, qui cofncide avec une
valeur propre de P, dans un voisinage de Qs alors f(a) est une valeur

propre de Pa a travers D.
On appliquera ce théoréme 3 E(a,h) (avec h fixé 0<h<h0).

On va donc construire un espace H(At,l) tel que P(x soit une famille
holamorphe d'opérateurs non bornés sur H(At,l) de damaine H(At,m) pour

un poids m convenable tel que m(x,f) += lorsque |x|+ || +=.
On choisit comme poids :

(12.14) r=<y>® , R=cy>.

On vérifie immédiatement que le symbole de Pu :

(12.15) Py =n’ +y? +a Py () €570

uniformément par rapport 3 a dans la couronne.

Considérons tout d'abord le cas a=-1.

On introduit la fonction fuite G(y,n) =y *n qui est clairement dans
st
Sur (p_1)-1(0) , ona:
=-2V-y. ¥
(12.16) HpG 2V-y 3y

2 .
Posant V=V, +V, avec V,=y", Vz--PZm(y) , on réécrit HpG sous la

forme :

180



OSCILLATEUR ANHARMONIQUE

H G=-4V- (m-2)V, sur p ) .
On en déduit immédiatement que, sur p-1 (0) ~{0}, ona:

(12.17) Hpc>,c0r2 o ¢>0 .

L'hypothése (8.13) est donc satisfaite.

Notons alors que (cf. 8.14) {V=0} est la réunion de {0} et de 1'hy-
persurface campacte PZm(y) = y2 dans R" ~{0}. Vérifions maintenant 1'hy-
pothése (8.15) qui correspond 3 une hypothése globale par rapport au poids

}'(y,n)z. Celle-ci se déduit immédiatement du critére (9.4).
Cas général arga€ (-1,01, y<la| <2 .

Le passage au cas général ne pose pas trop de probléme mais Pa(h)(y,Dy)
n'est plus essentiellement auto-adjoint. On observe cependant que Im Py (y,n)s
0, ce qui est suffisant pour justifier la théorie développée dans la section
8. Plus précisément, cette théorie s'applique lorsque :

(12.18) (1) p est elliptique en dehors de p-l(O) au sens de (8.15).
(2) p prend ses valeurs dans un céne ' de € en dehors d'un
campact
(3) p=0~ Hpce?Y en dehors d'un compact et [H,G| wrl
en dehors d'un compact
ol
(4) 'I‘: et T sont deuwx cOnes tels que 1l'application :
IxT =€
(t,s)+t-is

est propre.

L

N
Dans notre cas, I est lecone Imz<0 et T est le cBne Rez>|Imz].
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I1 est alors facile de voir que toute la théorie développée au §.8 s'appli-
que uniformément par rapport 3 a€D; pour a voisin de 1l'axe réel négatif,
c'est une perturbation de la situation examinée dans le cas a=-1 et pour

a loin de 1'axe réel négatif pa(y,n) est elliptique en dehors d'un cam-

pact.

On montre ainsi que Pufh) (y,Dy) est une famille holamorphe d'opéra-
teurs non bormés dans H(At) de damaine H(At,}'z) pour t>0 assez petit
indépendant de a €D et pour h€]0,h0].

Dans le secteur Arga€ [-€,0], on remarque grice au théoréme 8.5 que
les résonances au sens de H(At) coindident avec celles au sens de H(Ao) =
L2 et coincident donc au voisinage de nh avec les valeurs propres étudiées
dans la théorie usuelle. On sait alors que,dans la boule B(nh »€g h), ona
une unique valeur propre simple dépendant holomorphiquement de a qui coin-
cide avec celle introduite au début de la section. Campte-tenu du théoréme
12.1, on est ramené 3 étudier les résonances pour a=-1 dans la boule
B(n h,co h). On sait en effet que le prolongement holomorphe de A(B8) en
fournit une dans cette boule et 1'étude que nous allons faire maintenant
montre qu'il n'y en a qu'une 3 savoir E(-1,h). On pourrait sans doute faire
une démonstration plus directe camplétement interne 3 notre théorie mais

celle présentée ici est plus &conomique.

Nous sommes donc maintenant ramenés pour exploiter la formule (12.12)
3 étudier : ImE (-1,h) , ce qui correspond justement 3 1'&tude menée aux

sections 9 et 10.

Etude de la résonance.

Nous serons brefs dans la mesure ol nous avons déja vérifié les hypo-

théses (12.15) et (12.17). Avec les notations de ces sections, on a :
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V) =y Py, U={y=0)
0-{y;y2-P2m(y)>0} , 35={y,y*0;y2=1’2m(y)} .
On pose : so=dv(o,a'6).

Introduisant, pour n>0 assez petit, M0 =B(U,So-n) , 11 existe dans
la boule B(nh,eh) une unique valeur propre du probléme de Dirichlet
PMO(h) HIDY 0(h) et le théoréme 9.5 donne alors 1'existence d'une résonance

unique E(-1,h) telle que :

(12.19) E(-1,h) =X "(h) = O (e ) .

On constate également que les hypothéses (10.1) sont satisfaites et il ré-

sulte du théoréme 10.11 et de (10.75) que :

1,172 -2 SO/h

(12.20) 1 pV/2 e $-InE(-1,n)<Cyh' ™2 e

-25y/h .
Co

Si on suppose de plus que les points de type 1 forment une sous-variété de
codimension d dans 30 et si la surface caustique C a un contact d'ordre
2 exactement, alors on a (cf, 10.68) :

. 1-0.d -25./h
(12.21) -ImEC-1,h)=h 2 Zgmye ©

ol f est. la réalisation d'un symbole analytique elliptique.

Application 3 la formule Bender-Wu.

Rappelons, d'aprés (12.13), que :

1/m-1 1/m-1) .

Im), (-8-i0) = |B|” ImE (-1,]8]

Dans le cas od (12.20) est satisfaite, on obtient grace 3 (12.12) que :
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(12.22) g @i+ < NI a5y @V scri@mng +P

avec C>0 .

Dans le cas ol (12.21) est satisfaite, on obtient que

(12.23) a;= 07" @5 "I (@i L)) w0 )

avec a *0.

Le calcul de a semble difficile 32 préciser dans le cas général (voir
cependant le §.14).

On peut.obtenir des estimations du méme type que (12.22) et
(12.23) relativement aux niveaux excités.

Etude ducas n=1, m=2 : P,(y) ')’4-

On peut utiliser les calculs effectués au §.11 (ex. 11.4) et on dé-
montre les formules (12.11) et (12.10). -

On traite le cas n=1,m=2 pour simplifier mais les ré-
sultats ne sont pas limités a ce cas.

Nous n'avons pas exploité camplétement la propriété que : 6(B) =
/38 4112612 1 (-

i0) est un symbole analytique 3 savoir qu'il
existe C>0 et e>0 t.q.

C/8
8(8) =1+ écz-s%@(e-c/e) (avec €>0)

ol, ce qui est équivalent, mais plus utile ici

:3C>0 telque :VN:

N
loe) -1-3 ¢, 8% |« 8™ Mo
1

Utilisant (12.12),on observe alors qu'il existe €€, avec 0<egy<t,
0<ez<1 tels que, Vvj,
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) 3 . lej]
a =" gn 2 Vg epheT_c, &* !
j 7o d =T 2T GGt
*@(eg)] .

Une expression de la constante C] est conjecturée dans un article de Bender-
Wu [Ben.W.2]. L'existence d'un tel développement, méme si elle était pres-

sentie n'était pas démontrée a notre connaissance.

185



B. HELFFER - J. SJOSTRAND

13. ETUDE DE L'EFFET ZEBMAN. DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE BENDER-WU.

Nous suivons ici une démarche proposée par S. Graffi.

13.1. Rappels et énoncé des résultats.

On considére dans R3 1'opérateur :

13.1.1) zB--A-%*B(xZ*yZ) » B>0

avec r= xztyz*zz.

Rappelons les résultats suivants :

Théoréme 13.1.1.
(i) Pour BEC~0,|ArgB| <N, l'opérateur Zg définit une famille holo-
morphe de domaine H°(RS) nD(z? +y%).
(?2) Il existe, prés de la valeur propre —% de -A-II—,, une unique va-
B

|Arg B | <T}.

leur propre E(B) définie dans 2 ={0<|B| < 0°
0

(itt) Pour tout n>0, E(B) admet un prolongement holomorphe dans un sec-
teur de la forme :

N

Qn={0< |B| <B(n), |Arg B| <2l-n} (sur la surface de Riemann)

"
et dans tout secteur ﬂn={0< |Bl <B(n), |ArgB| <2N-n} avee n>0

1 @
(13.1.2) EB)v-5+ ] Y, 7
n=1

(v) IY,,l \(le (2n)! et de plus, on peut resommer la série de perturba-

~
tions au sens de Borel, pour réobtenir E(B) dans un secteur 9n=

{0<|B| <BM), |argB| < -n}.
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Ces résultats sont dlis 3 Avron-Herbst-Simon [A.H.S] et on pourra en trouver

une démonstration bréve dans le Survey de S. Graffi (Gra].

Comme dans la section précédente, on s'intéresse a préciser le campor-

tement asymptotique de Yn-

Compte-tenu du Théoréme 13.1.1 (points (i) a (iii)), on a :
B
0
- nl ImE (-B-10 1
(13.1.3) Yn'('” T I —Bn(*r_ldB‘@(;an) .
0 0

L'objet de cette section est donc de démontrer le théoréme suivant conjec-

turé par J. Avron (et partiellement justifié) [A.2].

Théoréme 13.1.2.

34 .1 (140(/F)) exp(—L)

2v/2 8/EB

(13.1.4) ImE (-B-10) == B

Ce Théoréme admet classiquement camme corollaire :

Corollatre 13.1.3.

_ n+l 1 4.5/2 ,16 ,\n 1 1
(13.1.5) Yn—(‘l) (Z) (H) (n—2°) (271*5).’ (1*@(—5)) .

Notre démarche sera voisine de celle suivie dans la section 12 ; toutefois,
comme notre théorie n'aime pas les potentiels singuliers, nous devrons chan-
ger de probléme en suivant une stratégie suggérée par S. Graffi et qui appa-
rait déja dans 1'ouvrage de Titschmarch. Cette stratégie apparait également

dans 1'étude de 1'effet Stark (cf. le Survey de Graffi et ses références).

13.2. Réduction 3 un probléme semi-classique pour un oscillateur
anharmonique dans Rd

On utilise ici les coordonnées paraboliques (cf [Ti]). On omet

de suivre les domaines intermédiaires des opérateurs et la justification des
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changements de coordomnées. Ce point est traditionnellement escamoté (et
considéré came admis) et il suffira pour le justifier de suivre le vecteur

propre qui nous intéresse.

On pose :
(13.2.1) X=U-V +COS® we[0,2n[
y=u-evesing uer’
z -% (u2 -vz) veR'

et on cherche des fonctions propres vérifiant :

Rw-f-f

ol Rw est la rotation d'angle ¢ autour de l'axe des z.

On cherche des fonctions propres sous la forme :
u-l/z V2 v

2++

avec Y dans un espace convenable (en partidulier ¢ GLZ(R )). On est
alors conduit a chercher pour B>0 fixé la plus petite valeur E(B) pour
laquelle 1'opérateur
(13.2.2) -(izz»fa%) -2+B@E vt vE-E@E v - (e

u- aJv u v

a un noyau non nul dans un espace convenable.

Pour éliminer la singularité du potentiel, on préfére, calculer la plus

petite valeur de E pour laquelle 1'extension de Friedrichs associée 2 1'o-

pérateur
2 .2 .2 .2

(13.2.3) W(E,B) =- (Lz*iz+%-*iz)-2+B(uf+u§+v%+v§)(u$*u§)(vf+v§)
au1 au2 E)v1 avz

-E(uf *u% +v§ *v%)
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a un noyau non nul dans le domaine de 1'opérateur intersecté avec 1'espace

des solutions invariantes par 1l'action de S] XS] dans R4 donnée par :

1.
(13.2.4) S' xS 3w1ﬁ2)+navezeou)

R91 ,62(u1 sUg,Ve,Vy) = (RE,1 (uy,u7) , Rez("t W)

ol Ry (resp. Ry ) est la rotation d'angle 91 (resp. 82) dans le plan
1 2

des u (resp. le plan des v).

Ce noyau ' invariant" (voir plus loin) est de dimension 1 et colincide

avec le noyau.

Montrons que 1'élément dans le noyau de (13.2.3) fournit un vecteur

propre pour :B’
Soit X[u1 '“2"’1"’2] la solution invariante. On a :
(13.2.5) X ELZ(Rd) , XE tf(R4) (et méme 3 décroissance exponentielle).

Dans nos changements de coordonnées,des singularités peuvent apparaitre uni-

quement sur : |u|=|v|=0, c.3a.d. x=y=0.
Remarquons également que :
(13.2.6) £x,y,2) =u 72 v 2y w,v) €R*
x(u,v)=|ul-l/2 |v|-]/2 v(ul,|v]) (u,v) € R*
et que

(13.2.7)

2

£ =V v THIX
I I‘LZ(R3) I IILZ(RZ ) I IIL

®*)

Soit donc f 1la fonction associée 3 x par les formules (13.2.6). f est a
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priori définie dans Ro~{x=y=0} et on vérifie que :
((Zg -E(B))£) =0 dans R~{x=y=0} .
2,03 ® 3
fEL (R ~{x=y=0}) NL (R” ~{x=y=0}) .

f décroit exponentiellement lorsque (|x| +|y|+|z]) »=.
v @
On note f un prolongement de f dans L (Rs). Alors :

N
(ZB-E(B))f'u
o) u est une distribution 3 support dans {x=y=0}.

Si on montre que : u=0, on aura terminé, car on retrouvera facile-

ment que }' est dans le damaine de ZB en revenant 3 1'équation.

On a le :
P ) 2
Lemme 13.2.1. Sott f€Lloc, tel que (A:c y,zf)m.'f ( o}eLloc
4 ~ {x=y=
2
alors (Ax,y,z?) €L7, .-

Démonstration : On &crit que (&yzz)-h*u avec hELioc, u 2 sup-
1Pl

port dans {x=y=0}.
Soit p(z) une fonction test dans & (R) ; on a :
N
[y, D) 0@ =] hixy,2) 06+ <u, ,00
N
on pose ¥, [ ¥y, o) a2
uy= [ weey, o ez

On obtient ainsi dans &' (R%) :
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[ 5 o«n -%, e
avec o p- p,,E loc

uOED'(Rz) 3 support dans {x=y =0}
v ©
fp€L1°C .
Come £ eL? on a nécessairement eH 2 (RZ) et donc
p "loc’ u;:n loc

=C e .
o é

Si c+0, on obtient une contradiction car alors :
}‘ =XC-log(xz+y2) (mod L7 avec A *0)
o loc .

On adonc u =0 pour tout p et donc u=0. C.Q.F.D.

Le lemme 13.2.1. s'applique directement 3 notre situation car :

(2g-E@NE=0f- 1 ¥eBd +yH)E -E@®)E-u

2 3

v
feLloc(R ).

: 4"}
et, si feLTOC(Rs) , alors -%

Par des techniques analogues, on montrerait de méme qu'une fonction
dans le noyau de (ZB -E(B)) invariante par rotation, donne une solution

invariante dans le noyau de W(E(B),B).
On a donc démontré la :

Proposition 13.2.2. E(B) est une valeur propre de Zg correspondant

d une fonction propre invariante 8i et seulement 8t E(B) est une valeur

de E telle que :

W(E,B) a un noyau non nul dans l'espace de ses
solutiong invariantes dans le domaine de l'extension

de Friedrichs.
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Nous nuus sommes ainsi ramené 3 1'étude de 1'opérateur W(E,B) , en gardant
en mémoire que nous sammes intéressés par le camportement de E(B) lorsque
B-+0.

On souhaite maintenant se ramener 3 des problémes plus classiques pour

pouvoir utiliser les techniques antérieures.

Considérons dans R4 le changement d'échelles :

(13.2.8) u=ix, veiy x€R?, yeR?, reR’
L'opérateur W(E,B) devient :
1 6,2,..2,,.2.2 2,.2,.2

(13.2.9) ';Z (z&’y)-ZOBA X +y ) (x"y) -EA(x"+y") .
On choisit (compte-tenu du fait que E est proche de - %) A pour que soit
vérifiée la relation : - EAZ- Bxb , soit :
(13.2.10) A= (- BV
Posant :

/B 1
(13.2.11) h=Zr=

E AZ =

on tombe sur 1'étude des couples (E,h) pour lequel :

2 2 2,.2,.2 2 2 2
(13.2.12) -h Ax’y-—TE- h+ (x"+y?)x® ey™ + (x" +y")

a un noyau non vide,

soit encore sur le calcul d'une valeur propre A(h) de :

(13.2.13) P(h) --hz%yqxzwz)xz v+ (e yP)

Comme on s'intéresse 3 la plus petite valeur de E, on cherche le niveau

fondamental pour P(h) (d'old 1'identité entre les solutions nulles de

192



EFFET ZEEMAN

W(E,B) et les solutions nulles invariantes). Le lien entre le probléme

initial et le nouveau probléme est donc donné par :

(13.2.14) hsq'_%y , —Ez—(asw BER'

L'étude de 1'opérateur (13.12.13) a fait 1'objet de [H.S.1] et [Si.1]. A(h)
et -E(B) sont des fonctions analytiques sur ]0,1\0[ et ]0,80[ respec-

tivement et on obtient directement du premier article cité que :

13.2.15) Ao L 6 h% , helohl avec |6 |<c?™ (m)! .
n

Remarquons maintenant qu'un nouveau changement d'échelle (du méme type que
celui effectué dans la section précédente) montre que 1'étude de ce probléme
est encore équivalente 3 1'€tude de la premiere valeur propre Vv(s) de 1'o-

pérateur :

(13.2.16) Qs) =8, (% +y%) +s(x? +yH)xt y?
’
avec les relations :

(13.2.17) s=h% , v(s) -*—9‘-‘1

On a ainsi le point de vue perturbation singuliére du probléme.

Considérons la relation (cf. (13.2.14) et (13.2.17) :

2 B
(13.2.18) v(s) = » avec §=———
v/ -E(B) (-E(B))
valable a priori pour BE€ ]0,B0[ .

Campte-tenu du Théoréme 13.1.1 (iii), on en déduit que v(s) admet un pro-

longement holomorphe dans un secteur de la forme :

4"
Qn‘{0<|SI<S(n) , |JArg s | <210-n}
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et que le développement de V(s) :

(13.2.19) ws)v ] 6 s" (avec &)=4)
n30

N
est valable dans tout sous-secteur Q= {0<|s]<s(n), |Args| <20-n}.
I1 existe une démonstration plus directe de ces propriétés (cf. Remarque
13.3.1) mais nous préférons ici aller au plus court.

De plus, la relation (13.2.18) est alors valable dans des secteurs du type
N

Pour réduire complétement le probléme au probléme semi-classique, il

reste 2 problémes 3 éclaircir :

» Le premier est de faire le lien entre Im\v (-s-i0) et ImE (-B-i0).
« Le deuxidme est de faire le lien entre Imv (-s-i0) et la résonance

proche de 4h de 1'opérateur Pa(h) avec a=-1 et

(13.2.20) P, =-h2a_+ (ZeyD) valc? +yRxly? .
Y

Compte-tenu de 1'étude qui sera faite dans les sous-sections suivantes, le
deuxiéme probléme se résout comme dans la section précédente si on remarque
que, campte-tenu de (13.2.17), la fonction Aa(h) =h v(ahz) est holamorphe
pour ael% » 2], Arga€ ]-i-n,+n[ et que,par conséquent, compte-tenu de la
proposition rappelée dans la section précédente et du fait que A (h) =\ (h)
(pour a=1), on a bien :

(13.2.21) z(h) =h v(-h’-10) , h€10,hyl

od z(h) est la résonance de P_1 (h) proche de 4h.

On se raméne donc 2 1'étude du deuxidme probléme qui fait 1'objet du :
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Lemme 13.2.3.

(13.2.22) ImE (~-B=30) =é (1+&(B)) Imv (- __3__2) )
((Re E (~B=30) )

Démonstration : Il suffit de partir de la relation (13.2.18), de prendre
les parties imaginaires et de faire un développement de Taylor de Imv au

point - ———2 . Utilisant que ImE (-B-i0) =O(B") et que v admet
(Re E (-B-i0))

un développement asymptotique dans le secteur considéré, le résultat s'en

déduit aisément.

Compte-tenu de (13.2.21) et (13.2.22) 1'étude de ImE (-B-i0) se ra-

méne donc 3 1'étude de Imz (h).

13.3. Définition de la résonance pour une famille d'opérateurs semi-
classiques.

On considére dans R® la famille :

(13.3.1) pm(h)--hZAxsz»pq2 (1+alxy ]2 1x,1%)

avec Argac€ [-N,n] (n>0), ‘lz<|°i<2 .

I1 s'agit dans le méme esprit qu'd la section précédente de montrer que les
hypothéses des sections 8, 9, 10 sont satisfaites. De nouvelles difficultés

apparaissent car 1'isle n'est plus compacte.

On concentre nos efforts sur le cas a=-1, car, pour Arga€
]-llen,n] , on est dans une situation ''elliptique', et la vérification des
conditions ci-dessous est stable par petite perturbation dans les classes

d'opérateurs pseudo-différentiels considérées.

Considérons donc le potentiel :
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2

(13.3.2) V(x) =x% (1 -x x%) x = (x7,x,) € RZ xR

pour lequel on a déja observé 1'invariance par Rg ¢ ((el,ez) ES1 XS‘)
' 1272

(et od on note x2-|xl2 ,xf-lxllz,...) :

(13.3.3) V(Re1 Xy ,Rez xz) =V (x1,x2) .

24+

V est donc déterminé par sa restriction V0 a R
2++
(13.3.4) Vo(‘vtz)'v(tl'o-‘z'o) S (t,,tz)en .

On introduit les poids (r,R) suivants :

2)1/2 2)1/2

r(x) = (1+ x| (1 +1x,1% 1%,

(13.3.5) -
R = (1+ 1x1D™2 (e i1 2 1x,1H 2

Observons qu'on a bien r>1, rR>1 et on remarque aussi que :

-1/2 1/2

0+ 1x19 7V 2ers 0+ x|D

(13.3.6)
a *|x|2)‘/z sre(1+ Ix|2)3/2 .

Par ailleurs r,R ont les mémes propriétés d'invariance par rotation que V.

De plus : |V(x)|\<r(x)z pour T3
Si yec“, xell4 et |y-x|<seR(x) avec ¢ assez petit, alors
N yl?] o~ e (xl?
et
Ly 12 1v,1% = 1 121 2 Ly 12 = 1%y 2 Tyl 2 - Ixgl 2
o Ixg 12 1yl 2= Ixy1%]

2 2 2
“1x,12 1y 12 - 1x, 1%

4
Ce+xqltixl% .
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Par conséquent, on vérifie que :
Vol <Cr .

Cet argument montre aussi que si 1'on étend r,R de maniére holomorphe
dans le domaine |Imx|<eR(Rex), alors |[r(y)|<Cr(x) |R(y)|<CR(x)
pour x¢€ R4 et |y-x|<eR(x). Donc par les inégalités de Cauchy, on

obtient :

r=@ (R lal,

(13.3.7)
3O R = cml-lul) )

Nous avons ainsi vérifié que r,R ont toutes les propriétés voulues pour
étre une paire de poids et que :

(13.3.8) p=clevest0 .

Construction de la fonction fuite G.

On va maintenant montrer 1l'existence d'une fonction fuite G telle que :

2

(13.3.9) Hpcat’—r , Co>0 sur p (0)~{0} .
0

On cherche ici des fonctions fuites sous la forme du symbole principal d'un

champ gradient :

(13.3.10) G(x,8) =f'(x) - ¢

ol f est chpisie dans SO,Z_

On obtient facilement 1'inégalité :

U330 H(E (0 =) 3= £1(0) - V') + 20 (€D (V) sur p” (0)

ol f'') est la plus petite valeur propre du Hessien de f : f"

A min{
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On choisira f de telle sorte que f soit dans SO’2 et invariante

par rotation :

1
(13.3.12) £xyix) = £Ry. X1 4Ry Xp) ¥ (9,8) €5 xs! .
Observons qu'alors :

(£' =V") (xq5x5) et A (£ (xq,x))

sont également invariantes par rotation.

(13.3.13)

Nous utiliserons cette propriété ultérieurement pour ne faire les calculs

qu'en des points (t;,0,t,,0) avec t=(t;,t;) €R-".

Considérons d'abord la fonction :
", X$ 'xg
(13.3.14) fx) =——°
x|

(définie pour |x| >Jz et modifiée convenablement pour |[x| petit).

N
On vérifie que f appartient 2 SO,Z et on trouve en posant :

2.2
45t 24+
(]3.3.15) go(t) = T;TZ pour t €ER
et X, = (x}],x}) t, = Ix1|

X, = (x} ,x‘z') t2=|x2|

N
of %o X
ax1 at1 [x]|
an "
2f (% X
?)x1 Z')t1 lel
(13.3.16) < 3w X .
a_xg = 3T2 . -IX—ZI- (tout au moins pour |x1| *0
of _ B X el +0
W, T
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On en déduit que :
N

(13.3.17) -(£' -V')(x1,x2) =-(g(') 'V(')) (t1,t2) .

§- ]

" 3 ”"
Calculons Am.m(f ) qu'on essaiera de camparer avec Amin 0).

Notons que g, est homogéne de d®2 et qu'on a les identités :
81 (t15t) =ty 8yq (812T9) * 15845 (84,19
82(t15t3) =ty 857 (t15t2) * 22 825 (14,))
. 38y gy

(avec les conventions g, (t) =§t—i vy, 8i; 'Tt_;é'f; (ty,t5)).

En un point (x;,O,xi,O) avec x]‘ >0, xi >0, un calcul que nous amettons

montre que :
0 0 0 0 0 O
&1 812 x}
~ 0 g 0 g +g 0 —« 0 -1
(f")(xi,O,xi,O)= 1 12 12 X1
g2 0 g, O 0 0 O xoi
0 212 0 892 0 -1 0 ;5
Si on observe que gnzo et que :
X
;1'- -1
x] est une matrice positive |
-1 -

on en déduit immédiatement que :
N
Apin (B (x3,0,%5,0) 22 (25) (x},x})
et compte-tenu de 1'invariance par rotation, on en déduit que :

(13.3.18) dmin @ &%) 320 @) (x| 1x 1)
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Compte-tenu de (13.3.17) et (13.3.18),1i1 resté maintenant 3 étudier une

minoration convenable de :

(8} *V§) *AnineR) [-2Vy)

24+

(13.3.19)
en un point (‘vtz) de R t.q. Vo(t1,t2)<0 .

On est ainsi ramené 3 1'étude de la fonction 8y sur RzM pour laquelle

on va maintenant faire les calculs.

t2 tz

Soit donc go(tl,tz) W on trouve :

r 4
Bgo .2t2t1 ago Zt1
’
EEETTL R P m‘
4.2 2 3.3
a Zt -6t 9 8tit
(13.3.20) q P 22 62’ Btggt L
aty |t] 1972 |t]
2 6_.,4.2
a%gy  2t)-6t )
e
1 |t]
D'ol :
-g' ov':
(13.3.21) - 2 2
o [Itl (el -2ty ty) Y, 2) *(t,tz) lt]” ((ty tp) -1)]
et
6 .,4.2 3.3 NN
(g". 2 t2-3t2t1 I 4t tZ . 2 i b
0 .6 33 1.2 X3 n
|t] 4ty t1-3t1t2 |t] b ¢
(13.3.22) ¢

£

5
oo we
ne oo
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o 1416 2 2_ /.2 .26 6,6
2 Min [t]” -6 |t] (t;t)) »/(r;2 t) 64t

oo e
ne oo

d'od finalement :
[ gy vpe2n @)V =

(13.3.23) =ﬁ[[z [t el - 2ce B e e ?eace 1P 01?12 -)

, —
+ (tf t§-1)(|t|6—6 |t|‘(t1 tz)z- \/(t%-tf)(’wn? tg ]

On pose Itlzsa, ]t] t2|=b (lsb<-az), on trouve :

5= gl e Vi + 20, (@) (Vo) =
(13.3.24)

=—22[3a3b2-83b4-as*4abz-(b2-l) Vi@l-4b43+6a1® ]
a
(On a utilisé 1'identité (t3-tD)%=a?-4b%.

On suppose que 1sbs§ a, €€J]0,1] et on va discuter 1'estimation

en fonction de €. On obtient d'abord une minoration de ¢ par :
2 [«.3,2_ o 3,265 3 2., .3
] ;-—Z[Sa b“-8a’b x-a +4a-(b"-1)a ]
a
>4 [Za-”bz (l-ez)wa]
a
d'od
(13.3.25) ®>3 [az b2 (1-¢%) +z] :
On a donc finalement pour 1< [t, t2|$ % |t|2 , €€[0,1]
1y 1" 2 2 8
(13.3.26) -80V0* 2 \nin () (-Vg) 32 (1 -€7) (1) ’I_qu
t

(ro(t) ’r(t1;0:t2,0))
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N N
Cette inégalité montre que la fonction fuite G associée 3 f vérifie :

v 1
(13.3.27) HpG>,0 pour |x| >y
et
Y 1.2 .
(13.3.28) %G)C—r si (|x1|-|xz|)>e|x| .
€

Pour obtenir une fonction fuite valable partout, on pose, pour |x| >% :
a Ixy1 = [x,]
£(x) =£(x) +6, x(——’———z) Uxy 1% + 1%
€ |x]|

avec €>0, ¢, choisi assez petit et o0 X est une fonction de troncature

égale 3 1 sur l--}, -‘z[ et 3 support dans ]-1,+1[.

0,2

La fonction f£(x) = |x1|2* |x2|2 étant dans S dans |[[x;] - [x;|] s€ |x]

v

et vérifiant -f'- V' *Z)‘min (f") -V >C16 |x|6 dans cette zone (sur V<0),

on obtient finalement que G définie par :

G(x,g) = (Vf) (x) - &

est telle que :

2

(13.3.29) HpG>z1:r sur V'(1-=,0]) .

Vérification de 1'hypothése d'ellipticité en dehors de p“@ .

On doit maintenant vérifier la propriété (8.15) ou encore, compte-tenu

d'une remarque faite dans la section 9, vérifier (9.4).

On raisonne par 1'absurde ; supposons qu'il existe € >0 et Wel
voisinage du puits U={0} et une suite X, avec ’%Eé\(w nB(aﬁ,eo))

telle que :
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(13.3.30) 0<h(x) <1 avec h(x) -

r(x)

Alors on a une contradiction.
Rappelons que dans les notations des §.8 et 9, on a :
= 2 2 N 2 2
(13.3.31) U={0}, O={Ix;|"Ix,1"<1}, 30={x,x*0, x| [x,["=1} .

Si la suite l’ﬁxl (ou plus exactement une sous-suite extraite de celle-ci

est barrée), on obtient immédiatement une contradiction.
Le cas pouvant poser probléme est le cas ol :

lxnl - ®

(13.3.32)
xpE )l -1

et on suppose par exemple que :

+ @

(13.3.33) Xyl =0 4 Ixy ol

On obtiendra une contradiction, en construisant une suite Yn telle que :

(13.3.34) Vi) =0 et |x -y |<egR(x) -

On cherche Y, Sous la forme :

ce qui conduit a

soit :
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2 2 2
tr2e + (1 -]x]’nl lxz’nl ) =0

et on trouve facilement tn'+0 avec :
2
|

tg= (1 +0@) (Ix; ol? Ix, 11%-1)

On en déduit que :

|x, - ¥y o1t Ixp 1 (o)
—— = (1 +o(y) L = * it
" o)) o = Iyl I gl 1|
et on conclut que :
M -0 . C.Q.F.D.
R(x,)

Le bilan de cette section est le suivant. Les hypoth®ses du Théoréme
8.3 sont satisfaites pour P_1 (h) et permettent de définir la résonance
prés de 4h. Comme dans la section précédente, on peut montrer qu'il existe
t>0 tel que la famille Pa(h) soit une famille holomorphe d'opérateurs
non bornés dans H(At,l) , de domaine H(At,rz) ol At est la Lagrangienne
associée 3 (la modification) de G construite ici et o0 a parcourt le do-

maine Arga€ )J-I-n(t),n(t)[ avec n(t) >0 assez petit, %<lu]<2.

Pour Arga€ ]J-M+n,n[ (n>0 assez petit) la démonstration du Théoréme
8.5, montre que les résonances ainsi définies sont les mémes que celles
qu'on pourrait définir avec At'AO (t=0) c.a.d. en considérant Pa(h)
comme famille non bornée dans LZ(R4) et qu'en particulier ce sont bien

les valeurs propres usuelles pour a € R (;<a <2).

Remargue _13.3.1. L'existence de ce calcul pseudo-différentiel permettrait

de démontrer directement les propriétés de v(s) que nous avons déduites

par commodité des propriétés de E(B) (on peut suivre la démonstration
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proposée par S. Graffi [Gral). Ceci permettrait une démonstration alterna-
tive des propriétés (ii) 3 (iv) de E(B) (Th. 13.1.1) 3 partir des résul-
tats sur v(s) en utilisant 13.2.17. Nous omettons les détails. Les pro-
priétés de sommbilité de Borel de E(B) se déduisent de celles de v en

utilisant par exemple 1'appendice de [Gra.Gre.Ha.Sil].

13.4. Calcul de la résonance pour P_;(h).

Compte-tenu de (13.12.21), (13.12.22) et de 1'étude menée au
§.13.3, la démonstration du Théoréme 3.1.2 se raméne 2 1'étude de la réso-
nance z(h) de 1'opérateur P_](h) pour laquelle nous pouvons utiliser
la machinerie développée au §.9. On se propose dans cette sous-section de
vérifier les hypothéses des Théorémes 10.8 et 10.12 et de démontrer plus
précisément la :

Proposition 13.4.1. L'opérateur P_I(h) admet dans une boule de centre

4h et de rayon € h une unique résonance telle que :
(13.4.1) - Imz(h) == Y2 0 16 /7 (£(h)) TV
ou f(h) est un symbole analytique tel que f(0) =1.

Détermination des géodésiques minimales.

Compte-tenu de 1'invariance par S] nS1 , 11 est clair quei la distance
minimale entre {0} et 30 peut &tre réalisée par une géodésique minimale
joignant {0} & un point du type (t] ,O,tZ,O). D'autre part, la géodésique
minimale ijoignant 0 2 (t1,0,t2,0) est unique car |W| #0 sur
{Vv=0~{0}}. Enfin, si on a une géodésique minimale dans R (pour dvo),

c'est une géodésique minimale dans R4 pour l'injection naturelle de RZM

dans R4 . Pour des raisons de symétrie, on fait un changement de variable

orthogonal en posant :
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t, -t t, +t
L S i S

13.4.2)
( ' T

Dans ces nouvelles coordonnées le potentiel s'écrit :

(13.4.3) Wy Is,t1= 22 (1 -3 th1es? e ety es? (p (02 -5
t>0

dans une zone u {0} .
O<is| <t

Compte~tenu de la positivité des 2 derniers termes, on voit qu'a t fixé
le minimm de W, est toujours atteint en s=0. Il est alors facile de
voir que la géodésique minimale est donnée par 1'équation s=0 (ou dans

les anciennes coordonnées par 1'équation 4 -tz).

Wk
30
4}
La distance S0 est alors obtenue par :
/7 /— 1
4
= t = / A |
(]3.4.4) SO I t I-T dt-I 1-u® du 'a'
0 0

On obtient ainsi que 1l'ensemble T des points de type 1 est la sous-variété

“de dimension 2 définie par Ix;1 =1, |x;| =1 et que celle—ci est de codi-

mension 1 dans 20.
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Pour obtenir les résultats optimaux, le deuxiéme point 3 vérifier est de
montrer que la caustique € est au voisinage de T une sous-variété de di-

mension 3 ayant un contact d'ordre 2 exactement avec 0 1le long de T.

Etude de la caustique.

De nouveau, des arguments de symétrie conduisent 3 la réduction du

24+

probléme 3 R

Si on désigne par f(s,t) la fonction dwo((s,t),O) -S0 , on sait
(cf. [H.S.1]) que cette fonction est ¢” dans un voisinage de ((0,72[ x{0}).
Plus précisément, on a vu dans la section 10 que f est C1 jusqu'au bord
fa'o (=&n RZN) de la trace de la caustique sur RZM et la restriction
}' de f 2 80 est C . Compte-tenu de la remarque 10.3, il s'agit de mon-
trer que }‘ s'annule exactement 3 l'ordre 2 au point (¢¥2Z,0).

L'expression de f au voisinage de la caustique (faite autour du point

10.22) montre qu'on a, en paramétrant par s, la courbe {?0 :

7 2
(13.4.5) o= 1m ZEn ¥
9s t</3 9s
t+/2

N
Par conséquent f s'annulera exactement 3 l'ordre 2 en s=0 si et seule-

ment si £ #0. On montrera ultérieurement que :
(13.4.6) g = %
ce qui montre donc la propriété souhaitée.

Utilisant 1'équation eiconale (10.25), on obtient qu'en (¥/72,0), on a

1'égalité :

(13.4.7) 22at g th et nepthe 66Y sur g
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si %, est définie par :

(13.4.8) t = /Z- b(s)
avec
(13.4.9) b(s) =B s2+ O (s%)

on déduit de (13.4.7) a (13.4.9) que :
2224/78+2
et par conséquent :

L'équation de la trace de la caustique dans

2++

(13.4.10) R est domnée par :
2
t=/Z-(L-n 006 .
(Hz ) —e (

Démonstration de 1la Proposition 13.4.1. Compte-tenu de la formule (10.74)

et de 1'invariance par S1 XSI , Ona :

12
(13.4.11) -Imz(h)-h‘/zen/Zh-H'zo-(w—n—) - @18 (1+ G M)
1

)
)
2%f
(13.4.12) @, (1) =a—sz (0,t)
et ol
(13.4.13) = lin (ay(0)-0)

t+/7
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avec
t4
(13.4.14) 0y (1) =-»/w0 (0,t) = tV1 - » te€lo, /21
et ol ao(t) est 1a restriction de 1'amplitude de la solution W.K.B.
-%(X)O)
a(x) *e h [1+

. ©Mh)] ala géoc-lisiqtjle minimale x(t) = (-/‘—T,o ,-/LT,O)
normalisée par a(0) =1. Le terme I figurant devant ¢ dans (13.4.11)
correspond au fait que la bonne normalisation (en norme LZ) conduirait a
a(0)=(n h)_l . On vérifie alors, 3 partir de 1'équation eiconale et de
(13.4.3) que @ vérifie 1'équation :

4
W 0,0 o) + of =1+ 5

(13.4.15)
@, 0) =1

11 suffit en effet d'identifier les coefficients en sz de 1a relation

|v dy (x,O)I2 =V(x) qui s'écrit,si on désigne par @¥(s,t) la restriction

de dV a R

24+

dans les coordonnées (s,t)
(13.4.16) IVS t ua(s,t)l2 = Wy(s,t) au voisinage du rayon minimal
»

et de se rappeler que :

52+t2 3
(13.4.17) o(s,t) = >——+ O(|s| +|t])” pres de (0,0) .
On a alors :
2
(13.4.18) o(s,t) = @y(t) + 55 @y (1) + 6 (s

et (13.4.15) se déduit de (13.4.16) 3 (13.4.18).
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On traite de 1a méme maniére la premidre équation de transport pour

a qui régit son évolution le long d'une géodésique minimale :

(13.4.19) ZVdV'Va*[A(dV) -4la=0 .

Dans Rf*_ , ol on reprend les coordonnées (t,s), (13.4.19) devient :

20} (t) af(t) + [05(t) +Z 0f(t) +;(t) -4] ag(t) =0
(13.4.20)
ao(O) =1 .

Toutes ces considérations apparaissent de maniére heuristique chez

(Ba.Ben.W.] pour un probléme voisin; notons ici, ce que nous développerons

au §.14., que nous pourrions ainsi justifier mathématiquement toutes leurs

considérations.

On va montrer ici, en s'inspirant de leur étude (et de remarques de
P. Vogel que nous tenons 3 remercier), camment résoudre explicitement le

systéme d'équations différentielles (13.4.15) - (13.4.20).

La résolution de (13.4.15) est classique : recherche d'une solution
particuliére -V1 ;t4/4 . On se raméne a2 une équation de Bernouilli qui se
raméne par changement de fonction 3 une équation différentielle du ler ordre

linéaire qui s'intégre sans trop de difficultés. On obtient ainsi :

3 2
(13.4.21) o (t) = - V1 -3‘- + —l—z— .

Arc sin (-tz—)

Ceci démontre (13.4.6) car o, (V2) =2 .

Plutdt que de résoudre (13.4.20), on pose 6(t) =Log(ag w(')) et on ob-

serve que ©6(t) vérifie 1'équation :

(13.4.22) e-- 5'5 1 o) +o, - 41 .
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4
Posant : 6(t) =p(u) avec u-%—, on obtient que :

p(u) =C -7 Log u- Log (Arc sin/T) - 2 Argch (—=)

) /u
La constante C est déterminée en observant que :
8(t) v Logt+®(t) 1lorsque t~0 .
On trouve ainsi que :
(14.4.23)  p(u) =3 Log 2- yLog u - Log(Arc sin &) -2Argch(/l_) .
u

Soit encore :

-2 Argch()
(13.4.24) aley(t) = 24 7 Aresin (N7 -e t

On en déduit que :
(13.4.25) 0= sﬁr@ )

Compte tenu de (13.4.11), la Proposition 13.4.1 est démontrée.

Démonstration du Théoréme 13.1.2. (13.1.4) se déduit immédiatement de

(13.2.14), (13.2.21) et (13.2.22) en se rappelant que ReE (0) =-} .
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14. QUELQUES RBMARQUES JUSTIFIANT L'ARTICLE DE BANKS-BENDER-WU [Ba.Ben.W.].

Cet article est 2 notre comnaissance un des seuls articles traitant de
la formule de Bender-Wu en dimension >1 de maniére convainquante 2 défaut
d'étre camplétement rigoureuse('). Nos techniques permettent en faitde justi-
fier complétement les arguments qu'ils avancent et dont ils avaient seule-
ment vérifi€ le bien fondé par des calculs numériques. On traitera simple-
ment ici le modéle qu'ils ont considéré tout d'abord et qu'ils ont considéré

camme significatif.

Nous le présentons dans le contexte semi-classique ; la réduction a
cette situation est analogue aux cas que nous avons considérés dans les

§.12 et 13.
Considérons donc :
2(d% | d¢? 2,2, 4.4 2.2
(14.1) P(h) =-h (d—xz+—-z>*(x +y)-(x +y +2x°Y")
dy
od c vérifie -1<c

et on se propose d'€tudier la résonance située prés de 2h et plus exac-

tement le camportement asymptotique de Imz (h) lorsque h-0.

Le cas c<-1 n'est pas considéré par ces auteurs, mais il ne semble
pas exclus dans notre approche, car, nous pouvons sans doute traiter ce cas
ol 1'ile n'est pas compacte par les techniques introduites pour 1'étude de
1'effet Zeeman. On se limite pour 1l'instant au cas o0 c>-1. Cette condi-
tion est naturelle si on pense au probléme des perturbations pour Q(t) =
- %(,y* (x2+ yz) +t (x4 4y4 +2 x2 yz) , t>0. Elle implique que 1'opérateur
Q(t) est semi-borné. Nous ne détaillerons que les points différents de

ceux considérés aux §.12, 13. L'existence de la résonance ne pose pas de

(+) du point de vue d'un mathématicien.
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problémes nouveaux et nous allons donc surtout nous attacher aux problémes
nouveaux posé€s dans 1'étude de P(h).

On a avec les notations des paragraphes précédents :

(14.2) U={0}, G={(x,y) €R?, x*+y?sxteytocxlyly.

On voit facilement que @ est relativement campacte, et la premiére chose a
considérer est d'étudier la nature des géodésiques minimales entre U et

30. Banks-Bender-Wu en donnent les équations en indiquant qu'il suffit de
chercher les points cols du potentiel V situé dans 0 et de remarquer que
passent par certains de ces points cols des géodésiques minimales qui sont
miraculeusement des droites. Cette technique a 2 lacunes, d'une part sa jus-
tification est peu claire car rien ne dit a priori qu'une géodésique mini-
male doit passer par un point col et on peut imaginer des situations ol ce
n'est pas le cas, d'autre part les auteurs ne vérifient pas qu'ils ont ainsi
toutes les g€odésiques minimales, la justification de ce dernier point ne
s'obtenant que, a posteriori, par des vérifications numériques qui rassurent
camplétement le physicien mais ne satisfont pas totalement le mathématicien.

La démonstration de ces propriétés est pourtant trés simple. On pose :
(14.3) Voo = o +yh) -t eyt e 2ex?yh)
et on considére 3 cas :

Dans ce cas, le potentiel V1 x,y) = (x2 4y2) - (x2 *yz)z est invariant
par rotation et tous les rayons issus de (0,0) sont des géodésiques mini-

males. Ce cas est étudié au §.12.
Cas 2. c«<1.

On remarque que :
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V_(x,) =V, (x,) +201 -e)xl yP .

Si c<1, on observe alors qu'on augmente le potentiel en dehors des deux
axes x=0, y=0. La distance de tout point de 35c 3 U augmente stric-
tement en dehors de ces deux axes. Il ne reste donc plus que 4 g€odésiques
minimales joignant en ligne droite (0,0) aux 4 points de 36c qui n'ont

pas bougé a savoir (0,1), (1,0), (-1,0) et (0,-1).

Quand on fait varier ¢ dans J]-~,1], la distance 2 35C est cons-

tante et égale 2 :

1 1

= - 2 .] - -1

(14.4) Softltdtzj\liudux.

0 0
Remarquons que dans ces considérations, 1'hypoth&se c¢ >-1 n'intervient
pas.
Cas 3. c»>1.

On fait le changement de variable orthogonal :

(14.5) XY ; X YXas .
/7 /T

Dans ces nouvelles coordonnées, le potentiel devient :
W (t,s) = (s2+th) -3 1oy (t2esDPaz(c-1) sPe?
et on campare ce potentiel avec le potentiel symétrique

W(t,s) = (sL+th) -3 (+a)tfeshH? .

Par les mémes arguments que dans le cas 2, on obtient qu'il y a 4 géodési-
ques minimales correspondant cette fois-ci aux 4 bissectrices (dans les

coordonnées x,y) .
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La distance 2 30, varie avec c et est donnée par :

2
T !

(14.6) sc=j uv/l-(%—c-)uzdu=11—cj Viv dvs-ﬂ%—a ;
0 - 0

Le changement de variable montre donc que le cas 3 se raméne 3 celui du cas 1

(-1 <c<1) et on se contentera donc d'étudier ce cas.

Calcul de la résonance dans le cas -1<c«<1.

On procéde de maniére complétement analogue 3 celle de 1'étude faite
au §.13.4. I1 y a 4 contributions identiques de chaque géodésique et on se

contentera donc de calculer celle relative au rayon joignant (0,0) a2 (0,1).

Comme au §.13 (cf.(13.4.11), on a :

2 SO/h /2

1
(14.7) -Imz(h) -e -h“/z-%-a-o-(-«%) (1+ O

()] L) satisfait 3 1'équation :

t V1-t2 m{#wlzﬂ -2ct? sur [0,1(

(14.8)
m1(0) =1
(14.9) 0= lin (ag @) avec @(t) =tV1-t?

et ol a, satisfait 3 1'équation :

2t\/1-t2 a(')+ («do'ﬂp]) ao=Za0

(14.10)
ao(O) =1

Toutes ces formules se déduisent du Théoréme 10.12 2 condition de vérifier
que la caustique a un contact d'ordre 2 exactement aux points (0,1) , (1,0),

0,-1), (-1,0) , ce qui équivaut comme au §.13 3 la vérification de :
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(14.11) @ (1) +0

Résolution de 14.7. (d'aprés [Ba.Ben.W.])

Le changement de variable s-/l?, conduit 2 1'équation :
-(1-52)% (s) *wz(s)- 1--2c+2csz s €]0,1]
(14.12)
v(1) =1
()]
(14.13) ¥(s) =9 (1) avec s=v1-t? .
Cette équation est justement 1'équation (4.15) de [Ba.Ben.W.] p. 3352.
On fait alors le changement de fonction :
(14.14) vs) = -1 X
qui conduit 2 1'équation classique de Legendre suivante :
(14.15) (l-sz)x"-ZSX'*x(Zc-]—_I?)-O .
La '"bonne'" solution de (14.15) est domnée par la fonction classique (cf.

Bateman manuscript Project, Vol.1, p. 121)
(14.16) PU(s) avec v(w1)=2c,u=-1

Cette solution a les propriétés suivantes (cf. Bateman manuscript Project,

Vol.1, p. 145) qui justifie son choix :

(14.17) Pl = 3

(14.18) P.I(0) =- 172 cos(zmv) ———
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/7 P\)1 (s)
1 s

(cf. Bateman manuscript Project, Vol.1, p. 163).

-P:,1 "(s)(1-5)1/2
—_— 1

2/7 s+1

Les relations (14.14), (14.19) et (14.20) impliquent que ¥(1) =1.

(14.20)

Vérifions maintenant que la condition (14.11) est satisfaite. On a

(1) =y (0) Tmrp;l'(m
w = B -
1 Vv
d'od
cos (JM1V) rGeq) r(%u‘zv )
(14.21) o (1) =+2-

Sin(ZV) T (G ) T (1+3v)

(On vérifie que @, (1)*# 0; les singularités apparaissant pour certaines

valeurs de v ne sont qu'apparentes !).
Calcul de &.

On pose 0O(t) =Iog(a(2)¢6). L'équation régissant O se déduit de
(14.10). On obtient :

(14.22) 9y (t) g—ﬁ’- =2-9 (1) .

Dans la coordonnée s ,(14.22) devient, avec 5(5) =0(t)

d5 2 X'
(14.23) . R
ds 1-s¢ X

d'od :

8(s) = C - Log (=3) - Logx .
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C est obtenue en remarquant que lorsque s-+1,

8(s) =3 Log (1-s7) + o(1-s) = J Log (1-s) + B2 + o(1-s)
=C - Log 2+ Log (1-s) -  Log (1-s) + 224% + o(1-s) .

On obtient par conséquent :

x 1
§(s) = Log 2- Log (7=3) - Logx

d'ad
(14.24) 0= "(UTZ -t
X P, (0)
Calcul de la résonance.
Compte-tenu de (14.6) on obtient :
2s./h _ _
-(Imz(h)) e 0 h1/2_8‘111/2 1

; (1+om)] .
-1 -1 172
(P, (0 (-P}") (0)]

I1 résulte de (14.17) et (14.18) que :

v T Ggegv)

-1 -1 1 e
P (0P (0) =-+=sinllv
v 4 rG+PT+gv))

sinlv

1 . 1
'ﬁsm““"(—ﬁvw Tl2c
D'od finalement :

2 So/h

-(mz))e O n'/?

2c
=8 Gy

)2 e omy)

-2 SO/h

, 1/2 2 \1/2 o,
(18.25) Imz(h)=h'/“.8.e o) S nrom .

Cette formule coincide 3 renormalisation prés avec la formule (4.41) de

[Ba.Ben.W.].
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On peut préciser le (1+® (h)) dans (14.25) sous la forme (1+ O (h))
est un symbole analytique. Ceci conduit 3 des formules de Bender-Wu plus
précises comme dans le §.12 et qui semblent difficile 3 justifier avec la
technique de ''Matching' de [Ba.Ben.W.). Ceci justifie les expressions du
type (5.1) de B.B.W,.

Remarque 14.2. Le cas a#*b, a>0, b>0, c>-vab.

Ce cas est également traité dans [Ba.Ben.W.]. Nous remplagons seule-
ment 1'argument peu rigoureux 3 nos yeux des points selles, le reste se dé-
roulant comme dans le cas symétrique. Par changement de coordonnées ortho-

gonales, on se raméne toujours 3 la situation od a<b, c<b.

On compare de nouveau avec une situation symétrique en remarquant

que :
oyt - @xtebyt rzexly?) = Py - bRt R e P (ma)xt s 2000y
On remarque alors que seules les géodésiques minimales (0 ,—/t:) (tefo,1])
b
et (0, -t—) (t€[0,1])) subsistent lorsque 1'on ajoute
/b
2 2 2 . .
x“((b-a)x” +2(b-c)y”) au potentiel symétrique .

La suite de la démonstration s'adapte essentiellement sans changement en
reprenant les arguments de [Ba.Ben.W.] avec 1'adaptation que nous avons

faite précédemment.
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APPENDICE A. Théorie de Fredholm.

On reprend la théorie classique sous une forme directement utili-
sable dans le texte principal. Soient d'abord A ,B des espaces de Banach
sur € et nsz-»Pz : A+B une famille continue (en norme) d'opérateurs
bormés. Ici Q<€ est un ouvert. Soit ZOEQ et supposons que PZO soit

un opérateur de Fredholm d'indice fini. Soit a_=dimKer Pz , a =

a a
dim Coker P, . On choisit alors R_: € "+B et R, :A-C * bornés de
0
a
rang maximal tels que R_(C ") soit transverse 2 Pz (A) et R,
Ker on
soit bijectif. On introduit alors 1'opérateur :
P R
z - a a
(A.1) ?zos 0 : AxC ~ +BxC ' ,
R 0
'+
qui correspond au probléme :
Pz u+R u_=v a_ a,
(A.2) 0 , u€A, u eC , v eC  , veB .

R*u v,

On voit facilement que ce probléme admet une solution unique et donc que
@z est bijectif avec un inverse borné. L'opérateur
0

(A.3) P . : i

a donc les mémes propriétés pour z dans un voisinage V(zg) de z, et

1'analogue de (A.2) (avec Pz remplacé par Pz) a donc une solution unique
0

de la forme :

(A.4) = é)

E_(z) E_, (2) v v

+ +

u

u ) E(z2) E,(2) v v
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pour 2z €V(zo). Iei E,E ,E_,E_, varient continQment en norme avec :
et E-*(zo) =0. De plus E _(z) et E_(z) sont de rang maximal pour z=2,

et donc pour tout zEV(zo) (si 1'on diminue V(zo)). Pour z€V(z étu-

o)
dions maintenant 1'é&quation :

(A.5) qu-v

et introduisons v*=R*(z)u comme variable auxiliaire. Alors (A.5) équivaut

a:

u=E(z)v+E_(2)v,
(A.6) .
0=E_(z)v+E_, (2)v,

Pour v€B donné, (A.S5) admet alors ume solution ssi E_(z)v€ImE__(2).
Puisque E_{z) est surjectif,nous voyons d'une part que Im(P,) est fermé

et d'autre part que :

-(A.7) Codim Im (P,) = Codim Im (E_, (2)) -

De la méme maniére, puisque E_ est injectif, nous voyons que :
(A.8) dimKeer = dimKerE__(z) .

En particulier ind (PZ) =ind (E_ ) =a -a_ est indépendant de z (résultat
bien connu).

Regardons maintenant la théorie spectrale. Soient g, V(zo) comme
ci-dessus et supposons que V(zo) soit ouvert et connexe. On suppose main-
tenant que AcB avec une inclusion dense et que Pz =P -z. On suppose en

+

plus que PZ est bijectif pour au moins un point de V(zo). Alors E_, est

bijectif au méme point et donc a =a_=n. E,E_,E_,E dépendent mainte-

+? Tt
nant holomorphiquement de. z et les z€ros de detE_ (z) forment donc un en-

semble discret de V(zo). Quitte 3 diminuer V(zo), nous pouvons donc supposer
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que E_ (z) (et donc P-z) est bijectif pour z€V(zO)\zo, pendant que

E_+(zo) =(0. Pour z#2z,, nous avons :
(A.9) (P-2)"' =E(2) -E,(2) E_,(2) T E_(2) .

Si y est un contour simple autour de zg et si ?‘ désigne 'ZIITIJ , alors :
Y Y

(A.10) no- §-(z-p)" dz = -4}E+(z) E., () E_(2) dz
def.

Ici on constate que E_‘(z)-1 a un pdle d'ordre fini N0 en z=z,, et on

introduit le développement de Laurent :

R

-N R
-1 0 -1
(A.11) E_*(z) = —————N-O AT T_—TZ‘ZO + holomorphe
(z-2;)
0

ainsi que les développements de Taylor de E, :

(A.12) E (2) = E,_,(zo) +E} (zo) (z-zo) + Eiu (zo) (z-zo) Z, cee o

D'aprés la formule des résidus :

(A.13) n= - Ul R, EMp .
j*a-ke=1
T<keN,

Puisque les opérateurs EEJ )(zo) sont de rang fini ¢n on voit que JI est
de rang fini N(}L- On voit aussi directement sur (A.10) que Im(m) cA.
Puisque A est dense dans B, et Il est de rang fini, on a: II(A) =M(B).

Pour u€A, nous avons:P(z-P)'lu= (z-P)-1Pu=-u+ 2(z-P) Tu et

donc en intégrant :
(A.14) MPu=PNMu , Vu€A.

Donc II(A) =II(B) est invariant par P. A 1'aide d'une récurrence facile,on

montre ensuite que :
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(A.15) (P-w)™ 1 = §(z-w)m P 'a

Y
pour w€z, m=1,2,... . Pour w€V(z0) 3 1'extérieur du contour Y, on a

aussi
-1 -1 -1
(A.16) (P-w) H=§'(z—w) (z-P) " dz .
Y
En effet, si 1'on appelle W le second membre de (A.16), alors :
-1, -1 -1
(P-w) W-?(z-w)(z-w) (z-P )dz=1 ,

car &(P-z)(z-w)" (z-P) ' dz=0.

Soit rcV(:O) un deuxiéme contour simple qui contient y dans son

intérieur. Alors d'aprés (A.16)

n2=<f\(w-r>)" ndw=§ (?(w-z)_l (z-P) "' dz) aw .
r

r vy
Ici on peut renverser 1'ordre d'intégration et, puisque *‘(w-z)‘1 dw=1 pour
zZ €y, on obtient : r
(A.17) 1'12 =1

Donc 11 est un projecteur de rang fini avec IN(B)cA et T(B) est P-inva-

riant et nous avons (P—zo)_Eln(B) =0. La derniére propriété résulte de
(A.15) avéc w=2z, puisque d'aprés (A.9) : (P-z)-1 a un pdle d'ordre \<N0

en z,. I1 ne reste qu'a montrer que :
(A.18) (P-zo) :AnKern+BNKerQ est bijectif .

On pose Q=§(z-zo)'1 (P-z)-] dz : B+A. Il est clair que T et Q commu-
tent, donc Q : BNKer T+ANKer. De plus,
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z-2)
(P-ZO)Q'§-(Z—ZOT (P-z)~ dZ* *(Z- (P-2) (P-Z)
=-Jl+1.

Donc, QIKerII est un inverse 3 droite de 1'opérateur (A.18). De la méme
maniére, on obtient : Q(P—zo) =1-1 et QlKerH est donc aussi un inverse

a gauche.

On remarque aussi que si Z GW(zo) » ;%25 est un deuxiéme point
od P-z n'est pas bijectif avant diminution de V(zo) 3 la page (A.3),

et si IIz , Hz sont les projections correspondantes alorson a :
0 1

(A.19) M, N, =0, N0, =0 .
20 4 21 )

Remarque A.1. On voit facilement que ZE E_(2) =E_(2) E (z) . Si E_(z()
E+(ZO) est inversible on voit que No-l puisque E-¢(ZO) =0 et Zy est
donc un pdle simple pour (P-z)‘l. (On vérifie aussi directement que 1'in-

versibilité de E_(zo) E*(zo) équivaut 3 la condition Im(P-zo) nKer(P-zo)-O,

qui exclut des vecteurs propres généralisés).

Dans la section 9, on reprend des arguments de cet appendice dans des
situations od E_*(zo) est non-inversible mais pas nécessairement 0. La

derniére remarque n'est alors plus valable.

224



BIBLIOGRAPHIE

[A.He.Si.] J.E. AVRON, I. HERBST, B. SIMON : Schrddinger operators with
magnetic fields III, Atoms in homogeneous magmetic field, Comm. Math. Phys.
79, p. 529-572, (1981).

[A.1] J.E. AVRON : Bender-Wu formulas and classical trajectories : higher
dimensions and degeneracies, Int. J. of Quantum Chemistry 21 (1982), 119-124.

(A.2) J.E. AVRON : Bender-Wu formulas for the leeman effect in hydrogen,
Ann. of Physics 131, (1981), 73-94.

[Ag.C.] J. AGUILAR, J.M. COMBES : A class of analytic perturbations for
one-body Schrddinger Hamiltonians, Comm. Math. Phys. 22 (1971), 269-279.

(B.C.] E. BALSLEV, J.M. COMBES : Spectral properties of many-body
Schrddinger operators with dilation analytic interactions, Comm. Math. Phys.
22 (1971), 280-294.

[Be.F.] R. BEALS, C. FEFFERMAN : Spatially inhomogeneous pseudo-differen—
tial operators, Comm. P.A. Math., 27 (1974), 1-24.

[Be.] R. BEALS : A gemeral calculus of pseudo-differential operators,
Duke Math. J., 42, n°1 (1975), 1-42.

(Ben.W.1] C. BENDER, T. WU : Anharmonic oscillator, Phys. Rev., 184 (1969),
1231-1260.

(Ben.W.2] C. BENDER, T. WU :
Phys. Rev. D7, (1973), 1620.

(Ba.Ben.W.] T. BANKS, C. BENDER, T. WU : Coupled anharmonic oscillators I.
Equal mass case, Phys. Rev. D., Vol.8, n° 10, (Nov. 1973), 3346-3366.

225



B. HELFFER - J. SJUOSTRAND

[(Ba.Ben.] T. BANKS, C. BENDER : Coupled anharmonic oscillators II: Unequal mass
case, Phys. Rev. D., Vol. 8, n® 10 (Nov. 1973), 3366-3378.

(Bo.S.] L. BOUTET DE MONVEL, J. SJOSTRAND : Sur la singularité des noyauz
de Bergman et de Saeg¥, Astérisque 34-35, (1976), 123-164.

[Bo.G.] L. BOUTET DE MONVEL, V. GUILLEMIN : The spectral theory of Toeplita
operators, Ann. of Math. Studies, n® 99, (1981), Princeton University Press.

[Co.] E. COLEMAN : The use of instantons, Conference d'Erice.

[C.D.Se.] J.M. COMBES, J. DUCLOS, R. SEILER : On the shape resonance, 2
paraitre.

[Cy.] H. CYCON : Resonances defined by modified dilations, 3 paraitre.

[De.] N. DENCKER : The Weyl calculus with locally temperate metrics and
wetghts, Préprint.

[Gra.Gre.Ha.Sil.] S. GRAFFI, V.GRECCHI, E.M. HARRELL, SILVERSTONE :
The % expangion for H;: Analyticity, Swmmability and Asymptotics, Préprint.

[Gra.] S. GRAFFI : Séminaire d'Analyse de Bologne (1982-83).

[Ha.Si] E. HARRELL, B. SIMON : The mathematical theory of resonances whose
widths are exponentially small, Duke Math. J., Vol. 47, n°® 4, Déc. 1980.

[H.R.] B. HELFFER, D. ROBERT : Calcul fonctionnel par la transformation de
Mellin et opérateurs admissibles, J. Funct. Anal., 53, n°® 3, (1983), 246-268.

[H.S.1)  B. HELFFER, J. SJOSTRAND : Multiple wells in the semi-classical
limit I, Comm. in PDE, 9(4) (1984), 337-408.

[H.S.2) B. HELFFER, J. SJOSTRAND : Puits multiples en limite semi-classique
II, Interaction moléculaire, symétries, perturbation, Ann. de 1'I.H.P.,
Vol. 42, n°2, 1985, p. 127-212.

226



BIBLIOGRAPHIE

(H.S.3]  B. HELFFER, J. SJOSTRAND : Multiple wells in the semi-classical
limit III, non resonant wells, Math. Nachr., (1985).

[H.S.4] B. HELFFER, J. SJOSTRAND : Puits multiples en mécanique semi-clas-
sique IV, étude du complexe de Witten, Comm. P.D.E., 10(3), (1985), 245-340.

(H.S.5]  B. HELFFER, J. SJOSTRAND : Puits multiples en mécanique semi-
classique V, étude des mini puits, A paraitre.

[He.] 1. HERBST : Dilation analyticity in a constant electric field,
Comm. Math. Phys., 64 (1979), 279-298.

(H3.1] L. HORMANDER : Fourier integral operators I., Acta Math. 127 (1971),
79-183.

(H8.2) L. HORMANDER : The Weyl calculus of pseudo-differential operators,
Comm. P.A.M., 32 (1979), 359-443.

Ma] A. MARTINEZ : Estimations de l'effet tunnel pour le double puits,
Publications Mathématiques d'Orsay, 85 T 17.

(M.S.] A. MELIN, J. SJOSTRAND : Fourier integral operators with complex
valued phase functions, Springer L.N. in Math., n° 459, 120-223.

(Re.Si] M. REED, B. SIMON : Methods of modern mathematical physics,
Vol. IV, Academic Press, New-York, 1978.

[Si.1] B. SIMON : Resonances and complex scaling, a rigorous overview,
Int. J. Quantum Chemistry, 14 (1978), 529-542.

[Si.2] B. SIMON : Semi-classical analysis of low lying eigenvalues I,
Ann. I.H.P., 38, n® 3, (1983), 295-307.

[Si.3] B. SIMON : Large orders of summability of eigenvalue perturbation

theory : a mathematical overview, Int. J. Quantum Chemistry, 21 (1982),
3-2S.

227




B. HELFFER - J. SJOSTRAND

[Si.4] B. SIMON : Coupling constant analyticity for the anharmonic oscil-
lator, Ann. of Physics, 58 (1970), 76-136.

[S.1] J. SJOSTRAND : Singularitéds analytiques microlocales, Astérisque
n® 95 (1982).

(S.2]1 J. SJOSTRAND : Twnnel effects for semi-classical Schrédinger ope-
rators, Contribution to the workshop and symposium on hyperbolic equations
and related topics, Katuda and Kyoto, August 27 - Sept. 5, 1984, 3 paraitre.

[Ti.] TITSCHMARCH : Eigenfunction expansions II, Oxford at the Clarendon
Press, 1958.

[(V.1] B.R. VAINBERG : On the analytic properties of the resolvent for a
certain clags of operator-pencils, Mat. Sb., 77(119), (1968), n° 2, Math.

USSR, Sb., 6 (1968), N° 2.

[V.2] B.R. VAINBERG : On exterior elliptic problems ..., Mat. Sb., 92(134),
(1973), n° 2, Math. USSR. Sb., 21 (1973), n°® 2.

228



