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2-MODULES ARITHMETIQUES II
DESCENTE PAR FROBENIUS

Pierre Berthelot

Résumé. — En géométrie algébrique, sans hypothése de caractéristique, la théorie des
modules sur des anneaux d’opérateurs différentiels convenables, appelés d’une ma-
niére générique « Z-modules », est un outil essentiel pour ’étude de la cohomologie
de de Rham et des cohomologies qui en dérivent (cristalline, rigide). Dans ce mémoire,
nous étudions plus particuliérement les propriétés spécifiques de 'action d’un reléve-
ment du morphisme de Frobenius sur la catégorie des Z-modules, lorsque la base est
un schéma annulé par une puissance d’un nombre premier p fixé, ou un schéma formel
p-adique. Le résultat principal est un théoréme de descente par Frobenius, grace au-
quel ’étude des modules munis d’une action des opérateurs différentiels usuels d’ordre
< p™ se raméne A celle des modules munis d’une action des dérivations. Nous éta-
blissons la compatibilité de cette descente & toutes les opérations cohomologiques de
la théorie des Z-modules, ce qui montre que tout Z-module d’origine géométrique
peut étre muni en un sens convenable d’une action naturelle de Frobenius, et nous en
donnons diverses applications.

Abstract (Arithmetic 2-modules I1. Frobenius descent). — In algebraic geometry, re-
gardless of the characteristic, the theory of modules over suitable rings of differential
operators, generically called “Z-modules”, is an essential tool in the study of de Rham
cohomology and other theories deriving from it (crystalline and rigid cohomologies).
In this memoir, we study more specifically the particular properties of the action of
a lifting of the Frobenius morphism on the category of Z-modules, when the base is
a scheme annihilated by a power of a fixed prime p, or a p-adic formal scheme. The
main result is a descent theorem for the Frobenius morphism, allowing to reduce the
study of modules endowed with an action of usual differential operators of order < p™
to that of modules endowed with an action of derivations. We prove the compatibility
of this descent with all cohomological operations from Z-module theory, which shows
that any 2-module of geometric origin can be endowed in a suitable sense with a
natural Frobenius action, and we give some applications.
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire, nous poursuivons ’étude- de la théorie des 2-modules sur des
bases « arithmétiques » (en caractéristique p, en inégale caractéristique,...), commen-
cée dans [5]. Notre objectif est ici d’analyser certaines propriétés spécifiques aux
Z |p"™Z-schémas, ou aux schémas formels sur une base p-adique, liées & ’action de
Frobenius.

Pour un schéma X propre et lisse sur un corps parfait k de caractéristique p, une
différence essentielle entre la cohomologie cristalline et la cohomologie ¢-adique pour
¢ # p se situe au niveau de I'action de Frobenius : sur les groupes H}, (X, Zj), c’est un
isomorphisme, alors que c’est seulement une isogénie sur les groupes H. . (X/W (k),
Ox,w). Bien str, ce comportement particulier n’est pas un défaut, mais est au
contraire & la base de nombreuses applications spécifiques & la cohomologie cristalline,
et est en réalité I'une des propriétés qui en font tout l'intérét.

Nous examinons ici une propriété de méme nature, au niveau des catégories de
coefficients : alors que 'image inverse par le morphisme de Frobenius est une équi-
valence de la catégorie des faisceaux étales sur X avec elle-méme [SGA4, VIII, 1.1],
il n’en est pas de méme pour la catégorie des cristaux. Le premier résultat qui met
en évidence ce type de phénoméne est probablement le théoréme classique de Cartier
([14], [15]) sur la descente par Frobenius des &'x-modules munis d’une connexion
intégrable & p-courbure nulle : si S est un schéma de caractéristique p, X un S-schéma
lisse, F': X — X' le morphisme de Frobenius de X relativement & S, I'image inverse
& = F*&' d'un Ox.-module &' est munie d’une connexion intégrable canonique, qui
est & p-courbure nulle, et le foncteur F* établit une équivalence entre la catégorie des
Ox-modules et celle des &x-modules munis d’une connexion intégrable & p-courbure
nulle [29, th. 5.1].

Lorsque &' est lui-méme muni d’une connexion intégrable V', 'image inverse de V'
par F' n’est autre que la connexion canonique & p-courbure nulle de &. On pourrait
donc avoir I'impression que toute information relative & V' a été perdue en prenant
I'image inverse par F'. Une conséquence des résultats de ce mémoire est qu’il n’en
est rien. Pour garder trace de la connexion V', il faut utiliser la famille de faisceaux
d’opérateurs différentiels Qg(m) construite dans [5]. Rappelons que le faisceau Qg) est
engendré librement sur &x par les dérivations, que la donnée d’une structure de 9&0)-
module & gauche sur un &x-module équivaut a celle d’une connexion intégrable, et que



2 INTRODUCTION

les faisceaux 9&"‘) forment un systéme inductif dont la limite est le faisceau 9x des
opérateurs différentiels usuels [EGA, IV, (16.8.1)]. Dans la présente situation, nous
montrerons que la structure de 2% -module 4 gauche de &' permet de munir F*&’
d’une structure naturelle de Qg)—module 4 gauche, et notre théoréme de descente
2.3.6 entrainera que le foncteur F™* induit une équivalence entre la catégorie des 9(0,)—
modules & gauche et celle des Qg)-modules a gauche. C’est cet énoncé qu’on peut
considérer comme ’analogue cristallin (de caractéristique p) du théoréme d’invariance
par F™* du topos étale.

Le théoréme de descente par Frobenius 2.3.6, qui est au cceur de ce mémoire, se
situe dans un contexte plus général qui permet de remonter de la caractéristique p &
une situation d’inégales caractéristiques. Nous nous plagons en effet sur un schéma S
annulé par une puissance de p, sur lequel est donné un idéal a contenant p et muni
d’une structure partielle d’idéal & puissances divisées de niveau m. Si X est un S-
schéma lisse, de réduction X sur So = V(a), et si F: X — X' est un morphisme de
S-schémas lisses relevant une puissance F' ;0 /S0 du morphisme de Frobenius relatif,

nous montrons d’abord que, pour tout 9&'7)-module a gauche &', F*&' est muni
(m+s)

d’une structure naturelle de 25 ' ’-module & gauche, puis que le foncteur F* induit
une équivalence de catégories entre 2™ -modules 4 gauche et 2 modules a

gauche. La démonstration procéde par réduction au théoréme de descente fidélement
plate pour le morphisme F', grace a l'interprétation des structures de Qg(m)—module a
gauche en termes de stratifications [5].

Nous donnons ensuite en 2.5.6 une construction d’un foncteur quasi-inverse a F™*
qui se révéle d’une grand utilité. Pour cela, nous établissons pour les Qg(m)—modu]es a
droite un théoréme de descente analogue au précédent, en considérant le foncteur F”
défini par F*. 4 = Home,,(Ox, H), introduit par Grothendieck et Hartshorne pour
la théorie de la dualité pour les &x -modules quasi-cohérents [27]. Nous utilisons ici
une interprétation infinitésimale de la structure de Qg(m)—module & droite en termes de
« costratifications » (c¢f. 1.1.3), qui constitue ’analogue pour les modules & droite de la
notion de stratification pour les modules & gauche. Cette interprétation est développée
dans la premiére partie du mémoire; en caractéristique nulle, elle est probablement
connue des spécialistes, mais elle ne semble pas figurer dans la littérature. Sur un
schéma de base quelconque, elle permet de munir le faisceau wyx des différentielles
de degré maximum sur X d’une structure de Zx-module & droite, grace & la théorie
du foncteur image inverse extraordinaire f' pour les &x-modules quasi-cohérents
développée dans [27]. Le théoréme 1.2.3 montre que la structure ainsi définie de
maniére intrinséque s’explicite en coordonnées locales par la formule usuelle de I’action
par 'opérateur adjoint.

Rappelons que, pour m > 1, les faisceaux 9§(m> ne sont pas engendrés par les
dérivations, de sorte que munir un &x-module d’une structure de Qg(m)—module est en
général plus délicat qu’en caractéristique nulle ; le recours a 'interprétation en termes

MEMOIRES DE LA SMF 81



INTRODUCTION 3

de stratifications et costratifications est alors souvent la maniére naturelle de procéder.
C’est donc aussi de cette maniére que nous définissons dans la premiére partie des
structures de @g(m)-modules (& droite ou & gauche selon les cas) sur les produits
tensoriels et les modules d’homomorphismes. A 'aide de la structure de 2x-module
& droite construite sur wx, on en déduit le procédé habituel de passage des 9§(m)-
modules & gauche aux Qg(m)-modules & droite, et réciproquement, par tensorisation
avec wx ou w;(l.

Aprés avoir établi les théorémes de descente dans la deuxiéme partie, nous consa-
crons la troisiéme partie de ce mémoire & montrer la compatibilité du foncteur F*
aux opérations cohomologiques de base de la théorie des 2x-modules, généralisées
ici aux Qg(m)-modules. Les conventions et notations que nous employons sont celles
de Bernstein et Borel [12]. Si les cas de l'image inverse f' et du produit tensoriel
externe résultent facilement des propriétés de fonctorialité de F™*, celui de I'image
directe f est plus intéressant, et constitue une application du théoréme de descente
par Frobenius (c¢f. 3.4.4). Il en est de méme pour le cas du foncteur de dualité lo-
cale, da & Virrion, pour lequel nous renvoyons & [42]. Une autre propriété importante
établie ici est la commutation de F* aux extensions du faisceau d’opérateurs différen-
tiels au moyen des homomorphismes 2{™ — ngml), pour m' > m, qui servira dans
la derniére partie pour redescendre les F' —Z%Q—modules. Toutes ces compatibilités
sont essentielles pour assurer la permanence de ’action de Frobenius a travers toutes
les opérations cohomologiques; elles entraineront que tout QEZ’Q-module d’origine
géomeétrique est muni d’une structure naturelle de F—@%’Q-module [7].

Signalons aussi que les différents résultats mentionnés ici sont en fait établis sous
des hypothéses un peu plus générales :

(a) Lorsque l'on suppose que la PD-structure donnée sur a est m-PD-nilpotente,
il n’est pas nécessaire de disposer d’un relévement F' de Frobenius globalement sur
X pour définir le foncteur F* et établir ses propriétés. On peut en effet utiliser la
technique cristalline standard pour recoller au moyen d’une stratification les images
inverses définies par des relévements locaux de Frobenius.

(b) Nous avons systématiquement utilisé des faisceaux d’opérateurs différentiels
déduits des faisceaux 9&’") par extension des coefficients & une &'x-algébre sur laquelle
Qg(m) opére. Rappelons qu’une des motivations pour l'introduction de cette généralité
supplémentaire — qui n’offre pas d’autre difficulté que I’alourdissement des énoncés
qui en résulte — est de pouvoir obtenir des résultats sur les algébres de fonctions a
singularités surconvergentes, et sur les modules sur ces algébres, par réduction modulo
p" et passages 4 la limite. Le lecteur trouvera dans [6] un exemple de 'utilisation de
ces techniques, pour prouver le théoréme de cohérence sur 9}5,@ d’un tel faisceau
d’algébres.

Soient ¥ un anneau de valuation discréte complet d’inégales caractéristiques, d’in-
dice de ramification e, de corps résiduel parfait k, et m un entier tel que 'on ait
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4 INTRODUCTION

p™(p — 1) > e. Le début de la derniére partie est consacré a étendre par passage
a la limite les théorémes de descente au cas des faisceaux d’opérateurs différentiels
complétés @é?) sur un ¥-schéma formel lisse 2", puis au faisceau 9‘% limite inductive
de ceux-ci lorsque m — co. En particulier, le foncteur F* induit une équivalence de la
catégorie des QQ,Q-modules cohérents avec elle-méme. Il apparait ainsi que, lorsqu’on
tensorise par Q et qu'on passe & la limite pour m — oo, on retrouve des propriétés
d’invariance topologique analogues a celles des faisceaux étales. Pour ne pas allonger
exagérément ce texte, nous n’y avons par contre pas inclu 'extension au cas des
.@Sazw")-modules7 ni & celui des 9};{—modules, des théorémes de compatibilité de F* aux
opérations cohomologiques montrés dans la troisiéme partie : en effet, la définition de
ces opérations pose alors des problémes assez délicats liés aux complétions, que nous
traiterons dans [7].

Observons ici que, lorsqu’on tensorise par @Q, les théorémes de descente obtenus sont
liés & différents résultats connus. Ainsi, compte tenu des relations entre QQ’Q—modules
cohérents et isocristaux convergents explicitées dans [3] et [5], le dernier énoncé peut
étre vu comme une extension & des coefficients plus généraux, mais ici sur un schéma
lisse et pour le morphisme de Frobenius, du théoréme d’invariance topologique de
la catégorie des isocristaux convergents prouvé par Ogus [36, 4.10]. De méme, via
le dictionnaire qu’on peut établir entre action de @gﬁ"?{) sur un fibré & connexion
intégrable et rayon de convergence sur le disque générique des solutions des systémes
différentiels p-adiques (voir notamment la thése de Gernier [23]), les théorémes de
descente établis ici apparaissent dans le cas formel comme une généralisation des
résultats de Dwork et Christol sur l'existence de structures de Frobenius faibles sur les
systémes complétement solubles dans le disque générique (voir par exemple [22], [16],
[17], [18]). Rappelons que c’est précisément ce type de structures qu’utilisent Christol
et Mebkhout pour définir les exposants des systémes différentiels p-adiques [19]. A cet
égard, on notera que les formules obtenues par Garnier ([24], [25]), pour expliciter
le théoréme de descente par Frobenius pour les @gg-modules et les QQ’Q-modules
a gauche, permettent de préciser les liens entre les méthodes algébro-géométriques
employées ici et celles de ’analyse p-adique.

Les théorémes de descente par Frobenius sont un des outils essentiels dont on
dispose dans la théorie arithmétique des Z-modules, et seront trés utilisés dans les
articles qui suivront (|7], [8]). Nous en donnons déja ici plusieurs applications impor-
tantes. Mentionnons en particulier les suivantes :

(i) Supposons que l’automorphisme de Frobenius de k se reléve en un automor-
phisme o de ¥. Soit alors F' : £~ — 2 un relévement du morphisme de Frobenius
absolu de la fibre spéciale X de 2" (si e < p™(p — 1), cette hypothése d’existence de
F globalement sur 2 est inutile, grace a la méthode évoquée en (a) plus haut). Pour
tout @fogé}—module &, le morphisme de fonctorialité

Hip(2,&8) — Hip(2, F" &)

MEMOIRES DE LA SMF 81



CONVENTIONS GENERALES 5

est alors un isomorphisme (th. 4.3.5). On notera que, pour m = 0 et & = f4, on
retrouve ainsi, comme conséquence trés simple des théorémes de descente, le fait que
I’action de Frobenius sur la cohomologie cristalline de X est un isomorphisme aprés
tensorisation par Q [9, th. 1.3.1].

(ii) Le théoréme de descente permet de ramener le calcul de la dimension homo-
logique des anneaux 9‘(%7/71) a celui de @(0)7 qu’on peut traiter par les techniques de
filtration habituelles. Nous montrons ainsi que chacun des @;}n) est de dimension
2d + 1, ou d est la dimension relative de 2~ sur ¥, et nous bornons respectivement
celles de .@gf% et 9}5@ par 2d et 2d + 1 (voir 4.4.4 & 4.4.7). Rappelons que 'on
conjecture que ces derniéres sont en fait égales & d. Un résultat de ce type avait été
annonceé, prématurément semble-t-il, par Mebkhout et Narvaez [33] (voir [5, 2.2.7]).

Notant encore F* I'image inverse par le morphisme de Frobenius absolu, nous in-
troduisons dans la section 4.5 la notion de F-.@%,Q-module, qui consiste en la donnée
d’un Qg,Q—module & et d’un isomorphisme Qk,Q-linéaire & =5 F*&. Cette notion
peut étre considérée comme généralisant les notions de F-isocristal convergent et sur-
convergent sur X, ainsi que nous ’expliquons dans la section 4.6. Le résultat principal
établi ici, grace au théoréme de descente 2.3.6, est que tout F' -.@T%f’(@—module cohérent
se descend canoniquement avec son isomorphisme sur @g’% Une conséquence remar-
quable de ce théoréme de descente est que la catégorie des F—@Ef’@-modules cohérents
est une catégorie ncethérienne, alors que ’analyse de ’action de F' sur 9}{’@ montre
que 9“;&@ n’est pas un faisceau d’anneaux noethériens (cf. 4.2.3). Signalons aussi que
ce résultat de descente pour les F—@}K’Q-modules est & la base de la construction
de la variété caractéristique que nous donnerons dans [8], et de la caractérisation
homologique de ’holonomie pour les F—@I{’Q—modules obtenue par Virrion [42].

Enfin, nous revenons dans un appendice sur la construction de la filtration m-
PD-adique, définie par un idéal I muni d’une structure partielle d’idéal a puissances
divisées de niveau m. En effet, 'une des conditions imposées dans [5] s’avére trop
contraignante, et ne fournit pas la propriété de nilpotence voulue pour m > 1 lorsque
p = 2. La définition adoptée ici vérifie les bonnes propriétés de nilpotence, et n’induit
aucune modification dans les cas ou cette filtration était employée dans [5]; en par-
ticulier, elle ne modifie pas les voisinages & puissances divisées nilpotentes de niveau
m dans le cas d’une immersion fermée entre schémas lisses, donc laisse inchangés les
faisceaux de parties principales, et les faisceaux d’opérateurs différentiels qu’on en
déduit.

Conventions générales

0.1. Dans tout le mémoire, on désigne par p un nombre premier fixé, et par Z,) le
localisé de Z par rapport a l'idéal premier (p).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



6 INTRODUCTION

0.2. Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés sur un faisceau d’an-
neaux non commutatifs & seront des modules & gauche, les résultats énoncés restant
valables en échangeant droite et gauche. Si & — 2 est un homomorphisme d’anneaux,
nous considérerons en général ¥ comme &-module grace a la multiplication & gauche.
Si * est 'un des symboles &, +, —, ou b, D*(2) désigne comme d’habitude la catégorie
dérivée des complexes de 2-modules & gauche vérifiant les conditions correspondantes
d’annulation des faisceaux de cohomologie. Lorsqu’il y aura lieu de distinguer expli-
citement entre droite et gauche, nous utiliserons des notations telles que D(8Z) ou
D(2?). Nous noterons D_, (2) (resp. Dgarf(g)) la sous-catégorie pleine de D~ (2)
dont les objets sont les complexes & cohomologie cohérente (resp. parfaits & cohomo-
logie bornée [SGASB6]). Si X est un schéma, et 2 un faisceau d’anneaux sur X muni
d’un homomorphisme &x — 2, nous désignerons par D}.(2) la sous-catégorie pleine
de D*(2) formée des complexes dont les faisceaux de cohomologie sont &'x-quasi-
cohérents.

0.3. Soient A, B deux anneaux. Nous adopterons la terminologie suivante pour dé-
signer les bimodules :

(a) Nous dirons que E est un (A4, B)-bimodule si E est muni de deux structures
compatibles de A-module & gauche et de B-module & droite. Un morphisme de (4, B)-
bimodules f : E — F est un morphisme linéaire & la fois pour les structures de A-
module & gauche et pour les structures de B-module & droite. Lorsque A = B, nous
dirons simplement que E est un A-bimodule (resp. f un morphisme de A-bimodules).

(b) Nous dirons que E est un (A, B)-bimodule & gauche (resp. & droite) si E est
muni de deux structures compatibles de A-module & gauche et de B-module a gauche
(resp. de A-module & droite et de B-module & droite). Lorsque A = B, nous dirons
simplement que E est un A-bimodule & gauche (resp. & droite). On définit comme
précédemment les morphismes de bimodules & gauche, ou de bimodules & droite.

0.4. Nous reprendrons les définitions de [5, 1.1.2] concernant les coefficients bino-
miaux modifiés : rappelons que, si m est un entier fixé, et si k = k'+k", ou k = p™q+r,
K =pmg +7r', k" =p™¢" + 71" avec 0 <r, 7', r" <p™ —1, on pose

(e, = a0, =@,
k! (m)' q/!qu!’ k! (m)' k' k! (m)'

Nous étendrons ces notations en posant, pour m = 400,

o (=)

Lorsqu’aucune confusion n’en résultera, nous omettrons de noter 'indice m.

MEMOIRES DE LA SMF 81



CHAPITRE 1

2-MODULES A DROITE

Soient X — S un morphisme lisse entre deux schémas, .# l'idéal de la diagonale
dans X xg X, t1,...,tq des coordonnées locales au voisinage d’'un point z € X,
01,...,0q les dérivations correspondantes. Passons briévement en revue les différents
faisceaux d’opérateurs différentiels dont on dispose sur X (relativement a S) :

(i) Sans hypothése sur S, le faisceau Zx des opérateurs différentiels usuels est
défini & partir des algébres P% = Oxxx /I "+l des voisinages infinitésimaux de la
diagonale de X dans X xg X, en posant

9x = | Homoy (2%, Ox);

n>0

au voisinage de z, il posséde une base sur &x formée d’opérateurs notés O tels que
k0% = 9% [EGA, 1V, (16.8.4)];

(ii) Toujours sans hypothéses sur S, le faisceau @ﬁ?) des opérateurs différentiels
de niveau 0 (appelés « PD-différentiels » dans [1, II, 2.1.3]), est défini de maniére
similaire par

2% = | Homo (2% (o), Ox),
n>0
ol .9”?(’(0) = Px,0/F [n+1] est I’algebre du n-iéme voisinage infinitésimal & puis-
sances divisées de la diagonale ; il a pour base au voisinage de x les puissances usuelles
9% des dérivations 0;.

(iii) Si I'on suppose maintenant que S est un Z;,)-schéma, on dispose pour tout
m € N du faisceau _@)((m) des opérateurs différentiels de niveau m [5, 2.2.1], obtenu
en remplacant les enveloppes & puissances divisées précédentes par les enveloppes a
puissances divisées partielles &% ., = .@X,(m)/y{nﬂ} définies en [5, 2.1.2] :

¢ = | Homey (P

n>0

Ox);

m)»
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au voisinage de z, ce faisceau posséde une base d’opérateurs notés Q(@(’"), ou simple-
ment Q(M, tels que (k!/ g!)Q@ = 8% ou q est le quotient de la division euclidienne de
k par p™.

Les résultats de ce chapitre s’appliqueront & chacun des ces faisceaux. Pour unifier
les notations, il est commode d’adjoindre Px (resp. £%) A la famille des anneaux
Qg(m) (resp. P% ) en posant N = NU {o0}, 9§{°°) = 9x et P% oy = P%.
Lorsque nous fixerons m € N, il sera toujours sous-entendu que, si m # 0, oo, on
suppose que S est un Z)-schéma; lorsque m = 0 ou m = oo, on pourra prendre
pour S un Z-schéma quelconque. Rappelons que, pour m < m' € N, il existe un
homomorphisme canonique Qg(m) - @&ml), et que ligmeN%g(m) = 9§(°°). Nous
emploierons également la notation N* = N'\ {0}.

Soit m € N. Nous commencerons par introduire la notion de costratification, qui
fournit pour les @)((m)-modules & droite une description analogue & celle que donne la
notion de stratification pour les 9§(m)-modules a gauche. Cette description nous servira
ensuite pour montrer que, sur une base quelconque, le module wx des différentielles de
degré maximum posséde une structure naturelle de Zx-module, fournie par la théorie
du foncteur image inverse extraordinaire f' pour les &x-modules quasi-cohérents.
En coordonnées locales, elle correspond & l’action habituelle par 'opérateur adjoint.
Comme en caractéristique 0, elle permet de transformer un Qg(m)—module a gauche en
Qg{m)—module a droite, et réciproquement. Nous expliciterons enfin les isomorphismes
de transposition qui permettent d’échanger les structures de &x-module utilisées sur
9§{m) lorsqu’on effectue certains produits tensoriels avec un @g(m)-module.

1.1. Interprétation infinitésimale des Z2-modules a droite

Lorsque S est un Zj,)-schéma, et m > 1, 9}”’ n’est pas engendré par les dériva-

tions, mais par les opérateurs 0, ”) pour j < m, et il ne suffit donc pas en général
de se donner ’action des dérivations pour munir un €x-module & d’une structure de
Qg(m)-module. Dans le cas des modules & gauche, la notion de m-PD-stratification in-
troduite en [5, 2.3.1] fournit une interprétation infinitésimale de ce type de structure,
qu'il sera souvent nécessaire d’utiliser pour définir une action de @)((m) : une structure
de @&m)—module a gauche sur & est déterminée par la donnée d’une famille compatible
d’isomorphismes entre les images inverses p} & de & sur les voisinages infinitésimaux &
puissances divisées de niveau m de la diagonale dans X x g X. On montre ici qu’il existe
une description analogue pour la donnée d’une structure de @)((m) -module & droite, en
remplacant les images inverses ordinaires p}& par les images inverses extraordinaires
pi& construites par Grothendieck et Hartshorne pour les complexes quasi-cohérents
de Ox-modules [27]. On en déduit D’existence des structures habituelles (voir par
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exemple [35, 2.4] ou [11, 1.3.1]) sur les produits tensoriels et modules d’homomor-
phismes sur &x de .@g(m)—modules, complétant ainsi ce qui était établi dans [5, 2.3.3]
dans le cas des @&m) -modules & gauche.

1.1.1. Rappelons d’abord quelques résultats de [27] concernant le foncteur image
inverse extraordinaire dans le cas des morphismes finis.

(a) Soit ¢ : & — % un homomorphisme de faisceaux d’anneaux. Le foncteur ¢,
de restriction des scalaires de & & & posséde un adjoint & droite, associant & un
&/-module A le #8-module SHom (B, #) : pour tout B-module A, I’évaluation en
1 € # fournit un isomorphisme canonique d’adjonction

Homgy (N, M) < Homg(N , Hom.g (B, H)).

Nous noterons ¢’ : Dt (&) — Dt (%) le foncteur dérivé droit correspondant, qui
est défini par @’ # = RA#om (B, #) pour M € Dt(of). Sip: B — € est un
deuxiéme homomorphisme, il existe un isomorphisme naturel de foncteurs (1 o )° ~
P ogob, car d’une part on dispose d’un tel isomorphisme entre les foncteurs non dérivés,
d’autre part ¢” transforme les o/-modules injectifs en #-modules injectifs.

(b) Soit f : X — Y un morphisme fini entre deux schémas. Suivant [27, III, §6],
nous noterons alors f* : Dt (Y) — Dt (X) le foncteur défini par

'l =T RA#omey (fOx, M),

otl f désigne le morphisme (plat) d’espaces annelés (X, &x) — (Y, f.€x). Si de plus f
est un homéomorphisme (resp. un homéomorphisme fini localement libre), on a donc
simplement f*.# = R#ome, (f«Ox, #) (resp. Home, (f.Ox, #)), et cette nota-
tion est compatible avec la précédente. Lorsque X et Y sont localement ncethériens,
le foncteur f* envoie D} (Y) (resp. D\ (Y)) dans D (X) (resp. D, (X)).

(¢)Sif:X —=Yetg:Y — Z sont deux morphismes finis, et si .# € DV (6y),
on dispose d’un isomorphisme fonctoriel

(1.1.11) (9o f) (M)~ [ (g’ (M)
dans les deux cas suivants :
(i) Si X, Y et Z sont localement noethériens, et si .# € D(J{C(Z), d’aprés [27, 11,
6.2];
(ii) Si f et g sont des homéomorphismes, car les foncteurs 7* et g* sont alors
les foncteurs identité, et on est ramené a la situation de (a).

1.1.2. Fixons maintenant quelques notations. Dans ce qui suit, on suppose donnés un
entier m € N, et un morphisme lisse X — S de dimension relative d. Pour 0 < < r,
on note p; : X/Tgfl — X les projections. Chacune d’entre elles munit les enveloppes &
puissances divisées Wﬁ,(m) (r) [5, 2.1.2] d’une structure de €x-algébre; si nécessaire,
nous emploierons la notation p;. W?(,(m)(r) pour préciser la structure utilisée, et nous
adopterons une convention analogue pour les produits tensoriels de tels faisceaux.
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10 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

Pour 0 < 7 < j < 2, nous noterons p;; : X Xxg X xg X — X xg X la projection
correspondant aux indices i, j.

Sity,...,tq sont des coordonnées locales sur un ouvert de X, nous poserons comme
d’habitude 7; = p}(t;) — p§(t;) € Oxxx, et nous noterons 7k} = Tl{kl} . "Tikd} les
puissances divisées partielles de niveau m des 7; dans % (m) [5, 1.3.5]. Rappelons
que, pour |k| < n, ces sections forment une base de @X’(m [5, 2.1.2], et que, par

définition, les 8®) en sont la base duale dans 9&"2 = Homey (Pox P
note d’autre part

;l(,(m)’ ﬁx) On
+ !
By Py = Pm) @ P
le m-PD-morphisme canonique défini en [5, 2.1.3], et ¢;' " Jes morphismes composés :

‘@?(jifn - e@;(l',(m) - g;,(m) 2 9;1(’("1)’

ou la premiére fléche est le morphisme de passage au quotient et la seconde le mor-
phisme d’extension des scalaires.

1.1.3 DEFINITION. — Sous les hypothéses de 1.1.2, soit 4 un &x-module. Une m-
PD-costratification (ou simplement une costratification si m = oo, ou si aucune confu-
sion n’en résulte) sur .# relativement & S est la donnée d’une famille d’isomorphismes
.@;},(m)-linéaires

en : Pyt = HoMpy (Pox Py (), M) — HoM oy (D1a PR 1y, M) = D},
telle que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) eo =Id.y; ,

(ii) Si A% (n) = Spec Py (), €t sl inn A% (m) = A% () est I'immersion cano-
nique, alors ¢, = i';,’n(snf) pour n < n' (on dira que les €, forment une famille
compatible d’isomorphismes) ;

(iii) Pour tous n, n', le diagramme
(1.1.3.1)

nnb

’ m (5n+n )
FHome (po*(ﬂ}},(m) ® 95}1(,,1)),%) ( )
6x ~

Hom oy (P2« (P% (m) ;8 '@;l(’,(m)% M)
X

~ ~

n,n'b

q’

n,n'b

9 (5n+n’) (5n+n’)

Hom oy (P1( Py (my @ P ) H)
Ox

est commutatif.
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1.1. INTERPRETATION INFINITESIMALE DES 2-MODULES A DROITE 11

On vérifie facilement que cette derniére condition est équivalente & la condition de
cocycle suivante : pour tout n, le diagramme

(1.1.3.2)

b
Po2(én
Homoy (Pox PR () (2), ) 02(€n) » MGy (P2 PR () (2), A)

~

~ ~

Pl(’n(gn) P.iz(%)

Home,, (pl*,@;’(m) (2), #)

est commutatif.
Comme d’habitude, un homomorphisme &x-linéaire entre deux &'x-modules munis

de m-PD-costratifications sera dit horizontal s’il induit des morphismes commutant
aux €, pour tout n.

L’énoncé suivant montre que la notion de costratification est bien ’analogue pour
les 2-modules & droite de la notion de stratification pour les 2-modules & gauche.

1.1.4 PROPOSITION. — Soient .# un Ox-module, et m € N. Il y a équivalence entre
les données suivantes :

(a) Une structure de Qg(m)-module a droite sur A prolongeant sa structure de
Ox -module ;
(b) Une famille compatible d’homomorphismes

/I,n . e}fomﬁx (pO*e@;,(m),%) — %,

Ox -linéaires pour la structure de Ox -module définie par la multiplication a droite sur
Py (m)? telle que po = Id_y, et que, pour tous n, n', on ait un diagramme commutatif

Home, (Pox .@;l’(m), M) Hin? s M
(1.1.4.1) ﬁnT , L‘nw
, 5”7;:1 ,
Home (PO*('@?(,(m) gf’( g?{,(m))’//f) L> Hom g, (Pox 37?:('7;),///),

~ . ! . , . . .
ou [in est ’homomorphisme % (m)-lmeazre correspondant par adjonction au mor-
)
phisme composé

Homey (Pox( P (m) = P (m))s M) — Homg (Dos Py 1y, M) —> M
X

(qui est Ox -linéaire pour la structure définie par p; sur L% (m) ®0x gz;t{’(m)) ;
(¢) Une m-PD-costratification (ey) sur A .
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12 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

De plus, un homomorphisme Ox -linéaire entre deux Qg(m)-modules a droite est

9§(m)-linéaire st et seulement s’il commute aux homomorphismes iy (resp. aux iso-
morphismes ey,).

Comme po. L@;’(m) est localement libre de rang fini sur €x, on peut écrire
HOMG (Pox P,y M) = M © HoMoy (Dor P () Ox) = M @ 7.
X X

La donnée des applications pu,, s’interpréte donc comme la donnée d’une famille com-
patible d’accouplements .#Z @ ¢« 9&’",{ — ./, donc comme une action & droite de @;"),
et on vérifie que la commutativité des diagrammes (1.1.4.1) équivaut a la condition
d’associativité de cette action, donc au fait que les p,, définissent une structure de
2™ -module 4 droite.

D’autre part, la donnée d’une famille (u,) d’homomorphismes €x-linéaires pour
la multiplication & droite sur c@;’(m) correspond par adjonction & la donnée d’une
famille d’homomorphismes ,@}’(m)-linéaires

En : HOMGy (Pox DY (mys M) — HOM oy (P14 DY (1n)s A ).

Il est alors facile de s’assurer que la commutativité de (1.1.4.1) équivaut par adjonction
a celle de (1.1.3.1). Comme la commutativité de (1.1.3.1) pour tous n, n’ équivaut
a celle de (1.1.3.2) pour tout n, les &, sont automatiquement des isomorphismes.

En effet, on dispose de I'homomorphisme 7 : &% (m)(2) — 52’;}( correspondant &

m)
l'immersion X2 < X3 donnée par (z,y) — (z,¥,z), et, en appliquant 7" & la relation
(1.1.3.2), on voit que €, admet pour inverse ’homomorphisme o”c,, qu’on en déduit
par 'automorphisme de symétrie o : 9?(,(771) = 9}’("1). Par suite, la donnée des
iy, est bien équivalente & celle d’'une m-PD-costratification. L’assertion relative aux

homomorphismes se voit de la méme maniére.

1.1.5 COROLLAIRE. — Supposons S localement nethérien. Alors la donnée d’une
structure de @;m)-module a droite sur un Ox-module A , prolongeant sa structure de
O'x -module, équivaut & celle d’une famille compatible d’isomorphismes e, : py M —
Py sur les A% (m): telle que g0 =1d.z, et que Pia(En) 0Py (en) = Pha(en) sur les
A%, om)(2)-

En effet, les morphismes p; et p; ; sont finis et plats. D’aprés la théorie du foncteur
image inverse extraordinaire [27, III, 8.7], on a alors

p‘l% = pz,/ﬂ = %Omﬁx (pz*g;l(’(m)v'ﬂ)

De méme, p} = pg j» de sorte que les données du corollaire constituent exactement
une m-PD-costratification.

1.1.6 LEMME. — Soient .4 un 945(m)—module a droite, et (e,) la costratification qui
lui correspond d’aprés 1.1.4. Si ty,...,tq sont des coordonnées locales sur un ouvert
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1.1. INTERPRETATION INFINITESIMALE DES 2-MODULES A DROITE 13

~(k
de X, et si (Q<_)) constitue la base duale de (r{%}) dans Home, (P1+ 2% (m)? Ox),
on a pour tout x € A et tout k € N?

(1.1.6.1) en(x®d®) =Y {%}5@ ® b

avec les identifications
(1.1.6.2)
e)fomﬁx (pO*y;},(m),%) ~ .ﬂg@ Jf’omgx (p()*y;’(m), ﬁx) ./ﬂ ® QX n
X

(1.1.6.3) Homeoy (P15 PX (), M) = Homey (P1x DX (m)> OX) gz;{ M.
En particulier, on a
(1.1.6.4) en(z @ d®)(1) = 20®

D’aprés 1.1.4, €, est I'unique morphisme F% (m)-linéaire tel que le composé

e e
n - jfomﬁx (pO*«@;,(m)v//{) — jfomﬁx (pl*t@}’(m)“///) a — M,

ou ev; est le morphisme d’évaluation en 1, corresponde par l'identification (1.1.6.2)
a action de 9 . Si e € Homey (po*,@;,(m),///) correspond a4 = ® % on

a pn(Ok,z) = mQU“). D’autre part, il résulte des relations entre puissances divisées
partielles [5, 1.3.6] que, pour tout h, on a

(1.1.6.5) By, = {%}%—m-
Si 'on pose

en(Opa) = 38" @y,

on a donc pour tout h
Tp = En((&,z)(l{ﬁ}) = (I{Q}fn(‘sﬁ,z)) (1) =E&n (I{ﬁ}‘s&z) (1)
= fin (1M dp0) = {%}xQ@“m.

Cela fournit en particulier la relation (1.1.6.4).

REMARQUE. — L’isomorphisme inverse de €, est alors fourni par
(1.1.6.6) Z( 1)k a{ } 9k—h) g 5
h<k

1.1.7 PROPOSITION. — Soient & un Qg(m) -module & gauche, A, N deux @&’"’-
modules a droite.
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14 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

(1) Il existe sur M Qg & (resp. Homegy (€, #)) une unique structure de 9&"”—
module & droite telle que, pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert
UCX, ettousk € N, 2 €e (U, &), y € (U, A), (resp. p: &, — M, ), on ait

(1.1.7.1) (yoz)d® = Z(_l)lm{f}yg@_—m 5o,
h<k -
(1.1.7.2) (@) (@) =" {%}cp(Q@x)Q@—@.
h<k *—

(ii) Il existe sur Homey (AN, M) une unique structure de @)((m)—module a gauche
telle que, pour tout systéme de coordonnées locales sur un ouvert U C X, et tous
keN, 2 e (U, N), 4 My — M), on ait

(1.1.7.3) @B (2) = Z(_l)m—m{E}w(@m)g@—m.

h<k h
On utilise I'interprétation des structures de _@)(fm)—modules en termes de stratifica-
tions et costratifications donnée en [5, 2.3.2] et en 1.1.4.
Notons &% pour ,@;,(m). Comme £% est localement libre de rang fini, on dispose
pour ¢ = 0,1 des isomorphismes canoniques
Homey (pis Py, M) & (Px @ &) — Homey, piunPx, M) © &
Py Ox Ox
— Home, (pi*ﬂ}},///gé &).
X
Si (¢2) (resp. (;%)) est la m-PD-stratification (resp. costratification) de & (resp.
M), cette identification permet de munir 4 ®4, & d’une m-PD-costratification en
posant £;4®¢ = &7 @ (¢£)~1. En coordonnées locales, on déduit alors de (1.1.6.4) la
relation

(yo2)d® =4 (yora®)(1).

Compte tenu de |5, 2.3.2.3], on a

el “lyored®) =l (yodW) o () o)

X

_ k) 50 (k—h) il i} o @
= Z{Q}Q ©y0 2 | (Dt oy

h<k x i

Comme z{i}éw = {E.}é@_b, et que é<ﬁ_i>(1) = 0 pour i # h, la formule (1.1.7.1)
en résulte.

oS,
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Gréce aux isomorphismes d’adjonction
Homey (pis Py, Home, (6, M)) = %"omﬁx(gg Pix P%, M)
‘; Jfomg; (éag@ pi*:@;,%omﬁx (pz*g)rév%))v
X

on peut munir J# = Some, (&, #) d'une m-PD-costratification en posant ¢ =
Hom(e& ,e;%). Pour Pexpliciter en coordonnées locales, fixons ¢ € J#, et, comme
en 1.1.6, notons 0y, € Sfome, (Pox P%,#) 'homomorphisme tel que 8, (7i) =
dik ©, o0 d; 1, est le symbole de Kronecker. Par les isomorphismes d’adjonction, il lui
correspond ’homomorphisme & ® gy pox P% — Home (pos P%, M) défini par

rerith— (1{1} — {iji}éiJrl-,&cp(x)) = {%}@(x)@Q@_i).

En appliquant ¢ & ce dernier, on obtient alors ’homomorphisme

er— Y {z’;h}{ifh}{ﬁ—;—h}éf@—z—a—z)®¢(Q<a>$)g<z>,

0<h<k—i = 1

L’homomorphisme p;,.P% — Homey (&, #) qui lui correspond via les isomor-
phismes d’adjonction est défini par la valeur en 1 du terme de droite, qui est le coeffi-
cient correspondant & j = k—i— h. D’aprés (1.1.6.4), (ch@)(x) = (7% (6k,0) (1)) (),
de sorte que (™)) (z) est le coefficient obtenu en prenant de plus i = 0 dans la
formule précédente, ce qui donne la relation (1.1.7.2).

Sous les hypotheéses de (ii), on dispose par fonctorialité et extension des scalaires
des homomorphismes canoniques

Homey (J/,///)g) Dix Px
X
— Hom gy (Homey (Die Py, N ), Homey (pix P%, M)).

Ceux-ci sont des isomorphismes, car, par composition avec les isomorphismes cano-
niques

Hom gy, (Homey (pix Py, N ), Home, (pin PX, M)
; t)fo’rnﬁx (ﬁomﬁx(pi*g)’}vf/‘/)a%)
= Homey (N, pix P é@ M)
X

= Home (N, M) g@ Dix P%
X

(ot le second isomorphisme repose sur I'isomorphisme de bidualité pour p;« %), on
obtient I'identité. Grace & ces identifications, on peut munir % = Home, (AN, M)

d’une m-PD-stratification en posant £ = #om(e;” , (77)71).
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16 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

Pour I'expliciter en coordonnées locales, on remarque d’abord grace & (1.1.6.5)
que, si ¢ = 0 et Y € X, 'image de 9 ® 71} par Didentification précédente est le
morphisme ¥;, défini par

2299 — {i}%@) @4k

Pour tout morphisme P%-linéaire ¥ : A Q@4 (Pox P%)" — M Qpx (Pox P%)Y, il
existe donc une unique famille d’homomorphismes &x-linéaires 9y : A — A telle
que ¥ = ¥, ¥, ou ¥y est défini comme plus haut. On applique cette remarque au
morphisme ¥ = ¢ (1 ® 1Y) € X oy Pox PY%, correspondant &

V' = () o(Md(py, g )v @P)oey : Homoy (pox PR, N ) = Homey (pox P, M).

On peut écrire ¥ = Zhd’& @ 71k} avec Y = Q@w € J. Pour calculer les 93, on

considére une section de la forme 2@9'Y € A @ gy (Pox PL)Y ~ Hom ey (Pos Py, N).
Compte tenu de (1.1.6.6) et (1.1.6.1), son image par ¥’ est donnée par

V(ea®) =3 {2} (3 (-ayes {i - i}d)(zQ@)Q(&‘@ 04D

h<i h<k<i
_ i _yk-n [ E (W) A(E—h)\ o Ai—k)
AR DM i

On vérifie aisément que les applications

2 3 (1)l ht{ }w(zQ@)Q@-@
h<k

sont bien des morphismes &x-linéaires; d’aprés ce qui précéde, cela entraine que ce
sont les morphismes ¥, = 8%y, don (1.1.7.3).

1.1.8. Soit & une Ox-algébre commutative. Rappelons qu’une structure de Qg(m) -
module & gauche sur £ est dite compatible & sa structure de &x-algébre si elle induit
cette derniére, et si les isomorphismes £ : P%m) ©ox B > B ey P (m)
définissant la m-PD-stratification correspondante sur & sont des isomorphismes de
,@Q’(m)—algébres; il est équivalent de demander que ’action de Qg{m) sur & vérifie
la formule de Leibnitz [5, 2.3.4]. On peut alors munir & ®¢, 9;") d’une structure
de faisceau d’anneaux telle que les applications naturelles & — £ Qgy .@g(m) et
@g(m) — B Qoy .@ﬁ{") soient des homomorphismes d’anneaux, et la donnée d’une
structure de (# Qpy @&m))—module a gauche sur un %-module &, prolongeant sa
structure de #-module, est équivalente & la donnée d’une m-PD-stratification (¢%)
sur & telle que les isomorphismes 55 soient semi-linéaires par rapport aux €% [5,
2.3.5].

Ce dernier résultat s’étend aux Qﬁ(m)—modules a droite de la maniére suivante. On
observe d’abord que, si & est une Ox-algébre commutative, et .# un %-module,
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alors # opere par fonctorialité sur #ome, (&, #), de maniére Ox-linéaire, de sorte
que Homep, (&, ) est muni d’une structure canonique de (& ® ¢, %#)-module. On
applique alors cette remarque & & = p;. P (m)* Lorsque la structure de #-module de

A est induite par une structure de (Z Qg @g{m))—module a droite, ce qui fait a fortiori
de A4 un Qg(m)-module a droite, la m-PD-costratification ; correspondante est semi-
linéaire par rapport a (¢2)~! : par un calcul direct en coordonnées locales, on le déduit
de la formule de Leibnitz. Réciproquement, si .# est un %-module muni d’une m-PD-
costratification &;7 semi-linéaire par rapport & (¢2)~1, il posséde une unique structure
de (B @4y @&m))—module & droite correspondant & cette costratification. En effet, il
est muni d’une structure de Qg(m)—module a droite par 1.1.4. Comme % ®¢ @)((m)
est engendré comme anneau par & et @g(m), M posséde au plus une structure de
(B @6y @&m))—module a droite prolongeant 'action de ces anneaux, de sorte que,
pour vérifier son existence, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées locales, et

cela résulte encore de la formule de Leibnitz.

1.2. Action par I'opérateur adjoint

Sur un schéma X lisse sur un corps de caractéristique 0, il est classique que le
faisceau wyx des formes différentielles de degré maximum est muni d’une structure
canonique de Zx-module & droite. Grace & la théorie du foncteur image inverse
extraordinaire f' pour les &x-modules quasi-cohérents, et a linterprétation d’une
structure de 9x-module & droite en termes de costratification donnée dans la section
précédente, nous montrons ici qu’une telle structure existe sur wx sans hypothése de
caractéristique, pour tout morphisme lisse X — S. En explicitant les isomorphismes
de [27], nous montrons ensuite que cette structure, construite de maniére intrinséque,
est comme d’habitude donnée en coordonnées locales par I'action de Px par l'opéra-
teur adjoint.

Comme on dispose d’homomorphismes canoniques @g(m) — 9x, il suffit dans cette
section d’étudier I'action du faisceau Zx des opérateurs différentiels usuels.

1.2.1. Soit f: X — S un morphisme lisse de dimension relative d entre deux sché-
mas. On suppose dans un premier temps que S est localement noethérien, ce qui
permet d’utiliser les résultats de [27]. On munit alors le faisceau wx = Q% /g d'une
structure de 2x-module & droite de la maniére suivante.

On note Ay = SpecP% le voisinage infinitésimal d’ordre n de X plongé diagona-
lement dans X xs X, p; : A% — X les projections. Comme f est lisse, la construction
du foncteur f' pour les complexes & cohomologie quasi-cohérente [27, III, th. 8.7]
montre que wy = f'(&s[—d]). Comme f opy = fopi, on en déduit un isomorphisme
canonique

(12.1.1)  en:phwx = pywx = pof (Os[—d]) ~ pi f(Os]—d]) ~ pjwx = pjwx.
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18 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

La transitivité du foncteur f' par rapport & f entraine que, pour n variable, les ¢,
forment une famille compatible d’isomorphismes, avec g = Id, et qu’ils satisfont
la condition de cocycle de 1.1.5. Par conséquent, ils munissent wx d’une structure
canonique de Zx-module & droite.

1.2.2. Soit U C X un ouvert sur lequel il existe un systéme de coordonnées locales
t1,...,tq relativement & S. Pour tout m € N, on peut définir comme en caractéristique
nulle I’adjoint d’un opérateur différentiel P =", ad® e D(U, 9§<m)) en posant

(1.2.2.1) P =3 (-1)kg®g,.
k

On vérifie immédiatement que, pour tous P, Q € T'(U, @g(m) ), on a {PQ) = QP.
On obtient ainsi une anti-involution de ’anneau 9&"”, qui dépend du choix des co-
ordonnées ¢; (il en existe néanmoins une généralisation intrinséque, cf. 1.3.4).

1.2.3 THEOREME. — Soient S un schéma localement neethérien, f : X — S un
morphisme lisse de dimension relative d, wx = Q‘)’( /89 U C X un ouvert possédant un
systéme de coordonnées locales t1, ..., tq, et a € T'(U, Ox). Alors, pour la structure de
Dx -module & droite sur wx définie en 1.2.1, on a

(1.2.3.1) (adty A---Adtg)- P = (*P-a)dt; A--- Adtg
pour tout P € T'(U, Zx).

Par associativité, on se raméne & vérifier la relation :

(1.2.3.2) Vk #0, (dt; A--- Adtg)0E = 0.

Soient Y = X x5X,qo,¢q1 : Y — X les projections, t; = g5(t;), ti = qf (t;), i =t —t}.
Comme plus haut, on note Q[M (resp. é{ E}) la base duale de la base des 7% dans
Homey (pox Py, Ox) (resp. Homey (p1+P%,0x)). En posant w = dty A --- A dtg,
il suffit d’aprés (1.1.6.1) de prouver que, si &, est l'isomorphisme défini par (1.2.1.1),

on a pour tout n, et tout k tel que |k| < n,
k

(1.2.3.3) en(w @0ty = 5%

Comme les p; sont finis et plats, on ap!ij = Homey (pjx P%,wx). Soit X, C Y le
sous-schéma fermé défini par I'idéal # = (r"*1,...,77%1). Pour prouver les relations
(1.2.3.3), les surjections P — Ox, — P permettent de remplacer le systéme
projectif des 2% par celui des fx,, , qui sont encore finis et plats sur Ox.

Soit alors n = (n,...,n). On vérifie immeédiatement que, pour tout k, 7'&Q[m =

A ~[n—k
Okl (resp. T&Q[ﬂ] = Q[ﬂ . , de sorte que phwx (resp. piwx) est un O, -module
] 0 1 n
~[n

libre de rang 1, de base w® ol (resp. 8 ®w). Par linéarité, il suffit donc de prouver
(1.2.3.3) pour k = n.
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La démonstration (1) de cette relation est 'objet des sections qui suivent.

1.2.4. Notons également p; les projections de X, sur X, et ¢, les isomorphismes
induits par les isomorphismes (1.2.1.1) sur les X,,. On peut aussi les décrire de la ma-
niére suivante : si v : X,, — Y est 'immersion canonique, €, est égal & I'isomorphisme
composé

(1.2.4.1) phwx ~ ulghwx ~ ulwyld] ~ u'glwx ~ plwx,

avec p!ij = Homey (pjxOx,,wx) = Homey (PjxOx,,0x) ®6x wx.

D’autre part, les formes différentielles w’ = g¢w et w"” = ¢fw forment respective-
ment des bases de ggwx ~ wy,1/x, et gfwx ~ wyo/x, en notant wy ; x le faisceau
des formes différentielles de degré maximum relatif & ¢;. Comme les ¢; sont lisses, on
a, avec les notations de [27, III 2],

giwx = qgwx = qjwx 2 wy,j/x[d],
Y
et, d’apres [27, III 2.2], les isomorphismes q;-w x[—d] ~ wy sont les isomorphismes

(1.24.2) gjwx 0@ Wy,j/x —F Wy
Y

envoyant respectivement w’ ® w” et w” ® W' sur W' AwW"” et W’ Aw' = (=1)%' A W".
Les isomorphismes u!q;w x ~ uwy [d] se déduisent par décalage et fonctorialité des
isomorphismes (1.2.4.2). Comme .# est un idéal régulier, les #%(u'&[d]) sont nuls
pour tout @y-module plat & et tout g # 0, et J#°(u'&[d]) peut étre calculé au moyen
de I'isomorphisme local fondamental [27, III 7.2]

~ d
A (W' E[d) = Extl (O, ,E) — g’gp (AF ]IV,
Y
Si on note 6; la classe de Ti"+1 dans .#/.#?, les isomorphismes u!q;wx ~ u'wy[d]
s’identifient donc aux isomorphismes

d ~ d
Gux © wyx @ (AI[I*) Zwy @ (AF[I?)Y
Oy Oy Oy

(DDans cette démonstration, nous suivons les définitions de [27] concernant les foncteurs et b,
et les isomorphismes reliant ces foncteurs. Dans un preprint récent [20], Conrad signale que, avec ces
définitions, les relations de transitivité du type de [27, III, 1.6 et 8.6] relatives aux composés de 3
morphismes nécessitent dans certains cas l'introduction de signes correcteurs, et il propose d’autres
conventions de signe pour y remédier (différentes de celles de I’appendice de [21]). Les modifications
qu’il introduit ne dépendent que de la dimension relative des morphismes considérés lorsqu’ils sont
lisses, ou de leur codimension lorsqu’il s’agit d’immersions réguliéres. En particulier, ce sont les mémes
modifications qui interviendraient dans le calcul qui suit de ’isomorphisme pi)w x ~ u'wy [d] et dans
celui, totalement symétrique, de ’isomorphisme p’lwx ~ vlwy [d]. Par suite, bien que leur adoption
aménerait 3 modifier les signes de certaines des formules intermédiaires utilisées en 1.2.4 et 1.2.5, ces
changements de signe se compenseraient dans le calcul de 1’isomorphisme composé p{)w X p’lw X
et n’affecteraient pas la formule (1.2.3.1). C’est pourquoi, pour la commodité des références, nous
avons conservé ici les conventions de [27].
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20 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

envoyant respectivement w' @ w"” @ (01 A+ ABg)V et (=1)%W" @w' @ (BL A--- Abg)Y
sur (W AW") @ (61 A -+ A6y)Y. Pour prouver 1.2.3, il suffit donc de vérifier que les
isomorphismes p!jw X ~ u’qé»w x sont respectivement donnés par

(1.2.4.3) wRI — W OW @B A Abg)Y,

(1.2.4.4) ém] wr— (-1 @w @ B A--- Abg)V.

1.2.5. L’isomorphisme piwx =~ u'gjwx est isomorphisme résidu [27, II 8.2] :
~ d .
p'}-wx = SHomey (PixOx, ,wx) — ubqgwx ~ qjwx g@ Wy,j/ x g@ (NI I3V,
Y Y

Rappelons sa construction, pour j = 0. On considére le diagramme commutatif

Y, € » X3 o2 > Y
(1251) q(/) Vo qo1 So Jqo
X, ¢ U 'y qo0 y X

ou les carrés sont cartésiens. Les morphismes go; et go2 sont les projections sur les
facteurs correspondant aux indices, et la section sg est définie par les 7;' = 1@ 7;. On
a po = qo © u, et on note hy le morphisme composé Yy — Y, qui est donc fini et plat.
Par construction, I'isomorphisme résidu est le composé des trois isomorphismes

b bbb bbb b
Powx = voq oPowx = Vphogowx = u'gowx,

qui s’explicitent comme suit.

(a) Soit # l'idéal de vg. L'isomorphisme ¢/ _#? = Ox, @ Q%/O’/Xn défini par la
dérivation relativement & X,, induit une trivialisation

Ox, — vgwyy/x, @ (N7 7%
Pour tout &x,_ -module plat &, I'isomorphisme
d *
&~ E@vywyyx, © (A I I ~ R%"omgyé (Ox,,d36 @ WYy /X [d]) = vgq’gg’

est obtenu en composant cette trivialisation avec I'isomorphisme local fondamental. Si
on note encore 7;’ la classe de 7]’ dans _#, cet isomorphisme envoie donc une section
ede &sure® (dr' A---ANdry) @ ({' A--- AT})V. Comme dr}" = d(h§t!), I'image de
w ® 0™ dans v)q'iphwx est donc la section

(1.2.5.2) (we ) @ (dRrEt!) A--- Ad(hgtD) @ (7' A~ A7)V
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(b) L’isomorphisme

¢bphwx[~d) = ¢'s Homey (Ox,,wx) 2 wyy/x,
g

~ Homey (Oyy, Gowx 2 wyo/x) = hyatwx[—d]
Y

résulte des isomorphismes de commutation aux changements de base du dual sur
Ox dun Ox-module localement libre de rang fini, et du module des différentielles
relatives. Par conséquent, I'isomorphisme vgq'gp%w X~ vgh{’)qgw X, qui s’en déduit par

décalage et fonctorialité, envoie la section (1.2.5.2) sur
(1.2.5.3) (Weou"og@™) e (#@A---A).

(c) L’isomorphisme vghgqgw X ~ ubqgw x est défini par 'isomorphisme de transiti-
vité v3hl ~ u’ pour le composé de deux morphismes finis. Si ’on choisit une résolution
injective #* de qgw X, c’est 'isomorphisme canonique

Jfomﬁyé (ﬁxn,%"omﬁy(ﬁy(;, I*)) = Homey, (Ox,,7").
On peut également le décrire en utilisant des résolutions localement libres de type fini
de Ox, sur Oy et Oy :si ZL°, Z'* sont de telles résolutions, et si p : £* — &' est
un morphisme semi-linéaire par rapport & &y — Oy, induisant l'identité sur Ox,,,
cet isomorphisme s’identifie au quasi-isomorphisme

jfom'ﬁyé (3/0,%omﬁy(é’yo,,y-)) %.}fom'ﬁy(iﬂ",]') —h?fom‘ﬁy(,?',j'),

Comme Oy est localement libre de type fini sur &y, ce dernier s’identifie encore au
quasi-isomorphisme

Homo, (L7, Homey (O, Gwx @ wyo/x))d]
Y
(1.2.5.4) = Homg, (L', qwx o wy,o/x)1d]
Y

— Homp, (£, @wx 2 wy,o/x)[d].
Y

Prenons pour .Z° le complexe de Koszul de la suite 71""'1, e ,7';”’1 sur Oy, et pour
£' celui de la suite 7{',..., 7y sur Oy;. On remarque alors que hi(r;) = 7{ + 7/, en

notant 7; I'image dans Oy, de la section 7; ® 1 de Oxs. Comme on a 7} = q'o(1), et
que 7" = 0 dans O, , on peut écrire dans Oyy

n
ho(ri ) = (i + 7)™ -t =1 (E hS(ﬁ)""’“%’") :
k=0

Posons a; = Y yp_o hg(i)" *7/k. On définit de la maniére suivante un morphisme
de complexes ¢ : £* — &' induisant 'identité sur O, : si l'on écrit .£* (resp.
Z'*) comme produit tensoriel des complexes & : Oy — Oy (resp. £/ : Oy; —
Oy, ), placés en degrés [—1,0], et ayant pour différentielle la multiplication par ot
(resp. 7;'), ¢ est le produit tensoriel des morphismes ¢; donnés par hj en degré 0,
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et par a;hg en degré —1. Soit ey A --- Aeq (resp. e} A --- A e;) la base canonique
de £~ (resp. £'~%). Dans l'isomorphisme (1.2.5.4), le premier isomorphisme est
induit par I'évaluation en 1 € Oy;. Si ¢ est 'homomorphisme Oy;-linéaire qui envoie
AN Nepsurw @w” @ gd (8™)), son image est donc ’homomorphisme &y -linéaire
qui prend la valeur o' ® w” sur 7% ® (ef A--- Aeéy) lorsque k = n, et 0 lorsque
k # n. Comme p(e1 A---Aeq) = (ar---aqg)ej A---Aely, et que le coefficient de '*
dans a; - - - aq est égal & 1, 'image de ¢ par (1.2.5.4) est donc ’homomorphisme &y -
linéaire qui envoie e; A- - - Aeg sur w’ @w"”. Or I'isomorphisme local fondamental relatif
a I'immersion u (resp. vg) envoie par construction la classe de w' @W" @ (e1 A---Aeg)Y
sur w' @w” @ (61 A---ABg)V (resp. la classe de (W' ® w” @ ¢§ (Q[ﬂ])) @ (ey A Aey)Y
sur (W' @w" ©gg(@™)) @ (1§ A---ATY)Y), ce qui achéve d’établir la formule (1.2.4.3).

On explicite de la méme maniére I'isomorphisme piwyx ~ u'qjwyx, en utilisant le
diagramme cartésien

Y] ¢ > X3 Y
(1.2.5.5) ' q || Q12 || S1 e
) SN2 G LN 4

dans lequel la section s; est maintenant définie par les 77 = 7;®1. Soit hy le morphisme
composé Y — Y. Dans le calcul de Iisomorphisme pjwx =~ v*{qiﬁpiw x analogue &
celui fait en (a) plus haut, on observe que d7} = —d(t;®1®1) = —d(hjt}). Il en résulte
que é{ﬂ] ®w a pour image (—l)d(é{m @w) @ (d(hit) A---Ad(hity)) @ (T{ A~ '/\T(’i)v.
Le reste du calcul s’effectue comme dans le cas précédent. La formule (1.2.4.4) en
découle, achevant ainsi la démonstration du théoréme 1.2.3.

1.2.6 COROLLAIRE. — Pour tout morphisme lisse X — S, il existe sur wx une
unique structure de Px-module & droite prolongeant sa structure de €x-module, et
telle que, pour tout systéme de coordonnées locales t1,--- ,tq sur un ouwvert U de X,

toute section a € T'(U, Ox), et tout opérateur P € T'(U, Dx), on ait
(1.2.6.1) (adty A -+ Adtg)P = ("P-a)dty A--- Adtg.

Comme la condition de I’énoncé caractérise de maniére unique la structure de Zx-
module & droite de wy, il suffit de faire la construction localement sur X. On peut
donc supposer X et S affines. D’autre part, si S’ — S est un morphisme de schémas,
et si X' = §' x5 X, une structure de 2x-module & droite sur wx vérifiant la condition
de I’énoncé définit par extension des scalaires une structure de Zx/-module & droite
sur wx, vérifiant (1.2.6.1) pour tout systéme de coordonnées locales provenant de
X : cela résulte de ce que O est dans le centre de Dx, et Dx: ~ Os: Q®p; Px. Or le
théoréme 1.2.3 montre qu’une telle structure existe lorsque S est noethérien, et qu’elle
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commute aux changements de base S’ — S, ou S’ est ncethérien. Le corollaire en
résulte par I’argument usuel de passage a la limite.

1.2.7. La structure de Zx-module & droite sur wx que fournit le théoréme 1.2.3
permet d’étendre sans hypothése de caractéristique la méthode usuelle pour transfor-
mer un Zx-module a gauche en Px-module & droite, et réciproquement : il s’agit de
donner un sens intrinséque global 4 I’action par opérateur adjoint. Soit donc m € N :

(a) Si & est un @)((m)—module & gauche, alors wx ®g, & posséde d’aprés 1.1.7
une structure canonique de @&m)-module a droite, définie en coordonnées locales par
(1.1.7.1). En notant w = dt; A- - -Adtg la base locale de wx définie par des coordonnées
t1,...,tq, et en identifiant wx @ g, & et & au moyen de cette base, il résulte de (1.1.7.1)
et (1.2.3.2) que la structure de @;m)-module a droite de wx ®¢, & s’identifie & celle
qu’on définit sur & par

(P,z) — P -x.
Nous dirons souvent que la structure ainsi définie sur wx ® g, & est la structure tordue
de .@)((m)—module a droite.

(b) Si A est un @ﬁ{m)-module a droite, alors A @y wy' ~ Homey (wx, H)
posséde d’aprés 1.1.7 une structure canonique de Qg(m)-module & gauche, définie en
coordonnées locales par (1.1.7.3). Localement, on peut encore identifier ./# ®g, wy'
et ./ grace a la base duale wV de w}l, et cette structure correspond alors a celle
qu’on définit sur .# par

(P,x) — x - 'P.
Nous dirons encore que la structure obtenue sur .4 ®g, wy' est la structure tordue
de 2{™-module & gauche.

(c) De ces descriptions locales résulte que les isomorphismes canoniques

-1 ~
wy Rlwx @ &) — &,
X 0X( Xﬁx )

(M @ wy') @ wx — M
Ox Ox
sont Qﬁ(m)—linéaires, de sorte qu’on obtient des équivalences de catégories quasi-inverses
I'une de Pautre entre la catégorie des @)((m)—modules & gauche et la catégorie des 9&"‘)-
modules & droite.

Soient # une O x-algébre commutative, munie d’une action & gauche de Qg(m) com-
patible avec sa structure d’algébre, et Z® ¢y 9§<m) le faisceau d’opérateurs différentiels
associé (cf. 1.1.8). Les constructions précédentes s’étendent alors aux & ® ¢ 9&"”-
modules. En effet, si & est un & ®py @&m)—module & gauche, les isomorphismes
sf formant la m-PD-stratification de & sont semi-linéaires par rapport aux isomor-
phismes eng définissant celle de 4. La costratification de wx ®¢, & étant donnée par
e9®8 = ¥ @ (¢£)71, il s’ensuit que £2®¢ est semi-linéaire par rapport a (¢%)~!, donc
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que wy ®p, & est muni d’une structure naturelle de & ® ¢ @&m)—module a droite.
On voit de méme que, si # est un B gy 9§(m)—module a droite, A Qg w;(l est
un B Qey Qg(m)-module a gauche, et que les isomorphismes de (c) sont # ®¢, @&m)—
linéaires.

Supposons maintenant que m € N. Par passage de gauche & droite, on peut alors

étendre aux 9§(m)—modules a droite les conditions de nilpotence introduites dans [5,
2.3.7] :

1.2.8 PROPOSITION. — Soit X — S un morphisme lisse de dimension relative d, tel
que p soit nilpotent sur S.

(i) Il existe un entier N tel que, pour tout ouvert U C X, tout systéme de coor-
données relatives ty,...,tq sur U, et toute section w € I'(U,wx), on ait wQ@ =0
pour |k| > N.

(ii) Soit A un @g(m)—module a droite. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un recouvrement de X par des ouverts U; possédant un systéme de
coordonnées relatives tel que, si on note %) Jes opérateurs différentiels correspon-
dants, il eziste pour toute section e de M sur un ouvert de U; un entier N tel que
ed'® = 0 pour |k| > N.

(b) La condition d’annulation précédente est valable pour tout ouvert U C X,
tout systéme de coordonnées locales sur U, et toute section de M sur U.

(c) Le _@gfm)—module a gauche M @py wy' est quasi-nilpotent.

L’assertion (i) résulte de ce que la structure de Qg{m)—module de wx est induite par
sa structure de Zx-module, et de ce que o = Q!Q[E—], ol ¢ est défini par k = p™q+r,
avec 0 < r; < p™ pour tout i. Compte tenu de [5, 2.3.7], 'assertion (ii) en résulte
grace aux formules (1.1.7.1) et (1.1.7.3).

DEFINITION. — Nous dirons qu’un Qﬁ(m)-module a droite est quasi-nilpotent s’il vé-
rifie les conditions de la proposition, et nilpotent si I’entier N peut étre choisi indé-
pendant de e.

Cette derniére condition est indépendante du systéme de coordonnées locales con-
sidéré : pour le vérifier, on peut se ramener par suites exactes au cas ou .# est annulé
par p, soit encore au cas ou S est de caractéristique p; d’apreés [5, 2.2.7], les opérateurs
82~<p ™ engendrent alors un idéal bilatére ¢ C 9&’"), indépendant du systéme de
coordonnées choisi, et la condition de nilpotence équivaut & dire que . est annulé
par une puissance de ¢ .

1.3. Isomorphismes de transposition

Par multiplication & droite ou & gauche, I’anneau Qg(m) est muni d’une structure
naturelle de bimodule sur lui-méme. Les sections qui précédent montrent que, par
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tensorisation avec un @g(m)-module & gauche ou & droite, on peut obtenir selon les cas
une nouvelle structure de bimodule sur le produit tensoriel. Il est parfois nécessaire
de pouvoir échanger les structures ainsi obtenues, et nous explicitons ici les isomor-
phismes qui permettent de telles transformations. En particulier, nous donnons une
forme intrinséque de I’automorphisme de passage a ’adjoint, qui intervient souvent
dans la construction des morphismes canoniques de la théorie des Z-modules. Cu-
rieusement, ce point semble quelque peu négligé par certains auteurs, ce qui donne
parfois lieu & des constructions incomplétes ou incorrectes.

1.3.1 PROPOSITION. — Soient & un 2™ -module a gauche, et 2™ Rpy &, EQp
X X X b'e

Qg{m) les faisceaux obtenus en prenant respectivement le produit tensoriel pour la mul-

tiplication a droite et 4 gauche sur @&m). Ces faisceaux sont tous deur munis d’une

structure canonique de Qg(m)-bimodule, et il existe un unique isomorphisme de 9§(m)-
bimodules

vs : D @y & =5 & 05y DT

tel que vo(1®e) = e® 1 pour toute section e de &. En coordonnées locales, on a alors

k
k _ E\ k- h
(1.3.1.1) 16(0% @e) = {h}Q< e ™.

h<k >

L’isomorphisme ¢ sera appelé isomorphisme de transposition relatif & &.

La structure de 9§(m)—module A gauche de 9)({") ®¢y & provient de la multiplication
& gauche sur @ﬁ(m), et sa structure de @g(m)-module a droite est la structure produit
tensoriel définie par 1.1.7 & partir de la multiplication & droite sur Qg(m). De méme, la
structure de 2™-module a droite de & @, P\ est donnée par la multiplication
a droite sur Qg(m), et sa structure de Qg{m)-module & gauche est la structure produit
tensoriel définie en [5, 2.3.3] & partir de la multiplication & gauche sur @&m). Que
ces structures soient compatibles résulte de la fonctorialité des structures produit
tensoriel.

Grace la structure de Qg(m)—module a gauche de & Qg @&””, il existe un unique
morphisme de Qg(m)—modules a gauche vg : 9&’") Ry & = EQpy 9§(m) envoyant une
section de la forme P® e, P € 9§(m), e € &, sur P(e ® 1). Comme Qg(m) ®ey 6 et
ERepy @g(m) sont des 9)((7”) -bimodules, on est ramené, pour vérifier la @)((m) -linéarité &
droite de 7¢, & montrer que, pour tout @ € @&m), onave((1®e)Q) =v6(1®e)Q@. On
peut supposer qu’on dispose d’un systéme de coordonnées locales sur X, et il suffit
alors de le faire d’une part dans le cas ou Q = a € €x, ce qui est clair, d’autre part

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2000



26 CHAPITRE 1. 2-MODULES A DROITE

lorsque @ est de la forme Q@. On a dans ce cas

16 ((1®e)d®)
= e (Z(_l)l&—ﬁl %}Q@ ® Q(&—me) = (1)t {%}Q@ (0% Peq1)
h<k = h<k =
_ k-n [ R R\ oh-i) 51 i
= (1) _I{h} (Z {Q}Q< ) gt ®Q<_>)
h<k i<h
— ( $ (_1)|E—m{ﬁ}{b;}{k‘%})Q@—@e@@@
i<k Ni<h<k hjli) =i
=e® Q<E>,

la derniére égalité résultant de 0.4 et des relations classiques entre coefficients bind-
miaux.

En sens inverse, on définit un morphisme & Q¢ Qg(m) — @)((m) ®epx € en envoyant
une section de la forme e ® P sur (1® e)P, et on vérifie de méme les linéarités néces-
saires. Compte tenu de celles-ci, il est clair que ces deux morphismes sont réciproques
P’un de lautre, et qu’ils sont caractérisés par la relation v¢(1®e) = e® 1. La formule
(1.3.1.1) résulte immédiatement de la Qg(m)—linéarité a gauche de v¢.

1.3.2. Soit &£ une Ox-algébre commutative munie d’une structure compatible de
@;m)-module & gauche. On dispose alors d’une structure d’anneau canonique sur
B oy, PV, telle que les morphismes B — B @5, 27 et DTV - By D™
donnés respectivement par b — b®1 et P — 1® P soient des morphismes d’anneaux,
que (b®1)(1® P) = b® P, et que, en coordonnées locales, le produit (1®8%)(b®1)
soit donné par la formule de Leibnitz [5, 2.3.5]. D’autre part, la proposition précédente

fournit un isomorphisme de 24™-bimodules
va: D oy B B Doy, DT,

de sorte qu’on obtient par transport de structure une structure d’anneau sur Qg(m) Rex
4. Elle s’explicite comme suit :

(a) Par construction, yg(1 ® b) = b ® 1. 1l en résulte que le morphisme & —
9&7”) ®px % donné par b 1® b est un morphisme d’anneaux.

(b) De méme, y2(P®1) = P(1®1). Comme ’action de gg(m) sur 4 est compatible
avec son action sur €x, on voit qu’en coordonnées locales on a Q@ -1 = 0 pour
tout k£ # 0. Il en résulte que P(1® 1) = 1 ® P, de sorte que le morphisme @&"" —
9&’”) ®pyx # donné par P — P ® 1 est un morphisme d’anneaux.

(c) Comme g est par construction un isomorphisme d’anneaux, on a

1eb)(P®1) =79, (b®P).
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D’aprés la construction de fyg_al, on obtient, pour P = Q(E) .

1eb)0% e1) = Z(_l)lk—il {E'}Q(Q ® 9%&9p,
‘ i
i<k -

(d) Puisque v2((P®1)(1®b)) = 72(P®1)y2(1®b) = (1@ P)(b®1), il résulte de
la formule de Leibnitz et de la définition de yg que v2((P ® 1)(1®b)) = v2(P ®b),
si bien que (P®1)(1®b) =P Qb.

Nous identifierons systématiquement 9&"’) ®ox B et B Qo .@)((m) au moyen de
I'isomorphisme vg. Lorsque ’anneau & sera fixé, et qu’aucune confusion n’en résul-
tera, nous emploierons la notation

(m) = g(m) ~ @(m) R.
X 3‘?2 x ~Zx (‘78;

Pour tout é&m)-module a gauche &, on voit facilement que I’isomorphisme
ve: P @& 5 £ P
B B
défini par

IV eaé = I © &2 6 © I g’gé&m’

Ox Ox

est un isomorphisme de .@&m)—bimodules.

1.3.3 PROPOSITION (cf. [37, 2.4.2] ou [38, 1.7]). — Soient .4 un 9\ -module a
droite, et M Qe .@&m) le faisceau obtenu en prenant le produit tensoriel pour la
multiplication & gauche sur @5}"’. Ce faisceau est muni d’une structure canonique de
Qﬁ(m)—bimodule a droite, et il existe une unique involution

Sl @ D M@ D
Ox Ox

échangeant les deux structures de Qg(m)—module a droite de M @¢y 9&"“, et telle que
d.u(x®1) =2 ®1 pour toute section x de M. En coordonnées locales, on a alors

(1.3.3.1) Su(e®d®) = (-1l {ﬁ}egﬁ—@ @,

h<k -

Comme en 1.3.1, isomorphisme 6_4 sera appelé isomorphisme de transposition
relatif & A .

L'une des structures de 2{™-module & droite de . ®py 2" est fournie par
la multiplication & droite sur @&m), et Pautre est la structure produit tensoriel dé-
finie par 1.1.7 & partir de la multiplication & gauche sur @)(;n) ; nous les appelerons
respectivement structure droite et structure gauche. La fonctorialité de la structure
produit tensoriel entraine encore que ces deux structures munissent . Qg Qg(m)
d’une structure de bimodule & droite.
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Comme 'application canonique # — 4 Q¢4 Qﬁ(m) est Ox-linéaire pour la struc-
ture gauche de # @¢, @&m), elle se factorise de maniére unique par un morphisme
S s M Doy D = M D0 DT qui soit 27 -linéaire pour la structure droite
sur la source et la structure gauche sur le but. On vérifie que §_; est aussi 9)((7")—
linéaire pour la structure gauche sur la source et la structure droite sur le but par un
calcul en coordonnées locales analogue & celui qui a été fait en 1.3.1. Il s’ensuit que
0.4 06 4 =1d, dou I’énoncé.

REMARQUES

(i) L’isomorphisme de transposition ¢ 4, peut aussi étre décrit de la maniére sui-
vante. La costratification € 4 fournit des isomorphismes &% (m)-linéaires

M Dy D) = Homoy (Dox P )y M) — H0MGy (D12 P (ys ).
, ,(m) (m)

D’autre part, I'involution o échangeant les deux facteurs de X xg X définit un iso-
morphisme o*-semi-linéaire

Hom gy (p1+ Py M) =5 Homey (Pos Py (s ).
o ,(m)

m)’
Par passage & la limite inductive pour n variable, on obtient donc ainsi un isomor-
phisme
M o .
ﬁx ﬁX
Pour vérifier qu’il est bien égal & §_4, il suffit de le faire par un calcul en coordonnées
locales. On reprend alors les notations de 1.1.6. Comme o*(r1%}) = (=1)lkl7{k} on a
~(k
<_>) = (=1)IE15®) | et I’assertion résulte de (1.1.6.1) et (1.3.3.1).

o*(2
(ii) Sous les hypotheéses de 1.3.2, soit .# un @&m)—module a droite. On vérifie encore
que 'involution
S MDD ot @ I " @ D s M DY,
» Ox Su Ox Y]

est 2\ -linéaire & droite.

1.3.4. En appliquant ce qui précéde au cas ou .# = wyx, on obtient une forme
intrinséque de I'automorphisme de passage a ’opérateur adjoint, qui s’exprime classi-
quement en coordonnées locales comme une anti-involution d’anneau 9§(m) - Qﬁ(m)
dépendant du choix des coordonnées (cf. 1.2.2). En effet, la structure de 9§(m)—module
a droite de wx définit grace & 1.3.3 une involution canonique que nous noterons

(1.3.4.1) 6x twx ® 9§ s wx ® 20,
Ox Ox

échangeant les deux structures de @&m)-module a droite. En tensorisant par w;l a

droite sur la source et & gauche sur le but, on obtient un isomorphisme canonique de
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2™, Qg(m) )-bimodules
(1.3.4.2) ax wx ® 99V ®@ wi' = 2.
Ox Ox

Enfin, en tensorisant ce dernier par w}l & gauche sur la source et & droite sur le but,
on obtient une involution canonique

(1.3.4.3) Bx : 9™ @ wit =5 2 ® wit
0)( ﬁx

échangeant les deux structures de Qg(m)-module a gauche.

Sur un ouvert U C X muni de coordonnées locales t1,- - - , tg, on peut identifier wx
a Ox grace dlabase dtiA- - -Adtg, et w}l & Ox grace ala base duale. La source et le but
des isomorphismes ax, Bx et dx s’identifient alors & Qg{m). Avec ces identifications, il
résulte alors de (1.2.3.2) et (1.3.3.1) que ces isomorphismes associent & un opérateur
P=3%, aEQ@ I’opérateur Zk(——l)w@(&)a& = 'P. Ces isomorphismes fournissent
donc une expression globale, ir_ldépendante des coordonnées, de 'isomorphisme de
passage a I’adjoint. Ils seront encore appelés isomorphismes de transposition.
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CHAPITRE 2

THEOREMES DE DESCENTE

Ce chapitre est consacré & la démonstration des théorémes de descente par un
relévement du morphisme de Frobenius, et & la construction d’un foncteur quasi-
inverse & F™*. Nous donnerons d’abord la définition générale du foncteur f* pour les
_@g(m)—modules a gauche, en mettant en évidence sa nature cristalline. Nous montre-
rons ensuite que, dans le cas d’un relévement F : X — X' de la puissance s-iéme
du morphisme de Frobenius relatif, il se produit un phénoméne d’élévation du ni-
veau : I'image inverse F*&' d’un 2{™ _module est munie d’une structure naturelle de
@g(mﬂ)—module. Le théoréme de descente pour les 9§(m)-modules & gauche, que nous
établirons ensuite, s’énonce alors en disant que, vu comme foncteur de la catégorie des
.@’&’?) -modules vers celle des _@g(m-"s)—modules, le foncteur F™* est une équivalence de
catégories. Aprés avoir donné un résultat analogue pour les ngm)-modules & droite,
nous montrerons que le (2™, 2{"**))-bimodule F*2{™ permet de construire un
foncteur quasi-inverse de F*. Enfin, nous préciserons le lien entre le théoréme de des-
cente pour les Qg(m)—modules a gauche, et le théoréme de Cartier sur la descente des

O x-modules munis d’une connexion intégrable & p-courbure nulle.

2.1. Foncteur image inverse

Pour la commodité des références, nous donnons d’abord ici la définition générale
du foncteur image inverse pour les @;m)-modules a gauche, ainsi que quelques pro-
priétés de base de ce foncteur. En particulier, nous mettons en évidence sa nature
cristalline, ainsi que celle de la catégorie des 9)(("1) -modules & gauche elle-méme.

Dans cette section, m désigne un élément de N ; lorsque m € N*, on suppose comme
d’habitude que les schémas considérés sont des Zp)-schémas.
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2.1.1. Considérons un diagramme commutatif de morphismes de schémas de la forme

X f »Y gﬁ‘Z
S > T » U

dans lequel X, Y et Z sont respectivement lisses sur S, T' et U. Soient d’autre part
A},(m), A?(my Aer,(m) les voisinages infinitésimaux & puissances divisées de niveau
m et d'ordren de X,Y, Z dans X xg X, Y xr Y, Z xy Z. Par fonctorialité (cf. 5,
2.1.4]), on en déduit le diagramme commutatif

n fxf gxg n
A% (m) ——— BY () ———— B (m)

(2.1.1.1) POHIH QOHQI H

X »Y A

ou les fléches verticales sont les projections naturelles.

On notera pour simplifier 2{™, 9,(,'") et 25 pour 9&'7)5, 9&'7% et 9(27()1 Si

& est un Oy-module, la donnée d’une structure de @,(,m) -module & gauche sur &
prolongeant sa structure de fy-module équivaut & celle d’'une m-PD-stratification,
c’est & dire d’une famille compatible d’isomorphismes 7, : ¢f# —— ¢¢.# vérifiant
la condition de cocycle [5, 2.3.2]. Le diagramme (2.1.1.1), ainsi que le diagramme
analogue formé avec les produits triples, montre que f*# est alors muni de la m-
PD-stratification image inverse, définie par les e, = (f X f)*(n,). On obtient donc
ainsi une structure canonique de 9&’") -module & gauche sur f*%. De plus, si &' est
un second 9)(,m)-module a gauche, un morphisme Oy-linéaire ¢ : F — F' est 9,(,"1)—
linéaire si et seulement s’il est compatible aux m-PD-stratifications. On voit ainsi que
le foncteur f* s’étend de maniére naturelle en un foncteur, que nous noterons encore
f*, de la catégorie des Qém)—modules a gauche dans celle des Qg(m)-modules a gauche.

La commutativité du diagramme (2.1.1.1) entraine alors que, pour tout @ém)-
module & gauche ¢, l'isomorphisme de transitivité (f* o ¢*)(¢) ~ (g o f)*(¥) est
Qg(m)-linéaire.

2.1.2 PROPOSITION. — Supposons que p soit localement nilpotent sur T, et que F
soit un 9)(,m)-module d gauche quasi-nilpotent [5, 2.3.7]. Alors f*F est un @&m)—

module & gauche quasi-nilpotent.

Soient Ax (m) et Ay, (m) les voisinages infinitésimaux & puissances divisées de ni-
veau m (sans condition de nilpotence) de X et Y dans X xg X et Y x7 Y. Notons
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encore p;, g; leurs projections sur X et Y. Pour tout n, on dispose du carré commutatif

A% (m) ———— AV (m)

Lo

Ax,(m) ———— Ay,(m)

et, d’aprés [5, 2.3.7], & (resp. f*&F) est un Qém)-module a gauche (resp. ngm)-
module & gauche) quasi-nilpotent si et seulement si les isomorphismes 7, (resp. €,)
définissant la m-PD-stratification de & (resp. f*%) sont induits par un isomorphisme
n: G F = @¢F (resp. € : pif*F = pif*F) vérifiant la condition de cocycle.
L’énoncé en résulte aussitot.

2.1.3. Comme en caractéristique 0, la structure de Qg(m)-module de f*.# peut éga-
lement étre décrite en utilisant un bimodule canonique. En effet, si I’on pose

2y = oA,

Qg(m_)),, est muni d’une structure naturelle de (9§{m), f ‘lﬁs(,m))-bimodule : sa structure
de 2{™-module a gauche se déduit de celle de 2U™ par 2.1.1, et sa structure de
f _19}(,m)-module a droite est définie par fonctorialité (ce qui entraine que ces deux
structures commutent). On dispose alors de 'isomorphisme d’associativité

2\, © fLF=(0x ® My e i
f—l@&m) f_ 0y f—l@;’")
~O0x ® f\F=f7,

f~10y

dont on vérifie aisément la .@&m)—linéarité.
Le bimodule @g?_))y est muni d’un homomorphisme naturel

(2.1.3.1) 2™ — 9™, = o™,
qui est obtenu & partir des homomorphismes de fonctorialité
F* P (m) — PX,(m)

par dualité et passage & la limite inductive. En observant que les homomorphismes
58’7:;, : 9;}?(’;;) — P% (m) ®ox 37;‘(:("1) utilisés pour définir la multiplication sur
@g(m) [5, 2.1.3] commutent aux homomorphismes de fonctorialité, on voit que I’homo-
morphisme (2.1.3.1) est 9&'") -linéaire & gauche. Il est par ailleurs facile de voir qu'’il
envoie la section 1 € 2™ sur la section 1® 1 de f*2y™.
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2.1.4. Soient Py une Oy-algébre commutative munie d’une action compatible de
9,(,7"), (N : ¢ By — ¢} Py )n la m-PD-stratification correspondante. Les 7,, sont des
isomorphismes d’algebres, de sorte qu’il en est de méme de leurs images inverses par
les morphismes A}’(m) — A}’(m). Il en résulte que P’action de @&m) sur Bx = f*PBy
est compatible & sa structure de &x-algébre.

Nous noterons alors @é,m) = By Rpy 91(/771), @;m) = Bx Qo Qg(m). En utilisant
[5, 2.3.5 (ii)], on voit de méme que, si & est un él(,m)-module a gauche, f*# est
muni d’une structure naturelle de é&m)—module a gauche. En particulier, si ’on pose
2, = 90 la structure naturelle de 2{™-bimodule de Z{™ fournit une
structure canonique de (é&m), f _1.@,(,m))-bimodule sur é&”iy

2.1.5 PROPOSITION. — Sous les hypothéses de 2.1.1, soient (a,b,a) C Os un m-PD-
idéal quasi-cohérent, Sy le sous-schéma fermé de S défini par a, Xo la réduction de X
sur So, f, f': X =Y deuzx T-morphismes ayant la méme restriction fo : Xog =Y a
Xo. Soit F un 9,(,m)—module G gauche. On suppose vérifiée l'une des deux conditions
suivantes :

(a) Le m-PD-idéal a est m-PD-nilpotent (cf. A.3);
(b) p est localement nilpotent sur T', et le %f,m)-module Z est quasi-nilpotent.

Il existe alors un isomorphisme Qg(m)-linéaz're canonique
5 [T F = P F,

tel que 755 =1d, et que, si f"" : X =Y est un troisiéme morphisme de restriction fo
a XO; on ait Tf f1 = Tf f1 OTpr fir.

Par platitude, la m-PD-structure de a s’étend & X, et munit donc 'idéal a@x de
Xo dans X d’une m-PD-structure. La propriété universelle des voisinages & puissances
divisées entraine que le morphisme (f, f') : X — Y2 se factorise par un unique PD-
morphisme g : X — Ay, tel que f =go o g, f' = g1 0g. Si la m-PD-structure de a
est m-PD-nilpotente, il en est de méme par platitude de celle de a€@x, de sorte que
g se factorise par A;,Y(m) pour r assez grand. Dans ce cas, on pose 7y ¢ = g*(n,), ot
7y est I'isomorphisme fourni par la m-PD-stratification de % ; I'isomorphisme 7y ¢/
ne dépend pas du choix de r. Sous les hypothéses de (b), & est un 9,(,m)-module
quasi-nilpotent, et la m-PD-stratification (n,) est induite par un isomorphisme 7 :
@t F = @ F sur Ay (m); on pose alors 75, = g*(n). Il est clair que ces définitions
sont compatibles, et on obtient ainsi un isomorphisme €x-linéaire f'*F — f*Z,
qui satisfait les conditions de transitivité voulues grace & la condition de cocycle.

Il reste & voir que 7y ¢/ est @)((m)-linéaire. Il revient au méme de montrer que 7y, ¢
est horizontal pour les m-PD-stratifications (g,,) et (¢},) de & := f*F et &' = f'*.Z,

MEMOIRES DE LA SMF 81



2.1. FONCTEUR IMAGE INVERSE 35

soit encore que, pour tout n, le diagramme

. pi(ree)
p1£’l = pléa
(2.1.5.1) el 1| €n
Py ———— p}
p5(75,57)

est commutatif sur A% . Fixons l'entier n. D’aprés [5, 1.5.3], la m-PD-structure
canonique de l'idéal de X dans A’}(’(m) est compatible & celle de a, de sorte que
I'idéal de Xy dans A?f,(m) est aussi canoniquement muni d’une m-PD-structure.
De plus, celle-ci est nilpotente lorsque celle de a lest, d’aprés A.9. Le morphisme
A% ) X2 - Y? x Y2 défini par (f x f, f' x f') se factorise donc par un mor-
phisme h : A},(m) — Ay (m)(3); lorsque a est m-PD-nilpotent, h se factorise de
plus par A§,7(m) (3) pour un entier s assez grand, qu’on peut choisir au moins égal a
max(n,r). Supposons d’abord qu’on soit dans ce dernier cas. Pour i, j € {0,1,2, 3},
1 < j, soit g : A;’(m)(3) — Ai,’(m) le morphisme induit par la projection sur les
facteurs d’indices i et j. On obtient alors

po(T5,5) = po (9" (ns)) = h*(g5,2(s)),

et, de méme, pi(7s s/) = h*(gf 3(ns)). D’autre part, on a par définition

en = (f x £)*(ns) = h*(g5,1(ms)),

et, de méme, e;, = h*(g5 3(ns)). 1l suffit donc de s’assurer que g5 ;(7s) o g5 3(ns) =
45.2(1s) © 43 3(ns), ce qui résulte de ce que les deux membres sont égaux a gg 5(ns)
d’aprés la condition de cocycle. Si ’on se place sous les hypothéses de (b), I'isomor-
phisme 7 vérifie lui-méme la condition de cocycle, et le raisonnement est le méme, en
se plagant sur Ay, (,,)(3) au lieu de AY (m) (3).

REMARQUE. — Si By est une Oy-algébre munie d’une action compatible de %(,m),
et si 'on pose Bx = f*By, By = f'* By, lisomorphisme 77, : By — Bx est un
isomorphisme @)((m)—linéaire de Ox-algébres, puisque les 7, sont des isomorphismes
de 37{,!(m)—algébres. Par suite, T}?f, s’é¢tend en un isomorphisme d’anneaux T?{f, :
By @ 9\ s By @ DT,

Si & est un By ® Qém)-module, l’isomorphisme Tﬁ 1 [T F = f*F est alors

semi-linéaire par rapport a 7'}? Iz

2.1.6. L’énoncé qui précéde permet alors d’étendre la construction du foncteur image
. (m) , . . .
inverse pour les 9y ’-modules au cas d’'un morphisme non nécessairement relevable.
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36 CHAPITRE 2. THEOREMES DE DESCENTE

(a) Supposons d’abord comme dans ’énoncé précédent que S est muni d’un m-
PD-idéal quasi-cohérent (as,bg,as), qu’on suppose m-PD-nilpotent. Soient Sy C S
le sous-schéma fermé défini par ag, X un S-schémas lisse, de réduction Xy, Y un T-
schéma lisse, et fo : Xo — Y un T-morphisme. Soit .%# un .@)(,m)-module a gauche. Tout
point & € X posséde un voisinage U sur lequel il existe un prolongement f : U — Y de
la restriction de fo & XoNU. D’aprés 2.1.5, le @g(m)—module a gauche f*.Z ne dépend
pas, & isomorphisme Qg(m)—linéaire canonique preés, du choix fait pour f. Grace a la
relation de transitivité pour les isomorphismes 7 ¢/, on peut alors recoller les @;m) -
modules définis localement par le choix d’un prolongement de fo, et obtenir ainsi a
partir de la donnée de .Z et de fo un ngm)-module a gauche canonique. Avec un abus
de notation évident, nous le noterons fj.# ; lorsque fy se prolonge en f, on a donc
par construction une identification canonique f§.# ~ f*.Z.

En particulier, supposons donné un m-PD-idéal quasi-cohérent (ar, br,ar), tel
que S — T soit un m-PD-morphisme. Soient Ty C T' le sous-schéma fermé défini par
ar, Yy la réduction de Y sur Tp, et fo : Xo = Yy un To-morphisme. La construction
précédente s’applique au morphisme (encore noté fo) Xo — Y défini par fo. Si Z est
un U-schéma lisse, et si go : Yo = Z est un Sp-morphisme, on dispose encore pour
tout @(Zm)-module a gauche g d’'un isomorphisme canonique @g(m) -linéaire

f5(969) — (90 fo)"9
Cette construction s’applique en particulier au Qg,m)—plodule a gauche 9}(,7”). Comme
Paction a droite de 2{™ est 2{™ -linéaire & gauche, elle est compatible aux iso-

morphismes de recollement, si bien que f§ 9,(,"1) est encore de maniére naturelle un
(9%, Iy 19)(,'"))-bimodule. On conservera la notation

oy = 19"
et, pour tout Qf/m)—module a gauche #, on a encore un isomorphisme canonique de
2™ -modules & h
X gauche
Iy ® fF RS

15ty

Si By est une Oy-algébre munie d’une action compatible de _@)(,m), il résulte de la
remarque de 2.1.5 que Bx = f§PBy est une Ox-algébre, munie d’une action compa-
tible de 2™ . Le faisceau d’opérateurs différentiels 2™ = Bx @5, 2" est donc
bien défini, et, si I'on étend la construction précédente en posant

(M) _ ex5(m)
%%y = fo 2y,
7™, est de maniére naturelle un (2™, f5' %{™)-bimodule.

(b) Si on ne suppose plus as m-PD-nilpotent, mais qu’on suppose par contre p
localement nilpotent sur 7', la construction précédente garde un sens pour % lorsque
Z est quasi-nilpotent, et permet de construire le foncteur f§ sur la sous-catégorie
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pleine des @,(,m)—modules quasi-nilpotents. On prendra garde néanmoins que @)(,m)
lui-méme n’est pas un @}(,m) -module quasi-nilpotent, de sorte que la construction du
bimodule 9)(("2}, n’a de sens que si ag est m-PD-nilpotent, ou si ’on se donne un
relevement f : X — Y de fo; dans ce cas, elle dépend en général de ce relévement.

En considérant le cas ou S = T', et ou X et Y sont deux relévements de Xy sur
S, on déduit formellement de ces constructions le corollaire suivant, qui précise les
conditions sous lesquelles la catégorie des @g(m)-modules & gauche ne dépend que de
X(] :

2.1.7 COROLLAIRE. — Soient (ag,bs,as) C Os un m-PD-idéal quasi-cohérent, Sy
le sous-schéma fermé de S défini par a, Xg la réduction de X sur Sp.

(i) Si ag est m-PD-nilpotent, la catégorie des Qﬁ(m)-modules a gauche ne dépend, a
équivalence canonique pres, que de (Xo,S,as,bs,as), et est fonctorielle par rapport
a ces données.

(ii) Sans hypothéses de nilpotence sur ag, les conclusions de (i) restent valables
st p est localement nilpotent sur S, et si U'on se limite a la sous-catégorie pleine des
@g(m)-modules G gauche quasi-nilpotents.

2.2. Elévation du niveau par Frobenius

Nous étudions maintenant plus spécifiquement le foncteur image inverse associé a
un S-morphisme F' : X — X' dans le cas ou F' est un relévement de la puissance s-
iéme du morphisme de Frobenius relatif. Nous montrons qu’il existe alors sur 'image
inverse d’un 9&77)—m0dule a gauche une action naturelle du faisceau d’opérateurs
différentiels @&"H's) induisant par restriction des scalaires I’action de @g(m) construite
en 2.1.1.

Pour mettre en évidence ses propriétés de fonctorialité, nous serons en fait amenés
a construire cette action dans une situation plus générale, ou F' est un