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REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp),
DEMI-PLAN p-ADIQUE ET RÉDUCTION MODULO p

par

Christophe Breuil & Ariane Mézard

Résumé. — On calcule par voie cohomologique la réduction modulo p de représenta-
tions p-adiques semi-stables de GL2(Qp) ([4]). Les calculs exploitent la géométrie du
demi-plan p-adique. Ils permettent de retrouver certaines formules de la réduction
modulo p de représentations p-adiques semi-stables de Gal(Qp/Qp) ([6]).

Abstract (Semi-stable representations of GL2(Qp), p-adic half-plane and modulo p reduction)
We compute by cohomological means the reduction modulo p of some p-adic semi-

stable representations of GL2(Qp) ([4]). The calculations use the geometry of the
p-adic upper half plane. They allow to recover some of the formulae of the reduction
modulo p of p-adic semi-stable representations of Gal(Qp/Qp) ([6]).

1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit L une extension finie de Qp, O son anneau d’entiers,
π une uniformisante de O et F déf

= O/(π). Dans [14], Teitelbaum calcule par voie
cohomologique la réduction modulo π d’un réseau invariant dans le dual (algébrique)
de la représentation |det|k/2−1 ⊗ Symk−2L2 ⊗L Steinberg de GL2(Qp) pour k ≥ 2

entier pair (| | est la norme p-adique). Plus précisément, si B(k) désigne le Banach
p-adique complété de |det|k/2−1⊗Symk−2L2⊗LSteinberg par rapport à un quelconque
O-réseau stable par GL2(Qp) de type fini sur O[GL2(Qp)], alors le dual B(k)∗ conve-
nablement tordu est une représentation de GL2(Qp) isomorphe à H0(X , ωk/2) ⊗ L
où X est le schéma formel du demi-plan p-adique et ω le faisceau inversible des dif-
férentielles « régulières » sur X . La réduction modulo π H0(X , ωk/2) ⊗ F ci-dessus
est alors isomorphe à la représentation H0(X , ωk/2 ⊗ F) qui se calcule explicitement
en utilisant la géométrie de la fibre spéciale de X .

Dans [4], d’autres complétés de |det|k/2−1⊗Symk−2L2⊗L Steinberg par rapport à
des réseaux invariants qui ne sont pas de type fini sur O[GL2(Qp)] ont été définis. Ils
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118 C. BREUIL & A. MÉZARD

font intervenir un paramètre supplémentaire L ∈ L et sont notés B(k,L ). De plus,
la réduction modulo π de B(k,L ), ou du dual B(k,L )∗, est reliée à la réduction
modulo π des représentations p-adiques semi-stables non-cristallines de Gal(Qp/Qp)

([4], [2]) et est donc plus intéressante à étudier que celle de B(k). Il était donc naturel
d’essayer d’étendre le calcul cohomologique de [14] à ces nouvelles complétions. C’est
l’objet du présent article.

On définit dans un premier temps pour k pair, 2 ≤ k ≤ p+ 1 et L ∈ L un faisceau
de O-modules sans torsion ω(k,L ) pour la topologie de Zariski sur le schéma formel
X , extension d’un faisceau de O-modules libres de type fini par un faisceau cohérent.
Il est muni d’une action de GL2(Qp) et est construit de telle sorte que B(k,L )∗ conve-
nablement tordu est une représentation de GL2(Qp) isomorphe àH0(X , ω(k,L ))⊗L.
Dans cet article, nous calculons H0(X , ω(k,L )) ⊗ F pour k pair, 4 ≤ k ≤ p + 1 et
val(L ) ≥ 0. Le résultat principal est le suivant :

Théorème 1.1.1. — Supposons k pair, 4 ≤ k ≤ p + 1 et val(L ) ≥ 0. Alors, on a une
suite exacte de représentations de GL2(Qp) :

0→
{
f ∈

(
Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
Symp−3F2

)
⊗ ω ◦ det, a(L )Tpf = f

}
→ H0(X , ω(k,L ))⊗ F→

{
f ∈ Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
1, Tpf = a(L )f

}
→ 0

où a(L )
déf
= (−1)

k
2−1
(

1 + k
2

(
k
2 − 1

)(
L − 2(

∑k/2−2
i=1

1
i )
))
∈ O, où ω est le caractère

cyclotomique modulo p (vu comme caractère de Q×p ), où Ind
GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
SymiF2 est l’in-

duite compacte usuelle sans condition de support et où Tp est un certain opérateur de
Hecke sur cette induite (voir §1.2).

Le cas k = 2 est trivial mais se comporte un peu différemment (cf. [4, §4.5]) . Un
corollaire immédiat de ce théorème est que, sous les conditions de l’énoncé, B(k,L )

est non nul et admissible au sens de [12] (cf. [4, Prop.4.4.4]). Mais ces résultats
sont maintenant connus sans restriction sur k ou L par une méthode complètement
différente ([7], [8]). Notons que, lorsque val(a(L )) > 0, l’induite de gauche dans
la suite exacte est nulle de sorte que l’on a dans ce cas H0(X , ω(k,L )) ⊗ F ∼→
{f ∈ Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
1, Tpf = 0}. Lorsque k ≤ p − 1 (et sous les autres conditions du

théorème 1.1.1), la semi-simplifiée modulo p de la représentation de Gal(Qp/Qp) cor-
respondant à B(k,L ) est, à une torsion convenable près, ωnr(a(L )−1) ⊕ nr(a(L ))

si val(a(L )) = 0 (où nr(λ)(Frob arith)
déf
= λ) et la représentation irréductible de

dimension 2 correspondant au caractère fondamental de niveau 2 si val(a(L )) > 0

(voir [6]). Dans les deux cas, on retrouve bien exactement un cas particulier de la
correspondance modulo p définie dans [3] (dualisée), de sorte que les calculs de cet
article sont en quelque sorte l’analogue côté GL2(Qp) des calculs galoisiens de [6]
pour val(L ) ≥ 0. Le théorème 1.1.1 se déduit aussi par une méthode complètement
différente des résultats généraux de [2] (combinés avec les calculs de [6]) sur cette
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REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET RÉDUCTION MODULO p 119

correspondance modulo p. Signalons que nous avons également calculé la représen-
tation H0(X , ω(k,L )) ⊗ F lorsque val(L ) < 0, ce qui fait apparaître des formules
analogues à celles du théorème 1.1.1 mais différentes (voir [6] pour le côté Galois).
Néanmoins, devant la technicité de ces calculs, nous avons finalement renoncé à les
rédiger.

Donnons quelques brèves indications sur la preuve du théorème 1.1.1.
Le calcul se fait en deux étapes. Dans la première, on détermine la représentation

H0(X , ω(k,L )⊗F), dans la deuxième, on détermine H0(X , ω(k,L ))⊗F. Contrai-
rement au cas purement cohérent de [14], ces deux représentations sont ici différentes.

Commençons par H0(X , ω(k,L ) ⊗ F). On calcule d’abord la GL2(Zp)-représen-
tation H0(P1, (ω(k,L ) ⊗ F)|P1) où P1 est une composante irréductible de la fibre
spéciale de X , ce qui donne (cf. §4.2) :

Proposition 1.1.2. — On a une suite exacte de représentations de GL2(Zp) :

0→
k/2−2⊕
i=0

Symp−3−2iF2⊗ωi+1◦det→ H0(P1, (ω(k,L )⊗F)|P1)→ ind
GL2(Zp)

I(Zp) 1→ 0

où I(Zp) est le sous-groupe de GL2(Zp) des matrices triangulaires supérieures mo-
dulo p.

Puis on utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement de la
fibre spéciale de X (un arbre infini de P1) par toutes ses composantes irréductibles. La
condition de « recollement » aux points d’intersection des composantes fait apparaître
une condition faisant intervenir l’opérateur de Hecke Tp et on trouve (cf. §4.4) :

Théorème 1.1.3. — On a une suite exacte de représentations de GL2(Qp) :

0→
k/2−2⊕
i=0

(
Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
Symp−3−2iF2

)
⊗ ωi+1 ◦ det→ H0(X , ω(k,L )⊗ F)→{
f ∈ Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
1 | Tpf = a(L )f

}
→ 0

où a(L ) est comme au théorème 1.1.1.

Passons maintenant à H0(X , ω(k,L )) ⊗ F. Toutes les sections de
H0(X , ω(k,L ) ⊗ F) se relèvent dans H0(X , ω(k,L ) ⊗ O/p). Mais toutes les
sections de H0(X , ω(k,L )⊗O/p) ne se relèvent pas dans H0(X , ω(k,L )⊗O/p2).
Le calcul du défaut de recollement modulo p2 des sections modulo π du théorème 1.1.3
montre que, dans ⊕k/2−2

i=0

(
Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
Symp−3−2iF2

)
⊗ ωi+1 ◦ det, seules se relèvent

les sections f de
(
Ind

GL2(Qp)

GL2(Zp)Q×p
Symp−3F2

)
⊗ ω ◦ det satisfaisant a(L )Tpf = f . Mais

c’est là la seule obstruction, au sens où les sections qui se relèvent modulo p2 se re-
lèvent alors modulo pn pour tout n (et finalement se relèvent dans H0(X , ω(k,L ))).
On obtient ainsi le théorème 1.1.1.
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120 C. BREUIL & A. MÉZARD

L’article est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, on rappelle la défini-
tion des espaces B(k)∗ et B(k,L )∗ comme espaces de fonctions sur le demi-plan
p-adique (§2.1), la définition du schéma formel X de ce demi-plan (§2.2) puis les
calculs de Teitelbaum (§2.3). Dans le paragraphe 3, on définit les faisceaux ω(k,L )

(§3.1) et quelques variantes (§3.2). Dans le paragraphe 4, après des préliminaires
sur les GL2(Zp)-représentations SymiF2 pour certains i (§4.1), on détermine les
GL2(Zp)-représentations H0(P1, (ω(k,L )⊗ F)|P1) (§4.2) et H1(P1, (ω(k,L )⊗ F)|P1)

(§4.3), puis H0(X , ω(k,L ) ⊗ F) et H1(X , ω(k,L ) ⊗ F) (§4.4). Dans le para-
graphe 5, après des considérations de cohomologie de Čech (§5.1) et quelques
calculs préliminaires (§5.2), on détermine le défaut de recollement des sections
de H0(X , ω(k,L ) ⊗ F) modulo p2, ce qui définit des classes de Čech dans
Ȟ1(X , ω(k,L ) ⊗ O/p) que l’on identifie (§5.3), puis on en déduit par dévis-
sage la GL2(Qp)-représentation H0(X , ω(k,L )) ⊗ F (§5.4). Deux appendices
rassemblent les calculs les plus techniques de l’article. Le premier donne des résultats
combinatoires et les calculs permettant de déterminer la GL2(Zp)-représentation
H0(P1, (ω(k,L )⊗F)|P1), le deuxième donne des calculs de classes de cohomologie de
Čech dans Ȟ1(P1, (ω(k,L )⊗ F)|P1) utilisés au §5.3.

Les calculs de cet article sont parfois techniques mais ont au moins l’avantage
d’être entièrement géométriques. Nous ignorons si l’on peut définir un autre faisceau
que ω(k,L ) qui aurait les mêmes sections globales tensorisées par L mais donnerait
lieu à des calculs plus simples. Peut-on par exemple définir un tel faisceau cohérent,
ou est-on condamné à travailler avec un faisceau analogue à ω(k,L ), c’est-à-dire
mélange d’un faisceau cohérent et d’un faisceau de type fini ? Y-a-t’il une théorie
intéressante de tels faisceaux « hybrides » ? Peut-on simplifier les calculs en rajoutant
des puissances divisées dans la partie cohérente du faisceau ω(k,L ) ?

Signalons pour finir que les calculs présentés dans cet article ont aussi une valeur
historique. Ce sont eux qui ont suggéré, dès juillet 2002 ([3],[4]), la définition des
représentations B(k,L ), ou de leur duale B(k,L )∗ = H0(X , ω(k,L ))⊗ L.

Le deuxième auteur remercie B. Edixhoven et V. Maillot pour plusieurs discussions.

1.2. Notations. — Dans tout cet article, on travaille avec des coefficients dans une
extension finie L de Qp dont on note O l’anneau des entiers, π une uniformisante et
F le corps résiduel.

On note G déf
= GL2(Qp), K

déf
= GL2(Zp), I ⊂ K le sous-groupe d’Iwahori, i.e. le

sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo p, et N le normalisateur de

I dans G. Le groupe N est engendré par les scalaires, K et la matrice wp
déf
=

(
0 1

p 0

)
.

On note val la valuation p-adique normalisée par val(p) = 1, | | déf
= p−val la norme

p-adique et χ : G → {1,−1} le caractère χ(g)
déf
= (−1)val(det(g)). Si n, m sont des

entiers positifs ou nuls, on note σ(n,m) la représentation de dimension n + 1 de K
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REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET RÉDUCTION MODULO p 121

sur F donnée par l’action à gauche suivante sur le F-espace vectoriel ⊕ni=0Fui :(
a b

c d

)
ui

déf
= (ad− bc)m(au+ c)i(bu+ d)n−i, 0 ≤ i ≤ n.

Cette action se factorise en une action de GL2(Fp). On étend cette action de manière
tacite à KQ×p en faisant agir p par l’identité.

Si x ∈ Fp, on note [x] ∈ Z×p le représentant multiplicatif de x. Si H ⊂ G est un
sous-groupe ouvert contenant Q×p et σ une représentation de dimension finie de H sur
un F-espace vectoriel V , on note IndGHσ le F-espace vectoriel des fonctions quelconques
f : G → V telles que f(hg) = h · f(g) (h ∈ H, g ∈ G) muni de l’action à gauche de
G donnée par (g · f)(g′)

déf
= f(g′g). Si g ∈ G et v ∈ V , on note [g, v] l’unique fonction

dans IndGHσ à support dans Hg−1 telle que [g, v](g′)
déf
= g′g · v si g′g ∈ H. Toute

fonction dans IndGHσ s’écrit de manière unique comme une somme (infinie en général)
de fonctions [g, v] où g parcourt un système de représentants fixé de H\G.

Lorsque σ = σ(n,m) et H = KQ×p , on dispose d’un G-entrelacement canonique
Tp : IndGHσ → IndGHσ donné par linéarité sur chaque [g, v] par la formule ([1], [3]) :

Tp([g, v])
déf
=

∑
g′H∈G/H

[gg′, ϕ(g′−1)(v)]

où ϕ : G → EndK(σ(n,m)) est l’unique fonction à support dans H
(

1 0

0 1/p

)
H telle

que ϕ(h1

(
1 0

0 1/p

)
h2) = h1 ◦ ϕ

((1 0

0 1/p

))
◦ h2 avec ϕ

((1 0

0 1/p

))
(ui) = 0 si 0 < i ≤ n

et ϕ
((1 0

0 1/p

))
(1) = 1. On en déduit en particulier la formule :

Tp([Id, 1]) =
∑
y∈Fp

(
0 1

p [y]

)
[Id, un].(1)

On peut munir les représentations IndGHσ d’une topologie « faible » naturelle pour
laquelle l’espace sous-jacent est compact et les opérateurs Tp ci-dessus continus.
Néanmoins, dans cet article, nous avons pris le parti de ne pas insister sur ces as-
pects topologiques. Le lecteur scrupuleux pourra vérifier que toutes les applications
G-équivariantes de cet article sont continues pour cette topologie.

Si V est un L-espace vectoriel topologique localement convexe, on note V ∗ son
dual, c’est-à-dire le L-espace vectoriel des formes linéaires continues sur V .

On note Cp le complété p-adique de la clôture algébrique de Qp et, si L ∈ L, logL

l’unique logarithme p-adique sur C×p tel que logL (p)
déf
= L . On note ε le caractère

cyclotomique p-adique Q×p → Z×p : il envoie p sur 1 et est l’identité sur Z×p .
On note H0

déf
= 0 et Hn

déf
= 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n pour n entier > 0. Pour des entiers

n,m tels que 0 ≤ m ≤ n, on note
(
n
m

)
les coefficients binômiaux habituels. Si m < n

ou si m < 0, on convient que
(
n
m

)
= 0.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010



122 C. BREUIL & A. MÉZARD

2. Préliminaires

On rappelle la définition des représentations B(k)∗ et B(k,L )∗, la construction
du modèle formel du demi-plan p-adique, et le calcul géométrique (dû à Teitelbaum)
de la réduction modulo π de B(k)∗.

2.1. Rappels sur les GL2(Qp)-représentations B(k)∗ et B(k,L )∗. — Dans ce
paragraphe, on rappelle la définition des représentations p-adiques B(k)∗ et B(k,L )∗

de G ([4],[5]) en termes de fonctions sur le demi-plan p-adique.
On munit Cp − Qp de l’action à gauche de G donnée par z 7→ z|g

déf
= az+c

bz+d pour

g =
(

a b

c d

)
∈ G. Soit W ⊂ Cp − Qp l’affinoïde des points z tels que 0 < |z| < 1,

|z− [x]| = 1 et |pz − [x]| = 1 pour x ∈ F×p . Pour g ∈ G, on poseWg
déf
= {z|g, z ∈W} ⊂

Cp−Qp. Les ouverts rigidesWg recouvrent Cp−Qp quand g varie. On note O(k)Wg

le L-espace vectoriel des fonctions rigides analytiques L-rationnelles h sur Wg. C’est
un espace de Banach pour la norme maxz∈Wg

|h(z)| naturellement muni d’une action
à gauche de g−1Ng par h 7→ h(z|g−1ng). Il s’identifie aux fonctions surWg de la forme
z 7→ h(z|g−1) avec h ∈ O(k)W. On note O(k)0

W une boule unité quelconque de O(k)W

stable par N et O(k)0
Wg

déf
= {z 7→ h(z|g−1), h ∈ O(k)0

W}. C’est une boule unité de
O(k)Wg

.
On définit O(k,L )W comme le L-espace vectoriel des fonctions f :W→ Cp de la

forme :

f(z) = h(z) +
∑
x∈Fp

k−2∑
i=0

cx,iz
ilogL (z − [x]) +

∑
x∈F×p

k−2∑
i=0

dx,iz
ilogL

(p
z
− [x]

)
avec h ∈ O(k)W et cx,i, dx,i ∈ L. C’est encore un espace de Banach car O(k)W y est
d’indice fini et on note O(k,L )0

W une boule unité quelconque de O(k,L )W stable
par N (pour l’action f 7→ (z 7→ f(z|n)). Pour g ∈ G, on définit O(k,L )Wg

(resp.
O(k,L )0

Wg
) comme le L-espace vectoriel (resp. le O-module) des fonctionsWg → Cp,

z 7→ f(z|g−1) avec f ∈ O(k,L )W (resp. f ∈ O(k,L )0
W). C’est encore naturellement

un L-espace de Banach (resp. une boule unité). On pose enfin (cf. [4, §3 et §4]) :

O(k)
déf
=

{
f : Cp −Qp → Cp, f |Wg ∈ O(k)Wg∀g ∈ G

}
O(k,L )

déf
=

{
f : Cp −Qp → Cp, f |Wg

∈ O(k,L )Wg
∀g ∈ G

}
O(k)0 déf

=
¶
f ∈ O(k), f |Wg

∈ O(k)0
Wg
∀g ∈ G

©
O(k,L )0 déf

=
¶
f ∈ O(k,L ), f |Wg

∈ O(k,L )0
Wg
∀g ∈ G

©
.

Les espaces fonctionnels O(k) et O(k,L ) sont naturellement des espaces de Fréchet,
tandis que les espaces fonctionnels O(k)0 et O(k,L )0 sont naturellement des modules
compacts (cf. [4]). De plus, O(k)0 ⊗ L (resp. O(k,L )0 ⊗ L) est topologiquement
isomorphe et de façon G-équivariante au dual tordu (muni de la topologie faible)
B(k)∗ ⊗ ε k−2

2 (resp. B(k,L )∗ ⊗ ε k−2
2 ) d’un espace de Banach p-adique B(k) (resp.

ASTÉRISQUE 331



REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET RÉDUCTION MODULO p 123

B(k,L )) muni d’une action continue de G. En fait, B(k) (resp. B(k,L )) est un
G-Banach p-adique unitaire au sens de [4] et [5] et admet aussi une description directe
qui ne passe pas par le demi-plan p-adique (voir [5, §3]). Par ailleurs, B(k) s’identifie
avec son action de G au complété p-adique de la représentation localement algébrique
|det|k/2−1⊗ Symk−2L2⊗L Steinberg par rapport à un O-réseau invariant de type fini
sur O[G] (cf. [4, §4]).

2.2. Rappels sur le modèle formel semi-stable de Cp −Qp. — Dans ce para-
graphe, on rappelle brièvement la construction explicite du modèle formel semi-stable
du demi-plan p-adique.

Chaque Wg pour g ∈ G (cf. §2.1) admet un modèle formel affine naturel
Wg = Spf(Ag) sur Spf(O) où :

Ag
déf
=
O[ug, vg]

(ugvg − p)

ñ
1

1− up−1
g

,
1

1− vp−1
g

ô∧
(∧ désigne le complété p-adique). Notons Ug

déf
= Spf(O[ug][

1
ug−upg

]∧) ⊂ Wg et

Vg
déf
= Spf(O[vg][

1
vg−vpg

]∧) ⊂ Wg. Les schémas formels (Wg)g∈G se recollent (pour
la topologie de Zariski) en un schéma formel X sur Spf(O) via les données de
recollement suivantes (voir [13] pour plus de détails) :

(i) Wg
∼→ Wg′ , (ug′ , vg′) 7→ (vg, ug) si g′g−1 = wp et (ug′ , vg′) 7→ (

dug−c
−bug+a ,

d′vg−c′
−b′vg+a′ )

si g′g−1 =
(

a b

c d

)
= wp

(
a′ b′

c′ d′

)
wp ∈ IQ×p ;

(ii) Ug
∼→ Ug′ , ug′ 7→ dug−c

−bug+a si g′g−1 =
(

a b

c d

)
∈ KQ×p ;

(iii) Vg
∼→ Vg′ , vg′ 7→ dvg−c

−bvg+a si g′g−1 = wp
(

a b

c d

)
wp ∈ wpKQ×p wp.

Lorsque g = 1, on oublie dans la suite l’indice 1 dans W1, A1, u1, etc. On a une
action à droite de G sur X induite par g : Wg′

∼→ Wg′g, (ug′g, vg′g) 7→ (ug′ , vg′). Elle
est telle que W est stable sous l’action de N , U est stable sous l’action de KQ×p
et V est stable sous l’action de wpKQ×p wp. Explicitement, si g =

(
a b

c d

)
∈ KQ×p ,

l’action g : U → U est donnée sur f ∈ O[u][ 1
u−up ]∧ par f(u) 7→ f(au+c

bu+d ) et si

g = wp
(

a b

c d

)
wp ∈ wpKQ×p wp, l’action g : V → V est donnée sur f ∈ O[v][ 1

v−vp ]∧

par f(v) 7→ f(av+c
bv+d ).

On note X déf
= X ×Spf(O) Spf(F) la fibre spéciale de X . On voit que X est le

changement de base de Fp à F d’un arbre infini de P1, chaque P1 étant coupé « per-
pendiculairement » par un P1 différent en chacun de ses points fermés rationnels
sur Fp (de sorte que chaque P1 coupe exactement p + 1 autres P1). On vérifie que
Wg

déf
= Wg ×Spf(O) Spf(F) = Spec(Ag) où :

Ag
déf
= Ag ⊗O F =

F[ug, vg]

(ugvg)

ñ
1

1− up−1
g

,
1

1− vp−1
g

ô
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est le changement de base de Fp à F de l’ouvert égal à deux P1 se coupant
« perpendiculairement » au point (ug, vg) = (0, 0) privés de leurs autres points définis
sur Fp. De même, Ug

déf
= Ug×Spf(O) Spf(F) est le changement de base de Fp à F du P1

« horizontal » de Wg privé de tous ses points définis sur Fp et Vg
déf
= Vg×Spf(O) Spf(F)

est le changement de base de Fp à F du P1 « vertical » privé de ses points définis sur
Fp.

On note dans la suite C une composante irréductible quelconque de X et P
un point singulier quelconque de X. On appelle « ouvert central » l’ouvert affine
W = Spec(A1) = Spec(A) et « composante centrale » la composante C associée à la
variable u de A (en termes d’arbre de Bruhat-Tits, l’ouvert central correspond à l’arête
centrale non orientée et la composante centrale au sommet central). Pour chaque C,
on note d(C) ∈ N la distance à la composante centrale, i.e. la longueur de la chaîne de
P1 reliant C à la composante centrale avec la convention d(composante centrale)

déf
= 0.

Si F est un faisceau deO-modules sur XZar = XZar, on dit que F estG-équivariant
si pour tout g ∈ G l’isomorphisme g : X

∼→X induit des isomorphismes de faisceaux
de O-modules g−1F

∼→ F vérifiant des relations de composition évidentes que l’on
laisse au lecteur. Pour un tel faisceau, les groupes de cohomologie Hi(X ,F )

déf
=

Hi(XZar,F ) = Hi(X,F )
déf
= Hi(XZar,F ) sont alors munis d’une action à gauche

O-linéaire de G. Rappelons enfin que X étant un schéma séparé, pour définir un
faisceau sur XZar = XZar il suffit de le définir sur les ouverts affines de X.

2.3. Rappels sur les résultats de Teitelbaum. — Dans ce paragraphe, on rap-
pelle le calcul cohomologique ([14]) pour k ≥ 4 pair de la réduction modulo π (et
aussi modulo p) de B(k)∗.

On note ω le faisceau inversible sur XZar des « différentielles régulières », c’est-à-
dire l’unique faisceau cohérent tel que Γ(Spf(Ag), ω)

déf
= Ag

dug
ug

= Ag
dvg
vg

pour tout
g ∈ GL2(Qp). Pour tout n ∈ N, on note ωn la puissance tensorielle n-ième de ω. Les
faisceaux ωn sont G-équivariants de sorte que les groupes de cohomologie Hi(X , ωn)

sont munis d’une action O-linéaire de G.

Théorème 2.3.1. — Soit k un entier pair positif et non nul.
(i) La G-représentation H0(X , ωk/2) est un O-réseau invariant dans l’espace de Ba-
nach dual B(k)∗ ⊗ ε k−2

2 (cf. §2.1).
(ii) On a H1(X , ωk/2) = 0.

Démonstration. — Le (i) résulte de [14, Theorem 17] (voir aussi [10, Theorem 4.2])
et de [4, Proposition 4.3.5 et Proposition 4.6.1] (on peut aussi procéder comme dans
la proposition 3.1.2). Le (ii) est démontré dans [14, Corollary 24] (voir aussi [10,
Theorem 2.1]).

On note ω déf
= ω⊗OF qui s’identifie au faisceau G-équivariant inversible des (vraies)

différentielles régulières sur X (cf. [14]) et, pour k positif et pair, ωk/2 la puissance
tensorielle k/2-ième de ω. Si C (resp. P ) est une composante irréductible de X (resp.
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un point singulier de X), on note ωk/2|C
déf
= i∗ωk/2 (resp. ωk/2|P

déf
= i∗ωk/2) où i

est l’immersion fermée C ↪→ X (resp. P ↪→ X) et i∗ est au sens des faisceaux de
OX -modules. Par exemple ωk/2|P = F(

dug
ug

)k/2 = F(
dvg
vg

)k/2 pour g ∈ G convenable.
On a de plus une suite exacte évidente de faisceaux de OX -modules :

(2) 0→ ωk/2 →
∏

i:C↪→X
i∗(ω

k/2|C)→
∏

i:P↪→X
i∗(ω

k/2|P )→ 0

où la flèche ωk/2 →
∏
i∗(ω

k/2|C) est induite par les restrictions sur les diverses com-
posantes irréductibles de X et la flèche

∏
i∗(ω

k/2|C)→
∏
i∗(ω

k/2|P ) est induite par
les restrictions sur les divers points singuliers de X multipliées par (−1)d(C) (pour
chaque composante C).

Remarque 2.3.2. — L’action naturelle de G sur le faisceau
∏
i∗(ω

k/2|P ) dans (2) (in-
duite par g : (dug/ug)

k/2 7→ (du/u)k/2) doit être tordue par le caractère χ pour que
la suite (2) soit G-équivariante.

On suppose maintenant et jusqu’à la fin de ce paragraphe k ≥ 4 et k pair. Soit
D

déf
= q P le diviseur des points singuliers de X et ωk/2(1)

déf
= ωk/2(−D) le sous-

faisceau G-équivariant inversible de ωk/2 des différentielles s’annulant aux points sin-
guliers. On définit comme précédemment ωk/2(1)|C

déf
= i∗(ωk/2(1)) si i : C ↪→ X et

les restrictions induisent dans ce cas un isomorphisme G-équivariant :

(3) ωk/2(1)
∼→

∏
i:C↪→X

i∗(ω
k/2(1)|C).

On a de plus les deux suites exactes, respectivement K-équivariante et
G-équivariante :

0→ ωk/2(1)|C → ωk/2|C →
∏

i:P↪→C
i∗(ω

k/2|P )→ 0(4)

0→ ωk/2(1)→ ωk/2 →
∏

i:P↪→X
i∗(ω

k/2|P )→ 0(5)

où le produit dans (4) est sur les points singuliers P de X contenus dans C et dans
(5) sur les points singuliers P de X.

Lemme 2.3.3. — On a H1(X,ωk/2) = H1(X,ωk/2(1)) = H1(C,ωk/2(1)|C) = 0.

Démonstration. — La nullité des deux premiers est démontrée dans [14, Lemma 28]
et [10, Theorem 2.1]. Pour le dernier, on a ωk/2(1)|C ' OC((k/2 − 1)(p + 1) − k) et
H1(C,OC((k/2− 1)(p+ 1)− k)) = 0 car (k/2− 1)(p+ 1)− k ≥ −1 si k ≥ 4.

Du lemme 2.3.3 et de (2), (3), (4) et (5), on déduit immédiatement :

Corollaire 2.3.4. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant H0(X , ωk/2) ⊗O F ∼→
H0(X,ωk/2).
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(ii) Pour chaque composante C, on a une suite exacte :

0→ H0(C,ωk/2(1)|C)→ H0(C,ωk/2|C)→
∏
P∈C

H0(P, ωk/2|P )→ 0.

(iii) On a un diagramme commutatif de suites exactes de G-représentations :

0 0 0

↑ ↑ ↑
0 →

∏
P∈X H

0(P, ωk/2|P ) →
∏
C

∏
P∈C H

0(P, ωk/2|P ) →
∏
P∈X H

0(P, ωk/2|P ) → 0

↑ ↑ ↑
0 → H0(X,ωk/2) →

∏
C H

0(C,ωk/2|C) →
∏
P∈X H

0(P, ωk/2|P ) → 0

↑ ↑ ↑
0 → H0(X,ωk/2(1)) →

∏
C H

0(C,ωk/2(1)|C) → 0

↑ ↑
0 0

où les deux surjections de droite sont les restrictions multipliées par (−1)d(C) (com-
parer avec la remarque 2.3.2).

Nous allons préciser les K-représentations et G-représentations supportées par cer-
tains des espaces vectoriels du corollaire 2.3.4.

Proposition 2.3.5. — (i) Soit C la composante centrale et nk
déf
= (p− 1)(k/2− 1)− 2.

L’application :
ui(du)k/2

(u− up)(k−2)/2
7→ ui, 0 ≤ i ≤ nk

induit un isomorphisme K-équivariant :

H0(C,ωk/2(1)|C)
∼→ σ(nk, 1).

(ii) L’application :∏
C↪→X

H0(C,ωk/2(1)|C)→ IndG
KQ×p

H0(C,ωk/2(1)|C)

qui envoie (sg(ug))g∈J où J est un système de représentants quelconque de KQ×p \G
sur l’unique fonction f dans l’induite telle que f(g) = sg(u) pour tout g ∈ J induit
via (i) un isomorphisme G-équivariant :∏

C↪→X
H0(C,ωk/2(1)|C)

∼→ IndG
KQ×p

σ(nk, 1).

Démonstration. — Voir [14, Proposition 27] et aussi [10, §3]. Notons que p ∈ Q×p
agit trivialement sur H0(C,ωk/2(1)|C) et que l’application définie en (ii) ne dépend
bien sûr pas du choix de J .

On en déduit par le (iii) du corollaire 2.3.4 :
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Corollaire 2.3.6. — On a un isomorphisme de G-représentations H0(X,ωk/2(1))
∼→

IndG
KQ×p

σ(nk, 1).

Lemme 2.3.7. — On a une suite exacte G-équivariante, scindée si p > 2 :

(6) 0→ IndGN1→ IndG
IQ×p

1→ IndGNχ→ 0.

Démonstration. — Si f ∈ IndG
IQ×p

1, on note σ(f)
déf
= (g 7→ f(wpg)) ∈ IndG

IQ×p
1. La

flèche de gauche dans la suite exacte est l’injection canonique et celle de droite donnée
par f 7→ f−σ(f). L’exactitude de la suite (pour tout p) est laissée au lecteur. Si p > 2,
un scindage s’obtient en écrivant f = f+σ(f)

2 + f−σ(f)
2 .

Corollaire 2.3.8. — La suite exacte de G-représentations :

0→
∏
P∈X

H0(P, ωk/2|P )→
∏
C

∏
P∈C

H0(P, ωk/2|P )→
∏
P∈X

H0(P, ωk/2|P )→ 0

du (iii) du corollaire 2.3.4 est isomorphe à la suite exacte (6) tordue par χk/2.

Démonstration. — L’application
∏
C

∏
P∈C H

0(P, ωk/2|P ) → IndG
IQ×p

F(duu )k/2 qui

envoie (cg(
dug
ug

)k/2)g∈J où J est un système de représentants quelconque de IQ×p \G
et cg ∈ F sur l’unique fonction f dans l’induite telle que f(g) = cg(

du
u )k/2 pour tout

g ∈ J induit un isomorphisme G-équivariant indépendant de J :∏
C

∏
P∈C

H0(P, ωk/2|P )
∼→ IndG

IQ×p
1 ' χk/2 ⊗ IndG

IQ×p
1.

On définit de manière similaire un isomorphismeG-équivariant
∏
P∈X H

0(P, ωk/2|P )
∼→

IndGNχ
k/2 et la commutation du diagramme avec la suite exacte (6) est laissée au

lecteur. Noter que la torsion par χ dans le terme de droite de (6) est bien compatible
avec la torsion par χ de la remarque 2.3.2.

La colonne verticale de gauche dans le (iii) du corollaire 2.3.4 se récrit donc :

Corollaire 2.3.9. — On a une suite exacte G-équivariante :

0→ IndG
KQ×p

σ(nk, 1)→ H0(X , ωk/2)⊗O F→ IndGNχ
k/2 → 0.

Nous reprendrons cette suite exacte au §4.1.

3. Définition des faisceaux

3.1. Les faisceaux ω(k,L ) et ω(k,L ). — Dans ce paragraphe, on définit pour
2 ≤ k ≤ p + 1, k pair et L ∈ L un faisceau G-équivariant de O-modules ω(k,L )

sur XZar = XZar muni d’un morphisme O-linéaire G-équivariant ω(k,L ) → ωk/2.
On montre que les sections globales H0(X , ω(k,L )) sont isomorphes à un O-réseau
invariant dans B(k,L )∗ ⊗ ε k−2

2 .

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010



128 C. BREUIL & A. MÉZARD

Soit (
ug
dug

)k/2−1 (resp. (
vg
dvg

)k/2−1) l’unique section de ω−
k−2
2 (Wg) =

HomAg
(ω

k
2−1(Wg),Ag) telle que 〈( ugdug )k/2−1, (

dug
ug

)k/2−1〉 = 1 (resp.

〈( vgdvg )k/2−1, (
dvg
vg

)k/2−1〉 = 1) avec la convention (
ug
dug

)k/2−1 = 1 (resp. (
vg
dvg

)k/2−1 = 1)
si k = 2. On a (

ug
dug

)k/2−1 = (−1)k/2−1(
vg
dvg

)k/2−1. On note aussi 1

du
k/2−1
g

(resp.
1

dv
k/2−1
g

) l’unique section de ω−
k−2
2 (Ug) (resp. ω−

k−2
2 (Vg)) telle que≠

1

du
k/2−1
g

, du
k/2−1
g

∑
= 1 (resp.

≠
1

dv
k/2−1
g

, dv
k/2−1
g

∑
= 1) avec encore 1

du
k/2−1
g

= 1

(resp. 1

dv
k/2−1
g

= 1) si k = 2.

Soit [L−1]
déf
=

{
1 si val(L ) ≥ 0

L −1 si val(L ) < 0
, de sorte que l’on a toujours [L−1] ∈ O et

[L−1]L ∈ O. Dans la définition desO-modules ci-dessous, on convient que
∑j
i=0

déf
= 0

si j < 0. On définit pour g ∈ G les O-modules :

ω(k,L )(Wg)
déf
= ω−

k−2
2 (Wg) ⊕

⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

O·[L−1]

Ñ
logL (ug − [x])+

k/2−2−i∑
j=1

([x]−1ug)
j

j

é
uig

du
k/2−1
g

⊕
⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

O·[L−1]

Ñ
logL (vg − [x])+

k/2−2−i∑
j=1

([x]−1vg)
j

j

é
vig

dv
k/2−1
g

⊕
k−2⊕

i=k/2−1

O · [L−1]logL (ug)
uig

du
k/2−1
g

⊕
k−2⊕
i=k/2

O · [L−1]logL (vg)
vig

dv
k/2−1
g

.

ω(k,L )(Ug)
déf
= ω−

k−2
2 (Ug)⊕

⊕
x∈Fp

k−2⊕
i=0

O · [L−1]logL (ug − [x])
uig

du
k/2−1
g

ω(k,L )(Vg)
déf
= ω−

k−2
2 (Vg)⊕

⊕
x∈Fp

k−2⊕
i=0

O · [L−1]logL (vg − [x])
vig

dv
k/2−1
g

.

Pour le moment, les formules à droite avec des logL sont juste des symboles formels
qui vont prendre leur sens avec les flèches de restriction et les flèches de recollement.
Si Zg ⊆ Wg est un ouvert affine tel que Zg n’est inclus ni dans Ug ni dans Vg, on
pose :

ω(k,L )(Zg)
déf
= ω−

k−2
2 (Zg)⊕

ω−
k−2
2 (Wg)

ω(k,L )(Wg).

Si Zg ⊆ Ug est un ouvert affine non vide, on pose :

ω(k,L )(Zg)
déf
= ω−

k−2
2 (Zg)⊕

ω−
k−2
2 (Ug)

ω(k,L )(Ug)
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et si Zg ⊆ Vg est un ouvert affine non vide, on pose :

ω(k,L )(Zg)
déf
= ω−

k−2
2 (Zg)⊕

ω−
k−2
2 (Vg)

ω(k,L )(Vg).

Soit Zg ⊆ Wg un ouvert affine qui n’est ni dans Ug ni dans Vg, on définit une
application de O-modules ω(k,L )(Zg) → ω(k,L )(Zg ∩ Ug) comme la restriction
usuelle sur le faisceau ω−

k−2
2 et comme suit sur les « symboles » :

[L−1]
Ä
logL (ug − [x]) +

∑k/2−2−i
j=1

([x]−1ug)
j

j

ä
uig

du
k/2−1
g

7→ [L−1]

(
k/2−2−i∑

j=1

([x]−1ug)j

j

)
ui

g

du
k/2−1
g

⊕ [L−1]logL (ug − [x])
ui

g

du
k/2−1
g

[L−1]
Ä
logL (vg − [x]) +

∑k/2−2−i
j=1

([x]−1vg)
j

j

ä
vig

dv
k/2−1
g

7→ (−1)k/2−1[L−1]

Ñ ∑
j≥ k

2
−1−i

pj+i− k−2
2

j[x]juj
g

é
×

uk−2−i
g

du
k/2−1
g

[L−1]logL (ug)
ui

g

du
k/2−1
g

7→ [L−1]logL (ug)
ui

g

du
k/2−1
g

[L−1]logL (vg)
vi

g

dv
k/2−1
g

7→ (−1)k/2−1[L−1]L pi− k−2
2

uk−2−i
g

du
k/2−1
g

⊕(−1)
k
2 [L−1]logL (ug)pi− k−2

2
uk−2−i

g

du
k/2−1
g

.

Noter que, pour les termes en vg, on a juste écrit vg = p
ug

et développé
logL ( p

ug
− [x]) = logL (1 − p

[x]ug
). On définit de manière strictement analogue

ω(k,L )(Zg) → ω(k,L )(Zg ∩ Vg) en remplaçant (ug, vg) par (vg, ug). On vérifie
facilement que cela définit un faisceau ω(k,L )|Wg sur Wg,Zar qui est extension d’un
faisceau de O-modules libres de type fini (engendré par les « symboles » avec des
logL ) par le faisceau cohérent ω−

k−2
2 |Wg

.

Proposition 3.1.1. — Les faisceaux (ω(k,L )|Wg )g∈G se recollent en un faisceau
G-équivariant ω(k,L ) sur XZar qui est extension d’un faisceau de O-modules libres
de type fini par le faisceau inversible ω−

k−2
2 .

Démonstration. — Nous allons recoller les ω(k,L )|Wg
suivant les données de recol-

lement (i), (ii) et (iii) du §2.2.
(i) Soit (g, g′) ∈ G2 tels que g′g−1 = wp, Zg ⊆ Wg un ouvert affine qui n’est ni

dans Ug ni dans Vg et Zg′ ⊆ Wg′ l’ouvert affine image par l’isomorphisme Wg
∼→ Wg′

du §2.2. On définit un isomorphisme de O-modules ω(k,L )(Zg′)
∼→ ω(k,L )(Zg)

comme l’isomorphisme induit par Zg
∼→ Zg′ sur le faisceau cohérent ω−

k−2
2 et comme

(ug′ , vg′) 7→ (vg, ug) dans les logarithmes, en remplaçant [L−1]logL (vg)(
vg
dvg

)k/2−1
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lorsque ce terme apparaît par (−1)k/2−1([L−1]L − [L−1]logL (ug))(
ug
dug

)k/2−1. Soit

(g, g′) ∈ G2 tels que g′g−1 =
(

a b

c d

)
= wp

(
a′ b′

c′ d′

)
wp ∈ IQ×p , on définit un isomor-

phisme de O-modules ω(k,L )(Wg′)
∼→ ω(k,L )(Wg) comme l’isomorphisme déjà dé-

fini sur ω−
k−2
2 et comme (ug′ , vg′) 7→ (

dug−c
−bug+a ,

d′vg−c′
−b′vg+a′ ) dans les logarithmes (en les

développant). Explicitons le calcul pour les trois types de matrices qui engendrent I.
Si g′g−1 =

(
1 0

0 [y](1 + pz)

)
avec y ∈ F×p et z ∈ Zp, on développe formellement :

logL ([y](1 + pz)ug − [x]) = logL (ug − [xy−1]) + logL

Å
1 + pz

ug
ug − [xy−1]

ã
= logL (ug − [xy−1])−

∑
j≥1

pj(−z)jujg
j(ug − [xy−1])j

où x ∈ F×p . Un calcul (formel) donne alors pour i ∈ {0, · · · , k − 2} :

logL ([y](1 + pz)ug − [x]) +

k/2−2−i∑
j=1

[x−1y]j(1 + pz)juj
g

j
= logL (ug−[xy−1]) +

k/2−2−i∑
j=1

[x−1y]juj
g

j

+
∑

j1+j2≥k/2−2−i

∗ · pj1uj2
g

où ∗ ∈ Ag. En multipliant par [L−1]([y](1 + pz))i−k/2+1 uig

du
k/2−1
g

, on obtient bien au
final une expression dans :

ω−
k−2
2 (Wg)⊕O · [L−1]

Ñ
logL (ug−[xy−1]) +

k/2−2−i∑
j=1

[x−1y]jujg
j

é
uig

du
k/2−1
g

.

On a un calcul similaire avec les termes en logL (vg − [x]). Noter que, si x = 0

(et i ≥ k/2 − 1), le calcul devient trivial en écrivant logL ([y](1 + pz)ug) =

logL ([y](1 + pz)) + logL (ug). Si g′g−1 =
(

1 0

pz 1

)
avec z ∈ Zp, on développe encore

formellement :

logL (ug − pz − [x]) = logL (ug − [x])−
∑
j≥1

pjzj

j(ug − [x])j

si x 6= 0, et un calcul donne encore pour i ∈ {0, · · · , k − 2} :

logL (ug − pz − [x]) +

k/2−2−i∑
j=1

[x−1]j(ug − pz)j

j
= logL (ug−[x]) +

k/2−2−i∑
j=1

[x−1]juj
g

j

+
∑

j1+j2≥k/2−2−i

∗ · pj1uj2
g
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avec ∗ ∈ Ag. En multipliant par [L−1]
(ug−pz)i

du
k/2−1
g

et en développant (ug−pz)i, on obtient

bien (après un calcul simple) une expression dans :

ω−
k−2
2 (Wg)⊕

i⊕
`=0

O · [L−1]

Ñ
logL (ug − [x]) +

k/2−2−`∑
j=1

[x−1]jujg
j

é
u`g

du
k/2−1
g

.

Si x = 0, on écrit pour i ≥ k/2− 1 :

[L−1]logL (ug − pz)
(ug − pz)i

du
k/2−1
g

= [L−1]logL (ug)
(ug − pz)i

du
k/2−1
g

+ [L−1]logL (1− zvg)
(ug − pz)i

du
k/2−1
g

.

En développant (ug − pz)i 1

du
k/2−1
g

et en remplaçant pi−jujg

du
k/2−1
g

dans le développement

par (−1)k/2−1pi−k/2+1 v
k−2−j
g

dv
k/2−1
g

si j ≤ k/2 − 2, le premier terme se récrit comme un
élément de :

k−2⊕
j=k/2

O · ([L−1]L − [L−1]logL (vg))
vjg

dv
k/2−1
g

⊕
i⊕

j=k/2−1

O · [L−1]logL (ug)
ujg

du
k/2−1
g

.

Pour le deuxième, si z ∈ pZp, on écrit logL (1− zvg) = −
∑
j≥1

zjvjg
j et si z ∈ Z×p , on

écrit logL (1−zvg) = logL (z)+logL (vg−z−1), (ug−pz)i

du
k/2−1
g

= (−1)k/2−1pi−k/2+1 (1−vg)ivk−2−i
g

dv
k/2−1
g

puis on corrige [L−1]logL (vg − z−1)pi−k/2+1 (1−vg)ivk−2−i
g

dv
k/2−1
g

par des éléments de

ω−
k−2
2 (Zg) de manière à faire apparaître [L−1]

(
logL (vg − [x]) +

∑ k
2−2−`
j=1

[x−1]jvjg
j

)
v`g

dv
k/2−1
g

où x
déf
= z−1 modulo p. On a un calcul similaire avec les termes en logL (vg − [x])

que l’on épargne au lecteur. Enfin, si g′g−1 =
(

1 z

0 1

)
avec z ∈ Zp, les calculs sont

strictement analogues en échangeant ug et vg.
(ii) Soit (g, g′) ∈ G2 tels que g′g−1 =

(
a b

c d

)
∈ KQ×p , Zg ⊆ Ug un ouvert affine

et Zg′ ⊆ Ug′ l’ouvert affine image par l’isomorphisme Ug
∼→ Ug′ du §2.2. On définit

un isomorphisme de O-modules ω(k,L )(Zg′)
∼→ ω(k,L )(Zg) comme l’isomorphisme

induit par Zg
∼→ Zg′ sur ω−

k−2
2 et comme ug′ 7→ dug−c

−bug+a dans les logarithmes (que
l’on développe). Les calculs sont analogues au cas (i) en plus simples car il n’y a plus
à distinguer entre x = 0 et x 6= 0.

(iii) Soit (g, g′) ∈ G2 tels que g′g−1 = wp
(

a b

c d

)
wp ∈ wpKQ×p wp, Zg ⊆ Vg un

ouvert affine et Zg′ ⊆ Vg′ l’ouvert affine image par l’isomorphisme Vg
∼→ Vg′ du §2.2.

On définit un isomorphisme de O-modules ω(k,L )(Zg′)
∼→ ω(k,L )(Zg) comme

l’isomorphisme induit par Zg
∼→ Zg′ sur ω−

k−2
2 et comme vg′ 7→ dvg−c

−bvg+a dans les
logarithmes.
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Ces isomorphismes de recollement sont compatibles avec les flèches de restriction
(vérification formelle) et permettent donc de définir un faisceau ω(k,L ) sur XZar qui
est clairement G-équivariant.

En particulier, on a une action O-linéaire de G sur H0(X , ω(k,L )). Le faisceau
ω(k,L ) a été fabriqué pour satisfaire la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. — Soit k un entier pair compris entre 2 et p+ 1. La G-représenta-
tion H0(X , ω(k,L )) est isomorphe à un O-réseau invariant dans l’espace de Banach
dual B(k,L )∗ ⊗ ε k−2

2 (cf. §2.1).

Démonstration. — Tout élément de ω(k,L )(W ) s’écrit (formellement) de manière
unique sous la forme s(u)

duk/2−1 + t(v)
dvk/2−1 où s(u) (resp. t(v)) est somme d’un élément de

A avec uniquement des u (resp. des v) et de termes
[L−1]

(
logL (u− [x])+

∑k/2−2−i
j=1

([x]−1u)j

j

)
ui ou [L−1]logL (u)ui (resp. avec u à la place

de v). À tout élément de ω(k,L )(W ), on associe la fonction f : W → Cp,
z 7→ s(z) + (−p)k/2−1t(p/z)z2−k. Il est facile de voir que cela définit un iso-
morphisme N -équivariant entre ω(k,L )(W ) et un O-réseau ouvert O(k,L )0

W

stable par N dans le Banach O(k,L )W (cf. §2.1). Si g =
(

a b

c d

)
∈ G, à

tout élément s(ug)

du
k/2−1
g

+
t(vg)

dv
k/2−1
g

∈ ω(k,L )(Wg) on associe de même une fonction

f :Wg → Cp, z 7→ (ad− bc)1−k/2(−bz + a)k−2
Ä
s( dz−c
−bz+a ) + (−p)k/2−1t(p(−bz+a)

dz−c )(−bz+adz−c )k−2
ä

qui induit un isomorphisme entre ω(k,L )(Wg) et g−1 · O(k,L )0
W ⊂ O(k,L )Wg

(où, si f ∈ O(k,L )W, g−1.f ∈ O(k,L )Wg est la fonction z 7→ f(z|g−1)). Avec
les définitions de O(k,L ) et O(k,L )0 données au §2.1, on a donc clairement un
isomorphisme O-linéaire G-équivariant :

H0(X , ω(k,L ))
∼→ {f ∈ O(k,L ) | f |Wg

∈ g−1 ·O(k,L )0
W ∀ g ∈ G}

= O(k,L )0

d’où le résultat.

Soit P(k) ⊂ ω−
k−2
2 l’unique sous-faisceau G-équivariant tel que, si Zg ⊆ Wg est

un ouvert affine non vide, on a :

P(k)(Zg)
déf
=

k−2⊕
i=k/2−1

O
uig

du
k/2−1
g

⊕
k−2⊕
i=k/2

O
vig

dv
k/2−1
g

⊂ ω−
k−2
2 (Zg)

lorsque Zg n’est ni dans Ug ni dans Vg, P(k)(Zg)
déf
=
⊕k−2

i=0 O
uig

du
k/2−1
g

lorsque Zg ⊆

Ug est non vide et P(k)(Zg)
déf
=
⊕k−2

i=0 O
vig

dv
k/2−1
g

lorsque Zg ⊆ Vg est non vide.

Proposition 3.1.3. — La différentiation k − 1-ième induit un morphisme O-linéaire
G-équivariant ω(k,L )→ ωk/2 de noyau P(k).
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Démonstration. — C’est le même argument que celui à la base de la construction du

complexe ω−k/2+1 dk−1

−→ ωk/2 en notant que les logarithmes disparaissent en différen-
tiant (la différentiation sur les “logarithmes formels” étant celle naturelle).

Remarque 3.1.4. — Le lecteur aura remarqué que la définition des faisceaux
ω(k,L )|Wg

et de leur recollement nécessite seulement k/2 − 1 < p. Néanmoins,
les autres calculs de cet article sont strictement limités à k ≤ p+ 1.

On note dans la suite ω(k,L )
déf
= ω(k,L )⊗O F le faisceau modulo π sur XZar.

3.2. Les faisceaux ω(k,L )|C et ω(k,L )|P . — Dans ce paragraphe, on définit
des faisceaux de F-espaces vectoriels ω(k,L )|C (resp. ω(k,L )|P ) pour la topologie
de Zariski sur une composante C (resp. un point singulier P ) et on montre que l’on
a une suite exacte de faisceaux sur XZar : 0 → ω(k,L ) → ΠCi∗(ω(k,L )|C) →
ΠP i∗(ω(k,L )|P )→ 0 où i : C ↪→ X (resp. P ↪→ X).

Soit C ' P1 une composante de X et i : C ↪→ X l’immersion fermée correspon-
dante. On note ω−

k−2
2 |C

déf
= i∗(ω−

k−2
2 ). Pour P ∈ C un point singulier quelconque de

X, on note WP ⊂ C l’ouvert affine C \ {points singuliers autres que P} et ugP une
coordonnée sur C nulle au point P . On pose :

ω(k,L )|C(WP )
déf
= ω−

k−2
2 |C(WP )⊕

⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

F·[L−1]

Ñ
logL (ugP−x)+

k/2−2−i∑
j=1

(x−1ugP )j

j

é
uigP

du
k/2−1
gP

⊕
k−2⊕

i= k
2−1

F · [L−1]logL (ugP )
uigP

du
k/2−1
gP

.

Si ug′
P
est une autre coordonnée sur C nulle au point P , on a ug′

P
=

dugP−c
−bugP +a pour(

a b

c d

)
∈ IQ×p et en développant les logarithmes exactement comme dans le (i) de la

preuve de la proposition 3.1.1, on voit que l’on reste bien dans ω(k,L )|C(WP ) de
sorte que ω(k,L )|C(WP ) ne dépend pas du choix de la coordonnée ugP . Si Z ⊆ WP

est un ouvert affine contenant P , on pose :

ω(k,L )|C(Z)
déf
= ω−

k−2
2 |C(Z)⊕

ω−
k−2
2 |C(WP )

ω(k,L )|C(WP ).

Si Z ⊆WP est un ouvert affine ne contenant pas P (donc Z ⊆ C \ {points singuliers} = U),
on pose ω(k,L )|C(Z)

déf
= ω(k,L )(Z). Les applications de restriction ω(k,L )|C(Z)→

ω(k,L )|C(Z ∩ U) sont définies comme au §3.1 et permettent par recollement de
définir un faisceau de F-espaces vectoriel ω(k,L )|C sur C, extension d’un faisceau
de F-espaces vectoriels de dimension finie par le faisceau inversible ω−

k−2
2 |C . On a de

plus une application naturelle de faisceaux ω(k,L ) → i∗(ω(k,L )|C) définie comme
suit sur les ouverts WgP de X (cf. §2.2) où gP ∈ G est tel que i−1(WgP ) = WP : sur
ω−

k−2
2 c’est l’application canonique de restriction, sur les termes ugP c’est l’identité
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(i.e. on garde la même formule), les termes [L−1]logL (vgP )
vigP

dv
k/2−1
gP

(pour i ≥ k/2)

sont envoyés sur 0 et les termes [L−1]
(

logL (vgP − x) +
∑k/2−1−i
j=1

(x−1vgP )j

j

)
vigP

dv
k/2−1
gP

pour x ∈ F×p sont envoyés sur 0 (noter la sommation jusqu’à k/2 − 1 − i et pas
k/2− 2− i et voir §3.1 pour la définition de ω(k,L )(WgP ) = ω(k,L )(WgP )⊗ F).

Soit P ∈ X un point singulier, ugP une coordonnée sur une composante C contenant
P qui est nulle au point P et ω−

k−2
2 |P

déf
= F(

ugP
dugP

)k/2−1. On pose :

ω(k,L )|P
déf
= ω−

k−2
2 |P ⊕ F · [L−1]logL (ugP )

u
k/2−1
gP

du
k/2−1
gP

qui ne dépend pas du choix de la coordonnée ugP par les formules de développement
du logarithme comme précédemment et en écrivant :

[L−1]logL (uwpgP )
u
k/2−1
wpgP

du
k/2−1
wpgP

= (−1)k/2−1[L−1]L
u
k/2−1
gP

du
k/2−1
gP

⊕ (−1)k/2[L−1]logL (ugP )
u
k/2−1
gP

du
k/2−1
gP

.

On a de même une application naturelle évidente ω(k,L )|C → i∗(ω(k,L )|P ) où
i : P ↪→ C qui est l’application canonique sur ω−

k−2
2 et qui, sur les ouverts contenant

P , envoie les termes [L−1]
(

logL (ugP−x) +
∑k/2−1−i
j=1

(x−1ugP )j

j

)
uigP

du
k/2−1
gP

pour x ∈

F×p sur 0 (noter la sommation jusqu’à k/2− 1− i), les termes [L−1]logL (ugP )
uigP

du
k/2−1
gP

pour i ≤ k/2 sur 0 et est l’identité sur F · [L−1]logL (ugP )
uk/2−1
gP

du
k/2−1
gP

.

Proposition 3.2.1. — On a une suite exacte naturelle G-équivariante de faisceaux de
F-espaces vectoriels :

0→ ω(k,L )→
∏

i:C↪→X
i∗(ω(k,L )|C)→

∏
i:P↪→X

i∗(ω(k,L )|P )→ 0.

Démonstration. — Il suffit de montrer que la suite est exacte en restriction à chaque
ouvert Wg de X (car ces ouverts recouvrent X), ce qui est évident. Noter que, comme
au §2.3,

∏
i∗(ω(k,L )|C)→

∏
i∗(ω(k,L )|P ) est l’application induite par les restric-

tions ci-dessus sur les divers points singuliers de X multipliées par (−1)d(C) et que
l’action de G sur le faisceau

∏
i∗(ω(k,L )|P ) doit être tordue par χ (voir la remarque

2.3.2).

4. La GL2(Qp)-représentation H0(X , ω(k,L )⊗ F) pour val(L ) ≥ 0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H0(X,ω(k,L )) pour
4 ≤ k ≤ p+ 1, k pair et val(L ) ≥ 0.
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4.1. La GL2(Zp)-représentation σ(nk, 1). — On commence par l’étude des fac-
teurs de Jordan-Hölder de la K-représentation σ(nk, 1) (cf. proposition 2.3.5).

Pour 0 ≤ n ≤ p − 1 et m quelconque, rappelons que la représentation σ(n,m)

(cf. §1.2) est irréductible (voir par exemple [1]). Rappelons aussi les deux lemmes
suivants :

Lemme 4.1.1 ([3]). — Soit n ∈ {p+1, · · · , 2p−2}. On a une suite exacte de représenta-
tions de K :

0→ σ(n− p− 1, 1)⊕ σ(n+ 1− p, 0)→ σ(n, 0)→ σ(2p− n− 2, n+ 1− p)→ 0

où l’injection σ(n− p− 1, 1) ↪→ σ(n, 0) est donnée par un−p−1−i 7→ (up− u)un−p−1−i

et où σ(n+ 1− p, 0) est la sous-représentation engendrée par 1 ∈ σ(n, 0).

Lemme 4.1.2 ([9]). — Soit n ≥ 2p− 1 et écrivons n = j +m(p− 1) avec p+ 1 ≤ j ≤
2p− 1. On a une suite exacte de représentations de K :

0 −→ σ(n− p− 1, 1)
×(u−up)−→ σ(n, 0) −→ σ(n, 0)/σ(n− p− 1, 1) −→ 0

où σ(n, 0)/σ(n− p− 1, 1) est isomorphe à σ(j, 0)/σ(j − p− 1, 1).

On rappelle que nk = (k/2− 1)p− k/2− 1 = (k/2− 2)(p+ 1) + p+ 1− k. Si k = 4,
on voit que σ(nk, 1) est irréductible et vaut σ(p− 3, 1). Pour k ≥ 6, on a :

Lemme 4.1.3. — Supposons 6 ≤ k ≤ p + 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

0 −→ σ(n− (i+ 1)(p+ 1), 1)
×(u−up)−→ σ(n− i(p+ 1), 0) −→ σ −→ 0

où σ est une extension de σ(2(i+ 1), p− 3− 2i) par σ(p− 3− 2i, 0).

Démonstration. — On écrit n − i(p + 1) = (k/2 − 3 − i)(p − 1) + 2p − 2i − 4. Pour
j = 2p − 2i − 4, on a p + 1 ≤ j ≤ 2p − 4 et, d’après le lemme 4.1.2, on a la suite
exacte :

0→ σ(n− (i+ 1)(p+ 1), 1))→ σ(n− i(p+ 1), 0)→ σ(j, 0)/σ(j − p− 1, 1)→ 0.

Par le lemme 4.1.1 appliqué à σ(2p− 2i− 4, 0) = σ(j, 0), on a :

0→ σ(p− 2i− 5, 1)⊕ σ(p− 3− 2i, 0)→ σ(j, 0)→ σ(2(i+ 1), p− 3− 2i)→ 0

avec σ(j − p− 1, 1) ' σ(p− 2i− 5, 1). On en déduit le résultat annoncé.

D’après le lemme 4.1.3, les composantes de Jordan-Hölder de σ(nk, 1) pour 6 ≤ k ≤
p+1 sont donc d’une part σ(p−3, 1), σ(p−5, 2) etc. jusqu’à σ(p−3−2(k/2−2), k/2−1)

et d’autre part σ(2,−1), σ(4,−2) etc. jusqu’à σ(k − 4, 2 − k/2). On a en fait une
structure assez simple de la K-représentation σ(nk, 1) :
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Lemme 4.1.4. — Supposons 6 ≤ k ≤ p + 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

0 −→ σ(p− 3, 1)⊕ σ(p− 5, 2)⊕ · · · ⊕ σ(p− k + 1, k/2− 1) −→ σ(nk, 1) −→
σ(2,−1)⊕ σ(4,−2)⊕ · · · ⊕ σ(k − 4, 2− k/2) −→ 0

où σ(p− 3− 2i, i+ 1) pour 0 ≤ i ≤ k/2− 2 est la sous-K-représentation de σ(nk, 1)

engendrée par (u− up)i.

Démonstration. — Soit n un entier positif ou nul de la forme n = rp− s avec r et s
entiers tels que 0 < r < s ≤ p, alors le sous-F-espace vectoriel de σ(n, 0) engendré sous
K par 1 est de dimension p− (s− r) (développer (bu+ d)n = (bup + d)r−1(bu+ d)p−s

et regrouper les mêmes puissances de bidn−i). En prenant n = nk − i(p + 1) =

(k/2− 1− i)p− (k/2 + 1 + i) pour 0 ≤ i ≤ k/2− 2 et en utilisant le lemme 4.1.3, on
en déduit que la sous-représentation de σ(nk, 1) engendrée sous K par (u − up)i est
de dimension p − 2(i + 1) et est isomorphe à σ(p − 3 − 2i, i + 1). La somme directe
σ(p−3, 1)⊕σ(p−5, 2)⊕· · ·⊕σ(p−k+1, k/2−1) est donc une sous-représentation de
σ(nk, 1). Le quotient admet les facteurs de Jordan-Hölder restants, et on verra dans
la preuve du lemme 4.3.4 qu’il s’agit encore d’une somme directe.

4.2. La GL2(Zp)-représentation H0(P1, ω(k,L )|P1). — Dans cette partie, on
se place sur la composante centrale C de X et on détermine la représentation
H0(C,ω(k,L )|C) de K sous les conditions du §4 en utilisant le §4.1 et la proposition
2.3.5.

Notons ωk/2|C
déf
= i∗([L−1]ωk/2) (resp. ωk/2|P

déf
= i∗(ωk/2)) où i : C ↪→ X (resp.

i : P ↪→ X). Comme dans la proposition 3.1.3 et sachant que k − 2 ≤ p − 1, la dif-
férentiation (k− 1)-ième induit un morphisme F-linéaire K-équivariant ω(k,L )|C →
ωk/2|C (resp. un morphisme F-linéaire ω(k,L )|P → ωk/2|P ) de noyau contenu dans
ω−

k−2
2 |C (resp. ω−

k−2
2 |P ).

Lemme 4.2.1. — La différentiation k − 1-ième ω(k,L )|C → ωk/2|C induit une injec-
tion de K-représentations :

H0(C,ω(k,L )|C) ↪→ H0(C,ωk/2|C).

Démonstration. — Notons P(k)|C le noyau de ω(k,L )|C → ωk/2|C , on a donc une
suite exacte :

0→ H0(C,P(k)|C)→ H0(C,ω(k,L )|C)→ H0(C,ωk/2|C).

De plus, P(k)|C est contenu dans ω−
k−2
2 |C . Or H0(C,ω−

k−2
2 |C) = 0 car ω−

k−2
2 |C ∼=

OC(−k−2
2 (p+ 1) + k− 2) et −k−2

2 (p+ 1) + k− 2 < 0. D’où aussi H0(C,P(k)|C) = 0

et l’injection voulue.

Pour déterminer la K-représentation H0(C,ω(k,L )|C), nous allons déterminer les
sections de H0(C,ωk/2|C) qui se relèvent en des sections de H0(C,ω(k,L )|C) via
l’application du lemme 4.2.1. On note dans la suite y ∈ P1(Fp) = Fp ∪ {∞} un point
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de C défini sur Fp et Wy ⊂ C l’ouvert affine C \ {points définis sur Fp autres que y}.
Rappelons que U = C \ {points définis sur Fp} (cf. §2.2). On note uy une coordonnée
sur C nulle en y et telle que uy|U = u− y si y 6= ∞, uy|U = u−1 si y = ∞ (où u est
la variable sur U , cf. §2.2). Par abus de notation, on note aussi u = u0.

Pour les calculs qui vont suivre, nous utiliserons la description alternative suivante
de ω(k,L )|C(Wy) (où val(L ) ≥ 0) :

ω(k,L )|C(Wy) = ω−
k−2
2 |C(Wy) ⊕

⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

F
Å

logL (uy−x)+

k/2−2∑
j=1

(uyx
−1)j

j

ã
(uy − x)i

du
k/2−1
y

⊕
k−2⊕

i=k/2−1

F(logL (uy))
uiy

du
k/2−1
y

(pour revenir à la description du §3.2, il suffit de développer le terme (uy−x)i en fac-

teur des logarithmes à droite et de remarquer que uj+iy

du
k/2−1
y

est déjà dans ω−
k−2
2 |C(Wy)

pour j > k/2− 2− i).
Pour α ∈ {1, · · · , k/2 − 1}, considérons les sections (du)k/2

(u−up)α ∈ H0(C,ωk/2(1)|C)

(cf. proposition 2.3.5). En prenant une « primitive (k − 1)-ième » sur chaque ouvert
Wy de la section globale (k − 1− α)!(α− 1)!(−1)α−1 (du)k/2

(u−up)α , définissons les sections
locales suivantes sα,y ∈ H0(Wy, ω(k,L )|C) pour y ∈ Fp ∪ {∞} :

sα,∞
déf
= (−1)k/2−αuα−1

∞
∑
x∈F×p

Å
logL (u∞−x) +

k/2−2∑
j=1

(u∞x
−1)j

j

ã
((u∞−x)x−1)k−1−α

du
k/2−1
∞

sα,y
déf
=

∑
x∈F×p

Å
logL (uy − x) +

k/2−2∑
j=1

(uyx
−1)j

j

ã
(uy − x)k−1−α

du
k/2−1
y

+ logL (uy)
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

+

k/2−2∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α

j

å
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

.

Lemme 4.2.2. — Le (p+1)-uplet (sα,y)y∈P1(Fp) définit une section sα ∈ H0(C,ω(k,L )|C).

Démonstration. — Il suffit de vérifier que les restrictions sα,y|U ne dépendent pas de
y. Les sections locales sα,y|U se récrivent :

sα,∞|U = (−1)k/2−α
∑
x∈F×p

uα−1
∞ x−k+1+αlogL (u∞ − x)

(u∞ − x)k−1−α

du
k/2−1
∞

sα,y|U =
∑
x∈Fp

logL (uy − x)
(uy − x)k−1−α

du
k/2−1
y
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car
∑
x∈F×p (

∑k/2−2
j=1

(u∞x
−1)j

j ) ((u∞−x)x−1)k−1−α

du
k/2−1
∞

= 0 et
∑
x∈F×p (uy − x)k−1−α∑k/2−2

j=1
(uyx

−1)j

j =

−uk−1−α
y

∑k/2−2
j=1

(−1)j

j

(
k−1−α

j

)
modulo p. On vérifie alors que :

sα,∞|U = sα,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− x)
(u− x)k−1−α

duk/2−1
∈ H0(U, ω(k,L )|C)

d’où le résultat.

Nous renvoyons à la fin de l’appendice A.2 pour la preuve de la proposition qui
suit :

Proposition 4.2.3. — (i) Soit 2 ≤ α ≤ k/2− 1 et :

rα
déf
=
( up−1

(u− up)α
+ f(u)

)
(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C)

avec f(u)(du)k/2 un élément de la sous-représentation :

σ(nk − (k/2− α)(p+ 1), k/2− α) =

nk−(k/2−α)(p+1)⊕
r=0

F
ur(du)k/2

(u− up)α

de H0(C,ωk/2(1)|C). Alors rα n’admet pas d’antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C) via
l’injection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section rk/2 ∈ H0(C,ωk/2|C) de la forme :

rk/2
déf
=
( 1

u(u− up)k/2−1
+ f(u)

)
(du)k/2

avec f(u)(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) qui admet un antécédent sk/2 dans H0(C,ω(k,L )|C)

via l’injection du lemme 4.2.1.

Corollaire 4.2.4. — On a une suite exacte de représentations de K :

0→ H → H0(C,ω(k,L )|C)→ indKI χ
k/2 → 0

où H ⊆ σ(nk, 1) est la sous-K-représentation (cf. lemme 4.1.4) :

H
déf
=

k/2−2⊕
i=0

σ(p− 3− 2i, i+ 1).

Démonstration. — Pour alléger les notations, nous omettons les torsions par les
caractères centraux. D’après le lemme 4.1.3, pour 0 ≤ i ≤ k/2 − 2, σ(nk − i(p + 1))

est une sous-représentation de H0(C,ωk/2(1)|C). Soit Hi son image inverse
dans H0(C,ω(k,L )|C) via l’injection du lemme 4.2.1 (ne pas confondre avec
Hi = 1 + · · · + 1/i !). Nous allons démontrer par récurrence descendante sur
0 ≤ i ≤ k/2 − 2 que Hi = ⊕k/2−2

j=i σ(p − 3 − 2j). Pour i = k/2 − 2, la sous-

représentation σ(p − k + 1) de H0(C,ωk/2(1)|C) est engendrée par (du)k/2

u−up (lemme
4.1.4). Or, par le lemme 4.2.2, il existe une section s1 ∈ H0(C,ω(k,L )|C) qui s’envoie
sur (du)k/2

u−up par l’injection du lemme 4.2.1. On en déduit donc Hk/2−2 = σ(p− k+ 1).
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Supposons 0 ≤ i ≤ k/2− 3 et la récurrence établie pour i+ 1. Notons Qi le conoyau
0 → Hi+1 → Hi → Qi → 0. On a un diagramme commutatif dont toutes les flèches
verticales sont des injections :

0→ Hi+1 → Hi → Qi → 0

↓ ↓ ↓
0→ σ(nk − (i+ 1)(p+ 1)) → σ(nk − i(p+ 1)) → σ̃nk,i → 0

avec 0 → σ(p − 3 − 2i) → σ̃nk,i → σ(2i + 2) → 0 par le lemme 4.1.3. La section
(du)k/2

(u−up)k/2−1−i ∈ σ(nk− i(p+1)) ⊂ H0(C,ωk/2(1)|C) est un générateur de σ(p−3−2i)

par le lemme 4.1.4. Or, la section globale sk/2−1−i ∈ H0(C,ω(k,L )|C) s’envoie sur
(du)k/2

(u−up)k/2−1−i par l’injection du lemme 4.2.1 (cf. lemme 4.2.2). On en déduit que Qi
contient σ(p − 3 − 2i). Toute section de σ(nk − i(p + 1)) ⊂ H0(C,ωk/2(1)|C) de la
forme : ( up−1

(u− up)k/2−1−i + f(u)
)

(du)k/2

où f(u)(du)k/2 ∈ σ(nk − (i+ 1)(p+ 1)) n’a pas d’antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C)

d’après le (i) de la proposition 4.2.3. Une telle section s’envoie donc nécessairement
vers un élément non nul de σ(2i + 2) (sinon, elle aurait un antécédent pour un cer-
tain f(u) par ce qui précède et la K-équivariance des flèches). Comme σ(2i + 2)

est irréductible, aucune section de σ(2i + 2) ne peut donc se relever dans Hi et
Qi = σ(p − 3 − 2i). Comme H est scindé, on a donc Hi = Hi+1 ⊕ σ(p − 3 −
2i) = ⊕k/2−2

j=i σ(p − 3 − 2j) et la récurrence est établie. Enfin, d’après le (ii) de
la proposition 4.2.3, il existe une section rk/2 ∈ H0(C,ωk/2|C) de la forme rk/2 =(

1
u(u−up)k/2−1 + f(u)

)
(du)k/2 avec f(u)(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) qui admet un an-

técédent sk/2 dans H0(C,ω(k,L )|C). De plus, on vérifie facilement que, dans la suite
exacte 0 → H0(C,ωk/2(1)|C) → H0(C,ωk/2|C) → indKI χ

k/2 → 0 (cf. le (ii) du co-
rollaire 2.3.4), la section rk/2 s’envoie vers la fonction f ∈ indKI 1 ' indKI χ

k/2 telle
que f(g) = 1 si g ∈ I et f(g) = 0 sinon, donc vers un générateur de indKI χ

k/2. Ceci
achève la preuve.

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H0(C,ω(k,L )|C)
∼→ H0(C,ωk/2|C)

puisque, dans ce cas, σ(p− 3, 1) = σ(n4, 1) = H ' H0(C,ωk/2(1)|C) (cf. proposition
2.3.5).

Remarque 4.2.5. — Les formules explicites des sections sα du lemme 4.2.2 montrent
que leurs images par H0(C,ω(k,L )|C)→ H0(P, ω(k,L )|P ) (où P ∈ C est défini sur
Fp, cf. §3.2) sont nulles. On en déduit que la sous-représentation H du corollaire 4.2.4
est dans le noyau de H0(C,ω(k,L )|C)→ H0(P, ω(k,L )|P ).

4.3. La GL2(Zp)-représentation H1(P1, ω(k,L )|P1). — On détermine la
K-représentation H1(C,ω(k,L )|C). On conserve les hypothèses et notations du
§4.2.
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Soit I (k) ⊂ ωk/2|C le faisceau sur C de F-espaces vectoriels de dimension finie
défini comme suit. Pour Wy ⊂ C et U ⊂ C comme au §4.2 (où y ∈ Fp ∪ {∞} est un
point de C défini sur Fp), on pose :

I (k)(Wy)
déf
=

⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

F
(duy)k/2

(uy − x)i+1
⊕
k/2−1⊕
i=0

F
(duy)k/2

ui+1
y

I (k)(U)
déf
=

⊕
x∈Fp

k−2⊕
i=0

F
(du)k/2

(u− x)i+1
.

Par un calcul élémentaire, on vérifie que les applications de restriction (ωk/2|C)(Wy)→
(ωk/2|C)(U) envoient bien I (k)(Wy) dans I (k)(U) (le seul point non évident est
lorsque y =∞). De plus, I (k)(Wy) (resp. I (k)(U)) est stable sous l’action de I (resp.
de K). Si Z ⊂ Wy est un ouvert affine contenant y, on pose I (k)(Z)

déf
= I (k)(Wy)

et si Z ⊂ U est un ouvert non vide, on pose I (k)(Z)
déf
= I (k)(U). Cela permet de

définir un sous-faisceau K-équivariant I (k) de ωk/2|C .

Lemme 4.3.1. — Pour tout i ∈ Z, l’inclusion I (k) ⊂ ωk/2|C induit des isomor-
phismes de K-représentations Hi(C,I (k))

∼−→ Hi(C,ωk/2|C). En particulier, on
a H1(C,I (k)) = 0.

Démonstration. — Nous allons montrer que l’inclusion de faisceaux I (k) ↪→ ωk/2|C
admet un scindage. Définissons en effet un autre sous-faisceau S (k) ⊂ ωk/2|C comme
suit :

S (k)(Wy)
déf
=

⊕
x∈F×p

⊕
i≥k−1

F
(duy)k/2

(uy − x)i+1
⊕
⊕
i≥0

Fuiy(duy)k/2

S (k)(U)
déf
=

⊕
x∈Fp

⊕
i≥k−1

F
(du)k/2

(u− x)i+1
⊕
⊕
i≥0

Fui(du)k/2.

Si Z ⊂ Wy (resp. Z ⊂ U) est un ouvert affine contenant y (resp. un ouvert af-
fine non vide) défini en inversant un polynôme f(uy) (resp. f(u)) ne s’annulant
pas aux points de Fp, on pose S (k)(Z)

déf
= S (k)(Wy) ⊕

⊕
i≥0 F (duy)k/2

f(uy)i+1 (resp.

S (k)(Z)
déf
= S (k)(U) ⊕

⊕
i≥0 F (du)k/2

f(u)i+1 ). Les flèches de restriction (ωk/2|C)(Wy) →
(ωk/2|C)(U) envoient encore S (k)(Wy) dans S (k)(U) (vérifier pour y = ∞)
ce qui permet donc de définir un sous-faisceau S (k) de ωk/2|C satisfaisant de
manière évidente S (k) ⊕ I (k)

∼→ ωk/2|C . Comme H1(C,ωk/2|C) = 0 (car
ωk/2|C ' OC(k/2(p + 1) − k) et k/2(p + 1) − k = k/2(p − 1) ≥ 0), on a en
particulier H1(C,I (k)) = 0 d’où H1(C,I (k)) = H1(C,ωk/2|C). On a déjà calculé
que H0(C,ωk/2|C) était engendré sous K par les sections suivantes :

F
(du)k/2

u(u− up)k/2−1
⊕

nk⊕
i=0

F
ui(du)k/2

(u− up)k/2−1
.
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Comme toutes ces sections globales sont déjà dans H0(C,I (k)) qui est stable par
K, on a H0(C,I (k)) = H0(C,ωk/2|C). Enfin, les deux espaces Hi(C,ωk/2|C) et
Hi(C,I (k)) sont nuls pour i ≥ 2 puisque C est une courbe.

On peut alors compléter le lemme 4.2.1 par la proposition :

Proposition 4.3.2. — On a une suite exacte longue de cohomologie K-équivariante :

0→H0(C,ω(k,L )|C)→H0(C,ωk/2|C)→H1(C,ω−
k−2
2 |C)→H1(C,ω(k,L )|C)→0.

Démonstration. — Il n’est pas difficile de vérifier que le faisceau de F-espaces vec-
toriels (ω(k,L )|C/ω−

k−2
2 |C) est canoniquement isomorphe au sous-faisceau I (k) de

ωk/2|C (un isomorphisme équivariant est donné en dérivant formellement k − 1 fois
les parties avec les logarithmes). En écrivant la suite exacte longue de cohomologie
associée à la suite exacte courte 0 → ω−

k−2
2 |C → ω(k,L )|C → I (k) → 0 et en

utilisant les lemmes 4.2.1 et 4.3.1, on a le résultat.

Corollaire 4.3.3. — On a une suite exacte de représentations de K :

0→ σ(nk, 1)/H → H1(C,ω−
k−2
2 |C)→ H1(C,ω(k,L )|C)→ 0

où H ⊆ σ(nk, 1) est défini dans le corollaire 4.2.4.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 4.3.2 et du corollaire 4.2.4.

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphismeH1(C,ω−
k−2
2 |C)

∼→H1(C,ω(k,L )|C)

puisque H = σ(n4, 1).
Comme ω−

k−2
2 |C ' OC(k − 2 − (p + 1)(k/2 − 1)) = OC(2 − nk) et ωk/2(1)|C '

OC(nk), on a par dualité de Serre un isomorphisme K-équivariant H1(C,ω−
k−2
2 |C) '

H0(C,ωk/2(1)|C)∗ ' σ(nk, 1)∗. La proposition 4.3.2 donne donc une flèche :

δ : H0(C,ωk/2(1)|C)→ H0(C,ωk/2(1)|C)∗,

c’est-à-dire une flèche K-équivariante σ(nk, 1)→ σ(nk, 1)∗.

Lemme 4.3.4. — L’image de la flèche σ(nk, 1) → σ(nk, 1)∗ s’identifie dans σ(nk, 1)∗

au dual de σ(nk, 1)/H.

Démonstration. — Il faut montrer que, si un élément est dans l’image de δ, son
accouplement contre un élément quelconque de H ⊂ H0(C,ωk/2(1)|C) par la dualité
de Serre est nul. On peut vérifier cette nullité par un calcul explicite mais donnons
un argument théorique. Lorsque k < (p + 5)/2, les facteurs de Jordan-Hölder de
σ(nk, 1)/H sont tous distincts des facteurs de Jordan-Hölder de H (cf. §4.1 pour
la liste de ces facteurs), et comme tous ces facteurs irréductibles sont auto-duaux
(car le caractère central de σ(nk, 1) est trivial), l’image de σ(nk, 1) dans σ(nk, 1)∗

se factorise nécessairement en un isomorphisme σ(nk, 1)/H
∼→ (σ(nk, 1)/H)∗. Cela

démontre au passage que la représentation σ(nk, 1)/H est scindée (car ses facteurs
de Jordan-Hölder sont distincts pour k ≤ p + 1), i.e. que l’on a un isomorphisme
σ(nk, 1)/H ' σ(2,−1) ⊕ σ(4,−2) ⊕ · · · ⊕ σ(k − 4, 2 − k/2) pour k ≥ 6 (cf. lemme
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4.1.4). Mais le calcul de résidus (issu de la définition explicite de la dualité de Serre, cf.
§B.1) donnant 〈δ(s), h〉 = 0 pour s ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) et h ∈ H ⊆ H0(C,ωk/2(1)|C)

lorsque k < (p+ 5)/2, i.e. 〈δ(s), sα〉 = 0 pour sα comme au lemme 4.2.2, est un calcul
purement combinatoire qui ne voit pas la condition k < (p + 5)/2 et qui est donc
valable pour 4 ≤ k ≤ p+ 1. On en déduit le résultat.

Corollaire 4.3.5. — La surjection H1(C,ω−
k−2
2 |C) � H1(C,ω(k,L )|C) du corollaire

4.3.3 induit un isomorphisme de K-représentations H∗ ∼→ H1(C,ω(k,L )|C).

Notons que, H étant scindé, on a aussi un isomorphisme K-équivariant H∗ ' H.

4.4. La GL2(Qp)-représentation H0(X , ω(k,L )). — On détermine la G-repré-
sentation H0(X,ω(k,L )) (sous les conditions du §4) en combinant le corollaire 4.2.4
avec la proposition 3.2.1.

L’injection ω(k,L ) →
∏
i:C↪→X i∗(ω(k,L )|C) (cf. proposition 3.2.1) induit une

injection de G-représentations :

H0(X,ω(k,L )) ↪→
∏

i:C↪→X
H0(C,ω(k,L )|C).(7)

Pour y un point de la composante centrale de X défini sur Fp, on note encore Wy

l’ouvert de X défini au §2.2 « centré » en y et (uy, vy) les coordonnées sur Wy. Avec
les notations du §2.2, on a Wy = Wgy (et (uy, vy) = (ugy , vgy )) où gy

déf
=
(

1 0

[y] 1

)
∈ K

si y ∈ Fp et W∞ = Wg∞ (et (u∞, v∞) = (ug∞ , vg∞)) où g∞
déf
=
(

0 1

1 0

)
∈ K. On note

également Vy
déf
= Vgy l’ouvert des points non rationnels de la composante « verticale »

au point y et on remarque que Ugy = U pour tout y. Par abus de notation, on note
aussi u = u0 et v = v0.

Lemme 4.4.1. — Soit α ∈ {1, · · · , k/2 − 2}. La section sα ∈ H0(C,ω(k,L )|C) (cf.
lemme 4.2.2) se prolonge par zéro via l’injection (7) en une section
s̃α ∈ H0(X,ω(k,L )) à support dans la composante centrale.

Démonstration. — On va construire directement une section s̃α dans H0(X,ω(k,L ))

qui s’envoie sur sα par l’injection (7). On définit des sections locales
s̃α,y ∈ H0(Wy, ω(k,L )) pour y ∈ Fp ∪ {∞} par les mêmes formules qu’au §4.2 :

s̃α,∞
déf
= (−1)k/2−αuα−1

∞
∑
x∈F×p

Å
logL (u∞−x) +

k/2−2∑
j=1

(u∞x
−1)j

j

ã
((u∞−x)x−1)k−1−α

du
k/2−1
∞

s̃α,y
déf
=

∑
x∈F×p

Å
logL (uy − x) +

k/2−2∑
j=1

(uyx
−1)j

j

ã
(uy − x)k−1−α

du
k/2−1
y

+logL (uy)
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

+

k/2−2∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α

j

å
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

.
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Il suffit de vérifier que les sections locales s̃α,y sont telles que s̃α,y|U est indépendant
de y et s̃α,y|Vy = 0 pour tout y. Le premier calcul est déjà fait (preuve du lemme
4.2.2). Pour le deuxième, on trouve en utilisant les applications de restriction du §3.1
(i.e. en remplaçant uy par p/vy et en développant les logarithmes) :

s̃α,∞|V∞ = (−1)α+1
∑
x∈F×p

x−k+1+α

pk/2−α

(
logL

( p

v∞x
− 1
)
+

k/2−2∑
i=1

(px−1)i

ivi∞

) (p− v∞x)k−1−α

dv
k/2−1
∞

s̃α,y|Vy = (−1)k/2−1pk/2−αlogL

( p
vy

) vα−1
y

dv
k/2−1
y

+
(−1)k/2−1

pk/2−1

∑
x∈F×p

(
logL

( p

vyx
− 1
)

+

k/2−2∑
i=1

(px−1)i

iviy

) (p− vyx)k−1−αvα−1
y

dv
k/2−1
y

+(−1)k/2−1pk/2−α
k/2−2∑
i=1

(−1)i

i

Ç
k − 1− α

i

å
vα−1
y

dv
k/2−1
y

et un calcul facile montre que toutes ces sections locales sont nulles (modulo p).

L’analogue du lemme 4.4.1 pour les sections de H0(C,ω(k,L )|C) s’envoyant sur
un générateur de IndKI χ

k/2 (cf. corollaire 4.2.4) est plus subtil. Rappelons que l’on a
déjà défini un relèvement sk/2 ∈ H0(C,ω(k,L )|C) du générateur de IndKI χ

k/2 donné
par la fonction identité à support dans I (voir la fin de la preuve du corollaire 4.2.4
et le lemme A.2.2).

De la proposition 3.2.1, on déduit une suite longue de cohomologie G-équivariante :

0→ H0(X,ω(k,L ))→
∏

i:C↪→X
H0(X, i∗(ω(k,L )|C))→

∏
i:P↪→X

H0(X, i∗(ω(k,L )|P ))

(8)

→ H1(X,ω(k,L ))→
∏

i:C↪→X
H1(X, i∗(ω(k,L )|C))→ 0

et rappelons que l’action de G sur
∏
i:P↪→X H

0(X, i∗(ω(k,L )|P )) est l’action na-
turelle tordue par χ (cf. remarque 2.3.2). Rappelons aussi que l’action de K sur
Hi(C,ω(k,L )|C), Hi(C,ωk/2|C) etc. est étendue à KQ×p en envoyant p vers l’iden-
tité.

Lemme 4.4.2. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant :∏
C↪→X

H0(C,ω(k,L )|C)
∼−→ IndG

KQ×p
H0(C,ω(k,L )|C)

qui envoie (sg(ug, vg))g∈J où J est un système de représentants quelconque de KQ×p \G
sur l’unique fonction f dans l’induite telle que f(g) = sg(u) pour tout g ∈ J .
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(ii) On a des isomorphismes G-équivariants :∏
P∈X

H0(P, ω(k,L )|P )
∼→ χ⊗ IndGNH

0(P, ω(k,L )|P )
∼→ IndGNχ

k/2 ⊕ IndGNχ
k/2+1

où le premier isomorphisme envoie
(
cg(

ug
dug

)k/2−1 + dglogL (ug)(
ug
dug

)k/2−1
)
g∈J où J

est un système de représentants quelconque de N\G et cg, dg ∈ F sur l’unique fonction
f dans l’induite telle que f(g) = cg(

u
du )k/2−1 + dglogL (u)( udu )k/2−1 pour tout g ∈ J

et où le deuxième isomorphisme envoie f sur l’unique couple de fonctions (h, l) dans
les induites de droite tel que h(g) = cg + 1

2L dg et l(g) = −dg.

Démonstration. — Le (i) et le premier isomorphisme du (ii) sont laissés au lecteur.
Pour le deuxième isomorphisme du (ii), il suffit de remarquer que l’action naturelle
de N dans la base F( udu )k/2−1 ⊕ F

(
1
2L − logL (u)

)
( udu )k/2−1 de H0(P, ω(k,L )|P )

réalise un isomorphisme de cette représentation avec χk/2−1⊕χk/2 (regarder l’action
de wp et utiliser logL (p) = L ). Comme il faut tordre par χ cette action naturelle (cf.
ci-dessus), on en déduit le résultat.

Notons φ : IndG
KQ×p

H0(C,ω(k,L )|C) → IndGNχ
k/2 ⊕ IndGNχ

k/2+1 le morphisme
induit par la suite exacte longue (8) (et en utilisant le lemme 4.4.2). Par la remarque

4.2.5, φ se factorise par le quotient IndG
KQ×p

ind
KQ×p
IQ×p

χk/2 de IndG
KQ×p

H0(C,ω(k,L )|C)

et définit donc un morphisme φ : IndG
KQ×p

ind
KQ×p
IQ×p

χk/2 → IndGNχ
k/2 ⊕ indGNχ

k/2+1,
c’est-à-dire un morphisme :

φ : IndGNχ
k/2 ⊕ indGNχ

k/2+1 → IndGNχ
k/2 ⊕ indGNχ

k/2+1

via l’isomorphisme du lemme 2.3.7 (car p > 2).
Rappelons que IndG

KQ×p
1 (resp. IndGN1) s’identifie au F-espace vectoriel des fonctions

à valeurs dans F définies sur les sommets (resp. les arêtes non orientées) de l’arbre
de Bruhat-Tits pour GL2(Qp). On note Tp (resp. Up) l’endomorphisme de IndG

KQ×p
1

(resp. IndGN1) défini par (Tpf)(s) =
∑
s′ f(s′) (resp. (Upf)(a) =

∑
a′ f(a′)), la somme

portant sur les p+1 sommets (resp. les 2p arêtes) adjacents au sommet s (resp. issues
de l’arête a) (Tp coïncide avec l’endomorphisme déjà noté Tp défini au §1.2). Le lemme
suivant est immédiat et laissé au lecteur :

Lemme 4.4.3. — On a un diagramme commutatif G-équivariant :

0 → 1 → IndG
KQ×p

1 → IndGN1 → 0

‖ ↓ Tp−1 ↓ Up
0 → 1 → IndG

KQ×p
1 → IndGN1 → 0

où l’application IndG
KQ×p

1→ IndGN1 envoie f ∈ IndG
KQ×p

1 sur la fonction
a 7→ f(o(a)) + f(t(a)) en notant o(a) et t(a) les deux sommets de l’arête a.
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Lemme 4.4.4. — Soit a(L )
déf
= (−1)

k
2−1
(
1 + k

2

(
k
2 − 1

)(
L − 2Hk/2−1

))
∈ O (où

Hi = 1 + 1
2 + · · · + 1

i , cf. §1.2). L’endomorphisme φ de (IndGN1 ⊕ indGNχ) ⊗ χk/2 est
donné (à multiplication près par un scalaire non nul) par une matrice de la forme :(

(Up + 1) + (−1)k/2−1a(L ) ∗
0 −k(k/2− 1)

)
.

Démonstration. — Reprenons la section sk/2(u) ∈ H0(C,ω(k,L )|C) précédente (où

C désigne la composante centrale) et notons sk/2(v)
déf
= wp(sk/2(u)) (i.e. on remplace

u par v dans la formule de sk/2(u), la notation étant légitime puisque wpu = v, cf.
§2.2). En revenant à la définition du scindage IndG

IQ×p
χk/2 ' IndGNχ

k/2 ⊕ indGNχ
k/2+1

(cf. preuve du lemme 2.3.7), on voit qu’il suffit de calculer φ
(
sk/2(u) + sk/2(v)

)
et

φ
(
sk/2(u) − sk/2(v)

)
en terme des fonctions ( udu )k/2−1 et

(
1
2L − logL (u)

)
( udu )k/2−1

(vues comme fonctions dans l’induite à support dans N). Notons resy(sk/2(u)) (resp.
resy(sk/2(v)) la restriction de sk/2(u) (resp. sk/2(v)) au point rationnel y de la com-

posante support de sk/2(u) (resp. de sk/2(v)). Posons ∆k/2
déf
= (−1)k/2

(k/2−1)!2k/2(k/2−1) et

bk/2,k/2
déf
= k/2(k/2− 1)∆k/2, on trouve pour y ∈ F×p ∪{∞} d’après la démonstration

du lemme A.2.1 et d’après le lemme A.2.3 (en se rappelant que sk/2 = s′k/2, cf. la fin
de la preuve de la proposition 4.2.3 dans l’appendice A.2) :

resy(sk/2(u)) = −∆k/2

( uy
duy

)k/2−1

, resy(sk/2(v)) = −∆k/2

( vy
dvy

)k/2−1

et, pour y = 0 ∈ Fp :

res0(sk/2(u)) = −
(
∆k/2 − bk/2,k/2Hk/2−1

)( u
du

)k/2−1

− bk/2,k/2logL (u)
( u
du

)k/2−1

res0(sk/2(v)) = −
(
∆k/2 − bk/2,k/2Hk/2−1

)( v
dv

)k/2−1

− bk/2,k/2logL (v)
( v
dv

)k/2−1

.

En se rappelant que, dans le morphisme φ de la suite exacte (8), on multiplie les
restrictions par −1 dès que l’on « change de branche », on obtient :

φ
(
sk/2(u) + sk/2(v)

)
= −∆k/2

Å ∑
y∈F×p ∪{∞}

( uy
duy

)k/2−1

−
∑

y∈F×p ∪{∞}

( vy
dvy

)k/2−1
ã

+(−1 + (−1)k/2−1)(∆k/2 − bk/2,k/2Hk/2−1)
( u
du

)k/2−1

+(−1 + (−1)k/2)bk/2,k/2logL (u)
( u
du

)k/2−1

+(−1)k/2+1bk/2,k/2L
( u
du

)k/2−1

.
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Or, dans IndG
KQ×p

χk/2 ' χ⊗ IndG
KQ×p

F( udu )k/2−1, on a :

Up

( u
du

)k/2−1

=
∑

y∈F×p ∪{∞}

( uy
duy

)k/2−1

+ (−1)k/2−1
∑

y∈F×p ∪{∞}

( vy
dvy

)k/2−1

.

On trouve donc pour φ
(
sk/2(u) + sk/2(v)

)
:

−∆k/2

(
Up + 2− k

(k
2
− 1
)
H k

2−1 + L
k

2

(k
2
− 1
))( u

du

)k/2−1

si (−1)k/2 = 1

∗ ⊕∆k/2k
(k

2
− 1
)(1

2
L − logL (u)

)( u
du

)k/2−1

si (−1)k/2 = −1

où le premier terme est dans IndGNχ
k/2 et le deuxième dans IndGNχ

k/2 ⊕ IndGNχ
k/2+1

(on n’aura pas besoin de la formule pour ∗ ∈ IndGNχ
k/2). Par un calcul analogue, on

obtient pour φ
(
sk/2(u)− sk/2(v)

)
:

∗ ⊕∆k/2k
(k

2
− 1
)(1

2
L − logL (u)

)( u
du

)k/2−1

si (−1)k/2 = 1

−∆k/2

(
Up + 2− k

(k
2
− 1
)
H k

2−1 + L
k

2

(k
2
− 1
))( u

du

)k/2−1

si (−1)k/2 = −1.

En remarquant que l’image de sk/2(u) + sk/2(v) (resp. sk/2(u) − sk/2(v)) dans
IndG

IQ×p
χk/2 est dans IndGNχ

k/2 si (−1)k/2 = 1 (resp. si (−1)k/2 = −1), on en déduit
facilement le résultat.

Corollaire 4.4.5. — (i) Le morphisme φ est surjectif.
(ii) Le noyau de φ est isomorphe à {f ∈ IndG

KQ×p
1 | Tpf = a(L )f}.

Démonstration. — Tout endomorphisme µTp−λ de IndG
KQ×p

1 avec (µ, λ) ∈ F, µλ 6= 0

est surjectif (vérification facile), on en déduit donc (i) par le lemme 4.4.3 combiné
avec le lemme 4.4.4. On voit aussi que le noyau de φ est isomorphe à {f ∈ IndG

KQ×p
1 |

Tpf = (−1)k/2a(L )f}⊗χk/2. Mais cette dernière représentation de G est isomorphe
à {f ∈ IndG

KQ×p
1 | Tpf = a(L )f}, d’où (ii).

De la suite exacte longue (8), des résultats du §2.3, du §4.2 et du §4.3, on déduit
alors facilement :

Corollaire 4.4.6. — (i) On a une suite exacte G-équivariante :

0→ IndG
KQ×p

H → H0(X,ω(k,L ))→ {f ∈ IndG
KQ×p

1 | Tpf = a(L )f} → 0.

(ii) On a un isomorphisme G-équivariant :

H1(X,ω(k,L ))
∼→ IndG

KQ×p
H1(C,ω(k,L )|C) ' IndG

KQ×p
H∗.
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5. La GL2(Qp)-représentation H0(X , ω(k,L ))⊗ F pour val(L ) ≥ 0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H0(X , ω(k,L ))⊗OF
pour 4 ≤ k ≤ p+ 1, k pair et val(L ) ≥ 0.

5.1. Cohomologie de Čech. — On compare les groupes H1 et Ȟ1 pour les fais-
ceaux ω(k,L )|C et ω(k,L ).

Reprenons les notations du §4.2 et considérons le recouvrement (Wy)y∈P1(Fp) de C.
On munit P1(Fp) d’une relation d’ordre total par 0 < 1 < · · · < p − 1 < ∞. Pour
tout faisceau de groupes abéliens F sur CZar, on définit le groupe de cohomologie de
Čech :

Ȟ1(C,F )
déf
=
( ∏

y<z

(y,z)∈P1(Fp)2

F (U)
)
/ ∼

où (sy,z)y<z ∼ (ty,z)y<z si et seulement s’il existe sy ∈ F (Wy) pour tout y ∈ P1(Fp)
tel que sy,z − ty,z = sz|U − sy|U pour tout y < z. Si le faisceau F est K-équivariant,
on a une action naturelle de K sur Ȟ1(C,F ).

Lemme 5.1.1. — On a un isomorphisme canonique K-équivariant :

Ȟ1(C,ω(k,L )|C)
∼→ H1(C,ω(k,L )|C).

Démonstration. — Pour tout faisceau de groupes abéliens F , on sait par la théorie
générale (cf. e.g. [11, §III.4]) qu’il y a un morphisme canonique (K-équivariant
si F l’est) Ȟ1(C,F ) → H1(C,F ). En revenant à la preuve de la proposition
4.3.2, on a pour tout ouvert affine V de C et tout i ≥ 1 une suite exacte courte
Hi(V, ω−

k−2
2 |C) → Hi(V, ω(k,L )|C) → Hi(V,I (k)). Or, Hi(V, ω−

k−2
2 |C) = 0 car

ω−
k−2
2 |C est quasi-cohérent et Hi(V,I (k)) = 0 car I (k) est un facteur direct

de ωk/2|C (cf. preuve du lemme 4.3.1) et ωk/2|C est aussi quasi-cohérent, d’où
Hi(V, ω(k,L )|C) = 0. Comme les ouverts Wy et U du recouvrement sont affines, la
théorie générale (cf. e.g. [11, Ex.III.4.11]) entraîne alors en particulier que le mor-
phisme canonique Ȟ1(C,ω(k,L )|C)→ H1(C,ω(k,L )|C) est un isomorphisme.

Considérons un système de représentants J ⊂ G de N\G et le recouvrement affine
(Wg)g∈J deX correspondant. Pour toute relation d’ordre total< sur J et tout faisceau
de groupes abéliens F sur X, définissons le groupe de cohomologie de Čech :

Ȟ1(X,F )
déf
=
( ∏

g<h

(g,h)∈J2

F (Wg ∩Wh)
)
/ ∼

où (sg,h)g<h ∼ (tg,h)g<h si et seulement s’il existe sg ∈ F (Wg) pour tout g ∈ J

tel que sg,h − tg,h = sh|Wg∩Wh
− sg|Wg∩Wh

pour tout g < h. Si le faisceau F est
G-équivariant, on a une action naturelle de G sur Ȟ1(C,F ).

Lemme 5.1.2. — On a un isomorphisme canonique G-équivariant :

Ȟ1(X,ω(k,L ))
∼→ H1(X,ω(k,L )).
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Démonstration. — Définissons un sous-faisceau J (k) ⊂ ωk/2 sur X comme suit
(avec les notations du §2.2) :

J (k)(Wg)
déf
=

⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

F
(dug)

k
2

(ug − x)i+1
⊕
⊕
x∈F×p

k−2⊕
i=0

F
(dvg)

k
2

(vg − x)i+1
⊕

k
2−1⊕
i=0

F
(dug)

k
2

ui+1
g

⊕
k
2−2⊕
i=0

F
(dvg)

k
2

vi+1
g

J (k)(Ug)
déf
=

⊕
x∈Fp

k−2⊕
i=0

F
(dug)

k/2

(ug − x)i+1

J (k)(Vg)
déf
=

⊕
x∈Fp

k−2⊕
i=0

F
(dvg)

k/2

(vg − x)i+1

et J (k)(Z)
déf
= J (k)(Wg) (resp. J (k)(Z)

déf
= J (k)(Ug), resp. J (k)(Z)

déf
=

J (k)(Vg)) si Z ⊆ Wg et Z 6⊆ Ug, Z 6⊆ Vg (resp. Z ⊆ Ug et Z 6= ∅, resp. Z ⊆ Vg et
Z 6= ∅). Comme pour la preuve de la proposition 4.3.2, on a une suite exacte courte
de faisceaux 0→ ω−

k−2
2 → ω(k,L )→J (k)→ 0 qui induit pour tout ouvert V ⊂ X

et tout i ≥ 1 des suites exactes Hi(V, ω−
k−2
2 ) → Hi(V, ω(k,L )) → Hi(V,J (k)). Si

V est affine, le premier groupe est nul car ω−
k−2
2 est quasi-cohérent et le troisième

aussi car ωk/2 est quasi-cohérent et car on peut montrer, comme dans la preuve
du lemme 4.3.1, que l’injection de faisceaux J (k) ↪→ ωk/2 admet un scindage.
Comme toutes les intersections du recouvrement (Wg)g∈J sont affines, la théorie
générale (cf. e.g. [11, Ex.III.4.11]) donne en particulier que le morphisme canonique
Ȟ1(X,ω(k,L ))→ H1(X,ω(k,L )) est un isomorphisme.

On obtient alors :

Corollaire 5.1.3. — On a un isomorphisme G-équivariant :

Ȟ1(X,ω(k,L ))
∼−→ IndG

KQ×p
Ȟ1(C,ω(k,L )|C).

Démonstration. — Cela découle du (ii) du corollaire 4.4.6 et des lemmes 5.1.1 et
5.1.2.

5.2. Modifications de sections. — On effectue quelques modifications sur les
sections (s̃α)1≤α≤k/2−1 du lemme 4.4.1. Ces calculs serviront au paragraphe suivant.

Reprenons les notations du §4.4 et notons de plus Wy
déf
= Wgy , Vy

déf
= Vgy et

(uy, vy)
déf
= (ugy , vgy ) pour y ∈ Fp ∪ {∞} (voir §2.2). On remarque que U = Ugy

et on note aussi (u, v) = (u0, v0).
Pour α ∈ {1, · · · , k/2 − 1}, nous avons défini au lemme 4.4.1 des sections glo-

bales s̃α ∈ H0(X , ω(k,L )) à support dans la composante centrale C par recolle-
ment de sections locales s̃α,y ∈ H0(Wy, ω(k,L )) pour y ∈ Fp ∪ {∞}. Notons encore
s̃α,y ∈ H0(Wy, ω(k,L )) la section locale en caractéristique zéro définie par (presque)
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les mêmes formules :

s̃α,∞
déf
= (−1)k/2−αuα−1

∞
∑
x∈F×p

Å
logL (u∞−[x]) +

k/2−2∑
j=1

(u∞[x]−1)j

j

ã
((u∞−[x])[x]−1)k−1−α

du
k/2−1
∞

s̃α,y
déf
=

∑
x∈F×p

Å
logL (uy − [x]) +

k/2−2∑
j=1

(uy[x]−1)j

j

ã
(uy − [x])k−1−α

du
k/2−1
y

+ logL (uy)
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

+

k/2−2∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α

j

å
uk−1−α
y

du
k/2−1
y

où rappelons que [x] ∈ Zp désigne le représentant de Teichmüller de x.

Lemme 5.2.1. — Pour y ∈ Fp, on a :

s̃α,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− [y]− [x])
(u− [y]− [x])k−1−α

duk/2−1

s̃α,y|Vy = (−1)k/2−1pk/2−α
(
− logL vy

vα−1
y

dv
k/2−1
y

+
(
L −Hk−1−α

) vα−1
y

dv
k/2−1
y

)
+ p2∗

où ∗ ∈ ω− k−2
2 (Vy).

Démonstration. — La première formule est laissée au lecteur. Pour la deuxième, on
a :

s̃α,y |Vy= (−1)k/2−1
∑
x∈F×p

(
logL

( p

vy[x]
−1
)
+

k/2−2∑
j=1

(p[x]−1)j

jvjy

) (p− vy[x])k−1−αvα−1
y

(pdvy)k/2−1

+ (−1)k/2−1pk/2−αlogL

( p
vy

) vα−1
y

dv
k/2−1
y

+ (−1)k/2−1pk/2−α
k/2−2∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α

j

å
vα−1
y

dv
k/2−1
y

d’où on déduit la formule de l’énoncé en développant les logarithmes puis en utilisant
le lemme A.1.2 et logL (p) = L .

Remarque 5.2.2. — Par le (i) du lemme 4.4.1, les sections locales (s̃α,y)y∈P1(Fp) se
recollent en fait en une section globale de H0(X , ω(k,L ) ⊗O/p) (et pas seulement
de H0(X , ω(k,L ))) à support dans la composante centrale.

Nous allons modifier les sections locales s̃α,y pour y ∈ Fp sans changer leur réduc-
tion modulo p. Cela nous servira dans la paragraphe suivant pour mener à bien les
calculs dans Ȟ1(X,ω(k,L )⊗O/p).
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Pour 0 ≤ j ≤ p− 1 et y ∈ Fp, posons :

tjα,y
déf
= p

∑
x∈F×p

[x]j
(

logL (uy−[x])+

k/2−2∑
i=1

([x]−1uy)i

i

) (uy − [x])k−2−α

du
k/2−1
y

∈ pω(k,L )(Wy).

Lemme 5.2.3. — Pour y ∈ Fp, on peut modifier la section locale s̃α,y ∈ ω(k,L )(Wy)

par un élément dans ⊕1≤j≤p−1Ot
j
α,y de telle sorte que la nouvelle section s̃α,y vérifie :

s̃α,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− [x])
(u− [x])k−1−α

duk/2−1
− p(k − 1− α)

Ay(u)

duk/2−1
− p By(u)

duk/2−1
+ p2∗

où ∗ ∈ ω(k,L )(U ) et :

Ay(u)
déf
=

p−1∑
i=1

(
p
i

)
p

[y]p−i
∑
x∈F×p

[x]i
k/2−2∑
j=1

[x]−j

j
(u− [y])j(u− [x+ y])k−2−α

By(u)
déf
=

p−1∑
i=1

(−1)p−i
(
p
i

)
p

[y]p−i
∑
x 6=y

[x]i(u− [x])k−2−α.

Démonstration. — Un calcul formel de développement des logarithmes donne (voir
lemmes 5.2.1 et A.3.3) :

∑
x∈Fp

logL (u−[x]−[y])
(u− [x]− [y])k−1−α

duk/2−1
=
∑
x∈Fp

logL (u−[x+y])
(u− [x+ y])k−1−α

duk/2−1

− p(k − 1− α)
∑
x∈F×p

δx,ylogL (u− [x+ y])
(u− [x+ y])k−2−α

duk/2−1

− p
∑
x∈F×p

δx,y
(u− [x+ y])k−2−α

duk/2−1
+ p2∗

où ∗ ∈ ω(k,L )(U ) et δx,y
déf
= −

∑p−1
j=1

(pj)
p [y]p−j [x]j ∈ Zp (cf. lemme A.3.2). Il suffit

alors de corriger s̃α,y par −(k − 1 − α)
∑p−1
j=1

(pj)
p [y]p−jtjα,y. Un dernier calcul fournit

Ay(u) et By(u).

Lemme 5.2.4. — Pour y ∈ Fp, on peut modifier la section locale s̃α,y par un élément
dans pω−

k−2
2 (Wy) +pO

(
logL (uy + [y]) +

∑k/2−2
j=1 (−1)j

(uy [y]−1)j

j

)
(uy+[y])k−1−α

du
k/2−1
y

de telle

ASTÉRISQUE 331



REPRÉSENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Qp) ET RÉDUCTION MODULO p 151

sorte que la nouvelle section s̃α,y vérifie :

s̃α,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− [x])
(u− [x])k−1−α

duk/2−1
− plogL (u)

uk−1−α

duk/2−1

+p

k/2−2∑
i=0

α′i[y]k−α−i−1 (u− [y])i

duk/2−1
−p

k/2−2∑
i=1

i∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α
i− j

å
[y]k−α−i−1 (u− [y])i

duk/2−1

où :

α′i
déf
=

k − 1− α
k − 1− α− i

(−1)α+i+1
i∑

j=1

(
k−2−α
i−j

)
j

(−1)i−j+1+α

+
k−2−α∑
j=i

Ç
k − 2− α

j

å
(−1)α+1+j

k − 1− α− j

Ç
j

i

å
.

Démonstration. — En modifiant la section s̃α,y du lemme 5.2.3 par un élément dans
pω−

k−2
2 (Wy) (cf. lemme A.3.4), on peut supposer déjà :

s̃α,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− [x])
(u− [x])k−1−α

duk/2−1
+ p

k/2−2∑
i=0

α′i[y]k−α−i−1 (u− [y])i

duk/2−1
.

Puis en ajoutant à s̃α,y le terme −p
(
logL (uy + [y]) +

∑k/2−2
j=1 (−1)j

(uy [y]−1)j

j

)
(uy+[y])k−1−α

du
k/2−1
y

dont la restriction à U est :

− plogL (u)
uk−1−α

duk/2−1
− p

k/2−2∑
i=1

i∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α
i− j

å
[y]k−α−i−1 (u− [y])i

duk/2−1

− p ∗ (u− [y])k/2−1

duk/2−1

avec ∗ ∈ Zp[u−[y]] et en rajoutant encore p∗ u
k/2−1
y

du
k/2−1
y

∈ pω− k−2
2 (Wy) (pour le même ∗),

on obtient une restriction comme dans l’énoncé.

Posons :

(9) αi
déf
= α′i +

i∑
j=1

(−1)j+1

j

Ç
k − 1− α
i− j

å
∈ Zp
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(on ne fait pas apparaître la dépendance en α dans l’écriture αi), on a donc pour
y ∈ Fp :

(10) s̃α,y|U =
∑
x∈Fp

logL (u− [x])
(u− [x])k−1−α

duk/2−1
− plogL (u)

uk−1−α

duk/2−1

+ p

k/2−2∑
i=0

αi[y]k−α−i−1 (u− [y])i

duk/2−1

et notons que :

s̃α,∞ |U =
∑
x∈Fp

logL (u− [x])
(u− [x])k−1−α

duk/2−1
− plogL (u)

uk−1−α

duk/2−1
.(11)

Reprenons maintenant le calcul de s̃α,y|Vy du lemme 5.2.1 :

Lemme 5.2.5. — Pour y ∈ Fp, on a (avec s̃α,y comme dans le lemme 5.2.4) :

s̃α,y|Vy = (−1)k/2−1pk/2−α
(
− logL (vy)

vα−1
y

dv
k/2−1
y

+
(
L −Hk−1−α

) vα−1
y

dv
k/2−1
y

)
+ p ∗1

v
k/2−1
y

dv
k/2−1
y

+ p2∗2

où ∗1 ∈ Zp et ∗2 ∈ ω−
k−2
2 (Vy).

Démonstration. — Par le lemme 5.2.1, il suffit de vérifier que les modifications des

lemmes 5.2.3 et 5.2.4 sont des termes de la forme p ∗1
vk/2−1
y

dv
k/2−1
y

+ p2∗2 en restriction à

Vy. Prenons par exemple tjα,y (lemme 5.2.3), on a :

tjα,y |Vy= p(−1)k/2−1
∑
x∈F×p

[x]j
(

logL

( p
vy
− [x]

)
+

k/2−2∑
i=1

(p[x]−1

vy

)i 1
i

) ( pvy − [x])k−2−αvk−2
y

(pdvy)k/2−1

et en développant les logarithmes, un calcul donne :

tjα,y |Vy= p
(−1)k/2−α

k/2− 1

∑
x∈Fp

[x]k/2−1−α+j v
k/2−1
y

dv
k/2−1
y

+ p2 ∗ .

On laisse les autres termes correctifs (lemme 5.2.4) au lecteur.

5.3. Défauts de recollement. — On calcule explicitement les classes de cohomo-
logie dans Ȟ1(X,ω(k,L )⊗O/p) provenant du défaut de recollement modulo p2 des
sections locales (s̃α,y)y∈P1(Fp) modifiées du §5.2.

Un examen soigneux des preuves des parties 2, 4 et 5.1 (et des preuves utili-
sées de l’appendice) montre d’abord que tous les résultats concernant Hi(X,ωk/2)

et Hi(X,ω(k,L )) (i = 0, 1) s’étendent à l’identique à Hi(X,ωk/2 ⊗ O/p) et
Hi(X,ω(k,L ) ⊗ O/p) à condition de remplacer le corps F des coefficients par la
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F-algèbre artinienne O/p. En particulier (cf. corollaires 4.4.6 et 5.1.3), on a une suite
exacte :

0→ IndG
KQ×p

(H ⊗F O/p)→ H0(X , ω(k,L )⊗O/p)→ {f ∈ IndG
KQ×p

1O/p | Tpf = a(L )f} → 0

et des isomorphismes :

Ȟ1(X,ω(k,L )⊗O/p) ' H1(X,ω(k,L )⊗O/p) ' IndG
KQ×p

(H ⊗F O/p)
∗.

Pour n ≥ 2, la suite exacte courte de faisceaux :

0 −→ ω(k,L )⊗O/pn−1 p−→ ω(k,L )⊗O/pn −→ ω(k,L )⊗O/p −→ 0

induit une suite exacte longue :

0 −→ H0(X , ω(k,L )⊗O/pn−1) −→ H0(X , ω(k,L )⊗O/pn) −→

H0(X , ω(k,L )⊗O/p) ψn−→ H1(X , ω(k,L )⊗O/pn−1).

Pour voir si s ∈ H0(X , ω(k,L )⊗O/p) se relève en une section de H0(X , ω(k,L )⊗
O/pn), il suffit donc de calculer son image par l’application :

ψn : H0(X , ω(k,L )⊗O/p) −→ H1(X , ω(k,L )⊗O/pn−1).

On détermine maintenant les images dansH1(X , ω(k,L )⊗O/p) ' Ȟ1(X , ω(k,L )⊗
O/p) par ψ2 des sections (s̃α)1≤α≤k/2−1 de H0(X , ω(k,L )⊗O/p) (cf. §5.2).

Pour y ∈ P1(Fp) et z ∈ P1(Fp), on définit gyz ∈ G comme suit. Si y ∈ Fp et
z ∈ Fp, gyz

déf
=
(

[y] 1

p + [yz] [z]

)
. Si y ∈ Fp et z = ∞, gyz

déf
=
(

p 0

[y] 1

)
. Si y = ∞ et

z ∈ Fp, gyz
déf
=
(

1 0

[z] p

)
et si y = ∞ et z = ∞, gyz

déf
=
(

0 p

1 0

)
. On note Wyz

déf
=

Wgyz
, Wyz

déf
= Wgyz

(cf. §2.2) et on remarque que Wy0 = Wy et Wy0 = Wy. Les
ouvertsWyz recouvrent (dans X) la composante Cy « perpendiculaire » au point y à la
composante centrale C et on aWyz×XCy = Cy\{points définis sur Fp autres que yz}
et Wyz ∩ Wyz′ = Vy (avec les notations du §5.2) si z 6= z′. Dans la suite, un élément
de Ȟ1(Cy, (ω(k,L ) ⊗ O/p)|Cy ) (resp. de Ȟ1(C, (ω(k,L ) ⊗ O/p)|C)) est écrit dans
le recouvrement (Wyz )z∈P1(Fp) de Cy dans X (resp. (Wy)y∈P1(Fp) de C dans X) avec
l’ordre total y = y0 < y1 < · · · < yp−1 < y∞ (resp. 0 < 1 < · · · < p− 1 <∞), cf. §5.1
(le faisceau (ω(k,L )⊗O/p)|C est défini exactement comme au §3.2 en remplaçant F
par O/p).

Lemme 5.3.1. — Soit a(L )
déf
= (−1)

k
2−1
(
1+ k

2

(
k
2 −1

)
(L −2Hk/2−1)

)
∈ O (cf. lemme

4.4.4). L’image de s̃k/2−1 par ψ2 est donnée dans ΠCȞ
1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) par :

• sur Cy pour y ∈ Fp par la classe dans Ȟ1(Cy, (ω(k,L )⊗O/p)|Cy ) du uplet :

− a(L )

k/2(k/2− 1)

Å
v
k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy1
, · · · , v

k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy∞
, 0, · · · , 0

ã
SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2010



154 C. BREUIL & A. MÉZARD

• sur C (la composante centrale) par la classe dans Ȟ1(C, (ω(k,L ) ⊗ O/p)|C) du
uplet :

(−1)k/2

k/2(k/2− 1)

Å
0, · · · , 0, uk/2

duk/2−1
|W0∩W∞ , · · · ,

uk/2

duk/2−1
|Wp−1∩W∞

ã
et par 0 sur les autres Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C).

Démonstration. — L’image par ψ2 d’une section s ∈ H0(X,ω(k,L )⊗O/p) à support
dans la composante centrale est simplement donnée dans Ȟ1(Cy, (ω(k,L )⊗O/p)|Cy )

par la classe du uplet (−p−1ŝy |Wy0∩Wy1
, · · · ,−p−1ŝy |Wy0∩Wy∞

, 0, · · · , 0) où
ŝy ∈ ω(k,L )(Wy) est un relevé local de s|Wy . Par le lemme 5.2.5, on obtient donc
pour ψ2(s̃k/2−1) :

(−1)k/2
(

(L − logL (vy)−Hk/2)
v
k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy1
, · · · ,

(L − logL (vy)−Hk/2)
v
k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy∞
, 0, · · · , 0

)
.

En effet, les uplets de la forme
( vk/2−1

y

dv
k/2−1
y

|Wy0
∩Wy1

, · · · , v
k/2−1
y

dv
k/2−1
y

|Wy0
∩Wy∞

, 0, · · · , 0
)

(qui apparaissent avec le terme correctif ∗1
vk/2−1
y

dv
k/2−1
y

dans le lemme 5.2.5) ont une

classe nulle dans Ȟ1(Cy, (ω(k,L )⊗O/p)|Cy ) car la section locale vk/2−1
y

dv
k/2−1
y

appartient

à H0(Wy, ω(k,L )⊗O/p). Par ailleurs, on l’égalité dans Ȟ1(Cy, (ω(k,L )⊗O/p)|Cy )

d’après le lemme B.2.2 :(
logL (vy)

v
k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy1
, · · · , logL (vy)

v
k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy∞
, 0, · · · , 0

)
=

Hk/2−2

( vk/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy1
, · · · , v

k/2−2
y

dv
k/2−1
y

|Wy0∩Wy∞
, 0, · · · , 0

)
d’où la première égalité de l’énoncé en remarquant que L − Hk/2−2 − Hk/2 =
(−1)k/2−1

k/2(k/2−1)a(L ). Passons à la deuxième. L’image par ψ2 d’une section
s ∈ H0(X,ω(k,L ) ⊗ O/p) à support dans la composante centrale est donnée dans
Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) par la classe du uplet (p−1(ŝz|Wy∩Wz

− ŝy|Wy∩Wz
))y<z où

les ŝy ∈ ω(k,L )(Wy) sont des relevés locaux des s|Wy
, y ∈ P1(Fp). En développant

(u − [y])i =
∑k/2−1
r=0

(
i
r

)
ur(−1)i−r[y]i−r et en utilisant (10), (11) et le lemme B.2.2,

un calcul donne dans Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) :(
(s̃k/2−1,z|Wy∩Wz − s̃k/2−1,y|Wy∩Wz )

)
y<z

=

− p
k/2−2∑
r=0

Ç
k − 2− r
k/2− 2

å k/2−2∑
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−rαi

(
0, · · · , 0,

( uk/2

duk/2−1
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
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où rappelons que αi est défini en (9). Mais par le lemme A.3.8, on a :
k/2−2∑
r=0

Ç
k − 2− r
k/2− 2

å k/2−2∑
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−rαi =

(−1)k/2−1

k/2(k/2− 1)

d’où la deuxième égalité de l’énoncé. Le fait que l’on trouve une classe nulle sur les
autres composantes (en particulier la composante « perpendiculaire » au point ∞ à
la composante centrale) est un calcul facile laissé au lecteur.

Lemme 5.3.2. — Soit α ∈ {1, · · · , k/2 − 2}. L’image de s̃α par ψ2 est donnée dans
ΠCȞ

1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) par la classe dans Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) (où C est
la composante centrale) du uplet :

k/2−2∑
r=0

( k/2−2∑
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−rαi

)((
(zk−α−1−r − yk−α−1−r)

ur

duk/2−1
|Wy∩Wz

)
y<z,z 6=∞,(

− yk−α−1−r ur

duk/2−1
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
et par 0 sur les autres Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C).

Démonstration. — On utilise (10) et (11) comme précédemment et on développe
(u− [y])i =

∑i
r=0

(
i
r

)
ur(−1)i−r[y]i−r. La dernière assertion provient du lemme 5.2.5

et du fait que les termes correctifs en ∗1
vk/2−1
y

dv
k/2−1
y

ne contribuent pas (cf. preuve précé-

dente).

Remarque 5.3.3. — La formule sommatoire du lemme 5.3.2 est encore valable pour
α = k/2− 1, mais dans le lemme 5.3.1, on a complètement identifié la classe de Čech
« centrale » dans Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗O/p)|C) en utilisant le lemme B.2.2.

5.4. La GL2(Qp)-représentation H0(X , ω(k,L )) ⊗ F. — On détermine la
G-représentation H0(X , ω(k,L ))⊗O F (sous les conditions du §5).

Proposition 5.4.1. — Soit a(L ) ∈ O comme au lemme 5.3.1.
(i) L’application ψ2 : H0(X,ω(k,L )⊗O/p)→ H1(X,ω(k,L )⊗O/p) est surjective.
(ii) On a un isomorphime de G-représentations :

Ker
(
ψ2|IndG

KQ×p
(H⊗FO/p)

)
=
{
f ∈ IndG

KQ×p
(σ(p− 3, 1)⊗F O/p), a(L )Tpf = f

}
.

Démonstration. — Nous allons montrer que ψ2|IndG
KQ×p

(H⊗O/p) est surjectif et calculer

son noyau. Rappelons que :

H ⊗F O/p =

k/2−2⊕
j=0

σ(p− 3− 2j, j + 1)⊗F O/p

et que chaque représentation σ(p − 3 − 2j, j + 1) ⊗ O/p est engendrée sous
K par la section globale s̃k/2−1−j ∈ H0(X,ω(k,L ) ⊗ O/p) (voir le lemme
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4.4.1, la preuve du corollaire 4.2.4 et le début du §5.3). Rappelons aussi que
Ȟ1(X,ω(k,L )⊗O/p) ' IndG

KQ×p
(H ⊗FO/p)

∗ (voir le début du §5.3). Montrons que
la projection de ψ2(s̃k/2−1−j) sur la composante centrale est non nulle modulo π.
Pour cela, considérons le uplet du lemme 5.3.2 (et aussi le uplet « central » du lemme
5.3.1 pour j = 0) vu dans Ȟ1(C, (ω−

k−2
2 ⊗ O/p)|C) et calculons son accouplement

avec la section :
u(p+1)(k/2−1−j)−k(du)k/2

(u− up)k/2−1−j = (−1)k/2
(

0 1

1 0

)
sk/2−1−j ∈ H0(C, (ωk/2 ⊗O/p)(1) |C)

donné par la dualité de Serre entre H0(C, (ωk/2 ⊗ O/p)(1) |C) et Ȟ1(C, (ω−
k−2
2 ⊗

O/p)|C). Un calcul facile de résidus donne :

(−1)k/2−1−j
k/2−2∑
r=0

Ç
k − 2− r
k/2− 2− j

å k/2−2∑
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−rαi

qui est dans Z×p d’après le lemme A.3.8. Comme la section u(p+1)(k/2−1−j)−k(du)k/2

(u−up)k/2−1−j a
un antécédent dans H0(C, (ω(k,L ) ⊗ O/p)|C), on en déduit par le corollaire 4.3.5
que le uplet du lemme 5.3.2 (et le uplet « central » du lemme 5.3.1 pour j = 0)
est vraiment non nul modulo π dans Ȟ1(C, (ω(k,L ) ⊗ O/p)|C). Comme s̃k/2−1−j
engendre sous K la représentation « irréductible » σ(p− 3− 2j, j+ 1)⊗O/p (au sens
où cette représentation n’admet pas de sous-représentation stricte non nulle facteur
direct comme O/p-module), ψ2 est injectif en restriction à σ(p − 3 − 2j, j + 1) ⊗
O/p. Lorsque j > 0, on sait de plus par la dernière assertion du lemme 5.3.2 que
la projection de ψ2(s̃k/2−1−j) sur les composantes non centrales est nulle. On a donc
Ker(ψ2 |IndG

KQ×p
(σ(p−3−2j,j+1)⊗O/p)) = 0 et IndG

KQ×p
(σ(p−3−2j, j+1)⊗O/p)∗ ⊂ Im(ψ2)

pour j > 0. Pour j = 0, on déduit facilement du lemme 5.3.1 que :

ψ2 |IndG
KQ×p

(σ(p−3,1)⊗FO/p): IndG
KQ×p

(σ(p− 3, 1)⊗F O/p) −→ IndG
KQ×p

(σ(p− 3, 1)⊗F O/p)
∗

' IndG
KQ×p

(σ(p− 3, 1)⊗F O/p)

s’identifie (à multiplication près par un scalaire non nul) à l’endomorphisme surjectif
−a(L )Tp + Id. En effet, les éléments de Čech

(
0, · · ·, 0, uk/2

duk/2−1 |W0∩W∞ , · · · , uk/2

duk/2−1 |Wp−1∩W∞
)

et (−1)k/2−1
(
uk/2−2

duk/2−1 |W0∩W1 , · · · , u
k/2−2

duk/2−1 |W0∩W∞ , 0, · · · , 0
)
s’envoient nécessairement

respectivement sur 1 et −up−3 dans σ(p − 3, 1) ⊗ O/p (à homothétie près) via un
isomorphisme (σ(p− 3, 1)⊗O/p)∗ ∼→ σ(p− 3, 1)⊗O/p (pour le premier, cela découle
du fait qu’il est la projection de l’image de s̃k/2−1 et pour le deuxième, on applique(

0 1

1 0

)
). On applique alors la formule (1) donnant Tp([Id, 1]) en remarquant que(

0 1

p [−y]

)
u = vy sur X (§2.2). Donc ψ2 est finalement surjectif (et même surjectif en

restriction à IndG
KQ×p

(H ⊗O/p)) et son noyau en restriction à IndG
KQ×p

(H ⊗O/p) est

exactement donné par les f ∈ IndG
KQ×p

(σ(p− 3, 1)⊗O/p) tels que a(L )Tpf = f .
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Proposition 5.4.2. — L’image de H0(X , ω(k,L ) ⊗ O/p2) dans H0(X , ω(k,L ) ⊗
O/p) se relève dans H0(X , ω(k,L )) via l’application

H0(X , ω(k,L ))→ H0(X , ω(k,L )⊗O/p).

Démonstration. — Pour alléger les notations, on note ω(k,L )/pn pour ω(k,L ) ⊗
O/pn. Par la proposition 5.4.1, l’application ψ2 : H0(X , ω(k,L )/p)→ H1(X , ω(k,L )/p)

est surjective. En reprenant la suite exacte longue de cohomologie définissant ψ2,
on en déduit que l’application H1(X , ω(k,L )/p) → H1(X , ω(k,L )/p2) est nulle
et que l’application H1(X , ω(k,L )/p2) → H1(X , ω(k,L )/p) est injective. Par
ailleurs, le diagramme commutatif :

0→ ω(k,L )/p2 p→ ω(k,L )/p3 → ω(k,L )/p → 0

↓ ↓ ‖
0→ ω(k,L )/p

p→ ω(k,L )/p2 → ω(k,L )/p → 0

induit un diagramme commutatif :

H0(X , ω(k,L )/p3) → H0(X , ω(k,L )/p)
ψ3→ H1(X , ω(k,L )/p2)

↓ ‖ ↓

H0(X , ω(k,L )/p2) → H0(X , ω(k,L )/p)
ψ2

� H1(X , ω(k,L )/p)

où la flèche verticale de droite est injective. Cela implique immédiatement que ψ3 est
surjectif et que l’on a un isomorphisme H1(X , ω(k,L )/p2)

∼→ H1(X , ω(k,L )/p).
Comme ψ3 est surjectif, on peut recommencer le raisonnement précédent avec ψ3 au
lieu de ψ2, puis ψ4 au lieu de ψ3 etc. et on obtient par récurrence des isomorphismes
pour tout n ≥ 1 :

H1(X , ω(k,L )/pn)
∼→ H1(X , ω(k,L )/p).

On a des diagrammes commutatifs analogues au précédent :

H0(X , ω(k,L )/pn+m) → H0(X , ω(k,L )/pn) → H1(X , ω(k,L )/pm)

↓ ‖ ↓ o
H0(X , ω(k,L )/pn+1) → H0(X , ω(k,L )/pn) → H1(X , ω(k,L )/p)

d’où on déduit des isomorphismes pour tous n,m > 0 :

(12) Im
(
H0(X , ω(k,L )/pn+m)→ H0(X , ω(k,L )/pn)

)
∼−→

Im
(
H0(X , ω(k,L )/pn+1)→ H0(X , ω(k,L )/pn)

)
.

En passant à la limite projective sur n sur les suites exactes :

0→ H0(X , ω(k,L )/pn−1)→ H0(X , ω(k,L )/pn)→

Im
(
H0(X , ω(k,L )/pn)→ H0(X , ω(k,L )/p)

)
→ 0
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et en remarquant que le quotient de droite est constant par (12) appliqué avec n = 1

et que les conditions de Mittag-Leffler sont satisfaites sur les noyaux par (12) encore,
on en déduit :

H0(X , ω(k,L ))⊗O/p ∼−→ Im
(
H0(X , ω(k,L )/p2)→ H0(X , ω(k,L )/p)

)
d’où le résultat.

On en déduit le résultat principal de cet article (théorème 1.1.1) :

Théorème 5.4.3. — Soit a(L ) ∈ O comme au lemme 5.3.1.
(i) Si val(a(L )) > 0, on a un isomorphisme de G-représentations :

H0(X , ω(k,L ))⊗O F ' {f ∈ IndG
KQ×p

1, Tpf = 0}.

(ii) Si val(a(L )) = 0, on a un isomorphisme de G-représentations :

0→ {f ∈ IndG
KQ×p

σ(p− 3, 1), a(L )Tpf = f} → H0(X , ω(k,L ))⊗O F→

{f ∈ IndG
KQ×p

1, Tpf = a(L )f} → 0.

Démonstration. — Noter que (ii) lorsque val(a(L )) > 0 redonne (i) puisque la
représentation de gauche est alors nulle. Par le lemme 5.4.2, on voit donc qu’il suffit
de montrer le même énoncé que (ii) pour val(L ) ≥ 0 avec la G-représentation image
de H0(X , ω(k,L ) ⊗O/p2) dans H0(X , ω(k,L ) ⊗O/p), c’est-à-dire avec Ker(ψ2).
Par le corollaire 4.4.6, on a une suite exacte :

0→ IndG
KQ×p

(H ⊗O/p)→ H0(X,ω(k,L )⊗O/p)→ {f ∈ IndG
KQ×p

1 | Tpf = a(L )f} → 0

et par la proposition 5.4.1, on a :

Ker
(
ψ2|IndG

KQ×p
(H⊗O/p)

)
=
{
f ∈ IndG

KQ×p
(σ(p− 3, 1)⊗O/p), a(L )Tpf = f

}
.

Il suffit donc de montrer que Ker(ψ2) ⊂ H0(X,ω(k,L ) ⊗O/p) s’envoie encore sur-
jectivement vers la représentation quotient {f ∈ IndG

KQ×p
1 | Tpf = a(L )f}. Soit s̄ un

élément de cette représentation quotient et s ∈ H0(X,ω(k,L )⊗O/p) un relevé de s̄.
Comme l’application ψ2 est surjective en restriction à IndG

KQ×p
(H ⊗O/p) (cf. preuve

de la proposition 5.4.1), il existe s′ ∈ IndG
KQ×p

(H ⊗ O/p) tel que ψ2(s′) = ψ2(s) et
l’élément s− s′ ∈ Ker(ψ2) s’envoie encore sur s̄. Ceci achève la preuve.

Corollaire 5.4.4. — Supposons k pair, k ≤ p+ 1 et val(L ) ≥ 0.
(i) Le GL2(Qp)-Banach unitaire B(k,L ) est non nul et admissible.
(ii) La correspondance définie dans [4] est compatible à la réduction modulo p.

Démonstration. — Le (i) résulte de [4, Prop.4.4.4]. Le (ii) résulte de [6] et de la
définition de cette correspondance ([3]).
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Appendice A
Calculs de sections

A.1. Calculs combinatoires

Lemme A.1.1. — Soit 1 ≤ n ≤ p− 2 et 0 ≤ ` ≤ p− 1. On a les égalités dans Fp(u) :

u`

(u− up)n
=

n∑
i=1

∑
x∈F×p

x`+i−n

(u− x)i

Ç
`

`+ i− n

å
+

{
1

un−`
si 0 ≤ ` ≤ n− 1

0 sinon

1

u(u− up)n
=

1

un+1
+

n∑
j=1

(−1)n−j
∑
x∈F×p

xj−n−1

(u− x)j
.

Démonstration. — La première égalité se démontre par récurrence sur ` ≥ 0. La
deuxième se démontre en remarquant que :

1

(u− up)n
=

1

un
+
∑
x∈F×p

n∑
i=1

(−1)n−i
x−n+i−1

(u− x)i−1
+ (−1)n−i

x−n+i

(u− x)i
.

Lemme A.1.2. — Soit 1 ≤ ` ≤ n. On a (dans Q) :∑
1≤j≤`

(−1)j

j

Ç
n

`− j

å
=

Ç
n

`

å
(Hn−` −Hn).

Démonstration. — La somme
∑

1≤j≤`
(−1)j

j

(
n
`−j
)
est le coefficient de degré ` dans le

développement en série entière de z 7→ −(1 + z)n log(1 + z). En dérivant (1 + z)x =∑
i≥0

Ç
x

i

å
zi par rapport à x, on obtient par ailleurs :

(1 + z)x log(1 + z) =
∑
i≥1

zi
d

dx

Ç
x

i

å
.

Or, si x n’est pas un entier de 0 à i− 1, on a par dérivation logarithmique :

d

dx

Ç
x

i

å
=

Ç
x

i

å ∑
0≤j≤i−1

1

x− j
=

Ç
x

i

å
(Hx −Hx−i)

où Hx
déf
=
∑
n>0

( 1

n
− 1

n+ x

)
pour tout nombre complexe x 6∈ Z<0 (avec H0

déf
= 0). Donc

le coefficient de degré ` dans le développement en série entière de z 7→ (1+z)x log(1+z)

est
(
x
`

)
(Hx −Hx−`) lorsque x ∈ Cp − {0, · · · , `− 1}. On en déduit le résultat.

Lemme A.1.3. — Soit 1 ≤ m ≤ n des entiers et M déf
= (Mi,l) 0≤i≤m

0≤l≤m
la matrice

à coefficients dans Q définie par Mi,0
déf
=

(
n+i
i

)
pour 0 ≤ i ≤ m et Mi,l

déf
=(

n+i−l
i

)∑l
j=1

(−1)j

j

(
n+i
l−j
)
pour 1 ≤ l ≤ m et 0 ≤ i ≤ m. Alors det(M) = (−1)m(m+1)/2

m! .
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Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a Mi,l =
(
n+i−l
i

)(
n+i
l

)
(Hn+i−l − Hn+i)

pour 1 ≤ l ≤ m et 0 ≤ i ≤ m. On en déduit :

det(M) = (−1)m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1/n 1/(n− 1) . . . 1/(n−m+ 1)

1 1/(n+ 1) 1/n . . . 1/(n−m+ 2)
...

...
...

...
...

1 1/(n+m) . . . . . . 1/(n+ 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

0≤i,l≤m

Ç
n

l

åÇ
n+ i

n

å
.

En développant le déterminant par rapport à la première colonne, on reconnaît des
déterminants de Cauchy. On obtient ainsi :

det(M) = (−1)m
m∑
j=0

(−1)j
Å m∏
i=1

(n+ i)!

i!

m∏
l=1

l!

(n− l)!

∏
0≤i<l≤m
i,l6=j

(l − i)
∏

1≤i<l≤m(−l + i)∏
1≤l≤m,0≤i≤m

i6=j
(n+ 1 + i− l)

ã
= (−1)m

m∑
j=0

(−1)j
1

j!(m−j)!
(−1)m(m−1)/2

m!

(n+j−m)!
(n+j)!

=
(−1)m(m+1)/2

m!

m∑
j=0

(−1)j
Ç
n+ j

m

åÇ
m

j

å
.

On en déduit det(M) = (−1)m(m+1)/2

m! .

La démonstration du lemme combinatoire qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Lemme A.1.4. — Soit 1 ≤ m ≤ n des entiers et M ′ = (M ′i,l) 0≤i≤m
0≤l≤m

la matrice obtenue
à partir de la matrice M du lemme A.1.3 en ajoutant à la dernière colonne le terme :

M ′i,m = Mi,m + (−1)m+1
m∑
j=1

(−1)j

j

Ç
n+ i

i− j

å
, 0 ≤ i ≤ m.

Alors Ker(tM ′) est de dimension 1 et est engendré par le vecteur colonne (ci)0≤i≤m

où ci
déf
=
(

n+1
i+1+n−m

)
(−1)n+i. En particulier, on a :

m∑
i=0

Mi,mci = (−1)m
m∑
i=0

m∑
j=1

(−1)j

j

Ç
n+ i

i− j

å
ci =

(−1)n+1

m
.

A.2. Calculs de sections modulo p. — Rappelons que nk = (k/2− 1)(p− 1)− 2

avec 4 ≤ k ≤ p + 1 et k pair. Dans ce paragraphe, on détermine si les sections de
H0(C,ωk/2|C) :

(du)k/2

u(u− up)k/2−1
,

ur(du)k/2

(u− up)k/2−1
, 0 ≤ r ≤ nk

admettent un antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C) (via l’injection du lemme 4.2.1 et
pour val(L ) ≥ 0). Par décomposition en éléments simples (lemme A.1.1), les fractions
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1
u(u−up)k/2−1 et ur

(u−up)k/2−1 pour 0 ≤ r ≤ nk appartiennent à :

k/2−1⊕
i=1

p−1⊕
α=1

F
∑
x∈F×p

xi−α

(u− x)i
⊕

k/2⊕
i=1

F
1

ui
.

Reprenons les notations du §4.2. On commence par « intégrer » formellement k − 1

fois la section locale (−1)i(i − 1)!(k − 1 − i)! (du)k/2

ui pour 1 ≤ i ≤ k/2 par rapport à
la variable u = u0, puis par rapport à u∞, enfin par rapport à uy pour y ∈ F×p . On

obtient, à addition près d’un terme dans F[uy]
uk/2y

du
k/2−1
y

:

ti,0
déf
= −logL (u0)

uk−1−i
0

du
k/2−1
0

ti,∞
déf
= (−1)k/2+1logL (u∞)

ui−1
∞

du
k/2−1
∞

ti,y
déf
= −

(
logL (uy + y) +

k/2−1∑
j=1

(−1)j(uyy
−1)j

j

) (uy + y)k−i−1

du
k/2−1
y

.

Puis on fait de même avec (k − 1− i)!(i− 1)!(−1)α+1∑
x∈F×p

xi−α

(u−x)i (du)k/2 :

ti,α,0
déf
= (−1)α−i

∑
x∈F×p

xi−α
(

logL (u0 − x) +

k/2−1∑
j=1

uj0x
−j

j

) (u0 − x)k−1−i

du
k/2−1
0

ti,α,∞
déf
= (−1)k/2+α

∑
x∈F×p

ui−1
∞ xα−k+1

(
logL (u∞ − x) +

k/2−1∑
j=1

(u∞x
−1)j

j

) (u∞ − x)k−1−i

du
k/2−1
∞

+(−1)k/2+α+1
∑
x∈F×p

x−k+1+α(u∞ − x)k−1−ilogL (u∞)
ui−1
∞

du
k/2−1
∞

ti,α,y
déf
= (−1)α−i

∑
x∈F×p
x 6=y

xi−α
(

logL (uy+ y−x)+

k/2−1∑
j=1

(uy(x−y)−1)j

j

) (uy + y − x)k−1−i

du
k/2−1
y

+(−1)α−iyi−αlogL (uy)
uk−1−i
y

du
k/2−1
y

.

Les éléments (ti,y)1≤i≤k/2 et (ti,α,y) 1≤i≤k/2−1
1≤α≤p−1

sont des sections dansH0(Wy, ω(k,L )|C)

pour y ∈ Fp. Ce ne sont pas, en général, des sections dans H0(W∞, ω(k,L )|C) pour
y =∞ à cause des termes logL (u∞)

uα−1
∞

du
k/2−1
∞

, 1 ≤ α ≤ k/2−1 (ce sont alors seulement

des sections dans H0(U, ω(k,L )|C)).
Rappelons la convention

(
n
m

)
= 0 si m > n ou m < 0.
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Lemme A.2.1. — (i) Pour y ∈ Fp ∪ {∞}, 1 ≤ i ≤ k/2 − 1 et 1 ≤ α ≤ p − 1, on a à

addition près d’un terme dans F[uy]
uk/2y

du
k/2−1
y

:

ti,α,0|U = (−1)α−i
∑
x∈F×p

xi−αlogL (u0 − x)
(u0 − x)k−1−i

du
k/2−1
0

+


∑k/2−1
j=1

1
j

(
k−1−i
k/2−1−j

)
(−1)j+1 u

k−1−α
0

du
k/2−1
0

si k/2 ≤ α ≤ k − 2

0 sinon,

ti,α,∞|U = (−1)k/2+α
∑
x∈F×p

ui−1
∞ xα−k+1logL (u∞ − x)

(u∞ − x)k−1−i

du
k/2−1
∞

+

{
(−1)k/2+1

(
k−1−i
k−1−α

)
logL (u∞)

uα−1
∞

du
k/2−1
∞

+ (−1)k/2
∑k/2−1
j=1

(−1)j

j

(
k−1−i
α−i−j

) uα−1
∞

du
k/2−1
∞

si α ≤ k/2

0 sinon

et, pour y ∈ F×p :

ti,α,y|U = yi−α(−1)α−ilogL (uy)
uk−1−i
y

du
k/2−1
y

+ (−1)α−i
∑
x∈F×p
x6=y

xi−αlogL (uy + y − x)
(uy+y−x)k−1−i

du
k/2−1
y

−
k/2−1∑
l=1

Ç
k − i− l − 1

α− i

å
yk−1−α−l

k/2−1∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
l − j

å
uly

du
k/2−1
y

.

(ii) Pour y ∈ F×p , 1 ≤ i ≤ k/2, on a à addition près d’un terme dans F[uy]
uk/2y

du
k/2−1
y

:

ti,y|U = −logL (uy + y)
(uy + y)k−1−i

du
k/2−1
y

+

k/2−1∑
r=1

yk−1−i−r
r∑
j=1

Ç
k − i− 1

r − j

å
(−1)j+1

j

ury

du
k/2−1
y

.

Démonstration. — Nous démontrons seulement le cas de ti,α,y|U , laissant les autres

cas au lecteur. On observe que, à addition près d’un terme dans F[uy]
uk/2y

du
k/2−1
y

:

∑
x∈F×p
x 6=y

xi−α(uy + y − x)k−1−i
k/2−1∑
j=1

(uy(x− y)−1)j

j
=

k/2−1∑
l=1

uly

k/2−1∑
j=1

1

j

Ç
k − 1− i
l − j

å
(−1)−1+i−l+j

∑
x∈F×p
x 6=y

(x− y)k−1−i−lxi−α
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et, par le lemme A.3.1 :∑
x∈F×p
x 6=y

(x− y)k−1−i−lxi−α = −
Ç
k − 1− i− l

α− i

å
(−y)k−1−l−α.

On en déduit la formule de l’énoncé.

Lemme A.2.2. — Pour 2 ≤ α ≤ k/2 et y ∈ Fp ∪ {∞}, notons :

s′α,y
déf
=

α∑
i=1

bi,αti,α,y si 2 ≤ α ≤ k/2− 1

s′k/2
déf
=

k/2−1∑
i=1

bi,k/2ti,k/2,y + bk/2,k/2tk/2,y

où les bi,α sont dans F. Il existe un unique choix de (bi,α)1≤i≤α dans F, qui est en
fait dans Fp, de telle sorte que :

(i) bα,α =

{
(−1)α+1

(k−1−α)!(α−1)! si 2 ≤ α ≤ k/2− 1,
(−1)k/2

(k/2−1)!2 si α = k/2
;

(ii) les coefficients de uiy

du
k/2−1
y

dans s′α,y pour 1 ≤ i ≤ α− 2 et y ∈ Fp sont nuls ;

(iii) le coefficient de logL (u∞)
uα−1
∞

du
k/2−1
∞

dans s′α,∞ est nul.
De plus, pour α = k/2, l’élément s′k/2 ainsi défini s’obtient localement par « intégra-
tion » k − 1 fois (comme au début de ce paragraphe) d’un élément :

rk/2 =
( 1

u(u− up)k/2−1
+ f(u)

)
(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2|C)

avec f(u)(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C).

Démonstration. — Définissons une matrice carréeM à coefficients dans Zp avec α−1

lignes par :

Mi,0
déf
=

Ç
k − 1− i
α− i

å
, 1 ≤ i ≤ α− 1

Mi,`
déf
=

Ç
k − i− `− 1

α− i

å∑̀
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
`− j

å
, 1 ≤ ` ≤ α− 2, 1 ≤ i ≤ α− 1.

Les conditions (ii) et (iii) imposent que (bi,α)1≤i≤α−1 est solution du système linéaire :
α−1∑
i=1

Mi,0bi,α = −bα,α

α−1∑
i=1

Mi,`bi,α = −
∑̀
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α
`− j

å
bα,α 1 ≤ ` ≤ α− 2
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(voir lemme A.2.1 en notant que, pour ` ≤ α − 2 ≤ k/2 − 2, on peut remplacer les
sommes

∑k/2−1
j=1 par

∑`
j=1 car

(
k−1−α
`−j

)
= 0 pour j > `). Or, en changeant i en α− i,

on observe que la matriceM est une matrice du même type que celle définie au lemme
A.1.3, doncM est inversible, i.e.M ∈ GLα−1(Zp). On en déduit l’existence et l’unicité
(bi,α)1≤i≤α−1 (dans Fp). Par construction, s′k/2,y s’obtient par « intégration » k − 1

fois (comme au début de ce paragraphe) de :

rk/2
déf
=

ak/2

uk/2
(du)k/2 +

∑
x∈F×p

k/2−1∑
i=1

ai
xi−k/2

(u− x)i
(du)k/2(13)

avec ak/2 = 1 et ai = (−1)k/2+1(k− 1− i)!(i− 1)!bi,k/2 pour 1 ≤ i ≤ k/2− 1. Il suffit
de montrer qu’il existe une suite (a′i)2≤i≤k/2−1 dans Fp telle que :

rk/2 =
( 1

u(u− up)k/2−1
+

k/2−1∑
i=2

a′i
up−1+i−k/2

(u− up)i
)

(du)k/2

où on remarque que les sections
(up−1+i−k/2(du)k/2

(u−up)i

)
2≤i≤k/2−1

sont dansH0(C,ωk/2(1)|C)

(le terme up−k/2(du)k/2

u−up n’y est pas). Pour cela, on constate que le système :((up−1+i−k/2

(u− up)i
)

1≤i≤k/2−1
,

1

u(u− up)k/2−1

)
est échelonné en

((∑
x∈F×p

xi−k/2

(u−x)i

)
1≤i≤k/2−1

, 1
uk/2

)
(utiliser le lemme A.1.1) et que

l’expression de rk/2 comme en (13) dans la base
((
up−1+i−k/2

(u−up)i (du)k/2
)

1≤i≤k/2−1
, (du)k/2

u(u−up)k/2−1

)
ne fait pas intervenir de termes en up−k/2

u−up . En effet, la matrice de changement de base
(Ai,j) 1≤i≤k/2

1≤j≤k/2
est donnée par :

Ai,j =


(
n+i
n+j

)
si 1 ≤ i ≤ k/2− 1 et 1 ≤ j ≤ k/2

(−1)k/2−1+j si i = k/2 et 1 ≤ j ≤ k/2− 1

1 si i = j = k/2

avec n déf
= p−k/2−1. On a donc A−1

i,1 =
(
k/2−1
i−1

)
si 1 ≤ i ≤ k/2−1 et A−1

k/2,1 = −1. On

doit vérifier la nullité de a′1 =
∑k/2−1
i=1

(
k/2−1
i−1

)
ai−ak/2. Or la condition (iii) implique :

k/2−1∑
i=1

Ç
k − 1− i
k/2− i

å
bi,k/2 = −bk/2,k/2.

En remplaçant bi,k/2 par son expression en fonction de ai, on obtient a′1 = 0. Ceci
achève la preuve du lemme.

Lemme A.2.3. — Soit 2 ≤ α ≤ k/2 , les coefficients de (−1)k/2−αuα−1
∞ dans s′α,∞ et

de yk−2αuα−1
y dans s′α,y pour y ∈ F×p (avec s′α,∞ et s′α,y comme au lemme A.2.2 pour
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le choix de (bi,α)1≤i≤α du lemme A.2.2) sont tous égaux à :

∆α
déf
=

(−1)α+1

(k − 1− α)!(α− 1)!(k − α)
(
k−α−1
k−2α+1

) si 2 ≤ α ≤ k/2− 1

∆k/2
déf
=

(−1)k/2

(k/2− 1)!2k/2(k/2− 1)
si α = k/2.

Démonstration. — Définissons une matrice carrée N = (Ni,`) 1≤i≤α
0≤`≤α−1

à coefficients
dans Zp par :

Ni,`
déf
= Mi,`, 1 ≤ i ≤ α− 1, 0 ≤ ` ≤ α− 2

Ni,α−1
déf
=

Ç
k − α− i
α− i

åα−1∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
α− 1− j

å
+ (−1)α

α−1∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
α− i− j

å
, 1 ≤ i ≤ α

Nα,`
déf
=

∑̀
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− α
`− j

å
, 1 ≤ ` ≤ α− 2

Nα,0
déf
= 1.

En changeant i en α− i, on reconnait la matrice M ′ définie dans le lemme A.1.4 avec
m = α − 1 et n = k − α − 1. Donc le vecteur (ci,α

déf
= bα−i,α)0≤i≤α−1 est l’unique

vecteur du noyau de N avec c0,α = bα,α = (−1)α+1

(k−1−α)!(α−1)! si 2 ≤ α ≤ k/2 − 1 et

c0,k/2 = bk/2,k/2 = (−1)k/2

(k/2−1)!2 . En particulier, on a :

−
α∑
i=1

bi,α

Ç
k − α− i
α− i

å α−1∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
α− 1− j

å
=

α∑
i=1

bi,α(−1)α
α−1∑
j=1

(−1)j

j

Ç
k − 1− i
α− i− j

å
.

Via le lemme A.2.1, on remarque que le terme de gauche s’identifie au coefficient de
uα−1
y yk−2α dans s′α,y et que celui de droite s’identifie au coefficient de (−1)k/2−αuα−1

∞
dans s′α,∞. Via le lemme A.2.2, on remarque que les coefficients de (−1)k/2−αuα−1

∞

dans s′α,∞ et de yk−2αuα−1 dans s′α,y sont égaux à (−1)α+1

(k−1−α)!(α−1)!(α−1)( k−α
k−2α+1)

si

2 ≤ α ≤ k/2 − 1 et à (−1)k/2

(k/2−1)!2k/2(k/2−1) si α = k/2. On conclut en observant que
(α− 1)

(
k−α

k−2α+1

)
= (k − α)

(
k−α−1
k−2α+1

)
.

On démontre maintenant la proposition 4.2.3, dont on rappelle l’énoncé :

Proposition A.2.4. — (i) Soit 2 ≤ α ≤ k/2− 1 et :

rα
déf
=
( up−1

(u− up)α
+ f(u)

)
(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C)

avec f(u)(du)k/2 un élément de la sous-représentation :

σ(nk − (k/2− α)(p+ 1), k/2− α) =

nk−(k/2−α)(p+1)⊕
r=0

F
ur(du)k/2

(u− up)α
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de H0(C,ωk/2(1)|C). Alors rα n’admet pas d’antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C) via
l’injection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section rk/2 ∈ H0(C,ωk/2|C) de la forme :

rk/2
déf
=
( 1

u(u− up)k/2−1
+ f(u)

)
(du)k/2

avec f(u)(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) qui admet un antécédent sk/2
dans H0(C,ω(k,L )|C) via l’injection du lemme 4.2.1.

Démonstration. — Commençons par le (i). Soit 2 ≤ α ≤ k/2− 1 et rα =
(

up−1

(u−up)α +

f(u)
)

(du)k/2 ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) avec f(u)(du)k/2 ∈ σ(nk−(k/2−α)(p+1), k/2−α).
D’après le lemme A.1.1, on a :

up−1

(u− up)α
=

α∑
j=1

∑
x∈F×p

xj−α

(u− x)j
(−1)α−j

f(u) ∈
α−1⊕
j=1

F
1

uj
⊕
α−1⊕
j=1

p−1⊕
β=1

F
∑
x∈F×p

xj−β

(u− x)j
.

Lorsque l’on « intègre » k − 1 fois rα (comme au début du paragraphe), on obtient
une expression de la forme s′′y

déf
= s′α,y + s′6=α,y avec :

s′α,y =
α∑
i=1

bi,αti,α,y

s′6=α,y =

p−1∑
β=1
β 6=α

α−1∑
i=1

bi,βti,β,y +
α−1∑
j=1

biti,y

où bα,α = (−1)α+1

(k−1−α)!(α−1)! et bi,β , bi ∈ F (notons que s′′y dépend de α ce que n’in-
dique pas la notation). Si (s′′y)y∈P1(Fp) définit une section globale de H0(C,ω(k,L )|C)

alors on a d’une part s′′y ∈ H0(Wy, ω(k,L )|C) pour y ∈ Fp ∪ {∞}, d’autre part

s′′y |U = s′′y′ |U pour y, y′ ∈ Fp∪{∞}. En particulier, les coefficients de logL (u∞)
uβ−1
∞

du
k/2−1
∞

dans s′′∞ pour 1 ≤ β ≤ k/2− 1 doivent être nuls. D’après le lemme A.2.1, les termes
(ti,α,∞)1≤i≤α (resp. (ti,β,∞) 1≤i≤α−1

β 6=α
et (ti,∞)1≤i≤α−1) n’introduisent que des termes

en logL (u∞)
uα−1
∞

du
k/2−1
∞

(resp. en logL (u∞)
uβ−1
∞

du
k/2−1
∞

pour β 6= α), donc qui ne se mé-

langent pas. On en déduit en particulier que le coefficient de logL (u∞)
uα−1
∞

du
k/2−1
∞

dans
s′α,∞ doit être nul.

La condition s′′∞|U = s′′0 |U entraîne que les coefficients de uβ−1
∞

du
k/2−1
∞

dans s′′∞ déter-

minent les coefficients de uk−1−β
0

du
k/2−1
0

dans s′′0 pour 1 ≤ β ≤ k/2 − 1. Comme on intègre
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k − 1 fois des fractions rationnelles sans partie principale, les coefficients de uj0
du
k/2−1
0

dans s′′0 pour j ≥ k − 1 sont nuls. Enfin, les coefficients de uk−1−β
0

du
k/2−1
0

dans s′′0 pour

k/2 ≤ β ≤ k − 2 sont déterminés par le lemme A.2.1. Tout ceci fait que la partie
« polynomiale » de s′′0 s’écrit :

k−2∑
β=1

uk−1−β
0

α∑
i=1

bi,βai,β +
α−1∑
i=1

uk−1−i
0 biai

où les coefficients ai,β , ai (dans F) sont déterminés par le lemme A.2.1.
La condition s′′y |U = s′′0 |U pour y ∈ F×p entraîne l’égalité de polynômes (en déve-

loppant uk−1−β
0 = (uy + y)k−1−β) :

k/2−1∑
l=0

uly

Å k−2∑
β=1

α∑
i=1

Ç
k − 1− β

l

å
ai,βbi,βy

k−1−β−l+
α−1∑
i=1

biai

Ç
k − 1− i

l

å
yk−1−i−l

ã
=

k/2−1∑
l=0

uly

Å k−1−l∑
β=1

α∑
i=1

bi,βci,β,ly
k−1−β−l +

α−1∑
i=1

bici,l

Ç
k − 1− i

l

å
yk−1−i−l

ã
où les coefficients ci,β,l cβ,l sont déterminés par le lemme A.2.1. En identifiant les
coefficients de chaque uly pour l > 0, on obtient que certains polynômes en y de degré
inférieur ou égal à k−3 sont nuls en chaque y ∈ F×p . Comme k−3 ≤ p−2, ces polynômes
sont donc identiquement nuls. Pour l = 0, on obtient de même la nullité d’un polynôme
en y de degré ≤ k − 2 en chaque y ∈ F×p , et même en y = 0 car ci,k−1,0 = 0

pour 1 ≤ i ≤ α par le lemme A.2.1. Ce polynôme est donc aussi identiquement nul.
Finalement, on en déduit pour tout 1 ≤ β ≤ k − 2 et tout 0 ≤ l ≤ k/2− 1 :Ç

k − 1− β
l

å α∑
i=1

ai,βbi,β +

Ç
k − 1− β

l

å{
bβaβ si β < α

0 sinon
=

α∑
i=1

bi,βci,β,l +

{
bβcβ,l si β < α

0 sinon
.

En particulier, pour β = α et l = 0, on a
∑α
i=1 ai,αbi,α = 0 car ci,α,0 = 0 pour

1 ≤ i ≤ α (utiliser que, dans l’expression de ti,α,y|U du lemme A.2.1, la somme∑k/2−1
l=1 commence à l = 1). On en déduit que les coefficients de uly

du
k/2−1
y

dans s′α,y
sont nuls pour 1 ≤ l ≤ k/2− 2.

En résumé, si rα ∈ H0(C,ωk/2(1)|C) a un antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C), alors
il existe (bi,α)1≤i≤α avec bi,α ∈ F tels que s′α,y =

∑α
i=1 bi,αti,α,y (y ∈ Fp∪{∞}) vérifie :

(i) bα,α = (−1)α+1

(k−1−α)!(α−1)! ;

(ii) les coefficients de uiy

du
k/2−1
y

dans s′α,y pour 1 ≤ i ≤ k/2− 2 et y ∈ Fp sont nuls ;

(iii) le coefficient de logL (u∞)
uα−1
∞

du
k/2−1
∞

dans s′α,∞ est nul.
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Par les lemmes A.2.2 et A.2.3, on voit qu’il n’existe pas de tel élément s′α pour
α ≤ k/2 − 1, et rα n’admet donc pas d’antécédent dans H0(C,ω(k,L )|C) pour
α ≤ k/2−1. Ceci démontre le (i) de la proposition. Quant au (ii), i.e. au cas α = k/2,
il a déjà fait l’objet du lemme A.2.2 en posant sk/2

déf
= s′k/2.

A.3. Calculs de sections modulo p2. — On rappelle que k est un entier pair
compris entre 4 et p+ 1.

Les lemmes A.3.1 à A.3.4 ci-dessous interviennent au §5.2.

Lemme A.3.1. — Soit y ∈ F×p et 0 < s ≤ r. On a :∑
x∈F×p
x 6=y

(x− y)rx−s = −
Ç
r

s

å
(−y)r−s.

Lemme A.3.2. — Soient x, y ∈ Fp et δx,y
déf
= [x]+[y]−([x]+[y])p

p . On a [x] + [y] =

[x+ y] + pδx,y avec :

δx,y =

p−1∑
i=1

(
p
i

)
p

[x+ y]i[y]p−i(−1)p−i = −
p−1∑
i=1

(
p
i

)
p

[x]i[y]p−i.

Lemme A.3.3. — Soit n ≥ 2. On a :

(u− [x]− [y])nlogL (u− [x]− [y]) =

− pδx,y(u− [x+ y])n−1 + (u− [x+ y])nlogL (u− [x+ y])

− npδx,y(u− [x+ y])n−1logL (u− [x+ y]) + p2∗

où ∗ est une série de Laurent en u− [x+ y] à coefficients dans Zp.

Démonstration. — On écrit :

logL (u− [x]− [y]) = logL (u− [x+y]−pδx,y) = logL (u− [x+y])−p δx,y
u− [x+ y]

+p2∗

et on développe (u− [x]− [y])nlogL (u− [x]− [y]).

Lemme A.3.4. — Soit 0 ≤ ` ≤ k/2− 1, y ∈ Fp et définissons les éléments suivants de
Zp[u] :

Ay(u)
déf
=

p−1∑
i=1

(
p
i

)
p

[y]p−i
∑
x∈F×p

[x]i
k/2−2∑
j=1

[x]−j

j
(u− [y])j(u− [x+ y])k−2−`

By(u)
déf
=

p−1∑
i=1

(−1)p−i
(
p
i

)
p

[y]p−i
∑
x 6=y

[x]i(u− [x])k−2−`.
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On a modulo pZp[u] :

Ay(u) =

k/2−2∑
i=1

(
p

k−1−`−i
)

p
yk−1−`−i(u− y)i

i∑
j=1

(
k−2−`
i−j

)
j

(−1)i−j+1+` + (u− y)k/2−1 ∗

By(u) =

k/2−2∑
i=0

yk−1−`−i(u− y)i
k−2−`∑
j=i

(
p

k−1−`−j
)

p

Ç
k − 2− `

j

åÇ
j

i

å
+ (u− y)k/2−1∗

où ∗ ∈ Zp[u].

Démonstration. — Posons dans Fp[u] :

ay(u, i)
déf
=
∑
x∈F×p

xi
k/2−2∑
j=1

x−j

j
(u− y)j(u− x− y)k−2−`

=

k/2−2∑
j=1

(u− y)j

j

k−2−`∑
n=0

Ç
k − 2− `

n

å
(u− y)n(−1)k−2−`−n

∑
x∈F×p

xi−j+k−2−`−n.

Pour 1 ≤ i ≤ p − 1, 1 ≤ j ≤ k/2 − 2 et 0 ≤ n ≤ k − 2 − `, on a
−k/2+3 ≤ i−j+k−2−`−n ≤ 2p−2. En posant

(
k−2−`
n

)
= 0 si n 6∈ {0, · · · , k−2−`},

on peut écrire ay(u, i) =
∑k/2−2
j=1

1
j

((
k−2−`
j−i

)
(u − y)i+k−2−`(−1)i−j +

(
k−2−`
j−i+p−1

)
(u −

y)i+k−1−`−p(−1)i−j
)
. Comme 0 ≤ ` ≤ k/2− 1, on a :

ay(u, i) =

k/2−2∑
j=1

(
k−2−`
j−i+p−1

)
j

(u− y)i+k−1−`−p(−1)i−j + (u− y)k/2−1∗

avec ∗ ∈ Fp[u]. On obtient alors la formule donnant Ay(u) modulo p en remarquant

que Ay(u) ≡
∑p−1
i=1

(pi)
p y

p−iay(u, i) modulo p. Posons dans Fp[u] :

by(u, i)
déf
=
∑
x6=y

xi(u− x)k−2−` =
k−2−`∑
j=0

Ç
k − 2− `

j

å
uk−2−`−j(−1)j

∑
x6=y

xi+j .

Pour n ≥ 0, on a : ∑
x 6=y

xn =

{
p− 1− yp−1 si n ≡ 0(p− 1)

p− yn sinon

d’où, comme 1 ≤ i+ j ≤ 2p− 2 :

by(u, i) = −
Ç
k − 2− `
p− 1− i

å
uk−`−1−p+i(−1)i −

k−2−`∑
j=0

Ç
k − 2− `

j

å
uk−2−`−j(−1)jyi+j

= −yi(u− y)k−2−` −
Ç
k − 2− `
p− 1− i

å
uk−`−1−p+i(−1)i.
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On en déduit By(u) ≡
∑k−2−`
i=0

(
k−2−`

i

)
uk−2−`−i (

p
p−1−i)
p yi+1 + (u − y)k/2−1∗ modulo

p où ∗ ∈ Zp[u]. En posant j = k − 2− `− i, on a donc modulo p (avec ∗ ∈ Zp[u]) :

By(u) =
k−2−`∑
j=0

Ç
k − 2− `

j

å( p
k−1−`−j

)
p

yk−1−`−juj + (u− y)k/2−1 ∗ .

En développant uj = (u− y + y)j , on obtient finalement modulo p :

By(u) =
k−2−`∑
j=0

Ç
k − 2− `

j

å( p
k−1−`−j

)
p

yk−1−`−j
j∑
i=0

Ç
j

i

å
(u− y)iyj−i + (u− y)k/2−1∗

=

k/2−2∑
i=0

(u− y)iyk−1−`−i
k−2−`∑
j=i

Ç
k − 2− `

j

å( p
k−1−`−j

)
p

Ç
j

i

å
+ (u− y)k/2−1 ∗ .

Les lemmes A.3.5 à A.3.8 interviennent dans les preuves des lemmes 5.3.1 et 5.4.1.

Lemme A.3.5. — Soit 0 ≤ i < n et γ(n, i)
déf
= (−1)n

∑
i≤j≤n−1

(−1)j

n−j
(
n−1
j

)(
j
i

)
. On a :

γ(n, i) = − 1

n

Ç
n

i

å
.

Démonstration. — En inversant l’ordre de sommation, on a :

γ(n, i) =
n−i∑
j=1

(−1)j

j

Ç
n− 1

n− j

åÇ
n− j
i

å
.

Or, on a n
j

(
n−1
n−j
)(
n−j
i

)
= n!

j!i!(n−i−j)! et :

(x+ y + z)n =
∑

0≤i≤n
0≤j≤n−i

n!

j!i!(n− i− j)!
xiyjzn−i−j .

Le coefficient de xi dans le développement de (x + y + 1)n est donc d’une part(
n
i

)
(y + 1)n−i, d’autre part

∑
0≤j≤n−i y

j n!
j!i!(n−i−j)! . En particulier, lorsque y = −1,

on obtient pour i < n :
n−i∑
j=0

(−1)j
n!

j!i!(n− i− j)!
= 0

d’où
∑

1≤j≤n−i
(−1)j

j

(
n−1
n−j
)(
n−j
i

)
= −n!

i!(n−i)!
1
n soit γ(n, i) = − 1

n

(
n
i

)
.

Lemme A.3.6. — Soit 0 ≤ r < ` ≤ n et β(n, r)
déf
= n

n−r
∑

1≤j≤r
(−1)j

j

(
n−1
r−j
)
. Posons :

α(n, `, r)
déf
= (−1)r

∑
r≤i≤`

Ç
i

r

å
(−1)i(β(n, i) + γ(n, i))
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avec γ(n, i) comme au lemme A.3.5. On a :

α(n, `, r) =

Ç
n

r

å `−r∑
i=0

(−1)i
Ç
n− r
i

å
(Hn−1−r−i −Hn).

Démonstration. — Puisque, pour i ≥ r,
(
i
r

)(
n
i

)
=
(
n
r

)(
n−r
i−r
)
, on a d’après les lemmes

A.1.2 et A.3.5 :

α(n, `, r) =

Ç
n

r

å ∑
r≤i≤`

(−1)i−r
Ç
n− r
i− r

å
(Hn−1−i −Hn)

d’où le résultat en changeant i en i− r.

Lemme A.3.7. — Soit n, ` et s des entiers positifs ou nuls tels que ` ≤ s < n. Posons :

A(n, `, s)
déf
=

s∑
r=0

Ç
n+ `− r

`

å∑̀
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i

i∑
j=1

(−1)j+1

j

Ç
n

i− j

å
B(n, `, s)

déf
=

s∑
r=0

Ç
n+ `− r

`

å
α(n, `, r).

Alors, on a :

A(n, `, s) +B(n, `, s) =
s∑
r=0

Ç
n

r

åÇ
n+ `− r

`

å s−r∑
i=0

(−1)i+1

n− r − i

Ç
n− r
i

å
.

Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a :

A(n, `, s) =
s∑
r=0

Ç
n+ `− r

`

å∑̀
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−r

Ç
n

i

å
(Hn −Hn−i)

=
s∑
r=0

Ç
n+ `− r

`

åÇ
n

r

å s−r∑
i=0

(−1)i
Ç
n− r
i

å
(Hn −Hn−r−i).

Par le lemme A.3.6, on a :

B(n, `, s) =
s∑
r=0

Ç
n+ `− r

`

åÇ
n

r

å s−r∑
i=0

(−1)i
Ç
n− r
i

å
(Hn−1−r−i −Hn).

En sommant les deux nouvelles expressions de A(n, `, s) et B(n, `, s), on obtient le
résultat.

Lemme A.3.8. — Soit n, ` et s des entiers positifs ou nuls tels que ` ≤ s < n. On a
avec les notations du lemme A.3.7 :

A(n, `, s) +B(n, `, s) =
(−1)`+1

n− `

Ç
n

`

å−1

.
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En particulier, pour ` = k/2− 2− j, s = k/2− 2 et n = k/2 + j, on obtient :

k/2−2∑
r=0

Ç
k − 2− r
k/2− 2− j

å k/2−2∑
i=r

Ç
i

r

å
(−1)i−rαi =

(−1)k/2−1−j

2j + 2

Ç
k/2 + j

k/2− 2− j

å−1

où αi
déf
= n

n−i (−1)n+i∑i
m=1

(n−1
i−m)
m (−1)i−m+n +

∑n−1
m=i

(
n−1
m

) (−1)n+m

n−m
(
m
i

)
+
∑i
m=1

(−1)m+1

m

(
n

i−m
)
.

Démonstration. — Posons :

S(n, `, s)
déf
= A(n, `, s) +B(n, `, s) =

∑
0≤i+r≤s

0≤i,r

Ç
n

r

åÇ
n− r
i

åÇ
n+ `− r

`

å
(−1)i+1

n− r − i

(la deuxième égalité résulte du lemme A.3.7). Comme
(
n
r

)(
n−r
i

)
=
(
n
r+i

)(
r+i
i

)
, on a :

S(n, `, s) =
s∑
j=0

1

n− j

Ç
n

j

å j∑
i=0

(−1)i+1

Ç
n+ `− j + i

`

åÇ
j

i

å
.

Or on a l’égalité
∑j
i=0(−1)i+1

(
n+`−j+i

`

)(
j
i

)
= (−1)j+1

(
n+`−j
`−j

)
car c’est le coefficient

de x` dans (−1)j+1xj(1 + x)n+`−j =
∑j
i=0(−1)i+1

(
j
i

)
(1 + x)i(1 + x)n+`−j , d’où :

S(n, `, s) =
s∑
j=0

(−1)j+1

n− j

Ç
n

j

åÇ
n+ `− j

n

å
.

Ainsi S(n, `, s) s’identifie au coefficient de degré s de :

(1 + x)nG(x)
déf
= (1 + x)n

∑
i≥0

Ç
n+ `− s+ i

n

å
(−1)s+1+i

n− s+ i
xi.

Or on a :

G(x) = x−n+s

∫ x

0

∑
i≥0

Ç
n+ `− s+ i

n

å
(−1)s+1+itn−s−1+idt

= x−n+s

∫ x

0

∑
i≥n+`−s

Ç
i

n

å
(−1)n+`+1+it−1−`+idt

= x−n+s

∫ x

0

tn−`−1(−1)`+1
∑
i≥n

Ç
i

n

å
(−1)n+iti−ndt

= x−n+s

∫ x

0

tn−`−1(−1)`+1

(1 + t)n+1
dt.

Le coefficient de degré s de (1 + x)nG(x) s’obtient donc par intégrations par parties
successives et donne l’énoncé cherché.
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Appendice B

Calculs de Čech

B.1. Calculs de résidus. — On reprend les notations du début du §5.1 et on
note Ω1 ' OC(−2) le faisceau des différentielles de Kähler sur la courbe C ' P1.
L’isomorphisme Ȟ1(C,Ω1)

∼→ F qui est à la base de la dualité de Serre est induit par
l’application :

tr :
∏
y<z

y,z∈P1(Fp)2

Ω1(U) → F

(sy,z)y<z 7→
∑
y<z

(
resz(sy,z)− resy(sy,z)

)
où resx est le résidu au point fermé x de la forme différentielle rationnelle
sy,z ∈ Ω1(U) = Ω1(Wy ∩Wz). En effet, on vérifie que l’application tr est nulle sur le
sous-espace engendré par

(
sz|U−sy|U

)
y<z

où (sy)y∈P1(Fp) est tel que sy ∈ H0(Wy,Ω
1)

(voir e.g. [11, §III.7]).

Lemme B.1.1. — Soient r, l, i des entiers positifs ou nuls.
(i) On a resx

(
urdu

(u−up)l

)
=
(
r
l−1

)
xr−l+1.

(ii) On a :

∑
x∈Fp

(
res∞

( urdu

(u− up)l
)
− resx

( urdu

(u− up)l
))

=

{ (
r
l−1

)
si r − l + 1 ≡ 0 (p− 1)

0 sinon.

(iii) On a :

∑
x<y
x,y∈Fp

(yi − xi)
(

resy

( urdu

(u− up)l
)
− resx

( urdu

(u− up)l
))

−
∑
x∈Fp

xi
(

res∞

( urdu

(u− up)l
)
− resx

( urdu

(u− up)l
))

=

{
−
(
r
l−1

)
si i+ r − l + 1 ≡ 0 (p− 1)

0 sinon.

Démonstration. — Pour (i), on a :

resx

( urdu

(u− up)l
)

= res0

( (u+ x)rdu

(u− up)l
)

=
r∑
j=0

Ç
r

j

å
xr−jres0

( uj−ldu

(1− up−1)l

)
=

Ç
r

l − 1

å
xr−l+1.
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Comme res∞
(

urdu
(u−up)l

)
ne dépend pas de x, on a

∑
x∈Fp res∞

(
urdu

(u−up)l

)
= 0 et on

obtient alors (ii) en appliquant (i). Pour (iii), on a :∑
x<y
x,y∈Fp

(yi−xi)
(

resy

( urdu

(u− up)l
)
−resx

( urdu

(u− up)l
))

=
∑
x<y
x,y∈Fp

(yi−xi)(yr−l+1−xr−l+1)

Ç
r

l − 1

å
=

1

2

∑
x,y∈Fp

(yi−xi)(yr−l+1−xr−l+1)

Ç
r

l − 1

å
= 0

et on obtient (iii) en appliquant (ii).

On note 〈 , 〉 l’accouplement donné par la dualité de Serre :

Ȟ1(C,ω−
k−2
2 |C)×H0(C,ωk/2(1)|C)→ Ȟ1(C,Ω1)

tr
∼−→ F.(14)

En appliquant le lemme B.1.1, on obtient alors :

Lemme B.1.2. — Soit i ≤ n des entiers positifs ou nuls et α, r des entiers tels que
1 ≤ α ≤ k/2− 1 et 0 ≤ r ≤ (p+ 1)α− k. On a :≠((

(zn−i − yn−i) ui

duk/2−1
|Wy∩Wz

)
y<z
z 6=∞

,

(
− yn−i ui

duk/2−1
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
,
ur(du)k/2

(u− up)α

∏
={

−
(
r+i
α−1

)
si n+ r − α+ 1 ≡ 0 (p− 1)

0 sinon.

B.2. Calculs de classes de cohomologie

Lemme B.2.1. — Pour tout n ≥ 1, on a :
n∑
j=1

(−1)j
Ç
n+ j

n

å n∑
i=j

Ç
i

j

å
1

i
= −2Hn.

Démonstration. — Posons :

Sn
déf
=

n∑
j=1

(−1)j
Ç
n+ j

n

å n∑
i=j

Ç
i

j

å
1

i
.

Comme
∑n
i=j

(
i
j

)
1
i =

∑n
i=j

(
i−1
j−1

)
1
j = 1

j

∑n−1
i=0

(
i

j−1

)
= 1

j

∑n−1
i=0

(
i+1
j

)
−
(
i
j

)
= 1

j

(
n
n−j
)
,

on a :

Sn =
n∑
j=1

(−1)j
Ç
n+ j

j

åÇ
n

n− j

å
1

j
.
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Or (−1)j
(
n+j
j

)
= (−n−1)···(−n−j)

j! =
(−n−1

j

)
et Sn =

∑n
j=1

(−n−1
j

)(
n
n−j
)

1
j est le coeffi-

cient de degré n dans le développement limité à l’ordre n en x = 0 de la fonction :

f(x)
déf
= (1 + x)n

∫ x

0

(1 + t)−n−1 − 1

t
dt.

Comme (1+t)−n−1−1
t = −

∑n
i=0(1 + t)i−n−1, on a :∫ x

0

(1 + t)−n−1 − 1

t
dt =

n−1∑
i=0

−1

i− n
(
(1 + x)i−n − 1

)
− ln(1 + x)

et f(x) =
∑n−1
i=0

1
n−i
(
(1 + x)i − (1 + x)n

)
− (1 + x)nln(1 + x). Le coefficient de degré

n du développement limité de f(x) donne donc :

Sn = −Hn +
n∑
i=1

Ç
n

i

å
(−1)i

i
= −2Hn

en utilisant le lemme A.1.2.

Dans l’énoncé qui suit, on reprend les notations du §5.3.

Lemme B.2.2. — (i) On a l’égalité dans Ȟ1(C,ω(k,L )|C) :

((
((−y)p−1−j − (−z)p−1−j)

uk/2−2+j

duk/2−1
|Wy∩Wz

)
y<z,z 6=∞,

(
(−y)p−1−j u

k/2−2+j

duk/2−1
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
=

(−1)j+1

Ç
k/2− 2 + j

k/2− 2

å( uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W1

, · · · , u
k/2−2

duk/2−1
|W0∩W∞ , 0, · · · , 0

)
.

(ii) On a l’égalité dans Ȟ1(C,ω(k,L )|C) :

(
logL (u)

uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W1 , · · · , logL (u)

uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W∞ , 0, · · · , 0

)
=

Hk/2−2

( uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W1

, · · · , u
k/2−2

duk/2−1
|W0∩W∞ , 0, · · · , 0

)
.

(iii) On a l’égalité dans Ȟ1(C,ω(k,L )|C) :

((
(zk/2−i−yk/2−i) ui

duk/2−1

)
|Wy∩Wz

)
y<z,z 6=∞,

(
−yk/2−i ui

duk/2−1

)
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
=

−
Ç
k − i− 2

k/2− 2

å(
0, · · · , 0, uk/2

duk/2−1
|W0∩W∞ , · · · ,

uk/2

duk/2−1
|Wp−1∩W∞

)
.

Démonstration. — (i) D’après le corollaire 4.3.5, il suffit de montrer que les deux
éléments de Čech considérés accouplés contre les sections de H ⊆ H0(C,ωk/2(1)|C)
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par la dualité de Serre (14) donnent la même valeur. Par le lemme 4.1.4 (ou plutôt sa
preuve), il est facile de voir qu’une section h ∈ H s’écrit sous la forme :

h =
∑

(b,d)∈F2p
1≤α≤k/2−1

ab,d,α
(bu+ d)α(p+1)−k(du)k/2

(u− up)α

avec ab,d,α ∈ F et il suffit donc de vérifier que les deux accouplements contre les
sections (bu+d)α(p+1)−k(du)k/2

(u−up)α coïncident. Par le lemme B.1.2, on a (avec r et α comme
au lemme B.1.2) :Æ((

((−y)p−1−j − (−z)p−1−j)
uk/2−2+j

duk/2−1
|Wy∩Wz

)
y<z,z 6=∞,

(
(−y)p−1−j u

k/2−2+j

duk/2−1
|Wy∩W∞

)
y∈Fp

)
,

ur(du)k/2

(u− up)α

∏
=

{
(−1)j

(
k/2−2+j+r

α−1

)
si r ≡ −k/2 + 1 + α mod (p− 1)

0 sinon

et par un calcul de résidus :Æ( uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W1 , · · · ,

uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W∞ , 0, · · · , 0

)
,
ur(du)k/2

(u− up)α

∏
={

−
(
r+k/2−2
α−1

)
si r ≡ −k/2 + 1 + α mod (p− 1)

0 sinon
.

Comme (bu+d)α(p+1)−k =
∑α(p+1)−k
r=0

(
α(p+1)−k

r

)
brdα(p+1)−k−rur, l’accouplement du

premier élément de Čech contre (bu+d)α(p+1)−k(du)k/2

(u−up)α donne la somme :∑α−1
m=0

( α(p+1)−k
m(p−1)− k2 +1+α

)( k
2−2+j+m(p−1)− k2 +1+α

α−1

)
(−1)jbm(p−1)− k2 +1+αdα(p+1)−k−m(p−1)+ k

2−1−α

qui vaut : {
0 si α < k/2− 1

(−1)j
(k/2−2−j
k/2−2

)
d(k/2−1)(p+1)−k si α = k/2− 1

car, pour 1 ≤ α ≤ k/2− 1 et 0 ≤ m < α, on a modulo p :Ç
α(p+ 1)− k

m(p− 1)− k/2 + 1 + α

å
=

{
1 si (α,m) = (k/2− 1, 0)

0 sinon
.

De même, on trouve :Æ( uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W1 , · · · ,

uk/2−2

duk/2−1
|W0∩W∞ , 0, · · · , 0

)
,

(bu+ d)α(p+1)−k(du)k/2

(u− up)α

∏
={

0 si α < k/2− 1

−d(k/2−1)(p+1)−k si α = k/2− 1
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d’où (i). Pour (ii), considérons le (p+ 1)-uplet de sections locales :Å
0,
(

logL (ux − (−x)) +

k/2−2∑
i=1

uix(−x)−i

i

) (ux − (−x))k/2−2

du
k/2−1
x

,

(−1)k/2−1
(
− logL (u∞)

u
k/2
∞

du
k/2−1
∞

+
( k/2−2∑

i=1

1

i

) u
k/2
∞

du
k/2−1
∞

)ã
où la section 0 de gauche est vue dans H0(W0, ω(k,L )|C), les sections avec ux dans
H0(Wx, ω(k,L )|C) pour x ∈ F×p et la dernière section dans H0(W∞, ω(k,L )|C). Les
intersection deux à deux de ces sections (comme au §5.1) donnent un élément de Čech
qui est nul par définition. Cette nullité donne (par un calcul simple et en utilisant (i))
l’égalité dans Ȟ1(C,ω(k,L )|C) :

(
logL (u)

uk/2−2

duk/2−1
| W0∩Wz
z∈F×p ∪{∞}

, 0, · · · , 0
)

+
( k/2−2∑

i=1

1

i

)( uk/2−2

duk/2−1
| W0∩Wz
z∈F×p ∪{∞}

, 0, · · · , 0
)

=

k/2−2∑
j=1

(−1)j+1

Ç
k/2− 2 + j

k/2− 2

å k/2−2∑
i=j

(
i
j

)
i

( uk/2−2

duk/2−1
| W0∩Wz
z∈F×p ∪{∞}

, 0, · · · , 0
)
.

Or
∑k/2−2
j=1 (−1)j

(k/2−2+j
k/2−2

)∑k/2−2
i=j

(ij)
i = −2Hk/2−2 par le lemme B.2.1, d’où (ii)

puisque Hk/2−2 =
∑k/2−2
i=1 1/i. Le (iii) se démontre de manière analogue au (i).

On a aussi un énoncé strictement analogue à celui du lemme B.2.2 en remplaçant
Ȟ1(C,ω(k,L )|C) par Ȟ1(C, (ω(k,L )⊗OO/p)|C) (voir le début du §5.3). La preuve
est la même en utilisant la dualité :

Ȟ1(C, (ω−
k−2
2 ⊗O O/p)|C)×H0(C, (ωk/2(1)⊗O O/p)|C)→ O/p.
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