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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL,(Q,),
DEMI-PLAN p-ADIQUE ET REDUCTION MODULO p
par

Christophe Breuil & Ariane Mézard

Résumé. — On calcule par voie cohomologique la réduction modulo p de représenta-
tions p-adiques semi-stables de GL2(Qp) ([4]). Les calculs exploitent la géométrie du
demi-plan p-adique. Ils permettent de retrouver certaines formules de la réduction
modulo p de représentations p-adiques semi-stables de Gal(Q,/Qp) ([6]).

Abstract (Semi-stable representations of GL2(Qp), p-adic half-plane and modulo p reduction)

We compute by cohomological means the reduction modulo p of some p-adic semi-
stable representations of GL2(Qp) ([4]). The calculations use the geometry of the
p-adic upper half plane. They allow to recover some of the formulae of the reduction
modulo p of p-adic semi-stable representations of Gal(Q,/Qp) ([6]).

1. Introduction et notations

1.1. Introduction. — Soit L une extension finie de Q,, O son anneau d’entiers,
7 une uniformisante de O et F < O /(). Dans [14], Teitelbaum calcule par voie
cohomologique la réduction modulo 7 d’un réseau invariant dans le dual (algébrique)
de la représentation |det|*/2~! ® Sym*2L? @ Steinberg de GLy(Q,) pour k > 2
entier pair (| | est la norme p-adique). Plus précisément, si B(k) désigne le Banach
p-adique complété de |det|*/2~1@Sym* 2 L2 ® 1, Steinberg par rapport 4 un quelconque
O-réseau stable par GL2(Q,) de type fini sur O[GL2(Q,)], alors le dual B(k)* conve-
nablement tordu est une représentation de GL3(Q,) isomorphe & H?(2 ,w*/?) ® L
ou £ est le schéma formel du demi-plan p-adique et w le faisceau inversible des dif-
ferentielles « réguliéres » sur 2. La réduction modulo 7 H°(2",w*/?) @ F ci-dessus
est alors isomorphe & la représentation H°(.2", wk?2 @ F) qui se calcule explicitement
en utilisant la géométrie de la fibre spéciale de .Z".

Dans [4], d’autres complétés de |det|*/2~1 @ Sym*~2L2 @, Steinberg par rapport &
des réseaux invariants qui ne sont pas de type fini sur O[GL2(Q,)] ont été définis. Ils
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118 C. BREUIL & A. MEZARD

font intervenir un paramétre supplémentaire .£ € L et sont notés B(k,.Z). De plus,
la réduction modulo 7w de B(k,.%), ou du dual B(k,.Z)*, est reliée a la réduction
modulo 7 des représentations p-adiques semi-stables non-cristallines de Gal(Q,/Q,)
([4], [2]) et est donc plus intéressante a étudier que celle de B(k). Il était donc naturel
d’essayer d’étendre le calcul cohomologique de [14] & ces nouvelles complétions. C’est
I’objet du présent article.

On définit dans un premier temps pour k pair, 2 < k < p+1 et £ € L un faisceau
de D-modules sans torsion w(k,.Z) pour la topologie de Zariski sur le schéma formel
2, extension d’un faisceau de D-modules libres de type fini par un faisceau cohérent.
Il est muni d’une action de GL2(Q,) et est construit de telle sorte que B(k,.Z)* conve-
nablement tordu est une représentation de GL2(Q,) isomorphe & H(2",w(k,.Z))QL.
Dans cet article, nous calculons H°(2",w(k,.#)) ® F pour k pair, 4 <k <p+1et
val(.Z) > 0. Le résultat principal est le suivant :

Théoréme 1.1.1. — Supposons k pair, 4 < k <p+1 et val(¥) > 0. Alors, on a une
suite exacte de représentations de GLa(Qp) :

0 {f e (mad>)  sym"*F?) ©wodet,a(L)T,f = f }

GL2(Zp)Q;
— B2 w(k, Z)) ®F — {f e Indgtzg%){@; 1, T,f = a(.Z)f} -0
ot a(Z) e (—1)%_1(1 + %(g -1)(¥ - 2(2;2?72 : )) € 0, ot w est le caractére

N GL2(QP)
o Indgr, @0
duite compacte usuelle sans condition de support et ou T}, est un certain opérateur de

Hecke sur cette induite (voir §1.2).

cyclotomique modulo p (vu comme caractére de Qy ), 0 Sym'F? est lin-

Le cas k = 2 est trivial mais se comporte un peu différemment (cf. [4, §4.5]) . Un
corollaire immédiat de ce théoréme est que, sous les conditions de I’énoncé, B(k, %)
est non nul et admissible au sens de [12] (cf. [4, Prop.4.4.4]). Mais ces résultats
sont maintenant connus sans restriction sur k£ ou .Z par une méthode complétement
différente ([7], [8]). Notons que, lorsque val(a(-Z)) > 0, l'induite de gauche dans
la suite exacte est nulle de sorte que I'on a dans ce cas H'(2 ,w(k,.Z)) ® F 5

{f € Indgtzggp))(@x 1,T,f = 0}. Lorsque k < p — 1 (et sous les autres conditions du

théoréme 1.1.1), la semi-simplifiée modulo p de la représentation de Gal(Q,/Q,) cor-
respondant & B(k,.Z) est, 4 une torsion convenable prés, wnr(a(.£)~!) ® nr(a(¥))
si val(a(.Z)) = 0 (ou nr(A)(Frob arith) X A) et la représentation irréductible de
dimension 2 correspondant au caractére fondamental de niveau 2 si val(a(Z)) > 0
(voir [6]). Dans les deux cas, on retrouve bien exactement un cas particulier de la
correspondance modulo p définie dans [3]| (dualisée), de sorte que les calculs de cet
article sont en quelque sorte I’analogue coté GL2(Q,) des calculs galoisiens de [6]
pour val(.Z) > 0. Le théoréme 1.1.1 se déduit aussi par une méthode complétement
différente des résultats généraux de [2] (combinés avec les calculs de [6]) sur cette
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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 119

correspondance modulo p. Signalons que nous avons également calculé la représen-
tation H(2 ,w(k,%)) ® F lorsque val(.¥) < 0, ce qui fait apparaitre des formules
analogues a celles du théoréme 1.1.1 mais différentes (voir [6] pour le coté Galois).
Néanmoins, devant la technicité de ces calculs, nous avons finalement renoncé a les
rédiger.

Donnons quelques bréves indications sur la preuve du théoréme 1.1.1.

Le calcul se fait en deux étapes. Dans la premiére, on détermine la représentation
HY (2, w(k,Z)®TF), dans la deuxiéme, on détermine H°(.2",w(k,.#)) ® F. Contrai-
rement au cas purement cohérent de [14], ces deux représentations sont ici différentes.

Commengons par H(2 ,w(k,£) ® F). On calcule d’abord la GLy(Z,)-représen-
tation HO(P!, (w(k,.#) ® F)|p1) ot P! est une composante irréductible de la fibre
spéciale de 2, ce qui donne (cf. §4.2) :

Proposition 1.1.2. — On a une suite exacte de représentations de GLa(Zy) :
k/2—2
0— P Sym* 2 Fgw ™ odet — HO(P', (w(k, £)&F)|p) — ind;" )1 — 0
=0

ot I(Zy) est le sous-groupe de GLa(Z,) des matrices triangulaires supérieures mo-
dulo p.

Puis on utilise la suite exacte de Mayer-Vietoris associée au recouvrement de la
fibre spéciale de 2" (un arbre infini de P!) par toutes ses composantes irréductibles. La
condition de « recollement » aux points d’intersection des composantes fait apparaitre
une condition faisant intervenir opérateur de Hecke T}, et on trouve (cf. §4.4) :

Théoréme 1.1.3. — On a une suite exacte de représentations de GLa(Qp) :
k/2—2
GL2(Qp i
0— P (IndGL2EZP)QP SymP—3-% 1F2) ®witl odet — HY(2 ,w(k, £) ® F) —
=0

GL(Q,
{femdi® 1|11 =a2)f} -0

ot a(.Z) est comme au théoreme 1.1.1.

Passons maintenant a H(2,w(k,.¥)) ® F. Toutes les sections de
HY(Z ,w(k, %) ® F) se reléevent dans H°(2 ,w(k,¥) ® O/p). Mais toutes les
sections de HY(2",w(k,.£) ® O/p) ne se relévent pas dans H*(2 ,w(k, £) ® O/p?).
Le calcul du défaut de recollement modulo p? des sections modulo 7 du théoréme 1.1.3

k/2 2 GL2(Qp) p—3—2im2 i+1
(I dGL2 ZQ Sym F ) ® w'T* o det, seules se relévent

les sections f de (IndgEZESP)QXSymp 3F2) ® w o det satisfaisant a(.Z)T,f = f. Mais

c’est 14 la seule obstruction, au sens ot les sections qui se relévent modulo p? se re-
lévent alors modulo p™ pour tout n (et finalement se relévent dans H°(2 ,w(k,.%))).
On obtient ainsi le théoréme 1.1.1.

montre que, dans &,
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120 C. BREUIL & A. MEZARD

L’article est organisé comme suit. Dans le paragraphe 2, on rappelle la défini-
tion des espaces B(k)* et B(k,.Z)* comme espaces de fonctions sur le demi-plan
p-adique (§2.1), la définition du schéma formel 2  de ce demi-plan (§2.2) puis les
calculs de Teitelbaum (§2.3). Dans le paragraphe 3, on définit les faisceaux w(k, %)
(§3.1) et quelques variantes (§3.2). Dans le paragraphe 4, aprés des préliminaires
sur les GLgy(Z,)-représentations Sym‘F2 pour certains i (§4.1), on détermine les
GL2(Z,)-représentations HO(P!, (w(k, L) @ F)|pr) (§4.2) et HY(P!, (w(k, %) @ F)|p1)
(§4.3), puis HY (2 ,w(k, L) ® F) et H (2 ,w(k,£) ® F) (§4.4). Dans le para-
graphe 5, aprés des considérations de cohomologie de Cech (§5.1) et quelques
calculs préliminaires (§5.2), on détermine le défaut de recollement des sections
de HY(Z ,w(k,) ® F) modulo p2, ce qui définit des classes de Cech dans
HYZ ,w(k, &) ® O/p) que l'on identifie (§5.3), puis on en déduit par dévis-
sage la GL(Q,)-représentation H°(2,w(k,)) ® F (§5.4). Deux appendices
rassemblent les calculs les plus techniques de ’article. Le premier donne des résultats
combinatoires et les calculs permettant de déterminer la GLy(Z,)-représentation
HO(P!, (w(k, £) @ F)|p1), le deuxiéme donne des calculs de classes de cohomologie de
Cech dans H (P!, (w(k,.Z) @ F)|p1) utilisés au §5.3.

Les calculs de cet article sont parfois techniques mais ont au moins l’avantage
d’étre entiérement géométriques. Nous ignorons si I’on peut définir un autre faisceau
que w(k,.Z) qui aurait les mémes sections globales tensorisées par L mais donnerait
lieu & des calculs plus simples. Peut-on par exemple définir un tel faisceau cohérent,
ou est-on condamné & travailler avec un faisceau analogue a w(k,.Z), c’est-a-dire
mélange d’un faisceau cohérent et d’un faisceau de type fini? Y-a-t’il une théorie
intéressante de tels faisceaux « hybrides » ? Peut-on simplifier les calculs en rajoutant
des puissances divisées dans la partie cohérente du faisceau w(k, %) ?

Signalons pour finir que les calculs présentés dans cet article ont aussi une valeur
historique. Ce sont eux qui ont suggéré, dés juillet 2002 ([3],[4]), la définition des
représentations B(k,.Z), ou de leur duale B(k, #)* = HY (2 ,w(k, £)) ® L.

Le deuxiéme auteur remercie B. Edixhoven et V. Maillot pour plusieurs discussions.

1.2. Notations. — Dans tout cet article, on travaille avec des coefficients dans une
extension finie L de Q, dont on note O 'anneau des entiers, = une uniformisante et
IF le corps résiduel.

On note G & GL2(Qp), K « GL2(Z,), I C K le sous-groupe d’Iwahori, i.e. le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures modulo p, et IV le normalisateur de

s (0 1
I dans G. Le groupe NNV est engendré par les scalaires, K et la matrice w), déf ( 0> .
p
On note val la valuation p-adique normalisée par val(p) =1, | | e p~¥? la norme
p-adique et x : G — {1,—1} le caractére x(g) ) (—1)val(det(9))  Si n, m sont des
entiers positifs ou nuls, on note o(n, m) la représentation de dimension n + 1 de K
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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL3(Q,) ET REDUCTION MODULO p 121
sur F donnée par l'action & gauche suivante sur le F-espace vectoriel &7 Fu’ :

b  dé ‘ ,
( “ J > ut ¥ (ad —bc)™(au+c)'(bu+d)" ", 0<i<nm.
c

Cette action se factorise en une action de GL2(F,). On étend cette action de maniére
tacite & KQ, en faisant agir p par I'identité.

Si z € Fp, on note [z] € Z) le représentant multiplicatif de . Si H C G est un
sous-groupe ouvert contenant Q;f et o une représentation de dimension finie de H sur

un F-espace vectoriel V', on note Indga le F-espace vectoriel des fonctions quelconques
f: G — V telles que f(hg) = h- f(g) (h € H, g € G) muni de 'action a gauche de

G donnée par (g- f)(g") = f(d'g). Sig e G etveV,on note [g,v] 'unique fonction
dans Ind$o a support dans Hg~! telle que [g,v](g’) L g'g-vsigge H. Toute
fonction dans Indgo s’écrit de maniére unique comme une somme (infinie en général)
de fonctions [g,v] oi g parcourt un systéme de représentants fixé de H\G.

Lorsque 0 = o(n,m) et H = KQX, on dispose d’'un G-entrelacement canonique

T, : Ind§o — Ind$o donné par linéarité sur chaque [g, v] par la formule ([1], [3]) :

T(lg. o) E > lgg'0(g')(v)]

g'HeG/H

X
D

ot ¢ : G — Endg(o(n,m)) est 'unique fonction & support dans H((l) 1(/)p)H telle

que @(hy (é 1?p)h2) =h;o go((é 1(/;)) o hy avec w((; 1?p))(ui) =0si0<i<n

et @((é 1(/),)))(1) = 1. On en déduit en particulier la formule :

(1) T4, 1) = > (0 ) id,u"].

yeF,

On peut munir les représentations Indga d’une topologie « faible » naturelle pour
laquelle ’espace sous-jacent est compact et les opérateurs T}, ci-dessus continus.
Néanmoins, dans cet article, nous avons pris le parti de ne pas insister sur ces as-
pects topologiques. Le lecteur scrupuleux pourra vérifier que toutes les applications
G-équivariantes de cet article sont continues pour cette topologie.

Si V est un L-espace vectoriel topologique localement convexe, on note V* son
dual, c’est-a-dire le L-espace vectoriel des formes linéaires continues sur V.

On note C, le complété p-adique de la cloture algébrique de Q, et, si £ € L, log o
'unique logarithme p-adique sur C) tel que log & (p) 4 % On note ¢ le caractére
cyclotomique p-adique Q, — Z, : il envoie p sur 1 et est I'identité sur Z, .

On note H, 0 et H, 4y +1/2+---41/n pour n entier > 0. Pour des entiers
n,m tels que 0 < m < n, on note (::L) les coefficients bindmiaux habituels. Sim < n

ou si m < 0, on convient que (:;L) =0.
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122 C. BREUIL & A. MEZARD

2. Préliminaires

On rappelle la définition des représentations B(k)* et B(k,.£)*, la construction
du modéle formel du demi-plan p-adique, et le calcul géométrique (d & Teitelbaum)
de la réduction modulo 7 de B(k)*.

2.1. Rappels sur les GLy(Q,)-représentations B(k)* et B(k,.£)*. — Dans ce
paragraphe, on rappelle la définition des représentations p-adiques B(k)* et B(k, £)*
de G ([4],[5]) en termes de fonctions sur le demi-plan p-adique.

. 5 . N 2 CLf az+c
On munit C, — Q, de P’action & gauche de G donnée par z — z|, = 1 pour

g = (: b) € G. Soit 20 C C, — Q,, laffinoide des points z tels que 0 < |z]| < 1,

d

|z —[z]| =1 et |2 — [z]| = 1 pour = € F)\. Pour g € G, on pose 20, e {zlg,2 € W} C
Cp — Qp. Les ouverts rigides 20, recouvrent C, — Q, quand g varie. On note O(k)sy,
le L-espace vectoriel des fonctions rigides analytiques L-rationnelles h sur 20,. C’est
un espace de Banach pour la norme max.cgy, | h(z)| naturellement muni d’une action
a gauche de g*Ng par h — h(z|y-1,,). Il s’identifie aux fonctions sur 20, de la forme
z > h(z|,-1) avec h € O(k)qy. On note O(k)y; une boule unité quelconque de O(k)ay
stable par N et O(k) & {z — h(z];-1),h € O(k)J}. Cest une boule unité de
O(k)sy, -

On définit O(k, £ )y comme le L-espace vectoriel des fonctions f : 20 — C,, de la
forme :

f(2) =h(z)+ Z ch iz logg(z - Z Zdz zzllogg = [x])

z€lF, i=0 ze]FX i=0

zlg-

avec h € O(k)gy et ¢y 4, dg; € L. C’est encore un espace de Banach car O(k)gy y est
d’indice fini et on note O(k,.%)%; une boule unité quelconque de O(k,.%)qy stable
par N (pour l'action f + (2 + f(2]n)). Pour g € G, on définit O(k, £ )gy, (resp.
Ok, % )gng) comme le L-espace vectoriel (resp. le O-module) des fonctions 20, — C,,
z— f(z]|,-1) avec f € O(k, L) (vesp. f € O(k,Z)3y;). Clest encore naturellement
un L-espace de Banach (resp. une boule unité). On pose enfin (cf. [4, §3 et §4])

O(k) = {f:Cp—Q,— Cyp, flw, € O(k)aw,Yg € G}
Ok, %) = {f:Cp—Q—Cp, flaw, € Ok, £)m, Vg € G}
Ok)° € {f€O(k), fla, € Ok)3,Yg € G}
Ok, 2)° = {feOk,2),flw, €Ok L)y VgeG}.

Les espaces fonctionnels O(k) et O(k, Z) sont naturellement des espaces de Fréchet,
tandis que les espaces fonctionnels O(k)° et O(k,.#)° sont naturellement des modules
compacts (cf. [4]). De plus, O(k)° ® L (resp. O(k,£)° ® L) est topologiquement
isomorphe et de fagon G-équivariante au dual tordu (muni de la topologie faible)
B(k)* ® et (resp. Bk, L)* ® 6¥) d’un espace de Banach p-adique B(k) (resp.
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REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 123

B(k,.#)) muni d’une action continue de G. En fait, B(k) (resp. B(k,.Z)) est un
G-Banach p-adique unitaire au sens de [4] et [5] et admet aussi une description directe
qui ne passe pas par le demi-plan p-adique (voir [5, §3]). Par ailleurs, B(k) s’identifie
avec son action de G au complété p-adique de la représentation localement algébrique
|det|*/2~1 @ Sym*~2L2 @, Steinberg par rapport & un O-réseau invariant de type fini
sur O[G] (cf. [4, §4]).

2.2. Rappels sur le modéle formel semi-stable de C, — Q,. — Dans ce para-
graphe, on rappelle briévement la construction explicite du modéle formel semi-stable
du demi-plan p-adique.

Chaque 2, pour ¢ € G (cf. §2.1) admet un modeéle formel affine naturel
Wy = Spf(a,) sur Spf(O) ou :

asr Olug, vy 1 1 "
% = 1> —1
(Ugvg -p) |1- ug 1-— vg
(M désigne le complété p-adique). Notons %, &« Spf(D[ug][ugiug]A) C Wy et

Yy e Spf(Dvy][—2+]") C #,. Les schémas formels (#;),cc se recollent (pour

vg—vg
la topologie de Zariski) en un schéma formel 2" sur Spf(9) via les données de
recollement suivantes (voir [13] pour plus de détails) :
1 dug—c d'vg—cl
“retar v, ra)

() Hy = Wi, (ugryvg) > (vg,0,) s g'g™
siglg™ = (0 D)=l Y)wp € 1Q)

. ~ dug—c s 0 —1 a b X .
(i) %y — Uy, ug — “hu,a S99 = (c d)e KQy;

= wp et (ug,vg) — (

~ dvg—c . 4 1 _ a b x
(iil) 75 — Y4, vy — “hoo7a 51997 =wp(l )wp € wpKQFwp.

Lorsque g = 1, on oublie dans la suite l'indice 1 dans #, <, uq, etc. On a une
action a droite de G sur 2" induite par g : #y = #yrg, (Ugrg,Vgrg) — (Ugr,vg). Elle
est telle que % est stable sous l'action de N, % est stable sous 'action de KQ
et 7 est stable sous 'action de w, KQ, w,. Explicitement, si g = (‘: Z)E KQy,

laction g : % — % est donnée sur f € Olu][—]" par f(u) — f(g;‘j_‘;) et si

g = wp <‘Z Z)wp € w, KQ} wp, laction g : ¥ — ¥ est donnée sur f € Ov][-1]"
par f(v) = f(§E9).

On note X ¥ 2 Xgpt(0) SPE(F) la fibre spéciale de 2. On voit que X est le
changement de base de F,, & F d’un arbre infini de P!, chaque P! étant coupé « per-

pendiculairement » par un P! différent en chacun de ses points fermés rationnels
sur F,, (de sorte que chaque P! coupe exactement p 4+ 1 autres P'). On vérifie que

Wy € Wy Xspro) Spf(F) = Spec(Ay) o ;

dsf Flug, vg] 1 1
A, = o, F= g9
J ¢ ®0 (ugvg) [1—ub 71 —0f!
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124 C. BREUIL & A. MEZARD

est le changement de base de F, a F de louvert égal & deux P' se coupant
« perpendiculairement » au point (ug,vy) = (0,0) privés de leurs autres points définis

sur F,. De méme, U, < Uy X spe(0) SPE(F) est le changement de base de Fj, & F du P!

« horizontal » de W, privé de tous ses points définis sur I, et V; < Vg Xspt(0) SPE(F)
est le changement de base de F,, & F du P! « vertical » privé de ses points définis sur
Fp.
On note dans la suite C une composante irréductible quelconque de X et P
un point singulier quelconque de X. On appelle « ouvert central » I'ouvert affine
W = Spec(A;1) = Spec(A) et « composante centrale » la composante C associée a la
variable u de A (en termes d’arbre de Bruhat-Tits, 'ouvert central correspond a I’aréte
centrale non orientée et la composante centrale au sommet central). Pour chaque C,
on note d(C) € N la distance & la composante centrale, i.e. la longueur de la chaine de
P! reliant C' & la composante centrale avec la convention d(composante centrale) L.
Si .7 est un faisceau de O-modules sur 27, = Xzar, on dit que .# est G-équivariant
si pour tout g € G I'isomorphisme g : 2~ = .2 induit des isomorphismes de faisceaux
de D-modules g~ 1.% 5= . vérifiant des relations de composition évidentes que 1’on
laisse au lecteur. Pour un tel faisceau, les groupes de cohomologie H(2 ,.%) €
HY (2 za, F) = H{(X, F) L H%(Xza:, %) sont alors munis d’une action & gauche
9-linéaire de G. Rappelons enfin que X étant un schéma séparé, pour définir un
faisceau sur Zz.r = Xgza, il suffit de le définir sur les ouverts affines de X.

2.3. Rappels sur les résultats de Teitelbaum. — Dans ce paragraphe, on rap-
pelle le calcul cohomologique ([14]) pour k > 4 pair de la réduction modulo 7 (et
aussi modulo p) de B(k)*.

On note w le faisceau inversible sur Z7,, des « différentielles réguliéres », c’est-a-

dire Punique faisceau cohérent tel que I'(Spf(<7),w) def o,

By — g7, %9 pour tout
Ug Vg

g € GL(Q,). Pour tout n € N, on note w™ la puissance tensorielle n-iéme de w. Les
faisceaux w™ sont G-équivariants de sorte que les groupes de cohomologie H* (2", w™)

sont munis d’une action O-linéaire de G.

Théoréme 2.3.1. — Soit k un entier pair positif et non nul.
(i) La G-représentation HO(Z ,w*/?) est un O-réseau invariant dans ’espace de Ba-
k—2

nach dual B(k)* ® e = (cf. §2.1).
(i) On a HY(Z ,w*/?) = 0.

Démonstration. — Le (i) résulte de [14, Theorem 17| (voir aussi [10, Theorem 4.2])
et de [4, Proposition 4.3.5 et Proposition 4.6.1] (on peut aussi procéder comme dans
la proposition 3.1.2). Le (ii) est démontré dans [14, Corollary 24| (voir aussi [10,
Theorem 2.1]). O

On note w & w®gp F qui s’identifie au faisceau G-équivariant inversible des (vraies)
différentielles réguliéres sur X (cf. [14]) et, pour k positif et pair, @"/? la puissance
tensorielle k/2-iéme de w. Si C (resp. P) est une composante irréductible de X (resp.
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un point singulier de X), on note @*/2|¢ 4 k2 (resp wk/2|p L g T2y o i

est 'immersion fermée C' — X (resp. P — X) et i* est au sens des faisceaux de
T ?|p = IF‘(du%)k/2 = IF(%%)"“/2 pour g € G convenable.
On a de plus une suite exacte évidente de faisceaux de 0x-modules :

(2) 0-a2 - J[ w@?e)— ] i.@/?p)—0

:C—X :P—X

Ox-modules. Par exemple w

ot la fleche @*/2 — [ i.(@"/?|c) est induite par les restrictions sur les diverses com-
posantes irréductibles de X et la flache []i.(@"/2|c) — ] i«(@*/2|p) est induite par
les restrictions sur les divers points singuliers de X multipliées par (—1)%) (pour
chaque composante C).

Remarque 2.3.2. — L’action naturelle de G sur le faisceau [] i.(@*/2|p) dans (2) (in-
duite par g : (du,/uy)*/? — (du/u)*/?) doit étre tordue par le caractére x pour que
la suite (2) soit G-équivariante.

On suppose maintenant et jusqu’a la fin de ce paragraphe k > 4 et k pair. Soit

D ¥ 11 P le diviseur des points singuliers de X et @*/2(1) L k! 2(-D) le sous-

faisceau G-équivariant inversible de @*/2 des différentielles s’annulant aux points sin-

guliers. On définit comme précédemment @*/2(1)|¢ L @2(1)) sii: C — X et

les restrictions induisent dans ce cas un isomorphisme G-équivariant :
(3) 25 I @ @)le).
1:C—X
On a de plus les deux suites exactes, respectivement K-équivariante et
G-équivariante :

(4) 0@ 2(1)c »&c — ] i@?p) >0
:P—C

(5) 0- (1) »w*? - [ i.@"?p)—0
1:P—X

ot le produit dans (4) est sur les points singuliers P de X contenus dans C et dans
(5) sur les points singuliers P de X.

Lemme 2.3.3. — On o H'(X,@"/?) = H'(X,@"/?(1)) = HY(C,@"/?(1)|c) =0

Démonstration. — La nullité des deux premiers est démontrée dans [14, Lemma 28]
et [10, Theorem 2.1]. Pour le dernier, on a @*/?(1)|¢ ~ Oc((k/2 —1)(p + 1) — k) et
HY(C,0c((k/2—-1)(p+1)—k))=0car (k/2—1)(p+1)— k> —15si k> 4. O

Du lemme 2.3.3 et de (2), (3), (4) et (5), on déduit immédiatement :

Corollaire 2.3.4. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant H*(Z ,w*/?) @ F 5
HO(X,@*/?).
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(ii) Pour chaque composante C, on a une suite exacte :
0— H(C,@"*(1)|o) — H(C,@*"?|0) — [] HO(P,&""?|p) — 0.
PeC

(iii) On a un diagramme commutatif de suites exactes de G-représentations :

0 0 0
T T T

0— HPeX HO(Pawk/2|P) - HCHPGCHO(vak/2|P) - HPeX HO(Pawk/2|P) -0
7 7 7

0 — HO(X,@"*/?) - [Ic HY(C,&*"?|c) — [lpex H°(P,@*/?|p) — 0
T T T

0 — HO(Xawk/z(l)) - HC HO(C7wk/2(1)|C) - 0
1 7
0 0

ot les deux surjections de droite sont les restrictions multipliées par (—1)% ) (com-
parer avec la remarque 2.3.2).

Nous allons préciser les K-représentations et G-représentations supportées par cer-
tains des espaces vectoriels du corollaire 2.3.4.

Proposition 2.3.5. — (i) Soit C la composante centrale et ny X (p—1)(k/2-1)—2.
L’application :
ui(du)k/z
(u — up)(k=2)/2
induit un isomorphisme K -équivariant :

H(C,&**(1)|c) = ok, 1).

r—>ui, 0<i<nyg

(ii) L’application :
[ 2.5 ()le) - md§ o HC,T2(1)c)
C—X

qui envoie (s4(ugy))ges ot J est un systéme de représentants quelconque de KQ \G
sur l'unique fonction f dans Uinduite telle que f(g) = sq(u) pour tout g € J induit
via (1) un isomorphisme G-équivariant :

I[ B°C.a"))e) = Indg@;o(nk, 1).
C—X

Démonstration. — Voir [14, Proposition 27| et aussi [10, §3]. Notons que p € Q)
agit trivialement sur H(C,@"*/2(1)|¢) et que Papplication définie en (ii) ne dépend
bien siir pas du choix de J. O

On en déduit par le (iii) du corollaire 2.3.4 :
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~

Corollaire 2.3.6. — On a un isomorphisme de G-représentations HO(X,@*/%(1)) =
Indf{(@X o(ng,1).

Lemme 2.3.7. — On a une suite exacte G-équivariante, scindée sip > 2 :

(6) 0 — Ind§1 — Indﬁ@; 1 — Ind§x — 0.

Démonstration. — Si f € Indg@x 1, on note o(f) e (g — flwpg)) € Ind?(@x 1. La
P P
fléche de gauche dans la suite exacte est 'injection canonique et celle de droite donnée

par f — f—o(f). L’exactitude de la suite (pour tout p) est laissée au lecteur. Sip > 2,

un scindage s’obtient en écrivant f = H%(f) + f_%(f) O

Corollaire 2.3.8. — La suite exacte de G-représentations :
0— [[ B°P.&*?1p) - [ [I H*(P.&""?|p) - [[ HO(P,&*?p) -
Pex C PeC PeXx

du (iii) du corollaire 2.3.4 est isomorphe a la suite exacte (6) tordue par x*/2.

Démonstration. — L’application [[¢ [[pec H(P, T*/?|p) — Indl@x]F(‘%‘)k/2 qui

envoie (cg(%)k/ ?)ges ot J est un systéme de représentants quelconque de JQX\G
g

et ¢y € IF sur 'unique fonction f dans P'induite telle que f(g) = cg(%“)k/2 pour tout

g € J induit un isomorphisme G-équivariant indépendant de J :

ITIT 2°(P.&*%Ip) = Indfy 1 = x*/? ® Ind 1.

C PeC
On définit de maniére similaire un isomorphisme G-équivariant [ pe x H°(P, wk/ 2p) 5
Indgxk/ 2 et la commutation du diagramme avec la suite exacte (6) est laissée au
lecteur. Noter que la torsion par x dans le terme de droite de (6) est bien compatible
avec la torsion par x de la remarque 2.3.2. O

La colonne verticale de gauche dans le (iii) du corollaire 2.3.4 se récrit donc :

Corollaire 2.3.9. — On a une suite exacte G-équivariante :

0— Indexa(nk’ 1) — HO(% Wk/z) o F — IndG k/2 0.

Nous reprendrons cette suite exacte au §4.1.

3. Définition des faisceaux

3.1. Les faisceaux w(k,.?) et w(k,¥). — Dans ce paragraphe, on définit pour
2<k<p+1,k pair et £ € L un faisceau G-équivariant de O-modules w(k, %)
sur Zzar = Xzar muni d’un morphisme O-linéaire G-équivariant w(k, %) — wk/2.
On montre que les sections globales H°(.2",w(k,.#)) sont isomorphes & un O-réseau

k—2

invariant dans B(k, £)* ®e 2 .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



128 C. BREUIL & A. MEZARD

Soit  (7-)¥/2=1  (resp. (7=)*/271) l'unique section de w‘¥(%) =

Hom,, (w8~ 1(#), ) telle  que  ((g=)F/271,(42)k/27) =1 (resp.

(= )k/2=1, (i&)k/2—1> = 1) avec la convention (7- )"“/2 1=1 (resp. (7% )’“/2 L=1)
g g Ug

sik =2 On a ( ug)k/2 U= (=1)k/2- I(E)k/ . On note aussi — = (resp.

dug
k—2 k—2

dk}ﬁ) l'unique section de w™" = (%) (resp. w~ "z (%)) telle que

9
<dk%,du§/2_l> = 1 (resp. <W12_1,dv§/2_1> = 1) avec encore du,;% =1
(resp. k}z s =1)sik=2.

1 sival(Z) >0
£~ sival(&) <0

[Z 1.2 € O. Dans la définition des D-modules ci-dessous, on convient que Zgzo L)
si j < 0. On définit pour g € G les O-modules :

Soit [Z71] = o { , de sorte que ’on a toujours [Z 1] € O et

k—2 k/2—2—1 _1 j i
q6f k=2 T u
Mw%ﬁwuw@@@wfmwwwmz“bﬁdﬁq
zeIFXi:O j=1 K
k/2—2— z CE] 1, v
9
© @@D (27| log. (vy — [2])+ Z ; dvk/Z—l
:L‘EIFXl 0 j=1 9
Uy
® @ O- logg(ug)w
i=k/2—1 Ug
k—2 v
©® @ - g_ ]log_f(vg) k/g 1°
i=k/2

i

wk, L)%, < @@@D log o (ug — [a]) —2

z€F, i=0 dug/%l
déf k—2 k2 U’i
wk, 2) (1) = w7 (Y)o P PO L ogy(v, — [x])dki;;_l.
z€F, i=0 Vg

Pour le moment, les formules & droite avec des log ¢, sont juste des symboles formels
qui vont prendre leur sens avec les fléches de restriction et les fléches de recollement.
Si Z, C #, est un ouvert affine tel que 2, n’est inclus ni dans % ni dans 7, on
pose :

Wk 2)(2) E T T (Z) 8 s, Wk, LK),
Si Z, C % est un ouvert affine non vide, on pose :

Wik, 2)(%,) ¥ w7 (2, -2 ) w(k, L) (%)

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 129

et si £ C 7, est un ouvert affine non vide, on pose :

k

Wk, 2)(2) C 0T T (L) ae Wk L) (Fy)

Soit Z; C #, un ouvert affine qui n’est ni dans %, ni dans ¥, on définit une
apphcatlon de D modules w(k LY)Z,) — w(k, ,,2’)(2” N %,) comme la restriction

usuelle sur le faisceau w™ "> et comme suit sur les « symboles » :

k/2—2—i

s ]<10g2 I])-I—ka 2— z%) du:/%fl . [3—1]< Z ([x]jug)y) du;%_l

j=1

@ (£ log o (ug — [x])W

vl j+i—%
127 (10g. (v — [s]) + 41577 u) e () Y B
dug ‘ jlaliug
izk-1-i
y u§_2_i
dut
1 ui
[fl]logy(ug)ﬁ = [fl]logz(”g)%
dug dug
7 k—2—1

1 A k/2-1 1 i—k2
EZa ]logz(vg)m'—)(—l) (£ Lp = W
bz k=2

k i—
&(-1) 2 Ylog o (uglp'™ T L.
dug

Noter que, pour les termes en vy, on a juste écrit v, = 1% et développé
log j(— — [z]) = logy(l — f-). On définit de manicre strictement analogue
g

w(k, f)( 2) — w(k, Z)(Z; N 7Y,) en remplacant (ug,vy) par (vg,ug). On vérifie
facilement que cela définit un faisceau w(k, ¥ )|Wg sur #g zar qui est extension d’'un
faisceau de ©O-modules libres de type fini (engendré par les « symboles » avec des

. . _k=2
log ;) par le faisceau cohérent w™"2 |y, .

Proposition 3.1.1. — Les faisceaur (w(k,Z)|w,)gec se recollent en un faisceau
G-équivariant w(k, L) sur Zzar qui est extension d’un faisceau de O-modules libres
k—2

de type fini par le faisceau inversible w™ "z .

Démonstration. — Nous allons recoller les w(k, Z)|y, suivant les données de recol-
lement (i), (ii) et (iii) du §2.2.

(i) Soit (g,¢’) € G? tels que ¢'g™ = w,, Z, C #, un ouvert affine qui n’est ni
dans %, ni dans ¥, et Z; C #y Touvert affine image par l’isomorphisme Wy = Wy
du §2.2. On définit un isomorphisme de O-modules w(k, £)(Z,) = w(k L)(Z)
comme 'isomorphisme induit par Z; = Zy sur le faisceau cohérent w ~*3% et comme
(ugr,vg) — (vg,uq) dans les logarithmes, en remplagant [.£~ ]logg(vg)(%)k/z_l

1
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lorsque ce terme apparait par (—1)"/271([Z71].2 — [Z Mlog o (ug)) (5 )"/2 1. Soit

(g9,9") € G? tels que g'g~! = (‘Z Z)= wp (‘z,, d,)wp € IQ), on deﬁmt un isomor-
phisme de O-modules w(k, Z)(#,) = w(k, £)(#,) comme I'isomorphisme déja dé-
dug—c d'vg—cl

—bug+a’ —b'vg+a’
développant). Explicitons le calcul pour les trois types de matrices qui engendrent 1.

fini sur w= "7 et comme (ugr,vgr) — ( ) dans les logarithmes (en les

s —1 _ 1 0 X A .
Siglg~ = (O Wl +pz)) avec y € F et 2z € Zy, on développe formellement :
_ U
log & ([y](1 + p2)ug — [z]) = logg(uy —[zy~']) +logy (1 +pzu_[iy_1]>
g

= logg(ug - [xy_l]) - Z m

ott z € FX. Un calcul (formel) donne alors pour i € {0,--- ,k — 2} :

k/2—2— zx y]J 1-|—pz)3u7 k/2—2— z :c y]Ju’
log o ([y)(1 + p2)uy — [2]) +Z =log o (ug—[zy ™)) + Z —

+ Z *~p“u§2

J1ti22k/2-2—1

ol * € ;. En multipliant par [.Z1]([y](1 +pz))i_k/2+1d ~4—, on obtient bien au
u
final une expression dans : ’

k227, 3
/ ju] ut

WTE () @0 (271 | log (ug—[ay ™)) + Z =
g

On a un calcul similaire avec les termes en logy(vy — [z]). Noter que, si ¢ = 0
(et ¢ > k/2 — 1), le calcul devient trivial en écrivant logo([y](1 + pz)u,) =

log o ([y](1 + pz)) + log »(u,). Si g'g™! = (plz ?) avec z € Zj, on développe encore

formellement :
log ]) = log 1y — [o]) = 30 22
og o (ug —pz — [z]) =log o (uy — [x]) — —_—
9 9 24 5(uy — )
si  # 0, et un calcul donne encore pour i € {0,--- ,k — 2} :
k/2—2—i j k/2=2—i ..
T u
log o (ug — pz — [x]) + Z —Zw)zlogg(ug—[x]) + Z [J#
j=1

+ Z >0<-]ojlujg'2

J1tiz>k/2—-2—1i
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avec * € ;. En multipliant par [~ 1](55,:% et en développant (uy —pz)?, on obtient
Ug

bien (aprés un calcul simple) une expression dans :

w_%(%)@@g'[fl] log o (u Z kT
j=1 Ug

£=0

Siz =0, on écrit pour i > k/2 —1:

(2 Hlog o (ug —PZ)M £ ]logz(ug)(l;g_pz)i + L log (1 - ng)('I;g_Pz)i.

k/2-1 k/2—1 k/2—1
du / ug/ ug/

En développant (ug — pz)* % et en remplacant — W dans le développement

e
i—k/2417

2’
k/2_1p - dgk/z_l si j < k/2 — 2, le premier terme se récrit comme un
Vg

par (—1)
élément de :

~ 1 1 ug
@ O- (¥ -« ]logf(vg)) k/2 T @ O - logg(ug)w.
Jj=k/2 j=k/2—1 Ug
3o
Pour le deuxiéme, si 2z € pZj, on écrit log & (1 — 2v4) = — 3,54 ﬁ et siz € Z),
P _ )i 1 k 2-i
éerit log o (1—20) = log o (2)+log o (vg—21), Wb = (—1)/2-1pi o it
9
) i k—2—i
puis on corrige [£ !logy (v, — z_l)pl_k/”l% par des éléments de
Vg

B2 : : k_o gzl vt
w™ "2 (Z,) de maniére & faire apparaitre £} (logg(vg =)+ : 9) 4

i) W

o def o
ot z = 27! modulo p. On a un calcul similaire avec les termes en log (v, — [z])

que Ton épargne au lecteur. Enfin, si ¢'g7! = (é ;) avec z € Zp, les calculs sont

strictement analogues en échangeant uy et v,.
(i) Soit (g,g’) € G? tels que g’g~ ! = (Z Z)E KQY, %, C %, un ouvert affine

et 2y C U, Vouvert affine image par I'isomorphisme %, = %, du §2.2. On définit
un isomorphisme de D-modules w(k,.Z) (%) = w(k, f)(.@f ) comme ’isomorphisme
induit par 2, > %, sur w="T" et comme Ugr +— dbu e
Pon développe). Les calculs sont analogues au cas (i) en plus simples car il n’y a plus
a distinguer entre z = 0 et x # 0.

(iii) Soit (g,9’) € G? tels que g'g~! = wp(‘c‘ Z)wp € wyKQ w,, Z; C Y5 un

dans les logarithmes (que

ouvert affine et 2, C ¥, l'ouvert affine image par l'isomorphisme 7, = 7, du §2.2.

On définit un isomorphisme de O-modules w(k,.¥£)(Z,) = w(k,f)( ;) comme

k=2 dvy
I'isomorphisme induit par 2, = 2, sur w™ 2 et comme v, — bv +a

dans les
logarithmes.
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Ces isomorphismes de recollement sont compatibles avec les fleches de restriction
(vérification formelle) et permettent donc de définir un faisceau w(k, %) sur Zz.r qui
est clairement G-équivariant. O

En particulier, on a une action 9-linéaire de G sur H°(2",w(k,.%)). Le faisceau
w(k, %) a été fabriqué pour satisfaire la proposition suivante :

Proposition 3.1.2. — Soit k un entier pair compris entre 2 et p+ 1. La G-représenta-
tion HO(2',w(k, %)) est isomorphe & un D-réseau invariant dans l’espace de Banach

dual B(k, £)* ® "% (cf. §2.1).

Démonstration. — Tout élément de w(k,.Z)(#') s’écrit (formellement) de maniére
unique sous la forme dusk(};)_l + dvtk%)_l ot s(u) (resp. t(v)) est somme d’un élément de

&/  avec  uniquement des u (resp. des v) et de  termes
(7Y <log$(u— [I])+Zk/2 - 1L)u ou [Zlog ., (u)u’ (resp. avec u & la place
de v). A tout élément de w(k,.Z)(#), on associe la fonction f : W — C,,
z — s(z) + (=p)*/? 't(p/z)z*7*. 1l est facile de voir que cela définit un iso-
morphisme N-équivariant entre w(k, Z)(#) et un O-réseau ouvert O(k,.Z)yy;
stable par N dans le Banach O(k, %)y (cf. §2.1). Si g = (Z b) € G, a

d
tout élément dsﬁ’jgll + dt,(j,’g),l € w(k, Z)(#,;) on associe de méme une fonction
Ug Vg

[ 2y = Cpy 2 (ad = be)' M2 (=bz + )" (s(G55) + (—p) /2 (HGEE) (Gete) )
qui induit un isomorphisme entre w(k,.Z)(#;) et g~' - O(k, L)y C O(k,L)w
(ou, si f € Ok, L), g7'.f € O(k,L)qp, est la fonction z — f(z]4-1)). Avec
les définitions de O(k,.#) et O(k,£)° données au §2.1, on a donc clairement un
isomorphisme O-linéaire G-équivariant :

~

HO(%>w(k’$)) - {fEO(k,f) | f|m]g EQ_IO(kvg)gUVQEG}
= O(k,.i”)0
d’ou le résultat. O

k—2
Soit #(k) C w™ "= l'unique sous-faisceau G-équivariant tel que, si 2y C #, est
un ouvert affine non vide, on a :

déf : ¢ _ k-2
P (k)(Z9) = @D k/21@®gdk/21 w7 (Zy)
i=k/2—1 i=k/2 Vg
lorsque Z; n’est ni dans %, ni dans 7, y(k)(f) e [ % 02,0 ,C/Q r lorsque Z; C

Yy est non vide et 2 (k)(Z,) uf D k/z 1 lorsque 2, C ¥, est non vide.

Proposition 3.1.3. — La différentiation k — 1-iéme induit un morphisme O-linéaire
G-équivariant w(k, L) — w*/? de noyau P(k).
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Démonstration. — C’est le méme argument que celui a la base de la construction du

—1
complexe w=*/2+1 L, k/2 en notant que les logarithmes disparaissent en différen-

tiant (la différentiation sur les “logarithmes formels” étant celle naturelle). 0

Remarque 3.1.4. — Le lecteur aura remarqué que la définition des faisceaux
w(k, Z)|y, et de leur recollement nécessite seulement k/2 — 1 < p. Néanmoins,
les autres calculs de cet article sont strictement limités & k < p + 1.

On note dans la suite w(k, .i”) w(k, %) ®o F le faisceau modulo 7 sur Xza,.

3.2. Les faisceaux w(k,.?)|c et w(k,Z)|p. — Dans ce paragraphe, on définit
des faisceaux de F-espaces vectoriels w(k,.Z)|c (resp. W(k,.Z)|p) pour la topologie
de Zariski sur une composante C (resp. un point singulier P) et on montre que 'on
a une suite exacte de faisceaux sur Xz, : 0 — w(k,.Z) — ei(w(k, L)|c) —
pi.(w(k, £)|p) > 00ui:C — X (resp. P — X).

Soit C' ~ P! une composante de X et i : C — X l'immersion fermée correspon-

dante. On note @~ "7 lc e i (w %2) Pour P € C un point singulier quelconque de
X, on note Wp C C T'ouvert affine C'\ {points singuliers autres que P} et ug4, une
coordonnée sur C nulle au point P. On pose :

k/2—2— z 3 i
u
ok, L)lcWp) E o T |c(Wp) @ @@F (10 o (g, +Z “QP —
X 3=0 dugP
z€F,
k—2 ui
g
@ @ ]F g_ ]10g$(ugp)duk7/§*1'
i=k—1 gp
dugP c

Si ug, est une autre coordonnée sur C nulle au point P, on a ug,, = — pour

—bugp
(‘c‘ )G IQ) et en développant les logarithmes exactement comme dans le ( ) de la
preuve de la proposition 3.1.1, on voit que l'on reste bien dans w(k,.Z)|c(Wp) de
sorte que W(k,.Z)|c(Wp) ne dépend pas du choix de la coordonnée ug,. Si Z C Wp
est un ouvert affine contenant P, on pose :

ok, D)o(2) Lo T ()@ s w(k, £)lc(Wp).
w2 |c(Wp)

Si Z C Wp est un ouvert affine ne contenant pas P (donc Z C C'\ {points singuliers} = U),

on pose W(k, L)|c(Z) « w(k,£)(Z). Les applications de restriction w(k, .Z)|c(Z) —

w(k,Z)|c(ZNU) sont définies comme au §3.1 et permettent par recollement de
définir un faisceau de F-espaces vectoriel w(k, Z)|c sur C, extension d’un faisceau
de F-espaces vectoriels de dimension finie par le faisceau inversible o |c. On a de
plus une application naturelle de faisceaux w(k,.%) — i.(@(k, Z)|c) définie comme
suit sur les ouverts Wy, de X (cf. §2.2) ot gp € G est tel que i *(W,,) = Wp : sur

k=2 . . .. . "
w~ 2z c’est Iapplication canonique de restriction, sur les termes ugy, c’est I'identité
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i

(i.e. on garde la méme formule), les termes [oiﬂ_l]logf(vgla)% (pour i > k/2)

sont envoyés sur 0 et les termes [.£}] <log$(vgp —z)+ Zk/Q 1—i (& ;]QP)J) - ,f/; T
Vgp

pour z € [ sont envoyés sur 0 (noter la sommation jusqu’a k/2 — 1 — 4 et pas

k/2 —2 — i et voir §3.1 pour la définition de W(k, £)(W,,) = w(k, L) (#,,) @ F).

Soit P € X un point singulier, ug ; une coordonnée sur une composante C contenant

P qui est nulle au point P et w™ |p o F(5:22-)*/2=1. On pose :
gp
et uk/2 1
ok, Dp Eo T poF (£} ]logg(ugp)ﬁ
dugP

qui ne dépend pas du choix de la coordonnée u,, par les formules de développement
du logarithme comme précédemment et en écrivant :

1 “k/Qg_l k/2—1 ]5/2 ' k/2 1 “k/2 '
WpgpP —_
["?_ ]logcf(u’algP) k/2-1 = (_1) / [g_ ]"S/ﬂ :/2 1 ® (_1) / ["?_ ]logﬁ(ugP) k/? 1°
duw,gp dugp Ugp

On a de méme une application naturelle évidente w(k, Z)|c — i.(w(k, Z)|p) ou
i : P — C qui est I’application canonique sur T et qui, sur les ouverts contenant

P, envoie les termes [.£}] (logg(ugp—m) + ka 1-i (@ 1;“’)]> y 129/‘;_1 pour z €
Ip

k3

FX sur 0 (noter la sommation jusqu’a k/2 — 1 — i), les termes [fl]logx(ugp)dq:g%
u

P 2
wk/2-1
pour 5 < k/2 sur 0 et est 'identité sur F - [fl]logﬂg(uy},)dkﬁ.
Ugp
Proposition 3.2.1. — On a une suite exacte naturelle G-équivariante de faisceauz de

F-espaces vectoriels :

0-wk,2)— [] i@k, D))~ [ i@k 2L)p)—

1:C—X i:P—X

Démonstration. — 11 suffit de montrer que la suite est exacte en restriction & chaque
ouvert Wy de X (car ces ouverts recouvrent X), ce qui est évident. Noter que, comme
au §2.3, []ix(@(k,2)|c) — [1i«(@(k,-ZL)|p) est application induite par les restric-
tions ci-dessus sur les divers points singuliers de X multipliées par (—l)d(c) et que
Paction de G sur le faisceau [] i.(w(k,.Z)|p) doit étre tordue par x (voir la remarque
2.3.2). O

4. La GL3(Qp)-représentation H(2 ,w(k,.¥) ® F) pour val(.£) > 0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H°(X,w(k,.#)) pour
4<k<p+1,k pair et val(Z) > 0.
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4.1. La GL3(Z,)-représentation o(ny,1). — On commence par ’étude des fac-
teurs de Jordan-Holder de la K-représentation o(ng, 1) (cf. proposition 2.3.5).

Pour 0 < n < p — 1 et m quelconque, rappelons que la représentation o(n,m)
(cf. §1.2) est irréductible (voir par exemple [1]). Rappelons aussi les deux lemmes
suivants :

Lemme 4.1.1 ([3]). — Soitn € {p+1,---,2p—2}. On a une suite exacte de représenta-
tions de K :

0—on—-p—-1,1)®oc(n+1-p,0)—ocn,0) —>02p—n—-2,n+1—-p)—0
ot Uinjection o(n —p—1,1) < o(n,0) est donnée par u"P~1=% s (uP —u)u" P17t

et ot o(n+1—p,0) est la sous-représentation engendrée par 1 € o(n,0).

Lemme 4.1.2 ([9]). — Soitn > 2p—1 et écrivonsn=j+m(p—1) avecp+1<j <
2p — 1. On a une suite exacte de représentations de K :

X (u—uP)

0—on—-p—11 " "— "o(n,0 — o(n,0)/c(n—p—1,1) — 0
ot o(n,0)/o(n —p—1,1) est isomorphe a 0(j,0)/0(j —p—1,1).

On rappelle que ng, = (k/2—1)p—k/2—-1=(k/2—-2)(p+1)+p+1—k.Sik =4,
on voit que o(ng, 1) est irréductible et vaut o(p — 3,1). Pour k > 6, on a :

Lemme 4.1.3. — Supposons 6 < k < p+ 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

0—on—(i+Dp+1,) =" o(n—ilp+1),0) — s —0
ot o est une extension de o(2(i 4+ 1),p — 3 — 2i) par o(p — 3 — 24,0).
Démonstration. — On écrit n —i(p+1) = (k/2—-3 —i)(p— 1) + 2p — 2i — 4. Pour
j=2p—2i—4,onap+1< 5 < 2p—4et, daprés le lemme 4.1.2, on a la suite
exacte :

0—=o(n—(G+1)(p+1),1) = an—i(p+1),0) = a(4,0)/o(j —p—1,1) = 0.
Par le lemme 4.1.1 appliqué a (2p — 2 — 4,0) = 0(4,0), on a :
0—-o(p—2i—51)®o(p—3—2i,0) - 0(4,0) = 0(2(i+1),p—3—-2i) =0
avec o(j —p—1,1) =~ o(p — 2i — 5,1). On en déduit le résultat annoncé. O

D’apreés le lemme 4.1.3, les composantes de Jordan-Holder de o(ng, 1) pour 6 < k <
p+1 sont donc d’une part o(p—3,1), o(p—>5, 2) etc. jusqu’'a o(p—3—2(k/2—2),k/2—1)
et d’autre part o(2,—1), o(4,—2) etc. jusqu'a o(k — 4,2 — k/2). On a en fait une
structure assez simple de la K-représentation o(ng,1) :
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Lemme 4.1.4. — Supposons 6 < k < p+ 1, on a une suite exacte de représentations
de K :

O—>O'(p—g,l)@U(p—5,2)@"'@U(p—k+1,k/2—1)—>0'(’}’Lk,1)—>
c2,-1)®oc(4,-2)®---do(k—4,2—k/2) — 0

ot o(p—3—2i,i+1) pour 0 <i < k/2—2 est la sous-K -représentation de o(ng, 1)
engendrée par (u — uP)’.

Démonstration. — Soit n un entier positif ou nul de la forme n = rp — s avec r et s
entiers tels que 0 < r < s < p, alors le sous-F-espace vectoriel de o(n, 0) engendré sous
K par 1 est de dimension p — (s —r) (développer (bu+d)™ = (buP +d)"~1(bu + d)P~*
et regrouper les mémes puissances de b’d"~%). En prenant n = ny —i(p + 1) =
(k/2—-1—4)p—(k/24+ 14 i) pour 0 <3 < k/2 — 2 et en utilisant le lemme 4.1.3, on
en déduit que la sous-représentation de o(ny, 1) engendrée sous K par (u — uP)® est
de dimension p — 2(i + 1) et est isomorphe & o(p — 3 — 24,7 + 1). La somme directe
o(p—3,1)®0o(p—5,2)P---®o(p—k+1,k/2—1) est donc une sous-représentation de
o(ng,1). Le quotient admet les facteurs de Jordan-Hoélder restants, et on verra dans
la preuve du lemme 4.3.4 qu’il s’agit encore d’une somme directe. O

4.2. La GLy(Z,)-représentation H°(P',w(k,.#)|p1). — Dans cette partie, on
se place sur la composante centrale C' de X et on détermine la représentation
HY(C,w(k,%)|c) de K sous les conditions du §4 en utilisant le §4.1 et la proposition

2.3.5.

Notons @*/?|¢ L i*([L N@*/?) (resp. @*/2|p L i*(@*/?)) ou i : C — X (resp.
i : P — X). Comme dans la proposition 3.1.3 et sachant que ¥ — 2 < p — 1, la dif-
férentiation (k — 1)-iéme induit un morphisme F-linéaire K-équivariant w(k, %)|c —
@*/2|¢ (resp. un morphisme F-linéaire @(k, £)|p — @*/?|p) de noyau contenu dans
@ o (resp. @7 |p).

Lemme 4.2.1. — La différentiation k — 1-ieme G(k, L)|c — @*/?|c induit une injec-
tion de K -représentations :
H(C,w(k,L)|c) — H(C,@"?|c).

Démonstration. — Notons 2 (k)|c le noyau de @w(k,.Z)|c — @*/?|c, on a donc une
suite exacte :

0— HO(Ca?(k'”C) - HO(C7w(kv$)|C) - HO(Cawk/2|C’)'

De plus, Z(k)|c est contenu dans E‘¥|C. Or HO(C,E_% lc)=0 cariw_%b o
Oc(—552(p+1)+k—2) et =552 (p+1)+k—2 < 0. D'ott aussi H°(C, Z(k)|c) =0
et I'injection voulue. O

Pour déterminer la K-représentation H°(C,w(k,.%)|c), nous allons déterminer les
sections de H°(C,@"/?|¢) qui se relévent en des sections de H°(C,@w(k,.Z)|c) via
'application du lemme 4.2.1. On note dans la suite y € P}(F,) = F, U {oo} un point
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de C défini sur F,, et W, C C P'ouvert affine C'\ {points définis sur F,, autres que y}.
Rappelons que U = C'\ {points définis sur F,} (cf. §2.2). On note u, une coordonnée
sur C nulle en y et telle que uy|ly = u —y si y # 00, uyly = u~! siy = co (out u est
la variable sur U, cf. §2.2). Par abus de notation, on note aussi u = ug.

Pour les calculs qui vont suivre, nous utiliserons la description alternative suivante
de w(k, Z)|c(Wy) (ou val(Z) >0) :

k/2— 2

B B (uyz=1)\(uy — x)°
w(k, L)c(Wy) =w" = |C @@ (1032 (uy—1) +Z . ) yk/2—1
xe]F;f’ 0 j=1 j de
k-2 U
& D Flogg(u))
i=k/2—1 duy

(pour revenir & la description du §3.2, il suffit de développer le terme (u, — x)® en fac-
J+l
teur des logarithmes & droite et de remarquer que W est déja dans w™ = T |c(Wy)

pour j > k/2 —2 —1).
Pour o € {1,---,k/2 — 1}, considérons les sections % € H°(C,@"/%(1)|¢)
(cf. proposition 2.3.5). En prenant une « primitive (k — 1)-iéme » sur chaque ouvert

k/2
W, de la section globale (k — 1 — a)!(a — 1)!(=1)2~! (du) définissons les sections

(u up)oc I

locales suivantes s,,, € H*(W,,w(k,.Z)|c) pour y € F, U {oo} :

k/2—2

dsf . o (uoot™ )7 (uoo —z)a™ )17
s (Dt Y (g e+ 3 et (st
zEF) J=1 too
k/2—2 i hel—o k—1-c
déf (uyz™ ') (uy — ) v
Say = Z <logz(uy—x)—|— Z yj ) yd Wja T —|—log$(uy)dyk/2_1
zGF; Jj=1 Uy Uy

P (-1 (k —1- a) uk-1-0

J du’;ﬂ_1 '
Lemme 4.2.2. — Le (p+1)-uplet (Sa,y)yep: (r,) définit une section s, € HY(C,&(k, 2)|c).

Démonstration. — Il suffit de vérifier que les restrictions s, 4|y ne dépendent pas de
y. Les sections locales sq |y se récrivent :

sweels = (Y g g () U=
a,00 |U 00 & (Uoo duk/2_1
ze]F;f o0
(’U, _:L,)k:—l—a
Sagyly = Zlog;ﬂ(uy—m)ykﬁ
z€lF, duy
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z—l)k—l—a 1yj

k/2-2 uoozlj Uoo—T a k2 2 (uyz _

car - erx (355 272 ( )« du)’;o/271 =0et 3 epx (uy ) A D / 7) =
a k/2—2 1 J k—1—a

k 1— Z/ (=1’ ) ( ; )

modulo p. On vérifie alors que :

(u_x)kflfa 0 o
Sa,o0lU = Saylu = Z log o (u — x)w € H'(U,w(k, Z)|c)

z€lF,
d’ou le résultat. O

Nous renvoyons a la fin de ’appendice A.2 pour la preuve de la proposition qui
suit :

Proposition 4.2.3. — (i) Soit2<a<k/2—1¢et:
agt [ uP! k/2 0(y =k/2
ro & (G Taye + @) (@02 € BOO.B2(1)c)
avec f(u)(du)*/? un élément de la sous-représentation :

ng—(k/2—a)(p+1) k/2
d
olmi— (k/2—a)p+ 1) k/2—a)= @  FL

r=0

de H°(C,@*/2(1)|¢). Alors ro n‘admet pas d’antécédent dans H°(C,w(k,.£)|c) via
Uinjection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section ry/o € H°(C, WF/2|¢) de la forme :

2 (G + 1) (@)

u — uP)
avec f(u)(du)*'? € H(C,w"2(1)|c) qui admet un antécédent sk/2 dans H(C,w(k, Z)|c)
via l’injection du lemme 4.2.1.

Corollaire 4.2.4. — On a une suite exacte de représentations de K :
0— H — HC,w(k, Z)|c) — ind¥x*/2 = 0

ot H C o(ng,1) est la sous-K -représentation (cf. lemme 4.1.4) :

k/2-2
HE @ op-3-2i,i+1).
i=0
Démonstration. — Pour alléger les notations, nous omettons les torsions par les

caractéres centraux. D’aprés le lemme 4.1.3, pour 0 < i < k/2 — 2, o(ng —i(p+ 1))
est une sous-représentation de HO(C, wk/ 2(1)|¢). Soit H; son image inverse
dans HO(C,w(k,fﬂc) via linjection du lemme 4.2.1 (ne pas confondre avec
H; = 1+ ---+ 1/i!). Nous allons démontrer par récurrence descendante sur
0 <i < k/2—2que H; = Gak/2 ’o(p — 3 — 2j). Pour i = k/2—2 la sous-
(du)

représentation o(p — k + 1) de H°(C,@*/?(1)|¢) est engendrée par (lemme

4.1.4). Or, par le lemme 4.2.2, il existe une section s; € H°(C,w(k,.%)|c) qu1 s’envoie
(du)*/?

sur par l'injection du lemme 4.2.1. On en déduit donc Hy/o_o = o(p —k+1).
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Supposons 0 < ¢ < k/2 — 3 et la récurrence établie pour ¢ + 1. Notons Q; le conoyau
0 — H;4+1 — H; —» Q; — 0. On a un diagramme commutatif dont toutes les fléches
verticales sont des injections :

0— H;yy — H; - Q; —0

1 1 1
0= o(g=(+Dp+1) — olmx—ilp+1) — Gn,i —0

avec 0 — o(p — 3 —2i) — Gy, — 0(2¢+2) — 0 par le lemme 4.1.3. La section
(@t o o(nk—i(p+1)) € H°(C,@"*/2(1)|¢) est un générateur de o(p—3 — 2i)

Tu—unyF/2—1-7
par le lemme 4.1.4. Or, la section globale s;/3_1_; € H°(C,w(k,Z)|c) s’envoie sur
du)*/?
(u—fﬂ’ﬁ%
contient o(p — 3 — 2i). Toute section de o(ny, — i(p + 1)) € H°(C,@"/%(1)|¢) de la

forme :

par linjection du lemme 4.2.1 (cf. lemme 4.2.2). On en déduit que Q;

-1

((Mﬁ + () (du)?

u — uP
ot f(u)(du)®/? € o(ng — (i + 1)(p+ 1)) n’a pas d’antécédent dans H°(C,w(k,.Z)|c)
d’aprés le (i) de la proposition 4.2.3. Une telle section s’envoie donc nécessairement
vers un élément non nul de o(2:¢ + 2) (sinon, elle aurait un antécédent pour un cer-
tain f(u) par ce qui précéde et la K-équivariance des fleches). Comme o (2i + 2)
est irréductible, aucune section de o(2i + 2) ne peut donc se relever dans H; et
Q; = o(p — 3 — 2i). Comme H est scindé, on a donc H; = H;y1 ®o(p — 3 —
21) = @fg_za(p — 3 — 2j) et la récurrence est établie. Enfin, d’aprés le (ii) de
la proposition 4.2.3, il existe une section rj/; € HO(C,@"*?|¢) de la forme Th)2 =
(m + f(u))(du)’“/2 avec f(u)(du)®/? € HO(C,Ek/2(1)|C) qui admet un an-
técédent si /o dans HO(C,w(k, £)|c). De plus, on vérifie facilement que, dans la suite
exacte 0 — HO(C,@*/?(1)|¢) — H°(C,T"/?|¢) — ind¥x*/2 — 0 (cf. le (ii) du co-
rollaire 2.3.4), la section 7/, s’envoie vers la fonction f € indfl ~ indka/2 telle
que f(g) =1sig €I et f(g) =0 sinon, donc vers un générateur de indka/z. Ceci
achéve la preuve. O

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H°(C,@(k,.%)|c) = H°(C,T"*/?|¢)
puisque, dans ce cas, o(p — 3,1) = o(n4,1) = H ~ H°(C, Ek/2(1)|c) (cf. proposition
2.3.5).

Remarque 4.2.5. — Les formules explicites des sections s, du lemme 4.2.2 montrent
que leurs images par H°(C,w(k,.%)|c) — H°(P,w(k,Z)|p) (ou P € C est défini sur
F,, cf. §3.2) sont nulles. On en déduit que la sous-représentation H du corollaire 4.2.4
est dans le noyau de H°(C,w(k, %)|c) — H°(P,w(k, ZL)|p).

4.3. La GLy(Z,)-représentation H'(P!,w(k,#)[p). — On détermine la

K-représentation H'(C,w(k,£)|c). On conserve les hypothéses et notations du
§4.2.
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Soit .# (k) C @*/?|¢ le faisceau sur C' de F-espaces vectoriels de dimension finie
deéfini comme suit. Pour W, C C et U C C comme au §4.2 (o y € F, U {oo} est un
point de C défini sur F,), on pose :

k—2 k/2—1
déf (du,)*/? (duy)*/?
sy« @@r L o pl”
weF ) i=0 =0 Uy
) L
déf
sow) % P@r L

z€F, =0

Par un calcul élémentaire, on vérifie que les applications de restriction (@*/2|¢)(W,) —
(@"/?|c)(U) envoient bien .#(k)(W,) dans .#(k)(U) (le seul point non évident est
lorsque y = 00). De plus, . (k)(W,) (resp. #(k)(U)) est stable sous 'action de I (resp.
de K). Si Z C W, est un ouvert affine contenant y, on pose £ (k)(Z) = & F(k)(Wy)

et si Z C U est un ouvert non vide, on pose .¥(k)(Z) X J(k)(U). Cela permet de
définir un sous-faisceau K-équivariant .# (k) de @*/2|¢.

Lemme 4.3.1. — Pour tout i € 7, Uinclusion .#(k) C @"?|¢ induit des isomor-
phismes de K -représentations H'(C, 7 (k)) — H(C,@"?|c). En particulier, on
a HY(C, 7(k)) =0

Démonstration. — Nous allons montrer que I'inclusion de faisceaux .7 (k) — @*/2|¢

admet un scindage. Définissons en effet un autre sous-faisceau . (k) C @*/?|c comme
suit :

(k) PP IE‘ d“_y ZH@@M (duy)*/?

zE]F><1>k: 1 i>0
(du)
S0 @ @ o @i
2€FLi>k—1 - i>0

Si Z C Wy (resp. Z C U) est un ouvert affine contenant y (resp. un ouvert af-
fine non vide) défini en inversant un polynéme f(u,) (resp. f(w)) ne s’annulant

déf
IR W) © @ino FSeir (resp.

Lk)(Z)E k)W) @ @Di>o F%) Les fleches de restriction (@*/2|¢)(W,) —
@"/%|c)(U) envoient encore .7 (k)(W,) dans .#(k)(U) (vérifier pour y = oo)
ce qui permet donc de définir un sous-faisceau .7 (k) de @W*/2|o satisfaisant de
maniére évidente (k) & £ (k) = @"/2|c. Comme H(C,@*/?|c) = 0 (car
%o ~ Oc(k/2(p + 1) — k) et k/2(p+ 1) — k = k/2(p — 1) > 0), on a en
particulier H'(C,.# (k)) = 0 d’ot H'(C,.#(k)) = H'(C,@"/?|¢). On a déja calculé
que HO(C,@"/?|¢) était engendré sous K par les sections suivantes :

(du k:/2 du k/2
o Drr

u(u — up)k/2=1 up)k/2=1"

pas aux points de F,, on pose .(k)(2)
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Comme toutes ces sections globales sont déja dans H°(C,.#(k)) qui est stable par
K, on a H°(C,.7(k)) = H°(C,&"?|¢). Enfin, les deux espaces H(C,&"/?|¢) et
HY(C, 7 (k)) sont nuls pour i > 2 puisque C est une courbe. O

On peut alors compléter le lemme 4.2.1 par la proposition :

Proposition 4.3.2. — On a une suite exacte longue de cohomologie K -équivariante :
0—>H°(C,w(k,.$)|c)—>H°(C,wk/2|c)—>H1(C,w*%|C)—>H1(C,w(k,$)|c)—>0.

Démonstration. — 1l n’est pas difficile de vérifier que le faisceau de F-espaces vec-
toriels (w(k, ¥ )|C/w*% |c) est canoniquement isomorphe au sous-faisceau .# (k) de
@"/2|c (un isomorphisme équivariant est donné en dérivant formellement k — 1 fois
les parties avec les logarithmes). En écrivant la suite exacte longue de cohomologie

associée a la suite exacte courte 0 — 5_%|C — w(k,L)|c — F(k) - 0 et en
utilisant les lemmes 4.2.1 et 4.3.1, on a le résultat. O

Corollaire 4.3.3. — On a une suite exacte de représentations de K :
0— o(ng, 1)/H — H'(C, w7 |¢) = H(C,&(k, £L)|c) — 0
ot H C o(ng,1) est défini dans le corollaire 4.2.4.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 4.3.2 et du corollaire 4.2.4. O

Notons que, pour k = 4, on a un isomorphisme H!(C, o lc) = HYC,w(k, Z)|c)
puisque H = o(ng4,1).

Comme @~ 7 |¢ ~ Oc(k—2— (p+1)(k/2 — 1)) = Oc(2 — ng) et @*/2(1)|c
Oc(ny), on a par dualité de Serre un isomorphisme K-équivariant H!(C, o lo) =~
H°(C,@"/2(1)|¢)* ~ o(ng,1)*. La proposition 4.3.2 donne donc une fleche :

§: HO(C,w**(1)|e) — H(C,&"*(1)[e)",

c’est-a-dire une fleche K-équivariante o(ng,1) — o(ng, 1)*.

R

*

Lemme 4.3.4. — L’image de la fleche o(ng,1) — o(ng,1)
au dual de o(ny,1)/H.

s’identifie dans o(ng,1)*

Démonstration. — Il faut montrer que, si un élément est dans l'image de §, son
accouplement contre un élément quelconque de H ¢ H°(C,@*/?(1)|¢) par la dualité
de Serre est nul. On peut vérifier cette nullité par un calcul explicite mais donnons
un argument théorique. Lorsque k < (p + 5)/2, les facteurs de Jordan-Holder de
o(ng,1)/H sont tous distincts des facteurs de Jordan-Holder de H (cf. §4.1 pour
la liste de ces facteurs), et comme tous ces facteurs irréductibles sont auto-duaux
(car le caractére central de o(ng,1) est trivial), 'image de o(nk,1) dans o(ng,1)*
se factorise nécessairement en un isomorphisme o(ng,1)/H = (o(ng,1)/H)*. Cela
démontre au passage que la représentation o(ng,1)/H est scindée (car ses facteurs
de Jordan-Holder sont distincts pour & < p + 1), i.e. que 'on a un isomorphisme
o(ng,1)/H ~0(2,-1)®0o(4,-2)®---do(k —4,2—k/2) pour k > 6 (cf. lemme
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4.1.4). Mais le calcul de résidus (issu de la définition explicite de la dualité de Serre, cf.
§B.1) donnant (5(s),h) = 0 pour s € H°(C,T*/2(1)|¢) et h € H C H(C,@"/?(1)|¢)
lorsque k < (p+5)/2, i.e. {(6(s),8o) = 0 pour s, comme au lemme 4.2.2;, est un calcul
purement combinatoire qui ne voit pas la condition k£ < (p 4+ 5)/2 et qui est donc
valable pour 4 < k < p+ 1. On en déduit le résultat. U

Corollaire 4.3.5. — La surjection H'(C, o lc) - HY(C,w(k, Z)|c) du corollaire
4.8.8 induit un isomorphisme de K -représentations H* = H*(C,w(k,.%)|c)-

Notons que, H étant scindé, on a aussi un isomorphisme K-équivariant H* ~ H.

4.4. La GLy(Q,)-représentation H°(2 ,w(k,#)). — On détermine la G-repré-
sentation H°(X,w(k,.#)) (sous les conditions du §4) en combinant le corollaire 4.2.4
avec la proposition 3.2.1.

L’injection w(k, L) — [li.cwx i(@(k,ZL)|c) (cf. proposition 3.2.1) induit une
injection de G-représentations :
(7) H (X, @k, 2)— [[ HC@k L))

:C—X

Pour y un point de la composante centrale de X défini sur I, on note encore W,

Pouvert de X défini au §2.2 « centré » en y et (uy,v,) les coordonnées sur W,,. Avec
. N déf (1 o
les notations du §2.2, on a W, = W, (et (uy,v,) = (ug,,vy,)) OU g, = ([y] 1) €K

siy € Fp et Woo = Wy (et (Uoo,Vo0) = (Ug..,Vg..)) OU goo « (0 é) € K. On note

1

également V, (ﬁf V,, V'ouvert des points non rationnels de la composante « verticale »
au point y et on remarque que U, = U pour tout y. Par abus de notation, on note
aussi u = ug et v = vy.

Lemme 4.4.1. — Soit o € {1,--- ,k/2 — 2}. La section s, € H°(C,w(k, Z)|c) (cf.
lemme 4.2.2) se prolonge par zéro wvia linjection (7) en wune section
5o € HY(X,w(k, %)) a support dans la composante centrale.

Démonstration. — On va construire directement une section 3, dans H°(X,w(k, %))
qui s’envoie sur s, par linjection (7). On définit des sections locales
S0,y € HO(W,,w(k, Z)) pour y € F, U {oo} par les mémes formules qu’au §4.2 :

k/2—-2 —1\j —1\k—1—a
~ déf o \k/2—a, a—1 _ (Usor™ )" ((uss —x)2™")
Sa,00 = ( 1) Uoo Z (logf(uoo CL’)+ Z ] duk/271

z€Fy J=1 e
k/2—2 1N\ k—l—o
~  déf (uyz ™) (uy — @)
Say = Z <10g.$(“y_w)+ Z yj > s k/2—1
ace]F;,< Jj=1 de
oo M o) ubte
'HOgS(uy k/g 1 < ; ) yk/271'
J duy
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Il suffit de vérifier que les sections locales 5, , sont telles que S, .|y est indépendant
de y et 54,4y, = 0 pour tout y. Le premier calcul est déja fait (preuve du lemme
4.2.2). Pour le deuxiéme, on trouve en utilisant les applications de restriction du §3.1
(i.e. en remplagant u, par p/v, et en développant les logarithmes) :

—k+1+a k/2 2 — k—1l—a
B 3 a+1 D — Voo )
So‘7°°|V°° - Z k/2 a (logf( -1 +Z @vl ) d k/2—1
zGFX =1 Voo
R/2=1p0/2— py vy
Sayly, = (= 150 /2log o ( ) :/2 1
Uy~ dvy
_ k/2—-2 —1\i k—1—a,a—1
(_1)k/2 1 p (pl‘ 1)2 (p—’Uy:lT) 0
k/2—1 % k/2—-1
/ zEeF) Uy® -1 Yy dvy/
k/2—2 i a—1
e R (Y (k—1-a) v
S DD ; — 7T
= dvy

et un calcul facile montre que toutes ces sections locales sont nulles (modulo p). O

L’analogue du lemme 4.4.1 pour les sections de H°(C,w(k,.%)|c) s’envoyant sur
un générateur de Indf xF/2 (cf. corollaire 4.2.4) est plus subtil. Rappelons que l'on a
déja défini un relévement s /5 € H(C,w(k,.Z)|c) du générateur de Ind¥ x*/2 donné
par la fonction identité & support dans I (voir la fin de la preuve du corollaire 4.2.4
et le lemme A.2.2).

De la proposition 3.2.1, on déduit une suite longue de cohomologie G-équivariante :

(8)

0— H'(X,w(k,2) — [] H'X,i.@k, L)c)— [] HX, i@k, 2L)lp))
:C—X :P—X
- H'(X,0(k,2) -~ [ H'(X, i.@k, 2L)c)) —0
:C—X

et rappelons que l'action de G sur [[;.p,x HY(X, i (@(k,.Z)|p)) est laction na-
turelle tordue par x (cf. remarque 2.3.2). Rappelons aussi que laction de K sur
H{(C,w(k,Z)|c), H(C,w"/?|c) etc. est étendue & KQJ en envoyant p vers l'iden-
tité.

Lemme 4.4.2. — (i) On a un isomorphisme G-équivariant :

H HO(C’E(kv"g”C) - Indf{QxHo(va(kag)|C)
C—X

qui envoie (84(ug,vy))ges ot J est un systeme de représentants quelconque de KQ \G
sur Punique fonction f dans Uinduite telle que f(g) = sq(u) pour tout g € J.
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(ii) On a des isomorphismes G-équivariants :

II 2°P.@(k, 2)1p) = x ® Ind§ HO(P,w(k, £)|p) = Ind§x"/? & Ind§x /2
PeX

ot le premier isomorphisme envoie (cg( - g)k/2 Y+d logf(ug)(;ng)k/z_l)geJ ot J
est un systéme de représentants quelconque de N\G et cg,dg € F sur l'unique fonction
f dans Uinduite telle que f(g) = cg(2)*/271 + dglog o (u) ()2~ pour tout g € J
et ou le deuzieme isomorphisme envoie f sur l'unique couple de fonctions (h,l) dans

les induites de droite tel que h(g) = cg + 3.Ldg et I(g) = —d,.

Démonstration. — Le (i) et le premier isomorphisme du (ii) sont laissés au lecteur.
Pour le deuxiéme isomorphisme du (ii), il suffit de remarquer que ’action naturelle
de N dans la base F(2£)*/271 ¢ F(1.Z —logy(u)) ()2~ de H(P,w(k,Z)|p)
réalise un isomorphisme de cette représentation avec x*/271 @ y*/2 (regarder l’action
de w, et utiliser log o (p) = .Z). Comme il faut tordre par x cette action naturelle (cf.
ci-dessus), on en déduit le résultat. O

Notons ¢ : Indf{(@; H(C,w(k, L)|c) — Ind§x*/? @ Ind$x*/2+1 le morphisme
induit par la suite exacte longue (8) (et en utilisant le lemme 4.4.2). Par la remarque

4.2.5, ¢ se factorise par le quotient Indf((@x indf@% Y*/2 de IndGQX H(C,w(k,Z)|c)

et définit donc un morphisme ¢ : IndK@xlndIQX X2 — Ind§x*? @ ind§ /2 +1,

c’est-a-dire un morphisme :
¢ : Ind$x*/? @ ind§ x*/ >t — Ind$ x*/? @ ind§x "2+

via I'isomorphisme du lemme 2.3.7 (car p > 2).

Rappelons que Ind® resp. Indg 1) s’identifie au F-espace vectoriel des fonctions

KQ 1(
a valeurs dans F définies sur les sommets (resp. les arétes non orientées) de larbre

de Bruhat-Tits pour GLy(Q,). On note T}, (resp. U,) I'endomorphisme de Ind€. KQX

(resp. Ind% 1) défini par (T,,f)(s) = 34 f(s) (resp. (Upf)(a) = 3o f(a')), la somme
portant sur les p+ 1 sommets (resp. les 2p arétes) adjacents au sommet s (resp. issues
de I'aréte a) (T, coincide avec ’endomorphisme déja noté T}, défini au §1.2). Le lemme
suivant est immédiat et laissé au lecteur :

Lemme 4.4.3. — On a un diagramme commutatif G-équivariant :
0 — 1 — Idf,1 — Indjl — 0
|| lT_l l«Up
0 — 1 — Idf,1 — Indjl — 0
ot application Ind 1—>IndN envoie fEIndKQxl sur la  fonction

a— f(o(a)) + f(t(a)) en notant o(a) et t(a) les deux sommets de ’aréte a.

ASTERISQUE 331



REPRESENTATIONS SEMI-STABLES DE GL2(Q,) ET REDUCTION MODULO p 145

Lemme 4.44. — Soit o(Z) = C 1) 1(1 + E(E - 1)(Z - 2Hg)s- 1)) e O (on
H, =1+ % +- 1, cf. §1.2). L’endomorphisme ¢ de (Inle ® ind§ X)) ® x*/? est
donné (a multiplzcatzon prés par un scalaire non nul) par une matrice de la forme :

Up+1) + (=) 1a(2) *
0 —k(k/2-1) )

Démonstration. — Reprenons la section si/2(u) € H(C,w(k, £ )|c) précédente (o

C désigne la composante centrale) et notons s,/ (v) o wp(sk/2(u)) (i.e. on remplace

u par v dans la formule de s;/(u), la notation étant légitime puisque wyu = v, cf.

§2.2). En revenant & la définition du scindage Ind?’:@xxk/z ~ Ind$x*/2 @ ind§ x*/2 11
P

(cf. preuve du lemme 2.3.7), on voit qu’il suffit de calculer qﬁ(sk/g(u) + sk/z(v)) et
¢ (sk/2(u) — s/2(v)) en terme des fonctions (2£)F/271 et (3.2 — log o (u)) (2 )k/2-1
(vues comme fonctions dans I'induite & support dans N). Notons res, (sy/2(u)) (resp.

resy (sg/2(v)) la restriction de sy /o(u) (resp. si/2(v)) au point rationnel y de la com-
*f k/2
posante support de sy /5(u) (resp. de sj/2(v)). Posons Ay /p = = 1(),2,2/2(k/2 7y et

br/2,k/2 e k/2(k/2 —1)Ay 2, on trouve pour y € F U {o0} d’aprés la démonstration
du lemme A.2.1 et d’aprés le lemme A.2.3 (en se rappelant que s /o = 3;9/27 cf. la fin
de la preuve de la proposition 4.2.3 dans appendice A.2) :

” k/2-1

Y \F/21
ves, (sp/2(w) = B (225) T resy (sn/2(0) = ~Axa ()
Yy

Uy
et, poury =0¢cIF,

k/2—1 w \ k/2—1
reso(sk/2(u) = —(Akj2 — bijak/2Hr/2— 1)(d ) — b2,k /2108 & (u )(@)

k/2—1 v\ k/2-1
reso(sg/2(v)) = —(Akj2 — biy2,k/2Hra— 1)(dv) — b2,k /2108 & (v )(@) :

En se rappelant que, dans le morphisme ¢ de la suite exacte (8), on multiplie les
restrictions par —1 dés que ’on « change de branche », on obtient :

oo+ = o E (@) T (@)™

y€eF, U{oo} y€eF, U{oo}
k/2—1
+(=1+ (=D)*2"N)(Ay /2 — brjokjaHr /o 1)(d >
k/2—1
(L ()b alog () ()

k/2—1
H(=1)F 2 by, k/zf(du) .
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Or, dans Ind?;@; X%~ x ® Ind%@; F(%)km_l, ona:

Up(%)kmfl _ Z (duTy)kﬂfl N (_l)k/2—1 Z (dva)k/271.
verfutos) yeF u{co}

On trouve donc pour ¢(sk/2(u) + 8k/2 (v)) :

SAY (Up +2- k(g — 1)]-1%_1 + fg(g - 1)) <%>k/2—1 si (—1)R?2=1
comun(s 1) (3 ) (1) v

ol le premier terme est dans Ind$ x*/2 et le deuxiéme dans Ind$x*/2 @ Ind$ x*/2+1

on n’aura pas besoin de la formule pour * € Ind§ x*/?). Par un calcul analogue, on
N

obtient pour ¢ (sy/2(uw) — si/2(v)) :

* Am’“(g - 1) (%.Z - log;g(u)) (%)k/“

~Aio (Up y2- k(g - 1)H§_1 n gg(g _ 1)) <%)W2‘1 § (LM 1.

si (—1)F2=1

En remarquant que l'image de si/o(u) + sg/2(v) (resp. sgjo(u) — sg/2(v)) dans
Indg@; x*/2 est dans Ind§ x*/2 si (—=1)%/2 = 1 (resp. si (—1)*/2 = —1), on en déduit
facilement le résultat. 0

Corollaire 4.4.5. — (i) Le morphisme ¢ est surjectif.
(ii) Le noyau de ¢ est isomorphe o {f € Indf{@g 1| T,f =a(ZL)f}.

Démonstration. — Tout endomorphisme pT, — A de Ind%’;@x 1avec (u,A\) € F, uA #0
D

est surjectif (vérification facile), on en déduit donc (i) par le lemme 4.4.3 combiné
avec le lemme 4.4.4. On voit aussi que le noyau de ¢ est isomorphe a {f € Indfa@x 1]
P

T,f = (—-1)*/2a(L) f} ® x*/2. Mais cette derniére représentation de G est isomorphe
a{fe Indf{Q; 1| Tpf = a(L)f}, dou (ii). O

De la suite exacte longue (8), des résultats du §2.3, du §4.2 et du §4.3, on déduit
alors facilement :

Corollaire 4.4.6. — (i) On a une suite exacte G-équivariante :
0— Inde;H — H'(X,w(k, ) — {f € Indg@; 1| T,f = a(2)f} — 0.
(ii) On a un isomorphisme G-équivariant :

HY(X,0(k, Z)) > IndiQ;Hl(C, ok, 2L)|c) ~ Inde; H*.
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5. La GLy(Q,)-représentation H°(2",w(k,)) ® F pour val(.¥) >0

L’objet de ce paragraphe est le calcul de la G-représentation H(.2", w(k, %)) Qo F
pour 4 < k < p+ 1, k pair et val(.¥) > 0.

5.1. Cohomologie de Cech. — On compare les groupes H! et H' pour les fais-
ceaux w(k,.L)|c et w(k,.L).

Reprenons les notations du §4.2 et considérons le recouvrement (W, ),ep1(r,) de C.
On munit P!(F,) d’une relation d’ordre total par 0 < 1 < --- < p— 1 < co. Pour
tout faisceau de groupes abéliens .# sur Cz,,, on définit le groupe de cohomologie de
Cech :

menE( I 7o)/~

y<z
(y,2)€PL (Fp)?

ol (Sy,2)y<z ~ (ty,2)y<= Si et seulement s’il existe s, € .Z(W,) pour tout y € P*(F,)
tel que sy, —ty » = s;|u — sy|u pour tout y < z. Si le faisceau .# est K-équivariant,
on a une action naturelle de K sur H'(C,.7).

Lemme 5.1.1. — On a un isomorphisme canonique K -équivariant :
Hl(cvw(kwi/ﬂ”C) = H1(07w(k7$)|0)

Démonstration. — Pour tout faisceau de groupes abéliens .#, on sait par la théorie
générale (cf. e.g. [11, §IIL.4]) qu’il y a un morphisme canonique (K-équivariant
si F Vest) H'(C,.#) — H(C,.#). En revenant a la preuve de la proposition
4.3.2, on a pour tout ouvert affine V' de C et tout ¢ > 1 une suite exacte courte
H(V,o~ "% |¢) — H'(V,w(k,L)|c) — H(V,.7(k)). Or, H(V,o~ "7 |¢) = 0 car
w*%k; est quasi-cohérent et H'(V,.#(k)) = 0 car .#(k) est un facteur direct
de @*?|¢ (cf. preuve du lemme 4.3.1) et @"/?|c est aussi quasi-cohérent, d’ou
H (V,w(k,Z£)|c) = 0. Comme les ouverts W, et U du recouvrement sont affines, la
théorie générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11]) entraine alors en particulier que le mor-
phisme canonique H'(C,w(k,.%)|c) — H*(C,w(k,.Z)|c) est un isomorphisme. [

Considérons un systéme de représentants J C G de N\G et le recouvrement affine
(Wy)ges de X correspondant. Pour toute relation d’ordre total < sur J et tout faisceau
de groupes abéliens .% sur X, définissons le groupe de cohomologie de Cech :

ax, 7))« < 11 y(ngWh))/ ~
g<h
(g,h)€J?

ol (Sg.n)g<h ~ (tgn)g<n si et seulement sl existe s, € F#(W,) pour tout g € J
tel que sgn — tgn = snlw,nw, — Sglw,nw, pour tout g < h. Si le faisceau .7 est
G-équivariant, on a une action naturelle de G sur H'(C,.%).

Lemme 5.1.2. — On a un isomorphisme canonique G-équivariant :

H' (X,5(k, 2£)) = H' (X, @(k, £)).
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k/2

Démonstration. — Définissons un sous-faisceau # (k) C @™/ sur X comme suit

(avec les notations du §2.2) :

k b1 k

k-2 k
2

S0 QDML e Dr Mo d7ilz@@Fd?il

e]FXl 0 E]FXZ =0 =0

SR, ¥ GB@ dqi" o

z€lF, i=0

k—2
é (dvg)*/
sV = BOFL

z€lF, i=0

et J(k)(Z) E _F(k) (W) (resp. 7 (k)(Z) = 7 (K)(U,), resp. 7 (k)(2) =
j(k)(V))mZgW et Z Z Uy, Z L Vy (resp. ZQUgetZ#Q resp. ZQV et
Z # ). Comme pour la preuve de la proposition 4.3.2, on a une suite exacte courte
de faisceaux 0 — @~ "7 — w(k,£) — # (k) — 0 qui induit pour tout ouvert V-C X
et tout ¢ > 1 des suites exactes Hi(V,w—¥) — H'(V,w(k, %)) — H(V, 7 (k)). Si
V est affine, le premier groupe est nul car @~ 2 est quasi-cohérent et le troisiéme
aussi car wk/ 2 est quasi-cohérent et car on peut montrer, comme dans la preuve
du lemme 4.3.1, que linjection de faisceaux _#(k) — wk/z admet un scindage.
Comme toutes les intersections du recouvrement (Wy)scs sont affines, la théorie
générale (cf. e.g. [11, Ex.II1.4.11]) donne en particulier que le morphisme canonique
HY(X,5(k,.%)) — H (X,@5(k,.Z)) est un isomorphisme. O

On obtient alors :

Corollaire 5.1.3. — On a un isomorphisme G-équivariant :

HY (X, 5(k, Z)) = Inde; HY(C,@(k, 2)|c).

Démonstration. — Cela découle du (ii) du corollaire 4.4.6 et des lemmes 5.1.1 et
5.1.2. O

5.2. Modifications de sections. — On effectue quelques modifications sur les

sections (54)1<a<k/2—1 du lemme 4.4.1. Ces calculs serviront au paragraphe suivant.

Reprenons les notations du §4.4 et notons de plus %, & Yo, Vy def Yy, €t

(uy,vy) e (ug,,vq,) pour y € Fp U {oo} (voir §2.2). On remarque que % = %,
et on note aussi (u,v) = (ug, vo).

Pour o € {1,---,k/2 — 1}, nous avons défini au lemme 4.4.1 des sections glo-
bales 5, € H°(%Z ,w(k, %)) & support dans la composante centrale C' par recolle-
ment de sections locales 35, € HO(W,,w(k,. %)) pour y € F, U{co}. Notons encore

S0,y € HO(Wy,w(k,.Z)) la section locale en caractéristique zéro définie par (presque)
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les mémes formules :
k/2—2

. —1)j _ —1\k—1-a
~ dsf o ae Uso[T Uoo — [2]) [
Sa,00 = (_1)k/2 uool Z (10g$(uoo_[-ﬂ)+ Z ( []] ) >(( []152]_1)
EE]F; j=1 d'U,oo
k/2—2 —1\j k—1—a k—1-a
~  déf Uy (uy — [z U
S 2N (gl )+ Y B O I o )
xE]F; j=1 J de de
S (1
=1 J J du§/271

ou rappelons que [z] € Z, désigne le représentant de Teichmiiller de z.

Lemme 5.2.1. — Poury € F,, on a :

U — — [z k—1l—a
Saalee = 3 ogg(u [y — o) )

z€F,

a—1 a—1

Sauly, = (FDFETI (Clog v, L + (£~ Hiorma) i) + P
dvy dvy

ot *x Ewz (¥).

Démonstration. — La premiére formule est laissée au lecteur. Pour la deuxiéme, on
a:

k/2—2 k—l—a,a—1

S 1= (“D21 Y (log (-2 1y 3 PEEDT) B ule) s g

. g k/2—1
SN T T e

va—l

_ —a p
+ (_1)k/2 1pk/2 logg(?)#
v duy

k/2—2

; —1
Nk/2—1, k)2~ (1) (k—1—a) vy
+(-1) pteT E — . kT

Vy

= j

d’otl on déduit la formule de ’énoncé en développant les logarithmes puis en utilisant
le lemme A.1.2 et log »(p) = Z. O

Remarque 5.2.2. — Par le (i) du lemme 4.4.1, les sections locales (Sa,y)yepi(r,) S€
recollent en fait en une section globale de H(2",w(k, ) ® O/p) (et pas seulement
de H(Z ,w(k,£))) a support dans la composante centrale.

Nous allons modifier les sections locales s, , pour y € F,, sans changer leur réduc-

tion modulo p. Cela nous servira dans la paragraphe suivant pour mener & bien les
calculs dans H'(X,w(k,.£) ® O/p).
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Pour 0 <j<p-1letyecl, posons:

;o def et (uy — [z])*~2
th, Cp > [a) (log (uy— Z ) e € ok, D))

IEF;

Lemme 5.2.3. — Pour y € Fp,, on peut modifier la section locale 54,4 € w(k, Z)(#y)
par un €lément dans EBlsjgp,lDtg’y de telle sorte que la nouvelle section s, , vérifie :

~ (u— [z])*—1 e Ay (u) By(u) | o
Soly = 3 gl o)™ G = L= ) b gt a7
ot x € wlk, L)) et
w 220 F2P )
Ay(u) = el 7 S 1 K S (e O M (S A e
-1 P x -
z€lF J
By(u) = (=1P PPy [l (u = [a])
i=1 TH#y
Démonstration. — Un calcul formel de développement des logarithmes donne (voir
lemmes 5.2.1 et A.3.3) :
(u—[a] = [y)* ' (u—[z+ypr'
S tog g (u—fal-ly) A = 3 log (ula+y])
z€F, z€F,

u— [z k—2—a

z€F)
u—fe gt
—PZM duk/2—1 + P
z€F)
ou * € w(k, L) (%) et 0, X -y ( )[y] I[z)? € Z, (cf. lemme A.3.2). Il suffit

alors de corriger S, par —(k — 1 — a)z - %[ [P~7tJ, . Un dernier calcul fournit

Ay(u) et By(u). O

Lemme 5.2.4. — Pour y € F,, on peut modifier la section locale s, par un élément
_a . —1\j k—1—o

dans pw_kT (%) +pO Qogz(uy +y]) +Zk/2 2( 1) (uy[yj] ) > (uy;—f’i]/)%l de telle
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sorte que la nouvelle section s, , vérifie :

_ (U _ [x])k—l—a uk—l—a
Saylw = Z log & (u — M)W —plogcg(u)m
z€F,
k/2—2 . k/2—2 )
k a—i-1(u— —p 1)J - k—a—i—1 (u—[y])’
P Z duk/z 1 ; 321 j [v] duk/2—1
ou :
7 k 2 oc
r déf k—1-a a+1+1 ) i—j+14a
A= 1)i—d
% k—1—a-— z Z (=1)

P (k—2-a) (—1)etH [
() 0)

Démonstration. — En modifiant la section s, , du lemme 5.2.3 par un élément dans
k=2

pw” "z (#y) (cf. lemme A.3.4), on peut supposer déja :

k/2—2

~ u— bl a—i— Y ’
Sa,y|% = Z log o (u — [33])( d’L[Lk/>2 1 +p Z k 1(duk/[2 ]2 :
z€F,

[y]’l)j) (uy+lyh '
J duij/z_1

Puis en ajoutant & 5, 4 le terme —p (logg (uy +[y]) + Zk/2 2(—1)7 (u

dont la restriction & % est :

k(272 i —-1-a 1 (u = [y])’
_plog‘g(u)d %21 —-D Z Z < . >[y]k_a_l_1duk/2—1

=1 j=1 Z_']
_ k/2—1
1)
duk/2-1

k/2—1 _
avec * € Z,[u—[y]] et en rajoutant encore px* (:?’,CT €pw T (#,) (pour le méme %),
Uy

on obtient une restriction comme dans 1’énoncé. O
Posons :
a6 , = (1) (k—1—a
9) Oéizaz‘"‘;f i—j € Ly
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(on ne fait pas apparaitre la dépendance en a dans écriture «;), on a donc pour
yeF,

~ (u__[ka—l—a uk—l—a
(10) Sayla = ZF log o (u — [a])— T —Ploge(v) o=
zel),
k/2—2 ,
k a—i— 1( [yDZ
TP Z O‘Z duk/2-1
et notons que :
_ @L_[xnkflfa ukflfa
(11) Sa,c0 |l = %F: log o (u — M)W —plogz(u)m~
TElp
Reprenons maintenant le calcul de 54,y|v, du lemme 5.2.1 :
Lemme 5.2.5. — Poury € Fy,, on a (avec 34, comme dans le lemme 5.2.4) :

k/2-1, k/2 vy~ “a_l ”5/2 ' 2
Sagly, = (1) [t _a(_ IOgi’(vy)dvlz/z 1 ("g} Hy—1- ‘)‘)d k/2— 1) tp* 1dvk/2 TP %
Y Y

k—
ol *1 € Zy el *g € w*T2(”//y).

Démonstration. — Par le lemme 5.2.1, il suffit de vérifier que les modifications des
k/2—1
lemmes 5.2.3 et 5.2.4 sont des termes de la forme p *; % + p?%5 en restriction a

7. Prenons par exemple t/, , (lemme 5.2.3), on a :

k/2-2 2] k—2—ag k=2

by b= (D271 Y fal <1°gi” vy Z (p )ll)( (p[dq]u)/)km—ly

zEF)

et en développant les logarithmes, un calcul donne :

j (—1)k/2=e k/2—1—a+ U]zj/z ' 2
J— [e%
toy lv,=p k/2 —1 Z[m] ]d k/2—1 TP
z€lF, Vy
On laisse les autres termes correctifs (lemme 5.2.4) au lecteur. O
5.3. Défauts de recollement. — On calcule explicitement les classes de cohomo-

logie dans H'(X,w(k,.#) ® O/p) provenant du défaut de recollement modulo p? des
sections locales (84, )yecp (r,) modifiées du §5.2.

Un examen soigneux des preuves des parties 2, 4 et 5.1 (et des preuves utili-
sées de I’appendice) montre d’abord que tous les résultats concernant H*(X,@"/?)
et H(X,w(k,.Z)) (i = 0,1) s’étendent & lidentique & H*(X,w*’? @ O/p) et
Hi(X,w(k, ) ® O/p) & condition de remplacer le corps F des coefficients par la
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F-algébre artinienne O /p. En particulier (cf. corollaires 4.4.6 et 5.1.3), on a une suite
exacte :

0— Indfa@; (HepO/p) = H(Z ,w(k, L) 0/p) = {f € IndIG(Q; Lo | Tpf =a(Z)f} =0
et des isomorphismes :
H' (X, w(k, %) ®O/p) ~ H'(X,w(k, L) ® O/p) ~ Inde; (H ®r O/p)*.
Pour n > 2, la suite exacte courte de faisceaux :

0 — wk,2)® D/p”—1 2, wk, L)@O/p" — wk,ZL)®D/p —0
induit une suite exacte longue :
0— HY(Z ,wk,L)29/p" ) — HY(Z,wk,ZL)29O/p") —
H(Z w(k, ) ® Ofp) * H(Z ,w(k, £) @ O/p" ).

Pour voir si s € H(2",w(k,£) ® O/p) se reléve en une section de H(2 ,w(k, £)®
O /p"), il suffit donc de calculer son image par l’application :

Un  H( 2 ,w(k, L) @9 /p) — HYZ ,w(k, L)@ O/p" ).

On détermine maintenant les images dans H' (2", w(k, £)®9/p) ~ H (2 ,w(k, L)®
O/p) par ¢ des sections (5q)1<a<k/2—1 de HY(Z ,w(k, L) ®9O/p) (cf. §5.2).
Pour y € P(F,) et z € P}(F,), on définit g,, € G comme suit. Si y € F, et

déf ly] 1 . B 4t (p o T
z € Fp, gy, = (pHyz] [z]). SiyeF,et z =009, = ([y] 1). Siy = oo et
? € ¥ 9. = ([il 2) et siy = oo et 2 = 00, gy, < (2 5) On note %, “

Wy,., Wy, L W,,. (cf. §2.2) et on remarque que #,, = #, et W,, = W,. Les

ouverts W, recouvrent (dans X) la composante C, « perpendiculaire » au point y & la
composante centrale C et on a W, x x Cy, = C,\ {points définis sur F, autres que y,}
et #y, N W, , =, (avec les notations du §5.2) si z # z’. Dans la suite, un élément
de H(Cy, (w(k,.£) ® O/p)|c,) (resp. de H(C, (w(k,.Z) ® O/p)|c)) est écrit dans
le recouvrement (W, ).ep1(r,) de C, dans X (resp. (W,)yepi(r,) de C dans X) avec
Pordre total y = yo < y1 < -+ < Yp—1 < Yoo (resp. 0< 1< --- <p—1< 00), cf. §5.1
(le faisceau (w(k,-£) ® O/p)|c est défini exactement comme au §3.2 en remplagant F
par O/p).

Lemme 5.3.1. — Soit a(.Z) & (-1)z~1 (1+5(k-1)(L—2H} 1)) € O (cf. lemme
4-4.4). L’image de 8}, /21 par 1y est donnée dans HcHY(C, (w(k, £)R9/p)|c) par :
e sur C, pour y € F,, par la classe dans H'(Cy, (w(k, L) ® O/p)|c,) du uplet :

k) (D W 0 0)
k/2(k/2 = 1) \ g2t oo™ 00 g ka1 W0 iWueer 00

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



154 C. BREUIL & A. MEZARD

e sur C (la composante centrale) par la classe dans H'(C,(w(k,.Z) ® O/p)lc) du
uplet :

(_1)k/2 ( uk/2 uk/2 >

INTCY NG, 0, ——— e
k/2(k/2 — 1) P duk/2-1 |WOOW°°’ » duk/2—1 |Wpflcho
et par 0 sur les autres H'(C, (w(k, 2) @ O/p)|c).

Démonstration. — L’image par 1), d'une section s € H°(X,w(k, £)®9/p) & support
dans la composante centrale est simplement donnée dans H(C,, (w(k, £)®9/p)|c,)
par la classe du uplet (—p~'3, [Wyo Wy, s —p13, lw,,nw,..,0,--+,0) ol
5y € w(k, Z)(#,) est un relevé local de s|,. Par le lemme 5.2.5, on obtient donc
pour ¢2(§k/2—1) :

o122
(_1)k/2<($_10g$(vy) Hk/2)W|WyomWyla'“ )

k/2—-2
(& —log 4 (vy) — Hk/Q)WmomWyw,o,...,o).

k/2—1 k/2 1
v
En effet, les uplets de la forme (% [Wyo Wy, s ’W Wy W50, 0)
v ok/2-1
(qui apparaissent avec le terme correctif *1dy,€/ﬁ dans le lemme 5.2.5) ont une
v
Y ,Uk:/Zfl

classe nulle dans H'(Cy, (w(k, £) ® O/p)|c,) car la section locale —Lz=1 appartient
a HY(Wy,w(k, L) ® O /p). Par ailleurs, on I'égalité dans H'(Cy, (w(k, L) ® O /p)|c,)
d’aprés le lemme B.2.2 :

k/2—2 k/2—2

(logf(“y)ﬁmoﬂwyw“ ’logz(vy)ﬁ|%oﬂ%wa0a“' ’0> =
Y Y
v§/2_2 UI;/Q 2
Hk/2—2(W|WyoﬂWyu“' T Wy wy 5 0 ’0)
dvy dvy

d’ott la premiere égalité de 'énoncé en remarquant que £ — Hyo o5 — Hyjp =
%a(ﬁ). Passons a la deuxiéme. L’image par 1) d'une section
s € H(X,w(k, %) ® O/p) a support dans la composante centrale est donnée dans
HY(C, (w(k, L) ® 9D /p)|c) par la classe du uplet (p_1(§z|Wysz — 4ylw,w.))y<= Ol
les 3, € w(k, L) (#,) sont des relevés locaux des s|w,, y € P!(F,). En développant
(u—[y])f = F2 (“)um(=1)*"[y]""" et en utilisant (10), (11) et le lemme B.2.2,
un calcul donne dans H'(C, (w(k, £) ® O/p)|¢c) :

(Gry2—1,:lw,ow. = Skjo-14lw,om)), o, =

k/2

k/2—2 k—2_r k/2—2 ; y
—-p ;_O < k/2— 9 ) Z <T) (—1)"_TC%(07'-~ 707 (W|Wymw°°)y6]k‘p)

i=r
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ot rappelons que «; est défini en (9). Mais par le lemme A.3.8, on a :
k/§252 E—9 k§52 ; - (—1)k/2-1
— ai = —
= k/2—2 — \r k/2(k/2 —1)
d’oul la deuxiéme égalité de I’énoncé. Le fait que ’on trouve une classe nulle sur les

autres composantes (en particulier la composante « perpendiculaire » au point co a
la composante centrale) est un calcul facile laissé au lecteur. O

Lemme 5.3.2. — Soit o € {1,--- ,k/2 — 2}. L’%image de 5, par 2 est donnée dans
McHY(C, (w(k, L) @9 /p)|c) par la classe dans H(C, (w(k, L) ® O /p)|c) (ot C est
la composante centrale) du uplet :

k/2—2 k/2—2 ; 4 o
z;) ( Z (T> (_1)177"0[1,) (((zkfaflfr _ ykfaflfT)W |Wysz )y<z,z7500’
r=

i=r

r
k—a—1—
(_ Yk Tduk/Q—l |WyﬁWoo )yE]Fp)

et par 0 sur les autres H'(C, (w(k, 2) ® O/p)|c).

Démonstration. — On utilise (10) et (11) comme précédemment et on développe

(u—[y))' =3t _o ({)u"(=1)"""[y]*"". La derniére assertion provient du lemme 5.2.5
k/2—1

et du fait que les termes correctifs en *1% ne contribuent pas (cf. preuve précé-
Vy

dente). O
Remarque 5.3.3. — La formule sommatoire du lemme 5.3.2 est encore valable pour

a = k/2 — 1, mais dans le lemme 5.3.1, on a complétement identifié la classe de Cech
« centrale » dans H'(C, (w(k,.Z) ® O/p)|c) en utilisant le lemme B.2.2.

5.4. La GLy(Q,)-représentation H°(2 ,w(k,¥)) ® F. — On détermine la
G-représentation H(2 ,w(k, %)) ®o F (sous les conditions du §5).

Proposition 5.4.1. — Soit a(£) € O comme au lemme 5.3.1.
(i) L’application vy : H*(X,w(k, L) ® O/p) — HY(X,w(k, L) ®@ O /p) est surjective.
(ii) On a un isomorphime de G-représentations :

Ker(%hndiQX (H®FD/;D)) = {f € Indi—@; (c(p—3,1) @ O/p),a(L)T,f = f} .

Démonstration. — Nous allons montrer que ¥2|j9¢  (ggo /p) €st surjectif et calculer
KQX
son noyau. Rappelons que : ’
k/2-2
HepO/p= P olp—3-2j,j+1) ® O/p
=0

et que chaque représentation o(p — 3 — 25,5 + 1) ® O/p est engendrée sous
K par la section globale 5;/5_1_; € H(X,wk, &) ® O/p) (voir le lemme
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4.4.1, la preuve du corollaire 4.2.4 et le début du §5.3). Rappelons aussi que
Hl(X wlk,Z)®90O/p) ~ IndKQx (H ®r D /p)* (voir le début du §5.3). Montrons que
la projection de t2(sj/2—1—;) sur la composante centrale est non nulle modulo 7.
Pour cela, considérons le uplet du lemme 5.3.2 (et aussi le uplet « central » du lemme
5.3.1 pour j = 0) vu dans H'(C, (w‘¥ ® O/p)|c) et calculons son accouplement
avec la section :
u<p+1)(k/2flfj)fk(du)k/2

(u — up)k/2_1_j

= (~D)*2(0 Y)sam1ey € HOC, (@2 0 9/p)(1) |c)
donné par la dualité de Serre entre H(C, (w*/?2 ® D/p)(1) |c) et H(C, (w’% ®
9/p)|c). Un calcul facile de résidus donne :

k/2—2 P k/2—2 ; ‘
k/2 = Z <k/2—2—j) Z <T)(_1)Z_Tai

i=r

(p+1)(k/2=1=5) =k ( g,k /2
: X 3 N . u (du)
qui est dans Zp d’apreés le lemme A.3.8. Comme la section P71

un antécédent dans H°(C, (w(k,£) ® 9/p)|c), on en déduit par le corollaire 4.3.5
que le uplet du lemme 5.3.2 (et le uplet « central » du lemme 5.3.1 pour j = 0)
est vraiment non nul modulo 7 dans H'(C, (w(k,.Z) ® O/p)|c). Comme Sk/2—1—j
engendre sous K la représentation « irréductible » o(p—3—24,7+1) ® O/p (au sens
ou cette représentation n’admet pas de sous-représentation stricte non nulle facteur
direct comme O /p-module), s est injectif en restriction a o(p — 3 — 25,7 +1) ®
O/p. Lorsque j > 0, on sait de plus par la derniére assertion du lemme 5.3.2 que
la projection de 12 (53 2—1—;) sur les composantes non centrales est nulle. On a donc

Ker(¢2 |1ndG L (o(p—3-2j,j+ 1)@ /p)) = 0 €t Ind KQ (o(p—3—24,j+1)®@9/p)* C Im(3)2)
pour j > 0. Pour 7 =0, on déduit facilement du lemme 5.3.1 que :

1/)2 |Indi@>< (U(p—3,1)®ﬂr0/p) IndKQX( (p 3 1) ®F D/p) — IndKQx( (p - 3, 1) QR D/p)*

P

~ IndKQx (o(p—3,1) @ O/p)

s’identifie (& multiplication prés par un scalaire non nul) a ’endomorphisme surjectif
. x k2 k2
—a(Z)T, +1d. En effet, les éléments de Cech (0,---,0, 24— |wonwia,** » J72=1 | Wy 1 Weo )
k/2 1/ uk/2—2 k/2—2
et (—1) (rkm T WonWys s gok7a=T [ WonWase» 0 - -+ ,O) s’envoient nécessairement

respectivement sur 1 et —uP~3 dans o(p — 3,1) ® O/p (a homothétie prés) via un
isomorphisme (o(p—3,1)® O /p)* = o(p—3,1) ® O/p (pour le premier, cela découle

du fait qu'il est la projection de I'image de 5,21 et pour le deuxiéme, on applique
(? é)) On applique alors la formule (1) donnant T,([Id,1]) en remarquant que

(2 . y])u = vy sur £ (§2.2). Donc ), est finalement surjectif (et méme surjectif en
KQX (H ® O/p) est
exactement donné par les f € IndKQx( o(p—3,1) ® O/p) tels que a(L)T,f = f. O

restriction a Ind% KQX (H ® 9/p)) et son noyau en restriction a Ind<
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Proposition 5.4.2. — L’image de HY(Z ,w(k, %) ® O/p?) dans H* (2 ,w(k, Z) ®
O/p) se releve dans HO(Z ,w(k, L)) via lapplication
HO( w(k, £)) — H(2 (k. £) © O /p)

Démonstration. — Pour alléger les notations, on note w(k,.Z)/p" pour w(k, L) ®
©/p™. Par la proposition 5.4.1, application v : H*(Z",w(k,.£)/p) — HY(Z ,w(k, £)/p)
est surjective. En reprenant la suite exacte longue de cohomologie définissant s,
on en déduit que 'application H' (2 ,w(k,.%)/p) — HY(Z ,w(k,£)/p?) est nulle
et que lapplication H*(2 ,w(k,.Z)/p*) — HY(Z ,w(k,£)/p) est injective. Par
ailleurs, le diagramme commutatif :

0= wkL)/p* = wk L)/ — wkL)/p —0

! l I
0— wk D) L wk L)/ — wkL))p —0

induit un diagramme commutatif :

HYZ w(k, 2))p") — HAZ,wk2L)p) B H(Z wk2L)/p)
! || !
HY(Z ,w(k, 2)/p?) — HAZ,wk, 2)p) 2 H(Z wk.2)/p)

ou la fleche verticale de droite est injective. Cela implique immédiatement que 3 est
surjectif et que I'on a un isomorphisme H!(2 ,w(k, Z)/p?) = HY(Z ,w(k, L)/p).
Comme 3 est surjectif, on peut recommencer le raisonnement précédent avec 13 au
lieu de 5, puis ¥4 au lieu de 13 etc. et on obtient par récurrence des isomorphismes
pour tout n > 1 :

HY(Z ,w(k,2)/p") = H(Z ,w(k,£)/p).
On a des diagrammes commutatifs analogues au précédent :
HY(Z,w(k, 2)/p"*™) — HY(Z,w(k,2)/p") — HYZ wk, 2L)/p™)

l [ 1
HY(Z ,w(k,Z)/p"t") — HYZ,wk,ZL)/p") — H (Z,wk,Z)/p)

d’olt on déduit des isomorphismes pour tous n,m > 0 :
(12) T (H(Z w(k, 2)/p"") — HUZ w(k, 2)/p")) =
I (HO(2,w(k, £) /p"*) — HO(2,w(k, £) /"))
En passant & la limite projective sur n sur les suites exactes :
0— H(Z ,w(k, £)/p" ") = HO(Z 0k, £)/p") —
tm (HO(2, w(k, £)/p") = H(Z ,w(k, £)/p)) = 0
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et en remarquant que le quotient de droite est constant par (12) appliqué avec n =1
et que les conditions de Mittag-Leffler sont satisfaites sur les noyaux par (12) encore,
on en déduit :

HO(Z w(k, £)) ® O /p = Tm (HU(2 w(k, £)/p*) — (L, w(k, £)/p))
d’ott le résultat. O
On en déduit le résultat principal de cet article (théoréme 1.1.1) :

Théoréme 5.4.3. — Soit a(L) € O comme au lemme 5.3.1.
(i) Sival(a(.Z)) > 0, on a un isomorphisme de G-représentations :

HY(Z wk, L)) @oF~{fe Indf(Q: 1,T,f = 0}.
(i) Si val(a(Z)) =0, on a un isomorphisme de G-représentations :

0— {f € mdf g, 0(p —3,1),a(L)Tpf = f} — HY(Z ,w(k, £)) @5 F —
{fe IndiQ; L,T,f = a(L)f} — 0.

Démonstration. — Noter que (ii) lorsque val(a(.Z)) > 0 redonne (i) puisque la
représentation de gauche est alors nulle. Par le lemme 5.4.2, on voit donc qu’il suffit
de montrer le méme énoncé que (ii) pour val(.Z) > 0 avec la G-représentation image
de HY( 2 ,w(k, %) ® O/p?) dans H*(Z ,w(k, ) ® O/p), c’est-a-dire avec Ker(1z).
Par le corollaire 4.4.6, on a une suite exacte :

0— Ind?;@; (H®9O/p) —» H'(X,w(k, Z)®0/p) — {f € Indg(@; 1| Tf =a(ZL)f} =0

et par la proposition 5.4.1, on a :

Ker(¢2|1ndi@>< (H®D/p)) = {f € Indf{@i (U(p -3, 1) ® D/p)aa(g)Tpf = f} .

P
1l suffit donc de montrer que Ker(¢2) C H(X,w(k, #) ® O/p) s’envoie encore sur-
jectivement vers la représentation quotient {f € Indf{Q; 1 Tpf =a(Z)f}. Soit 5 un
élément de cette représentation quotient et s € H(X,w(k,.Z) ® O/p) un relevé de 3.
Comme D’application 19 est surjective en restriction a Indf{(@x (H ® O/p) (ct. preuve
P

de la proposition 5.4.1), il existe s’ € Ind%@; (H ® O/p) tel que ¢a(s’) = tha(s) et

lélément s — s’ € Ker(¢3) s’envoie encore sur 5. Ceci achéve la preuve. O

Corollaire 5.4.4. — Supposons k pair, k < p+1 et val(Z) > 0.
(i) Le GL2(Qp)-Banach unitaire B(k,.£) est non nul et admissible.
(ii) La correspondance définie dans [4] est compatible & la réduction modulo p.

Démonstration. — Le (i) résulte de [4, Prop.4.4.4]. Le (ii) résulte de [6] et de la
définition de cette correspondance ([3]). O
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Appendice A
Calculs de sections

A.1. Calculs combinatoires

Lemme A.1.1. — Soit 1 <n<p—2e0<¢<p—1. On a les égalités dans Fp(u) :

glti-n I L. si0<t<n-1
(u—ul’ ZZ (u—x)t <£+z—n>+{ 0 sinon

=1 zEIFX
1 i gi—n—1
u(u _ up)n - un—i—l Z Z (U _ .’b)j :
Jj=1 mE]F;
Démonstration. — La premiére égalité se démontre par récurrence sur ¢ > 0. La
deuxiéme se démontre en remarquant que :
1 —n+i—1 x—n+i
T =, T n" T+ (D" O
) > > w TV  a

E]Fxl 1

Lemme A.1.2. — Soit 1 <{¢ <n. On a (dans Q) :

1Y ([ n n
= 5H0) - (e

Démonstration. — La somme ) 1y (G4 1) (e j) est le coefficient de degré ¢ dans le
développement en série entiére de z — —(1 + z)"log(1 + z). En dérivant (1 + 2)* =

E . ] 2" par rapport & x, on obtient par ailleurs :
)
i>0

(1+2)%log(l1+2) = Zz <>

i>1

Or, si x n’est pas un entier de 0 & i — 1, on a par dérivation logarithmique :

£0-0),5, - (o
0<j<i—1

1 1 6
ou H, e Z (7 — ) pour tout nombre complexe z &€ Z ¢ (avec Hy & 0). Donc
n n+x

n>0
le coeflicient de degré ¢ dans le développement en série entiére de z — (142)% log(1+2)

est (7)(Hy — Hy—g) lorsque © € C, — {0, -+ ,£ — 1}. On en déduit le résultat. O

Lemme A.1.3. — Soit 1 < m < n des entiers et M Lf (M;1)o<i<m la matrice

0<i<m

a coefficients dans Q définie par M, = ("j‘z) pour 0 < i < m et M, €
. _ _1ym(m+1)/

("Hih Zé-:l ( ].I)J ("'H) pour 1 <1< m et0<4<m. Alors det(M) = (Gl

m!
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Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a M;; = ("Jrii*l) (";”) (Hptizi — Hyvy)
pour 1 <l <met0<i<m.On en déduit :

1 1/n 1/(n=1) ... 1/(n—m+1)

1 1/(n+1) 1/n oo 1/ (n=m+2) n\ (n+i
i< | | US| ) e

: : : : : 0<i,i<m

1 1/(n+m) 1/(n+1)

En développant le déterminant par rapport & la premiére colonne, on reconnait des
déterminants de Cauchy. On obtient ainsi :

mm (n+i) v U H0<;l<;j<m(l—2)n1<z<z<m( I+1)
det(M) = ]Z:(:) <H il H(n—l). ngz<mo<1<m(n—|—1+z—l) >

i=1 =1

sm,051s

m 1 (71)m(m—1)/2

Ly Ny D
- ( 1) Z( 1) (n4j—m)!
7=0 (n+j)!

_qymlmany/z M LN
- L Z(‘”]< ;J)<J>

(—1ym(m+1)/2

On en déduit det(M) = O

m!

La démonstration du lemme combinatoire qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Lemme A.1.4. — Soit1 < m < n des entiers et M' = (M];)o<i<m la matrice obtenue
7T 0<i<m

& partir de la matrice M du lemme A.1.3 en ajoutant & la derniére colonne le terme :

+ 1
M, = M;n 1)m*! " , 0<i<m.
7‘7 + Z Z_] _Z_

Alors Ker(*M') est de dimension 1 et est engendré par le vecteur colonne (¢;)o<i<m

ol ¢; « (H{r:im)(—l)””. En particulier, on a :
- -~ (=17 (nti (=1t
M; me; = (=1)™ . .= —
E} M me; = (=1) E E T\ )e -
=0 =0 j=1

A.2. Calculs de sections modulo p. — Rappelons que n; = (k/2—1)(p—1) —2
avec 4 < k < p+ 1 et k pair. Dans ce paragraphe, on détermine si les sections de
HO(C,@*"?|¢) :

(du)k/Q ur(du)k/2 0<r<
w(u — uP)R/2=1" (g — gp)k/2=1" © = r=n

admettent un antécédent dans H°(C,w(k,.#)|c) (via l'injection du lemme 4.2.1 et
pour val(.Z) > 0). Par décomposition en éléments simples (lemme A.1.1), les fractions
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1
u(u—up)k/2-1

et (u_uﬁ;km,l pour 0 < r < ni appartiennent a :

k/2—1p—1 —a k/2 1
DOy e Prh
i=1 a=1 xEFX ) i=1 u

Reprenons les notations du §4.2. On commence par « intégrer » formellement k& — 1
fois la section locale (—1)%(i — 1)!(k — 1 — i)! (d") pour 1 < ¢ < k/2 par rapport a

la variable u = ug, puis par rapport a Us, enﬁn par rapport & u, pour y € F. On
k)2

obtient, & addition prés d’un terme dans F[uy]d:,cyﬁ :
Y

déf uS*H
tio = —logg(ug)—rs—
du§/2 !
i—1
déf U
ti,oo = (_1)k/2+110g$(uoo)ﬁ
dusd
k/2-1 ' —1y4 k—i—1
dét (=1)7 (uyy™")"\ (uy + )
ti,y = - (lng(“y + y) + Z ~y ) . k/2—1
= J duy

Puis on fait de méme avec (k — 1 —4)!(i — 1)!(—1)2*! > serx (’57%)1(du)’“/2 :

déf . k21 wlxI (ug — x)k—1-7
tiao = (=1)*7° Z (IOg‘z’(UO_ng + Z % ) k/2—1
! 1 J duy
z€F, J=
4t k27 1 (oo ™) (g — z)F177
ti,a,oo e ( k/2+a Z uz 1 7% k+1 (log _l_ Z 00 ) L) T
rcrs ducs
i—1
_1\k/24a+1 —k+1+ o k—1—i Uy
+( 1) a Z z O‘(uoo ilj) Zlogﬂ(uoo)duk/Qfl
z€Fy °

k/2— -1y k—1—i
déf i (uy (2~ y (uy +y —2)
tiay = (1) zE (logg (uy+y—1) Z . ) s PRE
= Uy

X
z€Fy
z#yY

k—1—1
+(_1)a71y170¢10g$(uy)%'
duy

Les éléments (; ) 1<i<k/2 €t (ti,a,y) 1isk/a sont des sections dans HO(W,,,w(k, Z)|c)
pour y € F,,. Ce ne sont pas, en général, des sections dans H°(W,,w(k,%)|c) pour
y = 00 & cause des termes logg(uoo)ﬁ;, 1 < a <k/2—1 (ce sont alors seulement
des sections dans H°(U,w(k, %)|c)).

Rappelons la convention (:L) =0sim>noum<0.
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Lemme A.2.1. — (i) Poury e FpU{oo}, 1 <i<k/2—1letl<a<p-—1,o0onaa
k/2

addition prés d’un terme dans F[uy]du,j‘ﬁ :
Uy

a—1 i—a (’LLO — x)kilii
tiaolu = (1) Y 2" log 4 (ug — D e
zGF; tho
k/2 11/ k—1—i iprug
n Z (k/Q 1_13‘) (—1)J+1 dZIg/%l st k/2 Sa<k-2
0 sinon,
- - (u —$)k_1 7
ti,acolu = (—1)F/2F Z w2 " og o (oo — ) ood k/2—1
avE]F;,< thoo
b1 a-1 k/2-1 k—1-iy _ud ;
N (- 1)k/2+1(k Z)IOgg(Uoo)d:gzq + (~1)k/2 ]il ( j) (a - Jl)dvjﬁ.f?*l sia<k/2
0 sinon
et, poury € F :
' ' k—1—i
tialv =y (1) log (1)~
Uy
a—i i—a (uy+y_m)k_1_i
—|—(—1) ZSE logg(uy—ky—x)T
s duy
Ay
a—1 l—J duz/Z_l.
wk/?
(ii) Pour y € F)\, 1 <i<k/2, on a a addition prés d’un terme dans Flu,] T et ¢
Uy
k/2-1 . i1 T
(uy + y)k-17¢ b1 k—i—1\ (=17t
tigly = —logg(uy +y)——5—7—+ yrier ).
5,y Z\My d k/2—1 Z 32:1 r—j j dul;/2—1
Démonstration. — Nous démontrons seulement le cas de t; o y|v, laissant les autres

k/2
cas au lecteur. On observe que, & addition prés d’un terme dans F[uy]w :

k/2—1 N1y
S 2y by — ) S (uy(z —9) ) _
zEF;; j=1 ']
Ay

1<k -1 — Z) (_1)—1+i—l+j Z (.’E _ y)k—l—i—lxi—a
J

X
me]"p
TFY
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et, par le lemme A.3.1 :

L kE—1—-1-1
E : (ZL‘ _ y)k—l—z—lxz—a _ _( ) )(_y)k—l—l—a.
zEF) @t
Ay

On en déduit la formule de ’énoncé. O

Lemme A.2.2. — Pour2 < a <k/2 ety € F,U{oo}, notons :

o
shy =D biatiay si2<a<k/2-1
=1
k/2—1
déf
Skp = D biksatiksay + be2kte/zy
=1

ot les b; o sont dans F. Il existe un unique choiz de (bio)1<i<a dans F, qui est en
fait dans Iy, de telle sorte que :

_1)ett )
(1) o, T (_1)k/2 .
m S o = k/2

(ii) les coefficients de d,?% dans s, gy pour 1 <i<a—2etyel, sont nuls;
uy ’

1

(iii) le coefficient de logx(uoo)d:,g'% dans s’

00 €5t nul.
De plus, pour a = k/2, l’élémemﬁo;;/2 ainsi défini s’obtient localement par « intégra-
tion » k — 1 fois (comme au début de ce paragraphe) d’un élément :

: k/2—1 +f(U))(du)k/2 € HY(C,o"?|0)

Tk/2 = (u(u — up)

avec f(u)(du)*/? € HO(C,@*/2(1)|¢).

Démonstration. — Définissons une matrice carrée M & coeflicients dans Z,, avec o —1
lignes par :
k—1-—
M; o « ( .l), 1<i<a-1
a—1i
e .
k—i—¢—-1 -1 (k—-1-—
M, ¥ ’ Z( D ‘) 1<t<a-2 1<i<a-1
a—1 = J £—3

Les conditions (ii) et (iii) imposent que (b; o)1<i<a—1 est solution du systéme linéaire :

a—1
Z Mi,Obi,a - _ba,a
=1
a—1 YA .
1 (k—-1—
ZMi,Zbi,a = —Z( ) ( _a>ba,a 1</<a—-2
i=1 j=1 J t—j
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(voir lemme A.2.1 en notant que, pour £ < a — 2 < k/2 — 2, on peut remplacer les
sommes Z]/2 ! par Zﬁ:l car (k;i;a) =0 pour j > £). Or, en changeant i en « — 1,
on observe que la matrice M est une matrice du méme type que celle définie au lemme
A.1.3, donc M est inversible, i.e. M € GL4—_1(Z,). On en déduit Iexistence et 'unicité
(bi,a)1<i<a—1 (dans F,). Par construction, s;/Q’y s’obtient par « intégration » k — 1

fois (comme au début de ce paragraphe) de :

k/2—1 i—k/2
1 S TS w e
z€F) i=1

avec ay o =l et a; = (=1)*/ 2+ (kg —1—4)!(i — ! 1 /2 pour 1 <4 < k/2 — 1. 11 suffit
de montrer qu’il existe une suite (a;)zggk/g,l dans [, telle que :

k/2—1 uP—1+i— k/2

rk/Qz( W — )T T T Z a; i )(alu)k/2

up—1+i—k/2(du)k/2

a=ur)t )29@%/2_1 sont dans H°(C,@*/2(1)|¢)

ol on remarque que les sections (

uP /2 (gy) /2

— n’y est pas). Pour cela, on constate que le systéme :

(le terme

—14i—k/2
((%) 1<i<k/2-1 m)

i—k/2 s
2EF) ﬁ)lgigk/2—1’ uk—l/Q) (utiliser le lemme A.1.1) et que
p—1+i—k/2 k/2 (du)’cﬂ
u(u uP)i (du) / )1<1<k/2 17 u(u—uP)k/2- 1)

est échelonné en ((Y

Iexpression de 71/, comme en (13) dans la base ((

ne fait pas intervenir de termes en . En effet, la matrice de changement de base

(A; ;) 1<i<k/2 est donnée par :
1<j<k/2
() si 1<i<k/2-1 et 1<j<k/2
Aij=4 (=D)F2-145 s i=k/2 et 1<j<k/2-1
1 si i=j=k/2

avecn & p—k/2— 1.Onadonc A, = (") sil <i<k/2—1et A, —1.On

k/2,1 =
doit vérifier la nullité de a} = fﬁ ! (kﬁll)ai —ay /2. Or la condition (iii) implique :
’“/2231 k-1-d),
' kj2 — i ik/2 = —bk/2,K/2-
=1

En remplagant b; ;o par son expression en fonction de a;, on obtient ay = 0. Ceci
achéve la preuve du lemme. O

Lemme A.2.3. — Soit 2 < a < k/2, les coefficients de (—1)¥/*~*u! dans s, ., et

k—2a

dey ug_l dans s,, , poury € ) (avec s, . et s, , comme au lemme A.2.2 pour
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le choix de (b; o)1<i<a du lemme A.2.2) sont tous égaux a :

. -1 a+1
A, det (=1) y—1 si2<a<k/2-1
(k—1—-a)l(a—1lk—-a) (k—2a+1)
déf (—1)k/2 .
A = = k 2.
k/2 (k/2 — 1)12k/2(k/2 — 1) sta=k/
Démonstration. — Définissons une matrice carrée N = (N; ;) 1<i<a 4 coefficients
0<t<a—1

dans Z,, par :

déf
Ny =

A\ a—1 a— . .
asf [k—a—i (-1 (k-=1-14 (1Y (k—=1—-14 )
Niaf = . . -1~ . . . 71§ S
o < a—t >j J <a—1—3>+( )Z I \a—i—j =
Y4 .
¢ 1) (k—1—
No, Z( ) (k _a>,1§€§a—2

Na,O =

En changeant ¢ en o — 7, on reconnait la matrice M’ définie dans le lemme A.1.4 avec

Mg, 1<i<a-1,0<f<a—-2

—_

m=a—1etn=%k—a—1. Donc le vecteur (¢; o e ba—i,a)o<i<a—1 €st 'unique
_ a+1
vecteur du noyau de N avec cpo = ba,o = m si2 <a<k/2-1et
_\k/2
Cokj2 = brya,k/2 = % En particulier, on a :

a—1i\ = (1) [k N (1 —1—i
_me( iy )Z ; <a—1_]> S bra(-1) Z <a_z_]>

j=1 i=1

Via le lemme A.2.1, on remarque que le terme de gauche s 1dent1ﬁe au coefficient de
ug_lyk_zo‘ dans s, , et que celui de droite s’identifie au coefficient de (—1)k/2magye-t
. . k —_ —_
dans s, .. Via le lemme A.2.2, on remarque que les coefficients de (—1) /2ol
(=ptt

(k—1—a)!(a—1)!(a—1)(, 5.2 1) S1

dans s/, . et de y*~2%y*~! dans s/

00 o,y Sont égaux a

_1\k/2
2<a<k/2-1eta (k/2_1()!21k);2(k/2_1) si @ = k/2. On conclut en observant que

(a—1) (kka_oco;l) =(k—a) (kk:Zo::;rll)' 0

On démontre maintenant la proposition 4.2.3, dont on rappelle I’énoncé :

Proposition A.2.4. — (i) Soit2<a<k/2—1¢et:
déf uP~1 & _
o = d /2 HO C k/2 1
ro & (e @) (@2 € OO, (1)c)
avec f(u)(du)*/? un élément de la sous-représentation :

nk—(k/2-a)(p+1)

o(ny — (k/2—a)p+1),k/2—a)= P

r=0

u” (du)*/?
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de HY(C,@*/?(1)|¢). Alors ro, nadmet pas d’antécédent dans H°(C,w(k,.Z)|c) via
Uinjection du lemme 4.2.1.
(ii) Il existe une section ry,5 € H°(C, @F/2|¢) de la forme :

déf 1 k/2
Tkj2 = (m + f(“)) (du)
avec  f(u)(du)*/? € H'(C,@*/?(1)|c) qui admet un  antécédent Sk/2
dans H°(C,w(k, ZL)|c) via Uinjection du lemme 4.2.1.

uP !
(w—ur)e

J”(@L))(du)’“/2 € H°(C,w"?(1)|c) avec f(u)(du)*/? € o(ny,—(k/2—a)(p+1),k/2~a).
D’aprés le lemme A.1.1, on a :

waE - L

Jj= 1x€FX

Démonstration. — Commencons par le (i). Soit 2 < a < k/2—1etr, = ( +

a—1p—1
=P
fw) € EBF o DDF > oy
J=1p=1  geFy
Lorsque 'on « intégre » k — 1 fois r, (comme au début du paragraphe), on obtient

déf
. 1 2E / / .
une expression de la forme s = s;, , + s, , avec:

«
/ —
Sa,y = a 1,00,y
— a—1

Shay = Zzbwtmﬁzbifw
fza

i=1 j=1

_1\a+1
ol bg,a = W et b; g,b; € F (notons que s " dépend de a ce que n’in-

dique pas la notation). Si (s)),ep1 (r,) définit une section globale de H(C,w(k,.Z)|c)
alors on a d'une part s € HO(W,,w(k,.Z)|c) pour y € F, U {oo}, d’autre part

B—1
sylv = sy/lu pour y,y" € F,U{occ}. En particulier, les coefficients de logf(uoo)m“,g"ﬁ
dans s7, pour 1 < 8 < k/2 — 1 doivent étre nuls. D’aprés le lemme A.2.1, les termes
(ti,a,00)1<i<a (T€SP. (ti8,00) 15i<a-1 €t (ti00)1<i<a—1) D'introduisent que des termes

fFa ==

-1 B—1
en logg(uoo)w (resp. en logg(uoo)% pour B # «), donc qui ne se mé-
uOQ
a—1
langent pas. On en déduit en particulier que le coefficient de log ., (uoo)(m“,j‘ﬁ dans

o doit étre nul.

La condition s |y = sj|u entraine que les coefficients de W dans s/ déter-

k 1-8
minent les coefficients de ,C/Q r dans sj pour 1 < 8 < k/2 — 1. Comme on intégre
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j
k — 1 fois des fractions rationnelles sans partie principale, les coefficients de d:ﬁ
U

0
k—1-p3

dans sj pour j > k — 1 sont nuls. Enfin, les coefficients de %o~ dans s/ pour
dug/ 0

k/2 < B < k — 2 sont déterminés par le lemme A.2.1. Tout ceci fait que la partie
« polynomiale » de sj s’écrit :

k—2 [eY a—1

k—1— k—1—1
> ug Y bigaig+ Y ug b
B=1 i=1 i=1

ou les coefficients a; g, a; (dans F) sont déterminés par le lemme A.2.1.
La condltlon sy|U = s§|lu pour y € [ entraine I’égalité de polynomes (en déve-

loppant Uo A= = (uy +y)*179) :

k/2—1 k—2 « _1_ k—1— i a—1 b1 e
Z ZZ a; gb; gy +§ bia; l y _
=0 B=1i=1 P
k/2—-1 k-1-1 a B
“ < Z Zb"ﬁclﬁlyk 1Ay E bcﬂ( )yk_l—z_l)
=0 B=1 i=1

ou les coefficients ¢; g; cg,; sont déterminés par le lemme A.2.1. En identifiant les
coefficients de chaque ué pour I > 0, on obtient que certains polynémes en y de degré
inférieur ou égal & k—3 sont nuls en chaque y € . Comme k—3 < p—2, ces polynomes
sont donc identiquement nuls. Pour [ = 0, on obtient de méme la nullité d’un polynéme
en y de degré < k — 2 en chaque y € F,/, et méme en y = 0 car ¢;x-10 = 0
pour 1 < ¢ < « par le lemme A.2.1. Ce polyndéme est donc aussi identiquement nul.
Finalement, on en déduit pour tout 1 <8<k —2ettout 0 <I<k/2—-1:

k—-1-p - k—-1-p bgag sif<a _
< l >§az,ﬁbz,ﬁ+< l ){ . inon

[e3 .
bgcg; sif <«
> bipcipi +{ e ﬂ
— 0 sinon
=1
En particulier, pour 8 = aet I = 0, on a > 7 a;abia = 0 car ¢; a0 = 0 pour
1 < ¢ < o (utiliser que, dans I’expression de t;qo 4|y du lemme A.2.1, la somme

L

k/2—1 N , . . u

) i 1 commence & | = 1). On en déduit que les coefficients de d’“% dans s/,
Uy

sont nuls pour 1 <[ <k/2—2.
En résumé, si r,, € H°(C,@"/%(1)|¢) a un antécédent dans H°(C,w(k,.%)|C), alors

il existe (b;,q)1<i<a avec b; o € F tels que s’a’y =Y i1 biatiay (y € FU{oo}) vérifie :
(_1)a+1

(1) baa = Gizan@onr

Y

(ii) les coefficients de % dans s/, ypour 1 <i<k/2—2etyelF, sont nuls;
uy ’

a—1
(iii) le coefficient de log z(uoo)d;l)f.ﬁ dans s, ., est nul.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



168 C. BREUIL & A. MEZARD

Par les lemmes A.2.2 et A.2.3, on voit qu’il n’existe pas de tel élément s/, pour
a < k/2 —1, et r, n’admet donc pas d’antécédent dans H°(C,w(k,.%)|c) pour
a < k/2—1. Ceci démontre le (i) de la proposition. Quant au (ii), i.e. au cas o = k/2,

il a déja fait 'objet du lemme A.2.2 en posant sj /o = 5;/2- O

A.3. Calculs de sections modulo p?>. — On rappelle que %k est un entier pair
compris entre 4 et p + 1.
Les lemmes A.3.1 & A.3.4 ci-dessous interviennent au §5.2.

Lemme A.3.1. — Soity € IF;; et0<s<r.Ona:

> (@ —y)e = —(Z) (=)

X
z€F)
zH#y

Lemme A.3.2. — Soient z,y € F, et g, & w. On alz]+ [y =
[z + y] + pds, avec :

Say = 1 (,Z) [+ ) WP (- 1)P T = 4_1 (p) (2] [y]P .

.
Il

Lemme A.3.3. — Soitn >2. On a :

(u—[2] = [y])"log £ (u — [z] — [y]) =
= POy (u— [+ )" + (u— [z + y])"log o (u — [z + y])
= npay(u— [z +y)"Hogy(u— o +y]) +px

ot * est une série de Laurent en u — [x + y| & coefficients dans Zy.

Démonstration. — On écrit :

Oz
log o (u—a] = b)) = log £ (u— [ +9] ~pbsy) = logw(u=[o+3) —pr—pts +p%x
et on développe (u — [z] — [y])™og o (u — [z] — [y]). O

Lemme A.3.4. — Soit 0 <{<k/2—1,yeTF, et définissons les éléments suivants de
ZP[U] ;

d_éf = (f) p—1i ik/2_2 [‘T]_j _ J _ k—2—¢
Ay(u) = ) DY 5 (u—[y]) (u—[z+y))
i=1 zEF) Jj=1
By(u) déf (_l)p—’i (z) [y]p—i Z [m]z(u [x])k—2—€.
i=1 P ay
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On a modulo pZ,u] :

k/2—2 () i (ko2 z
A () = Z k—l];i—z Yy y Z YA 4 (y g R/2 1
i=1 =
k/2-2 k—2—¢ ( ) .
e ; he1—t—j) (E—2—20\ (] -
B = Yy ey Y 1]( . )( )
=0 j=i p J 1
ol * € Zplul.
Démonstration. — Posons dans Fp[u] :
k/2— 2m j
N def o
ay(u,1) - Z Z (w—y) (u—ax—y)kF2"*
z€F)
k/2—2

_ Z (u - y) k—z—e (k -2- f) (u— y)n(_l)k_z_e_n Z pimithk=2—t-n

=1 a0 zEF
Pour 1 < i < p—-1,1 < j < k/2—-2¢e 0 < n < k—-—2-—1/ on a
~k/2+3 <i—j+k—2—L—n < 2p—2.Enposant (* 27 =0sin ¢ {0,--- ,k—2—14},
on peut écrire ay(u,i) = Zkﬂ 2 1((1731_2) (u—y) TF2H (1) + (jEZf;_Zl) (u—
y)“"“‘l_e_"(—l)i_j). Comme 0 < ¢ <k/2—1,0na:

N e b 1—tmp(_qyimi i

ay(u,i) = Y TP (= ) TR (1) ()R
j=1

avec * € Fp[u]. On obtient alors la formule donnant A,(u) modulo p en remarquant

que Ay (u) = Y07} (E—i)yp_iay(u, i) modulo p. Posons dans F[u] :

k—2-¢
by (u, 1) « Z zi(u—z)F27f = Z < —2- E) ub =29 (1) Z 't

z#y z#y

Pour n > 0,o0n a:

Zn {p—l—y?”_1 sin=0(p—1)
xr =

o2y pP—yY sinon

d’ot, comme 1 <i+j<2p—2:

' k—2_7 . k—2—¢ .
by(u,z) _ _<p_1_i> k—0—1— p+ Z ( > k—2—0— ]( 1) i+J

, o k—2—1/¢ e l—pti i
_ _yz(u_y)k 2 2_<p_1_i)uk £—1—p+ (_1)_
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= Zkfz ¢ (k 12 Z) k—z—z—i(p—:i;i) Yt (u — y)k/2—1* modulo

k—2—2¢—4, on a donc modulo p (avec * € Z,[u]) :

On en déduit By(u) _
p ol * € Zy[u]. En posant j

k—2—2¢ p
k—2—0\ GrPoey .
By(u) = ( )(k lpl J)y’“’l’“”uj +(u—y)**

En développant u?/ = (u — y + y)?, on obtient finalement modulo p :

k—2—2 » i,
By(u) _ Z < —-2-— Z) Myk—l—E—j Z <-Z> (u _ y)iyj—z’ + (u _ y)k/2_1>k

p i=0
k/2 2 k—2—¢ P .
=2 -y Y (k_2_£>(H_H)<J>+(u—y)’“/2‘1*_ O
i=0 =i J b t

Les lemmes A.3.5 & A.3.8 interviennent dans les preuves des lemmes 5.3.1 et 5.4.1.

Lemme A.3.5. — Soit 0 <i<mn et y(n,i) ¥ (-1) >i<i<n_1 (-1 "7 (). Ona:

7(’”’57;) = _% (?) .

Démonstration. — En inversant I'ordre de sommation, on a :
n—i ; .
) (-1 (n—1\(n—j
v(n,i) = el D )
= J
1 — |
OI‘, on a %(z j) ("7'1]) = Jlil(n—i—j)! et
(x+y+2)" = Z n—!:ciyjz"_i_j
. glil(n —i—4)!
0<j<n—i

Le coefficient de z° dans le développement de (z + y + 1) est donc d’une part
(M (y + 1)»~¢, d’autre part d0<i<n—i yjﬁl%]), En particulier, lorsque y = —1,
on obtient pour ¢ < n :

i n!
—' =0
2 =i =)
d’ou 32 <jicn— (_jl)j (20 () = aeas soit v(n,d) = =+ (7)- O

déf (=07

Lemme A.3.6. — Soit 0 <r <l<mnetf(n,r) = 2> i<i<, ( > (Z:Jl) Posons :

an,t,r) € (=17 Y7 () (=1 (B(n, ) +7(n, )

r<i<e
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avec y(n,i) comme au lemme A.3.5. On a :
l—r
n fn—r o
a(n,b,r) = <r) ;zo(_l) < ; >(Hnl,«Z H,).

Démonstration. — Puisque, pour ¢ > r, (1) (M) = (T)(7=r), on a d’aprés les lemmes
Al2et A35:

a(n,l, 'r) = (Z) Z (_1)1-77‘ (?::) (Hn_l_i - Hn)

r<i<e
d’otl le résultat en changeant ¢ en i — 7. O
Lemme A.3.7. — Soitn, £ et s des entiers positifs ou nuls tels que £ < s < n. Posons :
s 4 . % ;
dét n+fl—r i i (—=1)7+ [ n
A(n,L,5) = Z( p )Z(>(_1)Z o
: r : J =17
r=0 i=r j=1
st s~ [n+l—r
B(n,? = ).
e € 3 (" et

Alors, on a :

s 500 = () () E LU (),

r=0 =0
Démonstration. — Par le lemme A.1.2, on a :
S fntl—r\ (i . n
An,ts) = Y ( ) ) > (r> (—1)Z‘T<Z_)(Hn —H,.)
r=0 i=r

ECZ s
r—0 =0

Par le lemme A.3.6, on a :

B(n,t,s)=Y (” +ﬁ - ) (”) ) (—W’(" B > (Hoor—ri — Hy).
=0

r=0 %

En sommant les deux nouvelles expressions de A(n,?,s) et B(n,?,s), on obtient le
résultat. [

Lemme A.3.8. — Soit n, ¢ et s des entiers positifs ou nuls tels que £ < s < n. On a
avec les notations du lemme A.8.7 :

A(n,£,s) + B(n,t,s) = (;122_1 <Z> .
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En particulier, pour £ =k/2—2—j,s=k/2—2 et n=Fk/2+ j, on obtient :

k/2—2 k—9_p k/2—2 ; ‘ (_1)k/2—1—j k/2 + j -
. () o = -
p— —] - -
S () s () (3

r=0 i=r

ofs o def n_(_ )n+z Zm— (17n7m)( l)z m+n+2n l(n 1)( 1)”+m( )‘|‘Em . T)nm“ (%nm)

Démonstration. — Posons :
dét n\{n—-r\[{n+f—r\ (=1)*+!
S(n,t,s) = A(n,t, B(n,t,s) = . EE—
e e +aoa= 5 (D)) ()
0<i,r

(la deuxiéme égalité résulte du lemme A.3.7). Comme (7)("]") = (T:”_z) (Tj’) ona:

S(n, £, s) = Z nij (7) Z(_l)iﬂ(n—i—ﬁ;j—ki) (Z)
j=0 =0

Or on a égalité ZZO(—l)"“("HZjH)'(z) = (—1)3'_Jrl (”Zf;j) car c’est le coefficient
de z* dans (—=1)7'2d (1 4+ z)" 7 = 327 (=1)" () (1 4+ 2)"(1 + z)" T, dou :

S(n,f,s):Zﬂ(?) <n+£—j).

Jj=0

Ainsi S(n, ¥, s) s’identifie au coefficient de degré s de :

n+¢— s+i> (=1)sHi+i

n n—s+1

(1+2)"G(z) € (1+2)" > (

i>0

Orona:

?— ) )
G(ZL’) — gnts / Z (n + s+ Z) (_1)s+1+ztn—s—1+zdt

>0

— gpnts /z Z <i>(_1)n+€+1+it—1—l+idt

0 i>n+Ll—s "
— x—n—i—s/ - £— 1( 1)£+1Z< )( 1 n+ztz i

0 i>n

—L— £

= g /z L

0 (1 + t)n-‘rl

Le coefficient de degré s de (1 + x)"G(z) s’obtient donc par intégrations par parties
successives et donne ’énoncé cherché. O
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Appendice B
Calculs de Cech

B.1. Calculs de résidus. — On reprend les notations du début du §5.1 et on
note Q! ~ 0c(—2) le faisceau des différentielles de Kihler sur la courbe C' ~ P!,
L’isomorphisme H'(C,Q') = F qui est  la base de la dualité de Serre est induit par
I'application :

tr: H QI(U) — F
y<z
y,z€PL (Fp)2

($y,z)y<z Z (ves.(sy,2) — resy(sy,z))

y<z

ol res, est le résidu au point fermé = de la forme différentielle rationnelle
Sy, € QL U) = QY (W, N W,). En effet, on vérifie que I’application tr est nulle sur le
sous-espace engendré par (sz|U—sy|U)y<z ou (sy)ye]Pu (F,) €st tel que sy € HY (Wy, Ql)
(voir e.g. [11, §IIL.7]).

Lemme B.1.1. — Soient r,1,i des entiers positifs ou nuls.

(i) On a resz(%) = (,7,)arH

(ii) On a :
Z (res (M) — res (M)) — (lil) SZT—Z+1EO (p_]-)
ocF, N\ (u—wr) “\(u—wup) 0 sinon.

(iii) On a :

Z (y' — xi)<resy((u{7ﬁip)l) - re%(%))

z<y
z,yEFp
=3 o res (M) ~ res (M)) _
€k, CE “Mu—w)
—(,7,) sii+r—1+1=0(p-1)
0 sinon.
Démonstration. — Pour (i), on a :

u'du \ (utz)duy (T r—j wldu [ v a1
resz<m> = reso<m> = . <J).T I‘eS()(m) = 1—1 X .
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Comme resw(%) ne dépend pas de z, on a Y ,cx resoo((u“:%) = 0 et on
obtient alors (ii) en appliquant (i). Pour (iii), on a :

Z (yi_xi)(resy<%> —resx<%)) = Z (yi_xi)(yrl+l_le+l)(l j 1)

z<y
z,y€Fp z,y€fp

et on obtient (iii) en appliquant (ii). O

On note (, ) 'accouplement donné par la dualité de Serre :

tr

(14) HY(C,& 7 o) x H(C,&*/*(1)|e) — H'(C,Q") = F.
En appliquant le lemme B.1.1, on obtient alors :

Lemme B.1.2. — Soit i < n des entiers positifs ou nuls et «, r des entiers tels que
1<a<k/2-1et0<r<(p+1l)a—k.Ona:

z#oo

n—i n—i ui
<<((Z -y )W lw,nw. ) vz

(_ . ui | ) ) ur(du)k/Q _
Yo qukiz—1 WenWe Jyer, ) (u— up)@
—(;f’l) sin+tr—a+1=0(p-1)
0 sinon.

B.2. Calculs de classes de cohomologie

Lemme B.2.1. — Pour toutn >1, on a :
S o(=1y (” “) 3 () - = —2H,.
j=1 n = \J/ Y
Démonstration. — Posons :

Comme 377 (5)F = 20is; (G207 = 7 20050 (L) = 720 () — () = 3(G.2))s

on a :
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i (n+j (=n—1)---(—n—j) _ [(—n—1 _ n n—
Or (=1)/ (") = === = (T ) et S = Y0 (7] N ;)5 est le coeffi-
cient de degré n dans le développement limité & 'ordre n en z =0 de la fonction :

f(@) déf (14 z)" /m %dt'

Comme w =Y, (14t ona:

T—n
=0

/OI W#dtz z_: >_1 (1+2)""—1) —In(1 +2)

et f(z) =" L((1+2)—(1+2)") — (1+2)"In(1 + z). Le coefficient de degré

1=0 n—;j
n du développement limité de f(z) donne donc :

=1

en utilisant le lemme A.1.2. O
Dans I’énoncé qui suit, on reprend les notations du §5.3.

Lemme B.2.2. — (i) On a l’égalité dans H'(C,w(k,.L)|c)

1 L k:/2 2475 L k/2 243
(e ”)WW W. ) ez 2ot (79) JWW W) yer, ) =

) k/2—2+_] k/22 k/22
+1
(_1)] ( k/2—2 >(duk/2 1|WoﬁW17 B " duk/2— 1|W0ﬂWoc70 70>
(ii) On a ’égalité dans H'(C,w(k, L)|c) :

uk/2-2 uk/2-2
(logg( )W|WOOW1,"' ,log o (u )WWMWWO ,0) =
uk/2—2 uk/2—2
Hy o 2(W|WOHW17 : W'WOHW“’O"“ ,O).

(iii) On a égalité dans H(C,w(k, Z)|c) :

kj2—i kj2—iy U wio—i Ul
(((z Pty )duk/2—1)|wymWZ)y<z,27500’ (_y / duk/2—1)|WymW°°)y€Fp) -
k—1-—2 uk/2 uk/2
- <k/2 .y ) (0,"' 0, W|W00Wma”' 7w|wp_mwm).

Démonstration. — (i) D’aprés le corollaire 4.3.5, il suffit de montrer que les deux
éléments de Cech considérés accouplés contre les sections de H C HO(C,@*/?(1)|c)

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2010



176 C. BREUIL & A. MEZARD

par la dualité de Serre (14) donnent la méme valeur. Par le lemme 4.1.4 (ou plutdt sa
preuve), il est facile de voir qu’une section h € H s’écrit sous la forme :

B (bu 4 d)>PHD =k (dy)k/2
h = E ] ap.d,« (U — ’Ll,p)a
(b,d)EFp
1<a<k/2-1

avec apq,, € I et il suffit donc de vérifier que les deux accouplements contre les

(butd)* PV =F (duy*/2
(u—ur)>

au lemme B.1.2) :

sections coincident. Par le lemme B.1.2, on a (avec r et o comme

pelej b1 uk/2=2+5 _— uk/2=2+7
((((—y) —(~2) )W|Wymwz)y<z’z¢ooy ((-v) W‘Wﬁw‘*’)ye&)’

a—1
(u — up)e 0 sinon

ur(du)’“/2> _ { (—1)7(*272%) sir=—k/2+1+a mod (p—1)

et par un calcul de résidus :

uk/2—2 uk/2—2 ur(du)k/2 B
(W|WOQWU'“7W|W00Wm,0,"',0)7m =
—(T+§£21_2) sir=—-k/24+14+a mod (p—1)
0 sinon

Comme (bu + d)*P+1)—k = yre@il)=k (¢ D=k prgeaetD)—k=ry” Paccouplement du

(bu+d)*PTD—Fk (gy)k/2

= donne la somme :
(u—uP)

premier élément de Cech contre

a-1 a(p+1)—k E_24jtm(p—1)-E+1+a ipm(p—1)—E+1+a ja(p+1)—k—m(p—1)+ £ -1—a
m:0(m(p—f)—§+1+a)(2 J ((lp_l) 3 )(—1)Jb (p—1)-5+1+aja(p+1) (p-1)+5

qui vaut :
0 si a< k/2 -1
(—1)7 (*25257) a2 Dk g g =kj2 -1

car,pour 1l <a<k/2—1et0<m < «, on a modulo p :

alp+1)—k ) 1 si(a,m)=(k/2-1,0)
mp—1)—k/2+1+a) | 0 sinon

De méme, on trouve :

(uk/2_2 | uk/2=2 | 0.... 0) (bu + d)* Tk (du)k/? _
duk/z_l WonWy s 7duk/2_1 WonWe s Yy ) ) (u_up)a
0 si a<k/2-1
—dk/2=D(+)-k ¢ 4= k/2 -1
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d’ou (i). Pour (ii), considérons le (p + 1)-uplet de sections locales :

k/2-2 i oo
(0, (1og$(ux_(_x))+ ; Ux(—ix) )(ux —d i’;_/?‘)lk/ ’

uk/2 k/2—-2 1 uk/2
(—1)'“/2_1(—10%(%0)% +( D ,L')duk/Q—l))
oo =1 oo

ot la section 0 de gauche est vue dans HY(Wy,w(k,.%)|c), les sections avec u, dans
H°(Wy,w(k,.£)|c) pour z € F) et la derniére section dans H(Weo,w(k, Z)|c). Les
intersection deux & deux de ces sections (comme au §5.1) donnent un élément de Cech
qui est nul par définition. Cette nullité donne (par un calcul simple et en utilisant (i))
égalité dans H(C,w(k,.L)|c) :

uk/2-2 k2720 k22
(logg(u)dukﬁ| WoNW, ,0,"' ,0)+( Z ;) W| WoNW ,0,"',0)
i=1

X X
2€F X U{oo} = z€FX U{oo}

k/2—2 N\ k/2-2 (i _
. k/2—2+j () uk/2—2
E +1 E J
v ( k/2 -2 ) P (duk/2—1| A 00)

zeJFpXu{oo}

j=1

k/2—2 ; —244y —k/2—2 (& y o e

Or Ejil (-1)7 (%2/23;”) Ziij (i) = —2Hy/3_5 par le lemme B.2.1, d’ou (ii)
puisque Hy /o = fﬁ_Q 1/i. Le (iii) se démontre de maniére analogue au (i). O

On a aussi un énoncé strictement analogue & celui du lemme B.2.2 en remplagant
HY(C,5(k, Z)|c) par H(C, (w(k, L) ®o O/p)|c) (voir le début du §5.3). La preuve
est la méme en utilisant la dualité :

HY(C, (w7 ®0 O/p)lc) x H(C, (w*/2(1) @9 O/p)|c) — O/p.
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