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COURBES ET FIBRES VECTORIELS
EN THEORIE DE HODGE p-ADIQUE

par Laurent FARGUES & Jean-Marc FONTAINE
Préface par Pierre COLMEZ

Résumé. — Ce travail est consacré a la découverte, la définition et ’étude de la
courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique. On prend pour cela le point de
vue de définir et d’étudier les différents anneaux de périodes p-adiques comme anneaux
de fonctions holomorphes de la variable p. L’étude de ces anneaux nous permet de
définir la courbe. On classifie ensuite les fibrés vectoriels sur celle-ci, un théoréme
qui généralise en quelque sortes le théoréme de classification des fibrés vectoriels sur
la droite projective. Comme application on redémontre géométriquement les deux
théorémes principaux de la théorie de Hodge p-adique : faiblement admissible implique
admissible et de Rham implique potentiellement semi-stable.

Abstract. (Curves and vector bundles in p-adic Hodge theory) — This work is dedicated
to the discovery, the definition, and the study of the fundamental curve in p-adic Hodge
theory. For this we take the point of view to define and study the p-adic period rings
as rings of holomorphic functions of the variable p. We then classify the vector bundles
on the curve, a theorem that generalizes in some sense the classification theorem of
vector bundles on the projective line. As an application we give geometric proofs of
the two main theorems in p-adic Hodge theory : weakly admissible implies admissible,
and de Rham implies potentially semi-stable.

(© Astérisque 406, SMF 2018
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PREFACE PAR PIERRE COLMEZ :
LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE

La courbe de Fargues-Fontaine a changé la maniére dont on pense & la théorie
de Hodge p-adique™ en introduisant des idées géométriques la ou il n’y avait
que de lalgébre semi-linéaire : beaucoup de catégories apparaissant dans la
théorie®® comme les @-modules ou les (p,I')-modules sur ’anneau de Robba et
ses variantes, les B-paires, les Espaces de Banach de Dimension finie(® ou les presque
C,-représentations sont étroitement liées & la catégorie des fibrés sur cette courbe ce
qui explique, en grande partie, leurs bonnes propriétés. J’ai eu le privilége d’assister
& la naissance de cette courbe et je suis heureux de pouvoir raconter cette histoire.
Pour confirmer mes souvenirs de ces événements remontant & plus de 7 ans, j’ai
relu les courriels que nous avions échangés a I’époque ainsi que les nouvelles que je
transmettais & Wiestawa Niziol; j’ai inclus certains des passages les plus significatifs
de ces messages.

1. Panneau B,

1.1. B, est principal! — Le premier acte se passe en juillet 2009, dans le train qui
nous ramenait de Roscoff & Morlaix. Nous étions tous les trois, Fargues, Fontaine et
moi, et Fontaine nous déclare : « j’ai regardé ’article de Berger sur les B-paires, et il
prétend que 'anneau B, est de Bézout(® ; ca ne peut pas étre vrai; il faut que je lui
écrive ». J'étais un peu embété pour Berger mais, heureusement, le lendemain(® :

(1) Que cette courbe introduise un point de vue intéressant est devenu indubitable avec la preuve [FF,
§10.5] de la conjecture « faiblement admissible implique admissible » esquissée au §5.2 de cette
préface, mais ce qui a suivi, & savoir la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [17,
19, 20, 21, 52|, est assez inattendu et totalement fascinant.

(2) Tous ces objets sont définis au chap. 2 : les B-paires (n°2.5.8), les p-modules (n°2.5.3) ou les
(¢, T')-modules (n°2.5.4) sur ’anneau de Robba sont en équivalence de catégories avec la catégorie
des fibrés (équivariants) sur la courbe de Fargues-Fontaine (th.4.7, rem.4.9 et 5.10). Ce n’est pas
le cas des Espaces de Banach de Dimension finie ou des presque C-représentations, mais on pourra
consulter [43] pour le lien entre ces catégories et celle des fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine.
(3) Connus aussi sous le nom d’espaces de Banach-Colmez.

(4) 1l s’agit de [4, prop. 1,1,9]; Panneau B est ’anneau Bfrizsl.

(5) Extrait d’un message au sujet de la soutenance proche de la thése de son étudiant Jérome Plit,
thése soutenue le 29/09/2009, devant le jury composé de P. Elbaz-Vincent, L. Fargues, J-M. Fontaine,
E. Ullmo, J-P. Wintenberger et moi-méme.
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Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger samedi 18/07,/2009

[-..] Par ailleurs, j’ai dit & Pierre dans le train hier que je ne croyais pas que ’anneau
B. était de Bézout, comme l’affirme Berger. En fait, ’argument que je donnais est
canulé, je me suis fait avoir par I’analogie trompeuse avec I'anneau des polyndmes
en une variable & coefficients dans C dont le terme constant est dans Q. La preuve
de Berger repose sur un résultat de Kedlaya et j’y crois. En fait, me semble-t-il, non
seulement B. est de Bézout, mais il est principal! C’est un exercice(®) une fois que 1’on
sait qu’il est de Bézout.

1.2. Anneaux de Fontaine. — Avant de continuer, rappelons la définition de I'anneau
B. et des anneaux A;.¢, Beris, Bar de Fontaine.
Soient k& un corps parfait de caractéristique p, Ko = W(k)[ll)] le corps de

caractéristique 0, complet, non ramifié, de corps résiduel k, K une extension finie

totalement ramifiée de Ky, K une cloture algébrique de K, G = Gal(K/K) et C le

complété de K, ce qui fait de C' un corps algébriquement clos, complet pour vp, dont

le corps résiduel k¢ est une cloture algébrique de k. (Si k = Fp, on a Ky = Q, et

C = C,; on ne perd pas grand-chose & supposer que l'on est dans cette situation.)
Soit(™

C" = {z = (@")pen, 2™ e C, (V)P =2 vn e N}.
On munit C” des lois + et - définies par :

(#) + ") = (™), avee s = Tim (a4 y ),

(a:(”)) . (y(")) = (:n(")y("))

Siz = (a:(")) e C", soit zf = 2O et si z € C, on note 2° n’importe quel élément
de C® tel que (2")f = z (et donc z” n’est bien déterminé qu’a eZ» prés, ot ¢ =
(1,¢p,...) et ¢, est une racine primitive p-iéme de l'unité; cela est source de bien
des complications). Alors C” est un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation ves (x) = vy, (2*), de corps résiduel ke» = kc.

Soit Aijnr = W(O¢»), Vanneau des vecteurs de Witt a coeflicients dans Ops. Si
z € Og», notons [z] son représentant de Teichmiiller. Tout élément de Aj,s peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme ) kEN pF[zg], ot les z sont des éléments
arbitraires de Og» . Par fonctorialité des vecteurs de Witt, Aj,s est muni d’un frobenius
¢ donné par o(3, cn PF[@k]) = D pen PF[2h), et d’une action de Gk commutant & ¢.

On définit 6 : Ay — Oc par

00> prlail) = > phaf.

keEN keN

(6) Effectivement ! Cf. note 8.

(") La construction C — C® est une vieille construction de Fontaine [25], et s’applique & n’importe
quelle algébre munie d’une topologie plus faible que celle définie par la valuation p-adique. Les
notations sont celles de Scholze [51] qui a globalisé cette construction en introduisant les espaces
perfectoides; dans la terminologie de Scholze, cette opération s’appelle le basculement (tilting), et
C" est le basculé de C en caractéristique p.
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Alors 6 : Ajr — Oc est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est engendré

par (p — [p’]) (23, prop. 2.4]).
Soit BI; = lim(Ainf[%]/(p— [p°])%). C’est un anneau de valuation discréte, de corps
(=[p'D"

résiduel C, contenant le complété A de Ainf[T, k € N] pour la topologie

p-adique. L’action de Gk s’étend & tous ces anneaux et, si on pose

¢ = logle] = - 3 0"
k>1

alors t € Acys est une uniformisante de By, et o(t) = x(o)t, ott x : Gx — Zj est le
caractére cyclotomique, ce qui fait de ¢t un analogue p-adique de 2i.

Le frobenius ¢ s’étend par continuité a A.s, et ¢(t) = pt. L’action de ¢ s’étend
donc au sous-anneau B;is = Acris[%] de Bgr = B:{R[%], et on note B, le sous-anneau
B?~'. L’inclusion de B, dans Bqg induit alors la suite ezacte fondamentale [25] :

0— Qp — Be — BdR/B:i'—R — 0.

Comme Bgg est muni de la filtration par les puissances de ¢ (i.e. Fil' Bgr = tin+R),
ceci munit B, d’une filtration® et I'algébre graduée associée est Q, ® $C[1].

1.3. Questions sur B.. — Le message de Fontaine a été suivi, le lendemain, d’un
message intitulé « Devoirs de vacances » avec les mémes destinataires.

Fontaine — Colmez, Fargues, Wintenberger dimanche 19/07,/2009

Cet anneau B, est trop rigolo. Comme il est principal et By = Qj, les idéaux non
nuls de B, correspondent bijectivement aux Q,-droites de B (prendre ’idéal engendré
par un élément non nul de la droite). On a une fonction degré sur B (le degré d’un
élément non nul b est le plus petit entier m > 0 tel que b est dans Fil"™Bgr) donc
aussi sur les idéaux. Si I est un idéal de degré m, le Qp-espace vectoriel sous-jacent
a une structure d’espace de Banach-Colmez de dimension m et de hauteur 0, mais ce
n’est pas clair qu’il est « constructible », ni que la multiplication est analytique (il me
semble que si quand méme).

Les idéaux de degré 1 sont tous maximaux.

Question 1 : Soit  un idéal de degré 1 de B.. Le corps F = B./I est-il isomorphe & C'?
C’est assez concret : si je choisis un générateur ¢ de Z,(1) et un générateur by de I,
je peux écrire by = b/t avec b dans(® U et j’ai une suite exacte de Q,-espaces vectoriels
0—-Qp —>U— F — 0 (ou 1 s’envoie sur b et u sur 'image c(u) de u/t).
La multiplication s’obtient ainsi : si w et v sont dans U, il existe toujours un z
dans U tel que 0(u)f(v) = 6(b)0(x). Alors (uv — bz)/t appartient & U et c(u)c(v) =
c((uv — bx)/t).

Si vous y voyez quelque chose, je veux voir aussi!

(8)  Et d’une fonction degré : si z € Be, le degré degz de = est le plus petit entier d tel que
T € t’dBIR. On a degzy = degx + degy, et x est inversible dans B, si et seulement si degxz = 0.
Maintenant, si on sait que B, est de Bézout, I’existence de cette fonction degré implique que B, est
principal : si I est un idéal, et si a est un élément de I, de degré minimal, alors a est un générateur
de l’idéal principal (a,b) pour tout b € I, et donc a est un générateur de I.

®U= (Bj;is)cp:p’ ou BY, = Acris[%]‘

cris
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Question 2 : L’anneau B, ressemble beaucoup & un anneau de polynémes & coefficients
dans le corps algébriquement clos C. Est-ce que les éléments irréductibles sont tous
de degré 17 Par exemple, un élément de degré 2 peut-il s’écrire comme un produit de
deux éléments de degré 17

C’est difficile d’y croire, mais c’est encore plus difficile de ne pas y croire!

Question 3 : Si la réponse aux questions 1 et 2 est « oui », montrer que, pour tout
idéal non nul I de B, le quotient B./I est un anneau de Banach-Colmez (i.e. la
multiplication est analytique) effectif et est isomorphe 419 B,,,; X By, X - -+ X Bm,,
pour mi,ma,...,mq des entiers convenables (bien sir, en tant qu’algébre abstraite,
B, est isomorphe & C[t]/(t™), mais pas en tant que Banach-Colmez).

Le simple fait d’avoir écrit ce que je viens me convainc que la réponse a ces questions
doit étre « oui » et que la preuve ne doit pas étre si dure. Soit cela sort tout seul de
I’étude du gros corps gauche(!1) de Pierre, soit cela résulte de ce qu’il ne devrait pas y
avoir d’autre corps de Banach-Colmez que Q, et C. Cependant, il semble peu probable
que lisomorphisme de C sur B./I soit canonique!

Nous avons probablement discuté de ces questions avec Fontaine début aott, lors
d’une conférence & Loen (Norvége), mais je n’ai pas souvenir que nous ayons fait quel
que progrés que ce soit(1?), et j’ai dii écrire & Fontaine, un peu plus tard, que j’avais
une preuve « simple », sans utiliser le théoréme de Kedlaya, de la principalité de B,
ce qui m’a valu la réponse suivante.

Fontaine — Colmez samedi 25/08/2009

Je me suis effectivement convaincu que je savais prouver que B, est principal sans
me servir de Kedlaya, mais outre I’argument de degré que je t’ai vendu, je me sers du
lemme fondamental(*3) (en dimension 2 semble suffire). Je ne vois pas bien comment tu
pourrais éviter un argument de ce genre (j’ai une application Qp-linéaire « analytique »
de C, dans C,/V (ou V est de dimension 2 sur Q,) et je veux montrer que le noyau
n’est pas nul). Le fait que B, est principal est un résultat profond. Il me semble (il
me reste des détails & vérifier et mon cerveau déconne) que l'on en déduit avec un
argument Harder-Narasimhan que faiblement admissible implique admissible, ce qui
est la plus jolie preuve que je connais... si ¢a marche. Et pourquoi pas aussi de Rham
implique pst (je n’y ai pas encore réfléchi). En plus cela devrait expliquer la différence
entre faiblement admissible et admissible dans le cas ou la valuation n’est pas discréte.
Il faut jouer avec des objets que j’avais essayé de vendre a Plit et qui est une variante
sans action de Galois des « B-paires » de Berger. Du coup cela devrait trés bien a la
fois expliquer les trucs de Berger et se mélanger avec ce dont on discutait ces derniers

(0 B, = BI; /t™.

(11) 11 ’agit du corps C du n°2.2.1.

(12) Disons tout de suite que la réponse & la premiére est « non » (cf. [39], et aussi [44, th.2] qui
implique le résultat), la réponse a la seconde est « oui » et la réponse a la troisiéme est « non » a
cause du « non » a la question 1, mais devient « oui » si on modifie la question en tenant compte de
ce probléme (cf. rem. 3.14 (i) pour la question 2, et rem. 3.14 (iii) pour la question 3).

(13) Cf. rem 2.7. Ma preuve « simple » utilisait les mémes arguments si j’en crois mes notes d’un
exposé « Vector bundles on a strange curve » sur les travaux de Fargues et Fontaine que j’ai donné
au Tata Institute en juillet 2010, mais elle comporte un trou (cf. n°2.3.3), et peut-étre n’avions nous
de preuve ni ’un ni 'autre & ce moment-la.
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temps. Je suis un peu tenté de raconter une partie de cela dans mon cours a Trieste la
semaine prochaine mais c’est sans doute un peu prématuré |[...]

1.4. La courbe. — Le second acte se passe a Trieste, lors d’une école d’été organisée
par PICTP du 31 aoit au 18 septembre 2009 : deux semaines de cours suivies par
une semaine de conférences. A coté de la résidence ot nous étions logés se trouvait un
petit restaurant avec une terrasse trés agréable, des petits calamars délicieux, du vin
local fort sympathique, et la grappa du patron. Nous avons passé de longues soirées
sur cette terrasse a discuter de mathématiques.

Je suis arrivé le dimanche 6 septembre tard dans la soirée ; Fontaine était 1a depuis le
début car il avait fait un cours la premiére semaine, et Fargues était arrivé le samedi.
Le lundi matin, je les croise I'un aprés 'autre, trés excités : ils avaient découvert
LA COURBE dans la nuit de samedi & dimanche, aprés un diner au petit('4) restaurant :
manifestement, la conversation avait porté sur la catégorie des B-paires, en particulier
sur le fait qu’elle ressemblait fort & une catégorie de fibrés sur une courbe projective du
fait de I'existence de filtrations de Harder-Narasimhan. Si on commence & réfléchir en
ces termes, il y a une courbe affine « naturelle » qui vient & I’esprit(*>), & savoir Spec B,
vu qu'une B-paire fait intervenir un B.-module libre et que B, est de dimension 1
puisque c’est un anneau principal, mais une courbe projective ? Mystére, mais :

Fargues — Colmez, Fontaine dimanche 06/09,/2009, 02:26

Suite & une conversation hier soir a Trieste avec Jean-Marc je me suis mis & penser &
la catégorie introduite par Jean-Marc et je suis tombé sur la chose suivante (cf. fichier
attachement). Je n’ose pas penser qu’une telle monstruosité existe (ceci dit on aurait
pu dire de méme pour le fait que B, soit principal).

Voici le contenu du fichier envoyé par Fargues :

(14) 11 est possible que la courbe n’aurait jamais vu le jour sans ce petit restaurant : aprés tout,
on obtient déja une jolie théorie en utilisant seulement les propriétés de Be ; c’était d’ailleurs 1’idée

initiale de Fontaine (le programme esquissé ci-dessous était trés optimiste!).
Fontaine — Colmez vendredi 28,/08/2009

Concernant cette histoire de B, principal = (faibl. adm. = adm.), je n’ai plus aucun doute,
tout est d’une simplicité biblique et Berger n’en n’est pas passé loin puisqu’apreés avoir introduit
les « B-paires » avec une définition des morphismes qui I’empéche de travailler avec, il fabrique
un théoréme de comparaison avec les (¢, I')-modules et déduit de Kedlaya que (faibl. adm.
= adm.), alors que c’est complétement immédiat. En fait, il me semble qu’on doit pouvoir
retrouver Kedlaya comme cela, probablement aussi, avec une variante de ce jeu les trucs de
Kisin sur les modules a la Breuil (tout comme ceux de Berger avec les modules de Wach),
refaire plus simplement les Banach-Colmez, comprendre pourquoi (faibl. adm. = adm.) est
faux quand la valuation n’est plus discréte, etc, etc... et retrouver aussi bien siir une nouvelle
preuve de deRham = pst.

(15) Personnellement, 7 ans plus tard, je suis encore stupéfait que Ion puisse penser & considérer

le spectre d’un anneau comme B, ou A;,; : ces anneaux n’ont vraiment pas l’air d’avoir un lien
raisonnable avec la géométrie.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



6 PREFACE

La courbe étrange (et les fibrés sur celle-ci)

Soient k un corps et X une courbe projective lisse sur k géométriquement connexe.
On fixe un point z € X. Soit U = X \ {z}, un ouvert affine de X. Je pose A =
Ox,z, B =T(U,Cv) et K = k(X), le corps des fonctions rationnelles sur X. On a le
dictionnaire suivant :

k+— Qp, A<—>BIR, B +— B., K +— Bgr.

En effet, A est un anneau de valuation discréte comme BIR . De plus B est un anneau
de Dedekind comme B, (si on veut, on peut prendre X = P! pour avoir B principal
comme B.). Il y a de plus des plongements canoniques

A— K «— B.

On a la propriété
ANB=I(X,0x) =k,
analogue de
Bir NBe = Q.
On a de plus
B* =T(U,0v)* =k~

car si f € T'(U,0p)*, alors div(f) = m[z] pour un entier m € Z, mais deg(div(f)) =
0=m =0, et donc f € I'(X,0k)* = k* . Cela est bien stir 'analogue de 1’égalité
B =Q; .

Soient I(A), resp. I(B), le groupe des idéaux fractionnaires de A, resp. B, par
exemple I(B) consiste en les couples (€, s) formés d’un fibré en droites & sur U et
d’une section rationelle s de & au point générique de U. Il y a alors deux fonctions
additives degré sur I(A) et I(B) données par les valuations.

La catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets (M, o7, ¢)
ou :

— M est un A-module libre de rang fini i.e. un germe de fibrés au voisinage de z,

— of est un fibré vectoriel sur U ou encore un B-module projectif de type fini
N =T(U,),

-t M®a K>, =N®esK,
et de plus la filtration de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur X est obtenue
grace aux fonctions degrés sur I(A) et I(B).

La on pourrait se dire que la catégorie de Harder-Narasimhan introduite
par Jean-Marc est donc l’analogue de la catégorie des fibrés sur une courbe
« X = Spec(B}R) Hspec(n,g) Spec(Be) » mais c’est un peu différent car Frac(B.) et
Frac(Blg) sont différents.

Qu’a cela ne tienne : on a le résultat élémentaire suivant (di & Beauville-Laszlo
et qui est & la base de I'uniformisation du champ des fibrés sur une courbe par les
Grassmaniennes affines) qui est un exercice de descente fpqc. Le résultat est que 'on
peut remplacer Ox , par BX,E. Plus précisément, la catégorie des fibrés vectoriels sur
X est équivalente a la catégorie des triplets (M, N, ) ou :

— M est un A-module libre de rang fini,

— N est un B-module projectif de type fini,

—t:M®;z Frac(;l\) >~ NQ®s Frac(;l\),
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ou je ferais remarquer que si z est un point k-rationnel alors Ex,x = k[[t]] qui ressemble
beaucoup plus & BjR que Ox . qui n’était pas complet... (d’ailleurs ce n’est pas pour
rien que j’ai noté ¢ I'uniformisante en z).

Voici donc la question finale : peut-on constuire un schéma régulier X de dimension 1
sur Spec(Qp) (il ne sera bien str pas de type fini), muni d’un point C-rationnel z €
X (C) (point donné par l’application 6, qui ne sera pas un point Qp-rationnel), d’un
isomorphisme IO\X@ =~ B}; et d’un isomorphisme I'(X \ {z},0x) = B, ? Si c’est le cas
on peut définir des filtrations de Harder-Narasimhan sur les fibrés vectoriels sur X
et on obtient une équivalence de catégories de Harder-Narasimhan avec la catégorie
construite par Jean-Marc.

En tous cas si la courbe étrange X n’existe pas, la catégorie des fibrés vectoriels
sur celle-ci existe bien! Si la courbe étrange X existe le mot étrange est faible pour
la décrire, il faudrait un terme encore plus fort qu’étrange, je n’ose pas imaginer une
telle monstruosité...

Au moment méme ou Fargues écrivait son message, Fontaine réalisait que 1'on
pouvait parfaitement donner un sens a Spec(Bly) Hspec(Bay) Spec(Be), et donc
obtenir une courbe compléte de cette maniére : si on pose X, = Spec(B.) et
X = X, U {oo} avec la topologie évidente, il suffit de définir le faisceau Ox par :

T(U,0x.) siU C Xe,

I'U,0x) =
(U:0x) {(beT(UNX,), degh >0} siooeU.

Il s’est ensuite rendu compte que ’on pouvait méme obtenir X comme une courbe
projective : pour construire une courbe projective, il faut une algébre graduée, et
comme B, = B}, [1]9=! et p(t) = pt, il y a une algébre graduée naturelle P a

t
considérer, & savoir,

P= D@L

neN
Poser

X =Proj P

définit une « variété projective » d’un genre un peu bizarre puisque son corps des
constantes est Q, et que le corps résiduel en ¢t = 0 est C, et donc n’est pas de degré
fini sur Q,. L’ouvert affine ¢ # 0 n’est autre que Spec B, et donc X est une courbe
puisque B, est principal.

Quand je suis arrivé, on disposait donc de la courbe et d’une description de ses
fibrés. Les soirées suivantes ont été largement consacrées a la courbe et aux propriétés
de B., en particulier aux questions posées par Fontaine dans son courriel « Devoirs
de vacances ».

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



8 PREFACE

Colmez — Niziot Mardi 08/09/2009

[...] Fontaine est surexcité au sujet de Be, et n’arréte pas de trouver de nouveaux
résultats que Fargues s’empresse de traduire en termes de fibrés vectoriels sur P* (on
aboutit & des objets franchement étranges en regardant Spec B.). [...]

Une piste que nous avons contemplée pour répondre & ces questions consistait a faire
agir le groupe des automorphismes de C”. Si ce groupe avait eu la bonne idée d’opérer
transitivement sur I’idéal maximal mg» de Og», alors il aurait opéré transitivement
sur les éléments de (B, )?=P car un tel élément est de la forme log[l + z], avec
x € mey, et la réponse & la question 1 aurait été « oui ». Notons que, si C" avait
le bon gotit d’étre maximalement complet, alors Aut(Cb) opérerait transitivement
sur m¢g». Malheureusement, C® n’est pas maximalement complet... Cela suggére qu’il
peut étre profitable de remplacer C' par une cléture maximalement compléte (Cb est
alors aussi maximalement complet), car alors ’action de Aut(Cb) sur les points de X
induit une bijection |X| 2 Aut(C?)/(Aut(C) x ¢?%).

2. Représentations de G et objets dérivés

Avant de passer aux travaux de Fargues et Fontaine, je vais essayer de décrire les
objets qui sont apparus dans les courriels du chapitre précédent, et la maniére dont
ils sont utilisés pour prouver les conjectures « fa = a » et « dR = pst » de Fontaine.
Disons tout de suite que les preuves de « fa = a » sont relativement directes, alors
que celles de « dR = pst » comportent trois étapes, dont deux utilisent des apports
extérieurs :

e I’étape 1 consiste a faire le chemin inverse de ce que ’on fait pour « fa = a ».

e [’étape 2 traite les objets « isoclines », et utilise un résultat extérieur : le théoréme
de Sen [53] ou celui de Tsuzuki [55] rappelés ci-dessous (th. 2.4 et 2.44, la théorie des
(¢,T')-modules permet de passer de I'un a l'autre [3, §5.6]).

e [’étape 3 est une récurrence et demande un résultat plus ou moins facile selon le
contexte, disant qu’un objet de Rham, extension d’objets semi-stables, est semi-stable
(i-e. H; = HY).

2.1. Les conjectures

2.1.1. Les anneauz B;ﬁg et Bl‘gg. — L’énoncé originel des conjectures « fa = a » et

« dR = pst » fait intervenir 'anneau By = Bys[ul], avec u = log[pb]. Mais tous
les objets jouant un réle vivent dans des sous-espaces de dimension finie, stables

par ¢. On peut donc remplacer B, et By par les anneaux B [L] et B [%], ol

riglt log
B, = Nnen @"(Acris[%]) et Bl'gg = B/, [u] : ces anneaux sont plus proches de ceux

iz — (BT [1])¢=1
utilisés dans les preuves, et on a encore B, = (B/[,[3])¥7".

On étend les actions de ¢ et Gk sur ﬁxg[%] a Efgg
opérateur N « de monodromie », en posant

[1], et on munit Elog[%] d’un

o(u) =pu, o(u) =u+logla(p’)/p’], N = -4
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Alors Ny = ppN, et G commute & @ et N.

+

On fabrique un morphisme Gg-équivariant de B [%] dans Bgr, prolongeant

log
Pinclusion B [4] C Beris C Bag, en envoyant u sur log([’;#) (la série définissant
b b
log(%) converge car 9(%) = 1). Ce morphisme induit une injection K ®x,
B;f [}] = Buar; (cf. [25, th.4.2.4]).

2.1.2. Faiblement admissible implique admissible. — Un (@, N)-module filtré sur K
est la donnée de :

e un (¢, N)-module D sur Ky, i.e. un Ky-espace vectoriel D de dimension finie,
muni d’une action semi-linéaire bijective d’un frobenius ¢ et d’un opérateur N
vérifiant Ny = ppN,

e une structure de K -module filtré sur D = K ® D, i.e. une filtration décroissante
sur Dk par des sous-K-espaces vectoriels D%, pour i € Z, avec D% = Dy sii < 0
et Dy =0sii> 0.

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, le rang rg(D) de D est la dimension de D
sur Kg. Si D est de rang 1, on définit le degré deg(D) de D par la formule

deg(D) = tn(D) —tu(D),

ou ty(D) et tg(D) sont définis en choisissant une base e de D sur Kj :
o il existe A € K} tel que p(e) = Xe, et on pose tx (D) = v,(A);
e il existe i € Z, unique, tel que e € D} — D?l, et on pose tg(D) = i.
Si D est de rang r > 2, alors det D = A" D est de rang 1, et on définit le degré
de D par

deg(D) = deg(det D) = tn(D) — tu (D),

tn(D) = ty(det(D)), tg(D)=tg(detD) =Y idimg Dy /D"
i€Z

Munie des fonctions rang et degré, la catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur K est une
®-catégorie de Harder-Narasimhan. Si on définit la pente u(D) d’un (¢, N)-module
filtré non nul D par la formule u(D) = drzg((DD)) € R, cela a pour conséquence
Iexistence, sur tout D, d’une filtration canonique 0 = Dy C D; C --- C D, = D
(la filtration de Harder-Narasimhan), strictement croissante, telle que D;/D;_1 soit
semi-stable pour tout 2 = 1,...,r (ce qui signifie que u(D’) < u(D;/D;_1) pour tout
sous-objet strict D’ de D;/D;_1) et telle que la suite des pentes u(D;/D;_1) soit
strictement décroissante.

Un (¢, N)-module filtré sur K est dit faiblement admissible s’il est semi-stable de
pente 0 (c’est une reformulation [16] de la notion originelle [22]).

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, on définit une représentation Vg (D) de G

par :
V(D) = Ker[(B}f,[}] ®x, D)N=0¢=1 _ (B4r ®k Dx)/Fil’],

et on dit que D est admissible si dimq, V(D) = rg(D).
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Conjecture 2.1 («fa = a»,[26, conj. 5.4.4]). — Si D est un (¢, N)-module filtré sur K,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est faiblement admissible.

(ii) D est admissible.

2.1.3. De Rham implique potentiellement semi-stable. — Si V est une représentation

de Gk, on associe & V les invariants :

Dy (V) = (B, [H @ V)9, Dpu(V) = lim (B, [+ ® V)9, Dar(V) = (Bar ® V).
[L:K]<o0

o D (V) est un (¢, N)-module sur Ky, de dimension < dim V', et on dit que V est
semi-stable (ou log-cristalline) s'il y a égalité.

o D (V) est un (g, N)-module sur K3, muni d’une action lisse de Gx (Uinertie
agit & travers un quotient fini), de dimension < dimV, et on dit que V est
potentiellement semi-stable (ou potentiellement log-cristalline) 8’1l y a égalité.

e D4r(V) est un K-module filtré, de dimension < dimV, et on dit que V
est de de Rham s’il y a égalité. Si V est de de Rham et si ¢ est un entier, alors
dimg (D (V)/Dig" (V) est la multiplicité de i comme poids (de Hodge-Tate) de V
et on dit que ¢ est un poids de V si cette multiplicité est non nulle.

On a de plus des injections naturelles

> G
K ®KO Dst(V) C (K ®K5‘r Dpst(V)) x C DdR(V)

dont on tire les implications

semi-stable = potentiellement semi-stable = de Rham

Conjecture 2.2 («dR = pst»,[26,1n° 6.2.2]). — Si V est une représentation de Gk, les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V est de de Rham.

(if) V' est potentiellement semi-stable.

Remarque 2.3. — Si V est semi-stable, le (¢, N)-module D (V') est filtré sur K grace
a lisomorphisme K @k, Dg(V) = Dgr(V), et le (¢, N)-module filtré ainsi obtenu
est admissible. De plus, V' est naturellement isomorphe a Vg (Dg:(V)).

Si D est un (@, N)-module filtré admissible, alors V(D) est semi-stable et D est
naturellement isomorphe & Dy (Vg (V).

Les conjectures « fa = a» et « dR = pst » fournissent donc une description
compléte de la catégorie des représentations de de Rham, en termes d’objets provenant
de ’algébre semi-linéaire.

Un des premiers résultats relatifs & cette conjecture est la traduction suivante d’un
théoréme de Sen [53] :

Théoreme 2.4. — Si V est une représentation de G, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) V est de de Rham, & poids de Hodge-Tate tous nuls (i.e. BI @V = (Bl )4™ V).
(ii) L’inertie agit a travers un quotient fini.
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Elles impliquent V' potentiellement non ramifiée (et potentiellement semi-stable).

2.2. Le lemme fondamental

2.2.1. Le corps C. — Soient Oc{T} le complété p-adique de la cloture intégrale de
OcAT} = {3 ,50anT", an € Oc, an — 0} dans une cloture algébrique de son corps

des fractions, et C{T} = OC{T}[%]. On munit C{T} de la norme spectrale, ce qui

—~—

en fait une algébre de Banach. L’espace Spm(C{T'}) est un revétement profini de la

boule unité fermée B = Spm(@c{T}[%]), et on voit les éléments de C{T'} comme des
fonctions multivaluées sur B.
On fixe 0 € Spm(C{T}) au-dessus de 0. On appelle correspondance analytique

additive de rang fini, un élément f de C{T'} tel que :

e f(0) =0 (et donc 0 € {f(0)})

o {flz+y)}—{f(@)} = {f(y)} est®® inclus dans un Z,-module de rang fini ne
dépendant pas de x et y.

Le graphe I‘?c de f, ensemble des (z,y) € B x A (ou A est la droite affine) avec y €
{f(x)}, est alors un sous-Z,-module de A?, ce qui permet de Q,-linéariser la situation
et de définir une correspondance Qp-linéaire sur A, encore notée f, dont le graphe
T'; est le sous-Q,-espace vectoriel de A? engendré par I‘?. On appelle correspondance
analytique Qp-linéaire de rang fini une correspondance sur A obtenue de cette maniére,
et on note C I’ensemble de ces correspondances. On voit f € C comme une fonction
multivaluée sur A, et on définit le rang de f comme la dimension du Q,-espace
vectoriel :

Up ={f(0)}.
Les correspondances de rang 0 sont les f., avec f. = c¢T', pour c € C.

On alors les résultats suivants ([10, chap. 6], en particulier les §§6.5, 6.6, 6.7, et
[10, chap. 10], en particulier le th. 10.5).

Théoréme 2.5. — Si f € C{0}, alors f est surjective'™ et
Vi={zeA, 0e{f(x)}}
est un Qu-espace vectoriel de dimension le rang de f.
Si f,gel,ilexiste f+geCetf-gecC, uniques, telles que, pour tout = € A,
{(f+9)(@)} c{f(@)}+{g(=)} et {(f-g(x))}C f({g(x)})

Théoréme 2.6. — (i) Muni des lois + et - ci-dessus, C est un corps de centre Q.
(ii) ¢ — f. identifie C & un sous-corps commutatif mazimal de C.
(i) Si g est linverse de f, alors T'y est le transposé de T'y (ie., Ty =
{(y,2), (z,y) €T¢}), et f et g ont méme rang.

(16) Si X, Y C C, on note X + Y D’ensemble des z +y, avecz € X et y € Y.
(17) Qi y € A, il existe z € A tel que y € {f(x)}.
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Remarque 2.7. — On a une surjection 6 : (]A?;Ifqg(c/'t{\T/}))“’:p — C/’t{\T/} Si ¢ € C, alors

¢T a un unique relévement ¢I' dans (E;ﬁg(C/’fﬂ))“":p tel que T (0) = 0; on choisit
aussi un relévement ¢ de c.
Soit Tr : C ®q, C' — C définie par Tr(a ® §) = af. Si A = Y, a; ® B; vérifie

Tr(A) =0, alors >, BiaT € (E:Eg(C/’{\jﬂ/}))“’:pZ, est divisible par ¢, et :
fa=0(t""Y " BiaiT) €C.

Le « lemme fondamental » auquel il est fait allusion dans les courriels de Fontaine est
le th. 2.5 appliqué & un élément de C de la forme f4. (En fait (th. 2.8), tout élément
de C est de cette forme, a addition prés de f. avec c € C.)

Théoréme 2.8. — Tout élément f de C s’écrit sous la forme f = f.+ fa, et si on
définit 5(f) € C ®q, C par 6(f) = A, alors 5(f) ne dépend pas de lécriture de f, et

on a la suite exacte

0-C— C—2=Crq, C—=C —0.

2.2.2. Représentations voisines. — Soit V; une représentation de dimension finie de
Gk ; soit My = Bz ® Vi, et soit My un sous BJ;-module de Bqr ® V4, stable
par Gk, tel que (M7 + Ms)/M; et (M; + Ms)/Ms; soient des C-espaces vectoriels de
dimension 1. Sieq, ..., eq est une base de V; sur Q,, il existe donc (a1, ...,aq) € C%et
(B1s-- -, B4) € Ctels que (M1+My) /My = Ct~ ayer+- - +ageq), et (MiNMy)/tM;
est le sous espace de C ® Vi des x1ey + - -+ + xzgeq d’équation Bix1 + -+ + Bgxqg = 0
(en particulier 11 + -+ - + Bgaq = 0).

Soit X = (B. ® V1) N (M; + Ms), et soit u; : X — (My + Ms)/M; Papplication
naturelle. On déduit de la suite exacte fondamentale que ’on a une suite exacte

0—-V; — X — (My+ M,)/M; — 0,

et des th. 2.5 et 2.8, que :

Proposition 2.9. — (i) Si f1 @ a1 + -+ Ba ® ag # 0 dans C ®q, C, alors uy est
surjective et Keruy est une représentation Vo de Gk, de dimension d.

(i) Si fr® a1+ -+ Ba ® ag = 0, alors dimq,(Imuz) < d et Keruy est de
dimension infinie sur Q.
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Remarque 2.10. — Supposons que l'on est dans le cas (i), ce qui est automatique*®
si V7 est irréductible.
(i) On a des isomorphismes

B.®Vo=B.®Vi, Bir®Vo=Baqr®Vi, BLR®V,=M,, sii=12.

On en déduit en particulier que « V5 de Rham » < « Vi de Rham ».

(i) Si Vi = Vg (D,Fily), alors M; = Fil)(Bar ®x Dx) si i = 1,2, ou Fily est
une filtration sur Dg voisine(*® de Fil;. On en déduit que, si Fil; et Fil, sont deux
filtrations voisines de Dk, alors « (D, Fil;) admissible » < « (D, Fily) admissible ».

2.2.3. Un critére d’égalité de sous-catégories. — Les démonstrations des conjectures
«fa = a» et « dR = pst » reposant sur le lemme fondamental [13, 29] utilisent, de
maniére implicite, le critére suivant d’égalité de sous-catégories.

On se donne une catégorie &/ dans laquelle les notions de dimension et suite exacte
ont un sens, que l'on suppose munie d’une relation de voisinage (symétrique). On
suppose que ’on dispose de sous-catégories &/’ D & " de & vérifiant :

(0) Les objets de &/ (et donc aussi ceux de & ") sont de dimension finie.

(1) Si T € I est de dimension 1, alors « T € ' =T € J" ».

(2) Si T} et Ty sont voisins dans &/, alors :

a) si Ty et T, sont de dimension finie, alors Ty € " & Ty € I,
b) T; irréductible dans &' = To € & .

(3)Si0— Ty — T — Ty — 0 est exacte dans &/, et si T1,To, € ", alors T € .

(4) Si T € g, il existe une chaine T = Ty, T4, ..., T, d’éléments de & telle que
T; 1 soit voisin de T; pour tout i, et T, € & .

Alors " =Y.

(La preuve se fait par récurrence sur la dimension, et ne pose pas de probléme.)

2.2.4. La conjecture « fa = a ». — On peut appliquer le critére ci-dessus en prenant
pour & la catégorie des (¢, N)-modules filtrés avec la relation de voisinage sur les
filtrations, et pour &’ et & " les sous-catégories des objets faiblement admissibles et
admissibles. Tous les énoncés sont relativement élémentaires [13] & part le (2a) qui
résulte du (ii) de la rem. 2.10 et le (4) sur lexistence d’une chaine aboutissant & une
filtration admissible. Mais la relation de voisinage permet d’augmenter de 1 un des

(18) La C-droite engendrée par oo = aje1 + - - - + ageq est stable par G . Soit W C Vi minimal, tel
que a € C® W. Si W est de dimension r, et si fi,..., fq est une base de V telle que f1,..., fr soit
une base de W sur Qp, ona a = o f1+---+al fr, ot &},. .., a) sont linéairement indépendants sur
Qp, par minimalité de W. Si o(f;) = 32, a;,if;, avec aj,; € Qp, on a o(a) = 32, (32, a5,i0()) fj,
et comme la C-droite engendrée par a est stable par Gk, cela implique ZZ ajyia; =0sij>r+1,
et donc aj; = 0si j > r+ 1, puisque les o sont linéairement indépendants sur Qp. Autrement dit,
W est stable par Gk, et si V1 est irréductible, cela implique que r = d et donc que ai,...,aq sont
linéairement indépendants sur Qp. Il en résulte que 51 @ a1 + -+ + B4 @ ag # 0.

(19) Cela signifie que Yiez dimg (Filj + Fil})/(Filj N Fil}) = 2. L’application qui & une filtration
Filo sur Dy associe My = Filg(BdR ®Kk Dg) induit une bijection de I’ensemble des filtrations de
Dy voisines de Filj sur celui des BKR—résaux M de Bgr ® V1 = B4r ®x Dk, stables par Gk, tels
que (M1 + M2)/M;i et (M1 + M3)/Ma soient des C-espaces de dimension 1.
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poids de la filtration et de diminuer de 1 un autre, ce qui permet, en un nombre fini
d’étapes, d’arriver & une filtration dont tous les poids sont de la forme k ou k + 1,
avec k € Z, et on peut de plus s’arranger pour que la filtration soit définie sur Ky
auquel cas les résultats de [30] impliquent que cette filtration est admissible.

2.2.5. La conjecture « dR = pst ». — On peut aussi essayer d’appliquer le critére en
prenant pour ¢/ la catégorie des Q,-espaces de Banach munis d’une action continue
de Gk, avec la relation de voisinage : « X; voisin de X5 » s’il existe une représentation
de dimension finie V de Gk et des Bj-réseaux M;, M, de Byr ® V, avec
(M + M3)/M; de dimension 1 sur C, si i = 1,2, tels que X; = (B, ® V)N M;. On
prend alors pour &' et & les sous-catégories des représentations de de Rham et
potentiellement semi-stables respectivement.

(1) est alors immédiat, (2a) suit du (i) de la rem. 2.10, (2b) du (i) de la prop. 2.9,
(3) est un résultat du type Hy = H) pour lequel on peut référer a [35] ou [46,
prop. 1.24] si kx est fini, et & [2, th. VI.2] dans le cas général. Le probléme principal
est de construire une chaine reliant une représentation de de Rham quelconque a
une représentation potentiellement semi-stable. Comme le seul résultat général dont
on dispose est le th. 2.4 dont une conséquence est qu’une représentation dont tous
les poids de Hodge-Tate sont égaux est potentiellement semi-stable, on cherche & se
ramener A ce cas, mais ce n’est pas possible si la somme des poids ¢y (V) n’est pas
divisible par dim V' puisque tg (V') ne change pas par voisinage.

Pour résoudre ce probléme [29], on utilise le fait que V est de Rham (resp.
potentiellement semi-stable) si et seulement si Q,» ® V l'est. Maintenant, si h est
multiple de d = dim V/, on peut tordre Q,« ® V par une puissance du caractére de
Lubin-Tate associé & (Q,q,p) pour obtenir une Q,«-représentation vérifiant ¢ty = 0.
Comme ce caractére de Lubin-Tate est cristallin, la torsion par ses puissances n’altére
pas les propriétés « de Rham » ou « potentiellement semi-stable ». On est donc amené
a remplacer & par la limite inductive des Q,» ® & (et pareil pour " et "), la
limite étant prises pour les fleches V' — Qx ®Q,n V si h | k. (On demande alors
que les réseaux de Bgr ® V utilisés pour la relation de voisinage soient stables par
l'action de Q,n.)

2.3. Les Espaces de Banach de Dimension finie. — La théorie des Espaces de Banach
de Dimension finie a été modelée sur celle des presque C-représentations exposée au
§ 2.4. Elle correspond en gros & faire de ’algébre linéaire sur le corps C du th. 2.6. La
démonstration de « fa = a» qui en résulte (cf. n°2.3.1) est celle que Fontaine avait
en vue quand il a développée la théorie des presque C-représentations, celle de « dR
= pst » (cf. n°2.4) a été inspirée par les travaux de Berger [3] et Kedlaya [36].

Une algébre sympathique A est une algébre de Banach p-adique munie de la norme
spectrale, telle que z — zP soit surjective sur {z, |z — 1| < 1} (une telle algébre est,
en particulier, perfectoide). Un Espace de Banach W est un foncteur A — W(A) de la
catégorie des algébres sympathiques dans celle des espaces de Banach p-adiques. Des
exemples triviaux sont :
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o les espaces V' de dimension finie sur Q,, (foncteur A — V, pour tout A),
e les espaces affines V¢, avec d € N (foncteur A — A4, pour tout A).

Un exemple moins trivial (et fondamental) est celui du Graphe Gy C V2 d’un
élément f de C : si A est une algébre sympathique, alors Gf(A) est 'ensemble des
(A1, A2) € A? tels que (s(A1), s(\2)) € T'y, pour tout s € Spm(A). Les deux projections
naturelles de V2 sur V! induisent des suites exactes [10, cor.7.9] :

0-Uf—>G;f -V -0, 0-V;—Gy— V-0,
ot Uy et V sont les Qp-espaces de dimension le rang de f apparaissant dans le th. 2.5.

Un Espace de Banach est de Dimension finie si « il est égal 4 V¢ & un Q,-espace
de dimension finie prés ». Plus formellement, on dit qu’une suite 0 — W; —» W —
Wy — 0 est exacte, si 0 — Wi(A) — W(A) — Wy(A) — 0 est exacte pour toute
algébre sympathique A, et on dit que W est de Dimension finie s’il existe d € N, des
espaces Vi, V2 de dimension finie sur Q,, et des suites exactes

0-Vi-Y—->V50, 0-Vo—>Y—>W—0,

de sorte que W est obtenu & partir de V¢ en « rajoutant Vi et quotientant par Vs ».
Une telle description s’appelle une présentation de W.

Remarque 2.11. — La définition ci-dessus est la définition originelle [10]. Un point
de vue plus naturel [27, 48, 49, 50, FF| (ou [18], dans un contexte proche) consiste &
isoler les objets effectifs (ceux de la forme 0 — V; — W — V@ — 0, sans passage
au quotient), qui peuvent se définir comme des variétés « analytiques » — réunion
de spectres d’algébres de Banach (non noethériennes) — munies d’une structure de
groupe analytique. On définit un objet général comme le quotient d’un effectif par un
Q,-espace de dimension finie. Le cadre naturel pour considérer de tels quotients est
celui des diamants [52, 21], et les Espaces de Banach de Dimension finie en fournissent
des exemples non triviaux [52, 43].

Théoréme 2.12. — (i) Si W est un Espace de Banach de Dimension finie,
DimW = (dim W, ht W), avec dimW = d et ht W = dimq, V1 — dimq, V2,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : Wy — Wy est un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension finie,
alors Ker f, Im f et Coker f sont des Espaces de Banach de Dimension finie, et :

DimW; = DimKer f + DimIm f et Dim Wy = Dim Coker f + Dim Im f.

(iii) S¢ dim W = 0, alors ht W > 0.
(iv) Si W est une extension successive de V', et si W' est un sous-Espace de
dimension finie de W, alors ht W > 0.

Remarque 2.13. — On a W = 0 si et seulement si W(C) = 0. Il en résulte, grace
a Dexistence de noyaux et conoyaux, que f : W; — Wy est un isomorphisme si
et seulement si fo : Wi(C) — W3(C) est un isomorphisme. Autrement dit, W est
déterminé par W(C), ce qui permet de penser & W comme étant ’espace de Banach
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W(C) auquel on a ajouté des structures « analytiques » supplémentaires. En général,
c’est espace W(C) qui nous intéresse, mais sans ces structures supplémentaires, il
serait impossible de parler de sa Dimension.

Remarque 2.14. — Le corps C peut se voir comme 1’anneau des endomorphismes de
la limite projective des V!/V, ou V décrit les sous-Q,-espaces vectoriels de dimension
finie de C' = V(C). Que C soit un corps est une traduction de ce que cet objet est un
objet simple (on a quotienté par tout ce qui était possible!).

2.3.1. La conjecture « fa = a ». — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K, de rang h.
Si r € N, on pose
XL(D) = (t"B}

e ®K, D)N=09=1 et XIp(D) = (t7"BJ; ®k Di)/Fil’.

Alors X5 (D) et XJi(D) sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
X5 (D) et X3r (D), et on a ([10, prop.11.1 et 11.7]) :

Dim X[, (D) = Z (r —r;, 1), o les r; sont les pentes de ¢, avec multiplicité,

ri<r

Dim X(jz (D) = (r dimg Dg — Z:l dimg Di, 0)

En particulier, si 7(D) est le plus petit entier r vérifiant D%“ =0etr; <r pour
tout r;, et si r > r(D), alors

Dim X[ (D) = (rh —tn(D),h) et DimXjg(D) = (rh —ty(D),0).

L’application naturelle X% (D) — XJg(D) (induite par 'inclusion ﬁltg — BXR)
s’étend en un morphisme X7, (D) — X7 (D) d’Espaces de Banach. Par ailleurs, si
r > r(D), alors V(D) est le noyau de X7 (D) — Xjz(D). On déduit alors du
th. 2.12, le résultat suivant.

Proposition 2.15. — Sity(D) =ty (D), sont équivalents :

(i) V& (D) est de dimension finie sur Q.

(if) X5 (D) — XIg(D) est surjective pour r = r(D).

(it") X5 (D) — Xigr(D) est surjective pour tout r > r(D).
De plus, ces énoncés impliquent :

(iii) D est faiblement admissible.

(iv) dimqg, V(D) = rg D.

Comme on sait que « D faiblement admissible » implique que V(D) est de
dimension finie sur Q,,, avec égalité si et seulement si D est admissible (en fait, on
montre que Vg (D) = Vi (D'), ou D’ est le plus grand sous-objet admissible de D,
cf. [13, prop. 4.5] ou [10, prop. 11.11]), cette proposition permet d’en déduire que « D
faiblement admissible » implique « D est admissible ».
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2.3.2. La conjecture « dR = pst ». — La théorie des Espaces de Banach de Dimension
finie peut étre utilisée pour démontrer le résultat ci-dessous (la preuve est trop
combinatoire — le probléme est qu’il n’y a pas moyen de prédire & ’avance quel h
va marcher — pour &tre résumée ici).

Théoreme 2.16 (12, prop. 0.3]). — Soit M un sous-BjR-réseau de (BIR)d et soit

M, ={z € (B},)?, ¢"(x) € M, ¥n € Z}.

rig

Alors ﬂgg est un ﬁjgg-module libre de rang d, et posséde une base ey, ..., eq vérifiant :
o il eriste h € N et a; < --- < aq € N, tels que p"(e;) = p*e;, pour tout i,
e p"(e1),...,¢"(eq) est une base de M sur B, pour tout n € Z.

On utilise ce résultat de la maniére suivante pour démontrer « dR = pst ». Soit V'
une représentation de de Rham a poids de Hodge-Tate < 0 (on peut s’y ramener en
tordant par une puissance convenable du caractére cyclotomique). Soit

le_R(V) = BS—R RK DdR(V).

C’est un sous—BjR—réseau de B(TR ® V', isomorphe & (B(TR)d en tant que G g-module.
Soit N;’;g(V) le sous-G g-module de B;qg ® V défini par :

NL(V)={zeB},®V, VneZ, o "(z) e NI (V)}.

rig rig
Le th. 2.16, appliqué & M = NIR(Vl(aprés avoir identifié¢ Bj ® V a (Blz)?), fournit
une base eq,...,eq de N;’i’g(V) sur B:Eg vérifiant " (e;) = pie;, si 1 <i <d.

Si tous les a; sont égaux & un méme a, alors W = Qpre; @- - -®Q,neq est 'ensemble
des z € Nj;g(V) vérifiant ¢"(z) = p®z; c’est donc un Q,r-espace de dimension d
stable par G k. Par ailleurs, BIR®QP W est le sous—B(‘fR—module de (NIR(V)) engendré
par les (0,...,0,07(e;),0,...,0), pour 0 < j < h—1,1<1i <d,le ¢/(e;) étant en
Jj + 1-iéme position. Comme les ¢ (e;), pour 1 < i < d, forment une base de N:R(V)
pour tout j, et comme N(TR(V) est un BjR[G kJ-module trivial, on en déduit que W
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls. Il
existe donc, d’aprés le th. 2.4, une extension finie L; de K telle que I'inertie de G,
agisse trivialement.

Dans le cas général, on démontre, par récurrence sur le nombre de a; différents,
en utilisant la prop. 2.17 ci-dessous, qu’il existe une extension finie L de K et des
@i j € (ﬁﬂ;g)%"h:para”’, tels que f; = €i+Z§;11 @ je; soit fixe par I'inertie de Gp. Cela
prouve que la restriction de V' & G, est semi-stable, et donc que V est potentiellement

semi-stable, puisque les f; sont des éléments de ﬁltg RV.

Proposition 2.17 ([12, prop. 0.4]). — Soit 0 — ¢, un 1-cocyle continu sur Gk, & valeurs
dans (Bﬂ;g)“’ =P" et tel que o — N*(p™"(c,)) soit un cobord dans By, pour tous

k € N et n € Z. Alors il eziste c € (]T’:fgg)‘/’h:”a, tel que ¢, = (0 — 1) - ¢, pour tout
o€ Gg.
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2.3.3. B, est principal. — Pour déduire le fait que B, est principal de la théorie des
Espaces de Banach, on a besoin, en plus du lemme fondamental (rem. 2.7), du résultat
suivant (qui intervient aussi dans la preuve du th. 2.16).

Proposition 2.18. — Si W est un sous-Espace de Banach de (IB%IR)d, de Dimension
finie, et si Bl - W(C) désigne le sous-Blz-module de (BIz)? engendré par W(C),
alors ht(W) > Igpt. (Biz - W(C)). En particulier, BY; ne contient pas de V*.

Si m € N, soient U,, = (ﬁxg)wzpm et B, = BIR/tm, Alors U,, et B, sont
les C-points d’Espace de Banach U, et B,,, de Dimensions (m,1) et (m,0), et
lapplication naturelle U,, — B,, est surjective, de noyau Q,t™.

L’anneau B, est presque euclidien : si a € B, et si b € B, est non nul, il existe
q,7 € B, avec degr < degb et a = bg + r. Si dega < degb, on prend ¢ =0 et r = a.
Si dega — degb = k > 1, on choisit un relévement gy dans Uy de I'image de t*(a/b)
dans B /t*BJ;, et on pose ¢ = I et 7 =a—bg. Si d=degb, alors thtdr € Upiq et
a une image nulle dans B:R/thjl'R, et donc tFtdr € t*U, et degr < d.

Soit I un idéal non nul de B., et soit a € I de degré minimal d. On veut prouver
que a est un générateur de I, et donc que tout b € I est un multiple de a. Quitte
a retirer & b un multiple de a comme ci-dessus, on peut supposer que degb = dega.
Soient ag = t%a et by = t%b de telle sorte que ag, by € Uy. Il y a, a priori, deux cas :

o Si f(ap) et O(bg) sont colinéaires sur Q,, il existe u,v € Qp, non tous deux nuls,
tels que O(uag + vbg) = 0, ce qui implique que uag +vby = tb’, avec b’ € Uy_1, et donc
que I contient t'~9b qui est de degré < d et donc nul par minimalité de a. Il s’ensuit
que b est un multiple de a.

e Si 6(ap) et 6(bo) ne sont pas colinéaires sur Q,, alors 9(15_1(60b/071 —Bga/(ﬁ’)) el
est non nul, et il résulte du lemme fondamental (cf. rem. 2.7) que (u,v) — agu—bov est
une surjection de Uy x Uy sur BIR / tQB(‘;R dont le noyau V' est un Q,-espace vectoriel
de dimension 2. Par ailleurs, il existe (ug,vp) € V tel que agqug — bovg # 0, sinon
Iapplication (u,v) — agu — bov se factoriserait & travers (U; x U1)/V 2 B, /t*Bi; ;
et on aurait une injection d’Espaces de Banach de tIB%IR / tQIB%;fR =~ V! dans Uy, C IB%IR,
ce qui n’est pas possible (prop 2.18). On a donc construit un élément “2a — “2b de I,
de degré < d, contrairement a ’hypothése, et donc ce cas n’est pas possible.

Remarque 2.19. — Notons P; = t~%U,; I’ensemble des éléments de degré < d de B..
Soient a,b € B., premiers entre eux, de degrés m et m respectivement, et g,
lapplication (z,y) — az + by. Alors gqp : P, & Py, — Ppiy, est surjective de noyau
Q,-(—b,a) (comme pour les polyndmes), mais gq b : Pm—1®Pr—1 — Pypim—1 D'est pas
surjective (contrairement au cas des polynoémes). (Si gq.5(z,y) = 0, alors b divise z, et
donc x = bu et y = —au, avec u de degré 0 dans le premier cas et —1 dans le second ;
il s’ensuit que le noyau est Q, - (—b, a) dans le premier cas, et 0 dans le second. Pour
étudier la surjectivité, on passe aux Espaces de Banach associés et on regarde les
Dimensions : Py est de Dimension (d,1).)
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2.4. Les presque C-représentations. — Soient K une extension finie de Q, et C' = C,,.
La théorie des presque C-représentations [27] de Gk a été développée par Fontaine
dans son cours & 'THP, pendant le semestre p-adique, en 1997, avec pour but une
preuve de « fa = a » selon les lignes esquissées au n°2.3.1 (cf. rem. 2.27). Elle était
conditionnelle au th. 2.25 ci-dessous, dont la preuve utilise la prop. 2.9, conséquence
du lemme fondamental (th. 2.5). Elle présente de grandes similarités avec celle des
Espaces de Banach de dimension finie, ce qui s’explique, a posteriori, par le fait que la
catégorie des presque C-représentations se plonge dans celle des Espaces de Banach
de Dimension finie.
Un joli®® résultat a la base de la théorie est le suivant |28, prop. 6.2] ou [33] :

Théoréme 2.20. — Si X\ : C — C est Qp-linéaire continue, et commute & Uaction de
Galois, alors il eziste c € K tel que A(z) = cx, pour tout z € C.

Combiné avec la classification des C-représentations en termes de 'opérateur de
Sen [54], ce résultat permet de prouver [28, th.6.1] que beaucoup d’information est
encodée dans 'action de G :

Théoreme 2.21. — Si W1, W5 sont deux C-représentations de Gy, toute application
Q,-linéaire continue, Gk -équivariante, de W1 dans Ws, est C-linéaire.

Une presque-C' représentation W est un Qp-banach muni d’une action continue
de Gk tel qu’il existe une C-représentation W’ de Gk (i.e. un C-espace de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de Gg) et V! C W', V. C W des Q,-espaces
vectoriels de dimension finie stables par G, tels que W/V = W’'/V' | en tant que
représentations de {x. On a donc des suites exactes :

0=V -W W)V -0, 0-V->W->W/V -0,

de telle sorte que W est obtenu a partir de W’ « en quotientant par V' et en
rajoutant V ». Une telle description s’appelle une présentation de W.

Théoréme 2.22 (27, th. 5.1)). — (i) Si W est une presque-C-représentation,
Dim W = (dim W,ht W), avec dim W = dim¢ W' et ht(W) = dimqg, V — dimq, V’,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 — Wy est un morphisme de presque-C-représentations, alors Ker f,
Im f et Coker f sont des presque-C-représentations, et :

Dim W; = DimKer f + DimIm f et Dim W5 = Dim Coker f + Dim Im f.

Exemple 2.23. — (i) U = (]§:§g)¢:p est une presque-C-représentation de Dimension
(1,1) puisque U/Q,t = C.
(i) B, = BZR/t? est une presque-C-représentation de Dimension (2,0) : si

V = Qut ® Qua, avec a = log[l + p’], alors V est une sous-Q,-représentation de
dimension 2 de U, et I'application U ® V' — By envoyant u ® v sur uv (mod t?)

(20) Ce résultat est frappant car il devient archi-faux si on remplace C par Gp.
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réalise B, comme le quotient de la presque-C-représentation U ® V', de Dimension
(2,2), par la Q,-représentation de dimension 2 engendrée par t @t et t® a —a ®t.

Remarque 2.24. — (i) Que ht(W) ne dépende pas des choix peut se démontrer en
utilisant les calculs de cohomologie galoisienne de Tate : les groupes H!(Gx, W) sont
de dimension finie sur Qp, nuls si ¢ > 2, et

dimq, H*(Gk, W) — dimq, H' (Gk, W) + dimq, H*(Gk, W) = —[K : Q,|ht(W).

Bizarrement, il est beaucoup plus difficile de prouver que dim W ne dépend pas du
choix de la présentation.

(ii) De maniére surprenante, on peut imposer & W' d’étre la représentation triviale
C? dans la définition de presque C-représentation (cf. [27], corollaire du th. 5.13,
p. 355), ce qui donne une définition complétement analogue & celle des Espaces de
Banach de Dimension finie.

Théoréeme 2.25 ([27, th.4.1]). — Soit V une Qp-représentation de Gi de dimension h,
et soit E une extension de C' par V. Soit f : E — C, continue, Gg équivariant, telle
que f(E) # f(V). Alors f est surjective et Ker f est une Q,-représentation de Gk
de dimension h.

Démonstration. — Si V est une Q,-représentation de G, et si « € (C® V(—1))%x,
on peut considérer 'image inverse F, de C -« dans U(—1) ® V qui vit dans la suite
exacte 0 - tV(-1) = U®V(-1) - C®V(-1) — 0. Alors E,, est une extension de
C par tV(—1) =V, et le point crucial est de prouver que toute extension de C par V.
est de ce type; cela se fait par des calculs de dimensions de groupes de cohomologie
galoisienne (ce qui impose de travailler avec une extension finie de Q,,) du genre de
ceux de la prop. 2.28 ci-dessous.

Maintenant, soit 3 : V — C, un morphisme G g-équivariant, i.e. 3 € (C ® V*)Cx.
Fixons une base ey, ...,e, de V et notonsef, ..., e} la base de V* duale; on peut écrire
B sous la forme Bie] + - -+ fre} et o sous la forme ajei(—1) +-- -+ apen(—1), avec
@i, Bi € C. Alors u =Y, (Bief ® aje;) € (C ® End(V)(—1))9%, et donc la trace de u
appartient & C(—1)% = 0; on en déduit que >, Bia; = 0. Ceci permet, en choisissant
des relévements ﬂAZ des §; dans U, et en voyant E, comme un sous-espace de UV (—1)
[c’est Pespace des z1eq + - -+ + xpep tels que (0(z1),...,0(zn)) € C - (a1,...,0n)],
de définir fz : E, — C, par fg(},_, zie;) = 9(% > ﬁl:cz) Alors la restriction de
fs & V n’est autre que [, et on a construit une section de 0 — Homg, (C,C) —
Homg, (Eq,C) — Homg, (V, C). Tout morphisme G g-équivariant de E,, dans C est
donc de la forme étudiée dans la prop. 2.9. Le résultat s’en déduit. O

Remarque 2.26. — (i) Comme U est 'espace des C-points d’un Espace de Banach de
Dimension finie, ’extension E,, construite dans la preuve du th. 2.25 est aussi ’espace
des C-points d’un Espace de Banach de Dimension finie. Le fait que toute extension
de C par une représentation finie est de la forme F, implique que toute presque
C-représentation peut « s’analytifier » : la catégorie des presque C-représentations
peut se plonger dans celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

ASTERISQUE 406



2. REPRESENTATIONS DE Gx ET OBJETS DERIVES 21

(ii) Soit &)k I’anneau des endomorphismes de la limite projective des C/V, ou V
décrit les sous-Q-espaces de dimension finie et stables par Gg. Alors )k est un
corps et on a une suite exacte(?!)

0> K—Dx— (Co0) - K —0,

qui est la suite obtenue en prenant les G g-invariants(?? de la suite du th. 2.8.

Remarque 2.27. — La catégorie des presque-C-représentations contient celle des
B:R—représentations (i.e. des B;fR—modules de longueur finie, munis d’une action semi-
lindire continue de Gg), cf. [27, th.5.13]. Elle contient donc aussi celle des presque
B:R-représentations. En particulier, si D est un (¢, N)-module filtré sur K, les
espaces X% (D) et Xqr(D) introduits au n°2.3.1 sont des presque-C-représentations
dont la Dimension est la méme que celle de ’Espace de Banach correspondant. On
peut donc prouver « fa = a », via la théorie des presque-C-représentations, de la
méme maniére que via celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

Terminons ce paragraphe par un résultat général [27, th.6.1, prop.6.9] sur les
extensions de presque C-représentations; des cas particuliers de cet énoncé sont
présents dans la preuve du th. 2.25.

Proposition 2.28. — Soient X,Y des presque C-représentations de G .
(i) Les Ext"(X,Y") sont des Qp-espaces de dimension finie, nuls si i > 2, et

> (-1)!dimq, Ext*(X,Y) = —[K : Q] ht(X)ht(Y).

=0
(i) Ext’(X,Y) et Ext> (Y, X (1)) sont en dualité.

Remarque 2.29. — Si X est une variété algébrique propre et lisse sur K, les groupes
de cohomologie syntomique Héyn(X ,r) de X sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie [14, 47]. Si X est définie sur K, alors ce sont en plus des presque-
C-représentations.

(21) Fontaine utilise (C ® Cy)®K au lieu de (C ® C)®K, ot Cy est la réunion de toutes les sous-
représentations de dimension finie de Gi contenues dans C, mais les deux espaces sont égaux. En
effet, soit z = E;;l \i ® z; € (C ® C)9K. Quitte a changer d’écriture, on peut supposer que les \;
forment une base de Oc N (QpA1 + - -+ + QpAg), ce qui permet de compléter A1,..., A, en une base
de Banach (););>1 de C sur Qp. Alors tout élément de C' (resp. de C@)C) peut s’écrire, de maniére
unique, sous la forme Zi>l a;\; (resp. Zi>1 Xi ® i), avec a; € Qp, (resp. z; € C) et a;,z; — 0

;.’71-)\]' et o(z) sous la forme

s A ® (X1, af jo(z;)). L'invariance de z par Gk entraine alors que z; = Y7, af ;o (z;), et
donc a_l(zj) = Z?:l al‘?',jzi. On en déduit que le Qp-espace engendré par les z; est stable par G,
ce qui permet de conclure.

(22) On peut munir C d’une action de G par la formule f = fo — f% (0), ou & est n’importe quel
relévement de o dans Autcont (C{T}/K{X}) : on a {f%(x)} = o(f({c~1(x)})), ce qui permet de
montrer que, si f est une correspondance analytique additive, alors f? aussi et que f° ne dépend
pas du choix de 7.

quand ¢ — +oco. En particulier, on peut écrire o();) sous la forme Zj>1 a
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2.5. Les (¢,T')-modules sur ’anneau de Robba. — L’équivalence de catégories de
Fontaine [24] et le théoréme de surconvergence [8] permettent de traduire les
problémes concernant les représentations de Gi en termes de (¢,I')-modules. Les
démonstrations de « fa = a » et « dR = pst » obtenues par cette voie résultent d’une
interaction entre les travaux de Berger [3, 5, 4] et de Kedlaya [36, 37, 38]. Juste aprés
sa theése, Berger [3] a réalisé que 1’on pouvait utiliser les bonnes propriétés de I’anneau
de Robba pour modifier un (¢,I')-module en un nombre infini de points et réduire
«dR = pst » a la conjecture de Crew [15] sur les équations différentielles p-adiques.
Cela semble avoir donné l'impulsion nécessaire pour la preuve de cette conjecture
puisque, peu aprés, trois preuves (par André [1], Mebkhout [45] et Kedlaya [36]) ont
vu le jour (cf. [11] pour un résumé de ces travaux). Un des apports de Kedlaya est
I’existence d’une filtration canonique sur un ¢-module sur ’anneau de Robba.

Quelques années plus tard, Berger [5] a réalisé que sa technique de modification de
(¢, T')-modules, mélangée avec les propriétés de la filtration de Kedlaya, permettait
d’obtenir une preuve trés élégante de « fa = a ». Cette technique a été reprise par
Kisin [40] dans le cadre des « modules de Breuil-Kisin » pour fabriquer encore une
preuve de « fa = a». Kedlaya [37, 38] a ensuite rendu plus naturels un certain
nombre des ingrédients précédents en interprétant, inspiré par un travail de Hartl
et Pink [34], sa filtration comme une filtration de Harder-Narasimhan sur la catégorie
des ¢-modules sur I’anneau de Robba.

2.5.1. L’anneau de Robba. — Si I est un intervalle de ]0, +00], on note 6}@0 I’anneau
des fonctions holomorphes sur la couronne C(I) = {v,(T') € I} (cette couronne est un
disque fermé si 400 € I et un disque épointé si +oo ¢ I mais sup ] = +00), définies
sur K.

Sir €]0,+oo], et si f =3, axT* € Ko[T,T~1], soit v,.(f) = infy, vp(ak)+kr. Alors
v, est une valuation d’algébre sur Ko[T, T~!], multiplicative (v,(fg) = v.(f) +v.(g))-
Si J est un intervalle compact de ]0, +00], on note vy la valuation v; = inf,c v, (c’est
une valuation d’algebre, i.e. v.(fg) > v.(f) + v-(g), non multiplicative sauf si J est
réduit & un point) ; on a aussi v (f) = inf.cc(s) vp(f(2)). Alors & est le complété de
Ko[T, T~] pour la famille de valuations vy, ott J parcourt ’ensemble des intervalles
compacts de I. Il s’ensuit que (‘féo est une algébre de Fréchet, et méme une algébre
de Banach si I est compact.

La structure algébrique de ces algébres a été identifiée par Lazard [42]. On appelle
diviseur sur C(I) une somme formelle D = }_ ;) na(z), avec n, € N. On dit que
D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme EzEC(J) Ny
est finie, et que D est Gk, -invariant si ny ;) = ng, pour tous € C(I) et 0 € Gk,.

Théoréme 2.30. — Soit I un intervalle de |0, +00].

(i) &, est un anneau de Bézout (et méme principal si I est compact), et un idéal
de 8&0 est fermé si et seulement si il est principal.

(ii) L’application qui, & un idéal fermé, associe le diviseur d’un de ses générateurs
est une bijection de l’ensemble des idéauz fermés de 8&0 sur l’ensemble des diviseurs
localement finis sur C(I), qui sont Gk, -invariants.
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Remarque 2.31. — (i) Un des ingrédients principaux des preuves de ces résultats est
la théorie des polygones de Newton qui permet de localiser les zéros des fonctions
holomorphes d’une variable.

(ii) On peut remplacer K par un corps valué complet arbitraire L dans la définition
des anneaux ci-dessus, et le résultat reste inchangé si I est compact ; par contre, si I
n’est pas compact, le résultat n’est vrai que si L est sphériquement complet.

On définit ’anneau de Robba R, comme la limite inductive

. 0,r
ﬂKO = h_n>181]<0 ]
r>0

des 81]{007“7 pour 7 > 0. On peut le voir comme ’anneau des fonctions holomorphes
sur la « couronne surconvergente » C(]0,0]) = lim o C(]0,7]). C’est un anneau de
Bézout, mais ses seuls idéaux fermés sont {0} et R, .

2.5.2. Extensions de l’anneau de Robba. — Un élément = de W(ch)[%, ﬁ] s’écrit,
de maniére unique, sous la forme z = Y, pF[zi], avec zx € (p°) V@), Si
r > 0, on pose alors

w32 pMlan]) = inf(k + rogs (e0)),
k>—o00

ce qui définit une valuation d’algébre, multiplicative ([37, lemme 2.1.7 et def. 2.1.8]).
Si 0 < r1 < 7o, on pose alors wy, ., (x) = infyepr, r) ws(), et wy, r,) est aussi
une valuation d’algébre sur W(C"’)[%] (non multiplicative). Si I est un intervalle de
10, +00[, on note B le complété de W(Cb)[%] pour la famille de valuations wy, ), pour
[r,s] C I. Alors ]§I~ est une algebre de Fréchet (de Banach si I est Eompact).
Enfin, on note B,z la limite inductive B,z = li_n)lr>0 B97] des B]O’T]7 pour r > 0.

Alors I'anneau ]A?;:;g du §2.1 est Padhérence de W(ch)[%] dans ]~3rig.

Remarque 2.32. — (i) Comme w,/p(¢(x)) = ws(z), le frobenius ¢ s’étend par
continuité en des isomorphismes ¢ : B! S Br ' et p: Erig = Erig.

(if) L’action de G sur W(0c»)|, ﬁ] est isométrique pour w,, et s’étend donc
par continuité & tous les anneaux ci-dessus; ’action ainsi obtenue commute a .

(iii) On aurait envie de penser(?®), par continuité, que tout élément z de ﬁrig peut
s’écrire, de maniére unique, sous la forme z = >, 5 p*[zx], avec zp € C” vérifiant
des conditions de croissance convenables, mais c’est FAUX! La vie aurait été plus

facile si, par exemple, tout élément de (ﬁ;’;g)S"ZPZ avait eu une écriture unique sous
la forme »_, ., p?*[z?” "] + p** [y "], mais ce n’est pas le cas : I'Espace de Banach
(B;’i’g)“":p2 est vraiment un diamant, et pas un espace analytique.

(23) Je suis tombé dans ce piége, et ne suis pas le seul...
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Proposition 2.33 ([3, prop. 3.2]). — Siz € ﬁrlg, et si les ™ (z), pour x € N, engendrent
un Kg-espace de dimension finie, alors x € Brlg

Soit m = [¢] — 1. On note Buig,k, (resp B ) I'adhérence de Ko[r, '] dans ﬁrig
(resp. B! ). Alors f +— f(m) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de Rk,
sur Buig i, (resp. &f sur B%O, avec I' = 1, si I C 0, 1]).

Si F = Ko, K, on note F,, le corps F((pn), et Foo = U, cn Fn Vextension
cyclotomique de F. On note x : Gr — Zj le caractére cyclotomique, Hr C G le
noyau de y et I'p = GF/HF7 et donc Hp = Gal(F/Foo) et I'r = Gal(F / F).

On note B“gK et BI les anneaux (B“g)HK et (BT)Hx 1 existe r(K) > 0 tel
que, si I C ]0,7(K)], alors B! L. contient une unique extension étale BL de Bf{o telle

que l'application naturelle ﬁﬁ(o ®B1 Bl — f’)f( soit un isomorphisme. On pose
0]

10,7] B ~ B
Brig,K hm BK ’ alors Brig,KO B Brig,K g Brig,K-

< (K) rig,Kq

Théoreme 2.34. — (i) Si0 < r < s (resp. 0 < r < s < r(K)), les anneauz ]A?;[I:,’s] et
Bl (Cesp. B[;;i]) sont principaut.

(ii) BIO] et B]Ig’r] et, sir < r(K), B]Ig’r], sont de Bézout, et un idéal est fermé si
et seulement si ~il est pm’nfipal.

(iil) Buig, k', Brig,x €t Byig sont de Bézout.

Les cas de B[IT{’S], B]Ig’r] et Byig,x découlent du th. 2.30 car ces anneaux sont du
méme type que I’anneau correspondant pour K = Kj. Le reste de ’énoncé est di(?¥
a Kedlaya [36, th. 3.20] ou [37, prop. 2.6.8, th.2.9.6].

Terminons ce numéro par un résultat fort utile sur les modules de rang fini ([31]
pour B]Ig’r] et [37, §2.8] pour ﬁ]ﬁ’r] et BIO-r).,

Théoreme 2.35. — Soit R = B]Ig’r], ]A?;]Ig’r}, ]§]0>T], et soit M un R-module libre de
rang d. Un sous-R-module de M est libre si et seulement si il est fermé, et alors son
rang est < d.

2.5.3. Le théoréme de Dieudonné-Manin et ses variantes. — Rappelons ’énoncé du
classique théoréme de Dieudonné-Manin (Q, = W(Fp)[%]) :
Proposition 2.36. — Un p-module M sur Qp admet une décomposition canonique
M= Q™
AEQ
ou, si A= % € Q, on note Qp()\) le o-module sur Qp de base ey, ..., ep, avec p(e;) =

eir1 811 < h—1, et p(ey) = ple;.

]

(24) (Koo est perfectoide, et les anneaux ]§]Ig,r s ﬁ]o*r], ﬁrig,K et ﬁrig correspondent aux anneaux

b b
K b K b
Tary, an > Danon €t an,con de Kedlaya).
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Un ¢-module M sur Erig est un firig-module libre de rang fini muni d’un frobenius
semi-linéaire et bijectif ¢. Si A € Q, on note Biig(A) le p-module B,jg ®gq, Qp(/\).

Théoreme 2.37 (|36, th.4.16], [37, th.4.5.7]). — Si M est un p-module sur ﬁrig, alors
M admet une décomposition

M= P Big(N)™.
xeQ

Les X pour lesquels my # 0 sont les pentes de frobenius de M ; si A = %, la
multiplicité de A comme pente est hmy. On dit que M est isocline s’il n’a qu'une
pente et étale s’il est isocline de pente 0.

Remarque 2.38. — (i) La décomposition ci-dessus n’est pas canonique, contrairement
au cas classique; ce qui est canonique est la filtration croissante par les M, =
Dis Brig(A)™.

(ii) Soit Bf c ]~3]rig le sous-anneau des éléments bornés de Erig : ¢’est intersection
de Byig et de W(Cb)[%], ce qui permet de munir B de la valuation v, existant sur

W(Cb)[%], et on a v, (p(x)) = v,(z), pour tout = € BT, Par ailleurs, (Big)* = (BF)*.
Il en résulte que, si M est un p-module de rang 1 sur Erig, et si e est une base de M,
alors p(e) = Ae, avec A € ]§T, et vp(A) ne dépend pas du choix de e; on note deg M
cette quantité. Si M est de rang d, alors /\dM est de rang 1, et on définit le degré
deg M de M par deg M = deg(A\® M). Munie des fonctions rang et degré, la catégorie
des p-modules sur ]~3rig a une structure de catégorie de Harder-Narasimhan, et la
filtration du (i) n’est autre que la filtration de Harder-Narasimhan [37, 38].

La canonicité de la filtration de Harder-Narasimhan a la conséquence suivante
([36, th,6.10], [37, th.6.4.1] ou [38, th.1.7.1]) pour un ¢-module A sur Bz x (les
pentes de A sont celles de B,i; ®p A, et B}( = B,ig,x N BY).

rig, K

Théoréme 2.39. — Si A est un p-module sur Byig ik, alors A admet une unique
filtration 0 = Ay C Ay C -+ C A, = A par des sous-p-modules saturés, telle
que :
e Sil<i<r, alors A;/A;_ est isocline.
o Si \; est la pente de A;/A;_1, alors Ay < Ag < -+ < A
De plus, A;/A;—1 admet un unique sous—B}(—module D;, stable par o, tel que
B.ig x ®pi D; = A;/A; .

Remarque 2.40. — Si A est un (¢, I')-module, alors tous les objets du th. 2.39 sont
stables par I'k (par unicité).

2.5.4. Représentations de Gk et (¢,I")-modules. — Comme p(7) = (1 +m)? — 1 et
o(r)=(1+ ﬂ)X(”) — 1, les anneaux Byig i, et Buig,x sont stables par ¢ et Gk (qui
agit a travers I'g).
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Théoreme 2.41. — (i) Si A est un (¢,I')-module étale sur Byig i (resp. Biig k), alors
V(A) = (]A?;rig®Brig’KA)W:1 (resp. V(A) = (ﬁrig®]§rig’KA)v:1) est une représentation
de Gk, de dimension le rang de A.

(i) Si V est une représentation de Gy, alors A(V) = (ﬁrig ® V)HE est un
(¢,T)-module sur firigj(, de rang dimV, et &(V) contient un wunique Sous-
B.ig, k-module A(V), stable par ¢ et T', tel que Erig,K @B,k AV) — A(V)
soit un isomorphisme.

(iii) Les foncteurs V — A(V) et A — V(A) (resp. V — K(V) et A — V(A)) sont

inverses l'un de l’autre, et induisent des équivalences de catégories :

{représentations de Gx} = {(¢,I')-modules étales sur B,z x }

~

= {(¢,T')-modules étales sur Byig i }-

Ce théoréme se démontre en combinant I’équivalence de catégories de Fontaine [24],
le théoréme de surconvergence de [8] (ou [7]) et le th. 2.39 ci-dessus.

2.5.5. Localisation. — Soit

™
w=——=1+ [51/1’] 4ot [El/P]P—l.
= (m)

Alors w est un générateur de ker  dans Aj,¢, et comme @ est bijectif sur Aj,¢, on a
Aie/ (9™ (w)) = Oc, pour tout n € N, et le complété du localisé de Ainf[%] en " (w)
est isomorphe a BIR, pour tout n. On en déduit que, si p~™™ < r, le complété du
localisé de BI%"] en " (w) est isomorphe & B, (si p~" > r, alors ¢™(w) est inversible
dans BI%"1). On note ¢, : BI®"l — B} la localisation en ¢™(w). Alors ¢, commute
a G et Ln+1(<,0($)) = Ln(x)

On a 1, (m) = ¢pnet/?P" —1. On en déduit que Ln(B]Ig’T]) C K,[t]],sip™™ < r < r(K).

Si A est un (¢,I')-module sur Byig i, alors A est la limite inductive de sous
B]Ig’r]—modules AloTl pour 0 < 7 < 7(A), vérifiant les propriétés suivantes [5,
th.1.3.3] :

® Biig, k ®@plo.r Al%T] — A est un isomorphisme ;

K

o Al%"] est stable par I et B]Ig’r/p] ®, (Alor]) 5 Alor/p],

(BT ¥

Sin € N, on pose rp, = v,({n — 1) = W et, si 7, < r(A), on note Aé’if’n le

complété Ky, [[t]] ®p10.rm) Al du localisé de Al%™] en @™ (w), et ¢, : AlOT] — AT,
o :

la localisation.

2.5.6. (¢, N)-modules filtrés et (v,I')-modules. — On note Bjoe g 'anneau de
polyndmes B, k [log 7], que Pon munit d’actions de ¢ et I'x en posant

y(m)

T b

o(logm) = plog 7 + log elm) o ~Y(log ) = log 7 + log

et d’une dérivation B,ig x-linéaire N, définie par N(logm) = p%pl. On a ¢, (logm) =
log(Cpnet/P" — 1), et donc ¢y, (Biog,x) C Ky [[t]-
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Soit f';log = firig ®B,iz.x Blog, K = Erig [log 7] ; alors Elog contient
loglp’] = 72 (log m + log ([(p*)*~V/?] /7)),

et donc aussi Panneau ﬁl‘gg = ﬁ;‘;g[log[pb]] du n°2.1.1 (actions de ¢, N et Gk
comprises).
Si D est un (¢, N)-module, de rang h sur Ky, on définit un (p,I')-module A(D)
sur Byig, i, par
Ao(D) = (Biog,x ®K, D)N:0~

Si D est un (¢, N)-module filtré sur K, et si r < r(K), on définit les B]Ig’T]—modules
AYTI(D) = B¢ log 7] © 1, DN

A*I(D) = {z € APTHD)[L], tn(2) € FI° (KA ((t)) ®k D), si ry < inf(r,7(A))}

Théoréeme 2.42. — (i) Le Byiz x-module
A(D) = By x ©g0 A(D)
K

ne dépend pas du choiz de r, et est un (¢,I')-module de rang h sur Byig k.
(ii) Le foncteur D — A(D) est un ®-foncteur exact, qui respecte les filtrations de
Harder-Narasimhan.

Remarque 2.43. — (i) Le (i) correspond au th.II.1.2 de [5] et le (ii) correspond aux
th. I1.2.6 et IV.2.1 de [5].

(ii) Il résulte du (ii) de ce théoréme que D est faiblement admissible si et seulement
si A(D) est étale. La conjecture « fa = a » s’en déduit en remarquant que Vg (D) =
(Brig © A(D))?=1, et en utilisant le th. 2.41.

Démonstration. — Commengons par remarquer que, comme N est nilpotent,
on a A]OO’T](D) = B]Ig’T] ®K, D, en tant que B]Ig’T]—module (et méme en tant
que @-module sur B]I?,’T]), I'isomorphisme réciproque étant donné par la formule
a®x— ZZ,ZO(”P%1 log 7)la ® % En particulier, A%O’T] (D) est un Bllg’r]—module de
rang h.

Quitte & tordre D, on peut supposer que D% = 0 si i > 0, auquel cas
Fil’(K,((t)) ®x Dk) C K,[[t]] ®k Dx. Le « théoréme des restes chinois » pour les
modules de type fini sur B]Ig’r] fournit la suite exacte :

0— A*I(D) - A(D) — [ (Kulld ®x Di)/Fil° — 0.

n>n(r)

(La suite est exacte & gauche par définition de Al%"](D) et a droite par le théoréme des
restes chinois.) En particulier, Al7(D) est un sous-Blo")-module fermé de Al”"1(D)
qui contient tNAl)O’T](D) si D" = D. Il en résulte, grace au th. 2.35, que Al®"](D)

est un B]Ig’r]—module de rang h.
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Maintenant, A¢(D) = Buyig x ®B£1T] Al)o’r](D) = (Biog.x ®K, D)N=0 est un
(¢, I')-module sur B,z x qui ne dépend pas de r; on en déduit I'indépendance
de A(D) et ce qui précéde montre que A(D) est un sous-Bii x-module de
rang h de Ag(D). De plus, A(D) est stable par ', puisque ¢, commute & 'k,
et on déduit de ce que t,11(p(x)) = ip(z) et de la suite exacte ci-dessus que
B]Ig-’r/p] ® nlorl

e(BE")
A(D) est un sous-(¢,I')-module de rang h de Ay(D), ce qui prouve le (i).

Pour prouver que D — A(D) est un ®-foncteur exact, on utilise intensivement la
suite exacte ci-dessus et le fait que D — Fil®(K, ((t))®x D) est un ®-foncteur exact.

Enfin, pour montrer que D — A(D) respecte les filtrations de Harder-Narasimhan,
il suffit de vérifier que :

e Tout sous-(¢, I')-module A’, facteur direct de A(D), est de la forme A(D’), avec
D’ sous-(¢, N)-module de D : de fait, on a D’ = (Biog k[1] ®B,,,  A)'.

e deg(A(D)) = deg(D), ce qui est immédiat si D est de rang 1, et le cas général
s’en déduit car deg(D) = deg(det D) et deg(A) = deg(det A). O

o(Alo(D)) — Alo7/PI(D) est un isomorphisme. Il s’ensuit que

2.5.7. La conjecture « dR = pst ». — Si V est une représentation de G, et si A(V)
est le (p,I')-module sur By, x associé, 'opérateur )((777_)1_1 a une limite V, quand
v — 1, et V est une connexion sur A(V'), I'action de V sur B,z x étant donnée par
V=1td,000=(1+m)L (cf [3,§5.1]).

Supposons maintenant que V est de de Rham, de dimension d, et que les poids de
Hodge-Tate de V sont < 0 (on peut se ramener a ce cas en tordant par une puissance
convenable du caractére cyclotomique), de telle sorte que Dgr(V) C B rR®V, et
K,[[t]] ®xk Dar(V) est un sous-K,[[t]]-réseau de Ajlf,n BiroV)Hx si rn <r(A)
(cf. n°2.5.5 pour la définition de Adlf ). Ceci permet de définir un modifié N10-7]

de Al%"] en les ¢™(w) en posant :
NI = {2 e AV 4 (2) € Ky [[t] @k Dar(V), sir, < inf(r,r(A))}.
Alors N1 est un sous—B]Ig’r]—module de Al%"] stable par T’ et V; de plus il est de

rang d car fermé et contenant t¥ A% si Dgg(V) = Fil VDgg(V).
Le théoréme des restes chinois fournit une suite exacte

0— N — A TT A/ (Kall]] ©x Dar(V)) = 0,
n>n(r)
dont on déduit que V(NI7) ¢ tN19" car V = 0 sur Dggr(V) et V = t% sur
K,[[t]], et, comme ci-dessus, que N107/P] = B]Ig’r/p] ®,Blo) @(N1971), 11 s’ensuit que
K

N(V) = Byig,x ®B]Ig,r] N107T est un p-module sur B,z x, et comme Jop =ppod
la filtration de Kedlaya 0 = Ag C Ay C -+ C A, = A est stable par 9, ainsi que
les B}(—modules D; du th. 2.39. 1l resulte alors du théoréme de Tsuzuki [55] rappelé
ci-dessous (th. 2.44), qu’il existe une extension finie L de K telle que la connexion 0
devienne triviale sur BTL ®gt Di, et donc aussi sur Byig, 1 ®B (A;/A;—1). On en
] A, car 0 : Biog,1, — Biog,1 est surjective.

rig, K

déduit que 9 est triviale sur Biog, 1 ®B,;,
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L’action de I'y, sur (Biog, 1 @B,y x A)azo est alors localement constante puisque son
action infinitésimale est nulle; il existe donc n tel que I'z, | agisse trivialement, ce qui
implique que (ﬁlog ® V)GLn est de dimension d sur (filog)GLn, puis, en utilisant la
prop. 2.33, que (B{zg ® V)%n est de dimension d sur (]A?;f;g)GLn et donc que V est
semi-stable comme représentation de G, . Ceci termine la preuve de « dR = pst ».

Théoréme 2.44. — Si D est un (@, 0)-module étale sur Bk, il existe une extension
finie L de K telle que O soit triviale sur BTL ®D.

Remarque 2.45. — La représentation V' ne joue pas vraiment de role dans ce qui
précéde, et le résultat s’étend [5, th. II1.2.4] aux (o, I')-modules A non nécessairement
étales : la condition « V' de Rham » étant remplacée par « (Bar ®x,[[)] A(’;f’n)GK de
dimension rg A sur K ».

2.5.8. Les B-paires. — Berger [4] définit une B-paire comme la donnée de :
e un B.-module libre M., de rang fini, avec action semi-linéaire continue de G,
e un sous BIR—réseau M;R de Byr ®B, M., stable par Gg.
Nous appellerons (Gg, B)-paire un tel objet pour insister sur lexistence d’une
action de G, et une B-paire sera juste la donnée de :
e un B.-module libre de rang fini M.,
e un sous B(J{R—réseau M(;FR de B4r ®B, M.

Exemple 2.46. — On peut associer & une Q,-représentation V de G, un (¢, N)-module
filtré D sur K ou un (¢,T')-module A sur By, i, des (Gk, B)-paires M(V), M(D)
ou M(A), en posant(® :

M(V) = (M(V), MJy
M(D) = (M.(D), My
M(A) = (Mc(A), M (D)) = (Buiglf] ®B,y, i D)7~ Blg ®k, i) 1 (A™)))

(
OnaV=M(V)Nn M(;FR(V)7 ce qui prouve que V — M (V) est une équivalence de
catégories de la catégorie des représentations de G sur une sous-catégorie de celle
des (G g, B)-paires.

Théoreme 2.47 ([4, th.2.2.7]). — Le foncteur A — M(A) est une équivalence de
catégories de la catégorie des (p,I")-modules sur Byig ik sur celle des (G i, B)-paires.

V)= (B @ V,Bj®V)

cris

(V)
(D)) = (Bjf,[}] ® D)N="¢= Fil’(Bur ®x D))
)

3. Les courbes X g, Y et les espaces analytiques associés

Il se trouve que comprendre les idéaux de B, demande de commencer par
comprendre ceux de Aj,;. Comme Ajne/([p°] — p) = Cc, et comme ([p°’] — p)™ — 0
dans Ajys quand n — 00, relever une base de Banach de O¢ sur Z, dans Ajn¢
fournit un scindage s : Oc — Ajy; de la projection Aj; — COc, et permet d’écrire

(25) Dans la définition de M(A), il faut prendre n > 0 pour que 7, < r(A).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



30 PREFACE

tout élément de Ay, de maniére unique, sous la forme Y s(a,)([p”] — p)". Ceci
fait que Ay ressemble beaucoup a COc|[[T]].

Cette ressemblance est utile pour beaucoup de questions (par exemple pour
démontrer la convergence de séries dans BIR), mais n’est pas assez fidéle pour
comprendre l’arithmétique dans A, en particulier pour déterminer ses idéaux
premiers. La clé pour résoudre ce genre de questions est de prendre vraiment au
sérieux l'analogie avec le cas d’égale caractéristique, et de considérer p comme
une variable (par exemple, si on fait du 3-adique, il faut considérer 3 comme une
variable!), ce qui demande d’écrire, comme dans [37], un vecteur de Witt sous la
forme )7, [z:]p" au lieu de la forme standard ), ., p'[z].

3.1. Danneau Ag. — Soit E une extension finie de Q, contenue dans C. On note O
I’anneau de ses entiers, kg son corps résiduel, et on choisit une uniformisante 7. Soit
q = p’ le cardinal de kg (et donc kg = F,). Soit E=E Ow (kg) W (kc), 'extension
maximale non ramifiée de E dans C. Soit

Ap = U ®w (kp) Aint-

C’est un anneau local d’idéal maximal Ker(Ag — Og» — kev), séparé et complet
pour la topologie (, [7°])-adique. On note ¢y ’automorphisme 1 ® ¢/ de Ag. Tout
élément de Ay peut s’écrire, de maniére unique, sous la forme z = ZkeN[xk]ﬂ'k, oll
les zj, sont des éléments arbitraires de C”, et on a @5 (Y, cn[zk]™) = 3 penlzimh.

3.1.1. Idéaux premiers de Ap.— L’écriture ci-dessus fait ressembler Ag & ’anneau
Cc[[T]], ot 'on a pris comme variable T 'uniformisante 7. Par analogie, on définit le
polygone de Newton NP, de z = ZkeN[xk]wk comme la plus grande fonction convexe
f Ry — Ry U{+o0} telle que f(k) < inf,<i ves (z;), pour tout k € N. Alors NP,
est une fonction convexe décroissante, linéaire par morceaux, et on dit que A < 0
est une pente de NP, s’il existe un intervalle sur lequel la dérivée de NP, est \; la
multiplicité de A est alors la longueur de cet intervalle (c’est un entier). Le polygone de
Newton de x peut fort bien comporter une infinité de pentes; c’est le cas par exemple
de z = Y[a? “|n*, sia € mes.

Le résultat suivant [FF, th.2.4.6 et n°1.5.2] est crucial pour I’étude des zéros des
éléments de Afg.

Théoréeme 3.1. — (i) Si NP, est constant, alors x est inversible dans AE[[le]]

(ii) Si A est une pente de NP, de multiplicité d, il existe ay,...,aq € Ocv vérifiant
vew (a;) = —Avp(m) tels que = (m — [a1]) -+ - (7 — [aq])y avec y € Ag. De plus, NP,
est obtenu en enlevant®® de NP, le segment de pente \.

Remarque 3.2. — Dans D’énoncé analogue sur O¢[[T]], les a; sont uniquement
déterminés; ce n’est pas le cas ici. Par exemple, I'idéal Kerf est engendré par
T — [7rb] pour n’importe quel choix de 7°. Il est un peu difficile d’expliciter la relation

(26) NPy (t) = NP, (t) sit 3> 0, et les pentes de NPy, sont celles de NP, (avec les mémes multiplicités)
privées de A.
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d’équivalence a ~ b exprimant 1’égalité des idéaux (m — [a]) et (7 — [b]) ; cela revient
a décrire®? ¢ a partir de 7°.

Corollaire 3.3. — Les idéauz premiers fermés?® de Ag sont :

e (0), de corps résiduel Fr(Ag),

o l’idéal maximal, de corps résiduel kqv = ke,

o (), de corps résiduel C°,

o (m—[al]), pour a € m»{0} & équivalence pres, de corps résiduel C,, algébriquement
clos de caractéristique 0, complet pour vy, et tel que C’Z =~ P,

o W(mes), noté ([x°]), de corps résiduel E.

(Tout résulte facilement du th. 3.1, a part le fait que C, est algébriquement clos [FF,
prop. 2.2.19] ou [51, prop. 3.8].)

3.1.2. L’ensemble |Yg|. — Les idéaux 7 et [r°] sont clairement de vilains petits
canards, et on définit®® |Yg| comme l'ensemble des idéaux fermés, non triviaux, de
AE[%, ﬁ] On note oo € |Yg| I'idéal Ker0p, ot g =id ® 0 : Op ®w (k) Aint — Cc.

Siy € |Yg| (et donc y est de la forme (7 — [a])), et si K, = AE[%]/(TF —[a]) = C,
est son corps résiduel, alors K, contient E, et I'isomorphisme OKy /7 2 Ocv/a se
prolonge, de maniére unique, en un isomorphisme ¢, de KZ sur C”; autrement dit,
(Ky,ty) est un E-débasculé®® (untilt) de C”. Réciproquement, si (K. : K* 2 C®) est
un E-débasculé de C°, on peut lui associer I'idéal (7 — [t(7”)]) de Ag. On en déduit
le résultat suivant [FF, cor.2.2.22 et 2.2.23].

Proposition 3.4. — |Yg| est ’ensemble des E-débasculés de C”.

On peut donner une description agréable de |Yz| en utilisant la théorie de Lubin-
Tate. Soit donc @ une loi de groupe formel de Lubin-Tate associée®V & (E, ). On
dispose alors, pour tout a € O, de o, € oT + T?Cg[[T]] telle que 0,(X & Y) =
0a(X)®0n(Y), et on a o, = X? modulo 7. Ceci munit me» d’une action de Og, que
I'on prolonge en une action de E par 0. (z) = 0a(z? ).

Théoreme 3.5 ([FF, prop. 2.3.9]). — Soit x € m¢».
(i) [#]x = limp_ oo onn([29 ")) est lunique relevement de x dans Ap tel que
¢e([z]r) = ox([z])-

(27) On peut obtenir une description en utilisant le corps des normes de I’extension E(pp, ﬂl/pm) :
si @ en est une uniformisante, il existe des séries P,Q € Fy[[XP || telles que 7° = P(w) et
e = Q(w). Il n’est pas sir qu’expliciter P et @ soit trés utile (ou méme faisable...).

(28) Si on n’impose pas aux idéaux d’étre fermés, le lemme de Zorn permet de fabriquer des idéaux
maximaux exotiques & partir d’éléments dont le polygone de Newton comporte une infinité de pentes.
(29) La notation est justifiée par le fait [17] que |Yz| est ensemble des points de type I d’une courbe
analytique (adique) Ygd (cf. §3.3).

(30) Un E-débasculé de C” est un couple (K,t), ou K est un corps perfectoide contenant E, complet
pour vy, et ¢ un isomorphisme de K" sur C".

(31) Une telle loi n’est unique qu’a isomorphisme prés; en changer modifie les constructions qui
suivent de maniére parfaitement transparente.
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(ii) Si a € E, alors oo([2]r) = [0a(T)]x-
(iil) z — & = [2]/[xY ), induit une bijection de (mc»{0})/0% sur |Yg|.

Remarque 3.6. — mp, est, par construction, ’ensemble des points classiques de la
boule perfectoide D¢ sur C' ou Dgs sur C” et donc m» {0} est ’ensemble des points
classiques de la boule perfectoide épointée, et le (iii) du th. 3.5 nous fournit des
bijections :

[¥el = |DE|/03 = 1D 1/05.

3.1.3. L’anneau Bg. — Sir € 10,400 [ notons v, la valuation
UT(Z[(Ek ky = ('Ucb (zk) + kroy(m)).
k30

Cette valuation est multiplicative [FF, prop.1.4.9] : v.(zy) = v.(z) + v-(y). Si = €
Ag[2, = ]] la fonction r — v,.(x) est croissante, concave, linéaire par morceaux, a
pentes entiéres; elle admet donc des limites & gauche dyv,(x) et & droite dqv,(x)
vérifiant Oyv,. (), Oqv,r(x) € N et dyu,(x) > dgur(x). La fonction r — v,(z) est la
transformée de Legendre de NP, et on récupére NP, en prenant la transformée de
Legendre inverse (cf. [FF, §1.5]) : la multiplicité de —\ comme pente de NP, est
0gvr(x) — Oqua(z). Notons que v,(z) admet une limite vo(z) quand x — 0, mais la
dérivée a droite en 0 peut étre +oo.

Si I est un intervalle de ]0, +oo|, on note Bg(I) le complété de Ag|[2, o b]] pour la
famille de valuations v,., pour 7 € I. Alors Bg(I) est une algébre de Fréchet (et méme
de Banach, si I est compact, avec vr(z) = inf,cs v,(x)). On note simplement By et
By, les anneaux :

Bg = Bg(]0,40c[), Bj adhérence de Ag[1] dans Bpg.

Alors ¢ se prolonge par continuité en des isomorphismes g : Bg(I) = Bg(ql),
¢p: Bg = Bg, ¢p : B, 5 Bf.Sir >0,ona Bg = Npen ¢ " (Be([r, +o0[)) et,
pour faire bonne mesure, on définit I’anneau de Robba R (C?) relatif a cette situation
par RE(C) = Uyen " (Be([r, +00).

Remarque 3.7. — (i) Si E = Q, les anneaux ci-dessus sont reliés a ceux du n°2.5.2 :
soit ¢ : |0, +0o[ — ]0, +oo[ donnée par z +— L. Alors
Bq,(I)=B", B =Bf, et Rp(C’)=Bu.
(i) Dans [FF], les normes sont préférées aux valuations, et notre Bg(I) correspond
au By(yy de [FF], o ¢ : ]0,4+o00[ — ]0, 1[ est la fonction z +— ¢~*.

3.1.4. Localisation des zéros. — Si z € Bg(I), on définit son polygone de Newton
NPI par passage a la limite : si x,, est une suite d’éléments de A E[ﬂ, W]] ayant pour
limite  dans Bg(I), la suite de fonction r — v,.(x,) tend vers r — v,.(x) sur I (la
suite des restrictions & un sous-intervalle compact J de I est méme constante & partir
d’un certain rang [FF, lemme 1.6.10]). Concrétement, si a, b sont les bornes inférieure
et supérieure de I, alors NPi est définie sur |04vp(x), 0qvq ()|, intervalle qui peut
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étre (), est conveze décroissante, a pentes dans —I et, si A\ € —I, la multiplicité de \
comme pente est O4ux(z) — Oqva(x).
On a alors le résultat suivant ([FF, prop.1.6.25]) et [FF, prop.2.4.10]).

Théoréme 3.8. — (i) x est inversible dans Bp(I) si et seulement si NP est vide.

(ii) Si X\ est une pente de NPQIC, de multiplicité d, il existe a1, ...,aq € Oc» vérifiant
ver (a;) = —Avp(m) tels que ¢ = (m — [a1]) - -+ (7 — [aq])y avec y € Bg(I). De plus,
NP?IJ est obtenu en enlevant de NPi le segment de pente A.

Siy = (7 — [a]) € |Yg|, notons K, le corps résiduel de y; c’est un corps
algébriquement clos, complet pour v,. Posons §(y) = v, () /vy([7°]) € 10,400 (on
considére les images dans K, pour évaluer v, ; on a aussi §(y) = ves (a)/ves (7°)). Si
I est un intervalle de 0, 4+o00[, on note |Yg(I)| 'image inverse de I par 4.

Un diviseur sur |Yg(I)| est une somme formelle D = 3°, vy 1y (y), avecny, € N.
On dit que D est localement fini si, pour tout intervalle compact J C I, la somme
> ye|vp(s) My(y) est finie. Le th. 3.8 permet d’associer & z € Bg(I), son diviseur
Div(z), qui est un diviseur localement fini sur |Yg(I)|. Si N est un idéal principal, de
Bg(I), on note Div(N) le diviseur de n’importe lequel de ses générateurs.

Le résultat suivant (combinaison des th. 2.5.1, 2.6.1 et 2.7.4 de [FF]), que l'on
comparera au th. 2.30, précise les résultats de Kedlaya du th. 2.34.

Théoréme 3.9. — (i) Si I est un intervalle compact, alors Bg(I) est un anneau
principal et Uapplication N +— Div(N) induit une bijection de l’ensemble des idéauz
de Bg(I) sur l’ensemble des diviseurs a support fini sur |[Yg(I)|.

(if) Si I est de la forme [r,+oo[, avec r > 0, alors Bg(I) est un anneau de Bézout,
un idéal est fermé si et seulement si il est principal, et l'application N — Div(N)
induit une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de Bg(I) sur l’ensemble des
diviseurs localement finis sur |Yg(I)|.

Remarque 3.10. — (i) Si I = [r,+oo[, avec r > 0, et si D = >, n;i(m — [a;]) est
un diviseur localement fini sur |Yg(I), alors J],(1 — [‘;—’]) converge dans Bg([) et le
diviseur du produit est D.

(ii) Si I =]0,4o0[, le produit n’a aucune raison de converger (il peut y avoir une
sous-suite de a;, avec ves(a;) — 0), et il semble raisonnable de penser, par analogie
avec le cas d’égale caractéristique, que Bg n’est pas de Bézout (au moins si C” n’est
pas maximalement complet). En tout cas, B}, n’est pas de Bézout [4, rem.1.1.3].

3.2. La courbe algébrique X . — Cf. [FF, th.6.5.2].

—d
3.2.1. Factorisation des éléments de BE"~" . — Soit ¢ le logarithme de la loi de
Lubin-Tate introduite ci-dessus. Si € mg», soit

to = {(lals) = lim 7 "open(f2? ']) = [a], [T <5

n—-+oo
n>1
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Théoréme 3.11. — (i) Si a € E*, alors t,_ (z) = aly.

(ii) & — t, induit une bijection de me»{0} sur BE"~"{0}. B

iii) A multiplication par E* pres, t,, est l'unique élément de BEP™" divisible par &,.

E
_qd _
iv) Sid > 1, tout y € BEP™"  est le produit de t1,...,tq € BYP™", uniques a
E E

permutation et multiplication prés par des éléments de E*.

(v) Tout élément y de Fr(Bg)?2=! peut s’écrire sous la forme y =
ti,... tag € BEP=", et donc Fr(Bg)?*=' = Fr(B$"~").

t1-tg

7td+1 tag’ avec

Remarque 3.12. — (i) Le diviseur de ¢, est Y, ., (% (&:)). Réciproquement, si D €
|YE| est invariant par ¢g, il existe z1,...,z4 tels que D = Z?Zl ez (Ph(é,)), ce
qui permet de déduire les (iv) et (v) du th. 3.11 du (ii) du th. 3.9.
(i) En combinant des arguments de diviseurs, le (i) du th.3.8 et le (i) de la
_d
remarque, on montre que BE"~" = (BE)“"E:"d, pour tout d € N.
(iii) On peut aussi utiliser des produits de Weierstrass pour construire des éléments

de BE"™" de diviseur donné. Si a € ms, le produit [, -, (1- @) converge dans
BY,, vers un élément ¢ vérifiant pp(lf) = —rala - Soit £7 une solution dans Ap

de pr(z) = (7 — [a])z. Alors Div(¢, ) est a support dans |Yg(]0,7])|, avec r > 0, et
satisfait ¢ p(Div({;)) = Div(¢; ) + (7 — [a]), et donc Div(€;) = 3", ., ¢%(m — [a]).
Il s’ensuit que, si £, = £ £, , alors pp({,) = mly et Div(ly) =Y 1 cp o* (7 — [a]).

SiE=Qpetsia= p°, on obtient de la sorte un élément ayant méme diviseur
que t = log[e]. On en déduit que, si € Ag{0} vérifie p(z) = (p — [p°])z, il existe
ceQy tel que t = Canzo (1 — [(pbp#).

_d
3.2.2. La courbe Xp. — Remarquons que Pp = @ cn B%P~™  est une algebre
graduée. On définit la courbe algébrique X par :

Xp = Proj(Pg) = Proj( P BEE=").
deN
Notons | X g| 'ensemble des points fermés de Xg. On déduit du th. 3.12 que | X g| est
en bijection avec ((Bf)?=="{0})/E* : si z € |Xg|, 'idéal homogéne correspondant
est engendré par t, € (B})¥?=", bien déterminé a multiplication prés par E*.

Théoréme 3.13. — (i) H*(Xg,0) = E, mais Xg n’est pas de type fini sur E.
(i) Si z € |Xg|, et sit, € (Bf)??=™ est un générateur de l’idéal homogéne
correspondant, alors :
a) O(Xg{z}) = (BE[é])‘PE:l est un anneau principal (et donc Xp est une
courbe car recouvert par des spectres d’anneaux de Dedekind).
b) Le corps résiduel K, est un corps algébriguement clos de caractéristique 0,

complet pour vy, t, est un paramétre local en x, et Ox, » = BIR(KZ).

c) Tout élément non nul de O(X g{x}) se factorise sous la forme % e ;—:, out; €
(B;g)‘/’E:7r ett; ¢ E*t, ; de plusty,...,tq sont uniques a permutation et multiplication
par E* prés.
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Remarque 3.14. — (i) Si E = Q, et t, =t, on a (By[;-])#”=" = B.. La principalité
de B, est donc un cas particulier du (ii) a) et le (ii) ¢) répond (positivement) a la
question 2 des « devoirs de vacances » de Fontaine.

(if) On a une suite exacte
0— H*(Xg,0) = O(Xp{z}) = Oxp2l]/Oxpe — 0

induite par ’application qui & une fonction associe sa partie principaleen z. Si E = Q,,
et t, = t, on retrouve la suite exacte fondamentale.

(iii) Si zo,z1,...,xq sont des points fermés de Xg, distincts deux & deux, et si
teos-- - te, € (BE)?E=™ sont des générateurs des idéaux homogénes correspondants,
le théoréme des restes chinois, couplé avec le (ii) b), implique que la réponse a la
question 3 des « devoirs de vacances » est « oui ».

(iv) Siy € |Yg|, il existe t, € (B})?#=", bien déterminé & multiplication prés
par E*, dont le diviseur est Y, ., (¢%(y)), et ¢, détermine un élément z de |Xg|. On
en déduit des bijections naturelles

| X5| 2 |Vl /9% 2 |DE|/E* = |Dg, |/ E*,
Paction de E* sur |Dy| = |bé,|,| = me» {0} étant donnée par la loi de Lubin-Tate

comme dans le th. 3.5. On note co € |Xg| 'image de oo € |Yg|.

Théoreme 3.15 ([FF, th.8.6.1]). — (i) Si E’ est une extension finie de E, alors Xg: =
E' ®p Xg. En particulier Xg/ est un revétement étale de degré [E' : E] de Xg.

(ii) Tout revétement étale fini de X g est de cette forme, i.e. X est géométriquement
simplement conneze.

Si kg = an, alors g = ga“E et FI‘(BE/) = F ®Qqa'E FI"(BE), avec Qqa -E =
Q4 ®q, E, et donc

Fr(Bp )¢~ = E' @ Fr(Bg)¥®»~' = E' ® (Qp ® Fr(Bg)¥2=!) = E'@Fr(Bg)¥=~!
Qua-E Qga-E Q, E

On en déduit le (i). Le (ii) est un résultat profond, dont la preuve utilise la classification
des fibrés sur Xp (th.4.5).

3.3. La courbe analytique Y2 et son quotient X2. — La bijection |Xg| = |Y&|/¢%
provient d’un morphisme de variétés analytiques : on a le résultat suivant.

Théoréme 3.16 ([17, th.2.1]). — Si I = [ri,73], avec r1,72 € Q, alors YAY(I) =
Spa(B(I), B(I)™) est un espace adique, i.e. le préfaisceau O est un faisceau.

On définit Y24 comme la limite inductive des Y24([ry,72]), pour 71,75 € Q et, plus
généralement, si I est un intervalle de ]0,+oo[, on note Yz (I)2? la limite inductive
des Yg([r1,m2])24, pour r1,72 € Q, avec [r1,79] C I. Alors

O(vg') =B O(YE'(1) = B(I).
Il résulte du th. 3.9 que |Yz(I)| est ensemble des points classiques de Y24(I).
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Remarque 3.17. — On peut méme analytifier Spec(Ag) ([52, prop.13.1.1]). Soit § :
SpaAp{ma,} — [0,+0c] définie par d(x) = ;(”[(;?]),
déterminée par x. L’espace Ygd est alors I'image inverse de ]0, 00| par 4.

ol T est la valuation réelle

On a 6(p(z)) = gd(z), et donc ¢ opére proprement sur Y29, ce qui permet de
considérer 1’espace quotient

X3 = Yg/o%.

Remarque 3.18. — (i) X! est 'analytifiée de Xp.

(if) Le (v) du th.3.11 peut se traduire sous la forme : toute fonction méromorphe
sur X! est une fonction rationnelle, ce qui est une manifestation du principe GAGA,
la courbe X g étant une courbe propre.

(iii) Ecrire X3! sous la forme Y34/Z fait ressembler X! & une courbe elliptique
de Tate. Par ailleurs, Xz ressemble & P! puisque tout diviseur de degré 0 est principal
(i.e. Xg est de genre 0), mais il s’agit d'un P! un peu spécial car il a des quotients
qui ne sont pas de genre 0 : Si F' un sous-corps fermé de C°, on peut associer a F
une courbe Xg r en remplagant C" par F dans les formules. L’anneau B B,e(F)
correspondant est alors seulement un anneau de Dedekind [FF, prop.7.2.1], et pas
un anneau principal, et on a [FF, prop. 7.2.4]

Pic’(X g r) = Hom(Gp, EX).

Remarque 3.19. — La bijection |Yg| = |D}|/C% peut aussi s’analytifer, mais il faut
sortir du cadre des espaces analytiques (ou méme adiques), et utiliser celui des
diamants [52, 21]. Un certain nombre des énoncés ci-dessus prennent tout leur sens
dans le monde des diamants (et ont fortement motivé son introduction).

e On a E° = E2 /Gal(Es/E), et comme Gal(E./E) 2 0%, la bijection |Yg| =
|D%|/0% est une manifestation de 1'égalité de diamants

EZ, x C° = (BL)° x (C°)° = (Dg,)° = (D&)°
e La prop. 3.4 est une manifestation de 1’égalité de diamants E° x C°® = Y?.
e Le th. 3.15 (ou sa version [56] pour X&) se traduit par
m((E° x C°)/(1 x ¢)) = G.
Comme C°/Gg = E°, on a aussi
m((E° X E°)/(1 x ¢)) = Gg x Gg.

Ce dernier énoncé est un analogue arithmétique d’un lemme de Drinfeld & la base
de la construction des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
sur les corps de fonctions. Il réalise un vieux fantasme de pouvoir faire des produits
« absolus » (dans le monde des schémas, E'x E = E...). C’est un des points de départ
de la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [17, 19, 20, 21, 52].
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4. Fibrés sur Xg

Si £ est un fibré sur X, on peut associer a £ deux invariants additifs dans les suites
exactes : son rang rg(€) et son degré deg(€) défini par deg(€) = deg(det €) o, si Z est
un fibré de rang 1 sur X et si s une section rationnelle de Z, on définit deg(Z) comme
étant Y., |y, V=(8), ce qui ne dépend pas du choix de s car 3, |y, va(f) = 0 si
f e Fr(B)*.

Munie de ces deux invariants, la catégorie des fibrés sur X est une catégorie de
Harder-Narasimhan (comme celle des fibrés sur une courbe projective lisse). Tout fibré
sur Xg est donc muni d’une filtration canonique, croissante, telle que les quotients
successifs soient semi-stables et la suite des pentes strictement décroissante.

4.1. Modifications de fibrés. — Siy1,...,yx € Xg, et siU = Xg{v1,...,yr}, on peut
décrire un fibré £ sur Xg, a la Beauville-Laszlo, en utilisant le recouvrement de Xg
formé de U et de voisinages infinitésimaux des y;. Soient tq,...,t; les éléments de
(B£)#2=" de diviseurs respectifs (y1), ..., (yx), et K; le corps résiduel en y;, de telle
sorte que O(U) = (Bg[tl_?.tk])WEzl et BXEy = Bl (K;). Alors € est équivalent & la
donnée de :

e un O(U)-module projectif M de rang fini,

epour 1 <i<k, un sous—BjR(Ki)—réseau ]\//.71 de Bar(K3) ®pwy M.
L’application & — (M, (]\/4\1-)199) est celle obtenue en posant

M = H°(U,E), M, = BXE,yi ®0x,, €-

Cette description des fibrés rend totalement transparentes les modifications d’un
fibré £ en des points yi,...,yr : une telle modification revient juste & changer les
sous—Bé"R(Ki)—réseaux M;, pour 1 <i<k.

Remarque 4.1. — (i) Nous n’aurons besoin que de modifications en co dans la suite,
mais les modifications en un nombre arbitraire de points [17, 19, 20, 21, 52], analogues
aux chtoukas multipattes de V. Lafforgue [41], semblent devoir jouer un réle important
pour la géométrisation de la correspondance de Langlands locale.

(ii) Si {y1,...,yr} = {00}, et si on note B . et B les anneaux (B [1])¥==" (avec
t =ts) et BJz(Ko), on obtient une B-paire (cf. n°2.5.8). Il résulte de la discussion
ci-dessus que la catégorie des fibrés sur Xg est équivalente o celle des B-paires.

4.2. Le fibré Ox, (). — Si h est un entier > 1, on note E}, l'extension non ramifiée
de F, de degré h. Si \ = % € Q, avec d, h entiers premiers entre eux et h > 1, on note
D), Valgébre centrale simple de centre E et d’invariant A :
Dy = Ep[)/(" = 7%, TzO™' = pp(z), siz € Ey.
Si A = ¢ € Q, on définit un fibré Ox,(\) sur Xg de la maniére suivante. On
d+n

h =T .
nen BEET , et on note Ox, (A\) le fibré associé :

siy € |Xpl, alors HO(Xg{y},0xa (V) = (Bl 1)) F ™™ = (BEL)7*".

considére le P-module gradué @
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Remarque 4.2. — 1l y a une définition plus conceptuelle |[FF, n°8.2.2] de Ox, (}) :
Xp, est un revétement fini étale de degré h de Xg, et Ox,(A\) est I'image directe du
fibré en droites Ox,, (d) sur X, .

Proposition 4.3. — (i) Ox,()\) est de rang h, de degré d, et de pente \.
(ii) Les groupes de cohomologie H'(X g, Ox, ()\)) sont donnés par ([FF, prop. 8.2.3]) :

(BE)PE="" six >0,
e H(Xg,0x,(N\) = B ;
SIS {0 si A <0,

0 siA>0,

e HY(X A)) =
(X, Oxp V) {BgR (t'Bi. + Ey) siA<0,
[ HI(XE,OXE(A)) =0s11 Z 2.
(i) End(Ox, (X)) = Dy (|FF, prop. 8.2.8|).

Remarque 4.4. — (i) On a privilégié le point co mais, si A < 0, on a, pour tout
y € |Yg|, H(Xg,0x,(N\) = BIR(Ky)/(tZB;“R(Ky)—i—Eh), ce qui est un peu troublant
car BIR(Ky) dépend de y (en tant qu’anneau topologique [39)]).

(ii) Les groupes de cohomologie de Ox, (A\) sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie H*(Xg,C0x,()\)), et on a

Dim H°(X g, Cx, (\)) — Dim H' (X, 0x, (\)) = (d, h).

4.3. Classification des fibrés sur Xp. — Cf. [FF, chap. §].

Théoréme 4.5 ([FF, th.8.2.10]). — Si & est un fibré sur Xg, il existe des mombres
rationnels \y > Ay > -+ > X\, uniquement déterminés, tels que

E20x, (M) D @0x,(\).

Remarque 4.6. — (i) Il résulte de ce théoréme que la filtration de Harder-Narasimhan
de € est scindée, et que I'on a une décomposition de & sous la forme & = @,q &
ot &, 2 Ox, (A\)™, est semi-stable de pente .

(if) Un fibré semi-stable de pente 0 est trivial.

(iii) En utilisant le (ii) de la prop. 4.3 et la décomposition ci-dessus, on voit que :

dimg(H(XEg,€)) < +00 & toutes les pentes de € sont < 0.

(iv) Il résulte du (ii) de la rem. 4.4 que, si £ est un fibré sur Xg, les groupes
de cohomologie de £ sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
H!(Xg,E), et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de € est :

DimH(Xg,€) — DimH(Xg,&) = (deg(&),rg(&)).
4.4. Fibrés et o-modules. — Cf. [FF, chap. 11].
Un ¢-module sur A = E ou BE est un A-module libre M muni d’un morphisme

semi-linéaire ¢ : M — M, tel que a ® ¢ +— ap(z) induise un isomorphisme
A®,ayM=M (autrement dit, la matrice dans une base appartient a GLg(A)).
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Théoréeme 4.7. — On a des foncteurs naturels :
{B-paires}

Fibrés sur Xg = p-modules sur B1} = {p-modules sur EY.
EJ <+

(Les foncteurs du triangle sont des équivalences de catégories, les autres sont
essentiellement surjectifs mais pas pleinement fidéles.)

On a déja expliqué comment marchait ’équivalence { B-paires} = {Fibrés sur Xg}.
Les autres foncteurs sont obtenus de la maniére suivante.

e La projection Og» — kg» induit des projections Ag — O et Bf — E commutant
4 ¢p. Réciproquement, le choix d’une section kr» — Op» permet d’identifier E aun
sous-anneau de BE. D’ou des foncteurs BE ®p— et E® BE ™ d’extension des scalaires.
La preuve de la surjectivité essentielle [FF, n°11.1.5] utilise un nouveau venu dans le
monde des anneaux de Fontaine, & savoir ’anneau B, qui est & la fois un quotient de
BE et un quotient de A[%] par des idéaux sur lesquels ¢ g est trés topologiquement
nilpotent.

e Si M est un p-module sur BE, la B-paire associée est

(MEv M;_R) = ((BE[%] ®Bg M+)¢=17B3_R ®Bg M)
e Si (M., M:R) est une B-paire, le ¢-module sur B; associé est
Mt ={z e Bf[}]|® M., ¢"(z) € Mz, Vn € Z}.

e Si M est un ¢-module sur E,
¢ le p-module sur Bg associé est simplement M+ = BE ®p M,
o la B-paire associée est ((Bf[31] ®; M)?=!, Bl ® 5 M)
o le fibré &(M) est celui défini par le P-module gradué @, .n(B% ® 5 M)P="" .
si y € |Xpl, alors HO(X{y},E(M)) = (Bg[-]® M)#=".

Il est élémentaire de vérifier que, si on part d’un p-module sur E, le diagramme
obtenu en considérant les objets associés commute. Par contre, il n’est pas clair que
le M* obtenu a partir d’'une B-paire (M., MJR) soit libre sur BE ni que, si M est
un ¢-module sur Bf, le B.-module ((Bj[}] ®p+ MT)¢=1 ait le bon rang (ou méme

qu’il soit non nul si M est non nul) ; cela résulte®? du théoréme de classification des
fibrés sur Xp (th.4.5), de 'équivalence entre p-modules sur B}, et E, et du classique
théoréme de Dieudonné-Manin (prop. 2.36).

Remarque 4.8. — Via léquivalence {Fibrés sur Xp} = {p-modules sur E}, le fibré
Ox,(\) correspond & F(—\). Autrement dit, les pentes de Harder-Narasimhan sont
les opposées des pentes de Frobenius.

(32) On peut aussi utiliser le th. 2.16 qui contient un certain nombre des énoncés précédents.
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Remarque 4.9. — Le diagramme du th. 4.7, peut s’étendre en un diagramme faisant
intervenir la courbe analytique X%".

{B-paires}
{Fibrés sur Xp} +——— {p-modules sur B} —— {p-modules sur E}

GAGAlI ll l

{Fibrés sur X" {-modules sur B} — {¢-modules sur R (C”)}.

Dans ce diagramme, la fléche {Fibrés sur Xg} — {Fibrés sur X%} est analytification
(que ce soit une équivalence de catégories est une manifestation d’un principe GAGA,
mais les preuves existantes ne sont pas directes). Les ¢-modules sur B sont les
B-modules localement libres, de rang fini, munis d’une action semi-linéaire de
@ telle que B ®,(p)y ¢(M) — M soit un isomorphisme. Les fleches non encore
décrites s’obtiennent juste par extension des scalaires, en utilisant les injections
E c Bt ¢ Bc R(C").

5. Fibrés G k-équivariants et représentations de G i

Comme il transparait des extraits des courriels de Fontaine reproduits dans le
chap. 1, mieux comprendre les diverses démonstrations des conjectures « faiblement
admissible = admissible » et « de Rham = potentiellement semi-stable », ainsi que
les objets qu’elles font intervenir, a été une motivation puissante pour ’introduction
de la courbe X g et I’étude des fibrés sur Xg.

L’utilisation des fibrés sur Xg fournit une preuve de « fa = a» complétement
naturelle ([FF, §10.5] ou §5.2 ci-dessous). Cette preuve est trés proche dans sa
structure de la preuve de Berger (cf. n°2.5.6), mais l'utilisation des modifications
de fibrés en trivialise ’étape la plus délicate, i.e. celle consistant & modifier un
(¢, T)-module en un nombre infini de points.

Supposons dorénavant que E = Q,, et notons X etY les courbes Xg et Yg.

5.1. Fibrés G -équivariants et (G, B)-paires. — Le groupe Gx agit sur C°, et
donc aussi sur Y et X. Le morphisme 0 : A,y — C¢ définit un point co € |Y]|
(correspondant & I'idéal (p — [p°]), qui est invariant par G .

On note co € |X]|, 'image de co € |Y|. C'est le zéro du 2im p-adique ¢ = log[e]
de Fontaine. Alors co est fixe par G et tous les autres points de X ont une orbite
infinie sous l'action de Gk ([FF, prop.10.1.1] ou [4, lemme 1.1.8]). De plus,

O(X{oc}) =B, et Ox.oo =By,

ou B, et le'R sont les anneaux du §1.2, et ces identifications respectent ’action
naturelle de G.

Si € est un fibré G-équivariant sur X, sa filtration de Harder-Narasimhan est
constituée de fibrés G g-équivariants (car ’action de G respecte les pentes des fibrés).
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11 découle du th.4.5 que, si € est semi-stable de pente 0, alors H°(X,E) est une
Q,-représentation de Gk, i.e. un Qp-espace de dimension finie muni d’une action
linéaire continue de Gg. On déduit du (ii) de la rem. 4.6 le résultat suivant.

Théoréme 5.1. — Les foncteurs
V- V®Qp Ox et E&w HO(X,g)

induisent des équivalences de catégories inverses l'une de l’autre entre la catégorie des
Q,-représentations de G et celle des fibrés G i -équivariants sur X, semi-stables de
pente 0.

Remarque 5.2. — (i) Si € est un fibré Gi-équivariant sur X, et si £’ est un fibré
obtenu par modification de &, alors £’ est Gi-équivariant si et seulement si la
modification n’a lieu qu’en oo (c’est une traduction du fait que oo est fixe par G et
est 'unique point de X ayant une orbite finie sous 'action de G).

(ii) Si E est une extension finie de Q,, X g est un revétement de degré [E : Q] de X,
et la fibre au-dessus de co est stable par G i et finie. Une modification G g-équivariante
peut se faire en chacune des orbites de cette fibre sous ’action de G, ce qui complique
un peu l’étude des E-représentations de G .

Si A= %, on fait agir Gx sur Dy = Q,u[II] & travers son action sur Q,.. Une
Dy -représentation V de Gk est alors un Dy-module & droite de rang fini muni d’une
action semi-linéaire de Gk :sio € Gk, v € V, et a € Dy, alors o(z-a) = o(z) - o(a).

Théoréme 5.3 ([FF, th. 10.1.7]). — Les foncteurs
V=V ®p, Ox(\) et &+ Hom([Ox(N),E)
induisent des équivalences inverses l’'une de l’autre entre la catégorie des Dy -représen-

tations de G et celle des fibrés G i -équivariants sur X, semi-stables de pente .

Remarque 5.4. — Via I’équivalence de catégories entre fibrés sur X et B-paires, un
fibré G g-équivariant sur X correspond a une (G, B)-paire (cf. n°2.5.8), et le th. 5.3
est équivalent a [4, th. B].

5.2. (p, N)-modules et fibrés G i -équivariants. — Comme on ’a vu (ex. 2.46), & un
(¢, N)-module filtré D sur K, on peut associer une (G, B)-paire (M.(D), Mj; (D)),
et donc un fibré Gi-équivariant (D) sur X, en posant

Me(D) = (E+

log[%] ®x, D)V et Mp(D) = Fil'(BY ®k D)

On a alors
Vst(D) = HO(X78(D))

Il en résulte que D est admissible si et seulement si E(D) est semi-stable de pente 0.
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Remarque 5.5. — (i) On dit que & est log-cristallin si (Bl'gg[l] ® M.(€))Cx est de
dimension rg(€) sur Ky. Alors D — (D) induit une équivalence de ®-catégories de la
catégorie des (¢, N)-modules filtrés sur celle des fibrés G k-équivariants, log-cristallins.

(ii) Si D est un (¢, N)-module sur Ky, on peut voir D comme un (¢, N)-module
filtré sur K en mettant la filtration triviale sur Dg (i.e D% = Dk et DY = 0). Le
fibré £(D) associé est celui associé au P-module gradué @kEZ(Blog K, D)N:()#?:pk.
Si Fil® est une filtration sur Dk, on obtient (D, Fil®) a partir de £(D) par une
modification en oo.

Proposition 5.6. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.

(i) 18(E(D)) = rg(D), deg(€(D)) = deg(D) et w(€(D)) = (D).

(i) Si0= Dy C Dy C --- C D, = D est la filtration de Harder-Narasimhan de D,
alors celle de E(D) est 0 = E(Dy) C E(Dy) C --- C E(D,) =E(D).

(iii) D est faiblement admissible si et seulement si £(D) est semi-stable, de pente 0.

Démonstration. — L’égalité des rangs repose sur les ingrédients suivants :
eaRU—a® ('U +uNv+ “2 ~N2y + ---) induit un isomorphisme de yp-modules de
Bmg[ ]® D sur (B log[ | ® D)N 0,

o Buigl}] ®Ko D= Bng[ | ®q, (Qp ®x, D) et Q) @k, D = @1Qp(A)™

e Si)= h, alors (B ng[ |® Qp( ))#?=1 est un B.-module naturellement isomorphe
a Br,g[t] i =~ t9Qun ®q, Be, et donc est libre de rang h = rg(Q, ().

Si la filtration sur Dg est triviale, I’égalité des degrés résulte de la décomposition
ci-dessus et de la rem. 4.8. Le cas général s’en déduit en utilisant la formule reliant le
degré d’un fibré et celui d’une de ses modifications ([FF, lemme 10.5.5]). L’égalité des
pentes est alors immédiate, ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), commengons par remarquer que la filtration de Harder-
Narasimhan de £(D) est stable par Gk (par unicité). Il suffit donc, compte-tenu
du (i), de prouver qu’un sous-fibré & de (D), stable par Gk, et facteur direct, est
de la forme E(D’), avec D’ sous-(p, N)-module filtré de D.

Pour cela, introduisons le foncteur )y associant & une B,-représentation M
(i.e. un B.-module libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de G) le
((p, N)-module Dyt (M) sur Ko défini par D(M) = (B; [1] ®8, M)C%. Comme

loglt
[1] est Gx-régulier et Fr(Bngg[ )¢x = Ko, on a dimg, (Dst(M)) < rgg_(M) et,

[1] ®B, M est un

log
s’il y a égalité, 'application naturelle Blog[ | ®k, Dss(M) — Bfgg
isomorphisme.

Soient alors M = M,.(D), M’ = H°(X{c},&") et M" = M/M’'. Comme &’ est
facteur direct, M" est un B.-module libre, et on a une suite exacte 0 — g (M') —
Dst (M) — Dt (M"). Or Dt (M) = D et donc dimg, Dst (M) = rgg, (M) ; il s’ensuit
que les inégalités dimg, (Dst(M')) < rgg, (M’) et dimg, (Dt (M")) < rgg, (M") sont
des égalités et donc, en particulier, que si on pose D' = Qg (M'), alors M’ = M, (D).
Comme &’ est facteur direct, cela implique que &’ = £(D’), ce qui prouve le (ii).

Le (iii) est une conséquence immeédiate des (i) et (ii) et des définitions. O
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Théoreme 5.7. — Soit D un (¢, N)-module filtré sur K.
(i) Si (D) >0, alors dimq, V(D) = +oo.
(if) Si p(D) = 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
e D est faiblement admissible,
e dimg, V(D) < +oo,
e dimq, V(D) = dimg, D (i.e. D est admissible).

Démonstration. — Soit 0 = Dy € D; C --- C D, = D la filtration de Harder-
Narasimhan de D. On rappelle que V(D) = H°(X,E(D)).

e Si u(D) > 0, alors u(D;) > 0, et donc u(&’(Dl)) > 0, et dimg, H*(X,£(D)) =
+00, d’aprés le (iii) de la rem. 4.6, puisque H°(X,E(D)) contient H°(X,E(Dy)). On
en déduit le (i).

e Si u(D) = 0, alors p(D1) > 0 sauf si D est semi-stable (et donc de pente 0, i.e. D
est faiblement admissible), ce qui équivaut, d’aprés le (iii) de la prop. 5.6, a ce que
€(D) soit semi-stable de pente 0, et donc & ce que D soit admissible. O

5.3. Le théoréme de monodromie p-adique. — Si € est un fibré G-équivariant sur
X, de rang d, on pose

M (&) = Ox 00 ®, € et Mar(E) = M (E)[2].

On dit que & est de de Rham si dimg Mg (€)% = d. On dit que £ est potentiellement
log-cristallin s’il existe une extension finie L de K, telle que £, vu comme fibré
G -équivariant, soit de la forme £(D), ot D est un (p, N)-module filtré sur L. Il
est élémentaire que « € potentiellement log-cristallin » implique « £ de de Rham »,
et on a le résultat ci-dessous qui montre que la réciproque est vraie ; compte-tenu du
lien entre représentations de Gk et fibrés Gg-équivariants sur X, cela fournit une
preuve de « dR = pst ».

Théoréeme 5.8 ([FF, th. 10.6.10]). — Si & est de de Rham, alors £ est potentiellement
log-cristallin.

Démonstration. — La preuve comporte trois étapes :

e Quitte & modifier £ en co, ce qui ne fait que changer les pentes et la filtration
finale, on peut supposer que MCTR(((J) = B;FR ®x Mar(€)Cx.

e Le cas isocline : si £ est semi-stable de pente A, alors & =V ®p, O(\), ou V est
une Dip—représentation de Gk de dimension finie (th. 5.3). Maintenant, M (O(\))
est une BdR—représentation triviale, et comme il en est de méme de M;R((‘f) par
hypothése, on en déduit que B r ®V est une B r-Teprésentation triviale. D’aprés
le th. 2.4, cela implique que V est potentlellement non ramifiée, et donc que & est
potentiellement cristallin.

e Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de pentes de £. Si € n’a
qu’une seule pente, on est dans le cas isocline qui a déja été traité. Si & n’est pas
isocline, on peut ’écrire comme une extension & — £ — & ou les pentes de &
sont strictement supérieures & celles de &. L’hypothése de récurrence implique que,
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quitte a remplacer K par une extension finie, il existe des (¢, N)-modules D1, Do
tels que & = E(D;), et on cherche a prouver que & = £(D), ou D est une extension
Dy — D — D, de (¢, N)-modules sur Kj. On peut, pour ce faire, supposer que kg
est algébriquement clos.

Si A = D} ® D1, I'hypothése sur les pentes de & et & implique que les pentes
de frobenius de A sont < 0 et, en particulier, que ¢ — 1 est bijectif sur A. On a
Ext!(Dy, D1) = Ext'(1,A) = A®=?"" |FF, lemme 10.6.12] :

o 1@y) €AXA, (pp— Dz =Ny}  \pp
{(Nz,(p—1)z), 2 € A}

Pinverse du dernier isomorphisme envoyant a sur la classe de (a,0), le précédent

envoyant une extension A — E — 1 sur (Ne, (p — 1)e), ou e € E est un relévement

de 1 € 1. En particulier, Extl(l, A) est un Qp-espace de dimension finie.
Par ailleurs (cf. [FF, prop.9.2.3]),

Ext!(&,&) = H'(Gx, Hom(&,&)) = H' (G, (Bf,, ® A)N=0¢=1),

Ext'(Dy, D1) = Ext'(1,A)

L’hypothése que & est trivial en oo se traduit par le fait que sa classe est nulle dans
HY(Gg,B}z ® A), et donc appartient a
Z = Ker(H' (G, (B}, ® A)N=0¢=1) & HY(G, Bl ® A)).

log

Soit ¢ — ¢, un l-cocycle sur Gg, & valeurs dans (ﬁf{)g ® A)N=0¢=1"dont la
classe appartient & Z. Comme kg est algébriquement clos, on peut décomposer le
G g-module (Efgg ® A)N=0¢=1 comme une somme directe d’espaces de la forme
(ﬁfgg)Nk:UWh:Pd, et on déduit de la prop. 2.17 qu’il existe ¢ € ﬁfgg ® A tel que
¢, = (0 —1)-c pour tout 0 € Gg. Alors (p — 1)c et Nc sont fixes par Gk, et donc
appartiennent a A, et (Ne¢, (¢ —1)c) définit un élément de Extl(l, A) qui est nul si et
seulement si ¢ — ¢, est un cobord, ce qui fournit une injection de Z dans Ext*(1, A).

Comme (D) est trivial en co, si D est un (¢, N)-module, ’application naturelle
Ext'(Dy,D;) — Ext'(&,&) fournit une injection de Ext'(Dy,D;) dans Z, et
comme Ext'(1,A) est de dimension finie et isomorphe & Ext'(D,, D;), les injections
Ext'(Dy, D) — Z — Ext'(1,A) sont des bijections. On en déduit que & est de la
forme £(D), ce que 'on voulait. O

5.4. Descente a une extension de type de Lie. — Soit K, une extension galoisienne
de K, infiniment ramifiée, de type Lie (ce qui signifie que le groupe de Galois I' =
Gal(K«/K) est un groupe de Lie p-adique). Une telle extension est perfectoide, et
son basculé K go est un sous-corps fermé de C” muni d’une action continue de T, et
on a Gal(C*/K!.) = Gal(C/K).

L’anneau B, (K’ ) n’est plus principal, mais il est de Dedekind [FF, prop. 7.2.1]. 1l
s’ensuit que

Xk, = Proj((D (B, (K2,)*™")
neEN
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est une courbe compléte, et comme I' agit sur K, la courbe Xg__ est munie d’une
action de I'.

Par ailleurs, l'inclusion de K’ dans C” induit un morphisme Ox,  — Ox de
faisceaux, et donc un morphisme X — Xg__.

Théoreme 5.9 ([FF, th.10.1.5]). — Le morphisme X — Xg_ induit une équivalence
de catégories de Harder-Narasimhan :

{Fibrés I'-équivariants sur X __} = {Fibrés G g-équivariants sur X }.

Remarque 5.10. — (i) Si on combine ce résultat avec le th. 5.1, on obtient une
classification des Qp-représentations de Gg en termes de fibrés I'-équivariants
sur Xg__, semi-stables de pente 0.

(ii) Dans le diagramme de la rem. 4.9, on peut rajouter une action de Gk partout,
et utiliser le th. 5.9 pour descendre & K, ; on obtient le diagramme de catégories
suivant :

{Gk-Fibrés sur X} ———— {(Gk, B)-paires}

T

{I-Fibrés sur Xk} +— {(¢,')-modules sur B* (K% )} ——— {(¢,T)-modules sur Ko}

anca s | |

{T-Fibrés sur X&_} == {(¢,T)-modules sur B(K%,)} — {(¢,')-modules sur R(K?%)}.

Notons que {(p, I')-modules sur B* (K" )} — {(¢,T)-modules sur B(K”_ )} n’est pas
essentiellement surjective contrairement au cas algébriquement clos.

(iii) Si V est de de Rham, et si &(V') désigne le fibré I-équivariant sur X _ qui
lui correspond, alors H(Xg_{00},E(V)) = (B, ® V)GalK/Kx) egt lie de prés a la
cohomologie d’Twasawa de V', que ce soit dans le cas cyclotomique [9] (ou ce module
est noté Dr, (V) ou dans le cas d’une extension du type Lubin-Tate [32].

(iv) Si K, est lextension cyclotomique, on a R(K’) = ﬁrig,K, et on peut
décompléter un (p, I')-module sur ﬁrig, K en utilisant des traces de Tate, ce qui permet
de compléter le diagramme précédent en rajoutant 1’équivalence de catégories

{(¢,T')-modules sur ]A?;rig,K} = {(p,I')-modules sur Byig i }

qui entre dans la preuve des th. 2.47 et 2.41. Si la dimension de I est > 2, on ne dispose
plus de traces de Tate (et on n’a pas d’équivalence de catégories comme ci-dessus),
mais [6] propose une solution alternative.
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LEITFADEN

Ce texte traite de la courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique ainsi que
de ses applications. Nous renvoyons a la préface de Pierre Colmez pour une mise en
perspective des résultats. Voici la structure de ce texte :

1.

Dans le premier chapitre on définit et étudie les « fonctions holomorphes de la
variable p » qui forment des anneaux obtenus par complétion de localisation
d’anneaux construits & partir des vecteurs de Witt. Le point principal est le
développement d’une théorie des polygones de Newton pour ces objets (déf.
1.6.18) et de leurs propriétés attenantes (prop. 1.6.25 par exemple).

. Dans le second chapitre on définit un ensemble |Y| sur lequel on peut

évaluer les fonctions holomorphes précédentes lorsque le « corps de base »
est algébriquement clos. Ces fonctions prennent leurs valeurs sur |Y| dans des
corps valués complets algébriquement clos extensions de Q,. Les principaux
résultats sont des résultats de factorisation du type Weierstrass de ces fonctions
holomorphes (cf. théo. 2.4.1 et coro. 2.4.3) qui sont au coeur de la construction
de la courbe.

Le troisiéme chapitre concerne I’étude du cas ol le « corps de base » n’est plus
algébriquement clos. L’étude se fait par descente galoisienne & partir du cas
algébriquement clos (cf. théo. 3.3.1).

. Dans le quatriéme chapitre on étudie les périodes des groupes formels

p-divisibles. Pour un tel groupe formel { on montre que lim { ne dépend
Xp

que de sa fibre spéciale et s’interpréte en termes de certains espaces de Banach

construits a partir des fonctions holomorphes précédentes (cf. prop. 4.4.5 par

exemple). Ces espaces de Banach sont en faits des espaces de sections globales

de certains fibrés sur la courbe.

. Le cinquiéme chapitre est consacré a des généralités sur les courbes en un

sens généralisé et les fibrés vectoriels sur celles-ci, typiquement leurs filtrations
de Harder-Narasimhan. Le résultat principal est un théoréme général de
classification de fibrés sur certaines courbes (théo. 5.6.26) qui généralise le
théoréme de classification de Grothendieck pour la droite projective.

Dans le sixiéme chapitre on construit la courbe et montre ses propriétés de base
lorsque le « corps de base » est algébriquement clos (théo. 6.5.2). La construction
de la courbe se fait & partir d’une algébre graduée de périodes construite & partir
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10.

11.

LEITFADEN

de « fonctions holomorphes de la variable p ». La courbe est en quelque sorte
une version schématique de I’espace « Y/@” » oil ¢ est un Frobenius.

Le septiéme chapitre est consacré & la définition et ’étude de la courbe lorsque
le « corps de base » n’est plus algébriquement clos (théo. 7.3.3).

Le huitiéme chapitre est consacré au théoréme de classification des fibrés sur
la courbe lorsque le « corps de base » est algébriquement clos (théo. 8.2.10).
On y montre, en utilisant des résultats sur les périodes des groupes p-divisibles,
que les hypothéses du théoréme général de classification du chapitre 5 sont
vérifiées. Comme application du théoréme de classification on démontre la simple
connexité géométrique de la courbe (théo. 8.6.1).

Dans le neuviéme chapitre on classifie les fibrés sur la courbe lorsque le corps
de base n’est plus algébriquement clos (théo. 9.4.3). On procéde par descente
galoisienne (théo. 9.3.1). Des phénoménes monodromiques apparaissent alors et
on obtient des résultats du type Narasimhan-Seshadri : les fibrés semi-stables
de pente 0 sont équivalents & des représentations galoisiennes p-adiques.

Dans le dixiéme chapitre on applique les résultats précédents afin de donner
de nouvelles preuves des deux théorémes fondamentaux de la théorie de Hodge
p-adique : faiblement admissible est équivalent a admissible (théo. 10.5.7) et
le théoréme de la mondromie p-adique (théo. 10.6.10). Les preuves consistent a
étudier les modifications de fibrés sur la courbe associées aux ¢-modules filtrés et
exploiter la structure équivariante additionnelle provenant de I'action du groupe
de Galois absolu de Q, sur la courbe.

Dans le onziéme chapitre on décrit le lien entre fibrés sur la courbe et certaines
catégories de p-modules. Cela permet de faire le lien avec les travaux de Kedlaya
(théo. 11.3.1 par exemple) et de Berger (théo. 11.5.1) sur le sujet.
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CHAPITRE 1

FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p
ET ANNEAUX DE PERIODES

Introduction

L’un des anneaux de base intervenant en théorie de Hodge p-adique est I’anneau
B}, (C,) des périodes cristallines. L’étude de l’arithmétique des représentations
galoisiennes améne souvent & introduire une variable auxiliaire provenant de la

théorie du corps des normes, par exemple :
— [p] € BY,, ot p est tel que p(® = p et est associé a 'extension arithmétiquement
profinie Qp(pl/pw).

—1
—u. =1+ [El/p] +oeet [6%] € Bcrls
Pextension cyclotomique Qp((pes ).

ou € est un générateur de Z,(1) associé a

L’un des principes de base pour ’étude des représentations galoisiennes consiste alors
a interpréter les éléments de BCrls en termes de fonctions holomorphes de cette variable
auxiliaire. C’est un des procédés de base de la théorie des ¢-modules sur I’anneau de
Robba : & certaines fonctions holomorphes & coefficients dans @, sur une couronne
on associe une période par évaluation sur une des variables auxiliaires précédentes.

Il se trouve que pour 1’étude de l’aspect arithmétique de la théorie de Hodge
p-adique on peut remplacer ’anneau BCrls par ’anneau Brlg ﬂnzo " (B:ris), le plus
grand sous-anneau sur lequel le Frobenius cristallin est bijectif. Un de ses premiers
avantages est qu’il ne dépend que du corps valué complet algébriquement clos de
caractéristique p

F= {(3,;(71))n>O | (M e Cp, (z (n+1))p (n)}
Mais de plus, il peut s’interpréter comme une algébre de « fonctions holomorphes de

la variable p a coefficients dans F' ». C’est le point de vue que nous développons ici.
Plus précisément, d’un point de vue « classique » on interpréterait la période

Zan— € B, an €7,
n>0
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56 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

comme la fonction holomorphe ) -, aan—? évaluée en u.. Du point de vue de ce
texte, la variable n’est pas u. mais p et les coefficients sont les [z], z € F. L’un des
avantages est que cette variable est intrinséque.

Plus précisément, nous définissons et étudions dans ce chapitre de telles algébres
de Fréchet de « fonctions holomorphes » a partir de n’importe quel corps F' valué
complet parfait de caractéristique p. Il se trouve que de nombreuses propriétés des
fonctions holomorphes « classiques » d’une variable sur une couronne, telles qu’elles
apparaissent dans [52], se transposent dans ce contexte (on renvoie au chapitre 1 de
[24] pour une introduction aux résultats de [52] de notre point de vue). Bien sir, la
plupart de ces anneaux ne sont pas nouveaux et apparaissent déja dans les travaux de
Berger, Colmez et Kedlaya sous d’autres noms ([11], [3], [45] par exemple). Ceci dit, le
point de vue qui consiste a les étudier comme fonctions de la variable p est nouveau.
Ce point de vue est particuliérement agréable grace a la multiplicativité des normes
de Gauss (def. 1.4.1, prop. 1.4.9). Grace a cela on dispose d’une bonne théorie des
polygones de Newton et de nombreux résultats concernant les fonctions holomorphes
non-archimédiennes sur un disque épointé s’adaptent & ce contexte.

1.1. Hypotheses et notations

La donnée de départ est la suivante. Soit E un corps valué complet de valuation
discréte de corps résiduel le corps fini Fy, ¢ = pfE. On choisit une uniformisante 7
de O qu’on notera parfois g lorsqu’on voudra souligner sa dépendance en E. Si E
est de caractéristique p, alors E = F,((7)). S’il est de caractéristique 0, alors E est
une extension de degré fini de Q5. On notera Frob, le morphisme de Frobenius & la
puissance fg d’une Og-algébre de caractéristique p.

Soit F' un corps parfait de caractéristique p, extension de F,, valué complet pour
une valuation non triviale

v:F — RU{+oc0}.

On note | - | = ¢7¥() la valeur absolue associée, mp = {z € Or | v(z) > 0} I'idéal
maximal de Or et kr son corps résiduel. On utilise parfois la notation wr pour
désigner n’importe quel élément de F vérifiant 0 < |wp| < 1.

1.2. Og-vecteurs de Witt

Dans cette section on suppose E de caractéristique zéro. Tous les résultats de cette
section ne seront pas utiles dans la suite. Le but est de faire le point sur les vecteurs de
Witt ramifiés. Lorsque R est une Fy-algébre parfaite on a Wy, (R) = W(R) ®w k,) Ok
et le lecteur peut sauter cette section et prendre ceci comme définition des vecteurs
de Witt ramifiés lorsqu’on les évalue sur une telle R.

ASTERISQUE 406



1.2. Og-VECTEURS DE WITT 57

1.2.1. Le cas «classique » ([16]). — Pour tout n > 0 posons
%n,ﬂ = ZWZ’X;I”% S OE[X(), . »Xn]-
i=0

Soit le foncteur
Z : Op-algébres —— Ensembles
A — AN

On notera [z;];>0 un élément de .% (A), ou pour tout ¢, z; € A.

Lemme 1.2.1. — 1 existe une unique factorisation
Or-algébres 7 Ensembles
Og-algébres,
telle que la transformation naturelle en A
Wr,a: Wopn(A) — AN
[ailis>o —  (Wh,r(ao,... ’a"))nZO
soit un morphisme de Og-algebres.
Démonstration. — Cela résulte de ce que si A est une Og-algébre sans p-torsion munie
d’un endomorphisme ¢ relevant Frob, modulo 7, %, 4 est injectif d’image
{(2i)iz0 € AN | 2441 = @(;) mod 71}, O

La description précédente de I'image de 9, 4 lorsque A est sans p-torsion munie
d’un relévement de Frobenius ne fait pas intervenir 7 mais I’idéal engendré par celui-
ci. Il en résulte que si 7’ est une autre uniformisante de O, il existe un unique
isomorphisme de foncteurs en (Op-algébres

Ur 2 Wog o — Wog o

tel que le diagramme suivant commute

WOE,W(_)

WOE,TF/ (_)

On a bien SUr U/ x7 O Ug 7/ = U 777.
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58 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

Définition 1.2.2. — On pose

Wp, = lim Wy,  : Og-algébres — Op-algébres,

ot la limite projective est prise suivant toutes les uniformisantes de Og. On note
W : Wy, (A) — AN

pour le morphisme composé Wy, (4) — Wy, »(A) W, AN,

Comme ’anneau Wp,,, le morphisme
W : W (=) — (=)"
ne dépend pas du choix d’une uniformisante.

Soit A une Og-algébre. Pour a € A on notera [a] = [a,0,...,0,...] € Wp, .(A).
On vérifie aussitdt que ur -/ ([a]) = [a] qui définit donc une application relévement de
Teichmiiller

(=] A— Wp. (4)
indépendante du choix de I'uniformisante 7. Il existe un unique endomorphisme
W (=) = Woe (=)
tel que si a € Wp,(A), W(a) = (x;)i>0, alors W(Fa) = (zi+1)i>0. Comme le
relévement de Teichmiiller [—], cet endomorphisme F' ne dépend pas du choix d’une

uniformisante. Notons

Vr: WUE(_) - WOE(_)

déduit du décalage [a;]i>0 — [0,a0,...,0a;,...] sur Wp, » et de l'isomorphisme
We, — We, . Contrairement & [—] et F' il dépend du choix de m. On a alors les
propriétés :

— FV,. ==«

— Ve =TV,

— Va(F(z).y) = z.Vx(y)

— des deux propriétés précédentes il résulte que pour tout n > 1, V*Wy, est un
idéal de Wp,, indépendant du choix de I'uniformisante 7

— Wp, (A) est Vy-adiquement séparé complet : si Wy, ,,(A) = Wp,, (A)/ VI We, (A)
alors

We, (A) = lim Wy, ,(A).
n>1

— tout élément a € Wy, (A) s’écrit de fagon unique sous la forme Y -,V [a,]

— si A est une F-algébre, Vo, F =7 et F(3, oo Valan]) = 3,50 Valad]

— si A est une [Fj-algébre parfaite, Wy, (ff) est m-adiquement complet sans
m-torsion et tout élément s’écrit de fagon unique sous la forme ) - [z, ]7™. De
plus, Wy, (A) est, & isomorphisme unique prés, 'unique relévement m-adique
sans m-torsion de la Og-algébre parfaite A.

Soit E'|E. On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 1.2.3. — 1l existe un unique morphisme, naturel en la Op/ -algébre A, de
Cg-algebres

u: W@E (A) — WgE, (A)

tel que le diagramme suivant commute

We,(A) ———— W, (A
MfE//EkA /M Jn>0

On a u([a]) = [a], u(Vzz) = 5V, H(u(FIere=1g)) et u(FIe/e2) = Fu(z).
Rappelons qu’il y a un unique morphisme naturel de Og-algébres
A W@E(_) — WOE (WOE(_))

tel que W(A(z)) = (F™z)p>0.

Si E'|E comme précédemment, F/|F, est l'extension résiduelle et Ej|E est
Pextension maximale non-ramifiée de E dans E’, il y a une identification Wy, (Fy/) =
OE(/). Si A est une Og/-algébre il y a donc un morphisme

Oy = Wop (Fyr) == Wi (Ory) — Wo, (A)

qui fait de Wy, (A) une Cp;-algébre. Le morphisme naturel Wy, (A) — Wy, (A) est
alors un morphisme de OE()—algébres et on en déduit donc un morphisme naturel en
la Opr-algébre A,

WOE (A) ®0E6 OE’ — WOE’ (A)
Via ce morphisme, F]);E /P @ 1d correspond & Fp.
Remarquons que si A est une F/-algébre parfaite, la réduction modulo 7" des deux

algebres précédentes coincide avec A. Utilisant que Wy, (A) est I'unique relévement
m’-adique sans 7’-torsion de A, on en déduit que dans ce cas 14 c’est un isomorphisme :

We, (4) ®0E6 Op = W@E, (4).

Ainsi, si Ey désigne l'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E, W = Wg,
les vecteurs de Witt usuels, pour toute [F;-algébre parfaite A on a un isomorphisme
canonique

W(A) ®cp, Op — W, (A)

via lequel

Al ®1 +— [a]
Flegld < F
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1.2.2. Le cas «tordu » : déformation du relevement de Teichmiiller. — Le relévement
de Teichmiiller sur les vecteurs de Witt est adapté au groupe multiplicatif G,,, au sens
ou [zy] = [z][y]. Cependant lorsqu’on travaille avec les Og-vecteurs de Witt, Wp,, il
est parfois plus commode de travailler avec un autre relévement de Teichmiiller adapté
& un groupe de Lubin-Tate associé au corps E.
Soit @ € Og[X] un polynéme tel que @ = X? modulo 7. Posons @y = X et pour
n>1,
Qn=Qo-0Q.
—_————

n-fois

Soit .
Wh,Qr = ZW’Qnﬂ-(Xi) € Og[Xo, ..., Xn].
=0

Posons comme précédemment

Z : Op-algébres —— Ensembles

A — AN
Proposition 1.2.4. — 1. Il existe une unique factorisation
Og-algébres z Ensembles
Op-algébres,
telle que la transformation naturelle en A
OZUQJT,A : WOE,Q,W(A) — AN
[ai]izo [ — (GZZ)n,Q,w(ao, .- 7an))n20

soit un morphisme de Og-algébres.
2. Ii existe un unique isomorphisme ug ~ : Wo, 0.n — Wog » tel que le diagramme
sutvant commute

WOE,QJT(_)
Waq =

Cette proposition résulte du lemme qui suit.

Lemme 1.2.5. — Soit A une Og-algébre sans w-torsion munie d’un relévement ¢ de
Frob, mod w. Alors, Wq » a est injectif d’image

ImWg x4 = {(x:)ien | iz1 = @(z;) mod T},
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On déduit ce lemme du lemme élémentaire suivant.

Lemme 1.2.6. — Soit A une Og-algébre, i > 1 et x,y € A tels que x = y [r']. Alors,
Q(z) = Q(y) [7"+].

Composant les isomorphismes Wy, g » — We, » — Wp,, on déduit la proposition
suivante.

Proposition 1.2.7. — 1l existe une unique application naturelle en la Og-algébre A
[_]Q A — W@E(A)7

vérifiant :

— W([a]q) = (@n(a))nxo-
— Q([de) = [Q(a)lq-

— Tout élément de Wy, (A) s’écrit de facon unique sous la forme
Z Vi'lan]g-
n>0

— S8i A est une Fy-algébre parfaite, tout élément de Wy (A) s’écrit de fagon unique
sous la forme - olza]om", le Q-relevement de Teichmiiller z — [z]g est
Dunique relévement vérifiant Q([x]g) = [z]q et on a

[l = lim_Qu([+""]).

. A~ “ -_n
Plus généralement, si x € A, &, est un relévement quelconque de x? | alors

[z]q = nllfir-loan (Zn)-

Exemple 1.2.8. — Si Q(X) = X7 on a [a]g = [a].
— SiE=QetQX)=(1+X)?—-1onalalg=[1+a]—-1

Le relévement de Teichmiiller classique est multiplicatif, [zy] = [z][y] et se comporte
donc bien vis & vis de la loi du groupe G,,,. Supposons maintenant de plus que Q(X) =
X mod X?. Soit ZJ o € Og[X,Y] la loi de groupe formel de Lubin-Tate telle que
[W]wQ = Q. Soit A une [F,-algébre parfaite. Soient x,y € A tels que A soit séparé
complet pour la topologie (z,y)-adique. Il est aisé de vérifier qu’alors, Wy, (A) est
séparé complet pour la topologie ([z]g, [y]g)-adique (car Wy, (A) est séparé complet
pour la topologie ([z], 4], m)-adique et ([z]q, [ylq, ™) = (2], [, ™))-

Lemme 1.2.9. — Sous les hypothéses précédentes,
2T o([7lo; Wle) = [ZT o (=, y)] -
Démonstration. — Pour tout n, z, = Z’HQ([JU‘?%]Q, [yq_”]Q) est un relévement de
2 o(z? ",y "). On a donc
[ 2T q(@:y)] g = lim_ Qn(zn).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



62 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

Le résultat s’en déduit facilement puisque Q, (75 o(X,Y)) = L5 o(Qn(X), Qn(Y)).
U

Corollaire 1.2.10. — Le Q-reléevement de Teichmiiller définit un morphisme de
Og-modules
mp, + —  (Wp,(mp), +
(e, ) = (Wl )
z — [z]o.

Plus généralement, si Z& est n’importe quelle loi de groupe formelle de Lubin-
Tate associée & E, c’est a dire telle que [7]yg € Op[X] ne soit pas nécessairement un
polynéme, on peut définir pour x € mpg

= i Moo ([29"
(el = tim_ [l ([27]),
suite qui converge pour la topologie faible (cf. 1.4.3). Cela définit un morphisme de
Or-modules
(e ) (Woglme), )

1.3. Les anneaux &, B® et B®*

Dans cette section on définit les anneaux que nous utiliserons plus tard pour définir
nos algébres de « fonctions holomorphes » par un procédé de complétion.
Puisque F' est parfait, la définition suivante a bien un sens.

Définition 1.3.1. — On note Og 'unique Op-algébre m-adiquement compléte sans
m-torsion tel que Og /m0s = F. On note & = O [%]

En d’autres termes, &|F est extension compléte non-ramifiée induisant ’extension
F|F, au niveau des corps résiduels. Il existe un unique relévement multiplicatif

[-]: F — Oeg,
et tout élément de & s’écrit de facon unique sous la forme

Z [z,]7", x, € F.

n>-—oo
Définition 1.3.2. — On note
Bt = { Z [zp]7™ € & | sup |z,| < —l—oo}
n>>—oo n

Bbt = { Z [mn]w"eé’|xn€0p}

n>>—oo

A = {Z[mn]wneé"|xneﬁp}.

n>0
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Dans la littérature « classique » de théorie de Hodge p-adique ’anneau A est noté
Ajpng, on a préféré ici Pécriture plus compacte A. On a les formules

Bb — Bb,+[L]

[wF]
Bt = A[L]
™
Deux cas se présentent :

1. Si E est de caractéristique p alors E = Fy((7)) et [—] est additif. Il définit un
plongement de F dans Og et

Os = F®]Fq0E = lim F®1Fq OE/TFnOE
n>1
= F[n]

ot dans la complétion F est muni de la topologie discréte et O de la topologie
m-adique. De plus,
& = F((m))
A = Op®0p = Op[r].
2. Si E|Qy,
Os = We,(F)
A = Wy, (Cr).

Les lois d’addition et de multiplication des éléments de Wy, (F') sont données
par des polynoémes généralisés :

Z[xn]w" + Z[yn]wn Z [Po(20s- -y Tn, Yo, - - - Yn) | 7"

n>0 n>0 n>0

(Ylzar). (X lwaln") = D [@nl@or-- %n, 50, - ym)] 7"

n>0 n>0 n>0

avec
1/p* y,1/p™
anQn e ]Fq [XZ 7}/_;’ ]OSZJSR
Convention : dans la suite, lorsqu’on voudra marquer la dépendance de ces anneauz
en E, F ou bien les deux on écrira 8r, g, Er k...
Définition 1.3.3. — On note ¢ 'unique automorphisme de Og relevant Frob, sur F.

Il stabilise tous les anneaux précédents. On a alors

S0< Z [l’n]ﬂ'n) = Z [zd]m"™.

n>-—oo n>—oo

Remarque 1.3.4. — 1l faut penser aux élément de B® comme étant des fonctions
holomorphes de la variable 7. De ce point de vue, ¢ est un Frobenius arithmétique.
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Remarque 1.3.5. — Soit K|F, un corps. Puisque F, est parfait, K est une limite
inductive filtrante de IF -algébres lisses et donc le complexe cotangent est concentré
en degré 0,

Lg/r, — Q}(/Fq [0].

Puisque H2(L k/F,) = 0, K|Fy se reléve en une Op-algébre m-adique plate Og,,, un
anneau de Cohen. Puisque H _1(LK/Fq) = 0 deux tels relévements sont isomorphes
et de plus le Frobenius Frob, de K se reléve a Og,. Néanmoins si K n’est pas
parfait, Q}(/Fq peut étre non-nul et deux tels relévements ne sont pas canoniquement
isomorphes. De méme, il peut exister plusieurs relévements du Frobenius. C’est par

—

exemple le cas si K = Fy((T)) et Og,, = Op[X][+] : on peut prendre X — X7 ou bien
X — (14 X)? — 1 comme relévements de Frobenius. Dans notre situation F' parfait,
tout est défini & isomorphisme unique prés et le relevement ¢ de Frobenius sur Og,
est canonique.
On remarquera également que si ¢ est un relévement de Frobenius sur Og, il y a
alors un isomorphisme canonique
lim Csye o Oy e

©

Cela induit une bijection entre les couples (Og,,p) ol ¢ est un relévement de
Frobenius sur un anneau de Cohen et les couples (Og,,t) ol ¢ est un plongement
dans I’anneau canonique OgK

1/p°

L Og’K — OgK

1/p°

induisant 'inclusion K/ |K modulo 7 et dont I’image est stable par le Frobenius
canonique de OgKl Jpoo - Dans les deux exemples précédents, cela correspond aux
plongements X — [T] et X — [T+ 1] — 1.

1.4. Normes de Gauss

Dans cette section on définit et étudie les propriétés de base des normes de
Gauss que nous utiliserons afin de définir par complétion nos « algébres de fonctions
holomoprhes ». Le résultat principal est la proposition 1.4.9.

1.4.1. Définition et premieres propriétés
Définition 1.4.1 (Normes et valuations de Gauss). — Pour z = z,|7" € B et

p €10,1], r € [0,+00[, on note

n>>7oo[

|z, sup [zp|p"
n

ve(z) = info(z,)+ nr.
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Onadoncsip=q~",| |, =q¢ ). On remarquera que pour p < 1, resp. 7 > 0,
la borne supérieure précédente, resp. la borne inférieure, est atteinte. Ce n’est pas le
cas en général pour | - |1 et vg. Remarquons les formules suivantes

eh = lim Jal,
vo(z) = lil’I(l) v ()
lim () = vg(x).

r—+oo T
Le comportement vis & vis du Frobenius est donné par les formules
lp(@)], = |$|Zl/q
vr(p(z)) = quz().
Afin d’établir les propriétés de base de ces fonctions nous aurons besoin du lemme

suivant.

Lemme 1.4.2. — Pour k>0 etz =}, [z,]7" € A posons

Ni@) = sup |ol.
0<n<k

1. Pour v € [0,1] N |F|, Ni(z) < v si et seulement si pour a € Op satisfaisant
v =la| on a

z€A-fa]+A-rFH

2. La fonction Ni ne dépend pas du choiz de l'uniformisante m.

3. On a Ng(x 4+ y) < sup{Ng(z), Nk(y)}.
4. On a
Ni(zy) < sup Ni(z)N;(y).

itj=k

5. On a
|z|, = sup Ny (z)p".
E>0
Démonstration. — Le point (1) résulte de la multiplicativité du Teichmiiller et de

Punicité du développement m-adique. Le point (2) résulte du point (1) car l'idéal
Ala] + An**1 ne dépend pas du choix de m. Pour le point (3), si z = Y [2,]|7" et
Y=, wn]m", (a) = (zn)n<k et (b) = (bn)n<i comme idéaux de O, (Tn, Ym)n,m<k =
(a,b) = (c), alors x +y € Alc] + 7*t1A et |c| = sup{|al,|b|} = sup{Nk(z), Nk (v)}.
Pour le point (4), on a

Ty = Z [ZnYm]m™T™ mod n* 1A
n+m<k
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Mais si (a) = (ZnYm)n+m<k, |a| = sup;y;_y Ni(x)N;(y). On conclut puisque zy €
Alc] + ArF*1. Le point (5) résulte de ce que

sup Ni(z)p* = sup sup |z,|p"*
E>0 k>0 0<n<k

— sup sup [zalp®
n>0 k>n

= sup |zn|p",
n>0

puisque p € ]0,1]. O
Les normes de Gauss sont entiérement caractérisées par leur restriction 4 A ainsi

que les propriétés |[a]z|, = |a| - |z|,,a € F,z € B et |t"x|, = p"|z|,,n € Z,z € B.
Le lemme précédent permet d’obtenir immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.4.3. — La définition précédente des normes de Gauss est indépendante
du choizx de luniformisante w. De plus ce sont des normes d’algébre
lz+yl, < sup{lzl, |ylp}
|37?J|p < |m|p|y|p~
Remarque 1.4.4. — Pour p € ]0, 1], la restriction de |- |, & E induit la topologie non-

archimédienne de E : |- |,z = pU=(). 11 faut faire attention que par contre | - |1z est
la valuation triviale et la topologie induite est la topologie discréte.

On a en fait la caractérisation intrinséque suivante des normes de Gauss lorsque le
rayon est dans ]0, 1[.

Proposition 1.4.5. — Soit p € 10,1[. On note | - |, lunique valeur absolue sur E
définissant la topologie de E telle que |r|, = p. On a alors pour x € BY

|z], = inf{sup |Zn] - | Anlp ‘ T = Z[xn])\n,xn € F, A\, € E;sup|z,| < +o00, lim A, = 0}.
n20 n>0 n e

Démonstration. — Une telle série 3 - o[] A est convergente pour |- [,. On a donc
siz =3, [zn]An comme dans I’énoncé

|z|, < sup |[zn]An], = sup |y .| An],-
n n

Dans I’énoncé le membre de gauche est donc plus petit que celui de droite. On obtient
I'inégalité dans I'autre sens en écrivant x = 3 o [2,]7" et en prenant A, = 7. [
Remarquons que, pour z € B?, la fonction
[0, +00[ — RU{+o0}
r — v.(x)

est concave comme borne inférieure de fonctions linéaires. Il en résulte que, si 0 <
p1 < p < p2 <1, alors

|$|p < SUP{|x|p17 |x|P2}’
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ce qui se traduit en un principe du mazximum sur la « couronne » de rayons dans
[pla ,02] .

Remarque 1.4.6. — D’aprés Hadamard, si f est une fonction holomorphe sur le disque
épointé {z € C | 0 < |2|] < 1} et pour 0 < R < 1, M(R) = sup {|f(?)|}, la
|z|=R

fonction R +— log M (R) est une fonction convexe de log R. La concavité de la fonction
r — v,(x) précédente est un analogue non-archimédien de cette propriété.

On rajoute a nos définitions la définition suivante.
Définition 1.4.7. — On note | - |o = ¢~¥=) sur B.

On a également un principe du maximum faisant intervenir |- |y en supposant que
« la fonction méromorphe de 7 est holomorphe en 0 ». On vérifie en effet aussitot le
lemme suivant.

Lemme 1.4.8. — Soit x € B® tel que |z|op < 1. Alors, si0 < p' <p<1ona
2] < |z

Il s’ensuit que pour p € [0, 1] la topologie définie sur B® par la famille de normes
(I-1p")o<p'<p est la méme que la topologie définie par la norme sup{| - |o, | |5}

1.4.2. Multiplicativité. — Le résultat qui suit est un point clef de ce texte qui sera
utilisé a de maintes reprises (par exemple pour vérifier que le polygone de Newton
d’un produit de « fonctions holomorphes » est obtenu par concaténation des polygones
de Newton des éléments dont on prend le produit, cf. sec. 1.5.2 et 1.6.3).

Proposition 1.4.9. — Pour tout p € [0,1], |- |, est multiplicative, |xy|, = |z|,|y|,. En
d’autres termes, les v., v > 0, sont des valuations.

Démonstration. — D’apreés la formule de passage & la limite donnée précédemment
il suffit de le faire pour p € ]0,1[. On peut également supposer que z,y € A car
la formule de multiplicativité est connue lorsque z = [a]7*,a € F,k € Z et B® =

[L, ﬁ] Soient donc z = ) [z,]7" et y = Y, [ym]7™ non nuls. Soit ng, resp.

myg, le plus petit entier tel que
|xno|pn0 = |x|pa resp. |ymo|pmo = |y|p

On peut écrire = et y sous la forme
x =z [z, |m +amot
y = Y [Ymolr™0 a0y

"

avec z’,z",y',y" € A satisfaisant |z/|, < |z|,, |[7"T12”|, < |z|, et [v'], < |yl
|rmotly"| , < |y|,. Utilisant la propriété de sous-multiplicativité de | - |, on en déduit
en développant le produit que

'Ty =z + [xnoymo]wn0+mo + 7Tn0+m0+1w

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



68 CHAPITRE 1. FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p

avec |z|, < |z|,|yl, et w € A. Posons, avec les notation du lemme 1.4.2, || - || =

Nigtmep™ ™ qui est une semi-norme sur A. Puisque || - || < |-, 2]l < |z|,|yl,-
On a donc

12 + [ Ymo 7T ™0 = |2 lyl,-
On conclut aisément. O

1.4.3. Topologie définie par les normes de Gauss sur A

Définition 1.4.10. — On appelle topologie faible la topologie de A définie par la
convergence des coefficients dans le développement de Teichmiiller i.e. la topologie
produit via

oy = A
(xn)nEO L Z[mn]ﬂn
n>0

On vérifie facilement la proposition qui suit.

Proposition 1.4.11. — 1. La topologie faible de A coincide avec la topologie
([wF), m)-adique.
2. La topologie faible de A est définie par la famille de semi-normes (N)k>0 du
lemme 1.4.2.
3. Pour tout p € 0,1[, la topologie induite par |- |, sur A est la topologie faible.
4. A est séparé complet pour la topologie faible.

Remarque 1.4.12. — Supposons que E|Q,. Il faut faire attention lorsqu’on travaille
avec | - |1 pour la raison suivante. Pour tout e € 1 + mp \ {1} on a |[e] — 1|; = 1. En
effet,

[e] -1 1/ =1
=1+ VP4 [
-y eI
i-l/p _ ply. . -t S 1 Up) ...t
et donc |[e] - 1]; = |14 [e!/P]+---+[e 7 ]|1. Mais 'image de 1+ [¢*/P]+---+[e 7 |

dans Wy, (kr) est p et donc ce dernier nombre vaut 1.
On a donc limo [[1 4+ a] — 1|1 # |[1] = 1|1 = 0. De cela on déduit que l’application
7

relévement de Teichmiiller  — [z] n’est pas continue pour la topologie définie par
| - ]1. C’est 14 une trés grosse différence avec le cas d’égales caractéristiques (E =
F,((m))). Lorsque E = F,((m)) la topologie définie par |- |; sur A est la topologie de
la convergence uniforme des coefficients de Teichmiiller. Lorsque E|Q, il n’y a pas de
description simple de cette topologie en termes du développement de Teichmiiller.

On a tout de méme la proposition suivante.
Proposition 1.4.13. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie définie par |-|;.

Démonstration. — La topologie définie par |-|; est la topologie [wwr]-adique. Puisque
A est séparé complet pour la topologie ([wwr],m)-adique il l’est pour la topologie
[wr]-adique en vertu du lemme qui suit. O
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Lemme 1.4.14. — Soit R un anneau séparé complet pour la topologie I-adique. Alors
pour tout idéal de type fini J C I, R est séparé complet pour la topologie J-adique.

Corollaire 1.4.15. — Pour tout p € [0,1], A est complet pour | - |,.
1. Si p =0 la topologie induite est la topologie m-adique.
2. Sip €]0,1[ la topologie induite est la topologie ([wr], 7)-adique.
3. Si p=1 la topologie induite est la topologie [wr]-adique.

1.5. Polygones de Newton des éléments de B®

1.5.1. Transformée de Legendre. — Pour une fonction ¢ : R — R U {+0c0} non
identiquement égale & 400, sa transformée de Legendre est

L(p): R — RU{-0c0}
A — inf{p(x) + Az | z € R}.

C’est une fonction concave. Si ¢ est convexe, on peut retrouver ¢ a partir de £ ()
en appliquant sa transformée de Legendre inverse :

p(z) = sup{.Z(p)(N) — Az | A € B).

Appelons pente d’un polygone l'opposé de la dérivé de la fonction affine par
morceaux associée (cette convention est nécessaire si on veut que les pentes des
polygones de Newton soient les valuations des racines). Une fonction convexe ¢ : R —
R U {+00} non identiquement égale & +oo est un polygone a abscisses de ruptures
entiéres si et seulement si Z(p) est une fonction localement affine sur le segment
ouvert £ (p) # —oo, & pentes dans Z. Les pentes de £ () sont alors les abscisses des
points de rupture de ¢ et les abscisses des points de rupture de .Z () sont les pentes
de .Z(¢). Ainsi la transformée de Legendre met en dualité

Pentes «2» Abscisses des points de rupture.
Pour 1,92 : R — R U {—00} posons
pr*xp2 R — RU{—o0}
x +— inf{p1(a) + p2(b) | a + b=z}
Alors,
ZL(p1 % p2) = ZL(p1) + ZL(p2).

De cela on déduit que si 1 et o sont des polygones décroissants convexes, & abscisses
de rupture entiéres, bornés inférieurement, alors 7 * o en est également un et de
plus ses pentes finies strictement positives sont obtenues en « concaténant » celles de

P1 et 3.
Remarque 1.5.1. — L’opération de convolution précédente est un analogue tropical
de l'opération de convolution usuelle ott 'on a remplacé ’addition par des bornes

inférieures et la multiplication par I’addition. La transformée de Legendre est un
analogue tropical de la transformée de Laplace. De la méme facon que la transformée
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de Fourier met en dualité des positions et des fréquences, la transformée de Legendre
met en dualité des positions et des pentes.

1.5.2. Polygone de Newton

Définition 1.5.2. — Soit z = Y o __[zn]7™ € BP. On note cMNewt(x) le plus grand
polygone convexe décroissant de R? en dessous de I’ensemble de points (7, v(zy,))nez-

Le polygone cNewt(x) est donné par v, (x) et ses pentes (A;);cz ol A; est la pente
sur le segment [¢,7 + 1], \; = 400 pour ¢ < v, (z) et pour tout i, A; > A;11.
On a les formules
vo(z) = lim Newt(z)(t)

t—+o0
J=00,vx(2)[ = oMews(z)” ({+00}).

— n b .
Pourz =3} o [zn]7" € B® non nul, la tranformée de Legendre de son polygone
de Newton, c’est & dire de la fonction affine par morceaux associée, est donnée par

2(Mutle) () = { MO TR D

—o0 si A <O.
On en déduit en particulier que le polygone de Newton de ne dépend pas du choix
de 'uniformisante 7. On renvoie & la figure 1 pour une visualisation du polygone
précédent.

A
N
o
.
W\ o
o
DN Legendre
_—=
. j\\ Ail
SN
. ‘00\\
. ¢g< \
©
: KON Ais
. 2N \
X \\ E )\i3
,,,,, L (@) \—--__;_
‘ . :
- Y)
g 2 S i3
10 = vn(x) .
N
N
N
N

FIGURE 1. Le polygone de Newton de z € B et sa transformée de
Legendre A — vx(z). En général, la valuation de F' n’étant pas discréte, la
borne inférieure définissant vo(x) n’est pas atteinte, le polygone de Newton
peut avoir une infinité de pentes tendant vers 0 au voisinage de +oo et le
comportement de la fonction A — vx(x) peut étre « assez compliqué »au
voisinage de 0.
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Soient maintenant 2,y € B’ non nuls. Utilisant que pour tout r > 0, v,(zy) =
ve(z) + v (y) (1.4.9) on déduit que

MNewt(zy) = Newt(x) * Newt(y).
On peut donc calculer oNewt(zy) en fonction de cNewt(x) et cNewt(y). Les pentes finies

strictement positives de oNews(zy) sont obtenues par concaténation des pentes finies
strictement positives de cNewt(x) et de celles de Newst(y), avec multiplicité.

Exemple 1.5.3. — 1. Soient aq, . ..,aq € mp\{0} et [T (7 —[ai]) = 3,50 [@alm".
Alors, z4 € Of et les pentes non-nulles du polygone convexe envelz)ppe des
(i,v(l‘i))ggigd sont les (v(ai))ogisd.

2. Supposons que E = Q,, soit ¢ € 1 + mp et 7. = [¢] — 1. On a

Te
1

e me) T
L+ VP 4+ + [5%] La réduction de cet élément dans W (kr) est p et sa
réduction modulo p dans O est de valuation %v(s —1). On en déduit que
son polygone est de pente p’%lv(e — 1) sur [0,1] et 0 sur [1,4oo[. Utilisant
la propriété de concaténation des polygones de Newton on en déduit que le
polygone de Newton de 7. est de pente 5%1111(6 — 1) sur lintervalle [k, k + 1],

keN.

Remarque 1.5.4. — Soit f une fonction holomorphe sur le disque {z € C | |2| < 1} et
0 < R < 1. Supposons que f ne posséde pas de zéros sur le cercle |z| = R et f(0) # 0.
Notons aq, ..., a, les zéros de f comptés avec multiplicités dans le disque |z| < R. La
formule de Jensen donne alors

n 27
1 i
log |(0)] = 3 loglas| — nlog R+ o [ o1 (Re") a0
=1

Soit maintenant € A non nul et r > 0. Soient (\;);>0 les pentes finies de Newt(z)
ol \; est la pente sur le segment [¢,% + 1]. Soit n entier tel que A\,—1 > ret A, <7
(n=0si Ag <r). On a alors

n—1

v(zg) = Z Ai — nr + v (2)

i=0
qui est un analogue de la formule de Jensen.

1.6. Les algebres de Fréchet B;

1.6.1. Définition et premieres propriétés. — Par définition, dans ce texte, un intervalle
dans [0, 1] est non-vide. On adoptera la terminologie suivante.

Définition 1.6.1. — Soit K un corps topologique dont la topologie est définie par
une valeur absolue non-archimédienne. Une K-algébre de Fréchet est une K-algébre
topologique compléte o7 dont la topologie peut &tre définie par une famille de fonctions
(I lln)nens || - ln : # — R4 satisfaisant
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— lalln =0z =0,
— e+ ylla < sup{llal i)},
— =1,
— llzylln < llzlln-lylln,
— la topologie induite par (|| - ||ln)nen sur K est sa topologie originelle.
Une K-algébre de Banach est une K-algébre de Fréchet dont la topologie peut étre
définie par une seule de ces normes.

Définition 1.6.2. — Pour un intervalle I C [0,1] on note B; le complété de B°
relativement & la famille de normes (] - |,),er. On note
I llr = sup|-|,: Br — [0,+00].
pel
On note B := By 1|-

Dans tous les cas, By est une F-algébre de Fréchet ou F est muni de la topologie
induite par la restriction de || - || & E. On note E4® pour E muni de la topologie
discréte induite par la valuation triviale. Plusieurs cas se présentent :

— Si 1 ¢ I alors By est une E-algébre de Fréchet.

— Si 1 €I alors B; est une E9%¢-algébre de Fréchet.

De plus, si I est compact :
— Si 1 ¢ I alors By est une E-algébre de Banach telle que
e si0¢ I =|pi,po] alors || - |1 =sup{|-|,,|"|p,} qui définit la topologie
de B[,
e si0 el =]|0,p|] alors d’aprés le lemme 1.4.8 la topologie de By est définie
par sup{| - [o, | - [5}-

— Si 1 €1 alors By est une E4*¢-algébre de Banach.

On note ¢ : [0,1] — [0, 1] défini par ¢(p) = p?. L’automorphisme ¢ de B® s’étend
alors en un isomorphisme

@ B[ AN BLP(I)'
Il induit en particulier un automorphisme de B.
Bien str, si J C I il y a un morphisme continu By — B et
B[ = lim BJ
7
ou J parcourt les intervalles compacts dans I. Cela permet d’écrire I’algébre de Fréchet
B comme limite projective d’algébres de Banach.

Enfin, notons que d’aprés le corollaire 1.4.15 A C By est fermé.
Exemple 1.6.3. — Supposons que I = [p1, p2] C ]0,1] avec p1, p2 € |F|. Soient a,b € F
tels que |a| = p; et |b] = pa. La boule unité de ||-||; dans B® est A[[;i], [%]] On a donc
Tl =101
B = A[lY, aill2]

ou la complétion est pour la topologie m-adique.
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Exemple 1.6.4. — On a By = &.

Exemple 1.6.5. — Supposons que E = F,((7)). Alors si 0,1 ¢ I, By est 'anneau des
fonctions holomorphes de la variable 7 & coefficients dans F' sur la couronne de rayons
parcourant [

By ={Y wur" |2, € F, Vpel Jlim " = 0}.
n|—-+oo
ne”Z

Si I # {0} et I # {1} il s’agit des mémes fonctions holomorphes sur I \ {0,1} en
ajoutant les conditions

— la fonction est méromorphe en 0si 0 €
— la fonction est « bornée a ’extérieur de la couronne » si 1 € I.

L’anneau
By ={ Y wun" |20 € F, lim 2, =0, suplay| < +oo}
nez "

n’a pas d’interprétation géométrique.

Remarque 1.6.6. — Lorsque E|Q,, il n’y a pas de bonne notion de fonction
holomorphe de la variable m & coefficients dans F' sur des couronnes de rayon
extérieur > 1. L’ensemble

{Elanlm e 81 tim_fan] = 0}

n>0

n’est pas stable par I’addition.

Remarque 1.6.7. — Soit (2, )nez une suite de F' telle que pour tout p € ]0,1[ on ait
lim | 4 oo [Zn]p™ = 0. Alors, la série

Z[In]ﬂ'n

ne”Z

converge dans B. Si E = F,((m)) alors tout élément de B s’écrit de fagon unique sous
cette forme mais si E|Q, :

— on ne sait pas si tout élément de B est de cette forme i.e. « admet un
développement en série de Laurent au voisinage de 0 »,

— pour un tel élément on ne sait pas si une telle écriture est unique,

— on ne sait pas si la somme ou le produit de deux tels éléments est encore de
cette forme.

Le méme probléme se pose pour tous les By lorsque 0 ¢ I. On renvoie tout de méme
a la section 1.10.2 pour un sous-ensemble de B sur lequel la remarque précédente est
contredite.
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1.6.2. Changement du corps E. — Soit E’|E une extension de degré fini. On suppose
que le corps résiduel Fy de E’ est plongé dans F. On a donc F|Fy|F,. Soit Ej
lextension maximale non-ramifiée de E dans E’. Lorsque E|Q, on a

Ey = Wo,(Fy)o

tandis que si E est de caractéristique p, By = E ®F, Fy.
On a alors

Ap = ApQp, Omr

By = Bypop E.
Lemme 1.6.8. — Soient p € [0,1] et e g Uindice de ramification de E'|E. Alors, via
Uidentification

By = By ®p; E'
on a
| : |El’p1/eE’|E = | : |E7F7 ® | : |El’p1/eE’/E'

Démonstration. — Cela est clair lorsque p = 0. Lorsque p € ]0, 1] cela se déduit de la
proposition 1.4.5. Le cas p = 1 se déduit du cas précédent par passage a la limite. [J

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 1.6.9. — Pour un intervalle I C [0,1] il y a un isomorphisme

o~
Bp1®p B — By, p/epip-

Lorsque I est compact
BE,I®E6E/ _:_) BE/ I

Vegr g

Il faut maintenant remarquer un point important. Via les isomorphismes précédents

<PQE//E ®Id = pp.
En particulier, lorsque E’'|E est non-ramifiée, Bg 1 = Bg/ 1 mais op = gogi,:E}. Donc,

méme dans le cas d’une extension non-ramifiée, le changement de corps E apporte
un changement non-pas a l’algébre mais au Frobenius.

1.6.3. Polygone de Newton des éléments de B;

1.6.8.1. Convergence des valuations de Gauss et de leurs dérivées. — Pour z € BY
non nul et r € ]0,1[ on note dyv, () et Oqu,(x) les dérivées & gauche et & droite de
la fonction continue, affine par morceaux, ' — v,-(z). On note de méme Jdyvo(x) €
Z U {+o0}.

Lemme 1.6.10. — Soient r € |0, +00[ et (T, )nen une suite de Cauchy dans B® pour v,
ne tendant pas vers 0. Alors, les suites (Ogvr(Tr))n>0 €t (0qvr(Tn))n>0 sont constantes
pour n > 0. De plus, si (yn)n est une suite tendant vers 0 pour v,., alors pour n > 0,
O0gr (T + Yn) = OgUr(2rn) et Ogur (T + Yn) = Oqvr(xn). Le méme énoncé s’applique
a ad?}().
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Démonstration. — Soit N tel que pour n > N on ait v.(Tptr1 — zn) > ve(TN).
Alors, pour tout n > N, il existe un voisinage U de r tel que pour ' € U on ait
V(T — xN) > v (). On en déduit que la fonction 7 — v, (z,) coincide au
voisinage de r avec 7’ +— v, (zx). Tous les résultats annoncés s’en déduisent. O

Soit I un intervalle de [0, 1]. La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 1.6.11. — Soit € By non nul et p = ¢~—" € INJ0,1[. On définit dyv,(x) et
d4v,(z) de telle maniére que si lim, 400 T, = @ avec x,, € BP alors dyv,.(z) =
lim,, 4 00 Ogvr(zy) et Ogqur(x) = limp_ 400 Ogvr(z,). On définit de méme Oqug(x)
lorsque 1 € 1.

On vérifie aussitot le résultat suivant.
Proposition 1.6.12. — Munissons R @ Z de l’ordre lexicographique. Si ¢~ € I'\ {0,1}
alors les fonctions
B/ \{0} — RoZ

z —  (vr(x),0qv-(x))

z —  (vr(z), —9gv,(z))
définissent des valuations sur By.
Remarque 1.6.13. — Une fagon d’interpréter la preuve du lemme 1.6.10 est de dire
que Von a vérifié que les valuations précédentes de hauteur 2 sur B® sont continues
relativement & |- [,-- et donc s’étendent & By dés que ¢~" € I. Ces valuations sont en

fait des spécialisations de v, et cette propriété d’extension est donc automatique. On
remarquera qu’elles appartiennent a Spa(By,COg + B°) \ Spa(Br, BY).

Exemple 1.6.14. — Si F =TF,((7)) et f =), ., 7™ € By est non nul, alors

Oun(f) = supfn | o(za) +nr = v2))
v (f) = 71lI€1fZ{n | v(zn) + nr =v,.(z)}.

On a de plus lorsque 1 € T

+00 si pour tout n, v(z,) > vo(f)
inf{n | v(z,) = vo(f)} sinon.

Oavo(f) = {

Proposition 1.6.15. — Si J C I l’application By — By est injective.

Démonstration. — On peut supposer que I n’est pas un singleton. Soit rg € ]0, +00]
tel que ¢~ € I. Soit (z,,), une suite de Cauchy de B’ pour (|- |p)per- Supposons que
limy, 4 00 Ury () 7# +00. D’aprés 1.6.10 il existe N tel que pour n > N et * € {d, g}
on ait Oy, (Tn) = Ouvpy(TN) €t Vp(Tn) = vr,(zn). Par concavité de la fonction
r — v.(Z,) on en déduit que pour r > rg, g " €l et n> N

Ur(#n) < vpo (TN) + Ogur, () (r — 70).
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De méme pour r <rg,q" " €l et n > N,
V(@) < Vg (ZN) + Ogvry (xN) (1 — 10).

On a donc pour 7 € [0, +00[ tel que ¢~ " € I, lim,—, 4 o0 U (25) < +00. Cela permet de
conclure si 0 ¢ I.
Si 0 € I, de la premiére inégalité on tire que pour r > rg et n > N

Up(zpn) = lim vr(@n) < Oqvr, (ZN)
r—+00
et on conclut ainsi lorsque 0 € 1. O
Proposition 1.6.16. — Soit I un intervalle de 10,1] et (z,)n>0 une suite de BP

convergeant vers x € By non-nul. Alors, pour tout compact K de I, il existe N tel
que pour n > N et p € K on ait |z,|, = |z|,.

Démonstration. — On peut supposer que K = [¢~",¢ "2]. Soit N tel que pour
n > N on ait dgv,, (xn) = Ogvr, (2) et vy (n) = vy, () (ce qui et possible d’aprés
1.6.15). Un argument de concavité montre que pour n > N et ro < r <7y on a

(@) < vy (@) + (r — 11)0g0r, (2) < vy () + (11 — 72)|0avy, ().
Notons A la quantité de droite dans les inégalités précédentes. Soit N’ > N tel que
pour n > N’ on ait
Up (Tnt1 — Tp) > A €t Uy (Tpg1 — xn) > A,
et donc pour o < r < 7y,
Up(Tnt1 — Tn) > A.

Alors, pour n > N et 1o <r <r;ona
vp(Tn) = vp(2). O

Corollaire 1.6.17. — Si I = q=7 est un intervalle compact de ]0,1[ et x € B; non nul
alors J 3 r — v, (x) est un polygone concave ayant un nombre fini de pentes entiéres.

1.6.3.2. Polygone de Newton d’un élément de By

Définition 1.6.18. — Soit I = [¢”"*,¢ "] un intervalle compact de ]0,1] et z € By
non nul. On note p]\/ewé?(x) la fonction convexe décroissante dont la transformée de
Legendre en \ € [0, +00[ vaut

ox(z)sigr el
LNt ())(N) = § 0y,(2) + (1 = 72)Dyvp,(2) 5i A < 7
Up, (&) + (r — 71)0qvp, (x) 81 A > 771.

On définit MNewt;(z) comme étant le polygone obtenu & partir de oMNews) () en ne
gardant que les pentes )\ vérifiant ¢~* € I. On pose en particulier cNewt; () =0 sl
n’existe pas de telle pente. On pose également cNews;(0) = +oo.
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Une autre fagon de reformuler la définition précédente est de dire que oNewt) ()
est la fonction convexe dont la transformée de Legendre est donnée par les formules
précédentes lorsque A > 0 et vaut —oo sur ]—oo, 0.

La fonction oMews} (z) vaut +oo sur ]—oco, dav,, (z)[ et est une droite de pente 0 sur
[04vr, (), +00[. En dehors de ces intervalles ses pentes sont dans —log, I = [r2,71].
1l s’ensuit qu’a une translation verticale pres J\/ewé([)(x) est le polygone défini sur
le segment [0quy, (), Ogvr, ()], dont les pentes varient dans [ra,71] et tel que la
multiplicité de la pente \ est (cf. figure 2)

Ogur(x) — Dgui(x).

9av(a) 99V (x)

FIGURE 2. Les fonctions 94v(A) et d4v(A).

De la proposition 1.6.16 on déduit ceci.

Corollaire 1.6.19. — Si I est un intervalle compact de |0, 1] et x € By, il existe y € B®
tel que News) (z) = Newty(y). En particulier, si I C 0, 1], Newty(x) est un polygone
ayant un nombre fini de pentes 4 abscisses de rupture entiéres.

Du fait que v, (zy) = v, (x) + v, (y) et Ouv.(zy) = duvr(z) + Osv, (y) pour * € {g,d}
on a le résultat suivant.

Proposition 1.6.20. — Pour un intervalle compact I de ]0,1] et z,y € By on a
MNewt (xy) = Newt'y (x) * Newst] (y)

et donc les pentes de Newt)(xy) sont obtenues par concaténation de celles de oNewt) ()
et de celles de Newt)(y) avec multiplicités.
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Soit maintenant I un intervalle de [0,1] et € By. Pour des intervalles compacts
J et J' satisfaisant J' C J C I\ {0}, cNewt j/(x) est obtenu a partir de News ;(x) en
ne gardant que les pentes A vérifiant ¢~ > € J'.

Définition 1.6.21. — Si I est un intervalle de [0,1] et z € By on pose

Newt(z) = U Newt 5 (),
J

ou J parcourt les intervalles compacts de I \ {0}.

Lorsque I est ouvert dans R on vérifie qu’en fait oNewt ;(x) est obtenu a partir de la
transformée de Legendre inverse de la fonction A +— v, () définie sur —log,(I\{0}) en
ne gardant que les pentes dans —log, (I \ {0}). Par exemple, pour z € B, cMVewt ()
est obtenu a partir de oMNewt(z) = cMewtyy 1)(z) en ne gardant que les pentes dans

—log, (I\{0}).

Exemple 1.6.22. — Pour x € B, cMewt)y () est la transformée de Legendre inverse
de la fonction A — vy (x) définie sur |0, +oo[ & laquelle on enléve éventuellement la
pente 0 si celle-ci intervient.

1.6.4. Le cas particulierou 0 € I. — Si 0 € I, d’aprés 1.6.15 il y a un plongement
By C B{o} =&.

Proposition 1.6.23. — Supposons que 0 € I. On a alors si 1 ¢ I

Br={ Y lmlr" €& Vo I\{0}, lm |l =0} C&.
n>—oo

Démonstration. — Soit R le membre de droite. Il est clair que siz = Z [z,]7" € R

n>-—oo
alors cette série est convergente pour (| - |,),es. Puisque [z,]7" € B® on en déduit
que R C Bj. Dans l'autre sens, soit ¢ = Y, -, yx € By avec y; € B? et pour tout
p €1, limg_ o |yr|, = 0 (et donc en particulier limg_, 4 o v (yx) = +00). Quitte &
multiplier par une puissance de m on suppose que pour tout k, v;(yx) > 0 et donc
z € Cg. Ecrivons z = Y, 5 o[z,]7" dans &. Soient p € I\ {0} et £ > 0. Choisissons
N tel que pour k > N on ait lyk|, < €. Posons

N
z = Zyk S Bb.
k=0

Puisque limg_, 400 vr(yx) = 00, pour tout entier n, le n-iéme coefficient de
Teichmiiller dans le développement de x ne dépend que de

N'(n)

z+ Z Yk, N'(n) > N.
k=N+1
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Avec les notations du point 2 de 1.4.2 (qui reste valable dans Ug), pour tout n,
N'(n)

Nn(z+ Z yk> < Sup{Nn(z)aNn(yk)}N<k§N’(n)
k=N+1

IN

sup{|z|1,ep™"}.

n

Si entier ng est assez grand pour que |z|;1 < gp™™, on a alors, pour tout n > ng,

N/
|zn]p™ < N, (z + > yk)p" <e,

k=N+1

ce qui permet de conclure. O
11 reste a traiter le cas ou I = [0, 1].
Proposition 1.6.24. — On a

Boy = B

[0071] = A.
Démonstration. — Il s’agit de vérifier que B est complet pour (|- |p)p€[0’1]. Mais cela
résulte immédiatement de ce que A Dest (coro. 1.4.15). O

1.6.5. Caractérisation des éléments inversibles de B; en termes de polygone de Newton.
— Soit I C [0,1] un intervalle. Rappelons que pour z,y € B non nuls les pentes de
cNewt 1 (zy) sont obtenues par concaténation des pentes de oMews;(x) et de celles de
Newt(y). On en déduit que, si € B, alors cMews (x) = (0. La réciproque est vraie.

Proposition 1.6.25. — On a pour I C [0,1]
Bf ={z € Br\ {0} | Newst;(z) = 0}.
Démonstration. — Soit J un intervalle compact dans [0,1]. Commengons par
montrer que si z € B®\ {0} vérifie oMewt;(z) = O (i.e. Newt(x) ne posséde pas
de pentes X € ]0,+oo[ vérifiant g~ € J) alors z est inversible dans Bj;. Ecrivons
T=) s ool®a|m™ et J =[q7",q7"]. Soit N € Z l'entier vérifiant :
— les pentes \ de oMNews(x) satisfaisant A > r; apparaissent dans Dintervalle
]_OO7N]7
— les pentes \ de MNews(x) satisfaisant A < ry apparaissent dans lintervalle
[N, +o0].
Notons

y = Z[xn]ﬂ'n

n<N

z = Z[scn]ﬂ"

n>N
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L’abscisse N est un point de rupture de cNewz(x) et donc zx # 0. Ecrivons y sous la

forme
y = [zn]n <1 + Z [wnm;]wn_N).
n<N

Si X est la pente de oMews(x) sur I'intervalle [N — 1, N] on a pour 0 < r < rq,

vr( Z [a:nxj_\,l]ﬂ'”*N> =A—-7r>0
n<N

(on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). L’élément > _ [zhzy' ]
est donc topologiquement nilpotent dans B ce qui implique que y € B} avec pour
ped

- -1 -N

ly 1|p: |z N | o

On peut maintenant écrire dans By

r=y(l+y '2).

Afin de montrer que z est inversible dans Bj il suffit de vérifier que y~ 'z est
topologiquement nilpotent dans Bj. Soit 2 le polygone égal & +oo0 sur |—oco, N + 1]

et & oNews(z) sur [N + 1,400 On a 'inégalité
Newt(z) > P.

Cette inégalité induit une inégalité entre les transformées de Legendre de oNewt(z) et
celle de 2. Or, pour 7 > 7y, la transformée de Legendre en r de 2 vaut

PN +1) = (N +1)r
(comme précédemment on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). On a donc
pour r > ra,
vp(2) > Newt(x)(N + 1) — (N + 1)r.
Au final on obtient que pour p € J

ly~ 2], < M@ N —Han@ N+ 5

puisque la pente de cNewt(x) sur le segment [N, N + 1] est strictement plus petite que
r5. On a donc bien que y~ 'z est topologiquement nilpotent dans B et x € B}.

Soit toujours J C [0,1[ un intervalle compact et soit maintenant x € By non nul
vérifiant oNews ;(x) = 0. Ecrivons z = lim,,_, o &, avec z,, € B®. Pour un entier N,
on a cNewtj(x,) = cMNewt ;(z) lorsque n > N. D’apreés le cas traité précédemment,
z, € B} lorsque n > N. Remarquons maintenant que pour p € J et n > N

-1 -1 _ -1 -1
|£En+1 -, |P - |$n+1|p |xn|p |ZL'n - $n+1|p'
On en déduit que la suite (z,'),>n converge vers un inverse de z dans B.
On conclut la proposition en écrivant
BI ;) lim BJ,
—
Jcr

ou J parcourt les intervalles compacts dans I. O
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Lorsque 1 € I la caractérisation des inversibles de Bj est plus subtile & cause des
pentes strictement positives des polygones de Newton pouvant s’accumuler en 0. On
laisse au lecteur la preuve de la proposition suivante (que nous n’utiliserons pas dans
la suite).

Proposition 1.6.26. — Soit I un intervalle de [0,1] tel que 1 € I. Alors, B} est
Iensemble des © € By non nuls tels que News(x) # () et possede pour unique pente 0.

On peut reformuler la condition de la proposition précédente en disant que
ojVeLU[/I\{l}(CC) =0et ad’U()(fL’) < +00.

Corollaire 1.6.27. — On a By = {z € By \ {0} | 84vo(z) < +00}.

1.7. Lescas F' = k((w}/ = )) et F' maximalement complet

Lorsque F = k((ﬂ'}/ P w)) ou bien F' est maximalement complet ([56]) on dispose
d’une description des anneaux de fonctions holomorphes de la variable wg précédents
comme perfectisés d’anneaux de fonctions holomorphes d’une variable auxiliaire, par
exemple [7r|. Le but de cette section est d’expliquer le lien entre notre point de
vue ol la variable est mg et celui utilisé d’habitude en théorie de Hodge p-adique ot
cette variable auxiliaire provient de la théorie du corps des normes. Pour cela nous
regardons deux cas :

1. celui ou la variable est de la forme [rr] qui correspond par exemple au corps
des normes de I’extension Q,(p*/?”) avec 7 = (p'/?"),>0 (sec. 1.7.2),

2. celui ou la variable est de la forme [¢] — 1 ot € = 1 4+ 7w qui correspond par
exemple au cas du corps des normes de 'extension cyclotomique Qy,((pe) avec
€ un générateur de Z,(1) (sec. 1.7.3).

17.1. Le cas F = k((r}/?")). — Soit k|F, un corps parfait et F = k((m}/" )) le
complété du perfectisé de k((mr)). On le munit de la valeur absolue telle que |7p| =
g ' Ona
F= { Z aaT | an € k,11£n|aa|q ¢ = 0},
aGZ[%]
ou k est muni de la valuation triviale (|| = 1 si « # 0 et |0] = 0) et la limite
précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies de Z[ ] En

1
P
d’autres termes, pour tout C > 0, {a € Z[%] | @ < C et a, # 0} est fini.
Notons Wy, (k) = 0E®Fqk lorsque E est de caractéristique p. On a alors pour
tout E (de caractéristique p ou 0)

Arp = { Z asT¢ | aq € WgE(k)7 1101}1|aa|q_°‘ _ O}
a€N[]

{ Z ao T ’ Vk € N, {a | vz(aq) =k} C Ry est discret}

aGN[%]
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le complété (g, T)-adique de W, (k)[T'/?™], ou

T= [ﬂ-F]a
| - | sur Wp, (k) est n’importe quelle valeur absolue définissant la topologie m-adique,
et la limite précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies
de N[ ] En effet, il suffit de vérifier que le membre de droite est une (g-algébre

1
E fe5}
mg-adiquement compléte sans 7g-torsion dont la réduction modulo 7g est k[[wjlv/ P

Lemme 1.7.1. — Pour f =3 a,T* € Ap et pe [0,1] on a
_ Jsupg laal, ¢ sip #0
1flp = :
supq laalo i p = 0
ou lorsque p # 0,1, | - |, est l'unique valeur absolue sur Wp,(k)q définissant sa

topologie satisfaisant |tgl, =p, |- lo =|-|4~1 et |- |1 est la valeur absolue triviale.

Démonstration. — Le cas p = 0 est immédiat. On suppose donc que p € ]0,1]. On
utilise le lemme 1.4.2. Avec les notations de celui-ci, pour § € N [%]
Ni(f) < ¢ & feApT°+Aprht?

& vg(an) >ksi0<a<d.

En faisant varier § on en déduit que
0 si Va,vr(ay) > k
Nu(f) = ] (aa)
sup{q~—* | vr(aq) < k}.
Supposons f non nul. On a alors
£l = sup Ny (f)p"*

=sup sup ¢ “p*
vr(aa)<k

=sup( sup p*)q”
a  k>vg(aa)

(e}

= sup |aa|p,q” . O
«

On obtient alors que pour I C [0,1], I # {0} et I # {1},

— si0,1¢1
Br = { Z aoT® | aa € We, (k)g, Vp €1 lim|aal, ¢ * = O},
[e3
an[%]

ou la limite est prise suivant le filtre du complémentaire des parties finies

de Z[ ],
— sinon By se décrit comme les f = > a,T* € Bp (0,1} vérifiant les conditions

additionnelles

e sup, |aqlo < 400 si 0 € I, ie. inf, v (as) > —c0
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® Sup, a1 < +oosil e, ie. inf, 2oa > —o0.
1 1]

Ces descriptions résultent de la définition de B; comme complété de A[E’ T

relativement aux normes de Gauss.

1.7.2. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions holomorphes de la
variable [7z], le cas ¢(X) = X9. — Notons K = k((7p)) et
Ak = Wo, (K)[X] C Ogyc = Wo, (B)[X]<%>
comme sous-anneau de anneau de Cohen Og,, (cf. exemple 1.3.5). Munissons les du
Frobenius ¢ tel que
p(X) = X19.
Cela induit un isomorphisme
lim Ax =5 Agipe C Ap,
]
ou la complétion est pour la topologie m-adique. Le morphisme A — Ap est donné
par
X — T =[rp]

Soit I C [0,1] un intervalle différent de {0} et {1}. Puisque A est le complété de
A ;1/p pour la topologie faible (sec. 1.4.3) on en déduit que Ap est le complété de
lim A g pour la topologie définie par les normes de Gauss (| - |,),er. Soit alors

@
By = Axlx]-

On le munit des normes de Gauss (| - |,),e[0,1] Via le plongement
v: B% — Bb.

Notons By, le complété de BY via a vis de (| - |,),er comme E-algébre de Fréchet.
Alors,

——

lim B pn(r) — Brr-
e
Pour p € [0,1] on note

g Vrsip=q"#0,1
p=41lsip=0
Osip=1.
Pour un intervalle I comme précédemment notons
I={p|pel}.
Posons pour p € [0,1] et f =3, oar X" € Ag

£l = supy, |ax|p* sip #0
e Wsip=0,
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ol la valeur absolue sur Wy, (k) est telle que |rg| = ¢~'. Lorsque p # 0 il s’agit
de la norme de Gauss associée au rayon p ou f est vue comme une fonction rigide
. . . _ 1
analytique de la variable X sur le disque ouvert Dy, (1), = {|1X] <1} C AWOE (K)o

On a alors le lemme suivant qui découle du lemme 1.7.1.

Lemme 1.7.2. — Pour p=q~" € [0,1], via le plongement v : B — B%, on a
(Nl = I£15-

Si0,1 ¢ I, soit Oj I'anneau des fonctions holomorphes de la variable X a coefficients
dans Wy, (k)q sur la couronne de rayons définis par I

Or = {ZanT” | an, € Wo,(k)o, Vp € I lim lan|p™ = 0}.
nez [n|—+o0
On définit plus généralement 07 comme étant les f € Oi\ (0.1} satisfaisant

e f est méromorphe en 0si 0 € T,
o f est bornée & l'extérieur de la couronne définie par I\ {1} ie. lim,; | f|l, <
+o00.

Considérons I’endomorphisme du disque ouvert épointé de rayon 1 sur E défini par
¢(X) = X9 C’est un morphisme étale fini. Si D; désigne la couronne

7 1
Dy ={[X] € I\{0,1}} C Ay, (1),
On a alors une tour de morphismes étales finis surjectifs
© © ® ®
Df =Dy e+ = Dynry = -
qui induit une suite de plongements isométriques pour p € I
O - 11p) = Coys - Nlg7a) = - = Cpniy-s - I gr7am) = -+

On vérifie alors que By = Bp 1 avec F = k((ﬁ};/ P~ )) est le complété de

lim OW"(I)V

n>0
pour la famille de normes précédentes lorsque p parcourt I. Ainsi, on peut penser &
B comme étant I'algébre des fonctions holomorphes sur

“lim Dgnpy-”.

n>0

Par exemple, on peut penser & B comme étant I'algébre des fonctions holomorphes

sur la limite projective de disques épointés

“ lim ]D)*”,
—

n>0

ounD*={0< |X| <1} C A%/Vg (k), €t les morphismes de transition sont étales finis
- (ko
de degré q.
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1.7.3. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions holomorphes de la
variable [7r], le cas p(X) = (1 + X)? — 1. — Soit Ag = Wp, (k)[X] comme dans la
section précédente. On pose cette fois-ci

p(X)=(1+X)?-1.
Ce choix de relévement de Frobenius définit un plongement (cf. exemple 1.3.5)
L AK — AF
X — [l4+7p]—1.

On reprend les notations précédentes concernant les normes de Gauss sur A.

Proposition 1.7.3. — Si p=q~" € [0, 1] vérifie p > q_q%l alors pour f € Ak on a
1f1lp = 1e(H)I5-

Démonstration. — Posons € = 1 + g et notons 7. = [¢] — 1. Le polygone de Newton

de 7. vaut +o00 exactement sur |—oo, 0] et a pour pente (:,;11) sur l'intervalle [n,n+1],

n € N (cf. rem. 1.5.3, cela résulte de ce que « 7. =[], ., ¢"(uc) »). On en déduit que
g—1 -

lorsque p < ¢~ ¢

Il est facile d’en déduire que si f =3, -, ar X" € Wy, (k)[X] alors
|f(me)lp = 1£(T)lp- O

Comme dans la section précédente, on en déduit que si I C [0, q_l/(‘?_l)] alors By
s’'interpréte comme les fonctions holomorphes sur

%iﬂl Dyn (1)
n,

avec une condition d’&tre bornée au voisinage du rayon |X|=1si 0 € I (ie. 1 € I).

1.7.4. Interprétation de la symétrie entre £ et F. — Supposons que E est de
caractéristique p. On a vu dans exemple 1.6.5 que B;j s’interpréte comme une
algébre de fonctions holomorphes & coefficients dans F' de la variable 7mg. Cependant
on vient de voir que lorsque F = k((w},/ P Oo)), Bj s’interpréte comme une algébre de
fonctions holomorphes a coefficients dans F de la variable mp. Ce phénoméne est
expliqué par la proposition suivante dont la démonstration élémentaire est laissée au

lecteur.

Proposition 1.7.4. — Soit k un corps parfait, E = k((7g)) et F = k((7r)) munis de
leurs valeurs absolues telles que |mp| = |7p| = ¢~*. Notons D%, resp. D%, le disque
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rigide analytique épointé sur E, resp. F, de la variable wg, resp. wg. Il y a alors un
isomorphisme d’algébres de Fréchets

0Dy — ODF)

Z(E an,mr%)ﬂ}? — E <Zan,k7r§)7r%
n k k n

r

Via lequel la norme de Gauss associée au rayon q~—" correspond 4 la norme de Gauss

associée au rayon ¢~ /7.

Remarque 1.7.5. — Posons
R = 0p®10r = k[rg,7F]
et X = Spf(R) le schéma formel associé sur k. L’espace adique associé est
x*d = Spa(R, R).

Les deux algébres de fonctions holomorphes précédentes ne sont rien d’autre que
I’algébre de Fréchet des fonctions sur 'ouvert

%ad \ V(7TE7TF).
Il y a deux morphismes

Spa(F,Or)

_

Z{ad \ V(TI'ETFF)

Spa(E,Cr)

qui identifient X2¢ \ V(mgmr), soit & I'espace adique D%, soit 4 D% (qui sont donc
isomorphes comme k-espaces adiques ol k est muni de la topologie discréte).

Bien siir, les algébres de fonctions holomorphes que nous étudions dans ce texte
ne sont pas nouvelles. Elles sont déja apparues sous d’autres noms dans les travaux
de Colmez ([11]) Berger ([3]) et Kedlaya ([45]). Cependant nous prenons un nouveau
point de vue sur celles-ci plus intrinséque qui consiste a les penser comme des fonctions
holomorphes de la variable p et non 7. = [¢]—1 pour un € € mp\ {0} (une variable qui
provient de la théorie du corps des normes lorsque F' est le corps des normes parfait
de Qp(¢p=) et € un générateur de Zy(1)). La conséquence de cela est que comparé
aux travaux précédents « le rayon ¢~ correspond aux rayon ¢~ /" ». On renvoie par
exemple & la remarque 1.8.5 pour un exemple de ce phénoméne.
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1.7.5. Le cas maximalement complet. — Soit k|F, un corps parfait et I' C R un sous-
groupe non-nul vérifiant pI" = T'. Soit ([56])
F = k((mp)
= { Z 0Ty | o € k, {a | ag # 0} est bien ordonné}
ael’

muni de la valeur absolue
« —Q
| E aaﬂ'F|= sup ¢~ <.
(e}

an#0

On vérifie qu’alors
A= { > aaT® | aq € Wo, (K), lim aq = o},
acl’y
ou % désigne le filtre du complémentaire des sous-ensembles bien ordonnés de I'. On

vérifie alors que pour I C ]0,1]

BI = { ZaaT‘)‘ | Ao € W(]E(k),Vp el ].i;n|aa|pq—oc _ 0}
acl Ee

1.8. Le corps valué hensélien &'t et ’anneau de Robba
Définition 1.8.1. — On note
&' = lm By,
p;O
Z = h_n} Byg,p)-
p;O
D’aprés la proposition 1.6.23
&t = { Y [waln™ € & | 3p €10, 1] sup |zalp” < +oo}.
n>>—o00 "
Proposition 1.8.2 ([11] I1.4.1 et I1.4.2). — L’anneau &' muni de la valuation v, est un

corps valué Hensélien de complété & .

Démonstration. — Si @ € Byg,) est non nul avec 0 < p < 1 alors Newtg ()
possédant un nombre fini de pentes, cNewry ,1(x) = 0 pour 0 < p’ < p avec p
suffisamment proche de 0. On conclut que z est inversible dans &' en appliquant la
proposition 1.6.25. L’anneau &' est donc un corps. Soit ’anneau

B, =1{z € By, | va(z) 20 et [z], <1}
On a
ng = h_n,l B[%rp]l: ; :I'

[wr]
p;*O
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et

lii{l BFO,p]/ﬂ-B[%,p] = OF C F= ng/Wng.

p20
Soient maintenant P € Og+[X] unitaire et z € O+ tels que P(z) = 0 mod 7 et P'(z) ¢
m0gt ie. P'(z) € OF;. On veut montrer qu’il existe y € Ug+ tel que z = y mod 7 et
P(y) = 0. Quitte a remplacer P par [a]degPP(%) pour un a € O non nul, on peut
supposer que la réduction modulo 7 de P est dans Or[X]. Ecrivons P(x) = 7z pour
un z € Ogi. Soit pg € ]0, 1] tel que P € By o[ X], w € By , 1 et z € Bjg,p)- On a

[0,p0]
i Tz ‘
1m —_— =
0 /
0<pp§po P (.73) P

car P'(z) € 0%, et pour un w € By ,,] NOgt de réduction @ € F' modulo m,
lim ], = [].
0<p<pg

Soit donc p; satisfaisant 0 < p; < pg tel que
mZ

P'(z)

<1

P1
o

Dans ’anneau B
[0,01

jon a donc
P(z) 0o
P’(x) € [0,p1]"

La méthode de Newton permet de conclure par complétude de Bj O

0,p1]*
Corollaire 1.8.3. — Si L|F est de degré fini alors c?ﬂé’}]: est finie de degré [L : F|. Si
de plus L|F est galoisienne alors éa£|éa} l’est également et

Gal(L|F) = Gal(&]|6)).
Remarque 1.8.4. — La proposition 11.2.15 fournit une généralisation du résultat

précédent.

Remarque 1.8.5. — Soit é"gq((”))

de fonctions holomorphes bornées de la variable X & coefficients dans E sur des

I’anneau de Robba borné « classique » des germes

couronnes de rayons [p, 1] lorsque p — 1. Alors, 5’}; (7)) est « un complété » de
ANNG

.

fm &5, ((re))*

©
au sens ou

+ RT . T .
Sy = 1 m Gy,

p—1 n—+o0
ot, si Dy, 4 désigne la couronne {p" < |X| < 1}, O, 1) désigne les fonctions bornées
sur cette couronne munies de la norme sup et les morphismes de transition dans
la deuxiéme limite inductive sont induits par le morphisme étale fini Dy n/qn ;| —
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D[p,l/qnq’l[ associé & X — X9. On renvoie & la section 1.7.2 pour plus de détails. De
méme, d’aprés la section 1.7.3 on a la méme interprétation en remplagant le relévement
de Frobenius précédent par X — (14 X)? — 1.

De la méme fagon on a

o —

Py =m0 G g

p—1 n—+oo
Enfin, notons la conséquence suivante de la proposition 1.9.1 qui suit.
Proposition 1.8.6. — On a l’égalité
z* = (61)".

1.9. Extension des fonctions holomorphes au bord
Proposition 1.9.1. — Soit I C 0,1] un intervalle vérifiant 0 € I. Alors
Brogy = {x€Br|3A, Mewtj(@)__

= {x € By | 3A, Newty(z) C {(t,u) € R? | t > A}}
= {zx€B;| 3NN, 7z est borné au voisinage de 0}.

= 400}

Démonstration. — L’égalité des trois ensembles est immédiate.
Pour z =Y, [zx]7* € B, on note

zt = Z[Ik]ﬂ'k

k>0

T = Z[xk]ﬂ'k.

k<0

Soit z € Bj satisfaisant les hypothéses de I’énoncé. Quitte & multiplier z par une

puissance de m on peut supposer que Q]Vewé(:z;)h_oo of = +00. Soit (zp)n>0 une suite

de BY tendant vers z. Ecrivons z, = z} + z, . Pour montrer que z € Brugoy on
affirme qu’il suffit de montrer que (z,, ),>0 tends vers 0 dans B;. En effet, si c’est le
cas alors (z;}),>0 tends vers x dans Br. Ecrivons alors

m:+1 —zf = Z[zn,k]ﬂk~
k>0

La suite double ([znk]m*)n>0k>0 tend vers 0 dans By pour le filtre du
complémentaire des parties finies de N2. La série double

Z [zn,k]ﬂk
n,k>0

converge dans Brygoy et définit un élément de Bjyqo) s’envoyant sur x — :car via

B1ugoy — Br-
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Il reste donc & montrer que (x;,),>0 tends vers 0. Le fait que oNews(x) =400

|]—oo 0[
se traduit en termes de valuations de Gauss par 'existence de o € R et de ro > 0 tels
que, pour r > rg et ¢~" € I on ait

ve(z) > .
Soient maintenant r > 0 tel que =" € I et A € R fixés. Soit 7' > sup{r, rq} satisfaisant
r—r>A4-a.

Il existe un entier N tel que pour n > N on ait v (z,) = v (z). Remarquons
maintenant que pour y € B satisfaisant y = y~ on a, utilisant que 7’ > r,

vr(y) = v (y) + (' = 7).
De 14 on tire que pour n > N

ve(z,) > a+r —r> A

Cela étant vrai pour tout A on conclut. O

Proposition 1.9.2. — Soit I un intervalle de [0,1] satisfaisant 1 € I. Alors,

Brupyy = {z € By | Newe () est borné inférieurement }
= {x € By |  est borné sur une couronne de rayons [p, 1] pour un p € I'}

= {zeB| liml|x|p<+oo}.
p—

Démonstration. — Pour z =) € B’ on note

n>>—oo

tr = Z [@p]m"™

n3>—oo
v(zn)=0

T = Z [p]7™.

n>— oo
v(zn)<0

Soit x € By satisfaisant les hypothéses de ’énoncé. Quitte & multiplier  par un
[a],a € F*, on suppose que cNewt(x) > 1. Soit (2,,)n>0 une suite de B® tendant vers
z. Ecrivons z, = Tz, + ~z,. Pour montrer que z € Bjug1y on affirme qu'il suffit de
montrer que ("Z,)n>0 tends vers 0 dans B;. En effet, si c’est le cas alors (Tz,,)n>0
tends vers x dans B;. De plus, si

+$n+1 - +$n = Z [Zn,k]ﬂ-ka
E>—oco
notons pour [ € N,
Api={k€Z | v(znk) =1}
Soit alors

Wp,| = Z [2n.x]7* € BP.
k€A,
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Alors, la suite double (wn,1)n>0,>0 tend vers 0 dans Byq1} et sa somme
> wn
n,1>0

définit un élément de Bjy(1y s’envoyant sur x — *zy dans Bj.
Il reste donc & montrer que (~zy),>0 tends vers 0 dans B;. Remarquons d’abord
que, pour y € B satisfaisant y = "y et 0 <7’ <, on a

vry) = Sum(y).

Soient maintenant r > 0 tel que ¢~" € I et A € [1,4o00]. Choisissons ' < r tel que
0<r' <r/Aetuv(z)>1/2 (ce qui est possible puisque cNewst;(z) > 1). Soit N € N
tel que pour n > N on ait v,/ (z,) = v (z). On a alors pour n > N

_ A

ve(Txp) > 7
Cela étant vrai pour tout A on conclut. O
Remarque 1.9.3. — Dans ’énoncé précédent on a écrit ’expression lim,_,1 |z|,. Cette

limite existe toujours comme élément [0, +o00]. En effet, la fonction 7 +— v,.(z),q" € I,
est concave et posséde donc toujours une limite dans R U {—oo} en 0.

En mettant ensemble 1.9.2 et 1.6.23 on obtient également le résultat suivant.

Proposition 1.9.4. — On a
B* =By ={z€B|3In€Z 1"z est borné}.

Le corollaire suivant montre la puissance de ’outil que forment les polygones de
Newton et de l'intuition géométrique qu’ils sous-tendent au sens o il serait assez dur
de les obtenir avec la simple définition des Bj.

Corollaire 1.9.5. — Soit I un intervalle de [0,1].

1. Si0 €I alors B} = BIXu{o}'
2. Sil el alors B} = B}

1U{1}"
3. Ona
B>< — (Bb)x
= { Z [T | X € Fyzpy #0, VR > ng v(zy,) > v(zno)}

no€Z
n>ngo 0

Remarque 1.9.6. — Les résultats d’extensions précédents sont faux lorsqu’on remplace
I par un intervalle relativement compact dans ]0, 1[. Plus précisément, si I = |p1, pa[
avec 0 < p; < p2 < 1, alors By C By est plus petit que les fonctions bornées dans
By (comme on le vérifie lorsque E = F,((7))). Les propriétés d’extension précédentes
sont trés particuliéres aux extrémités de « notre disque épointé ».
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1.10. L’anneau Bt

1.10.1. Définition et premieres propriétés
Définition 1.10.1. — On note
Bbt = { 3 [zaln" €& | Vnleal < 1}.
n>>—oo
On a donc
B = Al
= {zeé&||z)) <1}

Définition 1.10.2. — Pour I un intervalle de [0,1] on note B; le complété de B>

relativement aux normes de Gauss (|- [,)per- On note B} := B?’p} et

— Bt
B* =B} .

Ainsi, B;r est I’adhérence de B»* dans B;. On a par exemple
Bf = B¥*
et en fait B?‘ = B%* dés que 0 € I d’aprés 1.4.15. On supposera donc désormais que

0¢l.

Exemple 1.10.3. — Supposons que p € |F*| et soit a € F tel que p = |a|. La boule
unité de |- |, dans B>+ est A[%] et donc

—

5y = AT

On vérifie aussitot le lemme suivant.

Lemme 1.10.4. — Pour x € Bt et0 <7’ <r on a
/
v () > r—vr(:r).
T
On en déduit qu’en fait, si I C ]0,1[ est tel que p =infI € I et p > 0, alors
+_ pt+_ p+
Br =B, =By,

On a en fait plus.

Proposition 1.10.5. — On a B = B[*f; T

alc:ZalcneBp+

n>0

Démonstration. — Soit

avec T, € B¥T et limp—joo |Zn|, = 0. Pour y = 3, [ye]m® € B»T notons
yt = Zkzo[yk]ﬁk et y~ = Zk<0[yk]7rk. Remarquons que

Iy~ |1 < |yl

ASTERISQUE 406



1.10. L’ ANNEAU Bt 93

La série

>

n>0
converge donc dans By, ). Puisque A est complet pour |- |,, > -,z € A. On a
donc
m:Zm;—I—ZxIGB[pJ]. O
n>0 n>0
Remarque 1.10.6. — 11 faut faire attention quant & la signification de I’énoncé
précédent. I1 dit que 'application de restriction a la couronne de rayon p, B[-;,u — B;)",

est un isomorphisme d’algébres. Mais ce n’est pas un isomorphisme d’algébres de
Banach. Cela pourrait sembler étre en contradiction avec le théoréme de ’application

ouverte, mais ¢a ne l’est pas car B;” est un F-espace de Banach tandis que B[J; ) est
un Ed°-espace de Banach.
On a donc lorsque p < p/
+ +
B, C B,
et pour tout 7,
Bf = (B}
pel
Ainsi par exemple
BT = B}
p>0
Puisque
©: B;j‘ ASN B;rq C B;,
on peut voir ¢ comme un endomorphisme de B;‘ etpour 0<p<1
Bt =) ¢"(B)).
n>0
Ainsi, Bt est le plus grand sous-anneau de B sur lequel ¢ est bijectif.
Proposition 1.10.7. — On a pour tout p € [0,1]
B; = {ac € B[p71[ | oj\/ewl/[p’l[(x) > 0}
= {33 € B[p71] | |:L'|1 < 1}
On a également
Bt = {z¢€ B | Newt(x) >0}
= {zeB||z) <1}
Démonstration. — Traitons le cas de B;, le cas de BT étant identique. D’aprés

1.9.2, si * € B, non nul vérifie JVemé[p,l[(x) > 0 alors ¢ € B, . Puisque
MNewty, 17(z) est obtenu en ajoutant éventuellement une pente 0 & cMewt(, 1(, on a
encore oNewt, 11(z) > 0 et donc vo(x) = lim o MNewt, 1j(z) > 0. Maintenant, d’aprés
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1.6.16 si (x,,)n>0 est une suite de B® convergeant vers z alors vg(z,) = vo(z) pour
n > 0 et donc z,, € B>, O

Remarque 1.10.8 (Suite de la remarque 1.6.7). — Soient p € |0, 1[. et (2, )necz une suite
de OF satisfaisant lim,,, oo |2,|p™ = 0. Alors, 3 ;[z,]7" converge dans B mais
lorsque E|Q, on ne sait pas si tout élément de B;‘ s’écrit sous cette forme 1a, ni si
une telle écriture est unique, ni si la somme ou le produit de deux tels éléments est
de cette forme. La méme remarque s’applique & BT.

Remarque 1.10.9. — L’anneau B apparait dans la littérature « classique » de théorie
de Hodge p-adique sous le nom de Br"i’g.

Remarque 1.10.10. — D’aprés la section 1.7.2, BT s’interpréte comme les

Fo((r/ "))
fonctions rigides analytiques sur
“ lim DE”a
©

ot Dg désigne le disque ouvert de rayon 1 sur F et, si la coordonnée est X, ¢ est le

relévement de Frobenius X — X?. Ainsi, I'inclusion B;q((wl/poo)) C Bg, ((x1/p=)) st
induite par

lim D% C lim Dg,

T T
ot D7}, est le disque épointé.

1.10.2. Les bivecteurs. — On va définir un sous-Cg-module de B sur lequel la
remarque 1.10.8 précédente est prise en défaut. Si R est une F,-algébre muni de la
topologie discréte on note

CW (R) = lim Wo, n(R)
n>1

le groupe des covecteurs de Witt unipotents, les applications de transition dans la
limite inductive précédente étant données par le Verschiebung, V. : Wy, ,(R) —
Wop mt1(R). Les éléments de CWj (R) se décrivent de la fagon suivante,

CWg (R) = {[...,ai,...,a_l,ag] | a; € R, a; =0 pour i € 0}.

Ce groupe s’étend en un groupe des covecteurs de Witt ([25], chap.II pour le cas

E= Qp)v
CWp,(R) = {[ cs @4y .. ya-1,a0] | a; € R, AN <0, I'idéal engendré par les (a;)i<n
est nilpotent}.

Celui-ci est muni d’un Verschiebung V. : CWp, (R) — CWp, (R) et on pose

BWp, (R) = lim CWp, (R),
N
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les applications de transition étant données par V. On a donc,

BWp,(R) = { Z Vilai] | a; € R, 3N, 'idéal engendré par les (a;)i<n est nilpotent}.
i€z
Définition 1.10.11. — On pose
BWOE(OF) = l(in BW@E(OF/O)

a

lorsque a parcourt les idéaux non nuls de OF.

On a alors
BWp, (Or) = {Z[an]w" | an € OF, liminf ¢"v(a,) > 0}
ne”Z
= {Z[an]w" | an, € Op, 35 >0, 3C, v(a,) > ¢ "s+ C’}.
nez

Les séries précédentes sont convergentes dans BT. Cette description fournit un
plongement de Og-modules

BWo, (Or) — By -
Pour tout entier n > 0 notons
Sn S OE[X(),...,X",YE),...,YR]

le polyndéme universel tel que la loi d’addition sur les vecteurs de Witt tronqués de
longueur n + 1 soit donnée par

[Xo,..., Xn] + [Yo, ..., Y] = [So, ..., Sl

Alors, pour deux éléments

a=>Y [a]r, b= [bj]n* € BW,(CF)

i€ i€z
on a
a+b= E [ei]
i€Z
avec
o . qfn q7n+1 qfl ) qfn q77b+1 qfl )
= nglfoos” (aifn, S PN s S T Y T PN N T

limite qui existe grace aux conditions de convergence imposées dans la définition de

BWp,, (Or) (ct. [25], chap.II). Si’on relache ces conditions de convergence en imposant

seulement que pour tout 7 > 0, lim v(a,)+nr =+ocoet lim wv(b,)+nr = +oo alors
n— —oo n——oo

une telle limite n’existe pas forcément, ce qui explique partiellement la remarque 1.6.7.
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1.10.3. Lien avec les anneaux de périodes cristallines. — On suppose dans cette section
que E = Q,. Soit p € |[F|N]0,1[ et notons

a, = {z € Cr | [2] < p}.
Il y a une application surjective
W(0Or) — Or — Or/a,,
ou la premiére application est simplement ano[a:n]p" — xg. Notons
b, = ker(W(Or) — Or/a,).

Soit alors Ags, le complété p-adique de I'enveloppe a puissances divisées de b,. Si
§= 2, >0l6nlp™ vérifie [§| = p alors

-

Acris,p = W(OF)[%]

L’épaississement p-adique Acyis, — Or/a, définit un pro-objet final du site cristallin
Cris(Spec(Or/a,)/Spec(Zy)) et donc

Acris,p = H°((Spec(Cr/a,)/Spec(Zyp))cris, 0).-

Considérons
B:;'is,p = Acris,p [%]
Proposition 1.10.12. — 1l y a des inclusions naturelles
Bf, B(-:t‘is,p C B;.
Démonstration. — Si p = |a| cela résulte de ce que Agis est le complété p-adique de
W (Or) [%]nZl

et la boule unité de B le complété p-adique de
W (Cr)[2]. 0
On déduit de cela que
B+ = ﬂ SDn(Bctis,p)
n>0
+

et donc BT est le plus grand sous-anneauv de B is.p

@ est bijectif.

On en déduit en particulier le corollaire suivant qui justifie le remplacement de Bctis
par BT en théorie de Hodge p-adique. Il s’agit d’un analogue de la remarque de Dwork
qui dit que les solutions d’équations différentielles ayant une structure de Frobenius
on tendance & surconverger : les périodes cristallines qui vivent a priori dans Bctis’ p
« s’étendent en fait en des fonctions holomorphes sur tout le disque épointé ».

sur lequel le Frobenius cristallin
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Corollaire 1.10.13. — Soient k un corps parfait tel que k C Op et (D,p) un
k-isocristal. Sit € Bl  satisfait p(t) = pt alors

cris,p
e=Id e=Id

1.10.4. Lanneau B
Définition 1.10.14. — Notons p 'idéal de Bb+
p={z e B> | v(z) > 0}.

On note alors
B = B> /p.

L’application de projection sur le corps résiduel O —» kr induit une projection
B"* — Wo, (kr)o

dont on note m le noyau, un idéal maximal de B®*. On a

m= { Z [Z,]7" | Y v(zy,) > O}

n>>—00
tandis que
b= { Z [zp]7™ | 3C > 0, Vn v(z,) > C},
n>>—oo
Lemme 1.10.15. — L’anneau B est local intégre d’idéal mazimal m/p et de corps

résiduel Wy, (kr)qg.
Démonstration. — Le fait que p soit premier résulte de ce que vy est une valuation.
Vérifions que B est local. Soit z = >, o [z,]7" € BT \ m. Il existe donc n tel
que z,, € Oy et soit ng le plus petit entier satisfaisant cette propriété. On a alors
x = Z [z, ]7" = Z [z,]7" mod p
n>>>—oo n>ng

et le membre de droite est une unité de B»*. On en déduit que = devient inversible
dans B. L’anneau B est donc local. O

Remarquons que 'on a des factorisations

Bt c B} :B;),l] — B} — B /{vo >0} = B.

Remarquons finalement que puisque vy o ¢ = qg, ¢ agit bijectivement sur B et les
morphismes précédents sont compatibles & ’action de .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018






CHAPITRE 2

ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES :
LE CAS F ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Pour un intervalle I C ]0, 1[ on a défini dans le chapitre 1 une algébre de Fréchet By
« de fonctions holomorphes de la variable 7 ». Lorsque E = Fy((m)) il s’agit de vraies
fonctions holomorphes sur la couronne rigide analytique Dp; = {|7| € I} C AL. On
dispose alors de ’espace topologique |Dp ;| de Tate. Pour y € |Dp | il y a un corps
résiduel k(y) qui est une extension de degré fini de F'. Pour f € By on peut alors
évaluer f en y et définir

fly) € k(y)
If(w) € Ry

De plus, les pentes du polygone de Newton cNewt(f) sont exactement les valuations
des y (i.e. —log,|m(y)|) dans [Dp;| tels que f(y) = 0, comptées avec multiplicité
[k(y) : Fl.ordy(f). Enfin, remarquons que I’ensemble |Dp ;| est en bijection avec les
classes d’équivalence de couples

{(K, 0} ~,
ot K|FE est un corps valué complet tel que |r| € I, ¢ : F — K est isométrique et fait
de K une extension de degré fini de F'.

Dans ce chapitre et le suivant on définit un tel espace topologique de points |Y7|
lorsque E|Q,. En un point de cet espace on peut évaluer nos éléments de By et définir
leur valeur absolue dans un corps perfectoide K, associé¢ & y € |Y7|. On montre
également que les pentes des polygones de Newton définis dans le chapitre 1 peuvent
sa calculer en fonctions des zéros en ces points. On donne également une interprétation
de lensemble |Y;| comme étant les classes d’équivalences de couples (K,¢) ou K|E
est un corps perfectoide tel que |7| € I, ¢t : F «— K” est isométrique et fait de K°
une extension de degré fini de F' (dans le cas précédent, lorsque E = Fy((7)), on a
K® = K puisque que K est parfait).

L’idée est la suivante. Lorsque E = Fy((7)), |Dg| s’identifie aux polynémes
unitaires irréductibles P € Cp[r] satisfaisant |P(0)|'/9°¢¥ € I. Les polynomes a
coefficients dans O forment un sous-anneau de A = O [r]. Néanmoins lorsque E|Q,
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il n’y a pas de bonne notion de tels polynomes, les éléments de la forme ) ., [z,]7"
dans A avec z,, = 0 pour n > 0 ne sont pas stables par addition. Ceci dit, d’aprés
le théoréme de factorisation de Weierstrass, lorsque E = Fy((7)) et I = ]0,1], &
multiplication par un élément de O [[r]*-prés, les polyndmes irréductibles précédents
sont en bijection avec les séries formelles irréductibles

Z zpm" € Op[7]

n>0

qui sont primitives au sens ot 0 < |zg| < 1 et il existe un entier d tel que |z4| = 1. On
va montrer que si E|Q, et a € A est une telle série primitive alors A/(a)[2] est un
corps valué complet perfectoide extension de F sur lequel on peut évaluer nos éléments
de B. Ce chapitre est essentiellement consacré au cas ou F' est algébriquement clos.
Le cas F' parfait général est traité dans le chapitre 3.

On reprend les hypothéses et notations du chapitre 1. Dans ce chapitre on suppose
que E|Q,p, ce qui est le cas qui nous intéresse au final. Il y a sGrement moyen
d’unifier les notations avec le cas E = F,((7)) mais cela présente quelques lourdeurs.
On adopte les notations de [59] concernant le basculement des anneaux. Dans une
version préliminaire de ce travail qui précédait [59] on notait # ce que 'on note
maintenant (—)°.

2.1. Lanneau A’ et le morphisme 6

2.1.1. Généralités. — Soit @ € Og[X] tel que @ = X? mod 7 et Q(0) = 0. On note
Qo= X et pourn >1,

Qu=Qo0Q.
~———

n-fois
Par définition une Og-algébre w-adique est une Op-algébre m-adiquement séparée
compléte.

Définition 2.1.1. — On définit le foncteur

(=)»? : Og-algebres m-adiques — Ens

A A9 ={(2™),50 | 2™ € A, Q(z"+Y) = 2™},
On note A® := A»X",
La proposition suivante est bien connue lorsque F = Q, et @ = X?.

Proposition 2.1.2. — Soit A une Og-algébre m-adique et I un idéal fermé de A.
Supposons A séparée compléte pour la topologie (I + ())-adique. Alors, lapplication
de réduction modulo I induit une bijection

AR = (A/ D9,
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Son inverse associe a la suite (x(™),>q € (A/T)"9 la suite (y™),>0 € (A)"9 définie
par

y™ = lim Q4 (:E(/"*\’C))
k—+o00

—

ou pour tout n, x(™ € A est un relevement quelconque de (™ € A/I et la limite
précédente est pour la topologie I + ()-adique.

Démonstration. — On vérifie par récurrence en appliquant le lemme 2.1.3 qui suit
que si z,y € A sont tels que z = y mod I alors

Qr(z) = Qr(y) mod (I + (m))*F*1.

De cela on déduit que si (2(™),, (™), € (A)*? ont méme réduction dans (A/I)*?
alors pour tout n et k
2™ = 4™ mod (I + ()

et donc (") = y(") puisque A est I+ (7)-adiquement séparé. Cela montre I'injectivité.
Passons & la surjectivité. Soit (z(™),>¢ € (4/1)>%. Puisque
Q(z(m+++D) = £ F) mod 1
on obtient . .
Qi1 (2 D) = Qi (z2(m+h)) mod (I + 7)F+1.
A n fixeé, la suite (Qk (as("“‘k))) est donc de Cauchy pour la topologie (I +
k>0
(7))-adique. Elle converge vers un un élément z(™) € A tel que (2(™), € (A4)»%
se réduise sur (z(™ mod I + (7)), dans (A4/I)»<. O

Lemme 2.1.3. — Soit A une Og-algébre et J un idéal de A. Si x,y € A vérifient
x =y mod J alors Q(z) = Q(y) mod nJ + J2.

Appliquant cette proposition & l'idéal engendré par m on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.1.4. — Le foncteur (—)*% se factorise canoniquement en un foncteur
()" : Og-algeébres m-adiques — F-algébres parfaites
isomorphe au foncteur
A+— lim A/7A,
N
les applications de transition dans la limite projective précédente étant domnées par

Frob, : A/pA — A/pA. Les lois d’addition et de multiplication sur (A)*>? sont
données par

@), + W), = (Jim Q™ +y™))
@) ), = (Jim Qu(e )
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Remarque 2.1.5. — Bien str lorsque Q(X) = X9, la formule de multiplication
précédente est bien plus simple puisque (a:("))n . (y("))n = (a:(”) ~y(”))n.
Par exemple, si R est une F,-algébre parfaite,
R =~ Wo,(R)"?
z — ([27]Q) 500

ou [—]g désigne le Q-relévement de Teichmiiller de la proposition 1.2.7. De plus,
d’aprés le lemme 2.1.2, si I est un idéal fermé de Wy, (R) tel que Wy, (R) soit séparé
complet pour la topologie I + ()-adique, A = Wy, (R)/I et 6 : Wy, (R) — A désigne
la projection,

R = A
1/an
xr — (9([:E /4 ]Q))nzo'
Bien siir, si Q1 et Q2 sont deux polynémes tels que @ il y a un isomorphisme canonique
(AP@r =, (A)MQQ
@™ )pzo  — ( lim Q2 (x(”+k)))
- k—+4o00
déduit par composition de la suite d’isomorphismes

(A)P@ =5 (A/m A9 = (A/m A X" = (A/m A2 < (4)"Q2,

n>0

2.1.2. Le morphisme §. — Reprenons les notations de la section 1.2.2. Soit » > 1 un
entier. Il y a un morphisme

Wn:Wepm — Gq
n—1 n—1
ZVf[ak]Q — Zﬂan—l—k(ak)-
k=0 k=0

Soit A une Og-algébre munie d’un idéal I tel que, pour tout entier k vérifiant
0<k<n-—1ettout z €I, on ait
S Sy
Cette hypothése est satisfaite dans les deux cas suivants :

1. Lorsque 7"~ 1A = 0 et I’idéal I est muni de puissances w-divisées (on peut définir
« % » pour tout z € I, cf. [17]).
2. Lorsque 7" A =0 et I = ().
—k k
Lemme 2.1.6. — On a Qu(X) € (7" *X7) _ .
Démonstration. — On procéde par récurrence sur n. Si Q,(X) = > 1_, D Cl Py (X)

alors
n

Qus1(X) = D 7" FQ(X)?" Pu(Q(X)).

k=0
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Mais d’aprés le lemme 1.2.6,
QX)=X?mod m = Q(X)qk = X" mod 7*t!
ce qui permet de conclure. O

D’aprés le lemme 2.1.6, sous I'une des deux hypothéses précédentes, pour tout €
et 0<k<n-—1onan*Q, 1_r(r) =0. Le morphisme Wh,q : Weymn — Gq donne
alors naissance « par relévement » & un morphisme de Og-algébres

Wepn(A/I) — A
x — W)

ot T € Wp,, ,(A) est un relévement quelconque de z.
Pour toute Op-algebre A, en appliquant la construction précédente & A/7"A et
I = (7), on déduit un morphisme de Og-algébres

On : Wopn(A/TA) — A/n"A
n—1 n—1
Z Velarlg +— Z ™ Qn_1-1(a@y)
k=0 k=0

olt ap € A/m" 1A est un relévement quelconque de aj. On a de plus 6; = Idg/ra et
lorsque n varie les 6, vérifient la relation de compatibilité suivante : le diagramme

Wy i (A/mA) 5 A4
T
Wopn(AjmA) — s AJa"A

est commutatif. Si A est une Og-algébre m-adique on en déduit par passage a la limite
un morphisme

0: Wy, (A9 — A

Z[xn]Q ™ — Zx&o)ﬂ".

n>0 n>0
Cela définit un morphisme de foncteurs sur la catégorie des Og-algébres m-adiques
0:Wp, o(—)? — Id.

On a déja vu qu’il y a de plus un isomorphisme naturel de foncteurs sur les anneaux
parfaits de caractéristique p,

Id = (=)"9 o Wp,.

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.
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Proposition 2.1.7. — Les deux foncteurs

We

F,-algébres parfaites Og-algébres m-adiques
GOl

E

sont adjoints l'un de [lautre. Les applications d’adjonctions sont données par
0 : Wp, o (—)»9 — 1Id et lisomorphisme canonique Id > (—)»%9 o Wy, qui d z
associe ([2'/9"]Q)n>0-

Si Q1 et Qo sont des polynéomes analogues 4 Q, l’isomorphisme canonique
can : (=)@t =5 (=)"Q2 est tel que le diagramme

W@E ° (_)b7Q1
\
Wo (can) | ~ Id
/
W@E o (_)l),Q2
commute.
Remarque 2.1.8. — La commutativité du diagramme dans la proposition 2.1.7
précédente dit que l'on peut calculer € soit « comme d’habitude » lorsque @Q = X?
via la formule (3, 5olza]m") = 32,50 ePnm si oz, € A°, soit via la formule

Q(Enzo[yn]QTr") = ano ygo)ﬂ'" siy, € A9,

Soit A une Og-algébres m-adique comme précédemment. On dispose du critére
suivant permettant de calculer le noyau de 6, critére qui est bien connu lorsque £ = Q,,
et Q = XP.

Lemme 2.1.9. — Supposons A sans mw-torsion. Soit © = Zizo[l’i]QWi € ker(0).

1. Si x(()o) € wA* alors ker 6 = (z).
2. S’il existe 1 € A»? wvérifiant ©(®) = 7 alors ker = ([x] — 7). De plus, ker =

(0

(z) &z ) € mAX, ot l'on note © = Y onsolTalm™.

Proposition 2.1.10. — Soit A une Og-algébre m-adique telle que le Frobenius de A/wA
soit surjectif. Alors, 6 : Wp,, (A*R) — A est surjectif.

Démonstration. — Puisque Wp, (A*Q) et A sont m-adiques, afin de montrer que 6
est surjectif il suffit de montrer qu’il ’est modulo 7. Mais modulo 7 I'application 6
s’identifie & la projection sur la premiére composante

lim A/mrA — A/mA
Frob,

qui est clairement surjective par hypothése. O
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2.1.3. Le cas de 'anneau des entiers d’un corps p-adique. — Soit K|E un corps
valué complet pour une valeur absolue | - | = ¢~*(). Remarquons que d’aprés la
proposition 2.1.2 si p € R vérifie |1| < p < 1 et b, = {z € Ok | |z| < p}, alors O%
s’identifie & (O /b,)". Soit
v:0 — RU{+00}
T v(x(o)).

On vérifie aisément que cela définit une valuation sur 0}. Deux cas se présentent
alors :

1. soit la valuation v de 0% est triviale, auquel cas (% = k% = ﬂnzlk}l\:,

2. soit la valuation v de 03( est non-triviale, auquel cas K := Frac(Oz() est un corps
valué complet parfait de caractéristique p qui s’identifie aux suites (:1:("))"20 de
K vérifiant (z("*1)? = (). L’anneau de valuation de K° est (5 i.e. Cx» = ..

Proposition 2.1.11. — Supposons K algébriquement clos. Alors, K® lest également.

Démonstration. — Soit P =T%+ ag_1T4 ' +---+a1T +ag € 0} [T] un polynome.
Notons pour tout entier n > 0

Po=T%+a T4 . 4 a7 4 a{V € B [T).
Lorsque n varie ces polynomes sont liés par la relation
P,1(T)" = P,(T?) mod 7.

Pour un n donné soit € Ok une racine de P,. Choisissons y € Ok tel que y? = .
La relation précédente implique que

1
U (Poy1(y)) 2 7
Notons z1, ..., 24 les racines de P,,+1. On a donc
d 1
Zvﬂ(y —z;) > —.
i=1 q
Il en résulte qu’il existe 7 tel que
1
Uy — 2i) > &
et donc )
vr(z — 28) > 7

A partir de 1a on construit par récurrence une suite (n)n>0 de Ok telle que pour tout
n, T, soit une racine de P, et v, (:c’:H_1 —z,) > %. Cette suite définit un élément de

lim O /b = Ok,
N
ou b= {z € Og | vz(z) > 1/d}. Cet élément est bien siir une racine de P. O
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2.2. Etude de certains idéaux et valuations des vecteurs de Witt

2.2.1. Elements primitifs. — Par analogie avec la théorie de Weierstrass on introduit
la définition suivante.

Définition 2.2.1. — 1. Un élément x = ) . [z,]7" € A est dit primitif si 2 # 0
et il existe un entier d € N tel que z4 € 0. On appelle alors degré de z le plus
petit entier d tel que z4 € Of.

2. On note Prim ’ensemble des éléments primitifs et Primg ceux de degré d.
3. Un élément primitif est dit irréductible s’il est de degré > 0 et ne peut pas
s’écrire comme un produit de deux éléments primitifs de degré > 0.

Notons z + Z l'application de réduction A — Wp,(kr). Si ¢ € A, sont
équivalents :

— x est primitif de degré d,

— z ¢ A et v (T) =d,

— le polygone de Newton de z vaut +oo sur |—o0,0[, est & valeurs dans R sur

[0, d[ et vaut 0 sur [d, +oo].
L’ensemble Prim forme un sous-monoide de (A, x). Il est gradué par le degré
Prim = H Primy
d>0
avec Primg - Primy C Primgy 4. De plus,
Primg = A*.

On va s’intéresser aux idéaux de A engendrés par un élément primitif, i.e. au monoide

quotient
Prim/A*.

Exemple 2.2.2. — Lorsque E = Fy((n)) et donc A = Op[n], d’aprés Weierstrass,
chaque élément primitif irréductible posséde un unique représentant modulo la
multiplication par A* qui est un polynéme unitaire irréductible dans Or[r]. Ainsi,
Prim™™?/A* s’identifie aux points de Tate de I’espace rigide D%={0 < |r| < 1}CAL.

On suppose désormais dans le reste de ce chapitre que F' est algébriquement clos.
2.2.2. Idéaux de A engendrés par un élément de degré 1. — Commengons par
remarquer que

Prim; = {[a] —7mu | a #0, v(a) >0 et u € A%},
Soit maintenant a =}, [a;]7* € Prim; et I = (a). Posons
D=A/I

On note
0: A — D.

Notre but est de montrer que D [%] est un corps valué complet algébriquement clos.
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Lemme 2.2.3. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie I + (m)-adique et
donc en particulier pour la topologie I-adique. L’anneau D est séparé complet pour la
topologie w-adique, sans w-torsion.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de ce que I + (7) = ([aglg,7) =
([ao], 7) (cf. prop. 1.4.11). Si z,y € A vérifient 7z = ya, puisque ag # 0, y € TA.
L’anneau D est donc sans m-torsion. Il est clairement m-adiquement complet. Reste &
voir que

(I+m"A=1I

n>1
Soit z € A tel que pour tout entier n on ait x = y,a + 7"z, avec yn, 2z, € A. Alors,
pour tout entier n, utilisant encore que ag # 0,

(Yn+1 —yn)a =" (2n — T2nt1) =  (Ynt1 —Yn)a € T"A
= Yntl— Yn ETTAL

La suite (y,,), est donc de Cauchy pour la topologie m-adique. Notons y = liIJ1r1 Yn.-
n—-—1+0oo
Alors
z= lim (ypa+7"2,) =ya €l O
n—-+oo

De la proposition 2.1.2 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.4. — L’application
Op — D’
r — (9([321/'1"]))”20
est un isomorphisme.

Lemme 2.2.5. — Tout élément de D s’écrit sous la forme Y, <, 0([mnag]) ot x, € Op
vérifie x, = 0 ou bien v(x,) < v(ag).

Démonstration. — Ecrivons a = [ag] — 7u ott u € A*X. On a §(ru)D = 7w D. L’anneau
D est donc O(mu) = 6(|ag])-adiquement complet. De plus D/0(mu)D = D/xD =
Or/aoCr. On en déduit le résultat. O
Proposition 2.2.6. — Pour tout entier n > 1, tout élément de D posséde une racine

n-iéme dans D.

Démonstration. — Supposons d’abord que Pextension E|Q, est non-ramifiée et donc
W, (Or) = W(Op). Soit z € D non nul. On suppose tout d’abord que n est premier
a p. On peut écrire x sous la forme

z = 0([ao])* (0([2]) + O([ao])w)

avec v(z) < v(ag). L’élément 6([ag])? posséde une racine n-iéme dans A car ag en
posséde une dans Or. De plus,

0([2]) + 0(laol)w = 0([]) (1 + 6([=™ " aol)w).
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L’¢lément 0([z]) posséde une racine n-iéme dans D. L’anneau D est 6([2~tag])-adique-
ment complet car une puissance de 6([271bg]) est un multiple de 6([ag]). Alors,

(1+ 0([,2_1(10])11))1/” = Z (lén)ﬁ([z_lao])kwk
k>0

est une racine n-iéme de 1 + (2~ ag])w
Montrons maintenant que x posséde une racine p-iéme (on suppose toujours que
E|Q, est non-ramifiée). Ecrivons

2= 0(lzaag))
n>0

avec pour tout n, z,, = 0 ou bien v(x,) < v(ag). On peut supposer z # 0. Soit ny € N
le plus petit indice tel que z,, # 0. Alors,

z = 6([zn,a0°]) <1 + Z 0 ([ntnoal Ty, ]))
n>1
L’élément 6([zn,a0°]) posséde une racine p-iéme tandis que
y= 1—1—20 Trtne @y Ty, 1)
n>1
vérifie
y=1+ xn+1a0x,jol mod p
dans O /agOF. Or,
14 xn+1a0x;()1 € Op.
Quitte & remplacer x par y on peut donc supposer que
X € 0;‘
Montrons maintenant qu’il existe z € 05 tel que
z = 6([2]) mod p>.
Ecrivons
z = 0([zo] + p[z1]) mod p.
Quitte & multiplier a par le représentant de Teichmiiller d’une unité de Or, on peut
supposer que
a = [ag] + p mod p2.
Soit )
S1(X,Y) = —((X +Y)? — XP — Y?) € Z|X,Y].
p
Pour tout A € O on a dans W5(Cr)
[zo] + p[z1] + [AN]a = [zo + Aao] +p[:1;1 +A+5; (scé/p, Al/paé/p)] mod p2.

Le polynéme en T'
:L’Zl) + TP 4+ Sl (Qjo,Tao) S OF[T]
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est unitaire de degré p. Puisque F est algébriquement clos, il existe A € O tel que
[z0] + plz1] + [Ma = [2] mod p?
avec z = zg + Aag € 0. On a alors
z = 6([2]) mod p°.

Puisque [z] est une unité de W (0r) et posséde une racine p-iéme on peut supposer
que
z =1 mod p.

Mais si p # 2, tout élément de 1 + p?W(Op) posséde une racine p-iéme, pour

w e W(OF),
1/p
14 p2w)/P = 2k, k-
(1+pw) > L v
E>0
On a donc montré le résultat lorsque p # 2. Si p = 2, il faut travailler encore en
revenant a I’étape précédente et montrer qu'il existe une unité z € Oy telle que

xz = 6([z]) mod 8.

On laisse cela en exercice au lecteur.

Voyons maintenant comment déduire le cas d’un corps E quelconque du cas
précédent. Notons Ey = W (F,)g 'extension maximale non-ramifiée de Q, dans E.
On a alors Wg,, (Or) = W(Or) ®¢,, Cr- Il y a une application norme

Ng/g, : We,(Or) — W (OF)

induisant la norme de Pextension Wy, (kr)q|W (kr)g aprés projection via Wy, (Op) —
We,, (kr) et W(Or) — W (kp). Puisque Pextension Wy, (kr)o|W (kr)g est totalement
ramifiée, I'élément b = Ng, g, (a) € W (OF) est primitif de degré 1. De plus, I'image de b
dans Wy, (Or) appartient a I'idéal engendré par a. Notons D’ = W (Or)/(b) qui d’apres
le cas étudié précédemment est un anneau dans lequel tout élément posséde une racine
n-iéme. L’inclusion W (Op) C Wy, (Cr) induit un morphisme D’ — D. Montrons que
ce morphisme est surjectif, ce qui conclura la démonstration. Puisque les anneaux
D’ et D sont p-adiques, il suffit de montrer que le morphisme D’/pD’ — D/pD est
surjectif ou encore que le morphisme composé W (Op)/pW (Cr) — D'/pD’ — D/pD
est surjectif. Si e = [E : Eg] ce morphisme s’identifie au morphisme

e—1
O — Op [w]/(ﬂe, Z ami) .
i=0

Puisque a; € 05, ce morphisme est bien surjectif. O

Remarque 2.2.7. — Cette démonstration, qui est un résultat intermédiaire clef pour le
reste de ce texte, est la seule concernant la structure des anneaux By et la construction
de la courbe qui utilise la structure des vecteurs de Witt (I’explicitation de la loi de
groupe de W5). Plus précisément, pour toutes les autres démonstrations, on utilise
seulement le fait que tout vecteur de Witt s’écrit de fagon unique ), - [z,]7™ mais
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on n’utilise pas d’information précise concernant la loi d’addition ou de multiplication
de deux tels vecteurs autre que la multiplicativité du Teichmiiller.

Corollaire 2.2.8. — Pour tout x € D il existe y € O tel que z = 6([y]).

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2.6 précédente il existe z € D’ tel que
2(0) = z. Le résultat découle donc du corollaire 2.2.4. O

Du lemme 2.1.9 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.9. — Via Uidentification Op = D" il existe w € Or tel que 7% = 7. De
plus, [r] — 7 engendre I. En d’autres termes, il existe x € A* tel que

za = [x] — 7.

Corollaire 2.2.10 (Factorisation et division de Weierstrass). — Soit x = ) Z.Zo[a:i]ﬂi €A
tel v(z1) = inf{v(z;) | + € N} et v(zo) > v(z1).
1. Il existe alors b,c € O et u € AX tels que
z = ulb]([d] — ).
2. Supposons v(x1) = 0. Pour tout y € A, il existe d € Or et w € A tels que
y = wz + [d].
Remarque 2.2.11. — Contrairement au cas des séries formelles usuelles, ce qui est le

cas lorsque E = F,((7)), la décomposition/division de Wierstrass précédente n’est pas
unique.

Puisque pour a € Prim;, A est a-adiquement complet on obtient également le
corollaire suivant.

Corollaire 2.2.12. — Soit a € Prim,, par exemple a = [ag] — 7 avec ag € mp \ {0}.
Tout x € A s’écrit, de fagon non unique, sous la forme

x = Z[mn]a".

n>0
Lemme 2.2.13. — Si x € O vérifie 0([z]) = 0 alors z = 0.

Démonstration. — Si [z] € (a) et z # 0 alors les pentes de oNewt([x]) contiennent les
pentes de cNewst(a) ce qui est impossible puisque News([z]) a pour seule pente 0 et
cNewt(a) posséde une pente strictement positive. O

Lemme 2.2.14. — L’anneau D est intégre et l’idéal I est donc premier.

Démonstration. — Si z,y € O vérifient 6([zy]) = 6([z])0([y]) = 0, alors, d’apres le
lemme 2.2.13, on a 2y = 0 et donc « = 0 ou bien y = 0. O

Proposition 2.2.15. — La fermeture intégrale de O dans D contient |5, Zp[Cs] i.e.
pour tout n > 1, le polynome X™ — 1 est scindé dans D.
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Nous donnons deux démonstrations indépendantes de ce fait.

Preuve via la théorie du corps des normes. — D’aprés le corollaire 2.2.9 on peut
supposer que a = [ap] — m. Soit F4((ap)) C F, un sous-corps valué complet de
valuation discréte. Notons

—

F' =TF,((ap)) C F,
le complété de la cloture algébrique de Fy((ag)) dans F'. Il y a un morphisme
We,, (Or')/(lac] — ) — D.

Soit E une cloture algébrique de E. Notons = € (% un élément tel que (¥ = =.

D’aprés la théorie du corps des normes (|64]) appliquée a extension arithmétiquement

~b
profinie U, E(x™) de E, E est le complété d'une cloture algébrique de Fy((r)).
Il existe donc un isomorphisme continu

¢ = 0p
envoyant 7 sur ag. Celui-ci induit un isomorphisme continu
We, (O ) /([x] = ) = Wo (Crr)/([ao] — ).
Mais,
0: Wo, (C2)/(lx] - m) = €=
Donc,
Wo, )/ ([a0] = 7) = Cs.

Puisque D est sans p-torsion, tout morphisme
Oﬁ — D
est injectif. On en déduit le résultat. O

Preuve indépendante de la théorie du corps des normes. — Soit Z&/ la loi de groupe
formel de Lubin-Tate sur O de logarithme

T
logzy =D
n>0
1
s
structure de E-espace de Banach en utilisant le réseau m-adique D C D [%] Ilyaun
morphisme de E-espaces de Banach

¢(0r) = (vai:;) — DI[1]

e — loggr(0(glg)) = > 0([e* "])m"
nez

On note Q = [r]yg € Og[X] et { le groupe formel associé. On munit D[2] d’une
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(on renvoie au chapitre 4). Montrons que ce morphisme est surjectif. Pour cela posons
p = lag| et

1/a — < pl/a
Gpra(Cr) = ({e € me | el < 117}, 1) < 0(0r),
un réseau définissant la topologie de Banach de {(Of). On vérifie que

logzg o8 o [<]q : Gp1/4(Or) — D.

Il suffit alors de montrer que cette derniére application est surjective. Puisque
Gp1/a(Or) et D sont m-adiquement complets il suffit de vérifier que sa réduction
modulo 7 est surjective. Or, pour € € §,1/4(COF), si ¢ > 2,

logz(0([elg)) = e%ag " + ¢ mod 7

comme élément de Or/agOr = D/wD. Utilisant que F est algébriquement clos on
conclut quant & la surjectivité lorsque ¢ > 2. Lorsque ¢ = 2,

logge (0([elQ)) = etay? +e%agt +¢ mod

et on conclut de la méme fagon.
Soit maintenant ¢ € O non nul tel que

el4+ape=0

sig>2et

e* + ape? + age =0
avec || = pt/?siqg=2 (le calcul du polygone de Newton de ce polygone montre qu’il
existe un tel £). On a alors

logyg(6([el@)) € =D.

D’aprés I’assertion de surjectivité précédente, il existe &’ € {1/ (CF) tel que
logzgr(0([el@)) = mloggy (0([e']@))-
Alors, si
_ 1q
n=¢e—=¢ EQ(OF)a
5

onan#0,car |e] # |€']7, et

logz (8(nl)) = 0.

Pour n > 0, le logarithme logyg est injectif sur 7 D. On en déduit que 0([n]q) est
un point de torsion de Z , [7*]z5-(8([n]g)) = 0 pour k > 0. On en déduit que

{6([lalar (/")) | k> 0,0 €Cp} < D

forment les points de torsion de la loi de Lubin-Tate £/ dans une cloture algébrique

de E. Puisque W(F,) C D on en déduit le résultat. O

Proposition 2.2.16. — Soient z,y € O tels que 0([z]) = 0([y]). Alors, v(z) = v(y).
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Démonstration. — D’aprés le lemme 2.2.13 on peut supposer z et y non nuls. Pour
tout n > 0, notons (™ € Frac(D) tel que

0([z"7"]) =" o([y/""]).
Alors, (™) est une racine ¢"-iéme de I'unité dans Frac(D). D’aprés la proposition 2.2.15
précédente (™ € D. De plus ¢ = (5("))n>0 € D. Via lidentification Op = D",
€ € 14+mp et en particulier v(¢) = 1. Puisque z = ey et v(e) = 1 on av(z) = v(y). O
Définissons une fonction
v:D— RU{+o0}

en posant pour x € D,
v(z) =v(y) si z="6([y]).

Proposition 2.2.17. — La fonction v est une valuation étendant la valuation m-adique
de E multipliée par v(ag), v(m) = v(ag). L’anneau D est l'anneau de valuation de v
dans Frac(D).

Démonstration. — Il est clair que v, est la valuation m-adique usuelle multipliée par
E
v(ap). Montrons que v est une valuation. La formule v(zy) = v(z) + v(y) est claire.
Soient z,y € D non nuls. Montrons que v(z + y) > inf{v(z),v(y)}. On se raméne
facilement au cas ot on peut supposer que x ¢ 7D. Ecrivons z = ([2']) et y = 6([y']).
On a donc v(z') < v(ag). Soit 2’ € O tel que
z +y=0([2']).
On a en particulier
' +v' =2 mod aolF.

On a alors

v(z) = inf{v(ao),v(z" +y)} = inf{v(ao), v(z'), v(y')} = inf{v(z’),v(y)}.
Il reste a vérifier que D est I’anneau de valuation de v. Mais si z = % € Frac(D),
z = 0([z']) et y = 6([y']) alors v(z) = v(z') —v(y). Donc, I'inégalité v(z) > 0 implique
que z = 0([z'y'~]) € D. O

Ainsi, (D,v) est un anneau de valuation complet extension de Og et de corps
résiduel kr.

Remarque 2.2.18. — Via l'identification Op = DP, la valuation v sur D définit une
valuation (x(”))n> o v(x(?) sur F. Cette valuation coincide avec la valuation de F
dont on est parti.

Proposition 2.2.19. — Le corps valué complet Frac(D) est algébriquement clos.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2.15, Frac(D) contient Qp(too)-
L’énoncé résulte alors de la proposition 2.2.6, de la théorie de Kiimmer et de la
proposition 2.2.20 qui suit. O
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Dans le cas de valuation discréte la proposition qui suit résulte de la théorie des
groupes de ramification ([62] chap. IV).

Proposition 2.2.20. — Soit L|K une extension galoisienne de degré fini de corps
valués complets pour des valuations a valeurs dans R. Si l’extension associée de corps
résiduels est triviale le groupe de Galois Gal(L|K) est résoluble.

Démonstration. — On se raméne facilement & montrer que si L|K ne posséde pas
de sous-extension abélienne non triviale, c’est & dire Gal(L|K) est égal & son groupe
dérivé, alors L = K. On note v la valuation de L étendant celle de K. On note
G = Gal(L|K). Puisque les corps résiduels de L et K coincident

Vo € G, Vz € Op, v(o(z) —x) > 0.
Commengons par un lemme intermédiaire.

Lemme 2.2.21. — Pour A € Ry, soient py = {x € Op | v(z) > A} et pry = {2 €01 |
v(x) > A}. Alors, G agit trivialement sur px /Py .

Démonstration. — Si A ¢ v(L) on a py = px; et le résultat est clair. Sinon, soit
my € Op de valuation \. Tout élément de py s’écrit sous la forme myz avec z € Of.
Alors, pour 0 € G, o(mz) = o(my)o(x). Or, v(o(z) — z) > 0. L’action de G sur
pr/Pat+ est donnée par la multiplication par le caractére

G — kf

o +— 77 ' mod pos.
Puisque G ne posséde pas de quotient abélien non trivial, ce caractére est trivial. [

Revenons a la preuve de la proposition 2.2.20. Il faut prendre garde qu’en général

01, n’est pas un Ox-module de type fini. Soit donc M un sous-Cx-module de type fini
de O, stable sous G. Posons pour A > 0,

Gy={oceG|VzeM, vic(x)—z)> A}

et
Gy ={c€G|Vz e M, vic(x)—z)> A}

Puisque G agit trivialement sur le corps résiduel de L, G = Gy4. On a pour A > 0,

Gr= ()G,
n<A
et puisque M est de type fini,
Gy = | G
pn>A

Montrons que pour tout A, G5/Gx+ est abélien. Soient 0,7 € G. Pour z € M on a
d’aprés le lemme précédent,

vio(z) —z) > A= v(r(o(x) —z) —o(z) +x) > A
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c’est a dire
v(ro(z) — 7(z) — o(z) + x) > A
De méme,
v(or(z) — o(x) — 7(x) + x) > A
Combinant les deux inégalités précédentes on obtient
v(oT(z) — To(z)) > A
et donc [0~1,771] € G+. Le groupe G /Gy est donc abélien.
Supposons maintenant qu’il existe A tel que G\ # G. Soit I U'intervalle de R,
I={\| Gx=G}.

11 est de la forme [0,a] avec @ > 0. On a G = G, # G4, mais puisque G/Gy4 est
abélien c’est impossible. On en déduit que pour tout A, G = G, et que donc G fixe
tous les éléments de M.

Puisque tout élément de Or est contenu dans un sous-Ox-module de type fini
G-invariant on conclut que G est trivial. O

Remarquons le corollaire suivant des résultats précédents. Si (C,|-|), C|E, est un
corps non-archimédien algébriquement clos on note (C?, |-|) le corps non-archimédien
algébriquement clos de caractéristique p associé ot |(z(™),| = |2(©| (cf. 2.1.3).

Corollaire 2.2.22. — Considérons l’ensemble des couples (C,.) ou C|E est non-
archimédien complet algébriquement clos et v : F —— C” est isométrique. Il y a alors
une bijection

~

Primp, /AL — {(C, 1)}/ ~
qui associe G l’élément a primitif de degré 1 le corps valué complet Ap [%]/(a) muni
de v défini par (z) = ([mq_"] mod (a)) . L’inverse de cette bijection associe a
n>0

(C, 1) la classe d’équivalence d’un générateur du noyau de
Ar = Ap 2 0,
ot la fléche de gauche est induite par v.

Corollaire 2.2.23. — Les foncteurs (F,a) — (W(Op)[%]/([a] - p),a) et (C,p) —
(Cb,g) induisent des équivalences de catégories inverses entre :
— la catégorie des couples (Fya) ot F est un corps valué complet algébriquement
clos de caractéristique p et a € F* vérifie v(a) > 0,
— la catégorie des couples (C,p) ou C est un corps valué¢ complet algébriquement
clos extension de Q, et p € Obc vérifie B(O) =p.
Lorsque F est un corps mazximalement complet de caractéristique positive, C =
W(OF)[%]/([(I] — p) est mazimalement complet et on retrouve ainsi la construction
donnée dans 56| des corps mazimalement complets de caractéristique 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



116 CHAPITRE 2. ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F ALG. CLOS

2.3. Lespace Y des idéaux de degré 1 des vecteurs de Witt

2.3.1. Définition et structure métrique
Définition 2.3.1. — 1. On note

|Y| — Primirred/AX

I’ensemble des idéaux de A engendrés par un élément primitif irréductible.
2. Pour y € |Y|4°¢=! on note p, Iidéal premier de A associé, mb =p, [1] Iidéal

maximal associé de A[%] = B%T et my, = py[[%],ﬁ] l'idéal associé de BP°.
On note Uc, = A/p, de corps des fractions C, = B®/m, et 6, : A — (¢, la
projection.

3. Si f € B’ on utilise parfois la notation abrégée f(y) := 6,(f).
4. On note v, la valuation de Cy telle que v, (8,([z])) = v(z). On note |- |, = ¢~
la valeur absolue associée. Pour f € B® on utilise parfois les notations abrégées

v(f(y) =vy(f(y) et |fY)]:=[fY)ly-

Il faut prendre garde & ce que v, n’étend qu’un multiple de la valuation m-adique
de E :sia =Y ;[a;]n" € Prim; et y = (a) alors v, (1) = v(ay).

Dans la suite on aura besoin d’une structure métrique sur |Y|4%8=! afin de
construire des zéros de fonctions holomorphes par approximations successives.

Proposition 2.3.2. — Posons pour y1,y2 € Y4871 d(y1,y2) = vy, (04, (py,)) d.e. si
Py, = (a2), d(y1,y2) = vy, (04, (a2)). Alors,
1. p~¢ est une distance ultramétrique sur |Y|4°&=1
2. Sil'onnotea, ={z € A |vy(z) >}, etay,, ={z €lc, | vy(x) > 71} =0,(ay),
pourr >0, on a
Py, T Qd(yy,y2) = Pyo T Gd(ys,y0)

et donc un isormorphisme canonique

0Cy1 /ayl ,d(y1,y2)
Oy,

Ocyz /ayz ,d(y1,y2)"

A

R

De plus, d(y1,y2) est le plus grand r > 0 tel que py, + a, = py, + a,.

Démonstration. — Soient p,, = (a) et p,, = (b). D’aprés le corollaire 2.2.12 on peut
écrire
a= Z[azn]b"
n>0
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On a d(y2,y1) = v(zo). Appliquant 6,, on obtient
> 0y, ([2a])6,, (O)" =0
n>0

dans Ooyl. Raisonnant dans le corps valué Cy, on en déduit que

d(y2)y1) = ’l)($0) = Uy, (991([x0])) 2 Uy, (9y1 (b)) = d(ylny)

avec égalité si et seulement si v(z1) = 0. Par symétrie on a donc d(y2,y1) = d(y1, y2)
et x1 est une unité. La proposition s’en déduit facilement. O

Remarque 2.3.3. — Supposons que E = F,((7)). Via l'identification mg\{0} — |YF|
qui & a associe (7 — a), la distance précédente est la distance usuelle sur mp \ {0}
donnée par la valeur absolue de F'.

La fonction « distance a ’origine »
Y[9ee=t — 0, +oo
y — u(7(y))
est continue. Pour 7 > 0 notons
Y, [48= = {y € [Y |57 [ u(n(y)) < 7},

la « couronne » associée au segment ]0,7]. On a donc si r < 7/, |Y,[48=! C |V, |dee=1

et |Y|deg=1 — Ur>0 |}/T|deg=1.

Proposition 2.3.4. — Pour toutr > 0, l’espace ultramétrique (|Y,.|4°6=1, d) est complet.

Démonstration. — Soit (yn)nen une suite de Cauchy de (Y, d). Pour tout v/ > 0, si
a. = {z € Wy, (OF) | vo(z) > r'}, la suite d’idéaux

((py, +ar)/a) o

de Wp,(Or)/a, est constante pour n > 0. Elle définit donc un idéal I de
We,, (Or)/a, . Lorsque 7’ varie ces idéaux (I,), >0 sont compatibles et fournissent un
idéal I de
We, (Op) = lim Wp, (OF)/a.
>0
tel que pour tout v, (I + a,/)/a = L.

Fixons 7/ > r et n tels que p,, + a» = I + a,v. Soit a primitif de degré 1 tel
que p,, = (a). Il existe z € a,+ tel que a +x € I. On a alors a + x € Prim; car si
a =Y ,la;n", v(ag) < r < r'. Notons b = a + z et montrons que I = (b).

Sil'on avait (b) C I, puisque Wy, (Op)/(b) est un anneau de valuation, il existerait
ro > 0tel que (b)+a,, C I. Soient " > sup{ro,r} et m € N tels que I+a,» = p+a,.
On a donc a,, C a7 + pp,. En appliquant 6, on constate que cela est impossible car
" > rg.

On, a donc I € |Y[4¢8=1 et on vérifie aussitot que p,, - I O
n—-1+oo
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Remarque 2.3.5. — Une preuve plus naturelle de la proposition 2.3.4 utilisant les corps
perfectoides consiste & regarder la suite d’anneaux d’entiers perfectoides tronqués,
pour tout ' > 0, O = Wy, (Or)/(py, + a,/) avec n > 0, et & vérifier que lim O

>0
est 'anneau des entiers d’un corps perfectoide extension de E, ce qui se fait sans
difficultés.

2.3.2. Paramétrisation par les points d’un groupe de Lubin-Tate a valeurs dans Op. —
Pour tout y € |Y[4%8=! il existe a € mp \ {0} tel que y = ([a] — 7). Néanmoins, on
ne sait pas déterminer quand ([a] — ) = ([b] — 7) en fonction de a,b € mp \ {0} et
cela ne donne donc pas une bonne paramétrisation de |Y|4°8=!. Pour obtenir une telle
paramétrisation on a recours aux groupes de Lubin-Tate.

Soit @ € Og[X] tel que @ = X9 mod 7 et Q(X) = 7X mod X?2.

Lemme 2.3.6. — Si e € mp \ {0}, ﬁ est un élément primitif de degré 1 dans
et/a o

We,, (Or).

Démonstration. — Soit P = Q(X)/X € Og[X]. On a [E]Q/[El/q]Q = P([El/q]Q). De

plus, P=7 mod X et P = X9 ! mod 7. Le lemme s’en déduit facilement. O

Définition 2.3.7. — Pour ¢ € mp \ {0} on note

e
]

Q

et y. € |Y|98=1 le point correspondant.
Exemple2.3.8. — SiE=Q,, Q(X)=(1+X)? -1, a =1+ ¢ alors
ue =1+ [0P] + -+ [a"F].
On a donc défini une application
mp\{0} — Y
€ — Y.

Le corps Cy_ est algébriquement clos valué complet pour v,_. Le corps résiduel de C,,,
est kr et il y a une identification

Cc,. /7Cc,, = Or[uOF,
-1
ol G, =¢e'"7 €mp.

Soit WQ la loi de groupe formel de Lubin-Tate sur O associée & @, c’est & dire telle
que [7]sg, = Q. Soit ¢ = Spf(Cr[X]) le groupe formel associé. Via l'identification
Or — chf

z — (O ([xq_n]Q))nZO
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déduite du corollaire 2.2.4, € est un générateur du Og-module de rang 1
b,
T (§) C 052,

le module de Tate du groupe de Lubin-Tate (.

La loi de groupe formel Z& o munit mp = §(COr) d’une structure de Og-module.
Le Og-module {(0F) est en fait un E-espace de Banach. Plus précisément, Paction de
m sur mg est donnée par Frob, et cela en fait un E-espace vectoriel.

Proposition 2.3.9. — Soient €1,e2 € mp \ {0}. Sont alors équivalents :

1. Yo, = Yoy

2. vy, 00, =uv,, ob, comme valuations sur Wo, (Or).

3. Il existe a € O, tel quees = a - €1.
Démonstration. — On a p,,_ C py, siet seulement si 0, (uc,) = 0. Cela est encore
équivalent ce que 6y, ([sé/ ) soit un point de 7-torsion de la loi de groupe formel

2 g sur Ocy€1 . Via l’identification O = Obcf , cela est équivalent a dire qu’il existe
€1

ac€lptelquees =a-g1 € T (Q) C 0&@ . On obtient ainsi facilement I’équivalence
€1

entre les assertions (1) et (3). Le reste ne pose pas de probléme. O

Proposition 2.3.10. — L’application

(¢Or)\{0})/Cp = (mp\ {0}) /0 — [Y|**7
E € Ye
est une bijection.

D’aprés la proposition 2.3.9 précédente c’est une injection. Maintenant, si y €
|Y|deg=1, puisque Cy est algébriquement clos, il existe € € Obcf tel que €@ soit un
générateur des points de 7-torsion de §(Cc, ). Le lemme 2.1.9 permet de conclure que
(a) = (ue).

Remarquons enfin qu’il y a une action de % sur |Y|. De plus, si k € Z et I est un
idéal de A,

oF AT 5 AJR(T).
Via la paramétrisation précédente cela correspond a l’action de ¢? = EX /0% sur
(mp \ {0})/0%. De plus si g2 = 7% - £1 alors ¢* induit une isométrie de corps valués
(Cyela”ysl) - (Cy527vye2)-

Exemple 2.3.11. — Lorsque E = Q,, Q(X) = (1 4+ X)? — 1, le groupe de Lubin-Tate
associé est G,,. On a alors une bijection

~

(L+mp\{1})/Z) = |y &=,

ot l'action de a € Z,; sur 1+ mp est donnée par

Q+2)" =) (Z)xk

k>0
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Définition 2.3.12. — On munit mp \ {0} de la valuation ultramétrique (£1,e2) —
v(e1 —e2) et (mp \ {0})/0f de la valuation ultramétrique quotient :

Vo, y € (mp\{0})/0g, d(z,y) =sup{v(er —&2) | =0 -1, y = O - e2}-

Proposition 2.3.13. — Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Il y a une inégalité pour £1,e2 € mp \ {0},
q
d( 5 e1,05 - 62) > qjd(yslaysz)'
2. La paramétrisation € — y. induit un homéomoprhisme
(mp \ {0})/Cp — [Y |9~
Démonstration. — Posons C = C'ye2 et voyons €1 = (si"))nzo et g9 = (Eén))nzo

comme éléments de ObciQ. Considérons, pour un entier n > 1, le polyndéme

_ @n(X) , RO
Pa(X) = 5y = 1 X) ae<gEng>x (X = (=2")"),

ol fn(X) € Og[X] vérifie f,(0) € 0. On a

d(Ye,» Ye,) = Vye, (Pl (‘Sgl)))'

De plus, on a la formule

d(@; -e1,0g '82) = sup lim q"yysz (Egn) _ (8én))a).

aE@E n—+40o00

Posons r = d(ye, , Y, ). Soit n > 1 un entier. Puisque P; (Egl)) =P, (55")),

= Uy, (Pn(fgn))) = Z Uy, (5§n) - (5én))a)'

a€(0g /m"0r)*
Il existe donc a,, € Oy tel que
(n) _ (_(n)yan r
o, (617 = (7)) 2 G e

et donc
q" vy, , (e§”> — (sén))a") > qz "
Cela étant vrai pour tout n, on en déduit le point (1).

Montrons le point (2). D’aprés le point (1) 'inverse de I'application Of - € — y.
est continue. La topologie sur (mp \ {0})/0f est la topologie quotient. Il reste donc &
voir que application & — y. est continue. Or, si &, est une suite de mp \ {0} tendant
vers ¢ € mp \ {0}, u., tends vers u. pour la topologie faible de Wy, (Or). On en
déduit que pour tout entier k£ et tout » > 0, il existe N tel que pour n > N on ait
U, — uer € ™Wp, (OF) + a, ot a, = {z € Wy, (CF) | vo(z) > r}. Cela entraine que
pour n > N,

Ve (0 (ue,,)) > inf{kv. (m),7}.
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Cela étant vrai pour tous k et r, on en déduit que lim v (u.,) = +o0. O

n—-+oo

Corollaire 2.3.14. — Si V. = ((Or) vu comme E-espace de Banach, il y a un
homéomorphisme
P(V) = (V\{0})/E* = |Y|45=1 /o,

2.3.3. Point de vue de Berkovich. — Notons o} (B®) I’ensemble des valuations de B’
étendant la valuation m-adique de F et continues pour la topologie définie par les
valuations (|- [,),ej0,1[- On le munit de la topologie induite par la topologie faible sur
les applications de B? & valeurs dans RU{+oco}. Cet espace topologique coincide avec
eM(B), les valuations continues sur 1’algébre de Fréchet B.

Lemme 2.3.15. — Pour tout y € |Y|4¢=1 v, 00, : B® - RU {+00} est continue.

Démonstration. — Soit r = vy(w). Si z = Y o [za]7" € B’ on a f,(z) =
Y ons—oo Oy ([zn])7". Il en résulte que vy (z) > v.(z). O
Remarque 2.3.16. — Si r = vy (), I'inégalité v, > v, établie lors de la démonstration

du lemme précédent dit que 'on peut penser aux (v,),»o comme des « valuations de
Gauss » sur des cercles de rayon ¢~ lorsque ’on voit les éléments de B? « comme des
fonctions holomorphes sur Y ». On peut en effet vérifier que v, = inf, (r)=r vy.

On dispose donc d’une injection
VIt (B
1

LT amt

On remarquera également que pour tout r > 0, °= € M(BP).

Proposition 2.3.17. — La topologie induite par celle de M (B®) sur |Y|4°6=1 est la
topologie définie précédemment par la distance d sur |Y|9¢8=1,

Démonstration. — Montrons d’abord que lapplication |Y|d¢8=1 — /(B?) est
vy ()
vy (1)

Il suffit pour cela de montrer que pour tout f € Wy, (Cp), Papplication y — v, (f)
est continue. Or, il résulte facilement de la proposition 2.3.2 que pour f € W, (Or),

vy, (F) = vy (F)] < Ay, 2)-

La continuité de |Y[48=! — .}/(B?) en résulte aussitot. Cette application est ouverte
car, si p, = (a), une base de voisinages de y dans |Y|4°8=! est donnée par

{y' € [Y°*=" | vy (a) > 7}

lorsque r varie. O

continue. Il faut montrer que pour tout f € B®, application y — est continue.

Remarque 2.3.18. — On peut penser a l'espace oM(B) comme un disque ouvert
épointé dont |Y|4%8=! C o#(B) formerait I’ensemble des points classiques et (v;);>0
les valuations de Gauss associées aux cercles de rayon (¢7")r>o.
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2.3.4. Effet d’'un changement du corps E. — Soit E’|E une extension de degré fini de
corps résiduel Fyy C F. Si E| = Wy, (Fy)q désigne 'extension maximale non-ramifiée
de FE dans F’,

Ap =Ap®,, Op.
0
Si on veut comprendre le lien entre les idéaux de Apg engendrés par un élément
primitif de degré 1 et ceux de A g/ on est donc ramené au cas ou 'extension E'|E est

totalement ramifiée.
On suppose donc maintenant E’|F totalement ramifiée. On a donc

Ap = Ag ®p, Op.
Il y a alors une application norme
NE’/E : AE’ —_— AE

Il s’agit tout simplement de la norme déduite de ce que A g/ est une A g-algébre finie
et libre de rang [E’ : E]. En termes galoisiens, si E’ désigne une cloture galoisienne
de F'|E,
_ Gal(E'|E) _
TGHomE(E’,E)

Le lemme suivant a déja été observé a la fin de la preuve de la proposition 2.2.6.

Lemme 2.3.19. — La norme d’un élément primitif de degré 1 est un élément primitif
de degré 1.

Notons |Yg|, resp. |Yg:|, ensemble noté précédemment |Y| qui était associé a E,
resp. E’. La proposition qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Proposition 2.3.20. — 1. Siy € |Yg/|98=! alors p, N Ap € |Yg|18=1. De plus, si
py = (a) alors
Ainsi Uapplication Spec(Ag/) — Spec(Ag) induite par Uinclusion Ap C Ag
induit une application
pep Y| "= — Y|t
2. Siy=pr g(y) le morphisme canonique
OCy I OC’y/

est un isomorphisme.

3. L’application pg' g est surjective. Ses fibres sont de cardinal [E' : E]. Si E'|E
est galoisienne, il y a une action de Gal(E'|E) sur |Yg/|4%8=1/|Yg|48=! et les
fibres de pg/ g sont des ensembles principaur homogénes sous cette action.
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2.4. Factorisation de Weierstrass des éléments primitifs de degré > 1
Le théoréme qui suit est un ingrédient fondamental de ce texte.

Théoreme 2.4.1. — Soit f € A primitif de degré d > 1. Il existe ay,...,aq € A,
primitifs de degré 1, tels que

d
f = H ;.
i=1
Démonstration. — Voyons f comme une « fonction rigide analytique sur Y ». On
vérifie qu’il suffit de montrer qu'il existe y € |Y|[4°8=! tel que
fly)=0

i.e. «la fonction rigide analytique f » posséde un zéro dans |Y|4°8=!. Ecrivons

F=> [zaln"
n>0

On connait & ’avance la valuation des zéros de f, ils sont donnés par les pentes de son
polygone de Newton (cf. section 1.5.2 et plus particuliérement ’exemple 1.5.3). Soit
donc oNews(f) le plus grand polygone convexe en dessous des points (¢, v(z;))o<i<a €t
A > 0 sa plus petite pente non nulle. Nous allons construire par récurrence une suite
(Yn)n>1 de |Y]9°8=1 vérifiant

* v(f(yn)) 2 (d+n)A,

4 d(ynayn+1) Z (H_TnAa

o v(m(yn)) = A
Le théoréme résultera alors de la proposition 2.3.4.
Commencons par construire y;. Soit 2z € O une racine du polynéme Z?:o z, T €
Or|T|] de valuation A, la plus petite pente de son polygone de Newton. Posons
y1 = ([2] - m) € |y]ies=t,

Puisque A est la plus petite pente du polynéme précédent, pour 0 < i < d on a
v(z;) > A(d — ). On peut donc écrire pour 0 < i < d, z;2° = w;2? avec w; € Op.
Notons 6 = 6,,. Alors,

d

flyr) == ZG([W]) + it Z O([zi]) =41

=0 i=d+1

S d
Mais puisque Y ;_,w; =0,
d

Z[’w@] € TA.

=0
Don, f(y1) € #%*'0c,, cest a dire

v(f(y1)) = (d+ DA

On a donc construit y; .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



124 CHAPITRE 2. ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F ALG. CLOS

Supposons construit y,. Notons y,, = (£) avec £ primitif de degré 1. On peut écrire
(cf. corollaire 2.2.12)
f=> lail¢

i>0
Projetant cette égalité dans Wy, (kr) et utilisant que £ est de degré 1 et f de degré d,
on obtient que a4 € O et pour 0 < i < d, v(a;) > 0. L’hypotheése v(f(yn)) > (d+n)A
se retranscrit en
v(ag) > (d+n)A.
Soit z € O une racine du polynéme Zfzo a;T* de valuation maximale. L’élément
— [#] est primitif de degré 1. Posons alors

Yns1 = (€ — [2]).

Puisque z est une racine de valuation maximale du polynéme Z?:o a; 7,
v(ao) S d+n
d — d
Remarquons que cela implique que vy, ,,(7) = A. Il reste maintenant a voir que
v(f(Yn+1)) = (d + n + 1)A. Puisque v(z) est la plus grande pente du polygone de
Newton de Z?:o a;T?, pour 0 < i < d on a v(a;) + iv(z) > v(ag). Pour un tel i on

A

d(Yns Ynt1) = v(2) >

peut donc trouver b; € O tel que a;2* = agb;. Notons 0 = 0y,.,- On a alors
Flynsr) = D 0([a:))([2]")
i>0
d
= 0(lao)) - Y 0(ba]) + 0[N - > 0([aiz' ).
i=0 i>d+1
Puisque Z?:o b; =0, Z?:o 0([bs]) € nCc,,,,,- On a donc

d
Vyis (0([a0l) - D 0([b)) = w(ao) + vy, ()
=0

> (d+n)A+A=(d+n+1)A

De plus,
Uy (O(D)) = (d+1)u(2)
> (d+ 1)C§d +n) N
> (d+n+1)A.
On conclut que vy, (f) > (d+n+1)A. O

On obtient donc le résultat suivant (sous la condition faite depuis le début que F'
est algébriquement clos).

Corollaire 2.4.2. — Les éléments primitifs irréductibles sont exactement les éléments
primitifs de degré 1 et donc |Y| = |Y|de8=1,
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De la classification des éléments de degré 1 on déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 2.4.3 (Décomposition de Weierstrass). — Pour tout f € A primitif de degré
d>1, il existe x1,...,xqg Emp et u € A> tels que

f=u- (1] =7) - ([za] — 7).
Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du théoréme 2.4.5.

Lemme 2.4.4. — Soit f € B® ety € |Y|9°8=1 tel que A\ = v, (7) ne soit pas une pente
de Newt(f). On a alors U'égalité

v(f () = va(f)-

Démonstration. — Ecrivons f = Y_,o __ [x;]7*. Soit
Q= > &= € CIT][7].
i>>—00

On a alors cNewt(Q) = cNewt(f). De plus,
v(f(y)) = vy(Q(m))

et A = vy(m) n'est pas une pente de cNewt(Q). Le résultat est alors un résultat
« classique » concernant les séries formelles & coefficients dans un anneau de valuation
complet. 0

On étend maintenant nos résultats de factorisation a tout les éléments de A.

Théoreme 2.4.5. — Soit f € A tel oNewt(f) posséde une pente strictement positive. Il
eziste alors a € A primitif de degré 1 et g € A tels que f = ag. Si A est n’importe
quelle pente strictement positive de Newt(f), il existe un tel a de la forme [z] — 7 avec

v(z) = A

Démonstration. — Comme dans le théoréme précédent, il s’agit de montrer que f vue
comme « fonction rigide analytique sur Y » posséde un zéro de valuation préscrite a
Pavance par une pente de oNewt(f). Notons

f = Z[mn]ﬂ-n’
n>0

ou l'on peut supposer zy # 0. Pour d € N posons
d

fa=Y [zn]n".

n=0

Soit A > 0 une pente de oNews(f). Il existe un entier D tel que pour d > D, la
pente A apparait dans cNewt(fy). De plus la multiplicité de A dans les polygones
(cNewt(fq))a>p est bornée par un entier M. Notons pour d > D,

Xa={y € |Y] | faly) = 0 et v,(r) = A},
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un ensemble fini non vide d’aprés le théoréme 2.4.1. Pour d > D et y € X,

far1(y) = 0y ([zasa])m ™.
Ecrivons alors
a,.r
fan=g [ &,
Y EXdat1
ol g € A n’a pas la pente A dans son polygone de Newton, a,» € N>1, et pour tout
Yy € Xqt1,§y est primitif de degré 1 et engendre p,/. On a donc, pour y € Xy,

v(far1 () = vg@) + D ayv(éy(y) = (@d+ DA
Y €Xqt1
D’apreés le lemme 2.4.4,
v(g(y)) = valg) < va(fas1) < Mewt(f)(0) = v(o).
On obtient donc que
Z ayv(&y (y)) > (d+ 1)A — v(zo).
y' €Xdat1
11 s’ensuit qu’il existe y' € X441 tel que
d(y,y') = (&)
(d+ )X —v(zo)
- M .
On déduit de cela que I’on peut trouver une suite (y4)q>p dans HdZD X4 de Cauchy.
D’aprés la proposition 2.3.4 une telle suite est convergente. On conclut aisément. [

Le théoréme précédent entraine le théoréme suivant.

Théoréme 2.4.6. — Soit f € B? et \1,..., \q une collection finie de pentes strictement
positives de cNews(f). On peut alors écrire

d
f = H([zl] - 7T) 9,
ot g € B® et (v(21),..-,v(za)) = (A\1,..., Aa)-

2.4.1. Zéros des éléments de By

2.4.1.1. La fonction holomorphe associée a un élément de By. — Pour y € |Y]| on
note

lyll = I=(y)| €10, 1[.
Si I est un intervalle de |0, 1] on note

Yl ={y Y] llyll € I}

Commengons par voir que, pour y € |Y;|, les fonctions f — f(y) et f — |f(y)| se
prolongent par continuité & By
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Lemme 2.4.7. — Soit I un intervalle de ]0,1[. Pour tout y € |Y1|, le morphisme
0y : B - C, s’étend naturellement en un morphisme continu

9y : B[ - Cy,
ot Br est muni de sa topologie de Fréchet et Cy de la topologie de sa valuation.
Démonstration. — On a vu dans le preuve du lemme 2.3.15 que si p = ||y|| et f € B®
alors | f(y)| < |fl|,- Le lemme en résulte. O

Lemme 2.4.8. — Soit y € |Y;|. Alors, le noyau de 6, : By — C,, est Br.m,. Il est en
particulier principal. De méme le noyau de 8, : B;L — Oy est B;‘.m;‘.

Démonstration. — On vérifie que le noyau de 6, : By — C}, est 'adhérence de m, C
B® dans By. Soit f un élément de cette adhérence. Soit a € B® un générateur de m,.
Ecrivons f = nEI}-loo fn dans BY ou f, € B s’écrit lui-méme f, = ag,, avec g, € BP.
Pour tout p € I,

|gn+1 - gn|p = |fn+1 - fn|p~|a|;1'
On en déduit que la suite (g,)nen est de Cauchy et converge donc vers un élément
g € By qui est tel que f = ag. La démonstration est identique pour B;L. O

Remarque 2.4.9. — Supposons que E = Q,. Soit p = ||y||. On a alors, avec les
notations de la section 1.10.3,

B(-:t‘is,p = ij;is(cy)?

ott le membre de droite est I’anneau de période usuel associé a Cy. La structure
. + . 2 N . . .,

du noyau de 0, : B, .(Cy) — C, est compliquée & cause des puissances divisées.

Néanmoins, d’aprés le lemme précédent il devient trés simple lorsqu’on restreint 0, &

B;‘, C B;is’p, p' < p? ou bien BT,

2.4.1.2. Zéros des fonctions holomorphes définies par un élément de By

Théoréme 2.4.10. — Soit I un intervalle de [0,1] et f € By non-nul. Soit A une pente
strictement positive de cNewtr(f). Il existe alors z € Op tel que v(z) = X et g € By
tels que

f=(d-m g

Démonstration. — D’aprés le lemme 2.4.8 il faut montrer qu'il existe y € |Y;| vérifiant

vy () = X et f(y) = 0. Ecrivons f = lirf fn avec f, € B 1l existe un entier N tel
n—-+oo

que pour n > N, la pente A intervienne dans cNewt;(f,,) avec une multiplicité bornée
par un entier M indépendant de n > N. Pour n > N soit

Xn={y €[¥1| | fu(y) = 0 et v,(m) = A},

un ensemble fini non vide d’aprés le théoréme 2.4.5, de cardinal borné par M. Soit
n > N ety € X,,. D’aprés le théoréme 2.4.6 on peut écrire

fai=g- I &

Yy EXni1
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ot £, € A est un élément primitif de degré 1 générateur de m,/, a,y € N>j et g € B
ne posséde pas la pente A dans son polygone de Newton. On a alors

v(far1(®) = vg@) + Y aydy,y).
Y EXnt1

Le lemme 2.4.4 montre que

v(g(y)) = va(g) < vA(fns1)-

On a donc

S aydy,y) > v(fari(®) — va(Far)

Y EXnt1

0(fos1(y) — fa(y) — oa(fus1)
UA(frr1 = fn) — va(fns1),

ol l'on a utilisé la remarque 2.3.16 pour obtenir la derniére inégalité. Il existe donc
y € Xpy1 tel que

Y

A1) 2 2 (03 Far — ) = 03 (Fasn)).

Remarquons maintenant que la suite des (va(fnt1))n est bornée et que

OA(fnt1 — fn) e 400. De cela on déduit que l'on peut construire par

récurrence sur n une suite de Cauchy dans [], -y Xn. Le théoréme résulte alors de
la proposition 2.3.4. O

Du théoréme précédent on déduit facilement le corollaire suivant.
Corollaire 2.4.11. — Pour f € By non nul, les pentes non-nulles de cNewt(f) sont
{—log, llyll | y € [Y1], f(y) =0}

2.5. Les By sont principaux pour une couronne compacte

Nous pouvons maintenant commencer & collecter les fruits de nos résultats de
factorisation.

Théoréme 2.5.1. — Supposons que I C [0, 1] soit compact.

1. Si I = {0} ou bien I = {p} avec p ¢ |F| alors By est un corps valué complet.
2. Sinon, Br est un anneau principal tel que |Y7| = Spm(Bp\{oy)-

Démonstration. — Si I = {0} alors By = &. Si I = {p} avec p ¢ |F| alors By est un
corps d’aprés la proposition 1.6.25. Supposons donc que 1'on est dans la situation du
point (2). Remarquons que pour tout f € By non nul, cNews;(f) ne posséde qu’un
nombre fini de pentes. Le résultat est alors une conséquence du théoréme 2.4.10 couplé
a la proposition 1.6.25 et au lemme 2.5.2 qui suit. O
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Lemme 2.5.2. — Soit A un anneau integre muni d’un sous-ensemble E C Spm(A)
formé d’idéaux principauz. Supposons que pour tout x € A mon nul il existe une
factorisation x = u[],c;a; avec u € A% et pour tout i € I, (a;) € E. Alors A est

principal.

i€l

Démonstration. — Un tel anneau est factoriel d’éléments irréductibles, & une unité
preés, ensemble E. Le résultat est alors bien connu : un anneau factoriel est principal si
et seulement si les idéaux engendrés par les éléments irréductibles sont maximaux. [J

Lorsque 0 € I on a en fait un résultat un peu plus précis concernant « les fonctions
holomorphes en 0 » dont la démonstration est identique.

Théoreme 2.5.3. — Soit p € [0,1[. Alors, llanneau {x € By, | vx(x) > 0} est
principal d’idéaur mazimauz donnés par {(m)} U |Yio .

Notons le corollaire suivant qui donne une définition intrinséque de |Y| « aprés
coup ».

Corollaire 2.5.4. — L’application y — Bm, est une bijection entre |Y| et les idéaux
mazimaux fermés de B. De méme, pour tout I C 10,1], |Y7| s’identifie auz idéaux
mazimaux fermés de By.

2.6. Factorisation de Weierstrass au voisinage de 0

Soit (2;);>1 une suite de mp tendant vers 0. Le produit infini

+oo
-5
7
est alors convergent dans BY.

Théoréme 2.6.1. — Soient I un intervalle de ]0,1] tel que 0 € I et pg € I. Pour
tout f € By il existe une suite (2;);>1 d’éléments de mp tendant vers 0 ainsi que
g € Bruoy ne possédant pas de zéros dans |Y]o .| et

=T 0-5)

Démonstration. — On peut supposer f ¢ Bjyo}. Soit N € Z tel que les pentes
de eMNewt (f) sur I'intervalle |—oo, N] soient plus grandes ou égales que —log, po et
qu’elles soient strictement plus petites sur [N, +oo[. Soient (\;);<_1 les pentes de
cNewt ;(f) sur |—oo, N] oit \; est la pente sur le segment [N + i, N 4+ i + 1]. D’apreés
la proposition 1.9.1, puisque f ¢ Bry(o}, pour tout i, A; # +oo. Le théoréme 2.4.10
nous dit alors que pour tout entier n > 1 on peut écrire

i)

i=1
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ol z; € mp, v(2;) = A_; et g, € By. On a donc

Z.
In = Gn+1 (1 - [7;74_1])’

formule de laquelle on déduit que pour tout » > 0 tel que ¢7" € I,
vr(gn+1 - gn) = 'Ur(gn—H) +A o1

On a de plus
-1

Ur(gna1) = 0o (f) — D inf{0, X — 7}

i=—n—1

et puisque lim \; = 400, la suite (v,-(gn+1))n est bornée. On a donc
71— — 00

Vr(gn+1 = gn) = Ap-1— 7+ O0(1) — +o0.

n—-+o0o

La suite (g,,), converge donc dans By vers un g € By tel que

(1 =
r=oIl (1~ E).
. 7r
i=1
Le calcul du polygone de Newton de g montre que g n’a pas de zéros sur |Yg ,,| et

donc, d’aprés la proposition 1.9.1, g € Bryqo)- O

Exemple 2.6.2. — Tout f € By 1), resp. BT, s’écrit sous la forme

=T 0-5)

avec g € BY, resp. g € B®T.

2.7. Diviseur d’une fonction holomorphe
2.7.1. Lanneau BZ{R associés a un point de Y’

Définition 2.7.1. — Soit y € |Y|. On note BJy, , le complété m,-adique de B.

Dés que y € |Y], cet anneau coincide avec le complété Bym,-adique de B; ainsi
que le complété B}"m;' -adique de B;“. C’est un anneau de valuation discréte complet

et on a en quelque sorte « BSFRW = By,y ». On notera
ord, : B;er,y — NU {+o0}

la valuation de cette anneau de valuation discréte. On I’étend en une valuation sur By
dés que y € |Y7|. Pour f € By avec y € |Y;|, ordy(f) est « ordre d’annulation de f
eny».
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2.7.2. Lapplication diviseur. — Notons
A=Y — 0,1]
y — =)l

la fonction « distance & origine dans note disque épointé ».

Définition 2.7.2. — Soit I un intervalle dans [0, 1].
1. On note Div'(Y7) le monoide formé des sommes formelles D = > yelv:| wlyl €

N7l telles que si J C I est compact supp(D) N [Y;] est fini.
2. Pour f € By non nul on note

div(f) = Y ordy(f) [yl-

yey

Le support de div(f) est I’ensemble des y € |Y7]| tels que f(y) = 0. La proposition
qui suit est une conséquence du théoréme 2.4.10.

Proposition 2.7.3. — Pour f € By \ {0}, les nombres —log, |ly|| comptés avec
multiplicités (ordy(f))ye|y,| sont les pentes finies strictement positives de Newt(f)
comptées avec multiplicité.

De plus, div(f) détermine oNews;(f) & translation prés par un élément de Z x R.
La proposition 1.9.1 se traduit alors par exemple en le résultat suivant : si 0 € I alors
J € Byujoy (i-e. « est méromorphe en zéro ») si et seulement si supp(div(f)) C [Y[, 1]
pour un p > 0. La proposition 1.6.25 se traduit en disant que si 1 ¢ I alors f € BJ
ssi div(f) = 0.

L’application diviseur induit un morphisme de monoides

div: (Br\ {0})/B; — Div"(Y7).
Le monoide de gauche est le monoide des idéaux principaux non-nuls de Bj.

Théoreme 2.7.4. — Soit I un intervalle de [0,1] différent de {1}.

1. Pour f,g € By non nuls on a l’éguivalence
f € Br.g <= div(f) > div(g).
2. Le morphisme de monoides
div : (B; \ {0})/B} — Div* (Y1)
est injectif.

1l en est de méme en remplacant B; par B}F[ﬁ]

Démonstration. — Le point (1) implique le point (2). Soient donc f,g € By non nuls
tels que div(f) > div(g). Supposons d’abord que 1 ¢ I. Ecrivons I = |, J» avec
J,, un intervalle compact et J,, C J, 1. D’aprés le théoréme 2.5.1 pour tout n il existe
un unique h, € By, tel

f|YJn = hng|ana
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ol la notation restriction & Y, désigne 'image via By — B, . D’aprés 'unicité de
hy, on conclut qu’il définit un élément h de
B; = lim By,
n>0
tel que f = hg.
Si maintenant 1 € I, d’aprés le cas précédent il existe h € By\ 1} tel que f|Y1\{1} =

h-g| . Mais alors pour p € I'\ {1}
Yy

|£lo

19lo

k], =

On a alors liml|h|p = I{% < +00. On conclut en appliquant la proposition 1.9.2 que
p—

h € By.

Si I’ est l'enveloppe convexe de I U {1} alors By, = B [=

| ce qui permet de

[wr]
conclure quant au cas de B;r[ﬁ] O
Remarque 2.7.5. — Comme dans le cas des fonctions rigides analytiques sur la boule

unité sur un corps non maximalement complet, on ne sait pas caractériser I’image
de lapplication diviseur (cf. [52] section 8). Le point est que 'on ne sait pas définir
d’analogue des produits de Weierstrass pour B ou de Blaschke pour BT « au bord
extérieur » de |Y| lorsque ||y|| — 1.
Plus précisément, si D € Div*(Y) est tel que supp(D) C |Yo | pour un p € ]0, 1]
il existe alors f € B™ tel que div(f) = D. Un tel f est construit comme un produit
+oo

infini convergeant [, (1 — [fr—]) ol z; €Emp et z; — 0. Le probléme de savoir si
1—+00

un diviseur donné est principal se situe donc au « bord extérieur » du disque épointé
Y et non au voisinage de l’origine.

Remarquons tout de méme que 1’on sait montrer que pour tout diviseur D il existe
f non nul tel que div(f) > D.

ASTERISQUE 406



CHAPITRE 3

ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES :
LE CAS F PARFAIT QUELCONQUE

Introduction

On continue dans ce chapitre ’étude des algébres « de fonctions holomorphes de
la variable 7 » By faite dans le chapitre précédent lorsque F' est algébriquement clos.
On suppose maintenant F' parfait quelconque. On obtient des résultats similaires
au cas F algébriquement clos & la différence prés que les éléments primitifs ne
sont plus nécessairement de degré 1. La méthode utiliséeA consiste & se ramener
au cas algébriquement clos par descente galoisienne de F & F en utilisant des
techniques de descente « & la Sen ». On obtient également une interprétation des
corps résiduels intervenant dans les anneaux principaux B; comme paramétrant des
« débasculements » du corps F et de ses extensions de degré fini (cf. théo. 3.3.1).
On obtient également une nouvelle preuve du théoréme de presque pureté de Scholze
pour les corps perfectoides (théo. 3.2.1) (cf. [23] prop. 2.5.1).

3.1. Etude de I'ensemble |Y| par descente galoisienne

On ne suppose plus que F est algébriquement clos. Soit F' une cléture algébrique
de F de complété F'. On note G = Gal(F|F) le groupe de Galois de F|F. Rappelons
que d’aprés Ax, F¢F = F et donc

A%F =Ar.
On reprend les notations de la section 2.2.1 et on note
|Yr| = Primi”ed/A;.

On va étudier |Yr| & partir de |Y§| par descente galoisienne.

3.1.1. Un calcul de cohomologie galoisienne. — Le lemme qui suit dit que toute
extension de degré fini de F' est presque étale.
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Lemme 3.1.1. — Soit L|F une extension de degré fini. Alors,
mp C tI"L/F(OL)'

Démonstration. — La trace try,,r commute avec le Frobenius ¢ = Frob,. Soit z € Cr
tel que trz,/p(x) # 0. On a alors

nll)I_’I_loo |trr /7 (9™ (2))| = 0. O

La méthode de Tate ([63]) couplée au lemme précédent fournit le corollaire suivant
(la cohomologie galoisienne est la cohomologie continue).

Corollaire 3.1.2. — On a
mpg - Hl(GF,Of) = 0, Hl(GF,mf) =0 et Hl(GF, (1 + m;, X)) = 0.
Rappelons (sec. 1.4.3) que 'on munit A% de la topologie faible. Pour cette
topologie les éléments topologiquement nilpotents sont

= { > [oaln" € Az | zo € mz .

n>0

Puisque A? est complet,

1+A2 C AX.

F F
Il y a un morphisme surjectif
A= — Wo, (kg)
déduit de la projection O% — kz. On a alors
U := ker (A% — We, (kp)) =1+ Weg(m=) C 1+ A‘%‘f.

On munit % de la topologie induite par celle de A?'

Lemme 3.1.3. — Muni de la topologie précédente, % est un groupe topologique. Si
p €10,1] est fizé, une base de voisinages de 1 est formée des sous-groupes

{ze ||z—1|, <eleso

Démonstration. — On vérifie facilement que les ensembles annoncés pour ¢ > 0
forment des sous-groupes. On utilise maintenant le fait que la topologie faible de
Aﬁ est induite par | - |,. Le lemme résulte alors de ce que pour z,y € %,

|z — y|p = |$|p 1= $_1y|p =1~ $_1y|P
par multiplicativité de | - |, et car |z|, = 1. O
Posons maintenant pour un entier k£ > 1
OZ/k =1 + WkWQE(mf),

un sous-groupe fermé de % (car m*Wp,, (mf) est fermé dans Af)‘ On laisse le lemme
suivant en exercice au lecteur.
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Lemme 3.1.4. — 1l y a des isomorphismes de groupes topologiques
A
k>1

@y/%% = 1+4n§
%k/%k+1 L) m}:ﬁ

En mettant ensemble ce lemme et le corollaire 3.1.2 on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.1.5. — On a H'(Gp,1+ Wp, (m;)) =0.

3.1.2. Description de I’ensemble |Y| par descente galoisienne

Proposition 3.1.6. — Soit a € Af“ primitif tel que pour tout o € Gg on ait (o(a)) =
(a) comme idéal de A=. Il existe alors b € Ap primitif tel que (a) = (b).

Démonstration. — Quitte & multiplier a par une unité on peut supposer que 'image
de a dans Wp,, (k&) est égale a 79°8(2). Dés lors, la fonction

a(a)

a

g —

définit un 1-cocyle de G & valeurs dans 1 4+ Wp, (mf)' Ce cocyle est continu. En
effet, la fonction de G & valeurs dans Afr définie par o — o(a) est continue pour la
topologie faible de Af' De plus pour un p €10, 1],

o—1 _ ‘r—ll

la a p=la"—a’|,

car |a|, = 1. On conclut en appliquant 3.1.5. O

On considére maintenant 1’ensemble |Y}g| muni de son action de Gpr. Rappelons
(prop. 2.3.2) que |Y§| est muni d’une distance. On vérifie aussitot que 'action de G g
est isométrique pour cette distance et donc que 'action de G est continue. Notons

Div} (Y}%) les diviseurs a support fini de Y= (le monoide abélien libre sur |Y§ ).y
a une application

o+ (VG
Ye| — Div,(V2)Cr

(a) +— div(a).
Proposition 3.1.7. — Sia € Ap est primitif irréductible alors div(a) € Div, (Y= )"

est de la forme
> W)
c€GFr/GL
avec y € |Yz|, GL = Stabg,.(y) et [L : F] = deg(a).
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Démonstration. — Si ce n’était pas le cas on pourrait écrire comme idéaux de A=
F

(a) = (b)(c),

ol b,c € A= sont primitifs de degré > 0 et les idéaux (b) et (c) sont stables sous
I’action de Gr. D’aprés la proposition 3.1.6 on pourrait alors supposer que b,c € Ap.

On aurait alors a = ubc dans A= avec u € (A%)GF = AJ, ce qui contredirait
I'irréducibilité de a. O
Théoreme 3.1.8. — Notons |Y§|GF_ﬁn les éléments de |Y§| ayant une Gg-orbite finie.

Il y a alors une application surjective Galois équivariante
Gp—fi
B [Ya 7T — Y|
dont les fibres sont les G g-orbites
V2|9 =8/Gp = |Ye|
et telle que pour y € |Yr|, deg(y) = |87 (y)|.
Démonstration. — Soit y € [Y= |GF—fin de stabilisateur G, L|F finie. Si y = (a) avec

a primitif de degré 1, soit
b= H o(a)

c€Gr/GL

qui est primitif de degré [L : F]. D’apreés la proposition 3.1.6, il existe b’ € A tel que
(b) = (b'). Cet élément b’ est nécessairement irréductible. De plus, I'idéal engendré
par b’ dans A ne dépend que de y (utiliser encore que (A%)GF = AJ). On pose

alors
Bly) = (V).
La proposition 3.1.7 permet de conclure. O
3.1.3. Corps résiduels
3.1.8.1. Rappels sur les corps perfectoides. — Dans une version préliminaire de ce

travail (cf. [23] sec.2.4), nous utilisions la terminologie de corps strictement p-parfait.
Entre-temps est apparu [59] et nous utilisons désormais la terminologie de [59].

Soit K|E un corps valué complet. Rappelons qu’il est dit perfectoide s’il n’est pas
de valuation discréte et le Frobenius de Ok /mgCk est surjectif. Rappelons (sec. 2.1.3)
que 'on munit K de la valeur absolue |(z(™),>q| = |z(?].

Proposition 3.1.9. — Soit K|E perfectoide. Alors, K° est un corps valué complet
parfait satisfaisant |K| = |K°|. De plus,

6 : Wp, (03() — Ok

est surjectif de noyau engendré par un élément primitif de degré 1.
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Démonstration. — Le fait que 6 soit surjectif résulte de 2.1.10.
Puisque la valuation de K est non-discréte, il existe x € Ok tel que |rg| < |z| < 1.
Via la bijection
0% = (OK/WEOK)b
on en déduit Pexistence de y € 5 tel que y(©) = 2 mod 7 et donc |y| = [y?| = |z|.
Maintenant, si z € K*, il existe n € Z tel que |7g| < |z|™|2| < 1. Via la bijection
b, = Ok /me0k)’ on en déduit V'existence de w € O tel que w(® = 2"z mod 7g

et donc |w| = |[w@| = |z"2| = |y|™|z|. Alors, wy™" € K’ est de valeur absolue |z|.
Ainsi, |K| = |K"|.
Soit maintenant ag € % tel que |ag| = |7g|. On a donc en particulier

6([ag]) = 0 mod 7.
D’aprés la surjectivité de 6, il existe b € W, (O%) tel que
0

TE

Alors [ag] —7gb € ker 6. De plus, si b = 3=, o[bi]7};, puisque al” —75b© = 0 mod 7%

)| = |7g|, on a [b(®| = 1. Cela implique que [ag] — mgb est primitif de degré 1.
D’apreés le point (1) du lemme 2.1.9 on sait également que cet élément engendre
ker 6. O

et |a((]0

Notons déja le corollaire suivant que nous exploiterons plus loin dans la section 3.2.

Corollaire 3.1.10. — Un corps perfectoide K est algébriquement clos si et seulement
si K Uest.

Démonstration. — On a déja vu que si K est algébriquement clos alors K’ Dest
(prop. 2.1.11). La réciproque découle de la proposition 3.1.9 précédente et de la
proposition 2.2.19. O
3.1.8.2. Corps résiduels. — On va maintenant voir une réciproque a la proposition
précédente.

Théoréme 3.1.11. — Soit a € A primitif irréductible de degré d. Alors,
K = Bp/(a)
est un corps perfectoide extension de E. De plus, lapplication
F — K’
r +— ([xq_n] mod a)n>0

induit une extension K°|F de degré d.
Démonstration. — Si div(a) = Zle[yi] dans Div;{n(Yﬁ),

B2 /(a) = [] Gy
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Pour tout 0 € Gp et i € {1,...,d} il y a un isomorphisme o : C,, SAEN Cos(y,)- De la
proposition 3.1.7 on déduit alors que, si G, est le stabilisateur de y1,

(B @) " =i
qui est un corps valué complet que ’on note K. D’aprés le corollaire 3.1.2 on sait que
[wr] - H (G, Az) = 0.
On en déduit que le conoyau de ’inclusion
Ar/(a)  (Az/(@)
est annulé par [wg] mod a. Il en résulte que

B%/(a) = K.

GFr

On a de plus,

Sy
pS mhe

@)

@)

I
VS /u'? VS
::1&*1:
~ ~
3
N——
Q
]

@
Il
-

= L.

Il reste & montrer que K est perfectoide. Puisque y; est stable sous 'action de G,
d’apreés 3.1.6 il existe b € A, primitif de degré 1 tel que y; = (b). On a alors

G
Ok = (A5 /(b)) ™" = AL/ (b).
En effet, il y a une suite exacte longue de cohomologie galoisienne

0— AL/(b) — (A=/(0)" — H'(Gr,Az) =% HY(GL,A%).
D’apres le corollaire 3.1.2, pour tout € € my,
[5] : Hl(GL,A?) =0.
Mais b étant primitif de degré 1, b = [bp] + mu avec u € A} et |by| < 1. Le noyau de
la multiplication par b sur H' (G, Aﬁ) s’identifie donc au noyau de la multiplication
par 7 qui est nul puisque

R \NGL _ G _ . _
(As/mA=)"r = O%L =0 =AL/mAL.
Maintenant, il suffit de constater que

OK/TFOK = AL/(b,’/T) :OL/bQOL
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sur lequel Frobenius est surjectif. O
Notons le corollaire suivant qui n’était pas évident a priori.

Corollaire 3.1.12. — I existe un corps perfectoide K|E tel que K’ ~ F.

Démonstration. — Par exemple K = B%/([a] —7), avec 0 < |a| < 1, fait D'affaire. [

Définition 3.1.13. — Soit y € |Yr|, y = (a) avec a € Prim*?.
1. On note my, = Bba et mh = Bbta.
2. On note K, le corps perfectoide

K, = B}/m, = B"" /m}.
3. On note 0, : B% — K, et on normalise la valeur absolue | - |, de K, de telle
maniére que
16y ([z])]y = |2

et ainsi F' — KZ est isométrique.

Remarque 3.1.14. — Contrairement au cas ou F' est algébriquement clos, il est faux
que tout y € |Yr| de degré 1 est de la forme ([a] — 7) : y est de cette forme si et
seulement si il existe w € Kz tel que 70 = 7.

3.2. Le théoreme de presque pureté

Le théoréme suivant est contenu dans [59]. La preuve que nous en donnons
est différente. En retragant tout ce que nous avons fait jusqu’a maintenant, on
constate que les deux points cruciaux de notre preuve sont le lemme 2.2.5 et la
proposition 2.2.20 qui permettent de montrer que si K est perfectoide tel que K’ est
algébriquement clos alors K est algébriquement clos (coro. 3.1.10).

Théoréme 3.2.1. — Soit K|E perfectoide de basculé K°. Alors, toute extension de
degré fini de K est perfectoide. De plus, le foncteur (—)" induit une équivalence de
catégories entre K -algébres étales finies et K-algebres étales finies.

Démonstration. — Prenons F := K’. On a alors K = K, pour un y € |Yp| de
degré 1. Soit F le complété d’une cléture algébrique de F. Au point y est associé
z € |Y§ |7 tel que C,|K,, soit algébriquement clos. Notons K, la cloture algébrique

de K, dans C,. Puisque Fy est algébriquement clos, il est perfectoide et d’aprés la
~b

proposition 2.1.11, K est algébriquement clos. Mais puisque

~ ~b
b _ T | I _ b
¢'=F |K,|F=K,

z

~b
on a Cz = K, ce qui implique que
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L’action de Gg sur C, définit un morphisme
Gal(F|F) — Gal(K,|K,).
Dans l'autre sens, le foncteur (—)” induit un morphisme
Gal(K,|K,) = Aut(K,|K,) = Aut(C.|K,) — Aut(C|K?) = Aut(F |F) = Gal(F|F),

ol « Aut » désigne les automorphismes continus. On vérifie aussitot que les deux
morphismes précédents sont inverses I'un de 'autre et donc

Gal(F|F) = Gal(K,|K,).
On conclut facilement. O

Du théoréme précédent on déduit le résultat suivant que nous exploiterons via la
méthode de Sen-Tate afin de calculer des groupes de cohomologie galoisienne continue.

Proposition 3.2.2. — Soit K|E perfectoide et L|K une extension de degré fini. On a
alors

mg C tTL/K(OL).

Démonstration. — Soit a € Wy, (0}) un générateur primitif de degré 1 de ker . On
a alors

OL = We, (O1)/(a).

Si ag € mp désigne la réduction modulo 7 de a on a
Or /70, = Op» /aog0r» et O /m0x = Ogv /aoOxs -
Via ces identifications
trp/x mod m = trp, x> mod ag : Ops /aoCps — Okes /aoCkes.

On conclut grace au lemme 3.1.1. O

3.3. En résumé
En mettant ensemble tout ce que ’on a fait on arrive au théoréme suivant.
Théoréme 3.3.1. — 1. Il y a une application
. Grp-fi
B Y= |7 — |YF|

induisant une bijection |Y§|GF_ﬁ“/GF = |Yp|. Siz € |YIT:|GF_ﬁn a pour image
y = B(z) alors

ASTERISQUE 406



3.4. ZEROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES 141

2. Soit
Eq={(K,t) | t: F— K}/ ~,
ou :
— K|E est perfectoide
— o fait de K” une extension de degré d de F.
Il y a alors une bijection

Eq = |Yp|des=d,

3.4. Zéros des fonctions holomorphes
3.4.1. Extension a B; de I’application d’évaluation en un point
Définition 3.4.1. — 1. On note
-1 Ve[ —10,1]
la fonction qui associe & la classe de a = Z@'Zo[ai]”i primitif irréductible de

degré d le nombre |ag|*/?.
2. Pour un intervalle I de [0, 1] on note

[Yril={y € [Yr| |yl € I}
Lemme 3.4.2. — 1. Poury € |Yr| on a
Iyl = Iy

2. Siy=(a) aveca € Primi}fggg(y) alors le polygone de Newton de a vaut +00 sur

]=00,0[, 0 sur [deg(y), +oo[ et est une droite de pente —log, ||yl sur [0,deg(y)].
Démonstration. — Choisissons z € |Y§| tel que B(z) = y. On a alors
Imly = Il

Notons G = Stabg, (%), [L : F] = deg(y). Si y = (a) et z = (b), comme idéaux

de A=
F
@= JI @

ce€Gr/GL
et donca =u H?igl(y) bioituec AX,b; € Prim= et les (bi)1<i<deg(y) SONt conjugués

sous ’action de Gr. On en déduit facilement le résultat. O
Du point (1) du lemme précédent on déduit que 3 : |Y§ |Gr—fin _, |Yp| vérifie

IBCN = 1-1I-

On en déduit également le lemme qui suit.
Lemme 3.4.3. — Poury € |Yp| et f € B® on a
|9y(f)|y < |f|l|y\|'
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Soit I un intervalle de [0,1]. Comme précédemment (lemme 2.4.7) on en déduit
que si y € |Y7|, I'application 6, se prolonge par continuité en

0, : B — K,.

On a de plus (cf. lemme 2.4.8, la preuve est identique)

ker (B; > K,) = Bm,
ker (Bf —» K,) = Bjmi.

Comme précédemment, on utilise les notations abrégées
fly) = 6y(f)
f)l = 10,(F)y-
Pour y € |Y| on note alors
+
B dR,y
le complété my-adique de B. C’est un anneau de valuation discréte dont on note
ord, : B&FR,y — NU {+0o0}

la valuation.

3.4.2. Zéros et polygones de Newton. — Soit I un intervalle de [0, 1].

Théoréeme 3.4.4. — Pour f € Bp non nul, les pentes non-nulles de Newtr(f) sont

{lyll Iy € [Yeul, f(y) =0},

chaque pente étant comptée avec multiplicité deg(y)ord, (f) : la multiplicité de X est

> ordy(f) deg(y).

llyll=q—*
f(y)=0

Démonstration. — D’aprés le point (2) du lemme 3.4.2 il suffit de montrer que si
A est une pente strictement positive de oNews;(f) alors il existe y € |Yr | tel que
lyll = ¢ et f(y) = 0. D’aprés le théoréme 2.4.10 il existe z € |YT; I| tel que

g~ = ||z|| et f(z) = 0. Dés lors, pour o € G,
f(z7) = f7(2%) = f(2)” = 0.
Or,
(e Vol | I = 1) = 0)

est fini de cardinal borné par la multiplicité de A dans cNewt(f). On en déduit que la
Gp-orbite de z est finie. On vérifie alors aussitot y = 8(z) € |YF| convient. O
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3.4.3. Produits de Weierstrass

Lemme 3.4.5. — Soit (y;)i>0 une suite d’éléments de |Yr| telle que lim;_, o ||y;|| = 0.
Il existe alors une suite (a;)i>o d’éléments primitifs dans Ap telle y; = (a;) et
a
im ——— =1
1— 400 ’/Tdeg Yi
dans B;t,
Démonstration. — Soit a € Primif?)r;d. Il existe u € A% ainsi que 21,...,2q € m=
non nuls tels que
d
a= uH(ﬂ' — [2i])-
i=1
Notons w = H?Zl(ﬂ' — [2i])- On a alors, pour tout i, |z;| = ||y|| et donc

lw =7 < ly]-
Notons pour « € ]0, 1],
Go ={z €Az | |x|1§a}cA%’.
Pour tout o € Gp,
w'lel +a)y) C A%

Comme dans la preuve de la proposition 3.1.5, on montre que si 0 < a < o/ < 1, le
morphisme

HY(Gp,1+as) — HY(Gp,1+ au)
est nul. En prenant a = ||y||, il existe une unité

uel+ On1/2

telle que
u'w € A%F =Ap.

On a de plus pour une telle unité o’
|u'w — 7|, < al’?,

Cela entraine que pour p € ]0, 1],

p
On a donc montré que pour tout y € |Yr|, il existe a € A g primitif tel que y = (a) et
1/2 deg(y)
‘ a _1‘ < (IIyII )
mrdeg(y) o

p
dés que p € ]0, 1[. Le résultat s’en déduit. O

uw'w
d

B 1’ _ol? <||y||1/2)deg(y)
md b P .

On définit le groupe des diviseurs Div' (Y ;) comme dans la section 2.7.2.
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Proposition 3.4.6. — Soit p € 0,1[. Pour tout diviseur D € Div*(Yjy ) il existe
f € BT tel que div(f) = D.

Démonstration. — Etant donnée une suite (ai)i>0 comme dans le lemme 3.4.5, le
produit infini
a;
H ﬂ'deg Yi

i>0
est convergent. La proposition s’en déduit. O

On a également le résultat suivant lorsqu’au lieu de se rapprocher de ’origine on
tend vers le « bord extérieur de Y ».

Proposition 3.4.7. — Pour p € 10,1] et D € Div" (Y], 1) i eziste f € B non nul tel
que
div(f) > D.

Démonstration. — Soit a € Primi}fsd, a =3 ,5ola;]m". D’aprés le calcul du polygone

de Newton de a (lemme 3.4.2) le polygone de Newton de a — [ag] est au dessus du
polygone valant +oo sur |—oo, 1], qui est une droite de pente v(ag)/d sur [1,d] et
vaut 0 sur [d, +00[. De cela on déduit que dés que r > v(ag)/d,

ve(a — [ag]) > d- 1v(a0) +r.

Cette inégalité se traduit en
/

-l <
[ao] o~ Iyl
des que p’ < ||y||
Soit maintenant D = 3., [y;] € Div* (Y], 1[) un diviseur de support infini (si le
support de D est fini alors D est principal et alors la proposition est évidente). On a
donc lim;_, 4 « [|y;|| = 1. Notons y; = (a;) avec a; primitif de terme constant a; ¢ € OF.
D’aprés le calcul précédent, le produit infini

-0 2y)

est convergeant dans B. Le diviseur de cet élément de B est alors plus grand que D.
O

3.5. Diviseurs et idéaux

3.5.1. Les By sont principaux pour / compact. — La preuve des théorémes 2.5.1 et
2.5.3 s’adaptent aussitot pour donner le résultat suivant.

Théoréme 3.5.1. — Supposons que I C [0,1] soit compact.

1. SiI = {0} oubien I = {p} avec p ¢ |F|*/*° alors By est un corps valué complet.
2. Sinon, B est un anneau principal tel que |Yp | — Spm (B {0})-
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3. 85i0€e1 etI+#{0} alors
{z € Br | vz(z) > 0}

est un anneau principal d’idéaux mazimauz en bijection avec |Yp | U {(m)}.

3.5.2. Diviseurs positifs et idéaux fermés. — Soit I un intervalle de |0, 1[. On pose
Divt(Y7) = lim Div'(Yy),
J

ot J parcourt les intervalles compacts de I et Div'(Y;) est le monoide abélien libre
sur Spm(Bj) i.e. le monoide des idéaux non-nuls de B;. On a donc

Divt(Y7) = {D = Z m(y)[y] | VJ C I compact, supp(D) N |Y;| est ﬁni}.
yE|Yi|
SiD=3% m(y)ly] € Div' (Y7) on pose
a_p ={f € By | div(f) > D},

un idéal de By. Cet idéal est fermé car pour tout y € |Y;|, ord, est continue comme
fonction sur Bj.

Proposition 3.5.2. — L’application D +— a_p identifie Divt (Y;) avec les idéaux
fermés non-nuls de Bj.

Démonstration. — C’est une conséquence de ce que si a est un idéal fermé de By
alors
a — lim Bja C lim Bj = By,
— —

J J
ou J parcourt les intervalles compacts de I. O
Corollaire 3.5.3. — L’ensemble |Y7| s’identifie auz idéauz mazimauz fermés de By.

Remarque 3.5.4. — De la méme facon, si I C [0,1[ et 0 € I alors |Y;|U{(n)} s’identifie
aux idéaux fermeés de {x € By | v;(z) > 0}, les « fonctions holomorphes en 0 ».

Si I est un intervalle de [0,1] non réduit & {0} ou {1} on note encore Div' (Y7)
pour Div™ (Yrr0,1))- La preuve du théoréme 2.7.4 s’adapte aussitot.

Théoréeme 3.5.5. — Soit I un intervalle de [0,1] non réduit & {0} ou {1}. Soient
7,9 € By non nuls.

1. div(f) > div(g) si et seulement si f € Bjg.
2. div(f) = div(g) si et seulement si f € B[ g.
3. L’application diviseur induit une injection

Br\ {0}/Bf — Div*(Y7)

telle que via la correspondance de la proposition 3.5.2, l’image corresponde aux
idéaux principauxr de By.
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3.5.3. Panneau de Robba est de Bezout
Proposition 3.5.6. — Soit I un intervalle de |0, 1[. Soient f,g € By. Sont équivalents :

1. L’idéal By f + Brg est principal.
2. Le diviseur inf{div(f),div(g)} est principal.

Démonstration. — Si Brf + Brg = Brh alors pour tout y € |Y7]|, via le morphisme
Br — By,

B:er,yf + B;R,yg = B;R,yh
et donc ordy(h) = inf{ord,(f),ordy(g)}.

De cela on déduit que div(h) = inf{div(f),div(g)}.

Réciproquement, supposons que inf{div(f),div(g)} = div(h). Puisque div(f) >
div(h) et div(g) > div(h), f/h € By et g/h € By (théo. 3.5.5). On peut donc se
ramener au cas ou div(f) et div(g) sont premiers entre eux. Pour tout intervalle
compact J C I il y a alors une suite exacte

O—>BJ—>BJ@BJ—>BJ—>0,

ot la premiére fleche est z — (gz, — fx) et la seconde (a,b) — af + bg. On conclut en
appliquant lim et en utilisant

J
R'lim B;=0
J
puisque pour J C J', By — By est d’image dense ([33] remarque 0.13.2.4). O

On peut maintenant redémontrer le théoréme suivant de Kedlaya dans notre
contexte.

Théoréme 3.5.7 (Kedlaya [45] theo.2.9.6). — Pour p € ]0,1], l'anneau By ,) est de
Bezout. De plus, les idéauz fermés de Bjg , sont ezactement les idéauzr principauz.

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 3.5.6, 3.4.6 et 3.5.2. [

Corollaire 3.5.8. — L’anneau de Robba Zr (def. 1.8.1) est de Bezout.

3.5.4. Fonctions méromorphes et leurs diviseurs
Définition 3.5.9. — On note

M(Y) = lim Frac(By),

I

ou I parcourt les intervalles compacts de |0, 1].

Le résultat suivant dit que toute fonction méromorphe sur Y est le quotient de
deux fonctions holomorphes. Il se déduit immédiatement de la proposition 3.4.7.

Proposition 3.5.10. — On a
M(Y) = Frac(B).
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Les résultats du théoréme 2.7.4 s’étendent alors facilement aux fonctions
méromorphes. Plus précisément, il y a un morphisme diviseur

div: M(Y)* — Div(Y)
fo— Y ody (Nl

y€elY|

En posant div(0) > D, VD, on a par exemple
B ={fecMY)|div(f) = 0}.
Théoreme 3.5.11. — Le morphisme diviseur induit une injection
(V) /B — Div(¥)
telle que pour f,g € M(Y)*,
div(f) > div(g) < f € By.

3.6. Calcul des invariants sous Galois de B;

Théoréme 3.6.1. — On a des égalités

BSr = Bp
F
G
(1) - Br.
Démonstration. — Soit f € ng. Fixons p € ]0, 1[. Le diviseur
— ivt (Y=
D= Z ord,(f) [#] € Div (Yi]&p])
Z€|Y%']O7p]|

est Gp-invariant. Il descend donc en un diviseur D’ € Div*(Yp)o,), D = 8*D’.
D’aprés le lemme 3.4.6 il existe g € B}' tel que
div(g) = D'.

On a donc en particulier div(g) < div(f). D’aprés le théoréme 2.7.4 cela entraine
I'existence de h € Bz% tel que

f=gh.
Puisque f et g sont galois invariants on a en fait h € BgF . Remarquons maintenant

que g n’a pas de zéros dans |Y§ 0.0] |. D’apreés la proposition 1.9.1 cela entraine que

heBS" =B
70,1 F[0,1]
d’aprés la proposition 1.6.23 qui donne une description explicite de B= comme

F,[0,1]
sous-anneau de é"f.
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Remarque 3.6.2. — On démontre plus généralement, et de maniére différente, dans la
section 11.2.4 que pour tout intervalle I C [0,1] on a
BEFI = Bry.

)
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CHAPITRE 4

Q,-ESPACES VECTORIELS FORMELS
ET PERIODES DES GROUPES p-DIVISIBLES

Introduction

Ce chapitre est a part dans ce livre au sens ol nous n’utiliserons dans la suite qu’une
partie de ses résultats. Le but est de faire le point sur les théorémes de comparaison
pour les groupes p-divisibles et d’introduire un point de vue géométrique sur les
espaces de Banach Be"=r" lorsque 0 < d < h tel qu’envisagé dans la section 4 de
[28]. On montre en effet que cet espace de Banach de dimension finie au sens de
Colmez ([12]) n’est pas seulement un foncteur défini sur certaines algébres de Banach
p-adiques mais admet une structure géométrique. Plus précisément, si F = C” avec
C|FE algébriquement clos et { est un Og-module formel w-divisible on montre que I’on
peut donner un sens & la limite projective X ({) du systéme projectif

g X g X . X Q X

comme schéma formel et que celui-ci ne dépend que de la fibre spéciale de (. C’est
ce qu’on appelle un E-espace vectoriel de dimension finie. On donne également des
formules explicites pour la « fibre générique » de ce schéma formel c’est & dire la limite
projective du revétement pro-étale de boules ouvertes

Qrig grig g/rig

en montrant que ’algébre de Hopf de Fréchet complétée de lim F(Q“g,ﬁgng) ne

X X X X

X
dépend que de la fibre spéciale de {. Lorsque cette fibre spéciale est isocline de pente

d/h les C-points de cette limite projective coincident avec B#"=""_ Ces résultats
sont utilisés dans [60] ou la limite projective précédente est appelée le revétement
universel de { et notée é pour ce que 'on note X (¢). Remarquons de plus que nous
n’avons pas apporté de changement & ce chapitre comparé a sa version préliminaire.
Ainsi, on utilise une notion ad-hoc « d’espaces spectraux » afin de donner un sens a
la limite projective précédente d’espaces rigides. Entre temps est apparue la théorie
des espaces perfectoides qui donne un sens beaucoup plus naturel & cette limite.
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Néanmoins cela n’est pas trés important puisque ces espaces sont « de Stein »
et sont donc complétement déterminés par l'algébre de Fréchet de leurs sections
globales et l'introduction d’un faisceau strucural n’est donc pas si importante pour
les considérations qui nous intéressent.

On reprend les notations des chapitres précédents. On suppose que F' est parfait
non-nécessairement algébriquement clos. On suppose de plus que E|Q, et que que
F contient une cloture algébrique de F, i.e. la cloture algébrique F, de F, dans
F' est algébriquement close. On note alors pour tout h > 1, Fon = F Frobn=Id o

Ey, = Wy, (F ) 'extension non-ramifiée de degré h de E associée.

4.1. Les E-espaces de Banach B =r"

4.1.1. Quelques calculs préliminaires. — Avant d’attaquer la structure de nos espaces
de Banach commencons par récolter les fruits de nos résultats sur les polygones de
Newton obtenus dans le chapitre 1. Avec les notations de la section 1.6.3, pour z € B
non-nul on note cNewt(x) pour le polygone JV&UA?OJ[(I) qui est la transformée de
Legendre inverse de la fonction |0, +o0o[ 3 r + v,.(z) (il s’agit de eMewtyg 1(z) auquel
on a éventuellement rajouté une pente 0 & droite de son domaine de définition et qui
vaut éventuellement +oco & gauche de son domaine de définition).

Proposition 4.1.1. — On a ’égalité

B~ = E.
Démonstration. — Soit x € B¥=!4 non nul. Puisque oMewt(¢(x)) est obtenu a partir
de oNewt(r) via la transformation du plan (z,y) +— (z, ¢"y), les pentes de oNewt(z) sont

nulles. On en déduit que pour ¢ < 0, cNews(z)(t) = +oo. D’aprés la proposition 1.9.1
cela entraine que x € By ;| C & et donc z € &P=1d = . O

Pour d, h € Z on note dans la suite
Be"=" = {zx € B| ¢"(z) = m%}.
Proposition 4.1.2. — Pour d € Z«y et h € N> on a
B#"="" = .

Démonstration. — Pour z € B non-nul, soit N € ZU{—o0} tel que cNewt(x) prend la
valeur +o00 exactement sur |—oo, N|[. Soient (\;);>n les pentes de cNewt(z) oit A; est
la pente sur le segment [i,¢ + 1]. On a alors lim; ., , A; = 0. Supposons maintenant
que " (z) = m¥z. On en déduit tout d’abord que N = N + d et donc N = —co0. On
en déduit ensuite que pour i > N,

Xi—a =q"\;.
En itérant cette relation on en déduit que si A\; > 0 alors limg 400 Aji—gg = +00
ce qui est impossible. On a donc pour tout 4, \; = 0 ce qui est impossible
car lim;_,_ ., A\; = +o0. O
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Proposition 4.1.3. — Pourd€ N et h € N>; on a

d

Bet=rt _ (B-Ir)so":wd'

Démonstration. — Si d = 0 cela résulte de la proposition 4.1.1. Supposons donc
d > 0. Soit z € B?"="" non nul. Comme dans la preuve de la proposition 4.1.2 on
constate que oNews(z) ne prend pas la valeur +o0o. Notons (););cz ses pentes ou \; est
la pente sur le segment [i,i + 1]. Ses pentes satisfont I’équation fonctionnelle

Aivd =q "N

Le polygone est donc complétement déterminé par ses valeurs en les abscisses
0,...,d — 1. Puisque la série ), ., g " converge on en déduit que cNews(z) est
borné inférieurement. D’aprés la proposition 1.9.2 cela implique que x € Bjg 1;. Mais
vo () = limy o, News () satisfait

q"vo(x) = vo(z).

On a donc vo(z) = 0 et donc x € BT (prop. 1.10.7). O

4.1.2. Structure d’espace de Banach sur B¢"="". _ Soient d,h € N3j. Puisque

P’action de ¢ sur B est continue B¥"="" est un sous- E-espace vectoriel fermé de B.
C’est donc un sous espace de Fréchet de B.

Lemme 4.1.4. — Pour p,p’ €10,1] la topologie induite par | - |, sur B?"="" coincide
avec celle induite par | - |, .
Démonstration. — Remarquons que pour x € B¢"="" on a

h
21, = %12l

(et de méme pour p’ bien sir). Soit k € Z tel que p'?" € [p'/7" p]. On a alors

—kh —
||, = Pkd|x|z,qkh < Pkd sup{|x|p1/qh, ||}

—h —h —kh
= pMsup {p¥ |zl2 |l }!

La topologie définie par |- |, est donc plus fine que celle définie par |- |, . Par symétrie
entre p et p’ on conclut. O

kh

De cela on déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 4.1.5. — Pour d,h > 1, BY"="" est un Ey-espace de Banach dont la
topologie est définie par n’importe quelle norme de Gauss | -|,, p € ]0,1].
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4.1.3. Description via Panneau B. — On rappelle (sec. 1.10.4) que I'on a défini un
anneau B qui est un quotient de BT. On a

B = B""/{vy > 0} = B /{vy > 0}.
Proposition 4.1.6. — Pour d,h € N>1, Uapplication Bt — B induit un isomorphisme
hed o~ ey ph=gd
(BH)»' =" = (B) :

Démonstration. — Soit x € BT. Pour tout k > 0 et tout p €]0,1] on a

gk
7T_(k+1)d(p(k+1)h(x) _ W_kd(pkh(x)

= oM |0 — 70 )

p pt/ath’

De plus,

lim |z — 7 %" (x) I |:L' — W_d(ph(x)|l.

k—-+o0 pl/q

S h___d
De cela on déduit facilement que le morphisme (B*)V’h:”d — (B)‘p " possede un
inverse naturel donné par

zmod p— lim 7 *F (). O
k——+oco
4.1.4. Changement d’uniformisante. — Soit 7’ une autre uniformisante de E. Notons

F, la cloture algébrique de F, dans F. Il existe u € Wy, (F,)* tel que

7'['/

™

h_
u? "=

Le choix d’un tel v induit un isomorphisme de Ej-espaces de Banach

d

~

h___d h__ 1
Be'=mt =, peeT

r U,dCL'.

On peut écrire cet isomorphisme de maniére plus intrinséque en considérant le
E,-espace vectoriel de dimension 1

L7r,1'r’ = {u € WQE (Fq) | QOh(U)TF = Uﬂ'l}.

Il y a alors un isomorphisme canonique

h__ _d ~ h____d
B?' =" ®p, L2, = B =T,

T,
4.1.5. Changement de corps E. — Soit E’|E de degré fini et de corps résiduel Fy/ |F,
contenu dans F'. Soient wgs et g des uniformisantes.
Supposons d’abord E’|E non-ramifiée, E' = E,, = Wy, (7(1)(5’5:Id et choisissons
7w =7g. On a alors By = By, et g, = ¢% (cf. sec. 1.6.2).
Proposition 4.1.7. — Soit n > 1 un entier. Le morphisme naturel
nd

(BE)“D”%:“% ©5, Enp — (BEn)saEn:wE

est un isomorphisme.
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h ___nd
Démonstration. — Le E,p-espace vectoriel (BEn)wE"wa est muni d’une action
semi-linéaire de Gal(E,|E}) via Paction de (ngcp%)z/ nZ_ La proposition résulte

alors du théoréme de Hilbert 90. O

Supposons maintenant E'|E quelconque. Soit fg/ g le degré résiduel. L’élément
[E":E) /ﬂ_fE’ /E
E

T étant une unité de Op, il existe u € Wy, (Fq)* tel que
[E":E]
w1 = "B
fE’/E
Tg
Considérons I'application
(Bp)?=t  — (Bp)r=ms
r — ulz.
Proposition 4.1.8. — L’application précédente induit un isomorphisme
[E':Eld

(BE)‘PE 7|'E ®Eh Eh (BEI)LPE/—TI'E/

Démonstration. — Utilisant la proposition 4.1.7 précédente on se raméne au cas oil
E'|E est totalement ramifiée. On a alors Bgr = Bg ®g E’, identification via laquelle
pr = ¢p ®Id. Le résultat est alors aisé & démontrer. O

4.2. L'espace de Banach B¥"="" vit dans les bivecteurs lorsque d < h

Proposition 4.2.1. — Supposons 1 < d < h.
1. L’inclusion naturelle BWpy, (Cr) C Bj, induit une égalité

h_ﬂ_d
BWe, (0p)7="% = (BE) """
2. Il y a une bijection

gd,h : mdF —N—> (BE)CP’}}:W%

d-1
(xo,...,xd,l) — ZZ nd+z
i=0 neZ
Démonstration. — Le point (1) entraine clairement le point (2). Utilisant la

proposition 4.1.6 on est ramené & montrer que pour tout z € B®»* dont I'image dans
— R h___d
B est dans (B)Y T, il existe 2/ € BWp, (OF)?"=" tel que vo(z — z') > 0.

— B h= d
Soit donc z € Bt dont I'image dans B est dans (B)w ™. Considérons
l'opérateur
T — ﬂ_,d h Bb,+ _ BbJr

Soit y = T'(x) — z, qui vérifie donc vy(y) > 0. On a alors pour tout entier k > 1,
TH@) =z +y+T(y) +- -+ T (y).
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Notons

y=>[ylr = > Vily'].

i>N i>N

pour un N € Z. On a alors
. itkh
T*(y) = Z Vi [3/3+kd ]
i>N—kd
On voit désormais les (T%(y))x>o comme des éléments de BWy, (Or). Regardons
d’abord le cas d < h qui est plus simple. Soit s > 0 et a; = {z € Or | v(z) > s}.
Puisque d < h et vo(y) > 0, il existe un entier k(s) tel que pour k > k(s) on ait

T*(y) € ker (BWp,, (Or) — BWp,, (Cr/as)).

On peut alors définir

z = ( Z T*(y) mod BWp,, (as)) € lim BWp,(Cr/as) = BWp, (Cr).
0<k<k(s) =0 o

Considérons alors © + 2z € BWp, (Op). On a V. 2F'4(z 4 2) = (z + z), puisque cette
égalité est vérifiee dans BW (Or/as) pour tout s > 0. On a donc, si l’on considére z+ z
comme un élément de BT, o"(z 4+ 2z) = 7%(z + 2). Pour conclure il faut donc voir
que vg(z) > 0. Mais on peut toujours écrire y sous la forme y = [a]y’ avec vo(y’) > 0
et v(a) > 0. On voit alors facilement que z = [a]z’ pour un élément 2’ € BWp, (Or)
défini par un procédé limite comme précédemment pour z :

z’:( Y [0 THY) mod BW@E(aS)> € lim BWp, (Cr/ay).
0<k<k'(s) 20 o

Regardons maintenant le cas d = h. Pour tout s > 0, d’apreés la proposition 1.1 du
chapitre II de [25] (tout du moins lorsque E = Q,, la preuve étant identique pour E
quelconque), on peut donner un sens a la somme

+oo

> (T*(y) mod BW,(a,)) € BWg,, (Cr/as).
k=0

Plus précisément, soit T%(y) mod BWp,, (as) = 3,7 Vii[yi k] avec yix € Or/as et

!
Z Z V;‘ [Yik] = Z V,f [2:.1]-

k=0 i€Z =
D’apreés la proposition 1.1 du chapitre II de [25], utilisant toujours que vo(y) > 0,
pour tout i il existe I(7) € N tel que la suite (z;1);>(;) soit constante. On pose alors

+oo
> (T*(y) mod BWp, (a,)) := > Vilziu)-
k=0 1EZL

Notant z; € BWp,(Or/as) cet élément, on vérifie comme précédemment que, si
z = (25)s>0 € BWp, (OF), vo(2) > 0 et o"(z + 2) = m(z + 2). O
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La bijection Zy , précédente induit une structure d’espace de Banach sur mdF. Dans
les sections qui suivent on va interpréter géométriquement cette structure d’espace de
Banach.

Remarque 4.2.2. — Soient h > 1 et d > 0 des entiers. Dans ce chapitre nous étudions
entre autres le Ep-espace vectoriel (Bg)‘”}f?:”dE. Bien stir, posant mg, = 7g, cet

espace vectoriel coincide avec (BE}L)‘th =" et on pourrait donc se ramener, quitte
a remplacer E par Ej, a supposer que h = 1. Néanmoins, lorsque d < h, on va
voir que (BE)‘P%:’T% admet une interprétation géométrique en termes de Og-modules
m-divisibles et que de plus, comme on vient de le voir, il est contenu dans les bivecteurs
BWp,, (Or). Cela n’est pas le cas de (th)(‘aEhzﬂdEh qui n’admet pas d’interprétation
en termes de O, -modules 7-divisibles et n’est pas contenu dans BWe,, (Or) lorsque
d > 1. C’est pourquoi nous traitons le cas général de (BE)“’%:”% sans forcément se
ramener & h = 1.

4.3. (-modules 7-divisibles

4.3.1. Généralités et théorie de Dieudonné. — Si S est un (g-schéma sur lequel 7
est nilpotent, resp. un Spf(0g)-schéma formel, un 0-module w-divisible est un groupe
p-divisible H sur S, muni d’une action de Og telle que ’action induite sur le 0g-module
Lie H soit l'action déduite du morphisme structural S — Spec(Cg), resp. S —
Spf(Cg). La hauteur d’un C-module 7-divisible est un multiple de [E : Q,]. On appelle
alors C-hauteur la quantité
ht(H)
MolH) = {5 g1

Si k est un corps parfait extension de F, et H un (-module 7-divisible sur &, le module
de Dieudonné contravariant du groupe p-divisible H, D(H), est un W (k)-module muni
d’une action de 0 commutant & I’action du Frobenius et du Verschiebung F et V.

On a une décomposition

T:Fq—k
ou Og, = W(F,) agit sur D(H), via le plongement W (7) : O, — W (k). Si o désigne
le Frobenius de W (k), F est o-linéaire et V est o~ !-linéaire. On a de plus

F:D(H), >D(H)sr et V:D(H), - D(H)y-1,.

Puisque k est une extension de Fy il y a un plongement canonique can : F; — k. On
pose alors

Dg(H) = D(H)can-
Puisque Wp, (k) = W (k) ®¢p, Og, c’est un Wy, (k)-module libre de rang hty(H).
Notons o le Frobenius relatif de Wy, (k), c’est & dire of ® Id ot ¢ = p/. On
note Fg, 'endomorphisme de Dp(H) égal & Ff. Avec les notations précédentes, Fi
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est agl—linéaire. Puisque 'action induite par Og sur Lie H est 1’action déduite du
plongement canonique,

wy = VD(H)/pD(H) = @ VD(H),,/pD(H)-

T:Fg—k

= VD(H)acan/pD(H)can-

On a donc si 7 # can, VD(H)y, = pD(H), et 71VD(H)gcan C PD(H)can. Cela
implique que 7D(H) C FgD(H). On pose alors V; = 7F,". On a donc

FpVe =V Fg =m.

On note désormais F' pour Fg agissant sur Dg(H). La correspondance H
(Dp(H), F,V;) induit alors une équivalence de catégories entre les (-modules
w-divisibles sur k et les triplets (D, F, V) ou D est un Wy, (k)-module libre de rang
fini, F: D — D est og-linéaire, V : D — D est agl—linéaire et FV, =V, F =m.

La théorie de Dieudonné covariante des O-module 7-divisibles est bien développée.
Plus précisément, la théorie de Cartier des O-modules formels w-divisibles est
développée dans [16], [37], [40], [39] et le chapitre V.29 de [38]. Le point de vue
cristallin de 'extension vectorielle universelle est développé dans [17] et Pappendice B
de [19]. Nous utiliserons dans la suite la version contravariante suivante généralisant
la théorie développée dans [25]. Si H est un (-module 7-divisible sur k on peut
montrer que le 0-module de Dieudonné précédent Dp(H) s’identifie &

Homg(H, CWp).

De plus, F : Dp(H) — Dp(H) est induit par le morphisme F : H — H@ qui est
la puissance f-iéme du morphisme de Frobenius du groupe p-divisible H. Il y a une
isogénie V; : H9 — H induisant V; sur Dp(H). Le C-module m-divisible H se retrouve
alors via la formule

H = Homw,_(k)r,v,) (Do(H), CWp).

Lorsque H est formel on peut de plus remplacer CWj par les covecteurs de Witt
formels, CW.

4.3.2. Exemple. — Nous utiliserons dans la suite ’exemple qui suit. Soient d,h > 1
avec d < h. Soit
Fh—d_yd
Qd,h = ker (CW@ —_— CW@)
C’est un C-module formel 7-divisible de dimension d et de C-hauteur h sur F,. Un
systéme de coordonnées formelles est donné par (zg,...,zq—1) avec
a(i)(h—d)
Q!Lh = {[Ig(i) L‘go € CWO}’
ou —i = a(z)d + b(%) est la division euclidienne de —i par d. Si e € Homp(Ca n, CWp)
désigne le plongement canonique alors

Do(Gan) = <e, Fe,...,F" % Vye,..., Vi le> = Hom(Qu n, CWp)

U
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qui forme une base du 0-module de Dieudonné. Au systéme de coordonnées formelles
précédent (xo,...,Z4—1) est associé une loi de groupe formel sur Fy,

d—
1?f'd,h = (s{(j?})p oo >5((j’h 1)) € Fq[[lb) ceeyLd—1,Y0y - - - 7yd—1]]d»

0 d—1
(350,...,.’17(1_1) §+ (y07"'7yd—1)=( L(i,f)z”"’gt(i,h ))

d,h
et avec les notations précédentes
a(i)(h—d) _
q _ (d—1) (0)
+ [yb(i) Lgo = [""5d,h ""7gd,h]
dans CW@(F(I["I;Oa cey Td—15,Y0y - - - ayd—lﬂ)'
Du point de vue de la théorie de Cartier covariante, le module de Cartier covariant
de Qap est

() (h=d)
[xZ:i; ]iSO

M = Hom(Wg,Qd,h)
qui est un module sur 'anneau de Cartier Egp, = End(/V[?g)"pp. L’anneau de Cartier

Epr, est le V-complété de Wy(FF,)[Fyr, V], c’est & dire

{ Z V™ anm]FX | anm € Fy et Vn, an m = 0 pour presque tout m},

n,m>0

Op = Wo(Fq) < Egp,

Z Vilan] +— Z V™ anFy,

n>0 n>0
laction de V € Egp, = End(W@)of’p sur W@ est donnée par l'opérateur F' usuel
agissant sur Wp, celle de [a] est la multiplication par [a] et celle de F, € Egr, est
donnée par I’action de V. Soit

€: Wg — CWp
z — Z V=D g mod Wy
n>0

ol la somme infinie précédente est & valeurs dans les bivecteurs BWy et on la réduit

modulo Wy, BWp/Wp = CWp. On a € € M et comme Wpy(F,)-module
M =<e,Ve,..., V' Fre, ..., Fi le>,

U

qui forme une base du module de Cartier comme O = Wp,, (F,)-module. Une V-base
de ce module de Cartier est donnée par (gg,...,e4—1) ol pour 0 <i < d—1,¢; = Fle.
Les équations structurelles de M associées a cette V-base sont

Fre,=¢e;41510<i<d—1
Freq_1 = Vh_dé‘o.
Elles fournissent une présentation du module de Cartier

0— Eg,}Fq SLEN Eg’ﬁq — M — 0,
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w(@o, ..., Ta—1) = (@g—1Frx — V" 20 Fr — m1,...,@a—2Fr — T4_1).
L’application
M = Homg(W@,Qd,h) — Qd,h(]Fq[[T]])

induit un isomorphisme entre M et le sous-Ug-module de (g5 (F,[T]) formé des

courbes m-typiques. Puisque (eq,...,£4—1) est une V-base de M,
d—1
v =Y eil[@)) € Gan(Fylzo,- .., za1])
i=0

définit un isomorphisme

7 : Spf(Fy[zo, - - -, Ta-1]) = Can-

On vérifie par un calcul immédiat que ces coordonnées formelles sont celles utilisées
précédemment pour définir la loi de groupe formel §g .

Soit maintenant M le module de Cartier sur O de V-base (€g,...,E4_1) et ayant
pour équations structurelles

Fréi =€+ si0<i<d-1
Fréqg_1= Vh_dgo.

Il admet la méme présentation que la présentation précédente de M en remplagant
Egr, par Egp,. Soit {45 le O-module m-divisible sur U associé,

Qd,h = WU ®]E01@E M
On a donc Z}d,h ® Fy = (4 q4 et une résolution sur Spf(Cg)

0— Wi W — Cap — 0,

V(Y05 -+ -, Ya—1) = (VaYa—1 — F" %0, Vayyo — Y1, -+, Valha—2 — Ya—1)-
Pour ¢ € {0,...,d — 1}
&([T]) € Gan(Cr[TT)

est une courbe 7w-typique. Notons

OllOE[[TH — OE[[wo,...,.??d,l]]

T — z;.

Alors, si

d—1 d—1
7= (1) =Y &([z:)) € Gan(Crlzo, - ., za-1]),
i=0 =0

ASTERISQUE 406



4.3. -MODULES =-DIVISIBLES 159

puisque (&;)o<i<d—1 est une V-base du module de Cartier de @d,h, il induit un
isomorphisme

o Spf(@E [[:L‘Q, RN :cd_l]]) = Z}d,h

c’est & dire un systéme de coordonnées formelles sur le groupe formel {5, et donc

une loi de groupe formel en d variables. Ce systéme de coordonnées formelles de (g 5,
reléve celui utilisé précédemment pour G .
Il existe alors un unique isomorphisme de (-modules formels sur E

log : éd,h@E —N—> @Z

tel que I'isomorphisme induit au niveau des espaces tangents envoie la base de Lie Z}d,h
déduite de la V-base (;)o<i<q—1 sur la base canonique de LieG¢ = E9. Un tel
isomorphisme est donné par des séries formelles

f = (fg, .. -afd—l) (S E[[CL’(), e ,:L‘d_l]]d,

ot (fo,...,fa—1) forme une base des logarithmes de notre loi de groupe formel que
nous allons calculer explicitement. Pour 0 < ¢ < d — 1 soit

gi = (i0s- -+, 9i.a-1) = log &([T)) € GL(E[T]) = E[T]".

Alors,
d—1

f= Zgi(fﬂi)-

i=0
De plus, pour 0 < 4,5 < d—1, g;; est une courbe m-typique de @a vérifiant :

1. F-gi,j = Gi+1,j si0<i<d-1.
2. F.gdfl’j = Vﬂ.h_d.go,j.
3. 9i;(T)=0mod T? sii # j et g;;(T) =T mod T2

Les courbes -typiques de Gq(E[T]) = TE[T] sont les séries de la forme
>0
n>0
dans E[T]. L’opérateur V agit sur ces séries via g(T) — ¢g(T'9) et F, via
Z a,T? — 7 Z an_Han.
n>0 n>0

On vérifie par un calcul explicite que les conditions (1), (2) et (3) imposent les formules
nh+j—i

Tq o« . .
_ Zn>o AT Sl) 2>t
9ij = T panhti=i

Yot mar—r st j <.

On en déduit la proposition suivante.
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Proposition 4.3.1. — Considérons pour 0 < j < d — 1 la série
nh+g i nh+] i
Z Z 7-(-7’Ld+j % Z Z nd+] ) GE[[ZL‘(], "’md_l]]'
0<i<jn>0 j<i<d—1n2>1
Alors, (fo,--., fa—1) sont les logarithmes d’une unique loi de O-module formel de

dimension d sur Og, Sa,n, relevant la loi de O-module formel Sa,n sur Fg.

Exemple 4.3.2. — Sid = 1, (N}l’h est un groupe de Lubin-Tate associé & ’extension
non-ramifiée F, de E. Une loi de groupe formel associée a pour logarithme

=Y

n>0

Cette loi de groupe formel est §1., = f~1(f(X) + f(Y)) € Os[X,Y].

4.3.3. Quasi-logarithmes et leur interprétation rigide analytique. — Soit K|E un corps
valué complet pour une valuation de rang 1 étendant la valuation m-adique de E. Soit
¢ un O-module formel 7-divisible sur Ok .

Ecrivons () = Spf(R) ott R ~ COk[x1,...,24] avec d = dim((). Soit & C mx un
idéal contenant 0k . Soit R[%] le complété de 'anneau R [%] relativement a son idéal
d’augmentation noyau du morphisme R[%] - K,

R[i] ~ K[z1,...,24]
et QK = Spf(R[%]) est le groupe formel fibre générique de §.
Définition 4.3.3. — On note Quasilog(() les éléments f dans 'idéal maximal de R[%]
tels que A(f) — f®1-1® f € R[%] et pour tout a € Ug, si [a]y € End(R) désigne
I'action de a sur le C-module {, f o [a]y — af € R[1].

Le groupe des quasi-logarithmes contient ’idéal d’augmentation de R[%] On note

Quasilog(¢)/ ~

le groupe quotient des classes d’équivalences de quasi-logarithmes. Le lemme qui suit
dit que la définition précédente des quasi-logarithmes coincide avec celle que 1’on
trouve dans le chapitre IV de [25] et dans le chapitre V de [43] (définition qui est donc
trop forte).

Lemme 4.3.4. — Fizons des coordonnées R ~ OK [z1,...,2z4]). Soit f € K[z1,...,z4]
un quasi-logarithme. Alors pour 1 <1 <d, 52; € Ok [[zl, R [%]

Démonstration. — Soit QK ~ Spf(K[z1,...,z4]) le groupe formel fibre générique
du groupe formel {. Voyons f comme un morphlsme de schémas formels f : Q@K —
G envoyant la section unité de (®K sur celle de (G Soit Q§®K/K, resp. Qg/g , les
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formes différentielles sur (&K, resp. (. Le lemme équivaut alors & ce que la forme

différentielle f*dT € §é® KK vérifie
fraT € O, [1].
Soit (wy,...,wq) une base des formes différentielles invariantes sur . On a alors

— — ~

ﬁé/(}K =Rwi ® - @ Rwy C R[%]wl 69~~€9R[%]wd = Qé®K/K.

Considérons le morphisme de K-schémas formels

g: 00K x (&K — G,
Spf(K)

(z,y) — flz+y)—flz)— fy).
Notons

Spf(K)

la loi de groupe et pour ¢ = 1,2,

pr, : 0K x (RK — (K
Spf(K)

les deux projections. On a donc
g=fom—fopr, — fopr,.
L’invariance des formes w;, i = 1,...,d, se traduit en 1’égalité

m*w; = priw; + praw;.

Si
d
Fr T =" Nw;
i=1
avec \; € R[%] on a donc
gdT = Z [()\1 om — A;opry)priw; + (A; om — A; o pry) prZwi]

i

m

Yorxoor/x = Pi%em i © Pien i
Mais puisque g € (R®R) [%]7
T € D0, [3] = Oy, [2] @ RI2] & RI2] @ O, [2]

On en déduit que pour tout i, A\; o m — \; o pr; € (RRR) [%] i.e. la « fonction »
(z,y) — Xi(z +y) — Ai(z) est dans (R®R)[1]. Spécialisant en z = 0 on en déduit

que pour tout i, A\; € R[%] O
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Soit &K la fibre générique du groupe formel { comme K-groupe formel. Il y a un
isomorphisme

Homp(0®K,Ga) — (Lie@[2])* = wy[2]
f —  fr*dT.

1
™
vectoriel de l’espace des classes d’équivalence de quasi-logarithme est ’espace des

—

logarithmes, c’est a dire les f € R[] tels que A(f) = f® 1+ 1® f. La filtration
déduite sur les quasi-logarithmes est la filtration de Hodge.

Prenons maintenant un point de vue rigide analytique. On note G la fibre générique
de ¢ comme K-groupe rigide analytique. En tant qu’espace rigide analytique, G est
isomorphe & une boule ouverte de dimension dim (.

Le K-espace vectoriel wy[L1] se plonge donc dans Quasilog(())/ ~. Ce sous-espace

Définition 4.3.5. — On note QuasiHom (G, G='#) les morphisme f : G — G%'# d’espaces
analytiques rigides vérifiant f(0) = 0,

[f(z+y) = f(@) = F(H)lleo < +o0
ot f(z+y)— f(z)— f(y) : G x G — G5 et pour tout a € Ug,

1f(az) — af(z)[loc < +o00.

On note QuasiHom(G, G'#)/ ~ le quotient par le sous-groupe formé des f : G — G5®
tels que || f]loo < +o00.

Dans la définition précédente |||, désigne la norme supérieure sur J(G). Le groupe
formel (@K se retrouve & partir du groupe analytique rigide G comme étant Spf(agwo)
ot Ug,o désigne 'anneau local des germes de fonctions anaytiques rigides au voisinage
de 1’élément neutre de G. Tout morphisme d’espaces rigides f : G — Gflig tel que
f(0) = 0 définit donc naturellement un morphisme de schémas formels (@K — Ga.
On vérifie en utilisant le lemme 4.3.4 que ’application naturelle

QuasiHom(G, G1'8) — Quasilog({)

est un isomorphisme.

Soit I un idéal de définition de R, via un isomorphisme R ~ Ok[x1,...,z4] on
peut prendre I = (7, %1,...,Z,) (on considére le groupe formel {{ comme un groupe
formel sur Spf(Ck) et non Spec(Ck ), auquel cas on aurait pris I = (z1,...,2,)). On
a alors

CWy(R) = lim CWy(R/I™)
n>0

et donc

CWe(R) = {[yili<o | v € R, 3N, 3k, (> Ruy)F C I}
i<N
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Il y a un morphisme Og-linéaire ([25], IL.5 lorsque E = Q))
w:CWp(R) — R[2]
[yn]ngo — Z any‘in-
n>0

Soit maintenant a un idéal de O contenu dans son idéal maximal et tel que 7 € a.
Notons ¢, = { ® Ok /a d’algébre Ry = R/aR. On a alors

Homg (o, CWp)
= {[ynln<o € CWo(Ra) | [A(Yn)ln<o = [yn @ 1n<o+ [1 @ Ynln<o € CWo(R.®Ra)}

oit A : R — R®R désigne la comultiplication de notre groupe formel. D’aprés [25]
chap. IV, il y a une application Og-linéaire

Homg(Go, CWp) —  Quasilog(()/ ~

x — w(i)

ot & € CWp(R) est un relévement quelconque de z € CWp(R,). Notons kg le corps
résiduel de K que l'on suppose parfait et supposons fixé une section du morphisme
Ok /70 — ki (lorsque la valuation de K est discréte le relévement de Teichmiiller
fournit canoniquement une telle section). Soit (f, la réduction de { sur le corps
résiduel. Faisons ’hypothése suivante : 'identité de (f,. se reléve en une quasi-isogénie
(nécessairement unique)

p: QkK Ok OK/'/TOK — (}@(}K 0]{/71’0}(.

Par rigidité des quasi-isogénies, lorsque la valuation de K est discréte cette
hypothése est automatiquement vérifiée. Alors, toujours d’aprés [25] chap. IV, si
D = Homy((y,.,CWp) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale de , p et le
morphisme précédent induisent un isomorphisme

D @w,, (ki) K — Quasilog({)/ ~ .

Exemple 4.3.6. — Soit Z}l,h le C-module formel sur O de I’exemple 4.3.2. Une base de

ses quasi-logarithmes est
nh+1

T4
>

n>0

lorsque ¢ varie entre 0 et h — 1.

4.4. Description de B¥¢"="" en termes de C-modules -divisibles lorsque d < h

On va maintenant décrire géométriquement la structure d’espace de Banach sur
mé déduite de la bijection %, de la proposition 4.2.1. Soit { un C-module formel
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n-divisible sur F,. On note {(Cr) = Homg,. &, (SPf(Cr),§). Pour tout s > 0, si
as = {z € Op | v(z) > s}, soit

0s(Or) = ker (Q(0r) — 0(Or /as)).

On vérifie aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.4.1. — Le groupe ((Or) est un E-espace vectoriel. De plus, pour tout
s> 0, §s(Op) est un sous-Og-module m-adiquement complet de C(Or) qui définit une
structure d’espace de Banach sur Q(Op), c’est a dire est la boule unité d’une norme
de Banach sur ((Or). La topologie de Banach ainsi définie ne dépend pas du choiz de
s> 0.

Soit
G = (&0
la fibre générique du Spf(Cr )-schéma formel {&Cr comme F-espace analytique rigide.
Il s’agit d’un groupe analytique rigide sur F' tel que
G(Cr) = G(F).
Pour tout s > 0, s € v(F*), il y a un sous-groupe affinoide G5 C G, tel que
QS(OF) = GS(F)-

Aprés avoir fixé des coordonnées formelles sur , c’est a dire un isomorphisme
Spf(F,[z1,...,2za]) — ¢, on a
G ~ B¢,

la boule ouverte unité rigide analytique de dimension d = dim(() sur F et

Gy ~BY0,q7%)
la boule fermée de rayon ¢—° dans la boule ouverte. La multiplication par w, X7 :
G — G, vérifie alors que pour tout s > 0, on a un recouvrement admissible

e =¢

n>1
et pour s >t > 0, il existe n € N tel que

Tl'nGt C Gs.

Remarquons enfin que le foncteur () — §(C) de la catégorie des U-modules formels
m-divisibles sur Fq dans celle des E-espaces de Banach se factorise par la catégorie
C-modules formels 7m-divisibles & isogénies prés.

Considérons maintenant le module de Dieudonné contravariant de ¢,

D = Homg (G, CWp).

Notons F,V; : D — D son Frobenius et son Verschiebung. Il y a alors un isomorphisme
naturel

GOr) — Homy, & kv, ] (D, CWe(Cr)),
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ousias ={z €0p | v(x) > s}
GO0r) = hin ¢(Or/as)

s>0
CWp(Cr) = lim CW(Cr/as) = {[z:)i<o | zi € OF, liminf v(z;) > 0}.
s>0
Puisque § est formel, dans les formules précédentes on pourrait remplacer CWp

par CWg et en particulier CWy(OF) par

EI\/VQ(OF) = {[l‘i]igo | x; € mp, hm_lnf ’U(ZL‘l) > 0}

Proposition 4.4.2. — L’application de réduction BWp(Op) — CWp(Or) induit un
isomorphisme de Og-modules

Homy, & yir v, (D, BWp(Cr)) — Homy, & )(rv.] (D,CWp(0OF)).

Démonstration. — Puisque F' est bijectif sur BWy(Or) et CWp(OF) on a pour * €
{BWe(Cr), CWe(Or)},
Homyy, i) py (D %) = Homy, gy (D %)
La suite exacte
0 — Wp(Or) — BWp(Or) — CWp(0r) — 0

induit une suite exacte

0 — Homyy, 5 (D, Wo(Or)) — Homy, 7 (D, BWu(Op)) —
— HomWO(Fq)(D,CWg(Op)) — 0.

Pour € {Wy(Cr), BWe(Or), CWe(Or)}, le Wp(Fg)-module Homy, & (D, *) est muni
d’un opérateur o~ !-lindaire 1) en posant 1)(u) = F~louoF. La suite exacte précédente
est une suite exacte de Wy(IF,)-modules munis d’un tel opérateur. En prenant les
invariants sous un tel opérateur elle induit donc une suite exacte
0 — Homy, & y(p (D; We(Or)) — Homy, & i) (D, BWy(OF)) —
— Homy, & (7 (D, CWp(0F)) — A,
ou
A= coker(HomWO(?q)(D, Wo(Or)) Iy, HomWO(E)(D, We(Or))).
Puisque F est topologiquement nilpotent sur D et bijectif sur Wp(Cr),
Homy, & y(p (D; We(Or)) = 0.

La nilpotence topologique de F' sur D implique également que ’opérateur 1 agissant
sur le Wp(Op)-module libre Homy, & (D, Wp(Or)) est m-adiquement topologiquement
nilpotent. On en déduit que Id — % est bijectif et donc A = 0. O
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Remarque 4.4.3. — Par définition, BW3(Or) = lim CWpy(Or) ou les applications de

neN
transition sont données par V. : CWp(Op) — CWp(OF). Soit n > 0 tel que F"D C

V,D. Posons v = V-1 F™ 'endomorphisme associé de D. Alors, si u : D — CWp(Cr)
commute & F' et V., 'unique relévement donné par la proposition précédente est
(F™"ouov")y>0: D — lim CWp(0Op).
neN
De la proposition précédente, du théoréme de Dieudonné-Manin et du point (1) de
la proposition 4.2.1 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.4. — Il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels
G0r) — Homy, & yirv,) (D[], BWe(Cr)) = Homy, & yry (D[z],BY),

ol D[%] est le O-module de Dieudonné rationnel contravariant de (.
Soient 1 <d< h et

Can = ker (CWy Y%, owy),

le 0-module formel de la section 4.3.2. Soit e : 4 ;, — C'Wp le générateur canonique de
son module de Dieudonné, c’est a dire le plongement canonique. Soit (zg,...,Z4—1)
les coordonnées formelles sur {5 5 de la section 4.3.2, c’est a dire I'isomorphisme

Spf(Fq[[(L'o, ce ,.I‘d_l]]) L> g/d,h
tel que composé avec e : §yp, — CWp ce soit

(h—d) a(i)(h—d)
[...,2d y g1y, L] = [wg(i) ]i§0 € CWy(k[zo,-..,xa-1]),

ot —i = a(i)d + b(7) est la division euclidienne de —i par d. Ce choix de coordonnées
formelles induit une bijection

mi = Can(Cr).

De plus,
+ ~ Fye=m?
Homyy, v, (D, BY)  —  (B7)
u +—  u(e).
Proposition 4.4.5. — Soit Fan la loi de groupe formel associée & Qg et au choix

précédent de coordonnées formelles. Via ces choix, lisomorphisme de E-espaces
vectoriels W
(md, +) = (BY)
Sd,n
est donné par

-1
5.

d
(o, T4g—1) — Wf(dfl).,fd,h(xg_l o xd xg),

ot Ly, est Uapplication de la proposition 4.2.1.
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Démonstration. — La bijection
md = OWp(Op)? ="
est donnée par
G S iy —n(h—d)
(20, s @) — 3 Valagy =23 Vit [a! J-
i<0 i=0 n<0

La bijection
mé 2 BWp(0p)?" ="

associe donc a (zg,...,Z4—1)
iy (h—d) “! (h—d)—(nd—i)
nd—i[,q """ _ g T HTIneTY Yy nd—i
E:E:Vﬁ [xz ] = E:E:[mz ]W
1=0 n€Z =0 n€Z
d-1 .
_ ¢ "M nd—
1=0 neZ
Le résultat s’en déduit. O

On a défini sur le E-espace vectoriel (g ,(Or) une structure d’espace de Banach

(prop. 4.4.1). De plus (cf. section 4.1.2) B®"="" est un sous-espace de Banach
de l'espace de Fréchet B. Utilisant la formule explicite fournie par la proposition
précédente on vérifie facilement la proposition qui suit.

Proposition 4.4.6. — L’isomorphisme précédent (yn(Cr) —— B9"="" cst un
homéomorphisme d’espaces de Banach.

On a donc obtenu une interprétation géométrique de I’espace de Banach Be" =",

Exemple 4.4.7. — Supposons EE = Q, et d = h = 1. Soit la loi de groupe formel 3

sur Zj, de logarithme > ., % et § sa réduction sur IF,,. Il y a un isomorphisme de

FE-espaces de Banach

Z:(mrt) (B

r — Z [:cpfn]p".
nez
Soit }
E =exp (Z %) € Zp[T]
n>0

Iexponentielle d’Artin-Hasse. Elle induit un isomorphisme de lois de groupe formel

E:5 G,
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On en déduit que 'on a un diagramme commutatif d’isomorphismes d’espaces de
Banach

(mr. 1)
&£
E|~ (B+)*=*
_log([—])
(1+mp, x).

4.5. Lien avec I’application des périodes d’un groupe p-divisible

4.5.1. Un résultat de relevement. — Soit A une Og-algébre m-adique et ¢ un C-module
formel m-divisible sur A.

Définition 4.5.1. — Si B est une A-algébre adique pour un idéal contenant 7, posant
¢(B) := Homgps4)(Spf(B),)), on note

X()(B) = {(zn)nez | zn € §(B) et mTpy1 = T}

Remarquons que X (¢)(B) est un E-espace vectoriel ne dépendant que de la classe
d’isogénie de §.

Proposition 4.5.2. — Soit B une A-algébre J-adique avec (w) C J. Soit I C J un
idéal de B fermé pour la topologie J-adique. Munissons B de la topologie J-adique et
B/I de la topologie J/I-adique. L’application de réduction modulo I induit alors un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(@)(B) — X(@)(B/I).
Démonstration. — On a
UB) = lim ((B/JY)
k>1

UB/T) > lim GB/I+TY),

E>1
qui induisent donc des bijections
X@)(B) — lim X(@)(B/J")
E>1
X@)(B/I) —~ lm X(@)(B/I+J").
E>1
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Quitte & remplacer B par B/J*, I par I + J*/J* et ¢ par ( ® B/J* pour un k > 1
on peut donc supposer qu’il existe un entier k tel J¥ = 0. On a donc en particulier
I¥ = 0 et 7% B = 0. L’application de réduction
¢B) — Q(B/I)
se dévisse en
¢(B) =¢(B/I") — G(B/I"") — Q(B/I"?) — -+ — ((B/I?) — ((B/I).
Pour un indice I compris entre 1 et k, puisque 7B = 0 et donc 7*Lie( = 0,
ker (((B/I') — ¢(B/I'™1))
est annulé par 7°. On en déduit que
ker (((B) — G(B/I))
est annulé par 7% .
Soit maintenant

2 = (@n)nez € ker (X(@)(B) — X(§)(B/1)).

k

On a donc pour tout n, 7 2ZL’n = Zpyp2 = 0. Cela étant vrai pour tout n, x = 0.

L’application de réduction

X(@)(B) — X(¢)(B/1)
est donc injective.
Soit maintenant (z,)necz € X (¢)(B/I) et pour tout n, &, € {(B) un relévement
quelconque de x,,. D’aprés le résultat précédent, pour tout n la suite
(Wm-%n+m)m20

est constante pour m > 0. On vérifie alors facilement que I'application
(xn)nGZ — lim 71Jni"n+m
m——+o0o

induit un inverse a ’application de réduction modulo I. O

4.5.2. Interprétation de I'isomorphisme (4 (Op) —— B¢"="" en termes de quasi-

logarithmes. — Soit maintenant ¢/ un O-module formel n-divisible sur Wy, (F,). On
note (}]Fq sa réduction sur le corps résiduel. Munissons Wy, (Cr) de la topologie faible
(cf. sec. 1.4.3). D’aprés la proposition 4.5.2 Papplication de réduction modulo 7 induit
une bijection

X(Q)(Wey (Cr)) = X (G, ) (Cr):
De plus,
X(G)Cr) = G (Cr)
(mn)neZ — To.

On dispose donc d’un isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(§)(We, (Cr)) — G5, (OF).
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Soit G = (*¢ 1a fibre générique de { comme Wpy(F,)g-groupe rigide analytique. Soit
I'(G,0¢) = Hom(G, Ab"%9). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
domaines affinoides de G c’est un E-espace de Fréchet. De plus, I’espace vectoriel
(¢, 0p)[L] = Hom((,G,)[L], les fonctions rigides analytiques bornées, est dense
dans cet espace de Fréchet. Si « € (Wp(COr)) il y a une application d’évaluation

Hom((, @a)[%] — Bt

fo— f).

Lemme 4.5.3. — Pour x € {(Wp(OF)), Uapplication d’évaluation précédente s’étend
en une unique application continue entre espaces de Fréchet

Hom(G,GY¢) — B*
fo— f).
Démonstration. — Pour r > 0 notons w, la valuation de Gauss qui est la borne

inférieure de la valuation d’une fonction rigide analytique sur la boule de rayon
q~" dans lespace rigide G. On vérifie par un calcul en coordonnées que pour

feT@,0c) 5],
Ve (f () 2 W, (2)(f)- O
On peut donc définir pour f € Quasilog(() = QuasiHom(G, G:#) (cf. section 4.3.3)
et z € Wp(Or), f(z) € BT. Concrétement, si (Ti,...,Ty) est un systéme de
coordonnées formelles sur §, f = Y cnaaaTy’ ... Ty et © = (x1,...,24) €
G(Wo(Or)) € We(OF)?,
f(z) = Z aqxit ..y

aeNd
dans Bt ou

C(Wo(Cr)) = {(z1,...,24) € Wo(0r)? | Vi, 2; mod 7 € mp}
puisque pour la topologie faible

Wp(0p)°° = {z € Wp(Or) | © mod 7 € mp}.

Lemme 4.5.4. — Soit f : G — GU8 un quasi-morphisme. Il existe alors A € R tel que
pour tout m €N, ||7™f — fon™ |0 < A.

Démonstration. — 1l suffit d’écrire

7™ f = fon™ oo < sup{flm(n™ f — fom™)|loo, [(mf — fom) 0 m™[|oc}

pour en déduire par récurrence sur m que
7™ f = fom™|loo < [Imf = f o7 O

Lemme 4.5.5. — Soit (zp)nez € X(Q)(Wo(Cr)) et f € QuasiHom(G,GM8). Les
propriétés suivantes sont vérifiées :

1. La suite (7™ f(zy))nez est convergente dans BT .
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2. Si f est borné, liIE 7" f(z,) = 0.

[e.e]

3. Siy est un autre élément de X (0)(Wyp(COr)) alors
lim '/Tnf(xn + yn) = lim 7"f(z,)+ lim 7" f(yn).
n—-+o00 n—-+o00o n—-+o0o

Démonstration. — Soit 7 > 0. On reprend les notations de la démonstration du
lemme 4.5.3. Pour n,m > 0,

”r(ﬂ'nerf(mn-&-m) — " f(z,)) nr + v (1" f(Tnim) — f(2n))
nr + We, (@) (T f = fom™)

nr+ inf w. (7™ f — fon™).
r’>0

(AVARLY,

Puisque f est un quasi-morphisme, d’aprés le lemme 4.5.4 il existe une constante A
indépendante de m telle que inf, g w (7™ f — f o ™) > A. On en déduit ausstodt
que la suite (7" f(z,,))n>0 est de Cauchy dans BT, d’ou le point (1). Le point (2) est
immédiat et le point (3) ne pose pas de probléme. O

Du lemme précédent on déduit que ’on dispose d’un morphisme de FE-espaces
vectoriels

X)) Wo(Cr)) — Hom(QuasiHom(G,G‘;g)/ N,B+)

(Tn)nez +— [f = ngg_looﬂ'nf(l‘n)]

Soit
D = Homg(%q, CWp)

le module de Dieudonné contravariant de %,,' Rappelons (cf. fin de la section 4.3.3)
qu’il y a un isomorphisme

D[%] = QuasiLog(()/ ~ .
On a de plus vu qu’on a un isomorphisme canonique
X(@(WelCr)) = G, (Cp).
On obtient donc un morphisme
0z, (Op) — Homg (D[], BT).

Proposition 4.5.6. — Le morphisme (z (Op) — Hompg(D[1],BT) construit via les
quasi-logarithmes de { coincide avec le morphisme du corollaire 4.4.4.

Démonstration. — Soit § = Spf(R) et 5 = Spf(R/mR). Si
9= [gn]nSO € HOm@(g/k, CWO) C CWO(R/WR)7

on note pour tout n, g, € R un relévement quelconque de g, dans l’idéal
d’augmentation de R et

> g " € TG, o)

n<0
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le quasi-logarithme associé. Remarquons que la série précédente est convergente pour
la topologie de Fréchet de I'(G,0g). Pour tout = € Q(Wp(Cr)), I'évaluation du quasi-
logarithme précédent sur x vaut donc dans B+

> Ga@)

n<0
Si z = (zn)nez € X(Q)(Wp(Or)) il lui correspond lapplication qui au quasi-
logarithme précédent associe

Jlim ST g ()

n<0
Commengons par vérifier que cette application D[%] — BT commute au Frobenius.
Du point de vue des classes d’équivalence de quasi-logarithmes, ’action du Frobenius
sur le module de Dieudonné est donnée par
~qg " ~py—nt1l
dmal = ) g
n<0 n<0

Il s’agit donc de montrer que

—_-n —_-n
n+m

lim ™ ©(Gn(zm)) ¢ = lim 0
m— 400
n<0 n<0

Or on a dans Wy(COF)

<p(’g\n(mm)) = gn(zm)? mod T = w(ﬁn(xm))q = (’g\n(:cm)q)q mod 7" t!
et donc
Zw"*m @ (Gn(zm)) Zﬂ'"“” Gn(Tm)? )q_n e 7" Wp(0r)
n<0 n<0

qui tend vers 0 lorsque m tend vers 'infini. On a donc montré que notre morphisme
commute au Frobenius.

Puisque le morphisme de Frobenius du module de Dieudonné D est m-adiquement
topologiquement nilpotent, deux morphismes de D & valeurs dans BT compatibles aux
Frobenius coincident si et seulement si leur différence est & valeurs dans Wg, (Or). A
(Tn)nez € X(Q)(Wp(OF)) est associé Tg := o mod 7 dans %q (Or). Pour montrer la
proposition il suffit donc de montrer que

> VP gn(@o)] = lLim > a"T G ()" € Wo(CF).

m——+o0
n<0 n<0

> Vrgn@o)] = > 7 [gn(@o) "]

n<0 n<0
Puisque [gn]n<o est un morphisme de (5 & valeurs dans CWp il commute & Paction
- q

de n™. Ecrivant 7™ = V' F™ comme endomorphisme de CWp, et utilisant le fait que
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7™ x,, = xg on obtient que lorsque n <0, m>0etn+m <0on a
§n(:ﬂm)qm = Gnim(wo) mod 7
[g,H_m(EO)] mod 7.

On a donc sous les conditions précédentes

. —n L —(ntm) —(ntm
gn(zm)? = [gn_,_m(:co)q ] mod 7~ (PHm+L

Ecrivons pour m > 0

an+m (Tm)? Z 7" G () ? Ty Z "t G ( xm)qfn.

n<0 m+n<0 —m<n<0

Le second terme est dans Wy(Or). De plus, d’aprés la congruence établie précédemment
Do T Ga(en)” " = D] Vi [9a(T0)] € WolCr).
m+n<0 n<0

Puisque Wy(0OF) est fermé dans BT on en déduit le résultat en passant a la limite

sur m. O
Exemple 4.5.7. — Soit (Tp,...,Ty—1) un systéme de coordonnées formelles sur { et §
la loi de groupe formel associée. Soit f € E[Ty,...,Ty—1] un logarithme. Si (y,)nez €

X (©)(Wo(Cr)), 7 f (yn) = f(yo). Le morphisme défini par f,
(m%‘7 _|g_) — B+

est donc donné par

(o, vzar) — F( tim mls([al7), . [2]))

n—-+4o00
=t (o), [250L)),
ott [m"g(z{"”,. .., 2")) = (zo, ..., za_1) € mE.

Exemple 4.5.8. — Soit %l,h la loi de groupe formel de l'exemple 4.3.2 de réduction

h

kh
§1,, modulo 7. Soit f(T) = Zk>OT;—k son logarithme. On a [7]z,, = T7.
L’isomorphisme associé
h_
(mp, +) = (BT)* 7"
S1,n
est donc donné par

' quh—n

ro i ) = S
Zl:quh]
kEZ o

On retrouve donc bien la formule donnée par la proposition 4.4.5 lorsque d =
On peut vérifier plus généralement en utilisant les formules données par la
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proposition 4.3.1 que 'on retrouve bien la formule de la proposition 4.4.5 lorsque d
est quelconque.

4.5.3. Application des périodes. — On suppose F algébriquement clos. Soit C|E un
corps valué complet algébriquement clos muni d’une identification C* = F (cela ne
signifie rien de plus que C = Cy, pour un y € |Yr|, cf. 2.3). Soit {’ un O-module formel
w-divisible sur O¢. Notons §, sa réduction sur le corps résiduel k de Oc. On suppose
fixée une section de la projection Oc/pCc — k et on voit donc k& comme plongé dans
Oc /p0c. Remarquons que cela induit également un plongement k¥ C Op. Nous ferons
I’hypothése suivante : il existe une quasi-isogénie

p: G @k Cc/pCc — § ®¢. Oc/p0c

relevant 'identité de (, aprés réduction via O¢/p0c — k. Une telle quasi-isogénie est
alors unique. Cette hypothése est équivalente & demander I'existence un idéal a dans
m¢ contenant p(c et un isomorphisme

pa : O @k Oc/a — ( ®p, Oc/a

déformant lidentité de (). En effet, étant donnée une quasi-isogénie p comme
précédemment, pour un idéal a suffisemment grand dans mg contenant pCc, la
réduction modulo a de p est un isomorphisme. Réciproquement, utilisant la rigidité
des quasi-isogénies, un isomorphisme p, induit une quasi-isogénie p. Cette hypothése
est par exemple vérifiée s’il existe un sous-corps valué complet de valuation discréte
K de C, tel que ¢ provienne par extension des scalaires d’un groupe p-divisible sur
Ox a COc.

Considérons maintenant
X(8)(Cc),

un E-espace vectoriel. Si G = (& ~ B4 est la fibre générique de {0 comme espace
analytique rigide en groupes, il s’agit de la limite projective des C-points du systéme
projectif de boules ouvertes

X X X
G G

L’espace vectoriel X (¢)(Cc) ne dépend ainsi que du groupe rigide analytique G. On
a donc X(0)(Cc) = X(G)(C) ou

X(G)(C) = {(xn)nEZ | Tn € G(C)7 TLp41 = xn}
Proposition 4.5.9. — Posons pour r € |0, +00],
X(6)r(Oc) = {(zn)nez € X(©)(Cc) | zo € ker (§(Cc) — ¢(Cc/ar))},

ot a, = {y € Oc | v(z) > r}. Clest un sous-Og-module w-adiquement complet
du E-espace vectoriel X (0)(C) définissant une structure d’espace de Banach sur
X (©)(C). La topologie de Banach ainsi définie ne dépend pas du choiz d’un tel r.
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Si G, C G désigne le sous-groupe analytique rigide affinoide tel que G,(Cc) =
ker (((Cc) — C(Cc/a.)), aprés choix d’un systéme de coordonnées formelles sur (,
G, s’identifie & la boule fermée de rayon ¢~" dans G ~ BY. Le morphisme d’espaces
rigides G =5 G est étale fini, c’est un revétement galoisien de groupe {[r](C¢). Notons

pour tout n € Z, 7"G, C G I'image réciproque de G, par le morphisme G LLINNTE
si n < 0 et 'image par le morphisme G X, G de G, si n > 0. C’est un sous-groupe
affinoide de G. Alors, le réseau X (), (Oc) de X(0)(Cc) = X(G)(C) s’identifie a la
limite projective des C-points du systéme projectif de groupes analytiques rigides
affinoides

X X X — X
LS g, ™G, G,

)

ol les morphismes de transition sont des revétements galoisiens de groupe {[7]|(C¢).
Soit
log : G — LieG ® G5®

le logarithme de {. C’est un revétement étale au sens de de Jong (|[41]) « galoisien
de groupe le groupe discret G[r*°](0c) ». En restriction au sous-groupe affinoide
G, log|G : G, — log(G,) est un revétement étale galoisien fini de groupe
G, N G[ﬂ'og](C). En particulier, si 1o = inf{r | G, N G[r] = 0}, en restriction a la
boule ouverte U'r>r0 G, log est un isomorphisme sur son image, d’inverse donné
par l’exponentielle du groupe formel (dont le plus grand domaine de convergence
est justement |J log(G,)). Le logarithme définit un morphisme de E-espaces
vectoriels

log: X(G)(C) — LieG:LieQ[%]
(Tn)nez +— log(zo)

de noyau le module de Tate rationnel de ,

Va(@) = {(zn)nez | Tn € C(0c), TTpt1 = Tpn, T, =0 pour n K 0}.
On a donc une suite exacte d’espaces de Banach

0 — Vi (@) — X(G)(C) -5 LieG — 0,
ot V(€) est un E-espace vectoriel de dimension finie et Lie G un C-espace vectoriel
de dimension finie. Une fois de plus, cette suite exacte ne dépend que du groupe rigide
analytique G.
De la proposition 4.5.2 on déduit que pour tout idéal non nul a C m¢, application
de réduction modulo a

X(@)(Oo) — X(©)(Cc/a)

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels d’inverse donné par
1i ko~

(Yn)nez > 1M T Yntk )

k—4o00 nez

ou g, € C(0c) est un relévement quelconque de y,.
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Choisissons a tel que 70¢c C a et la réduction modulo a de p,

pa Gk ®0c/a — Q&0c/a

soit un isomorphisme. Composant ’isomorphisme précédent avec p;l on obtient un
isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels

X(©)(Cc) = X(Gr)(Cc/a).-

Considérons maintenant le systéme projectif des (g,gq_”))nzo avec comme morphismes
de transition le morphisme de Frobenius :

) D S ! D

La limite projective des Oc /a-points du systéme projectif précédent est canoniquement

Gr((Cofa)) = tim ¢F ) (Cc/a).

N

Remarquons maintenant qu’il y a un morphisme de systémes projectif

Lk
g/k F

-1 F F -ny F
Q}Eq ) Q}gq )

Lemme 4.5.10. — Le morphisme de systémes projectifs précédents induit un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

lim Ge(Co/a) = lim 77 (Co/a) = Gul(Co/a)):

N, xm N,F
Démonstration. — Cela résulte de ce que { étant formel, pour n grand on peut écrire
F™ = u oul u est une isogénie. O

Puisqu’on a des identifications canoniques O = (%, = (Cc/a)’ on a donc défini un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) = X(6)(Cc) — Gr(Cr)-

Rappelons (section 4.4) que 'on a défini une structure d’espace de Banach sur le
E-espace vectoriel ((Or). On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.5.11. — L’isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(@)(Oc) — Ge(Or)

est un homéomorphisme d’espaces de Banach.
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1
précédents on déduit donc que l'on a des isomorphismes d’espaces de Banach

~ ~ h_qd\®m
X(Q)@C) B %(OF) B HomWO(k)Q[F,VW](DI:%]?B+) = @ (Bw ) Aa

A€Qn(o,1]
xz%, (d,h)=1

Soit D[ ] le module de Dieudonné contravariant rationnel de (. Des résultats

ot my est la multiplicité de la pente A dans la décomposition de Dieudonné-Manin
de (D[L], F). A Yidentification (7, = Op est associée un morphisme

0 : Wo(Or) — Oc
qui s’étend en
§:BT —C.
On peut alors interpréter géométriquement le morphisme composé
~ ~ 6.
X(§)(Ce) = Gr(OF) — Homyy,(k)(mv,) (D[ 7], BT) = Homuwy, 1, (D[ 1], C)-
Plus précisément, on dispose du lemme suivant analogue du lemme 4.5.5.
Lemme 4.5.12. — Si f € QuasiHom(G,GM8) et (zn)nez € X(G)(C), la suite

(7" f(zn))n>0 est convergente dans C. Cela définit un morphisme de E-espaces
vectoriels

X(G)(C) — Homc (QuasiHom(G,GH8)/ ~,C)

La proposition qui suit donne l’interprétation géométrique annoncée dont la
démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 4.5.13. — Via [’identification D[ﬂ ® C = QuasiHom(G,G5®), le
morphisme composé
~ ~ 0.
X(G)(C) = Gi(Cr) = Homyy, oy rv,)(D[7], BY) = Homw,u),(D[7],C)
= Hom¢(D[2]®C,0)

coincide avec le morphisme (zp,)n — liril 7" f(z,) du lemme précédent.
n—-—+oo

Des résultats précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.5.14. — Soit Dc = D ®w,x) C. Si l'on note Fil Dy, la filtration de
Hodge du dual de D¢ et

Fil Homyy, () (r (D[ 2], BY) = 671 (Fil DY),

1
™

il y a un isomorphisme de suites exactes d’espaces de Banach

0 Vo (0) X(G)(C) — . LieG———0

| I |-

. O 1w e
0 — FilHomyy, k) (D[ 2], BT) — Homyy, ), (D[ 2], BT) — Dg/FilDg — 0.

™ s
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Exemple 4.5.15. — Soit &’h le C-module 7-divisible sur Og de l’exemple 4.3.2. Si
C =E, F = C", la suite exacte

0— VW@,h) — X(@,h) — Liet(jq,h[%] ®C —0
s’identifie & la suite exacte

0 — ker( ) — (B+)<Ph:7r 2,0 —o.

9|BWh=ﬂ'

h__
Les morphismes 6,0 0 @,...,0 0 "1 : (BJF)</J =" — C sont donnés par les quasi-

logarithmes de Z}l,h, 0 correspondant au logarithme.

4.6. Espaces vectoriels formels et spectraux
Dans cette section on va encore plus loin dans l'interprétation géométrique des

espaces de Banach des sections précédentes.

4.6.1. E-espaces vectoriels formels

4.6.1.1. Définition. — Soit R une (g-algébre anneau I-adique pour un idéal I
contenant 7. Considérons le Spf(R)-schéma formel

Ad = Spf(R[[xl’ o '7-'1;dﬂ)7

ou R[zi1,...,z4] est muni de la topologie I + (z1,...,z4)-adique. Comme faisceau
fppf sur Spf(R), pour un Spf(R)-schéma U,

AYU) = {(z1,...,2q4) € T(U,Cy)? | Vi, z; est nilpotent}.
Soit
o A4 — A
défini par a*z; = 2¥. Considérons le systéme projectif
Ad & Qd X R

Sa limite projective o/ﬁg comme faisceau fppf sur Spf(R) est représentée par le schéma
formel qui est le spectre formel de I’anneau

( U R[[x’fin, .. ,xsinﬂ)/\,

n>0
ot la complétion est pour la topologie I + (x1,...,zq)-adique. Concrétement,
( U R[z} ... 2% ]])

n>0

= { Z aqxyt ... x2q? [VA>0, VkeN, {a] |a] < A, aa¢Ik}estﬁni}.

aGN[%]d
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En particulier, si la topologie de R est la topologie discréte il s’agit des séries

formelles & exposants fractionnaires dans N[%] a support localement fini dans Ri.
Nous adopterons la notation suivante.

Définition 4.6.1. — Si R est un anneau adique nous noterons
R{{aV ", ..2f T} = ( U Rt ... 2 ]])
n>0

Définition 4.6.2. — Un E-espace vectoriel formel de dimension d sur Spf(R) est

un Spf(R)-schéma formel en FE-espaces vectoriels isomorphe & ﬂl‘% en tant que
Spf(R)-schéma formel pointé.

4.6.2. E-espace vectoriel formel associé a un J-module formel r-divisible en caractéri-
stique positive. — Soit R une (g-algébre adique.

Définition 4.6.3. — Soit { un O-module formel w-divisible sur R. On note X ({) le
faisceau fppf

ol les applications de transition sont {} =~ (.

Supposons maintenant R annulé par 7. Alors, 0%1‘% = lim A? ot les applications
N
de transition sont données par le Frobenius relatif de A%/Spf(R). Si de plus R est
parfait alors

R{{z1,...,z4}} = (R[z1,... ,xd]]perf)

Proposition 4.6.4. — Supposons R parfait. Soit ¢ un O-module formel w-divisible.

1. X(Q) est un E-espace vectoriel formel
2. Comme foncteurs

R-algébres adiques — E-espaces vectoriels
il y a un isomorphisme canonique
~ b
X(@)— Qo (=),
ot

(—)b : R-algébres adiques —— R-algébre topologiques
A +— lim A
N, Frob,
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Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme 4.5.10, il y a un morphisme de
systémes projectifs

g X 9 X . X gk X

v v

F -1y F F -ny F
0 g/(q ) Q(q ) .
qui induit un isomorphisme
lim ¢ =5 lim QU4 "), O
neN,xmT neN,F

Bien str, si A est une R-algébre adique parfaite
X(©)(A) = ¢(A%) = ¢(A).

4.6.3. Relevement canonique en caractéristique 0. — Toute F,-algébre parfaite A
posséde un unique relévement en une Og-algébre m-adique sans m-torsion, Wy, (4).
Si de plus A est I-adique alors Wy(A) est adique relativement a I'idéal (7) + ([a])qer-
Cela définit un plongement de catégories

Wy : Fg-algeébres adiques parfaites < Cg-algébres adiques sans 7-torsion.

Lemme 4.6.5. — Soit R une Fy-algébre adique parfaite et Wy(R) la Og-algébre adique
associée. Le morphisme de Wp(R)-algébres

U Wt "o T — WolB({af et )
n>0

s’étend en un isomorphisme de Wp(R)-algébres adiques
Wo(R){{af —..oaf 1} Wo(R{{a} ,....0f 1)),

Démonstration. — Le morphisme est continu et s’étend donc aux complétés. Les deux
algébres sont m-adiques sans w-torsion de réduction modulo 7 des algébres parfaites.
11 suffit donc de vérifier que le morphisme annoncé induit un isomorphisme modulo 7.

O

De ce lemme on déduit que, si R est une Fg-algébre adique parfaite et € =
Spf(A) est un E-espace vectoriel formel sur Spf(R), alors Spf(Wy(A)) est un E-espace
vectoriel formel sur Spf(Wp(R)).

Définition 4.6.6. — Soit R une F;-algébre adique parfaite et & un E-espace vectoriel
formel sur Spf(R). On note & le E-espace vectoriel formel sur Spf(Wp(R)) égal a
Spf(Wp(A)) que l'on appelle le relévement canonique de & = Spf(A).

Proposition 4.6.7. — Soit R une Fy-algébre adique parfaite et & un E-espace vectoriel
formel sur R.
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1. Comme foncteurs
Wy (R)-algebres adiques — E-espaces vectoriels,
il y a un isomorphisme
€~ o (- Qwyr) R).
2. Comme foncteurs
R-algébres adiques — E-espaces vectoriels
il y a un isomorphisme
¢~ Eo W,
ol
Wp : R-algébres adiques — Wy (R)-algebres adiques.
Démonstration. — Cela résulte de la propriété d’adjonction de la proposition 2.1.7

(tout du moins une version améliorée de cette proposition pour des anneaux
topologiques). O

Par exemple, si ( est un (-module formel w-divisible sur R et X () désigne le
relévement canonique de X (0),

X(@) = X(@) o (— Owym B) = ¢o (=) o (= Owym R) = o (=),
)

b

I'isomorphisme (—)" o (— ®W,(R) R) (—)" résultant de la proposition 2.1.7.

4.6.4. Espace vectoriel formel associé a un O-module formel 7-divisible en inégales
caractéristiques

Proposition 4.6.8. — Soit R une Og-algébre adique et § un O-module formel 7-divisible
sur R. Supposons qu’il existe une IFy-algébre adique parfaite A munie d’un morphisme
A — R/7R ainsi qu’un O-module formel w-divisible S/ sur A et une quasi-isogénie

p:H®aR/TR — C Qg R/mR.

Alors :

1. X(Q) est un E-espace vectoriel formel.
2. Soit Wp(A) — R le relévement canonique du morphisme A — R/wR. La quasi-
isogénie p induit un isomorphisme

X(#@waR - X(©),
ot X (SH) désigne le relevement canonique de X (SH).

Démonstration. — 1l suffit de montrer le point (2). La proposition 4.5.2 se traduit en
disant qu’il y a un isomorphisme de foncteurs sur les R-algébres adiques

X(¢) — X(§) o (- ®r R/7R).
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Maintenant, si B est une R-algébre adique, il y a une suite d’isomorphismes fonctoriels
en B

xX@mB  — X(O)(B/7B)
2O X(@)(B/nB)
=~ X(SH)(B).
On en déduit facilement la proposition. U
Corollaire 4.6.9. — Soit K|E un corps valué complet de corps résiduel ki parfait. Soit
¢ un O-module formel m-divisible sur Ok de fibre spéciale i, sur le corps résiduel.

Fizons une section de la projection Ok /m0x — ki . Supposons que Uidentité de Cy,,
se reléve en une quasi-isogénie (nécessairement unique)

p i Crp ®ry Ok 10k — ( ®p,. O /70K .

Il y a alors un isomorphisme

X(§) ~ X(%K)®Wg(kK)0K'

En particulier, ’espace vectoriel formel X (¢) ne dépend que de la fibre spéciale de .

Exemple 4.6.10. — Considérons le cas de @m sur Z,. Soit le systéme inductif
(Zp[Ui])ien o0 U; — (1 + Uj41)P — 1. Il y a alors un isomorphisme

" — (Uzlvid)
i>0
™" - kErfOOUg+k

ou la complétion est pour la topologie (p,Up)-adique. La loi de Qp-espace vectoriel

~

formel associée au systéme de coordonnées précédent sur X (G,,),
A Z,{{T% "} = Z,{{X? ", Y" "}},

est alors donnée par

ATP )= D aapXer YT,
a,BGN[%]ﬂ[O,l]
a+p>1
ou
pTL
e l. 5
ot = oo \pn(1 = @), pn(1 - B), p(a + B — 1>>

un entier p-adique qui lorsque p # 2 et @ # 1 ou bien 8 # 1 est de valuation
1 — inf{vy(a),vp(B), vp(a + B)}.
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4.6.5. Espaces spectraux. — Etant donné un systéme projectif d’espaces rigides
analytiques (X,,),>0 dont les morphismes de transition sont finis et surjectifs, en
général 'espace lim X,, n’a pas de sens dans le contexte de la géométrie analytique

neN
rigide de Tate. Dans cette section on donne un sens & ces objets lorsque chacun des

X, est un espace rigide réduit quasi-Stein, le point étant qu’un espace rigide réduit
quasi-Stein X est complétement déterminé par 1’algébre de Fréchet I'(X,0x) munie
de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts.
On adopte pour cela le point de vue de Berkovich concernant la géométrie analytique
p-adique ([6]).

4.6.5.1. Généralités. — On fixe K|Q, un corps valué complet pour une valuation a
valeurs dans R étendant la valuation p-adique.

Définition 4.6.11. — Soit ¢/ une K-algébre topologique.

1. On note
M(HA)
lensemble des valuations v : ¢Z — R U {400} continues étendant la valuation
de K.

2. Siz € M(A) et f € Z on notera v(f(z)) := x(f) et |f(z)| := p~?F@),
3. SiQ C M(cHA) et f € o/ on note

[flle = sup{|f(z)| | z € Q}.

4. Un sous-ensemble Q C oM (/) est dit borné s’il existe un voisinage U de 0 dans
oA tel que sup{|f(z)|| f €U, = € Q} < +oo.

Dire que les valuations que I'on considére sont continues est équivalent & dire que
pour tout z € M(c#), ensemble {z} est borné. Bien sir, si Q C oM(c#) est borné
la quantité || f||q est finie. Cela définit alors une semi-norme sous-multiplicative

- lle: c# — Ry

vérifiant de plus pour tout entier positif n, || f™|lq = || f|lq. Remarquons quune union
finie d’ensembles bornés est bornée et que bien siir, 27 C Q5 avec 25 borné implique
que €27 l'est également.

Définition 4.6.12. — Une K-algébre spectrale est une K-algébre topologique ¢# telle
que oM () soit union dénombrable d’ensembles bornés, la topologie de ¢/ soit la
topologie définie par la famille de semi-normes (|| - ||q)q Borne €t ¢# soit séparée
compléte.

Nous adopterons la définition suivante concernant la topologie de (7).

Définition 4.6.13. — Soit ¢#Z une K-algébre topologique. Munissons tout sous-
ensemble borné de o (c#) de la topologie faible des applications de ¢# & valeurs dans
R U {+00}. La topologie de oM (c#) est alors la topologie limite inductive obtenue en
écrivant M (A) = Uq borne -
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Les algébres spectrales o7 telles que oM (c#) soit borné sont les algébres de Banach
spectrales. Dans ce cas 13, oM (c#) est compact non vide ([6] 1.2.1). On notera alors
I lloo := II'* llopen)-

Il résulte de la définition des algébres spectrales que ce sont des espaces de Fréchet.
On vérifie facilement la proposition suivante.

Proposition 4.6.14. — Soit ¢/ une K -algébre topologique.

1. Tout sous-ensemble borné de M (H) est compact.

2. 8i Q C M(H) est borné alors le complété (H,| - ||o)  est une algebre de
Banach spectrale de spectre un sous-ensemble borné Q° C M(cH) contenant
(« Uenveloppe convexe holomorphe » de Q). De plus, comme normes sur (c#, || -
1) 11+l = I - oo et comme mormes sur o7, | - la = || -

3. Supposons que oM(cA) s’écrive comme une union dénombrable d’ensembles
bornés. L’algébre

AP = lim (A, | - [le)
Q<b—orné

est une algébre spectrale munie d’un morphisme continu ¢ — AP qui induit
un homéomorphisme M(AP) —— M(A). De plus, A est spectrale si et
seulement si o4 — AP est un isomorphisme. Le foncteur o/ — AP est un
adjoint a droite a linclusion de la catégorie des algébres spectrales dans celle
des K-algébres topologiques dont le spectre est union dénombrable d’ensembles
bornés.

4. Si (Hn)nen est un systéme projectif d’algébres de Banach spectrales alors ofl =
liin A est spectrale. Si de plus les morphismes de transition cAni1 — o/

neN

sont d’image dense alors M (cHn) C M(H) est borné, M(cH) = U, 5o M (Hn)

et (A | o)) — Fn-
Rappelons que si (V,)nen est un systéme projectif d’espaces de Banach a
applications de transition d’image dense et V = lim V,, est ’espace de Fréchet
neN
associé alors les projections lim V, BLLLEN V; sont d’image dense et pour tout espace

n

de Banach W,
lim Hom(V,,, W) — Hom(V, W).
nen

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.6.15. — La catégorie des K -algébres spectrales est équivalente & la pro-
catégorie des systémes projectifs de K-algébres de Banach spectrales (¢ )nen dont
les morphismes de transition sont d’image dense ou par pro-catégorie on entend la
relation
Hom( lim #,, lim Bp) = lim lim Hom(c%,,Bm)
neN  meN neN meN
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pour (Hn)n €t (Bm)m deuz systémes projectifs du type précédent.
Nous adopterons la définition suivante.

Définition 4.6.16. — La catégorie des K-espaces spectraux est la catégorie opposée a
celle des K-algébres spectrales. On note oM (c#) 'espace spectral associé a ¢#. Si X
est un K-espace spectral on note |X| Pespace topologique associé

Tout systéme inductif (X,,)n>0 = cM(cHn) d’espaces spectraux bornés posséde une
limite inductive oM ( lim ¢#%,) dans la catégorie des espaces spectraux. De plus, si ’'on

se restreint aux systér?les inductifs du type précédent en supposant de plus que les

images des morphismes ¢#,+1 — oA, sont denses, cela définit une équivalence entre

la ind-catégorie de tels systémes inductifs et la catégorie des espaces spectraux.
Tout espace spectral X définit un foncteur

K-algébres de Banach spectrales —— Ensembles

qui caractérise complétement I’espace spectral X. Si X = lim X, avec X,, =

Sp(c#n) — Sp(cHn+1) = Xnt1 et Ant1 — cAn d’image dense alors le foncteur

précédent est une limite inductive
X(-) = lim X,(-).
n

Soit X un espace spectral. Tout x € X définit un corps valué complet &(z). Si X =
M (HA) et x correspond a la valuation v : ¢Z — R U {400} soit p, = v~} ({+o0}) €
Spec(c#) son support. Alors, J£(x) est le complété du corps des fractions de o/Z/p,
relativement & v. Si L|K est une extension valuée compléte, M (L) est réduit a un
seul point et il y a une application

Hom(cM(L),X) = X(L) — | X]|.

Chaque z € | X]|, est I'image d’un élément canonique dans X (€ (x)) qui s’envoie sur
z via I'application précédente. En particulier,

X(K) c |X|
est un sous-espace topologique totalement discontinu égal &
{z € |X] | F(z) = K}

Enfin, d’apres ([6] 1.3.4) |X| est réduit & un seul point si et seulement si il est de la
forme oM (L) avec L|K valuée compléte.

La catégorie des espaces spectraux posséde des produits fibrés. Plus précisément,
si X = M (HA) et Y = oM(B) sont des espaces spectraux bornés alors,

X xY = M((ASKB)™),
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ol (ARkB)P est le complété spectral de AR qui est également le complété
spectral de la K-algébre normée o7 @k 3. Si X = lim X, Y = lim Y, avec, pour

n n
tout n, X,, et Y,, borné alors

XxY=Ilm X, xY,.

Remarquons enfin que si L|K est une extension valuée compléte on dispose d’un
foncteur extension des scalaires des K-espaces spectraux vers les L-espaces spectraux

X — X®kL
défini par M (A) DKL = QM((C% QK L)Sp).
4.6.5.2. Espaces spectraur associés aur espaces rigides quasi-Stein. — Soit X =

sp(c#) un K-espace rigide affinoide réduit. Alors, ¢#Z est une K-algébre de Banach
spectrale ([8] 6.2.4) et définit donc un espace spectral que nous noterons X", Cela
définit un foncteur pleinement fidéle

K-espaces rigides affinoides réduits — K-espaces spectraux bornés.

L’espace topologique associé a I’espace spectral est ’espace sous-jacent de l’espace
analytique de Berkovich.

Soit plus généralement X un K-espace rigide quasi-Stein réduit. Rappelons que
cela signifie que X posséde un recouvrement affinoide admissible X = J,,~, U, avec
U, C Un41 un domaine de Weierstrass (c’est a dire I'(U,,41,0x) — I'(U,,Ox ) d’image
dense). Munissons I'( X, Ox ) de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts
admissibles quasicompacts de X. Alors, I'(X,Ox) est une K-algébre spectrale. Nous
noterons X" = oM(I'(X,0x)) 'espace spectral associé. L’espace topologique |X?2"|
est celui de ’espace analytique de Berkovich associé a X. Cela définit un foncteur
pleinement fidéle

K-espaces rigides de Stein réduits — K-espaces spectraux.

Les sous-ensembles bornés de | X®"| sont ceux contenus dans un domaine affinoide. De
plus, si X = {J,;»¢ Un est un recouvrement affinoide admissible de X avec U,, C Uy 41
un domaine de Weierstrass,
X = lim UZ"
—_—
n

dans la catégorie des espaces spectraux.

Exemple 4.6.17. — L’espace spectral associé & la boule ouverte de dimension d, B
est le spectre de ’algébre de Fréchet

{ Z aezt ... x5t [Vp <1, lim |au|pl® =0}
aeNd e =Feo

munie de la famille de normes de Gauss (|| - ||,) p<1 associée aux limites précédentes.
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4.6.5.8. Espaces spectraur étales. — Soit X un espace topologique compact
totalement discontinu. Considérons l’algébre de Banach des fonctions continues
sur X a valeurs dans K, C°(X, K) munie de la norme sup. Il s’agit d’une K-algébre
de Banach spectrale. De plus 'application naturelle

X — M (X, K))

est un homéomorphisme. De tout cela on déduit que I'on a un foncteur pleinement
fidele

Espaces topologiques compacts tot. discontinus — Espaces spectraux bornés

On notera
X — X% =sp(C°(X, K))
ce foncteur. R
Plus généralement, soit K une cloture algébrique de K et C = K. Notons Gg =
Gal(K|K). Soit X un espace topologique compact totalement discontinu muni d’une
action continue de G . Dans la suite le symbole C*° désigne les fonctions localement

constantes. Faisons agir G, sur les fonctions de X a valeurs dans K via la formule
(0.f)(x) = o(f(c71(z))). Considérons la K-algébre

C’% =C> (X’f)GK
munie de la norme de la convergence uniforme. Il y a un homéomorphisme

X/Gr — M(A) = M(AP).

On note alors

X8 = M(A®).
Comme précédemment, la correspondance X — X est fonctorielle.

Plus généralement, soit X un espace topologique localement compact totalement

discontinu union dénombrable de compacts et C°(X, K) la K-algébre des fonctions

continues sur X & valeurs dans K. Munie de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de X c’est une algébre spectrale. De plus

X = sp(C°(X, K)),

les sous-ensembles bornés étant les sous-ensembles relativement compacts de X.
Notons
Xét = Sp(OO(X, K))
comme espace spectral. Alors,
X% = lim Q°%,

—

Q
ou 2 parcourt les sous-ensembles compacts de X. Comme précédemment, ce foncteur
s’étend en un foncteur X — X de la catégorie des espaces topologiques localement
compacts totalement discontinus union dénombrables de compacts munis d’une action
continue de Gk vers les K-espaces spectraux.
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4.6.5.4. Limite projective de tours d’espaces rigides quasi-Stein. — Afin de construire
de nouveaux espaces spectraux & partir des espaces rigides nous avons besoin de la
construction suivante. Supposons donné un systéme projectif (X, )n>0 de K-espaces
rigides réduits affinoides dont les morphismes de transition X,4+; — X, sont finis
et surjectifs. Notons X,, = sp(c#,). L’hypothése sur les morphismes de transition
implique que les morphismes induits d’algébres de Banach

(s || - lloo) — (Hntas [ - [loo)

sont des isométries. Munissons 1’algébre limite inductive

e = lim
n
de la norme associée || - ||« telle que pour tout n le plongement
Hn — oo
soit une isométrie. Notons
T

le complété de ¢f relativement & cette norme. On vérifie alors aisément que :

— (Oj?g:oa [ - ”oo) est une K-algébre de Banach spectrale.
— L’application naturelle d’espaces topologiques oM (¢ ) — lim oM (c#y) est un

n
homéomorphisme.

— Si X =M (Q/%:o) comme espace spectral borné alors les morphismes naturels
X — X2 n €N, identifient X & une limite projective du systéme (X2"),>0
dans la catégorie des espaces spectraux.

Plagons nous maintenant dans un cadre plus général. Faisons les mémes hypothéses
que précédemment concernant le systéme projectif (X, ),>0 mis & part le fait que 'on
suppose seulement que les (X,,), sont des K-espaces rigides réduits quasi-Stein qui
ne sont pas nécessairement affinoides. Ecrivons X, sous la forme

Xo = U Us,
i>0
un recouvrement affinoide admissible avec U; C U;4; un domaine de Weierstrass. Si
Pn : X, — Xo, notons

Uin = p;, "(U).
Pour tout i, le systéme projectif (U; n)n>0 satisfait les hypothéses précédentes et on
peut donc considérer I’espace spectral borné
lim Uiﬂr
n>0

Lorsque 7 varie ces espaces spectraux forment un systéme inductif. De plus si on note
sp(cB;) cet espace spectral alors les morphisme 3,11 — oB; sont d’image dense. On
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vérifie alors que
lim lim U;, = sp( lim c73z)
i>0 n>0 i>0

est une limite inductive du systéme projectif (X,,),>0 dans la catégorie des espaces
spectraux. Cette limite projective s’écrit également de la fagon suivante. Soit pour

tout n, X, = sp(c#,). La norme sup sur I’ensemble U;,, définit une semi-norme
I 1ls,r SUr A, Les inclusions (cfn, || - llin) < (Hn, || - lin+1) étant des isométries cela
définit une semi-norme || - ||; sur
Too =T
n

Alors, lim X, est le spectre de I’algébre spectrale complétée de o7, relativement a
n
la famille de semi-normes (|| - ||s)i>o0-

Exemple 4.6.18. — Soit K une cloture algébrique de K. Supposons donné un systéme
projectif (X,)n>0 de K-espaces rigides étales ayant un nombre dénombrable de
composantes connexes & morphismes de transition finis surjectifs. Chaque X,, étant
un espace rigide de Stein cela définit un systéme projectif d’espaces spectraux (X&),,.
Soit X = lim X, (K) muni de son action continue de Gk . Alors,
“n

lim X2* = (lim X,(K))".

“n “n
Exemple 4.6.19. — Soit () un groupe p-divisible sur Spec(Cx) de fibre générique (;, =
(Clp"] ® K)n>1 sur Spec(K). Pour tout n, {;[p"] est un K-schéma étale fini et I' =

lim Q,q[p”]rig définit donc un K-espace rigide étale en groupes. Alors,

n

lim T ~ V, ()%

N

ou les morphismes de transition dans la limite projective sont I'?" ZP, Tan,
4.6.5.5. Fibre générique de certains schémas formels. — Il y a un foncteur fibre
générique

% — xrig

de la catégorie des Spf(Ok )-schémas formels affines formellement de type fini, c’est &
dire dont D’algébre est de la forme

Oklz1,-- - zu]{y1, - - ym)/Idéal

avec pour idéal de définition (p,x1,...,Z,), vers les K-espaces rigides quasi-Stein. Si
X = Spf(A), I est un idéal de définition de A alors 1’algébre de Fréchet I'(X*8, Oxrig )
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admet la description suivante :
. . . ~ 1
DX, Opee) = lim ((A[2], ) [;])
k>0

comme limite projective d’algébres de Banach, ou la complétion dans la formule
précédente est la complétion m-adique.

Définition 4.6.20. — Soit X un Spf(Cc)-schéma formel affine, X = Spf(A) avec A
adique et I un idéal de définition de A. Pour tout k > 0 considérons la Ox-algébre

A = A[7]

zelk
et Ek son complété m-adique. Soit ;1; [%] I’algébre de Banach associée et
B= lm &[],
E>0
une K-algébre de Fréchet. Soit B®P son complété spectral. On note alors
X .= sp(B°P)

comme K-espace spectral.

Ainsi si X est un Spf(Ck )-schéma formel affine formellement de type fini réduit, via
le plongement X — X?" des K-espace rigides réduits quasi-Stein dans les C-espaces
spectraux on retrouve la définition classique de X?", c’est & dire avec les notations
précédentes (X'ig)an = xan,

Comme foncteur
X" : K-Algeébres de Banach spectrales —— Ensembles
A +— f{((ﬂo)
ou A° = {a € A | ||al]|lsc < 1}. Cela caractérise complétement I’espace spectral X",
Proposition 4.6.21. — Soit (X,)n>0 un systéme projectif de Spf(Cx)-schémas formels

affines formellement de type fini dont les morphismes de transition sont adiques finis
libres et surjectifs. Il y a alors un isomorphisme canonique

(lm %,)™ = lim X",
n>0 n>0
ou, si X, = Spf(A,), I est un idéal de définition de Ao, lim X, est le spectre formel

n>0
du complété I-adique de |J,,~q An-

Démonstration. — Les projections lim X, — X lorsque k varie induisent des
n>0
morphismes compatibles (lim X,)*® — X3 lorsque k varie et donc un morphisme
n>0
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naturel comme dans I’énoncé. Si ¢# est une K-algébre de Banach spectrale on a

(lim %,)" () = (lim X,)(7°)
n>0 n>0
= lim %X,(#°)
>0
= lim X¥(7).
n>0
Le morphisme précédent est donc un isomorphisme. U

oo

Définition 4.6.22. — On note K((z% ,...,z% )) la K-algébre

{ Z aex?t ... 25t [ aq € K, Vp <1
«

lim  |ag|pl®l = 0}.
1 o] =400
aeN[;]¢

Pour une série f = aqz7'...z5" dans cette algébre et p < 1 on pose

I£1l, = sup {laalp®! | @ € N[2]"}.

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.6.23. — 1. La K-algébre K((x’{w, e ,xsiw» munie de la famille
de normes (|| - ||p)o<p<1 €st spectrale.
2. On a
Spf(Cr{{=} ,....25 )T = MK} ,....2h ).
3. On a
MK .2 )= lim B,
n>0

ot BY est la boule ouverte de dimension d spectrale et les morphismes de
transition sont donnés sur les coordonnées de cette boule par (z1,...,zq) —
(«F,...,2h). Via cette identification, pour 0 < p < 1, la norme || - ||, est la

norme sup sur le compact
lim [B40,p” )| C | lim B9,
n>0 n>0

o B(0, pP ") désigne la boule spectrale fermée de dimension d et de rayon pP .

4.6.5.6. Lien avec les algébres de Fréchet BT. — L’anneau BT défini précédemment
(1.10) admet la généralisation suivante.

Définition 4.6.24. — Soit R une [ -algébre adique parfaite. Si J est un idéal ouvert
de R notons

B = (W, (R)[E],.,) [2),
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une F-algébre de Banach ou la complétion est pour la topologique m-adique. Si I est
un idéal de définition de R on pose alors
BE = lim B;”k
E>1

comme FE-algébre de Fréchet.

Bien sir la définition de BT précédente ne dépend pas du choix de l’idéal de
définition I choisi. On vérifie que le Frobenius des vecteurs de Witt s’étend en un
Frobenius bijectif ¢ sur B*. L’anneau noté B+ précédemment n’est rien d’autre
que BgF .

On vérifie aussitot la proposition suivante en utilisant le lemme 4.6.5.

Proposition 4.6.25. — Il y a un isomorphisme canonique d’algébres de Fréchet

T I CI(C R A}
4.6.6. Espaces de Banach spectraux associés aux espaces vectoriels formels. — Soient
K|E une extension valuée compléte et ¢ un C-module formel m-divisible sur Ok.
Notons kg le corps résiduel de Ok et (g, la réduction de { sur ce corps résiduel.
On suppose que kg est parfait et on fixe une section kx — COx /mOx de la projection
Ok 70k — kxi. Comme précédemment on fait hypothése que I'identité de (g, se
reléve en une quasi-isogénie

p: (]4”( ®0K/TFOK — Q@OK/TFOK.
Notons
G = (e =g

le groupe spectral associé & la fibre générique (*i¢ de (.

Définition 4.6.26. — On note
X(G) = lim G
~
dans la catégorie des K-espaces spectraux ou les applications de transition dans la
limite projective sont G EL.UENYE)

Bien str X (G) est un groupe dans la catégorie des espaces spectraux et méme un
E-espace vectoriel dans cette méme catégorie. Le plongement X (G)(K) C |X(G)|
et la topologie de |X(G)| munissent X (G)(K) d’une structure d’espace topologique
dont on vérifie qu’il s’agit d’une structure de E-espace de Banach. Plus précisément,
si U C (*8 est un sous-groupe affinoide du groupe rigide {*i¢ alors

lim (p~"U)* C X(G)
neN

est un sous-Og-module spectral borné compact du E-espace vectoriel spectral X (G)
dont les K-points forment un réseaux définissant la topologie de Banach de X (G)(K).
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Proposition 4.6.27. — Soit X ((r,.) le relevement canonique sur Wo(kg) de Uespace
vectoriel formel X (Cr,). Il y a un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels
spectrauzx B

X (O, )" 9K ~ X(G).
En particulier, X (G) ne dépend que de la fibre spéciale (. de (.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.6.21 et du corol. 4.6.9.
O

On vérifie également que cet isomorphisme induit un homéomorphisme d’espaces
de Banach

X (G ) C) = X(G)(K).

4.6.7. Interprétation géométrique de I’application des périodes

4.6.7.1. Morphismes de Banach spectraux associés aux quasi-logarithmes. — Soient
K| E une extension valuée compléte et ¢ un C-module formel n-divisible sur Ok . Notons
G = (* comme C-module spectral. Soit f : (' — GT® un quasi-morphisme (def.
4.3.5). Soit U C ("8 un sous-Cg-module affinoide et U?" le groupe spectral compact
associé. Notons
X(U) = lim (p"U)™ = M(Thy).
~
Pour tout enier n la fonction rigide

fpfnU

p"U
définit par composition avec la projection

XU) — (@)™

rig
Ga

une fonction fy, € .

Lemme 4.6.28. — La suite (p"fun)nen est convergente dans l'algébre de Banach
spectrale ofyr. Si f est un quasi-morphisme borné cette suite tend vers 0.

Démonstration. — La démonstration est identique a celle du lemme 4.5.5. O

Notons
g = lim fun, €.
n—-+oo

Faisant varier U on obtient un élément

g € lim Ay.
v
Or,
X(G) = lim X(U)=cM(lim Ay)
v v
et donc g définit un morphisme
X(G) — G
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dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’un morphisme de E-espaces vectoriels spectraux.
On a donc défini un morphisme de K-espaces vectoriels

QuasiHom(Qrig, Gzig)/ ~— Hompg. e v. spectraux (X(G)a ng)'

Exemple 4.6.29. — Reprenons l’exemple 4.6.10, c’est & dire le cas du groupe
multipicatif formel. L'isomorphisme Spf(Z,{{T? " }}) — X(@m), c’est & dire la loi
de Qp-espace vectoriel formel de I’exemple 4.6.10, induit un isomorphisme d’espaces
spectraux sp(Q,((T? ")) = X(@ﬁflg), ou encore une loi de groupe spectral en une
variable. On vérifie que dans ces coordonnées, le logarithme

log : X(@f,?) — Gzig
est donné par la série
T —oo
S cla)— e QT Y,

1
aEN[p]
a>0

ott e(a) € {£1} est égal & 1 si p=2 et (—1)® ™4 2 ginon.

4.6.7.2. Interprétation géométrique de l’application des périodes et géométrisation des
espaces de Banach-Colmez. — Soit { un O-module formel w-divisible sur Ok comme
précédemment. Il y a une suite exacte pour la topologie étale de O-modules rigides
analytiques

. . log, .
0 — ¢5[r] — g8 2 Lie@ ® G — 0.

Elle induit une suite de O-modules spectraux
. lo
0 — Q" 8[x™]*" — O =, Lie( @ G3" — 0.

Appliquant le foncteur lim (—) & cette suite, ol les morphismes de transition sont

N
donnés par (—) == (—), on obtient une suite de E-espaces vectoriels spectraux

0 — Va(@)® — X (Ch,e )™ &K — Lie( @ G2 — 0.

Cette suite est exacte au sens suivant. Dans la catégorie des groupes spectraux, V; (()¢
est le noyau du morphisme de droite. De plus, si C|K est une extension valuée compléte
algébriquement close alors le morphisme induit

X (0r,)™(C) — LieQ® C

est surjectif. On vérifie en fait que si K = C est algébriquement clos et ¢#Z une
C-algébre de Banach sympathique au sens de [12] alors la suite associée d’espaces de
Banach

0— Va(@) — (X(G)™8C)(A) — LieG @ A — 0

est exacte. La suite précédente est donc une suite exacte d’espaces de Banach de
dimension finie au sens de Colmez ([12]). Le point supplémentaire que l'on a gagné
par rapport & [12] est que les espaces de Banach-Colmez précédents ne sont pas
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seulement définis comme foncteurs abstraits sur des C-algébres sympathiques mais
possédent un faisceau structural. Ainsi, si X (x) = Spf(R) alors

X(Gr)&C = M(B1RC).
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CHAPITRE 5

COURBES

Introduction

Dans ce chapitre on développe la notion de courbe en un sens généralisé dont nous
aurons besoin dans la suite. On y explique également dans ce cadre 1a le formalisme
des filtrations de Harder-Narasimhan que nous utiliserons dans le théoréme de
classification des fibrés. On a essayé de mettre systématiquement en avant la
différence entre la courbe que l'on va étudier dans la suite et la droite projective.
Donnons quelques exemples si X est la courbe que nous définirons et étudierons dans
les chapitres qui suivent :

— Si oo € |X| est un point fermé alors ’anneau I'(X \ {oco}, Ox ) muni de la fonction
degré —ord,, est principal « presque-euclidien » non-euclidien contrairement au
cas de Al = P!\ {oo}.

— Ily a un fibré en droite tautologique Ox (1) sur X. Il est tel que H'(X,0x(d)) =0
lorsque d > 0 comme P! tandis que H'(X,Cx(—1)) # 0 contrairement & P*.

— I1y a des fibrés semi-stables de pente non-entiére sur X contrairement & P'.

De nombreux rappels faits sur les filtrations de Harder-Narasimhan et les courbes
dans divers contextes sembleront évidents aux spécialistes de géométrie algébrique,
nous les avons inclus pour les arithmeéticiens (et réciproquement de nombreux
rappels des chapitres précédents concernant les divers anneaux en théorie de Hodge
p-adique ont di sembler évidents aux arithméticiens). Le résultat original principal
du chapitre est le théoréme 5.6.29 qui va nous permettre dans la suite de ramener le
théoréme de classification des fibrés & des résultats connus concernant les périodes de
groupes p-divisibles. Ce dévissage du théoréme de classification repose lui-méme sur
le dévissage intermédiaire qui est le théoréme 5.6.26 fortement inspiré des travaux de
Kedlaya ([46] par exemple) et Hartl-Pink ([36]).

5.1. Généralités

Nous adopterons la définition suivante dans ce texte.
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Définition 5.1.1. — Une courbe est un couple formé de la donnée d’un schéma
noethérien régulier X connexe de dimension 1, séparé sur Spec(Z), et pour tout point
fermé z € X d’un entier deg(z) > 1.

Les courbes sont donc les schémas connexes séparés sur Spec(Z) obtenus par
recollement d’un nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind munis d’une fonction
degré sur leurs idéaux maximaux. Si X est une courbe nous noterons |X| ensemble
de ses points fermés, 7 son point générique et E(X) = Ox , son « corps des fonctions
rationnelles ». On vérifie que si X est une courbe alors les ouverts non-vides de X
sont exactement les complémentaires des ensembles finis de points fermés de X. Tout
x € | X| définit une valuation

ord, : E(X) — Z U {+o0}

normalisée de telle maniére que la fonction ord, soit surjective. Si U est un ouvert
non vide de X,

I'(U,Cx) = {f € E(X) | Vz € |U|, ord,(f) > 0}.

Définition 5.1.2. — Si X est une courbe on note Div(X) le groupe abélien libre sur
| X|. Pour D = }_, . x| mqz] € Div(X) on note

deg(D) = Z m, deg(x).
z€|X|

Comme d’habitude, Div(X), le groupe des diviseurs de Weil, s’identifie au groupe
des diviseurs de Cartier, c’est a dire les classes d’isomorphismes de couples (%, s)
ol Z est un fibré en droites sur X et s € %, \ {0} une section rationnelle de .
génériquement non nulle. La loi de groupe sur les diviseurs de Cartier est donnée par
(Z,9).(Z",s)=(Z® L, s®s). Le diviseur de Weil associé au couple (&, s) est
div(Z,s) = >, mg[z] ou m est Pordre d’annulation ou 'opposé de I’ordre du pole
de la section s en z. Si D € Div(X) on note Ox (D) le fibré en droites tel que, pour
tout ouvert U,

I'(U,0x (D)) ={f € E(X)™ | div(f|,)) + Dv = 0} U{0},

ot, si D = Y mgr], Dy = > .y me[r] € Div(U). Il est muni de la section
rationnelle donnée par 1 € F(X) et définit donc un diviseur de Cartier. L’application
D — (Ox(D),1) définit un inverse a 'application (&, s) — div(.Z, s).

Si f € E(X)* on pose

div(f) = div(0x.f,1) = Z ord; (f)[z] € Div(X).

z€|X|
Cela définit un morphisme de groupes

div : B(X)* — Div(X).
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On dispose alors de la suite exacte usuelle
0 — I'(X,0x)* — E(X)* -2 Div(X) +— Pic(X)—0

D — [0x(D)].
Définition 5.1.3. — Une courbe compléte est une courbe X telle que
Vf e E(X)*, deg(div(f)) = 0.
Exemple 5.1.4. — Si k est un corps et X est une courbe projective lisse connexe sur k

au sens usuel, posant Vz € | X|, deg(x) = [k(x) : k], cela définit une courbe compléte
au sens précédent.

Si X est une courbe compléte la fonction degré d’un diviseur définit une fonction
degré, deg : Pic(X) — Z.

Lemme 5.1.5. — Si X est une courbe complete, T'(X,0x) est un sous-corps de E(X)
algébriquement fermé dans E(X).
Démonstration. — Pour f € E(X)*, puisque deg(div(f)) =0,
feN(X,0x) & div(f) > 0 & div(f) = 0.
On en déduit que T'(X,Ox) est un corps E. Pour tout = € |X|, puisque la valuation

ord, est triviale sur F elle est triviale sur EE(X). Il en résulte que F = EE(X). O

Définition 5.1.6. — Si X est une courbe compléte on appelle corps de définition de
X le corps I'(X, Ox).

Exemple 5.1.7. — Reprenons Pexemple 5.1.4. Le corps de définition de X au sens
précédent est la cloture algébrique de k dans k(X).

5.2. Construction de courbes
5.2.1. Anneaux presque euclidiens. — Rappelons qu’un stathme euclidien sur un
anneau B est une fonction deg : B — NU {—o0} vérifiant :

1. deg(a) = —oo si et seulement si a = 0,
2. sia € B\ {0},b € B\ {0} alors deg(a) < deg(ab).

Rappelons également qu'un anneau euclidien est un anneau intégre B muni d’'un
stathme euclidien vérifiant : Va,y € B avec y # 0, il existe a,b € B tels que

r=ay+b et deg(b) < deg(y).

Remarquons que dans un anneau euclidien les éléments de degré 0 sont inversibles.

Définition 5.2.1. — Un anneau presque euclidien est un anneau intégre B muni d’un
stathme euclidien deg vérifiant :

1. tout élément de degré 0 dans B est inversible,
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2. Vz,y € B avec deg(y) > 1, il existe a,b € B tels que x = ay + b et deg(b) <
deg(y).

Bien stir, tout anneau euclidien est presque euclidien. Notons la proposition
suivante que nous n’utiliserons pas dans la suite.

Proposition 5.2.2. — Soit (B,deg) un anneau presque euclidien dont le stathme est
multiplicatif, deg(ab) = deg(a) + deg(b). L’anneau B est principal si et seulement si
pour tout z,y € B\ {0} de mémes degrés, il existe a,b € B vérifiant

e soit —oo # deg(ax + by) < deg(z),

e ou bienaxr+by=0etbe B*.

Démonstration. — Supposons B principal. Soient z,y € B non nuls de mémes degrés.
Si (z) = (y) il existe b € B* tel que & = by est le résultat est clair. Sinon, écrivons
x = 0z’ et y = 0y’ avec 2’ et y' premiers entre eux. Si Uon avait deg(d) = deg(z),
cela impliquerait que deg(z’) = deg(y’) = 0 et donc z’,y’ € B*. Cela est impossible
puisque on suppose (z) # (y). On a donc deg(d) < deg(z). Si a,b € B sont tels que
az’ + by’ = 1 on obtient alors ax + by = 4.

Montrons la réciproque. Soit I un idéal non nul de B. Soit « € I de degré minimal
parmi les éléments de I'\ {0}. Montrons que I = (z). Siy € I\ {0}, écrivant y = az+b
avec deg(b) < deg(x), quitte a remplacer y par b si b est non nul on est ramené au
cas ol deg(y) = deg(x). Par minimalité de deg(x), il n’existe pas a,b € B tels que
ar + by # 0 et deg(azx + by) < deg(z). Il existe donc a € B et b € B* tels que
ax + by =0 et donc y € (). O

Exemple 5.2.3. — Avec les notations des chapitres précédents, supposons F
algébriquement clos. Soit t € BL " et y € [Yp| tel que t(y) = 0. Nous montrerons

. =Id .
dans le chapitre 6 que 'anneau (Bp, E[%])“’ C Bgr,y muni du stathme —ord, est
presque euclidien principal.

5.2.2. Construction de courbes affines. — Soit B un anneau intégre de corps des
fractions K. On vérifie le lemme suivant.

Lemme 5.2.4. — Les données suivantes sont équivalentes :

— Un sous-anneau de valuation discréte A C K tel que AN B soit un corps.
— Une valuation orde, : K — Z U {400} vérifiant orde, (K*) = Z, ord(b) < 0,
Vb € B\ {0}, et ords, (b) = 0 implique b € B*.

Soit donc une donnée telle que dans le lemme précédent. Notons E le corps BN A.
Remarquons que B* = E*. Posons

deg = —ordy|p : B — NU{—o0}
qui est un stathme euclidien. Notons (Fil; B);cyz la filtration croissante

Fil;B = {b€ B | deg(b) < i}.
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Ainsi, FilgB = FE et Fil; B = 0 lorsque ¢ < 0. Faisons I’hypothése suivante : pour
i > 1, application
Fil; B/Fil,_1B — m}"/m**!

est surjective ot m4 désigne I’idéal maximal de A.
Proposition 5.2.5. — Sous Uhypothéses précédente (B, deg) est presque euclidien.

Démonstration. — Il suffit de montrer qu’étant donnés x,y € B avec deg(z) >
deg(y) > 1, il existe a,b € B tels que x = ay + b et deg(b) < deg(y). On procéde pour
cela par récurrence sur deg(z) —deg(y), le cas ou deg(z) = deg(y) étant évident. Soient
i = deg(x) et j = deg(y). Notons 7 € m;*/m ;"™ et 5 € m 7 /m7*". Puisque (4, m)
est un anneau de valuation discréte, il existe ¢ € m;‘(i_j)/m:l(i_jﬂ) tel que T = cy.
D’aprés I'hypothése faite, il existe a € Fil;,_; B tel que @ = ¢. Posons § =z — ay. On
a donc deg(B) < deg(x). Si deg(B) < deg(y) on a terminé. Sinon, il suffit d’appliquer
Phypothése de récurrence au couple (8,y) pour conclure. ]

Supposons maintenant B principal et notons X = Spec(B). Posons, pour z € X
un point fermé, deg(x) = deg(f) si f € B est un élément irréductible associé a z. On
a donc défini une courbe que 'on aimerait compactifier en une courbe compléte en
ajoutant la valuation ord., et en posant deg(oo) = 1. Dans la section qui suit on va
voir un procédé naturel permettant de construire une telle compactification.

Exemple 5.2.6. — Soit K un corps valué complet, de valuation discréte & corps résiduel
parfait, extension de Q,. Soit K une cloture algébrique de K. Notons C = K. Soit

B}, lanneau des périodes cristallines associé et Beis = Bcﬁis[%] ([26]). Notons

=Id ol . NN . .
B. = B?.°%. Considérons l’anneau de valuation discréte Bgygr d’uniformisante t.

cris
Le plongement B, C Bg.is C Bgr composé avec la valuation de le'R définit une
valuation ord., sur B.. La filtration par le degré sur B, induite par ord., est alors
Fil; B = B, N Fil™'Beys. 1l résulte alors de la suite exacte fondamentale ([26], th.
5.3.7) que FilpB, = Q, pour tout ¢ > 1,
Fil; B /Fil;_1B. — t "Bl /t "' Bl = C(-i).

Le couple (Be,deg) est donc presque euclidien. On verra plus tard qu’en fait B, est
principal et que de plus ses éléments irréductibles sont les éléments de degré 1.

5.2.3. Construction de courbes complétes. — Soit

P=€Bpi

i>0
un anneau gradué intégre tel que Py soit un corps que nous noterons également FE.
On suppose que dimg P; > 2. Posons maintenant

X = Proj(P),
un E-schéma.

Théoréme 5.2.7. — Faisons les hypothéses suivantes :
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1. Le monoide multiplicatif
(U Pa\{0})/E
a>1

est libre sur les éléments de Py \ {0}/E*.

2. Pour tout t € Py \ {0}, il existe un corps C extension de E tel que
P/Pt={f € CIT] | {(0) € E}
comme E-algébres graduées.
On a alors les propriétés suivantes :

a) Pour toutt € P;\{0}, le lieu d’annulation de la « section hyperplane t », V't (¢),
est constitué d’un seul point {oos}.
b) Si|X| désigne les points fermés de X, Uapplication t — oo induit une bijection

~

(P\{0})/E* — |X]|

c) Posons pour tout point fermé x de X, deg(x) = 1. Alors, munie de cette fonction
degré, X est une courbe compléte.
d) Pour tout point fermé oo € X, X \ {oo} est un ouvert affine Spec(B) avec B
principal, i.e. Pic(X \ {o0}) = 0, et l’anneau (B, —ordy,) est presque euclidien.
Démonstration. — Soient t € Py \ {0} et C|FE tels que
P/pPt~{feC[T]]| f(0) € E}.
Notons D l’algébre de droite dans l'isomorphisme précédent. On a alors
V™t (t) = Proj(P/Pt) ~ Proj(D),
qui d’apreés le lemme 5.2.8 qui suit est réduit & un seul point, I’idéal premier homogéne
nul de D. Notons VT (t) = {oo}. Soit maintenant B = P[]y, X \ {co} = Spec(B).
On vérifie immédiatement que B est un anneau factoriel d’éléments irréductibles les
% lorsque z parcourt Py \ E.t. Pour un tel z il y a une identification
B/B- ¢ = (P/Pz)[,
ou t € P/Px désigne la réduction de t. Mais si
PPz~ {f € C'[T]| £(0) € B},
ot C’ est un corps extension de E, on vérifie que pour tout élément homogéne de
degré 1 non nul y dans lalgébre graduée D' = {f € C'[T] | f(0) € E},
117 o
D'[;lo~C".
L’idéal engendré par § dans B est donc maximal. L’anneau B est factoriel, les idéaux
engendrés par les éléments irréductibles sont maximaux; il est donc principal.
Montrons maintenant que I'anneau B satisfait aux hypothéses de la section 5.2.2
et que donc, d’aprés la proposition 5.2.5, il est presque euclidien. Il est muni de la
filtration (Fil; B);>o ou
Fil; B = {tE |z e a}.
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En particulier, FilyB = E. Soit
deg: B — NU{—oc0}

la fonction degré associée a cette filtration. On vérifie que ordo, = —deg est une
valuation.

Notons K le corps des fractions de B. Soit S la partie multiplicative de P/tP formée
des éléments homogénes non-nuls. Pour tout entier ¢ € Z graduons le P/tP-module
t'P/t"T1P en posant que t'P;/t'T'P;_; est de degré i + j. Cela munit t'P/t'1P
d’une structure de P/tP-module gradué sur 'anneau gradué P/tP. Il y a alors un
isomorphisme naturel d’anneaux gradués

D micon /mi . = D[S EP/TPY,.
i€Z i€z
Celui-ci se décrit de la fagon suivante. Un élément de my ., s’écrit sous la forme
#
Y
avec z,y € P homogenes, x € P, et y € P,y; \ tP,1;_1 pour un entier a. On associe
alors a un tel élément
y~!-tiz € STUHP/HTIP).
De plus, via cet isomorphisme ’application naturelle

g —i —it1
Fil;B — m, /mK’yw

est donnée par, si x € P;,

i t—iz € [t~"P/t~"T1 P], placé en degré — i.
Pour vérifier que la condition de la section 5.2.2 est vérifiée il suffit donc de vérifier
que pour ¢ > 0, application naturelle

P;/tP;_1 — [STY(Pi/tPi_1)];

est surjective. Par un calcul explicite on vérifie que c’est le cas pour 'algébre graduée

{recClT]| 1(0) € E}. O

Lemme 5.2.8. — Soit C|E une extension de corps et D = {f € C[T] | f(0)€E}, une
E-algébre graduée. Alors, Proj(D) est réduit a un seul point, l’idéal premier homogéne
nul.

Démonstration. — Soit DT = TC[T)] l'idéal d’augmentation de D et p un idéal
premier homogéne non nul de D. Soit aT® € p \ {0}. Sii = 0, a € EX et donc
p = D. Supposons donc i > 0. La relation aT - T%~! € p implique alors que a7 € p,
ou T € p. Dans les deux cas, on a immédiatement que T2C|[T] C p. On a donc que
VA € C, (\T)? € p duquel on déduit que AT € p. On obtient donc au final que
Dt Cp. O
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Exemple 5.2.9. — Reprenons les notations de ’exemple 5.2.6. Soit A > 1 un entier.
Nous montrerons plus loin que 'algébre graduée @d20(3+

cris)"’h:pd satisfait aux
hypothéses du théoréme précédent.

5.3. Fibrés vectoriels sur les courbes

Soit X une courbe de corps de définition E et de corps de fonctions rationnelles K.
On note Fibx la catégorie des faisceaux de Ox-modules localement libres de rang fini
sur X que 'on appelle aussi fibrés vectoriels.

5.3.1. Classification par recollement. — Soit U C X un ouvert non vide et X \ U =
{z1,...,z.}. Considérons les catégories suivantes. Tout d’abord,

C={(&,(Mi)1<i<r, (wi)1<i<r) },

ou & € Fiby, pour 1 <4 <r, M; est un Ox ,,-module libre de rang fini et
u; » M; RO o, K= -

Puis,

C={(&, (Mi)1<i<r, (ui1<i<r) },
ou & € Fiby, pour 1 <i <r, M; est un @X,xi—module libre de rang fini et

ui s Mi @ K., = &, ®k Ka,.
La catégorie C consiste en la donnée d'un fibré sur U , de fibrés sur les « disques

formels » (Spec(@x,zi))lgig et de données de recollement sur les « disques formels
épointés » (Spec(Ky,))1<i<r. La proposition qui suit ne pose pas de probléme (on

i

renvoie & [2] pour un énoncé beaucoup plus général).
Proposition 5.3.1. — Les foncteurs
Fibx — C
& (&), (Ea)igicr, (cani)i<i<r)
et
Fiby — C
& — (8l Earzisr (cani)i<isy)
sont des équivalences de catégories.

Corollaire 5.3.2. — Supposons U affine et Pic(U) trivial. Soit B = T'(U,Cx). La
catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente a celle des triplets
(M, N, (ui)1<i<r),
ol :
— M est unAB-module libre de rang fini,
— N est un Ox 4, -module libre de rang fini,
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Il en est de méme en remplacant I?z par K et BXz par Ox 4, .
En particulier, les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X
s’identifient a l’ensemble

GLA(B)\([] GLa (K., /GLa (Ox 2.))-

5.3.2. Opérations sur les fibrés en termes de données de recollement. — Supposons
maintenant que U soit affine, Pic(U) = 0 et X \ U = {o0}. Soit & un fibré vectoriel
sur X et (M,N,u), resp. (M,N,ﬂ), la donnée correspondante comme dans le
corollaire 5.3.2, c’est & dire

M =T(U,&), N = & et N = .

On vérifie aisément la proposition suivante.
Proposition 5.3.3. — Il y a des identifications canoniques

HY(X,&) =uwM)NN=aM)nN,

HY(X,6) =(N®K)/(w(M)+ N)=(N®Ky)/(@M)+N).
Plus généralement, RT'(X, &) est isomorphe au complexe

MeN — NQK
(z,y) — wu(@)-y
ou encore au méme complexe obtenu en remplacant N par ]V, K par IA{OO et u par u.
On a également :

Proposition 5.3.4. — Pour k € 7, si to désigne une uniformisante de Ox o, st le
fibré & correspond auz données (M, N,u), resp. (M, N, %), alors le fibré tordu & (koo)
correspond auzr données

(M,t=FN,u), resp. (M,t;okﬁ,ﬂ).

5.4. Sur quelques courbes particulieres

Bien que facile & démontrer la proposition qui va suivre est importante pour
comprendre la différence entre la courbe que nous allons étudier en théorie de Hodge
p-adique et la droite projective usuelle sur un corps. Plagons nous dans la situation
suivante. Soit X une courbe compléte possédant un point co € X tel que

o deg(o0) = 1,

e X\ {oo} est affine.

On vérifie aussitot le lemme qui suit.

Lemme 5.4.1. — Sont équivalents :
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— Pie(X \ {oc}) = 0,

— la fonction degré induit un isomorphisme deg : Pic(X) — Z.

Nous supposerons dans la suite que X vérifie les hypothéses équivalentes du lemme
précédent. Pour k¥ € N on note Ox (k) = Ox(k - 00). Soit X \ {c0} = Spec(B) ou
I'anneau B est donc principal. On note

deg = —ord : B — N U {—o0}.

Puisque associé au diviseur de Weil [oo], le fibré en droites Ox (1) est muni d’une
section génériquement non nulle. Le produit avec cette section fournit des injections

E=HCx) c H*(Ox(1)) C--- c H'Cx(k)) c H'Cx(k+1)) C---
qui correspondent & la filtration par le degré sur B,
E = Bdeggo C Bdeggl C---C Bgdegk C Bgdegk—i-l C e
On a de plus bien str que H°(Ox (k)) = 0si k < 0.
Pour k € Z, le cup-produit avec cette section de Ox (1) induit une surjection

H'(X,0x (k) » H'(X,0x (k + 1)).
Si A = Ox oo d’uniformisante ¢, K = E(X), cette surjection s’identifie a la surjection
canonique

K/(B+t*A) — K/(B+t*'A).
Ainsi, si H'(X,0x(d)) = 0, alors pour tout k > d, H'(X,0x(k)) = 0. Notons
i: {00} — X. Pour tout k € Z, il y a une suite exacte

0 — Ox(k — 1) — Ox (k) — i.(m"/m*1) — 0.
De celle-ci on déduit que si H'(X,0x) = 0 alors pour tout k > 1, Papplication
Bdegzk/Bdeng—l _ m;‘k/m;‘kﬂ

est surjective i.e. la condition (1) de la section 5.2.2 est vérifiée.

Lorsque X = Proj(P) comme dans le théoréme 5.2.7, t € P; est distingué et
V*(t) = {oo} il y a des identifications pour k € N,

P, = B = H%X,0x(k))
b
On a donc
X = Proj ( Prx, Ox(d))>
deN
et la suite d’inclusions précédentes est donnée par le produit par t € H°(Ox (1)),
Pyt p Xt X g X p X

On remarquera de plus que pour tout d € Z, Ox(d) ~ P|d].
Revenons aux hypothéses précédentes, avant les digressions sur le cas X = Proj(P).

Proposition 5.4.2. — 1. Sont équivalents :
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— (B, deg) est euclidien,
— HY(X,0x(-1)) =0.
Si c’est le cas alors, Yk > —1, HY(X,0x(k)) = 0.
2. Sont équivalents :
— (B, deg) est presque euclidien,
— HY(X,0x) =0.
Si c’est le cas alors, Vk >0, H*(X,0x(k)) = 0.

Démonstration. — Notons A = Ox - d’uniformisante ¢t et K = E(X). On a
H'(X,0x(-1)) = K/(B +tA), H'(X,0x)=K/(B+A).

Veérifions le premier point, la vérification du second étant identique. Supposons donc
que K = B+ tA. Soient x,y € B avec y # 0. On peut donc écrire % = b + ta, soit
encore = by +tay. On a alors deg(tay) < deg(y) et on conclut quant a l’euclidianité

de (B, deg). La réciproque consiste a renverser le processus précédent. O
Exemple 5.4.3. — Avec les notations de 'exemple 5.2.9, on montrera plus tard que
X = Proj( @ (B, ")
d>0

satisfait aux hypotheéses du point (2) de la proposition précédente mais pas du
point (1).

5.5. Filtrations de Harder-Narasimhan

5.5.1. Formalisme général. — Rappelons le formalisme des filtrations de Harder-
Narasimhan utilisé dans [21], formalisme qui se déduit lui-méme du formalisme plus
général de [1].

Supposons que 1'on dispose d’une catégorie exacte C munie de deux « fonctions »
degré et rang sur les classes d’isomorphisme d’objets de C

deg : ObC — R,
rg : ObC— N,

additives sur les suites exactes de C. On fait I’hypothése qu’il existe une catégorie
abélienne o7 ainsi qu’un foncteur « fibre générique »

F:C— A
vérifiant :

e [ est exact et fidéle,
e il induit une bijection

F : {sous-objets stricts de X} — {sous-objets de F(X)},

ol par sous-objet strict on entend ceux pouvant s’insérer dans une suite exacte.
On aime & penser & 'inverse de la bijection précédente comme une opération
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« d’adhérence schématique ». Ce sera le cas dans les exemples que nous avons
en vue.

On suppose également que la fonction rang sur C provient par composition avec F'
d’une fonction additive rg : c# — N vérifiant

rg(X) =0« X =0.

Enfin, on fait ’hypothése cruciale suivante : si u : X — X' est un morphisme dans C
tel que F'(u) soit un isomorphisme alors deg(X) < deg(X’) avec égalité si et seulement
si u est un isomorphisme.

Une telle catégorie est quasi-abélienne au sens d’André ([1]); tout morphisme
posséde un noyau et un conoyau. Plus précisément, si u : X — Y, ker u est 'unique
sous-objet strict X’ de X tel que F(X’) = ker(F(u)), Imu est 'unique sous-objet
strict X” de X tel que F(X"”) = Im(F(u)) et cokeru = X/Im(u). Néanmoins elle
n’est pas abélienne en général, il peut exister des morphismes dans C de noyau et
conoyau triviaux qui ne sont pas des isomorphismes. On remarquera que le morphisme

X/ keru — Imu,

bien que n’étant pas en général un isomorphisme, en est un « en fibre générique »
i.e. aprés application du foncteur F'. Ainsi, c’est un isomorphisme si et seulement si
deg(X/ ker u) = deg(Imu).
Pour X € C, X # 0, on pose
u(x) = 25
rg(X)

Définition 5.5.1. — Un objet non nul X de C est semi-stable si pour tout sous-objet
strict non nul X’ de X

eR.

u(X') < p(X).

On a alors le théoréme suivant dont la preuve consiste & suivre celle de Harder-
Narasimhan pour les fibrés vectoriels ([35]). On renvoie & [1] pour plus de détails.

Théoréme 5.5.2. — Sous les hypothéses précédentes tout objet X de C posséde une
unique filtration dans la catégorie exacte C
0=XoCX1 & C X=X

telle que :

e pour 1 <i<r, X;/X;, 1 est semi-stable,

e la suite des pentes (/‘(Xi/Xi—l))1<i<r est strictement décroissante.

Pour X comme dans ’énoncé précédent on note HN(X) 'unique polygone concave
d’origine (0,0) et ayant pour pentes (M(Xi / Xi_l)) avec multiplicités respectives
(rg(Xi/Xi—l))lgl'Sr'

Théoréme 5.5.3. — Si X' C X est un sous-objet strict, le point (deg(X'),rg(X")) est
situé en dessous du polygone HN(X).

1<i<r
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On obtient donc que HN(X) est 'enveloppe concave des points (deg(X’),rg(X"))
lorsque X' parcourt les sous-objets de X.
Soit A € R. Considérons les catégories suivantes.

e Soit C=* la sous-catégorie pleine de C formée des objets dont la plus grande
pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est inférieure ou égale a A. On a
donc pour X € C, X € C=? si et seulement si pour tout sous-objet strict non
nul Y de X, pu(Y) < A.

e Soit C>» la sous-catégorie pleine de C formée des objets de C dont la plus petite
pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est supérieure ou égale & A. Un
objet X de C appartient a C> si et seulement si pour tout épimorphisme strict
X —»Y telqueY #0,0onau(Y)> A

e Soit §* = CS*N (s la sous-catégorie pleine de C formée des objets semi-stables
de pente A a laquelle on ajoute I’objet nul.

Théoreme 5.5.4. — Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout A\ € R, les catégories C=* et C>x sont des sous-catégories exactes
stables par extensions dans C.

2. Lorsque A > pu, Hom(@z,\,agl‘) = 0. En particulier, si X est semi-stable de
pente A et Y semi-stable de pente p avec X > p, Hom(X,Y) = 0.

3. Pour tout A € R, (55 = CS* N sy est une catégorie abélienne stable par
extensions dans C.

Les filtrations de Harder-Narasimhan fournissent donc un dévissage canonique de
la catégorie exacte C par la famille de catégories abéliennes (C5%)xer. On peut aller
plus loin dans la structure des catégories abéliennes (C5°)y.

Définition 5.5.5. — Un objet X € C est stable si pour tout sous-objet strict non nul X’
de X, u(X') < p(X).

On a alors la proposition suivante qui ne pose pas de probléme.

Proposition 5.5.6. — Soit A € R. Tout objet de la catégorie abélienne (5° est de
longueur finie. Les objets simples de C5° sont les objets stables de pente .

5.5.2. Exemples

5.5.2.1. Fibrés vectoriels. — Soit X une courbe compléte définie sur E et C la
catégorie des Ox-modules localement libres de rang fini sur X. Il y a deux fonctions
additives rang et degré sur X. Soit de plus ¢# la catégorie abélienne des E(X)-espaces
vectoriels de dimension finie. Il y a un foncteur fibre générique évident C — 7#.
On vérifie qu’il posséde les propriétés demandées précédemment. Par exemple, si
u: & — &' est un morphisme qui est un isomorphisme en fibre générique alors,

deg(&") = deg(&) + deg(&” /u(&)),
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ou le degré du faisceau cohérent de torsion .# = &’ /u(&) est défini par
deg(.#) = Z deg(z) - longp,  (F)-
€| X|
On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans C.
5.5.2.2. Espaces vectoriels filtrés. — Soit L|K une extension de corps et VectFily, /g
la catégorie exacte formée des couples (V, Fil*V}) consistant en un K-espace vectoriel

de dimension finie V' ainsi qu’une filtration décroissante Fil*Vy, de V ®k L telle que
Fil'Vz, = 0 pour ¢ >> 0 et Fil'V;, = V7, lorsque ¢ < 0. Posons

rg(V, Fﬂ.VL) = dimg V,
deg(V,Fil*Vy) = Z 7.dimyp, griVL.
1€Z

Soit Vecty la catégorie des K-espace vectoriels de dimension finie. Le foncteur

F : VectFily g — Vectg

(V,Fil*Vy) — V
satisfait aux propriétés demandées précédemment. Cela résulte de la formule
deg(V,Fil*Vy) = ndim Fil"Vy, + » _ dim Fil'V},
i>n

pour n K 0, formule de laquelle il résulte que si

w: (V,Fil*Vy) — (V' Fil*V))
induit un isomorphisme V' =5 V' alors

deg(V',Fil*Vy) = deg(V,Fil*Vy,) + Y _ dim Fil'V} /u(Fil'Vy,).
i€z

On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans cette catégorie. Le

théoréme 5.5.4 dit dans ce cas la que tout morphisme entre objets semi-stables de
méme pente est strictement compatible aux filtrations.

5.5.2.8. Isocristauz. — Soit k un corps parfait de caractéristique p, Ko = W (k) [%]
Notons o le Frobenius de K. Soit p-Modg, la catégorie abélienne Qp-linéaire des
k-isocristaux, c’est a dire la catégorie des couples (D, ) ou D est un Ky-espace
vectoriel de dimension finie et ¢ : D —— D un isomorphisme o-linéaire. Il y a deux

fonctions additives hauteur et point terminal du polygone de Newton

ht : ¢-Modg, — N

tN : (p—MOdKO — 7
ou ht(D, ) = dimg, N et tn(D,p) = d si det(D,p) = Ky.e avec p(e) = a.e et
vp(a) = d. Prenant pour fonction rang la fonction ht et fonction degré la fonction ty,
les hypotheéses précédentes sont facilement vérifiées (la catégorie est déja abélienne) et

on a donc des filtrations de Harder-Narasimhan dans ¢-Modg,. On vérifie aisément
que la filtration de Harder-Narasimhan associée est la filtration de Dieudonné-Manin
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et le polygone de Harder-Narasimhan, qui est concave, est obtenu & partir du
polygone de Newton, qui est convexe, en renversant l'ordre des pentes. Il se trouve
que cette filtration est canoniquement scindée (décomposition de Dieudonné-Manin).
En fait, comme on le vérifie immédiatement, il y a également une filtration de
Harder-Narasimhan associée aux fonctions rang et degré (ht, —tx). Cette filtration
est une filtration opposée & la filtration précédente et fournit le scindage de la
filtration précédente. La décomposition de Dieudonné-Manin est donc donnée par le
couple de ces deux filtrations de Harder-Narasimhan opposées.

5.5.2.4. p-modules filtrés. — Voici un exemple qui est formé & partir d’une
combinaison des deux exemples précédents. On reprend les notations de ’exemple 5.5.2.2.
Soit de plus K|K( une extension de corps. Soit ¢-ModFilg , la catégorie formée des
triplets (D, ¢, Fil*Dg) ot (D, ) € p-Modk, et Fil* D est une filtration décroissante
de D ®g, K vérifiant Fil'Dg = 0 pour i > 0 et Fil'Dg = Dg lorsque i < 0. Il
s’agit d’une catégorie exacte, les suites exactes étant les suites exactes d’isocristaux
strictement compatibles aux filtrations. Soit la fonction additive point terminal du
polygone de Hodge

tr s p-ModFilg/ i, — VectFil g, —2 7,
(D, ¢, Fil* D) — (D,Fil®Dg).

Prenons pour fonction rang la fonction (D, ¢, Fil®*Dg) — ht(D, ) et pour fonction
degré la fonction tg — ty. On vérifie que le foncteur d’oubli de la filtration

QO—MOdFﬂK/KO — MOd?}O

vérifie les propriétés précédentes i.e. est un foncteur « fibre générique ». On a donc des

filtrations de Harder-Narasimhan associées. La catégorie abélienne des objets semi-

stables de pente 0 est alors celle des p-modules filtrés faiblement admissibles ([27]).
On peut pousser ’exemple précédent encore plus loin. Soit la fonction degré

(tm —tn, —tn) : o-ModFily, i, — Z*.

Munissons Z2? de l’ordre lexicographique. Prenons pour fonction rang la fonction
hauteur précédente. Il se trouve que le formalisme évoqué précédemment s’étend aux
cas ol la fonction degré prend ses valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné.
On obtient alors des bi-filtrations de Harder-Narasimhan étudiées dans [20].

5.5.2.5. p-modules sur l’anneau de Robba. — Soit & un anneau de Bézout, c’est-
a-dire un anneau intégre dans lequel tout idéal de type fini est principal. Supposons
que ’on dispose d’un sous-corps & C <R, muni d’une valuation non triviale v : & —
Z U {+0} et tel que

EX =R
Supposons donné un endomorphisme o de R stabilisant & et tel que Vz € &,

v(o(z)) = v(z). Soit C la catégorie exacte formée des couples (M, p) oi M est un
AR~module libre de rang fini et ¢ un endomorphisme o-linéaire ¢ : M — M tel que
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le morphisme (R -linéaire induit
b:0"M — M

soit un isomorphisme. Les objets inversibles dans la catégorie tensorielle C sont
les couples (M,p) avec M de rang 1. Il y a alors une identification des classes
d’isomorphisme de tels objets

Pic(C) ~ H'(¢%,E%).

A la classe du cocyle ¢, on associe la classe d’isomorphisme de I'objet (<R,¢) ot
Vz € R, o(x) = c,0o(x). Puisque la valuation v est invariante sous o, elle induit une
fonction additive degré

deg : Pic(C) — Z
normalisée de telle maniére qu’avec l'identification précédente, ce soit la fonction
[co] — —v(cs) sur les classes de cocyles. Pour (M, ) € C posons

rg(M,p) = dimgp M
deg(M,p) = deg(det(M,)).
Ce sont deux fonctions additives. Soit ¢# la catégorie abélienne formée des couples

(V, ) ou V est un Frac(<R)-espace vectoriel de dimension finie et ¢ un endomorphisme
o-linéaire. Le foncteur

C — HA
(M,p) +— (M ®Frac(R),p®1)
est un foncteur « fibre générique » au sens précédent. Cela résulte de ce que si M est
un A~module libre alors les sous--A~modules libres facteurs directs dans M sont en
bijection avec les sous-Frac(<R)-espaces vectoriels de dimension fini de M ® Frac(<R)
via les correspondances N — N @ Frac(R) et V +— VN M (cette propriété est vérifiée
pour tout anneau de Bezout). De plus, si
u: (M,QO) - (M/agol)

est un morphisme dans C qui est un isomorphisme « en fibre générique »,

detu : det(M, @) — det(M’, ')

en est également un. Faisons maintenant I’hypothése supplémentaire suivante : si
X € R\ {0} vérifie \2~! € & alors v(A\771) > 0 avec égalité si et seulement si A € &.
De cela on déduit aisément que

deg(M, p) < deg(M', ¢')

avec égalité si et seulement si v est un isomorphisme.

Le formalisme précédent s’applique et on dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans C. Lorsque R est ’anneau de Robba et & le sous-anneau des
fonctions bornées, on retrouve les filtrations étudiées dans [46] (cependant la
convention de signe dans [46] est opposée a la notre).
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5.5.2.6. Modules de Breuil-Kisin. — Soit X un schéma noethérien irréductible de
dimension 1 muni d’un morphisme fini et plat ¢ : X — X de degré deg(c) > 1.
Soit C la catégorie formée des couples (&, ) ou & est un faisceau cohérent sur X
sans composantes immergées (i.e. si j : 7 — X désigne le point générique de X,
& — juj*&) et ¢ : & — & est un morphisme o-linéaire tel que le morphisme linéaire
associé

D:0"8 — &

soit un isomorphisme au point générique de X. Il s’agit d’une catégorie exacte ; c’est
une sous-catégorie stable par extensions dans la catégorie abélienne formée des couples
(&, ) ot & est un faisceau cohérent sur X muni d’un morphisme o-linéaire. Posons
pour (&, ¢) € C,

1g(&,¢) = longy, (&)
deg(&,¢) = long(coker(®)).

ou le faisceau cohérent coker® est supporté en un nombre fini de points et on peut donc
définir sa longueur. Ces deux fonctions sont additives. Soit ¢/ la catégorie abélienne
formée des couples (NN, ¢) ot N est un Ox ,-module de type fini et ¢ un morphisme
o-linéaire de N dans lui-méme. Alors, le foncteur fibre générique

(&,¢) — (&ny )
satisfait les hypothéses précédentes. De plus, si
u:(&,9) — (&,¢)
est un morphisme dans C qui est un isomorphisme générique, alors
deg(&”,¢") = deg(&, ¢) + (deg(o) — 1) long(coker(u)) > deg(&, ¢)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme. On dispose donc de filtrations
de Harder-Narasimhan dans C.

Soient maintenant R un anneau local régulier de dimension 2 et p un idéal premier
de hauteur 1 dans R. Supposons R muni d’un endomorphisme ¢ : R — R fini et
plat de degré > 1. On fait également I’hypothése que o(p) = p. Soit un entier
n > 1. Posons X,, = Spec(R/p") et 0 : X, — X, le morphisme induit par o
sur R. Soit (, la catégorie de Harder-Narasimhan précédente associée a (X,,0) et
«C=U,>1C » qui est également une catégorie de Harder-Narasimhan. D’aprés la
formule d’Auslander-Buchsbaum, un R-module annulé par une puissance de p est
sans composantes immergées si et seulement si il est de dimension projective 1. La
catégorie C s’identifie donc a celle des couples (M, ) ot M est un R-module annulé
par une puissance de p, de dimension projective 1, et ¢ : M — M un morphisme
o-linéaire qui est un isomorphisme o-linéaire au point générique de Spec(R/p) i.e.
M) @Frac(R/p) — M ®Frac(R/p). Siu € mg\p, on peut reformuler les conditions
précédentes en disant que M est un R-module annulé par une puissance de p, sans
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u-torsion, et ¢ : M — M est un morphisme o-linéaire tel que ¢ ® o : M[L] — M[1]
soit un isomorphisme o-linéaire. Munie des fonctions
1
rg(M, ¢) IOHgR[%]M[;]
deg(Ma 90) = longRM/RQD(M)’

la catégorie C est de Harder-Narasimhan.

Lorsque R = W{u] ot W désigne les vecteurs de Witt d’un corps parfait de
caractéristique p > 0, o est 'endomorphisme continu de R tel que o(u) = u? et

T\ est le Frobenius de W, p = pR, on retrouve les catégories d’objets étudiées dans
[10] et [48].

5.5.2.7. Schémas en groupes finis et plats. — Les catégories exactes considérées dans
les exemples précédents sont toutes des catégories tensorielles. De plus, la fonction
degré sur ces catégories est obtenue par composition d’'un morphisme degré

deg : Pic(C) — Z,

ou Pic(C) désigne le groupe formé des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1, et
d’une application déterminant

det : C — Pic(C)

additive sur les suites exactes de C.

Soit maintenant K un corps valué complet pour une valuation non triviale & valeurs
dans R. Notons p la caractéristique du corps résiduel de K. Soit C la catégorie des
schémas en groupes commutatifs finis et plats sur O, d’ordre une puissance de p et
étales en fibre générique. Elle est munie de deux fonctions additives hauteur et degré
(I21]) ot

ht(G) = log, |G|
et
deg(G) = Zv(ai) si wg ~ @0k /a:Ck.
K3
Soit ¢/ la catégorie abélienne des schémas en groupes commutatifs étales sur K. Il y
a un foncteur fibre générique

C — A
G — GQRK.

11 est démontré dans [21] que les axiomes précédents sont satisfaits et que ’on dispose
donc de filtrations de Harder-Narasimhan pour les objets de C relativement & la
fonction pente dh%.

Supposons K de valuation discréte, de caractéristique p et a corps résiduel
k parfait, K ~ k((u)). On peut alors montrer ([51]) que la catégorie C est
équivalente a celle des couples (M, ) ou M est un W(k)[u]-module annulé par
une puissance de p sans u-torsion et ¢ un endomorphisme o-linéaire de M induisant

un isomorphisme o-linéaire aprés inversion de u (on a déja rencontré cette catégorie
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dans la section 5.5.2.6). Via cette équivalence de catégories les filtrations de Harder-
Narasimhan se correspondent. Cette catégorie est munie d’un produit tensoriel. La
fonction degré est définie via une application degré sur les objets de hauteur 1 et une
application déterminant.

Supposons K de valuation discréte, de caractéristique 0 et a corps résiduel k parfait.
On a donc K ~ Kyu]/(E(u)) ou Ky = W(k)[%] et E € Ok,[u] est un polynéme
unitaire d’Eisenstein. D’aprés [48] la catégorie C est équivalente & celle des couples
(M, ) oa M est un W (k)[u]-module annulé par une puissance de p sans u-torsion
et ¢ un endomorphisme o-linéaire de M tel que M/W (k)[u].o(M) soit annulé par
E(u). Ce n’est donc pas une catégorie tensorielle, on ne peut définir une application
déterminant sur celle-ci. Néanmoins, on dispose d’une telle application sur la catégorie
formée des couples (M, p) comme dans la section précédente. On peut donc définir
le déterminant, det G pour G € C, comme objet de la catégorie précédente mais pas
de C. Les filtrations de Harder-Narasimhan dans C sont alors un cas particulier des
filtrations dans la catégorie précédente (via I’équivalence de [48]).

Supposons que la valuation de K ne soit pas discréte ou bien le corps résiduel non
parfait. La fonction degré précédente ne provient pas alors a priori d’une fonction
degré sur des objets de rang 1 composée avec une application déterminant.

5.6. Classification de fibrés

5.6.1. Classification des fibrés sur les spheres de Riemann. — Avant de nous lancer
dans la classification des fibrés sur les courbes qui nous intéresse, on revisite le
théoréme de classification des fibrés sur la droite projective de Grothendieck.

Définition 5.6.1. — Une sphére de Riemann est une courbe compléte X possédant un
point co € X de degré 1, tel que X \ {oo} soit affine, vérifiant Pic(X \ {co}) = 0 et
telle que

H'(X,0x(—00)) = 0.

Une telle courbe satisfait aux hypothéses de la section 5.4. On a donc deg :
Pic(X) — Z. On notera pour tout entier k, Ox (k) = COx(k.co) pour un point de
degré 1, co. Remarquons que, si k € Z et & est un fibré sur X,

w(&(k)) = u(&) +k
et que & est semi-stable si et seulement si &(k) l'est. Enfin, pour une telle courbe,
H°(X,0x(k)) = 0 lorsque k < 0 et H*(X,0x(k)) = 0 lorsque k > —1. En particulier,
H'(X,0x) = 0 et on peut penser & X comme une « courbe de genre nul ».

Dans la suite on appellera sous-fibré un sous-fibré localement facteur direct i.e. les
sous-objets stricts de la catégorie exacte des fibrés. Si u : & — F est un morphisme
de fibrés on notera Im(u), un sous-fibré de %, I'image de u dans la catégorie des fibrés
i.e. 'adhérence schématique de I'image de u en fibre générique.

Voici la réinterprétation du théoréme de Grothendieck de classification des fibrés
sur P! ([31]).
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Théoréme 5.6.2. — Soit X une sphére de Riemann.

1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés isomorphes & un fibré de la forme
Ox (d)®® pour des entiers d € Z et a > 0.

2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

3. Pour tout entier n, l’application

{(d1,...,dn) €Z" | dy > --->d,} — {fibrés de rang n sur X}/ ~
(i, . dy) — [@Ox(di)]
i=1

est une bijection.

Démonstration. — Commengons par remarquer que le point (1) entraine le reste du
théoréme. En effet, pour des entiers di,ds € Z

Extl(OX(dg),OX(ah)) ~ H'(X,0x (d1 — d2))

qui est nul si d; > dy. Cela entraine facilement ’assertion (2) a partir de (1). La
derniére assertion s’en déduit aussitot.

Montrons le point (1). Tout d’abord constatons que si a € N et d € Z, le fibré
Ox (d)®* est semi-stable puisque somme directe de fibrés semi-stables de méme pentes
(cf. théoréme 5.5.4). On montre maintenant lassertion suivante par récurrence sur
Pentier n : tout fibré semi-stable de rang inférieur ou égal a n est isomorphe & un fibré
de la forme Ox (d)®™ pour des entiers d € Z, 1 < m < n. Supposons ’hypothése de
récurrence vérifiée au rang n. Soit & un fibré semi-stable de rang n + 1. Soit £ C &
un sous-fibré en droites de degré maximal. On a donc

deg Z < pu(&).

Posons
E'=E|%L.

La premiére pente du polygone de Harder-Narasimhan de & est supérieure ou égale
a u(&”). D’aprés ’hypothése de récurrence appliquée au premier cran de la filtration
de Harder-Narasimhan de &, il existe un sous-fibré en droites ¥’ C &’ vérifiant

deg(£") > p(&").
On a, par semi-stabilité de &, p(&”') > wu(&). On obtient finalement que
deg(-Z) < (&) < deg(L").

Soit &” le sous-fibré de & image réciproque de .#’ par la projection & — &’. On
dispose d’une suite exacte

0— ¥ —&"— % —0.
Soient d = deg.Z et d' = deg Z’. On a donc £ ~ Ox (d) et £’ ~ Ox(d’). Distinguons

maintenant deux cas.
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e Supposons d > d’, c’est a dire d = d' = p(&). Alors, £ et & étant semi-stables

de méme pente, &’ est semi-stable de pente u(&). L’hypothése de récurrence
entraine donc que & =~ (Ox(d)". Mais, puisque Ext'(Ox(d)"”,0x(d)) =
H'(X,0x)™ = 0, la suite

0 — ¥ —&—8& —0

est scindée et donc & ~ Ox(d)"*!. On a donc conclu dans ce cas la.
Supposons d < d’ — 1. Appliquons Hom(Cx (d + 1), —) a la suite exacte

0 — ¥ —¢&" — ¥ —0.

On obtient une suite exacte

0 — Hom(0x(d+1),%) — Hom(Ox(d+1),&") — Hom(Cx(d + 1),.Z")

~HO(X,0x (—1))=0 ~HO(X Ox (d'—d—1))
—  Ext'(Ox(d+1),2)

~H1(X,0x (—1))=0
et donc

Hom(COx (d+1),&") ~ H(X,0x(d' —d — 1)) # 0.
Siu:0Ox(d+1) — & est un morphisme non nul, Im(u) est un sous-fibré en
droites de &”, et donc de &, de degré
deg(Im(u)) > deg(Ox (d+ 1)) =d + 1.
Cela contredit le fait que .Z soit un sous-fibré en droites de degré maximal
dans &. Ce cas la est donc impossible .
5.6.2. Une remarque sur les fibrés de rang 2. — Dans cette section on explique

différentes formulations équivalentes du point de divergence entre les courbes qui
nous intéressent et P! de trois point de vue :

1.
2.
3.

en termes de semi-stabilité,
du point de vue cohomologique,
du point de vue presque-euclidien/euclidien.

Soit X une courbe compléte possédant un point co € X de degré 1 tel que X \ {oo}
soit affine et Pic(X \ {o0}) = 0 (cf. section 5.4).

Proposition 5.6.3. — Supposons que H*(X,0x) = 0. Sont équivalents :

1.

1l existe un fibré semi-stable de rang 2 sur X qui n’est pas somme directe de
deuzx fibrés en droites.

H'(X,0x(-1)) #0.

Pour co € X un point de degré 1 tel que X \ {oo} soit affine égal & Spec(B),
Panneau principal (B, —v) n'est pas euclidien.
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Démonstration. — L’équivalence entre les deux derniers points résulte de la
proposition 5.4.2. Soit maintenant & un fibré semi-stable de rang 2 ne pouvant
s’écrire comme somme directe de deux fibrés en droites. Soit £ un sous-fibré en
droites de & de degré maximal et £’ = &/.Z. Notons d; = deg(.Z) et d2 = deg(.Z").
Il y a donc une suite exacte

0 — Ox(d1) — & — Ox(d2) — 0.
La semi-stabilité de & induit les inégalités
dy < (&) < da.
Par hypothése cette suite exacte n’est pas scindée. Or on a I’égalité
Ext!(Ox (d2),0x (dy)) = HY(X,0x (dy — dy)).
Donc, puisque H'(X,0x) = 0,
di < ds.
Appliquons Hom(Ox (dy + 1), —) & la suite exacte précédente. On obtient une suite
0 — Hom(Ox (d1 +1),6) — H°(X,0x(d2 — dy — 1)) — H'(X,0x(-1))
Si 'on avait H'(X,0x(—1)) = 0 on aurait donc
Hom (Ox (d1 + 1), &) = H°(X,0x(dy — d; — 1)) # 0.

On disposerait donc d’un morphisme u : Ox(d; + 1) — & non nul. Son image Im(u)
serait un fibré en droites de degré supérieur ou égal & d; + 1. Cela est impossible grace
au choix fait de .. On a donc H'(X,0x (1)) # 0.

Supposons réciproquement que H'(X,0x(—1)) # 0. Soit

0—0x — & —0x(1) —0

une extension associée a une classe non nulle dans Ext' (Ox (1),0x) = H'(X,0x(-1)).
Montrons que & est semi-stable et ne peut s’écrire comme somme directe de deux fibrés
en droites. Soit . un sous-fibré en droites de &. Si £ = Ox, deg(Z) =0 < 3 = p(&).
Si .Z # Ox, le morphisme composé

L — & —-0x(1)
est un isomorphisme en fibre générique. On a donc
deg(Z) < 1.

Si deg(-¥) = 1, le morphisme . — Ox (1) est un isomorphisme et la suite exacte
précédente est scindée, ce qui n’est pas le cas par hypothése. On a donc deg(.¥) <0 <
u(&). Le fibré & est donc semi-stable. Montrons maintenant que & n’est pas somme
directe de deux fibrés en droites. Supposons donc par ’absurde que & = £ & %.
Soient d; = deg %) et do = deg %%. Par semi-stabilité de &, étant donné que p(&) = %,
dy <0 et dy < 0. Mais cela est impossible car d; + dy = deg(&) = 1. O
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Exemple 5.6.4. — Pour la courbe X de 'exemple 5.4.3 avec h = 1, on verra plus tard
que l'on peut naturellement associer a tout isocristal un fibré vectoriel sur X dont
les pentes de Harder-Narasimhan sont les pentes de Dieudonné-Manin de ’isocristal.
11 existe donc naturellement des fibrés semi-stables de rang 2 et de pente 1/2 sur X
et les hypothéses de 5.6.3 sont vérifiées. La simple existence de ces fibrés de pente
non-entiére associés aux isocristaux traduit donc la divergence entre X et P! et le fait
que (B., deg) ne soit pas euclidien.

5.6.3. Opérations sur les fibrés. — Avant d’aller plus loin nous avons besoin de
propriétés supplémentaires concernant les opérations sur les fibrés.

5.6.5.1. Images directe et réciproque par un morphisme étale fini

Définition 5.6.5. — Un morphisme étale fini de courbes est un morphisme étale fini
des schémas sous-jacents aux courbes, f : X — Y, tel que pour tout z € X,

deg(z) = [k(z) : k(f(z))] - deg(f())-
Définition 5.6.6. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Pour D =
>_ze|x| Ma[z] € Div(X) on pose
fD =" mg- k(@) k(f(2)] - [f(2))-
z€|X|
Pour D =3}, . yymy - [y] € Div(Y) on pose
z€|X|

Pour un tel morphisme étale de courbes on a donc deux morphismes
f
Div(X) —— Div(Y)

vérifiant
fof* = deg(f) - 1d.

On a de plus les formules
deg(f*D) = dEg(D)
deg(f*D) = deg(f)-deg(D).
Le lemme qui suit ne pose pas de probléme.

Lemme 5.6.7. — Soit f : X — 'Y un morphisme étale fini de courbes. Les diagramme
suivants sont commutatifs

E(X)* —2, Div(X) E(X)* —2 Div(X) —— Pic(X)
NE(X)/E(Y{ f*J( ] fﬁ fﬁ
E(Y)* —2 Div(Y) E(Y)* —2 Div(Y) —— Pic(Y).
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Proposition 5.6.8. — Etant donné un morphisme étale fini de schémas f : X — Y il
y a un isomorphisme canonique de fibrés en droites

d.et(f*Ox)(X)2 ; Oy

Démonstration. — On peut supposer f de degré constant d. La donnée de f est
alors équivalente & celle du Gg4-torseur étale sur Y, E = Isomy ({1,...,d},X) (« on
numeérote les éléments de la fibre du revétement » en un point de X). Soit € : S5 — po
la signature. Le po-torseur ¢, F définit, via us — Gy, un fibré en droites ¢V de carré
trivial. Montrons que det(f.Ox) =~ /. Soit pour cela m# : E — Y le morphisme
structural de notre torseur. Il y a alors un isomorphisme

™ (£.0x) = €D Ck
ceGy
qui induit un isomorphisme

7*(det(f.0x)) = det(r*(f«0x)) — Cg.

Cet isomorphisme est un isomorphisme de fibrés en droites sur £ munis d’une donnée
de descente relativement a l’action de &4 sur E. On vérifie alors que la donnée de
descente sur le membre de droite du dernier isomorphisme est donnée par la signature
d’une permutation. O

Remarque 5.6.9. — En général, on n’a pas det(f.Ox) ~ Oy. Considérons par exemple
le cas ou 2 est inversible sur Y et Pic(Y) posséde de la 2-torsion non-triviale.
Soit .Z un fibré en droites non-trivial muni d’un isomorphisme Z%? = Oy et
f: X =Y le us-torseur associé. Alors, f.0x = Cy @ .Z qui est donc de déterminant
non-trivial.

Remarque 5.6.10. — Une autre preuve de la proposition 5.6.8 consiste & regarder
la forme quadratique trace : f.Ox x fi.0x — Oy dont le discriminant fournit
I'isomorphisme cherché.

Lemme 5.6.11. — Soient f : X — Y un morphisme étale de courbes et D € Div(X).
Il y a alors un isomorphisme de fibrés en droites

det(f*OX(D)) ~ det(f*OX) ® Oy (f+« D).

Démonstration. — On peut supposer f de degré constant d. Soit D’ € Div(Y) et
supposons l’assertion vérifiée pour le diviseur D + f*D’. La formule de projection
donne

det(f.0x (D)) ® Cy (dD’) ~ det(f.Ox (D + f*D")).

Par hypothése on a
det(f.0x (D + f*D"))

1R

det(f.0x) ® Oy (f«(D + f*D"))
= det(f.0x) ® Oy (f.D +dD’)
= det(f.0x) ® Oy (f.D) ® Oy (dD")

et on en déduit donc le résultat pour le diviseur D.
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Quitte & remplacer D par D + f*D’ on peut donc supposer que D > 0 et donc, si
D= Emem az[x], on a une suite exacte

0— OX — Ox(D) — @ iz*OX@/m‘;z — 0.
z€|X|

Pour tout z € |X|, puisque Ox. est plat non-ramifié sur Oy (s, le choix d'un
relévement dans Ox , d’une base de k(z) comme k(f(z))-espace vectoriel induit des
isomorphismes de Oy #(z)-modules

Ox .o/ = Oy, ja /5 ) B@HRTEN ke N,
Prenant I'image directe de la suite exacte précédente on obtient une suite exacte
0— f.0x — f.0x(D) — P zy( P v, /mzz)[km:k(m]) —o.
yelY| zef~1(y)

On a donc une suite exacte

0 — det(f.0x) — det(f.0x (D)) — @ iy*QY,y/mZy —0,
yelY|

ol by =3, cr-1(y[k(@) : k(y)]as. Le résultat s’en déduit. O
Proposition 5.6.12. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Notons
Div(X)/ ~ les classes d’équivalences rationnelles de diviseurs et considérons

Visomorphisme Pic(X) —— Div(X)/ ~ envoyant la classe d’isomorphisme de
Ox (D) sur la classe d’équivalence de D. Alors le diagramme suivant est commutatif

Pic(X) ® Z[3] — (Div(X)/ ~) ® Z[3]

detof*J lf*

Pic(Y) ® Z[1] —— (Div(Y)/ ~) ® Z[2].

1
2

Remarque 5.6.13. — La proposition précédente ne dit rien d’autre que le fait qu’on
dispose d’un théoréme de Riemann-Roch-Grothendieck modulo la 2-torsion pour les
morphismes étales finis. La remarque

Lemme 5.6.14. — Soient f : X — Y un morphisme fini localement libre de schémas
et & un fibré vectoriel sur X. Il y a un isomorphisme

det(f.&) ~ det(f. det &).

Démonstration. — Soit un entier n > 1. Notons Resx/y la restriction des scalaires a
la Weil et Nx/y : Resx;yG,, — Gy, la norme. D’aprés le lemme 1, A.3.112, de [9],
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il y a un diagramme commutatif de Y-schémas en groupes

Resx,y det Nx,v
R,eSX/yGLn E— ReSX/me EE— Gm

|

GL(f.0%) —=— GL(det(£.0% ) =——= G

Si & est localement libre de rang n, le lemme en résulte par application du diagramme
précédent au GL,-torseur associé a &. O

De ce lemme et de la proposition 5.6.12 on déduit la proposition suivante.

Proposition 5.6.15. — Soient f : X — Y un morphisme étale fini de courbes complétes
et & un fibré vectoriel sur X. Alors,

deg(f,£) = deg(&).
Résumons les résultats précédents dans la proposition qui suit.

Proposition 5.6.16. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini de courbes. Supposons
Y compléte. Alors, X est compléte. Si & est un fibré vectoriel sur X,

rg(fu&) = deg(f)-rg(&)
deg(f«&) = deg(é)
M R —
Si & est un fibré vectoriel surY,

rg(f*¢) = rg(é)

deg(f*&) = deg(f) - deg(&)
p(f*&) = deg(f)u(é).
5.6.3.2. Fibrés équivariants. — Puisque nous l'utiliserons maintes fois, rappelons le
lemme qui suit.
Lemme 5.6.17. — Soit f : X — Y un morphisme de courbes étale fini galoisien de

groupe T'. Alors, les foncteurs & — f*& et F — (fo.7)' induisent des équivalences
inverses entre la catégorie des fibrés sur'Y et celle des fibrés I'-équivariants sur X.

Exemple 5.6.18. — Avec les hypothéses du lemme précédent, si & est un fibré sur X,
[ f+& = ®yero*&. Ainsi, le fibré f.& sur Y correspond au fibré équivariant induit
Ind};y&.

Le lemme suivant sera crucial dans la suite.

Lemme 5.6.19. — Soit f : X — Y un morphisme étale fini galoisien de courbes
compleétes. Soit & un fibré vectoriel sur'Y . Soit

0=&CHC - CE=E
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sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors,
0=f"GCfeac - Cfé=f¢

est la filtration de Harder-Narasimhan de f*&. En particulier, & est semi-stable si et
seulement si f*& [est.

Démonstration. — Soit le groupe fini I' = Aut(X/Y). Remarquons que si % est un
fibré sur X alors pour tout o € T,

w(F7) = u(F).
Afin de démontrer ’assertion du lemme il suffit de montrer que si & est semi-stable
alors f*& l’est. Mais par unicité de la filtration de Harder-Narasimhan de f*&
et la propriété précédente d’invariance de la fonction p sous I', cette filtration est

T-invariante. Ainsi si & est semi-stable sur Y, la filtration de Harder-Narasimhan de
f*& descend 4 Y et est donc triviale. O

Soit X un schéma muni d’une action d’un groupe I'. Un fibré équivariant sur X
est un couple (&, (¢cy)oer) o & est un fibré sur X et pour tout o € T',

¢y 0¥E 5 &
vérifiant
Vo,7€l', c,o7%cs = Cor.
Pour un tel fibré équivariant le groupe Aut(&) est muni d’une action de I', ' —
Aut(Aut(&£)), en posant
Vf e Aut(&), fCo=c,o00"foc;t.

Maintenant, si (¢, ),er est une autre structure de fibré équivariant sur &, posons pour
cel

dy = cs 0 c’;l € Aut(&).
On vérifie que (dy)yer est un 1-cocycle, élément de Z*(T, Aut(&)). Réciproquement,
la donnée d’un tel cocycle définit une nouvelle structure de fibré équivariant sur &.
On vérifie de plus que (&, (c}),) ~ (&, (cZ),) si et seulement si les cocycles précédents
sont cohomologues. On déduit de cela la proposition qui suit.

Proposition 5.6.20. — Soit & un fibré muni d’une structure de fibré I'-équivariant et
' — Aut(&) laction associée de T'.

1. L’ensemble des structures de fibré I'-équivariant sur & est en bijection avec
I’ensemble des 1-cocycles dans Z*(T', Aut(&)), au 1-cocycle ¢ est associé un fibré

r
I'-équivariant tordu & A c.

2. Les fibrés I'-équivariants & R cpetd f\ co sont isomorphes si et seulement si les
cocycles ¢y et co différent d’un cobord

3. Les classes d’isomorphismes de fibrés équivariants dont le fibré sous-jacent est
isomorphe a & est en bijection avec ’ensemble

HY(T', Aut(&)).
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5.6.4. Classification des fibrés sur les spheres de Riemann généralisées

5.6.4.1. Spheres de Riemann généralisées

Définition 5.6.21. — Une sphére de Riemann généralisée est un couple (X, E) ou

— X est une courbe compléte de corps de définition E,
— E|FE est une extension algébrique de corps galoisienne de groupe Z,

satisfaisant :

1. Pour tout z € |X|, 'extension E|FE se plonge dans k(z)|E.

2. 1l existe un point fermé de degré 1, oo € |X| tel que pour toute extension de
degré fini F'|E contenue dans F, il existe un point fermé de X ® g F’ au dessus
de co dont le complémentaire est le spectre d’un anneau principal.

3. Ona H'(X,0x) = 0.

Soit donc (X, E) une sphére de Riemann généralisée. On note alors
Ej, := E"Z

C’est une extension cyclique de degré h de F, et E, = UpE}. On note

XL, =X Qg FE),
et

s Xp — X,
Plus généralement, lorsque h|h’ on note

Th!,h - Xh/ — Xh.

Le schéma X} est noethérien régulier de dimension 1. Puisque E est intégralement
fermé dans E(X), (5.1.5), X} est intégre. Etant donné que E., se plonge dans le
corps résiduel de tous les points fermés de X, pour tout z € |X|, W;I(x) est formé
de h-points fermés distincts de méme corps résiduel que x i.e. le morphisme étale 7,

est totalement décomposé en tout point de | X|. On munit X}, d’une fonction degré en
posant pour = € | Xp|

deg(z) = deg(ma(z)).
On vérifie alors que cela muni Xj; d’une structure de courbe compléte de corps de

définition E},. Les morphismes 7y j, sont étales finis au sens de la définition 5.6.5. On
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obtient donc une tour de revétements de courbes complétes

Xh/

l > RZ/W'TL
Z/W'Z
Z/hZ

On vérifie aussitdot que pour tout h, (Xp, Es) est encore une sphére de Riemann
généralisée.
Les courbes (X)), satisfont aux hypothéses de la section 5.4. On fixe désormais
un systéme compatible de points de degré 1, (cop)n € {in | X 1| et on note pour tout
h>1

Ox, (k) = Ox, kz (oon)])

ot 0 =1 € Z/hZ = Aut(X/X). Pour k <0 on pose Ox, (k) = Ox, (—k) .
On a donc

entier k > 1,

deg
2 Bio(X)
d—— [Oxh (d)]

En particulier Ox, (d) ~ Ox,(1)®?. Néanmoins, il est préférable de prendre la
définition précédente pour Ox, (d). Elle fournit en effet une identification canonique
T n0x,(d) = Ox,,(nd) qui fait apparaitre plus clairement la structure de fibré
Gal(E,;|En)-équivariant sur Ox,, (n).

Définition 5.6.22. — Soient d € Z et h € N54. On note
Ox (d, h) = mh. (Ox, (d))
comme fibré vectoriel sur X. SiA € Q, A = % avec (d,h) =1 et h > 0, on note
Ox(\) = Ox(d, h).

Pour un entier n, on utilise les méme notations pour la sphére de Riemann généralisée

(Xn)njn ie. Ox, (d, h) = Tnh s (Ox,., (d)).

Proposition 5.6.23. — Pour A € Q notons m(X) lordre de A mod Z dans Q/Z. Soient
d € Z, h € Nsg. On a les propriétés suivantes :
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1. Sid=(d,h),
2. Pourn € Ny,

7 (Ox(d,h)) =~ Ox,(nd,h)
Ox(d, nh).

3
3
*
S
>
3
=
N
¢

et donc

WZ(OX()‘)) ~ Oxn(n)\)@%

nm(A)

me (O3, 00) = 0x(3)T.

3. Le fibré Ox(d, h) est semi-stable de pente %, Pour tout A € Q, le fibré Ox (\) est
semi-stable de pente A.
4. Il y a des isomorphismes

Ox(di,h1) ® Ox(da, ha) =~ Ox(dihg + dahy, hihs)
Ox(dh)Y =~ Ox(—d,h).

En particulier,

Ox (M) ®0x(Na) = Ox (M + Ag)® 00
Ox(\)Y =~ Ox(=M\).
5. Pour A > p,
Hom(Ox (N\),0x (1)) = 0.
Pour A < u,
Ext’ (Ox (A),Cx (1)) = 0.
Démonstration. — Point (1) : Décomposons 7, en le composé
T X —2 X s —L2 X
On a donc
Ox (d, h) = T 54 (7Th,h/6* (Ox, (d))>'
De plus,

OXh (d) = 71-;kl,h/zi (OXh/é (d/é)) :
D’aprés la formule de projection,

7Tf%h/éﬂz,h/zs(OXh/(s(d/é)) =~ (ﬂ'h,h/é*aXh) ®0xh/5(d/5).

. ~ @6 .
Puisque 7, ,/5.0x, ~ OXh/é on obtient

Trhxh/5*7r;,h/5 (OXh/a (d/é)) = (OXh/é (h/(s))@é

On conclut quant au point (1).
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Point (2) : Le second isomorphisme du point (2) est immédiat. Considérons le
premier. Si (n,h) = 1, le diagramme

Tnh,h
th —_— Xh

th,nl Jﬂ'h

X, — X

est cartésien. On en déduit que

T (Ox (d,h)) = mpmns (Ox,(d))
= 71'nh,n*7":<zh,n (OXh (d))
>~ Tppne(Ox,, (nd))
= Ox,(nd,h).
En général, si 6 = (n, h), d’apres le cas précédent et ’exemple 5.6.18,
m0x(d,h) = 7y 51 s(Ox(d, 1))

ﬂ-:,n/ﬁﬂ-h/‘s*gxh/a (d, %)

s (0%, (5, 1))
= nn/ﬂnn/é*(aX ( d’a))
~ Ox, (2d )@5.

D’apreés le point (1) démontré précédemment, ce dernier fibré s’identifie a Ox,, (d, h).
Point (3) : D’aprés le point (2) précédent, 7;:0x (d,h) ~ Ox, (d)®" qui est semi-
stable comme somme directe de fibrés semi-stables de méme pente (cf. théoréme 5.5.4).
Le lemme 5.6.19 permet de conclure.
Point (4) : La seconde égalité du point (4) est immédiate. Considérons la premiére.
Supposons d’abord que (h1, he) = 1. Le diagramme

Xhihs

N,
\/

est alors cartésien. La formule de Kiinneth donne alors
Ox(d1,h2) ® Ox(d2, ha) = 7Thl*(0xh1 (d1)) ® 7Th2*(0xh2 (d2))
~ s (Thaa i (Ox, (41) @ 77,1 (O, (d2)))
>~ Thyhow (Oxy n, (h2d1) ® Ox, .. (h1dy))

Thihox* (OXhlh2 (hady + h1d2))
Ox(hgdl + hida, hihs).

12
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En général, soit 6 = (hq, he). Alors, utilisant le cas précédent ainsi que le point (2),

h
Ox (d1,h2) ® Ox(d2,ha) = 7ss (0X5 (du, %)) ® Ox (d1, ho)

h
ms (Ox, (do, =) @ i (d, h2))

h
Tox <0X5 (dy, ?1) ® Ox;(6dy, ha) )

1

1

Ox4 (dy,22)@0

h
Tsx (OXJ (d1h2 +dihy, thQ))

~ Ox(dlhz + dohy, hlhz).

1

Point (5) : La premiére égalité résulte de ce que Ox ()\) est semi-stable de pente A,
Ox (1) est semi-stable de pente et A > p (cf. théoréme 5.5.4). On a, si m = =)™

m(p—2A) ?
Ext'(Ox(\),Ox (1))

R

HY(X,0x(=)) @ Ox (n))
~ HY(X,Ox (s — V)®™.
De plus, si Ox (n — A) = Ox(d, h),
HY(X,0x(n—\) = H' (X3, 0x(d)) = 0
d’aprés la condition (3) de la définition 5.6.21, car d > 0. O

Définition 5.6.24. — Un fibré & sur X est pur s’il existe A € Q et a € N tels que
& ~ Ox (\)®*. Pour un entier h, on définit de méme un fibré pur sur Xj,.

D’aprés la proposition 5.6.23, & est pur si et seulement si
& ~Ox(deg &,188).

Proposition 5.6.25. — Soit & un fibré sur X et h un entier. Alors, & est pur si et
seulement si ;& l'est.

Démonstration. — 1l résulte de la proposition 5.6.23 que si & est pur alors 7}&
l’est. Réciproquement, supposons 7; & pur. Quitte & agrandir h on peut supposer que
;& ~ Ox, (d)®* pour un d € Z et a € N. Alors,

det(m7 &) = 7}, det(&) ~ Ox, (ad)

et donc, en considérant le degré des fibrés en droites précédents, h|ad. D’aprés la
proposition 5.6.23

Ox, (d)®* ~ Ox, (ad,a) ~ m}0x (%d, a).

Il y a donc un isomorphisme
d
& ~ 7 0x (%,a).
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La proposition 5.6.20 implique que les classes d’isomorphisme de fibrés Z/hZ-équiva-
riants de fibré sous-jacent isomorphe & .% = m;:0x (%d, a) sont en bijection avec
HY(Z/WZ, Aut(F)).

Or, Aut(Z#) ~ Aut(Ox,(d)®*) =~ GL.(E). On vérifie de plus que via cet
isomorphisme laction de Z/hZ = Gal(Ey|E) sur Aut(%#) est action canonique
sur GL,(E}). La proposition résulte donc du théoréme de Hilbert 90,

H'(Gal(Ey|E),GL4(Er)) = {*}. O
5.6.4.2. Classification des fibrés. — La preuve du théoréme suivant s’inspire
fortement de [46].

Théoréeme 5.6.26. — Soit (Xp)n>1, X = X1, une sphére de Riemann généralisée.

Supposons que pour tout h et tout n > 1, si
0—0x,(-2)—&—0x,(1) —0

est une suite ezacte de fibrés alors H°(Xp,, &) # 0. Les propriétés suivantes sont alors
vérifiées.

1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés purs.

2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

3. L’application

{Qiicicn €Q" [n €N, My 22 M} —  {Fibrés sur X}/ ~
i=1

est une bijection.

Démonstration. — L’assertion (1) entraine le reste du théoréme. En effet, une fois
montré que tous les fibrés semi-stables sont purs, ’assertion (2) résulte du point (5)
de la proposition 5.6.23. Considérons donc l’assertion (1). Le fait que tout fibré pur
soit semi-stable est le point (3) de la proposition 5.6.23.

Montrons maintenant par récurrence sur I’entier n > 1 que tout fibré semi-stable
de rang inférieur ou égal & n est pur. Remarquons que ’hypothése de récurrence au
rang n implique, d’apreés le raisonnement précédent (le point (1) du théoréme entraine
les autres points), que tout fibré de rang inférieur ou égal a n est somme directe de
fibrés purs.

Supposons donc ’hypothése de récurrence vérifiée au rang n et soit & un fibré
semi-stable de rang n + 1. D’apreés la proposition 5.6.25, pour tout entier h > 1,

& est pur < 7; & est pur.
De plus, d’apreés le lemme 5.6.19, pour tout entier A > 1,

& est semi-stable <= 7}, & est semi-stable.
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On peut donc, quitte & remplacer & par 7;& et X par X, avec h grand, supposer
que (&) € Z. De plus, pour tout entier k € Z,

& est semi-stable <= &(k) est semi-stable
et d’aprés le point (4) de la proposition 5.6.23,
& est pur <= & (k) est pur.

On peut donc supposer que
u(&) =0.

Considérons maintenant le fibré 7} & sur X,,. Soit .Z C 7;& un sous-fibré en droites
de rang 1 de degré d maximal. On a donc . ~ Ox, (d). Posons &' = 1% &/.%,

(1) 0— % —mé&— & —0.
Puisque 7} & est semi-stable de pente 0,

d <0< (&)
Distinguons maintenant plusieurs cas.

e Supposons d = 0. Alors, .Z est semi-stable de pente 0. Donc, &’ est semi-stable
de pente 0 (cf. point (3) du théoréme 5.5.4). D’aprés ’hypothése de récurrence,
on a donc &’ ~ (% . Puisque Ext!( %.:0x,) = 0, cela entraine que 7, & =~ 0}1—1
et donc que 7 & est pur. On déduit alors de la proposition 5.6.25 que & est pur.

e Supposons que d < —2. Puisque u(&’) > 0, la premiére pente du polygone
de Harder-Narasimhan de &’ est positive. L’hypothése de récurrence entraine
donc qu’il existe A > 0 tel que Ox, (A\) C &' comme sous-fibré. Puisque A > 0,
H°(X,,0x,()\)) # 0 et donc

Hom(Cx, (d +2),0x, (X)) # 0.
Il existe donc un morphisme non nul
u:0x,(d+2) — &'
Tirant en arriére la suite exacte (1) précédente via u on obtient une suite exacte
0— % —&" —0x,(d+2)—0
et donc une suite exacte
0— L(-d-1) — &"(-d—-1) — Ox, (1) — 0.

D’apreés ’hypothése du théoréme appliquée avec n = 1 (attention, il ne s’agit
pas du méme entier n intervenant dans cette démonstration),

HY(X,,&"(—d—1)) #0.
Il existe donc un morphisme non nul

Ox, (d+1) — &".
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Le morphisme &” — 7& est un monomorphisme (i.e. c’est une inclusion en
fibre générique, mais Ox, (d + 1) n’est pas forcément localement facteur direct
dans &"). On en déduit V’existence d’un morphisme non nul

v:0x,(d+1) — &,

Alors, Im(v) est un sous-fibré en droites de =& vérifiant deg(Im(v)) > d + 1
ce qui est en contradiction avec la maximalité de d. Le cas d < —2 est donc
impossible.
Supposons d = —1. Puisque le morphisme ,, est étale fini, 7} = 7r£.b et
Hom (%, &) ~ Hom(mp..Z, &).

Le morphisme non nul . — ;& est donc associé par adjonction & un
morphisme non nul

1

u:@X(——) ~ ML — &
n

Considérons le sous-fibré Im(u) de &. Puisque Ox ( - %) est semi-stable de pente
—% et que le morphisme

uw:Ox(— %)/ker(u) — Im(u)

est un isomorphisme en fibre générique,

p(m(u)) >~

On a donc
1
——< u(Im(u)) <0.
n

Le nombre p(Im(u)) est de la forme m pour un d € Z. Mais puisque
rg(Im(u)) < n, I'inégalité précédente entraine que

p(Im(u)) = —% ou bien p(Im(u)) = 0.

Distinguons ces deux cas.
e Si p(Im(u)) = 0 alors Im(u) est semi-stable de pente 0. Le fibré & /Im(u)

Pest donc également. D’aprés ’hypothése de récurrence, Im(u) ~ ng(lm(u))

et &/Im(u) ~ O&Hqg(lm(u)). Puisque H'(X,C0x) = 0 on conclut que
& ~ Og(-i-l_
e Si u(Im(u)) # 0, nécessairement rg(Im(u)) = n. Le morphisme

1
u:Ox(— ﬁ) — Im(u)
est donc un isomorphisme en fibre générique. Etant donné que

L)) = deg(m(u))

n

deg (OX (

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



232 CHAPITRE 5. COURBES

c’est un isomorphisme. Il y a donc une suite exacte
1
0—0x(--) —&— 2 —0,
n

ol .’ est un fibré en droites de degré 1. Par hypothése on a H?(X, &) # 0.
Mais si b : Ox — & est un morphisme non nul, Im(h) est un sous-
fibré en droites de & de degré positif (car supérieur a celui de Ox) et
négatif (car & est semi-stable de pente 0) donc nul. Le morphisme A est
donc un isomorphisme. Dés lors, &/Im(h) est semi-stable de pente 0 donc
isomorphe & (% d’aprés ’hypothése de récurrence. On conclut que & ~

0}“ en utilisant une fois de plus que H'(X,0x) = 0.
O

Remarque 5.6.27. — Dans le théoréme précédent, ’hypothése disant que si 0 —
Ox,(-L) — & — Ox, (1) — 0 est exacte alors H’(X,&) # 0 est indispensable
si on veut que le théoréme de classification des fibrés soit vérifié. En effet, si on
suppose les conclusions du théoréme vérifiées, un tel & étant de degré 0, il posséde
nécessairement un facteur direct de la forme Ox ()\) avec A > 0 et donc H°(X, &) # 0.

Corollaire 5.6.28. — Sous les hypothéses du théoréme 5.6.26, pour tout A € Q, la
catégorie abélienne formée des fibrés semi-stables de pente A sur X est semi-simple,
d’unique objet simple & isomorphisme prés Ox(X). L’algébre End(Ox (X)) est une
algébre o division. Le foncteur

& — Hom(Ox (N), &)

induit une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des End(Ox (\))°PP-espaces
vectoriels de dimension finie.

On va maintenant donner un critére de vérification des hypothéses du théo-
réme 5.6.26 en termes de modifications de fibrés. C’est ce critére que nous allons
utiliser dans la suite. Par définition, une modification du fibré & sur X est un fibré
&’ muni d’un isomorphisme en fibre générique é”;; = &, c’est & dire un isomorphisme

y ~
& lxws ™ g|x\s
pour S C |X| fini.

Supposons que les conclusions du théoréme 5.6.26 sont vérifiées, c’est a dire que
tout fibré sur X est isomorphe & une somme directe de Ox (), A € Q. Soient n > 1
et une suite exacte

0— & —0x(:) — F —0,

o % est cohérent de torsion de degré 1. Si & ~ @,0x (\;), pour tout indice 4, puisque

Hom (Ox (X:),0x (£)) # 0,

A <

S|
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Mais de plus, si \; = Z—t avec (d;, h;) = 1, puisque Ox (\;) C Ox (),

hi <n.
On déduit de cela que si pour un indice i, A\; > 0 alors A\; = % Or, cela est
impossible puisqu’alors le monomorphisme de Ux-modules Ox (A;) — Ox (%) serait

un isomorphisme (les deux fibrés ont méme rang et méme degré) ce qui contredirait
le fait que .% # 0. On déduit de cela que pour tout 7, A; < 0. Mais puisque

deg(&) =0
cela implique nécessairement que pour tout ¢, A; = 0 et donc
& ~O%.
Dans « 'autre sens », soit une suite exacte
0—0y —&—F —0

avec & un fibré vectoriel et % cohérent de torsion de degré 1. Si & ~ &,0x ()\;), pour
tout ¢,
A > 0.

En effet, s’il existait un indice ¢ tel que A; < 0, puisque Hom(C%,0x(\;)) = 0 on
aurait 0% C @;2,0x(A;) ce qui est impossible puisque 0% et & ont méme rang. De la
positivité des pentes \; et du fait que deg(&) = 1 on tire alors que nécessairement il
existe un entier m € {1,...,n} tel que

& ~ Ox(i) @0}_7’”.
On a la réciproque suivante.

Théoreme 5.6.29. — Soit (X, E,) une sphére de Riemann généralisée. Supposons que
pour tout h > 1 :

1. Sin>1 et si on a une suite exacte
0—><§0—>0Xh(%)—>9—>0
avec F de torsion de degré 1 alors
& ~ O, .
2. Sin>1 et st on a une suite exacte

0— 0, —&—F—0,

ot & est un fibré vectoriel et F est de torsion de degré 1 alors, pour un m €
{1,...,n}, on a
1 —_
& ~0x,(5;) @ 0%, ™
Alors les hypotheses et donc les conclusions du théoréme de classification 5.6.26 sont
vérifiées.

Avant d’attaquer la preuve de ce théoréme introduisons la notion suivante.
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Définition 5.6.30. — Un fibré & sur X est élémentaire s’il est non nul et posséde une
présentation
0—>0§(—>@0X(h%)—>éa—>0,
il
ou n € N et pour tout 4, h; > 1.

La proposition suivante va nous permettre de démontrer le théoréme 5.6.29.

Proposition 5.6.31. — Supposons que les hypothéses du théoréme 5.6.29 sont vérifiées.
Soit & un fibré élémentaire sur X et

u:é& —-» F
un épimorphisme avec & cohérent de torsion de degré 1.
1. Sideg(&) =1, alors H°(X, keru) # 0.
2. Si deg(&) > 1, il existe un fibré élémentaire &' de degré deg(&) — 1 et un
monomorphisme de Ox-modules

&' — keru.
Démonstration. — Si deg(&) = 1, on a alors une présentation
0— 0% — Ox(+) — & — 0.
Puisque & est un fibré vectoriel non nul remarquons que nécessairement
n<h

1

n
point générique de X et donc & serait de torsion c’est a dire nul). Considérons
I’épimorphisme composé

(si ce n'était pas le cas alors le monomorphisme 0% — Ox(=) serait surjectif au

v:0x(3) — & — Z.

D’apreés 'hypotheése (1) de 5.6.29

kerv ~ O%.
On a alors une suite exacte

0— 0% — kerv — keru — 0.
Soit E le corps de définition de X. Puisque H'(X,0%) = 0 on en déduit une suite
exacte
0 — E" — E" — H°(X,keru) — 0
et donc, puisque n < h, H°(X,keru) # 0.
Supposons maintenant que deg(&’) > 1. Fixons une présentation
0—>0}—>@0X(h%)—>@@—>0.

iel

Notons
v @Ox(h%) — & Z,
iel
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V=) cr Vi avec

v; Ox(h%_) — 7.
Posons
et notons {z} = supp(.%), .F ~ iz.k(z). Soit W C k(z) le noyau de

k(z)le — k(z)

(zi)ier, — Z Zi-
i€l

Soit W = @,c;D; une décomposition en somme de droites. Considérons le
morphisme

a = BicryV; : @0}((}%) — Flo,
i€l
D’apreés ’hypothése (1) de 5.6.29, ker « est un fibré trivial. Il y a de plus une extension
pour tout j € J
0—kera — o ' (#®D;) > F®D; — 0.

L’hypothése (2) de 5.6.29 nous dit alors qu'il existe des entiers a; > 1 et b; > 0 tels
que

04_1(? ) Ox( )EBO

Il y a une suite exacte

> ie
O—»ker((kera)J—>kera)—>EBa (F®D;) — a Y (F W) —0.
jedJ
Puisque
ker(v) = @ Ox (%) @ (F W)
1€I\Io
on en déduit ’existence d’un épimorphisme
@ UX EB@ OX J)—>kerv
i€I\Ip jeJ
de noyau un fibré trivial.
Il existe donc une suite exacte de la forme
0— 0% — (@Ox(%)) ® 0% — kerv — 0.
i€l '
On a (% C kerv et son image réciproque dans le terme du milieu de la suite exacte

précédente est une extension de 0% par 0% qui est donc un fibré trivial (puisque
H'(X,0x) = 0). Au final on dispose d’une résolution

0— 0% — (@OX(%D ® 0% — keru — 0.
el
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Le noyau .7 du morphisme composé

o — (DO () 0% =5 0y

iel’
est un fibré trivial. Alors,
Doxi)/ 7
iel’
est un fibré élémentaire de degré deg(&)—1 muni d’un monomorphisme de Ox-modules
vers ker(u). O
Démonstration du théo. 5.6.29. — Soit une suite exacte

0— OX,L(—%) — & — 0x, (1) — 0.
Choisissons un plongement
OXh (_%) — OXh (l)n
de conoyau un faisceau cohérent de torsion noté .%. Un tel plongement est obtenu par
application de 7,5 5« & un plongement Ox,, (—-1) < Ox,,, (n).
Le poussé en avant de la suite exacte par ce plongement définit une extension de
Ox, (1) par Ox, (1)™ qui est scindée. On en déduit une suite exacte

0— & — Ox, ()" — F — 0.

Choisissons maintenant un drapeau complet (Fil;%)o<i<n+1, Filo.# = 0 et
Fil,11.7 = %, de .% dont les gradués sont des faisceaux de torsion de degré 1. On
applique la proposition 5.6.31 avec « X = X}, ». Le fibré Ox, (1)" ! est élémentaire.
On en déduit que le noyau du morphisme composé

Ox, ()"t — F — F/Fil,F
posséde un sous-fibré élémentaire &’ de degré n. On peut alors regarder le noyau du
morphisme (qui est soit surjectif soit nul)
&' — Fil,, 7 /Fil,, 1.7
et lui réappliquer 5.6.31 s’il est surjectif. En procédant ainsi par récurrence on vérifie
que & s’exprime comme noyau d’un fibré élémentaire de degré 1 vers un faisceau

cohérent de torsion de degré 1 ce qui permet de conclure grace au point (1) de 5.6.31.
O
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CHAPITRE 6

LA COURBE FONDAMENTALE
LORSQUE F' EST ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on construit et démontre les propriétés de base de la courbe qui
nous intéresse lorsque le corps F' est algébriquement clos. Celle-ci est définie comme
étant le « Proj » de lalgebre graduée P = @~ B9="" . Le fait que ce schéma soit
une courbe compléte au sens du chapitre 5 résulte des deux résultats suivants :

— L’algébre P est graduée-factorielle (théo. 6.2.1).
— L’existence de la suite exacte fondamentale en théorie de Hodge p-adique dont
nous donnons une nouvelle démonstration (théo. 6.4.1) d’une version généralisée.

Ces deux résultats exploitent de fagon fondamentale ceux du chapitre 2 concernant
les diviseurs associés & une « fonction holomorphe de la variable 7 ».

Enfin, on donne des descriptions alternatives de la courbe dans les sections 6.6 et
6.7 qui ne font pas intervenir I’'uniformisante 7 intervenant dans la définition de P.

6.1. Lalgebre graduée Py g . : définition et généralités

6.1.1. Définition. — On reprend les notations de la section 1.1.

Définition 6.1.1. — On note

P= B~

d>0

une F-algébre graduée dont on note P; = B¥="" les éléments homogénes de degré d.
Lorsqu’on voudra spécifier la dépendance de P en E, F et 7 on la notera Pr g .

D’aprés la proposition 4.1.3
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L’application canonique P — B7 est injective et identifie P & une sous-E-algébre
de B*. D’aprés la proposition 4.1.1 les éléments homogénes de degré 0 sont

Py,=FE.

6.1.2. Changement d’uniformisante. — Supposons que F' contienne une cloture
.= . —F o . . .
algébrique F, de F; i.e. F, est algébriquement clos. Soit 7’ une autre uniformisante
de E. Notons
L m = {u € Wp,(Fy)g | p(u)m = ur'},
un F-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique
d’algébres graduées
Ug 7/ * @ P, i®E Lg’i, = Py
d>0
donné par la recette de la section 4.1.4. De plus, si 7"’ est une troisiéme uniformisante,
via I’isomorphisme canonique

~
er,7r’ RF er’,ﬂ'” > LT(,TI'”

on a

U,ﬂ.)ﬂ.// = ’U/ﬂ./’ﬂ.// o u,n.’ﬂ,/,

6.1.3. Changement de corps E. — Supposons que F' contienne une cloéture algébrique
de Fy. Soit E},|E lextension non-ramifiée de degré h de E, Ej = Wp, (Fq)whzld. On
a alors
Py = D(BDH"
d>0
D’aprés la proposition 4.1.7 on a alors un isomorphisme canonique d’algébres graduées

PEg r0e @8 En — PE, 1 he-

Soit maintenant E’|E une extension totalement ramifiée et 7g/, 7, des uniformisantes.
Soit
L _ o [E":E]
T, TE — {.’13 € WOE (k)Q | QD(U)WE = umg, }7

un E-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique

®d ~
@ PEJ"Evd ®F L7rE,7rE/ PE’,ﬂE/,[E’:E]r
d>0

6.2. Lalgebre P est graduée factorielle

6.2.1. Enoncé du théoreme. — Rappelons qu'un monoide abélien est libre s’il est
isomorphe & (N D, +) pour un ensemble I. Contrairement au cas des groupes abéliens
libres, tout monoide abélien libre posséde une base canonique formée de ses éléments
irréductibles. Plus précisément, si M est un monoide abélien, un élément m de M non
nul est irréductible s’il ne peut s’écrire sous la forme m = m’+m" avec m’,m" # 0. Si
M est abélien libre d’éléments irréductibles I alors il y a un isomorphisme canonique
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NI =, M. Rappelons enfin que si M est un monoide abélien et U C M* un sous-
groupe des éléments inversibles de M, on peut définir le monoide quotient M /U.
Par définition, un anneau intégre A est factoriel si le monoide abélien quotient

(A\{0})/A~
est libre. Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 6.2.1. — Supposons F algébriqguement clos. Alors, l'algébre P est graduée-
factorielle d’éléments irréductibles de degré 1 au sens ot le monoide

U (Pa\ {0})/E~

d>0
est libre sur (P; \ {0})/E*. En particulier, si x € B*="" avec d > 1, il existe
t1,...,tqg € B¥=T tels que

T =1t -1q.

Le reste de cette section est consacré & la démonstration de ce théoréme.

6.2.2. Diviseurs sur Y/p”. — Nous allons maintenant formuler un énoncé qui va
impliquer le théoréme 6.2.1. Reprenons les notations de la section 2.7.2.

Définition 6.2.2. — On note Div'(Y/¢?) les diviseurs D € Divt(Y) vérifiant
©*D = D.

Si D € DivT(Y) est un diviseur de support fini, on vérifie que la somme infinie
Z ©™* D € Divt(Y/p?)
nez

est bien définie. Cela résulte de la formule ||-||op = ||-||2 ot |- || : [Y]| — ]0, 1] « est la
distance a lorigine dans le disque épointé » (cf. sect.2.7.2). Cela définit un morphisme

de monoides

2z ®””
_—

Divt (Y) finis DivT (Y/¢?)

dont on vérifie facilement qu’il est surjectif. En fait on a le lemme suivant dont la
vérification est immédiate.

Lemme 6.2.3. — Via linjection
Y|/¢* < Div*(¥/¢")

ymod * — > [o"(y)],
nez

Divt(Y/Z) est le monoide abélien libre sur |Y|/o”.

De cela on déduit I'existence d’une fonction degré sur les diviseurs ¢-invariants.
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Définition 6.2.4. — Pour D € Div' (Y/¢?%),

D=3 [¢"w)], vi Y|

i€l neZ
on note

deg(D) = ) _ deg(y:)-
iel
On vérifie ausitot le lemme suivant qui exprime le degré d’un diviseur @-invariant

comme le degré d’un diviseur fini aprés restriction & un domaine fondamental pour
Paction de .

Lemme 6.2.5. — Soit p € 0,1 et |Yjpa 4| C |Y], un domaine fondamental pour
Vaction de ¢ sur |Y|. Alors, pour tout diviseur D € Div*t (Y /%),

deg(D) = deg <D|Y]pq,p])'
Remarquons maintenant que, si x € P; est non-nul, alors I’équation fonctionnelle
o(z) = 7% induit au niveau des diviseurs
*div(z) = div(p(z)) = div(rz) = div(r?) + div(z) = div(z)
puisque 7 est une unité. L’application diviseur
div : B\ {0} — Div*(Y)
induit donc un morphisme de monoides

div: | (Pa\ {0})/E* — Divt(Y/").
d>0
Les deux monoides précédents sont munis d’une fonction degré, le degré d’un élément
de Py \ {0} étant d.

Proposition 6.2.6. — Le morphisme de monoides précédent est compatible aux degrés.

Démonstration. — Soit ¢ € P; non nul. Le polygone de Newton de ¢(x) est obtenu
a partir de celui de z en appliquant la transformation du plan (u,v) — (u, qv). Celui
de 7z est obtenu en appliquant (u,v) — (u+ d,v). On en déduit que si ()\;);cz sont
les pentes de oNewt(x) o A; est la pente sur [i,i + 1] alors pour 4,k € Z

Nitkd = ¢ "\

Soit p € ]0,1[, p = ¢~". D’aprés le théoréme 3.4.4, si

D= div(:r)iylpq,p] € Divt (Ya,,)
on a
deg(D) = |{z EZ | A €ryqr] }\
On conclut facilement en appliquant le lemme 6.2.5. O

Le théoréme suivant implique alors le théoréme 6.2.1.
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Théoréme 6.2.7. — Le morphisme de monoides

div: | P2\ {0})/E* — Div*t(Y/¢?)
d>0

est injectif. Si F' est algébriquement clos c’est un isomorphisme.
Preuve de linjectivité. — Soient x € P; et y € Py non nuls satisfaisant
div(z) = div(y).
D’aprés le point (2) du théoréme 3.5.5 il existe u € BX = (B%)* (coro. 1.9.5) tel que
T = uy.
Mais alors
we BT = psd=a.

On conclut aussitot. O

d—d’ {0 sid 75 d

Le reste de cette section est consacré a la preuve de la surjectivité dans le théoréme
précédent lorsque F' est algébriquement clos.

6.2.3. Surjectivité de I’application diviseur : produits de Weierstrafy

Notons pour un entier positif d
My = {z € A\7A | z = 7% mod Wy(mp)} C Prim,.

Modulo 'action de A*, tout élément primitif de degré d peut étre représenté par un
élément de My :
Md/MO = Primd/A.X .
Par exemple, soit Q € Op[X] tel que Q(X) = X? mod 7 et Q(X) = 7X mod X2.
Soit € € mp \ {0} alors

(ct. déf. 2.3.7).
Soit b € My. On cherche f € P; non nul tel que

div(f) =) _ ™ div(b).
neZ
Le principe consiste & couper le diviseur en deux
D @mrdiv(b) = Y @™ div(b) + > @™ div(b).
neZ n>0 n<0

Pour b € Md on a
(b

n—-+o0o 7Td

=1
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dans B*. Le produit infini

est donc convergent dans BT de diviseur

div(IT* (b)) = ) _ o™ div(b).

n>0

Exemple 6.2.8. — Si b= m — [z] alors

) =T (1- @)
(0) };[0 -

On aimerait maintenant associer & un tel b un élément « [], W;gb) o™ (d) »
dans P;. Malheureusement le produit « [],,_,¢™(b) » n’est pas convergent et on ne
sait pas définir en toute généralité des éléments dans BT de diviseur fixé & l’avance
(cf. 2.7.5), c’est a dire ici un élément de B de diviseur ), _, div(¢"(b)). On va voir
que I'on peut tout de méme le définir de fagon détournée en remarquant qu’il doit
satisfaire une équation fonctionnelle. Remarquons de plus que I'on connait a l’avance
le polygone de Newton d’un tel élément. Un calcul montre que ce polygone doit étre
dans le quadrant Ri et que donc I’élément doit appartenir a A.

Remarque 6.2.9. — Notons z = b mod 7 € Up. Bien que le produit [], o ¢™(b) ne
soit pas convergent, on peut donner un sens a sa réduction modulo 7 de la fagon

suivante : on a
1
’ H 27 = pin<0d” = g1 7,
n<0

71 . ~
Bien siir, aucune de ces expressions n’a de sens. Ceci dit, za-T a bien un sens a
multiplication par un élément de F;-prés. Sil'on essaie de construire ainsi [I,co9™ ()
par approximations successives, aprés avoir construit sa réduction modulo 7 on est
amené & construire [[, . ¢"(2) modulo 1+ 7kt1A, k> 1, lorsque z € 1 + 7FA. Via

(1+7*A)/(1 + 7" A) = Op,
si « correspond & a € O alors « [],, ., ¢"(x) » correspond a

St
n<0

qui n’a pas de sens mais dont on vérifie qu’il est formellement solution de I’équation

d’Artin-Schreier X? = X + a, ce qui donne une définition & translation prés par un

élément de [Fy. C’est grace & ce type de « miracle » que 'on peut définir [], " (b)

4 un E*-multiple prés grace a la proposition qui suit.

Proposition 6.2.10. — Supposons F algébriquement clos. Pour tout b € B® vérifiant
vr(b) = 0, le E-espace vectoriel

{z € By | p(x) = ba}
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est de dimension 1.

Démonstration. — Si by, by sont dans cet espace vectoriel et non-nuls, by /by € &
vérifie ¢(by/by) = by/by. Puisque £°=19 = E on en déduit que la dimension de
I’espace vectoriel en question est inférieure ou égale & 1. Il faut maintenant montrer
qu’il est non nul. Puisque F' est algébriquement clos, tout élément de F'* s’écrit sous la
forme 2971, x € F*. Quitte & multiplier b par un Teichmiiller on peut donc supposer
que b € A\ mA. Définissons par récurrence sur n une suite (z,)p>1 d’éléments de
We,. (Or) telle que x,,41 = z,, mod 7", x1 ¢ TA et

o(zpn) = bz, mod 7™,

Soit by € Op \ {0} le terme constant de b, b = by mod 7. On pose z; = [a] oi a
est une solution de I’équation X9~ ! = by. Supposons défini z,,. Soit z € O tel que
©(zy) = bxy, + 7"[2] mod 7" 1. On cherche z,1 sous la forme x, + 7"[u]. On voit
facilement qu’il suffit de prendre pour u une solution de I’équation d’Artin-Schreier
U?—-bU —2z=0. O

Définition 6.2.11. — Supposons F' algébriquement clos. Pour b € M, on note

H+(b) _ H ‘Pngb)

Y
n>0

et I (b) n’importe quel élément non nul de A vérifiant p(II~ (b)) = bII~ (b). On pose
alors TI(b) = IIF(b)IT~ (b).

Les éléments I (b) et II(b) ne sont donc définis qu’a multiplication par un élément
de E* preés. Soit
M = | Mg,

d>0
un monoide pour la loi de multiplication. On vérifie immédiatement que pour
b1, boeM,
I1(b1b2) = II(b1)IL(b2)

a un élément de E* prés. De plus pour b € My, on a II(b) € E* et My est un
sous-groupe de A*,

M = ker (VV@(OF)X — Wg(k'F)X).
L’application II définit donc un morphisme de monoides
IT: M/My — (P \ {0})/E*.
Lemme 6.2.12. — Dans Divt(Y/¢?) on a

div(II(b)) = Y _ ¢"(div(b)).

n€E”Z
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Démonstration. — Pour un diviseur D = 3 m(y)[y] on note p(D) = 3>, m(y)[¢(y)]
(afin de ne pas de tromper sur ce qu’on noterait ¢* ou ¢,). Il suffit de montrer que

div(II™ (b)) = Y _ ¢"(div(b)).

n<0
Notons D’ = div(b) qui est & support fini et D = div(II~(b)). On a
D'+ D = ¢(D),
équation de laquelle on tire par récurrence que pour tout n > 0,
D=¢ (D) +¢72(D) + - +¢ (D) + ¢ (D).

Remarquons maintenant que puisque II7(b) € A, le support de D est contenu dans
|Y[,.1/| pour un p € ]0,1[. Puisque [[¢~(y)|| = [|y[|"/? on en déduit que

supp (¢~ "(D)) C [Yjpr/am 1l-

11 s’ensuit que, pour tout intervalle compact I C ]0, 1], il existe n > 0 tel que

¢ (D), = 0

(D’ = 0.

e (D), 0
Les deux diviseurs D et ) _,¢"(D’) ayant méme restriction & « toute couronne
compacte » on conclut. O

Cela montre la surjectivité du morphisme diviseur dans le théoréme 6.2.7 et conclut
donc la preuve du théoréme 6.2.1.

Remarque 6.2.13. — Le fait que II(b) ne soit défini qu’a un E*-multiple prés n’est pas
anodin. En effet, si F" n’est pas algébriquement clos, on peut définir TI(b) € P= \ {0}.
L’obstruction & descendre II(b) en un élément de Pr est alors donnée par un élément

de HY(Gp, E*) dont on verra dans le chapitre 7 qu’il s’agit exactement du groupe
Pic®(Xp).

6.3. Produits de WeierstraB associés aux éléments de degré 1 et logarithme

On va maintenant relier les produits de Weierstrass précédents au logarithme d’un
groupe de Lubin-Tate.

Soit @ € Op[X] tel que @ = XY mod 7 et Q@ = X mod X?. Soit ZF ¢ la loi de
groupe formelle de Lubin-Tate telle que [ﬂ']wQ = . La proposition suivante est bien
connue.

Proposition 6.3.1. — Dans l’espace de Fréchet des fonctions rigides analytiques sur la
boule ouverte de dimension 1 sur E, la suite
n
(7" ]zg,
ﬂ-n

converge vers le logarithme de Z}?Q.
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Démonstration. — Rappelons que 1'on note @, = [7"]zg. Montrons d’abord que la
suite de I’énoncé est convergente. Soit r > 0. Pour f =), ., ar X* notons w,(f) =
]ir;%{v(ak) + kr}. Il S’agit de montrer que
lim w, (7~ "VQ, 1 — 77"Qn) = +o0.
n——+o0o

Constatons que
Qi —1T"Qn = 7 MY (Q(X) — 7X) o Qn.
Puisque Q(X) — X € X?0Og[X], on a donc
wr (1= Qpy1 — 17"Qn) > —(n + 1) + 2w, (Qn).

Choisissons m un entier positif tel que r > Notons pour tout entier k,

T
2T o[7*] les points de 7*-torsion de la loi de groupe formel de Lubin-Tate 25 o dans
une cloture algébrique fixée de E. Pour n > m on a alors

wr(Qn) > wr(Qn/Qm)

CELY o[n"\LT o [n™]

n—1

= Y > we(X = C).
Fmm (e ol NI g [r¥]
Mais si ¢ € ZF o[7* T\ 2T o[*], on a v({) = W et donc si k > m
1
w (X = ¢) =v(() = F gk

On obtient alors que
wr(Qn) >n—m

ce qui implique que

wr(ﬂ_(”+1)Qn+1 -7 "Qn)>n—1-2m —+> +00.

On a donc prouvé la convergence de la suite (77"Q,)n>1. Notons f sa limite, une
fonction rigide analytique sur le disque ouvert de rayon 1. Les zéros de f sont
exactement les points de torsion de la loi de groupe formel WQ et coincident donc
avec ceux de son logarithme log@v@. La fonction méromorphe g = f/ logzcc/vQ est donc
holomorphe sur le disque ouvert de rayon 1 et sans zéros. De plus, pour tout entier
positif n
golm"leg, =9

Or, pour un point x € IB%(E), la boule ouverte de rayon 1,

. n _

lim [7"]¢g () = 0.

n—-+oo

La fonction g est donc constante. Puisque f/(0) =1 on conclut que f = logw—o. O
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Remarque 6.3.2. — Supposons le polyndéme @ unitaire. On aimerait développer le
logarithme en produit de Weierstrass sous la forme

X
x I (1—2).
¢eZg o[>

Malheureusement ce produit n’est pas convergent puisque dans ’expression précédente
|¢| — 1. La proposition précédente nous dit que quitte a regrouper les termes on peut
former un tel produit convergent et obtenir un développement comme dans [52]

logz, = X [T ( 11 (1- %))

n20  (eZT o[nmtN\LT g lmm]

Soit € € mp \ {0} et u. = [6[16/159]@ € M; (déf. 2.3.7). De la proposition précédente

on conclut que

I () = Iog (1)~

Or on a
I~ (ue) = [/]q.
On en déduit donc que
I(u.) = logzg (elo)-

Il s’ensuit que 'on dispose d’un diagramme commutatif

mp \ {0} —— (mp \{0})/0p —— Y| — [Y|/¢® —— (P1\ {0})/E*

R
N

(BT)#=\ {0},

ou le morphisme horizontal mp \ {0} — |Y| est donné par ¢ — (u.), l’application
Y| — Py \ {0}/E* par 'application qui a l'idéal (a) avec a € M; associe II(a) E* et
le morphisme vertical . est celui de la proposition 4.2.1.

6.4. La suite exacte fondamentale

Théoreme 6.4.1. — Supposons F algébriquement clos. Soient y1,...,yq € |Y| de
générateurs ai,...,aq € My. Soit pour 1 < i < d, t; = U(a;) € B¥=". On suppose

que pours,j € {1,...,d}, t; € E*t; = y;, = y;. Il y a alors une suite exacte d’espaces
de Banach
d d
O—»E.Hti — B¥*" — B/my, ---m,,B — 0.
i=1
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Démonstration. — Soit € B#="" non nul et d’image nulle dans B/m,, ---m,, B.

On a donc
d
div(z) > [ui]
i=1

Puisque div(z) est p-invariant cela implique que

div(z) >ZZ (vs)] —dlv(Ht)

i=1 nezZ

d

Puisque x,H?Zl t; € Py, par application de l'injectivité dans le théoréme 6.2.7 ils
différent d’un élément de E*. On a donc vérifié ’exactitude de la suite au milieu.
Pour tout ¢, le morphisme B¥=" — B/m,, = C,, s'identifie & 'application
logarithme d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur h sur le corps C,, et est surjective
(cf. section 4.5). On montre alors facilement par récurrence sur d que le morphisme
de droite est surjectif. O

Exemple 6.4.2. — Si E = Q,, ¢ € mp \ {0}, Q(X) = (1+ X)? — 1, ue = gty

y = (ue), ty =log([1 +¢€]), il y a une suite exacte
0— Qtt — (BM)*" S L/Fi'Bl,  — 0.
On retrouve donc la suite exacte fondamentale de [26].

Corollaire 6.4.3. — Soitt € Py, t# 0 ety € |Y| tel que div(t) =, ,[e"(W)]. Il y a
alors un isomorphisme canonique d’algébres graduées

P/tP — {f € C,[T] | f(0) € E}.

Démonstration. — Soit 6, : Bt — C,,. Le morphisme d’algebres graduées P — C,[T]
donné en degré d par z — 0,(z)T¢ induit un morphisme P/tP — C,[T]. Utilisant
le théoréme 6.4.1 on vérifie que c’est une injection d’image les polynoémes a terme
constant dans E. O

On peut également généraliser la proposition 5.1.3 de [26].

Théoréme 6.4.4. — Soient y1,...,ya € |Y| de générateurs ay,...,aq € M;. Soient
I~ (a1),...,117(aq) € A\mA. L’idéal de A formé des x € A tels que Vn > 0, ©™(z) €
Py, - - Py, est Uidéal engendré par II7 (a1) - - - 117 (aq).

Démonstration. — Dire que pour tout n > 0, ¢"(x) € py, - - - Py, est équivalent a dire
que

d
diviz) > 33 [ (o)
i=1 n<0

Le théoréme se déduit alors du point (1) du théoréme 2.7.4 et du début de la preuve
du lemme 6.2.12. O
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6.5. La courbe lorsque F' est algébriquement clos

6.5.1. Définition et théoreme principal. — On reprend les notations des sections
précédentes. On suppose désormais, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, que F et
algébriquement clos.

Définition 6.5.1. — On note
XF,E = PrOj(PEE’ﬂ-).

La notation précédente « Xp g » ne fait pas référence & l'uniformisante = pour
une bonne raison; bien que l’algébre graduée Pr g, dépende du choix de cette
uniformisante, utilisant I’isomorphisme noté u, - de la section 6.1.2 et [32] prop.
3.1.8 (iii),on vérifie que le schéma Xr p ne dépend canoniquement pas de ce choix.
Notons enfin que Xr g est un E-schéma. On note X pour Xp g lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguité concernant F' ou E.

Théoréme 6.5.2. — 1. Le schéma X est une courbe compléte de corps de définition

FE dont tous les points fermés sont de degré 1.

2. Si E'|E il y a un isomorphisme canonique Xp — Xp ®p E'.

3. Pour tout t € Py non nul, VT (t) = {oo:}, le lieuw d’annulation de la section
hyperplane définie par t, est formé d’un seul point. De plus, le corps résiduel C;
de X en ooy est un corps valué complet algébriquement clos, extension de E.
On a alors une identification canonique C? = F.

4. L’application

(P\{O})/E* — ||
t-EX +— oo
est une bijection. Il y a de plus une bijection naturelle
Y|/¢* = |X|

qui fait correspondre a y mod ¢” le point co; ot t est tel que div(t) =

Yonez 0" ()]

5. Pout un tel t, l’anneau local Ox o, est un anneau de valuation discréte. Siy €
Y| est tel que div(t) =, ., [¢"(y)] il y a alors un isomorphisme canonique

~ - L
OX,oot ’ Bdey

. . +
et t est une uniformisante de BdR,y-
6. Si E|Q, est non-ramifiée, soit BL, (C}) I’anneau des périodes cristallines associé
au corps résiduel en ooy. Il y a une identification canonique

B* =[] ¢"(BLi(Ch).
n>0
7. Soit
B, = B-‘r[%]go:ld — B[%]¢=Id
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qui est égal G
Bcris(Ct)Lpzld
lorsque E|Q, est non-ramifiée. On a alors

D¥(t) = X \ {00} = Spec(B.)

et Be est un anneau principal. De plus, si ord., est la valuation sur B, induite
par le plongement B, C Frac (5;(70@), le couple (B.,—orde,) est presque
euclidien (def. 5.2.1).
8. Si E'|E, via le revétement étale Xg — X g l'image réciproque d’un point fermé
x € | Xg| est constituée de [E' : E]-points de méme corps résiduel que celui de x.
9. L’application degré induit un isomorphisme

Pic(X) =5 Z.

10. On a HY(X,0x) = 0.

Démonstration. — D’aprés les théorémes 6.2.1, 6.4.1 et son corollaire 6.4.3, les
hypothéses du théoréme 5.2.7 sont vérifiées. Utilisant également les résultats de la
section 5.4, on en déduit facilement toutes les assertions du théoréme, hormis les
points (2), (5) et (8). Le point (2) se déduit de [32] 2.4.7 (i) et de la section 6.1.3
dont il résulte qu’il y a un isomorphisme d’algébres graduées

.~
Pgrpe®p B — Pg g, (B:Ee-

Concernant le point (5), Panneau Ox o, se décrit comme étant le sous-anneau de
Frac(P) formé des % avec z et y homogénes de méme degré et y premier a ¢t dans
Palgebre graduée factorielle P c’est a dire y ¢ tP. L’inclusion P C B induit une
extension de corps

E(X) — BdR,y-

.. L, . . . +
La description précédente de Ox oo, montre que via cette inclusion, Ux oo, C Big -
On vérifie facilement que cette inclusion d’anneaux de valuation discréte induit un
isomorphisme au niveau des corps résiduels et envoie une uniformisante sur une

uniformisante. On a donc
~ N .
OXVOOt BdR,y'

Le point (8) résulte de ce que le morphisme X — Xpg est étale fini de degré
[E' : E] et de ce que le corps résiduel en un point fermé de Xg est algébriquement
clos. O

Corollaire 6.5.3. — La tour de courbes (Xg,)n>1 est une sphére de Riemann
généralisée au sens de la définition 5.6.21.
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6.6. Description en termes des fonctions méromorphes sur Y/ %

On sait que les courbes algébriques propres et lisses « usuelles » se décrivent en
termes de corps de degré de transcendance 1 et de valuations sur ceux-ci. On va
donner une interprétation de la courbe X en ces termes.

Soit M (Y) le corps des fonctions méromorphes sur Y (déf. 3.5.9).

Définition 6.6.1. — On note M(Y/p?) = M (Y )91,
On a alors le résultat suivant.

Proposition 6.6.2. — Le corps M (Y /¢?) s’identifie au corps des fonctions rationnelles
E(X).
Démonstration. — On a
EX)= {% | z,y € P homogénes de méme degré,y # 0} C Frac(P).
Puisque P C B, il y a une application
E(X) «— Frac(P) — Frac(B) = M (Y)

dont on vérifie aussitot qu'elle est & valeurs dans oM(Y/¢?). Soit maintenant f €
M(Y/p?)*. Considérons son diviseur

div(f) € Div(Y/?).

On peut I’écrire comme différence de deux diviseurs dans Div' (Y/p?). D’aprés le
théoréme 6.2.7 il existe g,h € P homogénes non nuls tels que

div(f) = div(g) — div(h)
et donc (théo. 3.5.11)

_
f=ud

avec u € B* = (B%)*. Puisque f est p-invariante on a

we (Bb)wzﬂdcgh_dcgg _ ) 0si degg # degh
FE sinon.

On conclut que deg(g) = deg(h) et u € E*. O

On a maintenant la description suivante de X en termes du corps oM(Y/¢?).
L’application

Y| — {valuations sur oM(Y/¢%)}
y = ordyny/er)

induit un plongement

|Y'|/¢” — {valuations sur o#(Y/p")}.
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Via E(X) = M(Y/p?) et |Y|/p? = |X| (théo. 6.5.2 point (4)) cela correspond
a lapplication |X| > z +— ord,. Alors, les ouverts non-vides de X sont les
complémentaires des sous-ensembles finis dans |Y|/¢” et pour un tel ouvert U,

D(U,0x) = {f € M(Y/¥") | ¥ (y) € U, ord,(f) > 0}.

6.7. La courbe comme quotient d’un ind-schéma

Considérons le ind-schéma

lim Spec(By),

T
ou I parcourt les intervalles compacts dans |0, 1[. Il est muni d’une action de ¢ par
automorphismes via

¢ : Spec(Br) — Spec(B,-1(1),

ot I'on pose ¢(p) = p? pour p € ]0,1[.
Proposition 6.7.1. — 1. Il y a un morphisme p-invariant de ind-schémas

lim Spec(By) — X
I
qui fait de X un quotient catégorique de lim Spec(Bj) par o” au sens ot ce

I
morphisme est universel pour les morphisme p-invariants de lim Spec(By) vers

un schéma. !
2. Pour tout I le morphisme
Spec(B;) — X
est plat. Il est fidelement plat si I = [p1, p2] avec py < pi.
Démonstration. — Pour tout I C ]0,1[ compact 'inclusion P C B C By induit un

morphisme

Spec(Br) — Spec(P).
Puisque P C By, l'image du point générique de Spec(Bj) est le point générique de
Spec(P). Rappelons que B; est un anneau principal (théo. 2.5.1) d’idéaux maximaux
en bijection avec |Y7|. Or, si y € |Y7|, il existe t € P; tel que ¢(y) # 0 et donc 'image
de l'idéal maximal Brm, dans Spec(P) est dans l'ouvert principal D(t). Il s’ensuit
que

Spec(Br) — Spec(P) \ V(P;) — (Spec(P) \ V(P4)) /G, = Proj(P) = X.
Lorsque I varie cela induit un morphisme ¢-invariant de ind-schémas. On vérifie que

via les identifications Spm(B;) = |Y7| et | X| = |Y|/¢? cette application est au niveau

des points fermés
Y1 — [Y]/¢".

Les assertions concernant la platitude et la fidéle platitude en découlent.
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Soit maintenant
f: lim Spec(B;) — Z
I
un morphisme p-invariant ot Z est un schéma. Notons pour tout I, f; : Spec(By) —
Z, f = (fr)1- A chaque ouvert U de Z est associé un ouvert f; ' (U) C Spec(B;) =
|Y7| U {£} o £ est le point générique commun & tous les (Spec(By));. Alors,

) = lim fHU) cIVilu e = Y Tu e
I I

est un sous-ensemble de |Y| qui est soit vide soit tel que pour tout I, f;'(U) =
F~HU)N(JY7|U{€}) est le complémentaire d’un ensemble fini de |Y7|. Notons de plus
que puisque f est p-invariant, ce sous-ensemble de Y| U {£} est p-invariant. S’il est
non vide, il existe donc un ¢ € P homogéne non nul tel que

{yelY| |ty #0yu{e}c ()
et donc f induit par restriction un morphisme p-invariant
lim Spec(B;[1]) — U.
I
Si U = Spec(A) est affine il revient au méme de se donner un morphisme

=Id
A (m i)™ -

I
On conclut facilement que f se factorise via lim Spec(Br) — X. O
I
Remarque 6.7.2. — 1l résulte de la proposition précédente que si I est « suffisamment

grand », X est un quotient fpgc de Spec(By). Ceci dit il ne semble pas y avoir de
description simple de la relation d’équivalence Spec(By) x x Spec(By) sur Spec(By).
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CHAPITRE 7

LA COURBE FONDAMENTALE
POUR F PARFAIT QUELCONQUE

Introduction

On montre dans ce chapitre que 'on peut étendre la construction de notre
courbe faite dans le chapitre précédent au cas ou F' est parfait non-nécessairement
algébriquement clos. La méthode utilisée est celle de la descente galoisienne de F & F
en utilisant la théorie de Sen. Il y a une différence notable cependant par rapport au
cas ou F est algébriquement clos : le Pic® de notre courbe n’est plus nécessairement
trivial. C’est pourquoi les anneaux de Dedekind des ouverts affines ne sont plus
principaux en général (cf. prop. 7.2.4). De plus les corps résiduels de la courbe sont
des corps perfectoides non nécessairement algébriquement clos, de « degré » > 1 en
général.

Enfin, on donne des compléments quant & la structure de la courbe comme, par
exemple, la proposition 7.9.1 qui supporte le fait que X est la version algébrique d’un
espace du type « Y/o% ».

7.1. Calculs de cohomologie galoisienne

On calcule dans cette section des groupes de cohomologie galoisienne d’anneaux et

modules intervenant dans la construction de la courbe sur F'.

7.1.1. Cohomologie galoisienne de Bj,. — Soient y € [Yr| et 2 € [Yz | tels que 5(2) =
y (chap. 3). On note K, C C, les corps résiduels associés, C, = %y (cf. theo. 3.3.1).
Rappelons également que ’on dispose d’anneaux de valuation discréte complets BSFR,Z
de corps résiduel C, et B;“R’y de corps résiduel K,,. I y a une action de Gal(K,|K,)
sur BCTR)Z. On note FilkB(‘fR,z la puissance k-iéme de 'idéal maximal de BCTR,Z.

Tout B;R’Z—module de longueur finie est canoniquement un FE-espace de Banach.
Plus précisément, pour k£ > 0, via 'application surjective

Bﬁ - Bc—li_R,z/FﬂkB;_R,z
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la topologie de Fréchet de B% induit une topologie quotient qui est de Banach. Muni

de cette structure canonique d’espace de Banach B;“R ./ Fil* BS“R , est une extension
successive du E-espace de Banach C,.
Soit W un le'R ,-module de type fini muni d’une action semi-linéaire de

Gal(K,|K,). On dit que cette action est continue, si pour tout k > 0, l’action
déduite sur I’espace de Banach I/V/FilkB;'R W Dest.

La proposition 3.2.2 couplée & la théorie de Sen-Tate fournit alors le résultat
suivant. Nous n’en donnons pas la démonstration car il s’agit d’applications
« standard » bien connues de la méthode de Sen-Tate.

Proposition 7.1.1. — 1. On a

B;R,y = (B(TR,Z)

2. Soit W un B(]LRZ-module de longueur fini muni d’une action semi-linéaire
continue de Gal(K,|K,). On a alors

Gal(?yIKy)

3. Le foncteur
Jr
VeV ®B3’R,y Big,

induit une équivalence de catégories entre B;R’y-modules de type fini et
BdJrR’i-modules de type fini munis d’une action semi-linéaire continue de
Gal(K,|K,). Un inverse est donné par

W —s WGal(?MKy).

7.1.2. Cohomologie galoisienne de B.. — Fixons une uniformisante 7 de E.

Proposition 7.1.2. — Pour toute représentation continue p : Gp — GL(V) a valeurs
dans un E-espace vectoriel de dimension finie non nul et d >0 on a

HY(Gr, BZ™ @5V) = 0
H(Gr,BE™ @pV) # 0

ot la cohomologie est la cohomologie continue relativement a la structure d’espace de
_d
Banach de B%ﬁﬂ (sec. 4.1.2).

Démonstration. — Fixons t € Pr . 1. Commengons par l’assertion d’annulation. Soit
y € |Yr| tel que t(y) = 0. Lorsque d > 1 il y a une suite exacte

2] =
0— P= Xt,p. UK, — 0.
F,d—1 F.d v
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ot K, désigne la cloture algébrique de K, dans C, z € |Y?| et B(z) = y. L’action de
Gr sur K, est alors déduite de 'isomorphisme Gal(K,|K,) — Gal(F|F). D’aprés la
proposition 7.1.1 on a

H'(Gal(Ky|K,),V ®p K,) = 0.

En tordant la suite exacte précédente par V et en regardant la suite exacte longue de
cohomologie galoisienne associée on en déduit que par récurrence il suffit de montrer
le résultat pour d =1 :

1 —
H (GF’P§,1 ®gV)=0.

Soit ¢ un groupe de Lubin-Tate sur Og. Rappelons maintenant qu’il y a un
isomorphisme « de périodes » d’espaces de Banach

G(0z) — Pz .
Fixons une loi de groupe formel de Lubin-Tate &/ associée a { et donc
U=0(0z) = (mz, +).
F Fag

Notons pour p € ]0, 1],

mip = {:c S mﬁ | |1'| < p}.

Posons
Up = (mip’z}}>'
qui est un réseau définissant la topologie de Banach de U. On a alors 7U, = Up,q et
puisque X + Y =X +Y mod deg > 2,
&

U,/Uyp — (m= /m

F,p' F,p?’

+).
Soit A C V un réseau Galois invariant. On a alors

Hl(GF, U®gV)= lim Hl(Gp, U, ®a, N).

P
De plus,
Up = lim Up/Upzn.
n>0
D’apreés le lemme 3.1.1 couplé & la méthode de Tate, pour ¢ > 0
HZ(GF,m%’p ®F, A/?TA) =0,

duquel on déduit que

H! (GF, (Upzn ®A)/(Up2n+1 ®A)) =0.

On conclut quant & I'annulation de H'(Gr, Pz  ®p V).
Passons & la seconde assertion de la proposition. Avec les notations précédentes, il

suffit de montrer que
H°(Gp,U, ®p, A) #0
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pour un p € ]0,1[. Puisque
HY (Gr, (Upr @ A)/(U pnir @ A)) =0
I’application
HY(Gr, (U, ® A)/(U pntr ® A)) — H°(Gr, (U, @ A)/(Upen ® A))

est surjective et donc H(Gp,V,(x)) se surjecte sur H*(Gr, (U, ® A)/(U,2 ® A) qui
est non nul toujours d’aprés Tate et le lemme 3.1.1. O

7.2. Lanneau B, est de Dedekind

Soit 7 une uniformisante de E. Considérons

d
_ p=m
Prx = (DBf
d>0
. d
P~ = @Bﬁ—” .
F,r F
d>0

D’aprés le théoréme 3.6.1 on a

Pp = PS" .
F.,r
Soit ¢t € Pg 1 non nul. Posons
Br. = BF[%]“a:Id = Prx[1]o
B, = BaliF=Pp [Ho

Proposition 7.2.1. — L’anneav Br . est de Dedekind.

Démonstration. — On utilise le lemme 7.2.2 qui suit. Soit f € Bp.\ E*. De la suite
exacte

0 — B=
F e

X, B. — B~ /B= f—0
F e Fe F e

et de 'annulation de lim H*' (GF, B%eggd) (cela résulte de la prop. 7.1.2) on tire que
d o

Gr
Br./Br.f = (Bs Bz f) -
Si f = & avec € Pryx \ tPr k-1, alors
sjordy (z
B%,e/B%,ef = H H B:{R,Z/Fll ( )B(;IFR,Z'

WIEIYF|/@® 121elvg 19F-n /o2
B(2)]=ly]
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Puisque les fibres de 3 sont des orbites sous Galois, les deuxiémes produits intervenant
dans la formule précédente sont des modules galoisiens induits. On conclut en
appliquant la proposition 7.1.1 que

GFr
= . ~ + sjordy (z) p+
(Bf,e/Bf,ef) ~ [l B,/Fi Biry- =
WIEIYFI/¢”
Lemme 7.2.2. — Un anneau intégre A est de Dedekind si et seulement si pour tout

élément non nul a € A, A/(a) est isomorphe & un produit fini d’anneaux de valuation
discréte quotientés par une puissance de leur idéal mazimal.

On peut voir Br,. comme un sous-anneau du corps des fonctions méromorphes
(sec. 3.5.4) p-invariantes sur Yz, oM(Yr)?=19. On a alors

Proposition 7.2.3. — Il y a une bijection

(IYrI\V(t))/¢" — Spm(Bp,)
[y] — {f€Brel| fly)=0}.

De plus, si l’idéal mazimal m correspond a [y] il y a alors un isomorphisme canonique

—

(BF,e)y — B;rR’y.

Démonstration. — Si A est un anneau de Dedekind alors
lim Spec(A4/a) — Spm(A),
a

ou a parcourt ’ensemble ordonné des idéaux principaux non nuls de A. La proposition
résulte alors de la description donnée dans la démonstration de la proposition 7.2.1
des quotients de B, par un idéal principal non nul. O

Proposition 7.2.4. — Le groupe des classes d’idéaux de l’anneau de Dedekind Bp, . est
C/(Bp,) ~ Hom(Gp, E™).
Démonstration. — Si I est un idéal non nul de B, I'idéal B; eI est principal,

Bz I=(f).

Il y a alors un morphisme de groupes

x:Gp — BX =E*

F e

tel que pour tout o € G on ait

f7=x(0)f.

Ce caractére x est continu. Cela résulte de ce que si f € t_kPI% . l’action de G sur

77r7

le E-espace de Banach t~*P= est continue.

77r7
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Le caractere x associé a I'idéal I ne dépend que de la classe de I dans ((Bp,). On
a donc défini un morphisme de groupes

&(Bﬂe) — HOIII(GF, EX).

Gr
De I’égalité (B; e) = Bp. on déduit que ce morphisme de groupes est injectif.
Montrons sa surjectivité. Soit maintenant xy : Grp — E* continu. D’aprés la
proposition 7.1.2

0 -1
H (GF’BF,e(X )) #0
et il existe donc f € BI% . tel que

Vo € Gr f7 =x(o)f.
Toujours d’aprés la proposition 7.1.2, puisque
0 ~
H (GF’vae(X)) # 0,
l'idéal de Bp .
GFr
I:=Bs [N Bp.= (Bief>

est non nul. D’aprés la description du spectre maximal donnée dans la proposition 7.2.3
il résulte que pour un idéal I de B,

I=(B= I)°r.

,€

Le résultat en découle. O

7.3. La courbe

Soit 7 une uniformisante de E et

d
_ PE=T
Prp.=@DB5™" .
d>0

Proposition 7.3.1. — L’algébre graduée Prp . est engendrée par ses éléments
homogénes de degré 1.

Démonstration. — Soit t € By~ " non nul et y € |Yr| tel que div(t) = 3, o,[¢"(v)]-
Il y a une suite exacte

— 0
0—Et— By " — K,.
On vérifie facilement que BY " est un E-espace de Banach de dimension infinie
(utiliser qu’il s’agit des Op-points d’un groupe de Lubin-Tate sur F,). Il s’ensuit qu’il
existe s € BY " tel que 6,(s) # 0. Puisque les diviseurs de s et ¢t sont premiers entre
eux il y a une suite exacte de fibrés sur X 5

(—s,t) st
——

0 — Ox_(-1) Ox. ®0x, — Ox_(1) — 0.
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Soit maintenant un entier d > 1. En tordant la suite précédente par OX% (d) et en

prenant les sections globales, puisque H 1(XIT:,0(d — 1)) = 0, on obtient une suite
exacte
d—1 —
0 _ Bﬁ:ﬂ' ( S7t)
F

BE="" @ pe="" 102, pe=r"" __
F F F
Puisque H(G F,Bgzﬂd_l) = 0 (7.1.2) la suite exacte de cohomologie galoisienne
associée donne e . .
By™" =By " s+By "t
Il suffit maintenant de montrer que le morphisme
Sym*B&~" — Bff”z

est surjectif. Soit E’|E une extension quadratique de E obtenue en rajoutant une
racine carrée 7'/2 de 7. Afin de montrer que le morphisme précédent est surjectif il
suffit de montrer que c’est le cas aprés extension des scalaires & E’. Mais pour tout d
on a
Prgxd®p E' = Pp g2 0.
Ce que I'on a démontré précédemment appliqué en remplacant E par E' montre en
particulier que
SmePF,E/,Wl/z,Q — PF,El,ﬂ-l/2,4

est surjectif. On conclut. O

Remarque 7.3.2. — Si F n’est pas algébriquement clos il existe des éléments
homogénes de degré > 1 dans l’algébre graduée Pr qui ne sont pas des produits
d’éléments de degré 1.

On note maintenant
XF,E = PI‘Oj(PF’E’ﬂ-).

Si F' contient une cléture algébrique de Iy, il résulte de la section 6.1.2 que ce
schéma ne dépend, canoniquement, pas du choix de 7. Ceci dit, nous verrons en
toutes généralités sur F' dans la section 7.4 une description de Xg g qui ne fait pas
intervenir 7. C’est pourquoi, par anticipation, 7 n’apparait pas dans la notation X g.

D’aprés la proposition 7.3.1 on a Xp = UtePp,l\{O} D*(t). En utilisant les
propositions 7.2.1 et 7.2.3 on obtient le théoréme suivant.

Théoreme 7.3.3. — 1. Le schéma Xg g est une courbe.
2. Il y a une bijection
u: |Yrel/¢® = | Xl

qui envoie la classe de y € |Ypg| sur lidéal homogéne dont les éléments
homogeénes de degré d sont les f € Pp g rq C Bp vérifiant f(y) = 0.

3. Posons pour x € |Xp|, deg(z) = deg(y) si u(ly]) = z. Cela fait de Xp g une
courbe compléte de corps de définition E (5.1.3).

4. Siu(ly]) =z il y a un isomorphisme canonique

~ ~
Oxp,x — Big ,-
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7.4. Description en termes de fonctions méromorphes sur Y/

Comme dans la section 6.6 on note oM (Y/¢?) = M(Y)?=1. Voici maintenant la
généralisation de la proposition 6.6.2 au cas F' parfait quelconque.

Proposition 7.4.1. — Le corps des fonctions rationnelles E(X) s’identifie a M (Y /p?).

Démonstration. — Comme dans la preuve de 6.6.2 il y a un plongement naturel
E(X) C M(Y/p?). Etant donné f € oM (Y/p?), d’aprés 6.6.2 on peut écrire
x
f=2
Y
avec ¢,y € P= pour un entier d. On peut de plus supposer que x et y sont

F,Emx,d
premiers entre eux dans ’algébre graduée factorielle P? 5 i.e. entier d précédent

) ,7\'

tel que f = % avec x et y homogénes de degré d est minimal. Pour ¢ € G on a alors

o(z)y = zo(y)
et donc z|o(x) puisque z et y sont premiers entre eux. Puisque z et o(x) sont de
méme degré on en déduit 'existence de x (o) € E* tel que

o(z) = x(o)z.

On a alors o(y) = x(o)y et de plus x : Gp — E* est un caractére. Il est continu.
En effet, fixons p € |0, 1[. L’action de G sur Bﬁ est continue et on a en particulier

lim|o(z) — x|, = 0. Puisque | - |, induit la topologie non-archimédienne sur E on
g—e

en déduit la continuité de x. Soit maintenant z € H° (GF,PI% o 1()()) non nul
(prop. 7.1.2). Alors, f = % avec 2,2y € Pr g rdyi1- O

Comme dans la section 6.6), on en déduit une description de Xr g en termes de
M(Yr/p?) et des valuations ord,,y € |Yr g|. Il en découle aussitét que Xr p ne
dépend pas, canoniquement, du choix de I'uniformisante .

7.5. Changement de corps E
Soit E'|E de degré fini. Puisque Bgr = By ®p E/,
M(Yp) = M(Yp) @ E'
et donc
M(Yp [¢") = M(Ye/¢") ©p E,
soit encore
E(X)®g E' = E'(Xg).
Proposition 7.5.1. — 1l y a une identification canonique

XgQ®F E =Xg.
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Démonstration. — Soit y € |Yg|, vy = (§) avec £ € Ag primitif. On a alors
Bp//(§) = Bp/(§) ®p E' = Ky @p E'.
On en déduit que si divg/ (€) = 3, (2] € Div' (Yg/) alors pour i # j, 2; # z; et
K,®p E' =[] K...

11 s’ensuit que dans l’extension finie M (Yg)|cM(YE),
{valuations v de M(Yg/) telles que Uopive) = ord, } = {ord., }:.
Soit maintenant U un ouvert non vide de Xg différent de Xg (i.e. U est affine),
|U| = (|Y&|/¢%) \ A avec A fini non-vide. Soit
B ={[z] € [Y&r|/¢" | ord vy € A}

et V Pouvert de Xg/ tel que

VI = (Y& /") \ B.
L’inclusion ¢M(Yg) C M (YE/) induit un morphisme de E-schémas V — U et donc
un morphisme de E’-schémas V — U ®g E’. Notons U = Spec(R), V = Spec(R’).
On a une inclusion d’anneaux de Dedekind R®g E’ C R’ qui induit un isomorphisme
au niveau de leurs corps des fractions. En regardant la décomposition d’un idéal

maximal de R dans R ® g E’ on vérifie que cela implique que R ® g £’ = R’ et donc
VS U®gFE. O

7.6. Changement de corps F’
Soit L|F une extension galoisienne de degré fini.

Proposition 7.6.1. — L’action de Gal(L|F) sur X fait de X1 un revétement étale
galoisien de groupe Gal(L|F') au-dessus de Xp

XL

l > Gal(L|F)

Xr.
Démonstration. — L’uniformisation
YLl /0" = | XL

est compatible a 'action de Gal(L|F'). D’aprés le théoréme 3.3.1, |Yr| s’identifie au
quotient de |Yr| par Gal(L|F) et de plus, si z € |Yz| avec z — y € |Yr| alors

StabGal(L|F) (Z) = Gal(Kz|Ky)

Remarquons de plus que puisque 'action de Gal(L|F') sur |Y7| conserve la « distance
a lorigine » || - || : |Yz| — ]0,1[, on a

Stabgai(z|r)(2) = Stabgai(z|r) (2 mod <pZ).
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On vérifie aussitot que
Gal(L|F) C Aut(E(Xy)).
Les sous-groupes d’inertie de I’action de Gal(L|F') en chaque point de X, sont donc
triviaux. Il s’ensuit que
XL I XL/Gal(L|F)
est étale fini galoisien ([34] exp.V coro. 2.4). Enfin, si t € Pp est non nul et Bp, =
Bp[1]#='4 alors, puisque BSr = Bp.,

,€

BFe

)

11 s’ensuit que Xp = X /Gal(L|F). O

_ B<L},11(L\F)‘

On dispose donc d’un pro-revétement galoisien (X1)rr — Xr de groupe Gp ou
L parcourt les extensions de degré fini de F dans F.

7.7. La courbe associée a F'

Définition 7.7.1. — On note
XF,E = lim XL,E
L|F

(limite projective dans la catégorie des schémas) ou L|F parcourt les extensions de
degré fini de F' dans F.

De fagon étonnante, le schéma X+ est noethérien. On a plus précisément 1’énoncé
suivant.

Proposition 7.7.2. — Le schéma X+ est une courbe de corps de définition E.

Démonstration. — On applique le lemme 7.7.3 qui suit. Si L|F est finie contenue
dans F on a (3.3.1)
V2 658/ (Gy % 6%) < | X

|Gp—ﬁn

Il suffit maintenant de remarquer que si y € |Y§ et H désigne le stabilisateur

de y dans G, Gr' =, cq, ocHo™ !, L'|L finie, alors le point fermé de X associé &
o(y), o € GL, est inerte dans les revétements X» — Xp/. O

Lemme 7.7.3. — Soit (B;); un systéme inductif filtrant d’anneauz de Dedekind tel que
pour i < j, B; — B; soit étale fini. Supposons que pour tout indice i et tout idéal
mazimal p de B; il existe j > i tel que pour tout q € Spm(B;) avec q|p, q est inerte
dans By|B;j lorsque k > j (i.e. Byq est un idéal premier de By). Alors,

lim Bz‘
i
est un anneau de Dedekind.
Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme 7.2.2. O
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En résumé on dispose donc de morphismes de courbes G g-équivariants
X=
F
X7
XF7
ou X3 — X est pro-galoisien de groupe Gr et

| Xr| = |XFl/Gr = | X275 /Gp.

Via le morphisme Xﬁ — X7, les points fermés dont la G p-orbite est infinie sont
envoyés sur le point générique de X+.

7.8. Choix d’un fibré ample et ¢o-modules de rang un sur B

On explique dans cette section pourquoi le choix d’une uniformisante 7 est
arbitraire dans la définition de la courbe comme un Proj. On utilise les résultats du
chapitre 11 qui seront démontrés dans la suite.

Soit p-Modp la catégorie des couples (M, ) ot M est un B-module projectif de
type fini et ¢ un endomorphisme ¢-linéaire de M. C’est une catégorie tensorielle munie
de duaux, de Hom internes et d’un objet unité 1 = (B, ). Pour un tel p-module on
note

H°(M,p) = M#=.
Soit .# les objets inversibles de p-Modp i.e. les (M, ¢) avec M de rang un. On note
Pic(p-Modp) = ¥/ ~

les classes d’isomorphisme de .#. Muni du produit tensoriel c¢’est un groupe.

On utilise le résultat suivant (cf. chap. 11) : si F' est algébriqguement clos et (M, @) €
©-Modp alors M est libre. Supposons donc F algébriquement clos et soit (M, ) € .Z.
Si M = B.e, p(e) = Xe pour un A € B* = (B®)*. On peut donc définir v,(\) € Z. On
vérifie aussitot que cet entier ne dépend pas du choix de la base e de M. On appelle
alors degré de (M, ¢) l'opposé de cet entier. Pour F' quelconque on définit de méme
le degré d’un objet de .# par extension des scalaires de Bp a B.TA?' Cela définit un
morphisme surjectif de groupes

deg : Pic(p-Modg) — Z
dont on note Pic’(p-Modp) le noyau. Il y a un isomorphisme

Pic’(p-Mod) = Hom(GF, EX).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2018



264 CHAPITRE 7. LA COURBE FONDAMENTALEPOUR F PARFAIT QUELCONQUE

Cet énoncé se détaille de la fagon suivante. Tout d’abord, si F' est algébriquement clos
il dit que tout ¢-module de rang un sur B de degré 0 est isomorphe & 1. Puis, si F'
est quelconque et L € S

HO(]L ®BF B§7S0)
est un E-espace vectoriel de dimension un (d’aprés le cas F algébriquement clos).
L’action de Gr sur cette droite définit un caractére de Gr a valeurs dans E*. Cela

définit la fléche dans l'isomorphisme annoncé. Son inverse associe au caractére x le
(p-module

(B=()", ).
Pour L € .# de degré > 0 on considére ’algébre graduée
@ HO(L®d).
d>0
Apres avoir fixé un isomorphisme L ®p,. BI% ~ (B?,ﬂ'_kgo), k = deglL, il existe un
caractére x : G — E* tel que cette algébre graduée soit isomorphe &
p=rFd, g4 >GF
<@B§ )
a>0

Voici maintenant une généralisation de la proposition 7.3.1.

Proposition 7.8.1. — Pour L1,1Ls € . de degré > 0 lapplication
HO(Ly) ®p H(Ly) — H°(L; ® Ly)
est surjective.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que pour dy,ds > 0 et x1, X2

dy+do

B%:ﬂdl (x1)°" ® B?m (x2)" — B )

(X1x2
est surjectif. On vérifie que cela se dévisse en les deux assertions suivantes :

1. Pourd > 1et x
By ® B?Td(x)a‘” — B?WM(X)GF

est surjectif.
2. Pour x1, x2

B (x1)%F ® BZ" (x2)CF — BZT Gr
5 (x1)"" ® = (x2)°F — = (x1x2)

est surjectif.

Le point (1) se démontre comme dans 7.3.1. Plus précisément, choisissons s,t € Bf™ "
linéairement indépendants. Il y a alors une suite exacte de fibrés vectoriels

(—s,t) st
——

0 — Ox_(-1) Ox. ®0x, — Ox_(1) — 0.
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En tordant cette suite exacte par OX% (d) et x on obtient une suite exacte de fibrés
Gr-équivariants. La suite exacte longue associées fournit le résultat en utilisant que
H'(Gr, B*=™ (x)) = 0.

Quant au point (2) il résulte du point (1) appliqué & E(7'/?) comme dans la preuve
de 7.3.1. O

En particulier, I’algébre graduée
@ HO(L®d)
d>0

est engendrée par ses éléments de degré 1.

Proposition 7.8.2. — Soit L € .Z de degré > 0. On a alors une identification

X = Proj( @ HO(L57)).

d>0

Démonstration. — Soient Ly et Lo de degré > 0. Quitte a remplacer Lo par Lg’d avec
d > 0, ce qui ne change par le Proj de ’algébre graduée associée, on peut supposer
que deg(L1) < deg(La).
Soit u : Ly — LLs. Il induit un morphisme d’algébres graduées

P P HOLEY) — @ HOLSY).

d>0 d>0 d>0
Sit € H°(LL;), ce morphisme d’algébres graduées induit un morphisme de schémas
affines

fu: DT (u(t)) — D*(t).

Si v :L; — Ly est un autre morphisme et s € H°(L;)

fulp+ (uyv(s) = Fol D+ (u()v(s))
car

u®v=v®u:ﬂ.fl82 —>]ng’2
puisque les B-modules sous-jacents & Ly et Ly sont localement libres de rang 1. En
effet, si d > 1 et a € HO(LYY),

u®(a) _ u®(a)v®’(s?)
u()  u(t)ho(s)?
(u®v)®(a®s?)
u(t)dv(s)d
_(ve® u)®%(a ® s%)
o u(®)du(s)?
_ v®(a) (U(8)>d‘

v(s)? \u(t)

u(t)
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D’aprés la proposition 7.8.1, utilisant que Hom (L1, Ly) = H°(LY ® L) et I'inégalité
deg(LL1) < deg(LLs), Papplication
HO(L;) ® Hom(Ly,Ly) — HO(LLy)
est surjective. Il en résulte que les ouverts D (u(t)), t € H°(L;), u € Hom(Ly,Ly),

forment un recouvrement ouvert du Proj de ’algébre graduée associée & Lo. On en
déduit donc un morphisme de schémas

g, + Proj (€D HOLG)) — Proj(( €D HOLE).
d>0 d>0

On vérifie maintenant facilement que g, 1., © gr,,1, = Id. O

Exemple 7.8.3. — Soit A € B* = (B> vérifiant v,(A\) > 0. On a alors une

identification
d
X = ij(QQBV’:A )
d>0

7.9. Retrouver la courbe analytique a partir de la courbe schématique : le théoréme de
Runge

La proposition suivante dit que les fonctions rationnelles sur la courbe X avec un
pole prescrit sont denses dans les fonctions holomorphes sur les couronnes compactes
Y: qui ne contiennent pas ce pole. Il s’agit d’un analogue d’un cas particulier du
théoréme de Runge concernant la densité des fonctions rationnelles dans l’espace des
fonctions holomorphes sur un ouvert.

Proposition 7.9.1. — Soient I un intervalle compact de |0,1[ d’extrémités dans |F|
tel que INp(I) =0 et t € B¥=™ satisfaisant supp(div(t)) N |Yr| = 0. Notons B, =
B[3]¢=1. Alors, Uinclusion

Be C B[

est d’image dense.
Démonstration. — Notons
Z: mpg = B#=T

T — Z[mq%]ﬂ'".

neZ

On vérifie aussitot Passertion suivante : si p € ]0,1[, z € F et a € ]0, 1] sont tels que
prTa"? < |af < a?pTa
alors
Z(z) = [2](1 + u(z))
avec
u(@)], < a.
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Notons maintenant I = [p1, pa] et soir € tel que t = £ (¢). Quitte a remplacer ¢ par
7"t, n € Z, on peut toujours supposer que

1 1

s . 1 J
pit <pst <lel<pit <pst
Choisissons a € |0, 1] tel que
s 1
pITa < Je| < a?pT 7.
Alors, pour = € F tel que

9 _1
ps a7 < fa| < a®pi7t

(2) ﬁi:)) = [ze7!] (1 + v(z))
3) lo(z)[lr < a.

On en déduit qu’il existe 8 € ]0,1[ tel que pour y € F satisfaisant 8 < |y| < g1 il
existe b € B, tel que
Ily] = bllz < a'/2.

11 suffit donc de montrer qu’il existe n € ]0, 1] tel que si
ap ={f € Byl |fllr <n} =Bj.lz], |zl=n

alors 'application
B.NBj — Bj/a,
est surjective.
Si|a| = p1 et |b] = p2 on a

B} = We (0r)[ . 7).

Réduisant modulo 7 cette égalité on en déduit qu’il suffit de montrer que pour 7 €
10, 1[ suffisamment proche de 1 les éléments suivants appartiennent & (B. N B}) +a,, :
W), zeF n<lol<1, Dot T
m 0]
Pour les Teichmiillers cela résulte des formules (2) et (3). Utilisant ces mémes formules
on vérifie que pour n > 0
1 (X(Eal/P")YJ"

s

Z(e)
permet de traiter le cas de % Le cas de [%] se traite quant & lui en considérant
R4 b_l/Pn p"
. /( (e ))
Z(e)
pour n > 0. O
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Corollaire 7.9.2. — On peut retrouver la courbe analytique «Y/@” » a partir de
l’espace annelé normé (X, Ox, (|- |p)pe]0,1[) « par un procédé de complétion ».

Remarque 7.9.3. — Considérons la droite projective P& = {[21 : 22]}. Soit I C ]0, 400
un intervalle compact et Cr = {[z1 : 2] | ‘i—;| € I} la couronne associée. Les fonctions
rationnelles sur Pt dont les poles sont contenus dans {0,000} sont denses dans &(Cy).
Contrairement & la proposition 7.9.1 on est obligé d’autoriser au moins deux péles afin
d’avoir un tel résultat de densité. Cela vient du fait que P{ \ C; a deux composantes
connexes tandis que « (Y \ ¢%(Y7))/¢” » est connexe.
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CHAPITRE 8

CLASSIFICATION DES FIBRES VECTORIELS :
LE CAS F ALGEBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on démontre le théoréme de classification des fibrés sur la
courbe lorsque le corps F' est algébriquement clos (théo. 8.2.10). On utilise pour
cela le dévissage donné par le théoréme 5.6.29 qui rameéne 1’énoncé du théoréme
de classification & un énoncé sur les modifications de fibrés vectoriels. On montre
alors que ces deux énoncés sur les modifications de fibrés se raménent en fait a la
détermination de :

— L’image de ’application des périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de
Lubin-Tate.

— L’image de ’application des périodes de Hodge-Tate pour les espaces de Lubin-
Tate.

Le premier calcul d’image a été effectué par Laffaille dans [49] et Gross et Hopkins
dans [30] ou ils montrent que lapplication des périodes de Hodge-de-Rham est
surjective i.e. le lieu admissible est égal au lieu faiblement admissible pour les espaces
de Lubin-Tate. Le second calcul se raméne via I’isomorphisme entre les tours jumelles
au calcul des périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de modules de groupes
p-divisibles introduits par Drinfeld. La encore Drinfeld ([16] couplé a la section 5.49
de [57]), ou bien encore Laffaille ([50]), a démontré que le lieu admissible coincide
avec le lieu faiblement admissible qui est lui-méme égal a ’espace Q2 de Drinfeld. Ces
deux résultats nous permettent de conclure quant au théoréme de classification des
fibrés.

Enfin, on donne la premiére application du théoréme de classification des fibrés :
la simple connexité géométrique de la courbe (théo. 8.6.1).

Dans tout ce chapitre le corps F est algébriguement clos.

8.1. Deux résultats sur les périodes des groupes p-divisibles

Les résultats de cette section seront utilisés dans la preuve du théoréme de
classification des fibrés sur la courbe X g construite précédemment.
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8.1.1. Le cas de I’espace de Lubin-Tate. — Soit F, la cloture algébrique de F, dans F,
n > 1 un entier et H un Og-module formel 7-divisible de dimension 1 et de Og-hauteur
n sur F, (cf. sec. 4.3). Un tel Og-module formel est unique & isomorphisme non-unique
prés. Notons Dp(H) le Og-module de Dieudonné covariant de H (on prendra garde que
dans la section 4.3 cette notation désignait le module de Dieudonné contravariant). I
est muni d’un opérateur V associé & 'isogénie F/# : H — H(@. On a

Dp(H) = <e, Ve,..., V" le>,

ot V" = me. Soient E" = Wo, (Fy)g et X lespace des déformations par
isomorphismes de H sur Spf(Ugzm). C’est un Spf(Uzm: )-schéma formel et on a

un isomorphisme non canonique
X~ Spf(@E\m [z1, ... ,mn,l]]).

Soit X" la fibre générique de X comme Enr -espace analytique de Berkovich. Cet
espace est isomorphe & une boule ouverte de dimension n — 1. Si K|E™" est une
extension valuée compléte pour une valuation & valeurs dans R,

XM(K)=X(0k) ={(H,p)}/ ~,
ol H est un O-module 7w-divisible sur Ok et

p: H@@q OK/I)@K — H ®q, OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0 de C-modules w-divisibles. Soit P le Enr -espace
analytique de Berkovich associé & la variété algébrique qui est ’espace projectif sur
Dg(H). Il y a alors un morphisme de périodes
X" —DP

défini par Gross et Hopkins dans [30] et généralisé par Rapoport et Zink dans [57],
chap. 5. Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit K |E-’;"
comme précédemment et [(H,p)] € X**(K). On peut alors définir une C-extension
vectorielle universelle Eg(H) ([19], appendice B.3) et considérer son algébre de Lie,
Lie Eg(H), qui est un Ox-module libre de rang htp(H). Elle est munie d’une filtration
de Hodge

0 — Vp(H) — Lie Eg(H) — Lie H — 0,
ou Vp(H), la partie vectorielle de la (-extension vectorielle universelle, est égale a
wgp /Iwgp avec HP le dual de Cartier de H et I = ker(Cx ®z, O — Ok). Le
O-module de Dieudonné Dg(H) s’interpréte comme I’évaluation d’un cristal algebre
de Lie de la C-extension vectorielle universelle (cf. [19], app. B.3). La quasi-isogénie p
induit alors un isomorphisme

pr : Do(E)[L] © g K < Lie By(H)[L].

Via p., la filtration de Hodge précédente définit donc un point de P(K) qui est 'image
de [(H, p)] par 'application des périodes 7.

Théoréme 8.1.1 ([49], [30]). — Le morphisme des périodes 7 : X** — P est surjectif.
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Le théoréme pécédent se traduit plus concrétement de la fagon suivante. Il dit
que pour tout K|E—’;, tout y € P(K), il existe L|K une extension de degré fini et
x € X**(L) tel que #(x) = y. Dans [49] le théoréme est démontré lorsque K est de
valuation discréte et £ = QQp, mais les arguments s’adaptent aussitot au cas général.
On déduit également facilement ce théoréme du corollaire 23.15 de [30].

Voici maintenant la traduction du théoréme précédent en termes de théorie de
Hodge p-adique.

Théoréme 8.1.2. — Soit C|E un corps valué complet algébriguement clos tel que C’ =
F, c’est a dire C = Cy pour un y € |Y|. Soient Xg,...,A\pn—1 € C non tous nuls.
Alors, le morphisme

’VL=
T . C

(Br.e)”
n—1

Tz — Z)\iﬂy(goi(x))
i=0

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel V de dimension n. De plus, sit € Bp g
désigne la période d’un O-module formel w-divisible de dimension 1 et de hauteur 1 sur
Cc (un groupe de Lubin-Tate), div(t) = >, ,[¢"(y)] € Divt(Yp,g), le morphisme
Br, g-linéaire

V®EgBre — (BF’E)n
11 — (’U,(P(U),n-a(pn_l(y))

est injectif de conoyau annulé par t.

8.1.2. Le cas de l’espace de Drinfeld. — On garde les notations de la section
précédente. Soit maintenant D une algébre & division, centrale sur E, d’invariant %
On note Fy» Pextension de degré n dans F, dans Fq' Ecrivons

D = (O, [11],

Wo, (Fgn) = E,|E étant Pextension non-ramifiée de degré n et II une uniformisante
de D; II" = 7 et, Vx € E,,, on a IIz = o(z)II. On note Op 1'ordre maximal de D.

Soit S un Og-schéma sur lequel p est nilpotent, resp. un Spf(Cg)-schéma formel.
Rappelons que d’aprés Drinfeld ([15]), un Op-module formel spécial sur S est C-module
formel w-divisible G sur S muni d’une action de Op tel que Lie G soit un U, ®g,
Os-module localement libre de rang 1. Concrétement, cette derniére condition signifie
que localement pour la topologie étale sur S (en fait il suffit de prendre le revétement
S ®¢y O, — S), si

LeG= P (LieG),

7:0g,, —0s

ou0g, C Op agit sur (Lie G), via 7, pour tout 7, (Lie G) est un Os-module localement
libre de rang 1.
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Notons can : O, — Wg(F,) le plongement canonique. Soit G un Op-module formel
spécial sur F,. Son C-module de Dieudonné covariant se décompose en

Dy(G) = P Du(G),

i€Z/nZ

ot O, agit sur Dp(G); via canoo ™" : O, — Wp(F,). Relativement & cette graduation
du module de Dieudonné on a

deg(V) = deg(Il) = +1.

On peut donc associer & un tel G un C-isocristal
(De(Go[2], V1),

Supposons maintenant que G soit de C-hauteur n?, c’est a dire Dp(G)o est un
Wy(F,)-module de rang n. Si M C Dp(G)o est un réseau et A = @?:_01 II'M on a

n=dimG = [A:VA] =n[V'IM : M|+ [M : 7M]
N———

2

n

et donc [V7IIIM : M] = 0. Le point terminal du polygone de Newton de
(Dg(G)[2], V=) est donc 0. De plus,

LieG = P Do(G):/VDy(G);-1,

1€L/NL

ol chacun des éléments de la graduation est un ﬁq—espace vectoriel de dimension 1.
Puisque II" = m, qui induit le morphisme nul sur Lie G, il existe un indice ig €
{0,...,n—1} tel que IL.Dy(G);, = VD(G);,. Alors, II=%°DD(G);, est un réseau invariant
sous VI dans Dp(G)o. De tout cela on déduit que

(Do(Go[7], V™)
est un C-isocristal unité i.e. isocline de pente 0. On montre alors que la correspondance

Gr— (ID)@(G)O [%] , V_IH)
induit une équivalence entre les Op-modules formels spéciaux de hauteur n? & isogénies
prés sur Fy et les C-isocristaux unité. Il en résulte que la correspondance
V=0
G +— Dp(G)ol 7]
induit une équivalence entre la catégorie des Op-modules formels spéciaux & isogénie
prés et les F-espaces vectoriels de dimension n.

Soit maintenant G un Op-module formel spécial de hauteur n?

sur Fq. Notons

W =Dp(G)o[2]" 7"

)

un E-espace vectoriel de dimension n. Soit Qle Spf(Ozws )-schéma formel paramétrant

les déformations par quasi-isogénies de hauteur 0 de G. Soit 2 = 02" 1a fibre générique
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de © comme E"7 -espace analytique de Berkovich. Soit P l’espace analytique de
Berkovich associé a Iespace projectif P(W) .. Il y a alors un morphisme de périodes

i:Q — P
Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit donc K|E™" une

extension valuée compléte et [(G,p)] € QCk) = UK). Ici, G est un Op-module
formel spécial sur O et

p:G Q0K /p0k — G QO /p0k

est une quasi-isogénie de hauteur 0. On a une décomposition de ’algébre de Lie de la
(-extensions vectorielle universelle

Lie Es(G) = €P Lie Eo(G);,
1€ZL/NL

ot E, agit sur Lie Eyp(G); via can o 0~%. On a de méme une décomposition de la
filtration de Hodge

Lie Ey(G) = €P LieEy(G); » @D Lie(G); =LieG
1€EL/NZ 1€EL/NL

sur laquelle IT agit comme un opérateur homogéne de degré +1. De plus, p induit un
isomorphisme gradué

« :Do(G)[L] ® 5 K = Lie Ep(G)[2]
et donc sur la partie homogéne de degré 0,
:WRp K =Dp(G)o[L] ®z= K — Lie Es(G)o[£].
Via p,, la filtration de Hodge de G définit donc un morphisme surjectif
W @p K — (LieG)o| 1]
et donc un élément de P'espace projectif P(K). Cet élément est # ([(G, p)]).

Théoréeme 8.1.3 ([15]). — Le morphisme des périodes ©# : Q — P induit un
isomorphisme entre Q et 'ouvert de P

P \ U Han

HEP(W)(E)

qui est le complémentaire des hyperplans E-rationnels dans ’espace analytique P sur
le E-espace vectoriel W.

Remarque 8.1.4. — Dans [50], Laffaille démontre également que 'image du morphisme
de périodes précédent est celle annoncée.

Voici la traduction du théoréme précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.
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Théoréme 8.1.5. — Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que C° =
F, c’est a dire C = Cy pour un y € |Y|. Soient Xo,...,A\n_1 € C linéairement
indépendants sur E. Alors, le morphisme

n—1
D —
i=0
n—1
(Toy -y Tp—1) (Z)\iey(‘)oj(xi)))0<j<n_l
i=0 =7=

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n?.

Plus précisément, munissons @?:_01 B¥"=" de la structure de D-espace vectoriel
définie par
M.(zg,...,Tpn_1) = (go(:rg), e ,go(:rn_l))
et pour tout a € E, = B =1 a . (zo,...,2n_1) = (azo,...,az,_1). Alors, ce
noyau V est un sous-D-espace vectoriel de dimension 1 de @;:01 B#"=7,
De plus, le morphisme naturel

n—1
Vep B — PB"
=0
(o, -, Tp—1)®1 +— (cpj(a';o),...,@j(xn_l))OSjSTkl

est injectif de conoyau annulé par t".

8.2. Fibrés vectoriels

8.2.1. Fibrés en droites

8.2.1.1. Classification et cohomologie. — Soit X = Proj(P) la courbe du chapitre 6.

Définition 8.2.1. — Soit d € Z. Si P[d] désigne l’algébre graduée P décalée de d, vue
comme P-module gradué, on note

Ox (d) = P[d]
comme faisceau de Ox-modules (cf. [32] 2.5.3).

Pour tout d, Ox (d) est un fibré en droites sur X, i.e. Ox(d) est localement libre de

rang 1. De plus,
Ox (d) = Ox (1)®.

Bien que nous ne l'indiquions pas dans la notation, contrairement a la courbe X qui ne
dépend pas, canoniquement, du choiz de l'uniformisante m, le fibré Ox (1) en dépend.
Bien sir le choix d’une autre uniformisante fournit un fibré isomorphe, mais non
canoniquement.

Comme anneau gradué,

P = (PT(X,0x(d))

d>0
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et on peut donc penser & Ox (1) comme « un fibré trés ample ». Un élément s € P;\{0}
définit un diviseur de Cartier (Ox(d), s). Si s = H?zl t; avec t; € P1, VT (t;) = {o0;},
on a l’égalité de diviseurs de Weil

d

div(s) = Z[ooz] € Div(X).

i=1
Soit t € Py \ {0} et V*(t) = {oo} de corps résiduel C = C, ot y € |Y] est tel que
div(t) = 3, cz[¢"(¥)]. Notons Bjy pour Bjg .. On a X \ {oo} = Spec(B.) avec

B, = (B[%])“D:Id et Bx,oo = Bj; d’uniformisante ¢. Rappelons (prop. 5.3.2) que les

fibrés sur X s’identifient aux couples (M, N) ou

— N est un BQ‘R-module libre,
— M C N [%] est un sous-B.-module libre de méme rang que N engendrant le
Bar-espace vectoriel N[1] (de fagon équivalente M est un sous Be-module libre
de N[1] tel que M ®p, Bar — N[3]).
D’apreés la proposition 5.3.3, si le fibré & correspond a la paire (M, N), le complexe
de cohomologie RI'(X, &) s’identifie &

M@®N — N[}
(m,n) — m—n.

Le fibré Ox (d) correspond alors au couple (Be,t ¢BJy). Soit deg = —veo : Be —
NU{—oco}. Il y a alors une identification

H°(X,0x(d)) = B.Nt™ B = Blee=d

via l'isomorphisme

La suite d’inclusions donnée par le cup-produit par t € H°(X,0Ox (1))
HY(X,0x) =% HO(X,0x(1)) =% - HO(X,Ox(d) =5 -
s’identifie alors & la filtration de ’anneau B,
E = B;iegSO C Bsegil c---C Bgegéd c---
En résumé, on a les propriétés suivantes :
1. Il y a un isomorphisme
7Z — Pic(X)
d — [Ox(d)]
d’inverse donné par le degré

deg : Pic(X) = Z.
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2. On a
Pysid>0
H(X = =
(X,0x(d)) {Osid<0

qui s’identifie & BI®e<? aprés choix d’un point oo € |X|.

3. On a aprés choix d'un point co € |X|, si Bf = Ox, oo d’uniformisante ¢,

0sid>0
HY(X,0x(d)) = =
(X, Ox (d)) {B;;R (Bl -t~ + E)sid <0
8.2.1.2. Comportement via le changement de niveau. — Soit E'|E et

WE’/E:XE’ —>XE

Il y a alors un isomorphisme non canonique (puisqu’il y a un choix d’uniformisante
fait pour chacun de ces fibrés en droites)

T E0x5(d) = Ox,, ([E' : E]d).

Lorsque E' = Ej, = W, (Fq)"”%:ld est ’extension non-ramifiée de degré h et que ’on
utilise 'uniformisante 7r de E comme uniformisante de Ej pour définir Ox By, (d)ily
a un isomorphisme

7rEh/EOXE (d) — OXEh (hd)
canonique.
8.2.1.8. Interprétation géoméirique de la suite exacte fondamentale. — Soit d > 1 et
s € H°(X,0x(d)) = P; non nul. Il y a une suite exacte

0—>0X LOx(d)—>3‘\—>0,

ol .Z est un faisceau cohérent de torsion sur X. Puisque H!(X,0x) = 0, la suite
exacte précédente induit une suite exacte

0— E =% Py — HX,.7) — 0.

Sis=T[[_,t out; € P, VT (t;) = {z;}, et z; # z; pour i # j,

i=1"1

T

F = @ Zzl*OXxl/(t;h)a

i=1

ou iy, : {x;} — X. Si lon note BIRJ = BX,M, la suite exacte précédente se récrit
donc
T r
0— E- [t — Ps — @ B,/ () — 0.
i=1 i=1

Ce n’est rien d’autre que la suite exacte du théoréme 6.4.1.
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8.2.2. Fibrés de rang supérieur : définitions et premieres propriétés

Soient un entier h > 1 et Ej l'extension non-ramifiée de degré h de FE,
En = Wp,(Fsn). On note 7, @ Xp, — Xpg. Dans la définition qui suit on fixe
une uniformisante de E. Tous les fibrés que 'on définit dépendent du choix de
cette uniformisante (mais un autre choix d’uniformisante donne des fibrés non-
canoniquement isomorphes).

Définition 8.2.2. — 1. Pour d € Z et h € N>; on note
Oxp(d, h) = ThiOx 5, (d).
2. Pour A = % € Q avec (d,h) =1 et h > 1 on note
Oxz(A) = Oxy(d, h).

Puisque le morphisme 7, est étale fini de degré h, Ox,(d,h) est un fibré de rang h
et de degré d. On a I’égalité de pentes

.UJ(OXE (A)) = A

On a la description suivante en termes de modules gradués. Soit

M(d,h) = @ BEE™

€N

ih+d

Cest un Pr = P BEE:“i—module gradué. Alors,

€N

Ox,(d,h) = M(d,h)

et
M(d,h) = @ H®(Xp,0x,(d, h) ® Ox,, (i)).
ieN
Soit t € Pgi \ {0}, V*(t) = {oo}. Soit Xg \ {0} = Spec(B.) avec B, =
(Bﬂ%])“wild et Biz = Ox,,00- On a alors

77 (X \ {o0}) = Spec(Bg[L]#E=14).

En termes de la classification de la proposition 5.3.1, le fibré vectoriel Ox,(d, h)
correspond au triplet (M, N,u) ou
— M est le Be-module libre B"‘[%]‘P’;J:”d,
h
— N = (B;_R) )
— ona
w:BY[}95=" @p Ban > (Bar)"
@1 — (2,08(),...,045 V(@)

Puisque (Xg,)n>1 est une sphére de Riemann généralisée, les résultats de la
proposition 5.6.23 sont disponibles. Nous ne les réécrirons pas. La proposition qui
suit est laissée au lecteur, elle ne pose aucun probléme.
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0 sid<0
BEET™ sid>0

j > 0.
2. Soient t € Pg 1 \ {0}, {00} = VT (t) et Biz = Ox, 0. Alors,

Proposition 8.2.3. — 1. H*(Xg,0x,(d,h)) = {

0 st1d>0

HY(Xg,0x,(d,h)) =
(X, Ox (d, 1) {B;R (t4Bl, + En) sid<O0.

Remarque 8.2.4. — Si on pense & la courbe X comme étant « Yz /¢” » alors la tour
de courbes (Xg, )r>1 n’est rien d’autre que la tour de revétements (YE/c,th)h21.
8.2.3. Lien avec les isocristaux. — Notons L = Wy, (F,;) muni de son Frobenius o.
Lorsqu’on voudra préciser leur dépendance en E on les notera Lg et 0.

Définition 8.2.5. — On note p-Mody, la catégorie des isocristaux formés d’un L-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un isomorphisme o-linéaire.

Lorsqu’on veut mettre en avant la dépendance en E on note ¢p-Mody, . Remarquons
cependant qu’il s’agit 14 d’un abus de notation puisque cette catégorie ne dépend pas
seulement de Lg mais également de E (si E'|E est non-ramifiée alors Ly = Lg).

Si (D, ¢) € p-Mody, considérons le P-module gradué

M(D,¢) :=EP(D &L B)*=".
ieN
Si D= {e,...,en) avec p(e;) = e;41 sii < h et pley) = % alors M(D,p) =
M(d,h) (cf. section précédente). Du théoréme de Dieudonné-Manin on déduit le
résultat suivant.

Proposition 8.2.6. — Pour (D, ¢) € ¢-Mody, posons

—_~—

&(D,p) = M(D, ).
C’est un fibré vectoriel isomorphe a
D Ox (=2,
A€Q
ot my est la multiplicité de la pente X dans la décomposition de Dieudonné-Manin de

(D, ¢).
Cela définit un foncteur compatible au produit tensoriel et aux duouz

g(—) : (p-MOdL e Fle

On vérifie qu’en termes de la classification donnée par 5.3.1, le fibré & (D, )
correspond au couple
=Id
(D@ B[})*
Définition 8.2.7. — Pour A € Q nous noterons D) ’algébre & division centrale sur E
définie par Dy = E[II] si A = %7 (d,h) = 1, avec II" = ¢ et pour tout = € Ej,
Iz = op(z)IL

,D®p, BcTR)'
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Proposition 8.2.8. — Il y a un isomorphisme
D, = End(Cx,(N)).

Démonstration. — Puisque D) s’identifie aux endomorphismes de 'isocristal simple
de pente — A\, d’aprés la proposition précédente il y un plongement

Dy — End(Ox (\)).
On a de plus
End(@x(\) = H(X,0x(\) ® Ox(\)Y).
Or, d’aprés le point (4) de la proposition 5.6.23, on a
Ox(\) ® Ox (V)Y = Ox (\) ® Ox (—\) ~ 02"
et donc

dimg End(Ox (\)) = A% O

Soit maintenant E’|E et notons Ej)|E I'extension maximale non-ramifiée de E dans
E’, de degré f (et donc opr = a};). Il y a deux foncteurs adjoints

p-Modp, , L ©-Modp, , .
La fleche supérieure envoie 'isocristal (D, ¢) € p-Mody,,, sur
(D®r, Le, ¢! @ o).
La fléche inférieure envoie (D, ) € p-Mody, , sur 'isocristal « induit »
f-1
(@D ®LE,UE, LE7§>7
i=0
ou
E(xo®Nos -, 1@ f—1) = (@(@f_1)®0E (A1), 2o®0E(X0), - - -, Tf_2@0TE(Af_2)).

On vérifie alors que via le foncteur &'(—) ces deux foncteurs correspondent aux deux
fleches

"TE/|E
FiXXE FibXE, ,
TrE"E*
ou WE’\E : XE’ — XE
Remarque 8.2.9. — Si on pense & la courbe X comme étant « Y/¢? » alors le fibré
& (D, ) n’est rien d’autre que
(Y x D)/¢".
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8.2.4. Classification des fibrés : énoncé du théoréme. — Le théoréme suivant dit que
le foncteur précédent

&(-) : ¢-Mod;, — Fibx
est essentiellement surjectif. Il induit de plus une équivalence entre la catégorie des
isocristaux isoclines de pente —\ et les fibrés semi-stables de pente .

Théoreme 8.2.10. — 1. Pour \ € Q, les fibrés semi-stables de pente \ sur X sont
les fibrés isomorphes & des somme directes finies du fibré Ox (N).

2. Pour A € Q, il n’y a sur X, a isomorphisme prés, qu’un seul fibré stable de
pente A, Ox(N\). La catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente X\ est
équivalente o celle des DSPP-espaces vectoriels de dimension finie.

3. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

4. L’application

{()\i)lgign EQ'|neN, \y>---> )\n} — {Classes d’isomorphismes de fibrés sur X}
Ose s An) — [ @D Ox ()]
i=1

est une bijection.

Nous allons donner deux preuves de ce théoréme dans la suite.

8.3. Preuve du théoréme de classification via les périodes des groupes p-divisibles

8.3.1. Modifications de fibrés associées aux groupes p-divisibles. — Soit (D,p) €
©-Mody,. Fixons co € |X| de corps résiduel C' et notons B;‘R = Ox,00 d’uniformisante ¢.
Se donner une modification

0— & — ED,p) — F —0
avec .# cohérent de torsion supporté au point oo est équivalent & se donner un
B;rR—réseau
ACD®L B;R.
Cela résulte de ce qu’il y a une identification canonique

&(D,¢),, = D®y Bl

Se donner une telle modification telle que .% soit annulé par t, i.e. de la forme iy, W
avec W un C-espace vectoriel, est équivalent & se donner une filtration

Fil D¢.
En effet, les réseaux A satisfaisant
tD® Bjy CACD®Bl;

correspondent aux sous-espaces vectoriels de D¢ via A — A/t(D ® Bp).
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Définition 8.3.1. — Un triplet (D, p, Fil D) est admissible si le fibré modifié associé
&(D, ¢, Fil D¢) := ker (§(D, ) — icoxDc/Fil D)
est trivial.
Soit maintenant H un Og-module m-divisible sur ﬁq de C-module de Dieudonné

covariant (D, ) et (H,p) un point & valeurs dans Oc de l'espace de Rapoport-Zink
M associé. Cela signifie que H est un Og-module 7-divisible muni d’une quasi-isogénie

p:He&g Oc/m0c — H ®¢. Oc/nCc.

La filtration de Hodge de ’algébre de Lie de la (-extension vectorielle universelle
de H fournit via p une filtration Fil Dg. C’est 'image via 'application des périodes
de Hodge de Rham de notre point dans l’espace de Rapoport-Zink

Tar : M — of -

Proposition 8.3.2. — L’image de lapplication des périodes myr est contenue dans
le lieu admissible associé¢ a (D,m~1¢). Plus précisément, si Fil Do est la filtration
associée o (H, p) alors

&(D,m ', Fil D¢) ~ V,(H) ®p Ox.

Démonstration. — L’application des périodes
Vp(H) — (D ®r B)¥™"
induit un morphisme
Vo(H) ®p Ox — &(D,m ).

Puisque 'image de lapplication des périodes est contenue dans Fil (D ®, B)?=" ce
morphisme se factorise via & (D, 7 1y, Fil D¢). L’application des périodes induisant
un isomorphisme

Vo(H) ®p B3] — D ®r Bl{]
elle induit un isomorphisme

rx \ {00}7 VP(H) QF OX) = VP(H) ®p B. — (D L B[%])w:7T
= I(X\{oo}, (D, "))
= T(X\{oo},&(D,n ¢, FilDe)).

Le morphisme de fibrés

V,(H) ®g Cx — &(D, 7 ¢, Fil D¢)
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est donc un isomorphisme générique. Afin de montrer que c’est un isomorphisme il
suffit donc de montrer que nos deux fibrés ont méme degré. Mais,

deg (&(D,n '¢,FilD¢)) = deg(&(D,n '¢)) — dime De/Fil D
= - > dy.my — dim H
XEQ
A:%, (dy,hy)=1
= dimH — dim H
= 0
ot my est la multiplicité de la pente A dans lisocristal (D, 7~ 1yp). O

8.3.2. Preuve du théoreme. — Il suffit de vérifier les points (1) et (2) du théor. 5.6.29.
Fixons un point fermé co = V*(¢) sur X de corps résiduel C.

Via la proposition 8.3.2, le point (1) résulte immédiatement du théoréme 8.1.1
(appliqué pas seulement & E mais & Ej, pour tout h > 1).

Considérons maintenant le point (2). Pour cela commengons par quelques
généralités.
8.8.2.1. Classification des modifications minuscules de fibrés. — Soit € la catégorie
des modifications

0 —& —&—F —0,

ol

— &' et & sont des fibrés vectoriels,

— &’ est un fibré trivial, &’ ~ 0% pour un entier n,

— & est cohérent de torsion supporté au point oo, annulé par ¢ (i.e. de la forme

ioox W avec W un C-espace vectoriel).

Remarquons que puisqu’il n’y a pas de morphismes non nuls d’un tel % vers un
fibré vectoriel, de telles extensions sont rigides. La catégorie € est donc une sous-
catégorie pleine de celle des triplets (&”7,.%#,£) ou &’ est un fibré vectoriel trivial, #
est cohérent annulé par t et £ € Ext'(.F,&”).

Terminologie concernant les torsions & la Tate : On note E{1} = Et la droite
engendrée par t dans H°(X,0x (1)) (le choiz du point co sur X détermine seulement
cette droite et non t lui-méme). Pour un faisceau cohérent S on note

{1} = Qg E{1}.
Pour tout d € Z on note de méme E{d} = E{1}%%.

Lemme 8.3.3. — Le C-espace vectoriel Ext' (io.C,Ox) est de dimension 1 engendré
par la classe de ’extension

0 — Ox{1} — Ox (1) — i00sC — 0.
Démonstration. — Puisque $Hlom (i C,0x) =0, on a
Ext!(i00xC,0x) = H(X,E" (i00xC, Ox ).
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On conclut puisque
Ext* (00 C, Ox ) ~ oo C. O

On déduit de cela que pour V' € Vectg et W € Vecto (espaces vectoriels de
dimension finie) on a un isomorphisme

Home (W{1}, Vo) = Ext!(ise W,V @5 Ox)
qui & un morphisme u : W{1} — Vi associe le tiré en arriére de ’extension
0— V{—l} ®F Ox{l} — V{—l} KF 0)((1) — V{—l} QF tooxC — 0
—_—

VeEOx ioox Vo {—1}

par la fleche ioou{—1}.

Remarquons maintenant que les foncteurs &’ — HO(X,&) et V — V ®p Ox
induisent une équivalence entre la catégorie des fibrés triviaux et Vecty. De méme
Z — HYX,7) et W — i,W induisent une équivalence entre les faisceaux
cohérents annulés par ¢t et Vectg. De cela on déduit facilement la proposition
suivante.

Proposition 8.3.4. — La catégorie de modifications € est équivalente a celle des couples
(V,W) ot V € Vectg et W{1} C Vi est un sous-C-espace vectoriel.

Remarquons finalement la chose suivante. Soit (V, W) comme dans la proposition
précédente et soit V' C V' le plus petit sous-espace tel que W{1} C V{. Choisissons
V" un supplémentaire de V' dans V. On a alors

(V,W) = (V' W)a (V",0).
Il s’ensuit que la modification associée a (V, W)
0—&—& —F—0
est telle que &' ~ (V" Qg Ox) ® & avec & associé a (V/,W).
8.8.2.2. Dualité. — Considérons une modification
0—& —E&—F—0

dans la catégorie ¥ précédente et la modification duale obtenue en appliquant le
foncteur

Somp, (—,0x(2)).
Puisque D1 = End(Cx (%)) il s’agit d’une suite exacte de D ®g Ox-modules
0 — Fom(&,0x (L)) — Fom (&',0x (L)) — &' (F,0x (L)) — 0
(car &c&l(é(’,ﬁx(%)) = 0) telle que

&' (7,0x(2)) =~ 7V @ N,
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ou (N, ¢) est I'isocristal simple de pente — %, &(N, ) = Ox (%) et si .F = ioe. W alors

n

TV = ieeWY,
WV = HOIIIB(;rR (W, BdR/B(TR)
= WH{-1}

1
est de la forme i, M ot M est un C ®; D1-module qui est libre de rang dimg W
ie.

ot W* est le dual en tant que C-espace vectoriel. On vérifie alors que &x* (ﬁ ,O0x ( ))

. 1 . .
180, B, taottt (ﬁ,@x(%)) =dimg i ZF.
On peut retrouver la modification dont on était partie en redualisant par
application du foncteur

Fomp, ot (~Ox(3)).

On vérifie alors aisément la proposition suivante.

Proposition 8.3.5. — Le foncteur Slom(—,0x (L)) induit une antiéquivalence entre la
catégorie de modifications € et celle des modifications de fibrés munies d’une action
de D1

0 —¥Y —9 — 2 —0,
ol
— & est un D1 ®g Ox-module isomorphe & une somme de copies de OX(%),

— @' est un Dn; ®r Ox-module localement libre,
— A est cohérent annulé par t.

Dans cette équivalence, si 0 — &' — & — F — 0 s’envoie sur 0 - 9 — 4G — # — 0,
on a

— 18R g,C et = dimg il F,
— si la premiére modification correspond au couple (V, W) wvia ’équivalence de la
proposition 8.3.4, Uapplication E-linéaire
HOHIDl (Ox(%),g) — HOII]Dl (Ox(%),jf)
s’identifie & la composée
V* s Vg —» WY =W*{-1}.
8.3.2.8. Fin de la preuve du théoréme 8.2.10. — . On doit prouver le point (2)
de 5.6.29. Soit donc

0—& —&—F —0

avec &' un fibré trivial de rang n et % de degré 1 supporté en co. Soit (V, W) le couple
associé (prop. 8.34), &' =V ® Ox et & = i00.W. Comme on l'a vu a la fin de la
section 8.3.2.1 on peut supposer que pour tout sous-espace propre V' de V, W ¢ V/,.
Cela se traduit de fagon duale en la condition : ’application linéaire

vV — W*
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est injective i.e. définit un point de espace de Drinfeld Q C P(V*). Soit n la dimension
de V et

0 —9Y —94 —#—0
la modification duale de D 1 -fibrés associée (prop. 8.3.5). On a donc ¢ = V*®E0X(%).
Soit (IV, ¢) un isocristal simple de pente 1 — 1, &(N,m~1¢) = Ox(L). On fixe une
identification D1 = End(N, ¢). Alors,
(V*®r N,Id ® ¢)

est lisocristal d’un Op-module formel spécial au sens de Drinfeld (cf. sec. 8.1.2). Avec
les notations de la section 8.1.2,
(V' @p N§ " = V" @5 Ny "
et
WH-1}@LN)o = WH{-1}®LNo
W*{-1} @ Ny~
L’application
(V*@p N)g—" — (W {~1}®1 N)o

induite par 4 — J# est 'application V* — W*{—1} tordue par — ®z N) = Elle
est donc injective et définit un élément de I’espace de Drinfeld dans P(V* @z N =II).

A partir de 14 on conclut, en appliquant le théoréme 8.1.3 et la proposition 8.3.2,
que 4’ ~ D1 ® Ox et donc & ~ Ox ().
8.3.3. Interprétation en termes de périodes de Hodge-Tate et de I’isomorphisme entre
les deux tours. — Soit (D, ¢) € ¢-Mody, un isocristal de hauteur n. Considérons

0—& —& —F—0

une modification de fibrés ou % est cohérent annulé par ¢ (i.e. dans la catégorie € de
la section 8.3.2.1). Notons la £. Supposons de plus fixés deux isomorphismes

m:0yx — &

n2:8(D,p) — 8.

La modification est donnée par le sous-C-espace vectoriel

i & Cit &
et via 79,
2 : DC —:—> Z:’;Oéa

-k
2

Appelons période de Hodge de Rham le point associé de la Grassmanienne associée
a D¢,
Tar(&,m2) = ((i5m2) 'it &' C Do).
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Plagons nous maintenant du point de vue de 7;. D’aprés la proposition 8.3.4 £ est
donnée par un couple (V, W) avec W{1} C V. Se donner 7, revient alors & se donner
un isomorphisme
E" v
et W{1} détermine alors un sous-espace de C™ que l'on appelle période de Hodge-Tate
de (§,m),
mar(€,m) = (W{l} C Vo = C").

Supposons maintenant que (D, ¢) soit le module de Dieudonné covariant de H
et soit (H,p) un point de l’espace de Rapoport-Zink associé en niveau infini i.e. on
suppose fixé un isomorphisme

E" = V,(H).
On dispose alors de la modification £ fournie par la proposition 8.3.2. Les rigidifications
7 et p définissent un triplet (£,71,72) comme précédemment. Alors, mqr(€,72) est
I'image de (H, p) par lapplication des périodes de Hodge de Rham ([57] chap. V) et
mur(€,m) est son image par lapplication des périodes de Hodge-Tate. En d’autres
termes, l'inclusion W{1} C V,(H)c¢ est la fleche de gauche dans la suite exacte de
Hodge-Tate
0 — wi[2]{1} — V,(H)e =5 whyv [2] — 0.

Dans le cas particulier de 'espace de Lubin-Tate, via ’isomorphisme entre les tours
jumelles ([18], [19]), les deux modifications de fibrés se correspondent via la dualité
de la proposition 8.3.5.

8.4. Preuve via les espaces de Banach-Colmez

8.4.1. Espaces de Banach-Colmez. — Soit C|E un corps valué complet alg. clos.
Colmez a construit dans [12] et [13] une catégorie abélienne que nous noterons AC et
qu’il appelle Espaces de Banach de dimension finie. Cette catégorie est munie d’un
foncteur exact fidéle

BC — Banach
X — X(O)

vers la catégorie des F-espaces de Banach. Notons Vectc, resp. Vectg, la catégorie des
C-espaces vectoriels, resp. des E-e.v., de dimension finie. Cette catégorie est munie
de deux foncteurs pleinement fidéles exacts

Vecte — BC
W — Wan

et

Vecty — BC
V — V&
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tels que, composés avec le foncteur de JAC vers les espaces de Banach, on retrouve les
plongements canoniques Vectc — Banach, Vectg, — Banach. En d’autres termes,
on a des identifications canoniques W2 (C) = W et V¢*(C) = V. De plus, pour tout
X € B0, il existe Y € BC s’écrivant comme une extension

0—V® Y Wm0

et un sous-Q,-espace vectoriel de dimension finie V/ C Y(C) tel que X ~ Y/V'®.
Colmez a alors démontré qu’il existe deux fonctions additives

dim : BC — N
ht : BC — Z

caractérisées par les propriétés
dim W2 = dime W, dim V¢ =0

et
ht W2* =0, ht Vet = dim@p V.

On a de plus que Vecty = {X € AC | dim X = 0}.

En fait, le plongement Vectc — AC s’étend en un plongement de la catégorie
des B;rR—modules de longueur finie dans 3C, Vectc s’identifiant aux BIR—modules de
longueur finie annulés par t.

Pour d,h € N, il y a un espace de Banach-Colmez X (d, h) € JAC tel que

X(d,h)(C) = BE ="

Il est de dimension d et de hauteur h. Du point de vue de Colmez, les espaces de
Banach-Colmez sont des foncteurs de la catégorie des C-algébres sympatiques vers les
E-espaces de Banach. Cependant dans [55], Plat développe une théorie des espaces
de Banach-Colmez équivalente a celle de Colmez dans laquelle certains de ces espaces
(ceux qui sont extension d’un C-espace vectoriel de dimension finie par un F-espace
vectoriel de dimension finie) possédent un faisceau structural. Plus précisément, ce
sont des F-espace vectoriel spectraux au sens de la section 4.6.5. De ce point de
vue, lorsque 0 < d < h, lespace de Banach-Colmez X(d, h) précédent n’est alors
rien d’autre que le E-espace vectoriel spectral X (Qdﬁ)a”@WO(k)QC défini dans la
section 4.6.6 ou {y p, est le O-module formel défini dans la section 4.3.2. Le choix d’un
relévement @ de 04, & Oc satisfaisant ’hypothese de la section 4.6.6 (I’existence d’une
quasi-isogénie p, cf. 4.6.6) induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels spectraux

X (a.n) ™ ®w, (i), C =~ X (C"'®)
et une présentation comme extension (cf. section 4.6.7.2)

0 — Vi(0)* — X (("8) — Lie( ® G™ — 0.
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8.4.2. Preuve du théoreme 8.2.10. — Voyons maintenant comment démontrer le
théoréme 8.2.10 en utilisant les espaces de Banach-Colmez. On utilise directement le
critére donné par le théoréme 5.6.26. Soit

0— OXE(_%) — & — OXE(]‘) —0
une suite exacte. La classe de 'extension précédente vit dans

H'(X,0x,(-1- 1)) = H' (Xg,,0x,, (—n—1)).
Soit £ € H'(XE,,0x,, (—n — 1)) cette classe. Il s’agit alors de vérifier que le noyau
du morphisme composé

HO(Xp,0x, (1) = HY(Xp, ,Ox,, (n) —2 H'(Xp,,0xy, (1))

est non nul ot T, : Xg, — Xp. Soit t € Pg r,1\ {0}, {o0} = VT (t), Bz = EXE,OO.
Il y a des identifications

H(Xp,0x, (1)) = (Bg)#e="®

H'Y(Xg,,0xp, (-1)) = C/Ex

HY(Xg,,0xp, (-1 — 1)) = Bip/(t""' By + En).

Soit x € B;'R/t”HBC'l"R induisant £ lorsqu’on le réduit modulo E,,. Le morphisme
précédent s’identifie alors au morphisme composé

(BE)‘PE:WE SN (Bg)w%:ﬂ% AN B;R/thB;rR

—~ B(;’_R/tn_HB:i’—R - (B;R/tn—HBIR)/(BE)@E:WE .

~C/E,
Il s’agit donc d’un morphisme d’espaces de Banach induit par un morphisme d’espaces
de Banach-Colmez
u:X(1,1) — C*®/ES".
Si w était injectif, puisque dim X (1,1) = dim C*"/E* = 1, on aurait
dim coker(u) =0

et donc cokeru € Vectg. Comme ht X(1,1) = 1 et ht C/E, = —n, on aurait
dimg, coker(u) = ht coker(u) = —1 —n < 0, ce qui est impossible.

8.5. Classification des fibrés sur E

Soit E une cloture algébrique de E. On note Xz =Xg QpFE et TE/E Xz — XE.
Pour A € Q notons

0XE</\> = TF%IEh (OXEh (h/\)), h>1,

un fibré en droites sur X5. Du point de vue des notations, on prendra garde que
W%‘EOXE()\) n’est pas Ox_(\) mais une somme directe de copies de Ox_()).
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Du théoréme de classification 8.2.10 on déduit le résultat suivant dont 1’énoncé
ressemble fortement au théoréme de classification des fibrés sur PL.

Théoréme 8.5.1. — Tout fibré sur Xg est somme directe de fibrés en droites. Il y a
une bijection

{(Al,...,/\n)|n€N, AiGQ, )\122>\n}—N—>F1bXE/N

qui @ (A1,...,A\n) associe la classe d’isomorphisme de
n
D Oxni)
i=1
Remarque 8.5.2. — Dans le théoréme précédent on peut remplacer E par n’importe

quelle extension algébrique de E' contenant une Z-extension.

8.6. Simple connexité géométrique de la courbe
Du théoréme de classification des fibrés on va déduire le résultat suivant.
Théoréme 8.6.1. — Le schéma X3 est simplement conneze.

Démonstration. — Soit f : Y — Xz un revétement étale fini. Notons & = f.0y.
D’apreés le théoréme 8.5.1

&~ P Ox, (M)

iel

> xi=o.

i€l
Supposons par I’absurde qu’il existe un indice i tel que A; # 0. On peut alors supposer
Ai > 0. La loi de Ox_-algébre de & est donnée par un morphisme & ® & — & et donc

des morphismes
Mgk Oxz(Ni +A;) = Oxp (M) ® Ox () — Ox(Ae), 4,5,k €l

Soit n > 1 tel que pour tout j € I, nA; > \;. La multiplication de n-éléments de f.Cy
est donnée par un morphisme de fibrés £ — &. Puisque Hom(OXE(u), OXE(,LLI)) =0
dés que p > 1/, ce morphisme est nul sur le facteur direct 0}8};. C’est en contradiction

De la proposition 5.6.8 on tire

avec le fait que I’algébre f.Cy est réduite.

Le fibré & est donc trivial. Via I’équivalence de catégories tensorielles entre fibrés
triviaux sur Xz et E-espaces vectoriels de dimension finis, la Ux_-algebre f.0y est
donc de la forme

OXE QF A,

A= H(Xg,8) = H(Y,0y)

est une F-algébre finie. Puisque Y est étale au dessus de X4, A est nécessairement
étale. On en déduit le résultat. O
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Remarque 8.6.2. — La démonstration précédente donne une preuve de la simple
connexité géométrique de P! qui n’utilise pas le calcul différentiel. Les preuves
« classiques » disponibles dans la littérature de la simple connexité de P! utilisent la
formule de Riemann-Hurwitz couplée a la classification des courbes de genre 0. La
preuve précédente ne fait pas intervenir les différentielles de Kihler Q' (la notion de
morphisme étale fini pouvant elle méme se définir sans recours a celles-ci en utilisant
la forme quadratique trace).
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Introduction

On poursuit la classification des fibrés mais en supposant cette fois-ci que le corps
F n’est plus algébriquement clos. Pour cela on étudie la descente galoisienne des
fibrés relativement au morphisme X 5= Xr. On montre en utilisant des techniques
du type théorie de Sen que les Gal(F|F)-équivariants sur X = (l'action de ce groupe
de Galois étant supposée continue en un sens que nous précisons) descendent en
des fibrés sur Xp. Cela nous donne une classification des fibrés (théo. 9.4.3) en
termes monodromiques. On obtient par exemple un résultat du type Narasimhan-
Seshadri : la catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente 0 est équivalente &
celle des représentations de Gal(F|F), continues, & valeurs dans un E-espace vectoriel
de dimension finie.

Dans ce chapitre on suppose que F est parfait quelconque. On note F une cloture
algébrique de F et Gp = Gal(F|F).

9.1. Fibrés équivariants

9.1.1. Définition. — Rappelons (6.7 pour le cas F' algébriquement clos mais il en
est de méme pour F quelconque) que 'on dispose d’un morphisme de ind-schémas
(p-invariant
uw: lim Spec(Br) — X,
I

ou I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1[. Plus précisément, si ¢ € B#=" est non
nul, linclusion B[1]*=! c B,[1] induit un morphisme

Spec(Bi[L]) — Spec(B[1]*™™) = D* (1),

Lorsque t varie cela définit le morphisme annoncé u : Spec(Br) — X par recollement.
Si & est un faisceau cohérent sur X on peut donc lui associer

éoan = U,*(g): (M[)[
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qui est une collection de Br-modules de type fini lorsque I varie, munie d’isomor-
phismes de compatibilité pour I C J

M; ®p, Bf — M;
et d’une structure p-équivariante
M ®B;,p Bory — My,

le tout satisfaisant des conditions de compatibilité évidentes. Soit ¢ comme
précédemment, {oo} = V¥ (t),y € |Y|tel que div(t) = 3, . [¢" (y)] et Be = B[}]*=".

nez
Pour tout entier n on a une identification Oxm AN B:{R o (y)" Si le fibré vectoriel &
correspond au couple (M., Myr) ol
M. = T(X\{o0}, &)

Mgr = é&»
avec M, C MdR[%], alors

My=(M.op, Bilj])n [l Mwr®s, _ Binon
%"(Z)ee/z\yjl

Cette formule résulte de la description des Bj-modules libres par recollement des
B 1[%]—modules libres avec des modules libres sur le complété t-adique de Bj.

Soit maintenant H un sous-groupe profini du groupe des automorphismes de F|F,.
Cela signifie que H agit isométriquement sur F, trivialement sur [, et que de plus,
pour tout idéal principal a C O, 'action de H sur O /a est discréte, i.e. se factorise via
un quotient de H par un sous-groupe ouvert. Un tel groupe H agit alors naturellement
sur X . Par convention on choisit de le faire agir & gauche sur X (i.e. 'action de 0 € H
sur X est induite par I’action de ¢~ ! sur les différentes algébres intervenant dans la
définition de la courbe).

Rappelons que, puisque les anneaux By sont des algébres de Banach noethériennes
tout Br-module de type fini est canoniquement muni d’une structure de Bj-module
de Banach.

Définition 9.1.1. — Un faisceau cohérent H-équivariant sur X est un faisceau cohérent
muni d’une action de H compatible & celle sur X, c’est & dire d’isomorphismes

g 08— &, o€ H
satisfaisant la condition de cocycle
*
Cor = Cr OT Cg,

telle que, si &*" = (Mj)r, pour tout I l'action semi-linéaire de H sur le B;-module
de Banach M7 soit continue. On note

Coh%

la catégorie des fibrés cohérents H-équivariants.
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9.1.2. Deux critéres simples de continuité de ’action

9.1.2.1. Au point générique. — Dans le cas des fibrés vectoriels on dispose du critére
simple suivant pour la continuité de I’action dans la définition 9.1.1.

Munissons le corps des fonctions rationnelles E(X) de la famille de normes de
Gauss (| - |p)pejo,1) via E(X) C Frac(B). Puisque E(X) C Frac(B)*=™ (et il y a
méme égalité), la topologie définie par cette famille de normes de Gauss est la méme
que celle définie par la norme

sup |- |p.
PElPG;pol
Cela fait de F(X) une E-algébre topologique dont la topologie est définie par une
norme. On munit tout E(X)-espace vectoriel topologique de la topologie produit via
le choix d’une base (on vérifie aussitot que la topologie ainsi définie ne dépend pas du
choix d’une telle base).

Proposition 9.1.2. — Soit & un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H
compatible a celle sur X. Cette action est continue au sens de 9.1.1 si et seulement
si laction semi-linéaire de H sur &, est continue.

Démonstration. — Si &*™ = (My); on a
&y ®p(x) Frac(Br) = M1 ®p, Frac(By).

De plus les inclusions E(X) C Frac(B;) et By C Frac(B;) sont isométriques pour la
famille de normes (| - |,)per. Le résultat s’en déduit. O

9.1.2.2. En un point fermé H-invariant. — Pour tous y € |Y|, &k > 1 et I compact
tel que y € |Y7| la surjection

By — Blg ,/Fi*Bl, = Bi/€"Br, y=(¢)

définit une structure de F-algébre de Banach sur B;ery / FilkB:{R’y via la topologie
quotient (puisque I'idéal Br¢¥ est fermé). Cette topologie de dépend pas du choix de
I tel y € |Y;|. En effet, si I C J, le morphisme continu By /¢¥ — Bj/&* étant une
bijection c’est un homéomorphisme d’aprés le théoréme de I'application ouverte de
Banach. Lorsque k = 1 cette topologie est la topologie de la valeur absolue | - |, sur
le corps résiduel K. Ecrivant

+ 1 + kot
Bir,y = lim Bgg ,/Fil"Byg ,
k>0
cela munit B(TR’y d’une structure de F-algébre de Fréchet.
Proposition 9.1.3. — Supposons qu’il existe un point co = VT (t) € |X|, t € B¥=™,
stable sous ’action de H. Soit & un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H
compatible a celle sur X. Cette action est continue, i.e. définit une structure de fibré

H-équivariant au sens de 9.1.1, si et seulement si l’action semi-linéaire de H sur &
est continue.
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Démonstration. — Si div(t) = > c,[0"(y)] et & = (Mj); alors & = ]\//Tl,y
(complété &-adique si y = (£)) dés que y € |Y7|. Il est donc clair que, si 'action
de H est continue sur M; avec y € |Y;|, alors 'action sur goo I’est également.
Réciproquement, supposons que l'action de H sur é?'oo soit continue. Puisque
I'inclusion By C B%J est isométrique, afin de montrer que 'action sur M; est

continue il suffit de le montrer pour M; ®p,,, B% . Quitte a remplacer F' par F et
& par son image réciproque sur X% on peut supi)oser F' algébriquement clos. Soit
(M., M4Rr) le couple associé & &, M, C MdR[%]. Fixons une base ¢1,...,¢, de M,
(puisque F' est algébriquement clos, M, est un module libre). L’action semi-linéaire
de H sur M, stabilise le réseau Myr C M. ® g, Bar. Il existe donc un entier k tel
que, si deg = —voo : Be = NU {—00}, on ait

o(e;) € BIeske @ ... @ Bdeske, | 1<i<n, o€ H.

On a
-k
Bgeesk — ¢=kpe=T,

Rappelons que B¥=" est muni de sa topologie de Banach définie par (|- |,),ej0,1[ et
donc l'inclusion B¥="" < B 1 est continue. On vérifie alors qu’il suffit de vérifier que
pour [ > k, via I'inclusion
=7 + it
B¥=" — B, /Fil'Bj,
la topologie induite par BQ‘R / FillB;'R sur B*="" coincide avec sa topologie de Banach
précédente. Il y a une suite exacte (utiliser F' algébriquement clos)

0 — E - B*=" @ (B} /Fil *Bl,) —— Bl /Fil'Bl, — 0,

ot u(A) = (At*,—)\) et v(z,y mod Fil' %) = 2 + t*y mod Fil'. Les applications u
et v sont continues. Puisque v est surjective, d’aprés le théoréme de ’application
ouverte, cela identifie I'’espace de Banach B;R / Fil! BJ'R au quotient coker(u) d’espaces
de Banach. Il s’agit donc de voir que l'inclusion

B*=" g (0) < coker(u)

est stricte i.e. la topologie induite est celle de B¥=""_ Mais si V est un espace de
Banach et W, W’ C V sont des sous-espaces fermés satisfaisant W N W' = (0) et
W & W' CV est fermé (ce qui est automatiquement le cas si W’ est de dimension

finie) alors l'inclusion W C V/W' est stricte. O
9.1.3. Equivariance de la filtration de Harder-Narasimhan. — Le résultat qui suit est
fondamental.

Proposition 9.1.4. — Pour & € Fibg, la filtration de Harder-Narasimhan du fibré
sous-jacent & & est invariante sous l’action de H et est donc une filtration par des
sous-fibrés H -équivariants.
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Démonstration. — Cela résulte de 'unicité de la filtration de Harder-Narasimhan
puisque si % € Fibx et o € H alors
w(o*F) = u(F). O

Cette propriété sera utilisée de nombreuses fois dans la preuve de « faiblement
admissible équivalent & admissible ».

9.1.4. Torsion par un 1-cocycle. — Soit & un fibré H-équivariant sur X de fibré sous-
jacent &. Munissons le groupe de Aut(&£) de la topologie induite par Aut(&) C
GL(&,). Si & = (Mj); alors il s’agit de la topologie induite par le plongement
Aut(&) € GLp, (M) dés que I est suffisamment grand au sens ou I N(I) # 0.

La structure H-équivariante sur &, (¢ )sen avec ¢y : 0*& — &, induit une action
a gauche de H sur Aut(&’) par automorphismes via la formule

fo=comr0(c™f)oct,, feAu(£), o€ H.
On note
ZY(H, Aut(&))

les 1-cocycles continus de H a valeurs dans Aut(&’) pour cette action. La proposition
suivante ne pose alors pas de difficulté particuliére.

Proposition 9.1.5. — 1. L’ensemble des structures H -équivariantes sur & s’identifie
a Z'(H, Aut(&)).
2. Deux tels cocycles sont cohomologues si et seulement si ils définissent des fibrés
équivariants isomorphes.
3. L’ensemble des classes d’isomorphismes de fibrés H -équivariants dont le fibré
sous-jacent est isomorphe a & est en bijection avec I’ensemble H'(H, Aut(&)).

On adoptera la définition suivante.

Définition 9.1.6. — Soit & € Fib§ de fibré sous-jacent & et ¢ = (¢y)oecy €
Z1(H,Aut(&)). On note
ENc

le fibré équivariant de fibré sous-jacent & obtenu par torsion.

9.2. Classification des fibrés équivariants semi-stables lorsque F' est algébriquement clos

Supposons que F' est algébriquement clos. Soit A\ = % € Qavec (d,h) =1 Soit E|E
I'extension non-ramifiée de degré h de corps résiduel F . = Fe"=1d, L’application
composée

H — Aut(F|Fy;) — Aut(F,.|F,)
induit un morphisme
H — Gal(E|E).
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L’action de H sur Xg/Spec(E) s’étend en une action sur Xg, qui induit l'action
déduite du morphisme précédent sur Spec(F}). Le morphisme

WEh/E:XEh —>XE

est H-équivariant. Le fibré en droites Ox,, (d) = Pr,g,,x[d] est canoniquement muni
d’une structure de fibré H-équivariant. On note QXEh (d) ce fibré H-équivariant (bien
str ce fibré équivariant dépend du choix de I'uniformisante m que ’on ne met pas dans
les notations afin de les alléger).

Définition 9.2.1. — On note
Ox,(\) = WEh/E*QXEh (d) e Fing.
On a
D) = End(Cx(\)).

On vérifie alors que 'action induite par la structure équivariante est donnée par le
morphisme suivant

H — Aut(F|F,;) — Gal(Fn|F;) — Aut(Dy),

ou si Dy = E[II], le Frobenius de Gal(F,|F,) est envoyé sur l’automorphisme
intérieur de D)

x — Hzll7L.
Du théoréme de classification 8.2.10 et de la proposition 9.1.5 on déduit le théoréme

suivant.

Théoréme 9.2.2. — Supposons F algébriquement clos. Soient RepDip (H) la catégorie
des DSP-espaces vectoriels (i.e. les Dy-espaces vectoriels a droite) de dimension
finie munis d’une action semi-linéaire continue de H et Fibg’)‘ celle des fibrés
H -équivariants semi-stables de pente \. On a alors une équivalence

RepDip (H) —:—> Flbg’)\
V. — V&p,O0x(N).

9.2.1. Extensions équivariantes. — Nous utiliserons la proposition suivante qui est un
« bout » de suite spectrale de Hochschild Serre qui sera suffisant pour nos besoins.

Proposition 9.2.3. — Soient &, resp. &5, un fibré H-équivariant de fibré sous-jacent
&1, resp. &5. 1l y a alors une suite exacte
0 — H'(H,Hom(&1,&)) — Ext'(£,,&,) — H°(H,Ext' (&, 6)),
ou :
— Sipour o € H, ¢y : 0*& = & et dy : 0°& = & définissent la structure
équivariante alors 'action de H sur Ext®(&1, &) est donnée par

Ext® (¢, Lds)
—_—

Ext® (&1, &2) <, Ext®(c*&1,0% &) Ext® (&1, ).
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— Par définition un 1-cocycle de H & valeurs dans Hom(&, &) est continu s’il est
continu au point générique comme cocyle & valeurs dans Hom(&1 ), &2 ).

— Si(c)e € Z'(H,Hom(&, &)) image de la classe de (cy)s dans Ext' (&, &)
se décrit de la fagon suivante. Si a = (ay)s € Z1(H,Aut(& @ &1)) est défini

par
Ide, c¢o
Oy =
0 Idg

alors la classe de ’extension équivariante associée est
0—>£2—> (5269@1)/\a—>£1 — 0.

Démonstration. — Cela se démontre sans difficulté en explicitant les cocyles et les
différentes applications de bord. O

9.3. Descente galoisienne
Théoreme 9.3.1. — Le foncteur image réciproque associ€é au morphisme
X= — X
7 F
induit une équivalence

Cohy, — cohg’;; :

Démonstration. — Commengons par traiter le cas des fibrés vectoriels. Fixons co =
V*(t) € | Xp|, t € Bf~" non nul. On note de méme oo € |X1%| lunique point fermé
de X? au dessus de co € Xr. On note alors

— 11p=Id ~ — B~[lje=ld
BFve_BF[t] ) Bf7e—Bf[t]
et
+ _D + D
BF,dR - OXF,oo’ Blg dR OXf,oo'

La catégorie Fibx, s’identifie alors aux triplets (M., Mar,u) ou M. est un
Bp ¢-module projectif, Mgr un B;t qr-module libre et

uw: M, ®p,, Bpar — Mar[$].

La catégorie Fib$” s’identifie aux triplets (M., Mgr,u) ot M, est un BI% -module

;€
libre muni d’une action semi-linéaire de Gg, Mgr est un BX -module libre muni

)

d’une action semi-linéaire continue de G et

u: M, ®B§ . Bf 4R EASN MdR[%]

commute & action de Gf.
Il résulte de la proposition 7.1.1 que les foncteurs

Wi— W Qg+ BZE

FarR T F,dR
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et
Gr
Wir— W
induisent des équivalences inverses de catégories entre B?; qr-modules libres et

BX  -modules libres munis d’une action semi-linéaire continue de Gp.
F,

Prenons maintenant la définition suivante.

Définition 9.3.2. — Une Bﬁ e-représentation de G est un Bz? -module libre M muni

;€

d’une action semi-linéaire de G telle qu’il existe un B;’R—réseau

WcM®s. Bz

stable sous cette action et sur lequel ’action est continue. On note

la catégorie des Bﬁ e—représentations de Gp.

Remarque 9.3.3. — Dans la définition précédente, on vérifie que si W/ C M® B- Bﬁ 4R
est un autre réseau stable sous l'action de G alors 'action est automatiqﬁement

continue sur celui-ci.

Ainsi, Repg. (GFr) consiste en la catégorie des B? -modules munis d’une action
F,e ,e

semi-linéaire de G tels qu'il existe & € FibG‘: satisfaisant
F

M =T(Xz \{oc},&).

Notons Projg, . la catégorie des Br-modules projectifs de type fini. Le théoréme 9.3.1
pour les fibrés vectoriels se raméne alors & I’énoncé suivant.

Théoréme 9.3.4. — Le foncteur d’extension des scalaires induit une équivalence de
catégories
— ®Bp. B% : PI‘OjBFE = RepBg (GF)
’ ,€ > F e

d’inverse donné par M — MCF.

Démonstration. — Commengons par la pleine fidélité du foncteur d’extension des
scalaires. Utilisant le fait que la catégorie Projg, posséde des Hom internes cette
pleine fidélité se raméne a montrer que si M € Projg,  alors
GFr
M = (M ®BF,e B%,e) .
Mais si M est un tel module, il existe N un autre module ainsi qu'un entier n tels
que M & N = B .. On a alors
Gr Gr Gr
(M®p,. Bz )" ® (Vo5 Bz )" = (B%)
Br.
M®N.
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. G . 1o s .
L’égalité (M ®Bp.. B% e) ¥ = M, et donc la pleine fidélité, en résulte.
Tl reste donc & traiter la surjectivité essentielle du foncteur extension des scalaires.

Soit donc M € Repg. (Gr). On procéde par récurrence sur le rang de M, le cas
F

e

de rang 1 ayant été traité dans la proposition 7.2.4. On affirme qu’il suffit de vérifier
que MEF £ 0. En effet, si c’est le cas alors soit f € M%F non-nul et N le saturé du
sous-module
B?,e'f cM
ie.
M/N = (M/Bief)/torsmn.
Le B% -module NNV est libre de rang un stable sous I'action de G. Du cas des modules

)

de rang 1 on tire que N7 est un Bp -module projectif tel que

NCF ®Br.. B% . ~5 N.

L’hypothése de récurrence nous donne le méme énoncé pour M/N : (M/N)%F ¢
Projp, . et son extension des scalaires est M/N. On dispose alors d’une suite exacte

0 — N9 — MY — (M/N)Cr

de laquelle il résulte que MSF est un B r,e-module projectif de type fini (puisque Bp
est de Dedekind tout sous-module d’un module projectif de type fini est projectif de
type fini). Il résulte en fait de ’annulation

HY(Gp,N)=0
(prop. 7.1.2) que la suite
0 — N6 — MY — (M/N)%F — 0
est exacte. On a maintenant un diagramme

0—— NSr @B —— M9 @Bz —— (M/N)9" @ Bz ——0

oLk

0 N M M/N 0,

duquel il résulte que
MCr B; =5 M.

e

Il reste donc & montrer que MEF # 0. Soit & € Fibgi tel que
F
M =T(Xz \{oc},&).

La filtration de Harder-Narasimhan de & est automatiquement invariante sous ’action
de G (9.1.4). Considérons son premier cran % C &. D’aprés le théoréme 9.2.2 il existe
A € Q ainsi que M € Reppor (Gr) tels que

F ~M®p, QXL (N).
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Il suffit donc de vérifier que si A = %
h___d
HO(GF,M ® D, Bﬁ[%]“’ =n ) 7é 0.

Cela résulte de la proposition 7.1.2. O

Afin de conclure la preuve du théoréme 9.3.1 il nous faut maintenant traiter le cas
d’un faisceau cohérent équivariant quelconque &. Remarquons d’abord que si & est
équivariant de torsion sur X = puisque supp(&’) C | X §| est un ensemble fini invariant
sous G il descend en un sous-ensemble fini de |Xg|. Le résultat pour les faisceaux

de torsion découle alors de la proposition 7.1.1.
Si & € Cohg’gi est général alors d’aprés les résultats préédents &ior et &/&or

F
descendent sur Xpg. Il suffit maintenant de voir que l’extension de faisceaux
équivariants
O—>éz;;0r_’g_’g/éator—>0

est scindée. Elle est scindée comme extension de Ox.-modules. L’obstruction & son
F
scindage équivariant vit donc dans

Hl ((GF, Hom(éa/édtora cgcor))-

Mais ce groupe de cohomologie galoisienne est nul d’aprés 7.1.1. Cela conclut la preuve
du théoréme 9.3.1. O

On a vu que lorsque F est algébriquement clos alors H'(X,0x) = 0. On peut
maintenant calculer « le genre » de X pour F général.

Corollaire 9.3.5. — Il y a une identification
H'(X,0x) = Hom(GF, E).

Démonstration. — D’aprés le théoréme 9.3.1 Pespace vectoriel H!(X,Ox) calcule les
extensions de fibrés équivariants entre O, _ et lui-méme. Il suffit alors d’utiliser la

F
proposition 9.2.3 couplée & 'annulation de Hl(Xﬁ,Oxﬁ) pour conclure. O

Remarquons le corollaire suivant que ’on peut voir comme un énoncé du type
Narasimhan Seshadri ([53]) reliant fibrés vectoriels semi-stables et systémes locaux.

Corollaire 9.3.6. — La catégorie des fibrés semi-stables de pente 0 sur Xp s’identifie
& la catégorie des E-systémes locauz étales sur Spec(F).

9.4. Classification des fibrés
Théoréeme 9.4.1. — La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.

Démonstration. — Utilisant le théoréme 9.3.1, il suffit de montrer que si &, &,
F1bGF de fibrés sous-jacents &1, & € Fib X sont tels que &7 est semi-stable de pente

A1, é’g est semi-stable de pente Ay avec A\; < Ay alors

Ext? (&1,85) =0
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D’aprés le théoréme de classification des fibrés sur X = on sait que

Eth(gl, @QQ) =0.
La proposition 7.1.2 couplée au théoréme 9.2.2 implique ’annulation

Hl(GF, HOIIl((gal, éag)) =0.

On conclut en appliquant 9.2.3. O
Remarque 9.4.2. — Remarquons que ’argument de la démonstration précédente
montre que si & € Fibx est a pentes strictement positives alors

HY(X,&) =0.

Ainsi, du point de vue de ’annulation de la cohomologie des fibrés, la différence entre
le cas ou F est algébriquement clos ou pas se voit au niveau des fibrés semi-stables
de pente 0.

Théoréeme 9.4.3. — Il y a une bijection
{(Alv [pl])7 . -7()‘77,7 [pn]) ‘ n e N7 )‘i € Qv pi € RepDip(GF)a >\1 > > )\n} = Fle/ ~ -

9.5. Calcul du groupe fondamental de la courbe
On note comme dans la section 8.5, X5z := Xp g ®Fp E.
Théoreme 9.5.1. — Le pro-revétement galoisien

(XL,E)L|F finie " XFE

est un pro-revétement universel de XF,E- Ainsi,
m (XF,E) ~ Gal(F|F).

Démonstration. — Soit Y/X rE un revétement étale fini de degré n. D’apres le
théoréme 8.6.1 son tiré en arriére sur X 25

i

Y xx. - X=— — X
rEFE

F.E
est un revétement trivial. Utilisant le théoréme 9.3.1 on voit alors que Y est donné
par un morphisme

p:Gp — Autg_alg(E") =6,
qui est continu au sens oil p provient par extension des scalaires d’une représentation
linéaire continue Gp — GL,(E’) avec E’'|E finie. Il s’ensuit que p se factorise par

Gal(L|F) avec L|F finie. O
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CHAPITRE 10

FAIBLEMENT ADMISSIBLE IMPLIQUE ADMISSIBLE
ET LE THEOREME DE LA MONODROMIE p-ADIQUE

Introduction

On utilise la courbe et le théoréme de classification des fibrés afin de donner
de nouvelles démonstrations des deux théorémes principaux de la théorie de Hodge
p-adique : faiblement admissible implique admissible et le théoréme de la monodromie
p-adique (de Rham implique potentiellement semi-stable). Bien siir ces résultats ne
sont pas nouveaux, cf. [14, 12, 5, 48] et [3, 13] (on renvoie & la préface de ce texte
pour un historique), mais leur démonstration constitue un test pour la pertinence des
objets introduits et des résultats obtenus précédemment.

Pour cela on définit, si K|Q, est de valuation discréte & corps résiduel parfait,
F = ?b, trois notions de fibrés Gal(K|K)-équivariants sur X :

— Les fibrés cristallins, ce sont les fibrés équivariants & tels que le « fibré associé
&* sur Y » devienne trivial sur « Y \ V(¢) » comme fibré méromorphe i.e. est
engendré par des Gal(K|K)-invariants.

— Les fibrés log-cristallins qui sont définis de fagon analogue mais en remplagant
la courbe X par une surface Xjo,.

— Les fibrés de de Rham sont les fibrés équivariants & tels que é/a\oo[%] soit trivial
i.e. engendré par ses Gal(K|K)-invariants.

On montre que la catégorie des fibrés cristallins, resp. log-cristallins, est équivalente
a celle des p-modules, resp. (¢, N)-modules, filtrés usuels intervenant en théorie de
Hodge p-adique. L’équivalence entre faiblement admissible et admissible s’en déduit
alors aussitot par spécialisation aux fibrés semi-stables de pente 0 via le théoréme de
classification des fibrés.

Le théoréme de la monodromie p-adique se déduit lui de la spécialisation en pente 0
de I’énoncé suivant : tout fibré de de Rham est potentiellement log-cristallin.

Dans tout ce chapitre on suppose que E = Q. Soit K|Q, complet de valuation
discréte a corps résiduel ki parfait. On note Ko = W(kg)g l'extension maximale
non-ramifiée de Q, dans K. On fixe une cloture algébrique K de K et on note Gx =

Gal(K|K). On pose C = K et F = C".
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10.1. Fibrés G k-équivariants

Nous adopterons parfois la notation suivante dans la suite : on note & un fibré
équivariant de fibré sous-jacent & ce qui signifie que & = (&, (cy)o) (cf. def. 9.1.1).

10.1.1. Action du groupe de Galois Gk sur la courbe. — Via le morphisme injectif
G — Aut(F)
la courbe X := Xpq, est munie d'une action de Gx. Le noyau du morphisme 6 :

Ar — (¢ définit un point canonique 7., sur Yz invariant sous I’action de G . Plus
précisément, yo, = (u) si € est un générateur de Z,(1) sur C. Via Puniformisation
[Y|/¢% = | X| le point y., détermine donc un point co € |X| invariant sous l’action
de Galois, co = V*(¢) avec
t = log[e] € B¥~P.

Les identifications

7 + +

Ox,00 = Bir(C) = Byg .

sont compatibles a laction de G .
Proposition 10.1.1. — Les G g -orbites des points fermés de X \ {oo} sont infinies.

Démonstration. — Soit ¢ € | X| dont la G k-orbite est finie. Quitte & remplacer K par
une extension de degré fini on suppose que z est invariant sous G g . Soit ¢’ € B¥=P tel
que {z} = V*(t'). Puisque z est invariant sous G il existe un caractére x : Gx — Z)
tel que, pour tout o € Gk, on ait

On a alors
0(t') € H'(Gx, C(x ™))
qui est nul d’aprés Tate ([63]) si la restriction de x & linertie Ix est d’ordre infini.
Ainsi, si x|, est d’ordre infini alors ¢’ € ker6 et est donc un Q,-multiple de ¢ c’est
K
4 dire z = co. Supposons maintenant par I’absurde que X|, soit d’ordre fini. Soit
K

K'|K Dextension telle que Gg/ = ker x. Si t’ = log([¢']) avec &’ € 1 + mp, &’ # 1, on
a donc

e e (1 + mF)GK’.

Mais puisque K’ est de valuation discréte

FGxi = (C")Cr
= ()
= kg
C’est en contradiction avec le fait que |1 —¢’| < 1. O

ASTERISQUE 406



10.1. FIBRES Gx-EQUIVARIANTS 305

10.1.2. Fibrés équivariants et B.-représentations. — Notons B, = B[}]*='4.

Définition 10.1.2. — 1. On appelle B-représentation de G un B.-module libre
M muni d’une action semi-linéaire de G tel qu’il existe un B;‘R—réseau stable
de M ®p, B4r sous l'action de G sur lequel l’action soit continue. On note

Repp, (Gk)

cette catégorie.
2. On appelle Bg‘R—représentation de G un B;{R—module libre muni d’une action
semi-linéaire et continue de Gg. On note

RepB;rR (GK)

cette catégorie.

La catégorie Repp_(Gk) est Q,-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux et
de Hom internes.

La catégorie Rep B, (Gk) est K-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux et
de Hom internes.

Il y a alors une équivalence de catégories entre Fibg" et la catégorie des B-paires
au sens de Berger ([4]) c’est & dire les triplets

(MedeRau)a
ott M, € Repg_(Gk), Mar € ReijR(GK) et

u: M, XB, Bar ASN MdR[%]-
Proposition 10.1.3 (Berger [4]). — La catégorie Repg (Gx) est abélienne.

Démonstration. — Puisque le support d’un faisceau cohérent de torsion équivariant
est un ensemble fini de points fermés invariant sous l’action on a d’aprés la
proposition 10.1.1

G _ LG
Coh oy = FibGH o, O

Le corollaire suivant est alors immédiat.
Corollaire 10.1.4. — La catégorie Repp_(Gk) est tannakienne.

On verra plus tard que cette catégorie tannakienne contient la catégorie des
(¢, N)-modules sur Ky. En particulier elle n’est pas neutre si Ko # Q,.

10.1.3. Descente a une extension arithmétiquement profinie. — Gréce au théor. 9.3.1
on peut dévisser la catégorie des fibrés G g-équivariants de la fagon suivante.

Soit L|K une extension algébrique galoisienne de K contenue dans K. On la
suppose arithmétiquement profinie ([64]). Notons I' = Gal(L|K). Le théoréme 9.3.1
implique alors le théoréme suivant.
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Théoréme 10.1.5. — Le morphisme Xr — X7, induit une équivalence de catégories
Gr _~ r
CohyX — Cohxzb.
Notons également que 1’on obtient une équivalence
N
FleEb ~ Repg, (Gk)
entre fibrés semi-stables de pente 0 I'-équivariants et représentations galoisiennes de

dimension finie.

Remarque 10.1.6. — 11 faut faire attention au fait que, bien que la filtration de
Harder-Narasimhan d’un fibré sur X7, soit scindée (théo. 9.4.1), la filtration d’un
fibré T'-équivariant n’est pas scindée de fagon I'-équivariante en général. En utilisant
la proposition 9.2.3 on voit en effet que si &, € Fibg(’f‘ et &, € Fibg(’f avec A < p
b b
alors
HY(T,Hom(&}, &)) — Ext'(&;,&5),

qui est non nul en général.

10.1.4. Classification des fibrés semi-stables équivariants. — Le théoréme 9.2.2 se
traduit maintenant de la fagon suivante. Pour A € Q on munit l’algébre a division
Dy = Q,[I] de l’action non-ramifiée de G définie via Gx — Gal(F,|F,) et ou le
Frobenius de Gal(F,|F,) agit par = — IIzII'. Notons FibgK A la catégorie des fibrés
semi-stables de pente A.

Théoréeme 10.1.7. — 1l y a une équivalence de catégories
Repper (Gx) ——  Fib§ge?
V — ¥ & Dy QX (/\)

ou V est le faisceau Gk -équivariant sur X défini par Daction semi-linéaire de G
sur V. Un inverse de cette équivalence est donné par le foncteur

& — Hom(Cy (\), 6).
En particulier, on a une équivalence

Repg, (Gx) —— Fib§*’.

10.2. Fibrés équivariants cristallins

10.2.1. Fibrés équivariants associés aux isocristaux. — Notons ¢-Modg, la catégorie
des isocristaux associés & K. Le foncteur &(—) : ¢-Modg, — Fibx de la section 8.2.3
s’étend en un foncteur

p-Mod g, — Fibgﬁ"
en constatant tout simplement que le P-module gradué

D0 ex, B~
d>0
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est muni d’une action semi-linéaire de G .

Définition 10.2.1. — On note &(D, ) le fibré G g-équivariant associé a 'isocristal
(D, ¢).
La B-paire associée & &(D, ¢) est
((D R K, B[%])Lp:ld, D ®k, BQ—R)'

La structure de &(D, ¢) se décrit de la fagon suivante. Le théoréme de Dieudonné-
Manin dit que ’on a une décomposition orthogonale

p-Modg, = EB w—Mod}\(O,
A€Q

ol @—Mod;‘(o désigne les isocristaux isoclines de pente . Notons kg la cloture
algébrique de kg associée a K|K et L = W(kg)g. Pour A = £, (d,h) = 1, notons
1(\) € p-Modg, lisocristal de base (ey,...,ex) sur lequel ¢ agit via p(e;) = e;41 si
i < het p(ey) = ple;. Il y a alors une équivalence

(p—Mod}\<0 —> Repp, (Gal(kk|kk))
(D,p) — Homymod, (1(N) ® L, (D, ¢) ® L),

ou Repp, (Gal(EKUcK)) désigne les représentations semi-linéaires continues &
coefficients dans un Dj-espace vectoriel de dimension finie (on a utilisé 1’égalité
D, = End(1()\) ® L)°P pour définir le foncteur précédent).

Si (D, ¢) est isocline de pente A, associ¢ a V € Repp, (Gal(kk|kk)), alors

E(D,p) =2V @pew Ox (—A).
On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 10.2.2. — L’image essentielle du foncteur & : o-Modg, — Fibg';" consiste
en les fibrés équivariants qui sont sommes directes de fibrés semi-stables associés a
des représentations semi-linéaire non ramifiées de G via le théoréme 9.2.2.

Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie des isocristaur isoclines de
pente X et ces méme fibrés équivariants semi-stables de pente —\.

10.2.2. Fibrés équivariants plats. — Dans cette section on oublie momentanément les
notations précédentes. Ce que I'on introduit est relié a la notion d’anneau G-régulier
et de représentation admissible ([27] 1.4 et 1.5).

Soit Z un schéma intégre muni d’une action d’un groupe G. Faisons I’hypotheése
suivante : « les seuls sous-schémas fermés de Z invariants sous G sont () et Z. ».
Notons
E =T(2,02)°.
Si f € E\ {0} alors V(f) est G-invariant. On en déduit que V(f) = 0 c’est a dire
f €T(Z,0z)*. L’anneau E est donc un corps. On a en fait ’énoncé suivant. On note
7 le point générique de Z.
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Lemme 10.2.3. — On a0, = E.

Démonstration. — Soit f € Og’n non nul. Alors, Oz f N0z est un faisceau d’idéaux
quasicohérent G-invariant dans 0z. On a donc Oz f N0z = Oz ce qui implique que

F(ZaOZ)fmF(Z7OZ) = F(Z?OZ)
et donc f € Frac(I'(Z, OZ))G =E. O

Notons Fib§ la catégorie des fibrés G-équivariants et Fibg celle des Ox ,-espaces
vectoriels de dimension finie munis d’une action semi-linéaire de G.

Lemme 10.2.4. — Le foncteur fibre générique
Fibj — FibY
est pleinement fidéle et donc, en particulier, si & € Fibg de fibré sous-jacent &, on a
H°(Z,86)% = &°.
Démonstration. — Utilisant les Hom internes on est ramené & montrer que pour
& € Fib$ de fibré sous-jacent &
I'(Z,6)° =6C.

Soit donc s € é”nG . On voit & comme un sous-faisceau du faisceau constant &;,. Le
faisceau d’idéaux
I ={z€0x |zse&}

est quasicohérent, G-invariant et non nul. On a donc .# = (Ox et le résultat s’en

Rappelons ([27] prop. 1.6.1) que, si & € Fibf , alors I’application
E° @ Ox,y — &
est injective. On en déduit que
dimg &€ < 4o0.
Il y a un morphisme de champs
7 : [G\Z] — Spec(E).
Notons Vectg la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie. On dispose

donc de deux foncteurs adjoints

T
Fibg Vectg

™

qui sont donnés par

o
O
|

Nz &)°
™V = VQ®g 02.
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Définition 10.2.5. — Un fibré équivariant & € Fib(Z; est plat si le morphisme
d’adjonction
T — &

est un isomorphisme.
Des raisonnements précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 10.2.6. — Soit & € Fib(Z;. Le morphisme d’adjonction
' — &
est injectif et
dimg 7,8 <rgé.
Sont de plus équivalents :

1. & est plat.
2. dimg 7. & =r1g&.
3. ﬁn est plat.

10.2.3. Quelques calculs d’invariants sous Galois. — Rappelons que les calculs de
cohomologie galoisienne de Tate fournissent I’égalité

Gk _
B =K,
ce qui signifie qu’il existe une unique section Galois invariante

B, ——cC
ol

Proposition 10.2.7. — Pour tout intervalle compact I C 10,1 on a

Frac(B;) ®x, K — Bar

Frac(B;)®% = K.
Démonstration. — Il suflit de montrer que 'anneau B; ® i, K est intégre. En effet, si
c’est le cas alors Frac(Br) @k, K, qui est a priori un produit de corps, est intégre et
est donc un corps. L’inclusion Frac(Br) ® x, K C Bqr en découle alors. Concernant

la seconde égalité, il suffit maintenant de constater que, puisque K|Kj est algébrique,
les inclusions

Ky C Frac(Br)®% ¢ BS¥ = K

impliquent que Frac(B7)®% est un corps extension de degré fini de Kj. L’inclusion
précédente implique alors que

Frac(Br)%* @, K ¢ B = K
et donc Frac(Br)9% = K,.
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Montrons donc que Bj ®g, K est intégre. L’anneau W (COp) 0k, Ok est
mi-adiquement complet de réduction modulo 7x l’anneau Or. Tout élément de
cet anneau s’écrit donc de fagon unique sous la forme

Z[.’En]ﬂ'?(, zy € OF.
n>0

Pour un tel élément =3 - ,[zn]7k et p € ]0,1[ posons
], = sup || p"/¢
neN

ot e est 'indice de ramification de K|Kj. On vérifie alors comme dans la preuve
de la proposition 1.4.9 que cette norme est multiplicative (la preuve est strictement
identique) i.e. est une valeur absolue. Cette valeur absolue s’étend en une valeur
absolue de B®® i, K. Le complété sur B® ® g, K pour les (|-|,),er est alors B ® g, K

qui est donc intégre puisque les | - |, sont multiplicatives. O
Corollaire 10.2.8. — Les anneauz By[}], Beis, BT[1] et B[1] sont Gk -réguliers au
sens de [27] déf. 1.4.1. On a de plus
BRI = B = Ko
BSx = Q.

10.2.4. Fibrés équivariants plats sur Y \ V' (¢)

Définition 10.2.9. — 1. Pour I C ]0,1] un intervalle compact on note Fib%’( [1] =
Rep B,[%](G k) la catégorie des B 1[%]—m0dules libres munis d’une action semi-
linéaire continue de G .

2. On note
Fib§* (1] = 2- lim FibG*[1
I
la 2-limite projective de la catégorie fibrée précédente lorsque I varie.

D’aprés la proposition 10.1.1 le schéma Spec(BI[%]) muni de son action de Gg
satisfait ’hypothése faite dans la section 10.2.2 : les seuls sous-schémas fermés
invariants sont () et Spec (BI[%]) Le formalisme de cette section s’applique donc.

Définition 10.2.10. — On dit qu’un fibré équivariant (Mj); € FiblG/K[%] est plat si
pour tout I, M est.

D’aprés la section 10.2.2 on dispose donc de deux foncteurs adjoints

T
a4 Grl] —
FlbYIK[;] — Vectg,,

Tr
ol
T M = MCx
™V = V®k, Brl}].
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De plus,
dimg, mr. M < rgM
avec égalité si et seulement si M est plat. L’application

M — M

est de plus toujours injective (il s’agit du plus grand sous-fibré plat de M). Les
foncteurs (7., 7}) induisent des équivalences entres Fiblc/lK [1]P12% et Vectg, .

Soit maintenant (Mj); € FibiG/K [%] Les foncteurs précédents s’assemblent pour
définir un foncteur

(7r)1 Fibgk[%] — 2-lim Vect,.
I
On note
. : Fib$x [1] — Vectg,

le foncteur obtenu en prenant la limite projective

lim :2-lim Vectg, — Vectg,.

I I
En fait, lorsque I C J et M = (M) € FibgK[%], . Mj; C m. My et donc

M = nﬂ'[*MI
I

= m7r.Mr pour I « grand ».

Cela définit deux foncteurs adjoints comme précédemment

T x
4, Grl] ——
Fiby*[{] - Vectg,
s
tels que dimg, 7. M < rgM avec égalité si et seulement si M est plat. Ces deux
foncteurs induisent des équivalences inverses entre Fib)G,K [%]plat et Vectg,.

10.2.5. Fibrés équivariants cristallins. — Notons Fibg’\{{m} = Repp, (Gk). Les

inclusions B, C By[}] fournissent un foncteur d’analytification
.G HGKT1
(=)™ Fibel oy — Fiby*[3].
Puisque les morphismes Spec(B;[+]) — Spec(B.) sont ¢-invariants lorsque I varie, le
foncteur composé

Fib§E, oy~ Fib§r 1] " Vectx,

se factorise via ¢-Modg,. C’est le foncteur que I’on note 2 dans la définition qui suit.

Définition 10.2.11. — 1. Pour (D, ¢) € ¢-Modg, on note

p=I

d
7(D,¢) = (lim Dex, Bi[t])  €Repp, (Gx).

I
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2. Pour M € Repg_ (Gk) on note

P(M) = hil (M ®g, BI[%])GK € p-Modk, .
I

On a donc un diagramme commutatif fourni par « le morphisme Y/p? — X »

T x
FibJ* [1] 7/ Vect,

*

(—)"‘“T I
2

.G —
Fle’\‘{oo} — p-Modg, .
Proposition 10.2.12. — 1. Les deux foncteurs précédents

2
Repp, (Gk) <;7\ w-Modg,
v
sont adjoints l'un de Uautre ou ¥V est adjoint 4 gauche de 2.
2. Le foncteur ¥V est pleinement fidéle i.e.
Id = Zo7.

3. Pour M € Repg_(Gk)
VoP(M)— M

avec égalité si et seulement si dimg, P(M) =rgg M.
4. Pour R € {B[}], B¥[}], Buis} on a les formules

V(Dg) = (D&x, R)7"
= T(X\{oo},&(D,9)),
9(M) = (M®p, R)°".
Démonstration. — Pour R € {B[1], BY[}], Bexis}, notons
Ya(D,p) = (Dox, R)""
Ir(M) = (M®p, R)°~.

Si R = (Br[}]), ou I parcourt les intervalles compacts de ]0,1[, on note ¥z := ¥ et
Pr := 2. 1l y a des inclusions naturelles ¥z C ¥ et Yr C Z.

Si (d,h) est un couple d’entiers avec h > 1 et R € {B[1], B¥[1], Beis, (Br[1])1}
alors R?"=P" ne dépend pas du choix de R. Cela est clair si R € {B[1], B*[}], Beris }-

Pour R = (B¢[1])s, remarquons que

() Bil}] € M(Y).
I
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h___d
Mais si f € (N, BI[%])‘P ~P alors son diviseur dans Div(Y) est p-invariant. 11
s’ensuit que le diviseur de t"™ f est positif pour n > 0 et donc t"f € B pour n > 0.
Du théoréme de Dieudonné-Manin on déduit donc que pour tout R,

Yr=".
On montre ensuite que pour R € {B[1], B¥[1], Bexis, (Br[1])1},
QR © Af/R(D,@) = (D)QD)

Pour cela, puisque (D ®k, IA((’)“)GK = D, quitte & remplacer K par K™ et Gk par
Ik, on peut supposer que le corps résiduel de K est algébriquement clos. Utilisant le
théoréme de Dieudonné-Manin on est alors ramené au cas o (D, ¢) est un isocristal
simple. Ce cas la se démontre par un calcul explicite qui ne pose pas de probléme.

Pour R comme précédemment et M € Repg (Gk) l'injectivité du morphisme
naturel

7/R o .@R(M) — M

résulte du corollaire 10.2.8.
Il reste alors & démontrer I'indépendance en R du foncteur Zg. Mais si M €
Repp (Gk) et R est comme précédemment I’inclusion

VoP(M)— M
induit par application de Y une inclusion
Dro ¥ o P(M) — Dr(M).
Le membre de gauche dans cette inclusion se réécrit
DroVro D(M)=2(M)
et on conclut. O

On peut maintenant donner la définition suivante et tirer les fruits de ce que ’on
vient d’établir.

Définition 10.2.13. — 1. Une B.-représentation de Gg, M, est cristalline si
dimg, (M) = rgg_M.
2. Un fibré équivariant & € Fibg’\‘ (oo} est cristallin si la Be-représentation

H°(X \ {0}, &) est cristalline.
3. Un fibré équivariant & € Fib§* est cristallin si sa restriction a X \ {00} est.

Ainsi, un fibré équivariant & sur X est cristallin si et seulement si 5‘“‘[%] est plat
comme « fibré équivariant sur Y \ V(¢) ».
Le foncteur composé

Repg, (Gx) — Fib§* — Fib{t ., —— ¢-Modg,
V +— V®Qp Ox
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est le foncteur D¢ usuel. On en déduit donc qu’une représentation galoisienne V' est
cristalline si et seulement si le fibré équivariant associé V ®q, Ox est cristallin.
Le théoréme suivant ne pose alors pas de probléme.

Théoréeme 10.2.14. — Les foncteurs 2 et ¥V induisent des équivalences inverses
de catégories entre Be-représentations cristallines et isocristauz. Cela définit un
plongement de catégories tannakiennes

7 : p-Modg, — Repp, (Gk).

Toute sous-représentation d’une B.-représentation cristalline est cristalline. Si
M est une telle représentation le foncteur 2 induit une bijection entre les sous-
représentations de M et les sous isocristauz de Z(M).

Enfin notons le critére suivant qui dit que le caractére cristallin peut se tester au
point générique de la courbe.
Proposition 10.2.15. — Un fibré équivariant & € Fib)G("\‘ (o0} est cristallin si et
seulement si la M (Y)-représentation

&y ®g,(x) M(Y) € Rep (v (Gk)
est plate i.e.
. G
dimg, (ﬁn ®Q, (X) JV[(Y)) K= rg(&).
Démonstration. — Utilisant la formule

M(Y) = th Frac(By),
I

cela résulte de que pour I un intervalle de ]0,1[ et M € RepBl[%](GK), M est plat si
et seulement si M ®p, 1 Frac(By) est plat (prop. 10.2.6). O

10.3. Fibrés log-cristallins
10.3.1. Canneau Bj,s. — Rappelons qu’il y a un isomorphisme

.EZl—I—mF —’:—> B‘PZP

x +— log[z].

On a un scindage canonique Op = kjp X 1 + mp qui provient du relévement de
Teichmiiller [-] : kr = kx — K3* C C. Etendons le morphisme % 4 Oy en posant
$|k; =0.

Le morphisme de groupes .Z définit alors un morphisme d’anneaux

Sym;0r — B.
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Définition 10.3.1. — On note
Biog = B ®gy, 0 Sym, F*,
muni du morphisme
Z FX I Blog
étendant canoniquement . : O — B. On définit les opérateurs suivants :
1. ¢ est 'unique automorphisme de Bj,, étendant ¢ sur B et vérifiant
poL=pZ.

2. N : Biog — Biog est 'unique B-dérivation vérifiant : si x € F'* est tel que
v(z) =1 alors

N(Z(z)) = 1.

3. L’action de Gk sur Biog est I'unique extension de l'action sur B telle que £
soit compatible & I’action de Gk : pour o € Gk et z € F*,

Z(2)7 =L + L),
ot 2771 € OF.
Le choix d’un élément z € F* vérifiant v(z) = 1 définit un isomorphisme
B[X] — B

X — Z(x).
Via cet isomorphisme on a ¢(X) = pX, N(X) = 1 et pour 0 € Gg, X7 = X +
ZL(x°7L).
10.3.2. Fibré équivariant associé a un (y, N)-module
Définition 10.3.2. — On note (¢, N)-Modg, la catégorie des triplets (D, ¢, N) o
(D, ¢) € ¢-Modk,, N : D — D est linéaire et vérifie No = ppN.

Bien sir, un tel opérateur N est nécessairement nilpotent. Soit (D,p,N) €
(¢, N)-Modg,. Regardons

D (D ox, Bog) """
d>0

C’est un module gradué sur
P= @ B¢:Pd>N20

log
d>0
muni d’une action semi-linéaire de Gg. Le choix d'un = € F* tel que v(z) = 1
détermine un isomorphisme
B[X] = Biog
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pour lequel N(X) =1 et ¢(X) = pX. Cela définit pour tout d > 0 un isomorphisme

(4) (D® B)?=" s (D ® Biyg)?=*"N=0
-1) i i
i>0

Ces isomorphismes définissent un isomorphisme de modules gradués
—nd o~ —d —
®(D ®x, B)!™" — @(D ® K Blog) ™" AN=0
d>0 d>0

Néanmoins cet isomorphisme n’est pas compatible a D'action de Galois. Plus
précisément, si I’on pose

log, , =L ("),

alors cela définit un cocycle
(Zagw,a)aeGK € Zl (GK7 BW:P) .

Le choix d’un y € F* vérifiant v(y) = 1 différent de = change le cocyle précédent par
un cobord :

log, » = log, , + Lyz™1) — L(yz™1).
Via I'isomorphisme (4) 'action de G sur (D ® B)‘P:pd est donnée par
y — exp(~ag, N)(y").

Des considérations précédentes on déduit la proposition qui suit.

Proposition 10.3.3. — 1. Il y a un foncteur
&(-): (p,N)-Modg, — Fib§¥
=p?,N=0\"
(D,¢,N) — (@(D®Ko Biog) """ ) :
d>0
2. Apres oubli de laction de Gk on a
&(D,p,N) = &(D, ¢).
3. L’opérateur de monodromie N : (D,p) — (D,pyp) définit un morphisme dans
Fib§x
N :8(D,p) — E(D,pp) = E(D,¢) ® Ox(—1).
Pour x € F* vérifiant v(x) = 1, on dispose d’un 1-cocyle
(@z,g)d € Zl(GKvHO(XaQX(l)))

Alors,
(log, , ®1d o N)seqy € Z* (G, End(&(D, p)))

est un 1-cocyle en endomorphismes nilpotents dans End(& (D, ¢)) qui définit un
1-cocyle

(exp(—/ag/wr ®Ido N))(7 ezt (GK, Aut(8(D, <p)))
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Avec les notations de la définition 9.1.6 il y a alors un isomorphisme de fibrés
G i -équivariants
G
&(D,p,N)~&E(D,p) N (exp(—log, ,®1doN))_.

Remarque 10.3.4. — Supposons que l'on ait choisi z = (z(™),cny € F = C” de telle
maniére que 2(0) € K* et |z(9)] # 1. Soit E la courbe elliptique de Tate sur K telle
que "% = GIE /()% On a donc Ty(E) = {(Bn)nzo | G € K /(@)% gh,, =
Un €t Jo = 0} o l'on note g, la classe de y,, € K™ modulo ()2, 11 y a alors une
suite exacte de représentation de G

0 Z(1) T,(E) Z, 0

(S(n))nZO — (ﬁ)n>0

(gn)nZO — nll)g_loopn ,,U(S/(Z))) .

On a alors leg € Zp.t C B¥7P et ce cocyle définit 'extension précédente de Z, par
Zp(1).

Remarque 10.3.5. — La formule donnée dans le point (3) de la proposition précédente
est similaire & la description des représentations f-adiques de Gk via le théoréme de
la monodromie potentiellement semi-stable de Grothendieck. Plus précisément, soit
£ # p et fixons une uniformisante 7x de K. Il y a un morphisme surjectif canonique

to:Ix — Z(1)
o — (J(ﬂ_}{/e”)/ﬂ%e")nm,

indépendant du choix des racines W}{/Zn de . Soit E la courbe de Tate sur K telle
que E"8 = Gri& /7% . Comme dans la remarque 10.3.4 on a Ty(E) = {(Jn)n>0 | ¥n €
K" /7%, Gt = Un et Jo = 0} ott I'on note , la classe de y, € K™ modulo 7%. On
a alors une suite exacte similaire a celle de la remarque 10.3.4

0 — Zy(1) — Ty(E) — Z¢y — 0.

. . . . iy E7d /6"
Le choix d’une suite compatible de racines ¢™-iémes de mx dans K, (ﬂ'K/ )n>0,

définit un scindage de la suite exacte de Zy-modules précédente i.e. un scindage de la

projection Ty(E) — Z, donné par Zy 5 1 — <7r}(/£"> o € T,(E). Le cocyle associé
est ¢p € Z' (G, Zy(1)) défini par -

co(0) = o (ml ") m”

et vérifie ¢y 7, = ty. Soit maintenant p : Gx — GL(V) une représentation £-adique
de Gk telle que P, se factorise & travers un sous-groupe ouvert et N : p — p(—1).
Alors,

N € Z'(Gk,End(V)),
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ot laction de G sur End(V) est la représentation adjointe de p. Cela définit par
exponentiation un cocyle

exp(c,N) € Z' (G, GL(V))

et on peut définir la représentation ¢-adique

Gk
p N exp(ceN).

10.3.3. Description en termes de la surface Xj,;. — Soit z € P non nul homogéne de
degré d > 0. Apreés avoir fixé © € F* tel que v(z) =1 et donc un isomorphisme

B[X] SN Biog
X — Z),

on a une identification

Biog[ 1] = BILJe= [T

z z

o]
w )
ot w € P; est non nul et vérifie w|z. A partir de 1a on déduit facilement le lemme
suivant.

Lemme 10.3.6. — Il existe un unique faisceau quasi-cohérent o/ en Ox-algébres tel
que, si z € P est homogéne, alors

L(D¥(2), ) = (Buogl 1)) 7"
L’action de G sur Ox s’étend en une action compatible sur 7.
Définition 10.3.7. — On note
Xjog = Spec(o/) — X.

Le schéma Xo, est muni d’une action de Gx et m commute & cette action. En fait,
aprés oubli de l'action de Gk, Xiog — X est isomorphe & V(Ox(1)). Plus précisément
on vérifie la proposition suivante.

Proposition 10.3.8. — Soit x € F* vérifiant v(z) = 1 et (log, ,)o € Z'(Gk,B*7P)
le cocycle associé. Celui-ci définit un cocycle & valeurs dans les automorphismes
affines de V(Ox(1))/X par translations par un élément de B¥=P = H°(X,0x (1)) C
Aut(V(0x(1))/X). On a alors, comme X -schéma muni d’une action de Gk

Gk
Xiog = V(Ox(1)) A (log, o)o-

Contrairement au X-schéma muni d’une action de Gx V(0 (1)) — X, Xjog — X
ne posséde pas de section Gg-invariante, la section nulle de V(Ox (1)) n’étant pas
invariante par torsion par le cocycle de la proposition précédente.

On vérifie maintenant facilement le lemme qui suit.

Lemme 10.3.9. — Comme fibrés G i -équivariants on a une identification canonique

Q.lxlog/x = W*Qx(_1)~
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Le morphisme de faisceaux
d:0Ox,, — Q_lxlog/x =71"0x(—1)
se décrit sur Pouvert principal 7~1(D¥(2)) C Xjop comme
Buog (177! = Buog[1]*™" = Buog[1]*™ @ pyajemna BT

Soit maintenant (D, y, N) € (¢, N)-Modg,. Le fibré Gg-équivariant 7*& (D, ¢) est
muni d’une connexion canonique

Vean =1®d: 7*E(D,¢) — 7" E(D, ) ® Qﬁ(log/x-
Via le lemme 10.3.9 le morphisme Ox-linéaire
N:8(D,p) — E(D,pp) = E(D, ) ® Ox(-1)
induit un morphisme linéaire de fibrés G g-équivariants
7*N:7*8(D,p) — 7" E(D, p) ® leog/x.
Définition 10.3.10. — Pour (D, ¢, N) € ¢o-Mod, on pose
VN =Vean + 7N
comme connexion compatible a 'action de G sur 7*&(D, ¢).

Cela définit un foncteur de (¢, N)-Modg, vers la catégorie de tels fibrés
équivariants & connexion. On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 10.3.11. — On a l’égalité

&(D,¢,N) =m,[r*&(D, cp)]vN:O.

10.3.4. Description en termes de B-paires. — Dans la suite log p désigne une variable
formelle que I'on pourra spécialiser en un élément de K parfois. Ainsi, K[log p|, resp.
B;‘R [log p], est ’anneau des polyndmes a coefficients dans K, resp. B;‘R, de la variable
logp. Le logarithme usuel (rigide analytique) log : 1 + mg — K s’étend en un
logarithme (localement analytique) log : K* — K]llog p].

Lemme 10.3.12 (cf. [26] sec. 4.2.1). — Le composé
Oy = B¥=? — B,
s’étend naturellement en un morphisme compatible a l'action de G
F* — Bizllogp].

Démonstration. — Soit z € F* = (C*)* tel que z(°) = p. On a alors %—1 € Fil'Bj;
et on peut donc définir

log([z]) = logp+log ()
i—1 (% B 1)i +
logp + Z(—l) — € Bjg[logp].
i>1
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Pour y € F'* il existe des entiers positifs a, b, tels que a > 1 et
y* X
b € Or.
On pose alors
1
Z(y) = . (.Z(y“xib) + blog[x]).

On vérifie que £ (y) ne dépend pas des choix faits précédemment (les choix de z, a et b)
+

et définit bien un morphisme commutant a I’action de Gk, £ : F* — Bjgllogp]. O
Corollaire 10.3.13. — A chaque choiz dun élément logp € K est associé un
morphisme Biog — BCTR étendant l’inclusion B C B&"R. A un tel choiz est également
associé une trivialisation de limage du cocyle (log, ,), € Z'(Gg,B¥=P) dans

ZYGk,BjR) i.e. dans Bl log, , = £ (z) — Z(x)°.

Remarque 10.3.14. — Le corollaire précédent s’interpréte de la fagon suivante : le
module de Tate d’une courbe elliptique de Tate est une représentation de de Rham.

La preuve suivante nous a été communiquée par Pierre Colmez.

Proposition 10.3.15 ([26] théo. 4.2.4). — Pour chaque choiz de logp € K, le morphisme
déduit Biog @k, K — BS'R est injectif.

Démonstration. — Si a € K*, choisissons a” € C” tel que (a*)(*) = a et notons c, :
b
Gx — Q, la fonction définie par o(a’)/a’ = £%(?). On a alors ¢, (o)t = (0—1)-log %
b
On veut prouver que u = log% est transcendant sur Frac(B). Supposons le
contraire, et notons P = T"+a,_1T" "'+ --+ag € Frac(B)[T] le polynéme minimal
de u. Comme o(u) = u + ¢p(0)t, si 0 € Gg, on a aussi P7(u + ¢,(0)t) = 0, et par

unicité du polynéme minimal, on a
T" +an 1T+ +ag = (T + (o))" + 0 (an—1)(T + ¢y (0)t)" ™" + -+ + o (ao),

et donc, en particulier, (¢ — 1) - ap,—1 = —ncy(0)t.
On en déduit qu’il existe

u' € Frac(B) N Bj;, tel que (p —p)-u =0et (o0 — 1) -u' = cy(o)t, pour tout o € Gg.

En effet, si ug = =ta,_1, alors ug € Frac(B) N By est tel que (0 — 1) - ug = ¢,(0)t,
pour tout ¢ € Gk. Il s’ensuit que

(=10 —=p)-uo=(p—p)o—1) u=(p—p)(c(0)t) =0,
et donc (¢ —p) - ug € Frac(B)¢¥ = K. Comme ¢ —p : Ky — K est bijectif, il existe
a € Ky tel que (¢ —p) -a = (¢ — p) - up, et il suffit de poser v’ = ug — a.

En posant v = “T/, cela fournit un élément de Frac(B)®=1d
¢p(0). Comme Frac(B)¥=!4 = Frac(B,), et comme oo est le seul diviseur de X ayant
une orbite finie sous Gk (prop. 10.1.1), on en tire v € B, puisque les conjugués de v
sous G vivent dans un QQp-espace de dimension finie.

vérifiant (x(o)o—1)-v =
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Enfin, tv = v/ € BJj, et donc v/ € B¥~P, et il existe z € Og» tel que u' = log|z].

b
Maintenant, log[z] — log [I;T} est fixe par Gg. Comme

b . b
(0 —1) - (loglz] — log [Z;T]) = log [%],

b
il s’ensuit que % est une racine de 'unité, pour tout o € Gg. Par compacité de

Gk, cela implique qu'il existe N tel que (z/ p")N soit fixe par Gk, et donc appartienne
a kg, ce qui est absurde car v(z/p”) = —1, et donc (z/p")" ¢ Ocs.
Ceci permet de conclure. O

Venons en au calcul de la B-paire associée a un (g, N)-module. On vérifie
maintenant aisément la proposition suivante.

Proposition 10.3.16. — 1l y a un isomorphisme de Spec(ax,oo)-schémas munis d’une
action de G

Spec(Bc'fR[logp]) —N_) Xlog XXx Spec(/éX,oo)'
De cela on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 10.3.17. — La B-paire associée au fibré équivariant &(D, o, N) est

L\ #=1d,N=0 N N=0
(D ® Ko Blog[f]> ) (D K, BdR[IOgP]) )

ou N : B;rR[logp] — Bf, rlogp] est la BdR—demvatwn telle que N(logp) = 1.

Proposition 10.3.18. — Il y a un isomorphisme de B:R-représentations de Gi
&(D,p,N), s Dex, Biy

Démonstration. — En spécialisant la variable logp en 0 on obtient un morphisme

(D ®xk, Bixllogp))"=" — D ®, Biy.

On vérifie alors que ’application

1 i A
y— Z U’ Niy) (tog p)’

>0
est un inverse de ’application précédente. O
Remarque 10.3.19. — Le point de la proposition précédente est que le cocyle

(leg., )o devient trivial dans Bj; et que donc dans I'isomorphisme du point (3) de
la proposition 10.3.3, le cocyle a = (exp(—/fg,  ®Ido N))a devenant trivial dans

GLB:{R(g(D) @)oo)a

GK o o — G —

(E(D,p) A a)ey =ED,p)oy A a=ED,p),
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10.3.5. Fibrés log-cristallins. — Utilisant la proposition 10.3.15 qui implique que
lanneau Biog est Gg-régulier, on démontre la proposition suivante analogue aux
résultats de la section 10.2.5.

Proposition 10.3.20. — 1. Il y a deux foncteurs adjoints
-@log
Repp, (Gk) =~ (», N)-Modk,
%og
définis par
G
9log(]w) = (M ®B. Blog[%]) *
=1d,N=0
Yog(Dyp,N) = (D ®x, Buogli])”

2. L’adjonction
Id = -@log O Nlog
est un isomorphisme et le foncteur ¥z définit un plongement de la catégorie

tannakienne (@, N)-Modg, dans la catégorie tannakienne Repp_ (Gk).
3. Pour M € Repp_(Gk) on a

dimKO glog(M) S I"g(M)

et
Vg © Piog(M) — M

qui est un isomorphisme si et seulement si dimg, Piog(M) = rg(M).
On adopte alors les définitions suivantes.

Définition 10.3.21. — 1. Une B.-représentation M € Repg (Gk) est log-
cristalline si dimg, Diog (M) = rg(M).
2. Un fibré équivariant & € Fibf{\{{m} est log-cristallin si la B.-représentation
correspondante I'(X \ {o0}, &) est log-cristalline.
3. Un fibré équivariant & € Fib)G(K est log-cristallin si sa restriction & X \ {oo}
Pest.

Ainsi, un fibré & € FibgK est log-cristallin si et seulement si il existe (D, ¢, N) €
(¢, N)-Modg, tel que

Un tel (¢, N)-module est complétement déterminé canoniquement par application du
foncteur Ziog.
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10.4. Fibrés équivariants de de Rham

10.4.1. B;R-représentations génériquement plates. — Rappelons que Bff{{ = K et
que pour tout i € Z, (Fil'Bgr)“% = K si i < 0 et 0 sinon. Notons Repgp,, (GKk) les
représentations semi-linéaire continues de Gk a valeurs dans un Bgr-espace vectoriel
de dimension finie. La condition de continuité signifie qu’il existe un B;R—réseau
G k-invariant sur lequel l'action est continue (et alors laction est automatiquement
continue sur n’importe quel réseau G g-invariant). Comme dans la section 10.2.2 on
a deux foncteurs adjoints
(-)9x
Repg,, (GKk) Vect.
—®K Bar
Pour W € Repp,, (Gk), le morphisme d’ajonction
W @k Bap — W
est injectif, dimg WSk < dimp,, W avec égalité si et seulement si
WY @k Bar —— W.
Ainsi, 'image essentielle du foncteur — ® g Bgr consiste en les W tels que
dimyg WO = dimp,, W.

On adopte maintenant la terminologie suivante. On pense a Spec(Bj;) comme étant
un disque formel, Spec(Bggr) étant le disque formel épointé associé.

Définition 10.4.1. — 1. Une Bgg-représentation W est plate si dimyx WEK =
dideR W.
2. Une BJR—représentation W est génériquement plate si la Bgr-représentation
W3] est plate.

On a donc une équivalence

— ®k Bgr : Vecti AN Repplate(GK).

Bar

Remarque 10.4.2. — Soit K |K extension cyclotomique. Dans [29] le second auteur
a associé & une Bgr-représentation un module & connexion sur K, ((¢)) et montré que
la Byr-représentation est plate si et seulement si ce module & connexion est engendré
par ses section horizontales i.e. est régulier. Cela justifie la terminologie « plate »
utilisée.

On va maintenant classifier les BJR-représentations génériquement plates.
Appelons filtration d’un K-espace vectoriel de dimension finie V wune filtration
décroissante Fil*V vérifiant Fil'V = V pour i < 0 et Fil'V = 0 pour i > 0. Pour une
telle filtration on définit une filtration décroissante sur V Q ¢ Bqr en posant

Fil"'(V ®« Bar) = »_ Fil'V ®x Fil Bag.

i+j=n
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Cette filtration est formée de BIR-réseaux G g-invariants dans V ® g Bgr. De plus,
Fil"(V ® Bar) = t"Fil°(V @k Byr)-
Proposition 10.4.3. — Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application
Fil*V +— Fil®(V ®x Bar)

induit une bijection entre les filtrations de V et les B;R-réseauaz stables sour G dans
V @k Bgr. L’inverse de cette bijection associe a un réseau W la filtration définie par

Fil"V = (t"W)¢%, n € Z.
Démonstration. — Soit Fil*V une filtration de V. Il y a une inclusion pour tout n
Fil"V c (Fil"™(V ® Bqr))“~.

Afin de vérifier que c’est une égalité, choisissons un scindage de la filtration :

v = v

€L

Pv.

i>n

Fil"vV

On a alors
Fil"'(V ® Bar) = @ V' ®x Fil Bag.

i+j=>n
Puisque (Fil’ Bgr)®* vaut 0sii > 0 et K si i <0 on conclut que
Fil"V = Fil"(V ® Bgr)®X.

Dans lautre direction, soit W un B(TR—réseau galois invariant dans V' ® Bggr et
Fil°V = (t*W)%x la filtration induite de V. On veut montrer que I'inclusion

> (#*W)9* @ FiVBap ¢ W
i+j=0
est une égalité. Il suffit de montrer qu’il existe des entiers (a1, ...,a,) € Z" tels que
n
W ~ P Fil* Bar
i=1

comme B;R—représentations. On procéde pour cela par récurrence sur dimV.
Le cas dimV = 1 est évident. Soit donc dimV > 1, V/ C V un sous-espace
de dimension dimV — 1 et V” = V/V’'. Posons W' = W N V' ® Bgr et
W" =Im(W — V" ® Bgr). On a donc une suite exacte de Bjj;-représentations

0—W —W —W'—0.
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Par hypothése de récurrence appliquée & V' et W', il existe (a1, ...,a,_1) € Z" ! tels
que W' ~ @?:_11 Fil* Bgr. Soit a, € Z tel que W ~ Fil®" Bgg. Puisque W[1/t] ~
Bjg, la classe de I’extension précédente est donnée par un élément de
n—1
ker(H'(Gx, @t~ Bfy) — H'(Gk,Big")).
i=1

Or ce noyau est trivial car on vérifie (Tate) que pour tout k € Z,
ker(H' (G, Fil* Bqr) — H' (G, Bar)) = 0. O

La proposition qui suit se déduit des considérations précédentes. Le point (2) résulte
soit de la démonstration précédente, soit du choix d’un scindage de la filtration de
notre espace vectoriel.

Proposition 10.4.4. — 1. Les foncteurs (V,Fil*V) — Fil°(V ® Bgqr) et W
(W[39, (t*W)Cx)) induisent des équivalences inverses de catégories
entre K -espaces vectoriels filtrés de dimension finie et B;‘R-représentations
génériquement plates.

2. Une B;‘R—représentation W de rang n est génériqguement plate si et seulement

si il existe (a1, ...,an) € Z™ tels que W ~ @1, t‘”B:{R.

On remarquera l’analogie suivante avec les Grassmaniennes affines. Soit V un
C-espace vectoriel de dimension finie. Considérons

Gr(C) = GL(V ® C((t))) /GL(V ® C[t]).

On pense & GL(V ® C((t))) comme étant I’analogue algébrique du groupe de lacets
formé des applications continues S* — GL(V). Le groupe GL(V ® C[t]) est un
analogue des lacets homotopiquements triviaux. Il y a une action de G,, sur la
Grassmanienne affine Gr qui est ’analogue de Paction du groupe de Jauge U(1) sur
Hom(S!, GL(V)) qui consiste & appliquer une rotation & un lacet. Si A € G, cette
action est tout simplement obtenue en remplagant ¢ par At. Si T est un tore maximal
de G = GL(V) et p € X, (T)+ on peut définir une cellule de Schubert affine Gr,, dans
Gr qui forment une stratification du ind-schéma Gr,

A un tel p est associé un sous-groupe parabolique P, de GL(V). Il y a alors une
fibration Zariski localement triviale en espaces affines

7, : Gr, — G/P,

de la cellule de Schubert affine au dessus de la Grassmanienne usuelle. Au niveau des
C-points il s’agit de l’application qui & un réseau A C V ® C((¢)) associe la filtration

Fil'V = (t*ANV @ C[t]) /(V ® tC[t]).

Le fait est qu’alors
Tyt Gr(g’"‘ — G/P,.
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On a alors
G = [ G/P.
REX.(T)+
Au niveau des C-points cela dit que les réseaux C*-invariants dans V ® C((t)) sont
en bijection avec les filtrations de V' via la méme recette que celle donnée dans la
proposition 10.4.4. Maintenant, si ¢ € Gx on a t” = Xcya(0)t et on peut alors penser
a Gx comme étant l'analogue du groupe de jauge U(1), si V € Vectx on a

€]
[GL(V ®k Bar)/GL(V@ BR)] " = [ G&K)/P.(K).
HEX.(T)+
10.4.2. Fibrés de de Rham
Définition 10.4.5. — Un fibré équivariant & € FibgK est de de Rham si la

B:{R—représenta,tion (?oo est génériquement plate.

Exemple 10.4.6. — D’aprés la proposition 10.3.16 et le corollaire 10.3.17 tout fibré
log-cristallin est de de Rham.

Exemple 10.4.7. — Une représentation V' € Repg, (Gk) est de de Rham si et
seulement si le fibré équivariant V' ®q, Ox est de de Rham.

De la proposition 10.4.4 on tire la suivante.

Proposition 10.4.8. — Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés
équivariants de de Rham sur X et celle des triplets (M,Fil*V,.) o M € Repp_ (Gk),
Fil*V est une filtration de V € Vecty et

L ]\4@]3e BdR —:—> V®K BdR~

10.5. Faiblement admissible implique admissible

10.5.1. Rappels sur les p-modules filtrés. — Soit VectFilx la catégorie exacte des
K-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une filtration décroissante finie comme
dans la section 10.4.1. Rappelons que 'on appelle polygone de Hodge de Fil°V le
polygone convexe d’origine (0,0) et de pentes i € Z avec multiplicité dimg gr'V. Son
point terminal a pour ordonnée

ty(Fil*Vi) = Y i dimg gr'V.
i€L
Cela définit une fonction additive
tH : VectFilK — 7.
Si (D, ¢) € p-Modg, on note
tn (Da 90)
le point terminal de son polygone de Newton. Enfin on note

ht(D, ¢) = dimg, D.
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Cela définit deux fonctions additives sur la catégorie abélienne ¢-Modg,

tn,ht : p-Modg, — Z.

Définition 10.5.1. — 1. On note p-ModFilg g, la catégorie des p-modules filtrés
(D, ,Fil*Dg) ou (D, ¢) € p-Modg, et Fil* Di € VectFilg.
2. On pose

deg(D,go,Fil'DK) = tH(Fil.DK) —tN(D,QO)
rg(D,p,Fil*Dg) = ht(D,p).
Cela définit deux fonctions additives

N
2
gO-MOdFﬂK/KO

deg
Z.

Posons p = dr%. Le formalisme de la section 5.5.1 s’applique. Plus précisément, le
foncteur

p-ModFilg g, — Vectg
(D,QO,FII.DK) — DK

est un « foncteur fibre générique ». On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans ce contexte. Rappelons la définition suivante.

Définition 10.5.2. — Un p-module filtré est faiblement admissible s’il est semi-stable
de pente 0.

Bien str il ne s’agit pas de la définition originelle (cf. [27]) mais d’une
réinterprétation de la condition de faible admissibilité due & Faltings.
10.5.2. Classification des fibrés cristallins en termes de p-modules filtrés
Si (D, ¢) € p-Modg, on a
ﬁm)o@ = Dk ®k Bjg.
De la proposition 10.4.3 on déduit donc la proposition suivante.
Proposition 10.5.3. — Il y a une équivalence de catégories exactes
p-ModFilgr, —— Fib§eer
(D,p,FiI*Dg) +— &(D,¢,Fil*Dg)
ot (D, p,Fil* D) est la modification Gk -équivariante de &(D, p) telle que

£(D, ¢, Fil' D), = Fil’(D ®x Bar).
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Un inverse du foncteur précédent associe au fibré cristallin & ’isocristal

. . ~ \G
muni de la filtration donnée par (t°& ) “.
Le lemme qui suit dit que le polygone de Hodge de la modification intervenant
dans la proposition précédente coincide avec celui associé a la filtration.

Lemme 10.5.4. — Soient Fil°V € VectFilx et W = Fil®(V ®x Bar). Si

V®B;‘R = (e1,...,€n)
Fil'(V @k Bqr) = (t %er,...,t %e,)
avec a1 < -+ < ay, alors le polygone de Hodge de Fil*V a pour pentes (a1, ..., ay).
Démonstration. — 1l suffit de choisir un scindage de la filtration comme au début de
la preuve de 10.4.3. O

On en déduit le lemme qui suit.

Lemme 10.5.5. — On a
deg &(D, p,Fil* D) = deg(D, ¢, Fil* D).

Démonstration. — Cela résulte de la formule donnant le degré d’un fibré modifié

deg &(D, ¢, Fil* Di) = deg &(D, ) — [D @K, Bl : Fil'(Dx ®x BdR)] . O

10.5.3. Faiblement admissible implique admissible. — On peut maintenant récolter
les fruits de nos travaux.

Proposition 10.5.6. — Soit A= (D, ¢,Fil*Dg) € p-ModFilk,k, ayant pour filtration
de Harder-Narasimhan
0=A4CA C---CA =A
Alors, la filtration de Harder-Narasimhan de &(A) est donnée par
0=2E(Ao) S E(A1) S+ C E(Ar) = £(A).

En particulier, A est faiblement admissible si et seulement si &(A) est semi-stable de
pente 0.

Démonstration. — Les sous-fibrés localement facteur direct de & (A) sont en bijection
avec les sous-fibrés localement facteur direct de &(D,¢). De plus, d’aprés le
théoréme 10.2.14, les sous-fibrés G g-invariants de §(D,<p)|x\{oo} sont en bijection
avec les sous-isocristaux de (D, ¢). Le résultat découle alors de l'invariance de la
filtration de Harder-Narasimhan sous ’action de Galois et du lemme 10.5.5. O
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On vérifie immédiatement que pour un tel A,
H®(X, E(A)) = Veris(A)-
Rappelons que 'on dit que A est admissible si
dimg, Veris(A4) = rg(A).

Théoreme 10.5.7. — Soit A un @-module filtré. Il est faiblement admissible si et
seulement si il est admissible. De plus :

1. Sitg(A) > ty(A) alors dimg, Veris(A) = +oo0.
2. Sitg(A) =tn(A), A est admissible si et seulement si dimg, Veris(A) < +00.

Démonstration. — Cela résulte du théoréme de classification des fibrés. Plus
précisément, dim H°(X,0x (X)) vaut 0 si A <0, 1 si A =0 et +00 si A > 0. O
Remarque 10.5.8. — Le méme schéma de preuve permet également de montrer qu’un

(¢, N)-module filtré est admissible si et seulement si il est faiblement admissible.

10.6. de Rham implique potentiellement log-cristallin

10.6.1. Fibrés log-cristallins et ¢-modules filtrés

Définition 10.6.1. — On note (¢, N)-ModFilk/k, la catégorie des (p, N)-modules
filtrés c’est a dire les quadruplets (D, ¢, N,Fil*Dg) ou (D, ¢, N) € (¢, N)-Modg, et
Fil* D € VectFilg.

Si (D,p,N) € (p, N)-Modg, on a une identification
E(D,¢,N),, =D @K, Big

obtenue en posant logp = 0 (prop. 10.3.18). Comme dans la proposition 10.5.3 on
obtient le résultat suivant.

Proposition 10.6.2. — 1l y a une équivalence de catégories

(¢, N)-ModFilg i, — Fib§r'oeer
D,p,N,Fil*Dg) +—— &(D, o, N,Fil* Dy
@ @

ot &(D, p, N,Fil* D) est la modification équivariante de £(D, ¢, N) telle que

&(D, ¢, N,Fil* Dg)_, = Fil°(Dx ®x Bar).
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10.6.2. Fibrés potentiellement log-cristallins. — Si & € Fib)G(K et L|K est une
extension de degré fini de K dans K on note Rj, JKE € Fib)G(L le fibré équivariant
obtenu par restriction de laction de Gk en une action de Gp. Supposons L|K
galoisienne et soit & € Fibg’;L de fibré sous-jacent &. Si T € G on note u, : 7*& > &
l'action de 7. Pour ¢ € Gk notons

&) e Fib$x

le fibré équivariant de fibré sous-jacent o*& et tel que I'action de 7 € G, soit donnée
par

*
g u 1

(0*&) = o* (o107 1) &) —ZF— o*&.

On a la formule
(ﬁ(a‘l))(UZ) — ﬁ(mm), 01,02 € Gg.

Si f:& — & est un morphisme de fibrés Gp-équivariants il induit un morphisme
f@ . & @ _, &' qui est simplement le morphisme o* f au niveau des fibrés. Lorsque
o € G, il y a un isomorphisme canonique

cang : & () ~, &
donné par u, au niveau des fibrés.

Définition 10.6.3. — Supposons L|K galoisienne. Pour & € FibgL on appelle donnée
de descente de L a K sur & la donnée pour tout 0 € Gg d’un isomorphisme

fo: 67 8
dans FibgL vérifiant
f0'10’2 = fozo(fal)(UZ)a 0'170'2€GK7
fo = can,, o€Gy.

Si & € Fibg’( , R k& est canoniquement muni d’une donnée de descente de L
a K. En effet, si & est le fibré sous-jacent & &, si pour 0 € Gk, u, : 0*& — & définit
I'action de G, il suffit de poser f, = u, dans la définition précédente. On a alors la
proposition suivante dont la démonstration est formelle.

Proposition 10.6.4. — Le foncteur qui 4 & € Fibg" associe Ry /g & € FibgL muni de
sa donnée de descente induit une équivalence de catégories entre Fibg" et la catégorie
des fibrés G 1-équivariants munis d’une donnée de descente de L a K.

Définition 10.6.5. — Un fibré G équivariant & sur X est dit potentiellement log-
cristallin s’il existe une extension finie L de K dans K telle que Ry k& soit un fibré
G r-équivariant log-cristallin.

Supposons L|K galoisienne. Alors, Lo| K, l'est également et il y a un morphisme
de restriction Gal(L|K) — Gal(Lg|K)).
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Définition 10.6.6. — 1. Un (¢, N, G k)-module filtré est un (¢, N)-module filtré
(D,¢,N,Fil*Dyr) € (¢, N)-ModFily, 1, tel que, via Gal(L|K) — Gal(Lo|Ko), D
est muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K) commutant & ¢ et N et laissant
invariant la filtration Fil* Dy, de D ®r, L. On note (¢, N, G,k )-ModFily 1, la
catégorie correspondante.

2. On note

(¢,N,G)-ModFil = | ] (¢, N,Gp,x)-ModFily,,
L/K

ot L|K parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K dans K. On
Pappelle catégorie des (¢, N, G)-modules filtrés.

Dans le point (2) de la définition précédente, on utilise le fait que si L'|L|K sont
des extensions galoisiennes finies de K alors le foncteur d’extension des scalaires

(¢,N,Gp/x)-ModFily1,, — (¢, N,Gpx)-ModFily, 1,

est pleinement fidéle.

Proposition 10.6.7. — La catégorie des (p, N, G)-modules filtrés est équivalente a celle
des fibrés G i -équivariants potentiellement log-cristallins.

Démonstration. — Pour A= (D, ¢, N,Fil*Ny) € (p,N)-ModFil, 1, et 0 € Gal(L|K),
on calcule que

E(A)) = (A1),

ol
A = (D ®Lo0| Lo,p® @ N®Id, Fil*'D;, ®1, L).
Lo
Il suffit alors d’appliquer la proposition 10.6.4. O
10.6.3. Enoncé du théoréeme. — Rappelons qu’un fibré équivariant & € FibgK est de

de Rham si la B;R—représentation €, est génériquement plate i.e. Eoo [%] est engendré
par ses invariants sous Gg. Géométriquement cela s’interpréte en disant que le tiré
en arriére du fibré équivariant & sur le « disque formel épointé » Spec(Bgr) est trvial.

Lemme 10.6.8. — Tout fibré G g -équivariant potentiellement de de Rham est de de
Rham.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier que toute Bggr-représentation potentiellement
plate est plate. Mais si L|K est galoisienne de degré fini et W € Repp, . (Gk),
WGCL est un L = BdGP’: -espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-
linéaire de Gal(L|K). Puisque we" = (WEC)GaLIK) on a dimp, WEL = dimg WEK
(Hilbert 90). O

Puisque tout fibré équivariant log-cristallin est de de Rham, on en déduit la
proposition suivante.
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Proposition 10.6.9. — Tout fibré Gk -équivariant potentiellement log-cristallin est de
de Rham.

Le théoréme principal de ce chapitre est la réciproque & la proposition précédente.

Théoreme 10.6.10. — Tout fibré G k -équivariant de de Rham sur X est potentiellement
log-cristallin.

Le théoréme précédent appliqué auz fibrés équivariants semi-stables de pente 0
permet de retrouver le théoréme de la monodromie p-adique : toute représentation
de de Rham est potentiellement log-cristalline.

Etant donné un fibré équivariant & de de Rham on peut le modifier au point oo
en un fibré équivariant & de de Rham tel que

—

&= (&JH)GK ®K Bir

i.e. la Bf-représentation &' est plate. Le théoréme 10.6.10 se réduit donc a ’énoncé
suivant.

Théoreme 10.6.11. — Soit & € Fibg';K tel que 300 soit une B;{R-représentation plate
de G . Alors & est potentiellement log-cristallin.

10.6.4. Le cas semi-stable. — On commence par démontrer le théoréme 10.6.11
lorsque & est semi-stable. Soit donc A la pente de &. Si A = %, (d,h) = 1, quitte a
remplacer K par une extension non-ramifiée de degré fini, on peut supposer que kg
contient F,.. D’aprés le théoréme 10.1.7 il existe alors un DjP-espace vectoriel de
dimension finie V' et une représentation continue

p: GK — GLD;P(V)
tels que

&~V ®p, Ox(N).

Comme C-représentation de G,

Ox (Moo ® k(00) = ch,
ot on rappelle que k(co) = C. Il y a de plus un isomorphisme

Dy ®@p C ~ Mh(C)
tel que 'action de Dy sur Ox(A) induise sur Ox (\)s ® k(o) I'action canonique de
’algébre de matrices Mj,(C) sur C*. On a alors un isomorphisme de C-représentations
de GK
(V @, O (\)ow ® b(00) = Ve @11, ) ",
ol 'on note Vg =V ®q, C. On a donc
& oo ® k(00) = Ve ®n,, () C,

ot I'action semi-linéaire de 0 € Gk est donnée par (p(0) ® o) ® o®*, (p(0) ® o)
désignant 'action sur V' ®q, C. Rappelons qu’il y a une équivalence de Morita entre
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M}, (C)-modules a droites et C-espaces vectoriels. Au M}, (C)-module M elle associe
M @, () C". Au C-espace vectoriel W elle associe le module W ®¢ C*, I’action de
la matrice A € M}, (C) étant donnée par Id ® *A. On a alors un isomorphisme naturel

Ve ~ (Vo @, c) C*) ®@c C.

C’est un isomorphisme de C-représentations de Gg. On en déduit que V¢ est Hodge-
Tate de poids 0. D’aprés Sen ([61] 3.2) il en résulte que si Ix C Gk est le sous-groupe
d’inertie alors P, est d’image finie. Aprés une extension L|K de degré fini on a donc

K
Rp/k& ~ (R kV) ®p, Ox()) avec Ry /kV non-ramifiée. Le fibré Ry /x& est donc
cristallin. On a donc démontré le théoréme 10.6.11 lorsque & est semi-stable.

10.6.5. Dévissage a un énoncé de cohomologie galoisienne

10.6.5.1. Calculs d’extensions. — Soient Ay = (D1,p1,N1) et Ay = (D2, 2, No)
deux (¢, N)-modules filtrés. Le foncteur

(¢, N)-Modg, — Fib§x
A — &)

induit une application
Qa, A, Ext%%N)_ModKo (A1, A2) — ker (Ext o (E(A1), E(AR))

~ Bxthe,. (10(& £(A1) ooy 6(43),0))-

Le membre de droite

—

ker (Ext;ing (£(A1),E(Az)) — EthliepBIR(GK) (E(A1) o, E(A2),,))

consiste en les classes d’extensions de &(A;) par &£ (A3) qui sont des fibrés équivariants
de de Rham. On a

EXt(p,3)-Mod ey (415 42) = EXt(p nyModye, (1, A7 © Az)
Ext;ibiK(ﬁ(Al),g(Ag)) = Extl,cK(QX,g(Al)V®£(A2))
= Ext FbGK(OX,g(AVc@Az))
EXt%{epB+ (GK)(é(Al)oo)g(AZ)oo) = EXtRepB+ (GK)( dR' & (Al) (AZ) )
dR dR

®
= Hl(GK,DY®KO Dy ®k, B )
= Dy ®k, D2 ®x, H'(Gx, Bjp)
= DY R K, Dy R K, Hl(GK,C).

Le lemme suivant permet de calculer les extensions de (¢, N)-modules dans le cas
dont nous aurons besoin plus tard.
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Lemme 10.6.12. — Pour (D1, ¢1,N1), (D2, p2,Na2) € (p, N)-Modg, nayant aucune
pente de Dieudonné-Manin en commun il y a un isomorphisme

1 ~
Ham(D1, D2)?=P " = Ext(y, n)-Mody, (P1,91, N1), (D2, 02, Na)).

Démonstration. — Soit (E,p, N) qui est une extension entre nos deux (¢, N)-modules.
Puisque (D1, 1) et (D2, p2) n’ont pas de pente en commun, la suite exacte associée
de p-modules est canoniquement scindée. On peut donc supposer que

(E,p) = (D1,¢1) ® (D2, p2).

Dans une telle décomposition, 'opérateur de monodromie N est de la forme

N, 0
N=("] :
N2
ou f € Homg, (D1, D). La condition Ny = ppN se traduit alors en 1’équation
fowr=ppaof
soit encore
paofopit=p'f. O
Notons
(D,p,N) = (Dl’@laNl)v ® (Da, 2, N2).

Faisons maintenant ’hypothése suivante : les pentes de (D1, 1) sont strictement plus
grandes que celles de (D3, p2). Les pentes de Harder-Narasimhan du fibré & (D, ¢1)
sont donc strictement plus petites que celles de & (D3, ¢3). D’aprés la proposition 9.2.3
on a donc

Extp,ox (£(41),£(42)) = H' (G, Hom(&(A1), &(42))

= H'(Gk,(D®xk, Blog)wzld’NZO)-

L’application a4, 4, s’identifie donc & ’application
Bpon : DP=P " — ker (Hl (G, (D ®x, Biog)?=14V=0) = H' (Gx, D @k, C)).

Celle-ci est définie pour tout (¢, N)-module filtré (D, o, N) de pentes strictement
négatives, Bp, o, N = a1, (D,p,n) O 1 = (Ko, ©,0). On vérifie le lemme suivant par un
calcul explicite.

Lemme 10.6.13. — Soit (D, @) un w-module de pentes strictement négatives que l’on
voit comme un (¢, N)-module en posant N = 0. Alors,

ﬂD’%g : 1)Lp=1771 e HI(GK, (D ®K0 B)(p:ld)
a r— [(a®log, ;)]
ot (log, ) € Z'(Gk,B¥=P) est le 1-cocyle défini dans la section 10.3.2.
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10.6.5.2. Dévissage a un énoncé de cohomologie galoisienne d’espaces de Banach-
Colmez. — Soit & un fibré G g-équivariant tel que la B;rR—représentation & oo SOit
plate. Notons
0=£6,C6,C---C&,. =&

sa filtration de Harder-Narasimhan. Toute B;‘R—représenta‘cion qui est un sous-
quotient d’une B;rR—représentation plate est elle méme plate. Il en résulte que pour
0<i<j<r, (ﬁj/ﬁz); est plate. Si r = 1 on sait d’aprés la section 10.6.4 que & est
potentiellement associé & un (¢, N)-module. Procédons maintenant par récurrence
sur r et supposons donc r > 1 et &,_; potentiellement associé¢ & un (¢, N)-module.
Quitte a remplacer K par une extension de degré fini on peut donc supposer que

E)E, 1 =E(A), E, 1 =E(A)

avec A1, As € (¢, N)-Modg,. La classe de ’extension équivariante
0 —>€r71 —>£—)£/£r71 —0
vit dans

ker (Ext;ibg;(,( (E(A1),E(A)) — ExtgepBIR(GK) (£(A1) ., E(A2),))-

D’aprés les calculs d’extension de la section précédente, afin de montrer que & est
associé & un (¢, N)-module extensions de A; par As, on est ramené & démontrer la
proposition suivante.

Proposition 10.6.14. — Soit (D,o,N) un (p,N)-module de pentes strictement
négatives. Alors,

Bp,pn s D7 — ker (H' (G, (D @k, Biog) "V =) — H' (G, D&, C) )
est un isomorphisme.

Commengons par remarquer que la pleine fidélité du foncteur associant & un
(¢, N)-module un fibré équivariant implique que 8p, n est toujours injective (si
Pextension de fibrés équivariants associée & une extension de (p, N)-modules est
scindée alors l’extension de (¢, N)-modules I'est également). Il reste donc & montrer
sa surjectivité.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier la proposition 10.6.14 précédente
lorsque N = 0 et D est isocline. Pour cela soit

D= EmBDi
i=1

la décomposition en parties isoclines de D ou D; est de pente \; avec Ay > -+ > Ay,
Puisque N : (D, ) — (D, pp), N|, =0et (D, ,0) est un sous-(¢, N)-module de

m

(D,¢,N). Notons D' = D,, et D" = D/D’ comme (¢, N)-modules. On a bien siir
une suite exacte

0 — (D)¥=P L per (D”)“"Z’f1 — 0.
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La suite exacte de fibrés équivariants
0 —>£(D,a$0) —>£(D7§07N) _>£(Dl/’<p7N) —0
induit une suite exacte

0— Ext;ibiK @y, E(D',p)) — Ext;ibg;{K (Cx,&(D, ¢, N))
— Ext;ibgK (O, E(D",p,N)).
En effet,

Hom QX7£(DH, @, N)) = Hom(kp,N)-MOdKO (1? (DH’ @, N)) =0

Fibﬁ’;K(
car (D", ¢) ne posséde pas de pente nulle. La proposition 9.2.3 permet de réécrire la
suite exacte précédente sous la forme

0 — H'(Ggk,(D'® B)¥=) — H'(Gk, (D ® Blog)?=!4N=0)
RN Hl(GK, (D// ® Blog)gazld,NIO)'
Afin d’abréger les notations prenons la définition suivante.

Définition 10.6.15. — Pour un (¢, N)-module M on note
H}(Gk,(M ® Biog)?='N=0) = ker (H' (G, (M ® Biog)?='¥N=") » H'(Gk, M ® Bf)).
De la suite exacte précédente on déduit une suite exacte
0 — H,(Gk, (D' ® B)*=') — H,(Gk, (D ® Biog)*~V=7)
— H,(Gk, (D" @ Biog)#~'4N=0).

On a donc un diagramme commutatif & lignes exactes

0 pe=r’ pe=r’’ ) |

lﬂp’,w jﬂD,w,N lﬂD”,w.N

0 %Hgl(GK, (D’ ®B)¢:Id) HH;(GK,(D ® Blog)gozld,N:O) %H;(GK,(D”®B1og)“’:m’N:°).

Il en résulte que si Bpr, et Bpr , N sont des isomorphismes alors Bp , n en est
également un. Par récurrence sur le nombre de pentes de l'isocristal (D, ) on est
donc ramené & montrer la proposition suivante.

Proposition 10.6.16. — Soit (D, ¢) un isocristal isocline de pente strictement négative.

1. Si la pente de (D, ) est différente de —1 alors H} (G, (D ® B)?=') = 0.
2. Si (D, ) est de pente —1 alors injection

Bpe:D¥P" — H}(Gk,(D® B)*=1)
a — [(a ® logz,a)o’]

est un isomorphisme.
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Soit (D, ) comme dans la proposition précédente. Remarquons maintenant que
Pon peut supposer kg algébriquement clos. Soient en effet Iy C Gk le sous-groupe
d’inertie. Si M = (D ® BT)¥=! il y a une suite d’inflation-restriction

0 — H'(Gal(k|kx), M%) — HY (G, M) — H'(I5c, M)G21*lkx)

— H?(Gal(k|kg), M%),
Puisque (B*)/x = W(k)g on a
M'® = (D ®k, W(k)g)*~'* =0,
car (D, ) ne posséde pas de pente nulle. Il y a donc un isomorphisme
Res{* : H' (Gg, M) = H' (I, M)C3 Kk,

Soit K™ l’extension maximale non-ramifié¢e de K dans K. Puisque pour i > 0,
Hi(Gal(k|kk), k) = 0, par approximations successives on a

Hi(Gal(k|kx), K™) =0, i> 0.
Rappelons de plus que d’aprés Tate, CTx = K. La suite d’inflation-restriction
0 — H'(Gal(k|kx),C') — H'(Gk,C) — H'(Ix,C) % *kx) — H2(Gal(k|kx ), C'%)
fournit donc un isomorphisme
Res{X : H'(Gg,C) = H'(Ix, C) 2 klkx),

Mettant ensemble les deux isomorphismes de restriction que ’on vient d’établir on
obtient un isomorphisme
I} - ~ —14\ Gal(k|kx)
Res{* : H) (Gk, (D ® BT)#=') = H) (Ix, (D @ Bt)#=1d) ",
Puisque D = (D ®p, W (k)q) ' *Ikx) on obtient donc que, si

B prowsy : (D@ W (K)Q)*™ " — H) (I, (D @ BF)*=4)

est un isomorphisme, alors Bp, en est un. On est donc ramené a démontrer le
théoréme lorsque kg est algébriquement clos.

Si ki est algébriquement clos on peut décomposer lisocristal isocline (D, )
en somme directe d’isocristaux simples. La proposition 10.6.16 se réduit donc a la
proposition suivante de Colmez.

Gal(k|kx)

Proposition 10.6.17 ([13] prop. 10.11). — Supposons kg algébriguement clos. Soient
d,h deux entiers strictement positifs premiers entre eux. Si

u:(BJr)“"h:pd — Ch
z —  (0(x),0(p()),...,00p" (2))

notons

H; (GK, (B+)<ph:pd) — ker (Hl (GK, (B+)<ph:pd) LN H! (GK, Ch))
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1. Sid=h=1 alors Hg1 (GK, (B+)“":p) est un Qp-espace vectoriel de dimension 1
engendré par la classe du cocycle (log, ,)o, classe qui est celle de l’extension
0— Qp(1) — Vu(E) = Qp — 0 associée & une courbe elliptique de Tate E sur
K wvia le plongement Q,(1) = Q,.t C (B1)#=P.

2. Si(d,h) # (1,1) alors

H}(Gx, (BY)?"=") = 0.

10.6.5.3. Interprétation en termes de l’exponentielle de Bloch-Kato des puissances du
caractere de Lubin-Tate. — Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons x5, : Gk — Q;h
le caractére de Lubin-Tate. Il y a une suite exacte de G x-modules

0— X%%L — (B — Bir/t*Biz — 0.
Celle-ci fournit une suite exacte
0— K -2 HY(Gx,xdy,) — H'(Ck, (BT)#"=p")
—s HY(Gg, Bjg/t*Bl;) = H (G, C)
ou d est ’exponentielle de Bloch-Kato de X%%J On a donc

= HY(Gx, ).

coker(9) = ker (Hl (Gk, (B+)“’h=pd)
L’application composée
h__, d
Xy, — (BN =" < Bf

est & valeurs dans tdB;lrR et définit donc par composition avec la projection sur grdBIR
une application

X%m — C(d).

Pour 0 < 7 < h, on a une application composée

v, e B
Mises ensemble cela définit une application

Xy, — C(d) @ C"™!

qui fournit la décomposition de Hodge-Tate de X%Vh

X3, ®a, C —— C(d) & C" .
On a donc
HY(Gre xiy) = ker (HY (G, xy,) — H' (G, Xy, ®3, O))

(84,000, ,...,000" 1)

— ker (Hl(GK, (B+)#" =" H'(Gk,C(d) & ch—l)),

ASTERISQUE 406



10.6. DE RHAM IMPLIQUE POTENTIELLEMENT LOG-CRISTALLIN 339

qui paramétre les extensions de Q, par ngh qui sont de de Rham. De fagon
équivalente, H'(G g, X%g-h) parameétre les extensions de Q,.-représentations de Q,n

par X%ﬂ“h' La classe d’une telle extension
0—>xggh —V —0Q —0

est dans H gl(G K, Xg’éﬂ) si et seulement si V' est de de Rham comme QQ-représentation.
Voici maintenant la traduction de la proposition 10.6.17 en termes de représenta-
tions galoisiennes.

Proposition 10.6.18. — Soient d,h > 0 avec (d,h) = 1. Notons xzg, : Gk — Q;h le
caractére de Lubin-Tate.

1. Sid = h = 1, lexponentielle de Bloch-Kato § : K — H'(Gk,Qp(1)) a pour
conoyau un Qp-espace vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, si V est
une extension de Q, par Q,(1), alors soit V' est cristalline isomorphe au module
de Tate d’une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire, soit V' est semi-
stable isomorphe au module de Tate d’une courbe elliptique de Tate.

2. Si (d,h) # (1,1), exponentielle de Bloch-Kato
0: K — Hl(GK,x%G/«h)

est un isomorphisme. En d’autres termes, toute Qpn-représentation de
dimension 2 qui est une extension de Q,» par X%%I et qui est de de Rham en
tant que Qp-représentation est cristalline.

Remarque 10.6.19. — Le cas (1) de la proposition précédente découle en fait
facilement de la théorie de Kiimmer (cf. [54]). Plus précisément, si K> désigne le
complété p-adique de K*, la théorie de Kiimmer fournit une identification

H' (G, Q1) = KX 02, Q.
Il y a une application exponentielle

exp: K — f/{?@)zp@p
z — exp(p"z)®@p ", n>0

ot exp(p"z) € 1+mg C K*. Cette application s’identifie & I’exponentielle de Bloch-

Kato. La valuation v : K* — Z s’étend en une application v : KX — Z, et on a une

suite exacte

v®Id

0 — K 25 KX @z, @, —2% Q, — 0.

10.6.5.4. Preuve alternative lorsque le corps résiduel est fini d’aprés Hyodo. —
Supposons que le corps résiduel de K est fini c’est & dire K est une extension de
degré fini de Q, et reprenons la preuve du théoréme 10.6.10 & la proposition 10.6.16,
juste avant le dévissage au cas d’un corps résiduel algébriquement clos.

Soit donc (D, ) un isocristal isocline de pente strictement négative.
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Lemme 10.6.20. — Il existe une filtration Fil* Dy de Dy telle que (D, ¢, Fil* Dx) soit
admissible et Fil'Dg =0 si 4 > 0.

Démonstration. — Si (D, p) est simple il suffit de choisir une filtration Fil®*Dg
telle que tx(Dg,Fil* D) = ty(D, ) et Fil'Dg = 0 lorsque i > 0 (cette derniére
conditions est possible car la pente de D est strictement négative). En général,
supposons que 1’on ait une extensions d’isocristaux

0—>(D/,<)0) —’(D,Sﬁ) - (D//,(P) — 0.

Soit Fil® DY, resp. Fil* D%, une filtration admissible de (D', ¢), resp. (D", ), telle
que FiliD’K = 0, resp. FiliD}’( = 0, lorsque 7 > 0. Soit u : D” — D une section
Ko-linéaire de D — D”. Posons alors Fil*Dg = Fil*D’. + u(Fil*D};). La suite de
p-modules filtrés

0 — (D', p,Fil*D}%) — (D, ¢,Fil*Dg) — (D", ¢,Fil*D%) — 0

est exacte. On conclut puisqu’une extension de ¢-modules filtrés (faiblement)
admissibles est admissible (dans une catégorie de Harder-Narasimhan, une extension
entre objets semi-stables de pente 0 est semi-stable de pente 0). O

Soit donc Fil®* D une telle filtration et V' = Vi5(D, o, Fil* D ), une représentation
cristalline & poids de Hodge-Tate positifs. Remarquons que puisque la filtration
Fil* D est concentrée en degrés négatifs ou nuls,

Fil’(D ® Bqr) C D ® Bi;.
Il y a une suite exacte
0—V— (D®B")*= — (D® Bj;)/Fil’(D ® Bar) — 0.

Puisque les pentes de (D, ¢) sont strictement positives, H*(Gx, (D ® B*)#=1d) = 0.
On en déduit une suite exacte

0 — H°(Gx, (D ® Bjy)/Fil°(D ® Bar)) —— H'(Gx, V)
— HY(Gk, (D ® B")*=) — HY(Gg, (D ® Bl)/Fil®(D ® Bar)).
L’application naturelle
Dg /Fil’Dx — H°(Gk, D ® By /Fil’(D ® Bar))

est un isomorphisme (cela résulte de ce que d’aprés Tate, pour a > 0, 6
H°(Gg,Big/t"Biz) = H°(Gk,C) = K). L’homomorphisme de connexion §
dans la suite exacte précédente est Pexponentielle de Bloch-Kato de V' ([7] § 3) :

§ = expy : Dg /Fil’Dg — H' (G, V).
Notons maintenant

H,(Gk,V) =ker (H'(Ggk,V) — H'(Gk,V ® Bar))
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qui paramétre les extensions de Q, par V' qui sont de de Rham. L’exponentielle de
Bloch-Kato est a valeurs dans H gl. La suite exacte précédente fournit ’égalité

H}(Gk, (D ® BT)?~!9) = coker(Dg /Fil’Dg ——— H}(Gk,V)).

Soit 1 € ¢-ModFilg/g, 1'unité de la catégorie tensorielle des y-modules filtrés.
Puisque (D, ¢) ne posséde pas de pente 0 on a

EXt%‘PyN)'MOdFﬂK/KO (1, (D, ®, Fj.]..DK)) = Dw=P71 &) DI(/:Filol)[{7

ot le facteur D¥=P ' paramétre l'opérateur de monodromie dans lextension (cf.
lemme 10.6.12) et Dy /Fil’Dy paramétre la filtration. Par application du foncteur
Viog-cris & de telles extensions cela induit une application injective

D" @ Dk /Fil’Dg ~— H,(Gk,V),

qui coincide avec I’exponentielle de Bloch-Kato sur la seconde composante. L’énoncé
de la proposition 10.6.16 est alors équivalent & ce que cette application soit un
isomorphisme, c’est & dire : toute extension de Q, par V qui est de de Rham est
log-cristalline. Remarquons maintenant que ’application

H' (G, Fil’(D ® Bar)) — H'(Gk, D ® Bag)

est injective (c’est une conséquence de ce que la filtration Fil®* Dk est concentrée en
degrés négatifs ou nuls et des calculs de cohomologie galoisienne de Tate). On a donc

H}(Gk,V) =ker (H'(Gk,V) — H'(Gk,Fil’(D ® Bar))).

D’apres Tate,

K = HYGk,0)

1 —  —[logoxeyel,
qui induit un isomorphisme (toujours d’aprés les calculs de cohomologie galoisienne
de Tate)
Fil’Dg — H' (G, Fil’(D ® Bqr))).

L’application déduite

HY(Gg,V) — Fil’Dg
coincide alors avec I’exponentielle duale de Bloch-Kato expj, (cf. preuve prop. 3.8 de
[7] ou bien [42] théo. 1.4.1) : via 'accouplement de dualité de Tate parfait

H'Y(Gk,V*(1)) x H{(Gxk,V) — H*(Gx,Q,(1)) = Q,
on a, pour € (FilODK)* = DcriS(V*(1))/FilODCriS(V*(1)) et y € HY(Gg,V),
<expy-(1)(7),y> = trg g, <z, expy (y)>.

La perfection des accouplement précédents couplée a I'injectivité de expy . ;) montrent
que expy, est surjectif.
On dispose donc d’une suite

0 — D¥=?"" @ Dk /Fil’Dyx - HY(Gg,V) - Fil®Dyx — 0,
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telle que B o a = 0, a est injectif et G surjectif. On veut montrer que cette suite
est exacte. Il suffit pour cela de montrer que la dimension du QQ,-espace vectoriel du
milieu est la somme de celle des termes extrémes. D’aprés Tate,

dim H°(Gg,V) — dim H (G, V) + dim H*(Gg, V) = —[K : Q,] dim V.

Puisque (D, ) ne posséde pas de pente nulle, VEx = 0. Par dualité de Tate,
dim H(Gg,V) = dim H*(Gg, V*(1)) = dim Fil' (D*)¥=P.

Utilisant la faible admissibilité de (D*,¢,Fil®*D3%) appliquée au sous-isocristal
(D*)*=? g K, de D* on vérific que Fil'(D*)¥=P = (D*)¢=7. Soit W =
(D ®k, W(k)(@)*":p_1 comme représentation de Gal(k|kk). Notons v € End(W)
laction du Frobenius de Gal(k|kgx). On a De=r = ker(Id — w). De plus,
(D*)#=P = ker(Id — *u). On a donc dim(D*)?=P = dim D¥=? . On conclut.
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CHAPITRE 11

©-MODULES ET FIBRES

Introduction

Ce chapitre a un triple but :

— Donner une classification des p-modules sur BT et en déduire que lorsque F est
algébriquement clos la catégorie des ¢p-modules sur BT est équivalente & celle
des fibrés vectoriels sur la courbe.

— Faire le lien entre les classifications de ¢-modules sur ’anneau de Robba données
par Kedlaya et notre classification des fibrés sur la courbe.

— Expliquer géométriquement le théoréme de Berger ([4]) classifiant les B-paires
en termes de (¢, I')-modules.

Dans la section 11.1 on donne la classification des p-modules sur BT (théo. 11.1.12).
D’un point de vue géométrique cette classification s’énonce de la fagon suivante (coro.
11.1.14) : pour a C Or un idéal monogéne non-nul, tout F-isocristal sur Spec(Or/a)
est isotrivial au sens ot il provient par extension des scalaires d’un F-isocristal sur kp
via le choix d’une section de la projection Op — kp. Ce résultat a été utilisé dans [60]
afin de montrer que si K|Q, est un corps perfectoide alors tout groupe p-divisible sur
Ok /p0k est isogéne a un groupe p-divisible provenant de kx. La preuve du résultat
passe par ’étrange anneau B et I’on montre en fait que les ¢p-modules sur Bt sont
équivalents aux p-modules sur B.

Les résultats des sections 11.2 et 11.3 ne sont pas nouveaux. Ils sont entiérement
dus a Kedlaya ([46], [45], [44]) et Kedlaya et Liu ([47]). Nous les avons inclus par souci
de complétude afin de faire le lien avec notre point de vue ainsi que nos notations et
celles des auteurs précédents.

11.1. p-modules sur BT

11.1.1. Définitions. — Rappelons (sec. 1.10.4) que ’on note

B=B""/p
ou
p={xeB"" |v(z) >0}={ Z [z,]7™ € BT | 3e >0, ¥n v(z,) > e}
n>>—oo
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Notons
m = ker(ByT — Wy, (kr)g)

{ Z [xn]7g € B?E’+ | Vn v(z,) >0}
n>>>—oo

et mz = m/p. L’anneau B est local d’idéal maximal mz et de corps résiduel Wy, (kr)q.
Rappelons également que le morphisme naturel induit par 'inclusion B»+ ¢ B+

B — Bt /{z € BT | vo(z) > 0}
est un isomorphisme. Dans cette section on notera
L:= Wy, (kr)o-
Définition 11.1.1. — Pour A € {L, B*, B} on note
p-mod 4
la catégorie formée des couples (M, ) ot M est un A-module libre de rang fini et
¢ : M =5 M un isomorphisme ¢ g-linéaire.

Bien stir, la catégorie p-Mod, est la catégorie tannakienne des k-isocristaux relatifs
a E. Cette catégorie abélienne est semi-simple, complétement décrite par le théoréme
de Dieudonné-Manin lorsque kr est algébriquement clos. Pour A € {L,B";B},
la catégorie p-Mod,4 est tensorielle symétrique E-linéaire, munie d’un objet unité
14 = (A, ¢E), de duaux et de Hom internes. Plus précisément, on a

(M, 1) @ (Ma,02) = (M1 ®a M3, 01 ® @)
SHom((My, 1), (Ma, p2)) = (Homu(My, My), %)
ott (f) = pa o fopr ' Le dual de X € p-Mod 4 est alors
X = Slom (X, 14).
On dispose de la formule usuelle
X1 ® Xy =5 Hom(X1, X5).
Pour X = (M, ¢) € ¢-Mod 4 posons
H°(X) := Hom(1 4, X) = M*=1d
et
H'(X) := Ext' (14, X) = coker (M ——*~ M),

ou les extensions sont prises au sens de Yoneda. On a alors

Hom(X1, X2) = HO(Slem(X1, X2)).

La catégorie p-Mod 4 est naturellement une catégorie exacte dans laquelle toute suite
exacte courte

00— X —Xo—X3—0
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donne naissance a une suite exacte longue de F-espaces vectoriels
0 — H°(X;) — H°(X;) — H°(X3) — HY(X;) — H'(X3) — H*(X3) — 0.
Fixons une uniformisante m de E. On a alors des objets « & la Tate » dans ¢p-Mod 4,
pour n € Z
A(n) := (A, 7m"vE)

et des torsions a la Tate, si X = (M, ¢)

X(n):=X® A(n) = (M,7"p).
On a bien sir A(n) = A(1)®" et A(0) = 1 4.

11.1.2. Module gradué associé a un p-module. — Il y a un morphisme de FE-espaces
vectoriels pour deux ¢-modules X et YV

H(X)®p H'(Y) — H (X ®Y).
On peut ainsi former la E-algébre graduée
P °(B*(-a)),
d>0

qui n’est rien d’autre que Pg . D’aprés la proposition 4.1.6 on obtient la méme algébre
en remplacant Bt par B : via ’application de réduction B¥ — B on a

Py, =P H (B (—d)) = P H(B(—d)).
d>0 d>0
De plus, si X = (M, ) € p-Modp+ alors
To(X) = PTu(X) = P H(X(~d) = P M=
d>0 d>0 d>0
est un Pg r-module gradué via H°(B*(—d)) ® H(X(—d')) — H*(X(—d—d')). Cela
définit un foncteur
I'e : p-Modp+ — Pg r-modules gradués.
11.1.3. Changement de corps E. — Soit E’|E une extension de degré fini. On suppose
les corps résiduels de E et E', kg et kg, plongés dans Op. Pour A € {L, B*, B} notons
¢-Moda, ®p E’

la catégorie formée des couples (X,t) ou X € ¢-Moda, et ¢ : B/ — End(X) est un
morphisme de E-algébres. L'extension Wy, (kg )g|E est l'extension maximale non-
ramifiée de E dans E’. Si (M, ¢,t) € p-Mod4, ®g E’ on a une décomposition

V- @
i€Z) fpr )BT

ol

M; ={z € M |Yac Wy, (kr)o, ta)(z) = pk(a)z}.
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Alors,
o M; — M;iq,

Q

My est un Ag OWy, (kpr)a E' = Ag/-module libre et
(Mo,cpr’/E) € p-Mod 4, .
Cela définit un foncteur
p-Mod s, ®g E' — ¢-Mod 4, .
Soit maintenant (M’,¢") € p-Mod4,,. Posons

fE’/E_l

M= @ Mo, s
=0

Pour 0 <i < fp//p — 1 posons
VM @ A — M8, A

mr , ..
©'(m)® pp(z) sii= fg,g—1
Alors,

fer/p—1
(M, @ )€ p-Moda, @ E'.

i=0
On vérifie que les deux foncteurs précédents sont adjoints et induisent des équivalences
inverses de catégories

p-Mod 4, ®F E = (p—MOdAE, .

On dispose mainteant d’un couple de foncteurs adjoints

TE!/Ex
_—
<*— (p—MOdAE
TE'/E

(p—MOdAE,

qui est donné via I’équivalence p-Moda, ®r E’ ~ ¢-Mod 4, par les formules

TI'E//E*(X,L) = X
mhp(Y) = Yepl,

laction de E’ sur Y ®g E’ étant Paction canonique. En termes de p-modules,

’/TE'/E(M7 90) = (M ®AE AE'aSDfE//E X (PE’)
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11.1.4. Les p-modules A()\). — Soit toujours A € {L, B+, B}. Fixons une uniformi-
sante w de F.

Définition 11.1.2. — Soit A € Q, A = % avec h>1,d € Z et (d,h) = 1. On pose
A()\) = <60, ey Eh_1>,

avec p(e;) = e;11510<i<h—1etple,_1)=nle.

h
=Id . . ) . .
Supposons que klﬁE |F soit une extension de degré h, F n. Soit Ej|E I'extension
non-ramifiée associée. On a alors avec les notations de la section précédente

AE(/\) = TrE}L/E*AEh (d)

Lorsque kg est algébriquement clos le théoréme de Dieudonné-Manin affirme que
la catégorie abélienne p-Mody,,, est semi-simple d’objets simples les L()), A € Q. Via
les foncteurs d’extension des scalaires

©-Modp+ — ¢-Modg — ¢-Mody,
le p-module BT ()) s’envoie sur B(\) et L()\).

11.1.5. Classification des @-modules. — La proposition qui suit généralise la
proposition 4.1.6.

Proposition 11.1.3. — Le foncteur de réduction
p-Modp+ — p-Modgz
est pleinement fidéle.
Démonstration. — L’existence de Hom internes et la formule
Hom(X,Y) = H*(SHem(X,Y))

dans les catégories ¢-Modp+ et ¢-Modz montrent que la proposition est équivalente
a ce que si X € p-Modg+ et X = X ®p+ B alors

H°(X) = HY(X).
Soit donc X = (M, ¢) € ¢-Modp+. Fixons une base (ei,...,e,) de M et soit A =

(aij)i,j € GL,(B™) la matrice de ¢ dans cette base, ¢(e;) = Y, a;je;. Pour r > 0
définissons une norme additive sur M en posant

[ <ll-: M — RU{+o0}
;xiei — 1%111£n{vr(ac,)}

Par norme additive on entend les propriétés

mll, =0 m=0
[Amlr = vr(A) + [Im]];

[[ma +mally > inf{[mi]l, [me]}-
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Les propriétés suivantes sont vérifiées :

— M est complet pour la famille de normes additives (|| - ||»)r>0,

— I llo: M — Ry U {+o0},

— fimllo = timm].

" >
Si
A={me M| |m|o > 0},
un sous BT-module stable sous I’action de ¢, on a alors
M ®p+ B= M/A.
Pour montrer que H°(M) = H°(M/A) il suffit donc de démontrer que
[d-—p:A— A

est un isomorphisme.
Pour r > 0 posons

4l = inf_vr(ai;) € R.

Puisque pour tout z € Bt on a v.(p(x)) = qu
résiduel de F, I'inégalité suivante est vérifiée :

(z) ou ¢ est le cardinal du corps

r
q

le(m)llr = gllmllz + [| Al

On en déduit par récurrence que pour tout entier k£ > 1

.
qt

k-1
k k i
" (m)lle > ¢*llmll 5 + D 'l A

i=0

Lorsque r = 0 cette formule donne

k—
le*(m)llo = a*llmllo + (3 a') I Allo,

=0

=

ou [|A]lo > 0. Ainsi, si m € A vérifie ¢(m) = m, de 'inégalité précédente on déduit
que ||mllp = 400 et donc m = 0. L’application Id — ¢ : A — A est donc injective.

Soit maintenant 7 > 0 et m € A. Il existe 1o > 0 et o > 0 tels que pour 0 < 7’/ < 7p
on ait ||Al|,» > —ar’. Il existe donc des constantes A, B € R telles que

k—1
> ql|A| = > Ak + B.
=0 ’
Puisque lim [m||= = |m||o > 0 on en déduit que
k— 400 qk

li k .= )
Lm [lo®(m)]lr = +oo
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Cela étant vrai pour tout r > 0, M étant complet pour (|| - ||»)r>0, on en déduit que
Id — ¢ : A — A posséde un inverse donné par

A— A
m»—>ngk(m). O

k>0

Lemme 11.14. — Soit M un Wp,(Or)-module libre de rang fini muni d’un
endomorphisme pg-linéaire o : M — M. Soit My, := M @ Wy, (kr). Alors,

p=Id ~ p=Id
ME=I 2 =t

Si kp — Op est une section de la projection Op — kp alors M#=1d ®0s Weg (Or) est
un sous-p-module de M facteur direct.

Démonstration. — Fixons une base de M, ce qui permet de l'identifier a Wy, (Op)".
Pour montrer la premiére assertion il suffit de vérifier que

Id—¢: W(mg)" — W(mpg)"

est bijectif. Munissons Wy, (Op)"™ de la topologie produit de la topologie faible sur
We, (Or). Si Pon pose pour r > 0, ||(z1,...,2,)|r = inf{v,(z1),...,0.(2,)} i
s’agit alors de la topologie déduite de la famille de normes additives (|| - ||,)r>0-
C’est également la topologie ([a], 7)-adique sur M pour un a € O \ {0} vérifiant
v(a) > 0. Pour cette topologie, M est complet. On vérifie facilement que pour tout
m € Wy, (mp)™,

lim ¢*(m) = 0.

Jm (m) =0

Ainsi, (Id — <p)|W0 ()" posséde comme inverse 'application m — 32, -, ©*(m). On
E

a donc M#=1d =, M,fF:Id.

Le noyau de Wy, (Op) — Wy, (k) est contenu dans le radical de Jacobson de
Wo,, (Or). On peut donc appliquer le lemme de Nakayama pour conclure que puisque
M,fF:Id est facteur direct dans Mjy,, M¥=1 ®we, (kr) W (O) est facteur direct
dans M. O

Lemme 11.1.5. — Soient X,Y € p-Modg,_ . On a alors
Ext'(X,Y)~ HY (X ®Y).
Lemme 11.1.6. — Pour \,u € Q on a
Ext'(B(\), B(n)) =0

lorsque kp est algébriquement clos. L’annulation précédente est encore valable lorsque
kr est quelconque et \ # u.
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Démonstration. — On a B(\)Y = B(=\). De plus, B(—)\) ® B(u) est une somme
directe de -modules isomorphes 4 B
veQ, H' (B ())—O.Sll/—f ec

(u— A). Il suffit donc de montrer que pour tout
(d,h) =1, h>1et deZ alors

1/5/d — Id-7%p" —
H'(B(%)) = coker(B ——— Bp).
Si d > 0 cela résulte de ce que
Id — 7" : Wy, (OF) = Wp, (OF)
car " est topologiquement m-adiquement nilpotent et W, (Or) est m-adique. Si
d < 0 cela résulte de ce que

N o —d,_—h_1q __

B) — coker(B A N B)

et du cas précédent d > 0. Si d = 0, aprés avoir fixé une section kr — Op de
la projection Op — kp, on a Wp,(Op) = Wp,(kr) ® Wp,(mp). Puisque kp est
algébriquement clos,

—d - — Id—ndph
ndph coker(B ?

coker (W, (kr) 1o, We, (kr)) =0

Puisque ¢ est topologiquement nilpotent pour la topologie faible sur Wy, (mp) et que
celui-ci est complet pour cette topologie,

Id - ("2 WUE(mF) —N_> WUE(mF)‘
D’ou le résultat. O

Théoreme 11.1.7. — Supposons kg algébriquement clos.

1. Pour chaque choiz d’un scindage kr — Or de la projection O — kp, le foncteur
d’extension des scalaires de L a BT

p-Mody — p-Mod g+

est essentiellement surjectif.
2. Tout X € p-Modp+ est isomorphe a une somme directe de BT (), A € Q.
3. Le foncteur de réduction des coefficients de BT a B

p-Modp+ — p-Modg
induit une équivalence de catégories.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de Dieudonné-Manin, les points (1) et (2)
sont équivalents. La proposition 11.1.3 dit que le théoréme revient alors & prouver
que tout X € ¢p-Modg est isomorphe & une somme directe de B()\), A € Q. Le
lemme 11.1.6 nous dit qu’il suffit de montrer qu’un tel X posséde une filtration par
des sous-p-modules facteurs directs dont les gradués sont isomorphes a des B()),
A € Q. Soit donc X = (M, ). Notons My, = M ® L. Soit A la plus petite pente
de Dieudonné-Manin de (M., ). Si A = % avec (d,h) = 1 et h > 1, il existe un
Wo,, (kp)-réseau A C My, vérifiant

O"A C TN et AT £0.
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Soient eq,...,e, € M relevant une base de A. D’aprés le lemme de Nakayama c’est
une base de M. Notons ¢ = m~%p". Soit A € GL,(B) la matrice de ¢ dans la base
(e1,...,€n). Puisque la réduction de A dans Wy, (kr)q est dans M, (Wp,(kr)), il
existe B € M,(Wy,(Cr)) dont 'image dans M, (B) coincide avec A. On peut donc
trouver un Wy, (Or)-module libre N muni d’un morphisme ¢"-linéaire 1Z :N - N
tel que
(va) ®W0E(0F) B = (M7 T/’)
D’aprés le lemme 11.1.4
NI, gt g

On peut donc trouver un morphisme non-nul

E()‘) - (Mv 90)7
qui aprés réduction via B — L définit un sous-isocristal L(\) < (M, ). D’aprés le
lemme de Nakayama, B()\) — (M, ¢) est un sous-gp-module facteur direct. O

Lorsque le corps kr n’est pas algébriquement clos on dispose également du théoréme
suivant dont la démonstration est légérement plus compliquée.

Théoreme 11.1.8. — On ne suppose pas nécessairement kr algébriguement clos.

1. Pour chaque choiz d’un scindage kr — Or de la projection Op — kp, le foncteur
d’extension des scalaires de L ¢ BT

p-Mody, — ¢-Modpg+

est essentiellement surjectif.
2. Le foncteur de réduction des coefficients de BT & B

p-Modp+ — p-Modgz
induit une équivalence de catégories.

Démonstration. — Il suffit de prouver que le foncteur p-Mod; — ¢-Modg est
essentiellement surjectif. Soit M € ¢-Modg de réduction My, sur L. Soit A = % la
plus petite pente de Dieudonné-Manin de My, et A C My, un réseau satisfaisant

©"(A) C A,
Considérons la décomposition canonique
A = Api; ® Avitp

relativement a I’action de l'opérateur 7~ %", Ainsi, Ap; [%] est le facteur de pente A
dans la décomposition de Dieudonné-Manin de My, [2]. Notons

h—1
Apij(—A) = D ¢ (Anyy)
i=0
sur lequel ¢ agit de facon bijective via

o(zoy -, Tho1) = (w_dcp(arh,l), o(zo), - -, w(xh,g)).
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On note de méme A(—\) qui est stable sous I'action de ¢. On a ainsi A(—\)[2] =

™

My, ® L(—X). Comme dans la preuve de 11.1.7, il existe un Wy, (Or)-module libre N
muni d’un Frobenius ¢ tel que

(N, 90) ®W(3E(0F) E = (M7 90)
(N, 9) ®w,,_r) O = (A(=X)
Considérons alors le module

A= HOIIIWOE (©r) (Abij(_)\) Roey, WOE (OF), N)

® B(—\)
;)

muni du Frobenius défini par ¢(f) = ¢ o f o p~1. D’aprés le lemme 11.1.4

Ae=ld =, Hom,, (Apij(—=A), A(=A)).
On en déduit I'existence d’un morphisme

Avij(—=X) ®¢, W, (Or) — N

induisant Iinclusion Apij(—A) < A(—A) aprés application de — ®w,_(0x) Or. Ce
morphisme induit lui-méme un morphisme

u: Abij(_)\) Qe B— M ®§(—>\)
qui se réduit sur inclusion Apij[2] ® L(—A) < Mj, ® L(—A). D’aprés le lemme de
Nakayama u est injectif et fait de (Apij[1] ®1 B) ® B(—A) un sous B-module facteur
direct.

Avant d’aller plus loin, remarquons que la preuve du lemme 11.1.6 s’adapte pour

montrer que si pu; # pz et D1, Do € p-Mody, sont isoclines de pente 0 alors
(5) Ext'(D; ®1 B(u1), D2 ® B(pz)) = 0.

On peut maintenant procéder par récurrence sur le nombre de pentes de My, pour
en déduire que

(6) M ® B(-)\) ~ EDU ®L B
=1

pour des isocristaux isoclines (U;)1<i<, de pentes strictement croissantes lorsque
l'indice i croit. Notons D) = End(B(—\)) = End(L(—\)) l’algébre a division sur
E d’invariant A. Il y a une action de Dy sur M ® B(—\) qui induit une action sur le
membre de droite de (6). Puisque

Hom(U; ®1, B,U; ®1, B) =0
lorsque i > j, cette action respecte la filtration
Fil* = (P Ui . B.
i>e
De cela on déduit une action sur les gradués de cette filtration, c’est & dire une action
de D) sur les U; ®, B, 1 < i < r. Puisque pour tout 7 'isocristal U; est isocline on a
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(cela se raméne au cas ol kr est algébriquement clos) et I’action de Dy sur U; ®1 B
provient donc d’une action sur U;. Remarquons maintenant qu’il y a un isomorphisme
canonique de ¢-modules sur B

M = Hoka®§(§(—)\),M ® B(-))).
Le foncteur Hom, o5(B(—X), —) étant exact sur la catégorie exacte des B-modules

libres munis d’une action de D}, le ¢-module M posséde une filtration dont les gradués
sont isomorphes aux p-modules

Home®§(§(—)\), U; ®1, B) = Homp, (L(-\),U;)®, B, 1<i<r.
On conclut en utilisant ’annulation des groupes d’extensions (5). O
11.1.6. p-modules sur B et fibrés. — Définissons un foncteur

gD—MOng — FibXE.
Soit (M, ) € ¢-Modg+ et

Ta(M,p) = @) M#e="5
d>0

l’algébre graduée sur Pg ., associée. Il lui est associé un faisceau quasi-cohérent

—_~—

éa(Mv 90) = F'(M7 (ﬂ)
sur Xg = Proj(Pg x). Avec les notations du théoréme 11.1.8, si krp — Op est une
section de O — kr et (D, ) € p-Mod, alors
E(DeL BT, p®¢)=&(D, ),

ot &(D, ) est le fibré vectoriel associé a l’isocristal (D, ). Du théoréme 11.1.8 on
déduit donc que &(M, ¢) est un fibré vectoriel.

Le théoréme suivant se déduit maintenant du théoréme 8.2.10 de classification des
fibrés.

Théoreme 11.1.9. — Supposons F' algébriguement clos. Le foncteur
E(—): <,0—ModB;5 — Fibx,
induit une équivalence de catégories tensorielles pour laquelle
HO(XEaéD(Mv (P)) = HO(Ma 90) = MLP:Id'

De plus, si E'/E est une extension de degré fini, ng'p : Xp — Xg, il y a un
diagramme commutatif

&(—
o-Mody: — . Fiby,,
E/

wg,/ET J/ﬂ-E//E* WE/’EI JWE’,E*
(=)

‘P'MOng — Fibx,.
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Remarque 11.1.10. — Le foncteur &(—) : go—Mong — Fibx, est exact. Cependant
son inverse ne l’est pas et 1’équivalence de catégories précédente n’est pas un
équivalence de catégories exactes. Par exemple, il résulte du lemme 11.1.6 et de la
proposition 11.1.3 que pour tout X,Y € cp—ModB;: on a Extl(X, Y') = 0 alors qu’en

général Ext'(£(X),&(Y)) # 0.

Remarque 11.1.11. — Le théoréme précédent est faux lorsque F n’est plus
algébriquement clos. Via le théoréme de classification 9.4.3, le foncteur p-Modg+ —
Fibx est pleinement fidéle d’image essentielle les fibrés associés a (A;, [p;]): avec pour
tout i, p; non-ramifiée i.e. p; se factorise via Gal(F|F) — Gal(kr|kr).

Donnons maintenant une description de l'inverse du foncteur &(—) lorsque F' est
algébriquement clos. Fixons le corps F et une uniformisante 7 de F. On note X := Xg,
pour h > 1, Py, := Pg, », et X := Xg, = Proj(Py). Soit

P, = lim Py.
h>1

C’est une E-algébre Q. -graduée,

Poo: @ Poo,)\a

AEQ;
ou
Paop = J BY =" = (BH)7 =" @5, Bu
h>1
si A = T avec (r,5) = 1 et Eo est I'extension maximale non-ramifi¢e de E. Pour

& € Fibx et h > 1 soit
My(&) = @D T(Xy, (mE)(hN),
AEFZ
oump: Xy — X et
Mo (&) = lim My(€) =P |J T(Xn, (7;6)(hN)).
h>1 AEQ h>1

C’est un P,.-module Q-gradué.
La tour de courbes (X}p)p>1 est un pro-revétement galoisien de groupe Z. Plus
précisément, si on note ¢ = ¢ € Gal(E,|E) alors Gal(X,/X) = ¢2/". Le fibré en

—_—

droites Ox, (1) = Py[1] est muni d’un isomorphisme
up, : 0*0x, (1) = 0Ox, (1)
vérifiant
oy 0o up o up = T € Aut(Ox, (1)).
Cet isomorphisme est celui associé & I'isomorphisme @-linéaire de P,-modules gradués

¢ Py[1] — Py[1].
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On dispose de méme pour tout d € Z d’un isomorphisme
uf? : "0, (d) < O, (d)
associé & Iisomorphisme ¢-linéaire ¢ : Py[d] — Py[d]. Cela définit un isomorphisme
p-linéaire de P,,-modules
0 Moo (&) == My (8),
laction de ¢ sur I'(X}, (7}:&)(d)) étant définie par

¢ : (X, (1:6)(d) ~"— T(X, (0777 6) @ 0*Cx, (d)
Id®“§d * % *
——— [(Xp, (0"m,&)(d)) = T'(Xn, (m;€)(d)),
puisque 7y 0 0 = .
Si (M, ¢) € p-Modg+ on a

h_ﬂ_hk
ML) =@ | Mo
A€EQ h>1

T

Calculons en particulier M (Ox(—p)). Si p = £ avec (r,s) = 1, on a BT (u) =
Bte; @ --- @ BTes sur lequel ¢ agit via ¢(e;) = ;41 sii < s et p(es) = 7"e1. On a
alors

Mo (E(B* (1)) = Poo[—pler @ -+ & Po[—ples,
ot Py [—p] est graduée de telle maniére que les éléments homogénes de degré \ soient
les éléments homogénes de degré A — u de P.,. De plus I'action de ¢ sur My (B* (1))
est celle donnée par p(e;) = e;41 si i < s et p(es) = 7"e;y.

De ce calcul et du théoréme de classification des fibrés on déduit que si p-Modp_
désigne la catégorie des P.,-modules Q-gradués M., munis d’un isomorphisme
p-linéaire ¢ : My —— M, et tels que M, soit isomorphe & une somme finie de
Po[u], 1 € Q, on a un foncteur

MOO(—) : Fle I (p—MOdpm.
D’aprés le calcul explicite précédent, le composé

oo™ - B+
Fibx M), p-Modp,_ _®reF p-Mod g+

est un inverse du foncteur &(—).

11.1.7. Variante : po-modules sur B; et F-isocristaux
Rappelons (sec. 1.10) que
+_ +
B* =) B]
p>0

avec ¢ : Bf — B, C Bf. Soit p € ]0,1[. Appelons ¢-module sur B} un couple
(M, p) ot M est un B;‘—module libre de rang fini et ¢ un endomorphisme semi-linéaire
de M induisant un isomorhisme

M®B§7¢B:L)M
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(i.e. la matrice de ¢ dans une base de M est inversible). Des arguments identiques a
ceux de la section précédente fournissent ’énoncé suivant.

Théoréeme 11.1.12. — Le théoréme 11.1.8 reste valable en remplagant p-Modg+ par
¢-Mod g+ : pour tout (M, ) € p-Mod g+ de réduction (D, ) € ¢-Mody, et tout choiz
de section krp C OF il y a un isomorphisme (non canonique)

(M, ) ~ (D,p)®L B}
Remarquons le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 11.1.13. — Le foncteur d’extension des scalaires
¢-Modp+ — ¢-Modp+

est une équivalence de catégories. Un inverse est donné par le foncteur

(M, 0) — () 9" (M), ).

n>0

Notons également le corollaire suivant (cf. sec. 1.10.3).

Corollaire 11.1.14. — Soit a C O un idéal principal propre non nul et
By, , = T((Spec(Or /a)/Spec(Zy)) s Copecttr /a1 /spectzy) ) [3]

Uanneau des périodes p-adiques cristallines associées 4 Op /a, p = |a|. Soit p-Mod 5+
cris,p
+

la catégorie formée des Bcrisp-modules libres de rang fini munis d’un isomorphisme
,
semi-linéaire. Choisissons une section kp — Op.

1. Pour tout (M,p) € ¢-Modg+ si (D,p) = (M,p) ®g+ L il y a un
cris,p

cris,p

isomorphisme (non canonique)
(Ma 90) = (Dv 4:0) L B(j;is,p'

2. Le foncteur section globale induit une équivalence de catégorie entre F-isocris-
tauz sur Spec(Op/a)/Spec(Z,) et gp—ModBc+ris . Ainsi, tout F-isocristal sur
Spec(Op/a)/Spec(Z,) est isotrivial au sens ot il est isomorphe & 'extension
des scalaires de kp a Op d’un F-isocristal sur Spec(kp)/Spec(Zy).

3. La catégorie des F-isocristauz sur Spec(Op/a)/Spec(Zy) est équivalente & celle
des « F-isocristauz convergents sur Sp(F) » i.e. celle des ¢-modules sur BT .

4. Lorsque F' est algébriguement clos la catégorie des fibrés vectoriels sur la courbe
Xr est équivalente o celle des F-isocristauz sur Spec(Op/a)/Spec(Z,) (il ne
s’agit pas d’une équivalence de catégories exactes, cf. rem. 11.1.10).
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11.2. p-modules sur B et ’anneau de Robba d’apres Kedlaya

11.2.1. Définitions et premieres propriétés. — Rappelons que si I est un intervalle
compact dans [0, 1] alors Panneau B; est un anneau principal (3.5.1).

Définition 11.2.1. — 1. Soit I un intervalle de [0,1[. On note Projp, la catégorie
des Br-modules projectifs de type fini sur Bj.
2. On note

Fiby, := 2-lim Projg,
T
la 2-limite projective des catégories de Bj-modules libres de rang fini ou J
parcourt les intervalles compacts contenus dans I i.e. les collections (My) e
de tels modules munis d’isomorphismes M; ®p, By = My, lorsque J' C J,
satisfaisant les relations de compatibilité usuelles.

Soit I comme dans la définition précédente. D’aprés le théoréme 3.5.1 le systéme
projectif (Bs)scr,compact forme une algébre de Fréchet-Stein au sens de la section 3
de [58]. Des corollaires 3.3 et 3.4 de [58] on tire la proposition suivante.

Proposition 11.2.2. — 1l y a un foncteur sections globales

I': Fiby, — Projp,
(MJ)J — lim MJ
J

qui est une équivalence exacte de catégories. De plus
F((MJ)J) ®pB; By = Mj.

Rappelons que pour tout p € ]0, 1] 'anneau By ;] est de Bezout (3.5.7). On a donc
le résultat suivant.

Proposition 11.2.3. — Pour tout p € ]0,1[, Fiby,, , s’identifie via le foncteur sections
globales a la catégorie des Byy ,-modules libres de rang fini.

On dispose également d’une notion de faisceau cohérent.

Définition 11.2.4. — On note

Cohy, :=2-lim Modj],
J

la 2-limite projective des catégories de Bj-modules de type fini ou J parcourt les
intervalles compacts contenus dans 1.

Utilisant la structure des modules de type fini sur un anneau principal et les
résultats de [58] (sec. 3, en particulier le corollaire 3.3) on déduit le résultat suivant.
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Proposition 11.2.5. — 1. Le foncteur sections globales induit une équivalence entre
Cohy, et la catégorie des Br-modules isomorphes a
Me [ N,
y€|YT]

avec M projectif de type fini et Ny est un B;“R ,~module de type fini de torsion
tel que pour tout J C I compact l’ensemble des y € |Y;| tels que N, # 0 soit
fini.
2. Le foncteur sections globales induit une équivalence de catégories entre les

faisceaux cohérents (My); tels que

sup longy, My ® k(y) < +o0

yeY|
(ou J est nimporte que intervalle tel que y € |Yy|) et les Br-modules de
présentation finie.

11.2.2. Propriété de faisceau de I — B

Lemme 11.2.6. — Soit I un intervalle de [0,1]. Notons I™ I’enveloppe conveze de
TU{1} et I~ celle de IU{0}. On a alors

B; = B+ + Bj-.
Démonstration. — Pour x =) o € B® on note
v = Z[xn]ﬂ'”

n>0

8
|
Il
]
&
3

Remarquons que pour p, p’ € ]0,1] avec p < p

Dés lors, si f € By, f = Zkzo fr est une série convergente dans B; avec f;, € B°,

on a
F=Y K+ 5 O

E>0 £>0
—— =
GBlf EBI+

Proposition 11.2.7. — Soient I,J C [0,1] des intervalles tels que INJ # 0. Il y a
alors une suite exacte de Mayer-Vietoris

0 — Bjy; — Br® B; — By — 0.
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En d’autres termes, via les inclusions By C Brny, By C Brng on a

Brys = BrnB;y
Démonstration. — La partie de I’énoncé Bjnj; = By + B résulte immédiatement du

lemme 11.2.6. Soit maintenant f € B; N B; dont on veut montrer qu’il appartient
a Brus. On peut supposer que I ¢ J, J ¢ I et sup(I) < sup(J). Ecrivons
(lemme 11.2.6)
f=a+b, a€ By+,be By-.
Puisque B+ C By on a donc
be B;- NBy.

Mais d’apreés la description explicite donnée dans la proposition 1.6.23 on a B;-NBj C
Brus- O

Remarque 11.2.8. — Soit I = |J,,¢ 4 Jo un recouvrement d’un intervalle I de [0, 1] par
des sous-intervalles. On dit qu’il est admissible si pour tout compact K C I, il existe
un sous-ensemble fini A’ C A d’indices tel que K C |J,¢ 4/ Jo- Munissons la catégorie
des intervalles de [0, 1] de la topologie de Grothendieck dont les recouvrements sont les
recouvrements admissibles. Il résulte alors de la proposition précédente que 0 : I — Bj
est un faisceau pour cette topologie tel que pour tout intervalle I on ait H'(I,0) = 0.

Remarque 11.2.9. — La théorie des espaces perfectoides a apporté entre temps une
nouvelle preuve de la proposition 11.2.7 (cf. [22] théo. 2.1). Néanmoins nous avons
préféré inclure la preuve précédente bien plus élémentaire et largement suffisante pour
nos besoins.

11.2.3. Recollement de fibrés

11.2.8.1. Un lemme d’approximation

Lemme 11.2.10. — Soient By, By, A des E-algébres de Banach munies de morphismes
By — A et By — A tels que l'application déduite By @ By — A soit surjective. Soit
Z € GL,(A). Il existe alors un voisinage de lidentité dans GL,(A) tel que toute
matrice dans ce voisinage s’écrive sous la forme

Xzyz7!
avec X € GL,(By) et Y € GL,(Bz2).
Démonstration. — On sait que si D est une E-algébre de Banach alors
exp : p>M,(D°) = Id + p>*M,,(D°)
d’inverse donné par le logarithme. L’application
(U, V) — log (exp(U)Z exp(V)Z ') € M, (A)

est alors définie sur un voisinage suffisamment petit de 0 € M,,(B1) & M,,(B2). On
peut alors appliquer le lemme 11.2.11 qui suit pour conclure. O
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Si D est une E-algébre de Banach et f € D[T1,...,T,],
f= Z R e
aeNm

dans le lemme qui suit on dit que f est holomorphe au voisinage de 0 s’il existe p > 0
tel que

sup [lallol”! < +oo.
aeN"™

Lemme 11.2.11. — Soient Cy,...,Cy,D1,...,D,, des E-algébres de Banach munies
de morphismes

u; :C; = D;, 1<i<m, 1<j<n.
Soient pour i € {1,...,m}
fi € Di[T,...,T4]
que l’on suppose holomorphe au voisinage de 0. Cela définit une fonction
g: U x -+ XU, — DyX--+XDp,
(1., ZTpn) +— (fz (uﬂ(:cl), e ,um(:cn)))lgigm

sur des voisinages Uy, ..., U, de 0 suffisamment petits dans C1,...,C,.
Supposons que 'application linéaire tangente en 0

Ci®--®Cy — Di®-®Dn

—~ Of;
(@1, vzn) — (X g Ou(sy))
j=1 "7

1<i<m

soit surjective et pour tout i, f;(0,...,0) =0.
L’image de Uapplication g contient alors un voisinage de 0 (et ce quels que soient
les voisinages Uy, . .., U, de 0 suffisamment petits choisis).

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme de 'application ouverte et de
la méthode d’approximation de Newton. Plus précisément, d’aprés le théoréme de
I’application ouverte de Banach et puisque F est de valuation discréte il existe une
section E-linéaire continue

SiDl@"‘@Dmﬁcl@"‘@Cn

de I'application tangente en 0. On vérifie alors que siy € D1 ®--- @ D,, est de norme
suffisamment petite alors la suite définie par récurrence

?mZSQ)
Un4+1 = Up — S(g(un) - y)

est bien définie pour tout entier n et converge vers un élément z tel que g(z) =y. O
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11.2.3.2. Recollement. — Si I’ C I C [0, 1] sont des intervalles il y a un foncteur de
restriction

FibyI — Fibyl,

que ’on note & +— e§"| .
Y

Proposition 11.2.12. — Soient I1, Iy deux intervalles de [0, 1] vérifiant I; NIy # 0. La
catégorie Fiby, ., s’identifie a celle des triplets (&1,E5,L) o0 & € Fiby, , & € Fiby,,
et tL: @@1|Y11m12 = (532|y12 .

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ou I; et I sont compacts, ce que 'on
suppose donc. Il y a un foncteur naturel de la catégorie Fiby, ,, vers celle des triplets
de I’énoncé. La pleine fidélité de ce foncteur résulte de ce que By, NBy, = Br,ur, (prop.
11.2.7). Passons a la surjectivité essentielle. Les classes d’isomorphisme de triplets de
rang n s’identifient a ’ensemble quotient

GLTL(BH)\GLTL(BhﬁIz)/GLn(Bb)'

Il s’agit de montrer qu'il est trivial. Soit U € GL,(Br,n1,). Puisque Br,uz, est dense
dans Bp,nr, on peut trouver

Z € Mn(B[1U12) n GLn(BllﬁIQ)

tel que UZ~! soit aussi proche que I’on veut de I'identité de GL,,(Br,r,). Utilisant la
proposition 11.2.7, d’aprés le lemme 11.2.10 il existe X € GL,,(By,) et Y € GL,,(By,)
tels que

Uz '=Xx2vyz1
et donc

U=XZY.

Puisque By, u1, est un anneau principal et det(Z) # 0, on peut écrire
Z=2'D7"

ou Z',Z" € GL,(Br,ur,) et D est une matrice diagonale. Tout élément de Br,uz, N
lemh s’écrit sous la forme z;zo avec z; € BIX1 et Ty € BIX2 (cela résulte de la
description du spectre maximal de ces anneaux principaux). On en déduit que l'on
peut écrire D = Dy D, avec D1 € GL,(By,) et Dy € GL,,(By,). O

Remarque 11.2.13. — Avec les notations de la remarque 11.2.8 il résulte de la
proposition précédente que Fiby, s’identifie a la catégorie des -modules localement

libres.

Remarque 11.2.14. — De la structure des modules de type fini sur un anneau principal
on déduit que la proposition 11.2.12 s’étend & Cohy;,.
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11.2.4. Descente galoisienne

Proposition 11.2.15. — Soit I C [0,1[ un intervalle compact d’extrémités dans |F| N
[0,1[ et L|F une extension de degré fini.

1. Br 1 est une Bp-algébre étale finie de degré [L : F]. Si de plus L|F est
galoisienne alors By, 1|Br,1 est galoisienne de groupe
Gal(L|F) —N—> AUth,I(BL,I)-
2. La B%’I—algébre Bg,[ est presque étale au sens ol pour tout € € mp

[E]B%,I C trL/F(B(L),,I) - B%,p

Démonstration. — On peut supposer que L|F est galoisienne. L’assertion est claire si
I = {0}. On suppose donc I # {0}. Notons d = [L : F|. Soit a € O, tel que L = F[a].
Choisissons b € OF tel que

bOL C OF[O(] C OL.

Pour tout entier k¥ > 0 considérons le morphisme de Wy, (Or)-module

uk:WgE(OF)d — WOE(OL)
d—1

Aor-e s hat) D Ai[ad”"].
=0

Modulo 7, uy est 'inclusion O [al/pk] C Or. On en déduit que uy est injectif et que
de plus
(67" W, (Cr) C Tm(uy) + 7Wo,, (Cp).-
Si I = [p1, p2] choisissons aj,as € F tels que |a1]| = p1, |az| = p2. On a alors pour
x € {L, F}
0,b . _ a T
B} =B nB" =Wy, (0[], =],

On en déduit que le morphisme

0,b\d 0,b
Uk - (BF,I) — Bp;
déduit de uy, vérifie
k
b'/?"1BYY € Im(vi) + 7BYY.

Choisissons k > 0 de telle maniére que

Jaz| < [pV/7"]
et posons
§ = [asb~V/?"] € BY,.
On a alors
(P IBE C Tm(on) + 0B

C TIm(v) + [B'/7")6BY ;.
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Puisque ¢ est topologiquement nilpotent dans By, ; on en déduit que le conoyau de
A (R0 \d 0
Vg * (BF,I) — BL,I

d—1
(Ao,...,Ad_l) — ZAZ[QZ/I)IC]
i=0
est annulé par [b1/7"].
Pour k£ > 0 on a donc des inclusions
k k
[b'/""1BY,; < Bg|[o7"]] € BY,

desquelles il découle que
k a-! k
Bri= BF,I[[al/p ]] =Y Brsla?].
i=0

Montrons maintenant qu’en fait
d—1 .
BL’[ = @Bpﬁj[al/p ]
i=0
Si ce n’était pas le cas alors le degré de [o!/ pk] dans l'extension algébrique
Frac(BL,I) |Frac(BF,1)

serait strictement plus petit que d. Mais l'action de Gal(L|F) sur By ; induit une
action
f: Gal(L|F) — Aut(Frac(By r)|Frac(Br,1)).

L’ensemble des conjugués de a'/?" {J(ozl/pk) | o € Gal(L|F)}, étant de cardinal d,
{r([@']) | r € Tm(f)} = {[o(a/*")] | o € Gal(L|F)}

est de cardinal d. Ainsi, [a!/ pk] est de degré supérieur ou égal & d dans ’extension
algébrique précédente ce qui est une contradiction.

Il s’ensuit que [al/pk] est de degré d et que Bp ; est un Bp-module libre de
base (1, [al/”k], e [a(d_l)/pk]). De plus, Frac(By, 1) est une extension galoisienne de
groupe de Galois Gal(L|F).

Notons Gal(L|F') = {oo,...,04-1}. Le discriminant de la forme quadratique trace
dans la base (1, [ozl/pk], cee [a(d_l)/pk]) est donné par

i1\’
A = det ([ai(a) ])nggd_l.

Il appartient donc & Wy, (OF) et est congru modulo 7 au discriminant de la forme
quadratique trace de L|F dans la base (1, al/pk, ... ,a(d_l)/pk) qui est lui-méme la
racine p*-iéme du discriminant associé & la base (1, ...,a% ). On a donc pour tout
pel

lim |Ak|p =1.

k—o0
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On en déduit que By, ;|Br est étale ainsi que l'assertion concernant le caractére
presque étale. U

Remarque 11.2.16. — La proposition précédente redonne comme cas particulier une
preuve du corollaire 1.8.3.

Remarque 11.2.17. — Lorsque 1 € [ le raisonnement précédent ne marche pas

(cf. étape « Choisissons k > 0 de telle maniére que |az| < |b1/”k|... »). Le

résultat précédent est faux pour By = B*{ﬁ]. Cela a des répercussions

importantes concernant la classification des p-modules sur B* et B lorsque F n’est
pas algébriquement clos (les p-modules sur B ne satisfont pas la descente galoisienne
contrairement & ceux sur B, cf. 11.1.11).

De la méthode de Sen on déduit le résultat suivant.

Proposition 11.2.18. — Soit I C [0,1[ un intervalle compact d’extrémités dans |F| N
[0,1[. On a alors

B;FI = Br;.

De plus, le foncteur d’extension des scalaires — ®p,, , B; s induit une équivalence de
catégories entre Bp r-modules libres de rang fini et B? I’—modules libres de rang fini

munis d’une action semi-linéaire continue de Gal(F|F).

Ainsi, pour tout intervalle I C [0, 1[, Fiby,, , s’identifie aux fibrés & € Fiby? , munis

d’une action semi-linéaire de Gal(F|F), (cy)ocqy avec ¢, : 0*& — &, continue au
sens ou pour tout intervalle compact J C I ’action induite sur ’espace de Banach
I'(Y;, &) est continue.

11.2.5. Fibrés p-équivariants. — Si & = (M) est un fibré sur Y7 on note ¢*& le
fibré (Mgo—l(J) ®B¢_1(1)7¢, BJ)JCw(I) sur Ylp(I)‘

Définition 11.2.19. — On note

1. On note Fiby/,,z la catégorie des fibrés & sur ¥ = Y] munis d'un
isomorphisme p*& = &.
2. On note Fiby ¢y /,2 la catégorie des fibrés & sur Y| ;[ munis d’un isomorphisme
& = 8.
D’apres 11.2.2 la catégorie Fiby 2 s’identifie a la catégorie p-Modp formée des
couples (M, ¢) ott M est un B-module projectif de type fini et ¢ : M = M est un
isomorphisme semi-linéaire. Quant-a Fiby gy /,2 elle s'identifie & p-Modp,, , -

Soient #Z = lin%] By, ), €t & = lin%) Byg,,) (def. 1.8.1). Le premier est un anneau de
p— p—

Bezout (3.5.8) et le second est un corps valué hensélien (1.8.2).
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Proposition 11.2.20. — 1. Soit I un intervalle de |0, 1] satisfaisant o(I)NI # 0. La
restriction & Y1 induit une équivalente entre Fiby 2 et la catégorie des couples
(&,u) ot & € Fiby, et

v (SD £)|Y¢(1)n1 - éa|<P(I)ﬂI.

2. Il en est de méme pour Fiby o} /,2 si I est un intervalle de [0, 1] contenant 0.

Démonstration. — Remarquons que
n ]0,1[ dans le cas (1)
U (I):{[o 1] dans le cas (2)
neZ , ans le cas (2).
La proposition résulte alors de 11.2.12. O

Exemple 11.2.21. — Fixons p € 0, 1. Les classes d’isomorphisme de fibrés sur Y/p”
s’identifient & I’ensemble quotient

GL (Bips,p))\GLin (Bps),

ou l'action de X € GLy(Bpa,,)) sur A € GL,,(Bq) est donnée par X Ap(X)~!.

,P)

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 11.2.22. — Soient p-Modg la catégorie des modules libres de rang fini
sur l’anneau de Robba munis d’un isomorphisme semi-linéaire et p-Modgr celle des
&' -espaces vectoriels de dimension finie munis d’un isomorphisme semi-linéaire. Il y
a des équivalences

Fiby/ipz AN (p—MOd%
FibYU{O}/LpZ —N—> (p-MOdéﬂT.

Remarque 11.2.23. — Si & € Cohy est muni d’une structure ¢-équivariante alors la
condition (2) de 11.2.5 est satisfaite. On en déduit donc de la méme fagon que dans le
corollaire précédent que Cohy = s’identifie aux couples (M, ) avec M un Z%-module
de type fini et ¢ un isomorphisme semi-linéaire.

Enfin on notera le résultat suivant parfois appelé « le cas facile du théoréme de
Kedlaya ».

Proposition 11.2.24 (Kedlaya [44] prop. 5.11 et coro. 5.12). — Le foncteur de complétion
p-Mod gt — p-Modg

est une équivalence de catégories et donc la classification de Dieudonné-Manin
s’applique a p-Mod g+ .
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Démonstration. — D’aprés la proposition 11.2.15 les objets de p-Mod g+ satisfont a

la descente galoisienne relativement & F |F. Puisqu’il en est de méme pour ¢-Modg
on est ramené a montrer le résultat pour F' algébriquement clos.

Pour A € Q on note &T(\) lisocristal isocline de pente A usuel (defini sur F, en
fait). Soit alors (V,¢) € p-Modgi. On procéde par récurrence sur dimg: (V) afin de
montrer que (V,¢) est somme directe de &T(\), A € Q. Soit A = %, (d,h) =1, la plus
grande pente de Dieudonné-Manin de (YA/, ©). Il existe alors un réseau A C V tel que
©"(A) € @A (Uexistence d'un tel réseau n’a aucun rapport avec la complétude ou
non de &7, cf. la preuve de Dieudonné-Manin donnée dans la section 2 du chapitre VI
de [65]). On peut alors appliquer le lemme 11.2.25 qui suit couplé & I’hypothése de
récurrence pour conclure que (V, ¢) est extension d’un isocristal de la forme @, & ()
par &T(\)", » > 1, avec pour tout i, u; < A. Pour conclure il suffit maintenant de
constater que

Ext (&1 (), £T(\)) = 0

dés que A > pu. Cela se raméne & vérifier que le conoyau de

é"T Id—7~ 4" ng
est nul dés que d > 0 et h > 1 ce qui ne pose pas de probléme. O
Lemme 11.2.25. — Soit A un g+ -module libre de rang fini muni d’un endomorphisme

semi-linéaire . Il y a alors une bijection

A<p=Id ~ ch:ld .

Démonstration. — Soit A € M,,(Cgt) V'inverse de la matrice de ¢ dans une base de A.
Quitte & remplacer cette base (e;); par ([Ae;); avec A € F* tel que |A] < 1 on peut
supposer que A mod 7 € M, (CF). Pour x =3 - o[z,]m" € Us, k € Net p€]0,1[ on
note

I£llx,p = sup |z:lp".

0<i<k
On notera que les semi-normes ||-||,, sont sous-multiplicatives sur Og. Soit maintenant
X € 0% tel que
) p(X) = AX.
Si X = (zi)1<i<n on note | X||x, = sup;<;<y, [|Zillx,,- Remarquons que si f € Opt
vérifie f mod m € Op alors pour p € ]0,1[ suffisemment proche de 0 on a |f|, <1
(regarder le polygone de Newton de f). Choisissons donc py € ]0,1[ tel que A €
M, (Bio,p,]) et pour tout p € [0, po], sup; ;laij|, < 1. Pour tout entier £ > 0, de
légalité (7) on tire que

1X1%,00 = 10X Nlk,p8 < 11X k8-

De cela on déduit par récurrence que pour tout m > 1,

1/q™
[ X1k,p0 < IIXIIk’ng-
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Remarquons maintenant que si f € Og \ 7%10s
. 1/¢™ _ i
i U e = P07

ousi f =3 ,5,lfi]r" alors ig < k est le plus petit indice tel que f;, # 0. On en déduit
aussitot que
sup 1 X[k,p0 < +00

et donc X € B[’(‘) ol dés que p < po. O

11.3. GAGA d’apres Kedlaya-Liu
Via le morphisme de ind-schémas ¢-invariant
lim Spec(B;) — X,
1C]o,1]
il y a un foncteur d’analytification

(_)an . COhX — COhY/LpZ'

Théoreme 11.3.1 (Kedlaya-Liu [47] théo. 8.7.8). — Le foncteur
(=)™ : Cohx — Cohy,z
est une équivalence.
Démonstration. — Le cas des faisceaux cohérents de torsion est immédiat puisque si

y € |Y| s’envoie sur z € |X| via |Y|/¢p? = |X| alors BQ‘Ry = /O\Xw On se rameéne
alors aisément & montrer que

(_)an : Fle i FibY/cpZ

est une équivalence. Commengons par la pleine fidélité. Utilisant les Hom internes on
est ramené a montrer que

HY(X,8) = H(Y/p", &™)

qui par définition est ['(£2")®=1d (cf. notations de la déf. 11.2.2). Soit donc & € Fibx.
Fixons un recouvrement fini
x=Ju

tel que pour tout i, U; = DT (¢;) avec t; € P homogéne non nul et & U
Notons B, ; = B[tfli]"’zId et Be;j = B[%]“O:Id. Apreés avoir fixé des trivialisations

soit trivial.

des (é"|U)Z on obtient un cocycle
Aij € GLn(Be’ij), AijAjk = Ai.

Dés lors
rx, &) = {(X); e [185:] 45, = X }.
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Si I C]0,1] est un intervalle compact on dispose alors d’un recouvrement
(8) Spec(By) = U Spec(BI[tii]).
On a alors &2" = (Mj)r ot M est donné par le cocycle de Cech précédent sur le

recouvrement (8) via les plongements

GLy(Be,ij) C GLa(Br[72]).

tit

Dés lors,

Il s’en suit que

v, 6™ = {(xi e [T lim (BilL]) | AyX; = X,

i 1C]o,1[
et donc
T(Y/?, &) = T(Y,&™m)e=1d
= {(Xi)i € H( lim (BI[%]))w_Id ‘ Ay X; = Xi}~
v IClo,1]
On a

lim (B[1]) C M(Y),
1c]o,1]
le corps des fonctions méromorphes sur Y (sec. 3.5.4). De plus la partie négative du
diviseur d’une telle fonction méromorphe est contenu dans le support du diviseur
de t;. Puisque
B ={feM(Y) |div(f) > 0},
on en déduit que
o=Id
(lm (Bi1])" = Bes
Ic]o,1]

Cela conclut quant a la pleine fidélité.

La surjectivité essentielle résulte du théoréme 11.3.2. En effet, si & = ((Mj)1,¢) €
Fiby /.2 est de rang n et

u: Oy o7 &

alors u est une modification au sens ol son conoyau est un faiceau cohérent de
torsion : pour tout I, M;/u(B7}) est de torsion. Mais se donner une telle modification
p-équivariante est équivalent & se donner une collection de réseaux (Ay)ye|y|,
(B;rR’y)" C A, vérifiant :

— ‘P(Ay) = Ago(y);

— Ay = (B;'Rﬂ)” pour presque tout y mod pZ.
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Cela est équivalent a se donner une collection de réseaux (Ng)ze|x|, 03‘(@ C N,
avec égalité pour presque tout x. Mais cela est encore équivalent & se donner une
modification

O% — F

avec .Z € Fibx. On a alors .#?" = &. O

Pour d € Z notons Oy /,z(d) = Ox (d)™ qui correspond au ¢-module (B, %) €
(p-MOdB.

Théoréme 11.3.2 (Kedlaya). — Soit & € Fiby,,z de rang n. Pour d > 0 il existe un
monomorphisme

qui est donc une modification.

Nous n’allons pas donner la preuve en détails. Le point consiste a construire
suffisamment de sections globales de &(d) pour d > 0. Lorsque E = F (7)) la preuve
est donnée dans le théoréme 4.3 de [36] en suivant un argument de Kedlaya ([44]).
On retrouve cet argument dans la preuve de la proposition 6.2.2 de [47] elle méme
utilisée dans la démonstration du théoréme 6.3.9 de [47].

Remarque 11.3.3. — Le théoréme GAGA 11.3.1 précédent a été démontré en tout
premier dans l'article [22] (théo. 3.5) par I'un des auteurs afin de comprendre le lien
entre les résultats de ce texte et ceux de Kedlaya. La preuve donnée dans [22] de
GAGA n’est cependant pas naturelle. La méthode de démonstration consiste en effet
a vérifier que les deux théorémes de classification des fibrés vectoriels, celui de ce livre
et celui de Kedlaya, coincident via le foncteur d’analytification. La preuve précédente
de Kedlaya et Liu répond a la question posée dans la section 7.5 de [24] (aprés la
proposition 7.14) de donner une démonstration plus naturelle de GAGA.

Remarque 11.3.4. — Réciproquement, la preuve donnée dans le chapitre 8 de ce livre
du théoréme de classification des fibrés s’adapte aussitot pour donner une preuve du
théoréme de Kedlaya de classification des ¢-modules sur Z utilisant les périodes des
groupes p-divisibles (cependant il n’est pas impossible que certains des calculs dans
I’anneau de Robba ZF avec F' sphériquement complet effectués par Kedlaya tels que
ceux de la section 2.6 de [45] puissent s’interpréter en termes de quasi-logarithmes).
Néanmoins le lecteur affuté remarquera qu’afin de disposer de filtrations de Harder-
Narasimhan pour les fibrés sur Y/¢% on a besoin de savoir que ceux-ci sont extensions
successives de fibrés en droites. La seule méthode connue pour démontrer cela est
d’appliquer le théoréme 11.3.2, résultat auquel on ne peut donc pas échapper pour
classifier les p-modules sur Zp.
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11.4. En résumé

On a donc obtenu le diagramme d’équivalence suivant :

Fle ﬁ FlbY/LpZ _ ()O—MOdB e

()0—1\/4[0(134r

si F' alg clos

R

©-Modg F-isocristaux/Spec(Cp /wr).

En partant de la gauche, la premiére fleche horizontale GAGA est induite par le
morphisme de ind-schémas lim Spec(B;) — X. La seconde égalité est donnée par

Icjo,if
compact

le foncteur sections globales qui & (Mj); associe le module projectif lim M;. Les

I
autres fléches sont simplement données par les inclusions BT C B et B C Z.

En termes géométriques I’équivalence
@-Modp+ — p-Modp

lorsque F' est algébriquement clos signifie que tout fibré ¢-équivariant sur Y s’étend
canoniquement en un fibré p-équivariant sur « Y U{| - |; = 1} ». Comme remarqué
précédemment (rem. 11.1.10) ce foncteur extension canonique n’est pas un foncteur
exact.

Remarque 11.4.1. — 1l résulte donc du théoréme de classification des fibrés que si
(M, ) € p-Modp avec F algébriquement clos alors le module projectif M est un
B-module libre. Il n’y a pas de raison pour que ce soit le cas pour F parfait quelconque.
Remarquons de plus qu’en général les B-modules projectifs ne sont pas libres (i.e. tout
fibré sur Y est trivial) méme si F' est algébriquement clos bien que ce soit probablement
le cas lorsque F' est sphériquement complet.

En toute généralité le foncteur
p-Mod gt — ¢-Modg

est essentiellement surjectif. C’est une conséquence du fait que la filtration de Harder-
Narasimhan est scindée (9.4.1) et du théoréme de classification 9.4.3 couplé a la
proposition 11.2.24. Cepdendant ce n’est pas une équivalence de catégories. Bien str
le foncteur précédent n’est pas pleinement fidéle. En termes géométriques, tout fibré
p-équivariant sur Y s’étend de fagon non-canonique en un fibré ¢-équivariant sur
«Y U{0} ».

Spécialisons nous maintenant en pente de Harder-Narasimhan A\ € Q. Alors,

isoc.,— A ~ SS.,A
p-Mod ¢ — ¢-Mod,

est une équivalence o le membre de gauche est formé des isocristaux isoclines de
pente —\ au sens de Dieudonné-Manin et celui de droite des fibrés semi-stables de
pentes A au sens de Harder-Narasimhan.
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11.5. Le théoréme de Berger

Supposons maintenant que K|Q, est un corps local & corps résiduel parfait dont
on fixe une cloture algébrique K. Soit Ko = K((p=)|K. Notons I' = Gal(K|K),
un sous-groupe ouvert de Z, et K oo le corps des normes non parfait tel qu’introduit
dans [64], un corps local de caractéristique positive. Rappelons que ’on a alors

R, = (R)
Considérons I'anneau de Robba « classique » % et la catégorie associée de
(¢, T)-modules
(ga, F)—l\/[od@goo .
D’apreés le théoréme principal de [11] on peut décompléter la complétion de K ;o/ P en
utilisant ’action de I' grace & des traces & la Tate pour obtenir une équivalence

(¢, I)-Modgz = (¢, I‘)—Modf{go

De cela et du théoréme GAGA on déduit le théoréme suivant de Berger (qui est
exprimé en termes de B-paires dans [4]).

Théoréme 11.5.1 (Berger [4]). — Il y a équivalence de catégories entre (o,T')-Modg_

et fibrés I'-équivariants sur XI?ZO'

On remarquera que puisqu’il existe des représentations p-adiques non surconver-
gentes de Gal(K|Ko,), 'action de T est essentielle dans le théoréme précédent et le
foncteur

¢_M0d%%w — Fib Xzy

n’est pas essentiellement surjectif.
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