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COURBES ET FIBRÉS VECTORIELS
EN THÉORIE DE HODGE p-ADIQUE

par Laurent FARGUES & Jean-Marc FONTAINE
Préface par Pierre COLMEZ

Résumé. — Ce travail est consacré à la découverte, la définition et l’étude de la
courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique. On prend pour cela le point de
vue de définir et d’étudier les différents anneaux de périodes p-adiques comme anneaux
de fonctions holomorphes de la variable p. L’étude de ces anneaux nous permet de
définir la courbe. On classifie ensuite les fibrés vectoriels sur celle-ci, un théorème
qui généralise en quelque sortes le théorème de classification des fibrés vectoriels sur
la droite projective. Comme application on redémontre géométriquement les deux
théorèmes principaux de la théorie de Hodge p-adique : faiblement admissible implique
admissible et de Rham implique potentiellement semi-stable.

Abstract. (Curves and vector bundles in p-adic Hodge theory) — This work is dedicated
to the discovery, the definition, and the study of the fundamental curve in p-adic Hodge
theory. For this we take the point of view to define and study the p-adic period rings
as rings of holomorphic functions of the variable p. We then classify the vector bundles
on the curve, a theorem that generalizes in some sense the classification theorem of
vector bundles on the projective line. As an application we give geometric proofs of
the two main theorems in p-adic Hodge theory : weakly admissible implies admissible,
and de Rham implies potentially semi-stable.
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PRÉFACE PAR PIERRE COLMEZ :
LA COURBE DE FARGUES ET FONTAINE

La courbe de Fargues-Fontaine a changé la manière dont on pense à la théorie
de Hodge p-adique(1) en introduisant des idées géométriques là où il n’y avait
que de l’algèbre semi-linéaire : beaucoup de catégories apparaissant dans la
théorie(2) comme les ϕ-modules ou les (ϕ,Γ)-modules sur l’anneau de Robba et
ses variantes, les B-paires, les Espaces de Banach de Dimension finie(3) ou les presque
Cp-représentations sont étroitement liées à la catégorie des fibrés sur cette courbe ce
qui explique, en grande partie, leurs bonnes propriétés. J’ai eu le privilège d’assister
à la naissance de cette courbe et je suis heureux de pouvoir raconter cette histoire.
Pour confirmer mes souvenirs de ces évènements remontant à plus de 7 ans, j’ai
relu les courriels que nous avions échangés à l’époque ainsi que les nouvelles que je
transmettais à Wiesława Nizioł ; j’ai inclus certains des passages les plus significatifs
de ces messages.

1. L’anneau Be

1.1. Be est principal ! — Le premier acte se passe en juillet 2009, dans le train qui
nous ramenait de Roscoff à Morlaix. Nous étions tous les trois, Fargues, Fontaine et
moi, et Fontaine nous déclare : « j’ai regardé l’article de Berger sur les B-paires, et il
prétend que l’anneau Be est de Bézout(4) ; ça ne peut pas être vrai ; il faut que je lui
écrive ». J’étais un peu embêté pour Berger mais, heureusement, le lendemain(5) :

(1) Que cette courbe introduise un point de vue intéressant est devenu indubitable avec la preuve [FF,
§ 10.5] de la conjecture « faiblement admissible implique admissible » esquissée au § 5.2 de cette
préface, mais ce qui a suivi, à savoir la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [17,
19, 20, 21, 52], est assez inattendu et totalement fascinant.
(2) Tous ces objets sont définis au chap. 2 : les B-paires (no 2.5.8), les ϕ-modules (no 2.5.3) ou les
(ϕ,Γ)-modules (no 2.5.4) sur l’anneau de Robba sont en équivalence de catégories avec la catégorie
des fibrés (équivariants) sur la courbe de Fargues-Fontaine (th. 4.7, rem. 4.9 et 5.10). Ce n’est pas
le cas des Espaces de Banach de Dimension finie ou des presque C-représentations, mais on pourra
consulter [43] pour le lien entre ces catégories et celle des fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine.
(3) Connus aussi sous le nom d’espaces de Banach-Colmez.
(4) Il s’agit de [4, prop. 1,1,9] ; l’anneau Be est l’anneau Bϕ=1

cris .
(5) Extrait d’un message au sujet de la soutenance proche de la thèse de son étudiant Jérome Plût,
thèse soutenue le 29/09/2009, devant le jury composé de P. Elbaz-Vincent, L. Fargues, J-M. Fontaine,
E. Ullmo, J-P. Wintenberger et moi-même.
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Fontaine → Colmez, Fargues, Wintenberger samedi 18/07/2009

[...] Par ailleurs, j’ai dit à Pierre dans le train hier que je ne croyais pas que l’anneau
Be était de Bézout, comme l’affirme Berger. En fait, l’argument que je donnais est
canulé, je me suis fait avoir par l’analogie trompeuse avec l’anneau des polynômes
en une variable à coefficients dans C dont le terme constant est dans Qp. La preuve
de Berger repose sur un résultat de Kedlaya et j’y crois. En fait, me semble-t-il, non
seulement Be est de Bézout, mais il est principal ! C’est un exercice(6) une fois que l’on
sait qu’il est de Bézout.

1.2. Anneaux de Fontaine. — Avant de continuer, rappelons la définition de l’anneau
Be et des anneaux Ainf , Bcris, BdR de Fontaine.

Soient k un corps parfait de caractéristique p, K0 = W (k)[ 1
p ] le corps de

caractéristique 0, complet, non ramifié, de corps résiduel k, K une extension finie
totalement ramifiée de K0, K une clôture algébrique de K, GK = Gal(K/K) et C le
complété de K, ce qui fait de C un corps algébriquement clos, complet pour vp, dont
le corps résiduel kC est une clôture algébrique de k. (Si k = Fp, on a K0 = Qp et
C = Cp ; on ne perd pas grand-chose à supposer que l’on est dans cette situation.)

Soit(7)

C[ = {x = (x(n))n∈N, x
(n) ∈ C, (x(n+1))p = x(n), ∀n ∈ N}.

On munit C[ des lois + et · définies par :

(x(n)) + (y(n)) = (s(n)), avec s(n) = lim
k→+∞

(x(n+k) + y(n+k))p
k

,

(x(n)) · (y(n)) = (x(n)y(n))

Si x = (x(n)) ∈ C[, soit x] = x(0), et si x ∈ C, on note x[ n’importe quel élément
de C[ tel que (x[)] = x (et donc x[ n’est bien déterminé qu’à εZp près, où ε =

(1, ζp, . . . ) et ζp est une racine primitive p-ième de l’unité ; cela est source de bien
des complications). Alors C[ est un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation vC[(x) = vp(x

]), de corps résiduel kC[ = kC .
Soit Ainf = W (OC[), l’anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans OC[ . Si

x ∈ OC[ , notons [x] son représentant de Teichmüller. Tout élément de Ainf peut
s’écrire, de manière unique, sous la forme

∑
k∈N pk[xk], où les xk sont des éléments

arbitraires de OC[ . Par fonctorialité des vecteurs de Witt, Ainf est muni d’un frobenius
ϕ donné par ϕ(

∑
k∈N pk[xk]) =

∑
k∈N pk[xpk], et d’une action de GK commutant à ϕ.

On définit θ : Ainf → OC par

θ(
∑
k∈N

pk[xk]) =
∑
k∈N

pkx]k.

(6) Effectivement ! Cf. note 8.
(7) La construction C 7→ C[ est une vieille construction de Fontaine [25], et s’applique à n’importe
quelle algèbre munie d’une topologie plus faible que celle définie par la valuation p-adique. Les
notations sont celles de Scholze [51] qui a globalisé cette construction en introduisant les espaces
perfectoïdes ; dans la terminologie de Scholze, cette opération s’appelle le basculement (tilting), et
C[ est le basculé de C en caractéristique p.
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Alors θ : Ainf → OC est un morphisme surjectif d’anneaux dont le noyau est engendré
par (p− [p[]) ([23, prop. 2.4]).

Soit B+
dR = lim

←−
(Ainf [

1
p ]/(p−[p[])k). C’est un anneau de valuation discrète, de corps

résiduel C, contenant le complété Acris de Ainf [
(p−[p[])k

k! , k ∈ N] pour la topologie
p-adique. L’action de GK s’étend à tous ces anneaux et, si on pose

t = log[ε] = −
∑
k≥1

(1−[ε])k

k ,

alors t ∈ Acris est une uniformisante de B+
dR, et σ(t) = χ(σ)t, où χ : GK → Z∗p est le

caractère cyclotomique, ce qui fait de t un analogue p-adique de 2iπ.
Le frobenius ϕ s’étend par continuité à Acris, et ϕ(t) = pt. L’action de ϕ s’étend

donc au sous-anneau Bcris = Acris[
1
t ] de BdR = B+

dR[ 1
t ], et on note Be le sous-anneau

Bϕ=1
cris . L’inclusion de Be dans BdR induit alors la suite exacte fondamentale [25] :

0→ Qp → Be → BdR/B
+
dR → 0.

Comme BdR est muni de la filtration par les puissances de t (i.e. FiliBdR = tiB+
dR),

ceci munit Be d’une filtration(8) et l’algèbre graduée associée est Qp ⊕ 1
tC[ 1

t ].

1.3. Questions sur Be. — Le message de Fontaine a été suivi, le lendemain, d’un
message intitulé « Devoirs de vacances » avec les mêmes destinataires.

Fontaine → Colmez, Fargues, Wintenberger dimanche 19/07/2009

Cet anneau Be est trop rigolo. Comme il est principal et B∗e = Q∗p, les idéaux non
nuls de Be correspondent bijectivement aux Qp-droites de Be (prendre l’idéal engendré
par un élément non nul de la droite). On a une fonction degré sur Be (le degré d’un
élément non nul b est le plus petit entier m ≥ 0 tel que b est dans Fil−mBdR) donc
aussi sur les idéaux. Si I est un idéal de degré m, le Qp-espace vectoriel sous-jacent
a une structure d’espace de Banach-Colmez de dimension m et de hauteur 0, mais ce
n’est pas clair qu’il est « constructible », ni que la multiplication est analytique (il me
semble que si quand même).

Les idéaux de degré 1 sont tous maximaux.

Question 1 : Soit I un idéal de degré 1 de Be. Le corps F = Be/I est-il isomorphe à C ?
C’est assez concret : si je choisis un générateur t de Zp(1) et un générateur b0 de I,

je peux écrire b0 = b/t avec b dans(9) U et j’ai une suite exacte de Qp-espaces vectoriels
0→ Qp → U → F → 0 (où 1 s’envoie sur b et u sur l’image c(u) de u/t).

La multiplication s’obtient ainsi : si u et v sont dans U , il existe toujours un x
dans U tel que θ(u)θ(v) = θ(b)θ(x). Alors (uv − bx)/t appartient à U et c(u)c(v) =
c((uv − bx)/t).

Si vous y voyez quelque chose, je veux voir aussi !

(8) Et d’une fonction degré : si x ∈ Be, le degré deg x de x est le plus petit entier d tel que
x ∈ t−dB+

dR. On a deg xy = deg x + deg y, et x est inversible dans Be si et seulement si deg x = 0.
Maintenant, si on sait que Be est de Bézout, l’existence de cette fonction degré implique que Be est
principal : si I est un idéal, et si a est un élément de I, de degré minimal, alors a est un générateur
de l’idéal principal (a, b) pour tout b ∈ I, et donc a est un générateur de I.
(9) U = (B+

cris)
ϕ=p, où B+

cris = Acris[
1
p

].
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Question 2 : L’anneau Be ressemble beaucoup à un anneau de polynômes à coefficients
dans le corps algébriquement clos C. Est-ce que les éléments irréductibles sont tous
de degré 1 ? Par exemple, un élément de degré 2 peut-il s’écrire comme un produit de
deux éléments de degré 1 ?

C’est difficile d’y croire, mais c’est encore plus difficile de ne pas y croire !

Question 3 : Si la réponse aux questions 1 et 2 est « oui », montrer que, pour tout
idéal non nul I de Be, le quotient Be/I est un anneau de Banach-Colmez (i.e. la
multiplication est analytique) effectif et est isomorphe à(10) Bm1 × Bm2 × · · · × Bmd ,
pour m1,m2, . . . ,md des entiers convenables (bien sûr, en tant qu’algèbre abstraite,
Bm est isomorphe à C[t]/(tm), mais pas en tant que Banach-Colmez).

Le simple fait d’avoir écrit ce que je viens me convainc que la réponse à ces questions
doit être « oui » et que la preuve ne doit pas être si dure. Soit cela sort tout seul de
l’étude du gros corps gauche(11) de Pierre, soit cela résulte de ce qu’il ne devrait pas y
avoir d’autre corps de Banach-Colmez que Qp et C. Cependant, il semble peu probable
que l’isomorphisme de C sur Be/I soit canonique !

Nous avons probablement discuté de ces questions avec Fontaine début août, lors
d’une conférence à Loen (Norvège), mais je n’ai pas souvenir que nous ayons fait quel
que progrès que ce soit(12), et j’ai dû écrire à Fontaine, un peu plus tard, que j’avais
une preuve « simple », sans utiliser le théorème de Kedlaya, de la principalité de Be,
ce qui m’a valu la réponse suivante.

Fontaine → Colmez samedi 25/08/2009

Je me suis effectivement convaincu que je savais prouver que Be est principal sans
me servir de Kedlaya, mais outre l’argument de degré que je t’ai vendu, je me sers du
lemme fondamental(13) (en dimension 2 semble suffire). Je ne vois pas bien comment tu
pourrais éviter un argument de ce genre (j’ai une application Qp-linéaire « analytique »
de Cp dans Cp/V (où V est de dimension 2 sur Qp) et je veux montrer que le noyau
n’est pas nul). Le fait que Be est principal est un résultat profond. Il me semble (il
me reste des détails à vérifier et mon cerveau déconne) que l’on en déduit avec un
argument Harder-Narasimhan que faiblement admissible implique admissible, ce qui
est la plus jolie preuve que je connais... si ça marche. Et pourquoi pas aussi de Rham
implique pst (je n’y ai pas encore réfléchi). En plus cela devrait expliquer la différence
entre faiblement admissible et admissible dans le cas où la valuation n’est pas discrète.
Il faut jouer avec des objets que j’avais essayé de vendre à Plût et qui est une variante
sans action de Galois des « B-paires » de Berger. Du coup cela devrait très bien à la
fois expliquer les trucs de Berger et se mélanger avec ce dont on discutait ces derniers

(10) Bm = B+
dR/t

m.
(11) Il s’agit du corps C du no 2.2.1.
(12) Disons tout de suite que la réponse à la première est « non » (cf. [39], et aussi [44, th.2] qui
implique le résultat), la réponse à la seconde est « oui » et la réponse à la troisième est « non » à
cause du « non » à la question 1, mais devient « oui » si on modifie la question en tenant compte de
ce problème (cf. rem. 3.14 (i) pour la question 2, et rem. 3.14 (iii) pour la question 3).
(13) Cf. rem 2.7. Ma preuve « simple » utilisait les mêmes arguments si j’en crois mes notes d’un
exposé « Vector bundles on a strange curve » sur les travaux de Fargues et Fontaine que j’ai donné
au Tata Institute en juillet 2010, mais elle comporte un trou (cf. no 2.3.3), et peut-être n’avions nous
de preuve ni l’un ni l’autre à ce moment-là.
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1. L’ANNEAU Be 5

temps. Je suis un peu tenté de raconter une partie de cela dans mon cours à Trieste la
semaine prochaine mais c’est sans doute un peu prématuré [...]

1.4. La courbe. — Le second acte se passe à Trieste, lors d’une école d’été organisée
par l’ICTP du 31 août au 18 septembre 2009 : deux semaines de cours suivies par
une semaine de conférences. À côté de la résidence où nous étions logés se trouvait un
petit restaurant avec une terrasse très agréable, des petits calamars délicieux, du vin
local fort sympathique, et la grappa du patron. Nous avons passé de longues soirées
sur cette terrasse à discuter de mathématiques.

Je suis arrivé le dimanche 6 septembre tard dans la soirée ; Fontaine était là depuis le
début car il avait fait un cours la première semaine, et Fargues était arrivé le samedi.
Le lundi matin, je les croise l’un après l’autre, très excités : ils avaient découvert
La Courbe dans la nuit de samedi à dimanche, après un diner au petit(14) restaurant :
manifestement, la conversation avait porté sur la catégorie des B-paires, en particulier
sur le fait qu’elle ressemblait fort à une catégorie de fibrés sur une courbe projective du
fait de l’existence de filtrations de Harder-Narasimhan. Si on commence à réfléchir en
ces termes, il y a une courbe affine « naturelle » qui vient à l’esprit(15), à savoir Spec Be

vu qu’une B-paire fait intervenir un Be-module libre et que Be est de dimension 1

puisque c’est un anneau principal, mais une courbe projective ? Mystère, mais :

Fargues → Colmez, Fontaine dimanche 06/09/2009, 02:26

Suite à une conversation hier soir à Trieste avec Jean-Marc je me suis mis à penser à
la catégorie introduite par Jean-Marc et je suis tombé sur la chose suivante (cf. fichier
attachement). Je n’ose pas penser qu’une telle monstruosité existe (ceci dit on aurait
pu dire de même pour le fait que Be soit principal).

Voici le contenu du fichier envoyé par Fargues :

(14) Il est possible que la courbe n’aurait jamais vu le jour sans ce petit restaurant : après tout,
on obtient déjà une jolie théorie en utilisant seulement les propriétés de Be ; c’était d’ailleurs l’idée
initiale de Fontaine (le programme esquissé ci-dessous était très optimiste !).

Fontaine → Colmez vendredi 28/08/2009

Concernant cette histoire de Be principal ⇒ (faibl. adm. ⇒ adm.), je n’ai plus aucun doute,
tout est d’une simplicité biblique et Berger n’en n’est pas passé loin puisqu’après avoir introduit
les «B-paires » avec une définition des morphismes qui l’empêche de travailler avec, il fabrique
un théorème de comparaison avec les (ϕ,Γ)-modules et déduit de Kedlaya que (faibl. adm.
⇒ adm.), alors que c’est complètement immédiat. En fait, il me semble qu’on doit pouvoir
retrouver Kedlaya comme cela, probablement aussi, avec une variante de ce jeu les trucs de
Kisin sur les modules à la Breuil (tout comme ceux de Berger avec les modules de Wach),
refaire plus simplement les Banach-Colmez, comprendre pourquoi (faibl. adm. ⇒ adm.) est
faux quand la valuation n’est plus discrète, etc, etc... et retrouver aussi bien sûr une nouvelle
preuve de deRham ⇒ pst.

(15) Personnellement, 7 ans plus tard, je suis encore stupéfait que l’on puisse penser à considérer
le spectre d’un anneau comme Be ou Ainf : ces anneaux n’ont vraiment pas l’air d’avoir un lien
raisonnable avec la géométrie.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



6 PRÉFACE

La courbe étrange (et les fibrés sur celle-ci)

Soient k un corps et X une courbe projective lisse sur k géométriquement connexe.
On fixe un point x ∈ X. Soit U = X \ {x}, un ouvert affine de X. Je pose A =
OX,x, B = Γ(U, OU ) et K = k(X), le corps des fonctions rationnelles sur X. On a le
dictionnaire suivant :

k ←→ Qp, A←→ B+
dR, B ←→ Be, K ←→ BdR.

En effet, A est un anneau de valuation discrète comme B+
dR . De plus B est un anneau

de Dedekind comme Be (si on veut, on peut prendre X = P1 pour avoir B principal
comme Be). Il y a de plus des plongements canoniques

A ↪→ K ←↩ B.

On a la propriété
A ∩B = Γ(X, OX) = k,

analogue de
B+

dR ∩Be = Qp.

On a de plus
B× = Γ(U, OU )× = k×

car si f ∈ Γ(U, OU )×, alors div(f) = m[x] pour un entier m ∈ Z, mais deg(div(f)) =
0 ⇒ m = 0, et donc f ∈ Γ(X, OK)× = k× . Cela est bien sûr l’analogue de l’égalité
B×e = Q×p .

Soient I(A), resp. I(B), le groupe des idéaux fractionnaires de A, resp. B, par
exemple I(B) consiste en les couples (E , s) formés d’un fibré en droites E sur U et
d’une section rationelle s de E au point générique de U . Il y a alors deux fonctions
additives degré sur I(A) et I(B) données par les valuations.

La catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente à celle des triplets (M,F , ι)
où :

– M est un A-module libre de rang fini i.e. un germe de fibrés au voisinage de x,
– F est un fibré vectoriel sur U ou encore un B-module projectif de type fini

N = Γ(U,F ),
– ι : M ⊗A K ∼= Fη = N ⊗B K,

et de plus la filtration de Harder-Narasimhan des fibrés vectoriels sur X est obtenue
grâce aux fonctions degrés sur I(A) et I(B).

Là on pourrait se dire que la catégorie de Harder-Narasimhan introduite
par Jean-Marc est donc l’analogue de la catégorie des fibrés sur une courbe
« X = Spec(B+

dR)
∐

Spec(BdR) Spec(Be) » mais c’est un peu différent car Frac(Be) et
Frac(B+

dR) sont différents.
Qu’à cela ne tienne : on a le résultat élémentaire suivant (dû à Beauville-Laszlo

et qui est à la base de l’uniformisation du champ des fibrés sur une courbe par les
Grassmaniennes affines) qui est un exercice de descente fpqc. Le résultat est que l’on
peut remplacer OX,x par ÔX,x. Plus précisément, la catégorie des fibrés vectoriels sur
X est équivalente à la catégorie des triplets (M,N, ι) où :

– M est un Â-module libre de rang fini,
– N est un B-module projectif de type fini,
– ι : M ⊗Â Frac(Â) ∼= N ⊗B Frac(Â),
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où je ferais remarquer que si x est un point k-rationnel alors ÔX,x = k[[t]] qui ressemble
beaucoup plus à B+

dR que OX,x qui n’était pas complet... (d’ailleurs ce n’est pas pour
rien que j’ai noté t l’uniformisante en x).

Voici donc la question finale : peut-on constuire un schéma régulierX de dimension 1
sur Spec(Qp) (il ne sera bien sûr pas de type fini), muni d’un point C-rationnel x ∈
X(C) (point donné par l’application θ, qui ne sera pas un point Qp-rationnel), d’un
isomorphisme ÔX,x ∼= B+

dR et d’un isomorphisme Γ(X \ {x}, OX) ∼= Be ? Si c’est le cas
on peut définir des filtrations de Harder-Narasimhan sur les fibrés vectoriels sur X
et on obtient une équivalence de catégories de Harder-Narasimhan avec la catégorie
construite par Jean-Marc.

En tous cas si la courbe étrange X n’existe pas, la catégorie des fibrés vectoriels
sur celle-ci existe bien ! Si la courbe étrange X existe le mot étrange est faible pour
la décrire, il faudrait un terme encore plus fort qu’étrange, je n’ose pas imaginer une
telle monstruosité...

Au moment même où Fargues écrivait son message, Fontaine réalisait que l’on
pouvait parfaitement donner un sens à Spec(B+

dR)
∐

Spec(BdR) Spec(Be), et donc
obtenir une courbe complète de cette manière : si on pose Xe = Spec(Be) et
X = Xe ∪ {∞} avec la topologie évidente, il suffit de définir le faisceau OX par :

Γ(U, OX) =

{
Γ(U, OXe) si U ⊂ Xe,
{b ∈ Γ(U ∩Xe), deg b ≥ 0} si ∞ ∈ U .

Il s’est ensuite rendu compte que l’on pouvait même obtenir X comme une courbe
projective : pour construire une courbe projective, il faut une algèbre graduée, et
comme Be = B+

cris[
1
t ]
ϕ=1 et ϕ(t) = pt, il y a une algèbre graduée naturelle P à

considérer, à savoir,

P =
⊕
n∈N

(B+
cris)

ϕ=pn .

Poser

X = ProjP

définit une « variété projective » d’un genre un peu bizarre puisque son corps des
constantes est Qp et que le corps résiduel en t = 0 est C, et donc n’est pas de degré
fini sur Qp. L’ouvert affine t 6= 0 n’est autre que Spec Be, et donc X est une courbe
puisque Be est principal.

Quand je suis arrivé, on disposait donc de la courbe et d’une description de ses
fibrés. Les soirées suivantes ont été largement consacrées à la courbe et aux propriétés
de Be, en particulier aux questions posées par Fontaine dans son courriel « Devoirs
de vacances ».
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Colmez → Nizioł Mardi 08/09/2009

[...] Fontaine est surexcité au sujet de Be, et n’arrête pas de trouver de nouveaux
résultats que Fargues s’empresse de traduire en termes de fibrés vectoriels sur P1 (on
aboutit à des objets franchement étranges en regardant Spec Be). [...]

Une piste que nous avons contemplée pour répondre à ces questions consistait à faire
agir le groupe des automorphismes de C[. Si ce groupe avait eu la bonne idée d’opérer
transitivement sur l’idéal maximal mC[ de OC[ , alors il aurait opéré transitivement
sur les éléments de (B+

cris)
ϕ=p car un tel élément est de la forme log[1 + x], avec

x ∈ mC[ , et la réponse à la question 1 aurait été « oui ». Notons que, si C[ avait
le bon goût d’être maximalement complet, alors Aut(C[) opérerait transitivement
sur mC[ . Malheureusement, C[ n’est pas maximalement complet... Cela suggère qu’il
peut être profitable de remplacer C par une clôture maximalement complète (C[ est
alors aussi maximalement complet), car alors l’action de Aut(C[) sur les points de X
induit une bijection |X| ∼= Aut(C[)/(Aut(C)× ϕZ).

2. Représentations de GK et objets dérivés

Avant de passer aux travaux de Fargues et Fontaine, je vais essayer de décrire les
objets qui sont apparus dans les courriels du chapitre précédent, et la manière dont
ils sont utilisés pour prouver les conjectures « fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » de Fontaine.
Disons tout de suite que les preuves de « fa ⇒ a » sont relativement directes, alors
que celles de « dR ⇒ pst » comportent trois étapes, dont deux utilisent des apports
extérieurs :
• L’étape 1 consiste à faire le chemin inverse de ce que l’on fait pour « fa ⇒ a ».
• L’étape 2 traite les objets « isoclines », et utilise un résultat extérieur : le théorème

de Sen [53] ou celui de Tsuzuki [55] rappelés ci-dessous (th. 2.4 et 2.44, la théorie des
(ϕ,Γ)-modules permet de passer de l’un à l’autre [3, § 5.6]).
• L’étape 3 est une récurrence et demande un résultat plus ou moins facile selon le

contexte, disant qu’un objet de Rham, extension d’objets semi-stables, est semi-stable
(i.e. H1

g = H1
st).

2.1. Les conjectures

2.1.1. Les anneaux B̃+
rig et B̃+

log. — L’énoncé originel des conjectures « fa ⇒ a » et
« dR ⇒ pst » fait intervenir l’anneau Bst = Bcris[u], avec u = log[p[]. Mais tous
les objets jouant un rôle vivent dans des sous-espaces de dimension finie, stables
par ϕ. On peut donc remplacer Bcris et Bst par les anneaux B̃+

rig[ 1
t ] et B̃+

log[ 1
t ], où

B̃+
rig =

⋂
n∈N ϕn(Acris[

1
p ]) et B̃+

log = B̃+
rig[u] : ces anneaux sont plus proches de ceux

utilisés dans les preuves, et on a encore Be = (B̃+
rig[ 1

t ])
ϕ=1.

On étend les actions de ϕ et GK sur B̃+
rig[ 1

t ] à B̃+
log[ 1

t ], et on munit B̃log[ 1
t ] d’un

opérateur N « de monodromie », en posant

ϕ(u) = pu, σ(u) = u+ log[σ(p[)/p[], N = − d
du .
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Alors Nϕ = pϕN , et GK commute à ϕ et N .
On fabrique un morphisme GK-équivariant de B̃+

log[ 1
t ] dans BdR, prolongeant

l’inclusion B̃+
rig[ 1

t ] ⊂ Bcris ⊂ BdR, en envoyant u sur log( [p[]
p ) (la série définissant

log( [p[]
p ) converge car θ( [p[]

p ) = 1). Ce morphisme induit une injection K ⊗K0

B̃+
log[ 1

t ] ↪→ BdR ; (cf. [25, th. 4.2.4]).

2.1.2. Faiblement admissible implique admissible. — Un (ϕ,N)-module filtré sur K
est la donnée de :
• un (ϕ,N)-module D sur K0, i.e. un K0-espace vectoriel D de dimension finie,

muni d’une action semi-linéaire bijective d’un frobenius ϕ et d’un opérateur N

vérifiant Nϕ = pϕN ,
• une structure de K-module filtré sur DK = K⊗D, i.e. une filtration décroissante

sur DK par des sous-K-espaces vectoriels Di
K , pour i ∈ Z, avec Di

K = DK si i � 0

et Di
K = 0 si i� 0.

Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, le rang rg(D) de D est la dimension de D
sur K0. Si D est de rang 1, on définit le degré deg(D) de D par la formule

deg(D) = tN (D)− tH(D),

où tN (D) et tH(D) sont définis en choisissant une base e de D sur K0 :
• il existe λ ∈ K∗0 tel que ϕ(e) = λe, et on pose tN (D) = vp(λ) ;
• il existe i ∈ Z, unique, tel que e ∈ Di

K −D
i+1
K , et on pose tH(D) = i.

Si D est de rang r ≥ 2, alors detD =
∧r

D est de rang 1, et on définit le degré
de D par

deg(D) = deg(detD) = tN (D)− tH(D),

tN (D) = tN (det(D)), tH(D) = tH(detD) =
∑
i∈Z

idimK D
i
K/D

i+1
K .

Munie des fonctions rang et degré, la catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés surK est une
⊗-catégorie de Harder-Narasimhan. Si on définit la pente µ(D) d’un (ϕ,N)-module
filtré non nul D par la formule µ(D) = deg(D)

rg(D) ∈ R, cela a pour conséquence
l’existence, sur tout D, d’une filtration canonique 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D

(la filtration de Harder-Narasimhan), strictement croissante, telle que Di/Di−1 soit
semi-stable pour tout i = 1, . . . , r (ce qui signifie que µ(D′) ≤ µ(Di/Di−1) pour tout
sous-objet strict D′ de Di/Di−1) et telle que la suite des pentes µ(Di/Di−1) soit
strictement décroissante.

Un (ϕ,N)-module filtré sur K est dit faiblement admissible s’il est semi-stable de
pente 0 (c’est une reformulation [16] de la notion originelle [22]).

Si D est un (ϕ,N)-module filtré surK, on définit une représentation Vst(D) de GK
par :

Vst(D) = Ker
[
(B̃+

log[ 1
t ]⊗K0

D)N=0,ϕ=1 → (BdR ⊗K DK)/Fil0
]
,

et on dit que D est admissible si dimQp
Vst(D) = rg(D).
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Conjecture 2.1 (« fa⇒ a », [26, conj. 5.4.4]). — Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) D est faiblement admissible.
(ii) D est admissible.

2.1.3. De Rham implique potentiellement semi-stable. — Si V est une représentation
de GK , on associe à V les invariants :

Dst(V ) = (B̃+
log[ 1

t ]⊗ V )GK , Dpst(V ) = lim−→
[L:K]<∞

(B̃+
log[ 1

t ]⊗ V )GL , DdR(V ) = (BdR ⊗ V )GK .

• Dst(V ) est un (ϕ,N)-module sur K0, de dimension ≤ dimV , et on dit que V est
semi-stable (ou log-cristalline) s’il y a égalité.
• Dpst(V ) est un (ϕ,N)-module sur Knr

0 , muni d’une action lisse de GK (l’inertie
agit à travers un quotient fini), de dimension ≤ dimV , et on dit que V est
potentiellement semi-stable (ou potentiellement log-cristalline) s’il y a égalité.
• DdR(V ) est un K-module filtré, de dimension ≤ dimV , et on dit que V

est de de Rham s’il y a égalité. Si V est de de Rham et si i est un entier, alors
dimK(D−idR(V )/D1−i

dR (V )) est la multiplicité de i comme poids (de Hodge-Tate) de V
et on dit que i est un poids de V si cette multiplicité est non nulle.

On a de plus des injections naturelles

K ⊗K0
Dst(V ) ⊂

(
K ⊗Knr

0
Dpst(V )

)GK ⊂ DdR(V )

dont on tire les implications
semi-stable ⇒ potentiellement semi-stable ⇒ de Rham

Conjecture 2.2 (« dR⇒ pst », [26, no 6.2.2]). — Si V est une représentation de GK , les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V est de de Rham.
(ii) V est potentiellement semi-stable.

Remarque 2.3. — Si V est semi-stable, le (ϕ,N)-module Dst(V ) est filtré sur K grâce
à l’isomorphisme K ⊗K0 Dst(V ) = DdR(V ), et le (ϕ,N)-module filtré ainsi obtenu
est admissible. De plus, V est naturellement isomorphe à Vst(Dst(V )).

Si D est un (ϕ,N)-module filtré admissible, alors Vst(D) est semi-stable et D est
naturellement isomorphe à Dst(Vst(V )).

Les conjectures « fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » fournissent donc une description
complète de la catégorie des représentations de de Rham, en termes d’objets provenant
de l’algèbre semi-linéaire.

Un des premiers résultats relatifs à cette conjecture est la traduction suivante d’un
théorème de Sen [53] :

Théorème 2.4. — Si V est une représentation de GK , les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) V est de de Rham, à poids de Hodge-Tate tous nuls (i.e. B+
dR⊗V ∼= (B+

dR)dimV ).
(ii) L’inertie agit à travers un quotient fini.
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Elles impliquent V potentiellement non ramifiée (et potentiellement semi-stable).

2.2. Le lemme fondamental

2.2.1. Le corps C . — Soient ÕC{T} le complété p-adique de la clôture intégrale de
OC{T} = {

∑
n≥0 anT

n, an ∈ OC , an → 0} dans une clôture algébrique de son corps

des fractions, et C̃{T} = ÕC{T}[ 1
p ]. On munit C̃{T} de la norme spectrale, ce qui

en fait une algèbre de Banach. L’espace Spm(C̃{T}) est un revêtement profini de la
boule unité fermée B = Spm(OC{T}[ 1

p ]), et on voit les éléments de C̃{T} comme des
fonctions multivaluées sur B.

On fixe 0̃ ∈ Spm(C̃{T}) au-dessus de 0. On appelle correspondance analytique
additive de rang fini, un élément f de C̃{T} tel que :

• f(0̃) = 0 (et donc 0 ∈ {f(0)})
• {f(x+ y)} − {f(x)} − {f(y)} est(16) inclus dans un Zp-module de rang fini ne

dépendant pas de x et y.
Le graphe Γ0

f de f , ensemble des (x, y) ∈ B×A (où A est la droite affine) avec y ∈
{f(x)}, est alors un sous-Zp-module de A2, ce qui permet de Qp-linéariser la situation
et de définir une correspondance Qp-linéaire sur A, encore notée f , dont le graphe
Γf est le sous-Qp-espace vectoriel de A2 engendré par Γ0

f . On appelle correspondance
analytique Qp-linéaire de rang fini une correspondance sur A obtenue de cette manière,
et on note C l’ensemble de ces correspondances. On voit f ∈ C comme une fonction
multivaluée sur A, et on définit le rang de f comme la dimension du Qp-espace
vectoriel :

Uf = {f(0)}.
Les correspondances de rang 0 sont les fc, avec fc = cT , pour c ∈ C.

On alors les résultats suivants ([10, chap. 6], en particulier les §§ 6.5, 6.6, 6.7, et
[10, chap. 10], en particulier le th. 10.5).

Théorème 2.5. — Si f ∈ C{0}, alors f est surjective(17) et

Vf = {x ∈ A, 0 ∈ {f(x)}}

est un Qp-espace vectoriel de dimension le rang de f .

Si f, g ∈ C , il existe f + g ∈ C et f · g ∈ C , uniques, telles que, pour tout x ∈ A,

{(f + g)(x)} ⊂ {f(x)}+ {g(x)} et {(f · g(x))} ⊂ f({g(x)}).

Théorème 2.6. — (i) Muni des lois + et · ci-dessus, C est un corps de centre Qp.
(ii) c 7→ fc identifie C à un sous-corps commutatif maximal de C .
(iii) Si g est l’inverse de f , alors Γg est le transposé de Γf (i.e., Γg =

{(y, x), (x, y) ∈ Γf}), et f et g ont même rang.

(16) Si X,Y ⊂ C, on note X + Y l’ensemble des x+ y, avec x ∈ X et y ∈ Y .
(17) Si y ∈ A, il existe x ∈ A tel que y ∈ {f(x)}.
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Remarque 2.7. — On a une surjection θ : (B̃+
rig(C̃{T}))ϕ=p → C̃{T}. Si c ∈ C, alors

cT a un unique relèvement ĉT dans (B̃+
rig(C̃{T}))ϕ=p tel que ĉT (0̃) = 0 ; on choisit

aussi un relèvement ĉ de c.
Soit Tr : C ⊗Qp

C → C définie par Tr(α ⊗ β) = αβ. Si A =
∑
i αi ⊗ βi vérifie

Tr(A) = 0, alors
∑
i β̂i α̂iT ∈ (B̃+

rig(C̃{T}))ϕ=p2 , est divisible par t, et :

fA = θ
(
t−1

∑
i

β̂i α̂iT
)
∈ C .

Le « lemme fondamental » auquel il est fait allusion dans les courriels de Fontaine est
le th. 2.5 appliqué à un élément de C de la forme fA. (En fait (th. 2.8), tout élément
de C est de cette forme, à addition près de fc avec c ∈ C.)

Théorème 2.8. — Tout élément f de C s’écrit sous la forme f = fc + fA, et si on
définit δ(f) ∈ C ⊗Qp

C par δ(f) = A, alors δ(f) ne dépend pas de l’écriture de f , et
on a la suite exacte

0→ C → C
δ // C ⊗Qp C

Tr // C → 0.

2.2.2. Représentations voisines. — Soit V1 une représentation de dimension finie de
GK ; soit M1 = B+

dR ⊗ V1, et soit M2 un sous B+
dR-module de BdR ⊗ V1, stable

par GK , tel que (M1 +M2)/M1 et (M1 +M2)/M2 soient des C-espaces vectoriels de
dimension 1. Si e1, . . . , ed est une base de V1 sur Qp, il existe donc (α1, . . . , αd) ∈ Cd et
(β1, . . . , βd) ∈ Cd tels que (M1+M2)/M1 = Ct−1(α1e1+· · ·+αded), et (M1∩M2)/tM1

est le sous espace de C ⊗ V1 des x1e1 + · · · + xded d’équation β1x1 + · · · + βdxd = 0

(en particulier β1α1 + · · ·+ βdαd = 0).
Soit X = (Be ⊗ V1) ∩ (M1 + M2), et soit ui : X → (M1 + M2)/Mi l’application

naturelle. On déduit de la suite exacte fondamentale que l’on a une suite exacte

0→ V1 → X → (M2 +M1)/M1 → 0,

et des th. 2.5 et 2.8, que :

Proposition 2.9. — (i) Si β1 ⊗ α1 + · · · + βd ⊗ αd 6= 0 dans C ⊗Qp C, alors u2 est
surjective et Keru2 est une représentation V2 de GK , de dimension d.

(ii) Si β1 ⊗ α1 + · · · + βd ⊗ αd = 0, alors dimQp
(Imu2) ≤ d et Keru2 est de

dimension infinie sur Qp.
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Remarque 2.10. — Supposons que l’on est dans le cas (i), ce qui est automatique(18)

si V1 est irréductible.
(i) On a des isomorphismes

Be ⊗ V2 = Be ⊗ V1, BdR ⊗ V2 = BdR ⊗ V1, B+
dR ⊗ Vi = Mi, si i = 1, 2.

On en déduit en particulier que « V2 de Rham » ⇔ « V1 de Rham ».
(ii) Si V1 = Vst(D,Fil1), alors Mi = Fil0i (BdR ⊗K DK) si i = 1, 2, où Fil2 est

une filtration sur DK voisine(19) de Fil1. On en déduit que, si Fil1 et Fil2 sont deux
filtrations voisines de DK , alors « (D,Fil1) admissible » ⇔ « (D,Fil2) admissible ».

2.2.3. Un critère d’égalité de sous-catégories. — Les démonstrations des conjectures
« fa ⇒ a » et « dR ⇒ pst » reposant sur le lemme fondamental [13, 29] utilisent, de
manière implicite, le critère suivant d’égalité de sous-catégories.

On se donne une catégorie T dans laquelle les notions de dimension et suite exacte
ont un sens, que l’on suppose munie d’une relation de voisinage (symétrique). On
suppose que l’on dispose de sous-catégories T ′ ⊃ T ′′ de T vérifiant :

(0) Les objets de T ′ (et donc aussi ceux de T ′′) sont de dimension finie.
(1) Si T ∈ T est de dimension 1, alors « T ∈ T ′ ⇒ T ∈ T ′′ ».
(2) Si T1 et T2 sont voisins dans T , alors :
a) si T1 et T2 sont de dimension finie, alors T1 ∈ T ′′ ⇔ T2 ∈ T ′′,
b) T1 irréductible dans T ′ ⇒ T2 ∈ T ′.

(3) Si 0→ T1 → T → T2 → 0 est exacte dans T ′, et si T1, T2 ∈ T ′′, alors T ∈ T ′′.
(4) Si T ∈ T ′, il existe une chaîne T = T0, T1, . . . , Tr d’éléments de T telle que

Ti+1 soit voisin de Ti pour tout i, et Tr ∈ T ′′.
Alors T ′′ = T ′.
(La preuve se fait par récurrence sur la dimension, et ne pose pas de problème.)

2.2.4. La conjecture « fa ⇒ a ». — On peut appliquer le critère ci-dessus en prenant
pour T la catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés avec la relation de voisinage sur les
filtrations, et pour T ′ et T ′′ les sous-catégories des objets faiblement admissibles et
admissibles. Tous les énoncés sont relativement élémentaires [13] à part le (2a) qui
résulte du (ii) de la rem. 2.10 et le (4) sur l’existence d’une chaîne aboutissant à une
filtration admissible. Mais la relation de voisinage permet d’augmenter de 1 un des

(18) La C-droite engendrée par α = α1e1 + · · ·+ αded est stable par GK . Soit W ⊂ V1 minimal, tel
que α ∈ C ⊗W . Si W est de dimension r, et si f1, . . . , fd est une base de V telle que f1, . . . , fr soit
une base deW sur Qp, on a α = α′1f1 + · · ·+α′rfr, où α′1, . . . , α

′
r sont linéairement indépendants sur

Qp, par minimalité de W . Si σ(fi) =
∑
j aj,ifj , avec aj,i ∈ Qp, on a σ(α) =

∑
j(
∑
i aj,iσ(α′i))fj ,

et comme la C-droite engendrée par α est stable par GK , cela implique
∑
i aj,iα

′
i = 0 si j ≥ r + 1,

et donc aj,i = 0 si j ≥ r + 1, puisque les α′i sont linéairement indépendants sur Qp. Autrement dit,
W est stable par GK , et si V1 est irréductible, cela implique que r = d et donc que α1, . . . , αd sont
linéairement indépendants sur Qp. Il en résulte que β1 ⊗ α1 + · · ·+ βd ⊗ αd 6= 0.
(19) Cela signifie que

∑
j∈Z dimK(Filj1 + Filj2)/(Filj1 ∩ Filj2) = 2. L’application qui à une filtration

Fil2 sur DK associe M2 = Fil02(BdR ⊗K DK) induit une bijection de l’ensemble des filtrations de
DK voisines de Fil1 sur celui des B+

dR-résaux M2 de BdR ⊗ V1 = BdR ⊗K DK , stables par GK , tels
que (M1 +M2)/M1 et (M1 +M2)/M2 soient des C-espaces de dimension 1.
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poids de la filtration et de diminuer de 1 un autre, ce qui permet, en un nombre fini
d’étapes, d’arriver à une filtration dont tous les poids sont de la forme k ou k + 1,
avec k ∈ Z, et on peut de plus s’arranger pour que la filtration soit définie sur K0

auquel cas les résultats de [30] impliquent que cette filtration est admissible.

2.2.5. La conjecture « dR ⇒ pst ». — On peut aussi essayer d’appliquer le critère en
prenant pour T la catégorie des Qp-espaces de Banach munis d’une action continue
de GK , avec la relation de voisinage : «X1 voisin de X2 » s’il existe une représentation
de dimension finie V de GK et des B+

dR-réseaux M1, M2 de BdR ⊗ V , avec
(M1 + M2)/Mi de dimension 1 sur C, si i = 1, 2, tels que Xi = (Be ⊗ V ) ∩Mi. On
prend alors pour T ′ et T ′′ les sous-catégories des représentations de de Rham et
potentiellement semi-stables respectivement.

(1) est alors immédiat, (2a) suit du (i) de la rem. 2.10, (2b) du (i) de la prop. 2.9,
(3) est un résultat du type H1

g = H1
st pour lequel on peut référer à [35] ou [46,

prop. 1.24] si kK est fini, et à [2, th. VI.2] dans le cas général. Le problème principal
est de construire une chaîne reliant une représentation de de Rham quelconque à
une représentation potentiellement semi-stable. Comme le seul résultat général dont
on dispose est le th. 2.4 dont une conséquence est qu’une représentation dont tous
les poids de Hodge-Tate sont égaux est potentiellement semi-stable, on cherche à se
ramener à ce cas, mais ce n’est pas possible si la somme des poids tH(V ) n’est pas
divisible par dimV puisque tH(V ) ne change pas par voisinage.

Pour résoudre ce problème [29], on utilise le fait que V est de Rham (resp.
potentiellement semi-stable) si et seulement si Qph ⊗ V l’est. Maintenant, si h est
multiple de d = dimV , on peut tordre Qpd ⊗ V par une puissance du caractère de
Lubin-Tate associé à (Qpd , p) pour obtenir une Qpd -représentation vérifiant tH = 0.
Comme ce caractère de Lubin-Tate est cristallin, la torsion par ses puissances n’altère
pas les propriétés « de Rham » ou « potentiellement semi-stable ». On est donc amené
à remplacer T par la limite inductive des Qph ⊗ T (et pareil pour T ′ et T ′′), la
limite étant prises pour les flèches V 7→ Qpk ⊗Q

ph
V si h | k. (On demande alors

que les réseaux de BdR ⊗ V utilisés pour la relation de voisinage soient stables par
l’action de Qph .)

2.3. Les Espaces de Banach de Dimension finie. — La théorie des Espaces de Banach
de Dimension finie a été modelée sur celle des presque C-représentations exposée au
§ 2.4. Elle correspond en gros à faire de l’algèbre linéaire sur le corps C du th. 2.6. La
démonstration de « fa ⇒ a » qui en résulte (cf. no 2.3.1) est celle que Fontaine avait
en vue quand il a développée la théorie des presque C-représentations, celle de « dR
⇒ pst » (cf. no 2.4) a été inspirée par les travaux de Berger [3] et Kedlaya [36].

Une algèbre sympathique Λ est une algèbre de Banach p-adique munie de la norme
spectrale, telle que x 7→ xp soit surjective sur {x, |x− 1| < 1} (une telle algèbre est,
en particulier, perfectoïde). Un Espace de Banach W est un foncteur Λ 7→W(Λ) de la
catégorie des algèbres sympathiques dans celle des espaces de Banach p-adiques. Des
exemples triviaux sont :
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• les espaces V de dimension finie sur Qp (foncteur Λ 7→ V , pour tout Λ),
• les espaces affines Vd, avec d ∈ N (foncteur Λ 7→ Λd, pour tout Λ).
Un exemple moins trivial (et fondamental) est celui du Graphe Gf ⊂ V2 d’un

élément f de C : si Λ est une algèbre sympathique, alors Gf (Λ) est l’ensemble des
(λ1, λ2) ∈ Λ2 tels que (s(λ1), s(λ2)) ∈ Γf , pour tout s ∈ Spm(Λ). Les deux projections
naturelles de V2 sur V1 induisent des suites exactes [10, cor. 7.9] :

0→ Uf → Gf → V1 → 0, 0→ Vf → Gf → V1 → 0,

où Uf et Vf sont les Qp-espaces de dimension le rang de f apparaissant dans le th. 2.5.
Un Espace de Banach est de Dimension finie si « il est égal à Vd à un Qp-espace

de dimension finie près ». Plus formellement, on dit qu’une suite 0 → W1 → W →
W2 → 0 est exacte, si 0 → W1(Λ) → W(Λ) → W2(Λ) → 0 est exacte pour toute
algèbre sympathique Λ, et on dit que W est de Dimension finie s’il existe d ∈ N, des
espaces V1, V2 de dimension finie sur Qp, et des suites exactes

0→ V1 → Y→ Vd → 0, 0→ V2 → Y→W→ 0,

de sorte que W est obtenu à partir de Vd en « rajoutant V1 et quotientant par V2 ».
Une telle description s’appelle une présentation de W.

Remarque 2.11. — La définition ci-dessus est la définition originelle [10]. Un point
de vue plus naturel [27, 48, 49, 50, FF] (ou [18], dans un contexte proche) consiste à
isoler les objets effectifs (ceux de la forme 0 → V1 → W → Vd → 0, sans passage
au quotient), qui peuvent se définir comme des variétés « analytiques » – réunion
de spectres d’algèbres de Banach (non noethériennes) – munies d’une structure de
groupe analytique. On définit un objet général comme le quotient d’un effectif par un
Qp-espace de dimension finie. Le cadre naturel pour considérer de tels quotients est
celui des diamants [52, 21], et les Espaces de Banach de Dimension finie en fournissent
des exemples non triviaux [52, 43].

Théorème 2.12. — (i) Si W est un Espace de Banach de Dimension finie,

DimW = (dimW,htW), avec dimW = d et htW = dimQp
V1 − dimQp

V2,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 → W2 est un morphisme d’Espaces de Banach de Dimension finie,

alors Ker f , Im f et Coker f sont des Espaces de Banach de Dimension finie, et :

DimW1 = Dim Ker f + Dim Im f et DimW2 = Dim Coker f + Dim Im f.

(iii) Si dimW = 0, alors htW ≥ 0.
(iv) Si W est une extension successive de V1, et si W′ est un sous-Espace de

dimension finie de W, alors htW′ ≥ 0.

Remarque 2.13. — On a W = 0 si et seulement si W(C) = 0. Il en résulte, grâce
à l’existence de noyaux et conoyaux, que f : W1 → W2 est un isomorphisme si
et seulement si fC : W1(C) → W2(C) est un isomorphisme. Autrement dit, W est
déterminé par W(C), ce qui permet de penser à W comme étant l’espace de Banach
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W(C) auquel on a ajouté des structures « analytiques » supplémentaires. En général,
c’est l’espace W(C) qui nous intéresse, mais sans ces structures supplémentaires, il
serait impossible de parler de sa Dimension.

Remarque 2.14. — Le corps C peut se voir comme l’anneau des endomorphismes de
la limite projective des V1/V , où V décrit les sous-Qp-espaces vectoriels de dimension
finie de C = V1(C). Que C soit un corps est une traduction de ce que cet objet est un
objet simple (on a quotienté par tout ce qui était possible !).

2.3.1. La conjecture « fa ⇒ a ». — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K, de rang h.
Si r ∈ N, on pose

Xr
st(D) = (t−rB̃+

log ⊗K0 D)N=0,ϕ=1 et Xr
dR(D) = (t−rB+

dR ⊗K DK)/Fil0.

Alors Xr
st(D) et Xr

dR(D) sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
Xrst(D) et XrdR(D), et on a ([10, prop. 11.1 et 11.7]) :

DimXrst(D) =
∑

ri≤r
(r − ri, 1), où les ri sont les pentes de ϕ, avec multiplicité,

DimXrdR(D) = (r dimK DK −
∑r

i=1
dimK D

i
K , 0)

En particulier, si r(D) est le plus petit entier r vérifiant Dr+1
K = 0 et ri ≤ r pour

tout ri, et si r ≥ r(D), alors

DimXrst(D) = (rh− tN (D), h) et DimXrdR(D) = (rh− tH(D), 0).

L’application naturelle Xr
st(D) → Xr

dR(D) (induite par l’inclusion B̃+
log → B+

dR)
s’étend en un morphisme Xrst(D) → XrdR(D) d’Espaces de Banach. Par ailleurs, si
r ≥ r(D), alors Vst(D) est le noyau de Xr

st(D) → Xr
dR(D). On déduit alors du

th. 2.12, le résultat suivant.

Proposition 2.15. — Si tH(D) = tN (D), sont équivalents :
(i) Vst(D) est de dimension finie sur Qp.
(ii) Xr

st(D)→ Xr
dR(D) est surjective pour r = r(D).

(ii′) Xr
st(D)→ Xr

dR(D) est surjective pour tout r ≥ r(D).
De plus, ces énoncés impliquent :

(iii) D est faiblement admissible.
(iv) dimQp

Vst(D) = rgD.

Comme on sait que « D faiblement admissible » implique que Vst(D) est de
dimension finie sur Qp, avec égalité si et seulement si D est admissible (en fait, on
montre que Vst(D) = Vst(D

′), où D′ est le plus grand sous-objet admissible de D,
cf. [13, prop. 4.5] ou [10, prop. 11.11]), cette proposition permet d’en déduire que « D
faiblement admissible » implique « D est admissible ».
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2.3.2. La conjecture « dR⇒ pst ». — La théorie des Espaces de Banach de Dimension
finie peut être utilisée pour démontrer le résultat ci-dessous (la preuve est trop
combinatoire – le problème est qu’il n’y a pas moyen de prédire à l’avance quel h
va marcher – pour être résumée ici).

Théorème 2.16 ([12, prop. 0.3]). — Soit M un sous-B+
dR-réseau de (B+

dR)d et soit

M̃+
rig = {x ∈ (B̃+

rig)d, ϕn(x) ∈M, ∀n ∈ Z}.

Alors M̃+
rig est un B̃+

rig-module libre de rang d, et possède une base e1, . . . , ed vérifiant :
• il existe h ∈ N et a1 ≤ · · · ≤ ad ∈ N, tels que ϕh(ei) = paiei, pour tout i,
• ϕn(e1), . . . , ϕn(ed) est une base de M sur B+

dR, pour tout n ∈ Z.

On utilise ce résultat de la manière suivante pour démontrer « dR ⇒ pst ». Soit V
une représentation de de Rham à poids de Hodge-Tate ≤ 0 (on peut s’y ramener en
tordant par une puissance convenable du caractère cyclotomique). Soit

N+
dR(V ) = B+

dR ⊗K DdR(V ).

C’est un sous-B+
dR-réseau de B+

dR ⊗ V , isomorphe à (B+
dR)d en tant que GK-module.

Soit Ñ+
rig(V ) le sous-GK-module de B̃+

rig ⊗ V défini par :

Ñ+
rig(V ) = {x ∈ B̃+

rig ⊗ V, ∀n ∈ Z, ϕ−n(x) ∈ N+
dR(V )}.

Le th. 2.16, appliqué àM = N+
dR(V ) (après avoir identifié B+

dR⊗V à (B+
dR)d), fournit

une base e1, . . . , ed de Ñ+
rig(V ) sur B̃+

rig vérifiant ϕh(ei) = paiei, si 1 ≤ i ≤ d.
Si tous les ai sont égaux à un même a, alorsW = Qphe1⊕· · ·⊕Qphed est l’ensemble

des x ∈ Ñ+
rig(V ) vérifiant ϕh(x) = pax ; c’est donc un Qph-espace de dimension d

stable parGK . Par ailleurs, B+
dR⊗QpW est le sous-B+

dR-module de (N+
dR(V )) engendré

par les (0, . . . , 0, ϕj(ei), 0, . . . , 0), pour 0 ≤ j ≤ h − 1, 1 ≤ i ≤ d, le ϕj(ei) étant en
j + 1-ième position. Comme les ϕj(ei), pour 1 ≤ i ≤ d, forment une base de N+

dR(V )

pour tout j, et comme N+
dR(V ) est un B+

dR[GK ]-module trivial, on en déduit que W
est une représentation de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont nuls. Il
existe donc, d’après le th. 2.4, une extension finie L1 de K telle que l’inertie de GL1

agisse trivialement.
Dans le cas général, on démontre, par récurrence sur le nombre de ai différents,

en utilisant la prop. 2.17 ci-dessous, qu’il existe une extension finie L de K et des
αi,j ∈ (B̃+

log)ϕ
h=pai−aj , tels que fi = ei+

∑i−1
j=1 αi,jej soit fixe par l’inertie de GL. Cela

prouve que la restriction de V à GL est semi-stable, et donc que V est potentiellement
semi-stable, puisque les fi sont des éléments de B̃+

log ⊗ V .

Proposition 2.17 ([12, prop. 0.4]). — Soit σ 7→ cσ un 1-cocyle continu sur GK , à valeurs
dans (B̃+

log)ϕ
h=pa , et tel que σ 7→ Nk(ϕ−n(cσ)) soit un cobord dans B+

dR, pour tous
k ∈ N et n ∈ Z. Alors il existe c ∈ (B̃+

log)ϕ
h=pa , tel que cσ = (σ − 1) · c, pour tout

σ ∈ GK .
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2.3.3. Be est principal. — Pour déduire le fait que Be est principal de la théorie des
Espaces de Banach, on a besoin, en plus du lemme fondamental (rem. 2.7), du résultat
suivant (qui intervient aussi dans la preuve du th. 2.16).

Proposition 2.18. — Si W est un sous-Espace de Banach de (B+
dR)d, de Dimension

finie, et si B+
dR ·W(C) désigne le sous-B+

dR-module de (B+
dR)d engendré par W(C),

alors ht(W) ≥ rgB+
dR

(B+
dR ·W(C)). En particulier, B+

dR ne contient pas de V1.

Si m ∈ N, soient Um = (B̃+
rig)ϕ=pm et Bm = B+

dR/t
m, Alors Um et Bm sont

les C-points d’Espace de Banach Um et Bm, de Dimensions (m, 1) et (m, 0), et
l’application naturelle Um → Bm est surjective, de noyau Qpt

m.
L’anneau Be est presque euclidien : si a ∈ Be et si b ∈ Be est non nul, il existe

q, r ∈ Be avec deg r ≤ deg b et a = bq + r. Si deg a ≤ deg b, on prend q = 0 et r = a.
Si deg a − deg b = k ≥ 1, on choisit un relèvement q0 dans Uk de l’image de tk(a/b)

dans B+
dR/t

kB+
dR, et on pose q = q0

tk
et r = a− bq. Si d = deg b, alors tk+dr ∈ Uk+d et

a une image nulle dans B+
dR/t

kB+
dR, et donc t

k+dr ∈ tkUd et deg r ≤ d.
Soit I un idéal non nul de Be, et soit a ∈ I de degré minimal d. On veut prouver

que a est un générateur de I, et donc que tout b ∈ I est un multiple de a. Quitte
à retirer à b un multiple de a comme ci-dessus, on peut supposer que deg b = deg a.
Soient a0 = tda et b0 = tdb de telle sorte que a0, b0 ∈ Ud. Il y a, a priori, deux cas :
• Si θ(a0) et θ(b0) sont colinéaires sur Qp, il existe u, v ∈ Qp, non tous deux nuls,

tels que θ(ua0 +vb0) = 0, ce qui implique que ua0 +vb0 = tb′, avec b′ ∈ Ud−1, et donc
que I contient t1−db′ qui est de degré < d et donc nul par minimalité de a. Il s’ensuit
que b est un multiple de a.
• Si θ(a0) et θ(b0) ne sont pas colinéaires sur Qp, alors θ(t−1(â0b̂0T − b̂0â0T )) ∈ C

est non nul, et il résulte du lemme fondamental (cf. rem. 2.7) que (u, v) 7→ a0u−b0v est
une surjection de U1×U1 sur B+

dR/t
2B+

dR dont le noyau V est un Qp-espace vectoriel
de dimension 2. Par ailleurs, il existe (u0, v0) ∈ V tel que a0u0 − b0v0 6= 0, sinon
l’application (u, v) 7→ a0u− b0v se factoriserait à travers (U1×U1)/V ∼= B+

dR/t
2B+

dR ;
et on aurait une injection d’Espaces de Banach de tB+

dR/t
2B+

dR
∼= V1 dans Ud+1 ⊂ B+

dR,
ce qui n’est pas possible (prop 2.18). On a donc construit un élément u0

t a−
v0
t b de I,

de degré < d, contrairement à l’hypothèse, et donc ce cas n’est pas possible.

Remarque 2.19. — Notons Pd = t−dUd l’ensemble des éléments de degré ≤ d de Be.
Soient a, b ∈ Be, premiers entre eux, de degrés n et m respectivement, et ga,b
l’application (x, y) 7→ ax + by. Alors ga,b : Pm ⊕ Pn → Pn+m est surjective de noyau
Qp ·(−b, a) (comme pour les polynômes), mais ga,b : Pm−1⊕Pn−1 → Pn+m−1 n’est pas
surjective (contrairement au cas des polynômes). (Si ga,b(x, y) = 0, alors b divise x, et
donc x = bu et y = −au, avec u de degré 0 dans le premier cas et −1 dans le second ;
il s’ensuit que le noyau est Qp · (−b, a) dans le premier cas, et 0 dans le second. Pour
étudier la surjectivité, on passe aux Espaces de Banach associés et on regarde les
Dimensions : Pd est de Dimension (d, 1).)
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2.4. Les presqueC-représentations. — Soient K une extension finie de Qp et C = Cp.
La théorie des presque C-représentations [27] de GK a été développée par Fontaine
dans son cours à l’IHP, pendant le semestre p-adique, en 1997, avec pour but une
preuve de « fa ⇒ a » selon les lignes esquissées au no 2.3.1 (cf. rem. 2.27). Elle était
conditionnelle au th. 2.25 ci-dessous, dont la preuve utilise la prop. 2.9, conséquence
du lemme fondamental (th. 2.5). Elle présente de grandes similarités avec celle des
Espaces de Banach de dimension finie, ce qui s’explique, a posteriori, par le fait que la
catégorie des presque C-représentations se plonge dans celle des Espaces de Banach
de Dimension finie.

Un joli(20) résultat à la base de la théorie est le suivant [28, prop. 6.2] ou [33] :

Théorème 2.20. — Si λ : C → C est Qp-linéaire continue, et commute à l’action de
Galois, alors il existe c ∈ K tel que λ(x) = cx, pour tout x ∈ C.

Combiné avec la classification des C-représentations en termes de l’opérateur de
Sen [54], ce résultat permet de prouver [28, th. 6.1] que beaucoup d’information est
encodée dans l’action de GK :

Théorème 2.21. — Si W1,W2 sont deux C-représentations de GK , toute application
Qp-linéaire continue, GK-équivariante, de W1 dans W2, est C-linéaire.

Une presque-C représentation W est un Qp-banach muni d’une action continue
de GK tel qu’il existe une C-représentation W ′ de GK (i.e. un C-espace de dimension
finie, muni d’une action semi-linéaire de GK) et V ′ ⊂ W ′, V ⊂ W des Qp-espaces
vectoriels de dimension finie stables par GK , tels que W/V ∼= W ′/V ′, en tant que
représentations de GK . On a donc des suites exactes :

0→ V ′ →W ′ →W ′/V ′ → 0, 0→ V →W →W ′/V ′ → 0,

de telle sorte que W est obtenu à partir de W ′ « en quotientant par V ′ et en
rajoutant V ». Une telle description s’appelle une présentation de W .

Théorème 2.22 ([27, th. 5.1]). — (i) Si W est une presque-C-représentation,

DimW = (dimW, htW ), avec dimW = dimCW
′ et ht(W ) = dimQp

V − dimQp
V ′,

ne dépend que de W et pas de la présentation.
(ii) Si f : W1 → W2 est un morphisme de presque-C-représentations, alors Ker f ,

Im f et Coker f sont des presque-C-représentations, et :

DimW1 = Dim Ker f + Dim Im f et DimW2 = Dim Coker f + Dim Im f.

Exemple 2.23. — (i) U = (B̃+
rig)ϕ=p est une presque-C-représentation de Dimension

(1, 1) puisque U/Qpt = C.
(ii) B2 = B+

dR/t
2 est une presque-C-représentation de Dimension (2, 0) : si

V = Qpt ⊕ Qpa, avec a = log[1 + p[], alors V est une sous-Qp-représentation de
dimension 2 de U , et l’application U ⊗ V → B2 envoyant u ⊗ v sur uv (mod t2)

(20) Ce résultat est frappant car il devient archi-faux si on remplace C par Qp.
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réalise B2 comme le quotient de la presque-C-représentation U ⊗ V , de Dimension
(2, 2), par la Qp-représentation de dimension 2 engendrée par t⊗ t et t⊗ a− a⊗ t.

Remarque 2.24. — (i) Que ht(W ) ne dépende pas des choix peut se démontrer en
utilisant les calculs de cohomologie galoisienne de Tate : les groupes Hi(GK ,W ) sont
de dimension finie sur Qp, nuls si i ≥ 2, et

dimQp H
0(GK ,W )− dimQp H

1(GK ,W ) + dimQp H
2(GK ,W ) = −[K : Qp]ht(W ).

Bizarrement, il est beaucoup plus difficile de prouver que dimW ne dépend pas du
choix de la présentation.

(ii) De manière surprenante, on peut imposer à W ′ d’être la représentation triviale
Cd dans la définition de presque C-représentation (cf. [27], corollaire du th. 5.13,
p. 355), ce qui donne une définition complètement analogue à celle des Espaces de
Banach de Dimension finie.

Théorème 2.25 ([27, th. 4.1]). — Soit V une Qp-représentation de GK de dimension h,
et soit E une extension de C par V . Soit f : E → C, continue, GK équivariant, telle
que f(E) 6= f(V ). Alors f est surjective et Ker f est une Qp-représentation de GK
de dimension h.

Démonstration. — Si V est une Qp-représentation de GK , et si α ∈ (C⊗V (−1))GK ,
on peut considérer l’image inverse Eα de C · α dans U(−1)⊗ V qui vit dans la suite
exacte 0→ tV (−1)→ U ⊗ V (−1)→ C ⊗ V (−1)→ 0. Alors Eα est une extension de
C par tV (−1) = V , et le point crucial est de prouver que toute extension de C par V
est de ce type ; cela se fait par des calculs de dimensions de groupes de cohomologie
galoisienne (ce qui impose de travailler avec une extension finie de Qp) du genre de
ceux de la prop. 2.28 ci-dessous.

Maintenant, soit β : V → C, un morphisme GK-équivariant, i.e. β ∈ (C ⊗ V ∗)GK .
Fixons une base e1, . . . , eh de V et notons e∗1 , . . . , e∗h la base de V

∗ duale ; on peut écrire
β sous la forme β1e

∗
1 + · · ·+ βhe

∗
h et α sous la forme α1e1(−1) + · · ·+αheh(−1), avec

αi, βi ∈ C. Alors u =
∑
i(βie

∗
i ⊗ αiei) ∈ (C ⊗ End(V )(−1))GK , et donc la trace de u

appartient à C(−1)GK = 0 ; on en déduit que
∑
i βiαi = 0. Ceci permet, en choisissant

des relèvements β̂i des βi dans U , et en voyant Eα comme un sous-espace de U⊗V (−1)

[ c’est l’espace des x1e1 + · · · + xheh tels que (θ(x1), . . . , θ(xh)) ∈ C · (α1, . . . , αh) ],
de définir fβ : Eα → C, par fβ(

∑
i=1 xiei) = θ

(
1
t

∑
i β̂ixi

)
. Alors la restriction de

fβ à V n’est autre que β, et on a construit une section de 0 → HomGK (C,C) →
HomGK (Eα, C)→ HomGK (V,C). Tout morphisme GK-équivariant de Eα dans C est
donc de la forme étudiée dans la prop. 2.9. Le résultat s’en déduit.

Remarque 2.26. — (i) Comme U est l’espace des C-points d’un Espace de Banach de
Dimension finie, l’extension Eα construite dans la preuve du th. 2.25 est aussi l’espace
des C-points d’un Espace de Banach de Dimension finie. Le fait que toute extension
de C par une représentation finie est de la forme Eα implique que toute presque
C-représentation peut « s’analytifier » : la catégorie des presque C-représentations
peut se plonger dans celle des Espaces de Banach de Dimension finie.
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(ii) Soit DK l’anneau des endomorphismes de la limite projective des C/V , où V
décrit les sous-Qp-espaces de dimension finie et stables par GK . Alors DK est un
corps et on a une suite exacte(21)

0→ K →DK → (C ⊗ C)GK → K → 0,

qui est la suite obtenue en prenant les GK-invariants(22) de la suite du th. 2.8.

Remarque 2.27. — La catégorie des presque-C-représentations contient celle des
B+

dR-représentations (i.e. des B+
dR-modules de longueur finie, munis d’une action semi-

lináire continue de GK), cf. [27, th. 5.13]. Elle contient donc aussi celle des presque
B+

dR-représentations. En particulier, si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, les
espaces Xr

st(D) et XdR(D) introduits au no 2.3.1 sont des presque-C-représentations
dont la Dimension est la même que celle de l’Espace de Banach correspondant. On
peut donc prouver « fa ⇒ a », via la théorie des presque-C-représentations, de la
même manière que via celle des Espaces de Banach de Dimension finie.

Terminons ce paragraphe par un résultat général [27, th. 6.1, prop. 6.9] sur les
extensions de presque C-représentations ; des cas particuliers de cet énoncé sont
présents dans la preuve du th. 2.25.

Proposition 2.28. — Soient X,Y des presque C-représentations de GK .
(i) Les Exti(X,Y ) sont des Qp-espaces de dimension finie, nuls si i > 2, et

2∑
i=0

(−1)i dimQp
Exti(X,Y ) = −[K : Qp] ht(X) ht(Y ).

(ii) Exti(X,Y ) et Ext2−i(Y,X(1)) sont en dualité.

Remarque 2.29. — Si X est une variété algébrique propre et lisse sur K, les groupes
de cohomologie syntomique Hi

Syn(X, r) de X sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie [14, 47]. Si X est définie sur K, alors ce sont en plus des presque-
C-représentations.

(21) Fontaine utilise (C ⊗ Cf )GK au lieu de (C ⊗ C)GK , où Cf est la réunion de toutes les sous-
représentations de dimension finie de GK contenues dans C, mais les deux espaces sont égaux. En
effet, soit z =

∑n
i=1 λi ⊗ xi ∈ (C ⊗ C)GK . Quitte à changer d’écriture, on peut supposer que les λi

forment une base de OC ∩ (Qpλ1 + · · ·+ Qpλd), ce qui permet de complèter λ1, . . . , λn en une base
de Banach (λj)j≥1 de C sur Qp. Alors tout élément de C (resp. de C⊗̂C) peut s’écrire, de manière
unique, sous la forme

∑
i≥1 aiλi (resp.

∑
i≥1 λi ⊗ xi), avec ai ∈ Qp, (resp. xi ∈ C) et ai, xi → 0

quand i→ +∞. En particulier, on peut écrire σ(λi) sous la forme
∑
j≥1 a

σ
j,iλj et σ(z) sous la forme∑

j≥1 λj ⊗
(∑n

i=1 a
σ
i,jσ(xi)

)
. L’invariance de z par GK entraîne alors que xj =

∑n
i=1 a

σ
i,jσ(xi), et

donc σ−1(xj) =
∑n
i=1 a

σ
i,jxi. On en déduit que le Qp-espace engendré par les xi est stable par GK ,

ce qui permet de conclure.
(22) On peut munir C d’une action de GK par la formule fσ = f σ̃ − f σ̃(0), où σ̃ est n’importe quel

relèvement de σ dans Autcont(C̃{T}/K{X}) : on a {f σ̃(x)} = σ(f({σ−1(x)})), ce qui permet de
montrer que, si f est une correspondance analytique additive, alors fσ aussi et que fσ ne dépend
pas du choix de σ̃.
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2.5. Les (ϕ,Γ)-modules sur l’anneau de Robba. — L’équivalence de catégories de
Fontaine [24] et le théorème de surconvergence [8] permettent de traduire les
problèmes concernant les représentations de GK en termes de (ϕ,Γ)-modules. Les
démonstrations de « fa⇒ a » et « dR⇒ pst » obtenues par cette voie résultent d’une
interaction entre les travaux de Berger [3, 5, 4] et de Kedlaya [36, 37, 38]. Juste après
sa thèse, Berger [3] a réalisé que l’on pouvait utiliser les bonnes propriétés de l’anneau
de Robba pour modifier un (ϕ,Γ)-module en un nombre infini de points et réduire
« dR ⇒ pst » à la conjecture de Crew [15] sur les équations différentielles p-adiques.
Cela semble avoir donné l’impulsion nécessaire pour la preuve de cette conjecture
puisque, peu après, trois preuves (par André [1], Mebkhout [45] et Kedlaya [36]) ont
vu le jour (cf. [11] pour un résumé de ces travaux). Un des apports de Kedlaya est
l’existence d’une filtration canonique sur un ϕ-module sur l’anneau de Robba.

Quelques années plus tard, Berger [5] a réalisé que sa technique de modification de
(ϕ,Γ)-modules, mélangée avec les propriétés de la filtration de Kedlaya, permettait
d’obtenir une preuve très élégante de « fa ⇒ a ». Cette technique a été reprise par
Kisin [40] dans le cadre des « modules de Breuil-Kisin » pour fabriquer encore une
preuve de « fa ⇒ a ». Kedlaya [37, 38] a ensuite rendu plus naturels un certain
nombre des ingrédients précédents en interprétant, inspiré par un travail de Hartl
et Pink [34], sa filtration comme une filtration de Harder-Narasimhan sur la catégorie
des ϕ-modules sur l’anneau de Robba.

2.5.1. L’anneau de Robba. — Si I est un intervalle de ]0,+∞], on note E IK0
l’anneau

des fonctions holomorphes sur la couronne C(I) = {vp(T ) ∈ I} (cette couronne est un
disque fermé si +∞ ∈ I et un disque épointé si +∞ /∈ I mais sup I = +∞), définies
sur K0.

Si r ∈ ]0,+∞], et si f =
∑
k akT

k ∈ K0[T, T−1], soit vr(f) = infk vp(ak)+kr. Alors
vr est une valuation d’algèbre sur K0[T, T−1], multiplicative (vr(fg) = vr(f)+vr(g)).
Si J est un intervalle compact de ]0,+∞], on note vJ la valuation vJ = infr∈J vr (c’est
une valuation d’algèbre, i.e. vr(fg) ≥ vr(f) + vr(g), non multiplicative sauf si J est
réduit à un point) ; on a aussi vJ(f) = infz∈C(J) vp(f(z)). Alors E IK0

est le complété de
K0[T, T−1] pour la famille de valuations vJ , où J parcourt l’ensemble des intervalles
compacts de I. Il s’ensuit que E IK0

est une algèbre de Fréchet, et même une algèbre
de Banach si I est compact.

La structure algébrique de ces algèbres a été identifiée par Lazard [42]. On appelle
diviseur sur C(I) une somme formelle D =

∑
x∈C(I) nx(x), avec nx ∈ N. On dit que

D est localement fini si, pour tout intervalle compact J ⊂ I, la somme
∑
x∈C(J) nx

est finie, et que D est GK0-invariant si nσ(x) = nx, pour tous x ∈ C(I) et σ ∈ GK0 .

Théorème 2.30. — Soit I un intervalle de ]0,+∞].
(i) E IK0

est un anneau de Bézout (et même principal si I est compact), et un idéal
de E IK0

est fermé si et seulement si il est principal.
(ii) L’application qui, à un idéal fermé, associe le diviseur d’un de ses générateurs

est une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de E IK0
sur l’ensemble des diviseurs

localement finis sur C(I), qui sont GK0
-invariants.
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Remarque 2.31. — (i) Un des ingrédients principaux des preuves de ces résultats est
la théorie des polygones de Newton qui permet de localiser les zéros des fonctions
holomorphes d’une variable.

(ii) On peut remplacerK0 par un corps valué complet arbitraire L dans la définition
des anneaux ci-dessus, et le résultat reste inchangé si I est compact ; par contre, si I
n’est pas compact, le résultat n’est vrai que si L est sphériquement complet.

On définit l’anneau de Robba RK0
comme la limite inductive

RK0
= lim−→
r>0

E
]0,r]
K0

des E
]0,r]
K0

, pour r > 0. On peut le voir comme l’anneau des fonctions holomorphes
sur la « couronne surconvergente » C(]0, 0])† = lim←−r>0

C(]0, r]). C’est un anneau de
Bézout, mais ses seuls idéaux fermés sont {0} et RK0

.

2.5.2. Extensions de l’anneau de Robba. — Un élément x de W (OC[)[
1
p ,

1
[p[]

] s’écrit,
de manière unique, sous la forme x =

∑
k�−∞ pk[xk], avec xk ∈ (p[)−N(x)OC[ . Si

r > 0, on pose alors

wr
( ∑
k�−∞

pk[xk]
)

= inf
k

(k + rvC[(xk)),

ce qui définit une valuation d’algèbre, multiplicative ([37, lemme 2.1.7 et def. 2.1.8]).
Si 0 < r1 ≤ r2, on pose alors w[r1,r2](x) = infs∈[r1,r2] ws(x), et w[r1,r2] est aussi

une valuation d’algèbre sur W (C[)[ 1
p ] (non multiplicative). Si I est un intervalle de

]0,+∞[, on note B̃I le complété deW (C[)[ 1
p ] pour la famille de valuations w[r,s], pour

[r, s] ⊂ I. Alors B̃I est une algèbre de Fréchet (de Banach si I est compact).
Enfin, on note B̃rig la limite inductive B̃rig = lim−→r>0

B̃]0,r] des B̃]0,r], pour r > 0.

Alors l’anneau B̃+
rig du § 2.1 est l’adhérence de W (OC[)[

1
p ] dans B̃rig.

Remarque 2.32. — (i) Comme ws/p(ϕ(x)) = ws(x), le frobenius ϕ s’étend par
continuité en des isomorphismes ϕ : B̃I ∼→ B̃p−1I et ϕ : B̃rig

∼→ B̃rig.
(ii) L’action de GK sur W (OC[)[

1
p ,

1
[p[]

] est isométrique pour wr, et s’étend donc
par continuité à tous les anneaux ci-dessus ; l’action ainsi obtenue commute à ϕ.

(iii) On aurait envie de penser(23), par continuité, que tout élément z de B̃rig peut
s’écrire, de manière unique, sous la forme z =

∑
k∈Z p

k[xk], avec xk ∈ C[ vérifiant
des conditions de croissance convenables, mais c’est FAUX ! La vie aurait été plus
facile si, par exemple, tout élément de (B̃+

rig)ϕ=p2 avait eu une écriture unique sous
la forme

∑
k∈Z p

2k[xp
−k

] + p2k+1[yp
−k

], mais ce n’est pas le cas : l’Espace de Banach
(B̃+

rig)ϕ=p2 est vraiment un diamant, et pas un espace analytique.

(23) Je suis tombé dans ce piège, et ne suis pas le seul...
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Proposition 2.33 ([3, prop. 3.2]). — Si x ∈ B̃rig, et si les ϕn(x), pour x ∈ N, engendrent
un K0-espace de dimension finie, alors x ∈ B̃+

rig.

Soit π = [ε] − 1. On note Brig,K0
(resp BI

K0
) l’adhérence de K0[π, π−1] dans B̃rig

(resp. B̃I). Alors f 7→ f(π) induit un isomorphisme d’anneaux topologiques de RK0

sur Brig,K0
(resp. E IK0

sur BI′

K0
, avec I ′ = p

p−1I, si I ⊂ ]0, 1]).
Si F = K0,K, on note Fn le corps F (ζpn), et F∞ =

⋃
n∈N Fn l’extension

cyclotomique de F . On note χ : GF → Z∗p le caractère cyclotomique, HF ⊂ GF le
noyau de χ et ΓF = GF /HF , et donc HF = Gal(F/F∞) et ΓF = Gal(F∞/F ).

On note B̃rig,K et B̃I
K les anneaux (B̃rig)HK et (B̃I)HK . Il existe r(K) > 0 tel

que, si I ⊂ ]0, r(K)], alors B̃I
K contient une unique extension étale BI

K de BI
K0

telle
que l’application naturelle B̃I

K0
⊗BIK0

BI
K → B̃I

K soit un isomorphisme. On pose

Brig,K = lim−→r≤r(K)
B

]0,r]
K ; alors B̃rig,K0 ⊗Brig,K0

Brig,K
∼→ B̃rig,K .

Théorème 2.34. — (i) Si 0 < r ≤ s (resp. 0 < r < s ≤ r(K)), les anneaux B̃
[r,s]
K et

B̃[r,s] (resp. B
[r,s]
K ) sont principaux.

(ii) B̃]0,r] et B̃
]0,r]
K et, si r ≤ r(K), B

]0,r]
K , sont de Bézout, et un idéal est fermé si

et seulement si il est principal.
(iii) Brig,K , B̃rig,K et B̃rig sont de Bézout.

Les cas de B
[r,s]
K , B

]0,r]
K et Brig,K découlent du th. 2.30 car ces anneaux sont du

même type que l’anneau correspondant pour K = K0. Le reste de l’énoncé est dû(24)

à Kedlaya [36, th. 3.20] ou [37, prop. 2.6.8, th. 2.9.6].
Terminons ce numéro par un résultat fort utile sur les modules de rang fini ([31]

pour B
]0,r]
K et [37, § 2.8] pour B̃

]0,r]
K et B̃]0,r]).

Théorème 2.35. — Soit R = B
]0,r]
K , B̃

]0,r]
K , B̃]0,r], et soit M un R-module libre de

rang d. Un sous-R-module de M est libre si et seulement si il est fermé, et alors son
rang est ≤ d.

2.5.3. Le théorème de Dieudonné-Manin et ses variantes. — Rappelons l’énoncé du
classique théorème de Dieudonné-Manin (Q̆p = W (Fp)[

1
p ]) :

Proposition 2.36. — Un ϕ-module M sur Q̆p admet une décomposition canonique

M ∼=
⊕
λ∈Q

Q̆p(λ)mλ ,

où, si λ = d
h ∈ Q, on note Q̆p(λ) le ϕ-module sur Q̆p de base e1, . . . , eh, avec ϕ(ei) =

ei+1 si i ≤ h− 1, et ϕ(eh) = pde1.

(24) (K∞ est perfectoïde, et les anneaux B̃
]0,r]
K , B̃]0,r], B̃rig,K et B̃rig correspondent aux anneaux

Γ
K[∞
an,r, ΓC

[

an,r, Γ
K[∞
an,con et ΓC

[

an,con de Kedlaya).
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Un ϕ-moduleM sur B̃rig est un B̃rig-module libre de rang fini muni d’un frobenius
semi-linéaire et bijectif ϕ. Si λ ∈ Q, on note B̃rig(λ) le ϕ-module B̃rig ⊗Q̆p

Q̆p(λ).

Théorème 2.37 ([36, th. 4.16], [37, th. 4.5.7]). — Si M est un ϕ-module sur B̃rig, alors
M admet une décomposition

M ∼=
⊕
λ∈Q

B̃rig(λ)mλ .

Les λ pour lesquels mλ 6= 0 sont les pentes de frobenius de M ; si λ = d
h , la

multiplicité de λ comme pente est hmλ. On dit que M est isocline s’il n’a qu’une
pente et étale s’il est isocline de pente 0.

Remarque 2.38. — (i) La décomposition ci-dessus n’est pas canonique, contrairement
au cas classique ; ce qui est canonique est la filtration croissante par les Mµ =⊕

λ≥µ B̃rig(λ)mλ .
(ii) Soit B̃† ⊂ B̃rig le sous-anneau des éléments bornés de B̃rig : c’est l’intersection

de B̃rig et de W (C[)[ 1
p ], ce qui permet de munir B̃† de la valuation vp existant sur

W (C[)[ 1
p ], et on a vp(ϕ(x)) = vp(x), pour tout x ∈ B̃†. Par ailleurs, (B̃rig)∗ = (B†)∗.

Il en résulte que, si M est un ϕ-module de rang 1 sur B̃rig, et si e est une base de M ,
alors ϕ(e) = λe, avec λ ∈ B̃†, et vp(λ) ne dépend pas du choix de e ; on note degM

cette quantité. Si M est de rang d, alors
∧d

M est de rang 1, et on définit le degré
degM deM par degM = deg(

∧d
M). Munie des fonctions rang et degré, la catégorie

des ϕ-modules sur B̃rig a une structure de catégorie de Harder-Narasimhan, et la
filtration du (i) n’est autre que la filtration de Harder-Narasimhan [37, 38].

La canonicité de la filtration de Harder-Narasimhan a la conséquence suivante
([36, th, 6.10], [37, th. 6.4.1] ou [38, th.1.7.1]) pour un ϕ-module ∆ sur Brig,K (les
pentes de ∆ sont celles de B̃rig ⊗Brig,K

∆, et B†K = Brig,K ∩ B̃†).

Théorème 2.39. — Si ∆ est un ϕ-module sur Brig,K , alors ∆ admet une unique
filtration 0 = ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ · · · ⊂ ∆r = ∆ par des sous-ϕ-modules saturés, telle
que :

• Si 1 ≤ i ≤ r, alors ∆i/∆i−1 est isocline.
• Si λi est la pente de ∆i/∆i−1, alors λ1 < λ2 < · · · < λr.

De plus, ∆i/∆i−1 admet un unique sous-B†K-module Di, stable par ϕ, tel que
Brig,K ⊗B†K

Di
∼= ∆i/∆i−1.

Remarque 2.40. — Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module, alors tous les objets du th. 2.39 sont
stables par ΓK (par unicité).

2.5.4. Représentations de GK et (ϕ,Γ)-modules. — Comme ϕ(π) = (1 + π)p − 1 et
σ(π) = (1 + π)χ(σ) − 1, les anneaux Brig,K0

et Brig,K sont stables par ϕ et GK (qui
agit à travers ΓK).
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Théorème 2.41. — (i) Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module étale sur Brig,K (resp. B̃rig,K), alors
V (∆) = (B̃rig⊗Brig,K

∆)ϕ=1 (resp. V (∆) = (B̃rig⊗B̃rig,K
∆)ϕ=1) est une représentation

de GK , de dimension le rang de ∆.
(ii) Si V est une représentation de GK , alors ∆̃(V ) = (B̃rig ⊗ V )HK est un

(ϕ,Γ)-module sur B̃rig,K , de rang dimV , et ∆̃(V ) contient un unique sous-
Brig,K-module ∆(V ), stable par ϕ et Γ, tel que B̃rig,K ⊗Brig,K

∆(V ) → ∆̃(V )

soit un isomorphisme.
(iii) Les foncteurs V 7→ ∆(V ) et ∆ 7→ V (∆) (resp. V 7→ ∆̃(V ) et ∆ 7→ V (∆)) sont

inverses l’un de l’autre, et induisent des équivalences de catégories :

{représentations de GK} ∼= {(ϕ,Γ)-modules étales sur Brig,K}
∼= {(ϕ,Γ)-modules étales sur B̃rig,K}.

Ce théorème se démontre en combinant l’équivalence de catégories de Fontaine [24],
le théorème de surconvergence de [8] (ou [7]) et le th. 2.39 ci-dessus.

2.5.5. Localisation. — Soit

ω =
π

ϕ−1(π)
= 1 + [ε1/p] + · · ·+ [ε1/p]p−1.

Alors ω est un générateur de ker θ dans Ainf , et comme ϕ est bijectif sur Ainf , on a
Ainf/(ϕ

n(ω)) ∼= OC , pour tout n ∈ N, et le complété du localisé de Ainf [
1
p ] en ϕn(ω)

est isomorphe à B+
dR, pour tout n. On en déduit que, si p−n ≤ r, le complété du

localisé de B̃]0,r] en ϕn(ω) est isomorphe à B+
dR (si p−n > r, alors ϕn(ω) est inversible

dans B̃]0,r]). On note ιn : B̃]0,r] → B+
dR la localisation en ϕn(ω). Alors ιn commute

à GK et ιn+1(ϕ(x)) = ιn(x).
On a ιn(π) = ζpne

t/pn−1. On en déduit que ιn(B
]0,r]
K ) ⊂ Kn[[t]], si p−n ≤ r ≤ r(K).

Si ∆ est un (ϕ,Γ)-module sur Brig,K , alors ∆ est la limite inductive de sous
B

]0,r]
K -modules ∆]0,r], pour 0 < r ≤ r(∆), vérifiant les propriétés suivantes [5,

th. I.3.3] :
• Brig,K ⊗B

]0,r]
K

∆]0,r] → ∆ est un isomorphisme ;

• ∆]0,r] est stable par Γ et B
]0,r/p]
K ⊗

ϕ(B
]0,r]
K )

ϕ(∆]0,r])
∼→ ∆]0,r/p].

Si n ∈ N, on pose rn = vp(ζpn − 1) = 1
(p−1)pn−1 et, si rn ≤ r(∆), on note ∆+

dif,n le
complété Kn[[t]]⊗

B
]0,rn]
K

∆]0,rn] du localisé de ∆]0,rn] en ϕn(ω), et ιn : ∆]0,rn] → ∆+
dif,n

la localisation.

2.5.6. (ϕ,N)-modules filtrés et (ϕ,Γ)-modules. — On note Blog,K l’anneau de
polynômes Brig,K [log π], que l’on munit d’actions de ϕ et ΓK en posant

ϕ(log π) = p log π + log ϕ(π)
πp et γ(log π) = log π + log γ(π)

π ,

et d’une dérivation Brig,K-linéaire N , définie par N(log π) = −p
p−1 . On a ιn(log π) =

log(ζpne
t/pn − 1), et donc ιn(Blog,K) ⊂ Kn[[t]].
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Soit B̃log = B̃rig ⊗Brig,K
Blog,K = B̃rig[log π] ; alors B̃log contient

log[p[] = p
p−1

(
log π + log

(
[(p[)(p−1)/p]/π

))
,

et donc aussi l’anneau B̃+
log = B̃+

rig[log[p[]] du no 2.1.1 (actions de ϕ, N et GK
comprises).

Si D est un (ϕ,N)-module, de rang h sur K0, on définit un (ϕ,Γ)-module ∆(D)

sur Brig,K , par
∆0(D) = (Blog,K ⊗K0

D)N=0.

Si D est un (ϕ,N)-module filtré sur K, et si r ≤ r(K), on définit les B
]0,r]
K -modules

∆
]0,r]
0 (D) = (B

]0,r]
K [log π]⊗K0

D)N=0

∆]0,r](D) = {z ∈ ∆
]0,r]
0 (D)[ 1

t ], ιn(z) ∈ Fil0(Kn((t))⊗K DK), si rn ≤ inf(r, r(∆))}

Théorème 2.42. — (i) Le Brig,K-module

∆(D) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

∆]0,r](D)

ne dépend pas du choix de r, et est un (ϕ,Γ)-module de rang h sur Brig,K .
(ii) Le foncteur D 7→ ∆(D) est un ⊗-foncteur exact, qui respecte les filtrations de

Harder-Narasimhan.

Remarque 2.43. — (i) Le (i) correspond au th. II.1.2 de [5] et le (ii) correspond aux
th. II.2.6 et IV.2.1 de [5].

(ii) Il résulte du (ii) de ce théorème que D est faiblement admissible si et seulement
si ∆(D) est étale. La conjecture « fa ⇒ a » s’en déduit en remarquant que Vst(D) =

(B̃rig ⊗∆(D))ϕ=1, et en utilisant le th. 2.41.

Démonstration. — Commençons par remarquer que, comme N est nilpotent,
on a ∆

]0,r]
0 (D) ∼= B

]0,r]
K ⊗K0

D, en tant que B
]0,r]
K -module (et même en tant

que ϕ-module sur B
]0,r]
K ), l’isomorphisme réciproque étant donné par la formule

a ⊗ x 7→
∑
i≥0(p−1

p log π)ia ⊗ Nix
i! . En particulier, ∆

]0,r]
0 (D) est un B

]0,r]
K -module de

rang h.
Quitte à tordre D, on peut supposer que Di

K = 0 si i > 0, auquel cas
Fil0(Kn((t)) ⊗K DK) ⊂ Kn[[t]] ⊗K DK . Le « théorème des restes chinois » pour les
modules de type fini sur B

]0,r]
K fournit la suite exacte :

0→ ∆]0,r](D)→ ∆
]0,r]
0 (D)→

∏
n≥n(r)

(Kn[[t]]⊗K DK)/Fil0 → 0.

(La suite est exacte à gauche par définition de ∆]0,r](D) et à droite par le théorème des
restes chinois.) En particulier, ∆]0,r](D) est un sous-B]0,r]

K -module fermé de ∆
]0,r]
0 (D)

qui contient tN∆
]0,r]
0 (D) si D−NK = DK . Il en résulte, grâce au th. 2.35, que ∆]0,r](D)

est un B
]0,r]
K -module de rang h.
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Maintenant, ∆0(D) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

∆
]0,r]
0 (D) = (Blog,K ⊗K0 D)N=0 est un

(ϕ,Γ)-module sur Brig,K qui ne dépend pas de r ; on en déduit l’indépendance
de ∆(D) et ce qui précède montre que ∆(D) est un sous-Brig,K-module de
rang h de ∆0(D). De plus, ∆(D) est stable par ΓK puisque ιn commute à ΓK ,
et on déduit de ce que ιn+1(ϕ(x)) = ιn(x) et de la suite exacte ci-dessus que
B

]0,r/p]
K ⊗

ϕ(B
]0,r]
K )

ϕ(∆]0,r](D)) → ∆]0,r/p](D) est un isomorphisme. Il s’ensuit que
∆(D) est un sous-(ϕ,Γ)-module de rang h de ∆0(D), ce qui prouve le (i).

Pour prouver que D 7→ ∆(D) est un ⊗-foncteur exact, on utilise intensivement la
suite exacte ci-dessus et le fait que D 7→ Fil0(Kn((t))⊗KDK) est un ⊗-foncteur exact.

Enfin, pour montrer que D 7→ ∆(D) respecte les filtrations de Harder-Narasimhan,
il suffit de vérifier que :
• Tout sous-(ϕ,Γ)-module ∆′, facteur direct de ∆(D), est de la forme ∆(D′), avec

D′ sous-(ϕ,N)-module de D : de fait, on a D′ = (Blog,K [ 1
t ]⊗Brig,K

∆′)ΓK .
• deg(∆(D)) = deg(D), ce qui est immédiat si D est de rang 1, et le cas général

s’en déduit car deg(D) = deg(detD) et deg(∆) = deg(det ∆).

2.5.7. La conjecture « dR ⇒ pst ». — Si V est une représentation de GK , et si ∆(V )

est le (ϕ,Γ)-module sur Brig,K associé, l’opérateur γ−1
χ(γ)−1 a une limite ∇, quand

γ → 1, et ∇ est une connexion sur ∆(V ), l’action de ∇ sur Brig,K étant donnée par
∇ = t∂, où ∂ = (1 + π) d

dπ (cf. [3, § 5.1]).
Supposons maintenant que V est de de Rham, de dimension d, et que les poids de

Hodge-Tate de V sont ≤ 0 (on peut se ramener à ce cas en tordant par une puissance
convenable du caractère cyclotomique), de telle sorte que DdR(V ) ⊂ B+

dR ⊗ V , et
Kn[[t]]⊗K DdR(V ) est un sous-Kn[[t]]-réseau de ∆+

dif,n ⊂ (B+
dR⊗V )HK , si rn ≤ r(∆)

(cf. no 2.5.5 pour la définition de ∆+
dif,n). Ceci permet de définir un modifié N ]0,r]

de ∆]0,r] en les ϕn(ω) en posant :

N ]0,r] = {z ∈ ∆]0,r], ιn(z) ∈ Kn[[t]]⊗K DdR(V ), si rn ≤ inf(r, r(∆))}.

Alors N ]0,r] est un sous-B]0,r]
K -module de ∆]0,r], stable par Γ et ∇ ; de plus il est de

rang d car fermé et contenant tN∆]0,r], si DdR(V ) = Fil−NDdR(V ).
Le théorème des restes chinois fournit une suite exacte

0→ N ]0,r] → ∆]0,r] →
∏

n≥n(r)

∆+
dif,n/(Kn[[t]]⊗K DdR(V ))→ 0,

dont on déduit que ∇(N ]0,r]) ⊂ tN ]0,r] car ∇ = 0 sur DdR(V ) et ∇ = t ddt sur
Kn[[t]], et, comme ci-dessus, que N ]0,r/p] = B

]0,r/p]
K ⊗

ϕ(B
]0,r]
K )

ϕ(N ]0,r]). Il s’ensuit que

N(V ) = Brig,K ⊗B
]0,r]
K

N ]0,r] est un ϕ-module sur Brig,K , et comme ∂ ◦ ϕ = pϕ ◦ ∂
la filtration de Kedlaya 0 = ∆0 ⊂ ∆1 ⊂ · · · ⊂ ∆r = ∆ est stable par ∂, ainsi que
les B†K-modules Di du th. 2.39. Il resulte alors du théorème de Tsuzuki [55] rappelé
ci-dessous (th. 2.44), qu’il existe une extension finie L de K telle que la connexion ∂
devienne triviale sur B†L ⊗B†K

Di, et donc aussi sur Brig,L ⊗Brig,K
(∆i/∆i−1). On en

déduit que ∂ est triviale sur Blog,L ⊗Brig,K
∆, car ∂ : Blog,L → Blog,L est surjective.
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L’action de ΓL sur (Blog,L ⊗Brig,K
∆)∂=0 est alors localement constante puisque son

action infinitésimale est nulle ; il existe donc n tel que ΓLn agisse trivialement, ce qui
implique que (B̃log ⊗ V )GLn est de dimension d sur (B̃log)GLn , puis, en utilisant la
prop. 2.33, que (B̃+

log ⊗ V )GLn est de dimension d sur (B̃+
log)GLn et donc que V est

semi-stable comme représentation de GLn . Ceci termine la preuve de « dR ⇒ pst ».

Théorème 2.44. — Si D est un (ϕ, ∂)-module étale sur B†K , il existe une extension
finie L de K telle que ∂ soit triviale sur B†L ⊗D.

Remarque 2.45. — La représentation V ne joue pas vraiment de rôle dans ce qui
précède, et le résultat s’étend [5, th. III.2.4] aux (ϕ,Γ)-modules ∆ non nécessairement
étales : la condition « V de Rham » étant remplacée par « (BdR⊗Kn[[t]] ∆+

dif,n)GK de
dimension rg ∆ sur K ».

2.5.8. Les B-paires. — Berger [4] définit une B-paire comme la donnée de :
• un Be-module libreMe, de rang fini, avec action semi-linéaire continue de GK ,
• un sous B+

dR-réseau M
+
dR de BdR ⊗Be Me, stable par GK .

Nous appellerons (GK , B)-paire un tel objet pour insister sur l’existence d’une
action de GK , et une B-paire sera juste la donnée de :

• un Be-module libre de rang fini Me,
• un sous B+

dR-réseau M
+
dR de BdR ⊗Be Me.

Exemple 2.46. — On peut associer à une Qp-représentation V deGK , un (ϕ,N)-module
filtré D sur K ou un (ϕ,Γ)-module ∆ sur Brig,K , des (GK , B)-paires M(V ), M(D)

ou M(∆), en posant(25) :

M(V ) = (Me(V ),M+
dR(V )) = (Bϕ=1

cris ⊗ V,B
+
dR ⊗ V )

M(D) = (Me(D),M+
dR(D)) = ((B̃+

log[ 1
t ]⊗D)N=0,ϕ=1,Fil0(BdR ⊗K DK))

M(∆) = (Me(∆),M+
dR(∆)) =

(
(B̃rig[ 1

t ]⊗Brig,K
D)ϕ=1,B+

dR ⊗Kn[[t]] ιn(∆]0,rn])
)

On a V = Me(V ) ∩M+
dR(V ), ce qui prouve que V 7→ M(V ) est une équivalence de

catégories de la catégorie des représentations de GK sur une sous-catégorie de celle
des (GK , B)-paires.

Théorème 2.47 ([4, th. 2.2.7]). — Le foncteur ∆ 7→ M(∆) est une équivalence de
catégories de la catégorie des (ϕ,Γ)-modules sur Brig,K sur celle des (GK , B)-paires.

3. Les courbes XE , YE et les espaces analytiques associés

Il se trouve que comprendre les idéaux de Be demande de commencer par
comprendre ceux de Ainf . Comme Ainf/([p

[] − p) = OC , et comme ([p[] − p)n → 0

dans Ainf quand n → +∞, relever une base de Banach de OC sur Zp dans Ainf

fournit un scindage s : OC → Ainf de la projection Ainf → OC , et permet d’écrire

(25) Dans la définition de M(∆), il faut prendre n� 0 pour que rn ≤ r(∆).
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tout élément de Ainf , de manière unique, sous la forme
∑
n∈N s(an)([p[] − p)n. Ceci

fait que Ainf ressemble beaucoup à OC [[T ]].
Cette ressemblance est utile pour beaucoup de questions (par exemple pour

démontrer la convergence de séries dans B+
dR), mais n’est pas assez fidèle pour

comprendre l’arithmétique dans Ainf en particulier pour déterminer ses idéaux
premiers. La clé pour résoudre ce genre de questions est de prendre vraiment au
sérieux l’analogie avec le cas d’égale caractéristique, et de considérer p comme
une variable (par exemple, si on fait du 3-adique, il faut considérer 3 comme une
variable !), ce qui demande d’écrire, comme dans [37], un vecteur de Witt sous la
forme

∑
i∈N[xi]p

i au lieu de la forme standard
∑
i∈I p

i[xi].

3.1. L’anneau AE . — Soit E une extension finie de Qp contenue dans C. On note OE
l’anneau de ses entiers, kE son corps résiduel, et on choisit une uniformisante π. Soit
q = pf le cardinal de kE (et donc kE = Fq). Soit Ĕ = E ⊗W (kE) W (kC), l’extension
maximale non ramifiée de E dans C. Soit

AE = OE ⊗W (kE) Ainf .

C’est un anneau local d’idéal maximal Ker(AE → OC[ → kC[), séparé et complet
pour la topologie (π, [π[])-adique. On note ϕE l’automorphisme 1⊗ ϕf de AE . Tout
élément de AE peut s’écrire, de manière unique, sous la forme x =

∑
k∈N[xk]πk, où

les xk sont des éléments arbitraires de C[, et on a ϕE(
∑
k∈N[xk]πk) =

∑
k∈N[xqk]πk.

3.1.1. Idéaux premiers de AE.— L’écriture ci-dessus fait ressembler AE à l’anneau
OC [[T ]], où l’on a pris comme variable T l’uniformisante π. Par analogie, on définit le
polygone de Newton NPx de x =

∑
k∈N[xk]πk comme la plus grande fonction convexe

f : R+ → R+ ∪ {+∞} telle que f(k) ≤ infi≤k vC[(xi), pour tout k ∈ N. Alors NPx
est une fonction convexe décroissante, linéaire par morceaux, et on dit que λ < 0

est une pente de NPx s’il existe un intervalle sur lequel la dérivée de NPx est λ ; la
multiplicité de λ est alors la longueur de cet intervalle (c’est un entier). Le polygone de
Newton de x peut fort bien comporter une infinité de pentes ; c’est le cas par exemple
de x =

∑
[aq
−k

]πk, si a ∈ mC[ .
Le résultat suivant [FF, th. 2.4.6 et no 1.5.2] est crucial pour l’étude des zéros des

éléments de AE .

Théorème 3.1. — (i) Si NPx est constant, alors x est inversible dans AE [ 1
[π[]

].
(ii) Si λ est une pente de NPx, de multiplicité d, il existe a1, . . . , ad ∈ OC[ vérifiant

vC[(ai) = −λvp(π) tels que x = (π − [a1]) · · · (π − [ad])y avec y ∈ AE. De plus, NPy
est obtenu en enlevant(26) de NPx le segment de pente λ.

Remarque 3.2. — Dans l’énoncé analogue sur OC [[T ]], les ai sont uniquement
déterminés ; ce n’est pas le cas ici. Par exemple, l’idéal Ker θ est engendré par
π− [π[] pour n’importe quel choix de π[. Il est un peu difficile d’expliciter la relation

(26) NPy(t) = NPx(t) si t� 0, et les pentes de NPy sont celles de NPx (avec les mêmes multiplicités)
privées de λ.
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d’équivalence a ∼ b exprimant l’égalité des idéaux (π − [a]) et (π − [b]) ; cela revient
à décrire(27) ε à partir de π[.

Corollaire 3.3. — Les idéaux premiers fermés(28) de AE sont :
• (0), de corps résiduel Fr(AE),
• l’idéal maximal, de corps résiduel kC[ = kC ,
• (π), de corps résiduel C[,
• (π−[a]), pour a ∈ mC[{0} à équivalence près, de corps résiduel Ca algébriquement

clos de caractéristique 0, complet pour vp, et tel que C[a ∼= C[,
• W (mC[), noté ([π[]), de corps résiduel Ĕ.

(Tout résulte facilement du th. 3.1, à part le fait que Ca est algébriquement clos [FF,
prop. 2.2.19] ou [51, prop. 3.8].)

3.1.2. L’ensemble |YE |. — Les idéaux π et [π[] sont clairement de vilains petits
canards, et on définit(29) |YE | comme l’ensemble des idéaux fermés, non triviaux, de
AE [ 1

π ,
1

[π[]
]. On note ∞ ∈ |YE | l’idéal Ker θE , où θE = id⊗ θ : OE ⊗W (kE) Ainf → OC .

Si y ∈ |YE | (et donc y est de la forme (π − [a])), et si Ky = AE [ 1
p ]/(π − [a]) = Ca

est son corps résiduel, alors Ky contient E, et l’isomorphisme OKy/π
∼= OC[/a se

prolonge, de manière unique, en un isomorphisme ιy de K[
y sur C[ ; autrement dit,

(Ky, ιy) est un E-débasculé(30) (untilt) de C[. Réciproquement, si (K, ι : K[ ∼= C[) est
un E-débasculé de C[, on peut lui associer l’idéal (π − [ι(π[)]) de AE . On en déduit
le résultat suivant [FF, cor. 2.2.22 et 2.2.23].

Proposition 3.4. — |YE | est l’ensemble des E-débasculés de C[.

On peut donner une description agréable de |YE | en utilisant la théorie de Lubin-
Tate. Soit donc ⊕ une loi de groupe formel de Lubin-Tate associée(31) à (E, π). On
dispose alors, pour tout α ∈ OE , de σα ∈ αT + T 2OE [[T ]] telle que σα(X ⊕ Y ) =

σα(X)⊕ σα(Y ), et on a σπ ≡ Xq modulo π. Ceci munit mC[ d’une action de OE , que
l’on prolonge en une action de E par σα/πn(x) = σα(xq

−n
).

Théorème 3.5 ([FF, prop. 2.3.9]). — Soit x ∈ mC[ .
(i) [x]π = limn→+∞ σπn([xq

−n
]) est l’unique relèvement de x dans AE tel que

ϕE([x]π) = σπ([x]).

(27) On peut obtenir une description en utilisant le corps des normes de l’extension E(µp∞ , π1/p∞ ) :
si $ en est une uniformisante, il existe des séries P,Q ∈ Fq [[Xp−∞ ]] telles que π[ = P ($) et
ε = Q($). Il n’est pas sûr qu’expliciter P et Q soit très utile (ou même faisable...).
(28) Si on n’impose pas aux idéaux d’être fermés, le lemme de Zorn permet de fabriquer des idéaux
maximaux exotiques à partir d’éléments dont le polygone de Newton comporte une infinité de pentes.
(29) La notation est justifiée par le fait [17] que |YE | est l’ensemble des points de type I d’une courbe
analytique (adique) Y ad

E (cf. § 3.3).
(30) Un E-débasculé de C[ est un couple (K, ι), où K est un corps perfectoïde contenant E, complet
pour vp, et ι un isomorphisme de K[ sur C[.
(31) Une telle loi n’est unique qu’à isomorphisme près ; en changer modifie les constructions qui
suivent de manière parfaitement transparente.
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(ii) Si α ∈ E, alors σα([x]π) = [σα(x)]π.
(iii) x 7→ ξx = [x]π/[x

1/q]π induit une bijection de (mC[{0})/O∗E sur |YE |.

Remarque 3.6. — mD[ est, par construction, l’ensemble des points classiques de la
boule perfectoïde D̃C sur C ou D̃C[ sur C[ et donc mC[{0} est l’ensemble des points
classiques de la boule perfectoïde épointée, et le (iii) du th. 3.5 nous fournit des
bijections :

|YE | ∼= |D̃×C |/O
∗
E
∼= |D̃×C[ |/O

∗
E .

3.1.3. L’anneau BE . — Si r ∈ ]0,+∞[, notons vr la valuation

vr(
∑
k�0

[xk]πk) = inf
k

(
vC[(xk) + krvp(π)

)
.

Cette valuation est multiplicative [FF, prop. 1.4.9] : vr(xy) = vr(x) + vr(y). Si x ∈
AE [ 1

π ,
1

[π[]
], la fonction r 7→ vr(x) est croissante, concave, linéaire par morceaux, à

pentes entières ; elle admet donc des limites à gauche ∂gvr(x) et à droite ∂dvr(x)

vérifiant ∂gvr(x), ∂dvr(x) ∈ N et ∂gvr(x) ≥ ∂dvr(x). La fonction r 7→ vr(x) est la
transformée de Legendre de NPx, et on récupère NPx en prenant la transformée de
Legendre inverse (cf. [FF, § 1.5]) : la multiplicité de −λ comme pente de NPx est
∂gvλ(x) − ∂dvλ(x). Notons que vr(x) admet une limite v0(x) quand x → 0, mais la
dérivée à droite en 0 peut être +∞.

Si I est un intervalle de ]0,+∞[, on note BE(I) le complété de AE [ 1
π ,

1
[π[]

] pour la
famille de valuations vr, pour r ∈ I. Alors BE(I) est une algèbre de Fréchet (et même
de Banach, si I est compact, avec vI(x) = infr∈I vr(x)). On note simplement BE et
B+
E les anneaux :

BE = BE(]0,+∞[), B+
E adhérence de AE [ 1

π ] dans BE .

Alors ϕE se prolonge par continuité en des isomorphismes ϕE : BE(I)
∼→ BE(qI),

ϕE : BE
∼→ BE , ϕE : B+

E
∼→ B+

E . Si r > 0, on a BE =
⋂
n∈N ϕ−n(BE([r,+∞[)) et,

pour faire bonne mesure, on définit l’anneau de Robba RE(C[) relatif à cette situation
par RE(C[) =

⋃
n∈N ϕn(BE([r,+∞[)).

Remarque 3.7. — (i) Si E = Qp, les anneaux ci-dessus sont reliés à ceux du no 2.5.2 :
soit ι : ]0,+∞[→ ]0,+∞[ donnée par x 7→ 1

x . Alors

BQp
(I) = B̃ι(I), B+

Qp
= B̃+

rig et RE(C[) = B̃rig.

(ii) Dans [FF], les normes sont préférées aux valuations, et notre BE(I) correspond
au Bq(I) de [FF], où q : ]0,+∞[→ ]0, 1[ est la fonction x 7→ q−x.

3.1.4. Localisation des zéros. — Si x ∈ BE(I), on définit son polygone de Newton
NPIx par passage à la limite : si xn est une suite d’éléments de AE [ 1

π ,
1

[π[]
] ayant pour

limite x dans BE(I), la suite de fonction r 7→ vr(xn) tend vers r 7→ vr(x) sur I (la
suite des restrictions à un sous-intervalle compact J de I est même constante à partir
d’un certain rang [FF, lemme 1.6.10]). Concrètement, si a, b sont les bornes inférieure
et supérieure de I, alors NPIx est définie sur ]∂gvb(x), ∂dva(x)[, intervalle qui peut
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être ∅, est convexe décroissante, à pentes dans −I et, si λ ∈ −I, la multiplicité de λ
comme pente est ∂gvλ(x)− ∂dvλ(x).

On a alors le résultat suivant ([FF, prop. 1.6.25]) et [FF, prop. 2.4.10]).

Théorème 3.8. — (i) x est inversible dans BE(I) si et seulement si NPIx est vide.
(ii) Si λ est une pente de NPIx, de multiplicité d, il existe a1, . . . , ad ∈ OC[ vérifiant

vC[(ai) = −λvp(π) tels que x = (π − [a1]) · · · (π − [ad])y avec y ∈ BE(I). De plus,
NPIy est obtenu en enlevant de NPIx le segment de pente λ.

Si y = (π − [a]) ∈ |YE |, notons Ky le corps résiduel de y ; c’est un corps
algébriquement clos, complet pour vp. Posons δ(y) = vp(π)/vp([π

[]) ∈ ]0,+∞[ (on
considère les images dans Ky pour évaluer vp ; on a aussi δ(y) = vC[(a)/vC[(π

[)). Si
I est un intervalle de ]0,+∞[, on note |YE(I)| l’image inverse de I par δ.

Un diviseur sur |YE(I)| est une somme formelleD =
∑
y∈|YE(I)| ny(y), avec ny ∈ N.

On dit que D est localement fini si, pour tout intervalle compact J ⊂ I, la somme∑
y∈|YE(J)| ny(y) est finie. Le th. 3.8 permet d’associer à x ∈ BE(I), son diviseur

Div(x), qui est un diviseur localement fini sur |YE(I)|. Si N est un idéal principal, de
BE(I), on note Div(N) le diviseur de n’importe lequel de ses générateurs.

Le résultat suivant (combinaison des th. 2.5.1, 2.6.1 et 2.7.4 de [FF]), que l’on
comparera au th. 2.30, précise les résultats de Kedlaya du th. 2.34.

Théorème 3.9. — (i) Si I est un intervalle compact, alors BE(I) est un anneau
principal et l’application N 7→ Div(N) induit une bijection de l’ensemble des idéaux
de BE(I) sur l’ensemble des diviseurs à support fini sur |YE(I)|.

(ii) Si I est de la forme [r,+∞[, avec r > 0, alors BE(I) est un anneau de Bézout,
un idéal est fermé si et seulement si il est principal, et l’application N 7→ Div(N)

induit une bijection de l’ensemble des idéaux fermés de BE(I) sur l’ensemble des
diviseurs localement finis sur |YE(I)|.

Remarque 3.10. — (i) Si I = [r,+∞[, avec r > 0, et si D =
∑
i ni(π − [ai]) est

un diviseur localement fini sur |YE(I)|, alors
∏
i(1 −

[ai]
π ) converge dans BE(I) et le

diviseur du produit est D.
(ii) Si I = ]0,+∞[, le produit n’a aucune raison de converger (il peut y avoir une

sous-suite de ai, avec vC[(ai) → 0), et il semble raisonnable de penser, par analogie
avec le cas d’égale caractéristique, que BE n’est pas de Bézout (au moins si C[ n’est
pas maximalement complet). En tout cas, B+

E n’est pas de Bézout [4, rem. 1.1.3].

3.2. La courbe algébrique XE . — Cf. [FF, th. 6.5.2].

3.2.1. Factorisation des éléments de BϕE=πd

E . — Soit ` le logarithme de la loi de
Lubin-Tate introduite ci-dessus. Si x ∈ mC[ , soit

tx = `([x]π) = lim
n→+∞

π−nσπ2n([xq
−n

]) = [x]π
∏
n≥1

ϕn(ξx)
π .
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Théorème 3.11. — (i) Si α ∈ E∗, alors tσα(x) = αtx.
(ii) x 7→ tx induit une bijection de mC[{0} sur B

ϕE=π
E {0}.

(iii) A multiplication par E∗ près, tx est l’unique élément de BϕE=π
E divisible par ξx.

(iv) Si d ≥ 1, tout y ∈ BϕE=πd

E est le produit de t1, . . . , td ∈ BϕE=π
E , uniques à

permutation et multiplication près par des éléments de E∗.
(v) Tout élément y de Fr(BE)ϕE=1 peut s’écrire sous la forme y = t1···td

td+1···t2d , avec
t1, . . . , t2d ∈ BϕE=π

E , et donc Fr(BE)ϕE=1 = Fr(BϕE=1
E ).

Remarque 3.12. — (i) Le diviseur de tx est
∑
k∈Z(ϕkE(ξx)). Réciproquement, si D ∈

|YE | est invariant par ϕE , il existe x1, . . . , xd tels que D =
∑d
i=1

∑
k∈Z(ϕkE(ξxi)), ce

qui permet de déduire les (iv) et (v) du th. 3.11 du (ii) du th. 3.9.
(ii) En combinant des arguments de diviseurs, le (i) du th. 3.8 et le (i) de la

remarque, on montre que BϕE=πd

E = (B+
E )ϕE=πd , pour tout d ∈ N.

(iii) On peut aussi utiliser des produits de Weierstrass pour construire des éléments
de BϕE=π

E de diviseur donné. Si a ∈ mC[ , le produit
∏
n≥0

(
1− ϕnE([a])

π

)
converge dans

B+
E , vers un élément `+a vérifiant ϕE(`+a ) = π

π−[a]`
+
a . Soit `−a une solution dans AE

de ϕE(x) = (π − [a])x. Alors Div(`−a ) est à support dans |YE(]0, r])|, avec r > 0, et
satisfait ϕE(Div(`−a )) = Div(`−a ) + (π − [a]), et donc Div(`−a ) =

∑
k≤−1 ϕ

k
E(π − [a]).

Il s’ensuit que, si `a = `+a `
−
a , alors ϕE(`a) = π`a et Div(`a) =

∑
k∈Z ϕ

k(π − [a]).
Si E = Qp et si a = p[, on obtient de la sorte un élément ayant même diviseur

que t = log[ε]. On en déduit que, si x ∈ AE{0} vérifie ϕ(x) = (p − [p[])x, il existe
c ∈ Q∗p tel que t = cx

∏
n≥0

(
1− [(p[)p

n
]

p

)
.

3.2.2. La courbe XE . — Remarquons que PE =
⊕

d∈NBϕE=πd

E est une algèbre
graduée. On définit la courbe algébrique XE par :

XE = Proj(PE) = Proj
(⊕
d∈N

BϕE=πd

E

)
.

Notons |XE | l’ensemble des points fermés de XE . On déduit du th. 3.12 que |XE | est
en bijection avec

(
(B+

E )ϕE=π{0}
)
/E∗ : si x ∈ |XE |, l’idéal homogène correspondant

est engendré par tx ∈ (B+
E )ϕE=π, bien déterminé à multiplication près par E∗.

Théorème 3.13. — (i) H0(XE , O) = E, mais XE n’est pas de type fini sur E.
(ii) Si x ∈ |XE |, et si tx ∈ (B+

E )ϕE=π est un générateur de l’idéal homogène
correspondant, alors :

a) O(XE{x}) = (B+
E [ 1

tx
])ϕE=1 est un anneau principal (et donc XE est une

courbe car recouvert par des spectres d’anneaux de Dedekind).
b) Le corps résiduel Kx est un corps algébriquement clos de caractéristique 0,

complet pour vp, tx est un paramètre local en x, et ÔXE ,x = B+
dR(Kx).

c) Tout élément non nul de O(XE{x}) se factorise sous la forme t1
tx
· · · tdtx , où ti ∈

(B+
E )ϕE=π et ti /∈ E∗tx ; de plus t1, . . . , td sont uniques à permutation et multiplication

par E∗ près.
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Remarque 3.14. — (i) Si E = Qp et tx = t, on a (B+
E [ 1

tx
])ϕE=1 = Be. La principalité

de Be est donc un cas particulier du (ii) a) et le (ii) c) répond (positivement) à la
question 2 des « devoirs de vacances » de Fontaine.

(ii) On a une suite exacte

0→ H0(XE , O)→ O(XE{x})→ OXE ,x[ 1
tx

]/OXE ,x → 0

induite par l’application qui à une fonction associe sa partie principale en x. Si E = Qp

et tx = t, on retrouve la suite exacte fondamentale.
(iii) Si x0, x1, . . . , xd sont des points fermés de XE , distincts deux à deux, et si

tx0 , . . . , txd ∈ (B+
E )ϕE=π sont des générateurs des idéaux homogènes correspondants,

le théorème des restes chinois, couplé avec le (ii) b), implique que la réponse à la
question 3 des « devoirs de vacances » est « oui ».

(iv) Si y ∈ |YE |, il existe tx ∈ (B+
E )ϕE=π, bien déterminé à multiplication près

par E∗, dont le diviseur est
∑
k∈Z(ϕkE(y)), et tx détermine un élément x de |XE |. On

en déduit des bijections naturelles

|XE | ∼= |YE |/ϕZ ∼= |D̃×C |/E
∗ ∼= |D̃×C[ |/E

∗,

l’action de E∗ sur |D̃×C | = |D̃×
C[
| = mC[{0} étant donnée par la loi de Lubin-Tate

comme dans le th. 3.5. On note ∞ ∈ |XE | l’image de ∞ ∈ |YE |.

Théorème 3.15 ([FF, th. 8.6.1]). — (i) Si E′ est une extension finie de E, alors XE′ =

E′ ⊗E XE. En particulier XE′ est un revêtement étale de degré [E′ : E] de XE.
(ii) Tout revêtement étale fini de XE est de cette forme, i.e. XE est géométriquement

simplement connexe.

Si kE′ = Fqa , alors ϕE′ = ϕaE et Fr(BE′) = E′ ⊗Qqa ·E Fr(BE), avec Qqa · E =

Qqa ⊗Qq
E, et donc

Fr(BE′)
ϕE′=1 = E′ ⊗

Qqa ·E
Fr(BE)ϕE′=1 = E′ ⊗

Qqa ·E
(Qqa ⊗

Qq

Fr(BE)ϕE=1) = E′⊗
E

Fr(BE)ϕE=1

On en déduit le (i). Le (ii) est un résultat profond, dont la preuve utilise la classification
des fibrés sur XE (th. 4.5).

3.3. La courbe analytique Y ad
E et son quotient Xad

E . — La bijection |XE | = |YE |/ϕZ
E

provient d’un morphisme de variétés analytiques : on a le résultat suivant.

Théorème 3.16 ([17, th. 2.1]). — Si I = [r1, r2], avec r1, r2 ∈ Q, alors Y ad
E (I) =

Spa(B(I), B(I)+) est un espace adique, i.e. le préfaisceau O est un faisceau.

On définit Y ad
E comme la limite inductive des Y ad

E ([r1, r2]), pour r1, r2 ∈ Q et, plus
généralement, si I est un intervalle de ]0,+∞[, on note YE(I)ad la limite inductive
des YE([r1, r2])ad, pour r1, r2 ∈ Q, avec [r1, r2] ⊂ I. Alors

O(Y ad
E ) = B O(Y ad

E (I)) = B(I).

Il résulte du th. 3.9 que |YE(I)| est l’ensemble des points classiques de Y ad
E (I).
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Remarque 3.17. — On peut même analytifier Spec(AE) ([52, prop. 13.1.1]). Soit δ :

SpaAE{mAE} → [0,+∞] définie par δ(x) = x(π)
x([π[])

, où x est la valuation réelle
déterminée par x. L’espace Y ad

E est alors l’image inverse de ]0,+∞[ par δ.

On a δ(ϕ(x)) = qδ(x), et donc ϕ opère proprement sur Y ad
E , ce qui permet de

considérer l’espace quotient

Xad
E = Y ad

E /ϕZ.

Remarque 3.18. — (i) Xad
E est l’analytifiée de XE .

(ii) Le (v) du th. 3.11 peut se traduire sous la forme : toute fonction méromorphe
sur Xad

E est une fonction rationnelle, ce qui est une manifestation du principe GAGA,
la courbe XE étant une courbe propre.

(iii) Écrire Xad
E sous la forme Y ad

E /ϕZ fait ressembler Xad
E à une courbe elliptique

de Tate. Par ailleurs, XE ressemble à P1 puisque tout diviseur de degré 0 est principal
(i.e. XE est de genre 0), mais il s’agit d’un P1 un peu spécial car il a des quotients
qui ne sont pas de genre 0 : Si F un sous-corps fermé de C[, on peut associer à F
une courbe XE,F en remplaçant C[ par F dans les formules. L’anneau BE,e(F )

correspondant est alors seulement un anneau de Dedekind [FF, prop. 7.2.1], et pas
un anneau principal, et on a [FF, prop. 7.2.4]

Pic0(XE,F ) = Hom(GF , E
×).

Remarque 3.19. — La bijection |YE | ∼= |D̃×C |/O∗E peut aussi s’analytifer, mais il faut
sortir du cadre des espaces analytiques (ou même adiques), et utiliser celui des
diamants [52, 21]. Un certain nombre des énoncés ci-dessus prennent tout leur sens
dans le monde des diamants (et ont fortement motivé son introduction).
• On a E� ∼= Ê�∞/Gal(E∞/E), et comme Gal(E∞/E) ∼= O∗E , la bijection |YE | ∼=

|D̃×C |/O∗E est une manifestation de l’égalité de diamants

Ê�∞ × C� = (Ê[∞)� × (C[)� ∼= (D̃×
C[

)� = (D̃×C )�

• La prop. 3.4 est une manifestation de l’égalité de diamants E� × C� ∼= Y �E .
• Le th. 3.15 (ou sa version [56] pour Xad

E ) se traduit par

π1((E� × C�)/(1× ϕ)) = GE .

Comme C�/GE ∼= E�, on a aussi

π1((E� × E�)/(1× ϕ)) = GE ×GE .

Ce dernier énoncé est un analogue arithmétique d’un lemme de Drinfeld à la base
de la construction des représentations galoisiennes associées aux formes modulaires
sur les corps de fonctions. Il réalise un vieux fantasme de pouvoir faire des produits
« absolus » (dans le monde des schémas, E×E = E...). C’est un des points de départ
de la géométrisation de la correspondance de Langlands locale [17, 19, 20, 21, 52].
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4. Fibrés sur XE

Si E est un fibré surXE , on peut associer à E deux invariants additifs dans les suites
exactes : son rang rg(E ) et son degré deg(E ) défini par deg(E ) = deg(det E ) où, si L est
un fibré de rang 1 sur X et si s une section rationnelle de L , on définit deg(L ) comme
étant

∑
x∈|XE | vx(s), ce qui ne dépend pas du choix de s car

∑
x∈|XE | vx(f) = 0 si

f ∈ Fr(Be)
∗.

Munie de ces deux invariants, la catégorie des fibrés sur XE est une catégorie de
Harder-Narasimhan (comme celle des fibrés sur une courbe projective lisse). Tout fibré
sur XE est donc muni d’une filtration canonique, croissante, telle que les quotients
successifs soient semi-stables et la suite des pentes strictement décroissante.

4.1. Modifications de fibrés. — Si y1, . . . , yk ∈ XE , et si U = XE{y1, . . . , yk}, on peut
décrire un fibré E sur XE , à la Beauville-Laszlo, en utilisant le recouvrement de XE

formé de U et de voisinages infinitésimaux des yi. Soient t1, . . . , tk les éléments de
(B+

E )ϕE=π de diviseurs respectifs (y1), . . . , (yk), et Ki le corps résiduel en yi, de telle
sorte que O(U) = (B+

E [ 1
t1···tk ])ϕE=1 et ÔXE ,yi = B+

dR(Ki). Alors E est équivalent à la
donnée de :
• un O(U)-module projectif M de rang fini,
• pour 1 ≤ i ≤ k, un sous-B+

dR(Ki)-réseau M̂i de BdR(Ki)⊗O(U) M .
L’application E 7→ (M, (M̂i)1≤i≤r) est celle obtenue en posant

M = H0(U, E ), M̂i = ÔXE ,yi ⊗OXE
E .

Cette description des fibrés rend totalement transparentes les modifications d’un
fibré E en des points y1, . . . , yk : une telle modification revient juste à changer les
sous-B+

dR(Ki)-réseaux M̂i, pour 1 ≤ i ≤ k.

Remarque 4.1. — (i) Nous n’aurons besoin que de modifications en ∞ dans la suite,
mais les modifications en un nombre arbitraire de points [17, 19, 20, 21, 52], analogues
aux chtoukas multipattes de V. Lafforgue [41], semblent devoir jouer un rôle important
pour la géométrisation de la correspondance de Langlands locale.

(ii) Si {y1, . . . , yk} = {∞}, et si on note BE,e et B+
dR les anneaux (B+

E [ 1
t ])

ϕE=1 (avec
t = t∞) et B+

dR(K∞), on obtient une B-paire (cf. no 2.5.8). Il résulte de la discussion
ci-dessus que la catégorie des fibrés sur XE est équivalente à celle des B-paires.

4.2. Le fibré OXE (λ). — Si h est un entier ≥ 1, on note Eh l’extension non ramifiée
de E, de degré h. Si λ = d

h ∈ Q, avec d, h entiers premiers entre eux et h ≥ 1, on note
Dλ l’algèbre centrale simple de centre E et d’invariant λ :

Dλ = Eh[Π]/(Πh = πd), ΠxΠ−1 = ϕE(x), si x ∈ Eh.

Si λ = d
h ∈ Q, on définit un fibré OXE (λ) sur XE de la manière suivante. On

considère le P -module gradué
⊕

n∈NB
ϕhE=πd+n

E , et on note OXE (λ) le fibré associé :

si y ∈ |XE |, alors H0(XE{y}, OXE (λ)) =
(
BE [ 1

ty
]
)ϕhE=πd

=
(
B+
E [ 1

ty
]
)ϕhE=πd .
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Remarque 4.2. — Il y a une définition plus conceptuelle [FF, no 8.2.2] de OXE (λ) :
XEh est un revêtement fini étale de degré h de XE , et OXE (λ) est l’image directe du
fibré en droites OXEh (d) sur XEh .

Proposition 4.3. — (i) OXE (λ) est de rang h, de degré d, et de pente λ.
(ii) Les groupes de cohomologie Hi(XE , OXE (λ)) sont donnés par ([FF, prop. 8.2.3]) :

• H0(XE , OXE (λ)) =

{
(B+

E )ϕ
h
E=πd si λ ≥ 0,

0 si λ < 0,
,

• H1(XE , OXE (λ)) =

{
0 si λ ≥ 0,
B+

dR/(t
dB+

dR + Eh) si λ < 0,
,

• Hi(XE , OXE (λ)) = 0 si i ≥ 2.
(iii) End(OXE (λ)) = Dλ ([FF, prop. 8.2.8]).

Remarque 4.4. — (i) On a privilégié le point ∞ mais, si λ < 0, on a, pour tout
y ∈ |YE |, H1(XE , OXE (λ)) = B+

dR(Ky)/(tdyB
+
dR(Ky)+Eh), ce qui est un peu troublant

car B+
dR(Ky) dépend de y (en tant qu’anneau topologique [39]).

(ii) Les groupes de cohomologie de OXE (λ) sont les C-points d’Espaces de Banach
de Dimension finie Hi(XE , OXE (λ)), et on a

DimH0(XE , OXE (λ))−DimH1(XE , OXE (λ)) = (d, h).

4.3. Classification des fibrés sur XE . — Cf. [FF, chap. 8].

Théorème 4.5 ([FF, th. 8.2.10]). — Si E est un fibré sur XE, il existe des nombres
rationnels λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λr, uniquement déterminés, tels que

E ∼= OXE (λ1)⊕ · · · ⊕ OXE (λr).

Remarque 4.6. — (i) Il résulte de ce théorème que la filtration de Harder-Narasimhan
de E est scindée, et que l’on a une décomposition de E sous la forme E =

⊕
λ∈Q Eλ

où Eλ ∼= OXE (λ)mλ , est semi-stable de pente λ.
(ii) Un fibré semi-stable de pente 0 est trivial.
(iii) En utilisant le (ii) de la prop. 4.3 et la décomposition ci-dessus, on voit que :

dimE(H0(XE , E )) < +∞ ⇔ toutes les pentes de E sont ≤ 0.
(iv) Il résulte du (ii) de la rem. 4.4 que, si E est un fibré sur XE , les groupes

de cohomologie de E sont les C-points d’Espaces de Banach de Dimension finie
Hi(XE , E ), et que la caractéristique d’Euler-Poincaré de E est :

DimH0(XE , E )−DimH1(XE , E ) = (deg(E ), rg(E )).

4.4. Fibrés et ϕ-modules. — Cf. [FF, chap. 11].
Un ϕ-module sur Λ = Ĕ ou B+

E est un Λ-module libre M muni d’un morphisme
semi-linéaire ϕ : M → M , tel que a ⊗ x 7→ aϕ(x) induise un isomorphisme
Λ⊗ϕ(Λ)M∼=M (autrement dit, la matrice dans une base appartient à GLd(Λ)).
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Théorème 4.7. — On a des foncteurs naturels :

{B-paires}
∼

))

{Fibrés sur XE}

∼ 55

{ϕ-modules sur B+
E}

∼oo // {ϕ-modules sur Ĕ}.oo

(Les foncteurs du triangle sont des équivalences de catégories, les autres sont
essentiellement surjectifs mais pas pleinement fidèles.)

On a déjà expliqué comment marchait l’équivalence {B-paires} ∼= {Fibrés sur XE}.
Les autres foncteurs sont obtenus de la manière suivante.
• La projection OC[ → kC[ induit des projections AE → OĔ et B+

E → Ĕ commutant
à ϕE . Réciproquement, le choix d’une section kC[ → OC[ permet d’identifier Ĕ à un
sous-anneau de B+

E . D’où des foncteurs B+
E⊗Ĕ− et Ĕ⊗B+

E
− d’extension des scalaires.

La preuve de la surjectivité essentielle [FF, no 11.1.5] utilise un nouveau venu dans le
monde des anneaux de Fontaine, à savoir l’anneau BE , qui est à la fois un quotient de
B+
E et un quotient de A[ 1

p ] par des idéaux sur lesquels ϕE est très topologiquement
nilpotent.
• Si M+ est un ϕ-module sur B+

E , la B-paire associée est

(Me,M
+
dR) =

(
(B+

E [ 1
t ]⊗B+

E
M+)ϕ=1,B+

dR ⊗B+
E
M
)
.

• Si (Me,M
+
dR) est une B-paire, le ϕ-module sur B+

E associé est

M+ = {x ∈ B+
E [ 1

t ]⊗Me, ϕ
n(x) ∈M+

dR, ∀n ∈ Z}.

• Si M est un ϕ-module sur Ĕ,
� le ϕ-module sur B+

E associé est simplement M+ = B+
E ⊗Ĕ M ,

� la B-paire associée est
(
(B+

E [ 1
t ]⊗Ĕ M)ϕ=1,B+

dR ⊗Ĕ M
)

� le fibré E (M) est celui défini par le P -module gradué
⊕

n∈N(B+
E ⊗ĔM)ϕ=πn :

si y ∈ |XE |, alors H0(X{y}, E (M)) = (B+
E [ 1

ty
]⊗M)ϕ=1.

Il est élémentaire de vérifier que, si on part d’un ϕ-module sur Ĕ, le diagramme
obtenu en considérant les objets associés commute. Par contre, il n’est pas clair que
le M+ obtenu à partir d’une B-paire (Me,M

+
dR) soit libre sur B+

E ni que, si M+ est
un ϕ-module sur B+

E , le Be-module
(
(B+

E [ 1
t ]⊗B+

E
M+)ϕ=1 ait le bon rang (ou même

qu’il soit non nul siM+ est non nul) ; cela résulte(32) du théorème de classification des
fibrés sur XE (th. 4.5), de l’équivalence entre ϕ-modules sur B+

E et Ĕ, et du classique
théorème de Dieudonné-Manin (prop. 2.36).

Remarque 4.8. — Via l’équivalence {Fibrés sur XE} ∼= {ϕ-modules sur Ĕ}, le fibré
OXE (λ) correspond à Ĕ(−λ). Autrement dit, les pentes de Harder-Narasimhan sont
les opposées des pentes de Frobenius.

(32) On peut aussi utiliser le th. 2.16 qui contient un certain nombre des énoncés précédents.
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Remarque 4.9. — Le diagramme du th. 4.7, peut s’étendre en un diagramme faisant
intervenir la courbe analytique Xan

E .

{B-paires}
∼

))

{Fibrés sur XE}
oGAGA
��

∼ 66

{ϕ-modules sur B+}∼oo //

o
��

{ϕ-modules sur Ĕ}oo

��

{Fibrés sur Xan
E } {ϕ-modules sur B} ∼ // {ϕ-modules sur R (C[)}.

Dans ce diagramme, la flèche {Fibrés sur XE} → {Fibrés sur Xan
E } est l’analytification

(que ce soit une équivalence de catégories est une manifestation d’un principe GAGA,
mais les preuves existantes ne sont pas directes). Les ϕ-modules sur B sont les
B-modules localement libres, de rang fini, munis d’une action semi-linéaire de
ϕ telle que B ⊗ϕ(B) ϕ(M) → M soit un isomorphisme. Les flèches non encore
décrites s’obtiennent juste par extension des scalaires, en utilisant les injections
Ĕ ⊂ B+ ⊂ B ⊂R (C[).

5. Fibrés GK-équivariants et représentations de GK

Comme il transparait des extraits des courriels de Fontaine reproduits dans le
chap. 1, mieux comprendre les diverses démonstrations des conjectures « faiblement
admissible ⇒ admissible » et « de Rham ⇒ potentiellement semi-stable », ainsi que
les objets qu’elles font intervenir, a été une motivation puissante pour l’introduction
de la courbe XE et l’étude des fibrés sur XE .

L’utilisation des fibrés sur XE fournit une preuve de « fa ⇒ a » complètement
naturelle ([FF, § 10.5] ou § 5.2 ci-dessous). Cette preuve est très proche dans sa
structure de la preuve de Berger (cf. no 2.5.6), mais l’utilisation des modifications
de fibrés en trivialise l’étape la plus délicate, i.e. celle consistant à modifier un
(ϕ,Γ)-module en un nombre infini de points.

Supposons dorénavant que E = Qp et notons X et Y les courbes XE et YE.

5.1. Fibrés GK-équivariants et (GK , B)-paires. — Le groupe GK agit sur C[, et
donc aussi sur Y et X. Le morphisme θ : Ainf → OC définit un point ∞ ∈ |Y |
(correspondant à l’idéal (p− [p[]), qui est invariant par GK .

On note ∞ ∈ |X|, l’image de ∞ ∈ |Y |. C’est le zéro du 2iπ p-adique t = log[ε]

de Fontaine. Alors ∞ est fixe par GK et tous les autres points de X ont une orbite
infinie sous l’action de GK ([FF, prop. 10.1.1] ou [4, lemme 1.1.8]). De plus,

O(X{∞}) = Be et ÔX,∞ = B+
dR,

où Be et B+
dR sont les anneaux du § 1.2, et ces identifications respectent l’action

naturelle de GK .
Si E est un fibré GK-équivariant sur X, sa filtration de Harder-Narasimhan est

constituée de fibrésGK-équivariants (car l’action deGK respecte les pentes des fibrés).
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Il découle du th. 4.5 que, si E est semi-stable de pente 0, alors H0(X, E ) est une
Qp-représentation de GK , i.e. un Qp-espace de dimension finie muni d’une action
linéaire continue de GK . On déduit du (ii) de la rem. 4.6 le résultat suivant.

Théorème 5.1. — Les foncteurs

V 7→ V ⊗Qp OX et E 7→ H0(X, E )

induisent des équivalences de catégories inverses l’une de l’autre entre la catégorie des
Qp-représentations de GK et celle des fibrés GK-équivariants sur X, semi-stables de
pente 0.

Remarque 5.2. — (i) Si E est un fibré GK-équivariant sur X, et si E ′ est un fibré
obtenu par modification de E , alors E ′ est GK-équivariant si et seulement si la
modification n’a lieu qu’en ∞ (c’est une traduction du fait que ∞ est fixe par GK et
est l’unique point de X ayant une orbite finie sous l’action de GK).

(ii) Si E est une extension finie de Qp,XE est un revêtement de degré [E : Qp] deX,
et la fibre au-dessus de∞ est stable parGK et finie. Une modificationGK-équivariante
peut se faire en chacune des orbites de cette fibre sous l’action de GK , ce qui complique
un peu l’étude des E-représentations de GK .

Si λ = d
h , on fait agir GK sur Dλ = Qph [Π] à travers son action sur Qph . Une

Dλ-représentation V de GK est alors un Dλ-module à droite de rang fini muni d’une
action semi-linéaire de GK : si σ ∈ GK , v ∈ V , et a ∈ Dλ, alors σ(x · a) = σ(x) · σ(a).

Théorème 5.3 ([FF, th. 10.1.7]). — Les foncteurs

V 7→ V ⊗Dλ OX(λ) et E 7→ Hom(OX(λ), E )

induisent des équivalences inverses l’une de l’autre entre la catégorie des Dλ-représen-
tations de GK et celle des fibrés GK-équivariants sur X, semi-stables de pente λ.

Remarque 5.4. — Via l’équivalence de catégories entre fibrés sur X et B-paires, un
fibré GK-équivariant sur X correspond à une (GK , B)-paire (cf. no 2.5.8), et le th. 5.3
est équivalent à [4, th. B].

5.2. (ϕ,N)-modules et fibrés GK-équivariants. — Comme on l’a vu (ex. 2.46), à un
(ϕ,N)-module filtré D sur K, on peut associer une (GK , B)-paire (Me(D),M+

dR(D)),
et donc un fibré GK-équivariant E (D) sur X, en posant

Me(D) = (B̃+
log[ 1

t ]⊗K0 D)N=0,ϕ=1 et M+
dR(D) = Fil0(B+

dR ⊗K DK)

On a alors

Vst(D) = H0(X, E (D)).

Il en résulte que D est admissible si et seulement si E (D) est semi-stable de pente 0.
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Remarque 5.5. — (i) On dit que E est log-cristallin si (B̃+
log[ 1

t ] ⊗Me(E ))GK est de
dimension rg(E ) sur K0. Alors D 7→ E (D) induit une équivalence de ⊗-catégories de la
catégorie des (ϕ,N)-modules filtrés sur celle des fibrésGK-équivariants, log-cristallins.

(ii) Si D est un (ϕ,N)-module sur K0, on peut voir D comme un (ϕ,N)-module
filtré sur K en mettant la filtration triviale sur DK (i.e D0

K = DK et D1
K = 0). Le

fibré E (D) associé est celui associé au P -module gradué
⊕

k∈Z(B̃+
log⊗K0 D)N=0,ϕ=pk .

Si Fil• est une filtration sur DK , on obtient E (D,Fil•) à partir de E (D) par une
modification en ∞.

Proposition 5.6. — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K.
(i) rg(E (D)) = rg(D), deg(E (D)) = deg(D) et µ(E (D)) = µ(D).
(ii) Si 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D est la filtration de Harder-Narasimhan de D,

alors celle de E (D) est 0 = E (D0) ⊂ E (D1) ⊂ · · · ⊂ E (Dr) = E (D).
(iii) D est faiblement admissible si et seulement si E (D) est semi-stable, de pente 0.

Démonstration. — L’égalité des rangs repose sur les ingrédients suivants :
• a⊗ v 7→ a⊗ (v + uNv + u2

2! N
2v + · · · ) induit un isomorphisme de ϕ-modules de

B̃rig[ 1
t ]⊗D sur (B̃+

log[ 1
t ]⊗D)N=0.

• B̃rig[ 1
t ]⊗K0 D = B̃rig[ 1

t ]⊗Q̆p
(Q̆p ⊗K0 D) et Q̆p ⊗K0 D

∼= ⊕λQ̆p(λ)mλ .

• Si λ = d
h , alors (B̃rig[ 1

t ]⊗ Q̆p(λ))ϕ=1 est un Be-module naturellement isomorphe
à B̃rig[ 1

t ]
ϕh=pd ∼= tdhQph ⊗Qp Be, et donc est libre de rang h = rg(Q̆p(λ)).

Si la filtration sur DK est triviale, l’égalité des degrés résulte de la décomposition
ci-dessus et de la rem. 4.8. Le cas général s’en déduit en utilisant la formule reliant le
degré d’un fibré et celui d’une de ses modifications ([FF, lemme 10.5.5]). L’égalité des
pentes est alors immédiate, ce qui prouve le (i).

Pour prouver le (ii), commençons par remarquer que la filtration de Harder-
Narasimhan de E (D) est stable par GK (par unicité). Il suffit donc, compte-tenu
du (i), de prouver qu’un sous-fibré E ′ de E (D), stable par GK , et facteur direct, est
de la forme E (D′), avec D′ sous-(ϕ,N)-module filtré de D.

Pour cela, introduisons le foncteur Dst associant à une Be-représentation M

(i.e. un Be-module libre de rang fini muni d’une action semi-linéaire de GK) le
(ϕ,N)-module Dst(M) sur K0 défini par Dst(M) = (B̃+

log[ 1
t ] ⊗Be M)GK . Comme

B̃+
log[ 1

t ] est GK-régulier et Fr(B̃+
log[ 1

t ])
GK = K0, on a dimK0

(Dst(M)) ≤ rgBe(M) et,
s’il y a égalité, l’application naturelle B̃+

log[ 1
t ] ⊗K0

Dst(M) → B̃+
log[ 1

t ] ⊗Be M est un
isomorphisme.

Soient alors M = Me(D), M ′ = H0(X{∞}, E ′) et M ′′ = M/M ′. Comme E ′ est
facteur direct, M ′′ est un Be-module libre, et on a une suite exacte 0→Dst(M

′)→
Dst(M)→Dst(M

′′). Or Dst(M) = D et donc dimK0
Dst(M) = rgBe(M) ; il s’ensuit

que les inégalités dimK0(Dst(M
′)) ≤ rgBe(M

′) et dimK0(Dst(M
′′)) ≤ rgBe(M

′′) sont
des égalités et donc, en particulier, que si on pose D′ = Dst(M

′), alorsM ′ = Me(D
′).

Comme E ′ est facteur direct, cela implique que E ′ = E (D′), ce qui prouve le (ii).
Le (iii) est une conséquence immédiate des (i) et (ii) et des définitions.
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Théorème 5.7. — Soit D un (ϕ,N)-module filtré sur K.
(i) Si µ(D) > 0, alors dimQp

Vst(D) = +∞.
(ii) Si µ(D) = 0, les conditions suivantes sont équivalentes :
• D est faiblement admissible,
• dimQp

Vst(D) < +∞,
• dimQp

Vst(D) = dimK0
D (i.e. D est admissible).

Démonstration. — Soit 0 = D0 ⊂ D1 ⊂ · · · ⊂ Dr = D la filtration de Harder-
Narasimhan de D. On rappelle que Vst(D) = H0(X, E (D)).
• Si µ(D) > 0, alors µ(D1) > 0, et donc µ(E (D1)) > 0, et dimQp

H0(X, E (D)) =

+∞, d’après le (iii) de la rem. 4.6, puisque H0(X, E (D)) contient H0(X, E (D1)). On
en déduit le (i).
• Si µ(D) = 0, alors µ(D1) > 0 sauf si D est semi-stable (et donc de pente 0, i.e. D

est faiblement admissible), ce qui équivaut, d’après le (iii) de la prop. 5.6, à ce que
E (D) soit semi-stable de pente 0, et donc à ce que D soit admissible.

5.3. Le théorème de monodromie p-adique. — Si E est un fibré GK-équivariant sur
X, de rang d, on pose

M+
dR(E ) = ÔX,∞ ⊗OX E et MdR(E ) = M+

dR(E )[ 1
t ].

On dit que E est de de Rham si dimKMdR(E )GK = d. On dit que E est potentiellement
log-cristallin s’il existe une extension finie L de K, telle que E , vu comme fibré
GL-équivariant, soit de la forme E (D), où D est un (ϕ,N)-module filtré sur L. Il
est élémentaire que « E potentiellement log-cristallin » implique « E de de Rham »,
et on a le résultat ci-dessous qui montre que la réciproque est vraie ; compte-tenu du
lien entre représentations de GK et fibrés GK-équivariants sur X, cela fournit une
preuve de « dR ⇒ pst ».

Théorème 5.8 ([FF, th. 10.6.10]). — Si E est de de Rham, alors E est potentiellement
log-cristallin.

Démonstration. — La preuve comporte trois étapes :
• Quitte à modifier E en ∞, ce qui ne fait que changer les pentes et la filtration

finale, on peut supposer que M+
dR(E ) = B+

dR ⊗K MdR(E )GK .
• Le cas isocline : si E est semi-stable de pente λ, alors E ∼= V ⊗Dλ O(λ), où V est

une Dop
λ -représentation de GK de dimension finie (th. 5.3). Maintenant, M+

dR(O(λ))

est une B+
dR-représentation triviale, et comme il en est de même de M+

dR(E ) par
hypothèse, on en déduit que B+

dR ⊗ V est une B+
dR-représentation triviale. D’après

le th. 2.4, cela implique que V est potentiellement non ramifiée, et donc que E est
potentiellement cristallin.
• Le cas général se traite par récurrence sur le nombre de pentes de E . Si E n’a

qu’une seule pente, on est dans le cas isocline qui a déjà été traité. Si E n’est pas
isocline, on peut l’écrire comme une extension E1 → E → E2 où les pentes de E1

sont strictement supérieures à celles de E2. L’hypothèse de récurrence implique que,
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quitte à remplacer K par une extension finie, il existe des (ϕ,N)-modules D1, D2

tels que Ei = E (Di), et on cherche à prouver que E = E (D), où D est une extension
D1 → D → D2 de (ϕ,N)-modules sur K0. On peut, pour ce faire, supposer que kK
est algébriquement clos.

Si ∆ = D∗2 ⊗ D1, l’hypothèse sur les pentes de E1 et E2 implique que les pentes
de frobenius de ∆ sont < 0 et, en particulier, que ϕ − 1 est bijectif sur ∆. On a
Ext1(D2, D1) = Ext1(1,∆) = ∆ϕ=p−1

[FF, lemme 10.6.12] :

Ext1(D2, D1) = Ext1(1,∆) ∼=
{(x, y) ∈ ∆×∆, (pϕ− 1)x = Ny}

{(Nz, (ϕ− 1)z), z ∈ ∆}
∼= ∆ϕ=p−1

l’inverse du dernier isomorphisme envoyant a sur la classe de (a, 0), le précédent
envoyant une extension ∆ → E → 1 sur (Ne, (ϕ − 1)e), où e ∈ E est un relèvement
de 1 ∈ 1. En particulier, Ext1(1,∆) est un Qp-espace de dimension finie.

Par ailleurs (cf. [FF, prop. 9.2.3]),

Ext1(E2, E1) = H1(GK ,Hom(E2, E1)) = H1(GK , (B̃
+
log ⊗∆)N=0,ϕ=1).

L’hypothèse que E est trivial en ∞ se traduit par le fait que sa classe est nulle dans
H1(GK ,B

+
dR ⊗∆), et donc appartient à

Z = Ker
(
H1(GK , (B̃

+
log ⊗∆)N=0,ϕ=1)→ H1(GK ,B

+
dR ⊗∆)

)
.

Soit σ 7→ cσ un 1-cocycle sur GK , à valeurs dans (B̃+
log ⊗ ∆)N=0,ϕ=1, dont la

classe appartient à Z. Comme kK est algébriquement clos, on peut décomposer le
GK-module (B̃+

log ⊗ ∆)N=0,ϕ=1 comme une somme directe d’espaces de la forme
(B̃+

log)N
k=0,ϕh=pd , et on déduit de la prop. 2.17 qu’il existe c ∈ B̃+

log ⊗ ∆ tel que
cσ = (σ − 1) · c pour tout σ ∈ GK . Alors (ϕ − 1)c et Nc sont fixes par GK , et donc
appartiennent à ∆, et (Nc, (ϕ−1)c) définit un élément de Ext1(1,∆) qui est nul si et
seulement si σ 7→ cσ est un cobord, ce qui fournit une injection de Z dans Ext1(1,∆).

Comme E (D) est trivial en ∞, si D est un (ϕ,N)-module, l’application naturelle
Ext1(D2, D1) → Ext1(E2, E1) fournit une injection de Ext1(D2, D1) dans Z, et
comme Ext1(1,∆) est de dimension finie et isomorphe à Ext1(D2, D1), les injections
Ext1(D2, D1) → Z → Ext1(1,∆) sont des bijections. On en déduit que E est de la
forme E (D), ce que l’on voulait.

5.4. Descente à une extension de type de Lie. — Soit K∞ une extension galoisienne
de K, infiniment ramifiée, de type Lie (ce qui signifie que le groupe de Galois Γ =

Gal(K∞/K) est un groupe de Lie p-adique). Une telle extension est perfectoïde, et
son basculé K[

∞ est un sous-corps fermé de C[ muni d’une action continue de Γ, et
on a Gal(C[/K[

∞) = Gal(C/K∞).
L’anneau Be(K

[
∞) n’est plus principal, mais il est de Dedekind [FF, prop. 7.2.1]. Il

s’ensuit que

XK∞ = Proj(
⊕
n∈N

(B̃+
rig(K[

∞))ϕ=pn)
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est une courbe complète, et comme Γ agit sur K∞, la courbe XK∞ est munie d’une
action de Γ.

Par ailleurs, l’inclusion de K[
∞ dans C[ induit un morphisme OXK∞ → OX de

faisceaux, et donc un morphisme X → XK∞ .

Théorème 5.9 ([FF, th. 10.1.5]). — Le morphisme X → XK∞ induit une équivalence
de catégories de Harder-Narasimhan :

{Fibrés Γ-équivariants sur XK∞} ∼= {Fibrés GK-équivariants sur X}.

Remarque 5.10. — (i) Si on combine ce résultat avec le th. 5.1, on obtient une
classification des Qp-représentations de GK en termes de fibrés Γ-équivariants
sur XK∞ , semi-stables de pente 0.

(ii) Dans le diagramme de la rem. 4.9, on peut rajouter une action de GK partout,
et utiliser le th. 5.9 pour descendre à K∞ ; on obtient le diagramme de catégories
suivant :
{GK-Fibrés sur X} ∼ // {(GK , B)-paires}

{Γ-Fibrés sur XK∞}
oGAGA
��

o
OO

{(ϕ,Γ)-modules sur B+(K[
∞)} //oo

��

{(ϕ,Γ)-modules sur K0}oo

��

{Γ-Fibrés sur Xan
K∞} {(ϕ,Γ)-modules sur B(K[

∞)} ∼ // {(ϕ,Γ)-modules sur R (K[
∞)}.

Notons que {(ϕ,Γ)-modules sur B+(K[
∞)} → {(ϕ,Γ)-modules sur B(K[

∞)} n’est pas
essentiellement surjective contrairement au cas algébriquement clos.

(iii) Si V est de de Rham, et si E (V ) désigne le fibré Γ-équivariant sur XK∞ qui
lui correspond, alors H0(XK∞{∞}, E (V )) = (Be ⊗ V )Gal(K/K∞) est lié de près à la
cohomologie d’Iwasawa de V , que ce soit dans le cas cyclotomique [9] (où ce module
est noté DIw(V )) ou dans le cas d’une extension du type Lubin-Tate [32].

(iv) Si K∞ est l’extension cyclotomique, on a R (K[
∞) = B̃rig,K , et on peut

décompléter un (ϕ,Γ)-module sur B̃rig,K en utilisant des traces de Tate, ce qui permet
de compléter le diagramme précédent en rajoutant l’équivalence de catégories

{(ϕ,Γ)-modules sur B̃rig,K} ∼= {(ϕ,Γ)-modules sur Brig,K}
qui entre dans la preuve des th. 2.47 et 2.41. Si la dimension de Γ est ≥ 2, on ne dispose
plus de traces de Tate (et on n’a pas d’équivalence de catégories comme ci-dessus),
mais [6] propose une solution alternative.
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LEITFADEN

Ce texte traite de la courbe fondamentale en théorie de Hodge p-adique ainsi que
de ses applications. Nous renvoyons à la préface de Pierre Colmez pour une mise en
perspective des résultats. Voici la structure de ce texte :

1. Dans le premier chapitre on définit et étudie les « fonctions holomorphes de la
variable p » qui forment des anneaux obtenus par complétion de localisation
d’anneaux construits à partir des vecteurs de Witt. Le point principal est le
développement d’une théorie des polygones de Newton pour ces objets (déf.
1.6.18) et de leurs propriétés attenantes (prop. 1.6.25 par exemple).

2. Dans le second chapitre on définit un ensemble |Y | sur lequel on peut
évaluer les fonctions holomorphes précédentes lorsque le « corps de base »
est algébriquement clos. Ces fonctions prennent leurs valeurs sur |Y | dans des
corps valués complets algébriquement clos extensions de Qp. Les principaux
résultats sont des résultats de factorisation du type Weierstrass de ces fonctions
holomorphes (cf. théo. 2.4.1 et coro. 2.4.3) qui sont au coeur de la construction
de la courbe.

3. Le troisième chapitre concerne l’étude du cas où le « corps de base » n’est plus
algébriquement clos. L’étude se fait par descente galoisienne à partir du cas
algébriquement clos (cf. théo. 3.3.1).

4. Dans le quatrième chapitre on étudie les périodes des groupes formels
p-divisibles. Pour un tel groupe formel G on montre que lim

←−
×p

G ne dépend

que de sa fibre spéciale et s’interprète en termes de certains espaces de Banach
construits à partir des fonctions holomorphes précédentes (cf. prop. 4.4.5 par
exemple). Ces espaces de Banach sont en faits des espaces de sections globales
de certains fibrés sur la courbe.

5. Le cinquième chapitre est consacré à des généralités sur les courbes en un
sens généralisé et les fibrés vectoriels sur celles-ci, typiquement leurs filtrations
de Harder-Narasimhan. Le résultat principal est un théorème général de
classification de fibrés sur certaines courbes (théo. 5.6.26) qui généralise le
théorème de classification de Grothendieck pour la droite projective.

6. Dans le sixième chapitre on construit la courbe et montre ses propriétés de base
lorsque le « corps de base » est algébriquement clos (théo. 6.5.2). La construction
de la courbe se fait à partir d’une algèbre graduée de périodes construite à partir
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de « fonctions holomorphes de la variable p ». La courbe est en quelque sorte
une version schématique de l’espace « Y/ϕZ » où ϕ est un Frobenius.

7. Le septième chapitre est consacré à la définition et l’étude de la courbe lorsque
le « corps de base » n’est plus algébriquement clos (théo. 7.3.3).

8. Le huitième chapitre est consacré au théorème de classification des fibrés sur
la courbe lorsque le « corps de base » est algébriquement clos (théo. 8.2.10).
On y montre, en utilisant des résultats sur les périodes des groupes p-divisibles,
que les hypothèses du théorème général de classification du chapitre 5 sont
vérifiées. Comme application du théorème de classification on démontre la simple
connexité géométrique de la courbe (théo. 8.6.1).

9. Dans le neuvième chapitre on classifie les fibrés sur la courbe lorsque le corps
de base n’est plus algébriquement clos (théo. 9.4.3). On procède par descente
galoisienne (théo. 9.3.1). Des phénomènes monodromiques apparaissent alors et
on obtient des résultats du type Narasimhan-Seshadri : les fibrés semi-stables
de pente 0 sont équivalents à des représentations galoisiennes p-adiques.

10. Dans le dixième chapitre on applique les résultats précédents afin de donner
de nouvelles preuves des deux théorèmes fondamentaux de la théorie de Hodge
p-adique : faiblement admissible est équivalent à admissible (théo. 10.5.7) et
le théorème de la mondromie p-adique (théo. 10.6.10). Les preuves consistent à
étudier les modifications de fibrés sur la courbe associées aux ϕ-modules filtrés et
exploiter la structure équivariante additionnelle provenant de l’action du groupe
de Galois absolu de Qp sur la courbe.

11. Dans le onzième chapitre on décrit le lien entre fibrés sur la courbe et certaines
catégories de ϕ-modules. Cela permet de faire le lien avec les travaux de Kedlaya
(théo. 11.3.1 par exemple) et de Berger (théo. 11.5.1) sur le sujet.
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CHAPITRE 1

FONCTIONS HOLOMORPHES DE LA VARIABLE p
ET ANNEAUX DE PÉRIODES

Introduction

L’un des anneaux de base intervenant en théorie de Hodge p-adique est l’anneau
B+

cris(Cp) des périodes cristallines. L’étude de l’arithmétique des représentations
galoisiennes amène souvent à introduire une variable auxiliaire provenant de la
théorie du corps des normes, par exemple :

— [p] ∈ B+
cris où p est tel que p

(0) = p et est associé à l’extension arithmétiquement
profinie Qp(p1/p∞).

— uε = 1 + [ε1/p] + · · · + [ε
p−1
p ] ∈ B+

cris où ε est un générateur de Zp(1) associé à
l’extension cyclotomique Qp(ζp∞).

L’un des principes de base pour l’étude des représentations galoisiennes consiste alors
à interpréter les éléments de B+

cris en termes de fonctions holomorphes de cette variable
auxiliaire. C’est un des procédés de base de la théorie des ϕ-modules sur l’anneau de
Robba : à certaines fonctions holomorphes à coefficients dans Qp sur une couronne
on associe une période par évaluation sur une des variables auxiliaires précédentes.

Il se trouve que pour l’étude de l’aspect arithmétique de la théorie de Hodge
p-adique on peut remplacer l’anneau B+

cris par l’anneau B
+
rig =

⋂
n≥0 ϕ

n(B+
cris), le plus

grand sous-anneau sur lequel le Frobenius cristallin est bijectif. Un de ses premiers
avantages est qu’il ne dépend que du corps valué complet algébriquement clos de
caractéristique p

F =
{

(x(n))n≥0 | x(n) ∈ Cp, (x(n+1))p = x(n)
}
.

Mais de plus, il peut s’interpréter comme une algèbre de « fonctions holomorphes de
la variable p à coefficients dans F ». C’est le point de vue que nous développons ici.
Plus précisément, d’un point de vue « classique » on interpréterait la période

∑
n≥0

an
unε
n!
∈ B+

cris, an ∈ Zp
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comme la fonction holomorphe
∑
n≥0 an

Xn

n! évaluée en uε. Du point de vue de ce
texte, la variable n’est pas uε mais p et les coefficients sont les [x], x ∈ F . L’un des
avantages est que cette variable est intrinsèque.

Plus précisément, nous définissons et étudions dans ce chapitre de telles algèbres
de Fréchet de « fonctions holomorphes » à partir de n’importe quel corps F valué
complet parfait de caractéristique p. Il se trouve que de nombreuses propriétés des
fonctions holomorphes « classiques » d’une variable sur une couronne, telles qu’elles
apparaissent dans [52], se transposent dans ce contexte (on renvoie au chapitre 1 de
[24] pour une introduction aux résultats de [52] de notre point de vue). Bien sûr, la
plupart de ces anneaux ne sont pas nouveaux et apparaissent déjà dans les travaux de
Berger, Colmez et Kedlaya sous d’autres noms ([11], [3], [45] par exemple). Ceci dit, le
point de vue qui consiste à les étudier comme fonctions de la variable p est nouveau.
Ce point de vue est particulièrement agréable grâce à la multiplicativité des normes
de Gauss (def. 1.4.1, prop. 1.4.9). Grâce à cela on dispose d’une bonne théorie des
polygones de Newton et de nombreux résultats concernant les fonctions holomorphes
non-archimédiennes sur un disque épointé s’adaptent à ce contexte.

1.1. Hypothèses et notations

La donnée de départ est la suivante. Soit E un corps valué complet de valuation
discrète de corps résiduel le corps fini Fq, q = pfE . On choisit une uniformisante π
de OE qu’on notera parfois πE lorsqu’on voudra souligner sa dépendance en E. Si E
est de caractéristique p, alors E = Fq((π)). S’il est de caractéristique 0, alors E est
une extension de degré fini de Qp. On notera Frobq le morphisme de Frobenius à la
puissance fE d’une OE-algèbre de caractéristique p.

Soit F un corps parfait de caractéristique p, extension de Fq, valué complet pour
une valuation non triviale

v : F −→ R ∪ {+∞}.

On note | · | = q−v(.) la valeur absolue associée, mF = {x ∈ OF | v(x) > 0} l’idéal
maximal de OF et kF son corps résiduel. On utilise parfois la notation $F pour
désigner n’importe quel élément de F vérifiant 0 < |$F | < 1.

1.2. OE-vecteurs de Witt

Dans cette section on suppose E de caractéristique zéro. Tous les résultats de cette
section ne seront pas utiles dans la suite. Le but est de faire le point sur les vecteurs de
Witt ramifiés. Lorsque R est une Fq-algèbre parfaite on a WOE (R) = W (R)⊗W (Fq) OE
et le lecteur peut sauter cette section et prendre ceci comme définition des vecteurs
de Witt ramifiés lorsqu’on les évalue sur une telle R.
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1.2.1. Le cas « classique » ([16]). — Pour tout n ≥ 0 posons

Wn,π =

n∑
i=0

πiXqn−i

i ∈ OE [X0, . . . , Xn].

Soit le foncteur

F : OE-algèbres −→ Ensembles
A 7−→ AN.

On notera [xi]i≥0 un élément de F (A), où pour tout i, xi ∈ A.

Lemme 1.2.1. — Il existe une unique factorisation

OE-algèbres
F //

WOE,π ''

Ensembles

OE-algèbres,

77

telle que la transformation naturelle en A

Wπ,A : WOE ,π(A) −→ AN

[ai]i≥0 7−→
(
Wn,π(a0, . . . , an)

)
n≥0

soit un morphisme de OE-algèbres.

Démonstration. — Cela résulte de ce que si A est une OE-algèbre sans p-torsion munie
d’un endomorphisme ϕ relevant Frobq modulo π, Wπ,A est injectif d’image

{(xi)i≥0 ∈ AN | xi+1 ≡ ϕ(xi) mod πi+1}.

La description précédente de l’image de Wπ,A lorsque A est sans p-torsion munie
d’un relèvement de Frobenius ne fait pas intervenir π mais l’idéal engendré par celui-
ci. Il en résulte que si π′ est une autre uniformisante de OE , il existe un unique
isomorphisme de foncteurs en OE-algèbres

uπ,π′ : WOE ,π
∼−−→WOE ,π′

tel que le diagramme suivant commute

WOE ,π(−)

Wπ

%%

uπ,π′ '

��

(−)N

WOE ,π′(−).

Wπ′

99

On a bien sûr uπ′,π′′ ◦ uπ,π′ = uπ,π′′ .
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Définition 1.2.2. — On pose

WOE = lim
←−
π

WOE ,π : OE-algèbres −→ OE-algèbres,

où la limite projective est prise suivant toutes les uniformisantes de OE . On note

W : WOE (A)→ AN

pour le morphisme composé WOE (A)
∼−−→WOE ,π(A)

Wπ−−→ AN.

Comme l’anneau WOE , le morphisme

W : WOE (−) −→ (−)N

ne dépend pas du choix d’une uniformisante.
Soit A une OE-algèbre. Pour a ∈ A on notera [a] = [a, 0, . . . , 0, . . . ] ∈ WOE ,π(A).

On vérifie aussitôt que uπ,π′([a]) = [a] qui définit donc une application relèvement de
Teichmüller

[−] : A→WOE (A)

indépendante du choix de l’uniformisante π. Il existe un unique endomorphisme

F : WOE (−)→WOE (−)

tel que si a ∈ WOE (A), W(a) = (xi)i≥0, alors W(Fa) = (xi+1)i≥0. Comme le
relèvement de Teichmüller [−], cet endomorphisme F ne dépend pas du choix d’une
uniformisante. Notons

Vπ : WOE (−)→WOE (−)

déduit du décalage [ai]i≥0 → [0, a0, . . . , ai, . . . ] sur WOE ,π et de l’isomorphisme
WOE

∼−−→ WOE ,π. Contrairement à [−] et F il dépend du choix de π. On a alors les
propriétés :
— FVπ = π

— Vπ′ = π′

π Vπ
— Vπ(F (x).y) = x.Vπ(y)

— des deux propriétés précédentes il résulte que pour tout n ≥ 1, V nπ WOE est un
idéal de WOE indépendant du choix de l’uniformisante π

— WOE (A) est Vπ-adiquement séparé complet : siWOE ,n(A) = WOE (A)/V nπ WOE (A)

alors
WOE (A)

∼−−→ lim
←−
n≥1

WOE ,n(A).

— tout élément a ∈WOE (A) s’écrit de façon unique sous la forme
∑
n≥0 V

n
π [an]

— si A est une Fq-algèbre, VπF = π et F (
∑
n≥0 Vπ[an]) =

∑
n≥0 Vπ[aqn]

— si A est une Fq-algèbre parfaite, WOE (A) est π-adiquement complet sans
π-torsion et tout élément s’écrit de façon unique sous la forme

∑
n≥0[xn]πn. De

plus, WOE (A) est, à isomorphisme unique près, l’unique relèvement π-adique
sans π-torsion de la OE-algèbre parfaite A.

Soit E′|E. On vérifie facilement le lemme qui suit.
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Lemme 1.2.3. — Il existe un unique morphisme, naturel en la OE′-algèbre A, de
OE-algèbres

u : WOE (A) −→WOE′
(A)

tel que le diagramme suivant commute

WOE (A) //

(Wf
E′/En

)n≥0
##

WOE′
(A)

W=(Wn)n≥0
{{

AN

On a u([a]) = [a], u(Vπx) = π
π′Vπ′(u(F fE′/E−1x)) et u(F fE′/Ex) = Fu(x).

Rappelons qu’il y a un unique morphisme naturel de OE-algèbres

∆ : WOE (−) −→WOE (WOE (−))

tel que W(∆(x)) = (Fnx)n≥0.
Si E′|E comme précédemment, Fq′ |Fq est l’extension résiduelle et E′0|E est

l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′, il y a une identification WOE (Fq′) =

OE′0 . Si A est une OE′ -algèbre il y a donc un morphisme

OE′0 = WOE (Fq′)
∆−−→WOE (OE′0) −→WOE (A)

qui fait de WOE (A) une OE′0 -algèbre. Le morphisme naturel WOE (A) → WO′E
(A) est

alors un morphisme de OE′0-algèbres et on en déduit donc un morphisme naturel en
la OE′ -algèbre A,

WOE (A)⊗OE′0
OE′ −→WOE′

(A).

Via ce morphisme, F
fE′/E
E ⊗ Id correspond à FE′ .

Remarquons que si A est une Fq′ -algèbre parfaite, la réduction modulo π′ des deux
algèbres précédentes coïncide avec A. Utilisant que WO′E

(A) est l’unique relèvement
π′-adique sans π′-torsion de A, on en déduit que dans ce cas là c’est un isomorphisme :

WOE (A)⊗OE′0
OE′

∼−−→WOE′
(A).

Ainsi, si E0 désigne l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans E, W = WQp
les vecteurs de Witt usuels, pour toute Fq-algèbre parfaite A on a un isomorphisme
canonique

W (A)⊗OE0
OE

∼−−→WOE (A)

via lequel

[a]⊗ 1 7→ [a]

F fE ⊗ Id ↔ F
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1.2.2. Le cas « tordu » : déformation du relèvement de Teichmüller. — Le relèvement
de Teichmüller sur les vecteurs de Witt est adapté au groupe multiplicatif Gm au sens
où [xy] = [x][y]. Cependant lorsqu’on travaille avec les OE-vecteurs de Witt, WOE , il
est parfois plus commode de travailler avec un autre relèvement de Teichmüller adapté
à un groupe de Lubin-Tate associé au corps E.

Soit Q ∈ OE [X] un polynôme tel que Q ≡ Xq modulo π. Posons Q0 = X et pour
n ≥ 1,

Qn = Q ◦ · · · ◦Q︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

Soit

Wn,Q,π =

n∑
i=0

πiQn−i(Xi) ∈ OE [X0, . . . , Xn].

Posons comme précédemment

F : OE-algèbres −→ Ensembles
A 7−→ AN.

Proposition 1.2.4. — 1. Il existe une unique factorisation

OE-algèbres
F //

WOE,Q,π ''

Ensembles

OE-algèbres,

77

telle que la transformation naturelle en A

WQ,π,A : WOE ,Q,π(A) −→ AN

[ai]i≥0 7−→
(
Wn,Q,π(a0, . . . , an)

)
n≥0

soit un morphisme de OE-algèbres.
2. Il existe un unique isomorphisme uQ,π : WOE ,Q,π →WOE ,π tel que le diagramme

suivant commute
WOE ,Q,π(−)

WQ,π

%%

uQ,π '

��

(−)N

WOE ,π(−).

Wπ

99

Cette proposition résulte du lemme qui suit.

Lemme 1.2.5. — Soit A une OE-algèbre sans π-torsion munie d’un relèvement ϕ de
Frobq mod π. Alors, WQ,π,A est injectif d’image

Im WQ,π,A = {(xi)i∈N | xi+1 ≡ ϕ(xi) mod πi+1}.
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On déduit ce lemme du lemme élémentaire suivant.

Lemme 1.2.6. — Soit A une OE-algèbre, i ≥ 1 et x, y ∈ A tels que x ≡ y [πi]. Alors,
Q(x) ≡ Q(y) [πi+1].

Composant les isomorphismes WOE ,Q,π
∼−→WOE ,π

∼−→WOE on déduit la proposition
suivante.

Proposition 1.2.7. — Il existe une unique application naturelle en la OE-algèbre A

[−]Q : A −→WOE (A),

vérifiant :
— W([a]Q) = (Qn(a))n≥0.
— Q([a]Q) = [Q(a)]Q.
— Tout élément de WOE (A) s’écrit de façon unique sous la forme∑

n≥0

V nπ [an]Q.

— Si A est une Fq-algèbre parfaite, tout élément de WOE (A) s’écrit de façon unique
sous la forme

∑
n≥0[xn]Qπ

n, le Q-relèvement de Teichmüller x 7→ [x]Q est
l’unique relèvement vérifiant Q([x]Q) = [xq]Q et on a

[x]Q = lim
n→+∞

Qn
([
xq
−n])

.

Plus généralement, si x ∈ A, x̂n est un relèvement quelconque de xq
−n

, alors

[x]Q = lim
n→+∞

Qn(x̂n).

Exemple 1.2.8. — Si Q(X) = Xq on a [a]Q = [a].
— Si E = Qp et Q(X) = (1 +X)p − 1 on a [a]Q = [1 + a]− 1.

Le relèvement de Teichmüller classique est multiplicatif, [xy] = [x][y] et se comporte
donc bien vis à vis de la loi du groupe Gm. Supposons maintenant de plus que Q(X) ≡
πX mod X2. Soit LT Q ∈ OEJX,Y K la loi de groupe formel de Lubin-Tate telle que
[π]LT Q

= Q. Soit A une Fq-algèbre parfaite. Soient x, y ∈ A tels que A soit séparé
complet pour la topologie (x, y)-adique. Il est aisé de vérifier qu’alors, WOE (A) est
séparé complet pour la topologie ([x]Q, [y]Q)-adique (car WOE (A) est séparé complet
pour la topologie ([x], [y], π)-adique et ([x]Q, [y]Q, π) = ([x], [y], π)).

Lemme 1.2.9. — Sous les hypothèses précédentes,

LT Q([x]Q, [y]Q) =
[
LT Q(x, y)

]
Q
.

Démonstration. — Pour tout n, zn = LT Q

([
xq
−n]

Q
,
[
yq−n

]
Q

)
est un relèvement de

LT Q

(
xq
−n
, yq

−n)
. On a donc[

LT Q(x, y)
]
Q

= lim
n→+∞

Qn(zn).
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Le résultat s’en déduit facilement puisque Qn(LT Q(X,Y )) = LT Q(Qn(X), Qn(Y )).

Corollaire 1.2.10. — Le Q-relèvement de Teichmüller définit un morphisme de
OE-modules (

mF , +
LT Q

)
↪−→

(
WOE (mF ), +

LT Q

)
x 7−→ [x]Q.

Plus généralement, si LT est n’importe quelle loi de groupe formelle de Lubin-
Tate associée à E, c’est à dire telle que [π]LT ∈ OEJXK ne soit pas nécessairement un
polynôme, on peut définir pour x ∈ mF

[x]LT = lim
n→+∞

[πn]LT

([
xq
−n])

,

suite qui converge pour la topologie faible (cf. 1.4.3). Cela définit un morphisme de
OE-modules (

mF , +
LT

)
↪−→

(
WOE (mF ), +

LT

)
x 7−→ [x]LT .

1.3. Les anneaux E , Bb et Bb,+

Dans cette section on définit les anneaux que nous utiliserons plus tard pour définir
nos algèbres de « fonctions holomorphes » par un procédé de complétion.

Puisque F est parfait, la définition suivante a bien un sens.

Définition 1.3.1. — On note OE l’unique OE-algèbre π-adiquement complète sans
π-torsion tel que OE /πOE = F. On note E = OE

[
1
π

]
.

En d’autres termes, E |E est l’extension complète non-ramifiée induisant l’extension
F |Fq au niveau des corps résiduels. Il existe un unique relèvement multiplicatif

[−] : F −→ OE ,

et tout élément de E s’écrit de façon unique sous la forme∑
n�−∞

[xn]πn, xn ∈ F.

Définition 1.3.2. — On note

Bb =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ E | sup
n
|xn| < +∞

}
Bb,+ =

{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ E | xn ∈ OF

}
A =

{∑
n≥0

[xn]πn ∈ E | xn ∈ OF }.
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Dans la littérature « classique » de théorie de Hodge p-adique l’anneau A est noté
Ainf , on a préféré ici l’écriture plus compacte A. On a les formules

Bb = Bb,+
[

1
[$F ]

]
Bb,+ = A[ 1

π ].

Deux cas se présentent :

1. Si E est de caractéristique p alors E = Fq((π)) et [−] est additif. Il définit un
plongement de F dans OE et

OE = F ⊗̂FqOE = lim
←−
n≥1

F ⊗Fq OE/π
nOE

= F JπK

où dans la complétion F est muni de la topologie discrète et OE de la topologie
π-adique. De plus,

E = F ((π))

A = OF ⊗̂OE = OF JπK.

2. Si E|Qp,

OE = WOE (F )

A = WOE (OF ).

Les lois d’addition et de multiplication des éléments de WOE (F ) sont données
par des polynômes généralisés :∑

n≥0

[xn]πn +
∑
n≥0

[yn]πn =
∑
n≥0

[
Pn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn)

]
πn

(∑
n≥0

[xn]πn
)
.
(∑
n≥0

[yn]πn
)

=
∑
n≥0

[
Qn(x0, . . . , xn, y0, . . . , yn)

]
πn

avec
Pn, Qn ∈ Fq

[
X

1/p∞

i , Y
1/p∞

j

]
0≤i,j≤n.

Convention : dans la suite, lorsqu’on voudra marquer la dépendance de ces anneaux
en E, F ou bien les deux on écrira EF , EE, EF,E...

Définition 1.3.3. — On note ϕ l’unique automorphisme de OE relevant Frobq sur F .

Il stabilise tous les anneaux précédents. On a alors

ϕ
( ∑
n�−∞

[xn]πn
)

=
∑

n�−∞
[xqn]πn.

Remarque 1.3.4. — Il faut penser aux élément de Bb comme étant des fonctions
holomorphes de la variable π. De ce point de vue, ϕ est un Frobenius arithmétique.
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Remarque 1.3.5. — Soit K|Fq un corps. Puisque Fq est parfait, K est une limite
inductive filtrante de Fq-algèbres lisses et donc le complexe cotangent est concentré
en degré 0,

LK/Fq
∼−−→ Ω1

K/Fq [0].

Puisque H−2(LK/Fq ) = 0, K|Fq se relève en une OE-algèbre π-adique plate OEK , un
anneau de Cohen. Puisque H−1(LK/Fq ) = 0 deux tels relèvements sont isomorphes
et de plus le Frobenius Frobq de K se relève à OEK . Néanmoins si K n’est pas
parfait, Ω1

K/Fq peut être non-nul et deux tels relèvements ne sont pas canoniquement
isomorphes. De même, il peut exister plusieurs relèvements du Frobenius. C’est par
exemple le cas si K = Fq((T )) et OEK = ̂OEJXK[ 1

X ] : on peut prendre X 7→ Xq ou bien
X 7→ (1 +X)q − 1 comme relèvements de Frobenius. Dans notre situation F parfait,
tout est défini à isomorphisme unique près et le relèvement ϕ de Frobenius sur OEF

est canonique.
On remarquera également que si ϕ est un relèvement de Frobenius sur OEK il y a

alors un isomorphisme canonique

̂lim
−→
ϕ

OEK
∼−−→ OE

K1/p∞ .

Cela induit une bijection entre les couples (OEK , ϕ) où ϕ est un relèvement de
Frobenius sur un anneau de Cohen et les couples (OEK , ι) où ι est un plongement
dans l’anneau canonique OE

K1/p∞

ι : OEK ↪−→ OE
K1/p∞

induisant l’inclusion K1/p∞ |K modulo π et dont l’image est stable par le Frobenius
canonique de OE

K1/p∞ . Dans les deux exemples précédents, cela correspond aux
plongements X 7→ [T ] et X 7→ [T + 1]− 1.

1.4. Normes de Gauss

Dans cette section on définit et étudie les propriétés de base des normes de
Gauss que nous utiliserons afin de définir par complétion nos « algèbres de fonctions
holomoprhes ». Le résultat principal est la proposition 1.4.9.

1.4.1. Définition et premières propriétés

Définition 1.4.1 (Normes et valuations de Gauss). — Pour x =
∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb et

ρ ∈ ]0, 1], r ∈ [0,+∞[, on note

|x|ρ = sup
n
|xn|ρn

vr(x) = inf
n
v(xn) + nr.
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On a donc si ρ = q−r, | · |ρ = q−vr(.). On remarquera que pour ρ < 1, resp. r > 0,
la borne supérieure précédente, resp. la borne inférieure, est atteinte. Ce n’est pas le
cas en général pour | · |1 et v0. Remarquons les formules suivantes

|x|1 = lim
ρ→1
|x|ρ

v0(x) = lim
r→0

vr(x)

lim
r→+∞

vr(x)

r
= vπ(x).

Le comportement vis à vis du Frobenius est donné par les formules

|ϕ(x)|ρ = |x|q
ρ1/q

vr(ϕ(x)) = qv r
q
(x).

Afin d’établir les propriétés de base de ces fonctions nous aurons besoin du lemme
suivant.

Lemme 1.4.2. — Pour k ≥ 0 et x =
∑
n≥0[xn]πn ∈ A posons

Nk(x) = sup
0≤n≤k

|xn|.

1. Pour γ ∈ [0, 1] ∩ |F |, Nk(x) ≤ γ si et seulement si pour a ∈ OF satisfaisant
γ = |a| on a

x ∈ A · [a] + A · πk+1

2. La fonction Nk ne dépend pas du choix de l’uniformisante π.
3. On a Nk(x+ y) ≤ sup{Nk(x), Nk(y)}.
4. On a

Nk(xy) ≤ sup
i+j=k

Ni(x)Nj(y).

5. On a

|x|ρ = sup
k≥0

Nk(x)ρk.

Démonstration. — Le point (1) résulte de la multiplicativité du Teichmüller et de
l’unicité du développement π-adique. Le point (2) résulte du point (1) car l’idéal
A[a] + Aπk+1 ne dépend pas du choix de π. Pour le point (3), si x =

∑
n[xn]πn et

y =
∑
n[yn]πn, (a) = (xn)n≤k et (b) = (bn)n≤k comme idéaux de OF , (xn, ym)n,m≤k =

(a, b) = (c), alors x + y ∈ A[c] + πk+1A et |c| = sup{|a|, |b|} = sup{Nk(x), Nk(y)}.
Pour le point (4), on a

xy ≡
∑

n+m≤k

[xnym]πn+m mod πk+1A
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Mais si (a) = (xnym)n+m≤k, |a| = supi+j=kNi(x)Nj(y). On conclut puisque xy ∈
A[c] + Aπk+1. Le point (5) résulte de ce que

sup
k≥0

Nk(x)ρk = sup
k≥0

sup
0≤n≤k

|xn|ρk

= sup
n≥0

sup
k≥n

|xn|ρk

= sup
n≥0

|xn|ρn,

puisque ρ ∈ ]0, 1].

Les normes de Gauss sont entièrement caractérisées par leur restriction à A ainsi
que les propriétés |[a]x|ρ = |a| · |x|ρ, a ∈ F, x ∈ Bb et |πnx|ρ = ρn|x|ρ, n ∈ Z, x ∈ Bb.
Le lemme précédent permet d’obtenir immédiatement la proposition suivante.

Proposition 1.4.3. — La définition précédente des normes de Gauss est indépendante
du choix de l’uniformisante π. De plus ce sont des normes d’algèbre

|x+ y|ρ ≤ sup{|x|ρ, |y|ρ}
|xy|ρ ≤ |x|ρ|y|ρ.

Remarque 1.4.4. — Pour ρ ∈ ]0, 1[, la restriction de | · |ρ à E induit la topologie non-
archimédienne de E : | · |ρ|E = ρvπ(.). Il faut faire attention que par contre | · |1|E est
la valuation triviale et la topologie induite est la topologie discrète.

On a en fait la caractérisation intrinsèque suivante des normes de Gauss lorsque le
rayon est dans ]0, 1[.

Proposition 1.4.5. — Soit ρ ∈ ]0, 1[. On note | · |ρ l’unique valeur absolue sur E
définissant la topologie de E telle que |π|ρ = ρ. On a alors pour x ∈ Bb

|x|ρ = inf
{

sup
n≥0
|xn| · |λn|ρ

∣∣∣ x =
∑
n≥0

[xn]λn, xn ∈ F, λn ∈ E, sup
n
|xn| < +∞, lim

n→+∞
λn = 0

}
.

Démonstration. — Une telle série
∑
n≥0[xn]λn est convergente pour | · |ρ. On a donc

si x =
∑
n[xn]λn comme dans l’énoncé

|x|ρ ≤ sup
n
|[xn]λn|ρ = sup

n
|xn|.|λn|ρ.

Dans l’énoncé le membre de gauche est donc plus petit que celui de droite. On obtient
l’inégalité dans l’autre sens en écrivant x =

∑
n�−∞[xn]πn et en prenant λn = πn.

Remarquons que, pour x ∈ Bb, la fonction

[0,+∞[ −→ R ∪ {+∞}
r 7−→ vr(x)

est concave comme borne inférieure de fonctions linéaires. Il en résulte que, si 0 <

ρ1 ≤ ρ ≤ ρ2 ≤ 1, alors
|x|ρ ≤ sup{|x|ρ1

, |x|ρ2
} ,
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ce qui se traduit en un principe du maximum sur la « couronne » de rayons dans
[ρ1, ρ2].

Remarque 1.4.6. — D’après Hadamard, si f est une fonction holomorphe sur le disque
épointé {z ∈ C | 0 < |z| < 1} et pour 0 < R < 1, M(R) = sup

|z|=R
{|f(z)|}, la

fonction R 7→ logM(R) est une fonction convexe de logR. La concavité de la fonction
r 7→ vr(x) précédente est un analogue non-archimédien de cette propriété.

On rajoute à nos définitions la définition suivante.

Définition 1.4.7. — On note | · |0 = q−vπ(.) sur Bb.

On a également un principe du maximum faisant intervenir | · |0 en supposant que
« la fonction méromorphe de π est holomorphe en 0 ». On vérifie en effet aussitôt le
lemme suivant.

Lemme 1.4.8. — Soit x ∈ Bb tel que |x|0 ≤ 1. Alors, si 0 < ρ′ ≤ ρ ≤ 1 on a

|x|ρ′ ≤ |x|ρ.

Il s’ensuit que pour ρ ∈ [0, 1] la topologie définie sur Bb par la famille de normes
(| · |ρ′)0≤ρ′≤ρ est la même que la topologie définie par la norme sup{| · |0, | · |ρ}.

1.4.2. Multiplicativité. — Le résultat qui suit est un point clef de ce texte qui sera
utilisé à de maintes reprises (par exemple pour vérifier que le polygone de Newton
d’un produit de « fonctions holomorphes » est obtenu par concaténation des polygones
de Newton des éléments dont on prend le produit, cf. sec. 1.5.2 et 1.6.3).

Proposition 1.4.9. — Pour tout ρ ∈ [0, 1], | · |ρ est multiplicative, |xy|ρ = |x|ρ|y|ρ. En
d’autres termes, les vr, r ≥ 0, sont des valuations.

Démonstration. — D’après la formule de passage à la limite donnée précédemment
il suffit de le faire pour ρ ∈ ]0, 1[. On peut également supposer que x, y ∈ A car
la formule de multiplicativité est connue lorsque x = [a]πk, a ∈ F, k ∈ Z et Bb =

A[ 1
π ,

1
[$F ] ]. Soient donc x =

∑
n[xn]πn et y =

∑
m[ym]πm non nuls. Soit n0, resp.

m0, le plus petit entier tel que

|xn0
|ρn0 = |x|ρ, resp. |ym0

|ρm0 = |y|ρ.

On peut écrire x et y sous la forme

x = x′ + [xn0
]πn0 + πn0+1x′′

y = y′ + [ym0
]πm0 + πm0+1y′′

avec x′, x′′, y′, y′′ ∈ A satisfaisant |x′|ρ < |x|ρ, |πn0+1x′′|ρ ≤ |x|ρ et |y′|ρ < |y|ρ,
|πm0+1y′′|ρ ≤ |y|ρ. Utilisant la propriété de sous-multiplicativité de | · |ρ on en déduit
en développant le produit que

xy = z + [xn0
ym0

]πn0+m0 + πn0+m0+1w
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avec |z|ρ < |x|ρ|y|ρ et w ∈ A. Posons, avec les notation du lemme 1.4.2, ‖ · ‖ =

Nn0+m0
ρn0+m0 qui est une semi-norme sur A. Puisque ‖ · ‖ ≤ | · |ρ, ‖z‖ < |x|ρ|y|ρ.

On a donc
‖z + [xn0

ym0
]πn0+m0‖ = |x|ρ|y|ρ.

On conclut aisément.

1.4.3. Topologie définie par les normes de Gauss sur A

Définition 1.4.10. — On appelle topologie faible la topologie de A définie par la
convergence des coefficients dans le développement de Teichmüller i.e. la topologie
produit via

ON
F

∼−−→ A

(xn)n≥0 7−→
∑
n≥0

[xn]πn.

On vérifie facilement la proposition qui suit.

Proposition 1.4.11. — 1. La topologie faible de A coïncide avec la topologie
([$F ], π)-adique.

2. La topologie faible de A est définie par la famille de semi-normes (Nk)k≥0 du
lemme 1.4.2.

3. Pour tout ρ ∈ ]0, 1[, la topologie induite par | · |ρ sur A est la topologie faible.
4. A est séparé complet pour la topologie faible.

Remarque 1.4.12. — Supposons que E|Qp. Il faut faire attention lorsqu’on travaille
avec | · |1 pour la raison suivante. Pour tout ε ∈ 1 +mF \ {1} on a |[ε]− 1|1 = 1. En
effet,

[ε]− 1

ϕ−1([ε]− 1)
= 1 + [ε1/p] + · · ·+ [ε

p−1
p ]

et donc |[ε]−1|1−1/p
1 = |1+[ε1/p]+· · ·+[ε

p−1
p ]|1. Mais l’image de 1+[ε1/p]+· · ·+[ε

p−1
p ]

dans WOE (kF ) est p et donc ce dernier nombre vaut 1.
On a donc lim

α→
6=

0
|[1 + α] − 1|1 6= |[1] − 1|1 = 0. De cela on déduit que l’application

relèvement de Teichmüller x 7→ [x] n’est pas continue pour la topologie définie par
| · |1. C’est là une très grosse différence avec le cas d’égales caractéristiques (E =

Fq((π))). Lorsque E = Fq((π)) la topologie définie par | · |1 sur A est la topologie de
la convergence uniforme des coefficients de Teichmüller. Lorsque E|Qp il n’y a pas de
description simple de cette topologie en termes du développement de Teichmüller.

On a tout de même la proposition suivante.

Proposition 1.4.13. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie définie par |·|1.

Démonstration. — La topologie définie par | · |1 est la topologie [$F ]-adique. Puisque
A est séparé complet pour la topologie ([$F ], π)-adique il l’est pour la topologie
[$F ]-adique en vertu du lemme qui suit.
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Lemme 1.4.14. — Soit R un anneau séparé complet pour la topologie I-adique. Alors
pour tout idéal de type fini J ⊂ I, R est séparé complet pour la topologie J-adique.

Corollaire 1.4.15. — Pour tout ρ ∈ [0, 1], A est complet pour | · |ρ.
1. Si ρ = 0 la topologie induite est la topologie π-adique.
2. Si ρ ∈ ]0, 1[ la topologie induite est la topologie ([$F ], π)-adique.
3. Si ρ = 1 la topologie induite est la topologie [$F ]-adique.

1.5. Polygones de Newton des éléments de Bb

1.5.1. Transformée de Legendre. — Pour une fonction ϕ : R → R ∪ {+∞} non
identiquement égale à +∞, sa transformée de Legendre est

L (ϕ) : R −→ R ∪ {−∞}
λ 7−→ inf{ϕ(x) + λx | x ∈ R}.

C’est une fonction concave. Si ϕ est convexe, on peut retrouver ϕ à partir de L (ϕ)

en appliquant sa transformée de Legendre inverse :

ϕ(x) = sup{L (ϕ)(λ)− λx | λ ∈ R}.
Appelons pente d’un polygone l’opposé de la dérivé de la fonction affine par

morceaux associée (cette convention est nécessaire si l’on veut que les pentes des
polygones de Newton soient les valuations des racines). Une fonction convexe ϕ : R→
R ∪ {+∞} non identiquement égale à +∞ est un polygone à abscisses de ruptures
entières si et seulement si L (ϕ) est une fonction localement affine sur le segment
ouvert L (ϕ) 6= −∞, à pentes dans Z. Les pentes de L (ϕ) sont alors les abscisses des
points de rupture de ϕ et les abscisses des points de rupture de L (ϕ) sont les pentes
de L (ϕ). Ainsi la transformée de Legendre met en dualité

Pentes L←→ Abscisses des points de rupture.

Pour ϕ1, ϕ2 : R −→ R ∪ {−∞} posons
ϕ1 ∗ ϕ2 : R −→ R ∪ {−∞}

x 7−→ inf{ϕ1(a) + ϕ2(b) | a+ b = x}.
Alors,

L (ϕ1 ∗ ϕ2) = L (ϕ1) + L (ϕ2).

De cela on déduit que si ϕ1 et ϕ2 sont des polygones décroissants convexes, à abscisses
de rupture entières, bornés inférieurement, alors ϕ1 ∗ ϕ2 en est également un et de
plus ses pentes finies strictement positives sont obtenues en « concaténant » celles de
ϕ1 et ϕ2.

Remarque 1.5.1. — L’opération de convolution précédente est un analogue tropical
de l’opération de convolution usuelle où l’on a remplacé l’addition par des bornes
inférieures et la multiplication par l’addition. La transformée de Legendre est un
analogue tropical de la transformée de Laplace. De la même façon que la transformée
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de Fourier met en dualité des positions et des fréquences, la transformée de Legendre
met en dualité des positions et des pentes.

1.5.2. Polygone de Newton

Définition 1.5.2. — Soit x =
∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb. On note Newt (x) le plus grand

polygone convexe décroissant de R2 en dessous de l’ensemble de points (n, v(xn))n∈Z.

Le polygone Newt (x) est donné par vπ(x) et ses pentes (λi)i∈Z où λi est la pente
sur le segment [i, i+ 1], λi = +∞ pour i < vπ(x) et pour tout i, λi ≥ λi+1.

On a les formules

v0(x) = lim
t→+∞

Newt (x)(t)

]−∞, vπ(x)[ = Newt (x)−1({+∞}).
Pour x =

∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb non nul, la tranformée de Legendre de son polygone

de Newton, c’est à dire de la fonction affine par morceaux associée, est donnée par

L
(
Newt (x)

)
(λ) =

{
vλ(x) si λ ≥ 0,

−∞ si λ < 0.

On en déduit en particulier que le polygone de Newton de ne dépend pas du choix
de l’uniformisante π. On renvoie à la figure 1 pour une visualisation du polygone
précédent.

v0(x)
λi3

λi1

λi2

i0 = vπ(x)

λi0
pente

>
0

i1 i3i2

v(x)

λi2λi3 λi1

i 3

i
2

i
1v0(x)

Legendre

Figure 1. Le polygone de Newton de x ∈ Bb et sa transformée de
Legendre λ 7→ vλ(x). En général, la valuation de F n’étant pas discrète, la
borne inférieure définissant v0(x) n’est pas atteinte, le polygone de Newton
peut avoir une infinité de pentes tendant vers 0 au voisinage de +∞ et le
comportement de la fonction λ 7→ vλ(x) peut être « assez compliqué »au
voisinage de 0.
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Soient maintenant x, y ∈ Bb non nuls. Utilisant que pour tout r ≥ 0, vr(xy) =

vr(x) + vr(y) (1.4.9) on déduit que

Newt (xy) = Newt (x) ∗Newt (y).

On peut donc calculer Newt (xy) en fonction de Newt (x) et Newt (y). Les pentes finies
strictement positives de Newt (xy) sont obtenues par concaténation des pentes finies
strictement positives de Newt (x) et de celles de Newt (y), avec multiplicité.

Exemple 1.5.3. — 1. Soient a0, . . . , ad ∈ mF \{0} et
∏d
i=0(π− [ai]) =

∑
n≥0[xn]πn.

Alors, xd ∈ O×F et les pentes non-nulles du polygone convexe enveloppe des
(i, v(xi))0≤i≤d sont les (v(ai))0≤i≤d.

2. Supposons que E = Qp, soit ε ∈ 1 + mF et πε = [ε] − 1. On a πε
ϕ−1(πε)

=

1 + [ε1/p] + · · · + [ε
p−1
p ]. La réduction de cet élément dans W (kF ) est p et sa

réduction modulo p dans OF est de valuation p−1
p v(ε − 1). On en déduit que

son polygone est de pente p−1
p v(ε − 1) sur [0, 1] et 0 sur [1,+∞[. Utilisant

la propriété de concaténation des polygones de Newton on en déduit que le
polygone de Newton de πε est de pente p−1

pk+1 v(ε − 1) sur l’intervalle [k, k + 1],
k ∈ N.

Remarque 1.5.4. — Soit f une fonction holomorphe sur le disque {z ∈ C | |z| < 1} et
0 < R < 1. Supposons que f ne possède pas de zéros sur le cercle |z| = R et f(0) 6= 0.
Notons a1, . . . , an les zéros de f comptés avec multiplicités dans le disque |z| ≤ R. La
formule de Jensen donne alors

log |f(0)| =
n∑
i=1

log |ai| − n logR+
1

2π

∫ 2π

0

log |f(Reiθ)|dθ.

Soit maintenant x ∈ A non nul et r > 0. Soient (λi)i≥0 les pentes finies de Newt (x)

où λi est la pente sur le segment [i, i+ 1]. Soit n l’entier tel que λn−1 ≥ r et λn < r

(n = 0 si λ0 < r). On a alors

v(x0) =

n−1∑
i=0

λi − nr + vr(x)

qui est un analogue de la formule de Jensen.

1.6. Les algèbres de Fréchet BI

1.6.1. Définition et premières propriétés. — Par définition, dans ce texte, un intervalle
dans [0, 1] est non-vide. On adoptera la terminologie suivante.

Définition 1.6.1. — Soit K un corps topologique dont la topologie est définie par
une valeur absolue non-archimédienne. Une K-algèbre de Fréchet est une K-algèbre
topologique complète A dont la topologie peut être définie par une famille de fonctions
(‖ · ‖n)n∈N, ‖ · ‖n : A → R+ satisfaisant
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— ‖x‖n = 0⇔ x = 0,
— ‖x+ y‖n ≤ sup{‖x‖n, ‖y‖n},
— ‖1‖n = 1,
— ‖xy‖n ≤ ‖x‖n.‖y‖n,
— la topologie induite par (‖ · ‖n)n∈N sur K est sa topologie originelle.

Une K-algèbre de Banach est une K-algèbre de Fréchet dont la topologie peut être
définie par une seule de ces normes.

Définition 1.6.2. — Pour un intervalle I ⊂ [0, 1] on note BI le complété de Bb

relativement à la famille de normes (| · |ρ)ρ∈I . On note

‖ · ‖I = sup
ρ∈I
| · |ρ : BI −→ [0,+∞].

On note B := B]0,1[.

Dans tous les cas, BI est une E-algèbre de Fréchet où E est muni de la topologie
induite par la restriction de ‖ · ‖I à E. On note Edisc pour E muni de la topologie
discrète induite par la valuation triviale. Plusieurs cas se présentent :
— Si 1 /∈ I alors BI est une E-algèbre de Fréchet.
— Si 1 ∈ I alors BI est une Edisc-algèbre de Fréchet.

De plus, si I est compact :
— Si 1 /∈ I alors BI est une E-algèbre de Banach telle que

• si 0 /∈ I = [ρ1, ρ2] alors ‖ · ‖I = sup{| · |ρ1
, | · |ρ2

} qui définit la topologie
de BI ,

• si 0 ∈ I = [0, ρ] alors d’après le lemme 1.4.8 la topologie de BI est définie
par sup{| · |0, | · |ρ}.

— Si 1 ∈ I alors BI est une Edisc-algèbre de Banach.
On note ϕ : [0, 1]

∼−−→ [0, 1] défini par ϕ(ρ) = ρq. L’automorphisme ϕ de Bb s’étend
alors en un isomorphisme

ϕ : BI
∼−−→ Bϕ(I).

Il induit en particulier un automorphisme de B.
Bien sûr, si J ⊂ I il y a un morphisme continu BI → BJ et

BI
∼−−→ lim

←−
J

BJ

où J parcourt les intervalles compacts dans I. Cela permet d’écrire l’algèbre de Fréchet
BI comme limite projective d’algèbres de Banach.

Enfin, notons que d’après le corollaire 1.4.15 A ⊂ BI est fermé.

Exemple 1.6.3. — Supposons que I = [ρ1, ρ2] ⊂ ]0, 1] avec ρ1, ρ2 ∈ |F |. Soient a, b ∈ F
tels que |a| = ρ1 et |b| = ρ2. La boule unité de ‖ ·‖I dans Bb est A

[ [a]
π ,

π
[b]

]
. On a donc

BI =
̂

A
[ [a]
π ,

π
[b]

][
1
π

]
où la complétion est pour la topologie π-adique.
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Exemple 1.6.4. — On a B{0} = E .

Exemple 1.6.5. — Supposons que E = Fq((π)). Alors si 0, 1 /∈ I, BI est l’anneau des
fonctions holomorphes de la variable π à coefficients dans F sur la couronne de rayons
parcourant I

BI =
{∑
n∈Z

xnπ
n | xn ∈ F, ∀ρ ∈ I lim

|n|→+∞
|xn|ρn = 0

}
.

Si I 6= {0} et I 6= {1} il s’agit des mêmes fonctions holomorphes sur I \ {0, 1} en
ajoutant les conditions

— la fonction est méromorphe en 0 si 0 ∈ I
— la fonction est « bornée à l’extérieur de la couronne » si 1 ∈ I.

L’anneau

B{1} =
{∑
n∈Z

xnπ
n | xn ∈ F, lim

n→−∞
xn = 0, sup

n
|xn| < +∞

}
n’a pas d’interprétation géométrique.

Remarque 1.6.6. — Lorsque E|Qp, il n’y a pas de bonne notion de fonction
holomorphe de la variable π à coefficients dans F sur des couronnes de rayon
extérieur ≥ 1. L’ensemble{∑

n≥0

[xn]πn ∈ Bb | lim
n→+∞

|xn| = 0
}

n’est pas stable par l’addition.

Remarque 1.6.7. — Soit (xn)n∈Z une suite de F telle que pour tout ρ ∈ ]0, 1[ on ait
lim|n|→+∞ |xn|ρn = 0. Alors, la série ∑

n∈Z
[xn]πn

converge dans B. Si E = Fq((π)) alors tout élément de B s’écrit de façon unique sous
cette forme mais si E|Qp :

— on ne sait pas si tout élément de B est de cette forme i.e. « admet un
développement en série de Laurent au voisinage de 0 »,

— pour un tel élément on ne sait pas si une telle écriture est unique,
— on ne sait pas si la somme ou le produit de deux tels éléments est encore de

cette forme.

Le même problème se pose pour tous les BI lorsque 0 /∈ I. On renvoie tout de même
à la section 1.10.2 pour un sous-ensemble de B sur lequel la remarque précédente est
contredite.
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1.6.2. Changement du corps E. — Soit E′|E une extension de degré fini. On suppose
que le corps résiduel Fq′ de E′ est plongé dans F . On a donc F |Fq′ |Fq. Soit E′0
l’extension maximale non-ramifiée de E dans E′. Lorsque E|Qp on a

E′0 = WOE (Fq′)Q
tandis que si E est de caractéristique p, E′0 = E ⊗Fq Fq′ .

On a alors

AE′ = AE ⊗OE′0
OE′

BbE′ = BbE ⊗E′0 E
′.

Lemme 1.6.8. — Soient ρ ∈ [0, 1] et eE′/E l’indice de ramification de E′|E. Alors, via
l’identification

BbE′ = BbE ⊗E′0 E
′

on a
| · |

E′,ρ
1/e

E′|E = | · |E,ρ ⊗ | · |E′,ρ1/e
E′/E .

Démonstration. — Cela est clair lorsque ρ = 0. Lorsque ρ ∈ ]0, 1[ cela se déduit de la
proposition 1.4.5. Le cas ρ = 1 se déduit du cas précédent par passage à la limite.

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 1.6.9. — Pour un intervalle I ⊂ [0, 1] il y a un isomorphisme

BE,I⊗E′0E
′ ∼−−→ B

E′,I
1/e

E′|E .

Lorsque I est compact
BE,I⊗E′0E

′ ∼−−→ B
E′,I

1/e
E′|E .

Il faut maintenant remarquer un point important. Via les isomorphismes précédents

ϕ
fE′/E
E ⊗ Id = ϕE′ .

En particulier, lorsque E′|E est non-ramifiée, BE,I = BE′,I mais ϕE′ = ϕ
[E′:E]
E . Donc,

même dans le cas d’une extension non-ramifiée, le changement de corps E apporte
un changement non-pas à l’algèbre mais au Frobenius.

1.6.3. Polygone de Newton des éléments de BI

1.6.3.1. Convergence des valuations de Gauss et de leurs dérivées. — Pour x ∈ Bb
non nul et r ∈ ]0, 1[ on note ∂gvr(x) et ∂dvr(x) les dérivées à gauche et à droite de
la fonction continue, affine par morceaux, r′ 7→ vr′(x). On note de même ∂dv0(x) ∈
Z ∪ {+∞}.

Lemme 1.6.10. — Soient r ∈ ]0,+∞[ et (xn)n∈N une suite de Cauchy dans Bb pour vr,
ne tendant pas vers 0. Alors, les suites (∂gvr(xn))n≥0 et (∂dvr(xn))n≥0 sont constantes
pour n� 0. De plus, si (yn)n est une suite tendant vers 0 pour vr, alors pour n� 0,
∂gvr(xn + yn) = ∂gvr(xn) et ∂dvr(xn + yn) = ∂dvr(xn). Le même énoncé s’applique
à ∂dv0.
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Démonstration. — Soit N tel que pour n ≥ N on ait vr(xn+1 − xn) > vr(xN ).
Alors, pour tout n ≥ N , il existe un voisinage U de r tel que pour r′ ∈ U on ait
vr′(xn − xN ) > vr′(xN ). On en déduit que la fonction r′ 7→ vr′(xn) coïncide au
voisinage de r avec r′ 7→ vr′(xN ). Tous les résultats annoncés s’en déduisent.

Soit I un intervalle de [0, 1]. La définition qui suit a donc bien un sens.

Définition 1.6.11. — Soit x ∈ BI non nul et ρ = q−r ∈ I ∩ ]0, 1[. On définit ∂gvr(x) et
∂dvr(x) de telle manière que si limn→+∞ xn = x avec xn ∈ Bb alors ∂gvr(x) =

limn→+∞ ∂gvr(xn) et ∂dvr(x) = limn→+∞ ∂dvr(xn). On définit de même ∂dv0(x)

lorsque 1 ∈ I.

On vérifie aussitôt le résultat suivant.

Proposition 1.6.12. — Munissons R⊕Z de l’ordre lexicographique. Si q−r ∈ I \ {0, 1}
alors les fonctions

BI \ {0} −→ R⊕ Z
x 7−→ (vr(x), ∂dvr(x))

x 7−→ (vr(x),−∂gvr(x))

définissent des valuations sur BI .

Remarque 1.6.13. — Une façon d’interpréter la preuve du lemme 1.6.10 est de dire
que l’on a vérifié que les valuations précédentes de hauteur 2 sur Bb sont continues
relativement à | · |q−r et donc s’étendent à BI dès que q−r ∈ I. Ces valuations sont en
fait des spécialisations de vr et cette propriété d’extension est donc automatique. On
remarquera qu’elles appartiennent à Spa(BI , OE +B◦◦I ) \ Spa(BI , B

◦
I ).

Exemple 1.6.14. — Si F = Fq((π)) et f =
∑
n∈Z xnπ

n ∈ BI est non nul, alors

∂gvr(f) = sup
n∈Z
{n | v(xn) + nr = vr(x)}

∂dvr(f) = inf
n∈Z
{n | v(xn) + nr = vr(x)}.

On a de plus lorsque 1 ∈ I

∂dv0(f) =

{
+∞ si pour tout n, v(xn) > v0(f)

inf{n | v(xn) = v0(f)} sinon.

Proposition 1.6.15. — Si J ⊂ I l’application BI → BJ est injective.

Démonstration. — On peut supposer que I n’est pas un singleton. Soit r0 ∈ ]0,+∞[

tel que q−r0 ∈ I. Soit (xn)n une suite de Cauchy de Bb pour (| · |ρ)ρ∈I . Supposons que
limn→+∞ vr0(xn) 6= +∞. D’après 1.6.10 il existe N tel que pour n ≥ N et ∗ ∈ {d, g}
on ait ∂∗vr0(xn) = ∂∗vr0(xN ) et vr0(xn) = vr0(xN ). Par concavité de la fonction
r 7→ vr(xn) on en déduit que pour r ≥ r0, q−r ∈ I et n ≥ N

vr(xn) ≤ vr0(xN ) + ∂dvr0(xN )(r − r0).
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De même pour r ≤ r0, q−r ∈ I et n ≥ N ,

vr(xn) ≤ vr0(xN ) + ∂gvr0(xN )(r − r0).

On a donc pour r ∈ [0,+∞[ tel que q−r ∈ I, limn→+∞ vr(xn) < +∞. Cela permet de
conclure si 0 /∈ I.

Si 0 ∈ I, de la première inégalité on tire que pour r ≥ r0 et n ≥ N

vπ(xn) = lim
r→+∞

vr(xn)

r
≤ ∂dvr0(xN )

et on conclut ainsi lorsque 0 ∈ I.

Proposition 1.6.16. — Soit I un intervalle de ]0, 1] et (xn)n≥0 une suite de Bb

convergeant vers x ∈ BI non-nul. Alors, pour tout compact K de I, il existe N tel
que pour n ≥ N et ρ ∈ K on ait |xn|ρ = |x|ρ.

Démonstration. — On peut supposer que K = [q−r1 , q−r2 ]. Soit N tel que pour
n ≥ N on ait ∂gvr1(xn) = ∂gvr1(x) et vr1(xn) = vr1(x) (ce qui et possible d’après
1.6.15). Un argument de concavité montre que pour n ≥ N et r2 ≤ r ≤ r1 on a

vr(xn) ≤ vr1(x) + (r − r1)∂gvr1(x) ≤ vr2(x) + (r1 − r2)|∂dvr2(x)|.

Notons A la quantité de droite dans les inégalités précédentes. Soit N ′ ≥ N tel que
pour n ≥ N ′ on ait

vr1(xn+1 − xn) > A et vr2(xn+1 − xn) > A,

et donc pour r2 ≤ r ≤ r1,
vr(xn+1 − xn) > A.

Alors, pour n ≥ N ′ et r2 ≤ r ≤ r1 on a

vr(xn) = vr(x).

Corollaire 1.6.17. — Si I = q−J est un intervalle compact de ]0, 1[ et x ∈ BI non nul
alors J 3 r 7→ vr(x) est un polygone concave ayant un nombre fini de pentes entières.

1.6.3.2. Polygone de Newton d’un élément de BI
Définition 1.6.18. — Soit I = [q−r1 , q−r2 ] un intervalle compact de ]0, 1] et x ∈ BI
non nul. On note Newt

0
I(x) la fonction convexe décroissante dont la transformée de

Legendre en λ ∈ [0,+∞[ vaut

L (Newt
0
I(x))(λ) =


vλ(x) si q−λ ∈ I
vr2(x) + (r − r2)∂gvr2(x) si λ < r2

vr1(x) + (r − r1)∂dvr1(x) si λ ≥ r1.

On définit Newt I(x) comme étant le polygone obtenu à partir de Newt
0
I(x) en ne

gardant que les pentes λ vérifiant q−λ ∈ I. On pose en particulier Newt I(x) = ∅ s’il
n’existe pas de telle pente. On pose également Newt I(0) ≡ +∞.
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Une autre façon de reformuler la définition précédente est de dire que Newt
0
I(x)

est la fonction convexe dont la transformée de Legendre est donnée par les formules
précédentes lorsque λ ≥ 0 et vaut −∞ sur ]−∞, 0[.

La fonction Newt
0
I(x) vaut +∞ sur ]−∞, ∂dvr1(x)[ et est une droite de pente 0 sur

[∂gvr2(x),+∞[. En dehors de ces intervalles ses pentes sont dans − logq I = [r2, r1].
Il s’ensuit qu’à une translation verticale près Newt

0
I(x) est le polygone défini sur

le segment [∂dvr1(x), ∂gvr2(x)], dont les pentes varient dans [r2, r1] et tel que la
multiplicité de la pente λ est (cf. figure 2)

∂gvλ(x)− ∂dvλ(x).

∂gv(x)

pente

∂dv(x)

Figure 2. Les fonctions ∂gv(λ) et ∂dv(λ).

De la proposition 1.6.16 on déduit ceci.

Corollaire 1.6.19. — Si I est un intervalle compact de ]0, 1] et x ∈ BI , il existe y ∈ Bb
tel que Newt

0
I(x) = Newt

0
I(y). En particulier, si I ⊂ ]0, 1[, Newt

0
I(x) est un polygone

ayant un nombre fini de pentes à abscisses de rupture entières.

Du fait que vr(xy) = vr(x)+vr(y) et ∂∗vr(xy) = ∂∗vr(x)+∂∗vr(y) pour ∗ ∈ {g, d}
on a le résultat suivant.

Proposition 1.6.20. — Pour un intervalle compact I de ]0, 1] et x, y ∈ BI on a

Newt
0
I(xy) = Newt

0
I(x) ∗Newt

0
I(y)

et donc les pentes de Newt
0
I(xy) sont obtenues par concaténation de celles de Newt

0
I(x)

et de celles de Newt
0
I(y) avec multiplicités.
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Soit maintenant I un intervalle de [0, 1] et x ∈ BI . Pour des intervalles compacts
J et J ′ satisfaisant J ′ ⊂ J ⊂ I \ {0}, NewtJ′(x) est obtenu à partir de NewtJ(x) en
ne gardant que les pentes λ vérifiant q−λ ∈ J ′.

Définition 1.6.21. — Si I est un intervalle de [0, 1] et x ∈ BI on pose

Newt I(x) =
⋃
J

NewtJ(x),

où J parcourt les intervalles compacts de I \ {0}.

Lorsque I est ouvert dans R on vérifie qu’en fait Newt I(x) est obtenu à partir de la
transformée de Legendre inverse de la fonction λ 7→ vλ(x) définie sur − logq(I\{0}) en
ne gardant que les pentes dans − logq(I \ {0}). Par exemple, pour x ∈ Bb, Newt I(x)

est obtenu à partir de Newt (x) = Newt [0,1](x) en ne gardant que les pentes dans
− logq(I \ {0}).

Exemple 1.6.22. — Pour x ∈ B, Newt ]0,1[(x) est la transformée de Legendre inverse
de la fonction λ 7→ vλ(x) définie sur ]0,+∞[ à laquelle on enlève éventuellement la
pente 0 si celle-ci intervient.

1.6.4. Le cas particulier où 0 ∈ I . — Si 0 ∈ I, d’après 1.6.15 il y a un plongement
BI ⊂ B{0} = E .

Proposition 1.6.23. — Supposons que 0 ∈ I. On a alors si 1 /∈ I

BI =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ E | ∀ρ ∈ I \ {0}, lim
n→+∞

|xn|ρn = 0
}
⊂ E .

Démonstration. — SoitR le membre de droite. Il est clair que si x =
∑

n�−∞
[xn]πn ∈ R

alors cette série est convergente pour (| · |ρ)ρ∈I . Puisque [xn]πn ∈ Bb on en déduit
que R ⊂ BI . Dans l’autre sens, soit x =

∑
k≥0 yk ∈ BI avec yk ∈ Bb et pour tout

ρ ∈ I, limk→+∞ |yk|ρ = 0 (et donc en particulier limk→+∞ vπ(yk) = +∞). Quitte à
multiplier par une puissance de π on suppose que pour tout k, vπ(yk) ≥ 0 et donc
x ∈ OE . Écrivons x =

∑
n≥0[xn]πn dans E . Soient ρ ∈ I \ {0} et ε > 0. Choisissons

N tel que pour k > N on ait |yk|ρ ≤ ε. Posons

z =

N∑
k=0

yk ∈ Bb.

Puisque limk→+∞ vπ(yk) = +∞, pour tout entier n, le n-ième coefficient de
Teichmüller dans le développement de x ne dépend que de

z +

N ′(n)∑
k=N+1

yk, N ′(n)� N.
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Avec les notations du point 2 de 1.4.2 (qui reste valable dans OE ), pour tout n,

Nn

(
z +

N ′(n)∑
k=N+1

yk

)
≤ sup

{
Nn(z), Nn(yk)

}
N<k≤N ′(n)

≤ sup{|z|1, ερ−n}.

Si l’entier n0 est assez grand pour que |z|1 ≤ ερ−n, on a alors, pour tout n ≥ n0,

|xn|ρn ≤ Nn
(
z +

N ′∑
k=N+1

yk

)
ρn ≤ ε,

ce qui permet de conclure.

Il reste à traiter le cas où I = [0, 1].

Proposition 1.6.24. — On a

B[0,1] = Bb

B◦[0,1] = A.

Démonstration. — Il s’agit de vérifier que Bb est complet pour (| · |ρ)ρ∈[0,1]. Mais cela
résulte immédiatement de ce que A l’est (coro. 1.4.15).

1.6.5. Caractérisation des éléments inversibles de BI en termes de polygone de Newton.
— Soit I ⊂ [0, 1[ un intervalle. Rappelons que pour x, y ∈ BI non nuls les pentes de
Newt I(xy) sont obtenues par concaténation des pentes de Newt I(x) et de celles de
Newt I(y). On en déduit que, si x ∈ B×I , alors Newt I(x) = ∅. La réciproque est vraie.

Proposition 1.6.25. — On a pour I ⊂ [0, 1[

B×I = {x ∈ BI \ {0} | Newt I(x) = ∅}.

Démonstration. — Soit J un intervalle compact dans [0, 1[. Commençons par
montrer que si x ∈ Bb \ {0} vérifie NewtJ(x) = ∅ (i.e. Newt (x) ne possède pas
de pentes λ ∈ ]0,+∞[ vérifiant q−λ ∈ J) alors x est inversible dans BJ . Écrivons
x =

∑
n�−∞[xn]πn et J = [q−r1 , q−r2 ]. Soit N ∈ Z l’entier vérifiant :

— les pentes λ de Newt (x) satisfaisant λ > r1 apparaissent dans l’intervalle
]−∞, N ],

— les pentes λ de Newt (x) satisfaisant λ < r2 apparaissent dans l’intervalle
[N,+∞[.

Notons

y =
∑
n≤N

[xn]πn

z =
∑
n>N

[xn]πn.
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L’abscisse N est un point de rupture de Newt (x) et donc xN 6= 0. Écrivons y sous la
forme

y = [xN ]πN
(

1 +
∑
n<N

[
xnx

−1
N

]
πn−N

)
.

Si λ est la pente de Newt (x) sur l’intervalle [N − 1, N ] on a pour 0 < r ≤ r1,

vr

( ∑
n<N

[
xnx

−1
N

]
πn−N

)
= λ− r > 0

(on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). L’élément
∑
n<N

[
xnx

−1
N

]
πn−N

est donc topologiquement nilpotent dans BJ ce qui implique que y ∈ B×J avec pour
ρ ∈ J

|y−1|ρ = |xN |−1ρ−N .

On peut maintenant écrire dans BJ

x = y(1 + y−1z).

Afin de montrer que x est inversible dans BJ il suffit de vérifier que y−1z est
topologiquement nilpotent dans BJ . Soit P le polygone égal à +∞ sur ]−∞, N + 1[

et à Newt (x) sur [N + 1,+∞[. On a l’inégalité

Newt (z) ≥ P .

Cette inégalité induit une inégalité entre les transformées de Legendre de Newt (z) et
celle de P . Or, pour r ≥ r2, la transformée de Legendre en r de P vaut

P(N + 1)− (N + 1)r

(comme précédemment on laisse le lecteur s’en convaincre sur un dessin). On a donc
pour r ≥ r2,

vr(z) ≥Newt (x)(N + 1)− (N + 1)r.

Au final on obtient que pour ρ ∈ J

|y−1z|ρ ≤ qNewt(x)(N)−Newt(x)(N+1)ρ < 1

puisque la pente de Newt (x) sur le segment [N,N + 1] est strictement plus petite que
r2. On a donc bien que y−1z est topologiquement nilpotent dans BJ et x ∈ B×J .

Soit toujours J ⊂ [0, 1[ un intervalle compact et soit maintenant x ∈ BJ non nul
vérifiant NewtJ(x) = ∅. Écrivons x = limn→+∞ xn avec xn ∈ Bb. Pour un entier N ,
on a NewtJ(xn) = NewtJ(x) lorsque n ≥ N . D’après le cas traité précédemment,
xn ∈ B×J lorsque n ≥ N . Remarquons maintenant que pour ρ ∈ J et n ≥ N

|x−1
n+1 − x−1

n |ρ = |xn+1|−1
ρ .|xn|−1

ρ .|xn − xn+1|ρ.

On en déduit que la suite (x−1
n )n≥N converge vers un inverse de x dans BJ .

On conclut la proposition en écrivant

BI
∼−−→ lim

←−
J⊂I

BJ ,

où J parcourt les intervalles compacts dans I.
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Lorsque 1 ∈ I la caractérisation des inversibles de BI est plus subtile à cause des
pentes strictement positives des polygones de Newton pouvant s’accumuler en 0. On
laisse au lecteur la preuve de la proposition suivante (que nous n’utiliserons pas dans
la suite).

Proposition 1.6.26. — Soit I un intervalle de [0, 1] tel que 1 ∈ I. Alors, B×I est
l’ensemble des x ∈ BI non nuls tels que Newt I(x) 6= ∅ et possède pour unique pente 0.

On peut reformuler la condition de la proposition précédente en disant que
Newt I\{1}(x) = ∅ et ∂dv0(x) < +∞.

Corollaire 1.6.27. — On a B×1 = {x ∈ B1 \ {0} | ∂dv0(x) < +∞}.

1.7. Les cas F = k((π
1/p∞

F )) et F maximalement complet

Lorsque F = k((π
1/p∞

F )) ou bien F est maximalement complet ([56]) on dispose
d’une description des anneaux de fonctions holomorphes de la variable πE précédents
comme perfectisés d’anneaux de fonctions holomorphes d’une variable auxiliaire, par
exemple [πF ]. Le but de cette section est d’expliquer le lien entre notre point de
vue où la variable est πE et celui utilisé d’habitude en théorie de Hodge p-adique où
cette variable auxiliaire provient de la théorie du corps des normes. Pour cela nous
regardons deux cas :

1. celui où la variable est de la forme [πF ] qui correspond par exemple au corps
des normes de l’extension Qp(p1/p∞) avec πF = (p1/pn)n≥0 (sec. 1.7.2),

2. celui où la variable est de la forme [ε] − 1 où ε = 1 + πF qui correspond par
exemple au cas du corps des normes de l’extension cyclotomique Qp(ζp∞) avec
ε un générateur de Zp(1) (sec. 1.7.3).

1.7.1. Le cas F = k((π
1/p∞

F )). — Soit k|Fq un corps parfait et F = k((π
1/p∞

F )) le
complété du perfectisé de k((πF )). On le munit de la valeur absolue telle que |πF | =
q−1. On a

F =
{ ∑
α∈Z[ 1

p ]

aαπ
α
F

∣∣ aα ∈ k, lim
α
|aα|q−α = 0

}
,

où k est muni de la valuation triviale (|x| = 1 si x 6= 0 et |0| = 0) et la limite
précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies de Z

[
1
p

]
. En

d’autres termes, pour tout C ≥ 0, {α ∈ Z
[

1
p

]
| α ≤ C et aα 6= 0} est fini.

Notons WOE (k) = OE⊗̂Fqk lorsque E est de caractéristique p. On a alors pour
tout E (de caractéristique p ou 0)

AF =
{ ∑
α∈N[ 1

p ]

aαT
α
∣∣ aα ∈WOE (k), lim

α
|aα|q−α = 0

}
=

{ ∑
α∈N[ 1

p ]

aαT
α
∣∣ ∀k ∈ N, {α | vπ(aα) = k} ⊂ R+ est discret

}
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le complété (πE , T )-adique de WOE (k)[T 1/p∞ ], où

T = [πF ],

| · | sur WOE (k) est n’importe quelle valeur absolue définissant la topologie π-adique,
et la limite précédente est prise selon le filtre du complémentaire des parties finies
de N

[
1
p

]
. En effet, il suffit de vérifier que le membre de droite est une OE-algèbre

πE-adiquement complète sans πE-torsion dont la réduction modulo πE est kJπ1/p∞

F K.

Lemme 1.7.1. — Pour f =
∑
α aαT

α ∈ AF et ρ ∈ [0, 1] on a

|f |ρ =

{
supα |aα|ρ q−α si ρ 6= 0

supα |aα|0 si ρ = 0

où lorsque ρ 6= 0, 1, | · |ρ est l’unique valeur absolue sur WOE (k)Q définissant sa
topologie satisfaisant |πE |ρ = ρ, | · |0 = | · |q−1 et | · |1 est la valeur absolue triviale.

Démonstration. — Le cas ρ = 0 est immédiat. On suppose donc que ρ ∈ ]0, 1]. On
utilise le lemme 1.4.2. Avec les notations de celui-ci, pour δ ∈ N

[
1
p

]
Nk(f) ≤ q−δ ⇔ f ∈ AF .T

δ + AFπ
k+1

⇔ vπ(aα) > k si 0 ≤ α < δ.

En faisant varier δ on en déduit que

Nk(f) =

{
0 si ∀α, vπ(aα) > k

sup{q−α | vπ(aα) ≤ k}.

Supposons f non nul. On a alors

|f |ρ = sup
k
Nk(f)ρk

= sup
k

sup
α

vπ(aα)≤k

q−αρk

= sup
α

(
sup

k≥vπ(aα)

ρk
)
q−α

= sup
α
|aα|ρq−α.

On obtient alors que pour I ⊂ [0, 1], I 6= {0} et I 6= {1},
— si 0, 1 /∈ I

BI =
{ ∑
α∈Z[ 1

p ]

aαT
α
∣∣ aα ∈WOE (k)Q, ∀ρ ∈ I lim

α
|aα|ρ q−α = 0

}
,

où la limite est prise suivant le filtre du complémentaire des parties finies
de Z

[
1
p

]
,

— sinon BI se décrit comme les f =
∑
α aαT

α ∈ BI\{0,1} vérifiant les conditions
additionnelles
• supα |aα|0 < +∞ si 0 ∈ I, i.e. infα vπ(aα) > −∞

ASTÉRISQUE 406



1.7. LES CAS F = k((π
1/p∞
F )) ET F MAXIMALEMENT COMPLET 83

• supα |aα|1q−α < +∞ si 1 ∈ I, i.e. infaα 6=0 α > −∞.
Ces descriptions résultent de la définition de BI comme complété de A[ 1

πE
, 1
T ]

relativement aux normes de Gauss.

1.7.2. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions holomorphes de la
variable [πF ], le cas ϕ(X) = Xq . — Notons K = k((πF )) et

AK = WOE (k)JXK ⊂ OEK = WOE (k)JXK< 1
X>

comme sous-anneau de l’anneau de Cohen OEK (cf. exemple 1.3.5). Munissons les du
Frobenius ϕ tel que

ϕ(X) = Xq.

Cela induit un isomorphisme

̂lim
−→
ϕ

AK
∼−−→ AK1/p∞ ⊂ AF ,

où la complétion est pour la topologie π-adique. Le morphisme AK → AF est donné
par

X 7−→ T = [πF ].

Soit I ⊂ [0, 1] un intervalle différent de {0} et {1}. Puisque AF est le complété de
AK1/p∞ pour la topologie faible (sec. 1.4.3) on en déduit que AF est le complété de
lim
−→
ϕ

AK pour la topologie définie par les normes de Gauss (| · |ρ)ρ∈I . Soit alors

BbK = AK [ 1
X ].

On le munit des normes de Gauss (| · |ρ)ρ∈[0,1] via le plongement

ι : BbK ↪−→ BbF .

Notons BK,I le complété de BbK via à vis de (| · |ρ)ρ∈I comme E-algèbre de Fréchet.
Alors,

̂lim
−→
n,ϕ

BK,ϕn(I)
∼−−→ BF,I .

Pour ρ ∈ [0, 1] on note

ρ̌ =


q−1/r si ρ = q−r 6= 0, 1

1 si ρ = 0

0 si ρ = 1.

Pour un intervalle I comme précédemment notons

Ǐ = {ρ̌ | ρ ∈ I}.

Posons pour ρ ∈ [0, 1] et f =
∑
k≥0 akX

k ∈ AK

‖f‖ρ =

{
supk |ak|ρk si ρ 6= 0

q−vX(f) si ρ = 0,
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où la valeur absolue sur WOE (k) est telle que |πE | = q−1. Lorsque ρ 6= 0 il s’agit
de la norme de Gauss associée au rayon ρ où f est vue comme une fonction rigide
analytique de la variable X sur le disque ouvert DWOE

(k)Q = {|X| < 1} ⊂ A1
WOE

(k)Q
.

On a alors le lemme suivant qui découle du lemme 1.7.1.

Lemme 1.7.2. — Pour ρ = q−r ∈ [0, 1], via le plongement ι : BbK ↪−→ BbF , on a

|ι(f)|ρ = ‖f‖rρ̌.

Si 0, 1 /∈ Ǐ, soit OǏ l’anneau des fonctions holomorphes de la variableX à coefficients
dans WOE (k)Q sur la couronne de rayons définis par Ǐ

OǏ =
{∑
n∈Z

anT
n | an ∈WOE (k)Q, ∀ρ ∈ Ǐ lim

|n|→+∞
|an|ρn = 0

}
.

On définit plus généralement OǏ comme étant les f ∈ OǏ\{0,1} satisfaisant

• f est méromorphe en 0 si 0 ∈ Ǐ,
• f est bornée à l’extérieur de la couronne définie par Ǐ \ {1} i.e. limρ→1 ‖f‖ρ <

+∞.
Considérons l’endomorphisme du disque ouvert épointé de rayon 1 sur E défini par

ϕ(X) = Xq. C’est un morphisme étale fini. Si DǏ désigne la couronne

DǏ = {|X| ∈ Ǐ \ {0, 1}} ⊂ A1
WOE

(k)Q
.

On a alors une tour de morphismes étales finis surjectifs

DǏ
ϕ←−− Dϕ(I)ˇ

ϕ←−− · · · ϕ←−− Dϕn(I)ˇ
ϕ←−− · · ·

qui induit une suite de plongements isométriques pour ρ ∈ Ǐ

(OǏ , ‖ · ‖ρ) ↪→ (Oϕ(I)ˇ, ‖ · ‖ρ1/q ) ↪→ · · · ↪→ (Oϕn(I)ˇ, ‖ · ‖ρ1/qn ) ↪→ · · · .

On vérifie alors que BI = BF,I avec F = k((π
1/p∞

F )) est le complété de

lim
−→
n≥0

Oϕn(I)ˇ

pour la famille de normes précédentes lorsque ρ parcourt I. Ainsi, on peut penser à
BI comme étant l’algèbre des fonctions holomorphes sur

“ lim
←−
n≥0

Dϕn(I)ˇ”.

Par exemple, on peut penser à B comme étant l’algèbre des fonctions holomorphes
sur la limite projective de disques épointés

“ lim
←−
n≥0

D∗” ,

où D∗ = {0 < |X| < 1} ⊂ A1
WOE

(k)Q
et les morphismes de transition sont étales finis

de degré q.
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1.7.3. Interprétation comme perfectisé d’anneaux de fonctions holomorphes de la
variable [πF ], le cas ϕ(X) = (1 +X)q − 1. — Soit AK = WOE (k)JXK comme dans la
section précédente. On pose cette fois-ci

ϕ(X) = (1 +X)q − 1.

Ce choix de relèvement de Frobenius définit un plongement (cf. exemple 1.3.5)

ι : AK ↪−→ AF

X 7−→ [1 + πF ]− 1.

On reprend les notations précédentes concernant les normes de Gauss sur AK .

Proposition 1.7.3. — Si ρ = q−r ∈ [0, 1] vérifie ρ > q−
q
q−1 alors pour f ∈ AK on a

‖f‖ρ = |ι(f)|rρ̌.

Démonstration. — Posons ε = 1 +πF et notons πε = [ε]− 1. Le polygone de Newton
de πε vaut +∞ exactement sur ]−∞, 0[ et a pour pente (q−1)

qn+1 sur l’intervalle [n, n+1],
n ∈ N (cf. rem. 1.5.3, cela résulte de ce que « πε =

∏
n≤0 ϕ

n(uε) »). On en déduit que

lorsque ρ < q−
q−1
q ∣∣πε

T
− 1
∣∣
ρ
< 1.

Il est facile d’en déduire que si f =
∑
k≥0 akX

k ∈WOE (k)JXK alors

|f(πε)|ρ = |f(T )|ρ.

Comme dans la section précédente, on en déduit que si I ⊂ [0, q−1/(q−1)] alors BI
s’interprète comme les fonctions holomorphes sur

lim
←−
n,ϕ

Dϕn(I)ˇ

avec une condition d’être bornée au voisinage du rayon |X| = 1 si 0 ∈ I (i.e. 1 ∈ Ǐ).

1.7.4. Interprétation de la symétrie entre E et F . — Supposons que E est de
caractéristique p. On a vu dans l’exemple 1.6.5 que BI s’interprète comme une
algèbre de fonctions holomorphes à coefficients dans F de la variable πE . Cependant
on vient de voir que lorsque F = k((π

1/p∞

F )), BI s’interprète comme une algèbre de
fonctions holomorphes à coefficients dans E de la variable πF . Ce phénomène est
expliqué par la proposition suivante dont la démonstration élémentaire est laissée au
lecteur.

Proposition 1.7.4. — Soit k un corps parfait, E = k((πE)) et F = k((πF )) munis de
leurs valeurs absolues telles que |πE | = |πF | = q−1. Notons D∗E, resp. D∗F , le disque
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rigide analytique épointé sur E, resp. F , de la variable πF , resp. πE. Il y a alors un
isomorphisme d’algèbres de Fréchets

O(D∗E)
∼−−→ O(D∗F )∑

n

(∑
k

an,kπ
k
E

)
πnF 7−→

∑
k

(∑
n

an,kπ
k
F

)
πnE

Via lequel la norme de Gauss associée au rayon q−r correspond à la norme de Gauss
associée au rayon q−1/r.

Remarque 1.7.5. — Posons

R = OE⊗̂kOF = kJπE , πF K

et X = Spf(R) le schéma formel associé sur k. L’espace adique associé est

Xad = Spa(R,R).

Les deux algèbres de fonctions holomorphes précédentes ne sont rien d’autre que
l’algèbre de Fréchet des fonctions sur l’ouvert

Xad \ V (πEπF ).

Il y a deux morphismes

Spa(F, OF )

Xad \ V (πEπF )

88

&&

Spa(E, OE)

qui identifient Xad \ V (πEπF ), soit à l’espace adique D∗E , soit à D∗F (qui sont donc
isomorphes comme k-espaces adiques où k est muni de la topologie discrète).

Bien sûr, les algèbres de fonctions holomorphes que nous étudions dans ce texte
ne sont pas nouvelles. Elles sont déjà apparues sous d’autres noms dans les travaux
de Colmez ([11]) Berger ([3]) et Kedlaya ([45]). Cependant nous prenons un nouveau
point de vue sur celles-ci plus intrinsèque qui consiste à les penser comme des fonctions
holomorphes de la variable p et non πε = [ε]−1 pour un ε ∈ mF \{0} (une variable qui
provient de la théorie du corps des normes lorsque F est le corps des normes parfait
de Qp(ζp∞) et ε un générateur de Zp(1)). La conséquence de cela est que comparé
aux travaux précédents « le rayon q−r correspond aux rayon q−1/r ». On renvoie par
exemple à la remarque 1.8.5 pour un exemple de ce phénomène.
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1.7.5. Le cas maximalement complet. — Soit k|Fq un corps parfait et Γ ⊂ R un sous-
groupe non-nul vérifiant pΓ = Γ. Soit ([56])

F = k((πΓ
F ))

=
{∑
α∈Γ

aαπ
α
F | aα ∈ k, {α | aα 6= 0} est bien ordonné

}
muni de la valeur absolue ∣∣∑

α

aαπ
α
F

∣∣ = sup
α

aα 6=0

q−α.

On vérifie qu’alors

A =
{ ∑
α∈Γ+

aαT
α | aα ∈WOE (k), lim

F
aα = 0

}
,

où F désigne le filtre du complémentaire des sous-ensembles bien ordonnés de Γ. On
vérifie alors que pour I ⊂ ]0, 1[

BI =
{∑
α∈Γ

aαT
α | aα ∈WOE (k),∀ρ ∈ I lim

F
|aα|ρq−α = 0

}
.

1.8. Le corps valué hensélien E † et l’anneau de Robba

Définition 1.8.1. — On note

E † = lim
−→
ρ→
>

0

B[0,ρ]

R = lim
−→
ρ→
>

0

B]0,ρ].

D’après la proposition 1.6.23

E † =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ E | ∃ρ ∈ ]0, 1[ sup
n
|xn|ρn < +∞

}
.

Proposition 1.8.2 ([11] II.4.1 et II.4.2). — L’anneau E † muni de la valuation vπ est un
corps valué Hensélien de complété E .

Démonstration. — Si x ∈ B[0,ρ] est non nul avec 0 < ρ < 1 alors Newt [0,ρ](x)

possédant un nombre fini de pentes, Newt [0,ρ′](x) = ∅ pour 0 < ρ′ ≤ ρ avec ρ′

suffisamment proche de 0. On conclut que x est inversible dans E † en appliquant la
proposition 1.6.25. L’anneau E † est donc un corps. Soit l’anneau

B◦[0,ρ] = {x ∈ B[0,ρ] | vπ(x) ≥ 0 et |x|ρ ≤ 1}.

On a
OE † = lim

−→
ρ→
>

0

B◦[0,ρ]
[

1
[$F ]

]
.
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et
lim
−→
ρ→
>

0

B◦[0,ρ]/πB
◦
[0,ρ] = OF ⊂ F = OE †/πOE † .

Soient maintenant P ∈ OE † [X] unitaire et x ∈ OE † tels que P (x) ≡ 0 mod π et P ′(x) /∈
πOE † i.e. P ′(x) ∈ O×

E †
. On veut montrer qu’il existe y ∈ OE † tel que x ≡ y mod π et

P (y) = 0. Quitte à remplacer P par [a]degPP
(
X
[a]

)
pour un a ∈ OF non nul, on peut

supposer que la réduction modulo π de P est dans OF [X]. Écrivons P (x) = πz pour
un z ∈ OE † . Soit ρ0 ∈ ]0, 1[ tel que P ∈ B◦[0,ρ0][X], x ∈ B◦[0,ρ0] et z ∈ B[0,ρ0]. On a

lim
ρ→0

0<ρ≤ρ0

∣∣∣ πz

P ′(x)

∣∣∣
ρ

= 0.

car P ′(x) ∈ O×
E †

et pour un w ∈ B[0,ρ0] ∩ OE † de réduction w̄ ∈ F modulo π,

lim
ρ→0

0<ρ≤ρ0

|w|ρ = |w̄|.

Soit donc ρ1 satisfaisant 0 < ρ1 ≤ ρ0 tel que∣∣∣ πz

P ′(x)

∣∣∣
ρ1

< 1.

Dans l’anneau B◦[0,ρ1] on a donc

P (x)

P ′(x)
∈ B◦◦[0,ρ1].

La méthode de Newton permet de conclure par complétude de B[0,ρ1].

Corollaire 1.8.3. — Si L|F est de degré fini alors E †L|E
†
F est finie de degré [L : F ]. Si

de plus L|F est galoisienne alors E †L|E
†
F l’est également et

Gal(L|F )
∼−−→ Gal

(
E †L|E

†
F

)
.

Remarque 1.8.4. — La proposition 11.2.15 fournit une généralisation du résultat
précédent.

Remarque 1.8.5. — Soit E †Fq((πF )) l’anneau de Robba borné « classique » des germes
de fonctions holomorphes bornées de la variable X à coefficients dans E sur des
couronnes de rayons [ρ, 1[ lorsque ρ→ 1. Alors, E †

Fq((π1/p∞
F ))

est « un complété » de

lim
−→
ϕ

E †Fq((πF )).

au sens où
E †
Fq((π1/p∞

F ))
= lim
−→
ρ→1

̂lim
−→

n→+∞

O[ρ1/qn ,1],

où, si D[ρ′,1[ désigne la couronne {ρ′ ≤ |X| < 1}, O[ρ′,1] désigne les fonctions bornées
sur cette couronne munies de la norme sup et les morphismes de transition dans
la deuxième limite inductive sont induits par le morphisme étale fini D[ρ′1/qn ,1[ −→
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D[ρ′1/qn−1 ,1[ associé à X 7→ Xq. On renvoie à la section 1.7.2 pour plus de détails. De
même, d’après la section 1.7.3 on a la même interprétation en remplaçant le relèvement
de Frobenius précédent par X 7→ (1 +X)q − 1.

De la même façon on a

RFq((π1/p∞
F ))

= lim
−→
ρ→1

̂lim
−→

n→+∞

O[ρ1/qn ,1[.

Enfin, notons la conséquence suivante de la proposition 1.9.1 qui suit.

Proposition 1.8.6. — On a l’égalité

R× =
(
E †
)×
.

1.9. Extension des fonctions holomorphes au bord

Proposition 1.9.1. — Soit I ⊂ ]0, 1] un intervalle vérifiant 0 ∈ I. Alors

BI∪{0} = {x ∈ BI | ∃A, Newt
0
I(x)|]−∞,A]

≡ +∞}

= {x ∈ BI | ∃A, Newt I(x) ⊂ {(t, u) ∈ R2 | t ≥ A}}
= {x ∈ BI | ∃N ∈ N, πNx est borné au voisinage de 0}.

Démonstration. — L’égalité des trois ensembles est immédiate.
Pour x =

∑
k�−∞[xk]πk ∈ Bb, on note

x+ =
∑
k≥0

[xk]πk

x− =
∑
k<0

[xk]πk.

Soit x ∈ BI satisfaisant les hypothèses de l’énoncé. Quitte à multiplier x par une
puissance de π on peut supposer que Newt (x)|]−∞,0[

≡ +∞. Soit (xn)n≥0 une suite

de Bb tendant vers x. Écrivons xn = x+
n + x−n . Pour montrer que x ∈ BI∪{0} on

affirme qu’il suffit de montrer que (x−n )n≥0 tends vers 0 dans BI . En effet, si c’est le
cas alors (x+

n )n≥0 tends vers x dans BI . Écrivons alors

x+
n+1 − x+

n =
∑
k≥0

[zn,k]πk.

La suite double ([zn,k]πk)n≥0,k≥0 tend vers 0 dans BI∪{0} pour le filtre du
complémentaire des parties finies de N2. La série double∑

n,k≥0

[zn,k]πk

converge dans BI∪{0} et définit un élément de BI∪{0} s’envoyant sur x − x+
0 via

BI∪{0} → BI .
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Il reste donc à montrer que (x−n )n≥0 tends vers 0. Le fait que Newt (x)|]−∞,0[
≡ +∞

se traduit en termes de valuations de Gauss par l’existence de α ∈ R et de r0 ≥ 0 tels
que, pour r ≥ r0 et q−r ∈ I on ait

vr(x) ≥ α.

Soient maintenant r ≥ 0 tel que q−r ∈ I etA ∈ R fixés. Soit r′ ≥ sup{r, r0} satisfaisant

r′ − r ≥ A− α.

Il existe un entier N tel que pour n ≥ N on ait vr′(xn) = vr′(x). Remarquons
maintenant que pour y ∈ Bb satisfaisant y = y− on a, utilisant que r′ ≥ r,

vr(y) ≥ vr′(y) + (r′ − r).

De là on tire que pour n ≥ N

vr(x
−
n ) ≥ α+ r′ − r ≥ A.

Cela étant vrai pour tout A on conclut.

Proposition 1.9.2. — Soit I un intervalle de [0, 1] satisfaisant 1 ∈ I. Alors,

BI∪{1} = {x ∈ BI | Newt I(x) est borné inférieurement }
= {x ∈ BI | x est borné sur une couronne de rayons [ρ, 1[ pour un ρ ∈ I}
= {x ∈ BI | lim

ρ→1
|x|ρ < +∞}.

Démonstration. — Pour x =
∑
n�−∞ ∈ Bb on note

+x =
∑
n�−∞
v(xn)≥0

[xn]πn

−x =
∑
n�−∞
v(xn)<0

[xn]πn.

Soit x ∈ BI satisfaisant les hypothèses de l’énoncé. Quitte à multiplier x par un
[a], a ∈ F×, on suppose que Newt I(x) ≥ 1. Soit (xn)n≥0 une suite de Bb tendant vers
x. Écrivons xn = +xn + −xn. Pour montrer que x ∈ BI∪{1} on affirme qu’il suffit de
montrer que (−xn)n≥0 tends vers 0 dans BI . En effet, si c’est le cas alors (+xn)n≥0

tends vers x dans BI . De plus, si
+xn+1 − +xn =

∑
k�−∞

[zn,k]πk,

notons pour l ∈ N,
An,l = {k ∈ Z | v(zn,k) = l}.

Soit alors
wn,l =

∑
k∈An,l

[zn,k]πk ∈ Bb.
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Alors, la suite double (wn,l)n≥0,l≥0 tend vers 0 dans BI∪{1} et sa somme∑
n,l≥0

wn,l

définit un élément de BI∪{1} s’envoyant sur x− +x0 dans BI .
Il reste donc à montrer que (−xn)n≥0 tends vers 0 dans BI . Remarquons d’abord

que, pour y ∈ Bb satisfaisant y = −y et 0 < r′ ≤ r, on a

vr(y) ≥ r

r′
vr′(y).

Soient maintenant r > 0 tel que q−r ∈ I et A ∈ [1,+∞[. Choisissons r′ ≤ r tel que
0 < r′ ≤ r/A et vr′(x) ≥ 1/2 (ce qui est possible puisque Newt I(x) ≥ 1). Soit N ∈ N
tel que pour n ≥ N on ait vr′(xn) = vr′(x). On a alors pour n ≥ N

vr(
−xn) ≥ A

2
.

Cela étant vrai pour tout A on conclut.

Remarque 1.9.3. — Dans l’énoncé précédent on a écrit l’expression limρ→1 |x|ρ. Cette
limite existe toujours comme élément [0,+∞]. En effet, la fonction r 7→ vr(x), q−r ∈ I,
est concave et possède donc toujours une limite dans R ∪ {−∞} en 0.

En mettant ensemble 1.9.2 et 1.6.23 on obtient également le résultat suivant.

Proposition 1.9.4. — On a

Bb = B[0,1] = {x ∈ B | ∃n ∈ Z, πnx est borné}.

Le corollaire suivant montre la puissance de l’outil que forment les polygones de
Newton et de l’intuition géométrique qu’ils sous-tendent au sens où il serait assez dur
de les obtenir avec la simple définition des BI .

Corollaire 1.9.5. — Soit I un intervalle de [0, 1].
1. Si 0 ∈ I alors B×I = B×I∪{0}.
2. Si 1 ∈ I alors B×I = B×I∪{1}.
3. On a

B× = (Bb)×

=
{ ∑
n≥n0

[xn]πn | xn ∈ F, xn0
6= 0, ∀n ≥ n0 v(xn) ≥ v(xn0

)
}
n0∈Z

Remarque 1.9.6. — Les résultats d’extensions précédents sont faux lorsqu’on remplace
I par un intervalle relativement compact dans ]0, 1[. Plus précisément, si I = ]ρ1, ρ2[

avec 0 < ρ1 ≤ ρ2 < 1, alors BI ⊂ BI est plus petit que les fonctions bornées dans
BI (comme on le vérifie lorsque E = Fq((π))). Les propriétés d’extension précédentes
sont très particulières aux extrémités de « notre disque épointé ».
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1.10. L’anneau B+

1.10.1. Définition et premières propriétés

Définition 1.10.1. — On note

Bb,+ =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ E | ∀n |xn| ≤ 1
}
.

On a donc

Bb,+ = A[ 1
π ]

= {x ∈ E | |x|1 ≤ 1}.

Définition 1.10.2. — Pour I un intervalle de [0, 1] on note B+
I le complété de Bb,+

relativement aux normes de Gauss (| · |ρ)ρ∈I . On note B+
ρ := B+

{ρ} et

B+ = B+
]0,1[.

Ainsi, B+
I est l’adhérence de Bb,+ dans BI . On a par exemple

B+
0 = Bb,+

et en fait B+
I = Bb,+ dès que 0 ∈ I d’après 1.4.15. On supposera donc désormais que

0 /∈ I.

Exemple 1.10.3. — Supposons que ρ ∈ |F×| et soit a ∈ F tel que ρ = |a|. La boule
unité de | · |ρ dans Bb,+ est A

[ [a]
π

]
et donc

B+
ρ = Â

[ [a]
π

][
1
π

]
.

On vérifie aussitôt le lemme suivant.

Lemme 1.10.4. — Pour x ∈ Bb,+ et 0 < r′ ≤ r on a

vr′(x) ≥ r′

r
vr(x).

On en déduit qu’en fait, si I ⊂ ]0, 1[ est tel que ρ = inf I ∈ I et ρ > 0, alors

B+
I = B+

ρ = B+
[ρ,1[.

On a en fait plus.

Proposition 1.10.5. — On a B+
ρ = B+

[ρ,1].

Démonstration. — Soit
x =

∑
n≥0

xn ∈ B+
ρ

avec xn ∈ Bb,+ et limn→+∞ |xn|ρ = 0. Pour y =
∑
k�−∞[yk]πk ∈ Bb,+ notons

y+ =
∑
k≥0[yk]πk et y− =

∑
k<0[yk]πk. Remarquons que

|y−|1 ≤ |y|ρ.
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La série ∑
n≥0

x−n

converge donc dans B[ρ,1]. Puisque A est complet pour | · |ρ,
∑
n≥0 x

+
n ∈ A. On a

donc
x =

∑
n≥0

x−n +
∑
n≥0

x+
n ∈ B[ρ,1].

Remarque 1.10.6. — Il faut faire attention quant à la signification de l’énoncé
précédent. Il dit que l’application de restriction à la couronne de rayon ρ, B+

[ρ,1] → B+
ρ ,

est un isomorphisme d’algèbres. Mais ce n’est pas un isomorphisme d’algèbres de
Banach. Cela pourrait sembler être en contradiction avec le théorème de l’application
ouverte, mais ça ne l’est pas car B+

ρ est un E-espace de Banach tandis que B+
[ρ,1] est

un Edisc-espace de Banach.

On a donc lorsque ρ ≤ ρ′
B+
ρ ⊂ B+

ρ′

et pour tout I,
B+
I =

⋂
ρ∈I

B+
ρ .

Ainsi par exemple
B+ =

⋂
ρ>0

B+
ρ .

Puisque
ϕ : B+

ρ
∼−−→ B+

ρq ⊂ B+
ρ ,

on peut voir ϕ comme un endomorphisme de B+
ρ et pour 0 < ρ < 1

B+ =
⋂
n≥0

ϕn(B+
ρ ).

Ainsi, B+ est le plus grand sous-anneau de B+
ρ sur lequel ϕ est bijectif.

Proposition 1.10.7. — On a pour tout ρ ∈ [0, 1]

B+
ρ = {x ∈ B[ρ,1[ | Newt [ρ,1[(x) ≥ 0}

= {x ∈ B[ρ,1] | |x|1 ≤ 1}.

On a également

B+ = {x ∈ B | Newt (x) ≥ 0}
= {x ∈ B | |x|1 ≤ 1}.

Démonstration. — Traitons le cas de B+
ρ , le cas de B+ étant identique. D’après

1.9.2, si x ∈ B[ρ,1[ non nul vérifie Newt [ρ,1[(x) ≥ 0 alors x ∈ B[ρ,1]. Puisque
Newt [ρ,1](x) est obtenu en ajoutant éventuellement une pente 0 à Newt [ρ,1[, on a
encore Newt [ρ,1](x) ≥ 0 et donc v0(x) = lim+∞Newt [ρ,1](x) ≥ 0. Maintenant, d’après
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1.6.16 si (xn)n≥0 est une suite de Bb convergeant vers x alors v0(xn) = v0(x) pour
n� 0 et donc xn ∈ Bb,+.

Remarque 1.10.8 (Suite de la remarque 1.6.7). — Soient ρ ∈ ]0, 1[. et (xn)n∈Z une suite
de OF satisfaisant limn→−∞ |xn|ρn = 0. Alors,

∑
n∈Z[xn]πn converge dans B+

ρ mais
lorsque E|Qp on ne sait pas si tout élément de B+

ρ s’écrit sous cette forme là, ni si
une telle écriture est unique, ni si la somme ou le produit de deux tels éléments est
de cette forme. La même remarque s’applique à B+.

Remarque 1.10.9. — L’anneau B+ apparait dans la littérature « classique » de théorie
de Hodge p-adique sous le nom de B̃+

rig.

Remarque 1.10.10. — D’après la section 1.7.2, B+

Fq((π1/p∞
F ))

s’interprète comme les

fonctions rigides analytiques sur
“ lim
←−
ϕ

DE” ,

où DE désigne le disque ouvert de rayon 1 sur E et, si la coordonnée est X, ϕ est le
relèvement de Frobenius X 7→ Xq. Ainsi, l’inclusion B+

Fq((π1/p∞ ))
⊂ BFq((π1/p∞ )) est

induite par
lim
←−
ϕ

D∗E ⊂ lim
←−
ϕ

DE ,

où D∗E est le disque épointé.

1.10.2. Les bivecteurs. — On va définir un sous-OE-module de B+ sur lequel la
remarque 1.10.8 précédente est prise en défaut. Si R est une Fq-algèbre muni de la
topologie discrète on note

CWu
OE

(R) = lim
−→
n≥1

WOE ,n(R)

le groupe des covecteurs de Witt unipotents, les applications de transition dans la
limite inductive précédente étant données par le Verschiebung, Vπ : WOE ,n(R) →
WOE ,n+1(R). Les éléments de CWu

OE
(R) se décrivent de la façon suivante,

CWu
OE

(R) =
{

[. . . , ai, . . . , a−1, a0] | ai ∈ R, ai = 0 pour i� 0
}
.

Ce groupe s’étend en un groupe des covecteurs de Witt ([25], chap.II pour le cas
E = Qp),

CWOE (R) =
{

[. . . , ai, . . . , a−1, a0] | ai ∈ R, ∃N ≤ 0, l’idéal engendré par les (ai)i≤N

est nilpotent
}
.

Celui-ci est muni d’un Verschiebung Vπ : CWOE (R)→ CWOE (R) et on pose

BWOE (R) = lim
←−
N

CWOE (R),
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les applications de transition étant données par Vπ. On a donc,

BWOE (R) =
{∑
i∈Z

V iπ [ai] | ai ∈ R, ∃N, l’idéal engendré par les (ai)i≤N est nilpotent
}
.

Définition 1.10.11. — On pose

BWOE (OF ) = lim
←−
a

BWOE (OF /a)

lorsque a parcourt les idéaux non nuls de OF .

On a alors

BWOE (OF ) =
{∑
n∈Z

[an]πn | an ∈ OF , liminf
n→−∞

qnv(an) > 0
}

=
{∑
n∈Z

[an]πn | an ∈ OF , ∃s > 0, ∃C, v(an) ≥ q−ns+ C
}
.

Les séries précédentes sont convergentes dans B+. Cette description fournit un
plongement de OE-modules

BWOE (OF ) ↪→ B+
F,E .

Pour tout entier n ≥ 0 notons

Sn ∈ OE [X0, . . . , Xn, Y0, . . . , Yn]

le polynôme universel tel que la loi d’addition sur les vecteurs de Witt tronqués de
longueur n+ 1 soit donnée par

[X0, . . . , Xn] + [Y0, . . . , Yn] = [S0, . . . , Sn]

Alors, pour deux éléments

a =
∑
i∈Z

[ai]π
i, b =

∑
i∈Z

[bi]π
i ∈ BWOE (OF )

on a

a+ b =
∑
i∈Z

[ci]π
i

avec

ci = lim
n→+∞

Sn

(
aq
−n

i−n, a
q−n+1

i−n+1, . . . , a
q−1

i−1, ai, b
q−n

i−n, b
q−n+1

i−n+1, . . . , b
q−1

i−1, bi

)
,

limite qui existe grâce aux conditions de convergence imposées dans la définition de
BWOE (OF ) (cf. [25], chap.II). Si l’on relache ces conditions de convergence en imposant
seulement que pour tout r > 0, lim

n→−∞
v(an)+nr = +∞ et lim

n→−∞
v(bn)+nr = +∞ alors

une telle limite n’existe pas forcément, ce qui explique partiellement la remarque 1.6.7.
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1.10.3. Lien avec les anneaux de périodes cristallines. — On suppose dans cette section
que E = Qp. Soit ρ ∈ |F | ∩ ]0, 1[ et notons

aρ = {x ∈ OF | |x| ≤ ρ}.

Il y a une application surjective

W (OF ) −→ OF −→ OF /aρ,

où la première application est simplement
∑
n≥0[xn]pn 7→ x0. Notons

bρ = ker(W (OF ) −→ OF /aρ).

Soit alors Acris,ρ le complété p-adique de l’enveloppe à puissances divisées de bρ. Si
ξ =

∑
n≥0[ξn]pn vérifie |ξ0| = ρ alors

Acris,ρ =
̂

W (OF )[ ξ
n

n! ].

L’épaississement p-adique Acris,ρ � OF /aρ définit un pro-objet final du site cristallin
Cris

(
Spec(OF /aρ)/Spec(Zp)

)
et donc

Acris,ρ = H0
(
(Spec(OF /aρ)/Spec(Zp))cris, O).

Considérons
B+

cris,ρ = Acris,ρ

[
1
p

]
.

Proposition 1.10.12. — Il y a des inclusions naturelles

B+
ρp ⊂ B+

cris,ρ ⊂ B
+
ρ .

Démonstration. — Si ρ = |a| cela résulte de ce que Acris est le complété p-adique de

W (OF )
[ [an]
n!

]
n≥1

et la boule unité de B+
ρ le complété p-adique de

W (OF )
[ [a]
p

]
.

On déduit de cela que

B+ =
⋂
n≥0

ϕn(B+
cris,ρ)

et donc B+ est le plus grand sous-anneau de B+
cris,ρ sur lequel le Frobenius cristallin

ϕ est bijectif.
On en déduit en particulier le corollaire suivant qui justifie le remplacement de B+

cris

par B+ en théorie de Hodge p-adique. Il s’agit d’un analogue de la remarque de Dwork
qui dit que les solutions d’équations différentielles ayant une structure de Frobenius
on tendance à surconverger : les périodes cristallines qui vivent a priori dans B+

cris,ρ

« s’étendent en fait en des fonctions holomorphes sur tout le disque épointé ».
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Corollaire 1.10.13. — Soient k un corps parfait tel que k ⊂ OF et (D,ϕ) un
k-isocristal. Si t ∈ B+

cris,ρ satisfait ϕ(t) = pt alors(
D ⊗W (k)Q B

+[ 1
t ]
)ϕ=Id

=
(
D ⊗W (k)Q B

+
cris,ρ[

1
t ]
)ϕ=Id

.

1.10.4. L’anneau B

Définition 1.10.14. — Notons p l’idéal de Bb,+

p = {x ∈ Bb,+ | v0(x) > 0}.
On note alors

B = Bb,+/p.

L’application de projection sur le corps résiduel OF � kF induit une projection

Bb,+ −→WOE (kF )Q

dont on note m le noyau, un idéal maximal de Bb,+. On a

m =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn | ∀n v(xn) > 0
}

tandis que
p =

{ ∑
n�−∞

[xn]πn | ∃C > 0, ∀n v(xn) ≥ C
}
.

Lemme 1.10.15. — L’anneau B est local intègre d’idéal maximal m/p et de corps
résiduel WOE (kF )Q.

Démonstration. — Le fait que p soit premier résulte de ce que v0 est une valuation.
Vérifions que B est local. Soit x =

∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb,+ \ m. Il existe donc n tel

que xn ∈ O×F et soit n0 le plus petit entier satisfaisant cette propriété. On a alors

x =
∑

n�−∞
[xn]πn ≡

∑
n≥n0

[xn]πn mod p

et le membre de droite est une unité de Bb,+. On en déduit que x devient inversible
dans B. L’anneau B est donc local.

Remarquons que l’on a des factorisations

B+ ⊂ B+
ρ = B+

[ρ,1] −→ B+
1 −→ B+

1 /{v0 > 0} = B.

Remarquons finalement que puisque v0 ◦ ϕ = qϕ, ϕ agit bijectivement sur B et les
morphismes précédents sont compatibles à l’action de ϕ.
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CHAPITRE 2

ZÉROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES :
LE CAS F ALGÉBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Pour un intervalle I ⊂ ]0, 1[ on a défini dans le chapitre 1 une algèbre de Fréchet BI
« de fonctions holomorphes de la variable π ». Lorsque E = Fq((π)) il s’agit de vraies
fonctions holomorphes sur la couronne rigide analytique DF,I = {|π| ∈ I} ⊂ A1

F . On
dispose alors de l’espace topologique |DF,I | de Tate. Pour y ∈ |DF,I | il y a un corps
résiduel k(y) qui est une extension de degré fini de F . Pour f ∈ BI on peut alors
évaluer f en y et définir

f(y) ∈ k(y)

|f(y)| ∈ R+.

De plus, les pentes du polygone de Newton Newt I(f) sont exactement les valuations
des y (i.e. − logq |π(y)|) dans |DF,I | tels que f(y) = 0, comptées avec multiplicité
[k(y) : F ].ordy(f). Enfin, remarquons que l’ensemble |DF,I | est en bijection avec les
classes d’équivalence de couples

{(K, ι)}/ ∼,
où K|E est un corps valué complet tel que |π| ∈ I, ι : F ↪→ K est isométrique et fait
de K une extension de degré fini de F .

Dans ce chapitre et le suivant on définit un tel espace topologique de points |YI |
lorsque E|Qp. En un point de cet espace on peut évaluer nos éléments de BI et définir
leur valeur absolue dans un corps perfectoïde Ky associé à y ∈ |YI |. On montre
également que les pentes des polygones de Newton définis dans le chapitre 1 peuvent
sa calculer en fonctions des zéros en ces points. On donne également une interprétation
de l’ensemble |YI | comme étant les classes d’équivalences de couples (K, ι) où K|E
est un corps perfectoïde tel que |π| ∈ I, ι : F ↪→ K[ est isométrique et fait de K[

une extension de degré fini de F (dans le cas précédent, lorsque E = Fq((π)), on a
K[ = K puisque que K est parfait).

L’idée est la suivante. Lorsque E = Fq((π)), |DF,I | s’identifie aux polynômes
unitaires irréductibles P ∈ OF [π] satisfaisant |P (0)|1/ degP ∈ I. Les polynômes à
coefficients dans OF forment un sous-anneau de A = OF JπK. Néanmoins lorsque E|Qp
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il n’y a pas de bonne notion de tels polynômes, les éléments de la forme
∑
n≥0[xn]πn

dans A avec xn = 0 pour n � 0 ne sont pas stables par addition. Ceci dit, d’après
le théorème de factorisation de Weierstrass, lorsque E = Fq((π)) et I = ]0, 1[, à
multiplication par un élément de OF JπK×-près, les polynômes irréductibles précédents
sont en bijection avec les séries formelles irréductibles∑

n≥0

xnπ
n ∈ OF JπK

qui sont primitives au sens où 0 < |x0| < 1 et il existe un entier d tel que |xd| = 1. On
va montrer que si E|Qp et a ∈ A est une telle série primitive alors A/(a)

[
1
π

]
est un

corps valué complet perfectoïde extension de E sur lequel on peut évaluer nos éléments
de B. Ce chapitre est essentiellement consacré au cas où F est algébriquement clos.
Le cas F parfait général est traité dans le chapitre 3.

On reprend les hypothèses et notations du chapitre 1. Dans ce chapitre on suppose
que E|Qp, ce qui est le cas qui nous intéresse au final. Il y a sûrement moyen
d’unifier les notations avec le cas E = Fq((π)) mais cela présente quelques lourdeurs.
On adopte les notations de [59] concernant le basculement des anneaux. Dans une
version préliminaire de ce travail qui précédait [59] on notait R ce que l’on note
maintenant (−)[.

2.1. L’anneau A[ et le morphisme θ

2.1.1. Généralités. — Soit Q ∈ OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q(0) = 0. On note
Q0 = X et pour n ≥ 1,

Qn = Q ◦ · · · ◦Q︸ ︷︷ ︸
n-fois

.

Par définition une OE-algèbre π-adique est une OE-algèbre π-adiquement séparée
complète.

Définition 2.1.1. — On définit le foncteur

(−)[,Q : OE-algèbres π-adiques −→ Ens

A 7−→ A[,Q =
{

(x(n))n≥0 | x(n) ∈ A, Q(x(n+1)) = x(n)
}
.

On note A[ := A[,X
q

.

La proposition suivante est bien connue lorsque E = Qp et Q = Xp.

Proposition 2.1.2. — Soit A une OE-algèbre π-adique et I un idéal fermé de A.
Supposons A séparée complète pour la topologie (I + (π))-adique. Alors, l’application
de réduction modulo I induit une bijection

A[,Q
∼−−→ (A/I)[,Q.
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Son inverse associe à la suite (x(n))n≥0 ∈ (A/I)[,Q la suite (y(n))n≥0 ∈ (A)[,Q définie
par

y(n) = lim
k→+∞

Qk

(
x̂(n+k)

)
,

où pour tout n, x̂(n) ∈ A est un relèvement quelconque de x(n) ∈ A/I et la limite
précédente est pour la topologie I + (π)-adique.

Démonstration. — On vérifie par récurrence en appliquant le lemme 2.1.3 qui suit
que si x, y ∈ A sont tels que x ≡ y mod I alors

Qk(x) ≡ Qk(y) mod (I + (π))k+1.

De cela on déduit que si (x(n))n, (y
(n))n ∈ (A)[,Q ont même réduction dans (A/I)[,Q

alors pour tout n et k
x(n) ≡ y(n) mod (I + (π))k+1

et donc x(n) = y(n) puisque A est I+(π)-adiquement séparé. Cela montre l’injectivité.
Passons à la surjectivité. Soit (x(n))n≥0 ∈ (A/I)[,Q. Puisque

Q
( ̂x(n+k+1)

)
≡ x̂(n+k) mod I

on obtient
Qk+1

( ̂x(n+k+1)
)
≡ Qk

(
x̂(n+k)

)
mod (I + π)k+1.

À n fixé, la suite
(
Qk
(
x̂(n+k)

))
k≥0

est donc de Cauchy pour la topologie (I +

(π))-adique. Elle converge vers un un élément z(n) ∈ A tel que (z(n))n ∈ (A)[,Q

se réduise sur (x(n) mod I + (π))n dans (A/I)[,Q.

Lemme 2.1.3. — Soit A une OE-algèbre et J un idéal de A. Si x, y ∈ A vérifient
x ≡ y mod J alors Q(x) ≡ Q(y) mod πJ + J2.

Appliquant cette proposition à l’idéal engendré par π on obtient le corollaire
suivant.

Corollaire 2.1.4. — Le foncteur (−)[,Q se factorise canoniquement en un foncteur

(−)[,Q : OE-algèbres π-adiques −→ Fq-algèbres parfaites

isomorphe au foncteur
A 7−→ lim

←−
N

A/πA,

les applications de transition dans la limite projective précédente étant données par
Frobq : A/pA → A/pA. Les lois d’addition et de multiplication sur (A)[,Q sont
données par (

x(n)
)
n

+
(
y(n)

)
n

=
(

lim
k→+∞

Qk
(
x(n+k) + y(n+k)

))
n(

x(n)
)
n
·
(
y(n)

)
n

=
(

lim
k→+∞

Qk
(
x(n+k)y(n+k)

))
n
.
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Remarque 2.1.5. — Bien sûr lorsque Q(X) = Xq, la formule de multiplication
précédente est bien plus simple puisque

(
x(n)

)
n
·
(
y(n)

)
n

=
(
x(n) · y(n)

)
n
.

Par exemple, si R est une Fq-algèbre parfaite,

R
∼−−→ WOE (R)[,Q

x 7−→
(
[x1/qn ]Q

)
n≥0

,

où [−]Q désigne le Q-relèvement de Teichmüller de la proposition 1.2.7. De plus,
d’après le lemme 2.1.2, si I est un idéal fermé de WOE (R) tel que WOE (R) soit séparé
complet pour la topologie I + (π)-adique, A = WOE (R)/I et θ : WOE (R)→ A désigne
la projection,

R
∼−−→ A[,Q

x 7−→
(
θ
(
[x1/qn ]Q

))
n≥0

.

Bien sûr, si Q1 et Q2 sont deux polynômes tels que Q il y a un isomorphisme canonique

(A)[,Q1
∼−−→ (A)[,Q2

(x(n))n≥0 7−→
(

lim
k→+∞

Q2,k

(
x(n+k)

))
n≥0

déduit par composition de la suite d’isomorphismes

(A)[,Q1
∼−−→ (A/πA)[,Q1 = (A/πA)[,X

q

= (A/πA)[,Q2
∼←−− (A)[,Q2 .

2.1.2. Le morphisme θ. — Reprenons les notations de la section 1.2.2. Soit n ≥ 1 un
entier. Il y a un morphisme

Wn : WOE ,n −→ Ga

n−1∑
k=0

V kπ [ak]Q 7−→
n−1∑
k=0

πkQn−1−k(ak).

Soit A une OE-algèbre munie d’un idéal I tel que, pour tout entier k vérifiant
0 ≤ k ≤ n− 1 et tout x ∈ I, on ait

πkxq
n−1−k

= 0.

Cette hypothèse est satisfaite dans les deux cas suivants :
1. Lorsque πn−1A = 0 et l’idéal I est muni de puissances π-divisées (on peut définir

« xq

π » pour tout x ∈ I, cf. [17]).
2. Lorsque πnA = 0 et I = (π).

Lemme 2.1.6. — On a Qn(X) ∈
(
πn−kXqk

)
0≤k≤n.

Démonstration. — On procède par récurrence sur n. Si Qn(X) =
∑n
k=0 π

n−kXqkPk(X)

alors

Qn+1(X) =

n∑
k=0

πn−kQ(X)q
k

Pk(Q(X)).
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Mais d’après le lemme 1.2.6,

Q(X) ≡ Xq mod π =⇒ Q(X)q
k

≡ Xqk+1

mod πk+1

ce qui permet de conclure.

D’après le lemme 2.1.6, sous l’une des deux hypothèses précédentes, pour tout x ∈ I
et 0 ≤ k ≤ n − 1 on a πkQn−1−k(x) = 0. Le morphisme Wn,Q : WOE ,n → Ga donne
alors naissance « par relèvement » à un morphisme de OE-algèbres

WOE ,n(A/I) −→ A

x 7−→ Wn,Q(x̂)

où x̂ ∈WOE ,n(A) est un relèvement quelconque de x.
Pour toute OE-algèbre A, en appliquant la construction précédente à A/πnA et

I = (π), on déduit un morphisme de OE-algèbres

θn : WOE ,n(A/πA) −→ A/πnA

n−1∑
k=0

Vπ[ak]Q 7−→
n−1∑
k=0

πkQn−1−k(âk)

où âk ∈ A/πn−1A est un relèvement quelconque de ak. On a de plus θ1 = IdA/πA et
lorsque n varie les θn vérifient la relation de compatibilité suivante : le diagramme

WOE ,n+1(A/πA)
θn+1

//

F

��

A/πn+1A

proj

��

WOE ,n(A/πA)
θn // A/πnA

est commutatif. Si A est une OE-algèbre π-adique on en déduit par passage à la limite
un morphisme

θ : WOE (A[,Q) −→ A∑
n≥0

[xn]Q π
n 7−→

∑
n≥0

x(0)
n πn.

Cela définit un morphisme de foncteurs sur la catégorie des OE-algèbres π-adiques

θ : WOE ◦ (−)[,Q −→ Id.

On a déjà vu qu’il y a de plus un isomorphisme naturel de foncteurs sur les anneaux
parfaits de caractéristique p,

Id
∼−−→ (−)[,Q ◦WOE .

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.
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Proposition 2.1.7. — Les deux foncteurs

Fq-algèbres parfaites
WOE //

OE-algèbres π-adiques
(−)[,Q
oo

sont adjoints l’un de l’autre. Les applications d’adjonctions sont données par
θ : WOE ◦ (−)[,Q → Id et l’isomorphisme canonique Id

∼−→ (−)[,Q ◦ WOE qui à x

associe ([x1/qn ]Q)n≥0.
Si Q1 et Q2 sont des polynômes analogues à Q, l’isomorphisme canonique

can : (−)[,Q1
∼−−→ (−)[,Q2 est tel que le diagramme

WOE ◦ (−)[,Q1

WOE
(can) '

��

θ

&&
Id

WOE ◦ (−)[,Q2

θ

88

commute.

Remarque 2.1.8. — La commutativité du diagramme dans la proposition 2.1.7
précédente dit que l’on peut calculer θ soit « comme d’habitude » lorsque Q = Xq

via la formule θ(
∑
n≥0[xn]πn) =

∑
n≥0 x

(0)
n πn si xn ∈ A[, soit via la formule

θ(
∑
n≥0[yn]Qπ

n) =
∑
n≥0 y

(0)
n πn si yn ∈ A[,Q.

Soit A une OE-algèbres π-adique comme précédemment. On dispose du critère
suivant permettant de calculer le noyau de θ, critère qui est bien connu lorsque E = Qp
et Q = Xp.

Lemme 2.1.9. — Supposons A sans π-torsion. Soit x =
∑
i≥0[xi]Qπ

i ∈ ker(θ).

1. Si x(0)
0 ∈ πA× alors ker θ = (x).

2. S’il existe π ∈ A[,Q vérifiant π(0) = π alors ker θ = ([π] − π). De plus, ker θ =

(x)⇔ x
(0)
0 ∈ πA×, où l’on note x =

∑
n≥0[xn]πn.

Proposition 2.1.10. — Soit A une OE-algèbre π-adique telle que le Frobenius de A/πA
soit surjectif. Alors, θ : WOE (A[,Q)→ A est surjectif.

Démonstration. — Puisque WOE (A[,Q) et A sont π-adiques, afin de montrer que θ
est surjectif il suffit de montrer qu’il l’est modulo π. Mais modulo π l’application θ

s’identifie à la projection sur la première composante

lim
←−
Frobq

A/πA −→ A/πA

qui est clairement surjective par hypothèse.
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2.1.3. Le cas de l’anneau des entiers d’un corps p-adique. — Soit K|E un corps
valué complet pour une valeur absolue | · | = q−v(.). Remarquons que d’après la
proposition 2.1.2 si ρ ∈ R vérifie |π| ≤ ρ < 1 et bρ = {x ∈ OK | |x| ≤ ρ}, alors O[K
s’identifie à (OK/bρ)

[. Soit

v : O[K −→ R ∪ {+∞}
x 7−→ v

(
x(0)

)
.

On vérifie aisément que cela définit une valuation sur O[K . Deux cas se présentent
alors :

1. soit la valuation v de O[K est triviale, auquel cas O[K
∼−→ k[K = ∩n≥1k

qn

K ,
2. soit la valuation v de O[K est non-triviale, auquel casK[ := Frac(O[K) est un corps

valué complet parfait de caractéristique p qui s’identifie aux suites (x(n))n≥0 de
K vérifiant (x(n+1))q = x(n). L’anneau de valuation de K[ est O[K i.e. OK[ = O[K .

Proposition 2.1.11. — Supposons K algébriquement clos. Alors, K[ l’est également.

Démonstration. — Soit P = T d + ad−1T
d−1 + · · ·+ a1T + a0 ∈ O[K [T ] un polynôme.

Notons pour tout entier n ≥ 0

Pn = T d + a
(n)
d−1T

d−1 + · · ·+ a
(n)
1 T + a

(n)
0 ∈ O[K [T ].

Lorsque n varie ces polynômes sont liés par la relation

Pn+1(T )q ≡ Pn(T q) mod π.

Pour un n donné soit x ∈ OK une racine de Pn. Choisissons y ∈ OK tel que yq = x.
La relation précédente implique que

vπ(Pn+1(y)) ≥ 1

q
.

Notons z1, . . . , zd les racines de Pn+1. On a donc
d∑
i=1

vπ(y − zi) ≥
1

q
.

Il en résulte qu’il existe i tel que

vπ(y − zi) ≥
1

dq

et donc
vπ(x− zqi ) ≥ 1

d
.

À partir de là on construit par récurrence une suite (xn)n≥0 de OK telle que pour tout
n, xn soit une racine de Pn et vπ(xpn+1 − xn) ≥ 1

d . Cette suite définit un élément de

lim
←−
N

OK/b = O[K ,

où b = {x ∈ OK | vπ(x) ≥ 1/d}. Cet élément est bien sûr une racine de P .
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2.2. Étude de certains idéaux et valuations des vecteurs de Witt

2.2.1. Élements primitifs. — Par analogie avec la théorie de Weierstrass on introduit
la définition suivante.

Définition 2.2.1. — 1. Un élément x =
∑
n≥0[xn]πn ∈ A est dit primitif si x0 6= 0

et il existe un entier d ∈ N tel que xd ∈ O×F . On appelle alors degré de x le plus
petit entier d tel que xd ∈ O×F .

2. On note Prim l’ensemble des éléments primitifs et Primd ceux de degré d.
3. Un élément primitif est dit irréductible s’il est de degré > 0 et ne peut pas

s’écrire comme un produit de deux éléments primitifs de degré > 0.

Notons x 7→ x̄ l’application de réduction A −→ WOE (kF ). Si x ∈ A, sont
équivalents :
— x est primitif de degré d,
— x /∈ πA et vπ(x̄) = d,
— le polygone de Newton de x vaut +∞ sur ]−∞, 0[, est à valeurs dans R>0 sur

[0, d[ et vaut 0 sur [d,+∞[.
L’ensemble Prim forme un sous-monoïde de (A,×). Il est gradué par le degré

Prim =
∐
d≥0

Primd

avec Primd · Primd′ ⊂ Primd+d′ . De plus,

Prim0 = A×.

On va s’intéresser aux idéaux de A engendrés par un élément primitif, i.e. au monoïde
quotient

Prim/A×.

Exemple 2.2.2. — Lorsque E = Fq((π)) et donc A = OF JπK, d’après Weierstrass,
chaque élément primitif irréductible possède un unique représentant modulo la
multiplication par A× qui est un polynôme unitaire irréductible dans OF [π]. Ainsi,
Primirred/A× s’identifie aux points de Tate de l’espace rigide D∗F={0 < |π| < 1}⊂A1

F .

On suppose désormais dans le reste de ce chapitre que F est algébriquement clos.

2.2.2. Idéaux de A engendrés par un élément de degré 1. — Commençons par
remarquer que

Prim1 = {[a]− πu | a 6= 0, v(a) > 0 et u ∈ A×}.

Soit maintenant a =
∑
i≥0[ai]π

i ∈ Prim1 et I = (a). Posons

D = A/I.

On note
θ : A −→ D.

Notre but est de montrer que D
[

1
π

]
est un corps valué complet algébriquement clos.
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Lemme 2.2.3. — L’anneau A est séparé complet pour la topologie I + (π)-adique et
donc en particulier pour la topologie I-adique. L’anneau D est séparé complet pour la
topologie π-adique, sans π-torsion.

Démonstration. — La première assertion résulte de ce que I + (π) = ([a0]Q, π) =

([a0], π) (cf. prop. 1.4.11). Si x, y ∈ A vérifient πx = ya, puisque a0 6= 0, y ∈ πA.
L’anneau D est donc sans π-torsion. Il est clairement π-adiquement complet. Reste à
voir que ⋂

n≥1

I + πnA = I.

Soit x ∈ A tel que pour tout entier n on ait x = yna+ πnzn avec yn, zn ∈ A. Alors,
pour tout entier n, utilisant encore que a0 6= 0,

(yn+1 − yn)a = πn(zn − πzn+1) ⇒ (yn+1 − yn)a ∈ πnA
⇒ yn+1 − yn ∈ πnA.

La suite (yn)n est donc de Cauchy pour la topologie π-adique. Notons y = lim
n→+∞

yn.
Alors

x = lim
n→+∞

(yna+ πnzn) = ya ∈ I.

De la proposition 2.1.2 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.4. — L’application

OF −→ D[

x 7−→
(
θ([x1/qn ])

)
n≥0

est un isomorphisme.

Lemme 2.2.5. — Tout élément de D s’écrit sous la forme
∑
n≥0 θ

(
[xna

n
0 ]
)
où xn ∈ OF

vérifie xn = 0 ou bien v(xn) < v(a0).

Démonstration. — Écrivons a = [a0]−πu où u ∈ A×. On a θ(πu)D = πD. L’anneau
D est donc θ(πu) = θ([a0])-adiquement complet. De plus D/θ(πu)D = D/πD =

OF /a0OF . On en déduit le résultat.

Proposition 2.2.6. — Pour tout entier n ≥ 1, tout élément de D possède une racine
n-ième dans D.

Démonstration. — Supposons d’abord que l’extension E|Qp est non-ramifiée et donc
WOE (OF ) = W (OF ). Soit x ∈ D non nul. On suppose tout d’abord que n est premier
à p. On peut écrire x sous la forme

x = θ([a0])d
(
θ([z]) + θ([a0])w

)
avec v(z) < v(a0). L’élément θ([a0])d possède une racine n-ième dans A car a0 en
possède une dans OF . De plus,

θ([z]) + θ([a0])w = θ([z])
(
1 + θ([z−1a0])w

)
.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



108 CHAPITRE 2. ZÉROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F ALG. CLOS

L’élément θ([z]) possède une racine n-ième dans D. L’anneau D est θ([z−1a0])-adique-
ment complet car une puissance de θ([z−1b0]) est un multiple de θ([a0]). Alors,(

1 + θ([z−1a0])w
)1/n

=
∑
k≥0

(
1/n

k

)
θ([z−1a0])kwk

est une racine n-ième de 1 + θ([z−1a0])w.
Montrons maintenant que x possède une racine p-ième (on suppose toujours que

E|Qp est non-ramifiée). Écrivons

x =
∑
n≥0

θ([xna
n
0 ])

avec pour tout n, xn = 0 ou bien v(xn) < v(a0). On peut supposer x 6= 0. Soit n0 ∈ N
le plus petit indice tel que xn0

6= 0. Alors,

x = θ([xn0
an0

0 ]).
(

1 +
∑
n≥1

θ
(
[xn+n0a

n
0x
−1
n0

]
))
.

L’élément θ([xn0
an0

0 ]) possède une racine p-ième tandis que

y = 1 +
∑
n≥1

θ
(
[xn+n0

an0x
−1
n0

]
)

vérifie
y ≡ 1 + xn+1a0x

−1
n0

mod p
dans OF /a0OF . Or,

1 + xn+1a0x
−1
n0
∈ O×F .

Quitte à remplacer x par y on peut donc supposer que

x0 ∈ O×F .

Montrons maintenant qu’il existe z ∈ O×F tel que

x ≡ θ([z]) mod p2.

Écrivons
x ≡ θ

(
[x0] + p[x1]

)
mod p2.

Quitte à multiplier a par le représentant de Teichmüller d’une unité de OF , on peut
supposer que

a ≡ [a0] + p mod p2.

Soit
S1(X,Y ) =

1

p

(
(X + Y )p −Xp − Y p

)
∈ Z[X,Y ].

Pour tout λ ∈ OF on a dans W2(OF )

[x0] + p[x1] + [λ]a ≡ [x0 + λa0] + p
[
x1 + λ+ S1

(
x

1/p
0 , λ1/pa

1/p
0

)]
mod p2.

Le polynôme en T
xp1 + T p + S1(x0, Ta0) ∈ OF [T ]
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est unitaire de degré p. Puisque F est algébriquement clos, il existe λ ∈ OF tel que

[x0] + p[x1] + [λ]a ≡ [z] mod p2

avec z = x0 + λa0 ∈ O×F . On a alors

x ≡ θ([z]) mod p2.

Puisque [z] est une unité de W (OF ) et possède une racine p-ième on peut supposer
que

x ≡ 1 mod p2.

Mais si p 6= 2, tout élément de 1 + p2W (OF ) possède une racine p-ième, pour
w ∈W (OF ),

(1 + p2w)1/p =
∑
k≥0

(
1/p

k

)
p2kwk.

On a donc montré le résultat lorsque p 6= 2. Si p = 2, il faut travailler encore en
revenant à l’étape précédente et montrer qu’il existe une unité z ∈ O×F telle que

x ≡ θ([z]) mod 8.

On laisse cela en exercice au lecteur.
Voyons maintenant comment déduire le cas d’un corps E quelconque du cas

précédent. Notons E0 = W (Fq)Q l’extension maximale non-ramifiée de Qp dans E.
On a alors WOE (OF ) = W (OF )⊗OE0

OE . Il y a une application norme

NE/E0
: WOE (OF ) −→W (OF )

induisant la norme de l’extensionWOE (kF )Q|W (kF )Q après projection viaWOE (OF )→
WOE (kF ) etW (OF )→W (kF ). Puisque l’extensionWOE (kF )Q|W (kF )Q est totalement
ramifiée, l’élément b = NE/E0

(a) ∈W (OF ) est primitif de degré 1. De plus, l’image de b
dansWOE (OF ) appartient à l’idéal engendré par a. NotonsD′ = W (OF )/(b) qui d’après
le cas étudié précédemment est un anneau dans lequel tout élément possède une racine
n-ième. L’inclusion W (OF ) ⊂ WOE (OF ) induit un morphisme D′ → D. Montrons que
ce morphisme est surjectif, ce qui conclura la démonstration. Puisque les anneaux
D′ et D sont p-adiques, il suffit de montrer que le morphisme D′/pD′ → D/pD est
surjectif ou encore que le morphisme composé W (OF )/pW (OF ) → D′/pD′ → D/pD

est surjectif. Si e = [E : E0] ce morphisme s’identifie au morphisme

OF −→ OF [π]/
(
πe,

e−1∑
i=0

aiπ
i
)
.

Puisque a1 ∈ O×F , ce morphisme est bien surjectif.

Remarque 2.2.7. — Cette démonstration, qui est un résultat intermédiaire clef pour le
reste de ce texte, est la seule concernant la structure des anneaux BI et la construction
de la courbe qui utilise la structure des vecteurs de Witt (l’explicitation de la loi de
groupe de W2). Plus précisément, pour toutes les autres démonstrations, on utilise
seulement le fait que tout vecteur de Witt s’écrit de façon unique

∑
n≥0[xn]πn mais
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on n’utilise pas d’information précise concernant la loi d’addition ou de multiplication
de deux tels vecteurs autre que la multiplicativité du Teichmüller.

Corollaire 2.2.8. — Pour tout x ∈ D il existe y ∈ OF tel que x = θ([y]).

Démonstration. — D’après la proposition 2.2.6 précédente il existe z ∈ D[ tel que
z(0) = x. Le résultat découle donc du corollaire 2.2.4.

Du lemme 2.1.9 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.9. — Via l’identification OF = D[ il existe π ∈ OF tel que π(0) = π. De
plus, [π]− π engendre I. En d’autres termes, il existe x ∈ A× tel que

xa = [π]− π.

Corollaire 2.2.10 (Factorisation et division de Weierstrass). — Soit x =
∑
i≥0[xi]π

i ∈ A

tel v(x1) = inf{v(xi) | i ∈ N} et v(x0) > v(x1).
1. Il existe alors b, c ∈ OF et u ∈ A× tels que

x = u[b]([c]− π).

2. Supposons v(x1) = 0. Pour tout y ∈ A, il existe d ∈ OF et w ∈ A tels que

y = wx+ [d].

Remarque 2.2.11. — Contrairement au cas des séries formelles usuelles, ce qui est le
cas lorsque E = Fq((π)), la décomposition/division de Wierstrass précédente n’est pas
unique.

Puisque pour a ∈ Prim1, A est a-adiquement complet on obtient également le
corollaire suivant.

Corollaire 2.2.12. — Soit a ∈ Prim1, par exemple a = [a0] − π avec a0 ∈ mF \ {0}.
Tout x ∈ A s’écrit, de façon non unique, sous la forme

x =
∑
n≥0

[xn]an.

Lemme 2.2.13. — Si x ∈ OF vérifie θ([x]) = 0 alors x = 0.

Démonstration. — Si [x] ∈ (a) et x 6= 0 alors les pentes de Newt ([x]) contiennent les
pentes de Newt (a) ce qui est impossible puisque Newt ([x]) a pour seule pente 0 et
Newt (a) possède une pente strictement positive.

Lemme 2.2.14. — L’anneau D est intègre et l’idéal I est donc premier.

Démonstration. — Si x, y ∈ OF vérifient θ([xy]) = θ([x])θ([y]) = 0, alors, d’après le
lemme 2.2.13, on a xy = 0 et donc x = 0 ou bien y = 0.

Proposition 2.2.15. — La fermeture intégrale de OE dans D contient
⋃
n≥1 Zp[ζn] i.e.

pour tout n ≥ 1, le polynôme Xn − 1 est scindé dans D.
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Nous donnons deux démonstrations indépendantes de ce fait.

Preuve via la théorie du corps des normes. — D’après le corollaire 2.2.9 on peut
supposer que a = [a0] − π. Soit Fq((a0)) ⊂ F , un sous-corps valué complet de
valuation discrète. Notons

F ′ = ̂Fq((a0)) ⊂ F,

le complété de la clôture algébrique de Fq((a0)) dans F . Il y a un morphisme

WOE (OF ′)/([a0]− π) −→ D.

Soit E une clôture algébrique de E. Notons π ∈ O[
Ê

un élément tel que π(0) = π.
D’après la théorie du corps des normes ([64]) appliquée à l’extension arithmétiquement

profinie
⋃
n≥0E

(
π(n)

)
de E, Ê

[

est le complété d’une clôture algébrique de Fq((π)).
Il existe donc un isomorphisme continu

O[
Ê

∼−−→ OF ′

envoyant π sur a0. Celui-ci induit un isomorphisme continu

WOE

(
O[
Ê

)
/([π]− π)

∼−−→WOE (OF ′)/([a0]− π).

Mais,

θ : WOE

(
O[
Ê

)
/
(
[π]− π)

∼−−→ O
Ê
.

Donc,
WOE (OF ′)/([a0]− π) ' O

Ê
.

Puisque D est sans p-torsion, tout morphisme

O
Ê
−→ D

est injectif. On en déduit le résultat.

Preuve indépendante de la théorie du corps des normes. — Soit LT la loi de groupe
formel de Lubin-Tate sur OE de logarithme

logLT =
∑
n≥0

T q
n

πn
.

On note Q = [π]LT ∈ OEJXK et G le groupe formel associé. On munit D
[

1
π

]
d’une

structure de E-espace de Banach en utilisant le réseau π-adique D ⊂ D
[

1
π

]
. Il y a un

morphisme de E-espaces de Banach

G (OF ) =
(
mF , +

LT

)
−→ D

[
1
π

]
ε 7−→ logLT (θ([ε]Q)) =

∑
n∈Z

θ
([
εq
−n])

πn
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(on renvoie au chapitre 4). Montrons que ce morphisme est surjectif. Pour cela posons
ρ = |a0| et

Gρ1/q (OF ) =
({
ε ∈ mF

∣∣ |ε| ≤ ρ1/q
}
, +

LT

)
⊂ G (OF ),

un réseau définissant la topologie de Banach de G (OF ). On vérifie que

logLT ◦θ ◦ [−]Q : Gρ1/q (OF ) −→ D.

Il suffit alors de montrer que cette dernière application est surjective. Puisque
Gρ1/q (OF ) et D sont π-adiquement complets il suffit de vérifier que sa réduction
modulo π est surjective. Or, pour ε ∈ Gρ1/q (OF ), si q > 2,

logLT (θ([ε]Q)) ≡ εqa−1
0 + ε mod π

comme élément de OF /a0OF = D/πD. Utilisant que F est algébriquement clos on
conclut quant à la surjectivité lorsque q > 2. Lorsque q = 2,

logLT (θ([ε]Q)) ≡ ε4a−2
0 + ε2a−1

0 + ε mod π

et on conclut de la même façon.
Soit maintenant ε ∈ OF non nul tel que

εq + a0ε = 0

si q > 2 et
ε4 + a0ε

2 + a2
0ε = 0

avec |ε| = ρ1/2 si q = 2 (le calcul du polygone de Newton de ce polygone montre qu’il
existe un tel ε). On a alors

logLT (θ([ε]Q)) ∈ πD.
D’après l’assertion de surjectivité précédente, il existe ε′ ∈ Gρ1/q (OF ) tel que

logLT (θ([ε]Q)) = π logLT (θ([ε′]Q)).

Alors, si
η = ε −

LT
ε′q ∈ G (OF ),

on a η 6= 0, car |ε| 6= |ε′|q, et

logLT (θ([η]Q)) = 0.

Pour n � 0, le logarithme logLT est injectif sur πnD. On en déduit que θ([η]Q) est
un point de torsion de LT , [πk]LT

(
θ([η]Q)

)
= 0 pour k � 0. On en déduit que{

θ
([

[a]LT

(
η1/qk

)] ∣∣ k ≥ 0, a ∈ OE

}
⊂ D

forment les points de torsion de la loi de Lubin-Tate LT dans une clôture algébrique
de E. Puisque W (Fp) ⊂ D on en déduit le résultat.

Proposition 2.2.16. — Soient x, y ∈ OF tels que θ([x]) = θ([y]). Alors, v(x) = v(y).
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Démonstration. — D’après le lemme 2.2.13 on peut supposer x et y non nuls. Pour
tout n ≥ 0, notons ε(n) ∈ Frac(D) tel que

θ
([
x1/qn

])
= ε(n) θ

([
y1/qn

])
.

Alors, ε(n) est une racine qn-ième de l’unité dans Frac(D). D’après la proposition 2.2.15
précédente ε(n) ∈ D. De plus ε =

(
ε(n)

)
n≥0

∈ D[. Via l’identification OF = D[,
ε ∈ 1+mF et en particulier v(ε) = 1. Puisque x = εy et v(ε) = 1 on a v(x) = v(y).

Définissons une fonction
v : D −→ R ∪ {+∞}

en posant pour x ∈ D,
v(x) = v(y) si x = θ([y]).

Proposition 2.2.17. — La fonction v est une valuation étendant la valuation π-adique
de E multipliée par v(a0), v(π) = v(a0). L’anneau D est l’anneau de valuation de v
dans Frac(D).

Démonstration. — Il est clair que v|OE est la valuation π-adique usuelle multipliée par
v(a0). Montrons que v est une valuation. La formule v(xy) = v(x) + v(y) est claire.
Soient x, y ∈ D non nuls. Montrons que v(x + y) ≥ inf{v(x), v(y)}. On se ramène
facilement au cas où on peut supposer que x /∈ πD. Écrivons x = θ([x′]) et y = θ([y′]).
On a donc v(x′) < v(a0). Soit z′ ∈ OF tel que

x+ y = θ([z′]).

On a en particulier
x′ + y′ ≡ z′ mod a0OF .

On a alors

v(z) ≥ inf{v(a0), v(x′ + y′)} ≥ inf{v(a0), v(x′), v(y′)} = inf{v(x′), v(y′)}.

Il reste à vérifier que D est l’anneau de valuation de v. Mais si z = x
y ∈ Frac(D),

x = θ([x′]) et y = θ([y′]) alors v(z) = v(x′)−v(y′). Donc, l’inégalité v(z) ≥ 0 implique
que z = θ([x′y′−1]) ∈ D.

Ainsi, (D, v) est un anneau de valuation complet extension de OE et de corps
résiduel kF .

Remarque 2.2.18. — Via l’identification OF = D[, la valuation v sur D définit une
valuation

(
x(n)

)
n≥0
7→ v(x(0)) sur F . Cette valuation coïncide avec la valuation de F

dont on est parti.

Proposition 2.2.19. — Le corps valué complet Frac(D) est algébriquement clos.

Démonstration. — D’après la proposition 2.2.15, Frac(D) contient Qp(µ∞).
L’énoncé résulte alors de la proposition 2.2.6, de la théorie de Kümmer et de la
proposition 2.2.20 qui suit.
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Dans le cas de valuation discrète la proposition qui suit résulte de la théorie des
groupes de ramification ([62] chap. IV).

Proposition 2.2.20. — Soit L|K une extension galoisienne de degré fini de corps
valués complets pour des valuations à valeurs dans R. Si l’extension associée de corps
résiduels est triviale le groupe de Galois Gal(L|K) est résoluble.

Démonstration. — On se ramène facilement à montrer que si L|K ne possède pas
de sous-extension abélienne non triviale, c’est à dire Gal(L|K) est égal à son groupe
dérivé, alors L = K. On note v la valuation de L étendant celle de K. On note
G = Gal(L|K). Puisque les corps résiduels de L et K coïncident

∀σ ∈ G, ∀x ∈ OL, v(σ(x)− x) > 0.

Commençons par un lemme intermédiaire.

Lemme 2.2.21. — Pour λ ∈ R+, soient pλ = {x ∈ OL | v(x) ≥ λ} et pλ+ = {x ∈ OL |
v(x) > λ}. Alors, G agit trivialement sur pλ/pλ+.

Démonstration. — Si λ /∈ v(L) on a pλ = pλ+ et le résultat est clair. Sinon, soit
πλ ∈ OL de valuation λ. Tout élément de pλ s’écrit sous la forme πλx avec x ∈ OL.
Alors, pour σ ∈ G, σ(πλx) = σ(πλ)σ(x). Or, v(σ(x) − x) > 0. L’action de G sur
pλ/pλ+ est donnée par la multiplication par le caractère

G −→ k×L

σ 7−→ πσ−1
λ mod p0+.

Puisque G ne possède pas de quotient abélien non trivial, ce caractère est trivial.

Revenons à la preuve de la proposition 2.2.20. Il faut prendre garde qu’en général
OL n’est pas un OK-module de type fini. Soit donc M un sous-OK-module de type fini
de OL stable sous G. Posons pour λ ≥ 0,

Gλ = {σ ∈ G | ∀x ∈M, v(σ(x)− x) ≥ λ}

et
Gλ+ = {σ ∈ G | ∀x ∈M, v(σ(x)− x) > λ}.

Puisque G agit trivialement sur le corps résiduel de L, G = G0+. On a pour λ ≥ 0,

Gλ =
⋂
µ≤λ

Gµ

et puisque M est de type fini,
Gλ+ =

⋃
µ>λ

Gµ.

Montrons que pour tout λ, Gλ/Gλ+ est abélien. Soient σ, τ ∈ Gλ. Pour x ∈ M on a
d’après le lemme précédent,

v(σ(x)− x) ≥ λ⇒ v(τ(σ(x)− x)− σ(x) + x) > λ

ASTÉRISQUE 406



2.2. ÉTUDE DE CERTAINS IDÉAUX ET VALUATIONS DES VECTEURS DE WITT 115

c’est à dire
v(τσ(x)− τ(x)− σ(x) + x) > λ.

De même,
v(στ(x)− σ(x)− τ(x) + x) > λ.

Combinant les deux inégalités précédentes on obtient

v(στ(x)− τσ(x)) > λ

et donc [σ−1, τ−1] ∈ Gλ+ . Le groupe Gλ/Gλ+ est donc abélien.
Supposons maintenant qu’il existe λ tel que Gλ 6= G. Soit I l’intervalle de R,

I = {λ | Gλ = G}.

Il est de la forme [0, a] avec a > 0. On a G = Ga 6= Ga+, mais puisque G/Ga+ est
abélien c’est impossible. On en déduit que pour tout λ, G = Gλ et que donc G fixe
tous les éléments de M .

Puisque tout élément de OL est contenu dans un sous-OK-module de type fini
G-invariant on conclut que G est trivial.

Remarquons le corollaire suivant des résultats précédents. Si (C, | · |), C|E, est un
corps non-archimédien algébriquement clos on note (C[, | · |) le corps non-archimédien
algébriquement clos de caractéristique p associé où |(x(n))n| = |x(0)| (cf. 2.1.3).

Corollaire 2.2.22. — Considérons l’ensemble des couples (C, ι) où C|E est non-
archimédien complet algébriquement clos et ι : F

∼−−→ C[ est isométrique. Il y a alors
une bijection

PrimF,1/A
×
F
∼−−→ {(C, ι)}/ ∼

qui associe à l’élément a primitif de degré 1 le corps valué complet AF

[
1
π

]
/(a) muni

de ι défini par ι(x) =
(

[xq
−n

] mod (a)
)
n≥0

. L’inverse de cette bijection associe à

(C, ι) la classe d’équivalence d’un générateur du noyau de

AF
∼−−→ AC[

θ−−→ OC ,

où la flêche de gauche est induite par ι.

Corollaire 2.2.23. — Les foncteurs (F, a) 7→
(
W (OF )

[
1
p

]
/([a] − p), a

)
et (C, p) 7→

(C[, p) induisent des équivalences de catégories inverses entre :
— la catégorie des couples (F, a) où F est un corps valué complet algébriquement

clos de caractéristique p et a ∈ F× vérifie v(a) > 0,
— la catégorie des couples (C, p) où C est un corps valué complet algébriquement

clos extension de Qp et p ∈ O[C vérifie p(0) = p.
Lorsque F est un corps maximalement complet de caractéristique positive, C =

W (OF )
[

1
p

]
/([a] − p) est maximalement complet et on retrouve ainsi la construction

donnée dans [56] des corps maximalement complets de caractéristique 0.
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2.3. L’espace Y des idéaux de degré 1 des vecteurs de Witt

2.3.1. Définition et structure métrique

Définition 2.3.1. — 1. On note

|Y | = Primirred/A×

l’ensemble des idéaux de A engendrés par un élément primitif irréductible.
2. Pour y ∈ |Y |deg=1 on note py l’idéal premier de A associé, m+

y = py
[

1
π

]
l’idéal

maximal associé de A
[

1
π

]
= Bb,+ et my = py

[[
1
π

]
, 1

[$F ]

]
l’idéal associé de Bb.

On note OCy = A/py de corps des fractions Cy = Bb/my et θy : A → OCy la
projection.

3. Si f ∈ Bb on utilise parfois la notation abrégée f(y) := θy(f).
4. On note vy la valuation de Cy telle que vy(θy([x])) = v(x). On note | · |y = q−vy

la valeur absolue associée. Pour f ∈ Bb on utilise parfois les notations abrégées

v(f(y)) := vy(f(y)) et |f(y)| := |f(y)|y.

Il faut prendre garde à ce que vy n’étend qu’un multiple de la valuation π-adique
de E : si a =

∑
i[ai]π

i ∈ Prim1 et y = (a) alors vy(π) = v(a0).
Dans la suite on aura besoin d’une structure métrique sur |Y |deg=1 afin de

construire des zéros de fonctions holomorphes par approximations successives.

Proposition 2.3.2. — Posons pour y1, y2 ∈ |Y |deg=1, d(y1, y2) = vy1
(θy1

(py2
)) i.e. si

py2 = (a2), d(y1, y2) = vy1(θy1(a2)). Alors,

1. p−d est une distance ultramétrique sur |Y |deg=1

2. Si l’on note ar = {x ∈ A | v0(x) ≥ r}, et ay,r = {x ∈ OCy | vy(x) ≥ r} = θy(ar),
pour r ≥ 0, on a

py1 + ad(y1,y2) = py2
+ ad(y1,y2)

et donc un isormorphisme canonique

OCy1/ay1,d(y1,y2)

'

��

A

θy1
88

θy2 &&

OCy2/ay2,d(y1,y2).

De plus, d(y1, y2) est le plus grand r ≥ 0 tel que py1
+ ar = py2

+ ar.

Démonstration. — Soient py1
= (a) et py2

= (b). D’après le corollaire 2.2.12 on peut
écrire

a =
∑
n≥0

[xn]bn.
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On a d(y2, y1) = v(x0). Appliquant θy1 on obtient∑
n≥0

θy1
([xn])θy1

(b)n = 0

dans OCy1 . Raisonnant dans le corps valué Cy1
on en déduit que

d(y2, y1) = v(x0) = vy1
(θy1

([x0])) ≥ vy1
(θy1

(b)) = d(y1, y2)

avec égalité si et seulement si v(x1) = 0. Par symétrie on a donc d(y2, y1) = d(y1, y2)

et x1 est une unité. La proposition s’en déduit facilement.

Remarque 2.3.3. — Supposons que E = Fq((π)). Via l’identification mF \{0}
∼−−→ |YF |

qui à a associe (π − a), la distance précédente est la distance usuelle sur mF \ {0}
donnée par la valeur absolue de F .

La fonction « distance à l’origine »

|Y |deg=1 −→ ]0,+∞[

y 7−→ v(π(y))

est continue. Pour r > 0 notons

|Yr|deg=1 = {y ∈ |Y |deg=1 | v(π(y)) ≤ r},

la « couronne » associée au segment ]0, r]. On a donc si r ≤ r′, |Yr|deg=1 ⊂ |Yr′ |deg=1

et |Y |deg=1 =
⋃
r>0 |Yr|deg=1.

Proposition 2.3.4. — Pour tout r > 0, l’espace ultramétrique (|Yr|deg=1, d) est complet.

Démonstration. — Soit (yn)n∈N une suite de Cauchy de (Yr, d). Pour tout r′ ≥ 0, si
ar′ = {x ∈WOE (OF ) | v0(x) ≥ r′}, la suite d’idéaux(

(pyn + ar′)/ar′
)
n∈N

de WOE (OF )/ar′ est constante pour n � 0. Elle définit donc un idéal Ir′ de
WOE (OF )/ar′ . Lorsque r′ varie ces idéaux (Ir′)r′≥0 sont compatibles et fournissent un
idéal I de

WOE (OF ) = lim
←−
r′≥0

WOE (OF )/ar′

tel que pour tout r′, (I + ar′)/ar′ = Ir′ .
Fixons r′ > r et n tels que pyn + ar′ = I + ar′ . Soit a primitif de degré 1 tel

que pyn = (a). Il existe x ∈ ar′ tel que a + x ∈ I. On a alors a + x ∈ Prim1 car si
a =

∑
i[ai]π

i, v(a0) ≤ r < r′. Notons b = a+ x et montrons que I = (b).
Si l’on avait (b) ( I, puisque WOE (OF )/(b) est un anneau de valuation, il existerait

r0 ≥ 0 tel que (b)+ar0 ⊂ I. Soient r′′ > sup{r0, r} etm ∈ N tels que I+ar′′ = pm+ar′′ .
On a donc ar0 ⊂ ar′′ + pm. En appliquant θym on constate que cela est impossible car
r′′ > r0.

On, a donc I ∈ |Y |deg=1 et on vérifie aussitôt que pyn −→
n→+∞

I.
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Remarque 2.3.5. — Une preuve plus naturelle de la proposition 2.3.4 utilisant les corps
perfectoïdes consiste à regarder la suite d’anneaux d’entiers perfectoïdes tronqués,
pour tout r′ > 0, Or′ = WOE (OF )/(pyn + ar′) avec n � 0, et à vérifier que lim

←−
r′≥0

Or′

est l’anneau des entiers d’un corps perfectoïde extension de E, ce qui se fait sans
difficultés.

2.3.2. Paramétrisation par les points d’un groupe de Lubin-Tate à valeurs dans OF . —
Pour tout y ∈ |Y |deg=1 il existe a ∈ mF \ {0} tel que y = ([a] − π). Néanmoins, on
ne sait pas déterminer quand ([a] − π) = ([b] − π) en fonction de a, b ∈ mF \ {0} et
cela ne donne donc pas une bonne paramétrisation de |Y |deg=1. Pour obtenir une telle
paramétrisation on a recours aux groupes de Lubin-Tate.

Soit Q ∈ OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q(X) ≡ πX mod X2.

Lemme 2.3.6. — Si ε ∈ mF \ {0}, [ε]Q[
ε1/q
]
Q

est un élément primitif de degré 1 dans

WOE (OF ).

Démonstration. — Soit P = Q(X)/X ∈ OE [X]. On a [ε]Q/
[
ε1/q

]
Q

= P
([
ε1/q

]
Q

)
. De

plus, P ≡ π mod X et P ≡ Xq−1 mod π. Le lemme s’en déduit facilement.

Définition 2.3.7. — Pour ε ∈ mF \ {0} on note

uε =
[ε]Q[
ε1/q

]
Q

et yε ∈ |Y |deg=1 le point correspondant.

Exemple 2.3.8. — Si E = Qp, Q(X) = (1 +X)p − 1, α = 1 + ε alors

uε = 1 +
[
α1/p

]
+ · · ·+

[
α
p−1
p
]
.

On a donc défini une application

mF \ {0} −→ Y

ε 7−→ yε.

Le corps Cyε est algébriquement clos valué complet pour vyε . Le corps résiduel de Cyε
est kF et il y a une identification

OCyε/πOCyε = OF /ūεOF ,

où ūε = ε1−q−1 ∈ mF .
Soit LT Q la loi de groupe formel de Lubin-Tate sur OE associée àQ, c’est à dire telle

que [π]LT Q
= Q. Soit G = Spf(OEJXK) le groupe formel associé. Via l’identification

OF
∼−−→ O[,QCyε

x 7−→
(
θyε
([
xq
−n]

Q

))
n≥0
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déduite du corollaire 2.2.4, ε est un générateur du OE-module de rang 1

Tπ(G ) ⊂ O[,QCyε
,

le module de Tate du groupe de Lubin-Tate G .
La loi de groupe formel LT Q munit mF = G (OF ) d’une structure de OE-module.

Le OE-module G (OF ) est en fait un E-espace de Banach. Plus précisément, l’action de
π sur mF est donnée par Frobq et cela en fait un E-espace vectoriel.

Proposition 2.3.9. — Soient ε1, ε2 ∈ mF \ {0}. Sont alors équivalents :
1. yε1 = yε2 .
2. vyε1 ◦ θyε1 = vyε2 ◦ θyε2 comme valuations sur WOE (OF ).
3. Il existe a ∈ O×E tel que ε2 = a · ε1.

Démonstration. — On a pyε2 ⊂ pyε1 si et seulement si θyε1 (uε2) = 0. Cela est encore
équivalent ce que θyε1 ([ε

1/q
2 ]Q) soit un point de π-torsion de la loi de groupe formel

LT Q sur OCyε1
. Via l’identification OF = O[,QCyε1

, cela est équivalent à dire qu’il existe

a ∈ OE tel que ε2 = a · ε1 ∈ Tπ(G ) ⊂ O[,QCyε1
. On obtient ainsi facilement l’équivalence

entre les assertions (1) et (3). Le reste ne pose pas de problème.

Proposition 2.3.10. — L’application(
G (OF ) \ {0}

)
/O×E =

(
mF \ {0}

)
/O×E −→ |Y |deg=1

O×E · ε 7−→ yε

est une bijection.

D’après la proposition 2.3.9 précédente c’est une injection. Maintenant, si y ∈
|Y |deg=1, puisque Cy est algébriquement clos, il existe ε ∈ O[,QCy tel que ε(0) soit un
générateur des points de π-torsion de G (OCy ). Le lemme 2.1.9 permet de conclure que
(a) = (uε).

Remarquons enfin qu’il y a une action de ϕZ sur |Y |. De plus, si k ∈ Z et I est un
idéal de A,

ϕk : A/I
∼−−→ A/ϕk(I).

Via la paramétrisation précédente cela correspond à l’action de ϕZ = E×/O×E sur
(mF \ {0})/O×E . De plus si ε2 = πk · ε1 alors ϕk induit une isométrie de corps valués

(Cyε1 , vyε1 )
∼−−→ (Cyε2 , vyε2 ).

Exemple 2.3.11. — Lorsque E = Qp, Q(X) = (1 +X)p − 1, le groupe de Lubin-Tate
associé est Ĝm. On a alors une bijection(

1 +mF \ {1}
)
/Z×p

∼−−→ |Y |deg=1,

où l’action de a ∈ Z×p sur 1 +mF est donnée par

(1 + x)a =
∑
k≥0

(
a

k

)
xk.
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Définition 2.3.12. — On munit mF \ {0} de la valuation ultramétrique (ε1, ε2) 7→
v(ε1 − ε2) et (mF \ {0})/O×E de la valuation ultramétrique quotient :

∀x, y ∈ (mF \ {0})/O×E , d(x, y) = sup{v(ε1 − ε2) | x = O×E · ε1, y = O×E · ε2}.

Proposition 2.3.13. — Les propriétés suivantes sont vérifiées :
1. Il y a une inégalité pour ε1, ε2 ∈ mF \ {0},

d
(
O×E · ε1, O

×
E · ε2

)
≥ q

q − 1
d(yε1 , yε2).

2. La paramétrisation ε 7→ yε induit un homéomoprhisme

(mF \ {0})/O×E
∼−−→ |Y |deg=1.

Démonstration. — Posons C = Cyε2 et voyons ε1 =
(
ε

(n)
1

)
n≥0

et ε2 =
(
ε

(n)
2

)
n≥0

comme éléments de O[,QC . Considérons, pour un entier n ≥ 1, le polynôme

Pn(X) =
Qn(X)

Qn−1(X)
= fn(X) ·

∏
a∈(OE/πnOE)×

(
X −

(
ε

(n)
2

)a)
,

où fn(X) ∈ OE [X] vérifie fn(0) ∈ O×E . On a

d(yε1 , yε2) = vyε2
(
P1

(
ε

(1)
1

))
.

De plus, on a la formule

d
(
O×E · ε1, O

×
E · ε2

)
= sup
a∈O×E

lim
n→+∞

qnvyε2
(
ε

(n)
1 −

(
ε

(n)
2

)a)
.

Posons r = d(yε1 , yε2). Soit n ≥ 1 un entier. Puisque P1

(
ε

(1)
1

)
= Pn

(
ε

(n)
1

)
,

r = vyε2
(
Pn(ε

(n)
1 )
)

=
∑

a∈(OE/πnOE)×

vyε2
(
ε

(n)
1 −

(
ε

(n)
2

)a)
.

Il existe donc an ∈ O×E tel que

vyε2
(
ε

(n)
1 −

(
ε

(n)
2

)an) ≥ r

qn − qn−1

et donc
qnvyε2

(
ε

(n)
1 −

(
ε

(n)
2

)an) ≥ q

q − 1
r.

Cela étant vrai pour tout n, on en déduit le point (1).
Montrons le point (2). D’après le point (1) l’inverse de l’application O×E · ε 7→ yε

est continue. La topologie sur (mF \ {0})/O×E est la topologie quotient. Il reste donc à
voir que l’application ε 7→ yε est continue. Or, si εn est une suite de mF \ {0} tendant
vers ε′ ∈ mF \ {0}, uεn tends vers uε′ pour la topologie faible de WOE (OF ). On en
déduit que pour tout entier k et tout r > 0, il existe N tel que pour n ≥ N on ait
uεn − uε′ ∈ πkWOE (OF ) + ar où ar = {x ∈ WOE (OF ) | v0(x) ≥ r}. Cela entraîne que
pour n ≥ N ,

vε′
(
θε′(uεn)

)
≥ inf{kvε′(π), r}.
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Cela étant vrai pour tous k et r, on en déduit que lim
n→+∞

vε′(uεn) = +∞.

Corollaire 2.3.14. — Si V = G (OF ) vu comme E-espace de Banach, il y a un
homéomorphisme

P(V ) = (V \ {0})/E× ∼−−→ |Y |deg=1/ϕZ.

2.3.3. Point de vue de Berkovich. — Notons M (Bb) l’ensemble des valuations de Bb

étendant la valuation π-adique de E et continues pour la topologie définie par les
valuations (| · |ρ)ρ∈]0,1[. On le munit de la topologie induite par la topologie faible sur
les applications de Bb à valeurs dans R∪{+∞}. Cet espace topologique coïncide avec
M (B), les valuations continues sur l’algèbre de Fréchet B.

Lemme 2.3.15. — Pour tout y ∈ |Y |deg=1, vy ◦ θy : Bb → R ∪ {+∞} est continue.

Démonstration. — Soit r = vy(π). Si x =
∑
n�−∞[xn]πn ∈ Bb, on a θy(x) =∑

n�−∞ θy([xn])πn. Il en résulte que vy(x) ≥ vr(x).

Remarque 2.3.16. — Si r = vy(π), l’inégalité vy ≥ vr établie lors de la démonstration
du lemme précédent dit que l’on peut penser aux (vr)r>0 comme des « valuations de
Gauss » sur des cercles de rayon q−r lorsque l’on voit les éléments de Bb « comme des
fonctions holomorphes sur Y ». On peut en effet vérifier que vr = infvy(π)=r vy.

On dispose donc d’une injection

|Y |deg=1 ↪→ M (Bb)

y 7→ 1

vy(π)
vy.

On remarquera également que pour tout r > 0, vrr ∈M (Bb).

Proposition 2.3.17. — La topologie induite par celle de M (Bb) sur |Y |deg=1 est la
topologie définie précédemment par la distance d sur |Y |deg=1.

Démonstration. — Montrons d’abord que l’application |Y |deg=1 → M (Bb) est
continue. Il faut montrer que pour tout f ∈ Bb, l’application y 7→ vy(f)

vy(π) est continue.
Il suffit pour cela de montrer que pour tout f ∈ WOE (OF ), l’application y 7→ vy(f)

est continue. Or, il résulte facilement de la proposition 2.3.2 que pour f ∈WOE (OF ),

|vy1(f)− vy2(f)| ≤ d(y1, y2).

La continuité de |Y |deg=1 →M (Bb) en résulte aussitôt. Cette application est ouverte
car, si py = (a), une base de voisinages de y dans |Y |deg=1 est donnée par

{y′ ∈ |Y |deg=1 | vy′(a) ≥ r}

lorsque r varie.

Remarque 2.3.18. — On peut penser à l’espace M (B) comme un disque ouvert
épointé dont |Y |deg=1 ⊂M (B) formerait l’ensemble des points classiques et (vr)r>0

les valuations de Gauss associées aux cercles de rayon (q−r)r>0.
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2.3.4. Effet d’un changement du corps E. — Soit E′|E une extension de degré fini de
corps résiduel Fq′ ⊂ F . Si E′0 = WOE (Fq′)Q désigne l’extension maximale non-ramifiée
de E dans E′,

AE′ = AE ⊗OE′0
OE′ .

Si on veut comprendre le lien entre les idéaux de AE engendrés par un élément
primitif de degré 1 et ceux de AE′ on est donc ramené au cas où l’extension E′|E est
totalement ramifiée.

On suppose donc maintenant E′|E totalement ramifiée. On a donc

AE′ = AE ⊗OE OE′ .

Il y a alors une application norme

NE′/E : AE′ −→ AE .

Il s’agit tout simplement de la norme déduite de ce que AE′ est une AE-algèbre finie
et libre de rang [E′ : E]. En termes galoisiens, si Ẽ′ désigne une clôture galoisienne
de E′|E,

NE′/E(x) =
∏

τ∈HomE(E′,Ẽ′)

(Id⊗ τ)(x) ∈ A
Gal(Ẽ′|E)

Ẽ′
= AE .

Le lemme suivant a déjà été observé à la fin de la preuve de la proposition 2.2.6.

Lemme 2.3.19. — La norme d’un élément primitif de degré 1 est un élément primitif
de degré 1.

Notons |YE |, resp. |YE′ |, l’ensemble noté précédemment |Y | qui était associé à E,
resp. E′. La proposition qui suit est laissée en exercice au lecteur.

Proposition 2.3.20. — 1. Si y ∈ |YE′ |deg=1 alors py ∩AE ∈ |YE |deg=1. De plus, si
py = (a) alors

py ∩AE =
(
NE′/E(a)

)
.

Ainsi l’application Spec(AE′) → Spec(AE) induite par l’inclusion AE ⊂ AE′

induit une application

pE′,E : |YE′ |deg=1 → |YE |deg=1.

2. Si y = pE′,E(y′) le morphisme canonique

OCy −→ OCy′

est un isomorphisme.
3. L’application pE′,E est surjective. Ses fibres sont de cardinal [E′ : E]. Si E′|E

est galoisienne, il y a une action de Gal(E′|E) sur |YE′ |deg=1/|YE |deg=1 et les
fibres de pE′,E sont des ensembles principaux homogènes sous cette action.
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2.4. Factorisation de Weierstrass des éléments primitifs de degré > 1

Le théorème qui suit est un ingrédient fondamental de ce texte.

Théorème 2.4.1. — Soit f ∈ A primitif de degré d ≥ 1. Il existe a1, . . . , ad ∈ A,
primitifs de degré 1, tels que

f =

d∏
i=1

ai.

Démonstration. — Voyons f comme une « fonction rigide analytique sur Y ». On
vérifie qu’il suffit de montrer qu’il existe y ∈ |Y |deg=1 tel que

f(y) = 0

i.e. « la fonction rigide analytique f » possède un zéro dans |Y |deg=1. Écrivons

f =
∑
n≥0

[xn]πn.

On connait à l’avance la valuation des zéros de f , ils sont donnés par les pentes de son
polygone de Newton (cf. section 1.5.2 et plus particulièrement l’exemple 1.5.3). Soit
donc Newt (f) le plus grand polygone convexe en dessous des points (i, v(xi))0≤i≤d et
λ > 0 sa plus petite pente non nulle. Nous allons construire par récurrence une suite
(yn)n≥1 de |Y |deg=1 vérifiant
• v(f(yn)) ≥ (d+ n)λ,
• d(yn, yn+1) ≥ d+n

d λ,
• v(π(yn)) = λ.

Le théorème résultera alors de la proposition 2.3.4.
Commençons par construire y1. Soit z ∈ OF une racine du polynôme

∑d
i=0 xiT

i ∈
OF [T ] de valuation λ, la plus petite pente de son polygone de Newton. Posons

y1 = ([z]− π) ∈ |Y |deg=1.

Puisque λ est la plus petite pente du polynôme précédent, pour 0 ≤ i ≤ d on a
v(xi) ≥ λ(d − i). On peut donc écrire pour 0 ≤ i ≤ d, xizi = wiz

d avec wi ∈ OF .
Notons θ = θy1

. Alors,

f(y1) = πd
d∑
i=0

θ([wi]) + πd+1
∞∑

i=d+1

θ([xi])π
i−d−1.

Mais puisque
∑d
i=0 wi = 0,

d∑
i=0

[wi] ∈ πA.

Donc, f(y1) ∈ πd+1OCy1 c’est à dire

v(f(y1)) ≥ (d+ 1)λ.

On a donc construit y1.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



124 CHAPITRE 2. ZÉROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES : LE CAS F ALG. CLOS

Supposons construit yn. Notons yn = (ξ) avec ξ primitif de degré 1. On peut écrire
(cf. corollaire 2.2.12)

f =
∑
i≥0

[ai]ξ
n.

Projetant cette égalité dans WOE (kF ) et utilisant que ξ est de degré 1 et f de degré d,
on obtient que ad ∈ O×F et pour 0 ≤ i < d, v(ai) > 0. L’hypothèse v(f(yn)) ≥ (d+n)λ

se retranscrit en
v(a0) ≥ (d+ n)λ.

Soit z ∈ OF une racine du polynôme
∑d
i=0 aiT

i de valuation maximale. L’élément
ξ − [z] est primitif de degré 1. Posons alors

yn+1 = (ξ − [z]).

Puisque z est une racine de valuation maximale du polynôme
∑d
i=0 aiT

i,

d(yn, yn+1) = v(z) ≥ v(a0)

d
≥ d+ n

d
λ.

Remarquons que cela implique que vyn+1(π) = λ. Il reste maintenant à voir que
v(f(yn+1)) ≥ (d + n + 1)λ. Puisque v(z) est la plus grande pente du polygone de
Newton de

∑d
i=0 aiT

i, pour 0 ≤ i ≤ d on a v(ai) + iv(z) ≥ v(a0). Pour un tel i on
peut donc trouver bi ∈ OF tel que aizi = a0bi. Notons θ = θyn+1

. On a alors

f(yn+1) =
∑
i≥0

θ([ai])θ([z]
i)

= θ([a0]) ·
d∑
i=0

θ([bi]) + θ([z])d+1 ·
∑
i≥d+1

θ([aiz
i−d−1]).

Puisque
∑d
i=0 bi = 0,

∑d
i=0 θ([bi]) ∈ πOCyn+1

. On a donc

vyn+1

(
θ([a0]) ·

d∑
i=0

θ([bi])
)
≥ v(a0) + vyn+1

(π)

≥ (d+ n)λ+ λ = (d+ n+ 1)λ.

De plus,

vyn+1

(
θ([z])d+1

)
= (d+ 1)v(z)

≥ (d+ 1)(d+ n)

d
λ

≥ (d+ n+ 1)λ.

On conclut que vyn(f) ≥ (d+ n+ 1)λ.

On obtient donc le résultat suivant (sous la condition faite depuis le début que F
est algébriquement clos).

Corollaire 2.4.2. — Les éléments primitifs irréductibles sont exactement les éléments
primitifs de degré 1 et donc |Y | = |Y |deg=1.
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De la classification des éléments de degré 1 on déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 2.4.3 (Décomposition de Weierstrass). — Pour tout f ∈ A primitif de degré
d ≥ 1, il existe x1, . . . , xd ∈ mF et u ∈ A× tels que

f = u · ([x1]− π) · · · ([xd]− π).

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du théorème 2.4.5.

Lemme 2.4.4. — Soit f ∈ Bb et y ∈ |Y |deg=1 tel que λ = vy(π) ne soit pas une pente
de Newt (f). On a alors l’égalité

v(f(y)) = vλ(f).

Démonstration. — Écrivons f =
∑
i�−∞[xi]π

i. Soit

Q =
∑
i�−∞

θy([xi])T
i ∈ CyJT K

[
1
T

]
.

On a alors Newt (Q) = Newt (f). De plus,

v(f(y)) = vy(Q(π))

et λ = vy(π) n’est pas une pente de Newt (Q). Le résultat est alors un résultat
« classique » concernant les séries formelles à coefficients dans un anneau de valuation
complet.

On étend maintenant nos résultats de factorisation à tout les éléments de A.

Théorème 2.4.5. — Soit f ∈ A tel Newt (f) possède une pente strictement positive. Il
existe alors a ∈ A primitif de degré 1 et g ∈ A tels que f = ag. Si λ est n’importe
quelle pente strictement positive de Newt (f), il existe un tel a de la forme [z]−π avec
v(z) = λ.

Démonstration. — Comme dans le théorème précédent, il s’agit de montrer que f vue
comme « fonction rigide analytique sur Y » possède un zéro de valuation préscrite à
l’avance par une pente de Newt (f). Notons

f =
∑
n≥0

[xn]πn,

où l’on peut supposer x0 6= 0. Pour d ∈ N posons

fd =

d∑
n=0

[xn]πn.

Soit λ > 0 une pente de Newt (f). Il existe un entier D tel que pour d ≥ D, la
pente λ apparait dans Newt (fd). De plus la multiplicité de λ dans les polygones
(Newt (fd))d≥D est bornée par un entier M . Notons pour d ≥ D,

Xd = {y ∈ |Y | | fd(y) = 0 et vy(π) = λ},
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un ensemble fini non vide d’après le théorème 2.4.1. Pour d ≥ D et y ∈ Xd,

fd+1(y) = θy([xd+1])πd+1.

Écrivons alors
fd+1 = g

∏
y′∈Xd+1

ξ
ay′

y′ ,

où g ∈ A n’a pas la pente λ dans son polygone de Newton, ay′ ∈ N≥1, et pour tout
y′ ∈ Xd+1, ξy′ est primitif de degré 1 et engendre py′ . On a donc, pour y ∈ Xd,

v(fd+1(y)) = v(g(y)) +
∑

y′∈Xd+1

ay′v
(
ξy′(y)) ≥ (d+ 1)λ.

D’après le lemme 2.4.4,

v(g(y)) = vλ(g) ≤ vλ(fd+1) ≤Newt (f)(0) = v(x0).

On obtient donc que ∑
y′∈Xd+1

ay′v
(
ξy′(y)

)
≥ (d+ 1)λ− v(x0).

Il s’ensuit qu’il existe y′ ∈ Xd+1 tel que

d(y, y′) = v(ξy′(y))

≥ (d+ 1)λ− v(x0)

M
.

On déduit de cela que l’on peut trouver une suite (yd)d≥D dans
∏
d≥DXd de Cauchy.

D’après la proposition 2.3.4 une telle suite est convergente. On conclut aisément.

Le théorème précédent entraîne le théorème suivant.

Théorème 2.4.6. — Soit f ∈ Bb et λ1, . . . , λd une collection finie de pentes strictement
positives de Newt (f). On peut alors écrire

f =

d∏
i=1

([zi]− π) · g,

où g ∈ Bb et (v(z1), . . . , v(zd)) = (λ1, . . . , λd).

2.4.1. Zéros des éléments de BI

2.4.1.1. La fonction holomorphe associée à un élément de BI . — Pour y ∈ |Y | on
note

‖y‖ = |π(y)| ∈ ]0, 1[.

Si I est un intervalle de ]0, 1[ on note

|YI | = {y ∈ |Y | | ‖y‖ ∈ I}.

Commençons par voir que, pour y ∈ |YI |, les fonctions f 7→ f(y) et f 7→ |f(y)| se
prolongent par continuité à BI
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Lemme 2.4.7. — Soit I un intervalle de ]0, 1[. Pour tout y ∈ |YI |, le morphisme
θy : Bb → Cy s’étend naturellement en un morphisme continu

θy : BI → Cy,

où BI est muni de sa topologie de Fréchet et Cy de la topologie de sa valuation.

Démonstration. — On a vu dans le preuve du lemme 2.3.15 que si ρ = ‖y‖ et f ∈ Bb
alors |f(y)| ≤ |f |ρ. Le lemme en résulte.

Lemme 2.4.8. — Soit y ∈ |YI |. Alors, le noyau de θy : BI → Cy est BI .my. Il est en
particulier principal. De même le noyau de θy : B+

I → Cy est B+
I .m

+
y .

Démonstration. — On vérifie que le noyau de θy : BI → Cy est l’adhérence de my ⊂
Bb dans BI . Soit f un élément de cette adhérence. Soit a ∈ Bb un générateur de my.
Écrivons f = lim

n→+∞
fn dans Bb où fn ∈ Bb s’écrit lui-même fn = agn avec gn ∈ Bb.

Pour tout ρ ∈ I,
|gn+1 − gn|ρ = |fn+1 − fn|ρ.|a|−1

ρ .

On en déduit que la suite (gn)n∈N est de Cauchy et converge donc vers un élément
g ∈ BI qui est tel que f = ag. La démonstration est identique pour B+

I .

Remarque 2.4.9. — Supposons que E = Qp. Soit ρ = ‖y‖. On a alors, avec les
notations de la section 1.10.3,

B+
cris,ρ = B+

cris(Cy),

où le membre de droite est l’anneau de période usuel associé à Cy. La structure
du noyau de θy : B+

cris(Cy) → Cy est compliquée à cause des puissances divisées.
Néanmoins, d’après le lemme précédent il devient très simple lorsqu’on restreint θy à
B+
ρ′ ⊂ B

+
cris,ρ, ρ

′ ≤ ρq ou bien B+.

2.4.1.2. Zéros des fonctions holomorphes définies par un élément de BI
Théorème 2.4.10. — Soit I un intervalle de [0, 1] et f ∈ BI non-nul. Soit λ une pente
strictement positive de Newt I(f). Il existe alors z ∈ OF tel que v(z) = λ et g ∈ BI
tels que

f = ([z]− π) · g.

Démonstration. — D’après le lemme 2.4.8 il faut montrer qu’il existe y ∈ |YI | vérifiant
vy(π) = λ et f(y) = 0. Écrivons f = lim

n→+∞
fn avec fn ∈ Bb. Il existe un entier N tel

que pour n ≥ N , la pente λ intervienne dans Newt I(fn) avec une multiplicité bornée
par un entier M indépendant de n ≥ N . Pour n ≥ N soit

Xn = {y ∈ |YI | | fn(y) = 0 et vy(π) = λ},

un ensemble fini non vide d’après le théorème 2.4.5, de cardinal borné par M . Soit
n ≥ N et y ∈ Xn. D’après le théorème 2.4.6 on peut écrire

fn+1 = g ·
∏

y′∈Xn+1

ξ
ay′

y′ ,
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où ξy′ ∈ A est un élément primitif de degré 1 générateur de my′ , ay′ ∈ N≥1 et g ∈ Bb
ne possède pas la pente λ dans son polygone de Newton. On a alors

v(fn+1(y)) = v(g(y)) +
∑

y′∈Xn+1

ay′d(y, y′).

Le lemme 2.4.4 montre que

v(g(y)) = vλ(g) ≤ vλ(fn+1).

On a donc ∑
y′∈Xn+1

ay′d(y, y′) ≥ v(fn+1(y))− vλ(fn+1)

= v
(
fn+1(y)− fn(y)

)
− vλ(fn+1)

≥ vλ(fn+1 − fn)− vλ(fn+1),

où l’on a utilisé la remarque 2.3.16 pour obtenir la dernière inégalité. Il existe donc
y′ ∈ Xn+1 tel que

d(y, y′) ≥ 1

M

(
vλ(fn+1 − fn)− vλ(fn+1)

)
.

Remarquons maintenant que la suite des (vλ(fn+1))n est bornée et que
vλ(fn+1 − fn) −→

n→+∞
+∞. De cela on déduit que l’on peut construire par

récurrence sur n une suite de Cauchy dans
∏
n≥N Xn. Le théorème résulte alors de

la proposition 2.3.4.

Du théorème précédent on déduit facilement le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.11. — Pour f ∈ BI non nul, les pentes non-nulles de Newt I(f) sont

{− logq ‖y‖ | y ∈ |YI |, f(y) = 0}.

2.5. Les BI sont principaux pour une couronne compacte

Nous pouvons maintenant commencer à collecter les fruits de nos résultats de
factorisation.

Théorème 2.5.1. — Supposons que I ⊂ [0, 1[ soit compact.
1. Si I = {0} ou bien I = {ρ} avec ρ /∈ |F | alors BI est un corps valué complet.
2. Sinon, BI est un anneau principal tel que |YI |

∼−→ Spm(BI\{0}).

Démonstration. — Si I = {0} alors BI = E . Si I = {ρ} avec ρ /∈ |F | alors BI est un
corps d’après la proposition 1.6.25. Supposons donc que l’on est dans la situation du
point (2). Remarquons que pour tout f ∈ BI non nul, Newt I(f) ne possède qu’un
nombre fini de pentes. Le résultat est alors une conséquence du théorème 2.4.10 couplé
à la proposition 1.6.25 et au lemme 2.5.2 qui suit.
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Lemme 2.5.2. — Soit A un anneau intègre muni d’un sous-ensemble E ⊂ Spm(A)

formé d’idéaux principaux. Supposons que pour tout x ∈ A non nul il existe une
factorisation x = u

∏
i∈I ai avec u ∈ A× et pour tout i ∈ I, (ai) ∈ E. Alors A est

principal.

Démonstration. — Un tel anneau est factoriel d’éléments irréductibles, à une unité
près, l’ensemble E. Le résultat est alors bien connu : un anneau factoriel est principal si
et seulement si les idéaux engendrés par les éléments irréductibles sont maximaux.

Lorsque 0 ∈ I on a en fait un résultat un peu plus précis concernant « les fonctions
holomorphes en 0 » dont la démonstration est identique.

Théorème 2.5.3. — Soit ρ ∈ [0, 1[. Alors, l’anneau {x ∈ B[0,ρ] | vπ(x) ≥ 0} est
principal d’idéaux maximaux donnés par {(π)} ∪ |Y]0,ρ]|.

Notons le corollaire suivant qui donne une définition intrinsèque de |Y | « après
coup ».

Corollaire 2.5.4. — L’application y 7→ Bmy est une bijection entre |Y | et les idéaux
maximaux fermés de B. De même, pour tout I ⊂ ]0, 1[, |YI | s’identifie aux idéaux
maximaux fermés de BI .

2.6. Factorisation de Weierstrass au voisinage de 0

Soit (zi)i≥1 une suite de mF tendant vers 0. Le produit infini
+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
est alors convergent dans B+.

Théorème 2.6.1. — Soient I un intervalle de ]0, 1] tel que 0 ∈ I et ρ0 ∈ I. Pour
tout f ∈ BI il existe une suite (zi)i≥1 d’éléments de mF tendant vers 0 ainsi que
g ∈ BI∪{0} ne possédant pas de zéros dans |Y]0,ρ0]| et

f = g

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
.

Démonstration. — On peut supposer f /∈ BI∪{0}. Soit N ∈ Z tel que les pentes
de Newt I(f) sur l’intervalle ]−∞, N ] soient plus grandes ou égales que − logq ρ0 et
qu’elles soient strictement plus petites sur [N,+∞[. Soient (λi)i≤−1 les pentes de
Newt I(f) sur ]−∞, N ] où λi est la pente sur le segment [N + i,N + i + 1]. D’après
la proposition 1.9.1, puisque f /∈ BI∪{0}, pour tout i, λi 6= +∞. Le théorème 2.4.10
nous dit alors que pour tout entier n ≥ 1 on peut écrire

f = gn

n∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
,
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où zi ∈ mF , v(zi) = λ−i et gn ∈ BI . On a donc

gn = gn+1

(
1− [zn+1]

π

)
,

formule de laquelle on déduit que pour tout r ≥ 0 tel que q−r ∈ I,

vr(gn+1 − gn) = vr(gn+1) + λ−n−1 − r.

On a de plus

vr(gn+1) = vr(f)−
−1∑

i=−n−1

inf{0, λi − r}.

et puisque lim
i→−∞

λi = +∞, la suite (vr(gn+1))n est bornée. On a donc

vr(gn+1 − gn) = λ−n−1 − r +O(1) −→
n→+∞

+∞.

La suite (gn)n converge donc dans BI vers un g ∈ BI tel que

f = g

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
.

Le calcul du polygone de Newton de g montre que g n’a pas de zéros sur |Y]0,ρ0]| et
donc, d’après la proposition 1.9.1, g ∈ BI∪{0}.

Exemple 2.6.2. — Tout f ∈ B]0,1], resp. B+, s’écrit sous la forme

f = g

+∞∏
i=1

(
1− [zi]

π

)
avec g ∈ Bb, resp. g ∈ Bb,+.

2.7. Diviseur d’une fonction holomorphe

2.7.1. L’anneau B+
dR associés à un point de Y

Définition 2.7.1. — Soit y ∈ |Y |. On note B+
dR,y le complété my-adique de Bb.

Dès que y ∈ |YI |, cet anneau coïncide avec le complété BImy-adique de BI ainsi
que le complété B+

I m
+
y -adique de B+

I . C’est un anneau de valuation discrète complet
et on a en quelque sorte « B+

dR,y = ÔY,y ». On notera

ordy : B+
dR,y → N ∪ {+∞}

la valuation de cette anneau de valuation discrète. On l’étend en une valuation sur BI
dès que y ∈ |YI |. Pour f ∈ BI avec y ∈ |YI |, ordy(f) est « l’ordre d’annulation de f
en y ».
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2.7.2. L’application diviseur. — Notons

‖ · ‖ : |Y | −→ ]0, 1[

y 7−→ |π(y)|

la fonction « distance à l’origine dans note disque épointé ».

Définition 2.7.2. — Soit I un intervalle dans [0, 1].
1. On note Div+(YI) le monoïde formé des sommes formelles D =

∑
y∈|YI | ay[y] ∈

N[YI | telles que si J ⊂ I est compact supp(D) ∩ |YJ| est fini.
2. Pour f ∈ BI non nul on note

div(f) =
∑
y∈Y

ordy(f) [y].

Le support de div(f) est l’ensemble des y ∈ |YI | tels que f(y) = 0. La proposition
qui suit est une conséquence du théorème 2.4.10.

Proposition 2.7.3. — Pour f ∈ BI \ {0}, les nombres − logq ‖y‖ comptés avec
multiplicités (ordy(f))y∈|YI | sont les pentes finies strictement positives de Newt (f)

comptées avec multiplicité.

De plus, div(f) détermine Newt I(f) à translation près par un élément de Z × R.
La proposition 1.9.1 se traduit alors par exemple en le résultat suivant : si 0 ∈ I alors
f ∈ BI∪{0} (i.e. « est méromorphe en zéro ») si et seulement si supp(div(f)) ⊂ |Y[ρ,1]|
pour un ρ > 0. La proposition 1.6.25 se traduit en disant que si 1 /∈ I alors f ∈ B×I
ssi div(f) = 0.

L’application diviseur induit un morphisme de monoïdes

div :
(
BI \ {0}

)
/B×I −→ Div+(YI).

Le monoïde de gauche est le monoïde des idéaux principaux non-nuls de BI .

Théorème 2.7.4. — Soit I un intervalle de [0, 1] différent de {1}.
1. Pour f, g ∈ BI non nuls on a l’équivalence

f ∈ BI .g ⇐⇒ div(f) ≥ div(g).

2. Le morphisme de monoïdes

div :
(
BI \ {0}

)
/B×I −→ Div+(YI)

est injectif.
Il en est de même en remplaçant BI par B+

I [ 1
[$F ] ].

Démonstration. — Le point (1) implique le point (2). Soient donc f, g ∈ BI non nuls
tels que div(f) ≥ div(g). Supposons d’abord que 1 /∈ I. Écrivons I =

⋃
n≥0 Jn avec

Jn un intervalle compact et Jn ⊂ Jn+1. D’après le théorème 2.5.1 pour tout n il existe
un unique hn ∈ BJn tel

f |YJn
= hng|YJn

,
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où la notation restriction à YJn désigne l’image via BI → BJn . D’après l’unicité de
hn on conclut qu’il définit un élément h de

BI
∼−−→ lim

←−
n≥0

BJn

tel que f = hg.
Si maintenant 1 ∈ I, d’après le cas précédent il existe h ∈ BI\{1} tel que f |YI\{1} =

h · g|YI\{1} . Mais alors pour ρ ∈ I \ {1}

|h|ρ =
|f |ρ
|g|ρ

.

On a alors lim
ρ→1
|h|ρ = |f |1

|h|1 < +∞. On conclut en appliquant la proposition 1.9.2 que

h ∈ BI .
Si I ′ est l’enveloppe convexe de I ∪ {1} alors BI′ = B+

I [ 1
[$F ] ] ce qui permet de

conclure quant au cas de B+
I [ 1

[$F ] ].

Remarque 2.7.5. — Comme dans le cas des fonctions rigides analytiques sur la boule
unité sur un corps non maximalement complet, on ne sait pas caractériser l’image
de l’application diviseur (cf. [52] section 8). Le point est que l’on ne sait pas définir
d’analogue des produits de Weierstrass pour B ou de Blaschke pour B+ « au bord
extérieur » de |Y | lorsque ‖y‖ → 1.

Plus précisément, si D ∈ Div+(Y ) est tel que supp(D) ⊂ |Y]0,ρ]| pour un ρ ∈ ]0, 1[

il existe alors f ∈ B+ tel que div(f) = D. Un tel f est construit comme un produit
infini convergeant

∏+∞
i=1

(
1− [zi]

π

)
où zi ∈ mF et zi −→

i→+∞
0. Le problème de savoir si

un diviseur donné est principal se situe donc au « bord extérieur » du disque épointé
Y et non au voisinage de l’origine.

Remarquons tout de même que l’on sait montrer que pour tout diviseur D il existe
f non nul tel que div(f) ≥ D.
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CHAPITRE 3

ZÉROS DES FONCTIONS HOLOMORPHES :
LE CAS F PARFAIT QUELCONQUE

Introduction

On continue dans ce chapitre l’étude des algèbres « de fonctions holomorphes de
la variable π » BI faite dans le chapitre précédent lorsque F est algébriquement clos.
On suppose maintenant F parfait quelconque. On obtient des résultats similaires
au cas F algébriquement clos à la différence près que les éléments primitifs ne
sont plus nécessairement de degré 1. La méthode utilisée consiste à se ramener
au cas algébriquement clos par descente galoisienne de F̂ à F en utilisant des
techniques de descente « à la Sen ». On obtient également une interprétation des
corps résiduels intervenant dans les anneaux principaux BI comme paramétrant des
« débasculements » du corps F et de ses extensions de degré fini (cf. théo. 3.3.1).
On obtient également une nouvelle preuve du théorème de presque pureté de Scholze
pour les corps perfectoïdes (théo. 3.2.1) (cf. [23] prop. 2.5.1).

3.1. Étude de l’ensemble |YF | par descente galoisienne

On ne suppose plus que F est algébriquement clos. Soit F une clôture algébrique
de F de complété F̂ . On note GF = Gal(F |F ) le groupe de Galois de F |F . Rappelons
que d’après Ax, F̂ GF = F et donc

AGF

F̂
= AF .

On reprend les notations de la section 2.2.1 et on note

|YF | = Primirred/A×F .

On va étudier |YF | à partir de |Y
F̂
| par descente galoisienne.

3.1.1. Un calcul de cohomologie galoisienne. — Le lemme qui suit dit que toute
extension de degré fini de F est presque étale.
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Lemme 3.1.1. — Soit L|F une extension de degré fini. Alors,

mF ⊂ trL/F (OL).

Démonstration. — La trace trL/F commute avec le Frobenius ϕ = Frobq. Soit x ∈ OL
tel que trL/F (x) 6= 0. On a alors

lim
n→+∞

∣∣trL/F (ϕ−n(x)
)∣∣ = 0.

La méthode de Tate ([63]) couplée au lemme précédent fournit le corollaire suivant
(la cohomologie galoisienne est la cohomologie continue).

Corollaire 3.1.2. — On a

mF ·H1(GF , O
F̂

) = 0, H1(GF ,m
F̂

) = 0 et H1(GF , (1 +m
F̂
,×)) = 0.

Rappelons (sec. 1.4.3) que l’on munit A
F̂

de la topologie faible. Pour cette
topologie les éléments topologiquement nilpotents sont

A◦◦
F̂

=
{∑
n≥0

[xn]πn ∈ A
F̂
| x0 ∈ m

F̂

}
.

Puisque A
F̂

est complet,
1 + A◦◦

F̂
⊂ A×

F̂
.

Il y a un morphisme surjectif

A
F̂
−→WOE (kF )

déduit de la projection O
F̂
→ kF . On a alors

U := ker
(
A×
F̂
−→WOE (kF )

)
= 1 +WOE (m

F̂
) ⊂ 1 + A◦◦

F̂
.

On munit U de la topologie induite par celle de A
F̂
.

Lemme 3.1.3. — Muni de la topologie précédente, U est un groupe topologique. Si
ρ ∈ ]0, 1[ est fixé, une base de voisinages de 1 est formée des sous-groupes

{x ∈ U | |x− 1|ρ ≤ ε}ε>0.

Démonstration. — On vérifie facilement que les ensembles annoncés pour ε > 0

forment des sous-groupes. On utilise maintenant le fait que la topologie faible de
A
F̂

est induite par | · |ρ. Le lemme résulte alors de ce que pour x, y ∈ U ,

|x− y|ρ = |x|ρ · |1− x−1y|ρ = |1− x−1y|ρ
par multiplicativité de | · |ρ et car |x|ρ = 1.

Posons maintenant pour un entier k ≥ 1

Uk = 1 + πkWOE (m
F̂

),

un sous-groupe fermé de U (car πkWOE (m
F̂

) est fermé dans A
F̂
). On laisse le lemme

suivant en exercice au lecteur.

ASTÉRISQUE 406



3.1. ÉTUDE DE L’ENSEMBLE |YF | PAR DESCENTE GALOISIENNE 135

Lemme 3.1.4. — Il y a des isomorphismes de groupes topologiques

U
∼−−→ lim

←−
k≥1

U /Uk

U /U1
∼−−→ 1 +m

F̂

Uk/Uk+1
∼−−→ m

F̂
.

En mettant ensemble ce lemme et le corollaire 3.1.2 on obtient la proposition
suivante.

Proposition 3.1.5. — On a H1(GF , 1 +WOE (m
F̂

)) = 0.

3.1.2. Description de l’ensemble |YF | par descente galoisienne

Proposition 3.1.6. — Soit a ∈ A
F̂

primitif tel que pour tout σ ∈ GF on ait (σ(a)) =

(a) comme idéal de A
F̂
. Il existe alors b ∈ AF primitif tel que (a) = (b).

Démonstration. — Quitte à multiplier a par une unité on peut supposer que l’image
de a dans WOE (kF ) est égale à πdeg(a). Dès lors, la fonction

σ 7−→ σ(a)

a

définit un 1-cocyle de GF à valeurs dans 1 + WOE (m
F̂

). Ce cocyle est continu. En
effet, la fonction de GF à valeurs dans A

F̂
définie par σ 7→ σ(a) est continue pour la

topologie faible de A
F̂
. De plus pour un ρ ∈ ]0, 1[,

|aσ−1 − aτ−1|ρ = |aσ − aτ |ρ

car |a|ρ = 1. On conclut en appliquant 3.1.5.

On considère maintenant l’ensemble |Y
F̂
| muni de son action de GF . Rappelons

(prop. 2.3.2) que |Y
F̂
| est muni d’une distance. On vérifie aussitôt que l’action de GF

est isométrique pour cette distance et donc que l’action de GF est continue. Notons
Div+

fin(Y
F̂

) les diviseurs à support fini de Y
F̂

(le monoïde abélien libre sur |Y
F̂
|). Il y

a une application

|YF | −→ Div+
fin(Y

F̂
)GF

(a) 7−→ div(a).

Proposition 3.1.7. — Si a ∈ AF est primitif irréductible alors div(a) ∈ Div+
fin(Y

F̂
)GF

est de la forme ∑
σ∈GF /GL

(yσ)

avec y ∈ |Y
F̂
|, GL = StabGF (y) et [L : F ] = deg(a).
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Démonstration. — Si ce n’était pas le cas on pourrait écrire comme idéaux de A
F̂

(a) = (b)(c),

où b, c ∈ A
F̂

sont primitifs de degré > 0 et les idéaux (b) et (c) sont stables sous
l’action de GF . D’après la proposition 3.1.6 on pourrait alors supposer que b, c ∈ AF .
On aurait alors a = ubc dans A

F̂
avec u ∈ (A×

F̂
)GF = A×F , ce qui contredirait

l’irréducibilité de a.

Théorème 3.1.8. — Notons |Y
F̂
|GF−fin les éléments de |Y

F̂
| ayant une GF -orbite finie.

Il y a alors une application surjective Galois équivariante

β : |Y
F̂
|GF−fin −→ |YF |

dont les fibres sont les GF -orbites

|Y
F̂
|GF−fin/GF

∼−−→ |YF |

et telle que pour y ∈ |YF |, deg(y) = |β−1(y)|.

Démonstration. — Soit y ∈ |Y
F̂
|GF−fin de stabilisateur GL, L|F finie. Si y = (a) avec

a primitif de degré 1, soit

b =
∏

σ∈GF /GL

σ(a)

qui est primitif de degré [L : F ]. D’après la proposition 3.1.6, il existe b′ ∈ AF tel que
(b) = (b′). Cet élément b′ est nécessairement irréductible. De plus, l’idéal engendré
par b′ dans AF ne dépend que de y (utiliser encore que (A×

F̂
)GF = A×F ). On pose

alors
β(y) = (b′).

La proposition 3.1.7 permet de conclure.

3.1.3. Corps résiduels

3.1.3.1. Rappels sur les corps perfectoïdes. — Dans une version préliminaire de ce
travail (cf. [23] sec.2.4), nous utilisions la terminologie de corps strictement p-parfait.
Entre-temps est apparu [59] et nous utilisons désormais la terminologie de [59].

Soit K|E un corps valué complet. Rappelons qu’il est dit perfectoïde s’il n’est pas
de valuation discrète et le Frobenius de OK/πEOK est surjectif. Rappelons (sec. 2.1.3)
que l’on munit K[ de la valeur absolue |(x(n))n≥0| = |x(0)|.

Proposition 3.1.9. — Soit K|E perfectoïde. Alors, K[ est un corps valué complet
parfait satisfaisant |K| = |K[|. De plus,

θ : WOE

(
O[K
)
−→ OK

est surjectif de noyau engendré par un élément primitif de degré 1.
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Démonstration. — Le fait que θ soit surjectif résulte de 2.1.10.
Puisque la valuation de K est non-discrète, il existe x ∈ OK tel que |πE | < |x| < 1.

Via la bijection
O[K

∼−→ (OK/πEOK)[

on en déduit l’existence de y ∈ O[K tel que y(0) ≡ x mod πE et donc |y| = |y(0)| = |x|.
Maintenant, si z ∈ K×, il existe n ∈ Z tel que |πE | < |x|n|z| ≤ 1. Via la bijection
O[K

∼−→ (OK/πEOK)[ on en déduit l’existence de w ∈ O[K tel que w(0) ≡ xnz mod πE
et donc |w| = |w(0)| = |xnz| = |y|n|z|. Alors, wy−n ∈ K[ est de valeur absolue |z|.
Ainsi, |K| = |K[|.

Soit maintenant a0 ∈ O[K tel que |a0| = |πE |. On a donc en particulier

θ([a0]) ≡ 0 mod πE .

D’après la surjectivité de θ, il existe b ∈WOE (O[K) tel que

θ(b) =
θ([a0])

πE
.

Alors [a0]−πEb ∈ ker θ. De plus, si b =
∑
i≥0[bi]π

i
E , puisque a

(0)
0 −πEb(0) ≡ 0 mod π2

E

et |a(0)
0 | = |πE |, on a |b(0)| = 1. Cela implique que [a0]− πEb est primitif de degré 1.

D’après le point (1) du lemme 2.1.9 on sait également que cet élément engendre
ker θ.

Notons déjà le corollaire suivant que nous exploiterons plus loin dans la section 3.2.

Corollaire 3.1.10. — Un corps perfectoïde K est algébriquement clos si et seulement
si K[ l’est.

Démonstration. — On a déjà vu que si K est algébriquement clos alors K[ l’est
(prop. 2.1.11). La réciproque découle de la proposition 3.1.9 précédente et de la
proposition 2.2.19.

3.1.3.2. Corps résiduels. — On va maintenant voir une réciproque à la proposition
précédente.

Théorème 3.1.11. — Soit a ∈ AF primitif irréductible de degré d. Alors,

K = BbF,E/(a)

est un corps perfectoïde extension de E. De plus, l’application

F −→ K[

x 7−→
([
xq
−n]

mod a
)
n≥0

induit une extension K[|F de degré d.

Démonstration. — Si div(a) =
∑d
i=1[yi] dans Div+

fin(Y
F̂

),

Bb
F̂
/(a)

∼−−→
d∏
i=1

Cyi .
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Pour tout σ ∈ GF et i ∈ {1, . . . , d} il y a un isomorphisme σ : Cyi
∼−−→ Cσ(yi). De la

proposition 3.1.7 on déduit alors que, si GL est le stabilisateur de y1,(
Bb
F̂
/(a)

)GF
= CGLy1

qui est un corps valué complet que l’on note K. D’après le corollaire 3.1.2 on sait que

[$F ] ·H1(GF ,A
F̂

) = 0.

On en déduit que le conoyau de l’inclusion

AF /(a) ⊂
(
A
F̂
/(a)

)GF
est annulé par [$F ] mod a. Il en résulte que

BbF /(a) = K.

On a de plus,

K[ =
(
Bb
F̂
/(a)

)GF ,[
=

(
Bb
F̂
/(a)

)[,GF
=

( d∏
i=1

C[yi

)GF
= C[,GLy1

= F̂ GL

= L.

Il reste à montrer que K est perfectoïde. Puisque y1 est stable sous l’action de GL,
d’après 3.1.6 il existe b ∈ AL primitif de degré 1 tel que y1 = (b). On a alors

OK =
(
A
F̂
/(b)

)GL
= AL/(b).

En effet, il y a une suite exacte longue de cohomologie galoisienne

0 −→ AL/(b) −→
(
A
F̂
/(b)

)GL −→ H1(GL,A
F̂

)
×b−−−→ H1(GL,A

F̂
).

D’après le corollaire 3.1.2, pour tout ε ∈ mL,

[ε] ·H1(GL,A
F̂

) = 0.

Mais b étant primitif de degré 1, b = [b0] + πu avec u ∈ A×L et |b0| < 1. Le noyau de
la multiplication par b sur H1(GL,A

F̂
) s’identifie donc au noyau de la multiplication

par π qui est nul puisque

(A
F̂
/πA

F̂
)GL = OGL

F̂
= OL = AL/πAL.

Maintenant, il suffit de constater que

OK/πOK = AL/(b, π) = OL/b0OL
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sur lequel Frobenius est surjectif.

Notons le corollaire suivant qui n’était pas évident a priori.

Corollaire 3.1.12. — Il existe un corps perfectoïde K|E tel que K[ ' F .

Démonstration. — Par exemple K = BbF /([a]−π), avec 0 < |a| < 1, fait l’affaire.

Définition 3.1.13. — Soit y ∈ |YF |, y = (a) avec a ∈ Primirred
F .

1. On note my = BbFa et m+
y = Bb,+a.

2. On note Ky le corps perfectoïde

Ky = BbF /my = Bb,+/m+
y .

3. On note θy : BbF −→ Ky et on normalise la valeur absolue | · |y de Ky de telle
manière que

|θy([x])|y = |x|
et ainsi F ↪→ K[

y est isométrique.

Remarque 3.1.14. — Contrairement au cas où F est algébriquement clos, il est faux
que tout y ∈ |YF | de degré 1 est de la forme ([a] − π) : y est de cette forme si et
seulement si il existe π ∈ K[

y tel que π(0) = π.

3.2. Le théorème de presque pureté

Le théorème suivant est contenu dans [59]. La preuve que nous en donnons
est différente. En retraçant tout ce que nous avons fait jusqu’à maintenant, on
constate que les deux points cruciaux de notre preuve sont le lemme 2.2.5 et la
proposition 2.2.20 qui permettent de montrer que si K est perfectoïde tel que K[ est
algébriquement clos alors K est algébriquement clos (coro. 3.1.10).

Théorème 3.2.1. — Soit K|E perfectoïde de basculé K[. Alors, toute extension de
degré fini de K est perfectoïde. De plus, le foncteur (−)[ induit une équivalence de
catégories entre K-algèbres étales finies et K[-algèbres étales finies.

Démonstration. — Prenons F := K[. On a alors K = Ky pour un y ∈ |YF | de
degré 1. Soit F̂ le complété d’une clôture algébrique de F . Au point y est associé
z ∈ |Y

F̂
|GF tel que Cz|Ky soit algébriquement clos. Notons Ky la clôture algébrique

de Ky dans Cz. Puisque K̂y est algébriquement clos, il est perfectoïde et d’après la

proposition 2.1.11, K̂
[

y est algébriquement clos. Mais puisque

C[z = F̂ | K̂
[

y | F = K[
y

on a C[z = K̂
[

y ce qui implique que

K̂y = Cz.
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L’action de GF sur Cz définit un morphisme

Gal(F |F ) −→ Gal(Ky|Ky).

Dans l’autre sens, le foncteur (−)[ induit un morphisme

Gal(Ky|Ky) = Aut
(
K̂y|Ky

)
= Aut(Cz|Ky) −→ Aut(C[z|K[

y) = Aut
(
F̂ |F

)
= Gal(F |F ),

où « Aut » désigne les automorphismes continus. On vérifie aussitôt que les deux
morphismes précédents sont inverses l’un de l’autre et donc

Gal(F |F )
∼−−→ Gal(Ky|Ky).

On conclut facilement.

Du théorème précédent on déduit le résultat suivant que nous exploiterons via la
méthode de Sen-Tate afin de calculer des groupes de cohomologie galoisienne continue.

Proposition 3.2.2. — Soit K|E perfectoïde et L|K une extension de degré fini. On a
alors

mK ⊂ trL/K(OL).

Démonstration. — Soit a ∈ WOE (O[K) un générateur primitif de degré 1 de ker θ. On
a alors

OL = WOE (O[L)/(a).

Si a0 ∈ mF désigne la réduction modulo π de a on a

OL/πOL = OL[/a0OL[ et OK/πOK = OK[/a0OK[ .

Via ces identifications

trL/K mod π = trL[/K[ mod a0 : OL[/a0OL[ −→ OK[/a0OK[ .

On conclut grâce au lemme 3.1.1.

3.3. En résumé

En mettant ensemble tout ce que l’on a fait on arrive au théorème suivant.

Théorème 3.3.1. — 1. Il y a une application

β : |Y
F̂
|GF−fin −→ |YF |

induisant une bijection |Y
F̂
|GF−fin/GF

∼−→ |YF |. Si z ∈ |Y
F̂
|GF−fin a pour image

y = β(z) alors
(a) Cz est algébriquement clos et Ky est perfectoïde,
(b) [K[

y : F ] = |GF .z| = |β−1(y)| = deg(y),

(c) Cz = K̂y,

(d) Gal(Ky|Ky)
∼−−→ Gal(F |K[

y).
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2. Soit
Ed = {(K, ι) | ι : F ↪→ K[}/ ∼,

où :
— K|E est perfectoïde
— ι fait de K[ une extension de degré d de F .

Il y a alors une bijection

Ed
∼−−→ |YF |deg=d.

3.4. Zéros des fonctions holomorphes

3.4.1. Extension à BI de l’application d’évaluation en un point

Définition 3.4.1. — 1. On note

‖ · ‖ : |YF | −→ ]0, 1[

la fonction qui associe à la classe de a =
∑
i≥0[ai]π

i primitif irréductible de
degré d le nombre |a0|1/d.

2. Pour un intervalle I de [0, 1] on note

|YF,I | = {y ∈ |YF | | ‖y‖ ∈ I}.

Lemme 3.4.2. — 1. Pour y ∈ |YF | on a

‖y‖ = |π|y.

2. Si y = (a) avec a ∈ Primirred
F,deg(y) alors le polygone de Newton de a vaut +∞ sur

]−∞, 0[, 0 sur [deg(y),+∞[ et est une droite de pente − logq ‖y‖ sur [0,deg(y)].

Démonstration. — Choisissons z ∈ |Y
F̂
| tel que β(z) = y. On a alors

|π|y = |π|z.

Notons GL = StabGF (z), [L : F ] = deg(y). Si y = (a) et z = (b), comme idéaux
de A

F̂

(a) =
∏

σ∈GF /GL

(b)σ

et donc a = u
∏deg(y)
i=1 bi où u ∈ A×

F̂
, bi ∈ Prim

F̂ ,1
et les (bi)1≤i≤deg(y) sont conjugués

sous l’action de GF . On en déduit facilement le résultat.

Du point (1) du lemme précédent on déduit que β : |Y
F̂
|GF−fin → |YF | vérifie

‖β(.)‖ = ‖ · ‖.

On en déduit également le lemme qui suit.

Lemme 3.4.3. — Pour y ∈ |YF | et f ∈ Bb on a

|θy(f)|y ≤ |f |‖y‖.
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Soit I un intervalle de [0, 1]. Comme précédemment (lemme 2.4.7) on en déduit
que si y ∈ |YI |, l’application θy se prolonge par continuité en

θy : BI −→ Ky.

On a de plus (cf. lemme 2.4.8, la preuve est identique)

ker
(
BI

θy−−−→ Ky

)
= BImy

ker
(
B+
I

θy−−−→ Ky

)
= B+

I m
+
y .

Comme précédemment, on utilise les notations abrégées

f(y) := θy(f)

|f(y)| := |θy(f)|y.

Pour y ∈ |Y | on note alors
B+

dR,y

le complété my-adique de B. C’est un anneau de valuation discrète dont on note

ordy : B+
dR,y −→ N ∪ {+∞}

la valuation.

3.4.2. Zéros et polygones de Newton. — Soit I un intervalle de [0, 1].

Théorème 3.4.4. — Pour f ∈ BF,I non nul, les pentes non-nulles de Newt I(f) sont

{‖y‖ | y ∈ |YF,I |, f(y) = 0},

chaque pente étant comptée avec multiplicité deg(y)ordy(f) : la multiplicité de λ est∑
‖y‖=q−λ
f(y)=0

ordy(f) deg(y).

Démonstration. — D’après le point (2) du lemme 3.4.2 il suffit de montrer que si
λ est une pente strictement positive de Newt I(f) alors il existe y ∈ |YF,I | tel que
‖y‖ = q−λ et f(y) = 0. D’après le théorème 2.4.10 il existe z ∈ |Y

F̂ ,I
| tel que

q−λ = ‖z‖ et f(z) = 0. Dès lors, pour σ ∈ GF ,

f(zσ) = fσ(zσ) = f(z)σ = 0.

Or,
{z′ ∈ |Y

F̂
| | ‖z′‖ = q−λ, f(z′) = 0}

est fini de cardinal borné par la multiplicité de λ dans Newt (f). On en déduit que la
GF -orbite de z est finie. On vérifie alors aussitôt y = β(z) ∈ |YF | convient.
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3.4.3. Produits de Weierstrass

Lemme 3.4.5. — Soit (yi)i≥0 une suite d’éléments de |YF | telle que limi→+∞ ‖yi‖ = 0.
Il existe alors une suite (ai)i≥0 d’éléments primitifs dans AF telle yi = (ai) et

lim
i→+∞

ai
πdeg yi

= 1

dans B+
F .

Démonstration. — Soit a ∈ Primirred
F,d . Il existe u ∈ A×

F̂
ainsi que z1, . . . , zd ∈ m

F̂

non nuls tels que

a = u

d∏
i=1

(π − [zi]).

Notons w =
∏d
i=1(π − [zi]). On a alors, pour tout i, |zi| = ‖y‖ et donc

|w − πd|1 ≤ ‖y‖.

Notons pour α ∈ ]0, 1[,

aα = {x ∈ A
F̂
| |x|1 ≤ α} ⊂ A◦◦

F̂
.

Pour tout σ ∈ GF ,
wσ−1 ∈ 1 + a‖y‖ ⊂ A×

F̂
.

Comme dans la preuve de la proposition 3.1.5, on montre que si 0 < α < α′ < 1, le
morphisme

H1(GF , 1 + aα) −→ H1(GF , 1 + aα′)

est nul. En prenant α = ‖y‖, il existe une unité

u′ ∈ 1 + aα1/2

telle que
u′w ∈ AGF

F̂
= AF .

On a de plus pour une telle unité u′

|u′w − πd|1 ≤ α1/2.

Cela entraîne que pour ρ ∈ ]0, 1],∣∣∣u′w
πd
− 1
∣∣∣
ρ
≤ α1/2

ρd
=
(‖y‖1/2

ρ

)deg(y)

.

On a donc montré que pour tout y ∈ |YF |, il existe a ∈ AF primitif tel que y = (a) et∣∣∣ a

πdeg(y)
− 1
∣∣∣
ρ
≤
(‖y‖1/2

ρ

)deg(y)

dès que ρ ∈ ]0, 1[. Le résultat s’en déduit.

On définit le groupe des diviseurs Div+(YF,I) comme dans la section 2.7.2.
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Proposition 3.4.6. — Soit ρ ∈ ]0, 1[. Pour tout diviseur D ∈ Div+(Y]0,ρ]) il existe
f ∈ B+ tel que div(f) = D.

Démonstration. — Étant donnée une suite (ai)i≥0 comme dans le lemme 3.4.5, le
produit infini ∏

i≥0

ai
πdeg yi

est convergent. La proposition s’en déduit.

On a également le résultat suivant lorsqu’au lieu de se rapprocher de l’origine on
tend vers le « bord extérieur de Y ».

Proposition 3.4.7. — Pour ρ ∈ ]0, 1[ et D ∈ Div+(Y[ρ,1[) il existe f ∈ B non nul tel
que

div(f) ≥ D.

Démonstration. — Soit a ∈ Primirred
F,d , a =

∑
i≥0[ai]π

i. D’après le calcul du polygone
de Newton de a (lemme 3.4.2) le polygone de Newton de a − [a0] est au dessus du
polygone valant +∞ sur ]−∞, 1[, qui est une droite de pente v(a0)/d sur [1, d] et
vaut 0 sur [d,+∞[. De cela on déduit que dès que r ≥ v(a0)/d,

vr(a− [a0]) ≥ d− 1

d
v(a0) + r.

Cette inégalité se traduit en ∣∣∣1− a

[a0]

∣∣∣
ρ′
≤ ρ′

‖y‖
dès que ρ′ ≤ ‖y‖.

Soit maintenant D =
∑
i≥1[yi] ∈ Div+(Y[ρ,1[) un diviseur de support infini (si le

support de D est fini alors D est principal et alors la proposition est évidente). On a
donc limi→+∞ ‖yi‖ = 1. Notons yi = (ai) avec ai primitif de terme constant ai,0 ∈ OF .
D’après le calcul précédent, le produit infini∏

i≥1

(
1−

(
1− ai

[ai,0]

)i)
est convergeant dans B. Le diviseur de cet élément de B est alors plus grand que D.

3.5. Diviseurs et idéaux

3.5.1. Les BI sont principaux pour I compact. — La preuve des théorèmes 2.5.1 et
2.5.3 s’adaptent aussitôt pour donner le résultat suivant.

Théorème 3.5.1. — Supposons que I ⊂ [0, 1[ soit compact.
1. Si I = {0} ou bien I = {ρ} avec ρ /∈ |F |1/∞ alors BI est un corps valué complet.
2. Sinon, BI est un anneau principal tel que |YF,I |

∼−→ Spm(BI\{0}).
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3. Si 0 ∈ I et I 6= {0} alors

{x ∈ BI | vπ(x) ≥ 0}

est un anneau principal d’idéaux maximaux en bijection avec |YF,I | ∪ {(π)}.

3.5.2. Diviseurs positifs et idéaux fermés. — Soit I un intervalle de ]0, 1[. On pose

Div+(YI) = lim
←−
J

Div+(YJ),

où J parcourt les intervalles compacts de I et Div+(YJ) est le monoïde abélien libre
sur Spm(BJ) i.e. le monoïde des idéaux non-nuls de BJ . On a donc

Div+(YI) =
{
D =

∑
y∈|YI |

m(y)[y]
∣∣ ∀J ⊂ I compact, supp(D) ∩ |YJ | est fini

}
.

Si D =
∑
ym(y)[y] ∈ Div+(YI) on pose

a−D = {f ∈ BI | div(f) ≥ D},

un idéal de BI . Cet idéal est fermé car pour tout y ∈ |YI |, ordy est continue comme
fonction sur BI .

Proposition 3.5.2. — L’application D 7→ a−D identifie Div+(YI) avec les idéaux
fermés non-nuls de BI .

Démonstration. — C’est une conséquence de ce que si a est un idéal fermé de BI
alors

a
∼−−→ lim

←−
J

BJa ⊂ lim
←−
J

BJ = BI ,

où J parcourt les intervalles compacts de I.

Corollaire 3.5.3. — L’ensemble |YI | s’identifie aux idéaux maximaux fermés de BI .

Remarque 3.5.4. — De la même façon, si I ⊂ [0, 1[ et 0 ∈ I alors |YI |∪{(π)} s’identifie
aux idéaux fermés de {x ∈ BI | vπ(x) ≥ 0}, les « fonctions holomorphes en 0 ».

Si I est un intervalle de [0, 1] non réduit à {0} ou {1} on note encore Div+(YI)

pour Div+(YI∩]0,1[). La preuve du théorème 2.7.4 s’adapte aussitôt.

Théorème 3.5.5. — Soit I un intervalle de [0, 1] non réduit à {0} ou {1}. Soient
f, g ∈ BI non nuls.

1. div(f) ≥ div(g) si et seulement si f ∈ BIg.
2. div(f) = div(g) si et seulement si f ∈ B×I g.
3. L’application diviseur induit une injection

BI \ {0}/B×I ↪−→ Div+(YI)

telle que via la correspondance de la proposition 3.5.2, l’image corresponde aux
idéaux principaux de BI .
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3.5.3. L’anneau de Robba est de Bezout

Proposition 3.5.6. — Soit I un intervalle de ]0, 1[. Soient f, g ∈ BI . Sont équivalents :
1. L’idéal BIf +BIg est principal.
2. Le diviseur inf{div(f),div(g)} est principal.

Démonstration. — Si BIf + BIg = BIh alors pour tout y ∈ |YI |, via le morphisme
BI → B+

dR,y

B+
dR,yf +B+

dR,yg = B+
dR,yh

et donc ordy(h) = inf{ordy(f), ordy(g)}.
De cela on déduit que div(h) = inf{div(f),div(g)}.
Réciproquement, supposons que inf{div(f),div(g)} = div(h). Puisque div(f) ≥

div(h) et div(g) ≥ div(h), f/h ∈ BI et g/h ∈ BI (théo. 3.5.5). On peut donc se
ramener au cas où div(f) et div(g) sont premiers entre eux. Pour tout intervalle
compact J ⊂ I il y a alors une suite exacte

0 −→ BJ −→ BJ ⊕BJ −→ BJ −→ 0,

où la première flèche est x 7→ (gx,−fx) et la seconde (a, b) 7→ af + bg. On conclut en
appliquant lim

←−
J

et en utilisant

R1 lim
←−
J

BJ = 0

puisque pour J ⊂ J ′, BJ′ → BJ est d’image dense ([33] remarque 0.13.2.4).

On peut maintenant redémontrer le théorème suivant de Kedlaya dans notre
contexte.

Théorème 3.5.7 (Kedlaya [45] theo.2.9.6). — Pour ρ ∈ ]0, 1[, l’anneau B]0,ρ] est de
Bezout. De plus, les idéaux fermés de B]0,ρ] sont exactement les idéaux principaux.

Démonstration. — C’est une conséquence des propositions 3.5.6, 3.4.6 et 3.5.2.

Corollaire 3.5.8. — L’anneau de Robba RF (def. 1.8.1) est de Bezout.

3.5.4. Fonctions méromorphes et leurs diviseurs

Définition 3.5.9. — On note

M (Y ) = lim
←−
I

Frac(BI),

où I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1[.

Le résultat suivant dit que toute fonction méromorphe sur Y est le quotient de
deux fonctions holomorphes. Il se déduit immédiatement de la proposition 3.4.7.

Proposition 3.5.10. — On a
M (Y ) = Frac(B).
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Les résultats du théorème 2.7.4 s’étendent alors facilement aux fonctions
méromorphes. Plus précisément, il y a un morphisme diviseur

div : M (Y )× −→ Div(Y )

f 7−→
∑
y∈|Y |

ordy(f)[y].

En posant div(0) ≥ D, ∀D, on a par exemple

B = {f ∈M (Y ) | div(f) ≥ 0}.

Théorème 3.5.11. — Le morphisme diviseur induit une injection

M (Y )×/B× ↪−→ Div(Y )

telle que pour f, g ∈M (Y )×,

div(f) ≥ div(g)⇐⇒ f ∈ Bg.

3.6. Calcul des invariants sous Galois de B
F̂

Théorème 3.6.1. — On a des égalités

BGF
F̂

= BF(
B+

F̂

)GF
= B+

F .

Démonstration. — Soit f ∈ BGF
F̂

. Fixons ρ ∈ ]0, 1[. Le diviseur

D =
∑

z∈|Y
F̂ ,]0,ρ]

|

ordz(f) [z] ∈ Div+(Y
F̂ ,]0,ρ]

)

est GF -invariant. Il descend donc en un diviseur D′ ∈ Div+(YF,]0,ρ]), D = β∗D′.
D’après le lemme 3.4.6 il existe g ∈ B+

F tel que

div(g) = D′.

On a donc en particulier div(g) ≤ div(f). D’après le théorème 2.7.4 cela entraîne
l’existence de h ∈ B

F̂
tel que

f = gh.

Puisque f et g sont galois invariants on a en fait h ∈ BGF
F̂

. Remarquons maintenant
que g n’a pas de zéros dans |Y

F̂ ,]0,ρ]
|. D’après la proposition 1.9.1 cela entraîne que

h ∈ BGF
F̂ ,[0,1[

= BF,[0,1[

d’après la proposition 1.6.23 qui donne une description explicite de B
F̂ ,[0,1[

comme
sous-anneau de E

F̂
.
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Remarque 3.6.2. — On démontre plus généralement, et de manière différente, dans la
section 11.2.4 que pour tout intervalle I ⊂ [0, 1] on a

BGF
F̂ ,I

= BF,I .
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CHAPITRE 4

Qp-ESPACES VECTORIELS FORMELS
ET PÉRIODES DES GROUPES p-DIVISIBLES

Introduction

Ce chapitre est à part dans ce livre au sens où nous n’utiliserons dans la suite qu’une
partie de ses résultats. Le but est de faire le point sur les théorèmes de comparaison
pour les groupes p-divisibles et d’introduire un point de vue géométrique sur les
espaces de Banach Bϕ

h=πd lorsque 0 ≤ d ≤ h tel qu’envisagé dans la section 4 de
[28]. On montre en effet que cet espace de Banach de dimension finie au sens de
Colmez ([12]) n’est pas seulement un foncteur défini sur certaines algèbres de Banach
p-adiques mais admet une structure géométrique. Plus précisément, si F = C[ avec
C|E algébriquement clos et G est un OE-module formel π-divisible on montre que l’on
peut donner un sens à la limite projective X(G ) du système projectif

G G
×π
oo · · ·×π

oo G
×π
oo · · ·×π

oo

comme schéma formel et que celui-ci ne dépend que de la fibre spéciale de G . C’est
ce qu’on appelle un E-espace vectoriel de dimension finie. On donne également des
formules explicites pour la « fibre générique » de ce schéma formel c’est à dire la limite
projective du revêtement pro-étale de boules ouvertes

G rig G rig×π
oo · · ·×π

oo G rig×π
oo · · ·×π

oo

en montrant que l’algèbre de Hopf de Fréchet complétée de lim
−→
×π

Γ(G rig, OG rig) ne

dépend que de la fibre spéciale de G . Lorsque cette fibre spéciale est isocline de pente
d/h les C-points de cette limite projective coïncident avec Bϕ

h=πd . Ces résultats
sont utilisés dans [60] où la limite projective précédente est appelée le revêtement
universel de G et notée G̃ pour ce que l’on note X(G ). Remarquons de plus que nous
n’avons pas apporté de changement à ce chapitre comparé à sa version préliminaire.
Ainsi, on utilise une notion ad-hoc « d’espaces spectraux » afin de donner un sens à
la limite projective précédente d’espaces rigides. Entre temps est apparue la théorie
des espaces perfectoïdes qui donne un sens beaucoup plus naturel à cette limite.
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Néanmoins cela n’est pas très important puisque ces espaces sont « de Stein »
et sont donc complètement déterminés par l’algèbre de Fréchet de leurs sections
globales et l’introduction d’un faisceau strucural n’est donc pas si importante pour
les considérations qui nous intéressent.

On reprend les notations des chapitres précédents. On suppose que F est parfait
non-nécessairement algébriquement clos. On suppose de plus que E|Qp et que que
F contient une clôture algébrique de Fq i.e. la clôture algébrique Fq de Fq dans
F est algébriquement close. On note alors pour tout h ≥ 1, Fqh = FFrob

qh
=Id et

Eh = WOE (Fqh) l’extension non-ramifiée de degré h de E associée.

4.1. Les E-espaces de Banach Bϕ
h=πd

4.1.1. Quelques calculs préliminaires. — Avant d’attaquer la structure de nos espaces
de Banach commençons par récolter les fruits de nos résultats sur les polygones de
Newton obtenus dans le chapitre 1. Avec les notations de la section 1.6.3, pour x ∈ B
non-nul on note Newt (x) pour le polygone Newt

0
]0,1[(x) qui est la transformée de

Legendre inverse de la fonction ]0,+∞[ 3 r 7→ vr(x) (il s’agit de Newt ]0,1[(x) auquel
on a éventuellement rajouté une pente 0 à droite de son domaine de définition et qui
vaut éventuellement +∞ à gauche de son domaine de définition).

Proposition 4.1.1. — On a l’égalité

Bϕ=Id = E.

Démonstration. — Soit x ∈ Bϕ=Id non nul. Puisque Newt (ϕ(x)) est obtenu à partir
de Newt (x) via la transformation du plan (x, y) 7→ (x, qhy), les pentes de Newt (x) sont
nulles. On en déduit que pour t� 0, Newt (x)(t) = +∞. D’après la proposition 1.9.1
cela entraine que x ∈ B[0,1[ ⊂ E et donc x ∈ E ϕ=Id = E.

Pour d, h ∈ Z on note dans la suite

Bϕ
h=πd = {x ∈ B | ϕh(x) = πdx}.

Proposition 4.1.2. — Pour d ∈ Z<0 et h ∈ N≥1 on a

Bϕ
h=πd = 0.

Démonstration. — Pour x ∈ B non-nul, soit N ∈ Z∪{−∞} tel que Newt (x) prend la
valeur +∞ exactement sur ]−∞, N [. Soient (λi)i≥N les pentes de Newt (x) où λi est
la pente sur le segment [i, i + 1]. On a alors limi→+∞ λi = 0. Supposons maintenant
que ϕh(x) = πdx. On en déduit tout d’abord que N = N + d et donc N = −∞. On
en déduit ensuite que pour i ≥ N ,

λi−d = qhλi.

En itérant cette relation on en déduit que si λi > 0 alors limk→+∞ λi−kd = +∞
ce qui est impossible. On a donc pour tout i, λi = 0 ce qui est impossible
car limi→−∞ λi = +∞.
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Proposition 4.1.3. — Pour d ∈ N et h ∈ N≥1 on a

Bϕ
h=πd = (B+)ϕ

h=πd .

Démonstration. — Si d = 0 cela résulte de la proposition 4.1.1. Supposons donc
d > 0. Soit x ∈ Bϕh=πd non nul. Comme dans la preuve de la proposition 4.1.2 on
constate que Newt (x) ne prend pas la valeur +∞. Notons (λi)i∈Z ses pentes où λi est
la pente sur le segment [i, i+ 1]. Ses pentes satisfont l’équation fonctionnelle

λi+d = q−hλi.

Le polygone est donc complètement déterminé par ses valeurs en les abscisses
0, . . . , d − 1. Puisque la série

∑
k≥0 q

−kh converge on en déduit que Newt (x) est
borné inférieurement. D’après la proposition 1.9.2 cela implique que x ∈ B]0,1]. Mais
v0(x) = lim+∞Newt (x) satisfait

qhv0(x) = v0(x).

On a donc v0(x) = 0 et donc x ∈ B+ (prop. 1.10.7).

4.1.2. Structure d’espace de Banach sur Bϕ
h=πd . — Soient d, h ∈ N≥1. Puisque

l’action de ϕ sur B est continue Bϕ
h=πd est un sous-Eh-espace vectoriel fermé de B.

C’est donc un sous espace de Fréchet de B.

Lemme 4.1.4. — Pour ρ, ρ′ ∈ ]0, 1[ la topologie induite par | · |ρ sur Bϕ
h=πd coïncide

avec celle induite par | · |ρ′ .

Démonstration. — Remarquons que pour x ∈ Bϕh=πd on a

|x|q
h

ρ1/qh
= ρd|x|ρ

(et de même pour ρ′ bien sûr). Soit k ∈ Z tel que ρ′q
kh ∈ [ρ1/qh , ρ]. On a alors

|x|ρ′ = ρkd|x|q
−kh

ρ′qkh
≤ ρkd sup{|x|

ρ1/qh , |x|ρ}q
−kh

= ρkd sup
{
ρdq
−h
|x|q

−h

ρ , |x|ρ
}q−kh

.

La topologie définie par | · |ρ est donc plus fine que celle définie par | · |ρ′ . Par symétrie
entre ρ et ρ′ on conclut.

De cela on déduit immédiatement la proposition suivante.

Proposition 4.1.5. — Pour d, h ≥ 1, Bϕ
h=πd est un Eh-espace de Banach dont la

topologie est définie par n’importe quelle norme de Gauss | · |ρ, ρ ∈ ]0, 1[.
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4.1.3. Description via l’anneau B. — On rappelle (sec. 1.10.4) que l’on a défini un
anneau B qui est un quotient de B+. On a

B = Bb,+/{v0 > 0} = B+/{v0 > 0}.

Proposition 4.1.6. — Pour d, h ∈ N≥1, l’application B+ � B induit un isomorphisme

(B+)ϕ
h=πd ∼−−→

(
B
)ϕh=πd

.

Démonstration. — Soit x ∈ B+. Pour tout k ≥ 0 et tout ρ ∈ ]0, 1] on a∣∣∣π−(k+1)dϕ(k+1)h(x)− π−kdϕkh(x)
∣∣∣
ρ

= ρ−kd.
∣∣∣x− π−dϕh(x)

∣∣∣qkh
ρ1/qkh

.

De plus,
lim

k→+∞

∣∣∣x− π−dϕh(x)
∣∣∣
ρ1/qkh

=
∣∣x− π−dϕh(x)

∣∣
1
.

De cela on déduit facilement que le morphisme (B+)ϕ
h=πd →

(
B
)ϕh=πd possède un

inverse naturel donné par

x mod p 7−→ lim
k→+∞

π−kdϕkh(x).

4.1.4. Changement d’uniformisante. — Soit π′ une autre uniformisante de E. Notons
Fq la clôture algébrique de Fq dans F . Il existe u ∈WOE (Fq)× tel que

uϕ
h−1 =

π′

π
.

Le choix d’un tel u induit un isomorphisme de Eh-espaces de Banach

Bϕ
h=πd ∼−−→ Bϕ

h=π′d

x 7−→ udx.

On peut écrire cet isomorphisme de manière plus intrinsèque en considérant le
Eh-espace vectoriel de dimension 1

Lπ,π′ = {u ∈WOE (Fq) | ϕh(u)π = uπ′}.

Il y a alors un isomorphisme canonique

Bϕ
h=πd ⊗Eh L

⊗d
π,π′

∼−−→ Bϕ
h=π′d .

4.1.5. Changement de corps E. — Soit E′|E de degré fini et de corps résiduel Fq′ |Fq
contenu dans F . Soient πE′ et πE des uniformisantes.

Supposons d’abord E′|E non-ramifiée, E′ = En = WOE (Fq)
ϕnE=Id
Q et choisissons

πE′ = πE . On a alors BE = BEn et ϕEn = ϕnE (cf. sec. 1.6.2).

Proposition 4.1.7. — Soit n ≥ 1 un entier. Le morphisme naturel(
BE
)ϕhE=πdE ⊗Eh Enh −→

(
BEn

)ϕhEn=πndE

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Le Enh-espace vectoriel
(
BEn

)ϕhEn=πndE est muni d’une action
semi-linéaire de Gal(Enh|Eh) via l’action de (π−dE ϕhE)Z/nZ. La proposition résulte
alors du théorème de Hilbert 90.

Supposons maintenant E′|E quelconque. Soit fE′/E le degré résiduel. L’élément

π
[E′:E]
E′ /π

fE′/E
E étant une unité de OE′ , il existe u ∈WOE′

(Fq)× tel que

uϕ
h
E′−1 =

π
[E′:E]
E′

π
fE′/E
E

.

Considérons l’application

(BE)ϕ
h
E=πdE −→ (BE′)

ϕh
E′=π

[E′:E]d

E′

x 7−→ udx.

Proposition 4.1.8. — L’application précédente induit un isomorphisme

(BE)ϕ
h
E=πdE ⊗Eh E′h

∼−−→ (BE′)
ϕh
E′=π

[E′:E]d

E′ .

Démonstration. — Utilisant la proposition 4.1.7 précédente on se ramène au cas où
E′|E est totalement ramifiée. On a alors BE′ = BE ⊗E E′, identification via laquelle
ϕE′ = ϕE ⊗ Id. Le résultat est alors aisé à démontrer.

4.2. L’espace de Banach Bϕ
h=πd vit dans les bivecteurs lorsque d ≤ h

Proposition 4.2.1. — Supposons 1 ≤ d ≤ h.
1. L’inclusion naturelle BWOE (OF ) ⊂ B+

E induit une égalité

BWOE (OF )ϕ
h
E=πdE =

(
B+
E

)ϕhE=πdE .

2. Il y a une bijection

Ld,h : mdF
∼−−→

(
B+
E

)ϕhE=πdE

(x0, . . . , xd−1) −→
d−1∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−nh

i

]
πnd+i
E .

Démonstration. — Le point (1) entraîne clairement le point (2). Utilisant la
proposition 4.1.6 on est ramené à montrer que pour tout x ∈ Bb,+ dont l’image dans
B est dans

(
B
)ϕh=πd , il existe x′ ∈ BWOE (OF )ϕ

h=πd tel que v0(x− x′) > 0.

Soit donc x ∈ Bb,+ dont l’image dans B est dans
(
B
)ϕh=πd . Considérons

l’opérateur
T = π−dϕh : Bb,+ −→ Bb,+.

Soit y = T (x)− x, qui vérifie donc v0(y) > 0. On a alors pour tout entier k ≥ 1,

T k(x) = x+ y + T (y) + · · ·+ T k−1(y).
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Notons
y =

∑
i≥N

[yi]π
i =

∑
i≥N

V iπ
[
yq
i

i

]
.

pour un N ∈ Z. On a alors

T k(y) =
∑

i≥N−kd

V iπ

[
yq
i+kh

i+kd

]
.

On voit désormais les (T k(y))k≥0 comme des éléments de BWOE (OF ). Regardons
d’abord le cas d < h qui est plus simple. Soit s > 0 et as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s}.
Puisque d < h et v0(y) > 0, il existe un entier k(s) tel que pour k ≥ k(s) on ait

T k(y) ∈ ker
(
BWOE (OF )→ BWOE (OF /as)

)
.

On peut alors définir

z =
( ∑

0≤k≤k(s)

T k(y) mod BWOE (as)
)
s>0
∈ lim
←−
s>0

BWOE (OF /as) = BWOE (OF ).

Considérons alors x+ z ∈ BWOE (OF ). On a V −dπ Fh−d(x+ z) = (x+ z), puisque cette
égalité est vérifiée dans BW (OF /as) pour tout s > 0. On a donc, si l’on considère x+z

comme un élément de B+, ϕh(x + z) = πd(x + z). Pour conclure il faut donc voir
que v0(z) > 0. Mais on peut toujours écrire y sous la forme y = [a]y′ avec v0(y′) > 0

et v(a) > 0. On voit alors facilement que z = [a]z′ pour un élément z′ ∈ BWOE (OF )

défini par un procédé limite comme précédemment pour z :

z′ =
( ∑

0≤k≤k′(s)

[
aq
kh−1

]
T k(y′) mod BWOE (as)

)
s>0
∈ lim
←−
s>0

BWOE (OF /as).

Regardons maintenant le cas d = h. Pour tout s > 0, d’après la proposition 1.1 du
chapitre II de [25] (tout du moins lorsque E = Qp, la preuve étant identique pour E
quelconque), on peut donner un sens à la somme

+∞∑
k=0

(T k(y) mod BWOE (as)) ∈ BWOE (OF /as).

Plus précisément, soit T k(y) mod BWOE (as) =
∑
i∈Z V

i
π [yi,k] avec yi,k ∈ OF /as et

l∑
k=0

∑
i∈Z

V iπ [yi,k] =
∑
i∈Z

V iπ [zi,l].

D’après la proposition 1.1 du chapitre II de [25], utilisant toujours que v0(y) > 0,
pour tout i il existe l(i) ∈ N tel que la suite (zi,l)l≥l(i) soit constante. On pose alors

+∞∑
k=0

(T k(y) mod BWOE (as)) :=
∑
i∈Z

V iπ [zi,l(i)].

Notant zs ∈ BWOE (OF /as) cet élément, on vérifie comme précédemment que, si
z = (zs)s>0 ∈ BWOE (OF ), v0(z) > 0 et ϕh(x+ z) = πd(x+ z).
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La bijection Ld,h précédente induit une structure d’espace de Banach sur mdF . Dans
les sections qui suivent on va interpréter géométriquement cette structure d’espace de
Banach.

Remarque 4.2.2. — Soient h ≥ 1 et d ≥ 0 des entiers. Dans ce chapitre nous étudions
entre autres le Eh-espace vectoriel (B+

E )ϕ
h
E=πdE . Bien sûr, posant πEh = πE , cet

espace vectoriel coïncide avec (B+
Eh

)ϕEh=πdEh et on pourrait donc se ramener, quitte
à remplacer E par Eh, à supposer que h = 1. Néanmoins, lorsque d ≤ h, on va
voir que (B+

E )ϕ
h
E=πdE admet une interprétation géométrique en termes de OE-modules

π-divisibles et que de plus, comme on vient de le voir, il est contenu dans les bivecteurs
BWOE (OF ). Cela n’est pas le cas de (B+

Eh
)ϕEh=πdEh qui n’admet pas d’interprétation

en termes de OEh -modules π-divisibles et n’est pas contenu dans BWOEh
(OF ) lorsque

d > 1. C’est pourquoi nous traitons le cas général de (B+
E )ϕ

h
E=πdE sans forcément se

ramener à h = 1.

4.3. O-modules π-divisibles

4.3.1. Généralités et théorie de Dieudonné. — Si S est un OE-schéma sur lequel π
est nilpotent, resp. un Spf(OE)-schéma formel, un O-module π-divisible est un groupe
p-divisibleH sur S, muni d’une action de OE telle que l’action induite sur le OS-module
LieH soit l’action déduite du morphisme structural S → Spec(OE), resp. S →
Spf(OE). La hauteur d’un O-module π-divisible est un multiple de [E : Qp]. On appelle
alors O-hauteur la quantité

htO(H) =
ht(H)

[E : Qp]
.

Si k est un corps parfait extension de Fq et H un O-module π-divisible sur k, le module
de Dieudonné contravariant du groupe p-divisibleH, D(H), est unW (k)-module muni
d’une action de OE commutant à l’action du Frobenius et du Verschiebung F et V .
On a une décomposition

D(H) =
⊕

τ :Fq↪→k
D(H)τ ,

où OE0
= W (Fq) agit sur D(H)τ via le plongement W (τ) : OE0

↪→W (k). Si σ désigne
le Frobenius de W (k), F est σ-linéaire et V est σ−1-linéaire. On a de plus

F : D(H)τ → D(H)στ et V : D(H)τ → D(H)σ−1τ .

Puisque k est une extension de Fq il y a un plongement canonique can : Fq ↪→ k. On
pose alors

DO(H) = D(H)can.

Puisque WOE (k) = W (k) ⊗OE0
OE , c’est un WOE (k)-module libre de rang htO(H).

Notons σE le Frobenius relatif de WOE (k), c’est à dire σf ⊗ Id où q = pf . On
note FE , l’endomorphisme de DO(H) égal à F f . Avec les notations précédentes, FE
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est σ−1
E -linéaire. Puisque l’action induite par OE sur LieH est l’action déduite du

plongement canonique,

ωH = V D(H)/pD(H) =
⊕

τ :Fq↪→k
V D(H)στ/pD(H)τ

= V D(H)σcan/pD(H)can.

On a donc si τ 6= can, V D(H)στ = pD(H)τ et πV D(H)σcan ⊂ pD(H)can. Cela
implique que πD(H) ⊂ FED(H). On pose alors Vπ = πF−1

E . On a donc

FEVπ = VπFE = π.

On note désormais F pour FE agissant sur DO(H). La correspondance H 7→
(DO(H), F, Vπ) induit alors une équivalence de catégories entre les O-modules
π-divisibles sur k et les triplets (D,F, Vπ) où D est un WOE (k)-module libre de rang
fini, F : D → D est σE-linéaire, V : D → D est σ−1

E -linéaire et FVπ = VπF = π.
La théorie de Dieudonné covariante des O-module π-divisibles est bien développée.

Plus précisément, la théorie de Cartier des O-modules formels π-divisibles est
développée dans [16], [37], [40], [39] et le chapitre V.29 de [38]. Le point de vue
cristallin de l’extension vectorielle universelle est développé dans [17] et l’appendice B
de [19]. Nous utiliserons dans la suite la version contravariante suivante généralisant
la théorie développée dans [25]. Si H est un O-module π-divisible sur k on peut
montrer que le O-module de Dieudonné précédent DO(H) s’identifie à

HomO(H,CWO).

De plus, F : DO(H) → DO(H) est induit par le morphisme F : H → H(q) qui est
la puissance f -ième du morphisme de Frobenius du groupe p-divisible H. Il y a une
isogénie Vπ : H(q) → H induisant Vπ sur DO(H). Le O-module π-divisibleH se retrouve
alors via la formule

H = HomWOE
(k)[F,Vπ ]

(
DO(H), CWO

)
.

Lorsque H est formel on peut de plus remplacer CWO par les covecteurs de Witt
formels, ĈW O.

4.3.2. Exemple. — Nous utiliserons dans la suite l’exemple qui suit. Soient d, h ≥ 1

avec d ≤ h. Soit

Gd,h = ker
(
CWO

Fh−d−V dπ−−−−−−−−→ CWO

)
.

C’est un O-module formel π-divisible de dimension d et de O-hauteur h sur Fq. Un
système de coordonnées formelles est donné par (x0, . . . , xd−1) avec

Gd,h =
{[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0
∈ CWO

}
,

où −i = a(i)d+ b(i) est la division euclidienne de −i par d. Si e ∈ HomO(Gd,h, CWO)

désigne le plongement canonique alors

DO(Gd,h) = <e, Fe, . . . , Fh−de, Vπe, . . . , V
d−1
π e> = Hom(Gd,h, CWO)
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qui forme une base du O-module de Dieudonné. Au système de coordonnées formelles
précédent (x0, . . . , xd−1) est associé une loi de groupe formel sur Fq,

Fd,h =
(
F

(0)
d,h, . . . ,F

(d−1)
d,h

)
∈ FqJx0, . . . , xd−1, y0, . . . , yd−1Kd,

où
(x0, . . . , xd−1) +

Fd,h
(y0, . . . , yd−1) =

(
F

(0)
d,h, . . . ,F

(d−1)
d,h

)
et avec les notations précédentes[

xq
a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0

+
[
yq
a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0

=
[
. . . ,F

(d−1)
d,h , . . . ,F

(0)
d,h

]
dans CWO(FqJx0, . . . , xd−1, y0, . . . , yd−1K).

Du point de vue de la théorie de Cartier covariante, le module de Cartier covariant
de Gd,h est

M = Hom(ŴO, Gd,h)

qui est un module sur l’anneau de Cartier EO,Fq = End(ŴO)opp. L’anneau de Cartier
EO,Fq est le V -complété de WO(Fq)[Fπ, V ], c’est à dire{ ∑

n,m≥0

V n[an,m]Fmπ | an,m ∈ Fq et ∀n, an,m = 0 pour presque tout m
}
,

où

OE = WO(Fq) ↪−→ EO,Fq∑
n≥0

V nπ [an] 7−→
∑
n≥0

V n[an]Fnπ ,

l’action de V ∈ EO,Fq = End(ŴO)opp sur ŴO est donnée par l’opérateur F usuel
agissant sur ŴO, celle de [a] est la multiplication par [a] et celle de Fπ ∈ EO,Fq est
donnée par l’action de Vπ. Soit

ε : ŴO −→ CWO

x 7−→
∑
n≥0

V −ndπ Fn(h−d)x mod WO

où la somme infinie précédente est à valeurs dans les bivecteurs BWO et on la réduit
modulo WO, BWO/WO = CWO. On a ε ∈M et comme WO(Fq)-module

M = <ε, V ε, . . . , V h−dε, Fπε, . . . , F
d−1
π ε>.

qui forme une base du module de Cartier comme OE = WOE (Fq)-module. Une V -base
de ce module de Cartier est donnée par (ε0, . . . , εd−1) où pour 0 ≤ i ≤ d−1, εi = F iπε.
Les équations structurelles de M associées à cette V -base sont{

Fπεi = εi+1 si 0 ≤ i < d− 1

Fπεd−1 = V h−dε0.

Elles fournissent une présentation du module de Cartier

0 −→ EdO,Fq
u−−→ EdO,Fq −→M −→ 0,
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où
u(x0, . . . , xd−1) = (xd−1Fπ − x0V

h−d, x0Fπ − x1, . . . , xd−2Fπ − xd−1).

L’application

M = HomO(ŴO, Gd,h) −→ Gd,h(FqJT K)
u 7−→ u([T ])

induit un isomorphisme entre M et le sous-OE-module de Gd,h(FqJT K) formé des
courbes π-typiques. Puisque (ε0, . . . , εd−1) est une V -base de M ,

γ =

d−1∑
i=0

εi([xi]) ∈ Gd,h(FqJx0, . . . , xd−1K
)

définit un isomorphisme

γ : Spf(FqJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ Gd,h.

On vérifie par un calcul immédiat que ces coordonnées formelles sont celles utilisées
précédemment pour définir la loi de groupe formel Fd,h.

Soit maintenant M̃ le module de Cartier sur OE de V -base (ε̃0, . . . , ε̃d−1) et ayant
pour équations structurelles{

Fπ ε̃i = ε̃i+1 si 0 ≤ i < d− 1

Fπ ε̃d−1 = V h−dε̃0.

Il admet la même présentation que la présentation précédente de M en remplaçant
EO,Fq par EO,OE . Soit G̃d,h le O-module π-divisible sur OE associé,

G̃d,h = ŴO ⊗EO,OE
M̃.

On a donc G̃d,h ⊗ Fq = Gg,d et une résolution sur Spf(OE)

0 −→ Ŵ d
O

v−−→ Ŵ d
O −→ G̃d,h −→ 0,

où
v(y0, . . . , yd−1) = (Vπyd−1 − Fh−dy0, Vπy0 − y1, . . . , Vπyd−2 − yd−1).

Pour i ∈ {0, . . . , d− 1}
ε̃i([T ]) ∈ G̃d,h(OEJT K)

est une courbe π-typique. Notons

αi : OEJT K −→ OEJx0, . . . , xd−1K
T 7−→ xi.

Alors, si

γ̃ =

d−1∑
i=0

αi∗ε̃i([T ]) =

d−1∑
i=0

ε̃i([xi]) ∈ G̃d,h(OEJx0, . . . , xd−1K),
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puisque (ε̃i)0≤i≤d−1 est une V -base du module de Cartier de G̃d,h, il induit un
isomorphisme

γ̃ : Spf(OEJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ G̃d,h

c’est à dire un système de coordonnées formelles sur le groupe formel G̃d,h et donc
une loi de groupe formel en d variables. Ce système de coordonnées formelles de G̃d,h
relève celui utilisé précédemment pour Gd,h.

Il existe alors un unique isomorphisme de O-modules formels sur E

log : G̃d,h⊗̂E
∼−−→ Ĝda

tel que l’isomorphisme induit au niveau des espaces tangents envoie la base de Lie G̃d,h
déduite de la V -base (ε̃i)0≤i≤d−1 sur la base canonique de Lie Ĝda = Ed. Un tel
isomorphisme est donné par des séries formelles

f = (f0, . . . , fd−1) ∈ EJx0, . . . , xd−1Kd,

où (f0, . . . , fd−1) forme une base des logarithmes de notre loi de groupe formel que
nous allons calculer explicitement. Pour 0 ≤ i ≤ d− 1 soit

gi = (gi,0, . . . , gi,d−1) = log ε̃i([T ]) ∈ Ĝda(EJT K) = EJT Kd.

Alors,

f =

d−1∑
i=0

gi(xi).

De plus, pour 0 ≤ i, j ≤ d− 1, gi,j est une courbe π-typique de Ĝa vérifiant :

1. F.gi,j = gi+1,j si 0 ≤ i < d− 1.
2. F.gd−1,j = V h−dπ .g0,j .
3. gi,j(T ) ≡ 0 mod T 2 si i 6= j et gi,i(T ) ≡ T mod T 2.

Les courbes π-typiques de Ĝa(EJT K) = TEJT K sont les séries de la forme∑
n≥0

anT
qn

dans EJT K. L’opérateur V agit sur ces séries via g(T ) 7→ g(T q) et Fπ via∑
n≥0

anT
qn 7−→ π

∑
n≥0

an+1T
qn .

On vérifie par un calcul explicite que les conditions (1), (2) et (3) imposent les formules

gi,j =


∑
n≥0

T q
nh+j−i

πnd+j−i si j ≥ i∑
n≥1

T q
nh+j−i

πnd+j−i si j < i.

On en déduit la proposition suivante.
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Proposition 4.3.1. — Considérons pour 0 ≤ j ≤ d− 1 la série

fj =
∑

0≤i≤j

∑
n≥0

xq
nh+j−i

i

πnd+j−i +
∑

j<i≤d−1

∑
n≥1

xq
nh+j−i

i

πnd+j−i ∈ EJx0, . . . , xd−1K.

Alors, (f0, . . . , fd−1) sont les logarithmes d’une unique loi de O-module formel de
dimension d sur OE, F̃d,h, relevant la loi de O-module formel Fd,h sur Fq.

Exemple 4.3.2. — Si d = 1, G̃1,h est un groupe de Lubin-Tate associé à l’extension
non-ramifiée Eh de E. Une loi de groupe formel associée a pour logarithme

f(T ) =
∑
n≥0

T q
nh

πn
.

Cette loi de groupe formel est F̃1,h = f−1(f(X) + f(Y )) ∈ OEJX,Y K.

4.3.3. Quasi-logarithmes et leur interprétation rigide analytique. — Soit K|E un corps
valué complet pour une valuation de rang 1 étendant la valuation π-adique de E. Soit
G un O-module formel π-divisible sur OK .

Écrivons G = Spf(R) où R ' OKJx1, . . . , xdK avec d = dim(G ). Soit a ⊂ mK un
idéal contenant πOK . Soit R̂

[
1
π

]
le complété de l’anneau R

[
1
π

]
relativement à son idéal

d’augmentation noyau du morphisme R
[

1
π

]
� K,

R̂
[

1
π

]
' KJx1, . . . , xdK

et G ⊗̂K = Spf
(
R̂
[

1
π

])
est le groupe formel fibre générique de G .

Définition 4.3.3. — On note Quasilog(G ) les éléments f dans l’idéal maximal de R̂
[

1
π

]
tels que ∆(f)− f ⊗ 1− 1⊗ f ∈ R

[
1
π

]
et pour tout a ∈ OE , si [a]G ∈ End(R) désigne

l’action de a sur le O-module G , f ◦ [a]G − af ∈ R
[

1
π

]
.

Le groupe des quasi-logarithmes contient l’idéal d’augmentation de R
[

1
π

]
. On note

Quasilog(G )/ ∼

le groupe quotient des classes d’équivalences de quasi-logarithmes. Le lemme qui suit
dit que la définition précédente des quasi-logarithmes coïncide avec celle que l’on
trouve dans le chapitre IV de [25] et dans le chapitre V de [43] (définition qui est donc
trop forte).

Lemme 4.3.4. — Fixons des coordonnées R ' OKJx1, . . . , xdK. Soit f ∈ KJx1, . . . , xdK
un quasi-logarithme. Alors pour 1 ≤ i ≤ d, ∂f

∂xi
∈ OKJx1, . . . , xdK

[
1
π

]
.

Démonstration. — Soit G ⊗̂K ' Spf(KJx1, . . . , xdK) le groupe formel fibre générique
du groupe formel G . Voyons f comme un morphisme de schémas formels f : G ⊗̂K →
Ĝa envoyant la section unité de G ⊗̂K sur celle de Ĝa. Soit Ω̂1

G⊗̂K/K , resp. Ω̂1
G/OK

, les
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formes différentielles sur G ⊗̂K, resp. G . Le lemme équivaut alors à ce que la forme
différentielle f∗dT ∈ Ω̂1

G⊗̂K/K vérifie

f∗dT ∈ Ω̂1
G/OK

[
1
π

]
.

Soit (ω1, . . . , ωd) une base des formes différentielles invariantes sur G . On a alors

Ω̂1
G/OK

= Rω1 ⊕ · · · ⊕Rωd ⊂ R̂
[

1
π

]
ω1 ⊕ · · · ⊕ R̂

[
1
π

]
ωd = Ω̂1

G⊗̂K/K .

Considérons le morphisme de K-schémas formels

g : G ⊗̂K ×
Spf(K)

G ⊗̂K −→ Ĝa

(x, y) 7−→ f(x+ y)− f(x)− f(y).

Notons
m : G ⊗̂K ×

Spf(K)
G ⊗̂K → G ⊗̂K

la loi de groupe et pour i = 1, 2,

pri : G ⊗̂K ×
Spf(K)

G ⊗̂K → G ⊗̂K

les deux projections. On a donc

g = f ◦m− f ◦ pr1 − f ◦ pr2.

L’invariance des formes ωi, i = 1, . . . , d, se traduit en l’égalité

m∗ωi = pr∗1ωi + pr∗2ωi.

Si

f∗dT =

d∑
i=1

λiωi

avec λi ∈ R̂
[

1
π

]
on a donc

g∗dT =
∑
i

[
(λi ◦m− λi ◦ pr1) pr∗1ωi + (λi ◦m− λi ◦ pr2) pr∗2ωi

]
∈ Ω̂1

G⊗̂K×G⊗̂K/K = pr∗1Ω̂G⊗̂K/K ⊕ pr∗2Ω̂G⊗̂K/K .

Mais puisque g ∈ (R⊗̂R)
[

1
π

]
,

g∗dT ∈ Ω̂1
G×G/OK

[
1
π

]
= Ω̂1

G/OK

[
1
π

]
⊗K R

[
1
π

]
⊕R

[
1
π

]
⊗K Ω̂1

G/OK

[
1
π

]
.

On en déduit que pour tout i, λi ◦ m − λi ◦ pr1 ∈ (R⊗̂R)
[

1
π

]
i.e. la « fonction »

(x, y) 7→ λi(x + y) − λi(x) est dans (R⊗̂R)
[

1
π

]
. Spécialisant en x = 0 on en déduit

que pour tout i, λi ∈ R
[

1
π

]
.
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Soit G ⊗̂K la fibre générique du groupe formel G comme K-groupe formel. Il y a un
isomorphisme

HomO(G ⊗̂K, Ĝa)
∼−−→ (Lie G

[
1
π

]
)∗ = ωG

[
1
π

]
f 7−→ f∗dT.

Le K-espace vectoriel ωG

[
1
π

]
se plonge donc dans Quasilog(G )/ ∼. Ce sous-espace

vectoriel de l’espace des classes d’équivalence de quasi-logarithme est l’espace des
logarithmes, c’est à dire les f ∈ R̂

[
1
π

]
tels que ∆(f) = f ⊗ 1 + 1 ⊗ f . La filtration

déduite sur les quasi-logarithmes est la filtration de Hodge.
Prenons maintenant un point de vue rigide analytique. On note G la fibre générique

de G comme K-groupe rigide analytique. En tant qu’espace rigide analytique, G est
isomorphe à une boule ouverte de dimension dim G .

Définition 4.3.5. — On note QuasiHom(G,Grig
a ) les morphisme f : G→ Grig

a d’espaces
analytiques rigides vérifiant f(0) = 0,

‖f(x+ y)− f(x)− f(y)‖∞ < +∞

où f(x+ y)− f(x)− f(y) : G×G→ Grig
a et pour tout a ∈ OE ,

‖f(ax)− af(x)‖∞ < +∞.

On note QuasiHom(G,Grig
a )/ ∼ le quotient par le sous-groupe formé des f : G→ Grig

a

tels que ‖f‖∞ < +∞.

Dans la définition précédente ‖·‖∞ désigne la norme supérieure sur O(G). Le groupe
formel G ⊗̂K se retrouve à partir du groupe analytique rigide G comme étant Spf(ÔG,0)

où OG,0 désigne l’anneau local des germes de fonctions anaytiques rigides au voisinage
de l’élément neutre de G. Tout morphisme d’espaces rigides f : G → Grig

a tel que
f(0) = 0 définit donc naturellement un morphisme de schémas formels G ⊗̂K → Ĝa.
On vérifie en utilisant le lemme 4.3.4 que l’application naturelle

QuasiHom(G,Grig
a ) −→ Quasilog(G )

est un isomorphisme.
Soit I un idéal de définition de R, via un isomorphisme R ' OKJx1, . . . , xdK on

peut prendre I = (π, x1, . . . , xn) (on considère le groupe formel G comme un groupe
formel sur Spf(OK) et non Spec(OK), auquel cas on aurait pris I = (x1, . . . , xn)). On
a alors

CWO(R) = lim
←−
n≥0

CWO(R/In)

et donc

CWO(R) =
{

[yi]i≤0 | yi ∈ R, ∃N, ∃k, (
∑
i≤N

R.yi)
k ⊂ I

}
.
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Il y a un morphisme OE-linéaire ([25], II.5 lorsque E = Qp)

w : CWO(R) −→ R̂
[

1
π

]
[yn]n≤0 7−→

∑
n≥0

π−nyq
n

−n.

Soit maintenant a un idéal de OK contenu dans son idéal maximal et tel que π ∈ a.
Notons Ga = G ⊗ OK/a d’algèbre Ra = R/aR. On a alors

HomO(Ga, CWO)

=
{

[yn]n≤0 ∈ CWO(Ra) | [∆(yn)]n≤0 = [yn⊗ 1]n≤0 + [1⊗ yn]n≤0 ∈ CWO(Ra⊗̂Ra)
}

où ∆ : R → R⊗̂R désigne la comultiplication de notre groupe formel. D’après [25]
chap. IV, il y a une application OE-linéaire

HomO(Ga, CWO) −→ Quasilog(G )/ ∼
x 7−→ w(x̂)

où x̂ ∈ CWO(R) est un relèvement quelconque de x ∈ CWO(Ra). Notons kK le corps
résiduel de K que l’on suppose parfait et supposons fixé une section du morphisme
OK/πOK → kK (lorsque la valuation de K est discrète le relèvement de Teichmüller
fournit canoniquement une telle section). Soit GkK la réduction de G sur le corps
résiduel. Faisons l’hypothèse suivante : l’identité de GkK se relève en une quasi-isogénie
(nécessairement unique)

ρ : GkK ⊗kK OK/πOK −→ G ⊗OK OK/πOK .

Par rigidité des quasi-isogénies, lorsque la valuation de K est discrète cette
hypothèse est automatiquement vérifiée. Alors, toujours d’après [25] chap. IV, si
D = HomO(GkK , CWO) est le module de Dieudonné de la fibre spéciale de G , ρ et le
morphisme précédent induisent un isomorphisme

D ⊗WOE
(kK) K

∼−−→ Quasilog(G )/ ∼ .

Exemple 4.3.6. — Soit G̃1,h le O-module formel sur OE de l’exemple 4.3.2. Une base de
ses quasi-logarithmes est ∑

n≥0

T q
nh+i

πn

lorsque i varie entre 0 et h− 1.

4.4. Description de Bϕ
h=πd en termes de O-modules π-divisibles lorsque d ≤ h

On va maintenant décrire géométriquement la structure d’espace de Banach sur
mdF déduite de la bijection Ld,h de la proposition 4.2.1. Soit G un O-module formel
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π-divisible sur Fq. On note G (OF ) = HomSpec(Fq)(Spf(OF ), G ). Pour tout s > 0, si
as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s}, soit

Gs(OF ) = ker
(
G (OF )→ G (OF /as)

)
.

On vérifie aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.4.1. — Le groupe G (OF ) est un E-espace vectoriel. De plus, pour tout
s > 0, Gs(OF ) est un sous-OE-module π-adiquement complet de G (OF ) qui définit une
structure d’espace de Banach sur G (OF ), c’est à dire est la boule unité d’une norme
de Banach sur G (OF ). La topologie de Banach ainsi définie ne dépend pas du choix de
s > 0.

Soit
G = (G ⊗̂OF )rig

la fibre générique du Spf(OF )-schéma formel G ⊗̂OF comme F -espace analytique rigide.
Il s’agit d’un groupe analytique rigide sur F tel que

G (OF ) = G(F ).

Pour tout s > 0, s ∈ v(F×), il y a un sous-groupe affinoïde Gs ⊂ G, tel que

Gs(OF ) = Gs(F ).

Après avoir fixé des coordonnées formelles sur G , c’est à dire un isomorphisme
Spf(FqJx1, . . . , xdK)

∼−−→ G , on a
G ' B̊d,

la boule ouverte unité rigide analytique de dimension d = dim(G ) sur F et

Gs ' Bd(0, q−s)

la boule fermée de rayon q−s dans la boule ouverte. La multiplication par π, ×π :

G→ G, vérifie alors que pour tout s > 0, on a un recouvrement admissible⋃
n≥1

π−nGs = G

et pour s > t > 0, il existe n ∈ N tel que

πnGt ⊂ Gs.

Remarquons enfin que le foncteur G 7→ G (OF ) de la catégorie des O-modules formels
π-divisibles sur Fq dans celle des E-espaces de Banach se factorise par la catégorie
O-modules formels π-divisibles à isogénies près.

Considérons maintenant le module de Dieudonné contravariant de G ,

D = HomO(G , CWO).

Notons F, Vπ : D → D son Frobenius et son Verschiebung. Il y a alors un isomorphisme
naturel

G (OF )
∼−−→ HomWO(Fq)[F,Vπ ]

(
D,CWO(OF )

)
,
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où si as = {x ∈ OF | v(x) ≥ s},

G (OF ) = lim
←−
s>0

G (OF /as)

CWO(OF ) = lim
←−
s>0

CW (OF /as) =
{

[xi]i≤0 | xi ∈ OF , liminf
i→−∞

v(xi) > 0
}
.

Puisque G est formel, dans les formules précédentes on pourrait remplacer CWO

par ĈW O et en particulier CWO(OF ) par

ĈW O(OF ) =
{

[xi]i≤0 | xi ∈ mF , liminf
i→−∞

v(xi) > 0
}
.

Proposition 4.4.2. — L’application de réduction BWO(OF ) → CWO(OF ) induit un
isomorphisme de OE-modules

HomWO(Fq)[F,Vπ ](D,BWO(OF ))
∼−−→ HomWO(Fq)[F,Vπ ](D,CWO(OF )).

Démonstration. — Puisque F est bijectif sur BWO(OF ) et CWO(OF ) on a pour ∗ ∈
{BWO(OF ), CWO(OF )},

HomWO(Fq)[F ](D, ∗) = HomWO(Fq)[F,Vπ ](D, ∗).

La suite exacte

0 −→WO(OF ) −→ BWO(OF ) −→ CWO(OF ) −→ 0

induit une suite exacte

0→ HomWO(Fq)(D,WO(OF ))→ HomWO(Fq)(D,BWO(OF ))→
→ HomWO(Fq)(D,CWO(OF ))→ 0.

Pour ∗ ∈ {WO(OF ), BWO(OF ), CWO(OF )}, leWO(Fq)-module HomWO(Fq)(D, ∗) est muni
d’un opérateur σ−1-linéaire ψ en posant ψ(u) = F−1◦u◦F . La suite exacte précédente
est une suite exacte de WO(Fq)-modules munis d’un tel opérateur. En prenant les
invariants sous un tel opérateur elle induit donc une suite exacte

0→ HomWO(Fq)[F ](D,WO(OF ))→ HomWO(Fq)[F ](D,BWO(OF ))→
→ HomWO(Fq)[F ](D,CWO(OF ))→ A,

où
A = coker

(
HomWO(Fq)(D,WO(OF ))

Id−ψ−−−→ HomWO(Fq)(D,WO(OF ))
)
.

Puisque F est topologiquement nilpotent sur D et bijectif sur WO(OF ),

HomWO(Fq)[F ](D,WO(OF )) = 0.

La nilpotence topologique de F sur D implique également que l’opérateur ψ agissant
sur leWO(OF )-module libre HomWO(Fq)(D,WO(OF )) est π-adiquement topologiquement
nilpotent. On en déduit que Id− ψ est bijectif et donc A = 0.
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Remarque 4.4.3. — Par définition, BWO(OF ) = lim
←−
n∈N

CWO(OF ) où les applications de

transition sont données par Vπ : CWO(OF ) → CWO(OF ). Soit n � 0 tel que FnD ⊂
VπD. Posons γ = V −1

π Fn l’endomorphisme associé de D. Alors, si u : D → CWO(OF )

commute à F et Vπ, l’unique relèvement donné par la proposition précédente est

(F−n ◦ u ◦ γn)n≥0 : D → lim
←−
n∈N

CWO(OF ).

De la proposition précédente, du théorème de Dieudonné-Manin et du point (1) de
la proposition 4.2.1 on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 4.4.4. — Il y a un isomorphisme de E-espaces vectoriels

G (OF )
∼−−→ HomWO(Fq)[F,Vπ ]

(
D
[

1
π

]
, BWO(OF )

)
= HomWO(Fq)[F ]

(
D
[

1
π

]
, B+

)
,

où D
[

1
π

]
est le O-module de Dieudonné rationnel contravariant de G .

Soient 1 ≤ d ≤ h et

Gd,h = ker
(
CWO

Fh−d−V dπ−−−−−−→ CWO

)
,

le O-module formel de la section 4.3.2. Soit e : Gd,h ↪→ CWO le générateur canonique de
son module de Dieudonné, c’est à dire le plongement canonique. Soit (x0, . . . , xd−1)

les coordonnées formelles sur Gd,h de la section 4.3.2, c’est à dire l’isomorphisme

Spf(FqJx0, . . . , xd−1K)
∼−−→ Gd,h

tel que composé avec e : Gd,h ↪→ CWO ce soit

[. . . , xq
(h−d)

0 , xd−1, . . . , x0] =
[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
i≤0
∈ CWO(kJx0, . . . , xd−1K),

où −i = a(i)d+ b(i) est la division euclidienne de −i par d. Ce choix de coordonnées
formelles induit une bijection

mdF
∼−−→ Gd,h(OF ).

De plus,

HomWO(Fq)[F,Vπ ](D,B
+)

∼−−→
(
B+
)ϕh=πd

u 7−→ u(e).

Proposition 4.4.5. — Soit Fd,h la loi de groupe formel associée à Gd,h et au choix
précédent de coordonnées formelles. Via ces choix, l’isomorphisme de E-espaces
vectoriels (

mdF , +
Fd,h

) ∼−−→
(
B+
)ϕh=πd

est donné par

(x0, . . . , xd−1) 7−→ π−(d−1)Ld,h(xq
d−1

d−1 , . . . , x
q
1, x0),

où Ld,h est l’application de la proposition 4.2.1.
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Démonstration. — La bijection

mdF
∼−−→ CWO(OF )ϕ

h=πd

est donnée par

(x0, . . . , xd−1) 7−→
∑
i≤0

V iπ
[
xq

a(i)(h−d)

b(i)

]
=

d−1∑
i=0

∑
n≤0

V nd−iπ

[
xq
−n(h−d)

i

]
.

La bijection

mdF
∼−−→ BWO(OF )ϕ

h=πd

associe donc à (x0, . . . , xd−1)

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

V nd−iπ

[
xq
−n(h−d)

i

]
=

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−n(h−d)−(nd−i)

i

]
πnd−i

=

d−1∑
i=0

∑
n∈Z

[
xq
−nh+i

i

]
πnd−i.

Le résultat s’en déduit.

On a défini sur le E-espace vectoriel Gd,h(OF ) une structure d’espace de Banach
(prop. 4.4.1). De plus (cf. section 4.1.2) Bϕ

h=πd est un sous-espace de Banach
de l’espace de Fréchet B. Utilisant la formule explicite fournie par la proposition
précédente on vérifie facilement la proposition qui suit.

Proposition 4.4.6. — L’isomorphisme précédent Gd,h(OF )
∼−−→ Bϕ

h=πd est un
homéomorphisme d’espaces de Banach.

On a donc obtenu une interprétation géométrique de l’espace de Banach Bϕ
h=πd .

Exemple 4.4.7. — Supposons E = Qp et d = h = 1. Soit la loi de groupe formel F̃
sur Zp de logarithme

∑
n≥0

Tp
n

pn et F sa réduction sur Fp. Il y a un isomorphisme de
E-espaces de Banach

L :
(
mF ,+

F

) ∼−−→
(
B+
)ϕ=p

x 7−→
∑
n∈Z

[
xp
−n]

pn.

Soit

E = exp
(∑
n≥0

T p
n

pn

)
∈ ZpJT K

l’exponentielle d’Artin-Hasse. Elle induit un isomorphisme de lois de groupe formel

E : F
∼−−→ Ĝm.
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On en déduit que l’on a un diagramme commutatif d’isomorphismes d’espaces de
Banach (

mF ,+
F

)
L

'
%%

E '

��

(
B+
)ϕ=p

(1 +mF ,×).

'
log([−])

88

4.5. Lien avec l’application des périodes d’un groupe p-divisible

4.5.1. Un résultat de relèvement. — Soit A une OE-algèbre π-adique et G un O-module
formel π-divisible sur A.

Définition 4.5.1. — Si B est une A-algèbre adique pour un idéal contenant π, posant
G (B) := HomSpf(A)(Spf(B), G )), on note

X(G )(B) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G (B) et πxn+1 = xn}.

Remarquons que X(G )(B) est un E-espace vectoriel ne dépendant que de la classe
d’isogénie de G .

Proposition 4.5.2. — Soit B une A-algèbre J-adique avec (π) ⊂ J . Soit I ⊂ J un
idéal de B fermé pour la topologie J-adique. Munissons B de la topologie J-adique et
B/I de la topologie J/I-adique. L’application de réduction modulo I induit alors un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G )(B)
∼−−→ X(G )(B/I).

Démonstration. — On a

G (B)
∼−−→ lim

←−
k≥1

G (B/Jk)

G (B/I)
∼−−→ lim

←−
k≥1

G (B/I + Jk),

qui induisent donc des bijections

X(G )(B)
∼−−→ lim

←−
k≥1

X(G )(B/Jk)

X(G )(B/I)
∼−−→ lim

←−
k≥1

X(G )(B/I + Jk).
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Quitte à remplacer B par B/Jk, I par I + Jk/Jk et G par G ⊗ B/Jk pour un k ≥ 1

on peut donc supposer qu’il existe un entier k tel Jk = 0. On a donc en particulier
Ik = 0 et πkB = 0. L’application de réduction

G (B) −→ G (B/I)

se dévisse en

G (B) = G (B/Ik) −→ G(B/Ik−1) −→ G (B/Ik−2) −→ · · · −→ G (B/I2) −→ G (B/I).

Pour un indice l compris entre 1 et k, puisque πkB = 0 et donc πkLie G = 0,

ker
(
G (B/I l)→ G (B/I l−1)

)
est annulé par πk. On en déduit que

ker
(
G (B) −→ G (B/I)

)
est annulé par πk

2

.
Soit maintenant

x = (xn)n∈Z ∈ ker
(
X(G )(B)→ X(G )(B/I)

)
.

On a donc pour tout n, πk
2

xn = xn+k2 = 0. Cela étant vrai pour tout n, x = 0.
L’application de réduction

X(G )(B) −→ X(G )(B/I)

est donc injective.
Soit maintenant (xn)n∈Z ∈ X(G )(B/I) et pour tout n, x̂n ∈ G (B) un relèvement

quelconque de xn. D’après le résultat précédent, pour tout n la suite

(πmx̂n+m)m≥0

est constante pour m� 0. On vérifie alors facilement que l’application

(xn)n∈Z 7−→ lim
m→+∞

πmx̂n+m

induit un inverse à l’application de réduction modulo I.

4.5.2. Interprétation de l’isomorphisme Gd,h(OF )
∼−−→ Bϕ

h=πd en termes de quasi-
logarithmes. — Soit maintenant G un O-module formel π-divisible sur WOE (Fq). On
note GFq sa réduction sur le corps résiduel. Munissons WOE (OF ) de la topologie faible
(cf. sec. 1.4.3). D’après la proposition 4.5.2 l’application de réduction modulo π induit
une bijection

X(G )(WOE (OF ))
∼−−→ X(GFq )(OF ).

De plus,

X(GFq )(OF )
∼−−→ GFq (OF )

(xn)n∈Z 7−→ x0.

On dispose donc d’un isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G )(WOE (OF ))
∼−−→ GFq (OF ).
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Soit G = G rig la fibre générique de G comme WO(Fq)Q-groupe rigide analytique. Soit
Γ(G, OG) = Hom(G,A1,rig). Muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
domaines affinoïdes de G c’est un E-espace de Fréchet. De plus, l’espace vectoriel
Γ(G , OG )

[
1
π

]
= Hom(G , Ĝa)

[
1
π

]
, les fonctions rigides analytiques bornées, est dense

dans cet espace de Fréchet. Si x ∈ G (WO(OF )) il y a une application d’évaluation

Hom(G , Ĝa)
[

1
π

]
−→ Bb,+

f 7−→ f(x).

Lemme 4.5.3. — Pour x ∈ G (WO(OF )), l’application d’évaluation précédente s’étend
en une unique application continue entre espaces de Fréchet

Hom(G,Grig
a ) −→ B+

f 7−→ f(x).

Démonstration. — Pour r > 0 notons wr la valuation de Gauss qui est la borne
inférieure de la valuation d’une fonction rigide analytique sur la boule de rayon
q−r dans l’espace rigide G. On vérifie par un calcul en coordonnées que pour
f ∈ Γ(G , OG)

[
1
π

]
,

vr(f(x)) ≥ wvr(x)(f).

On peut donc définir pour f ∈ Quasilog(G ) = QuasiHom(G,Grig
a ) (cf. section 4.3.3)

et x ∈ WO(OF ), f(x) ∈ B+. Concrètement, si (T1, . . . , Td) est un système de
coordonnées formelles sur G , f =

∑
α∈Nd aαT

α1
1 . . . Tαdd et x = (x1, . . . , xd) ∈

G (WO(OF )) ⊂WO(OF )d,
f(x) =

∑
α∈Nd

aαx
α1
1 . . . xαdd

dans B+ où

G (WO(OF )) = {(x1, . . . , xd) ∈WO(OF )d | ∀i, xi mod π ∈ mF }

puisque pour la topologie faible

WO(OF )◦◦ = {x ∈WO(OF ) | x mod π ∈ mF }.

Lemme 4.5.4. — Soit f : G→ Grig
a un quasi-morphisme. Il existe alors A ∈ R tel que

pour tout m ∈ N, ‖πmf − f ◦ πm‖∞ ≤ A.

Démonstration. — Il suffit d’écrire

‖πm+1f − f ◦ πm+1‖∞ ≤ sup{‖π(πmf − f ◦ πm)‖∞, ‖(πf − f ◦ π) ◦ πm‖∞}

pour en déduire par récurrence sur m que

‖πmf − f ◦ πm‖∞ ≤ ‖πf − f ◦ π‖∞.

Lemme 4.5.5. — Soit (xn)n∈Z ∈ X(G )(WO(OF )) et f ∈ QuasiHom(G,Grig
a ). Les

propriétés suivantes sont vérifiées :
1. La suite (πnf(xn))n∈Z est convergente dans B+.
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2. Si f est borné, lim
n→+∞

πnf(xn) = 0.

3. Si y est un autre élément de X(G )(WO(OF )) alors

lim
n→+∞

πnf(xn + yn) = lim
n→+∞

πnf(xn) + lim
n→+∞

πnf(yn).

Démonstration. — Soit r > 0. On reprend les notations de la démonstration du
lemme 4.5.3. Pour n,m ≥ 0,

vr(π
n+mf(xn+m)− πnf(xn)) = nr + vr(π

mf(xn+m)− f(xn))

≥ nr + wvr(xn+m)(π
mf − f ◦ πm)

≥ nr + inf
r′>0

wr′(π
mf − f ◦ πm).

Puisque f est un quasi-morphisme, d’après le lemme 4.5.4 il existe une constante A
indépendante de m telle que infr′>0 wr′(π

mf − f ◦ πm) ≥ A. On en déduit ausstôt
que la suite (πnf(xn))n≥0 est de Cauchy dans B+, d’où le point (1). Le point (2) est
immédiat et le point (3) ne pose pas de problème.

Du lemme précédent on déduit que l’on dispose d’un morphisme de E-espaces
vectoriels

X(G )(WO(OF )) −→ Hom
(
QuasiHom(G,Grig

a )/ ∼, B+
)

(xn)n∈Z 7−→
[
f 7→ lim

n→+∞
πnf(xn)

]
.

Soit
D = HomO(GFq , CWO)

le module de Dieudonné contravariant de GFp . Rappelons (cf. fin de la section 4.3.3)
qu’il y a un isomorphisme

D
[

1
π

] ∼−−→ QuasiLog(G )/ ∼ .

On a de plus vu qu’on a un isomorphisme canonique

X(G )(WO(OF ))
∼−−→ GFq (OF ).

On obtient donc un morphisme

GFq (OF ) −→ HomE(D
[

1
π

]
, B+).

Proposition 4.5.6. — Le morphisme GFq (OF ) −→ HomE(D
[

1
π

]
, B+) construit via les

quasi-logarithmes de G coïncide avec le morphisme du corollaire 4.4.4.

Démonstration. — Soit G = Spf(R) et GFq = Spf(R/πR). Si

g = [gn]n≤0 ∈ HomO(Gk, CWO) ⊂ CWO(R/πR),

on note pour tout n, ĝn ∈ R un relèvement quelconque de gn dans l’idéal
d’augmentation de R et ∑

n≤0

πn ĝ q
−n

n ∈ Γ(G, OG)
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le quasi-logarithme associé. Remarquons que la série précédente est convergente pour
la topologie de Fréchet de Γ(G, OG). Pour tout x ∈ G (WO(OF )), l’évaluation du quasi-
logarithme précédent sur x vaut donc dans B+∑

n≤0

πn ĝn(x) q
−n
.

Si x = (xn)n∈Z ∈ X(G )(WO(OF )) il lui correspond l’application qui au quasi-
logarithme précédent associe

lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
.

Commençons par vérifier que cette application D
[

1
π

]
→ B+ commute au Frobenius.

Du point de vue des classes d’équivalence de quasi-logarithmes, l’action du Frobenius
sur le module de Dieudonné est donnée par∑

n≤0

πn ĝ q
−n

n 7−→
∑
n≤0

πn ĝ q
−n+1

n .

Il s’agit donc de montrer que

lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ϕ
(
ĝn(xm)

)q−n
= lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m
(
ĝn(xm)q

)q−n
.

Or on a dans WO(OF )

ϕ
(
ĝn(xm)

)
≡ ĝn(xm)q mod π =⇒ ϕ

(
ĝn(xm)

)q−n ≡ (ĝn(xm)q
)q−n mod π−n+1

et donc ∑
n≤0

πn+m ϕ
(
ĝn(xm)

)q−n −∑
n≤0

πn+m
(
ĝn(xm)q

)q−n ∈ πmWO(OF )

qui tend vers 0 lorsque m tend vers l’infini. On a donc montré que notre morphisme
commute au Frobenius.

Puisque le morphisme de Frobenius du module de Dieudonné D est π-adiquement
topologiquement nilpotent, deux morphismes deD à valeurs dans B+ compatibles aux
Frobenius coïncident si et seulement si leur différence est à valeurs dans WOE (OF ). À
(xn)n∈Z ∈ X(G )(WO(OF )) est associé x0 := x0 mod π dans GFq (OF ). Pour montrer la
proposition il suffit donc de montrer que∑

n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
− lim
m→+∞

∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
∈WO(OF ).

On a ∑
n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
=
∑
n≤0

πn
[
gn(x0)q

−n]
.

Puisque [gn]n≤0 est un morphisme de GFq à valeurs dans CWO il commute à l’action
de πm. Écrivant πm = V mπ Fm comme endomorphisme de CWO et utilisant le fait que
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πmxm = x0 on obtient que lorsque n ≤ 0, m ≥ 0 et n+m ≤ 0 on a

ĝn(xm)q
m

≡ ĝn+m(x0) mod π
≡

[
gn+m(x0)

]
mod π.

On a donc sous les conditions précédentes

ĝn(xm)q
−n
≡
[
gn+m(x0)q

−(n+m)]
mod π−(n+m)+1.

Écrivons pour m ≥ 0∑
n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n

=
∑

m+n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n

+
∑

−m<n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
.

Le second terme est dans WO(OF ). De plus, d’après la congruence établie précédemment∑
m+n≤0

πn+m ĝn(xm)q
−n
−
∑
n≤0

V nπ
[
gn(x0)

]
∈WO(OF ).

Puisque WO(OF ) est fermé dans B+ on en déduit le résultat en passant à la limite
sur m.

Exemple 4.5.7. — Soit (T0, . . . , Td−1) un système de coordonnées formelles sur G et F
la loi de groupe formel associée. Soit f ∈ EJT0, . . . , Td−1K un logarithme. Si (yn)n∈Z ∈
X(G )(WO(OF )), πnf(yn) = f(y0). Le morphisme défini par f ,(

mdF ,+
F

)
−→ B+

est donc donné par

(x0, . . . , xd−1) 7−→ f
(

lim
n→+∞

[πn]F
([
x

(n)
0

]
, . . . ,

[
x

(n)
d−1

]))
= lim

n→+∞
πnf

([
x

(n)
0

]
, . . . ,

[
x

(n)
d−1

])
,

où [πn]F(x
(n)
0 , . . . , x

(n)
d−1) = (x0, . . . , xd−1) ∈ mdF .

Exemple 4.5.8. — Soit F̃1,h la loi de groupe formel de l’exemple 4.3.2 de réduction

F1,h modulo π. Soit f(T ) =
∑
k≥0

T q
kh

πk
son logarithme. On a [π]F1,h

= T q
h

.
L’isomorphisme associé (

mF , +
F1,h

) ∼−−→
(
B+
)ϕh=π

est donc donné par

x 7→ lim
n→+∞

f
([
xq
−n

]
)

= lim
n→+∞

∑
k≥0

[
xq

kh−n]
πk−n

=
∑
k∈Z

[
xq

kh

]

πk
.

On retrouve donc bien la formule donnée par la proposition 4.4.5 lorsque d = 1.
On peut vérifier plus généralement en utilisant les formules données par la
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proposition 4.3.1 que l’on retrouve bien la formule de la proposition 4.4.5 lorsque d
est quelconque.

4.5.3. Application des périodes. — On suppose F algébriquement clos. Soit C|E un
corps valué complet algébriquement clos muni d’une identification C[ = F (cela ne
signifie rien de plus que C = Cy pour un y ∈ |YF |, cf. 2.3). Soit G un O-module formel
π-divisible sur OC . Notons Gk sa réduction sur le corps résiduel k de OC . On suppose
fixée une section de la projection OC/pOC → k et on voit donc k comme plongé dans
OC/pOC . Remarquons que cela induit également un plongement k ⊂ OF . Nous ferons
l’hypothèse suivante : il existe une quasi-isogénie

ρ : Gk ⊗k OC/pOC −→ G ⊗OC OC/pOC

relevant l’identité de Gk après réduction via OC/pOC � k. Une telle quasi-isogénie est
alors unique. Cette hypothèse est équivalente à demander l’existence un idéal a dans
mC contenant pOC et un isomorphisme

ρa : Gk ⊗k OC/a
∼−−→ G ⊗OC OC/a

déformant l’identité de Gk. En effet, étant donnée une quasi-isogénie ρ comme
précédemment, pour un idéal a suffisemment grand dans mC contenant pOC , la
réduction modulo a de ρ est un isomorphisme. Réciproquement, utilisant la rigidité
des quasi-isogénies, un isomorphisme ρa induit une quasi-isogénie ρ. Cette hypothèse
est par exemple vérifiée s’il existe un sous-corps valué complet de valuation discrète
K de C, tel que G provienne par extension des scalaires d’un groupe p-divisible sur
OK à OC .

Considérons maintenant
X(G )(OC),

un E-espace vectoriel. Si G = G rig ' B̊d est la fibre générique de G comme espace
analytique rigide en groupes, il s’agit de la limite projective des C-points du système
projectif de boules ouvertes

· · · ×π←−−− G ×π←−−− G ×π←−−− · · · .

L’espace vectoriel X(G )(OC) ne dépend ainsi que du groupe rigide analytique G. On
a donc X(G )(OC) = X(G)(C) où

X(G)(C) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G(C), πxn+1 = xn}.

Proposition 4.5.9. — Posons pour r ∈ ]0,+∞[,

X(G )r(OC) = {(xn)n∈Z ∈ X(G )(OC) | x0 ∈ ker
(
G (OC)→ G (OC/ar)

)
},

où ar = {y ∈ OC | v(x) ≥ r}. C’est un sous-OE-module π-adiquement complet
du E-espace vectoriel X(G )(C) définissant une structure d’espace de Banach sur
X(G )(C). La topologie de Banach ainsi définie ne dépend pas du choix d’un tel r.
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Si Gr ⊂ G désigne le sous-groupe analytique rigide affinoïde tel que Gr(OC) =

ker
(
G (OC) → G (OC/ar)

)
, après choix d’un système de coordonnées formelles sur G ,

Gr s’identifie à la boule fermée de rayon q−r dans G ' B̊d. Le morphisme d’espaces
rigidesG ×π−−→ G est étale fini, c’est un revêtement galoisien de groupe G [π](OC). Notons

pour tout n ∈ Z, πnGr ⊂ G l’image réciproque de Gr par le morphisme G ×π−n−−−−→ G

si n ≤ 0 et l’image par le morphisme G ×πn−−−→ G de Gr si n ≥ 0. C’est un sous-groupe
affinoïde de G. Alors, le réseau X(G )r(OC) de X(G )(OC) = X(G)(C) s’identifie à la
limite projective des C-points du système projectif de groupes analytiques rigides
affinoïdes

· · · ×π←−−− πn+1Gr
×π←−−− πnGr

×π←−−− πn−1Gr
×π←−−− · · · ,

où les morphismes de transition sont des revêtements galoisiens de groupe G [π](OC).
Soit

log : G −→ LieG⊗Grig
a

le logarithme de G . C’est un revêtement étale au sens de de Jong ([41]) « galoisien
de groupe le groupe discret G[π∞](OC) ». En restriction au sous-groupe affinoïde
Gr, log |Gr : Gr → log(Gr) est un revêtement étale galoisien fini de groupe
Gr ∩ G[π∞](C). En particulier, si r0 = inf{r | Gr ∩ G[π] = ∅}, en restriction à la
boule ouverte

⋃
r>r0

Gr, log est un isomorphisme sur son image, d’inverse donné
par l’exponentielle du groupe formel (dont le plus grand domaine de convergence
est justement

⋃
r>r0

log(Gr)). Le logarithme définit un morphisme de E-espaces
vectoriels

log : X(G)(C) −→ LieG = Lie G
[

1
p

]
(xn)n∈Z 7−→ log(x0)

de noyau le module de Tate rationnel de G ,

Vπ(G ) = {(xn)n∈Z | xn ∈ G (OC), πxn+1 = xn, xn = 0 pour n� 0}.

On a donc une suite exacte d’espaces de Banach

0 −→ Vπ(G ) −→ X(G)(C)
log−−−→ LieG −→ 0,

où Vπ(G ) est un E-espace vectoriel de dimension finie et LieG un C-espace vectoriel
de dimension finie. Une fois de plus, cette suite exacte ne dépend que du groupe rigide
analytique G.

De la proposition 4.5.2 on déduit que pour tout idéal non nul a ⊂ mC , l’application
de réduction modulo a

X(G )(OC) −→ X(G )(OC/a)

est un isomorphisme de E-espaces vectoriels d’inverse donné par

(yn)n∈Z 7−→
(

lim
k→+∞

πkŷn+k

)
n∈Z

,

où ŷn ∈ G (OC) est un relèvement quelconque de yn.
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Choisissons a tel que πOC ⊂ a et la réduction modulo a de ρ,

ρa : Gk ⊗ OC/a −→ G ⊗ OC/a

soit un isomorphisme. Composant l’isomorphisme précédent avec ρ−1
a on obtient un

isomorphisme canonique de E-espaces vectoriels

X(G )(OC)
∼−−→ X(Gk)(OC/a).

Considérons maintenant le système projectif des (G
(q−n)
k )n≥0 avec comme morphismes

de transition le morphisme de Frobenius :

Gk
F←−− G

(p−1)
k

F←−− · · · F←−− G
(p−n)
k

F←−− · · · .

La limite projective des OC/a-points du système projectif précédent est canoniquement

Gk((OC/a)
[) = lim

←−
N

G
(p−n)
k (OC/a).

Remarquons maintenant qu’il y a un morphisme de systèmes projectif

Gk Gk
×π

oo

Vπ
��

· · ·×π
oo Gk

×π
oo

V nπ
��

· · ·×π
oo

Gk G
(q−1)
k

Foo · · ·Foo G
(q−n)
k

Foo · · · .Foo

Lemme 4.5.10. — Le morphisme de systèmes projectifs précédents induit un
isomorphisme de E-espaces vectoriels

lim
←−
N,×π

Gk(OC/a)
∼−−→ lim

←−
N,F

G
(q−n)
k (OC/a) = Gk((OC/a)

[).

Démonstration. — Cela résulte de ce que G étant formel, pour n grand on peut écrire
Fn = πu où u est une isogénie.

Puisqu’on a des identifications canoniques OF = O[C = (OC/a)
[ on a donc défini un

isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G)(C) = X(G )(OC)
∼−−→ Gk(OF ).

Rappelons (section 4.4) que l’on a défini une structure d’espace de Banach sur le
E-espace vectoriel Gk(OF ). On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.5.11. — L’isomorphisme de E-espaces vectoriels

X(G )(OC)
∼−−→ Gk(OF )

est un homéomorphisme d’espaces de Banach.
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Soit D
[

1
π

]
le module de Dieudonné contravariant rationnel de Gk. Des résultats

précédents on déduit donc que l’on a des isomorphismes d’espaces de Banach

X(G )(OC)
∼−−→ Gk(OF )

∼−−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+) '

⊕
λ∈Q∩[0,1]

λ= d
h
, (d,h)=1

(
Bϕ

h=πd
)⊕mλ ,

où mλ est la multiplicité de la pente λ dans la décomposition de Dieudonné-Manin
de (D

[
1
π

]
, F ). À l’identification O[C = OF est associée un morphisme

θ : WO(OF ) −→ OC

qui s’étend en
θ : B+ −→ C.

On peut alors interpréter géométriquement le morphisme composé

X(G )(OC)
∼−−→ Gk(OF )

∼−−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+)

θ∗−→ HomWO(k)Q(D
[

1
π

]
, C).

Plus précisément, on dispose du lemme suivant analogue du lemme 4.5.5.

Lemme 4.5.12. — Si f ∈ QuasiHom(G,Grig
a ) et (xn)n∈Z ∈ X(G)(C), la suite

(πnf(xn))n≥0 est convergente dans C. Cela définit un morphisme de E-espaces
vectoriels

X(G)(C) −→ HomC

(
QuasiHom(G,Grig

a )/ ∼, C)

(xn)n∈Z 7−→
[
f 7→ lim

n→+∞
πnf(xn)

]
.

La proposition qui suit donne l’interprétation géométrique annoncée dont la
démonstration est laissée au lecteur.

Proposition 4.5.13. — Via l’identification D
[

1
π

]
⊗ C = QuasiHom(G,Grig

a ), le
morphisme composé

X(G)(C)
∼−→ Gk(OF )

∼−→ HomWO(k)Q[F,Vπ ](D
[

1
π

]
, B+)

θ∗−→ HomWO(k)Q(D
[

1
π

]
, C)

= HomC(D
[

1
π

]
⊗ C,C)

coïncide avec le morphisme (xn)n 7→ lim
n→+∞

πnf(xn) du lemme précédent.

Des résultats précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.5.14. — Soit DC = D ⊗WO(k) C. Si l’on note FilD∗C la filtration de
Hodge du dual de DC et

FilHomWO(k)[F ](D
[

1
π

]
, B+) = θ−1(FilD∗C),

il y a un isomorphisme de suites exactes d’espaces de Banach

0 // Vπ(G )

∼
��

// X(G)(C)
log

//

∼
��

LieG //

∼
��

0

0 // FilHomWO(k)[F ](D
[

1
π

]
, B+) // HomWO(k)Q[F ](D

[
1
π

]
, B+)

θ∗ // D∗C/FilD∗C
// 0.
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Exemple 4.5.15. — Soit G̃1,h le O-module π-divisible sur OE de l’exemple 4.3.2. Si
C = Ê, F = C[, la suite exacte

0 −→ Vπ
(
G̃1,h

)
−→ X

(
G̃1,h

)
−→ Lie G̃1,h

[
1
π

]
⊗ C −→ 0

s’identifie à la suite exacte

0 −→ ker(θ|Bϕh=π
) −→

(
B+
)ϕh=π θ−−→ C −→ 0.

Les morphismes θ, θ ◦ ϕ, . . . , θ ◦ ϕh−1 : (B+
)ϕh=π → C sont donnés par les quasi-

logarithmes de G̃1,h, θ correspondant au logarithme.

4.6. Espaces vectoriels formels et spectraux

Dans cette section on va encore plus loin dans l’interprétation géométrique des
espaces de Banach des sections précédentes.

4.6.1. E-espaces vectoriels formels

4.6.1.1. Définition. — Soit R une OE-algèbre anneau I-adique pour un idéal I
contenant π. Considérons le Spf(R)-schéma formel

Âd = Spf(RJx1, . . . , xdK),

où RJx1, . . . , xdK est muni de la topologie I + (x1, . . . , xd)-adique. Comme faisceau
fppf sur Spf(R), pour un Spf(R)-schéma U ,

Âd(U) = {(x1, . . . , xd) ∈ Γ(U, OU )d | ∀i, xi est nilpotent}.

Soit
α : Âd −→ Âd

défini par α∗xi = xpi . Considérons le système projectif

Âd α←−− Âd α←−− · · · α←−− Âd α←−− · · · .

Sa limite projective Â d
R comme faisceau fppf sur Spf(R) est représentée par le schéma

formel qui est le spectre formel de l’anneau( ⋃
n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

,

où la complétion est pour la topologie I + (x1, . . . , xd)-adique. Concrètement,( ⋃
n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

=
{ ∑
α∈N[ 1

p ]d

aαx
α1
1 . . . xαdd | ∀A > 0, ∀k ∈ N, {α | |α| ≤ A, aα /∈ Ik} est fini

}
.
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En particulier, si la topologie de R est la topologie discrète il s’agit des séries
formelles à exposants fractionnaires dans N

[
1
p

]
à support localement fini dans Rd+.

Nous adopterons la notation suivante.

Définition 4.6.1. — Si R est un anneau adique nous noterons

R{{xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }} :=
( ⋃
n≥0

RJxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K
)̂

.

Définition 4.6.2. — Un E-espace vectoriel formel de dimension d sur Spf(R) est
un Spf(R)-schéma formel en E-espaces vectoriels isomorphe à Â d

R en tant que
Spf(R)-schéma formel pointé.

4.6.2. E-espace vectoriel formel associé à un O-module formel π-divisible en caractéri-
stique positive. — Soit R une OE-algèbre adique.

Définition 4.6.3. — Soit G un O-module formel π-divisible sur R. On note X(G ) le
faisceau fppf

X(G ) = lim
←−
N

G

où les applications de transition sont G
×π−−→ G .

Supposons maintenant R annulé par π. Alors, Â d
R = lim

←−
N

Âd où les applications

de transition sont données par le Frobenius relatif de Âd/Spf(R). Si de plus R est
parfait alors

R{{x1, . . . , xd}} =
(
RJx1, . . . , xdKperf

)̂
.

Proposition 4.6.4. — Supposons R parfait. Soit G un O-module formel π-divisible.

1. X(G ) est un E-espace vectoriel formel
2. Comme foncteurs

R-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels

il y a un isomorphisme canonique

X(G )
∼−−→ G ◦ (−)[,

où

(−)[ : R-algèbres adiques −→ R-algèbre topologiques
A 7−→ lim

←−
N,Frobq

A.
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Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme 4.5.10, il y a un morphisme de
systèmes projectifs

G G
×π

oo

Vπ
��

· · ·×π
oo Gk

×π
oo

V nπ
��

· · ·×π
oo

G G (q−1)Foo · · ·Foo G (q−n)Foo · · · ,Foo

qui induit un isomorphisme

lim
←−

n∈N,×π

G
∼−−→ lim

←−
n∈N,F

G (q−n).

Bien sûr, si A est une R-algèbre adique parfaite

X(G )(A)
∼−−→ G (A[) = G (A).

4.6.3. Relèvement canonique en caractéristique 0. — Toute Fq-algèbre parfaite A

possède un unique relèvement en une OE-algèbre π-adique sans π-torsion, WOE (A).
Si de plus A est I-adique alors WO(A) est adique relativement à l’idéal (π) + ([a])a∈I .
Cela définit un plongement de catégories

WO : Fq-algèbres adiques parfaites ↪→ OE-algèbres adiques sans π-torsion.

Lemme 4.6.5. — Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et WO(R) la OE-algèbre adique
associée. Le morphisme de WO(R)-algèbres⋃

n≥0

WO(R)Jxp
−n

1 , . . . , xp
−n

d K −→ WO

(
R{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)

xp
−n

i 7−→ [xp
−n

i ]

s’étend en un isomorphisme de WO(R)-algèbres adiques

WO(R){{xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }} ∼−−→WO

(
R{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)
.

Démonstration. — Le morphisme est continu et s’étend donc aux complétés. Les deux
algèbres sont π-adiques sans π-torsion de réduction modulo π des algèbres parfaites.
Il suffit donc de vérifier que le morphisme annoncé induit un isomorphisme modulo π.

De ce lemme on déduit que, si R est une Fq-algèbre adique parfaite et E =

Spf(A) est un E-espace vectoriel formel sur Spf(R), alors Spf(WO(A)) est un E-espace
vectoriel formel sur Spf(WO(R)).

Définition 4.6.6. — Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et E un E-espace vectoriel
formel sur Spf(R). On note Ẽ le E-espace vectoriel formel sur Spf(WO(R)) égal à
Spf(WO(A)) que l’on appelle le relèvement canonique de E = Spf(A).

Proposition 4.6.7. — Soit R une Fq-algèbre adique parfaite et E un E-espace vectoriel
formel sur R.
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1. Comme foncteurs

WO(R)-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels,

il y a un isomorphisme

Ẽ ' E ◦ (−⊗WO(R) R).

2. Comme foncteurs

R-algèbres adiques −→ E-espaces vectoriels

il y a un isomorphisme
E ' Ẽ ◦WO,

où
WO : R-algèbres adiques −→WO(R)-algèbres adiques.

Démonstration. — Cela résulte de la propriété d’adjonction de la proposition 2.1.7
(tout du moins une version améliorée de cette proposition pour des anneaux
topologiques).

Par exemple, si G est un O-module formel π-divisible sur R et X̃(G ) désigne le
relèvement canonique de X(G ),

X̃(G ) ' X(G ) ◦ (−⊗WO(R) R) ' G ◦ (−)[ ◦ (−⊗WO(R) R) ' G ◦ (−)[,

l’isomorphisme (−)[ ◦ (−⊗WO(R) R) ' (−)[ résultant de la proposition 2.1.7.

4.6.4. Espace vectoriel formel associé à un O-module formel π-divisible en inégales
caractéristiques

Proposition 4.6.8. — Soit R une OE-algèbre adique et G un O-module formel π-divisible
sur R. Supposons qu’il existe une Fq-algèbre adique parfaite A munie d’un morphisme
A→ R/πR ainsi qu’un O-module formel π-divisible H sur A et une quasi-isogénie

ρ : H ⊗A R/πR −→ G ⊗R R/πR.

Alors :
1. X(G ) est un E-espace vectoriel formel.
2. Soit WO(A)→ R le relèvement canonique du morphisme A→ R/πR. La quasi-

isogénie ρ induit un isomorphisme

X̃(H )⊗̂WO(A)R
∼−−→ X(G ),

où X̃(H ) désigne le relèvement canonique de X(H ).

Démonstration. — Il suffit de montrer le point (2). La proposition 4.5.2 se traduit en
disant qu’il y a un isomorphisme de foncteurs sur les R-algèbres adiques

X(G )
∼−−→ X(G ) ◦ (−⊗R R/πR).
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Maintenant, si B est une R-algèbre adique, il y a une suite d’isomorphismes fonctoriels
en B

X(G )(B)
∼−−→ X(G )(B/πB)

X(ρ)−1

−−−−−−→
∼

X(H )(B/πB)

' X̃(H )(B).

On en déduit facilement la proposition.

Corollaire 4.6.9. — Soit K|E un corps valué complet de corps résiduel kK parfait. Soit
G un O-module formel π-divisible sur OK de fibre spéciale GkK sur le corps résiduel.
Fixons une section de la projection OK/πOK → kK . Supposons que l’identité de GkK
se relève en une quasi-isogénie (nécessairement unique)

ρ : GkK ⊗kK OK/πOK −→ G ⊗OK OK/πOK .

Il y a alors un isomorphisme

X(G ) ' X̃(GkK )⊗̂WO(kK)OK .

En particulier, l’espace vectoriel formel X(G ) ne dépend que de la fibre spéciale de G .

Exemple 4.6.10. — Considérons le cas de Ĝm sur Zp. Soit le système inductif
(ZpJUiK)i∈N où Ui 7→ (1 + Ui+1)p − 1. Il y a alors un isomorphisme

Zp{{T p
−∞
}} −→

( ⋃
i≥0

ZpJUiK
)̂

T p
−n

7−→ lim
k→+∞

Up
k

n+k

où la complétion est pour la topologie (p, U0)-adique. La loi de Qp-espace vectoriel
formel associée au système de coordonnées précédent sur X(Ĝm),

∆ : Zp{{T p
−∞
}} → Zp{{Xp−∞ , Y p

−∞
}},

est alors donnée par

∆(T p
−n

) =
∑

α,β∈N[ 1
p

]∩[0,1]

α+β≥1

aα,βX
αp−nY βp

−n
,

où

aα,β = lim
n→+∞

(
pn

pn(1− α), pn(1− β), pn(α+ β − 1)

)
,

un entier p-adique qui lorsque p 6= 2 et α 6= 1 ou bien β 6= 1 est de valuation
1− inf{vp(α), vp(β), vp(α+ β)}.
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4.6.5. Espaces spectraux. — Étant donné un système projectif d’espaces rigides
analytiques (Xn)n≥0 dont les morphismes de transition sont finis et surjectifs, en
général l’espace lim

←−
n∈N

Xn n’a pas de sens dans le contexte de la géométrie analytique

rigide de Tate. Dans cette section on donne un sens à ces objets lorsque chacun des
Xn est un espace rigide réduit quasi-Stein, le point étant qu’un espace rigide réduit
quasi-Stein X est complètement déterminé par l’algèbre de Fréchet Γ(X, OX) munie
de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts admissibles quasicompacts.
On adopte pour cela le point de vue de Berkovich concernant la géométrie analytique
p-adique ([6]).

4.6.5.1. Généralités. — On fixe K|Qp un corps valué complet pour une valuation à
valeurs dans R étendant la valuation p-adique.

Définition 4.6.11. — Soit A une K-algèbre topologique.
1. On note

M (A )

l’ensemble des valuations v : A → R ∪ {+∞} continues étendant la valuation
de K.

2. Si x ∈M (A) et f ∈A on notera v(f(x)) := x(f) et |f(x)| := p−v(f(x)).
3. Si Ω ⊂M (A ) et f ∈A on note

‖f‖Ω = sup{|f(x)| | x ∈ Ω}.

4. Un sous-ensemble Ω ⊂M (A ) est dit borné s’il existe un voisinage U de 0 dans
A tel que sup{|f(x)|| f ∈ U, x ∈ Ω} < +∞.

Dire que les valuations que l’on considère sont continues est équivalent à dire que
pour tout x ∈ M (A ), l’ensemble {x} est borné. Bien sûr, si Ω ⊂ M (A ) est borné
la quantité ‖f‖Ω est finie. Cela définit alors une semi-norme sous-multiplicative

‖ · ‖Ω : A −→ R+

vérifiant de plus pour tout entier positif n, ‖fn‖Ω = ‖f‖Ω. Remarquons qu’une union
finie d’ensembles bornés est bornée et que bien sûr, Ω1 ⊂ Ω2 avec Ω2 borné implique
que Ω1 l’est également.

Définition 4.6.12. — Une K-algèbre spectrale est une K-algèbre topologique A telle
que M (A ) soit union dénombrable d’ensembles bornés, la topologie de A soit la
topologie définie par la famille de semi-normes (‖ · ‖Ω)Ω Borné et A soit séparée
complète.

Nous adopterons la définition suivante concernant la topologie de M (A ).

Définition 4.6.13. — Soit A une K-algèbre topologique. Munissons tout sous-
ensemble borné de M (A ) de la topologie faible des applications de A à valeurs dans
R ∪ {+∞}. La topologie de M (A ) est alors la topologie limite inductive obtenue en
écrivant M (A ) =

⋃
Ω borné Ω.
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Les algèbres spectrales A telles que M (A ) soit borné sont les algèbres de Banach
spectrales. Dans ce cas là, M (A ) est compact non vide ([6] 1.2.1). On notera alors
‖ · ‖∞ := ‖ · ‖M (A ).

Il résulte de la définition des algèbres spectrales que ce sont des espaces de Fréchet.
On vérifie facilement la proposition suivante.

Proposition 4.6.14. — Soit A une K-algèbre topologique.
1. Tout sous-ensemble borné de M (A ) est compact.
2. Si Ω ⊂ M (A ) est borné alors le complété (A , ‖ · ‖Ω)̂ est une algèbre de

Banach spectrale de spectre un sous-ensemble borné Ωc ⊂ M (A ) contenant Ω

(« l’enveloppe convexe holomorphe » de Ω). De plus, comme normes sur (A , ‖ ·
‖Ω)̂ , ‖ · ‖Ω = ‖ · ‖∞ et comme normes sur A , ‖ · ‖Ω = ‖ · ‖Ωc .

3. Supposons que M (A ) s’écrive comme une union dénombrable d’ensembles
bornés. L’algèbre

A sp := lim
←−

Ω borné

(A , ‖ · ‖Ω)̂
est une algèbre spectrale munie d’un morphisme continu A → A sp qui induit
un homéomorphisme M (A sp)

∼−−→ M (A ). De plus, A est spectrale si et
seulement si A → A sp est un isomorphisme. Le foncteur A 7→ A sp est un
adjoint à droite à l’inclusion de la catégorie des algèbres spectrales dans celle
des K-algèbres topologiques dont le spectre est union dénombrable d’ensembles
bornés.

4. Si (An)n∈N est un système projectif d’algèbres de Banach spectrales alors A =

lim
←−
n∈N

An est spectrale. Si de plus les morphismes de transition An+1 → An

sont d’image dense alors M (An) ⊂M (A ) est borné, M (A ) =
⋃
n≥0 M (An)

et (A , ‖ · ‖M (An))
̂ ∼−−→An.

Rappelons que si (Vn)n∈N est un système projectif d’espaces de Banach à
applications de transition d’image dense et V = lim

←−
n∈N

Vn est l’espace de Fréchet

associé alors les projections lim
←−
n

Vn
pri−−−→ Vi sont d’image dense et pour tout espace

de Banach W ,
lim
−→
n∈N

Hom(Vn,W )
∼−−→ Hom(V,W ).

De cela on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.6.15. — La catégorie des K-algèbres spectrales est équivalente à la pro-
catégorie des systèmes projectifs de K-algèbres de Banach spectrales (An)n∈N dont
les morphismes de transition sont d’image dense où par pro-catégorie on entend la
relation

Hom
(
lim
←−
n∈N

An, lim
←−
m∈N

Bm) = lim
−→
n∈N

lim
←−
m∈N

Hom(An,Bm)
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pour (An)n et (Bm)m deux systèmes projectifs du type précédent.

Nous adopterons la définition suivante.

Définition 4.6.16. — La catégorie des K-espaces spectraux est la catégorie opposée à
celle des K-algèbres spectrales. On note M (A ) l’espace spectral associé à A . Si X
est un K-espace spectral on note |X| l’espace topologique associé

Tout système inductif (Xn)n≥0 = M (An) d’espaces spectraux bornés possède une
limite inductive M ( lim

←−
n

An) dans la catégorie des espaces spectraux. De plus, si l’on

se restreint aux systèmes inductifs du type précédent en supposant de plus que les
images des morphismes An+1 → An sont denses, cela définit une équivalence entre
la ind-catégorie de tels systèmes inductifs et la catégorie des espaces spectraux.

Tout espace spectral X définit un foncteur

K-algèbres de Banach spectrales −→ Ensembles
A 7−→ X(A )

qui caractérise complètement l’espace spectral X. Si X = lim
−→
n

Xn avec Xn =

Sp(An) → Sp(An+1) = Xn+1 et An+1 → An d’image dense alors le foncteur
précédent est une limite inductive

X(−) = lim
−→
n

Xn(−).

SoitX un espace spectral. Tout x ∈ X définit un corps valué complet K (x). SiX =

M (A ) et x correspond à la valuation v : A → R ∪ {+∞} soit px = v−1({+∞}) ∈
Spec(A ) son support. Alors, K (x) est le complété du corps des fractions de A/px
relativement à v. Si L|K est une extension valuée complète, M (L) est réduit à un
seul point et il y a une application

Hom(M (L), X) = X(L) −→ |X|.

Chaque x ∈ |X|, est l’image d’un élément canonique dans X(K (x)) qui s’envoie sur
x via l’application précédente. En particulier,

X(K) ⊂ |X|

est un sous-espace topologique totalement discontinu égal à

{x ∈ |X| | K (x) = K}.

Enfin, d’après ([6] 1.3.4) |X| est réduit à un seul point si et seulement si il est de la
forme M (L) avec L|K valuée complète.

La catégorie des espaces spectraux possède des produits fibrés. Plus précisément,
si X = M (A ) et Y = M (B) sont des espaces spectraux bornés alors,

X × Y = M
(
(A ⊗̂KB)sp

)
,
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où (A ⊗̂KB)sp est le complété spectral de A ⊗̂KB qui est également le complété
spectral de la K-algèbre normée A ⊗K B. Si X = lim

−→
n

Xn, Y = lim
−→
n

Yn avec, pour

tout n, Xn et Yn borné alors

X × Y = lim
−→
n

Xn × Yn.

Remarquons enfin que si L|K est une extension valuée complète on dispose d’un
foncteur extension des scalaires des K-espaces spectraux vers les L-espaces spectraux

X 7−→ X⊗̂KL

défini par M (A )⊗̂KL = M
(
(A ⊗K L)sp

)
.

4.6.5.2. Espaces spectraux associés aux espaces rigides quasi-Stein. — Soit X =

sp(A ) un K-espace rigide affinoïde réduit. Alors, A est une K-algèbre de Banach
spectrale ([8] 6.2.4) et définit donc un espace spectral que nous noterons Xan. Cela
définit un foncteur pleinement fidèle

K-espaces rigides affinoïdes réduits ↪→ K-espaces spectraux bornés.

L’espace topologique associé à l’espace spectral est l’espace sous-jacent de l’espace
analytique de Berkovich.

Soit plus généralement X un K-espace rigide quasi-Stein réduit. Rappelons que
cela signifie que X possède un recouvrement affinoïde admissible X =

⋃
n≥0 Un avec

Un ⊂ Un+1 un domaine de Weierstrass (c’est à dire Γ(Un+1, OX)→ Γ(Un, OX) d’image
dense). Munissons Γ(X, OX) de la topologie de la convergence uniforme sur les ouverts
admissibles quasicompacts de X. Alors, Γ(X, OX) est une K-algèbre spectrale. Nous
noterons Xan = M (Γ(X, OX)) l’espace spectral associé. L’espace topologique |Xan|
est celui de l’espace analytique de Berkovich associé à X. Cela définit un foncteur
pleinement fidèle

K-espaces rigides de Stein réduits ↪→ K-espaces spectraux.

Les sous-ensembles bornés de |Xan| sont ceux contenus dans un domaine affinoïde. De
plus, si X =

⋃
n≥0 Un est un recouvrement affinoïde admissible de X avec Un ⊂ Un+1

un domaine de Weierstrass,
Xan = lim

−→
n

Uan
n

dans la catégorie des espaces spectraux.

Exemple 4.6.17. — L’espace spectral associé à la boule ouverte de dimension d, B̊d
est le spectre de l’algèbre de Fréchet{ ∑

α∈Nd
aαx

α1
1 . . . xαdd | ∀ρ < 1, lim

|α|→+∞
|aα|ρ|α| = 0}

munie de la famille de normes de Gauss (‖ · ‖ρ)ρ<1 associée aux limites précédentes.
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4.6.5.3. Espaces spectraux étales. — Soit X un espace topologique compact
totalement discontinu. Considérons l’algèbre de Banach des fonctions continues
sur X à valeurs dans K, C 0(X,K) munie de la norme sup. Il s’agit d’une K-algèbre
de Banach spectrale. De plus l’application naturelle

X −→M (C 0(X,K))

est un homéomorphisme. De tout cela on déduit que l’on a un foncteur pleinement
fidèle

Espaces topologiques compacts tot. discontinus ↪→ Espaces spectraux bornés

On notera
X 7→ Xét = sp(C 0(X,K))

ce foncteur.
Plus généralement, soit K une clôture algébrique de K et C = K̂. Notons GK =

Gal(K|K). Soit X un espace topologique compact totalement discontinu muni d’une
action continue de GK . Dans la suite le symbole C∞ désigne les fonctions localement
constantes. Faisons agir GK sur les fonctions de X à valeurs dans K via la formule
(σ.f)(x) = σ(f(σ−1(x))). Considérons la K-algèbre

A = C∞(X,K)GK

munie de la norme de la convergence uniforme. Il y a un homéomorphisme

X/GK
∼−−→M (A ) = M (A sp).

On note alors
Xét := M (A sp).

Comme précédemment, la correspondance X 7→ Xét est fonctorielle.
Plus généralement, soit X un espace topologique localement compact totalement

discontinu union dénombrable de compacts et C 0(X,K) la K-algèbre des fonctions
continues sur X à valeurs dans K. Munie de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts de X c’est une algèbre spectrale. De plus

X
∼−−→ sp(C 0(X,K)),

les sous-ensembles bornés étant les sous-ensembles relativement compacts de X.
Notons

Xét = sp(C 0(X,K))

comme espace spectral. Alors,

Xét = lim
−→

Ω

Ωét,

où Ω parcourt les sous-ensembles compacts de X. Comme précédemment, ce foncteur
s’étend en un foncteur X 7→ Xét de la catégorie des espaces topologiques localement
compacts totalement discontinus union dénombrables de compacts munis d’une action
continue de GK vers les K-espaces spectraux.
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4.6.5.4. Limite projective de tours d’espaces rigides quasi-Stein. — Afin de construire
de nouveaux espaces spectraux à partir des espaces rigides nous avons besoin de la
construction suivante. Supposons donné un système projectif (Xn)n≥0 de K-espaces
rigides réduits affinoïdes dont les morphismes de transition Xn+1 → Xn sont finis
et surjectifs. Notons Xn = sp(An). L’hypothèse sur les morphismes de transition
implique que les morphismes induits d’algèbres de Banach

(An, ‖ · ‖∞) −→ (An+1, ‖ · ‖∞)

sont des isométries. Munissons l’algèbre limite inductive

A∞ = lim
−→
n

An

de la norme associée ‖ · ‖∞ telle que pour tout n le plongement

An ↪→A∞

soit une isométrie. Notons
Â∞

le complété de A∞ relativement à cette norme. On vérifie alors aisément que :

—
(
Â∞, ‖ · ‖∞

)
est une K-algèbre de Banach spectrale.

— L’application naturelle d’espaces topologiques M (A∞)→ lim
←−
n

M (An) est un

homéomorphisme.
— Si X = M

(
Â∞

)
comme espace spectral borné alors les morphismes naturels

X → Xan
n , n ∈ N, identifient X à une limite projective du système (Xan

n )n≥0

dans la catégorie des espaces spectraux.
Plaçons nous maintenant dans un cadre plus général. Faisons les mêmes hypothèses

que précédemment concernant le système projectif (Xn)n≥0 mis à part le fait que l’on
suppose seulement que les (Xn)n sont des K-espaces rigides réduits quasi-Stein qui
ne sont pas nécessairement affinoïdes. Écrivons X0 sous la forme

X0 =
⋃
i≥0

Ui,

un recouvrement affinoïde admissible avec Ui ⊂ Ui+1 un domaine de Weierstrass. Si
pn : Xn → X0, notons

Ui,n = p−1
n (Ui).

Pour tout i, le système projectif (Ui,n)n≥0 satisfait les hypothèses précédentes et on
peut donc considérer l’espace spectral borné

lim
←−
n≥0

Ui,n.

Lorsque i varie ces espaces spectraux forment un système inductif. De plus si on note
sp(Bi) cet espace spectral alors les morphisme Bi+1 → Bi sont d’image dense. On
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vérifie alors que
lim
−→
i≥0

lim
←−
n≥0

Ui,n = sp
(
lim
←−
i≥0

Bi

)
est une limite inductive du système projectif (Xn)n≥0 dans la catégorie des espaces
spectraux. Cette limite projective s’écrit également de la façon suivante. Soit pour
tout n, Xn = sp(An). La norme sup sur l’ensemble Ui,n définit une semi-norme
‖ · ‖i,n sur An. Les inclusions (An, ‖ · ‖i,n) ↪→ (An, ‖ · ‖i,n+1) étant des isométries cela
définit une semi-norme ‖ · ‖i sur

A∞ =
⋃
n

An.

Alors, lim
←−
n

Xn est le spectre de l’algèbre spectrale complétée de A∞ relativement à

la famille de semi-normes (‖ · ‖i)i≥0.

Exemple 4.6.18. — Soit K une clôture algébrique de K. Supposons donné un système
projectif (Xn)n≥0 de K-espaces rigides étales ayant un nombre dénombrable de
composantes connexes à morphismes de transition finis surjectifs. Chaque Xn étant
un espace rigide de Stein cela définit un système projectif d’espaces spectraux (Xét

n )n.
Soit X = lim

←−
n

Xn(K) muni de son action continue de GK . Alors,

lim
←−
n

Xan
n =

(
lim
←−
n

Xn(K)
)ét
.

Exemple 4.6.19. — Soit G un groupe p-divisible sur Spec(OK) de fibre générique Gη =

(G [pn] ⊗K)n≥1 sur Spec(K). Pour tout n, Gη[pn] est un K-schéma étale fini et Γ =

lim
−→
n

Gη[pn]rig définit donc un K-espace rigide étale en groupes. Alors,

lim
←−
N

Γan ' Vp(G )ét

où les morphismes de transition dans la limite projective sont Γan ×p−−→ Γan.

4.6.5.5. Fibre générique de certains schémas formels. — Il y a un foncteur fibre
générique

X 7−→ Xrig

de la catégorie des Spf(OK)-schémas formels affines formellement de type fini, c’est à
dire dont l’algèbre est de la forme

OKJx1, . . . , xnK〈y1, . . . ym〉/Idéal

avec pour idéal de définition (p, x1, . . . , xn), vers les K-espaces rigides quasi-Stein. Si
X = Spf(A), I est un idéal de définition de A alors l’algèbre de Fréchet Γ(Xrig, OXrig)
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admet la description suivante :

Γ(Xrig, OXrig) = lim
←−
k≥0

((
A
[
x
π

]
x∈Ik

)̂ [ 1

π

])
comme limite projective d’algèbres de Banach, où la complétion dans la formule
précédente est la complétion π-adique.

Définition 4.6.20. — Soit X un Spf(OC)-schéma formel affine, X = Spf(A) avec A
adique et I un idéal de définition de A. Pour tout k ≥ 0 considérons la OK-algèbre

Ak = A
[
x
π

]
x∈Ik

et Âk son complété π-adique. Soit Âk
[

1
π

]
l’algèbre de Banach associée et

B = lim
←−
k≥0

Âk
[

1
π

]
,

une K-algèbre de Fréchet. Soit Bsp son complété spectral. On note alors

Xan := sp(Bsp)

comme K-espace spectral.

Ainsi si X est un Spf(OK)-schéma formel affine formellement de type fini réduit, via
le plongement X 7→ Xan des K-espace rigides réduits quasi-Stein dans les C-espaces
spectraux on retrouve la définition classique de Xan, c’est à dire avec les notations
précédentes (Xrig)an = Xan.

Comme foncteur

Xan : K-Algèbres de Banach spectrales −→ Ensembles
A 7−→ X(A 0)

où A 0 = {a ∈A | ‖a‖∞ ≤ 1}. Cela caractérise complètement l’espace spectral Xan.

Proposition 4.6.21. — Soit (Xn)n≥0 un système projectif de Spf(OK)-schémas formels
affines formellement de type fini dont les morphismes de transition sont adiques finis
libres et surjectifs. Il y a alors un isomorphisme canonique(

lim
←−
n≥0

Xn
)an ∼−−→ lim

←−
n≥0

Xan
n ,

où, si Xn = Spf(An), I est un idéal de définition de A0, lim
←−
n≥0

Xn est le spectre formel

du complété I-adique de
⋃
n≥0An.

Démonstration. — Les projections lim
←−
n≥0

Xn → Xk lorsque k varie induisent des

morphismes compatibles ( lim
←−
n≥0

Xn)an → Xan
k lorsque k varie et donc un morphisme
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naturel comme dans l’énoncé. Si A est une K-algèbre de Banach spectrale on a(
lim
←−
n≥0

Xn
)an

(A ) = ( lim
←−
n≥0

Xn)(A 0)

= lim
←−
n≥0

Xn(A 0)

= lim
←−
n≥0

Xan
n (A ).

Le morphisme précédent est donc un isomorphisme.

Définition 4.6.22. — On note K〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉 la K-algèbre{ ∑
α∈N[ 1

p ]d

aαx
α1
1 . . . xαdd | aα ∈ K, ∀ρ < 1 lim

|α|→+∞
|aα|ρ|α| = 0

}
.

Pour une série f =
∑
α aαx

α1
1 . . . xαdd dans cette algèbre et ρ < 1 on pose

‖f‖ρ = sup
{
|aα|ρ|α| | α ∈ N

[
1
p

]d}
.

On vérifie alors aisément la proposition qui suit.

Proposition 4.6.23. — 1. La K-algèbre K〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉 munie de la famille
de normes (‖ · ‖ρ)0<ρ<1 est spectrale.

2. On a

Spf
(
OK{{xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d }}
)an

= M
(
K〈〈xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉
)
.

3. On a
M
(
K〈〈xp

−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉
)

= lim
←−
n≥0

B̊d,

où B̊d est la boule ouverte de dimension d spectrale et les morphismes de
transition sont donnés sur les coordonnées de cette boule par (x1, . . . , xd) 7→
(xp1, . . . , x

p
d). Via cette identification, pour 0 < ρ < 1, la norme ‖ · ‖ρ est la

norme sup sur le compact

lim
←−
n≥0

|Bd(0, ρp
−n

)| ⊂ | lim
←−
n≥0

B̊d|,

où Bd(0, ρp−n) désigne la boule spectrale fermée de dimension d et de rayon ρp
−n

.

4.6.5.6. Lien avec les algèbres de Fréchet B+. — L’anneau B+ défini précédemment
(1.10) admet la généralisation suivante.

Définition 4.6.24. — Soit R une Fq-algèbre adique parfaite. Si J est un idéal ouvert
de R notons

B+
J :=

(
WOE (R)

[ [x]
π

]
x∈J

)̂ [
1
π

]
,
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une E-algèbre de Banach où la complétion est pour la topologique π-adique. Si I est
un idéal de définition de R on pose alors

B+
R := lim

←−
k≥1

B+
Ik

comme E-algèbre de Fréchet.

Bien sûr la définition de B+ précédente ne dépend pas du choix de l’idéal de
définition I choisi. On vérifie que le Frobenius des vecteurs de Witt s’étend en un
Frobenius bijectif ϕ sur B+. L’anneau noté B+ précédemment n’est rien d’autre
que B+

OF
.

On vérifie aussitôt la proposition suivante en utilisant le lemme 4.6.5.

Proposition 4.6.25. — Il y a un isomorphisme canonique d’algèbres de Fréchet

B+

k{{xp
−∞

1 ,...,xp
−∞
d }}

'WOE (k)Q〈〈xp
−∞

1 , . . . , xp
−∞

d 〉〉.

4.6.6. Espaces de Banach spectraux associés aux espaces vectoriels formels. — Soient
K|E une extension valuée complète et G un O-module formel π-divisible sur OK .
Notons kK le corps résiduel de OK et GkK la réduction de G sur ce corps résiduel.
On suppose que kK est parfait et on fixe une section kK → OK/πOK de la projection
OK/πOK � kK . Comme précédemment on fait l’hypothèse que l’identité de GkK se
relève en une quasi-isogénie

ρ : GkK ⊗ OK/πOK −→ G ⊗ OK/πOK .

Notons
G = (G rig)an = G an

le groupe spectral associé à la fibre générique G rig de G .

Définition 4.6.26. — On note
X(G) = lim

←−
N

G

dans la catégorie des K-espaces spectraux où les applications de transition dans la
limite projective sont G ×π−−−→ G.

Bien sûr X(G) est un groupe dans la catégorie des espaces spectraux et même un
E-espace vectoriel dans cette même catégorie. Le plongement X(G)(K) ⊂ |X(G)|
et la topologie de |X(G)| munissent X(G)(K) d’une structure d’espace topologique
dont on vérifie qu’il s’agit d’une structure de E-espace de Banach. Plus précisément,
si U ⊂ G rig est un sous-groupe affinoïde du groupe rigide G rig alors

lim
←−
n∈N

(p−nU)an ⊂ X(G)

est un sous-OE-module spectral borné compact du E-espace vectoriel spectral X(G)

dont les K-points forment un réseaux définissant la topologie de Banach de X(G)(K).
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Proposition 4.6.27. — Soit X̃(GkK ) le relèvement canonique sur WO(kK) de l’espace
vectoriel formel X(GkK ). Il y a un isomorphisme canonique d’espaces vectoriels
spectraux

X̃(GkK )an⊗̂K ' X(G).

En particulier, X(G) ne dépend que de la fibre spéciale GkK de G .

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 4.6.21 et du corol. 4.6.9.

On vérifie également que cet isomorphisme induit un homéomorphisme d’espaces
de Banach

X(GkK )(O[K) ' X(G)(K).

4.6.7. Interprétation géométrique de l’application des périodes

4.6.7.1. Morphismes de Banach spectraux associés aux quasi-logarithmes. — Soient
K|E une extension valuée complète et G un O-module formel π-divisible sur OK . Notons
G = G an comme O-module spectral. Soit f : G rig → Grig

a un quasi-morphisme (def.
4.3.5). Soit U ⊂ G rig un sous-OE-module affinoïde et Uan le groupe spectral compact
associé. Notons

X(U) = lim
←−
N

(p−nU)an =: M (AU ).

Pour tout enier n la fonction rigide

p−nU
fp−nU−−−−−→ Grig

a

définit par composition avec la projection

X(U) −→ (p−nU)an

une fonction fU,n ∈AU .

Lemme 4.6.28. — La suite (pnfU,n)n∈N est convergente dans l’algèbre de Banach
spectrale AU . Si f est un quasi-morphisme borné cette suite tend vers 0.

Démonstration. — La démonstration est identique à celle du lemme 4.5.5.

Notons
gU = lim

n→+∞
fU,n ∈AU .

Faisant varier U on obtient un élément

g ∈ lim
←−
U

AU .

Or,
X(G) = lim

−→
U

X(U) = M ( lim
←−
U

AU )

et donc g définit un morphisme

X(G) −→ Gan
a
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dont on vérifie aisément qu’il s’agit d’un morphisme de E-espaces vectoriels spectraux.
On a donc défini un morphisme de K-espaces vectoriels

QuasiHom(G rig,Grig
a )/ ∼−→ HomE-e.v. spectraux(X(G),Gan

a ).

Exemple 4.6.29. — Reprenons l’exemple 4.6.10, c’est à dire le cas du groupe
multipicatif formel. L’isomorphisme Spf(Zp{{T p

−∞}}) ∼−−→ X(Ĝm), c’est à dire la loi
de Qp-espace vectoriel formel de l’exemple 4.6.10, induit un isomorphisme d’espaces
spectraux sp(Qp〈〈T p

−∞〉〉) ∼−−→ X(Ĝrig
m ), ou encore une loi de groupe spectral en une

variable. On vérifie que dans ces coordonnées, le logarithme

log : X(Ĝan
m ) −→ Grig

a

est donné par la série ∑
α∈N[ 1

p
]

α>0

ε(α)
Tα

α
∈ Qp〈〈T p

−∞
〉〉,

où ε(α) ∈ {±1} est égal à 1 si p = 2 et (−1)α mod 2 sinon.

4.6.7.2. Interprétation géométrique de l’application des périodes et géométrisation des
espaces de Banach-Colmez. — Soit G un O-module formel π-divisible sur OK comme
précédemment. Il y a une suite exacte pour la topologie étale de O-modules rigides
analytiques

0 −→ G rig[π∞] −→ G rig
logG−−−−→ Lie G ⊗Grig

a −→ 0.

Elle induit une suite de O-modules spectraux

0 −→ G rig[π∞]an −→ G an
logG−−−−→ Lie G ⊗Gan

a −→ 0.

Appliquant le foncteur lim
←−
N

(−) à cette suite, où les morphismes de transition sont

donnés par (−)
×π−−→ (−), on obtient une suite de E-espaces vectoriels spectraux

0 −→ Vπ(G )ét −→ X̃(GkK )an⊗̂K −→ Lie G ⊗Gan
a −→ 0.

Cette suite est exacte au sens suivant. Dans la catégorie des groupes spectraux, Vπ(G )ét

est le noyau du morphisme de droite. De plus, si C|K est une extension valuée complète
algébriquement close alors le morphisme induit

X̃(GkK )an(C) −→ Lie G ⊗ C

est surjectif. On vérifie en fait que si K = C est algébriquement clos et A une
C-algèbre de Banach sympathique au sens de [12] alors la suite associée d’espaces de
Banach

0 −→ Vπ(G ) −→
(
X̃(Gk)an⊗̂C

)
(A ) −→ LieG⊗A −→ 0

est exacte. La suite précédente est donc une suite exacte d’espaces de Banach de
dimension finie au sens de Colmez ([12]). Le point supplémentaire que l’on a gagné
par rapport à [12] est que les espaces de Banach-Colmez précédents ne sont pas
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seulement définis comme foncteurs abstraits sur des C-algèbres sympathiques mais
possèdent un faisceau structural. Ainsi, si X(Gk) = Spf(R) alors

X̃(Gk)an⊗̂C = M (B+
R⊗̂C).
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CHAPITRE 5

COURBES

Introduction

Dans ce chapitre on développe la notion de courbe en un sens généralisé dont nous
aurons besoin dans la suite. On y explique également dans ce cadre là le formalisme
des filtrations de Harder-Narasimhan que nous utiliserons dans le théorème de
classification des fibrés. On a essayé de mettre systématiquement en avant la
différence entre la courbe que l’on va étudier dans la suite et la droite projective.
Donnons quelques exemples si X est la courbe que nous définirons et étudierons dans
les chapitres qui suivent :

— Si∞ ∈ |X| est un point fermé alors l’anneau Γ(X\{∞}, OX) muni de la fonction
degré −ord∞ est principal « presque-euclidien » non-euclidien contrairement au
cas de A1 = P1 \ {∞}.

— Il y a un fibré en droite tautologique OX(1) surX. Il est tel queH1(X, OX(d)) = 0

lorsque d ≥ 0 comme P1 tandis que H1(X, OX(−1)) 6= 0 contrairement à P1.
— Il y a des fibrés semi-stables de pente non-entière sur X contrairement à P1.

De nombreux rappels faits sur les filtrations de Harder-Narasimhan et les courbes
dans divers contextes sembleront évidents aux spécialistes de géométrie algébrique,
nous les avons inclus pour les arithméticiens (et réciproquement de nombreux
rappels des chapitres précédents concernant les divers anneaux en théorie de Hodge
p-adique ont dû sembler évidents aux arithméticiens). Le résultat original principal
du chapitre est le théorème 5.6.29 qui va nous permettre dans la suite de ramener le
théorème de classification des fibrés à des résultats connus concernant les périodes de
groupes p-divisibles. Ce dévissage du théorème de classification repose lui-même sur
le dévissage intermédiaire qui est le théorème 5.6.26 fortement inspiré des travaux de
Kedlaya ([46] par exemple) et Hartl-Pink ([36]).

5.1. Généralités

Nous adopterons la définition suivante dans ce texte.
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Définition 5.1.1. — Une courbe est un couple formé de la donnée d’un schéma
noethérien régulier X connexe de dimension 1, séparé sur Spec(Z), et pour tout point
fermé x ∈ X d’un entier deg(x) ≥ 1.

Les courbes sont donc les schémas connexes séparés sur Spec(Z) obtenus par
recollement d’un nombre fini de spectres d’anneaux de Dedekind munis d’une fonction
degré sur leurs idéaux maximaux. Si X est une courbe nous noterons |X| l’ensemble
de ses points fermés, η son point générique et E(X) = OX,η son « corps des fonctions
rationnelles ». On vérifie que si X est une courbe alors les ouverts non-vides de X
sont exactement les complémentaires des ensembles finis de points fermés de X. Tout
x ∈ |X| définit une valuation

ordx : E(X) −→ Z ∪ {+∞}

normalisée de telle manière que la fonction ordx soit surjective. Si U est un ouvert
non vide de X,

Γ(U, OX) = {f ∈ E(X) | ∀x ∈ |U |, ordx(f) ≥ 0}.

Définition 5.1.2. — Si X est une courbe on note Div(X) le groupe abélien libre sur
|X|. Pour D =

∑
x∈|X|mx[x] ∈ Div(X) on note

deg(D) =
∑
x∈|X|

mx deg(x).

Comme d’habitude, Div(X), le groupe des diviseurs de Weil, s’identifie au groupe
des diviseurs de Cartier, c’est à dire les classes d’isomorphismes de couples (L , s)

où L est un fibré en droites sur X et s ∈ Lη \ {0} une section rationnelle de L
génériquement non nulle. La loi de groupe sur les diviseurs de Cartier est donnée par
(L , s).(L ′, s′) = (L ⊗L ′, s ⊗ s′). Le diviseur de Weil associé au couple (L , s) est
div(L , s) =

∑
xmx[x] où mx est l’ordre d’annulation ou l’opposé de l’ordre du pôle

de la section s en x. Si D ∈ Div(X) on note OX(D) le fibré en droites tel que, pour
tout ouvert U ,

Γ(U, OX(D)) = {f ∈ E(X)× | div(f |U ) +DU ≥ 0} ∪ {0},

où, si D =
∑
xmx[x], DU =

∑
x∈U mx[x] ∈ Div(U). Il est muni de la section

rationnelle donnée par 1 ∈ E(X) et définit donc un diviseur de Cartier. L’application
D 7→ (OX(D), 1) définit un inverse à l’application (L , s) 7→ div(L , s).

Si f ∈ E(X)× on pose

div(f) = div(OX .f, 1) =
∑
x∈|X|

ordx(f)[x] ∈ Div(X).

Cela définit un morphisme de groupes

div : E(X)× −→ Div(X).
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On dispose alors de la suite exacte usuelle

0 −→ Γ(X, OX)× −→ E(X)×
div−−−→ Div(X) 7−→ Pic(X) −→ 0

D 7−→ [OX(D)].

Définition 5.1.3. — Une courbe complète est une courbe X telle que

∀f ∈ E(X)×, deg(div(f)) = 0.

Exemple 5.1.4. — Si k est un corps et X est une courbe projective lisse connexe sur k
au sens usuel, posant ∀x ∈ |X|, deg(x) = [k(x) : k], cela définit une courbe complète
au sens précédent.

Si X est une courbe complète la fonction degré d’un diviseur définit une fonction
degré, deg : Pic(X)→ Z.

Lemme 5.1.5. — Si X est une courbe complète, Γ(X, OX) est un sous-corps de E(X)

algébriquement fermé dans E(X).

Démonstration. — Pour f ∈ E(X)×, puisque deg(div(f)) = 0,

f ∈ Γ(X, OX)⇔ div(f) ≥ 0⇔ div(f) = 0.

On en déduit que Γ(X,OX) est un corps E. Pour tout x ∈ |X|, puisque la valuation
ordx est triviale sur E elle est triviale sur E

E(X)
. Il en résulte que E = E

E(X)
.

Définition 5.1.6. — Si X est une courbe complète on appelle corps de définition de
X le corps Γ(X, OX).

Exemple 5.1.7. — Reprenons l’exemple 5.1.4. Le corps de définition de X au sens
précédent est la clôture algébrique de k dans k(X).

5.2. Construction de courbes

5.2.1. Anneaux presque euclidiens. — Rappelons qu’un stathme euclidien sur un
anneau B est une fonction deg : B → N ∪ {−∞} vérifiant :

1. deg(a) = −∞ si et seulement si a = 0,
2. si a ∈ B \ {0}, b ∈ B \ {0} alors deg(a) ≤ deg(ab).
Rappelons également qu’un anneau euclidien est un anneau intègre B muni d’un

stathme euclidien vérifiant : ∀x, y ∈ B avec y 6= 0, il existe a, b ∈ B tels que

x = ay + b et deg(b) < deg(y).

Remarquons que dans un anneau euclidien les éléments de degré 0 sont inversibles.

Définition 5.2.1. — Un anneau presque euclidien est un anneau intègre B muni d’un
stathme euclidien deg vérifiant :

1. tout élément de degré 0 dans B est inversible,
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2. ∀x, y ∈ B avec deg(y) ≥ 1, il existe a, b ∈ B tels que x = ay + b et deg(b) ≤
deg(y).

Bien sûr, tout anneau euclidien est presque euclidien. Notons la proposition
suivante que nous n’utiliserons pas dans la suite.

Proposition 5.2.2. — Soit (B, deg) un anneau presque euclidien dont le stathme est
multiplicatif, deg(ab) = deg(a) + deg(b). L’anneau B est principal si et seulement si
pour tout x, y ∈ B \ {0} de mêmes degrés, il existe a, b ∈ B vérifiant
• soit −∞ 6= deg(ax+ by) < deg(x),
• ou bien ax+ by = 0 et b ∈ B×.

Démonstration. — Supposons B principal. Soient x, y ∈ B non nuls de mêmes degrés.
Si (x) = (y) il existe b ∈ B× tel que x = by est le résultat est clair. Sinon, écrivons
x = δx′ et y = δy′ avec x′ et y′ premiers entre eux. Si l’on avait deg(δ) = deg(x),
cela impliquerait que deg(x′) = deg(y′) = 0 et donc x′, y′ ∈ B×. Cela est impossible
puisque l’on suppose (x) 6= (y). On a donc deg(δ) < deg(x). Si a, b ∈ B sont tels que
ax′ + by′ = 1 on obtient alors ax+ by = δ.

Montrons la réciproque. Soit I un idéal non nul de B. Soit x ∈ I de degré minimal
parmi les éléments de I \{0}. Montrons que I = (x). Si y ∈ I \{0}, écrivant y = ax+b

avec deg(b) ≤ deg(x), quitte à remplacer y par b si b est non nul on est ramené au
cas où deg(y) = deg(x). Par minimalité de deg(x), il n’existe pas a, b ∈ B tels que
ax + by 6= 0 et deg(ax + by) < deg(x). Il existe donc a ∈ B et b ∈ B× tels que
ax+ by = 0 et donc y ∈ (x).

Exemple 5.2.3. — Avec les notations des chapitres précédents, supposons F

algébriquement clos. Soit t ∈ Bϕ=π
F,E et y ∈ |YF | tel que t(y) = 0. Nous montrerons

dans le chapitre 6 que l’anneau
(
BF,E [ 1

t ]
)ϕ=Id ⊂ BdR,y muni du stathme −ordy est

presque euclidien principal.

5.2.2. Construction de courbes affines. — Soit B un anneau intègre de corps des
fractions K. On vérifie le lemme suivant.

Lemme 5.2.4. — Les données suivantes sont équivalentes :
— Un sous-anneau de valuation discrète A ⊂ K tel que A ∩B soit un corps.
— Une valuation ord∞ : K → Z ∪ {+∞} vérifiant ord∞(K×) = Z, ord∞(b) ≤ 0,
∀b ∈ B \ {0}, et ord∞(b) = 0 implique b ∈ B×.

Soit donc une donnée telle que dans le lemme précédent. Notons E le corps B ∩A.
Remarquons que B× = E×. Posons

deg = −ord∞|B : B −→ N ∪ {−∞}

qui est un stathme euclidien. Notons (FiliB)i∈Z la filtration croissante

FiliB = {b ∈ B | deg(b) ≤ i}.
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Ainsi, Fil0B = E et FiliB = 0 lorsque i < 0. Faisons l’hypothèse suivante : pour
i ≥ 1, l’application

FiliB/Fili−1B −→ m−iA /m−i+1
A

est surjective où mA désigne l’idéal maximal de A.

Proposition 5.2.5. — Sous l’hypothèses précédente (B, deg) est presque euclidien.

Démonstration. — Il suffit de montrer qu’étant donnés x, y ∈ B avec deg(x) ≥
deg(y) ≥ 1, il existe a, b ∈ B tels que x = ay+ b et deg(b) ≤ deg(y). On procède pour
cela par récurrence sur deg(x)−deg(y), le cas où deg(x) = deg(y) étant évident. Soient
i = deg(x) et j = deg(y). Notons x̄ ∈ m−iA /m−i+1

A et ȳ ∈ m−jA /m−j+1
A . Puisque (A,mA)

est un anneau de valuation discrète, il existe c ∈ m−(i−j)
A /m

−(i−j+1)
A tel que x̄ = cȳ.

D’après l’hypothèse faite, il existe α ∈ Fili−jB tel que ā = c. Posons β = x− αy. On
a donc deg(β) < deg(x). Si deg(β) ≤ deg(y) on a terminé. Sinon, il suffit d’appliquer
l’hypothèse de récurrence au couple (β, y) pour conclure.

Supposons maintenant B principal et notons X = Spec(B). Posons, pour x ∈ X
un point fermé, deg(x) = deg(f) si f ∈ B est un élément irréductible associé à x. On
a donc défini une courbe que l’on aimerait compactifier en une courbe complète en
ajoutant la valuation ord∞ et en posant deg(∞) = 1. Dans la section qui suit on va
voir un procédé naturel permettant de construire une telle compactification.

Exemple 5.2.6. — SoitK un corps valué complet, de valuation discrète à corps résiduel
parfait, extension de Qp. Soit K une clôture algébrique de K. Notons C = K̂. Soit
B+

cris l’anneau des périodes cristallines associé et Bcris = B+
cris

[
1
t

]
([26]). Notons

Be = Bϕ=Id
cris . Considérons l’anneau de valuation discrète BdR d’uniformisante t.

Le plongement Be ⊂ Bcris ⊂ BdR composé avec la valuation de B+
dR définit une

valuation ord∞ sur Be. La filtration par le degré sur Be induite par ord∞ est alors
FiliBe = Be ∩ Fil−iBcris. Il résulte alors de la suite exacte fondamentale ([26], th.
5.3.7) que Fil0Be = Qp pour tout i ≥ 1,

FiliBe/Fili−1Be
∼−−→ t−iB+

dR/t
−i+1B+

dR = C(−i).
Le couple (Be,deg) est donc presque euclidien. On verra plus tard qu’en fait Be est
principal et que de plus ses éléments irréductibles sont les éléments de degré 1.

5.2.3. Construction de courbes complètes. — Soit

P =
⊕
i≥0

Pi

un anneau gradué intègre tel que P0 soit un corps que nous noterons également E.
On suppose que dimE P1 ≥ 2. Posons maintenant

X = Proj(P ),

un E-schéma.

Théorème 5.2.7. — Faisons les hypothèses suivantes :
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1. Le monoïde multiplicatif ( ⋃
d≥1

Pd \ {0}
)
/E×

est libre sur les éléments de P1 \ {0}/E×.
2. Pour tout t ∈ P1 \ {0}, il existe un corps C extension de E tel que

P/Pt ' {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ E}
comme E-algèbres graduées.

On a alors les propriétés suivantes :
a) Pour tout t ∈ P1\{0}, le lieu d’annulation de la « section hyperplane t », V +(t),

est constitué d’un seul point {∞t}.
b) Si |X| désigne les points fermés de X, l’application t 7→ ∞t induit une bijection

(P1 \ {0})/E×
∼−−→ |X|

c) Posons pour tout point fermé x de X, deg(x) = 1. Alors, munie de cette fonction
degré, X est une courbe complète.

d) Pour tout point fermé ∞ ∈ X, X \ {∞} est un ouvert affine Spec(B) avec B
principal, i.e. Pic(X \ {∞}) = 0, et l’anneau (B,−ord∞) est presque euclidien.

Démonstration. — Soient t ∈ P1 \ {0} et C|E tels que

P/Pt ' {f ∈ C[T ] | f(0) ∈ E}.
Notons D l’algèbre de droite dans l’isomorphisme précédent. On a alors

V +(t) = Proj(P/Pt) ' Proj(D),

qui d’après le lemme 5.2.8 qui suit est réduit à un seul point, l’idéal premier homogène
nul de D. Notons V +(t) = {∞}. Soit maintenant B = P

[
1
t ]0, X \ {∞} = Spec(B).

On vérifie immédiatement que B est un anneau factoriel d’éléments irréductibles les
x
t lorsque x parcourt P1 \ E.t. Pour un tel x il y a une identification

B/B · xt = (P/Px)[ 1
t̄ ]0,

où t̄ ∈ P/Px désigne la réduction de t. Mais si

P/Px ' {f ∈ C ′[T ] | f(0) ∈ E},
où C ′ est un corps extension de E, on vérifie que pour tout élément homogène de
degré 1 non nul y dans l’algèbre graduée D′ = {f ∈ C ′[T ] | f(0) ∈ E},

D′[ 1
y ]0 ' C ′.

L’idéal engendré par x
t dans B est donc maximal. L’anneau B est factoriel, les idéaux

engendrés par les éléments irréductibles sont maximaux ; il est donc principal.
Montrons maintenant que l’anneau B satisfait aux hypothèses de la section 5.2.2

et que donc, d’après la proposition 5.2.5, il est presque euclidien. Il est muni de la
filtration (FiliB)i≥0 où

FiliB =
{ x
ti
| x ∈ Pi

}
.
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En particulier, Fil0B = E. Soit

deg : B −→ N ∪ {−∞}

la fonction degré associée à cette filtration. On vérifie que ord∞ = −deg est une
valuation.

NotonsK le corps des fractions de B. Soit S la partie multiplicative de P/tP formée
des éléments homogènes non-nuls. Pour tout entier i ∈ Z graduons le P/tP -module
tiP/ti+1P en posant que tiPj/ti+1Pj−1 est de degré i + j. Cela munit tiP/ti+1P

d’une structure de P/tP -module gradué sur l’anneau gradué P/tP . Il y a alors un
isomorphisme naturel d’anneaux gradués⊕

i∈Z
miK,v∞/m

i+1
K,v∞

∼−−→
⊕
i∈Z

[
S−1(tiP/ti+1P )

]
0
.

Celui-ci se décrit de la façon suivante. Un élément de miK,∞ s’écrit sous la forme

ti
x

y

avec x, y ∈ P homogènes, x ∈ Pa et y ∈ Pa+i \ tPa+i−1 pour un entier a. On associe
alors à un tel élément

y−1 · tix ∈ S−1(tiP/ti+1P ).

De plus, via cet isomorphisme l’application naturelle

FiliB −→ m−iK,v∞/m
−i+1
K,v∞

est donnée par, si x ∈ Pi,
x

ti
7−→ t−ix ∈ [t−iP/t−i+1P ]0 placé en degré − i.

Pour vérifier que la condition de la section 5.2.2 est vérifiée il suffit donc de vérifier
que pour i > 0, l’application naturelle

Pi/tPi−1 7−→ [S−1(Pi/tPi−1)]i

est surjective. Par un calcul explicite on vérifie que c’est le cas pour l’algèbre graduée
{f ∈ C[T ] | f(0) ∈ E}.

Lemme 5.2.8. — Soit C|E une extension de corps et D = {f ∈ C[T ] | f(0)∈E}, une
E-algèbre graduée. Alors, Proj(D) est réduit à un seul point, l’idéal premier homogène
nul.

Démonstration. — Soit D+ = TC[T ] l’idéal d’augmentation de D et p un idéal
premier homogène non nul de D. Soit aT i ∈ p \ {0}. Si i = 0, a ∈ E× et donc
p = D. Supposons donc i > 0. La relation aT · T i−1 ∈ p implique alors que aT ∈ p,
ou T ∈ p. Dans les deux cas, on a immédiatement que T 2C[T ] ⊂ p. On a donc que
∀λ ∈ C, (λT )2 ∈ p duquel on déduit que λT ∈ p. On obtient donc au final que
D+ ⊂ p.
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Exemple 5.2.9. — Reprenons les notations de l’exemple 5.2.6. Soit h ≥ 1 un entier.
Nous montrerons plus loin que l’algèbre graduée

⊕
d≥0(B+

cris)
ϕh=pd satisfait aux

hypothèses du théorème précédent.

5.3. Fibrés vectoriels sur les courbes

Soit X une courbe de corps de définition E et de corps de fonctions rationnelles K.
On note FibX la catégorie des faisceaux de OX -modules localement libres de rang fini
sur X que l’on appelle aussi fibrés vectoriels.

5.3.1. Classification par recollement. — Soit U ( X un ouvert non vide et X \ U =

{x1, . . . , xr}. Considérons les catégories suivantes. Tout d’abord,
C =

{
(E , (Mi)1≤i≤r, (ui)1≤i≤r)

}
,

où E ∈ FibU , pour 1 ≤ i ≤ r, Mi est un OX,xi-module libre de rang fini et

ui : Mi ⊗OX,xi
K

∼−−→ Eη.

Puis,
Ĉ =

{
(E , (Mi)1≤i≤r, (ui)1≤i≤r)

}
,

où E ∈ FibU , pour 1 ≤ i ≤ r, Mi est un ÔX,xi-module libre de rang fini et

ui : Mi ⊗ÔX,xi
K̂xi

∼−−→ Eη ⊗K K̂xi .

La catégorie Ĉ consiste en la donnée d’un fibré sur U , de fibrés sur les « disques
formels » (Spec(ÔX,xi))1≤i≤r et de données de recollement sur les « disques formels
épointés » (Spec(K̂xi))1≤i≤r. La proposition qui suit ne pose pas de problème (on
renvoie à [2] pour un énoncé beaucoup plus général).

Proposition 5.3.1. — Les foncteurs

FibX −→ C

E 7−→
(
E |U , (Exi)1≤i≤r, (cani)1≤i≤r

)
et

FibX −→ Ĉ

E 7−→
(
E |U , (Êxi)1≤i≤r, (cani)1≤i≤r

)
sont des équivalences de catégories.

Corollaire 5.3.2. — Supposons U affine et Pic(U) trivial. Soit B = Γ(U, OX). La
catégorie des fibrés vectoriels sur X est équivalente à celle des triplets

(M,N, (ui)1≤i≤r),

où :
— M est un B-module libre de rang fini,
— N est un ÔX,xi-module libre de rang fini,
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— ui : M ⊗B K̂xi
∼−−→ N ⊗

Ôxi
K̂xi .

Il en est de même en remplaçant K̂xi par K et ÔX,xi par OX,xi .
En particulier, les classes d’isomorphismes de fibrés vectoriels de rang n sur X

s’identifient à l’ensemble

GLn(B)\
( r∏
i=1

GLn
(
K̂xi

)
/GLn

(
ÔX,xi

))
.

5.3.2. Opérations sur les fibrés en termes de données de recollement. — Supposons
maintenant que U soit affine, Pic(U) = 0 et X \ U = {∞}. Soit E un fibré vectoriel
sur X et (M,N, u), resp. (M, N̂, û), la donnée correspondante comme dans le
corollaire 5.3.2, c’est à dire

M = Γ(U,E ), N = E∞ et N̂ = Ê∞.

On vérifie aisément la proposition suivante.

Proposition 5.3.3. — Il y a des identifications canoniques

H0(X,E ) = u(M) ∩N = û(M) ∩ N̂ ,
H1(X,E ) = (N ⊗K)/(u(M) +N) = (N ⊗ K̂∞)/(û(M) + N̂).

Plus généralement, RΓ(X,E ) est isomorphe au complexe

M ⊕N −→ N ⊗K
(x, y) 7−→ u(x)− y

ou encore au même complexe obtenu en remplaçant N par N̂ , K par K̂∞ et u par û.

On a également :

Proposition 5.3.4. — Pour k ∈ Z, si t∞ désigne une uniformisante de OX,∞, si le
fibré E correspond aux données (M,N, u), resp. (M, N̂, û), alors le fibré tordu E (k∞)

correspond aux données

(M, t−k∞ N, u), resp. (M, t−k∞ N̂ , û).

5.4. Sur quelques courbes particulières

Bien que facile à démontrer la proposition qui va suivre est importante pour
comprendre la différence entre la courbe que nous allons étudier en théorie de Hodge
p-adique et la droite projective usuelle sur un corps. Plaçons nous dans la situation
suivante. Soit X une courbe complète possédant un point ∞ ∈ X tel que
• deg(∞) = 1,
• X \ {∞} est affine.
On vérifie aussitôt le lemme qui suit.

Lemme 5.4.1. — Sont équivalents :
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— Pic(X \ {∞}) = 0,
— la fonction degré induit un isomorphisme deg : Pic(X)

∼−−→ Z.

Nous supposerons dans la suite que X vérifie les hypothèses équivalentes du lemme
précédent. Pour k ∈ N on note OX(k) = OX(k · ∞). Soit X \ {∞} = Spec(B) où
l’anneau B est donc principal. On note

deg = −ord∞ : B −→ N ∪ {−∞}.
Puisque associé au diviseur de Weil [∞], le fibré en droites OX(1) est muni d’une
section génériquement non nulle. Le produit avec cette section fournit des injections

E = H0(OX) ⊂ H0(OX(1)) ⊂ · · · ⊂ H0(OX(k)) ⊂ H0(OX(k + 1)) ⊂ · · ·
qui correspondent à la filtration par le degré sur B,

E = Bdeg≤0 ⊂ Bdeg≤1 ⊂ · · · ⊂ B≤deg k ⊂ B≤deg k+1 ⊂ · · · .
On a de plus bien sûr que H0(OX(k)) = 0 si k < 0.

Pour k ∈ Z, le cup-produit avec cette section de OX(1) induit une surjection

H1(X, OX(k)) � H1(X, OX(k + 1)).

Si A = OX,∞ d’uniformisante t, K = E(X), cette surjection s’identifie à la surjection
canonique

K/(B + t−kA) −→ K/(B + t−k−1A).

Ainsi, si H1(X, OX(d)) = 0, alors pour tout k ≥ d, H1(X, OX(k)) = 0. Notons
i : {∞} ↪→ X. Pour tout k ∈ Z, il y a une suite exacte

0 −→ OX(k − 1) −→ OX(k) −→ i∗(m
−k
A /m−k+1

A ) −→ 0.

De celle-ci on déduit que si H1(X, OX) = 0 alors pour tout k ≥ 1, l’application

Bdeg≥k/Bdeg≥k−1 → m−kA /m−k+1
A

est surjective i.e. la condition (1) de la section 5.2.2 est vérifiée.
Lorsque X = Proj(P ) comme dans le théorème 5.2.7, t ∈ P1 est distingué et

V +(t) = {∞} il y a des identifications pour k ∈ N,

Pk = Bdeg≤k = H0(X, OX(k))

b 7−→ b

tk
.

On a donc
X = Proj

(⊕
d∈N

Γ(X, OX(d))
)

et la suite d’inclusions précédentes est donnée par le produit par t ∈ H0(OX(1)),

P0
×t−−−→ P1

×t−−−→ · · · ×t−−−→ Pk
×t−−−→ Pk+1

×t−−−→ · · · .

On remarquera de plus que pour tout d ∈ Z, OX(d) ' P̃ [d].
Revenons aux hypothèses précédentes, avant les digressions sur le casX = Proj(P ).

Proposition 5.4.2. — 1. Sont équivalents :
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— (B, deg) est euclidien,
— H1(X, OX(−1)) = 0.

Si c’est le cas alors, ∀k ≥ −1, H1(X, OX(k)) = 0.
2. Sont équivalents :

— (B, deg) est presque euclidien,
— H1(X, OX) = 0.

Si c’est le cas alors, ∀k ≥ 0, H1(X, OX(k)) = 0.

Démonstration. — Notons A = OX,∞ d’uniformisante t et K = E(X). On a

H1(X, OX(−1)) = K/(B + tA), H1(X, OX) = K/(B +A).

Vérifions le premier point, la vérification du second étant identique. Supposons donc
que K = B + tA. Soient x, y ∈ B avec y 6= 0. On peut donc écrire x

y = b + ta, soit
encore x = by+ tay. On a alors deg(tay) < deg(y) et on conclut quant à l’euclidianité
de (B, deg). La réciproque consiste à renverser le processus précédent.

Exemple 5.4.3. — Avec les notations de l’exemple 5.2.9, on montrera plus tard que

X = Proj
(⊕
d≥0

(B+
cris)

ϕh=pd
)

satisfait aux hypothèses du point (2) de la proposition précédente mais pas du
point (1).

5.5. Filtrations de Harder-Narasimhan

5.5.1. Formalisme général. — Rappelons le formalisme des filtrations de Harder-
Narasimhan utilisé dans [21], formalisme qui se déduit lui-même du formalisme plus
général de [1].

Supposons que l’on dispose d’une catégorie exacte C munie de deux « fonctions »
degré et rang sur les classes d’isomorphisme d’objets de C

deg : Ob C −→ R,
rg : Ob C −→ N,

additives sur les suites exactes de C . On fait l’hypothèse qu’il existe une catégorie
abélienne A ainsi qu’un foncteur « fibre générique »

F : C −→A

vérifiant :
• F est exact et fidèle,
• il induit une bijection

F : {sous-objets stricts de X} ∼−−→ {sous-objets de F (X)},

où par sous-objet strict on entend ceux pouvant s’insérer dans une suite exacte.
On aime à penser à l’inverse de la bijection précédente comme une opération
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« d’adhérence schématique ». Ce sera le cas dans les exemples que nous avons
en vue.

On suppose également que la fonction rang sur C provient par composition avec F
d’une fonction additive rg : A −→ N vérifiant

rg(X) = 0⇔ X = 0.

Enfin, on fait l’hypothèse cruciale suivante : si u : X → X ′ est un morphisme dans C

tel que F (u) soit un isomorphisme alors deg(X) ≤ deg(X ′) avec égalité si et seulement
si u est un isomorphisme.

Une telle catégorie est quasi-abélienne au sens d’André ([1]) ; tout morphisme
possède un noyau et un conoyau. Plus précisément, si u : X → Y , keru est l’unique
sous-objet strict X ′ de X tel que F (X ′) = ker(F (u)), Imu est l’unique sous-objet
strict X ′′ de X tel que F (X ′′) = Im(F (u)) et cokeru = X/Im(u). Néanmoins elle
n’est pas abélienne en général, il peut exister des morphismes dans C de noyau et
conoyau triviaux qui ne sont pas des isomorphismes. On remarquera que le morphisme

X/ keru −→ Imu,

bien que n’étant pas en général un isomorphisme, en est un « en fibre générique »
i.e. après application du foncteur F . Ainsi, c’est un isomorphisme si et seulement si
deg(X/ keru) = deg(Imu).

Pour X ∈ C , X 6= 0, on pose

µ(X) =
deg(X)

rg(X)
∈ R.

Définition 5.5.1. — Un objet non nul X de C est semi-stable si pour tout sous-objet
strict non nul X ′ de X

µ(X ′) ≤ µ(X).

On a alors le théorème suivant dont la preuve consiste à suivre celle de Harder-
Narasimhan pour les fibrés vectoriels ([35]). On renvoie à [1] pour plus de détails.

Théorème 5.5.2. — Sous les hypothèses précédentes tout objet X de C possède une
unique filtration dans la catégorie exacte C

0 = X0 ( X1 ( · · · ( Xr = X

telle que :
• pour 1 ≤ i ≤ r, Xi/Xi−1 est semi-stable,
• la suite des pentes

(
µ(Xi/Xi−1)

)
1≤i≤r est strictement décroissante.

Pour X comme dans l’énoncé précédent on note HN(X) l’unique polygone concave
d’origine (0, 0) et ayant pour pentes

(
µ(Xi/Xi−1)

)
1≤i≤r avec multiplicités respectives(

rg(Xi/Xi−1)
)

1≤i≤r.

Théorème 5.5.3. — Si X ′ ⊂ X est un sous-objet strict, le point
(

deg(X ′), rg(X ′)
)
est

situé en dessous du polygone HN(X).
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On obtient donc que HN(X) est l’enveloppe concave des points
(

deg(X ′), rg(X ′)
)

lorsque X ′ parcourt les sous-objets de X.
Soit λ ∈ R. Considérons les catégories suivantes.
• Soit C≤λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets dont la plus grande

pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est inférieure ou égale à λ. On a
donc pour X ∈ C , X ∈ C≤λ si et seulement si pour tout sous-objet strict non
nul Y de X, µ(Y ) ≤ λ.

• Soit C≥λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets de C dont la plus petite
pente de leur polygone de Harder-Narasimhan est supérieure ou égale à λ. Un
objet X de C appartient à C≥λ si et seulement si pour tout épimorphisme strict
X � Y tel que Y 6= 0, on a µ(Y ) ≥ λ.
• Soit C ss

λ = C≤λ∩ C≥λ la sous-catégorie pleine de C formée des objets semi-stables
de pente λ à laquelle on ajoute l’objet nul.

Théorème 5.5.4. — Les assertions suivantes sont vérifiées.

1. Pour tout λ ∈ R, les catégories C≤λ et C≥λ sont des sous-catégories exactes
stables par extensions dans C .

2. Lorsque λ > µ, Hom(C≥λ, C
≤µ) = 0. En particulier, si X est semi-stable de

pente λ et Y semi-stable de pente µ avec λ > µ, Hom(X,Y ) = 0.
3. Pour tout λ ∈ R, C ss

λ = C≤λ ∩ C≥λ est une catégorie abélienne stable par
extensions dans C .

Les filtrations de Harder-Narasimhan fournissent donc un dévissage canonique de
la catégorie exacte C par la famille de catégories abéliennes (C ss

λ )λ∈R. On peut aller
plus loin dans la structure des catégories abéliennes (C ss

λ )λ.

Définition 5.5.5. — Un objet X ∈ C est stable si pour tout sous-objet strict non nul X ′

de X, µ(X ′) < µ(X).

On a alors la proposition suivante qui ne pose pas de problème.

Proposition 5.5.6. — Soit λ ∈ R. Tout objet de la catégorie abélienne C ss
λ est de

longueur finie. Les objets simples de C ss
λ sont les objets stables de pente λ.

5.5.2. Exemples

5.5.2.1. Fibrés vectoriels. — Soit X une courbe complète définie sur E et C la
catégorie des OX -modules localement libres de rang fini sur X. Il y a deux fonctions
additives rang et degré sur X. Soit de plus A la catégorie abélienne des E(X)-espaces
vectoriels de dimension finie. Il y a un foncteur fibre générique évident C → A .
On vérifie qu’il possède les propriétés demandées précédemment. Par exemple, si
u : E → E ′ est un morphisme qui est un isomorphisme en fibre générique alors,

deg(E ′) = deg(E ) + deg(E ′/u(E )),
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où le degré du faisceau cohérent de torsion F = E ′/u(E ) est défini par

deg(F ) =
∑
x∈|X|

deg(x) · longOX,x
(Fx).

On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans C .

5.5.2.2. Espaces vectoriels filtrés. — Soit L|K une extension de corps et VectFilL/K
la catégorie exacte formée des couples (V,Fil•VL) consistant en un K-espace vectoriel
de dimension finie V ainsi qu’une filtration décroissante Fil•VL de V ⊗K L telle que
FiliVL = 0 pour i� 0 et FiliVL = VL lorsque i� 0. Posons

rg(V,Fil•VL) = dimK V,

deg(V,Fil•VL) =
∑
i∈Z

i.dimL griVL.

Soit VectK la catégorie des K-espace vectoriels de dimension finie. Le foncteur

F : VectFilL/K −→ VectK

(V,Fil•VL) 7−→ V

satisfait aux propriétés demandées précédemment. Cela résulte de la formule

deg(V,Fil•VL) = n dim FilnVL +
∑
i>n

dim FiliVL

pour n� 0, formule de laquelle il résulte que si

u : (V,Fil•VL) −→ (V ′,Fil•V ′L)

induit un isomorphisme V ∼−→ V ′ alors

deg(V ′,Fil•V ′L) = deg(V,Fil•VL) +
∑
i∈Z

dim FiliV ′L/u(FiliVL).

On dispose donc de filtrations de Harder-Narasimhan dans cette catégorie. Le
théorème 5.5.4 dit dans ce cas là que tout morphisme entre objets semi-stables de
même pente est strictement compatible aux filtrations.

5.5.2.3. Isocristaux. — Soit k un corps parfait de caractéristique p, K0 = W (k)
[

1
p

]
.

Notons σ le Frobenius de K0. Soit ϕ-ModK0
la catégorie abélienne Qp-linéaire des

k-isocristaux, c’est à dire la catégorie des couples (D,ϕ) où D est un K0-espace
vectoriel de dimension finie et ϕ : D

∼−−→ D un isomorphisme σ-linéaire. Il y a deux
fonctions additives hauteur et point terminal du polygone de Newton

ht : ϕ-ModK0 −→ N
tN : ϕ-ModK0

−→ Z

où ht(D,ϕ) = dimK0
N et tN (D,ϕ) = d si det(D,ϕ) = K0.e avec ϕ(e) = a.e et

vp(a) = d. Prenant pour fonction rang la fonction ht et fonction degré la fonction tN ,
les hypothèses précédentes sont facilement vérifiées (la catégorie est déjà abélienne) et
on a donc des filtrations de Harder-Narasimhan dans ϕ-ModK0

. On vérifie aisément
que la filtration de Harder-Narasimhan associée est la filtration de Dieudonné-Manin
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et le polygone de Harder-Narasimhan, qui est concave, est obtenu à partir du
polygone de Newton, qui est convexe, en renversant l’ordre des pentes. Il se trouve
que cette filtration est canoniquement scindée (décomposition de Dieudonné-Manin).
En fait, comme on le vérifie immédiatement, il y a également une filtration de
Harder-Narasimhan associée aux fonctions rang et degré (ht,−tN ). Cette filtration
est une filtration opposée à la filtration précédente et fournit le scindage de la
filtration précédente. La décomposition de Dieudonné-Manin est donc donnée par le
couple de ces deux filtrations de Harder-Narasimhan opposées.

5.5.2.4. ϕ-modules filtrés. — Voici un exemple qui est formé à partir d’une
combinaison des deux exemples précédents. On reprend les notations de l’exemple 5.5.2.2.
Soit de plus K|K0 une extension de corps. Soit ϕ-ModFilK/K0

la catégorie formée des
triplets (D,ϕ,Fil•DK) où (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0

et Fil•DK est une filtration décroissante
de D ⊗K0

K vérifiant FiliDK = 0 pour i � 0 et FiliDK = DK lorsque i � 0. Il
s’agit d’une catégorie exacte, les suites exactes étant les suites exactes d’isocristaux
strictement compatibles aux filtrations. Soit la fonction additive point terminal du
polygone de Hodge

tH : ϕ-ModFilK/K0
−→ VectFilK/K0

deg−−−→ Z
(D,ϕ,Fil•DK) 7−→ (D,Fil•DK).

Prenons pour fonction rang la fonction (D,ϕ,Fil•DK) 7→ ht(D,ϕ) et pour fonction
degré la fonction tH − tN . On vérifie que le foncteur d’oubli de la filtration

ϕ-ModFilK/K0
−→ ModϕK0

vérifie les propriétés précédentes i.e. est un foncteur « fibre générique ». On a donc des
filtrations de Harder-Narasimhan associées. La catégorie abélienne des objets semi-
stables de pente 0 est alors celle des ϕ-modules filtrés faiblement admissibles ([27]).

On peut pousser l’exemple précédent encore plus loin. Soit la fonction degré

(tH − tN ,−tN ) : ϕ-ModFilK/K0
−→ Z2.

Munissons Z2 de l’ordre lexicographique. Prenons pour fonction rang la fonction
hauteur précédente. Il se trouve que le formalisme évoqué précédemment s’étend aux
cas où la fonction degré prend ses valeurs dans un groupe abélien totalement ordonné.
On obtient alors des bi-filtrations de Harder-Narasimhan étudiées dans [20].

5.5.2.5. ϕ-modules sur l’anneau de Robba. — Soit R un anneau de Bézout, c’est-
à-dire un anneau intègre dans lequel tout idéal de type fini est principal. Supposons
que l’on dispose d’un sous-corps E ⊂R , muni d’une valuation non triviale v : E −→
Z ∪ {+∞} et tel que

E× = R×.

Supposons donné un endomorphisme σ de R stabilisant E et tel que ∀x ∈ E ,
v(σ(x)) = v(x). Soit C la catégorie exacte formée des couples (M,ϕ) où M est un
R -module libre de rang fini et ϕ un endomorphisme σ-linéaire ϕ : M → M tel que
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le morphisme R -linéaire induit

Φ : σ∗M −→M

soit un isomorphisme. Les objets inversibles dans la catégorie tensorielle C sont
les couples (M,ϕ) avec M de rang 1. Il y a alors une identification des classes
d’isomorphisme de tels objets

Pic(C ) ' H1(σZ, E ×).

À la classe du cocyle cσ on associe la classe d’isomorphisme de l’objet (R , ϕ) où
∀x ∈R , ϕ(x) = cσσ(x). Puisque la valuation v est invariante sous σ, elle induit une
fonction additive degré

deg : Pic(C ) −→ Z
normalisée de telle manière qu’avec l’identification précédente, ce soit la fonction
[cσ] 7→ −v(cσ) sur les classes de cocyles. Pour (M,ϕ) ∈ C posons

rg(M,ϕ) = dimR M

deg(M,ϕ) = deg
(

det(M,ϕ)
)
.

Ce sont deux fonctions additives. Soit A la catégorie abélienne formée des couples
(V, ϕ) où V est un Frac(R )-espace vectoriel de dimension finie et ϕ un endomorphisme
σ-linéaire. Le foncteur

C −→ A

(M,ϕ) 7−→ (M ⊗ Frac(R ), ϕ⊗ 1)

est un foncteur « fibre générique » au sens précédent. Cela résulte de ce que si M est
un R -module libre alors les sous-R -modules libres facteurs directs dans M sont en
bijection avec les sous-Frac(R )-espaces vectoriels de dimension fini de M ⊗Frac(R )

via les correspondances N 7→ N⊗Frac(R ) et V 7→ V ∩M (cette propriété est vérifiée
pour tout anneau de Bezout). De plus, si

u : (M,ϕ) −→ (M ′, ϕ′)

est un morphisme dans C qui est un isomorphisme « en fibre générique »,

detu : det(M,ϕ) −→ det(M ′, ϕ′)

en est également un. Faisons maintenant l’hypothèse supplémentaire suivante : si
λ ∈R \ {0} vérifie λσ−1 ∈ E alors v(λσ−1) ≥ 0 avec égalité si et seulement si λ ∈ E .
De cela on déduit aisément que

deg(M,ϕ) ≤ deg(M ′, ϕ′)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme.
Le formalisme précédent s’applique et on dispose donc de filtrations de Harder-

Narasimhan dans C . Lorsque R est l’anneau de Robba et E le sous-anneau des
fonctions bornées, on retrouve les filtrations étudiées dans [46] (cependant la
convention de signe dans [46] est opposée à la nôtre).
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5.5.2.6. Modules de Breuil-Kisin. — Soit X un schéma noethérien irréductible de
dimension 1 muni d’un morphisme fini et plat σ : X → X de degré deg(σ) > 1.
Soit C la catégorie formée des couples (E , ϕ) où E est un faisceau cohérent sur X
sans composantes immergées (i.e. si j : η → X désigne le point générique de X,
E ↪→ j∗j

∗E ) et ϕ : E → E est un morphisme σ-linéaire tel que le morphisme linéaire
associé

Φ : σ∗E → E

soit un isomorphisme au point générique de X. Il s’agit d’une catégorie exacte ; c’est
une sous-catégorie stable par extensions dans la catégorie abélienne formée des couples
(E , ϕ) où E est un faisceau cohérent sur X muni d’un morphisme σ-linéaire. Posons
pour (E , ϕ) ∈ C ,

rg(E , ϕ) = longOX,η
(Eη)

deg(E , ϕ) = long(coker(Φ)).

où le faisceau cohérent cokerΦ est supporté en un nombre fini de points et on peut donc
définir sa longueur. Ces deux fonctions sont additives. Soit A la catégorie abélienne
formée des couples (N,ϕ) où N est un OX,η-module de type fini et ϕ un morphisme
σ-linéaire de N dans lui-même. Alors, le foncteur fibre générique

(E , ϕ) 7−→ (Eη, ϕη)

satisfait les hypothèses précédentes. De plus, si

u : (E , ϕ) −→ (E ′, ϕ′)

est un morphisme dans C qui est un isomorphisme générique, alors

deg(E ′, ϕ′) = deg(E , ϕ) + (deg(σ)− 1) long(coker(u)) ≥ deg(E , ϕ)

avec égalité si et seulement si u est un isomorphisme. On dispose donc de filtrations
de Harder-Narasimhan dans C .

Soient maintenant R un anneau local régulier de dimension 2 et p un idéal premier
de hauteur 1 dans R. Supposons R muni d’un endomorphisme σ : R → R fini et
plat de degré > 1. On fait également l’hypothèse que σ(p) = p. Soit un entier
n ≥ 1. Posons Xn = Spec(R/pn) et σ : Xn → Xn le morphisme induit par σ
sur R. Soit Cn la catégorie de Harder-Narasimhan précédente associée à (Xn, σ) et
« C =

⋃
n≥1 Cn » qui est également une catégorie de Harder-Narasimhan. D’après la

formule d’Auslander-Buchsbaum, un R-module annulé par une puissance de p est
sans composantes immergées si et seulement si il est de dimension projective 1. La
catégorie C s’identifie donc à celle des couples (M,ϕ) où M est un R-module annulé
par une puissance de p, de dimension projective 1, et ϕ : M → M un morphisme
σ-linéaire qui est un isomorphisme σ-linéaire au point générique de Spec(R/p) i.e.
M (σ)⊗Frac(R/p)

∼−→M⊗Frac(R/p). Si u ∈ mR \p, on peut reformuler les conditions
précédentes en disant que M est un R-module annulé par une puissance de p, sans
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u-torsion, et ϕ : M → M est un morphisme σ-linéaire tel que ϕ⊗ σ : M [ 1
u ] → M [ 1

u ]

soit un isomorphisme σ-linéaire. Munie des fonctions

rg(M,ϕ) = longR[ 1
u ]M

[ 1

u

]
deg(M,ϕ) = longRM/R.ϕ(M),

la catégorie C est de Harder-Narasimhan.
Lorsque R = W JuK où W désigne les vecteurs de Witt d’un corps parfait de

caractéristique p > 0, σ est l’endomorphisme continu de R tel que σ(u) = up et
σ|W est le Frobenius de W , p = pR, on retrouve les catégories d’objets étudiées dans
[10] et [48].

5.5.2.7. Schémas en groupes finis et plats. — Les catégories exactes considérées dans
les exemples précédents sont toutes des catégories tensorielles. De plus, la fonction
degré sur ces catégories est obtenue par composition d’un morphisme degré

deg : Pic(C ) −→ Z,

où Pic(C ) désigne le groupe formé des classes d’isomorphisme d’objets de rang 1, et
d’une application déterminant

det : C −→ Pic(C )

additive sur les suites exactes de C .
Soit maintenantK un corps valué complet pour une valuation non triviale à valeurs

dans R. Notons p la caractéristique du corps résiduel de K. Soit C la catégorie des
schémas en groupes commutatifs finis et plats sur OK , d’ordre une puissance de p et
étales en fibre générique. Elle est munie de deux fonctions additives hauteur et degré
([21]) où

ht(G) = logp |G|
et

deg(G) =
∑
i

v(ai) si ωG ' ⊕iOK/aiOK .

Soit A la catégorie abélienne des schémas en groupes commutatifs étales sur K. Il y
a un foncteur fibre générique

C −→ A

G 7−→ G⊗K.

Il est démontré dans [21] que les axiomes précédents sont satisfaits et que l’on dispose
donc de filtrations de Harder-Narasimhan pour les objets de C relativement à la
fonction pente deg

ht .
Supposons K de valuation discrète, de caractéristique p et à corps résiduel

k parfait, K ' k((u)). On peut alors montrer ([51]) que la catégorie C est
équivalente à celle des couples (M,ϕ) où M est un W (k)JuK-module annulé par
une puissance de p sans u-torsion et ϕ un endomorphisme σ-linéaire de M induisant
un isomorphisme σ-linéaire après inversion de u (on a déjà rencontré cette catégorie
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dans la section 5.5.2.6). Via cette équivalence de catégories les filtrations de Harder-
Narasimhan se correspondent. Cette catégorie est munie d’un produit tensoriel. La
fonction degré est définie via une application degré sur les objets de hauteur 1 et une
application déterminant.

SupposonsK de valuation discrète, de caractéristique 0 et à corps résiduel k parfait.
On a donc K ' K0JuK/(E(u)) où K0 = W (k)

[
1
p

]
et E ∈ OK0

JuK est un polynôme
unitaire d’Eisenstein. D’après [48] la catégorie C est équivalente à celle des couples
(M,ϕ) où M est un W (k)JuK-module annulé par une puissance de p sans u-torsion
et ϕ un endomorphisme σ-linéaire de M tel que M/W (k)JuK.ϕ(M) soit annulé par
E(u). Ce n’est donc pas une catégorie tensorielle, on ne peut définir une application
déterminant sur celle-ci. Néanmoins, on dispose d’une telle application sur la catégorie
formée des couples (M,ϕ) comme dans la section précédente. On peut donc définir
le déterminant, detG pour G ∈ C , comme objet de la catégorie précédente mais pas
de C . Les filtrations de Harder-Narasimhan dans C sont alors un cas particulier des
filtrations dans la catégorie précédente (via l’équivalence de [48]).

Supposons que la valuation de K ne soit pas discrète ou bien le corps résiduel non
parfait. La fonction degré précédente ne provient pas alors a priori d’une fonction
degré sur des objets de rang 1 composée avec une application déterminant.

5.6. Classification de fibrés

5.6.1. Classification des fibrés sur les sphères de Riemann. — Avant de nous lancer
dans la classification des fibrés sur les courbes qui nous intéresse, on revisite le
théorème de classification des fibrés sur la droite projective de Grothendieck.

Définition 5.6.1. — Une sphère de Riemann est une courbe complète X possèdant un
point ∞ ∈ X de degré 1, tel que X \ {∞} soit affine, vérifiant Pic(X \ {∞}) = 0 et
telle que

H1(X, OX(−∞)) = 0.

Une telle courbe satisfait aux hypothèses de la section 5.4. On a donc deg :

Pic(X)
∼−→ Z. On notera pour tout entier k, OX(k) = OX(k.∞) pour un point de

degré 1, ∞. Remarquons que, si k ∈ Z et E est un fibré sur X,

µ(E (k)) = µ(E ) + k

et que E est semi-stable si et seulement si E (k) l’est. Enfin, pour une telle courbe,
H0(X, OX(k)) = 0 lorsque k < 0 et H1(X, OX(k)) = 0 lorsque k ≥ −1. En particulier,
H1(X, OX) = 0 et on peut penser à X comme une « courbe de genre nul ».

Dans la suite on appellera sous-fibré un sous-fibré localement facteur direct i.e. les
sous-objets stricts de la catégorie exacte des fibrés. Si u : E → F est un morphisme
de fibrés on notera Im(u), un sous-fibré de F , l’image de u dans la catégorie des fibrés
i.e. l’adhérence schématique de l’image de u en fibre générique.

Voici la réinterprétation du théorème de Grothendieck de classification des fibrés
sur P1 ([31]).
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Théorème 5.6.2. — Soit X une sphère de Riemann.
1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés isomorphes à un fibré de la forme

OX(d)⊕a pour des entiers d ∈ Z et a ≥ 0.
2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
3. Pour tout entier n, l’application

{(d1, . . . , dn) ∈ Zn | d1 ≥ · · · ≥ dn} −→ {fibrés de rang n sur X}/ ∼

(d1, . . . , dn) 7−→
[ n⊕
i=1

OX(di)
]

est une bijection.

Démonstration. — Commençons par remarquer que le point (1) entraîne le reste du
théorème. En effet, pour des entiers d1, d2 ∈ Z

Ext1
(
OX(d2), OX(d1)

)
' H1(X, OX(d1 − d2))

qui est nul si d1 > d2. Cela entraîne facilement l’assertion (2) à partir de (1). La
dernière assertion s’en déduit aussitôt.

Montrons le point (1). Tout d’abord constatons que si a ∈ N et d ∈ Z, le fibré
OX(d)⊕a est semi-stable puisque somme directe de fibrés semi-stables de même pentes
(cf. théorème 5.5.4). On montre maintenant l’assertion suivante par récurrence sur
l’entier n : tout fibré semi-stable de rang inférieur ou égal à n est isomorphe à un fibré
de la forme OX(d)⊕m pour des entiers d ∈ Z, 1 ≤ m ≤ n. Supposons l’hypothèse de
récurrence vérifiée au rang n. Soit E un fibré semi-stable de rang n+ 1. Soit L ⊂ E
un sous-fibré en droites de degré maximal. On a donc

deg L ≤ µ(E ).

Posons
E ′ = E /L .

La première pente du polygone de Harder-Narasimhan de E ′ est supérieure ou égale
à µ(E ′). D’après l’hypothèse de récurrence appliquée au premier cran de la filtration
de Harder-Narasimhan de E ′, il existe un sous-fibré en droites L ′ ⊂ E ′ vérifiant

deg(L ′) ≥ µ(E ′).

On a, par semi-stabilité de E , µ(E ′) ≥ µ(E ). On obtient finalement que

deg(L ) ≤ µ(E ) ≤ deg(L ′).

Soit E ′′ le sous-fibré de E image réciproque de L ′ par la projection E � E ′. On
dispose d’une suite exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ L ′ −→ 0.

Soient d = deg L et d′ = deg L ′. On a donc L ' OX(d) et L ′ ' OX(d′). Distinguons
maintenant deux cas.
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• Supposons d ≥ d′, c’est à dire d = d′ = µ(E ). Alors, L et E étant semi-stables
de même pente, E ′ est semi-stable de pente µ(E ). L’hypothèse de récurrence
entraîne donc que E ′ ' OX(d)n. Mais, puisque Ext1(OX(d)n, OX(d)) =

H1(X, OX)n = 0, la suite

0 −→ L −→ E −→ E ′ −→ 0

est scindée et donc E ' OX(d)n+1. On a donc conclu dans ce cas là.
• Supposons d ≤ d′ − 1. Appliquons Hom(OX(d+ 1),−) à la suite exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ L ′ −→ 0.

On obtient une suite exacte

0 −→ Hom(OX(d+ 1),L )︸ ︷︷ ︸
'H0(X,OX(−1))=0

−→ Hom(OX(d+ 1),E ′′) −→ Hom(OX(d+ 1),L ′)︸ ︷︷ ︸
'H0(X,OX(d′−d−1))

−→ Ext1(OX(d+ 1),L )︸ ︷︷ ︸
'H1(X,OX(−1))=0

et donc

Hom(OX(d+ 1),E ′′) ' H0(X, OX(d′ − d− 1)) 6= 0.

Si u : OX(d + 1) → E ′′ est un morphisme non nul, Im(u) est un sous-fibré en
droites de E ′′, et donc de E , de degré

deg(Im(u)) ≥ deg(OX(d+ 1)) = d+ 1.

Cela contredit le fait que L soit un sous-fibré en droites de degré maximal
dans E . Ce cas là est donc impossible .

5.6.2. Une remarque sur les fibrés de rang 2. — Dans cette section on explique
différentes formulations équivalentes du point de divergence entre les courbes qui
nous intéressent et P1 de trois point de vue :

1. en termes de semi-stabilité,
2. du point de vue cohomologique,
3. du point de vue presque-euclidien/euclidien.

Soit X une courbe complète possédant un point ∞ ∈ X de degré 1 tel que X \ {∞}
soit affine et Pic(X \ {∞}) = 0 (cf. section 5.4).

Proposition 5.6.3. — Supposons que H1(X, OX) = 0. Sont équivalents :

1. Il existe un fibré semi-stable de rang 2 sur X qui n’est pas somme directe de
deux fibrés en droites.

2. H1(X, OX(−1)) 6= 0.
3. Pour ∞ ∈ X un point de degré 1 tel que X \ {∞} soit affine égal à Spec(B),

l’anneau principal (B,−v∞) n’est pas euclidien.
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Démonstration. — L’équivalence entre les deux derniers points résulte de la
proposition 5.4.2. Soit maintenant E un fibré semi-stable de rang 2 ne pouvant
s’écrire comme somme directe de deux fibrés en droites. Soit L un sous-fibré en
droites de E de degré maximal et L ′ = E /L . Notons d1 = deg(L ) et d2 = deg(L ′).
Il y a donc une suite exacte

0 −→ OX(d1) −→ E −→ OX(d2) −→ 0.

La semi-stabilité de E induit les inégalités

d1 ≤ µ(E ) ≤ d2.

Par hypothèse cette suite exacte n’est pas scindée. Or on a l’égalité

Ext1(OX(d2), OX(d1)) = H1(X, OX(d1 − d2)).

Donc, puisque H1(X, OX) = 0,
d1 < d2.

Appliquons Hom(OX(d1 + 1),−) à la suite exacte précédente. On obtient une suite

0 −→ Hom(OX(d1 + 1),E ) −→ H0(X, OX(d2 − d1 − 1)) −→ H1(X, OX(−1))

Si l’on avait H1(X, OX(−1)) = 0 on aurait donc

Hom(OX(d1 + 1),E )
∼−−→ H0(X, OX(d2 − d1 − 1)) 6= 0.

On disposerait donc d’un morphisme u : OX(d1 + 1) → E non nul. Son image Im(u)

serait un fibré en droites de degré supérieur ou égal à d1 +1. Cela est impossible grâce
au choix fait de L . On a donc H1(X, OX(−1)) 6= 0.

Supposons réciproquement que H1(X, OX(−1)) 6= 0. Soit

0 −→ OX −→ E −→ OX(1) −→ 0

une extension associée à une classe non nulle dans Ext1(OX(1), OX) = H1(X, OX(−1)).
Montrons que E est semi-stable et ne peut s’écrire comme somme directe de deux fibrés
en droites. Soit L un sous-fibré en droites de E . Si L = OX , deg(L ) = 0 ≤ 1

2 = µ(E ).
Si L 6= OX , le morphisme composé

L ↪→ E � OX(1)

est un isomorphisme en fibre générique. On a donc

deg(L ) ≤ 1.

Si deg(L ) = 1, le morphisme L → OX(1) est un isomorphisme et la suite exacte
précédente est scindée, ce qui n’est pas le cas par hypothèse. On a donc deg(L ) ≤ 0 ≤
µ(E ). Le fibré E est donc semi-stable. Montrons maintenant que E n’est pas somme
directe de deux fibrés en droites. Supposons donc par l’absurde que E = L1 ⊕L2.
Soient d1 = deg L1 et d2 = deg L2. Par semi-stabilité de E , étant donné que µ(E ) = 1

2 ,
d1 ≤ 0 et d2 ≤ 0. Mais cela est impossible car d1 + d2 = deg(E ) = 1.
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Exemple 5.6.4. — Pour la courbe X de l’exemple 5.4.3 avec h = 1, on verra plus tard
que l’on peut naturellement associer à tout isocristal un fibré vectoriel sur X dont
les pentes de Harder-Narasimhan sont les pentes de Dieudonné-Manin de l’isocristal.
Il existe donc naturellement des fibrés semi-stables de rang 2 et de pente 1/2 sur X
et les hypothèses de 5.6.3 sont vérifiées. La simple existence de ces fibrés de pente
non-entière associés aux isocristaux traduit donc la divergence entre X et P1 et le fait
que (Be,deg) ne soit pas euclidien.

5.6.3. Opérations sur les fibrés. — Avant d’aller plus loin nous avons besoin de
propriétés supplémentaires concernant les opérations sur les fibrés.

5.6.3.1. Images directe et réciproque par un morphisme étale fini
Définition 5.6.5. — Un morphisme étale fini de courbes est un morphisme étale fini
des schémas sous-jacents aux courbes, f : X → Y , tel que pour tout x ∈ X,

deg(x) = [k(x) : k(f(x))] · deg(f(x)).

Définition 5.6.6. — Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Pour D =∑
x∈|X|mx[x] ∈ Div(X) on pose

f∗D =
∑
x∈|X|

mx · [k(x) : k(f(x))] · [f(x)].

Pour D =
∑
y∈|Y |my · [y] ∈ Div(Y ) on pose

f∗D =
∑
x∈|X|

mf(x) · [x].

Pour un tel morphisme étale de courbes on a donc deux morphismes

Div(X)
f∗
//
Div(Y )

f∗
oo

vérifiant
f∗f
∗ = deg(f) · Id.

On a de plus les formules

deg(f∗D) = deg(D)

deg(f∗D) = deg(f) · deg(D).

Le lemme qui suit ne pose pas de problème.

Lemme 5.6.7. — Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Les diagramme
suivants sont commutatifs

E(X)×
div //

NE(X)/E(Y )

��

Div(X)

f∗

��

E(Y )×
div // Div(Y )

E(X)×
div // Div(X) // Pic(X)

E(Y )×
div //

?�

OO

Div(Y ) //

f∗

OO

Pic(Y ).

f∗

OO
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Proposition 5.6.8. — Étant donné un morphisme étale fini de schémas f : X → Y il
y a un isomorphisme canonique de fibrés en droites

det(f∗OX)⊗2 ∼−−→ OY .

Démonstration. — On peut supposer f de degré constant d. La donnée de f est
alors équivalente à celle du Sd-torseur étale sur Y , E = IsomY ({1, . . . , d}, X) (« on
numérote les éléments de la fibre du revêtement » en un point de X). Soit ε : Sd → µ2

la signature. Le µ2-torseur ε∗E définit, via µ2 → Gm, un fibré en droites N de carré
trivial. Montrons que det(f∗OX) ' N . Soit pour cela π : E → Y le morphisme
structural de notre torseur. Il y a alors un isomorphisme

π∗(f∗OX)
∼−−→

⊕
σ∈Sd

OE

qui induit un isomorphisme

π∗(det(f∗OX)) = det(π∗(f∗OX))
∼−−→ OE .

Cet isomorphisme est un isomorphisme de fibrés en droites sur E munis d’une donnée
de descente relativement à l’action de Sd sur E. On vérifie alors que la donnée de
descente sur le membre de droite du dernier isomorphisme est donnée par la signature
d’une permutation.

Remarque 5.6.9. — En général, on n’a pas det(f∗OX) ' OY . Considérons par exemple
le cas où 2 est inversible sur Y et Pic(Y ) possède de la 2-torsion non-triviale.
Soit L un fibré en droites non-trivial muni d’un isomorphisme L ⊗2 ∼−→ OY et
f : X → Y le µ2-torseur associé. Alors, f∗OX = OY ⊕L qui est donc de déterminant
non-trivial.

Remarque 5.6.10. — Une autre preuve de la proposition 5.6.8 consiste à regarder
la forme quadratique trace : f∗OX × f∗OX → OY dont le discriminant fournit
l’isomorphisme cherché.

Lemme 5.6.11. — Soient f : X → Y un morphisme étale de courbes et D ∈ Div(X).
Il y a alors un isomorphisme de fibrés en droites

det(f∗OX(D)) ' det(f∗OX)⊗ OY (f∗D).

Démonstration. — On peut supposer f de degré constant d. Soit D′ ∈ Div(Y ) et
supposons l’assertion vérifiée pour le diviseur D + f∗D′. La formule de projection
donne

det(f∗OX(D))⊗ OY (dD′) ' det(f∗OX(D + f∗D′)).

Par hypothèse on a

det(f∗OX(D + f∗D′)) ' det(f∗OX)⊗ OY (f∗(D + f∗D′))

= det(f∗OX)⊗ OY (f∗D + dD′)

= det(f∗OX)⊗ OY (f∗D)⊗ OY (dD′)

et on en déduit donc le résultat pour le diviseur D.
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Quitte à remplacer D par D + f∗D′ on peut donc supposer que D ≥ 0 et donc, si
D =

∑
x∈|X| ax[x], on a une suite exacte

0 −→ OX −→ OX(D) −→
⊕
x∈|X|

ix∗OX,x/m
ax
x −→ 0.

Pour tout x ∈ |X|, puisque OX,x est plat non-ramifié sur OY,f(x), le choix d’un
relèvement dans OX,x d’une base de k(x) comme k(f(x))-espace vectoriel induit des
isomorphismes de OY,f(x)-modules

OX,x/m
k
x ' (OY,f(x)/m

k
f(x))

[k(x):k(f(x))], k ∈ N.

Prenant l’image directe de la suite exacte précédente on obtient une suite exacte

0 −→ f∗OX −→ f∗OX(D) −→
⊕
y∈|Y |

iy∗

( ⊕
x∈f−1(y)

(OY,y/m
ax
y )[k(x):k(y)]

)
−→ 0.

On a donc une suite exacte

0 −→ det(f∗OX) −→ det(f∗OX(D)) −→
⊕
y∈|Y |

iy∗OY,y/m
by
y −→ 0,

où by =
∑
x∈f−1(y)[k(x) : k(y)]ax. Le résultat s’en déduit.

Proposition 5.6.12. — Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Notons
Div(X)/ ∼ les classes d’équivalences rationnelles de diviseurs et considérons
l’isomorphisme Pic(X)

∼−−→ Div(X)/ ∼ envoyant la classe d’isomorphisme de
OX(D) sur la classe d’équivalence de D. Alors le diagramme suivant est commutatif

Pic(X)⊗ Z[ 1
2 ]

det ◦f∗
��

// (Div(X)/ ∼)⊗ Z[ 1
2 ]

f∗

��

Pic(Y )⊗ Z[ 1
2 ] // (Div(Y )/ ∼)⊗ Z[ 1

2 ].

Remarque 5.6.13. — La proposition précédente ne dit rien d’autre que le fait qu’on
dispose d’un théorème de Riemann-Roch-Grothendieck modulo la 2-torsion pour les
morphismes étales finis. La remarque

Lemme 5.6.14. — Soient f : X → Y un morphisme fini localement libre de schémas
et E un fibré vectoriel sur X. Il y a un isomorphisme

det(f∗E ) ' det(f∗ det E ).

Démonstration. — Soit un entier n ≥ 1. Notons ResX/Y la restriction des scalaires à
la Weil et NX/Y : ResX/YGm −→ Gm la norme. D’après le lemme 1, A.3.112, de [9],
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il y a un diagramme commutatif de Y -schémas en groupes

ResX/Y GLn
ResX/Y det

//
� _

��

ResX/YGm
NX/Y

// Gm

GL(f∗O
n
X)

det // GL(det(f∗O
n
X)) Gm.

Si E est localement libre de rang n, le lemme en résulte par application du diagramme
précédent au GLn-torseur associé à E .

De ce lemme et de la proposition 5.6.12 on déduit la proposition suivante.

Proposition 5.6.15. — Soient f : X → Y un morphisme étale fini de courbes complètes
et E un fibré vectoriel sur X. Alors,

deg(f∗E ) = deg(E ).

Résumons les résultats précédents dans la proposition qui suit.

Proposition 5.6.16. — Soit f : X → Y un morphisme étale fini de courbes. Supposons
Y complète. Alors, X est complète. Si E est un fibré vectoriel sur X,

rg(f∗E ) = deg(f) · rg(E )

deg(f∗E ) = deg(E )

µ(f∗E ) = 1
deg(f)µ(E ).

Si E est un fibré vectoriel sur Y ,

rg(f∗E ) = rg(E )

deg(f∗E ) = deg(f) · deg(E )

µ(f∗E ) = deg(f)µ(E ).

5.6.3.2. Fibrés équivariants. — Puisque nous l’utiliserons maintes fois, rappelons le
lemme qui suit.

Lemme 5.6.17. — Soit f : X → Y un morphisme de courbes étale fini galoisien de
groupe Γ. Alors, les foncteurs E 7→ f∗E et F 7→ (f∗F )Γ induisent des équivalences
inverses entre la catégorie des fibrés sur Y et celle des fibrés Γ-équivariants sur X.

Exemple 5.6.18. — Avec les hypothèses du lemme précédent, si E est un fibré sur X,
f∗f∗E ' ⊕σ∈Γσ

∗E . Ainsi, le fibré f∗E sur Y correspond au fibré équivariant induit
IndΓ
{1}E .

Le lemme suivant sera crucial dans la suite.

Lemme 5.6.19. — Soit f : X → Y un morphisme étale fini galoisien de courbes
complètes. Soit E un fibré vectoriel sur Y . Soit

0 = E0 ( E1 ( · · · ( Er = E
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sa filtration de Harder-Narasimhan. Alors,

0 = f∗E0 ( f∗E1 ( · · · ( f∗Er = f∗E

est la filtration de Harder-Narasimhan de f∗E . En particulier, E est semi-stable si et
seulement si f∗E l’est.

Démonstration. — Soit le groupe fini Γ = Aut(X/Y ). Remarquons que si F est un
fibré sur X alors pour tout σ ∈ Γ,

µ(Fσ) = µ(F ).

Afin de démontrer l’assertion du lemme il suffit de montrer que si E est semi-stable
alors f∗E l’est. Mais par unicité de la filtration de Harder-Narasimhan de f∗E
et la propriété précédente d’invariance de la fonction µ sous Γ, cette filtration est
Γ-invariante. Ainsi si E est semi-stable sur Y , la filtration de Harder-Narasimhan de
f∗E descend à Y et est donc triviale.

Soit X un schéma muni d’une action d’un groupe Γ. Un fibré équivariant sur X
est un couple (E , (cσ)σ∈Γ) où E est un fibré sur X et pour tout σ ∈ Γ,

cσ : σ∗E
∼−−→ E

vérifiant
∀σ, τ ∈ Γ, cτ ◦ τ∗cσ = cστ .

Pour un tel fibré équivariant le groupe Aut(E ) est muni d’une action de Γ, Γ →
Aut(Aut(E )), en posant

∀f ∈ Aut(E ), fσ = cσ ◦ σ∗f ◦ c−1
σ .

Maintenant, si (c′σ)σ∈Γ est une autre structure de fibré équivariant sur E , posons pour
σ ∈ Γ

dσ = cσ ◦ c′
−1
σ ∈ Aut(E ).

On vérifie que (dσ)σ∈Γ est un 1-cocycle, élément de Z1(Γ,Aut(E )). Réciproquement,
la donnée d’un tel cocycle définit une nouvelle structure de fibré équivariant sur E .
On vérifie de plus que (E , (c′σ)σ) ' (E , (c′′σ)σ) si et seulement si les cocycles précédents
sont cohomologues. On déduit de cela la proposition qui suit.

Proposition 5.6.20. — Soit E un fibré muni d’une structure de fibré Γ-équivariant et
Γ→ Aut(E ) l’action associée de Γ.

1. L’ensemble des structures de fibré Γ-équivariant sur E est en bijection avec
l’ensemble des 1-cocycles dans Z1(Γ,Aut(E )), au 1-cocycle c est associé un fibré

Γ-équivariant tordu E
Γ
∧ c.

2. Les fibrés Γ-équivariants E
Γ
∧ c1 et E

Γ
∧ c2 sont isomorphes si et seulement si les

cocycles c1 et c2 différent d’un cobord
3. Les classes d’isomorphismes de fibrés équivariants dont le fibré sous-jacent est

isomorphe à E est en bijection avec l’ensemble

H1(Γ,Aut(E )).
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5.6.4. Classification des fibrés sur les sphères de Riemann généralisées

5.6.4.1. Sphères de Riemann généralisées
Définition 5.6.21. — Une sphère de Riemann généralisée est un couple (X,E∞) où

— X est une courbe complète de corps de définition E,
— E∞|E est une extension algébrique de corps galoisienne de groupe Ẑ,

satisfaisant :

1. Pour tout x ∈ |X|, l’extension E∞|E se plonge dans k(x)|E.
2. Il existe un point fermé de degré 1, ∞ ∈ |X| tel que pour toute extension de

degré fini E′|E contenue dans E∞ il existe un point fermé de X⊗EE′ au dessus
de ∞ dont le complémentaire est le spectre d’un anneau principal.

3. On a H1(X, OX) = 0.

Soit donc (X,E∞) une sphère de Riemann généralisée. On note alors

Eh := EhẐ∞ .

C’est une extension cyclique de degré h de E, et E∞ = ∪hEh. On note

Xh := X ⊗E Eh

et

πh : Xh −→ X.

Plus généralement, lorsque h|h′ on note

πh′,h : Xh′ −→ Xh.

Le schéma Xh est noethérien régulier de dimension 1. Puisque E est intégralement
fermé dans E(X), (5.1.5), Xh est intègre. Étant donné que E∞ se plonge dans le
corps résiduel de tous les points fermés de X, pour tout x ∈ |X|, π−1

h (x) est formé
de h-points fermés distincts de même corps résiduel que x i.e. le morphisme étale πh
est totalement décomposé en tout point de |X|. On munit Xh d’une fonction degré en
posant pour x ∈ |Xh|

deg(x) = deg(πh(x)).

On vérifie alors que cela muni Xh d’une structure de courbe complète de corps de
définition Eh. Les morphismes πh′,h sont étales finis au sens de la définition 5.6.5. On

ASTÉRISQUE 406



5.6. CLASSIFICATION DE FIBRÉS 225

obtient donc une tour de revêtements de courbes complètes

...

��

Xh′

��

Z/h′Z

hZ/h′Z

Xh

��

Z/hZ
...

��

X1 = X.

On vérifie aussitôt que pour tout h, (Xh, E∞) est encore une sphère de Riemann
généralisée.

Les courbes (Xh)h satisfont aux hypothèses de la section 5.4. On fixe désormais
un système compatible de points de degré 1, (∞h)h ∈ lim

←−
h≥1

|Xh| et on note pour tout

entier k ≥ 1,

OXh(k) = OXh

( k−1∑
i=0

[σi(∞h)]
)

où σ = 1̄ ∈ Z/hZ = Aut(Xh/X). Pour k ≤ 0 on pose OXh(k) = OXh(−k)−1.
On a donc

Z ∼ // Pic(Xh)

deg

zz

d � // [OXh(d)].

En particulier OXh(d) ' OXh(1)⊗d. Néanmoins, il est préférable de prendre la
définition précédente pour OXh(d). Elle fournit en effet une identification canonique
π∗nh,hOXh(d) = OXnh(nd) qui fait apparaître plus clairement la structure de fibré
Gal(Enh|Eh)-équivariant sur OXnh(n).

Définition 5.6.22. — Soient d ∈ Z et h ∈ N>0. On note

OX(d, h) = πh∗
(
OXh(d)

)
comme fibré vectoriel sur X. Si λ ∈ Q, λ = d

h avec (d, h) = 1 et h > 0, on note

OX(λ) = OX(d, h).

Pour un entier n, on utilise les même notations pour la sphère de Riemann généralisée
(Xh)n|h i.e. OXn(d, h) = πnh,n∗

(
OXnh(d)

)
.

Proposition 5.6.23. — Pour λ ∈ Q notons m(λ) l’ordre de λ mod Z dans Q/Z. Soient
d ∈ Z, h ∈ N>0. On a les propriétés suivantes :

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



226 CHAPITRE 5. COURBES

1. Si δ = (d, h),

OX(d, h) ' OX

(d
h

)⊕δ
.

2. Pour n ∈ N>0,

π∗n
(
OX(d, h)

)
' OXn(nd, h)

πn∗
(
OXn(d, h)

)
' OX(d, nh).

et donc

π∗n
(
OX(λ)

)
' OXn(nλ)⊕

m(λ)
m(nλ)

πn∗
(
OXn(λ)

)
' OX

(λ
n

)⊕ nm(λ)
m(λ/n)

.

3. Le fibré OX(d, h) est semi-stable de pente d
h . Pour tout λ ∈ Q, le fibré OX(λ) est

semi-stable de pente λ.
4. Il y a des isomorphismes

OX(d1, h1)⊗ OX(d2, h2) ' OX(d1h2 + d2h1, h1h2)

OX(d, h)∨ ' OX(−d, h).

En particulier,

OX(λ1)⊗ OX(λ2) ' OX(λ1 + λ2)
⊕m(λ1)m(λ2)

m(λ1+λ2)

OX(λ)∨ ' OX(−λ).

5. Pour λ > µ,
Hom(OX(λ), OX(µ)) = 0.

Pour λ ≤ µ,
Ext1(OX(λ), OX(µ)) = 0.

Démonstration. — Point (1) : Décomposons πh en le composé

πh : Xh

πh,h/δ−−−−−→ Xh/δ

πh/δ−−−−→ X.

On a donc
OX(d, h) = πh/δ∗

(
πh,h/δ∗

(
OXh(d)

))
.

De plus,
OXh(d) ' π∗h,h/δ

(
OXh/δ(d/δ)

)
.

D’après la formule de projection,

πh,h/δ∗π
∗
h,h/δ

(
OXh/δ(d/δ)

)
'
(
πh,h/δ∗OXh

)
⊗ OXh/δ(d/δ).

Puisque πh,h/δ∗OXh ' O⊕δXh/δ on obtient

πh,h/δ∗π
∗
h,h/δ

(
OXh/δ(d/δ)

)
'
(
OXh/δ(h/δ)

)⊕δ
.

On conclut quant au point (1).
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Point (2) : Le second isomorphisme du point (2) est immédiat. Considérons le
premier. Si (n, h) = 1, le diagramme

Xnh

πnh,h
//

πnh,n

��

Xh

πh

��

Xn
πn // X

est cartésien. On en déduit que

π∗n
(
OX(d, h)

)
= π∗nπh∗

(
OXh(d)

)
' πnh,n∗π

∗
nh,n

(
OXh(d)

)
' πnh,n∗

(
OXnh(nd)

)
= OXn(nd, h).

En général, si δ = (n, h), d’après le cas précédent et l’exemple 5.6.18,

π∗nOX(d, h) = π∗n,n/δπ
∗
n/δ

(
OX(d, h)

)
= π∗n,n/δπh/δ∗OXh/δ(d,

h
δ )

' π∗n,n/δ
(
OXn/δ

(
n
δ d, h

))
= π∗n,n/δπn,n/δ∗

(
OXn

(
n
δ d,

h
δ

))
' OXn

(
n
δ d,

h
δ

)⊕δ
.

D’après le point (1) démontré précédemment, ce dernier fibré s’identifie à OXn
(
d, h).

Point (3) : D’après le point (2) précédent, π∗hOX(d, h) ' OXh(d)⊕h qui est semi-
stable comme somme directe de fibrés semi-stables de même pente (cf. théorème 5.5.4).
Le lemme 5.6.19 permet de conclure.

Point (4) : La seconde égalité du point (4) est immédiate. Considérons la première.
Supposons d’abord que (h1, h2) = 1. Le diagramme

Xh1h2

|| ""

Xh1

""

Xh2

||

X

est alors cartésien. La formule de Künneth donne alors

OX(d1, h2)⊗ OX(d2, h2) = πh1∗
(
OXh1

(d1)
)
⊗ πh2∗

(
OXh2

(d2)
)

' πh1h2∗

(
π∗h1h2,h1

(
OXh1

(d1)
)
⊗ π∗h1h2,h2

(
OXh2

(d2)
))

' πh1h2∗
(
OXh1h2

(h2d1)⊗ OXh1h2
(h1d2)

)
' πh1h2∗

(
OXh1h2

(h2d1 + h1d2)
)

= OX(h2d1 + h1d2, h1h2).
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En général, soit δ = (h1, h2). Alors, utilisant le cas précédent ainsi que le point (2),

OX(d1, h2)⊗ OX(d2, h2) = πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

))
⊗ OX(d1, h2)

' πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

)
⊗ π∗δOX(d1, h2)

)
' πδ∗

(
OXδ

(
d1,

h1

δ

)
⊗ OXδ(δd1, h2)︸ ︷︷ ︸

OXδ (d1,
h2
δ )⊕δ

)

' πδ∗

(
OXδ

(
d1h2 + d1h1,

h1

δ
h2

))
' OX(d1h2 + d2h1, h1h2).

Point (5) : La première égalité résulte de ce que OX(λ) est semi-stable de pente λ,
OX(µ) est semi-stable de pente µ et λ > µ (cf. théorème 5.5.4). On a, sim = m(λ)m(µ)

m(µ−λ) ,

Ext1(OX(λ), OX(µ)) ' H1(X, OX(−λ)⊗ OX(µ))

' H1(X, OX(µ− λ))⊕m.

De plus, si OX(µ− λ) = OX(d, h),

H1(X, OX(µ− λ)) = H1(Xh, OX(d)) = 0

d’après la condition (3) de la définition 5.6.21, car d ≥ 0.

Définition 5.6.24. — Un fibré E sur X est pur s’il existe λ ∈ Q et a ∈ N tels que
E ' OX(λ)⊕a. Pour un entier h, on définit de même un fibré pur sur Xh.

D’après la proposition 5.6.23, E est pur si et seulement si

E ' OX(deg E , rgE ).

Proposition 5.6.25. — Soit E un fibré sur X et h un entier. Alors, E est pur si et
seulement si π∗hE l’est.

Démonstration. — Il résulte de la proposition 5.6.23 que si E est pur alors π∗hE
l’est. Réciproquement, supposons π∗hE pur. Quitte à agrandir h on peut supposer que
π∗hE ' OXh(d)⊕a pour un d ∈ Z et a ∈ N. Alors,

det(π∗hE ) = π∗h det(E ) ' OXh(ad)

et donc, en considérant le degré des fibrés en droites précédents, h|ad. D’après la
proposition 5.6.23

OXh(d)⊕a ' OXh(ad, a) ' π∗hOX

(ad
h
, a
)
.

Il y a donc un isomorphisme

π∗hE ' π∗hOX

(ad
h
, a
)
.
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La proposition 5.6.20 implique que les classes d’isomorphisme de fibrés Z/hZ-équiva-
riants de fibré sous-jacent isomorphe à F = π∗hOX

(
ad
h , a

)
sont en bijection avec

H1(Z/hZ,Aut(F )).

Or, Aut(F ) ' Aut(OXh(d)⊕a) ' GLa(Eh). On vérifie de plus que via cet
isomorphisme l’action de Z/hZ = Gal(Eh|E) sur Aut(F ) est l’action canonique
sur GLa(Eh). La proposition résulte donc du théorème de Hilbert 90,

H1(Gal(Eh|E),GLa(Eh)) = {∗}.

5.6.4.2. Classification des fibrés. — La preuve du théorème suivant s’inspire
fortement de [46].

Théorème 5.6.26. — Soit (Xh)h≥1, X = X1, une sphère de Riemann généralisée.
Supposons que pour tout h et tout n ≥ 1, si

0 −→ OXh
(
− 1

n

)
−→ E −→ OXh(1) −→ 0

est une suite exacte de fibrés alors H0(Xh,E ) 6= 0. Les propriétés suivantes sont alors
vérifiées.

1. Les fibrés semi-stables sur X sont les fibrés purs.
2. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
3. L’application{

(λi)1≤i≤n ∈ Qn | n ∈ N, λ1 ≥ · · · ≥ λn
}
−→

{
Fibrés sur X

}
/ ∼

(λ1, . . . , λn) 7−→
n⊕
i=1

OX(λi)

est une bijection.

Démonstration. — L’assertion (1) entraîne le reste du théorème. En effet, une fois
montré que tous les fibrés semi-stables sont purs, l’assertion (2) résulte du point (5)
de la proposition 5.6.23. Considérons donc l’assertion (1). Le fait que tout fibré pur
soit semi-stable est le point (3) de la proposition 5.6.23.

Montrons maintenant par récurrence sur l’entier n ≥ 1 que tout fibré semi-stable
de rang inférieur ou égal à n est pur. Remarquons que l’hypothèse de récurrence au
rang n implique, d’après le raisonnement précédent (le point (1) du théorème entraîne
les autres points), que tout fibré de rang inférieur ou égal à n est somme directe de
fibrés purs.

Supposons donc l’hypothèse de récurrence vérifiée au rang n et soit E un fibré
semi-stable de rang n+ 1. D’après la proposition 5.6.25, pour tout entier h ≥ 1,

E est pur ⇐⇒ π∗hE est pur.

De plus, d’après le lemme 5.6.19, pour tout entier h ≥ 1,

E est semi-stable ⇐⇒ π∗hE est semi-stable.
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On peut donc, quitte à remplacer E par π∗hE et X par Xh avec h grand, supposer
que µ(E ) ∈ Z. De plus, pour tout entier k ∈ Z,

E est semi-stable ⇐⇒ E (k) est semi-stable

et d’après le point (4) de la proposition 5.6.23,

E est pur ⇐⇒ E (k) est pur.

On peut donc supposer que
µ(E ) = 0.

Considérons maintenant le fibré π∗nE sur Xn. Soit L ⊂ π∗nE un sous-fibré en droites
de rang 1 de degré d maximal. On a donc L ' OXn(d). Posons E ′ = π∗nE /L ,

(1) 0 −→ L −→ π∗nE −→ E ′ −→ 0.

Puisque π∗nE est semi-stable de pente 0,

d ≤ 0 ≤ µ(E ′).

Distinguons maintenant plusieurs cas.
• Supposons d = 0. Alors, L est semi-stable de pente 0. Donc, E ′ est semi-stable

de pente 0 (cf. point (3) du théorème 5.5.4). D’après l’hypothèse de récurrence,
on a donc E ′ ' OnXn . Puisque Ext

1(OnXn , OXn) = 0, cela entraîne que π∗nE ' On+1
Xn

et donc que π∗nE est pur. On déduit alors de la proposition 5.6.25 que E est pur.
• Supposons que d ≤ −2. Puisque µ(E ′) ≥ 0, la première pente du polygone

de Harder-Narasimhan de E ′ est positive. L’hypothèse de récurrence entraîne
donc qu’il existe λ ≥ 0 tel que OXn(λ) ⊂ E ′ comme sous-fibré. Puisque λ ≥ 0,
H0(Xn, OXn(λ)) 6= 0 et donc

Hom(OXn(d+ 2), OXn(λ)) 6= 0.

Il existe donc un morphisme non nul

u : OXn(d+ 2) −→ E ′.

Tirant en arrière la suite exacte (1) précédente via u on obtient une suite exacte

0 −→ L −→ E ′′ −→ OXn(d+ 2) −→ 0

et donc une suite exacte

0 −→ L (−d− 1) −→ E ′′(−d− 1) −→ OXn(1) −→ 0.

D’après l’hypothèse du théorème appliquée avec n = 1 (attention, il ne s’agit
pas du même entier n intervenant dans cette démonstration),

H0(Xn,E
′′(−d− 1)) 6= 0.

Il existe donc un morphisme non nul

OXn(d+ 1) −→ E ′′.
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Le morphisme E ′′ → π∗nE est un monomorphisme (i.e. c’est une inclusion en
fibre générique, mais OXn(d + 1) n’est pas forcément localement facteur direct
dans E ′′). On en déduit l’existence d’un morphisme non nul

v : OXn(d+ 1) −→ π∗nE .

Alors, Im(v) est un sous-fibré en droites de π∗nE vérifiant deg(Im(v)) ≥ d + 1

ce qui est en contradiction avec la maximalité de d. Le cas d ≤ −2 est donc
impossible.

• Supposons d = −1. Puisque le morphisme πn est étale fini, π∗n = π!
n et

Hom(L , π∗nE ) ' Hom(πn∗L ,E ).

Le morphisme non nul L → π∗nE est donc associé par adjonction à un
morphisme non nul

u : OX
(
− 1

n

)
' πn∗L −→ E .

Considérons le sous-fibré Im(u) de E . Puisque OX
(
− 1
n

)
est semi-stable de pente

− 1
n et que le morphisme

u : OX
(
− 1

n

)
/ ker(u) −→ Im(u)

est un isomorphisme en fibre générique,

µ
(
Im(u)

)
≥ − 1

n
.

On a donc

− 1

n
≤ µ

(
Im(u)

)
≤ 0.

Le nombre µ(Im(u)) est de la forme d
rg(Im(u)) pour un d ∈ Z. Mais puisque

rg(Im(u)) ≤ n, l’inégalité précédente entraîne que

µ
(
Im(u)

)
= − 1

n
ou bien µ

(
Im(u)

)
= 0.

Distinguons ces deux cas.
• Si µ(Im(u)) = 0 alors Im(u) est semi-stable de pente 0. Le fibré E /Im(u)

l’est donc également. D’après l’hypothèse de récurrence, Im(u) ' O
rg(Im(u))
X

et E /Im(u) ' O
n+1−rg(Im(u))
X . Puisque H1(X, OX) = 0 on conclut que

E ' On+1
X .

• Si µ(Im(u)) 6= 0, nécessairement rg(Im(u)) = n. Le morphisme

u : OX
(
− 1

n

)
−→ Im(u)

est donc un isomorphisme en fibre générique. Étant donné que

deg
(
OX
(
− 1

n

))
= deg(Im(u))
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c’est un isomorphisme. Il y a donc une suite exacte

0 −→ OX
(
− 1

n

)
−→ E −→ L ′ −→ 0,

où L ′ est un fibré en droites de degré 1. Par hypothèse on a H0(X,E ) 6= 0.
Mais si h : OX −→ E est un morphisme non nul, Im(h) est un sous-
fibré en droites de E de degré positif (car supérieur à celui de OX) et
négatif (car E est semi-stable de pente 0) donc nul. Le morphisme h est
donc un isomorphisme. Dès lors, E /Im(h) est semi-stable de pente 0 donc
isomorphe à OnX d’après l’hypothèse de récurrence. On conclut que E '
On+1
X en utilisant une fois de plus que H1(X, OX) = 0.

Remarque 5.6.27. — Dans le théorème précédent, l’hypothèse disant que si 0 →
OXh(− 1

n ) −→ E −→ OXh(1) → 0 est exacte alors H0(X,E ) 6= 0 est indispensable
si l’on veut que le théorème de classification des fibrés soit vérifié. En effet, si on
suppose les conclusions du théorème vérifiées, un tel E étant de degré 0, il possède
nécessairement un facteur direct de la forme OX(λ) avec λ ≥ 0 et donc H0(X,E ) 6= 0.

Corollaire 5.6.28. — Sous les hypothèses du théorème 5.6.26, pour tout λ ∈ Q, la
catégorie abélienne formée des fibrés semi-stables de pente λ sur X est semi-simple,
d’unique objet simple à isomorphisme près OX(λ). L’algèbre End(OX(λ)) est une
algèbre à division. Le foncteur

E 7−→ Hom(OX(λ),E )

induit une équivalence entre cette catégorie et la catégorie des End(OX(λ))opp-espaces
vectoriels de dimension finie.

On va maintenant donner un critère de vérification des hypothèses du théo-
rème 5.6.26 en termes de modifications de fibrés. C’est ce critère que nous allons
utiliser dans la suite. Par définition, une modification du fibré E sur X est un fibré
E ′ muni d’un isomorphisme en fibre générique E ′η

∼−→ Eη c’est à dire un isomorphisme

E ′|XrS
∼−−→ E |XrS

pour S ⊂ |X| fini.
Supposons que les conclusions du théorème 5.6.26 sont vérifiées, c’est à dire que

tout fibré sur X est isomorphe à une somme directe de OX(λ), λ ∈ Q. Soient n ≥ 1

et une suite exacte
0 −→ E −→ OX( 1

n ) −→ F −→ 0,

où F est cohérent de torsion de degré 1. Si E ' ⊕iOX(λi), pour tout indice i, puisque
Hom(OX(λi), OX( 1

n )) 6= 0,

λi ≤
1

n
.
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Mais de plus, si λi = di
hi

avec (di, hi) = 1, puisque OX(λi) ⊂ OX( 1
n ),

hi ≤ n.

On déduit de cela que si pour un indice i, λi > 0 alors λi = 1
n . Or, cela est

impossible puisqu’alors le monomorphisme de OX -modules OX(λi) ↪→ OX( 1
n ) serait

un isomorphisme (les deux fibrés ont même rang et même degré) ce qui contredirait
le fait que F 6= 0. On déduit de cela que pour tout i, λi ≤ 0. Mais puisque

deg(E ) = 0

cela implique nécessairement que pour tout i, λi = 0 et donc

E ' OnX .

Dans « l’autre sens », soit une suite exacte

0 −→ OnX −→ E −→ F −→ 0

avec E un fibré vectoriel et F cohérent de torsion de degré 1. Si E ' ⊕iOX(λi), pour
tout i,

λi ≥ 0.

En effet, s’il existait un indice i tel que λi < 0, puisque Hom(OnX , OX(λi)) = 0 on
aurait OnX ⊂ ⊕j 6=iOX(λj) ce qui est impossible puisque OnX et E ont même rang. De la
positivité des pentes λi et du fait que deg(E ) = 1 on tire alors que nécessairement il
existe un entier m ∈ {1, . . . , n} tel que

E ' OX( 1
m )⊕ On−mX .

On a la réciproque suivante.

Théorème 5.6.29. — Soit (X,E∞) une sphère de Riemann généralisée. Supposons que
pour tout h ≥ 1 :

1. Si n ≥ 1 et si on a une suite exacte

0 −→ E −→ OXh( 1
n ) −→ F −→ 0

avec F de torsion de degré 1 alors

E ' OnXh .

2. Si n ≥ 1 et si on a une suite exacte

0 −→ OnXh −→ E −→ F −→ 0,

où E est un fibré vectoriel et F est de torsion de degré 1 alors, pour un m ∈
{1, . . . , n}, on a

E ' OXh( 1
m )⊕ On−mXh

.

Alors les hypothèses et donc les conclusions du théorème de classification 5.6.26 sont
vérifiées.

Avant d’attaquer la preuve de ce théorème introduisons la notion suivante.
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Définition 5.6.30. — Un fibré E sur X est élémentaire s’il est non nul et possède une
présentation

0 −→ OnX −→
⊕
i∈I

OX( 1
hi

) −→ E −→ 0,

où n ∈ N et pour tout i, hi ≥ 1.

La proposition suivante va nous permettre de démontrer le théorème 5.6.29.

Proposition 5.6.31. — Supposons que les hypothèses du théorème 5.6.29 sont vérifiées.
Soit E un fibré élémentaire sur X et

u : E � F

un épimorphisme avec F cohérent de torsion de degré 1.
1. Si deg(E ) = 1, alors H0(X, keru) 6= 0.
2. Si deg(E ) > 1, il existe un fibré élémentaire E ′ de degré deg(E ) − 1 et un

monomorphisme de OX-modules

E ′ ↪−→ keru.

Démonstration. — Si deg(E ) = 1, on a alors une présentation

0 −→ OnX −→ OX( 1
h ) −→ E −→ 0.

Puisque E est un fibré vectoriel non nul remarquons que nécessairement

n < h

(si ce n’était pas le cas alors le monomorphisme OnX → OX( 1
n ) serait surjectif au

point générique de X et donc E serait de torsion c’est à dire nul). Considérons
l’épimorphisme composé

v : OX( 1
h ) −→ E

u−−→ F .

D’après l’hypothèse (1) de 5.6.29

ker v ' OhX .

On a alors une suite exacte

0 −→ OnX −→ ker v −→ keru −→ 0.

Soit E le corps de définition de X. Puisque H1(X, OnX) = 0 on en déduit une suite
exacte

0 −→ En −→ Eh −→ H0(X, keru) −→ 0

et donc, puisque n < h, H0(X, keru) 6= 0.
Supposons maintenant que deg(E ) > 1. Fixons une présentation

0 −→ OnX −→
⊕
i∈I

OX( 1
hi

) −→ E −→ 0.

Notons
v :
⊕
i∈I

OX( 1
hi

) −→ E
u−−→ F ,
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v =
∑
i∈I vi avec

vi : OX( 1
hi

) −→ F .

Posons
I0 = {i ∈ I | vi 6= 0}

et notons {x} = supp(F ), F ' ix∗k(x). Soit W ⊂ k(x)I0 le noyau de

k(x)I0 −→ k(x)

(xi)i∈I0 7−→
∑
i∈I0

xi.

Soit W =
⊕

j∈J Dj une décomposition en somme de droites. Considérons le
morphisme

α = ⊕i∈I0vi :
⊕
i∈I0

OX( 1
hi

) −→ F I0 .

D’après l’hypothèse (1) de 5.6.29, kerα est un fibré trivial. Il y a de plus une extension
pour tout j ∈ J

0 −→ kerα −→ α−1
(
F ⊗Dj

) α−−→ F ⊗Dj −→ 0.

L’hypothèse (2) de 5.6.29 nous dit alors qu’il existe des entiers aj ≥ 1 et bj ≥ 0 tels
que

α−1
(
F ⊗Dj

)
' OX

(
1
aj

)
⊕ O

bj
X .

Il y a une suite exacte

0 −→ ker
((

kerα
)J ∑

j∈J−−−−−→ kerα
)
−→

⊕
j∈J

α−1
(
F ⊗Dj) −→ α−1(F ⊗W ) −→ 0.

Puisque
ker(v) =

⊕
i∈I\I0

OX
(

1
hi

)
⊕ α−1(F ⊗W )

on en déduit l’existence d’un épimorphisme⊕
i∈I\I0

OX
(

1
hi

)
⊕
⊕
j∈J

(
OX
(

1
aj

)
⊕ O

bj
X

)
−→ ker v

de noyau un fibré trivial.
Il existe donc une suite exacte de la forme

0 −→ OrX −→
(⊕
i∈I′

OX
(

1
h′i

))
⊕ OsX −→ ker v −→ 0.

On a OnX ⊂ ker v et son image réciproque dans le terme du milieu de la suite exacte
précédente est une extension de OnX par OrX qui est donc un fibré trivial (puisque
H1(X, OX) = 0). Au final on dispose d’une résolution

0 −→ On+r
X −→

(⊕
i∈I′

OX
(

1
h′i

))
⊕ OsX −→ keru −→ 0.
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Le noyau H du morphisme composé

On+r
X −→

(⊕
i∈I′

OX
(

1
h′i

))
⊕ OsX

proj−−−−→ OsX

est un fibré trivial. Alors, ⊕
i∈I′

OX
(

1
h′i

)
/H

est un fibré élémentaire de degré deg(E )−1 muni d’un monomorphisme de OX -modules
vers ker(u).

Démonstration du théo. 5.6.29. — Soit une suite exacte

0 −→ OXh(− 1
n ) −→ E −→ OXh(1) −→ 0.

Choisissons un plongement

OXh(− 1
n ) ↪−→ OXh(1)n

de conoyau un faisceau cohérent de torsion noté F . Un tel plongement est obtenu par
application de πnh,n∗ à un plongement OXnh(−1) ↪→ OXnh(n).

Le poussé en avant de la suite exacte par ce plongement définit une extension de
OXh(1) par OXh(1)n qui est scindée. On en déduit une suite exacte

0 −→ E −→ OXh(1)n+1 −→ F −→ 0.

Choisissons maintenant un drapeau complet (FiliF )0≤i≤n+1, Fil0F = 0 et
Filn+1F = F , de F dont les gradués sont des faisceaux de torsion de degré 1. On
applique la proposition 5.6.31 avec « X = Xh ». Le fibré OXh(1)n+1 est élémentaire.
On en déduit que le noyau du morphisme composé

OXh(1)n+1 −→ F −→ F/FilnF

possède un sous-fibré élémentaire E ′ de degré n. On peut alors regarder le noyau du
morphisme (qui est soit surjectif soit nul)

E ′ −→ FilnF/Filn−1F

et lui réappliquer 5.6.31 s’il est surjectif. En procédant ainsi par récurrence on vérifie
que E s’exprime comme noyau d’un fibré élémentaire de degré 1 vers un faisceau
cohérent de torsion de degré 1 ce qui permet de conclure grâce au point (1) de 5.6.31.
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CHAPITRE 6

LA COURBE FONDAMENTALE
LORSQUE F EST ALGÉBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on construit et démontre les propriétés de base de la courbe qui
nous intéresse lorsque le corps F est algébriquement clos. Celle-ci est définie comme
étant le « Proj » de l’algèbre graduée P =

⊕
d≥0B

ϕ=πd . Le fait que ce schéma soit
une courbe complète au sens du chapitre 5 résulte des deux résultats suivants :

— L’algèbre P est graduée-factorielle (théo. 6.2.1).
— L’existence de la suite exacte fondamentale en théorie de Hodge p-adique dont

nous donnons une nouvelle démonstration (théo. 6.4.1) d’une version généralisée.

Ces deux résultats exploitent de façon fondamentale ceux du chapitre 2 concernant
les diviseurs associés à une « fonction holomorphe de la variable π ».

Enfin, on donne des descriptions alternatives de la courbe dans les sections 6.6 et
6.7 qui ne font pas intervenir l’uniformisante π intervenant dans la définition de P .

6.1. L’algèbre graduée PF,E,π : définition et généralités

6.1.1. Définition. — On reprend les notations de la section 1.1.

Définition 6.1.1. — On note

P =
⊕
d≥0

Bϕ=πd

une E-algèbre graduée dont on note Pd = Bϕ=πd les éléments homogènes de degré d.
Lorsqu’on voudra spécifier la dépendance de P en E, F et π on la notera PF,E,π.

D’après la proposition 4.1.3

P =
⊕
d≥0

(B+)ϕ=πd .
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L’application canonique P → B+ est injective et identifie P à une sous-E-algèbre
de B+. D’après la proposition 4.1.1 les éléments homogènes de degré 0 sont

P0 = E.

6.1.2. Changement d’uniformisante. — Supposons que F contienne une clôture
algébrique Fq de Fq i.e. Fq

F
est algébriquement clos. Soit π′ une autre uniformisante

de E. Notons
Lπ,π′ = {u ∈WOE (Fq)Q | ϕ(u)π = uπ′},

un E-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique
d’algèbres graduées

uπ,π′ :
⊕
d≥0

Pπ,d ⊗E L⊗dπ,π′
∼−−→ Pπ′

donné par la recette de la section 4.1.4. De plus, si π′′ est une troisième uniformisante,
via l’isomorphisme canonique

Lπ,π′ ⊗E Lπ′,π′′
∼−−→ Lπ,π′′

on a
uπ,π′′ = uπ′,π′′ ◦ uπ,π′ .

6.1.3. Changement de corps E. — Supposons que F contienne une clôture algébrique
de Fq. Soit Eh|E l’extension non-ramifiée de degré h de E, Eh = WOE (Fq)ϕ

h=Id. On
a alors

PEh,π =
⊕
d≥0

(B+
E )ϕ

h
E=πd .

D’après la proposition 4.1.7 on a alors un isomorphisme canonique d’algèbres graduées

PE,π,• ⊗E Eh
∼−−→ PEh,π,h•.

Soit maintenant E′|E une extension totalement ramifiée et πE′ , πE , des uniformisantes.
Soit

LπE′ ,πE = {x ∈WOE (k)Q | ϕ(u)πE = uπ
[E′:E]
E′ },

un E-espace vectoriel de dimension 1. Il y a alors un isomorphisme canonique⊕
d≥0

PE,πE ,d ⊗E L⊗dπE ,πE′
∼−−→ PE′,πE′ ,[E′:E]•.

6.2. L’algèbre P est graduée factorielle

6.2.1. Énoncé du théorème. — Rappelons qu’un monoïde abélien est libre s’il est
isomorphe à

(
N(I),+

)
pour un ensemble I. Contrairement au cas des groupes abéliens

libres, tout monoïde abélien libre possède une base canonique formée de ses éléments
irréductibles. Plus précisément, siM est un monoïde abélien, un élément m deM non
nul est irréductible s’il ne peut s’écrire sous la forme m = m′+m′′ avec m′,m′′ 6= 0. Si
M est abélien libre d’éléments irréductibles I alors il y a un isomorphisme canonique
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N(I) ∼−→ M . Rappelons enfin que si M est un monoïde abélien et U ⊂ M× un sous-
groupe des éléments inversibles de M , on peut définir le monoïde quotient M/U .

Par définition, un anneau intègre A est factoriel si le monoïde abélien quotient

(A \ {0})/A×

est libre. Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théorème 6.2.1. — Supposons F algébriquement clos. Alors, l’algèbre P est graduée-
factorielle d’éléments irréductibles de degré 1 au sens où le monoïde⋃

d≥0

(Pd \ {0})/E×

est libre sur (P1 \ {0})/E×. En particulier, si x ∈ Bϕ=πd avec d ≥ 1, il existe
t1, . . . , td ∈ Bϕ=π tels que

x = t1 · · · td.

Le reste de cette section est consacré à la démonstration de ce théorème.

6.2.2. Diviseurs sur Y/ϕZ. — Nous allons maintenant formuler un énoncé qui va
impliquer le théorème 6.2.1. Reprenons les notations de la section 2.7.2.

Définition 6.2.2. — On note Div+(Y/ϕZ) les diviseurs D ∈ Div+(Y ) vérifiant
ϕ∗D = D.

Si D ∈ Div+(Y ) est un diviseur de support fini, on vérifie que la somme infinie∑
n∈Z

ϕn∗D ∈ Div+(Y/ϕZ)

est bien définie. Cela résulte de la formule ‖ · ‖◦ϕ = ‖ · ‖q où ‖ · ‖ : |Y | → ]0, 1[ « est la
distance à l’origine dans le disque épointé » (cf. sect.2.7.2). Cela définit un morphisme
de monoïdes

Div+(Y )finis

∑
n∈Z ϕ

n∗

−−−−−−−−→ Div+(Y/ϕZ)

dont on vérifie facilement qu’il est surjectif. En fait on a le lemme suivant dont la
vérification est immédiate.

Lemme 6.2.3. — Via l’injection

|Y |/ϕZ ↪−→ Div+(Y/ϕZ)

y mod ϕZ −→
∑
n∈Z

[
ϕn(y)

]
,

Div+(Y/Z) est le monoïde abélien libre sur |Y |/ϕZ.

De cela on déduit l’existence d’une fonction degré sur les diviseurs ϕ-invariants.
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Définition 6.2.4. — Pour D ∈ Div+(Y/ϕZ),

D =
∑
i∈I

∑
n∈Z

[
ϕn(yi)

]
, yi ∈ |Y |

on note
deg(D) =

∑
i∈I

deg(yi).

On vérifie ausitôt le lemme suivant qui exprime le degré d’un diviseur ϕ-invariant
comme le degré d’un diviseur fini après restriction à un domaine fondamental pour
l’action de ϕ.

Lemme 6.2.5. — Soit ρ ∈ ]0, 1[ et |Y]ρq,ρ]| ⊂ |Y |, un domaine fondamental pour
l’action de ϕ sur |Y |. Alors, pour tout diviseur D ∈ Div+(Y/ϕZ),

deg(D) = deg
(
D∣∣Y]ρq,ρ]

)
.

Remarquons maintenant que, si x ∈ Pd est non-nul, alors l’équation fonctionnelle
ϕ(x) = πdx induit au niveau des diviseurs

ϕ∗div(x) = div(ϕ(x)) = div(πdx) = div(πd) + div(x) = div(x)

puisque π est une unité. L’application diviseur

div : B \ {0} −→ Div+(Y )

induit donc un morphisme de monoïdes

div :
⋃
d≥0

(Pd \ {0})/E× −→ Div+(Y/ϕZ).

Les deux monoïdes précédents sont munis d’une fonction degré, le degré d’un élément
de Pd \ {0} étant d.

Proposition 6.2.6. — Le morphisme de monoïdes précédent est compatible aux degrés.

Démonstration. — Soit x ∈ Pd non nul. Le polygone de Newton de ϕ(x) est obtenu
à partir de celui de x en appliquant la transformation du plan (u, v) 7→ (u, qv). Celui
de πdx est obtenu en appliquant (u, v) 7→ (u+ d, v). On en déduit que si (λi)i∈Z sont
les pentes de Newt (x) où λi est la pente sur [i, i+ 1] alors pour i, k ∈ Z

λi+kd = q−kλi.

Soit ρ ∈ ]0, 1[, ρ = q−r. D’après le théorème 3.4.4, si

D = div(x)∣∣Y]ρq,ρ]

∈ Div+(Y]ρq,ρ])

on a
deg(D) =

∣∣{i ∈ Z | λi ∈ [r, qr[ }
∣∣.

On conclut facilement en appliquant le lemme 6.2.5.

Le théorème suivant implique alors le théorème 6.2.1.
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Théorème 6.2.7. — Le morphisme de monoïdes

div :
⋃
d≥0

(Pd \ {0})/E× −→ Div+(Y/ϕZ)

est injectif. Si F est algébriquement clos c’est un isomorphisme.

Preuve de l’injectivité. — Soient x ∈ Pd et y ∈ Pd′ non nuls satisfaisant

div(x) = div(y).

D’après le point (2) du théorème 3.5.5 il existe u ∈ B× = (Bb)× (coro. 1.9.5) tel que

x = uy.

Mais alors

u ∈ (Bb)ϕ=πd−d
′

=

{
0 si d 6= d′

E si d = d′.

On conclut aussitôt.

Le reste de cette section est consacré à la preuve de la surjectivité dans le théorème
précédent lorsque F est algébriquement clos.

6.2.3. Surjectivité de l’application diviseur : produits de Weierstraß

Notons pour un entier positif d

Md =
{
x ∈ A \ πA | x ≡ πd mod WO(mF )

}
⊂ Primd.

Modulo l’action de A×, tout élément primitif de degré d peut être représenté par un
élément de Md :

Md/M0 = Primd/A
×.

Par exemple, soit Q ∈ OE [X] tel que Q(X) ≡ Xq mod π et Q(X) ≡ πX mod X2.
Soit ε ∈ mF \ {0} alors

uε =

[
ε
]
Q[

ε1/q
]
Q

∈M1

(cf. déf. 2.3.7).
Soit b ∈Md. On cherche f ∈ Pd non nul tel que

div(f) =
∑
n∈Z

ϕn∗div(b).

Le principe consiste à couper le diviseur en deux∑
n∈Z

ϕn∗div(b) =
∑
n≥0

ϕn∗div(b) +
∑
n<0

ϕn∗div(b).

Pour b ∈Md on a

lim
n→+∞

ϕn(b)

πd
= 1
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dans B+. Le produit infini

Π+(b) =
∏
n≥0

ϕn(b)

πd

est donc convergent dans B+ de diviseur

div(Π+(b)) =
∑
n≥0

ϕn∗div(b).

Exemple 6.2.8. — Si b = π − [z] alors

Π+(b) =
∏
n≥0

(
1−

[
zq
n]
π

)
.

On aimerait maintenant associer à un tel b un élément «
∏
n≥0

ϕn(b)
πd

.
∏
n<0 ϕ

n(b) »
dans Pd. Malheureusement le produit «

∏
n<0 ϕ

n(b) » n’est pas convergent et on ne
sait pas définir en toute généralité des éléments dans B+ de diviseur fixé à l’avance
(cf. 2.7.5), c’est à dire ici un élément de B+ de diviseur

∑
n<0 div(ϕn(b)). On va voir

que l’on peut tout de même le définir de façon détournée en remarquant qu’il doit
satisfaire une équation fonctionnelle. Remarquons de plus que l’on connait à l’avance
le polygone de Newton d’un tel élément. Un calcul montre que ce polygone doit être
dans le quadrant R2

+ et que donc l’élément doit appartenir à A.

Remarque 6.2.9. — Notons x = b mod π ∈ OF . Bien que le produit
∏
n<0 ϕ

n(b) ne
soit pas convergent, on peut donner un sens à sa réduction modulo π de la façon
suivante : on a

´
∏
n<0

xq
n

= x
∑
n<0 q

n

= x
1
q−1 ˇ.

Bien sûr, aucune de ces expressions n’a de sens. Ceci dit, x
1
q−1 a bien un sens à

multiplication par un élément de F×q -près. Si l’on essaie de construire ainsi
∏
n<0 ϕ

n(x)

par approximations successives, après avoir construit sa réduction modulo π on est
amené à construire

∏
n<0 ϕ

n(x) modulo 1 + πk+1A, k ≥ 1, lorsque x ∈ 1 + πkA. Via

(1 + πkA)/(1 + πk+1A)
∼−−→ OF ,

si x correspond à a ∈ OF alors «
∏
n<0 ϕ

n(x) » correspond à∑
n<0

aq
n

qui n’a pas de sens mais dont on vérifie qu’il est formellement solution de l’équation
d’Artin-Schreier Xq = X + a, ce qui donne une définition à translation près par un
élément de Fq. C’est grâce à ce type de « miracle » que l’on peut définir

∏
n<0 ϕ

n(b)

à un E×-multiple près grâce à la proposition qui suit.

Proposition 6.2.10. — Supposons F algébriquement clos. Pour tout b ∈ Bb vérifiant
vπ(b) = 0, le E-espace vectoriel

{x ∈ BbF | ϕ(x) = bx}
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est de dimension 1.

Démonstration. — Si b1, b2 sont dans cet espace vectoriel et non-nuls, b1/b2 ∈ E
vérifie ϕ(b1/b2) = b1/b2. Puisque E ϕ=Id = E on en déduit que la dimension de
l’espace vectoriel en question est inférieure ou égale à 1. Il faut maintenant montrer
qu’il est non nul. Puisque F est algébriquement clos, tout élément de F× s’écrit sous la
forme xq−1, x ∈ F×. Quitte à multiplier b par un Teichmüller on peut donc supposer
que b ∈ A \ πA. Définissons par récurrence sur n une suite (xn)n≥1 d’éléments de
WOE (OF ) telle que xn+1 ≡ xn mod πn, x1 /∈ πA et

ϕ(xn) ≡ bxn mod πn.

Soit b0 ∈ OF \ {0} le terme constant de b, b ≡ b0 mod π. On pose x1 = [a] où a

est une solution de l’équation Xq−1 = b0. Supposons défini xn. Soit z ∈ OF tel que
ϕ(xn) ≡ bxn + πn[z] mod πn+1. On cherche xn+1 sous la forme xn + πn[u]. On voit
facilement qu’il suffit de prendre pour u une solution de l’équation d’Artin-Schreier
Uq − b0U − z = 0.

Définition 6.2.11. — Supposons F algébriquement clos. Pour b ∈Md, on note

Π+(b) =
∏
n≥0

ϕn(b)

πd

et Π−(b) n’importe quel élément non nul de A vérifiant ϕ(Π−(b)) = bΠ−(b). On pose
alors Π(b) = Π+(b)Π−(b).

Les éléments Π−(b) et Π(b) ne sont donc définis qu’à multiplication par un élément
de E× près. Soit

M =
⋃
d≥0

Md,

un monoïde pour la loi de multiplication. On vérifie immédiatement que pour
b1, b2∈M,

Π(b1b2) = Π(b1)Π(b2)

à un élément de E× près. De plus pour b ∈ M0, on a Π(b) ∈ E× et M0 est un
sous-groupe de A×,

M0 = ker
(
WO(OF )× →WO(kF )×

)
.

L’application Π définit donc un morphisme de monoïdes

Π : M/M0 −→ (P \ {0})/E×.

Lemme 6.2.12. — Dans Div+(Y/ϕZ) on a

div(Π(b)) =
∑
n∈Z

ϕn(div(b)).
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Démonstration. — Pour un diviseur D =
∑
ym(y)[y] on note ϕ(D) =

∑
ym(y)[ϕ(y)]

(afin de ne pas de tromper sur ce qu’on noterait ϕ∗ ou ϕ∗). Il suffit de montrer que

div(Π−(b)) =
∑
n<0

ϕn(div(b)).

Notons D′ = div(b) qui est à support fini et D = div(Π−(b)). On a

D′ +D = ϕ(D),

équation de laquelle on tire par récurrence que pour tout n > 0,

D = ϕ−1(D′) + ϕ−2(D′) + · · ·+ ϕ−n(D′) + ϕ−n(D).

Remarquons maintenant que puisque Π−(b) ∈ A, le support de D est contenu dans
|Y[ρ,1[| pour un ρ ∈ ]0, 1[. Puisque ‖ϕ−1(y)‖ = ‖y‖1/q on en déduit que

supp
(
ϕ−n(D)

)
⊂ |Y[ρ1/qn ,1[|.

Il s’ensuit que, pour tout intervalle compact I ⊂ ]0, 1[, il existe n� 0 tel que

ϕ−n(D)|YI = 0

ϕ−n(D′)|YI = 0.

Les deux diviseurs D et
∑
n<0 ϕ

n(D′) ayant même restriction à « toute couronne
compacte » on conclut.

Cela montre la surjectivité du morphisme diviseur dans le théorème 6.2.7 et conclut
donc la preuve du théorème 6.2.1.

Remarque 6.2.13. — Le fait que Π(b) ne soit défini qu’à un E×-multiple près n’est pas
anodin. En effet, si F n’est pas algébriquement clos, on peut définir Π(b) ∈ P

F̂
\ {0}.

L’obstruction à descendre Π(b) en un élément de PF est alors donnée par un élément
de H1(GF , E

×) dont on verra dans le chapitre 7 qu’il s’agit exactement du groupe
Pic0(XF ).

6.3. Produits de Weierstraß associés aux éléments de degré 1 et logarithme

On va maintenant relier les produits de Weierstrass précédents au logarithme d’un
groupe de Lubin-Tate.

Soit Q ∈ OE [X] tel que Q ≡ Xq mod π et Q ≡ πX mod X2. Soit LT Q la loi de
groupe formelle de Lubin-Tate telle que [π]LT Q

= Q. La proposition suivante est bien
connue.

Proposition 6.3.1. — Dans l’espace de Fréchet des fonctions rigides analytiques sur la
boule ouverte de dimension 1 sur E, la suite

[πn]LT Q

πn

converge vers le logarithme de LT Q.
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Démonstration. — Rappelons que l’on note Qn = [πn]LT . Montrons d’abord que la
suite de l’énoncé est convergente. Soit r > 0. Pour f =

∑
k≥0 akX

k notons wr(f) =

inf
k≥0
{v(ak) + kr}. Il s’agit de montrer que

lim
n→+∞

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) = +∞.

Constatons que

π−(n+1)Qn+1 − π−nQn = π−(n+1).(Q(X)− πX) ◦Qn.

Puisque Q(X)− πX ∈ X2OE [X], on a donc

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) ≥ −(n+ 1) + 2wr(Qn).

Choisissons m un entier positif tel que r > 1
qm−qm−1 . Notons pour tout entier k,

LT Q[πk] les points de πk-torsion de la loi de groupe formel de Lubin-Tate LT Q dans
une clôture algébrique fixée de E. Pour n > m on a alors

wr(Qn) ≥ wr(Qn/Qm)

=
∑

ζ∈LT Q[πn]\LT Q[πm]

wr(X − ζ)

=

n−1∑
k=m

∑
ζ∈LT Q[πk+1]\LT Q[πk]

wr(X − ζ).

Mais si ζ ∈ LT Q[πk+1] \ LT Q[πk], on a v(ζ) = 1
qk+1−qk et donc si k ≥ m

wr(X − ζ) = v(ζ) =
1

qk+1 − qk
.

On obtient alors que
wr(Qn) ≥ n−m

ce qui implique que

wr(π
−(n+1)Qn+1 − π−nQn) ≥ n− 1− 2m −→

n→+∞
+∞.

On a donc prouvé la convergence de la suite (π−nQn)n≥1. Notons f sa limite, une
fonction rigide analytique sur le disque ouvert de rayon 1. Les zéros de f sont
exactement les points de torsion de la loi de groupe formel LT Q et coïncident donc
avec ceux de son logarithme logLT Q

. La fonction méromorphe g = f/ logLT Q
est donc

holomorphe sur le disque ouvert de rayon 1 et sans zéros. De plus, pour tout entier
positif n

g ◦ [πn]LT Q
= g.

Or, pour un point x ∈ B̊(E), la boule ouverte de rayon 1,

lim
n→+∞

[πn]LT Q
(x) = 0.

La fonction g est donc constante. Puisque f ′(0) = 1 on conclut que f = logLT Q
.
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Remarque 6.3.2. — Supposons le polynôme Q unitaire. On aimerait développer le
logarithme en produit de Weierstrass sous la forme

X
∏

ζ∈LT Q[π∞]

(
1− X

ζ

)
.

Malheureusement ce produit n’est pas convergent puisque dans l’expression précédente
|ζ| → 1. La proposition précédente nous dit que quitte à regrouper les termes on peut
former un tel produit convergent et obtenir un développement comme dans [52]

logLT Q
= X

∏
n≥0

( ∏
ζ∈LT Q[πn+1]\LT Q[πn]

(
1− X

ζ

))
.

Soit ε ∈ mF \ {0} et uε =
[ε]Q

[ε1/q ]Q
∈ M1 (déf. 2.3.7). De la proposition précédente

on conclut que

Π+(uε) = logLT Q
([ε]Q).

1

π[ε1/q]Q
.

Or on a
Π−(uε) = [ε1/q]Q.

On en déduit donc que
Π(uε) = logLT Q

([ε]Q).

Il s’ensuit que l’on dispose d’un diagramme commutatif

mF \ {0} // //

L'

��

(mF \ {0})/O×E
∼ // |Y | // // |Y |/ϕZ ∼ // (P1 \ {0})/E×

(B+)ϕ=π \ {0},

22 22

où le morphisme horizontal mF \ {0} → |Y | est donné par ε 7→ (uε), l’application
|Y | → P1 \ {0}/E× par l’application qui à l’idéal (a) avec a ∈M1 associe Π(a)E× et
le morphisme vertical L est celui de la proposition 4.2.1.

6.4. La suite exacte fondamentale

Théorème 6.4.1. — Supposons F algébriquement clos. Soient y1, . . . , yd ∈ |Y | de
générateurs a1, . . . , ad ∈ M1. Soit pour 1 ≤ i ≤ d, ti = Π(ai) ∈ Bϕ=π. On suppose
que pour i, j ∈ {1, . . . , d}, ti ∈ E×tj ⇒ yi = yj. Il y a alors une suite exacte d’espaces
de Banach

0 −→ E.

d∏
i=1

ti −→ Bϕ=πd −→ B/my1 · · ·mydB → 0.
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Démonstration. — Soit x ∈ Bϕ=πd non nul et d’image nulle dans B/my1
· · ·mydB.

On a donc

div(x) ≥
d∑
i=1

[yi].

Puisque div(x) est ϕ-invariant cela implique que

div(x) ≥
d∑
i=1

∑
n∈Z

[
ϕn(yi)

]
= div

( d∏
i=1

ti

)
.

Puisque x,
∏d
i=1 ti ∈ Pd, par application de l’injectivité dans le théorème 6.2.7 ils

diffèrent d’un élément de E×. On a donc vérifié l’exactitude de la suite au milieu.
Pour tout i, le morphisme Bϕ=π → B/myi = Cyi s’identifie à l’application

logarithme d’un groupe de Lubin-Tate de hauteur h sur le corps Cyi et est surjective
(cf. section 4.5). On montre alors facilement par récurrence sur d que le morphisme
de droite est surjectif.

Exemple 6.4.2. — Si E = Qp, ε ∈ mF \ {0}, Q(X) = (1 + X)p − 1, uε = [1+ε]−1
[1+ε1/p]−1

,
y = (uε), ty = log([1 + ε]), il y a une suite exacte

0 −→ Qp.tdy −→
(
B+
)ϕ=pd −→ B+

dR,y/FildB+
dR,y −→ 0.

On retrouve donc la suite exacte fondamentale de [26].

Corollaire 6.4.3. — Soit t ∈ P1, t 6= 0 et y ∈ |Y | tel que div(t) =
∑
n∈Z[ϕn(y)]. Il y a

alors un isomorphisme canonique d’algèbres graduées

P/tP
∼−−→ {f ∈ Cy[T ] | f(0) ∈ E}.

Démonstration. — Soit θy : B+ → Cy. Le morphisme d’algèbres graduées P → Cy[T ]

donné en degré d par x 7→ θy(x)T d induit un morphisme P/tP → Cy[T ]. Utilisant
le théorème 6.4.1 on vérifie que c’est une injection d’image les polynômes à terme
constant dans E.

On peut également généraliser la proposition 5.1.3 de [26].

Théorème 6.4.4. — Soient y1, . . . , yd ∈ |Y | de générateurs a1, . . . , ad ∈ M1. Soient
Π−(a1), . . . ,Π−(ad) ∈ A\πA. L’idéal de A formé des x ∈ A tels que ∀n ≥ 0, ϕn(x) ∈
py1
· · · pyd est l’idéal engendré par Π−(a1) · · ·Π−(ad).

Démonstration. — Dire que pour tout n ≥ 0, ϕn(x) ∈ py1
· · · pyd est équivalent à dire

que

div(x) ≥
d∑
i=1

∑
n≤0

[
ϕn(yi)

]
.

Le théorème se déduit alors du point (1) du théorème 2.7.4 et du début de la preuve
du lemme 6.2.12.
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6.5. La courbe lorsque F est algébriquement clos

6.5.1. Définition et théorème principal. — On reprend les notations des sections
précédentes. On suppose désormais, et ce jusqu’à la fin de ce chapitre, que F et
algébriquement clos.

Définition 6.5.1. — On note

XF,E = Proj(PF,E,π).

La notation précédente « XF,E » ne fait pas référence à l’uniformisante π pour
une bonne raison ; bien que l’algèbre graduée PF,E,π dépende du choix de cette
uniformisante, utilisant l’isomorphisme noté uπ,π′ de la section 6.1.2 et [32] prop.
3.1.8 (iii),on vérifie que le schéma XF,E ne dépend canoniquement pas de ce choix.
Notons enfin que XF,E est un E-schéma. On note X pour XF,E lorsqu’il n’y a pas
d’ambiguïté concernant F ou E.

Théorème 6.5.2. — 1. Le schéma X est une courbe complète de corps de définition
E dont tous les points fermés sont de degré 1.

2. Si E′|E il y a un isomorphisme canonique XE′
∼−−→ XE ⊗E E′.

3. Pour tout t ∈ P1 non nul, V +(t) = {∞t}, le lieu d’annulation de la section
hyperplane définie par t, est formé d’un seul point. De plus, le corps résiduel Ct
de X en ∞t est un corps valué complet algébriquement clos, extension de E.
On a alors une identification canonique C[t = F .

4. L’application (
P1 \ {0}

)
/E× −→ |X|
t · E× 7−→ ∞t

est une bijection. Il y a de plus une bijection naturelle

|Y |/ϕZ ∼−−→ |X|

qui fait correspondre à y mod ϕZ le point ∞t où t est tel que div(t) =∑
n∈Z

[
ϕn(y)

]
.

5. Pout un tel t, l’anneau local OX,∞t est un anneau de valuation discrète. Si y ∈
|Y | est tel que div(t) =

∑
n∈Z

[
ϕn(y)

]
il y a alors un isomorphisme canonique

ÔX,∞t

∼−−→ B+
dR,y

et t est une uniformisante de B+
dR,y.

6. Si E|Qp est non-ramifiée, soit B+
cris(Ct) l’anneau des périodes cristallines associé

au corps résiduel en ∞t. Il y a une identification canonique

B+ =
⋂
n≥0

ϕn
(
B+

cris(Ct)
)
.

7. Soit
Be = B+[ 1

t ]
ϕ=Id = B[ 1

t ]
ϕ=Id
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qui est égal à

Bcris(Ct)
ϕ=Id

lorsque E|Qp est non-ramifiée. On a alors

D+(t) = X \ {∞t} = Spec(Be)

et Be est un anneau principal. De plus, si ord∞t
est la valuation sur Be induite

par le plongement Be ⊂ Frac
(
ÔX,∞t

)
, le couple (Be,−ord∞t

) est presque
euclidien (def. 5.2.1).

8. Si E′|E, via le revêtement étale XE′ → XE l’image réciproque d’un point fermé
x ∈ |XE | est constituée de [E′ : E]-points de même corps résiduel que celui de x.

9. L’application degré induit un isomorphisme

Pic(X)
∼−−→ Z.

10. On a H1(X, OX) = 0.

Démonstration. — D’après les théorèmes 6.2.1, 6.4.1 et son corollaire 6.4.3, les
hypothèses du théorème 5.2.7 sont vérifiées. Utilisant également les résultats de la
section 5.4, on en déduit facilement toutes les assertions du théorème, hormis les
points (2), (5) et (8). Le point (2) se déduit de [32] 2.4.7 (i) et de la section 6.1.3
dont il résulte qu’il y a un isomorphisme d’algèbres graduées

PE,πE ,• ⊗E E′
∼−−→ PE,πE′ ,[E′:E]•.

Concernant le point (5), l’anneau OX,∞t se décrit comme étant le sous-anneau de
Frac(P ) formé des x

y avec x et y homogènes de même degré et y premier à t dans
l’algèbre graduée factorielle P c’est à dire y /∈ tP . L’inclusion P ⊂ B induit une
extension de corps

E(X) ↪−→ BdR,y.

La description précédente de OX,∞t
montre que via cette inclusion, OX,∞t

⊂ B+
dR,y.

On vérifie facilement que cette inclusion d’anneaux de valuation discrète induit un
isomorphisme au niveau des corps résiduels et envoie une uniformisante sur une
uniformisante. On a donc

ÔX,∞t

∼−−→ B+
dR,y.

Le point (8) résulte de ce que le morphisme XE′ → XE est étale fini de degré
[E′ : E] et de ce que le corps résiduel en un point fermé de XE est algébriquement
clos.

Corollaire 6.5.3. — La tour de courbes (XEh)h≥1 est une sphère de Riemann
généralisée au sens de la définition 5.6.21.
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6.6. Description en termes des fonctions méromorphes sur Y/ϕZ

On sait que les courbes algébriques propres et lisses « usuelles » se décrivent en
termes de corps de degré de transcendance 1 et de valuations sur ceux-ci. On va
donner une interprétation de la courbe X en ces termes.

Soit M (Y ) le corps des fonctions méromorphes sur Y (déf. 3.5.9).

Définition 6.6.1. — On note M (Y/ϕZ) = M (Y )ϕ=Id.

On a alors le résultat suivant.

Proposition 6.6.2. — Le corps M (Y/ϕZ) s’identifie au corps des fonctions rationnelles
E(X).

Démonstration. — On a

E(X) =
{
x
y | x, y ∈ P homogènes de même degré, y 6= 0

}
⊂ Frac(P ).

Puisque P ⊂ B, il y a une application

E(X) ↪−→ Frac(P ) ↪−→ Frac(B) = M (Y )

dont on vérifie aussitôt qu’elle est à valeurs dans M (Y/ϕZ). Soit maintenant f ∈
M (Y/ϕZ)×. Considérons son diviseur

div(f) ∈ Div(Y/ϕZ).

On peut l’écrire comme différence de deux diviseurs dans Div+(Y/ϕZ). D’après le
théorème 6.2.7 il existe g, h ∈ P homogènes non nuls tels que

div(f) = div(g)− div(h)

et donc (théo. 3.5.11)

f = u
g

h

avec u ∈ B× = (Bb)×. Puisque f est ϕ-invariante on a

u ∈ (Bb)ϕ=πdeg h−deg g

=

{
0 si deg g 6= deg h

E sinon.

On conclut que deg(g) = deg(h) et u ∈ E×.

On a maintenant la description suivante de X en termes du corps M (Y/ϕZ).
L’application

|Y | −→
{
valuations sur M (Y/ϕZ)

}
y 7−→ ordy|M (Y/ϕZ)

induit un plongement

|Y |/ϕZ ↪−→
{
valuations sur M (Y/ϕZ)

}
.
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Via E(X)
∼−→ M (Y/ϕZ) et |Y |/ϕZ ∼−→ |X| (théo. 6.5.2 point (4)) cela correspond

à l’application |X| 3 x 7→ ordx. Alors, les ouverts non-vides de X sont les
complémentaires des sous-ensembles finis dans |Y |/ϕZ et pour un tel ouvert U ,

Γ(U, OX) = {f ∈M (Y/ϕZ) | ∀ϕZ(y) ∈ U, ordy(f) ≥ 0}.

6.7. La courbe comme quotient d’un ind-schéma

Considérons le ind-schéma
lim
−→
I

Spec(BI),

où I parcourt les intervalles compacts dans ]0, 1[. Il est muni d’une action de ϕ par
automorphismes via

ϕ : Spec(BI)
∼−−→ Spec(Bϕ−1(I)),

où l’on pose ϕ(ρ) = ρq pour ρ ∈ ]0, 1[.

Proposition 6.7.1. — 1. Il y a un morphisme ϕ-invariant de ind-schémas

lim
−→
I

Spec(BI) −→ X

qui fait de X un quotient catégorique de lim
−→
I

Spec(BI) par ϕZ au sens où ce

morphisme est universel pour les morphisme ϕ-invariants de lim
−→
I

Spec(BI) vers

un schéma.
2. Pour tout I le morphisme

Spec(BI) −→ X

est plat. Il est fidèlement plat si I = [ρ1, ρ2] avec ρ1 ≤ ρq2.

Démonstration. — Pour tout I ⊂ ]0, 1[ compact l’inclusion P ⊂ B ⊂ BI induit un
morphisme

Spec(BI) −→ Spec(P ).

Puisque P ⊂ BI , l’image du point générique de Spec(BI) est le point générique de
Spec(P ). Rappelons que BI est un anneau principal (théo. 2.5.1) d’idéaux maximaux
en bijection avec |YI |. Or, si y ∈ |YI |, il existe t ∈ P1 tel que t(y) 6= 0 et donc l’image
de l’idéal maximal BImy dans Spec(P ) est dans l’ouvert principal D(t). Il s’ensuit
que

Spec(BI) −→ Spec(P ) \ V (P+) −→
(
Spec(P ) \ V (P+)

)
/Gm = Proj(P ) = X.

Lorsque I varie cela induit un morphisme ϕ-invariant de ind-schémas. On vérifie que
via les identifications Spm(BI) = |YI | et |X| = |Y |/ϕZ cette application est au niveau
des points fermés

|YI | −→ |Y |/ϕZ.

Les assertions concernant la platitude et la fidèle platitude en découlent.
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Soit maintenant
f : lim

−→
I

Spec(BI) −→ Z

un morphisme ϕ-invariant où Z est un schéma. Notons pour tout I, fI : Spec(BI)→
Z, f = (fI)I . À chaque ouvert U de Z est associé un ouvert f−1

I (U) ⊂ Spec(BI) =

|YI | ∪ {ξ} où ξ est le point générique commun à tous les (Spec(BI))I . Alors,

f−1(U) := lim
−→
I

f−1
I (U) ⊂

⋃
I

|YI | ∪ {ξ} = |Y | ∪ {ξ}

est un sous-ensemble de |Y | qui est soit vide soit tel que pour tout I, f−1
I (U) =

f−1(U)∩ (|YI |∪{ξ}) est le complémentaire d’un ensemble fini de |YI |. Notons de plus
que puisque f est ϕ-invariant, ce sous-ensemble de |Y | ∪ {ξ} est ϕ-invariant. S’il est
non vide, il existe donc un t ∈ P homogène non nul tel que

{y ∈ |Y | | t(y) 6= 0} ∪ {ξ} ⊂ f−1(U)

et donc f induit par restriction un morphisme ϕ-invariant

lim
−→
I

Spec(BI [ 1
t ]) −→ U.

Si U = Spec(A) est affine il revient au même de se donner un morphisme

A −→
(
lim
←−
I

BI [
1
t ]
)ϕ=Id

= B[ 1
t ]
ϕ=Id.

On conclut facilement que f se factorise via lim
−→
I

Spec(BI)→ X.

Remarque 6.7.2. — Il résulte de la proposition précédente que si I est « suffisamment
grand », X est un quotient fpqc de Spec(BI). Ceci dit il ne semble pas y avoir de
description simple de la relation d’équivalence Spec(BI)×X Spec(BI) sur Spec(BI).
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CHAPITRE 7

LA COURBE FONDAMENTALE
POUR F PARFAIT QUELCONQUE

Introduction

On montre dans ce chapitre que l’on peut étendre la construction de notre
courbe faite dans le chapitre précédent au cas où F est parfait non-nécessairement
algébriquement clos. La méthode utilisée est celle de la descente galoisienne de F̂ à F
en utilisant la théorie de Sen. Il y a une différence notable cependant par rapport au
cas où F est algébriquement clos : le Pic◦ de notre courbe n’est plus nécessairement
trivial. C’est pourquoi les anneaux de Dedekind des ouverts affines ne sont plus
principaux en général (cf. prop. 7.2.4). De plus les corps résiduels de la courbe sont
des corps perfectoïdes non nécessairement algébriquement clos, de « degré » > 1 en
général.

Enfin, on donne des compléments quant à la structure de la courbe comme, par
exemple, la proposition 7.9.1 qui supporte le fait que X est la version algébrique d’un
espace du type « Y/ϕZ ».

7.1. Calculs de cohomologie galoisienne

On calcule dans cette section des groupes de cohomologie galoisienne d’anneaux et
modules intervenant dans la construction de la courbe sur F̂ .

7.1.1. Cohomologie galoisienne deB+
dR. — Soient y ∈ |YF | et z ∈ |Y

F̂
| tels que β(z) =

y (chap. 3). On note Ky ⊂ Cz les corps résiduels associés, Cz = K̂y (cf. theo. 3.3.1).
Rappelons également que l’on dispose d’anneaux de valuation discrète complets B+

dR,z

de corps résiduel Cz et B+
dR,y de corps résiduel Ky. Il y a une action de Gal(Ky|Ky)

sur B+
dR,z. On note FilkB+

dR,z la puissance k-ième de l’idéal maximal de B+
dR,z.

Tout B+
dR,z-module de longueur finie est canoniquement un E-espace de Banach.

Plus précisément, pour k ≥ 0, via l’application surjective

B
F̂
−→ B+

dR,z/FilkB+
dR,z
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la topologie de Fréchet de B
F̂

induit une topologie quotient qui est de Banach. Muni
de cette structure canonique d’espace de Banach B+

dR,z/FilkB+
dR,z est une extension

successive du E-espace de Banach Cz.
Soit W un B+

dR,z-module de type fini muni d’une action semi-linéaire de
Gal(Ky|Ky). On dit que cette action est continue, si pour tout k ≥ 0, l’action
déduite sur l’espace de Banach W/FilkB+

dR,zW l’est.
La proposition 3.2.2 couplée à la théorie de Sen-Tate fournit alors le résultat

suivant. Nous n’en donnons pas la démonstration car il s’agit d’applications
« standard » bien connues de la méthode de Sen-Tate.

Proposition 7.1.1. — 1. On a

B+
dR,y =

(
B+

dR,z

)Gal(Ky|Ky)
.

2. Soit W un B+
dR,z-module de longueur fini muni d’une action semi-linéaire

continue de Gal(Ky|Ky). On a alors

H1(Gal(Ky|Ky),W ) = 0.

3. Le foncteur

V 7→ V ⊗B+
dR,y

B+
dR,z

induit une équivalence de catégories entre B+
dR,y-modules de type fini et

B+
dR,z-modules de type fini munis d’une action semi-linéaire continue de

Gal(Ky|Ky). Un inverse est donné par

W 7−→WGal(Ky|Ky).

7.1.2. Cohomologie galoisienne de Be. — Fixons une uniformisante π de E.

Proposition 7.1.2. — Pour toute représentation continue ρ : GF → GL(V ) à valeurs
dans un E-espace vectoriel de dimension finie non nul et d > 0 on a

H1
(
GF , B

ϕ=πd

F̂
⊗E V

)
= 0

H0
(
GF , B

ϕ=πd

F̂
⊗E V

)
6= 0

où la cohomologie est la cohomologie continue relativement à la structure d’espace de
Banach de Bϕ=πd

F̂
(sec. 4.1.2).

Démonstration. — Fixons t ∈ PF,π,1. Commençons par l’assertion d’annulation. Soit
y ∈ |YF | tel que t(y) = 0. Lorsque d > 1 il y a une suite exacte

0 −→ P
F̂ ,d−1

×t−−−→ P
F̂ ,d

θy−−−→ K̂y −→ 0.
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où Ky désigne la clôture algébrique de Ky dans Cz, z ∈ |Y
F̂
| et β(z) = y. L’action de

GF sur K̂y est alors déduite de l’isomorphisme Gal(Ky|Ky)
∼−→ Gal(F |F ). D’après la

proposition 7.1.1 on a

H1
(
Gal(Ky|Ky), V ⊗E K̂y

)
= 0.

En tordant la suite exacte précédente par V et en regardant la suite exacte longue de
cohomologie galoisienne associée on en déduit que par récurrence il suffit de montrer
le résultat pour d = 1 :

H1(GF , P
F̂ ,1
⊗E V ) = 0.

Soit G un groupe de Lubin-Tate sur OE . Rappelons maintenant qu’il y a un
isomorphisme « de périodes » d’espaces de Banach

G (O
F̂

)
∼−−→ P

F̂ ,1
.

Fixons une loi de groupe formel de Lubin-Tate LT associée à G et donc

U := G (O
F̂

) =
(
m
F̂
, +

LT

)
.

Notons pour ρ ∈ ]0, 1[,
m
F̂ ,ρ

=
{
x ∈ m

F̂

∣∣ |x| < ρ
}
.

Posons
Uρ =

(
m
F̂ ,ρ

, +
LT

)
.

qui est un réseau définissant la topologie de Banach de U . On a alors πUρ = Uρq et
puisque X +

LT
Y ≡ X + Y mod deg ≥ 2,

Uρ/Uρ2
∼−−→
(
m
F̂ ,ρ

/m
F̂ ,ρ2

,+
)
.

Soit Λ ⊂ V un réseau Galois invariant. On a alors

H1(GF , U ⊗E V ) = lim
−→
ρ

H1(GF , Uρ ⊗OE Λ).

De plus,
Uρ = lim

←−
n≥0

Uρ/Uρ2n .

D’après le lemme 3.1.1 couplé à la méthode de Tate, pour i > 0

Hi
(
GF ,m

F̂ ,ρ
⊗Fq Λ/πΛ

)
= 0,

duquel on déduit que

H1
(
GF , (Uρ2n ⊗ Λ)/(Uρ2n+1 ⊗ Λ)

)
= 0.

On conclut quant à l’annulation de H1(GF , P
F̂ ,1
⊗E V ).

Passons à la seconde assertion de la proposition. Avec les notations précédentes, il
suffit de montrer que

H0(GF , Uρ ⊗OE Λ) 6= 0
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pour un ρ ∈ ]0, 1[. Puisque

H1
(
GF , (Uρ2n ⊗ Λ)/(Uρ2n+1 ⊗ Λ

)
) = 0

l’application

H0
(
GF , (Uρ ⊗ Λ)/(Uρ2n+1 ⊗ Λ)

)
−→ H0

(
GF , (Uρ ⊗ Λ)/(Uρ2n ⊗ Λ)

)
est surjective et donc H0(GF , Vρ(χ)) se surjecte sur H0

(
GF , (Uρ ⊗ Λ)/(Uρ2 ⊗ Λ

)
qui

est non nul toujours d’après Tate et le lemme 3.1.1.

7.2. L’anneau Be est de Dedekind

Soit π une uniformisante de E. Considérons

PF,π =
⊕
d≥0

Bϕ=πd

F

P
F̂ ,π

=
⊕
d≥0

Bϕ=πd

F̂
.

D’après le théorème 3.6.1 on a

PF,π = PGF
F̂ ,π

.

Soit t ∈ PF,π,1 non nul. Posons

BF,e = BF [ 1
t ]
ϕ=Id = PF,π[ 1

t ]0

B
F̂ ,e

= B
F̂

[ 1
t ]
ϕ=Id = P

F̂ ,π
[ 1
t ]0.

Proposition 7.2.1. — L’anneau BF,e est de Dedekind.

Démonstration. — On utilise le lemme 7.2.2 qui suit. Soit f ∈ BF,e \E×. De la suite
exacte

0 −→ B
F̂ ,e

×f−−−→ B
F̂ ,e
−→ B

F̂ ,e
/B

F̂ ,e
f −→ 0

et de l’annulation de lim
−→
d

H1
(
GF , B

deg≤d
F̂ ,e

)
(cela résulte de la prop. 7.1.2) on tire que

BF,e/BF,ef =
(
B
F̂ ,e

/B
F̂ ,e

f
)GF

.

Si f = x
tk

avec x ∈ PF,π,k \ tPF,π,k−1, alors

B
F̂ ,e

/B
F̂ ,e

f '
∏

[y]∈|YF |/ϕZ

∏
[z]∈|Y

F̂
|GF -fin/ϕZ

[β(z)]=[y]

B+
dR,z/Filordy(x)B+

dR,z.
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Puisque les fibres de β sont des orbites sous Galois, les deuxièmes produits intervenant
dans la formule précédente sont des modules galoisiens induits. On conclut en
appliquant la proposition 7.1.1 que(

B
F̂ ,e

/B
F̂ ,e

f
)GF

'
∏

[y]∈|YF |/ϕZ

B+
dR,y/Filordy(x)B+

dR,y.

Lemme 7.2.2. — Un anneau intègre A est de Dedekind si et seulement si pour tout
élément non nul a ∈ A, A/(a) est isomorphe à un produit fini d’anneaux de valuation
discrète quotientés par une puissance de leur idéal maximal.

On peut voir BF,e comme un sous-anneau du corps des fonctions méromorphes
(sec. 3.5.4) ϕ-invariantes sur YF , M (YF )ϕ=Id. On a alors

Proposition 7.2.3. — Il y a une bijection(
|YF | \ V (t)

)
/ϕZ −→ Spm(BF,e)

[y] 7−→
{
f ∈ BF,e | f(y) = 0

}
.

De plus, si l’idéal maximal m correspond à [y] il y a alors un isomorphisme canonique

(̂BF,e)m
∼−−→ B+

dR,y.

Démonstration. — Si A est un anneau de Dedekind alors

lim
−→
a

Spec(A/a) ∼−−→ Spm(A),

où a parcourt l’ensemble ordonné des idéaux principaux non nuls de A. La proposition
résulte alors de la description donnée dans la démonstration de la proposition 7.2.1
des quotients de Be par un idéal principal non nul.

Proposition 7.2.4. — Le groupe des classes d’idéaux de l’anneau de Dedekind BF,e est

Cl (BF,e) ' Hom(GF , E
×).

Démonstration. — Si I est un idéal non nul de BF,e, l’idéal B
F̂ ,e

I est principal,

B
F̂ ,e

I = (f).

Il y a alors un morphisme de groupes

χ : GF −→ B×
F̂ ,e

= E×

tel que pour tout σ ∈ GF on ait

fσ = χ(σ)f.

Ce caractère χ est continu. Cela résulte de ce que si f ∈ t−kP
F̂ ,π,k

l’action de GF sur

le E-espace de Banach t−kP
F̂ ,π,k

est continue.
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Le caractère χ associé à l’idéal I ne dépend que de la classe de I dans Cl (BF,e). On
a donc défini un morphisme de groupes

Cl (BF,e) −→ Hom(GF , E
×).

De l’égalité
(
B
F̂ ,e

)GF
= BF,e on déduit que ce morphisme de groupes est injectif.

Montrons sa surjectivité. Soit maintenant χ : GF → E× continu. D’après la
proposition 7.1.2

H0
(
GF , B

F̂ ,e
(χ−1)

)
6= 0

et il existe donc f ∈ B
F̂ ,e

tel que

∀σ ∈ GF fσ = χ(σ)f.

Toujours d’après la proposition 7.1.2, puisque

H0
(
GF , B

F̂ ,e
(χ)
)
6= 0,

l’idéal de BF,e

I := B
F̂ ,e

f ∩BF,e =
(
B
F̂ ,e

f
)GF

est non nul. D’après la description du spectre maximal donnée dans la proposition 7.2.3
il résulte que pour un idéal I de BF,e,

I = (B
F̂ ,e

I)GF .

Le résultat en découle.

7.3. La courbe

Soit π une uniformisante de E et

PF,E,π =
⊕
d≥0

BϕE=πd

E .

Proposition 7.3.1. — L’algèbre graduée PF,E,π est engendrée par ses éléments
homogènes de degré 1.

Démonstration. — Soit t ∈ Bϕ=π
F non nul et y ∈ |YF | tel que div(t) =

∑
n∈Z[ϕn(y)].

Il y a une suite exacte

0→ E.t −→ Bϕ=π
F

θy−−−→ Ky.

On vérifie facilement que Bϕ=π
F est un E-espace de Banach de dimension infinie

(utiliser qu’il s’agit des OF -points d’un groupe de Lubin-Tate sur Fq). Il s’ensuit qu’il
existe s ∈ Bϕ=π

F tel que θy(s) 6= 0. Puisque les diviseurs de s et t sont premiers entre
eux il y a une suite exacte de fibrés sur X

F̂

0 −→ OX
F̂

(−1)
(−s,t)−−−−−→ OX

F̂
⊕ OX

F̂

s⊕t−−−→ OX
F̂

(1) −→ 0.
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Soit maintenant un entier d > 1. En tordant la suite précédente par OX
F̂

(d) et en
prenant les sections globales, puisque H1(X

F̂
, O(d − 1)) = 0, on obtient une suite

exacte
0 −→ Bϕ=πd−1

F̂

(−s,t)−−−−−→ Bϕ=πd

F̂
⊕Bϕ=πd

F̂

t⊕s−−−→ Bϕ=πd+1

F̂
−→ 0.

Puisque H1(GF , B
ϕ=πd−1

F̂
) = 0 (7.1.2) la suite exacte de cohomologie galoisienne

associée donne
Bϕ=πd+1

F = Bϕ=πd

F s+Bϕ=πd

F t.

Il suffit maintenant de montrer que le morphisme

Sym2Bϕ=π
F −→ Bϕ=π2

F

est surjectif. Soit E′|E une extension quadratique de E obtenue en rajoutant une
racine carrée π1/2 de π. Afin de montrer que le morphisme précédent est surjectif il
suffit de montrer que c’est le cas après extension des scalaires à E′. Mais pour tout d
on a

PF,E,π,d ⊗E E′ = PF,E′,π1/2,2d.

Ce que l’on a démontré précédemment appliqué en remplaçant E par E′ montre en
particulier que

Sym2PF,E′,π1/2,2 −→ PF,E′,π1/2,4

est surjectif. On conclut.

Remarque 7.3.2. — Si F n’est pas algébriquement clos il existe des éléments
homogènes de degré > 1 dans l’algèbre graduée PF qui ne sont pas des produits
d’éléments de degré 1.

On note maintenant
XF,E = Proj(PF,E,π).

Si F contient une clôture algébrique de Fq, il résulte de la section 6.1.2 que ce
schéma ne dépend, canoniquement, pas du choix de π. Ceci dit, nous verrons en
toutes généralités sur F dans la section 7.4 une description de XF,E qui ne fait pas
intervenir π. C’est pourquoi, par anticipation, π n’apparaît pas dans la notation XF,E .

D’après la proposition 7.3.1 on a XF =
⋃
t∈PF,1\{0}D

+(t). En utilisant les
propositions 7.2.1 et 7.2.3 on obtient le théorème suivant.

Théorème 7.3.3. — 1. Le schéma XF,E est une courbe.
2. Il y a une bijection

u : |YF,E |/ϕZ ∼−−→ |XF,E |
qui envoie la classe de y ∈ |YF,E | sur l’idéal homogène dont les éléments
homogènes de degré d sont les f ∈ PF,E,π,d ⊂ BF vérifiant f(y) = 0.

3. Posons pour x ∈ |XF |, deg(x) = deg(y) si u([y]) = x. Cela fait de XF,E une
courbe complète de corps de définition E (5.1.3).

4. Si u([y]) = x il y a un isomorphisme canonique

ÔXF ,x
∼−−→ B+

dR,y.
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7.4. Description en termes de fonctions méromorphes sur Y/ϕZ

Comme dans la section 6.6 on note M (Y/ϕZ) = M (Y )ϕ=Id. Voici maintenant la
généralisation de la proposition 6.6.2 au cas F parfait quelconque.

Proposition 7.4.1. — Le corps des fonctions rationnelles E(X) s’identifie à M (Y/ϕZ).

Démonstration. — Comme dans la preuve de 6.6.2 il y a un plongement naturel
E(X) ⊂M (Y/ϕZ). Étant donné f ∈M (Y/ϕZ), d’après 6.6.2 on peut écrire

f =
x

y

avec x, y ∈ P
F̂ ,E,π,d

pour un entier d. On peut de plus supposer que x et y sont
premiers entre eux dans l’algèbre graduée factorielle P

F̂ ,E,π
i.e. l’entier d précédent

tel que f = x
y avec x et y homogènes de degré d est minimal. Pour σ ∈ GF on a alors

σ(x)y = xσ(y)

et donc x|σ(x) puisque x et y sont premiers entre eux. Puisque x et σ(x) sont de
même degré on en déduit l’existence de χ(σ) ∈ E× tel que

σ(x) = χ(σ)x.

On a alors σ(y) = χ(σ)y et de plus χ : GF → E× est un caractère. Il est continu.
En effet, fixons ρ ∈ ]0, 1[. L’action de GF sur B

F̂
est continue et on a en particulier

lim
σ→e
|σ(x) − x|ρ = 0. Puisque | · |ρ induit la topologie non-archimédienne sur E on

en déduit la continuité de χ. Soit maintenant z ∈ H0
(
GF , P

F̂ ,E,π,1
(χ)
)
non nul

(prop. 7.1.2). Alors, f = zx
zy avec zx, zy ∈ PF,E,π,d+1.

Comme dans la section 6.6), on en déduit une description de XF,E en termes de
M (YF,E/ϕ

Z) et des valuations ordy, y ∈ |YF,E |. Il en découle aussitôt que XF,E ne
dépend pas, canoniquement, du choix de l’uniformisante π.

7.5. Changement de corps E

Soit E′|E de degré fini. Puisque BE′ = BE ⊗E E′,

M (YE′) = M (YE)⊗E E′

et donc
M (YE′/ϕ

Z) = M (YE/ϕ
Z)⊗E E′,

soit encore
E(X)⊗E E′ = E′(XE′).

Proposition 7.5.1. — Il y a une identification canonique

XE ⊗E E′ = XE′ .

ASTÉRISQUE 406



7.6. CHANGEMENT DE CORPS F 261

Démonstration. — Soit y ∈ |YE |, y = (ξ) avec ξ ∈ AE primitif. On a alors

BE′/(ξ) = BE/(ξ)⊗E E′ = Ky ⊗E E′.
On en déduit que si divE′(ξ) =

∑
i[zi] ∈ Div+(YE′) alors pour i 6= j, zi 6= zj et

Ky ⊗E E′ =
∏
i

Kzi .

Il s’ensuit que dans l’extension finie M (YE′)|M (YE),{
valuations v de M (YE′) telles que v|M (YE)

= ordy
}

= {ordzi}i.

Soit maintenant U un ouvert non vide de XE différent de XE (i.e. U est affine),
|U | = (|YE |/ϕZ) \A avec A fini non-vide. Soit

B = {[z] ∈ |YE′ |/ϕZ | ordz|M (YE) ∈ A}
et V l’ouvert de XE′ tel que

|V | = (|YE′ |/ϕZ) \B.
L’inclusion M (YE) ⊂ M (YE′) induit un morphisme de E-schémas V → U et donc
un morphisme de E′-schémas V → U ⊗E E′. Notons U = Spec(R), V = Spec(R′).
On a une inclusion d’anneaux de Dedekind R⊗E E′ ⊂ R′ qui induit un isomorphisme
au niveau de leurs corps des fractions. En regardant la décomposition d’un idéal
maximal de R dans R ⊗E E′ on vérifie que cela implique que R ⊗E E′ = R′ et donc
V
∼−→ U ⊗E E′.

7.6. Changement de corps F

Soit L|F une extension galoisienne de degré fini.

Proposition 7.6.1. — L’action de Gal(L|F ) sur XL fait de XL un revêtement étale
galoisien de groupe Gal(L|F ) au-dessus de XF

XL

��

Gal(L|F )

XF .

Démonstration. — L’uniformisation

|YL|/ϕZ ∼−−→ |XL|
est compatible à l’action de Gal(L|F ). D’après le théorème 3.3.1, |YF | s’identifie au
quotient de |YL| par Gal(L|F ) et de plus, si z ∈ |YL| avec z 7→ y ∈ |YF | alors

StabGal(L|F )(z)
∼−−→ Gal(Kz|Ky).

Remarquons de plus que puisque l’action de Gal(L|F ) sur |YL| conserve la « distance
à l’origine » ‖ · ‖ : |YL| → ]0, 1[, on a

StabGal(L|F )(z) = StabGal(L|F )(z mod ϕZ).
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On vérifie aussitôt que
Gal(L|F ) ⊂ Aut(E(XL)).

Les sous-groupes d’inertie de l’action de Gal(L|F ) en chaque point de XL sont donc
triviaux. Il s’ensuit que

XL −→ XL/Gal(L|F )

est étale fini galoisien ([34] exp.V coro. 2.4). Enfin, si t ∈ PF,1 est non nul et BF,e =

BF [ 1
t ]
ϕ=Id alors, puisque BGF

F̂ ,e
= BF,e,

BF,e = B
Gal(L|F )
L,e .

Il s’ensuit que XF = XL/Gal(L|F ).

On dispose donc d’un pro-revêtement galoisien (XL)L|F → XF de groupe GF où
L parcourt les extensions de degré fini de F dans F .

7.7. La courbe associée à F

Définition 7.7.1. — On note

XF,E := lim
←−
L|F

XL,E

(limite projective dans la catégorie des schémas) où L|F parcourt les extensions de
degré fini de F dans F .

De façon étonnante, le schéma XF est noethérien. On a plus précisément l’énoncé
suivant.

Proposition 7.7.2. — Le schéma XF est une courbe de corps de définition E.

Démonstration. — On applique le lemme 7.7.3 qui suit. Si L|F est finie contenue
dans F on a (3.3.1)

|Y
F̂
|GF -fin/(GL × ϕZ)

∼−−→ |XL|.
Il suffit maintenant de remarquer que si y ∈ |Y

F̂
|GF -fin et H désigne le stabilisateur

de y dans GL, GL′ =
⋂
σ∈GL σHσ

−1, L′|L finie, alors le point fermé de XL′ associé à
σ(y), σ ∈ GL, est inerte dans les revêtements XL′′ → XL′ .

Lemme 7.7.3. — Soit (Bi)i un système inductif filtrant d’anneaux de Dedekind tel que
pour i ≤ j, Bi → Bj soit étale fini. Supposons que pour tout indice i et tout idéal
maximal p de Bi il existe j ≥ i tel que pour tout q ∈ Spm(Bj) avec q|p, q est inerte
dans Bk|Bj lorsque k ≥ j (i.e. Bkq est un idéal premier de Bk). Alors,

lim
−→
i

Bi

est un anneau de Dedekind.

Démonstration. — Cela résulte facilement du lemme 7.2.2.
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En résumé on dispose donc de morphismes de courbes GF -équivariants

X
F̂

��

XF

��

XF ,

où XF → XF est pro-galoisien de groupe GF et

|XF | = |XF |/GF = |X
F̂
|GF -fin/GF .

Via le morphisme X
F̂
→ XF , les points fermés dont la GF -orbite est infinie sont

envoyés sur le point générique de XF .

7.8. Choix d’un fibré ample et ϕ-modules de rang un sur B

On explique dans cette section pourquoi le choix d’une uniformisante π est
arbitraire dans la définition de la courbe comme un Proj. On utilise les résultats du
chapitre 11 qui seront démontrés dans la suite.

Soit ϕ-ModB la catégorie des couples (M,ϕ) où M est un B-module projectif de
type fini et ϕ un endomorphisme ϕ-linéaire deM . C’est une catégorie tensorielle munie
de duaux, de Hom internes et d’un objet unité 1 = (B,ϕ). Pour un tel ϕ-module on
note

H0(M,ϕ) = Mϕ=Id.

Soit I les objets inversibles de ϕ-ModB i.e. les (M,ϕ) avec M de rang un. On note

Pic(ϕ-ModB) = I / ∼

les classes d’isomorphisme de I . Muni du produit tensoriel c’est un groupe.
On utilise le résultat suivant (cf. chap. 11) : si F est algébriquement clos et (M,ϕ) ∈

ϕ-ModB alorsM est libre. Supposons donc F algébriquement clos et soit (M,ϕ) ∈ I .
SiM = B.e, ϕ(e) = λe pour un λ ∈ B× = (Bb)×. On peut donc définir vπ(λ) ∈ Z. On
vérifie aussitôt que cet entier ne dépend pas du choix de la base e de M . On appelle
alors degré de (M,ϕ) l’opposé de cet entier. Pour F quelconque on définit de même
le degré d’un objet de I par extension des scalaires de BF à B

F̂
. Cela définit un

morphisme surjectif de groupes

deg : Pic(ϕ-ModB) −→ Z

dont on note Pic0(ϕ-ModB) le noyau. Il y a un isomorphisme

Pic0(ϕ-ModB)
∼−−→ Hom(GF , E

×).
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Cet énoncé se détaille de la façon suivante. Tout d’abord, si F est algébriquement clos
il dit que tout ϕ-module de rang un sur B de degré 0 est isomorphe à 1. Puis, si F
est quelconque et L ∈ IF

H0(L⊗BF BF̂ , ϕ)

est un E-espace vectoriel de dimension un (d’après le cas F algébriquement clos).
L’action de GF sur cette droite définit un caractère de GF à valeurs dans E×. Cela
définit la flèche dans l’isomorphisme annoncé. Son inverse associe au caractère χ le
ϕ-module (

B
F̂

(χ)GF , ϕ
)
.

Pour L ∈ I de degré > 0 on considère l’algèbre graduée⊕
d≥0

H0(L⊗d).

Après avoir fixé un isomorphisme L ⊗BF BF̂ ' (B
F̂
, π−kϕ), k = degL, il existe un

caractère χ : GF → E× tel que cette algèbre graduée soit isomorphe à(⊕
d≥0

Bϕ=πkd

F̂

(
χd
))GF

.

Voici maintenant une généralisation de la proposition 7.3.1.

Proposition 7.8.1. — Pour L1,L2 ∈ I de degré > 0 l’application

H0(L1)⊗E H0(L2) −→ H0(L1 ⊗ L2)

est surjective.

Démonstration. — Il s’agit de montrer que pour d1, d2 > 0 et χ1, χ2

Bϕ=πd1

F̂
(χ1)GF ⊗Bϕ=πd2

F̂
(χ2)GF −→ Bϕ=πd1+d2

F̂
(χ1χ2)GF

est surjectif. On vérifie que cela se dévisse en les deux assertions suivantes :
1. Pour d > 1 et χ

Bϕ=π
F ⊗Bϕ=πd

F̂
(χ)GF −→ Bϕ=πd+1

F̂
(χ)GF

est surjectif.
2. Pour χ1, χ2

Bϕ=π

F̂
(χ1)GF ⊗Bϕ=π

F̂
(χ2)GF −→ Bϕ=π2

F̂
(χ1χ2)GF

est surjectif.
Le point (1) se démontre comme dans 7.3.1. Plus précisément, choisissons s, t ∈ Bϕ=π

F

linéairement indépendants. Il y a alors une suite exacte de fibrés vectoriels

0 −→ OX
F̂

(−1)
(−s,t)−−−−−→ OX

F̂
⊕ OX

F̂

s⊕t−−−→ OX
F̂

(1) −→ 0.
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En tordant cette suite exacte par OX
F̂

(d) et χ on obtient une suite exacte de fibrés
GF -équivariants. La suite exacte longue associées fournit le résultat en utilisant que

H1(GF , B
ϕ=πd−1

(χ)) = 0.

Quant au point (2) il résulte du point (1) appliqué à E(π1/2) comme dans la preuve
de 7.3.1.

En particulier, l’algèbre graduée ⊕
d≥0

H0(L⊗d)

est engendrée par ses éléments de degré 1.

Proposition 7.8.2. — Soit L ∈ I de degré > 0. On a alors une identification

X = Proj
(⊕
d≥0

H0
(
L⊗d

))
.

Démonstration. — Soient L1 et L2 de degré > 0. Quitte à remplacer L2 par L⊗d2 avec
d � 0, ce qui ne change par le Proj de l’algèbre graduée associée, on peut supposer
que deg(L1) < deg(L2).

Soit u : L1 → L2. Il induit un morphisme d’algèbres graduées⊕
d≥0

u⊗d :
⊕
d≥0

H0(L⊗d1 ) −→
⊕
d≥0

H0(L⊗d2 ).

Si t ∈ H0(L1), ce morphisme d’algèbres graduées induit un morphisme de schémas
affines

fu : D+(u(t)) −→ D+(t).

Si v : L1 → L2 est un autre morphisme et s ∈ H0(L1)

fu|D+(u(t)v(s)) = fv|D+(u(t)v(s))

car
u⊗ v = v ⊗ u : L⊗2

1 −→ L⊗2
2

puisque les B-modules sous-jacents à L1 et L2 sont localement libres de rang 1. En
effet, si d ≥ 1 et a ∈ H0(L⊗d1 ),

u⊗d(a)

u(t)d
=
u⊗d(a)v⊗d(sd)

u(t)dv(s)d

=
(u⊗ v)⊗d(a⊗ sd)

u(t)dv(s)d

=
(v ⊗ u)⊗d(a⊗ sd)

u(t)dv(s)d

=
v⊗d(a)

v(s)d

(u(s)

u(t)

)d
.
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D’après la proposition 7.8.1, utilisant que Hom(L1,L2) = H0(L∨1 ⊗L2) et l’inégalité
deg(L1) < deg(L2), l’application

H0(L1)⊗Hom(L1,L2) −→ H0(L2)

est surjective. Il en résulte que les ouverts D+(u(t)), t ∈ H0(L1), u ∈ Hom(L1,L2),
forment un recouvrement ouvert du Proj de l’algèbre graduée associée à L2. On en
déduit donc un morphisme de schémas

gL2,L1 : Proj
(⊕
d≥0

H0(L⊗d2 )
)
−→ Proj

(⊕
d≥0

H0(L⊗d1 )
)
.

On vérifie maintenant facilement que gL1,L2 ◦ gL2,L1 = Id.

Exemple 7.8.3. — Soit λ ∈ B× = (Bb)× vérifiant vπ(λ) > 0. On a alors une
identification

X = Proj
(⊕
d≥0

Bϕ=λd
)
.

7.9. Retrouver la courbe analytique à partir de la courbe schématique : le théorème de
Runge

La proposition suivante dit que les fonctions rationnelles sur la courbe X avec un
pôle prescrit sont denses dans les fonctions holomorphes sur les couronnes compactes
YI qui ne contiennent pas ce pôle. Il s’agit d’un analogue d’un cas particulier du
théorème de Runge concernant la densité des fonctions rationnelles dans l’espace des
fonctions holomorphes sur un ouvert.

Proposition 7.9.1. — Soient I un intervalle compact de ]0, 1[ d’extrémités dans |F |
tel que I ∩ ϕ(I) = ∅ et t ∈ Bϕ=π satisfaisant supp(div(t)) ∩ |YI | = ∅. Notons Be =

B[ 1
t ]
ϕ=Id. Alors, l’inclusion

Be ⊂ BI
est d’image dense.

Démonstration. — Notons

L : mF
∼−−→ Bϕ=π

x 7−→
∑
n∈Z

[
xq
−n]

πn.

On vérifie aussitôt l’assertion suivante : si ρ ∈ ]0, 1[, x ∈ F et α ∈ ]0, 1[ sont tels que

ρ
q
q−1α−2 ≤ |x| ≤ α2ρ

1
q−1

alors
L (x) = [x](1 + u(x))

avec
|u(x)|ρ ≤ α.
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Notons maintenant I = [ρ1, ρ2] et soir ε tel que t = L (ε). Quitte à remplacer t par
πnt, n ∈ Z, on peut toujours supposer que

ρ
q
q−1

1 ≤ ρ
q
q−1

2 < |ε| < ρ
1
q−1

1 ≤ ρ
1
q−1

2 .

Choisissons α ∈ ]0, 1[ tel que

ρ
q
q−1

2 α−2 < |ε| < α2ρ
1
q−1

1 .

Alors, pour x ∈ F tel que

ρ
q
q−1

2 α−2 < |x| < α2ρ
1
q−1

1

on a

(2)
L (x)

L (ε)
=
[
xε−1

]
(1 + v(x))

avec

(3) ‖v(x)‖I ≤ α.

On en déduit qu’il existe β ∈ ]0, 1[ tel que pour y ∈ F satisfaisant β ≤ |y| ≤ β−1 il
existe b ∈ Be tel que

‖[y]− b‖I ≤ α1/2.

Il suffit donc de montrer qu’il existe η ∈ ]0, 1[ tel que si

aη = {f ∈ BI | ‖f‖I ≤ η} = B◦I .[z], |z| = η

alors l’application
Be ∩B◦I −→ B◦I /aη

est surjective.
Si |a| = ρ1 et |b| = ρ2 on a

B◦I =
̂

WOE (OF )
[

[a]
π ,

π
[b]

]
.

Réduisant modulo π cette égalité on en déduit qu’il suffit de montrer que pour η ∈
]0, 1[ suffisamment proche de 1 les éléments suivants appartiennent à (Be ∩B◦I ) + aη :

[x], x ∈ F, η < |x| ≤ 1,
[a]

π
et

π

[b]
.

Pour les Teichmüllers cela résulte des formules (2) et (3). Utilisant ces mêmes formules
on vérifie que pour n� 0

1

π

(L (εa1/pn)

L (ε)

)pn
permet de traiter le cas de [a]

π . Le cas de π
[b] se traite quant à lui en considérant

π/
(L (εb−1/pn)

L (ε)

)pn
.

pour n� 0.
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Corollaire 7.9.2. — On peut retrouver la courbe analytique « Y/ϕZ » à partir de
l’espace annelé normé

(
X, OX , (| · |ρ)ρ∈]0,1[

)
« par un procédé de complétion ».

Remarque 7.9.3. — Considérons la droite projective P1
C = {[z1 : z2]}. Soit I ⊂ ]0,+∞[

un intervalle compact et CI = {[z1 : z2] |
∣∣ z1
z2

∣∣ ∈ I̊} la couronne associée. Les fonctions
rationnelles sur P1

C dont les pôles sont contenus dans {0,∞} sont denses dans O(CI).
Contrairement à la proposition 7.9.1 on est obligé d’autoriser au moins deux pôles afin
d’avoir un tel résultat de densité. Cela vient du fait que P1

C \ CI a deux composantes
connexes tandis que «

(
Y \ ϕZ(YI)

)
/ϕZ » est connexe.
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CHAPITRE 8

CLASSIFICATION DES FIBRÉS VECTORIELS :
LE CAS F ALGÉBRIQUEMENT CLOS

Introduction

Dans ce chapitre on démontre le théorème de classification des fibrés sur la
courbe lorsque le corps F est algébriquement clos (théo. 8.2.10). On utilise pour
cela le dévissage donné par le théorème 5.6.29 qui ramène l’énoncé du théorème
de classification à un énoncé sur les modifications de fibrés vectoriels. On montre
alors que ces deux énoncés sur les modifications de fibrés se ramènent en fait à la
détermination de :
— L’image de l’application des périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de

Lubin-Tate.
— L’image de l’application des périodes de Hodge-Tate pour les espaces de Lubin-

Tate.
Le premier calcul d’image a été effectué par Laffaille dans [49] et Gross et Hopkins

dans [30] où ils montrent que l’application des périodes de Hodge-de-Rham est
surjective i.e. le lieu admissible est égal au lieu faiblement admissible pour les espaces
de Lubin-Tate. Le second calcul se ramène via l’isomorphisme entre les tours jumelles
au calcul des périodes de Hodge-de-Rham pour les espaces de modules de groupes
p-divisibles introduits par Drinfeld. Là encore Drinfeld ([16] couplé à la section 5.49
de [57]), ou bien encore Laffaille ([50]), a démontré que le lieu admissible coïncide
avec le lieu faiblement admissible qui est lui-même égal à l’espace Ω de Drinfeld. Ces
deux résultats nous permettent de conclure quant au théorème de classification des
fibrés.

Enfin, on donne la première application du théorème de classification des fibrés :
la simple connexité géométrique de la courbe (théo. 8.6.1).

Dans tout ce chapitre le corps F est algébriquement clos.

8.1. Deux résultats sur les périodes des groupes p-divisibles

Les résultats de cette section seront utilisés dans la preuve du théorème de
classification des fibrés sur la courbe XF,E construite précédemment.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



270 CHAPITRE 8. CLASSIFICATION DES FIBRÉS : LE CAS F ALG. CLOS

8.1.1. Le cas de l’espace de Lubin-Tate. — Soit Fq la clôture algébrique de Fq dans F ,
n ≥ 1 un entier et H un OE-module formel π-divisible de dimension 1 et de OE-hauteur
n sur Fq (cf. sec. 4.3). Un tel OE-module formel est unique à isomorphisme non-unique
près. Notons DO(H) le OE-module de Dieudonné covariant de H (on prendra garde que
dans la section 4.3 cette notation désignait le module de Dieudonné contravariant). Il
est muni d’un opérateur V associé à l’isogénie F fE : H→ H(q). On a

DO(H) = <e, V e, . . . , V n−1e>,

où V ne = πe. Soient Ênr = WOE (Fq)Q et X l’espace des déformations par
isomorphismes de H sur Spf(O

Ênr
). C’est un Spf(O

Ênr
)-schéma formel et on a

un isomorphisme non canonique

X ' Spf
(
O
Ênr

Jx1, . . . , xn−1K
)
.

Soit Xan la fibre générique de X comme Ênr-espace analytique de Berkovich. Cet
espace est isomorphe à une boule ouverte de dimension n − 1. Si K|Ênr est une
extension valuée complète pour une valuation à valeurs dans R,

Xan(K) = X(OK) = {(H, ρ)}/ ∼,

où H est un O-module π-divisible sur OK et

ρ : H⊗Fq OK/pOK −→ H ⊗OK OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0 de O-modules π-divisibles. Soit P le Ênr-espace
analytique de Berkovich associé à la variété algébrique qui est l’espace projectif sur
DO(H). Il y a alors un morphisme de périodes

π̆ : Xan −→ P

défini par Gross et Hopkins dans [30] et généralisé par Rapoport et Zink dans [57],
chap. 5. Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit K|Ênr
comme précédemment et [(H, ρ)] ∈ Xan(K). On peut alors définir une O-extension
vectorielle universelle EO(H) ([19], appendice B.3) et considérer son algèbre de Lie,
LieEO(H), qui est un OK-module libre de rang htO(H). Elle est munie d’une filtration
de Hodge

0 −→ VO(H) −→ LieEO(H) −→ LieH −→ 0,

où VO(H), la partie vectorielle de la O-extension vectorielle universelle, est égale à
ωHD/IωHD avec HD le dual de Cartier de H et I = ker(OK ⊗Zp OE → OK). Le
O-module de Dieudonné DO(H) s’interprète comme l’évaluation d’un cristal algèbre
de Lie de la O-extension vectorielle universelle (cf. [19], app. B.3). La quasi-isogénie ρ
induit alors un isomorphisme

ρ∗ : DO(H)[ 1
π ]⊗

Ênr
K

∼−−→ LieEO(H)[ 1
π ].

Via ρ∗, la filtration de Hodge précédente définit donc un point de P(K) qui est l’image
de [(H, ρ)] par l’application des périodes π̆.

Théorème 8.1.1 ([49], [30]). — Le morphisme des périodes π̆ : Xan → P est surjectif.
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Le théorème pécédent se traduit plus concrètement de la façon suivante. Il dit
que pour tout K|Ênr, tout y ∈ P(K), il existe L|K une extension de degré fini et
x ∈ Xan(L) tel que π̆(x) = y. Dans [49] le théorème est démontré lorsque K est de
valuation discrète et E = Qp, mais les arguments s’adaptent aussitôt au cas général.
On déduit également facilement ce théorème du corollaire 23.15 de [30].

Voici maintenant la traduction du théorème précédent en termes de théorie de
Hodge p-adique.

Théorème 8.1.2. — Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que C[ =

F , c’est à dire C = Cy pour un y ∈ |Y |. Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ C non tous nuls.
Alors, le morphisme (

BF,E
)ϕn=π −→ C

x 7−→
n−1∑
i=0

λiθy
(
ϕi(x)

)
est surjectif de noyau un E-espace vectoriel V de dimension n. De plus, si t ∈ BF,E
désigne la période d’un O-module formel π-divisible de dimension 1 et de hauteur 1 sur
OC (un groupe de Lubin-Tate), div(t) =

∑
n∈Z[ϕn(y)] ∈ Div+(YF,E), le morphisme

BF,E-linéaire

V ⊗E BF,E −→
(
BF,E

)n
v ⊗ 1 7−→

(
v, ϕ(v), . . . , ϕn−1(v)

)
est injectif de conoyau annulé par t.

8.1.2. Le cas de l’espace de Drinfeld. — On garde les notations de la section
précédente. Soit maintenant D une algèbre à division, centrale sur E, d’invariant 1

n .
On note Fqn l’extension de degré n dans Fq dans Fq. Écrivons

D = OEn [Π],

WOE (Fqn) = En|E étant l’extension non-ramifiée de degré n et Π une uniformisante
de D ; Πn = π et, ∀x ∈ En, on a Πx = σ(x)Π. On note OD l’ordre maximal de D.

Soit S un OE-schéma sur lequel p est nilpotent, resp. un Spf(OE)-schéma formel.
Rappelons que d’après Drinfeld ([15]), un OD-module formel spécial sur S est O-module
formel π-divisible G sur S muni d’une action de OD tel que LieG soit un OEn ⊗OE

OS-module localement libre de rang 1. Concrètement, cette dernière condition signifie
que localement pour la topologie étale sur S (en fait il suffit de prendre le revêtement
S ⊗OE OEn → S), si

LieG =
⊕

τ :OEn ↪→OS

(LieG)τ ,

où OEn ⊂ OD agit sur (LieG)τ via τ , pour tout τ , (LieG)τ est un OS-module localement
libre de rang 1.
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Notons can : OEn ↪→WO(Fq) le plongement canonique. Soit G un OD-module formel
spécial sur Fq. Son O-module de Dieudonné covariant se décompose en

DO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

DO(G)i,

où OEn agit sur DO(G)i via can◦σ−i : OEn →WO(Fq). Relativement à cette graduation
du module de Dieudonné on a

deg(V ) = deg(Π) = +1.

On peut donc associer à un tel G un O-isocristal(
DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
.

Supposons maintenant que G soit de O-hauteur n2, c’est à dire DO(G)0 est un
WO(Fq)-module de rang n. Si M ⊂ DO(G)0 est un réseau et Λ =

⊕n−1
i=0 ΠiM on a

n = dimG = [Λ : V Λ] = n[V −1ΠM : M ] + [M : πM ]︸ ︷︷ ︸
n

et donc [V −1ΠM : M ] = 0. Le point terminal du polygone de Newton de(
DO(G)

[
1
π

]
, V −1Π

)
est donc 0. De plus,

LieG =
⊕

i∈Z/nZ

DO(G)i/V DO(G)i−1,

où chacun des éléments de la graduation est un Fq-espace vectoriel de dimension 1.
Puisque Πn = π, qui induit le morphisme nul sur LieG, il existe un indice i0 ∈
{0, . . . , n−1} tel que Π.DO(G)i0 = V D(G)i0 . Alors, Π−i0D(G)i0 est un réseau invariant
sous V −1Π dans DO(G)0. De tout cela on déduit que(

DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
est un O-isocristal unité i.e. isocline de pente 0. On montre alors que la correspondance

G 7−→
(
DO(G)0

[
1
π

]
, V −1Π

)
induit une équivalence entre les OD-modules formels spéciaux de hauteur n2 à isogénies
près sur Fq et les O-isocristaux unité. Il en résulte que la correspondance

G 7−→ DO(G)0

[
1
π

]V=Π

induit une équivalence entre la catégorie des OD-modules formels spéciaux à isogénie
près et les E-espaces vectoriels de dimension n.

Soit maintenant G un OD-module formel spécial de hauteur n2 sur Fq. Notons

W = DO(G)0

[
1
π

]V=Π
,

un E-espace vectoriel de dimension n. Soit Ω̂ le Spf(O
Ênr

)-schéma formel paramétrant
les déformations par quasi-isogénies de hauteur 0 de G. Soit Ω = Ω̂an la fibre générique
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de Ω̂ comme Ênr-espace analytique de Berkovich. Soit P l’espace analytique de
Berkovich associé à l’espace projectif P(W )

Ênr
. Il y a alors un morphisme de périodes

π̆ : Ω −→ P.

Nous n’aurons besoin de sa définition qu’au niveau des points. Soit donc K|Ênr une
extension valuée complète et [(G, ρ)] ∈ Ω̂(OK) = Ω(K). Ici, G est un OD-module
formel spécial sur OK et

ρ : G⊗ OK/pOK −→ G⊗ OK/pOK

est une quasi-isogénie de hauteur 0. On a une décomposition de l’algèbre de Lie de la
O-extensions vectorielle universelle

LieEO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

LieEO(G)i,

où En agit sur LieEO(G)i via can ◦ σ−i. On a de même une décomposition de la
filtration de Hodge

LieEO(G) =
⊕

i∈Z/nZ

LieEO(G)i �
⊕

i∈Z/nZ

Lie(G)i = LieG

sur laquelle Π agit comme un opérateur homogène de degré +1. De plus, ρ induit un
isomorphisme gradué

ρ∗ : DO(G)
[

1
π

]
⊗
Ênr

K
∼−−→ LieEO(G)

[
1
π

]
et donc sur la partie homogène de degré 0,

ρ∗ : W ⊗E K = DO(G)0

[
1
π

]
⊗
Ênr

K
∼−−→ LieEO(G)0

[
1
π

]
.

Via ρ∗, la filtration de Hodge de G définit donc un morphisme surjectif

W ⊗E K � (LieG)0

[
1
π

]
et donc un élément de l’espace projectif P(K). Cet élément est π̆

(
[(G, ρ)]

)
.

Théorème 8.1.3 ([15]). — Le morphisme des périodes π̆ : Ω → P induit un
isomorphisme entre Ω et l’ouvert de P

P \
⋃

H∈P̌(W )(E)

Han

qui est le complémentaire des hyperplans E-rationnels dans l’espace analytique P sur
le E-espace vectoriel W .

Remarque 8.1.4. — Dans [50], Laffaille démontre également que l’image du morphisme
de périodes précédent est celle annoncée.

Voici la traduction du théorème précédent en termes de théorie de Hodge p-adique.
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Théorème 8.1.5. — Soit C|E un corps valué complet algébriquement clos tel que C[ =

F , c’est à dire C = Cy pour un y ∈ |Y |. Soient λ0, . . . , λn−1 ∈ C linéairement
indépendants sur E. Alors, le morphisme

n−1⊕
i=0

Bϕ
n=π −→ Cn

(x0, . . . , xn−1) 7−→
( n−1∑
i=0

λiθy
(
ϕj(xi)

))
0≤j≤n−1

est surjectif de noyau un E-espace vectoriel de dimension n2.
Plus précisément, munissons

⊕n−1
i=0 B

ϕn=π de la structure de D-espace vectoriel
définie par

Π.(x0, . . . , xn−1) =
(
ϕ(x0), . . . , ϕ(xn−1)

)
et pour tout a ∈ En = Bϕ

n=Id, a · (x0, . . . , xn−1) = (ax0, . . . , axn−1). Alors, ce
noyau V est un sous-D-espace vectoriel de dimension 1 de

⊕n−1
i=0 B

ϕn=π.
De plus, le morphisme naturel

V ⊗E B −→
n−1⊕
i=0

Bn

(x0, . . . , xn−1)⊗ 1 7−→
(
ϕj(x0), . . . , ϕj(xn−1)

)
0≤j≤n−1

est injectif de conoyau annulé par tn.

8.2. Fibrés vectoriels

8.2.1. Fibrés en droites

8.2.1.1. Classification et cohomologie. — Soit X = Proj(P ) la courbe du chapitre 6.

Définition 8.2.1. — Soit d ∈ Z. Si P [d] désigne l’algèbre graduée P décalée de d, vue
comme P -module gradué, on note

OX(d) = P̃ [d]

comme faisceau de OX -modules (cf. [32] 2.5.3).

Pour tout d, OX(d) est un fibré en droites sur X, i.e. OX(d) est localement libre de
rang 1. De plus,

OX(d) = OX(1)⊗d.

Bien que nous ne l’indiquions pas dans la notation, contrairement à la courbe X qui ne
dépend pas, canoniquement, du choix de l’uniformisante π, le fibré OX(1) en dépend.
Bien sûr le choix d’une autre uniformisante fournit un fibré isomorphe, mais non
canoniquement.

Comme anneau gradué,
P =

⊕
d≥0

Γ(X, OX(d))
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et on peut donc penser à OX(1) comme « un fibré très ample ». Un élément s ∈ Pd\{0}
définit un diviseur de Cartier (OX(d), s). Si s =

∏d
i=1 ti avec ti ∈ P1, V +(ti) = {∞i},

on a l’égalité de diviseurs de Weil

div(s) =

d∑
i=1

[∞i] ∈ Div(X).

Soit t ∈ P1 \ {0} et V +(t) = {∞} de corps résiduel C = Cy où y ∈ |Y | est tel que
div(t) =

∑
n∈Z[ϕn(y)]. Notons B+

dR pour B+
dR,y. On a X \ {∞} = Spec(Be) avec

Be =
(
B[ 1

t ]
)ϕ=Id et ÔX,∞ = B+

dR d’uniformisante t. Rappelons (prop. 5.3.2) que les
fibrés sur X s’identifient aux couples (M,N) où
— N est un B+

dR-module libre,
— M ⊂ N [ 1

t ] est un sous-Be-module libre de même rang que N engendrant le
BdR-espace vectoriel N [ 1

t ] (de façon équivalente M est un sous Be-module libre
de N [ 1

t ] tel que M ⊗Be BdR
∼−→ N [ 1

t ]).
D’après la proposition 5.3.3, si le fibré E correspond à la paire (M,N), le complexe

de cohomologie RΓ(X,E ) s’identifie à

M ⊕N −→ N [ 1
t ]

(m,n) 7−→ m− n.

Le fibré OX(d) correspond alors au couple (Be, t
−dB+

dR). Soit deg = −v∞ : Be →
N ∪ {−∞}. Il y a alors une identification

H0(X, OX(d)) = Be ∩ t−dB+
dR = Bdeg≤d

e

via l’isomorphisme

Pd
∼−−→ Bdeg≤d

e

x 7−→ x

td
.

La suite d’inclusions donnée par le cup-produit par t ∈ H0(X, OX(1))

H0(X, OX)
×t−−−→ H0(X, OX(1))

×t−−−→ · · · H0(X, OX(d))
×t−−−→ · · ·

s’identifie alors à la filtration de l’anneau Be

E = Bdeg≤0
e ⊂ Bdeg≤1

e ⊂ · · · ⊂ Bdeg≤d
e ⊂ · · ·

En résumé, on a les propriétés suivantes :
1. Il y a un isomorphisme

Z ∼−−→ Pic(X)

d 7−→
[
OX(d)

]
d’inverse donné par le degré

deg : Pic(X)
∼−−→ Z.
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2. On a

H0(X, OX(d)) =

{
Pd si d ≥ 0

0 si d < 0

qui s’identifie à Bdeg≤d
e après choix d’un point ∞ ∈ |X|.

3. On a après choix d’un point ∞ ∈ |X|, si B+
dR = ÔX,∞ d’uniformisante t,

H1(X, OX(d)) =

{
0 si d ≥ 0

B+
dR/(B

+
dR · t−d + E) si d < 0

8.2.1.2. Comportement via le changement de niveau. — Soit E′|E et

πE′/E : XE′ −→ XE .

Il y a alors un isomorphisme non canonique (puisqu’il y a un choix d’uniformisante
fait pour chacun de ces fibrés en droites)

π∗E′/EOXE (d) ' OXE′ ([E
′ : E]d).

Lorsque E′ = Eh = WOE (Fq)ϕ
h
E=Id est l’extension non-ramifiée de degré h et que l’on

utilise l’uniformisante πE de E comme uniformisante de Eh pour définir OXEh (d) il y
a un isomorphisme

π∗Eh/EOXE (d)
∼−−→ OXEh (hd)

canonique.

8.2.1.3. Interprétation géométrique de la suite exacte fondamentale. — Soit d ≥ 1 et
s ∈ H0(X, OX(d)) = Pd non nul. Il y a une suite exacte

0 −→ OX
×s−−−→ OX(d) −→ F −→ 0,

où F est un faisceau cohérent de torsion sur X. Puisque H1(X, OX) = 0, la suite
exacte précédente induit une suite exacte

0 −→ E
×s−−−→ Pd −→ H0(X,F ) −→ 0.

Si s =
∏r
i=1 t

ai
i où ti ∈ P1, V +(ti) = {xi}, et xi 6= xj pour i 6= j,

F =
r⊕
i=1

ixi∗OX,xi/(t
ai
i ),

où ixi : {xi} ↪→ X. Si l’on note B+
dR,i = ÔX,xi , la suite exacte précédente se récrit

donc

0 −→ E ·
r∏
i=1

taii −→ Pd −→
r⊕
i=1

B+
dR,i/(t

ai
i ) −→ 0.

Ce n’est rien d’autre que la suite exacte du théorème 6.4.1.
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8.2.2. Fibrés de rang supérieur : définitions et premières propriétés

Soient un entier h ≥ 1 et Eh l’extension non-ramifiée de degré h de E,
Eh = WOE (Fqh). On note πh : XEh → XE . Dans la définition qui suit on fixe
une uniformisante de E. Tous les fibrés que l’on définit dépendent du choix de
cette uniformisante (mais un autre choix d’uniformisante donne des fibrés non-
canoniquement isomorphes).

Définition 8.2.2. — 1. Pour d ∈ Z et h ∈ N≥1 on note

OXE (d, h) = πh∗OXEh (d).

2. Pour λ = d
h ∈ Q avec (d, h) = 1 et h ≥ 1 on note

OXE (λ) = OXE (d, h).

Puisque le morphisme πh est étale fini de degré h, OXE (d, h) est un fibré de rang h
et de degré d. On a l’égalité de pentes

µ
(
OXE (λ)

)
= λ.

On a la description suivante en termes de modules gradués. Soit

M(d, h) =
⊕
i∈N

B
ϕhE=πih+d

E .

C’est un PE =
⊕

i∈NB
ϕE=πi

E -module gradué. Alors,

OXE (d, h) = M̃(d, h)

et
M(d, h) =

⊕
i∈N

H0
(
XE , OXE (d, h)⊗ OXE (i)

)
.

Soit t ∈ PE,1 \ {0}, V +(t) = {∞}. Soit XE \ {∞} = Spec(Be) avec Be =(
B+[ 1

t ]
)ϕE=Id et B+

dR = ÔXE ,∞. On a alors

π−1
h (XE \ {∞}) = Spec

(
BE [ 1

t ]
ϕhE=Id

)
.

En termes de la classification de la proposition 5.3.1, le fibré vectoriel OXE (d, h)

correspond au triplet (M,N, u) où

— M est le Be-module libre B+[ 1
t ]
ϕhE=πd ,

— N =
(
B+

dR

)h,
— on a

u : B+[ 1
t ]
ϕhE=πd ⊗Be BdR

∼−−→ (BdR)r

x⊗ 1 −→ (x, ϕE(x), . . . , ϕ
(h−1)
E (x)).

Puisque (XEh)h≥1 est une sphère de Riemann généralisée, les résultats de la
proposition 5.6.23 sont disponibles. Nous ne les réécrirons pas. La proposition qui
suit est laissée au lecteur, elle ne pose aucun problème.
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Proposition 8.2.3. — 1. H0(XE , OXE (d, h)) =

{
0 si d < 0

B
ϕhE=πd

E si d ≥ 0.

2. Soient t ∈ PE,1 \ {0}, {∞} = V +(t) et B+
dR = ÔXE ,∞. Alors,

H1(XE , OXE (d, h)) =

{
0 si d ≥ 0

B+
dR/(t

−dB+
dR + Eh) si d < 0.

Remarque 8.2.4. — Si on pense à la courbe XE comme étant « YE/ϕZ » alors la tour
de courbes (XEh)h≥1 n’est rien d’autre que la tour de revêtements

(
YE/ϕ

hZ)
h≥1

.

8.2.3. Lien avec les isocristaux. — Notons L = WOE (Fq) muni de son Frobenius σ.
Lorsqu’on voudra préciser leur dépendance en E on les notera LE et σE .

Définition 8.2.5. — On note ϕ-ModL la catégorie des isocristaux formés d’un L-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un isomorphisme σ-linéaire.

Lorsqu’on veut mettre en avant la dépendance en E on note ϕ-ModLE . Remarquons
cependant qu’il s’agit là d’un abus de notation puisque cette catégorie ne dépend pas
seulement de LE mais également de E (si E′|E est non-ramifiée alors LE = LE′).

Si (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL considérons le P -module gradué

M(D,ϕ) :=
⊕
i∈N

(D ⊗L B)ϕ=πi .

Si D = 〈e1, . . . , eh〉 avec ϕ(ei) = ei+1 si i < h et ϕ(eh) = π−de1 alors M(D,ϕ) =

M(d, h) (cf. section précédente). Du théorème de Dieudonné-Manin on déduit le
résultat suivant.

Proposition 8.2.6. — Pour (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL posons

E (D,ϕ) = M̃(D,ϕ).

C’est un fibré vectoriel isomorphe à⊕
λ∈Q

OX(−λ)mλ ,

où mλ est la multiplicité de la pente λ dans la décomposition de Dieudonné-Manin de
(D,ϕ).

Cela définit un foncteur compatible au produit tensoriel et aux duaux

E (−) : ϕ-ModL −→ FibX .

On vérifie qu’en termes de la classification donnée par 5.3.1, le fibré E (D,ϕ)

correspond au couple (
(D ⊗L B[ 1

t ]
)ϕ=Id

, D ⊗L B+
dR

)
.

Définition 8.2.7. — Pour λ ∈ Q nous noterons Dλ l’algèbre à division centrale sur E
définie par Dλ = Eh[Π] si λ = d

h , (d, h) = 1, avec Πh = πd et pour tout x ∈ Eh,
Πx = σE(x)Π.
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Proposition 8.2.8. — Il y a un isomorphisme

Dλ
∼−−→ End(OXE (λ)).

Démonstration. — Puisque Dλ s’identifie aux endomorphismes de l’isocristal simple
de pente −λ, d’après la proposition précédente il y un plongement

Dλ ↪−→ End(OX(λ)).

On a de plus
End(OX(λ)) = H0(X, OX(λ)⊗ OX(λ)∨).

Or, d’après le point (4) de la proposition 5.6.23, on a

OX(λ)⊗ OX(λ)∨ = OX(λ)⊗ OX(−λ) ' O⊕h
2

X .

et donc
dimE End(OX(λ)) = h2.

Soit maintenant E′|E et notons E′0|E l’extension maximale non-ramifiée de E dans
E′, de degré f (et donc σE′ = σfE). Il y a deux foncteurs adjoints

ϕ-ModLE
//
ϕ-ModLE′ .oo

La flèche supérieure envoie l’isocristal (D,ϕ) ∈ ϕ-ModLE sur(
D ⊗LE LE′ , ϕf ⊗ σE′

)
.

La flèche inférieure envoie (D,ϕ) ∈ ϕ-ModLE′ sur l’isocristal « induit »

( f−1⊕
i=0

D ⊗LE ,σiE LE , ξ
)
,

où

ξ(x0⊗λ0, . . . , xf−1⊗λf−1) =
(
ϕ(xf−1)⊗σE(λf−1), x0⊗σE(λ0), . . . , xf−2⊗σE(λf−2)

)
.

On vérifie alors que via le foncteur E (−) ces deux foncteurs correspondent aux deux
flêches

FixXE

π∗
E′|E
//
FibXE′ ,

πE′|E∗
oo

où πE′|E : XE′ → XE .

Remarque 8.2.9. — Si on pense à la courbe X comme étant « Y/ϕZ » alors le fibré
E (D,ϕ) n’est rien d’autre que

(Y ×D)/ϕZ.
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8.2.4. Classification des fibrés : énoncé du théorème. — Le théorème suivant dit que
le foncteur précédent

E (−) : ϕ-ModL −→ FibX
est essentiellement surjectif. Il induit de plus une équivalence entre la catégorie des
isocristaux isoclines de pente −λ et les fibrés semi-stables de pente λ.

Théorème 8.2.10. — 1. Pour λ ∈ Q, les fibrés semi-stables de pente λ sur X sont
les fibrés isomorphes à des somme directes finies du fibré OX(λ).

2. Pour λ ∈ Q, il n’y a sur X, à isomorphisme près, qu’un seul fibré stable de
pente λ, OX(λ). La catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente λ est
équivalente à celle des Dopp

λ -espaces vectoriels de dimension finie.
3. La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur X est scindée.
4. L’application{

(λi)1≤i≤n ∈ Qn | n ∈ N, λ1 ≥· · ·≥ λn
}
−→

{
Classes d’isomorphismes de fibrés sur X

}
(λ1, . . . , λn) 7−→

[ n⊕
i=1

OX(λi)
]

est une bijection.

Nous allons donner deux preuves de ce théorème dans la suite.

8.3. Preuve du théorème de classification via les périodes des groupes p-divisibles

8.3.1. Modifications de fibrés associées aux groupes p-divisibles. — Soit (D,ϕ) ∈
ϕ-ModL. Fixons∞ ∈ |X| de corps résiduel C et notons B+

dR = ÔX,∞ d’uniformisante t.
Se donner une modification

0 −→ E ′ −→ E (D,ϕ) −→ F −→ 0

avec F cohérent de torsion supporté au point ∞ est équivalent à se donner un
B+

dR-réseau
Λ ⊂ D ⊗L B+

dR.

Cela résulte de ce qu’il y a une identification canonique

̂E (D,ϕ)∞ = D ⊗L B+
dR.

Se donner une telle modification telle que F soit annulé par t, i.e. de la forme i∞∗W
avec W un C-espace vectoriel, est équivalent à se donner une filtration

FilDC .

En effet, les réseaux Λ satisfaisant

tD ⊗B+
dR ⊂ Λ ⊂ D ⊗B+

dR

correspondent aux sous-espaces vectoriels de DC via Λ 7→ Λ/t(D ⊗B+
dR).
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Définition 8.3.1. — Un triplet (D,ϕ,FilDC) est admissible si le fibré modifié associé

E (D,ϕ,FilDC) := ker
(
E (D,ϕ) −→ i∞∗DC/FilDC

)
est trivial.

Soit maintenant H un OE-module π-divisible sur Fq de O-module de Dieudonné
covariant (D,ϕ) et (H, ρ) un point à valeurs dans OC de l’espace de Rapoport-Zink
M associé. Cela signifie queH est un OE-module π-divisible muni d’une quasi-isogénie

ρ : H⊗Fq OC/πOC −→ H ⊗OC OC/πOC .

La filtration de Hodge de l’algèbre de Lie de la O-extension vectorielle universelle
de H fournit via ρ une filtration FilDC . C’est l’image via l’application des périodes
de Hodge de Rham de notre point dans l’espace de Rapoport-Zink

πdR : M −→ F .

Proposition 8.3.2. — L’image de l’application des périodes πdR est contenue dans
le lieu admissible associé à (D,π−1ϕ). Plus précisément, si FilDC est la filtration
associée à (H, ρ) alors

E (D,π−1ϕ,FilDC) ' Vp(H)⊗E OX .

Démonstration. — L’application des périodes

Vp(H) −→ (D ⊗L B)ϕ=π

induit un morphisme

Vp(H)⊗E OX −→ E (D,π−1ϕ).

Puisque l’image de l’application des périodes est contenue dans Fil (D ⊗L B)ϕ=π ce
morphisme se factorise via E (D,π−1ϕ,FilDC). L’application des périodes induisant
un isomorphisme

Vp(H)⊗E B[ 1
t ]
∼−−→ D ⊗L B[ 1

t ]

elle induit un isomorphisme

Γ(X \ {∞}, Vp(H)⊗E OX) = Vp(H)⊗E Be
∼−−→

(
D ⊗L B[ 1

t ]
)ϕ=π

= Γ
(
X \ {∞},E (D,π−1ϕ)

)
= Γ

(
X \ {∞},E (D,π−1ϕ,FilDC)

)
.

Le morphisme de fibrés

Vp(H)⊗E OX −→ E (D,π−1ϕ,FilDC)
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est donc un isomorphisme générique. Afin de montrer que c’est un isomorphisme il
suffit donc de montrer que nos deux fibrés ont même degré. Mais,

deg
(
E (D,π−1ϕ,FilDC)

)
= deg

(
E (D,π−1ϕ)

)
− dimC DC/FilDC

= −
∑
λ∈Q

λ=
dλ
hλ

, (dλ,hλ)=1

dλ.mλ − dimH

= dimH− dimH

= 0

où mλ est la multiplicité de la pente λ dans l’isocristal (D,π−1ϕ).

8.3.2. Preuve du théorème. — Il suffit de vérifier les points (1) et (2) du théor. 5.6.29.
Fixons un point fermé ∞ = V +(t) sur X de corps résiduel C.

Via la proposition 8.3.2, le point (1) résulte immédiatement du théorème 8.1.1
(appliqué pas seulement à E mais à Eh pour tout h ≥ 1).

Considérons maintenant le point (2). Pour cela commençons par quelques
généralités.

8.3.2.1. Classification des modifications minuscules de fibrés. — Soit C la catégorie
des modifications

0 −→ E ′ −→ E −→ F −→ 0,

où
— E ′ et E sont des fibrés vectoriels,
— E ′ est un fibré trivial, E ′ ' OnX pour un entier n,
— F est cohérent de torsion supporté au point ∞, annulé par t (i.e. de la forme

i∞∗W avec W un C-espace vectoriel).
Remarquons que puisqu’il n’y a pas de morphismes non nuls d’un tel F vers un

fibré vectoriel, de telles extensions sont rigides. La catégorie C est donc une sous-
catégorie pleine de celle des triplets (E ′,F , ξ) où E ′ est un fibré vectoriel trivial, F
est cohérent annulé par t et ξ ∈ Ext1(F ,E ′).

Terminologie concernant les torsions à la Tate : On note E{1} = Et la droite
engendrée par t dans H0(X, OX(1)) (le choix du point ∞ sur X détermine seulement
cette droite et non t lui-même). Pour un faisceau cohérent H on note

H {1} := H ⊗E E{1}.

Pour tout d ∈ Z on note de même E{d} = E{1}⊗d.

Lemme 8.3.3. — Le C-espace vectoriel Ext1(i∞∗C, OX) est de dimension 1 engendré
par la classe de l’extension

0 −→ OX{1} −→ OX(1) −→ i∞∗C −→ 0.

Démonstration. — Puisque Hom (i∞∗C, OX) = 0, on a

Ext1(i∞∗C, OX) = H0(X, Ext
1(i∞∗C, OX)).

ASTÉRISQUE 406



8.3. PREUVE DU THÉO. VIA LES PÉRIODES DES GROUPES p-DIV. 283

On conclut puisque
Ext

1(i∞∗C, OX) ' i∞∗C.

On déduit de cela que pour V ∈ VectE et W ∈ VectC (espaces vectoriels de
dimension finie) on a un isomorphisme

HomC(W{1}, VC)
∼−−→ Ext1(i∞∗W,V ⊗E OX)

qui à un morphisme u : W{1} → VC associe le tiré en arrière de l’extension

0 −→ V {−1} ⊗E OX{1}︸ ︷︷ ︸
V⊗EOX

−→ V {−1} ⊗E OX(1) −→ V {−1} ⊗E i∞∗C︸ ︷︷ ︸
i∞∗VC{−1}

−→ 0

par la flêche i∞∗u{−1}.
Remarquons maintenant que les foncteurs E ′ 7→ H0(X,E ′) et V 7→ V ⊗E OX

induisent une équivalence entre la catégorie des fibrés triviaux et VectE . De même
F 7→ H0(X,F ) et W 7→ i∞∗W induisent une équivalence entre les faisceaux
cohérents annulés par t et VectC . De cela on déduit facilement la proposition
suivante.

Proposition 8.3.4. — La catégorie de modifications C est équivalente à celle des couples
(V,W ) où V ∈ VectE et W{1} ⊂ VC est un sous-C-espace vectoriel.

Remarquons finalement la chose suivante. Soit (V,W ) comme dans la proposition
précédente et soit V ′ ⊂ V le plus petit sous-espace tel que W{1} ⊂ V ′C . Choisissons
V ′′ un supplémentaire de V ′ dans V . On a alors

(V,W ) = (V ′,W )⊕ (V ′′, 0).

Il s’ensuit que la modification associée à (V,W )

0 −→ E −→ E ′ −→ F −→ 0

est telle que E ′ ' (V ′′ ⊗E OX)⊕ E ′′ avec E ′′ associé à (V ′,W ).

8.3.2.2. Dualité. — Considérons une modification

0 −→ E ′ −→ E −→ F −→ 0

dans la catégorie C précédente et la modification duale obtenue en appliquant le
foncteur

Hom OX

(
−, OX( 1

n )
)
.

Puisque D 1
n

= End
(
OX( 1

n )
)
il s’agit d’une suite exacte de D 1

n
⊗E OX -modules

0 −→Hom
(
E , OX( 1

n )
)
−→Hom

(
E ′, OX( 1

n )
)
−→ Ext

1(F , OX( 1
n )
)
−→ 0

(car Ext
1(E , OX( 1

n )) = 0) telle que

Ext
1(F , OX( 1

n )
)
' F∨ ⊗L N,
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où (N,ϕ) est l’isocristal simple de pente − 1
n , E (N,ϕ) = OX( 1

n ) et si F = i∞∗W alors

F∨ = i∞∗W
∨,

W∨ = HomB+
dR

(W,BdR/B
+
dR)

= W ∗{−1}

oùW ∗ est le dual en tant que C-espace vectoriel. On vérifie alors que Ext
1(F , OX( 1

n )
)

est de la forme i∞∗M où M est un C ⊗L D 1
n
-module qui est libre de rang dimCW

i.e.
rgC⊗LEni

∗
∞Ext

1(F , OX( 1
n )
)

= dimC i
∗
∞F .

On peut retrouver la modification dont on était partie en redualisant par
application du foncteur

HomD 1
n
⊗OX

(
−, OX( 1

n )
)
.

On vérifie alors aisément la proposition suivante.

Proposition 8.3.5. — Le foncteur Hom (−, OX( 1
n )) induit une antiéquivalence entre la

catégorie de modifications C et celle des modifications de fibrés munies d’une action
de D 1

n

0 −→ G ′ −→ G −→H −→ 0,

où
— G est un D 1

n
⊗E OX-module isomorphe à une somme de copies de OX( 1

n ),
— G ′ est un D 1

n
⊗E OX-module localement libre,

— H est cohérent annulé par t.
Dans cette équivalence, si 0→ E ′ → E → F → 0 s’envoie sur 0→ G ′ → G →H → 0,
on a
— rgEn⊗EC i

∗
∞H = dimC i

∗
∞F ,

— si la première modification correspond au couple (V,W ) via l’équivalence de la
proposition 8.3.4, l’application E-linéaire

HomD 1
n

(
OX( 1

n ),G
)
−→ HomD 1

n

(
OX( 1

n ),H
)

s’identifie à la composée

V ∗ ↪→ V ∗C �W∨ = W ∗{−1}.

8.3.2.3. Fin de la preuve du théorème 8.2.10. — . On doit prouver le point (2)
de 5.6.29. Soit donc

0 −→ E ′ −→ E −→ F −→ 0

avec E ′ un fibré trivial de rang n et F de degré 1 supporté en∞. Soit (V,W ) le couple
associé (prop. 8.3.4), E ′ = V ⊗ OX et F = i∞∗W . Comme on l’a vu à la fin de la
section 8.3.2.1 on peut supposer que pour tout sous-espace propre V ′ de V , W * V ′C .
Cela se traduit de façon duale en la condition : l’application linéaire

V ∗ −→W ∗
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est injective i.e. définit un point de l’espace de Drinfeld Ω ⊂ P(V ∗). Soit n la dimension
de V et

0 −→ G ′ −→ G −→H −→ 0

la modification duale deD 1
n
-fibrés associée (prop. 8.3.5). On a donc G = V ∗⊗EOX( 1

n ).
Soit (N,ϕ) un isocristal simple de pente 1− 1

n , E (N, π−1ϕ) = OX( 1
n ). On fixe une

identification D 1
n

= End(N,ϕ). Alors,

(V ∗ ⊗E N, Id⊗ ϕ)

est l’isocristal d’un OD-module formel spécial au sens de Drinfeld (cf. sec. 8.1.2). Avec
les notations de la section 8.1.2,

(V ∗ ⊗E N)V=Π
0 = V ∗ ⊗E NV=Π

0

et

(W ∗{−1} ⊗L N)0 = W ∗{−1} ⊗L N0

= W ∗{−1} ⊗E NV=Π
0 .

L’application
(V ∗ ⊗E N)V=Π

0 −→ (W ∗{−1} ⊗L N)0

induite par G → H est l’application V ∗ → W ∗{−1} tordue par − ⊗E NV=Π
0 . Elle

est donc injective et définit un élément de l’espace de Drinfeld dans P(V ∗⊗ENV=Π
0 ).

À partir de là on conclut, en appliquant le théorème 8.1.3 et la proposition 8.3.2,
que G ′ ' D 1

n
⊗ OX et donc E ' OX( 1

n ).

8.3.3. Interprétation en termes de périodes de Hodge-Tate et de l’isomorphisme entre
les deux tours. — Soit (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL un isocristal de hauteur n. Considérons

0 −→ E ′ −→ E ′ −→ F −→ 0

une modification de fibrés où F est cohérent annulé par t (i.e. dans la catégorie C de
la section 8.3.2.1). Notons la ξ. Supposons de plus fixés deux isomorphismes

η1 : OnX
∼−−→ E ′

η2 : E (D,ϕ)
∼−−→ E .

La modification est donnée par le sous-C-espace vectoriel

i∗∞E ′ ⊂ i∗∞E

et via η2,
i∗∞η2 : DC

∼−−→ i∗∞E .

Appelons période de Hodge de Rham le point associé de la Grassmanienne associée
à DC ,

πdR(ξ, η2) =
(
(i∗∞η2)−1i∗∞E ′ ⊂ DC

)
.
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Plaçons nous maintenant du point de vue de η1. D’après la proposition 8.3.4 ξ est
donnée par un couple (V,W ) avec W{1} ⊂ VC . Se donner η1 revient alors à se donner
un isomorphisme

En
∼−−→ V

etW{1} détermine alors un sous-espace de Cn que l’on appelle période de Hodge-Tate
de (ξ, η1),

πHT (ξ, η1) =
(
W{1} ⊂ VC ' Cn

)
.

Supposons maintenant que (D,ϕ) soit le module de Dieudonné covariant de H
et soit (H, ρ) un point de l’espace de Rapoport-Zink associé en niveau infini i.e. on
suppose fixé un isomorphisme

En
∼−−→ Vp(H).

On dispose alors de la modification ξ fournie par la proposition 8.3.2. Les rigidifications
η et ρ définissent un triplet (ξ, η1, η2) comme précédemment. Alors, πdR(ξ, η2) est
l’image de (H, ρ) par l’application des périodes de Hodge de Rham ([57] chap. V) et
πHT (ξ, η1) est son image par l’application des périodes de Hodge-Tate. En d’autres
termes, l’inclusion W{1} ⊂ Vp(H)C est la flèche de gauche dans la suite exacte de
Hodge-Tate

0 −→ ω∗H
[

1
π

]
{1} −→ Vp(H)C

αH−−−→ ωH∨
[

1
π

]
−→ 0.

Dans le cas particulier de l’espace de Lubin-Tate, via l’isomorphisme entre les tours
jumelles ([18], [19]), les deux modifications de fibrés se correspondent via la dualité
de la proposition 8.3.5.

8.4. Preuve via les espaces de Banach-Colmez

8.4.1. Espaces de Banach-Colmez. — Soit C|E un corps valué complet alg. clos.
Colmez a construit dans [12] et [13] une catégorie abélienne que nous noterons BC et
qu’il appelle Espaces de Banach de dimension finie. Cette catégorie est munie d’un
foncteur exact fidèle

BC −→ Banach
X 7−→ X(C)

vers la catégorie des E-espaces de Banach. Notons VectC , resp. VectE , la catégorie des
C-espaces vectoriels, resp. des E-e.v., de dimension finie. Cette catégorie est munie
de deux foncteurs pleinement fidèles exacts

VectC −→ BC

W 7−→ W an

et

VectE −→ BC

V 7−→ V ét
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tels que, composés avec le foncteur de BC vers les espaces de Banach, on retrouve les
plongements canoniques VectC ↪→ Banach, VectQp ↪→ Banach. En d’autres termes,
on a des identifications canoniques W an(C) = W et V ét(C) = V . De plus, pour tout
X ∈BC , il existe Y ∈BC s’écrivant comme une extension

0 −→ V ét −→ Y −→W an −→ 0

et un sous-Qp-espace vectoriel de dimension finie V ′ ⊂ Y (C) tel que X ' Y/V ′
ét.

Colmez a alors démontré qu’il existe deux fonctions additives{
dim : BC −→ N
ht : BC −→ Z

caractérisées par les propriétés

dimW an = dimCW, dimV ét = 0

et

htW an = 0, htV ét = dimQp V.

On a de plus que VectE = {X ∈BC | dimX = 0}.
En fait, le plongement VectC ↪→ BC s’étend en un plongement de la catégorie

des B+
dR-modules de longueur finie dans BC , VectC s’identifiant aux B+

dR-modules de
longueur finie annulés par t.

Pour d, h ∈ N, il y a un espace de Banach-Colmez X(d, h) ∈BC tel que

X(d, h)(C) = Bϕ
h=πd

E .

Il est de dimension d et de hauteur h. Du point de vue de Colmez, les espaces de
Banach-Colmez sont des foncteurs de la catégorie des C-algèbres sympatiques vers les
E-espaces de Banach. Cependant dans [55], Plût développe une théorie des espaces
de Banach-Colmez équivalente à celle de Colmez dans laquelle certains de ces espaces
(ceux qui sont extension d’un C-espace vectoriel de dimension finie par un E-espace
vectoriel de dimension finie) possèdent un faisceau structural. Plus précisément, ce
sont des E-espace vectoriel spectraux au sens de la section 4.6.5. De ce point de
vue, lorsque 0 < d ≤ h, l’espace de Banach-Colmez X(d, h) précédent n’est alors
rien d’autre que le E-espace vectoriel spectral X̃(Gd,h)an⊗̂WO(k)QC défini dans la
section 4.6.6 où Gd,h est le O-module formel défini dans la section 4.3.2. Le choix d’un
relèvement G̃ de Gd,h à OC satisfaisant l’hypothèse de la section 4.6.6 (l’existence d’une
quasi-isogénie ρ, cf. 4.6.6) induit un isomorphisme de E-espaces vectoriels spectraux

X̃(Gd,h)an⊗̂WO(k)QC ' X(G̃ rig)

et une présentation comme extension (cf. section 4.6.7.2)

0 −→ Vπ(G̃ )ét −→ X(G̃ rig) −→ Lie G̃ ⊗Gan
a −→ 0.
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8.4.2. Preuve du théorème 8.2.10. — Voyons maintenant comment démontrer le
théorème 8.2.10 en utilisant les espaces de Banach-Colmez. On utilise directement le
critère donné par le théorème 5.6.26. Soit

0 −→ OXE (− 1
n ) −→ E −→ OXE (1) −→ 0

une suite exacte. La classe de l’extension précédente vit dans

H1(X, OXE (−1− 1
n )) = H1(XEn , OXEn (−n− 1)).

Soit ξ ∈ H1(XEn , OXEn (−n − 1)) cette classe. Il s’agit alors de vérifier que le noyau
du morphisme composé

H0(XE , OXE (1))
π∗n−−−→ H0(XEn , OXEn (n))

−∪ξ−−−−→ H1(XEn , OXEn (−1))

est non nul où πn : XEn → XE . Soit t ∈ PE,πE ,1 \ {0}, {∞} = V +(t), B+
dR = ÔXE ,∞.

Il y a des identifications
H0(XE , OXE (1)) = (B+

E )ϕE =πE

H1(XEn , OXEn (−1)) = C/En

H1(XEn , OXEn (−n− 1)) = B+
dR/(t

n+1B+
dR + En).

Soit x ∈ B+
dR/t

n+1B+
dR induisant ξ lorsqu’on le réduit modulo En. Le morphisme

précédent s’identifie alors au morphisme composé

(B+
E )ϕE=πE ↪→ (B+

E )ϕ
n
E=πnE ↪→ B+

dR/t
n+1B+

dR

×x−−−→ B+
dR/t

n+1B+
dR −→ (B+

dR/t
n+1B+

dR)/(B+
E )ϕ

n
E=πnE︸ ︷︷ ︸

'C/En

.

Il s’agit donc d’un morphisme d’espaces de Banach induit par un morphisme d’espaces
de Banach-Colmez

u : X(1, 1) −→ Can/Eét
n .

Si u était injectif, puisque dimX(1, 1) = dimCan/Eét
n = 1, on aurait

dim coker(u) = 0

et donc cokeru ∈ VectE . Comme htX(1, 1) = 1 et htC/En = −n, on aurait
dimQp coker(u) = ht coker(u) = −1− n < 0, ce qui est impossible.

8.5. Classification des fibrés sur E

Soit E une clôture algébrique de E. On note XE := XE⊗EE et πE/E : XE → XE .
Pour λ ∈ Q notons

OXE 〈λ〉 := π∗
E|Eh

(
OXEh (hλ)

)
, h� 1,

un fibré en droites sur XE . Du point de vue des notations, on prendra garde que
π∗
E|EOXE (λ) n’est pas OXE 〈λ〉 mais une somme directe de copies de OXE 〈λ〉.
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Du théorème de classification 8.2.10 on déduit le résultat suivant dont l’énoncé
ressemble fortement au théorème de classification des fibrés sur P1.

Théorème 8.5.1. — Tout fibré sur XE est somme directe de fibrés en droites. Il y a
une bijection{

(λ1, . . . , λn) | n ∈ N, λi ∈ Q, λ1 ≥ · · · ≥ λn
} ∼−−→ FibXE/ ∼ .

qui à (λ1, . . . , λn) associe la classe d’isomorphisme de
n⊕
i=1

OXE 〈λi〉.

Remarque 8.5.2. — Dans le théorème précédent on peut remplacer E par n’importe
quelle extension algébrique de E contenant une Ẑ-extension.

8.6. Simple connexité géométrique de la courbe

Du théorème de classification des fibrés on va déduire le résultat suivant.

Théorème 8.6.1. — Le schéma XE est simplement connexe.

Démonstration. — Soit f : Y → XE un revêtement étale fini. Notons E = f∗OY .
D’après le théorème 8.5.1

E '
⊕
i∈I

OXE (λi).

De la proposition 5.6.8 on tire ∑
i∈I

λi = 0.

Supposons par l’absurde qu’il existe un indice i tel que λi 6= 0. On peut alors supposer
λi > 0. La loi de OXE -algèbre de E est donnée par un morphisme E ⊗ E → E et donc
des morphismes

mi,j,k : OXE (λi + λj) = OXE (λi)⊗ OXE (λj) −→ OXE (λk), i, j, k ∈ I.
Soit n ≥ 1 tel que pour tout j ∈ I, nλi > λj . La multiplication de n-éléments de f∗OY
est donnée par un morphisme de fibrés E⊗n → E . Puisque Hom(OXE (µ), OXE (µ′)) = 0

dès que µ > µ′, ce morphisme est nul sur le facteur direct O⊗nXE
. C’est en contradiction

avec le fait que l’algèbre f∗OY est réduite.
Le fibré E est donc trivial. Via l’équivalence de catégories tensorielles entre fibrés

triviaux sur XE et E-espaces vectoriels de dimension finis, la OXE -algèbre f∗OY est
donc de la forme

OXE ⊗E A,
où

A = H0(XE ,E ) = H0(Y, OY )

est une E-algèbre finie. Puisque Y est étale au dessus de XE , A est nécessairement
étale. On en déduit le résultat.
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Remarque 8.6.2. — La démonstration précédente donne une preuve de la simple
connexité géométrique de P1 qui n’utilise pas le calcul différentiel. Les preuves
« classiques » disponibles dans la littérature de la simple connexité de P1 utilisent la
formule de Riemann-Hurwitz couplée à la classification des courbes de genre 0. La
preuve précédente ne fait pas intervenir les différentielles de Kähler Ω1 (la notion de
morphisme étale fini pouvant elle même se définir sans recours à celles-ci en utilisant
la forme quadratique trace).
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CLASSIFICATION DES FIBRÉS : LE CAS F PARFAIT

Introduction

On poursuit la classification des fibrés mais en supposant cette fois-ci que le corps
F n’est plus algébriquement clos. Pour cela on étudie la descente galoisienne des
fibrés relativement au morphisme X

F̂
→ XF . On montre en utilisant des techniques

du type théorie de Sen que les Gal(F |F )-équivariants sur X
F̂

(l’action de ce groupe
de Galois étant supposée continue en un sens que nous précisons) descendent en
des fibrés sur XF . Cela nous donne une classification des fibrés (théo. 9.4.3) en
termes monodromiques. On obtient par exemple un résultat du type Narasimhan-
Seshadri : la catégorie abélienne des fibrés semi-stables de pente 0 est équivalente à
celle des représentations de Gal(F |F ), continues, à valeurs dans un E-espace vectoriel
de dimension finie.

Dans ce chapitre on suppose que F est parfait quelconque. On note F une clôture
algébrique de F et GF = Gal(F |F ).

9.1. Fibrés équivariants

9.1.1. Définition. — Rappelons (6.7 pour le cas F algébriquement clos mais il en
est de même pour F quelconque) que l’on dispose d’un morphisme de ind-schémas
ϕ-invariant

u : lim
−→
I

Spec(BI) −→ X,

où I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1[. Plus précisément, si t ∈ Bϕ=π est non
nul, l’inclusion B[ 1

t ]
ϕ=Id ⊂ BI [ 1

t ] induit un morphisme

Spec(BI [ 1
t ]) −→ Spec(B[ 1

t ]
ϕ=Id) = D+(t).

Lorsque t varie cela définit le morphisme annoncé u : Spec(BI)→ X par recollement.
Si E est un faisceau cohérent sur X on peut donc lui associer

E an := u∗E = (MI)I
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qui est une collection de BI -modules de type fini lorsque I varie, munie d’isomor-
phismes de compatibilité pour I ⊂ J

MJ ⊗BJ BI
∼−−→MI

et d’une structure ϕ-équivariante

MI ⊗BI ,ϕ Bϕ(I)
∼−−→Mϕ(I),

le tout satisfaisant des conditions de compatibilité évidentes. Soit t comme
précédemment, {∞} = V +(t), y ∈ |Y | tel que div(t) =

∑
n∈Z[ϕn(y)] et Be = B[ 1

t ]
ϕ=π.

Pour tout entier n on a une identification ÔX,∞
∼−−→ B+

dR,ϕn(y). Si le fibré vectoriel E

correspond au couple (Me,MdR) où

Me = Γ(X \ {∞},E )

MdR = Ê∞

avec Me ⊂MdR[ 1
t ], alors

MI =
(
Me ⊗Be BI [ 1

t ]
)
∩

∏
n∈Z

ϕn(y)∈|YI |

MdR ⊗ÔX,∞
B+

dR,ϕn(y).

Cette formule résulte de la description des BI -modules libres par recollement des
BI [

1
t ]-modules libres avec des modules libres sur le complété t-adique de BI .
Soit maintenant H un sous-groupe profini du groupe des automorphismes de F |Fq.

Cela signifie que H agit isométriquement sur F , trivialement sur Fq et que de plus,
pour tout idéal principal a ⊂ OF , l’action deH sur OF /a est discrète, i.e. se factorise via
un quotient de H par un sous-groupe ouvert. Un tel groupe H agit alors naturellement
sur X. Par convention on choisit de le faire agir à gauche sur X (i.e. l’action de σ ∈ H
sur X est induite par l’action de σ−1 sur les différentes algèbres intervenant dans la
définition de la courbe).

Rappelons que, puisque les anneaux BI sont des algèbres de Banach noethériennes
tout BI -module de type fini est canoniquement muni d’une structure de BI -module
de Banach.

Définition 9.1.1. — Un faisceau cohérent H-équivariant surX est un faisceau cohérent
muni d’une action de H compatible à celle sur X, c’est à dire d’isomorphismes

cσ : σ∗E
∼−−→ E , σ ∈ H

satisfaisant la condition de cocycle

cστ = cτ ◦ τ∗cσ,

telle que, si E an = (MI)I , pour tout I l’action semi-linéaire de H sur le BI -module
de Banach MI soit continue. On note

CohHX

la catégorie des fibrés cohérents H-équivariants.
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9.1.2. Deux critères simples de continuité de l’action

9.1.2.1. Au point générique. — Dans le cas des fibrés vectoriels on dispose du critère
simple suivant pour la continuité de l’action dans la définition 9.1.1.

Munissons le corps des fonctions rationnelles E(X) de la famille de normes de
Gauss (| · |ρ)ρ∈]0,1[ via E(X) ⊂ Frac(B). Puisque E(X) ⊂ Frac(B)ϕ=Id (et il y a
même égalité), la topologie définie par cette famille de normes de Gauss est la même
que celle définie par la norme

sup
ρ∈]ρq0,ρ0]

| · |ρ.

Cela fait de E(X) une E-algèbre topologique dont la topologie est définie par une
norme. On munit tout E(X)-espace vectoriel topologique de la topologie produit via
le choix d’une base (on vérifie aussitôt que la topologie ainsi définie ne dépend pas du
choix d’une telle base).

Proposition 9.1.2. — Soit E un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H

compatible à celle sur X. Cette action est continue au sens de 9.1.1 si et seulement
si l’action semi-linéaire de H sur Eη est continue.

Démonstration. — Si E an = (MI)I on a

Eη ⊗E(X) Frac(BI) = MI ⊗BI Frac(BI).

De plus les inclusions E(X) ⊂ Frac(BI) et BI ⊂ Frac(BI) sont isométriques pour la
famille de normes (| · |ρ)ρ∈I . Le résultat s’en déduit.

9.1.2.2. En un point fermé H-invariant. — Pour tous y ∈ |Y |, k ≥ 1 et I compact
tel que y ∈ |YI | la surjection

BI −→ B+
dR,y/FilkB+

dR,y = BI/ξ
kBI , y = (ξ)

définit une structure de E-algèbre de Banach sur B+
dR,y/FilkB+

dR,y via la topologie
quotient (puisque l’idéal BIξk est fermé). Cette topologie de dépend pas du choix de
I tel y ∈ |YI |. En effet, si I ⊂ J , le morphisme continu BJ/ξ

k → BI/ξ
k étant une

bijection c’est un homéomorphisme d’après le théorème de l’application ouverte de
Banach. Lorsque k = 1 cette topologie est la topologie de la valeur absolue | · |y sur
le corps résiduel Ky. Écrivant

B+
dR,y = lim

←−
k≥0

B+
dR,y/FilkB+

dR,y

cela munit B+
dR,y d’une structure de E-algèbre de Fréchet.

Proposition 9.1.3. — Supposons qu’il existe un point ∞ = V +(t) ∈ |X|, t ∈ Bϕ=π,
stable sous l’action de H. Soit E un fibré vectoriel sur X muni d’une action de H
compatible à celle sur X. Cette action est continue, i.e. définit une structure de fibré
H-équivariant au sens de 9.1.1, si et seulement si l’action semi-linéaire de H sur Ê∞
est continue.
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Démonstration. — Si div(t) =
∑
n∈Z[ϕn(y)] et E an = (MI)I alors Ê∞ = M̂I,y

(complété ξ-adique si y = (ξ)) dès que y ∈ |YI |. Il est donc clair que, si l’action
de H est continue sur MI avec y ∈ |YI |, alors l’action sur Ê∞ l’est également.

Réciproquement, supposons que l’action de H sur Ê∞ soit continue. Puisque
l’inclusion BF,I ⊂ B

F̂ ,I
est isométrique, afin de montrer que l’action sur MI est

continue il suffit de le montrer pour MI ⊗BF,I BF̂ ,I . Quitte à remplacer F par F̂ et
E par son image réciproque sur X

F̂
on peut supposer F algébriquement clos. Soit

(Me,MdR) le couple associé à E , Me ⊂ MdR[ 1
t ]. Fixons une base ε1, . . . , εn de Me

(puisque F est algébriquement clos, Me est un module libre). L’action semi-linéaire
de H sur Me stabilise le réseau MdR ⊂ Me ⊗Be BdR. Il existe donc un entier k tel
que, si deg = −v∞ : Be → N ∪ {−∞}, on ait

σ(εi) ∈ Bdeg≤k
e ε1 ⊕ · · · ⊕Bdeg≤k

e εn, 1 ≤ i ≤ n, σ ∈ H.

On a
Bdeg≤k
e = t−kBϕ=πk .

Rappelons que Bϕ=πk est muni de sa topologie de Banach définie par (| · |ρ)ρ∈]0,1[ et
donc l’inclusion Bϕ=πk ↪→ BI est continue. On vérifie alors qu’il suffit de vérifier que
pour l > k, via l’inclusion

Bϕ=πk ↪→ B+
dR/FillB+

dR

la topologie induite par B+
dR/FillB+

dR sur Bϕ=πk coïncide avec sa topologie de Banach
précédente. Il y a une suite exacte (utiliser F algébriquement clos)

0 −→ E
u−−→ Bϕ=πk ⊕ (B+

dR/Fill−kB+
dR)

v−−→ B+
dR/FillB+

dR −→ 0,

où u(λ) = (λtk,−λ) et v(x, y mod Fill−k) = x + tky mod Fill. Les applications u
et v sont continues. Puisque v est surjective, d’après le théorème de l’application
ouverte, cela identifie l’espace de Banach B+

dR/FillB+
dR au quotient coker(u) d’espaces

de Banach. Il s’agit donc de voir que l’inclusion

Bϕ=πk ⊕ (0) ↪→ coker(u)

est stricte i.e. la topologie induite est celle de Bϕ=πk . Mais si V est un espace de
Banach et W,W ′ ⊂ V sont des sous-espaces fermés satisfaisant W ∩ W ′ = (0) et
W ⊕W ′ ⊂ V est fermé (ce qui est automatiquement le cas si W ′ est de dimension
finie) alors l’inclusion W ⊂ V/W ′ est stricte.

9.1.3. Équivariance de la filtration de Harder-Narasimhan. — Le résultat qui suit est
fondamental.

Proposition 9.1.4. — Pour E ∈ FibHX , la filtration de Harder-Narasimhan du fibré
sous-jacent à E est invariante sous l’action de H et est donc une filtration par des
sous-fibrés H-équivariants.

ASTÉRISQUE 406



9.2. CLASSIFICATION DES FIBRÉS ÉQUIVARIANTS SEMI-STABLES 295

Démonstration. — Cela résulte de l’unicité de la filtration de Harder-Narasimhan
puisque si F ∈ FibX et σ ∈ H alors

µ(σ∗F ) = µ(F ).

Cette propriété sera utilisée de nombreuses fois dans la preuve de « faiblement
admissible équivalent à admissible ».

9.1.4. Torsion par un 1-cocycle. — Soit E un fibré H-équivariant sur X de fibré sous-
jacent E . Munissons le groupe de Aut(E ) de la topologie induite par Aut(E ) ⊂
GL(Eη). Si E an = (MI)I alors il s’agit de la topologie induite par le plongement
Aut(E ) ⊂ GLBI (MI) dès que I est suffisamment grand au sens où I ∩ ϕ(I) 6= ∅.

La structure H-équivariante sur E , (cσ)σ∈H avec cσ : σ∗E
∼−→ E , induit une action

à gauche de H sur Aut(E ) par automorphismes via la formule

fσ = cσ−1 ◦ (σ−1∗f) ◦ c−1
σ−1 , f ∈ Aut(E ), σ ∈ H.

On note
Z1(H,Aut(E ))

les 1-cocycles continus de H à valeurs dans Aut(E ) pour cette action. La proposition
suivante ne pose alors pas de difficulté particulière.

Proposition 9.1.5. — 1. L’ensemble des structures H-équivariantes sur E s’identifie
à Z1(H,Aut(E )).

2. Deux tels cocycles sont cohomologues si et seulement si ils définissent des fibrés
équivariants isomorphes.

3. L’ensemble des classes d’isomorphismes de fibrés H-équivariants dont le fibré
sous-jacent est isomorphe à E est en bijection avec l’ensemble H1(H,Aut(E )).

On adoptera la définition suivante.

Définition 9.1.6. — Soit E ∈ FibHX de fibré sous-jacent E et c = (cσ)σ∈H ∈
Z1(H,Aut(E )). On note

E ∧ c
le fibré équivariant de fibré sous-jacent E obtenu par torsion.

9.2. Classification des fibrés équivariants semi-stables lorsque F est algébriquement clos

Supposons que F est algébriquement clos. Soit λ = d
h ∈ Q avec (d, h) = 1 Soit Eh|E

l’extension non-ramifiée de degré h de corps résiduel Fqh = Fϕ
h=Id. L’application

composée
H −→ Aut(F |Fq) −→ Aut(Fqh |Fq)

induit un morphisme
H −→ Gal(Eh|E).
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L’action de H sur XE/Spec(E) s’étend en une action sur XEh qui induit l’action
déduite du morphisme précédent sur Spec(Eh). Le morphisme

πEh/E : XEh −→ XE

est H-équivariant. Le fibré en droites OXEh (d) = ˜PF,Eh,π[d] est canoniquement muni
d’une structure de fibré H-équivariant. On note OXEh

(d) ce fibré H-équivariant (bien
sûr ce fibré équivariant dépend du choix de l’uniformisante π que l’on ne met pas dans
les notations afin de les alléger).

Définition 9.2.1. — On note

OXE (λ) = πEh/E∗OXEh
(d) ∈ FibHXE .

On a
Dλ = End(OX(λ)).

On vérifie alors que l’action induite par la structure équivariante est donnée par le
morphisme suivant

H −→ Aut(F |Fq) −→ Gal(Fqh |Fq) −→ Aut(Dλ),

où si Dλ = Eh[Π], le Frobenius de Gal(Fqh |Fq) est envoyé sur l’automorphisme
intérieur de Dλ

x 7→ ΠxΠ−1.

Du théorème de classification 8.2.10 et de la proposition 9.1.5 on déduit le théorème
suivant.

Théorème 9.2.2. — Supposons F algébriquement clos. Soient RepDop
λ

(H) la catégorie
des Dop

λ -espaces vectoriels (i.e. les Dλ-espaces vectoriels à droite) de dimension
finie munis d’une action semi-linéaire continue de H et FibH,λX celle des fibrés
H-équivariants semi-stables de pente λ. On a alors une équivalence

RepDop
λ

(H)
∼−−→ FibH,λX

V 7−→ V ⊗Dλ OX(λ).

9.2.1. Extensions équivariantes. — Nous utiliserons la proposition suivante qui est un
« bout » de suite spectrale de Hochschild Serre qui sera suffisant pour nos besoins.

Proposition 9.2.3. — Soient E 1, resp. E 2, un fibré H-équivariant de fibré sous-jacent
E1, resp. E2. Il y a alors une suite exacte

0 −→ H1
(
H,Hom(E1,E2)

)
−→ Ext1(E 1,E 2) −→ H0

(
H,Ext1(E1,E2)

)
,

où :
— Si pour σ ∈ H, cσ : σ∗E1

∼−→ E1 et dσ : σ∗E2
∼−→ E2 définissent la structure

équivariante alors l’action de H sur Ext•(E1,E2) est donnée par

Ext•(E1,E2)
σ∗−−−→ Ext•(σ∗E1, σ

∗E2)
Ext•(c−1

σ ,dσ)−−−−−−−−−→ Ext•(E1,E2).
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— Par définition un 1-cocycle de H à valeurs dans Hom(E1,E2) est continu s’il est
continu au point générique comme cocyle à valeurs dans Hom(E1,η,E2,η).

— Si (cσ)σ ∈ Z1(H,Hom(E1,E2)) l’image de la classe de (cσ)σ dans Ext1(E 1,E 2)

se décrit de la façon suivante. Si α = (ασ)σ ∈ Z1(H,Aut(E2 ⊕ E1)) est défini
par

ασ =

(
IdE2 cσ

0 IdE1

)
alors la classe de l’extension équivariante associée est

0 −→ E 2 −→
(
E 2 ⊕ E 1

)
∧ α −→ E 1 −→ 0.

Démonstration. — Cela se démontre sans difficulté en explicitant les cocyles et les
différentes applications de bord.

9.3. Descente galoisienne

Théorème 9.3.1. — Le foncteur image réciproque associé au morphisme

X
F̂
−→ XF

induit une équivalence
CohXF

∼−−→ CohGFX
F̂

.

Démonstration. — Commençons par traiter le cas des fibrés vectoriels. Fixons ∞ =

V +(t) ∈ |XF |, t ∈ Bϕ=π
F non nul. On note de même ∞ ∈ |X

F̂
| l’unique point fermé

de X
F̂

au dessus de ∞ ∈ XF . On note alors

BF,e = BF [ 1
t ]
ϕ=Id, B

F̂ ,e
= B

F̂
[ 1
t ]
ϕ=Id

et
B+
F,dR = ÔXF ,∞, B+

F̂ ,dR
= ÔX

F̂
,∞.

La catégorie FibXF s’identifie alors aux triplets (Me,MdR, u) où Me est un
BF,e-module projectif, MdR un B+

F,dR-module libre et

u : Me ⊗BF,e BF,dR
∼−−→MdR[ 1

t ].

La catégorie FibGFX
F̂

s’identifie aux triplets (Me,MdR, u) où Me est un B
F̂ ,e

-module

libre muni d’une action semi-linéaire de GF , MdR est un B+

F̂ ,dR
-module libre muni

d’une action semi-linéaire continue de GF et

u : Me ⊗B
F̂ ,e

B
F̂ ,dR

∼−−→MdR[ 1
t ]

commute à l’action de GF .
Il résulte de la proposition 7.1.1 que les foncteurs

W 7−→W ⊗B+
F,dR

B+

F̂ ,dR
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et
W 7−→WGF

induisent des équivalences inverses de catégories entre B+
F,dR-modules libres et

B+

F̂ ,dR
-modules libres munis d’une action semi-linéaire continue de GF .

Prenons maintenant la définition suivante.

Définition 9.3.2. — Une B
F̂ ,e

-représentation de GF est un B
F̂ ,e

-module libreM muni

d’une action semi-linéaire de GF telle qu’il existe un B+
dR-réseau

W ⊂M ⊗B
F̂ ,e

B
F̂ ,dR

stable sous cette action et sur lequel l’action est continue. On note

RepB
F̂ ,e

(GF )

la catégorie des B
F̂ ,e

-représentations de GF .

Remarque 9.3.3. — Dans la définition précédente, on vérifie que si W ′ ⊂M⊗B
F̂ ,e
B
F̂ ,dR

est un autre réseau stable sous l’action de GF alors l’action est automatiquement
continue sur celui-ci.

Ainsi, RepB
F̂ ,e

(GF ) consiste en la catégorie des B
F̂ ,e

-modules munis d’une action

semi-linéaire de GF tels qu’il existe E ∈ FibGFX
F̂

satisfaisant

M = Γ
(
X
F̂
\ {∞},E

)
.

Notons ProjBF,e la catégorie des BF,e-modules projectifs de type fini. Le théorème 9.3.1
pour les fibrés vectoriels se ramène alors à l’énoncé suivant.

Théorème 9.3.4. — Le foncteur d’extension des scalaires induit une équivalence de
catégories

−⊗BF,e BF̂ ,e : ProjBF,e
∼−−→ RepB

F̂ ,e
(GF )

d’inverse donné par M 7→MGF .

Démonstration. — Commençons par la pleine fidélité du foncteur d’extension des
scalaires. Utilisant le fait que la catégorie ProjBF,e possède des Hom internes cette
pleine fidélité se ramène à montrer que si M ∈ ProjBF,e alors

M =
(
M ⊗BF,e BF̂ ,e

)GF
.

Mais si M est un tel module, il existe N un autre module ainsi qu’un entier n tels
que M ⊕N = BnF,e. On a alors(

M ⊗BF,e BF̂ ,e
)GF ⊕ (N ⊗BF,e BF̂ ,e)GF =

(
Bn
F̂ ,e

)GF
= BnF,e

= M ⊕N.
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L’égalité
(
M ⊗BF,e BF̂ ,e

)GF
= M , et donc la pleine fidélité, en résulte.

Il reste donc à traiter la surjectivité essentielle du foncteur extension des scalaires.
Soit donc M ∈ RepB

F̂ ,e
(GF ). On procède par récurrence sur le rang de M , le cas

de rang 1 ayant été traité dans la proposition 7.2.4. On affirme qu’il suffit de vérifier
que MGF 6= 0. En effet, si c’est le cas alors soit f ∈ MGF non-nul et N le saturé du
sous-module

B
F̂ ,e

f ⊂M
i.e.

M/N =
(
M/B

F̂ ,e
f
)
/torsion.

Le B
F̂ ,e

-module N est libre de rang un stable sous l’action de GF . Du cas des modules

de rang 1 on tire que NGF est un BF,e-module projectif tel que

NGF ⊗BF,e BF̂ ,e
∼−−→ N.

L’hypothèse de récurrence nous donne le même énoncé pour M/N : (M/N)GF ∈
ProjBF,e et son extension des scalaires est M/N . On dispose alors d’une suite exacte

0 −→ NGF −→MGF −→ (M/N)GF

de laquelle il résulte queMGF est un BF,e-module projectif de type fini (puisque BF,e
est de Dedekind tout sous-module d’un module projectif de type fini est projectif de
type fini). Il résulte en fait de l’annulation

H1(GF , N) = 0

(prop. 7.1.2) que la suite

0 −→ NGF −→MGF −→ (M/N)GF −→ 0

est exacte. On a maintenant un diagramme

0 // NGF ⊗B
F̂ ,e

//

'

��

MGF ⊗B
F̂ ,e

��

// (M/N)GF ⊗B
F̂ ,e

'
��

// 0

0 // N // M // M/N // 0,

duquel il résulte que
MGF ⊗B

F̂ ,e

∼−−→M.

Il reste donc à montrer que MGF 6= 0. Soit E ∈ FibGFX
F̂

tel que

M = Γ
(
X
F̂
\ {∞},E

)
.

La filtration de Harder-Narasimhan de E est automatiquement invariante sous l’action
deGF (9.1.4). Considérons son premier cran F ⊂ E . D’après le théorème 9.2.2 il existe
λ ∈ Q ainsi que M ∈ RepDop

λ
(GF ) tels que

F 'M ⊗Dλ OX
F̂

(λ).
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Il suffit donc de vérifier que si λ = d
h

H0
(
GF ,M ⊗Dλ BF̂ [ 1

t ]
ϕh=πd

)
6= 0.

Cela résulte de la proposition 7.1.2.

Afin de conclure la preuve du théorème 9.3.1 il nous faut maintenant traiter le cas
d’un faisceau cohérent équivariant quelconque E . Remarquons d’abord que si E est
équivariant de torsion sur X

F̂
, puisque supp(E ) ⊂ |X

F̂
| est un ensemble fini invariant

sous GF il descend en un sous-ensemble fini de |XF |. Le résultat pour les faisceaux
de torsion découle alors de la proposition 7.1.1.

Si E ∈ CohGFX
F̂

est général alors d’après les résultats préédents Etor et E /Etor

descendent sur XF . Il suffit maintenant de voir que l’extension de faisceaux
équivariants

0 −→ Etor −→ E −→ E /Etor −→ 0

est scindée. Elle est scindée comme extension de OX
F̂
-modules. L’obstruction à son

scindage équivariant vit donc dans

H1
(
(GF ,Hom(E /Etor,Etor)

)
.

Mais ce groupe de cohomologie galoisienne est nul d’après 7.1.1. Cela conclut la preuve
du théorème 9.3.1.

On a vu que lorsque F est algébriquement clos alors H1(X, OX) = 0. On peut
maintenant calculer « le genre » de X pour F général.

Corollaire 9.3.5. — Il y a une identification

H1(X, OX) = Hom(GF , E).

Démonstration. — D’après le théorème 9.3.1 l’espace vectoriel H1(X, OX) calcule les
extensions de fibrés équivariants entre OX

F̂

et lui-même. Il suffit alors d’utiliser la

proposition 9.2.3 couplée à l’annulation de H1(X
F̂
, OX

F̂
) pour conclure.

Remarquons le corollaire suivant que l’on peut voir comme un énoncé du type
Narasimhan Seshadri ([53]) reliant fibrés vectoriels semi-stables et systèmes locaux.

Corollaire 9.3.6. — La catégorie des fibrés semi-stables de pente 0 sur XF s’identifie
à la catégorie des E-systèmes locaux étales sur Spec(F ).

9.4. Classification des fibrés

Théorème 9.4.1. — La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré sur XF est scindée.

Démonstration. — Utilisant le théorème 9.3.1, il suffit de montrer que si E 1,E 2 ∈
FibGFX

F̂

de fibrés sous-jacents E1,E2 ∈ FibX
F̂

sont tels que E1 est semi-stable de pente
λ1, E2 est semi-stable de pente λ2 avec λ1 < λ2 alors

Ext1(E 1,E 2) = 0.
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D’après le théorème de classification des fibrés sur X
F̂

on sait que

Ext1(E1,E2) = 0.

La proposition 7.1.2 couplée au théorème 9.2.2 implique l’annulation

H1(GF ,Hom(E1,E2)) = 0.

On conclut en appliquant 9.2.3.

Remarque 9.4.2. — Remarquons que l’argument de la démonstration précédente
montre que si E ∈ FibX est à pentes strictement positives alors

H1(X,E ) = 0.

Ainsi, du point de vue de l’annulation de la cohomologie des fibrés, la différence entre
le cas où F est algébriquement clos ou pas se voit au niveau des fibrés semi-stables
de pente 0.

Théorème 9.4.3. — Il y a une bijection{
(λ1, [ρ1]), . . . , (λn, [ρn]) | n ∈ N, λi ∈ Q, ρi ∈ RepDop

λi

(GF ), λ1 > · · · > λn
} ∼−−→ FibX/ ∼ .

9.5. Calcul du groupe fondamental de la courbe

On note comme dans la section 8.5, XF,E := XF,E ⊗E E.

Théorème 9.5.1. — Le pro-revêtement galoisien(
XL,E

)
L|F finie −→ XF,E

est un pro-revêtement universel de XF,E. Ainsi,

π1

(
XF,E

)
' Gal(F |F ).

Démonstration. — Soit Y/XF,E un revêtement étale fini de degré n. D’après le
théorème 8.6.1 son tiré en arrière sur X

F̂ ,E

Y ×XF,E XF̂ ,E
−→ X

F̂ ,E

est un revêtement trivial. Utilisant le théorème 9.3.1 on voit alors que Y est donné
par un morphisme

ρ : GF −→ AutE−alg
(
E
n)

= Sn

qui est continu au sens où ρ provient par extension des scalaires d’une représentation
linéaire continue GF → GLn(E′) avec E′|E finie. Il s’ensuit que ρ se factorise par
Gal(L|F ) avec L|F finie.
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CHAPITRE 10

FAIBLEMENT ADMISSIBLE IMPLIQUE ADMISSIBLE
ET LE THÉORÈME DE LA MONODROMIE p-ADIQUE

Introduction

On utilise la courbe et le théorème de classification des fibrés afin de donner
de nouvelles démonstrations des deux théorèmes principaux de la théorie de Hodge
p-adique : faiblement admissible implique admissible et le théorème de la monodromie
p-adique (de Rham implique potentiellement semi-stable). Bien sûr ces résultats ne
sont pas nouveaux, cf. [14, 12, 5, 48] et [3, 13] (on renvoie à la préface de ce texte
pour un historique), mais leur démonstration constitue un test pour la pertinence des
objets introduits et des résultats obtenus précédemment.

Pour cela on définit, si K|Qp est de valuation discrète à corps résiduel parfait,

F = K̂
[

, trois notions de fibrés Gal(K|K)-équivariants sur XF :
— Les fibrés cristallins, ce sont les fibrés équivariants E tels que le « fibré associé

E an sur Y » devienne trivial sur « Y \ V (t) » comme fibré méromorphe i.e. est
engendré par des Gal(K|K)-invariants.

— Les fibrés log-cristallins qui sont définis de façon analogue mais en remplaçant
la courbe X par une surface Xlog.

— Les fibrés de de Rham sont les fibrés équivariants E tels que Ê∞[ 1
t ] soit trivial

i.e. engendré par ses Gal(K|K)-invariants.
On montre que la catégorie des fibrés cristallins, resp. log-cristallins, est équivalente

à celle des ϕ-modules, resp. (ϕ,N)-modules, filtrés usuels intervenant en théorie de
Hodge p-adique. L’équivalence entre faiblement admissible et admissible s’en déduit
alors aussitôt par spécialisation aux fibrés semi-stables de pente 0 via le théorème de
classification des fibrés.

Le théorème de la monodromie p-adique se déduit lui de la spécialisation en pente 0

de l’énoncé suivant : tout fibré de de Rham est potentiellement log-cristallin.
Dans tout ce chapitre on suppose que E = Qp. Soit K|Qp complet de valuation

discrète à corps résiduel kK parfait. On note K0 = W (kK)Q l’extension maximale
non-ramifiée de Qp dans K. On fixe une clôture algébrique K de K et on note GK =

Gal(K|K). On pose C = K̂ et F = C[.
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10.1. Fibrés GK-équivariants

Nous adopterons parfois la notation suivante dans la suite : on note E un fibré
équivariant de fibré sous-jacent E ce qui signifie que E = (E , (cσ)σ) (cf. def. 9.1.1).

10.1.1. Action du groupe de Galois GK sur la courbe. — Via le morphisme injectif

GK ↪−→ Aut(F )

la courbe X := XF,Qp est munie d’une action de GK . Le noyau du morphisme θ :

AF → OC définit un point canonique y∞ sur YF invariant sous l’action de GK . Plus
précisément, y∞ = (uε) si ε est un générateur de Zp(1) sur C. Via l’uniformisation
|Y |/ϕZ ∼−→ |X| le point y∞ détermine donc un point ∞ ∈ |X| invariant sous l’action
de Galois, ∞ = V +(t) avec

t = log[ε] ∈ Bϕ=p.

Les identifications
ÔX,∞ = B+

dR(C) = B+
dR,y∞

sont compatibles à l’action de GK .

Proposition 10.1.1. — Les GK-orbites des points fermés de X \ {∞} sont infinies.

Démonstration. — Soit x ∈ |X| dont la GK-orbite est finie. Quitte à remplacer K par
une extension de degré fini on suppose que x est invariant sous GK . Soit t′ ∈ Bϕ=p tel
que {x} = V +(t′). Puisque x est invariant sous GK il existe un caractère χ : GK → Z×p
tel que, pour tout σ ∈ GK , on ait

t′σ = χ(σ)t′.

On a alors
θ(t′) ∈ H0

(
GK , C(χ−1)

)
qui est nul d’après Tate ([63]) si la restriction de χ à l’inertie IK est d’ordre infini.
Ainsi, si χ|IK est d’ordre infini alors t′ ∈ ker θ et est donc un Qp-multiple de t c’est
à dire x = ∞. Supposons maintenant par l’absurde que χ|IK soit d’ordre fini. Soit
K ′|K l’extension telle que GK′ = kerχ. Si t′ = log([ε′]) avec ε′ ∈ 1 + mF , ε′ 6= 1, on
a donc

ε′ ∈ (1 +mF )GK′ .

Mais puisque K ′ est de valuation discrète

FGK′ = (C[)GK′

=
(
CGK′

)[
= kK′ .

C’est en contradiction avec le fait que |1− ε′| < 1.
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10.1.2. Fibrés équivariants et Be-représentations. — Notons Be = B[ 1
t ]
ϕ=Id.

Définition 10.1.2. — 1. On appelle Be-représentation de GK un Be-module libre
M muni d’une action semi-linéaire de GK tel qu’il existe un B+

dR-réseau stable
de M ⊗Be BdR sous l’action de GK sur lequel l’action soit continue. On note

RepBe(GK)

cette catégorie.
2. On appelle B+

dR-représentation de GK un B+
dR-module libre muni d’une action

semi-linéaire et continue de GK . On note

RepB+
dR

(GK)

cette catégorie.

La catégorie RepBe(GK) est Qp-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux et
de Hom internes.

La catégorie RepB+
dR

(GK) est K-linéaire munie de produits tensoriels, de duaux et
de Hom internes.

Il y a alors une équivalence de catégories entre FibGKX et la catégorie des B-paires
au sens de Berger ([4]) c’est à dire les triplets

(Me,MdR, u),

où Me ∈ RepBe(GK), MdR ∈ RepB+
dR

(GK) et

u : Me ⊗Be BdR
∼−−→MdR[ 1

t ].

Proposition 10.1.3 (Berger [4]). — La catégorie RepBe(GK) est abélienne.

Démonstration. — Puisque le support d’un faisceau cohérent de torsion équivariant
est un ensemble fini de points fermés invariant sous l’action on a d’après la
proposition 10.1.1

CohGKX\{∞} = FibGKX\{∞}.

Le corollaire suivant est alors immédiat.

Corollaire 10.1.4. — La catégorie RepBe(GK) est tannakienne.

On verra plus tard que cette catégorie tannakienne contient la catégorie des
(ϕ,N)-modules sur K0. En particulier elle n’est pas neutre si K0 6= Qp.

10.1.3. Descente à une extension arithmétiquement profinie. — Grâce au théor. 9.3.1
on peut dévisser la catégorie des fibrés GK-équivariants de la façon suivante.

Soit L|K une extension algébrique galoisienne de K contenue dans K. On la
suppose arithmétiquement profinie ([64]). Notons Γ = Gal(L|K). Le théorème 9.3.1
implique alors le théorème suivant.
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Théorème 10.1.5. — Le morphisme XF → XL̂[ induit une équivalence de catégories

CohGKXF
∼−−→ CohΓ

X
L̂[
.

Notons également que l’on obtient une équivalence

FibΓ,0
X
L̂[
' RepQp(GK)

entre fibrés semi-stables de pente 0 Γ-équivariants et représentations galoisiennes de
dimension finie.

Remarque 10.1.6. — Il faut faire attention au fait que, bien que la filtration de
Harder-Narasimhan d’un fibré sur XL̂[ soit scindée (théo. 9.4.1), la filtration d’un
fibré Γ-équivariant n’est pas scindée de façon Γ-équivariante en général. En utilisant
la proposition 9.2.3 on voit en effet que si E 1 ∈ FibΓ,λ

X
L̃[

et E 2 ∈ FibΓ,µ
X
L̃[

avec λ < µ

alors
H1(Γ,Hom(E1,E2))

∼−−→ Ext1(E 1,E 2),

qui est non nul en général.

10.1.4. Classification des fibrés semi-stables équivariants. — Le théorème 9.2.2 se
traduit maintenant de la façon suivante. Pour λ ∈ Q on munit l’algèbre à division
Dλ = Qph [Π] de l’action non-ramifiée de GK définie via GK → Gal(Fp|Fp) et où le
Frobenius de Gal(Fp|Fp) agit par x 7→ ΠxΠ−1. Notons FibGK ,λX la catégorie des fibrés
semi-stables de pente λ.

Théorème 10.1.7. — Il y a une équivalence de catégories

RepDop
λ

(GK)
∼−−→ FibGK ,λX

V 7−→ V ⊗Dλ OX(λ)

où V est le faisceau GK-équivariant sur X défini par l’action semi-linéaire de GK
sur V . Un inverse de cette équivalence est donné par le foncteur

E 7−→ Hom(OX(λ),E ).

En particulier, on a une équivalence

RepQp(GK)
∼−−→ FibGK ,0X .

10.2. Fibrés équivariants cristallins

10.2.1. Fibrés équivariants associés aux isocristaux. — Notons ϕ-ModK0 la catégorie
des isocristaux associés à K0. Le foncteur E (−) : ϕ-ModK0

→ FibX de la section 8.2.3
s’étend en un foncteur

ϕ-ModK0
−→ FibGKX

en constatant tout simplement que le P -module gradué⊕
d≥0

(D ⊗K0
B)ϕ=pd
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est muni d’une action semi-linéaire de GK .

Définition 10.2.1. — On note E (D,ϕ) le fibré GK-équivariant associé à l’isocristal
(D,ϕ).

La B-paire associée à E (D,ϕ) est(
(D ⊗K0 B[ 1

t ])
ϕ=Id, D ⊗K0 B

+
dR

)
.

La structure de E (D,ϕ) se décrit de la façon suivante. Le théorème de Dieudonné-
Manin dit que l’on a une décomposition orthogonale

ϕ-ModK0 =
⊕
λ∈Q

ϕ-ModλK0
,

où ϕ-ModλK0
désigne les isocristaux isoclines de pente λ. Notons kK la clôture

algébrique de kK associée à K|K et L = W (kK)Q. Pour λ = d
h , (d, h) = 1, notons

1(λ) ∈ ϕ-ModK0
l’isocristal de base (e1, . . . , eh) sur lequel ϕ agit via ϕ(ei) = ei+1 si

i < h et ϕ(eh) = pde1. Il y a alors une équivalence

ϕ-ModλK0

∼−−→ RepDλ
(
Gal(kK |kK)

)
(D,ϕ) 7−→ Homϕ-ModL

(
1(λ)⊗ L, (D,ϕ)⊗ L

)
,

où RepDλ
(
Gal(kK |kK)

)
désigne les représentations semi-linéaires continues à

coefficients dans un Dλ-espace vectoriel de dimension finie (on a utilisé l’égalité
Dλ = End(1(λ)⊗ L)op pour définir le foncteur précédent).

Si (D,ϕ) est isocline de pente λ, associé à V ∈ RepDλ
(
Gal(kK |kK)

)
, alors

E (D,ϕ) ' V ⊗Dop
λ

OX(−λ).

On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 10.2.2. — L’image essentielle du foncteur E : ϕ-ModK0
→ FibGKX consiste

en les fibrés équivariants qui sont sommes directes de fibrés semi-stables associés à
des représentations semi-linéaire non ramifiées de GK via le théorème 9.2.2.

Ce foncteur induit une équivalence entre la catégorie des isocristaux isoclines de
pente λ et ces même fibrés équivariants semi-stables de pente −λ.

10.2.2. Fibrés équivariants plats. — Dans cette section on oublie momentanément les
notations précédentes. Ce que l’on introduit est relié à la notion d’anneau G-régulier
et de représentation admissible ([27] 1.4 et 1.5).

Soit Z un schéma intègre muni d’une action d’un groupe G. Faisons l’hypothèse
suivante : « les seuls sous-schémas fermés de Z invariants sous G sont ∅ et Z. ».

Notons
E = Γ(Z, OZ)G.

Si f ∈ E \ {0} alors V (f) est G-invariant. On en déduit que V (f) = ∅ c’est à dire
f ∈ Γ(Z, OZ)×. L’anneau E est donc un corps. On a en fait l’énoncé suivant. On note
η le point générique de Z.
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Lemme 10.2.3. — On a OGZ,η = E.

Démonstration. — Soit f ∈ OGZ,η non nul. Alors, OZf ∩ OZ est un faisceau d’idéaux
quasicohérent G-invariant dans OZ . On a donc OZf ∩ OZ = OZ ce qui implique que

Γ(Z, OZ)f ∩ Γ(Z, OZ) = Γ(Z, OZ)

et donc f ∈ Frac
(
Γ(Z, OZ)

)G
= E.

Notons FibGZ la catégorie des fibrés G-équivariants et FibGη celle des OX,η-espaces
vectoriels de dimension finie munis d’une action semi-linéaire de G.

Lemme 10.2.4. — Le foncteur fibre générique

FibGZ −→ FibGη

est pleinement fidèle et donc, en particulier, si E ∈ FibGZ de fibré sous-jacent E , on a

H0(Z,E )G = EG
η .

Démonstration. — Utilisant les Hom internes on est ramené à montrer que pour
E ∈ FibGZ de fibré sous-jacent E

Γ(Z,E )G = EG
η .

Soit donc s ∈ EG
η . On voit E comme un sous-faisceau du faisceau constant Eη. Le

faisceau d’idéaux
I = {x ∈ OX | xs ∈ E }

est quasicohérent, G-invariant et non nul. On a donc I = OX et le résultat s’en
déduit.

Rappelons ([27] prop. 1.6.1) que, si E ∈ FibGη , alors l’application

EG ⊗E OX,η −→ E

est injective. On en déduit que

dimE EG < +∞.

Il y a un morphisme de champs

π : [G\Z] −→ Spec(E).

Notons VectE la catégorie des E-espaces vectoriels de dimension finie. On dispose
donc de deux foncteurs adjoints

FibGZ
π∗ // VectE
π∗
oo

qui sont donnés par

π∗E = Γ(Z,E )G

π∗V = V ⊗E OZ .
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Définition 10.2.5. — Un fibré équivariant E ∈ FibGZ est plat si le morphisme
d’adjonction

π∗π∗E −→ E

est un isomorphisme.

Des raisonnements précédents on déduit la proposition suivante.

Proposition 10.2.6. — Soit E ∈ FibGZ . Le morphisme d’adjonction

π∗π∗E −→ E

est injectif et
dimE π∗E ≤ rgE .

Sont de plus équivalents :
1. E est plat.
2. dimE π∗E = rgE .
3. E η est plat.

10.2.3. Quelques calculs d’invariants sous Galois. — Rappelons que les calculs de
cohomologie galoisienne de Tate fournissent l’égalité

BGKdR = K,

ce qui signifie qu’il existe une unique section Galois invariante

B+
dR

θ // C

K.
2 R

cc

� ?

OO

Proposition 10.2.7. — Pour tout intervalle compact I ⊂ ]0, 1[ on a

Frac(BI)⊗K0 K ↪→ BdR

Frac(BI)GK = K0.

Démonstration. — Il suffit de montrer que l’anneau BI⊗K0
K est intègre. En effet, si

c’est le cas alors Frac(BI)⊗K0
K, qui est a priori un produit de corps, est intègre et

est donc un corps. L’inclusion Frac(BI) ⊗K0 K ⊂ BdR en découle alors. Concernant
la seconde égalité, il suffit maintenant de constater que, puisque K|K0 est algébrique,
les inclusions

K0 ⊂ Frac(BI)GK ⊂ BGKdR = K

impliquent que Frac(BI)GK est un corps extension de degré fini de K0. L’inclusion
précédente implique alors que

Frac(BI)GK ⊗K0 K ⊂ B
GK
dR = K

et donc Frac(BI)GK = K0.
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Montrons donc que BI ⊗K0 K est intègre. L’anneau W (OF ) ⊗OK0
OK est

πK-adiquement complet de réduction modulo πK l’anneau OF . Tout élément de
cet anneau s’écrit donc de façon unique sous la forme∑

n≥0

[xn]πnK , xn ∈ OF .

Pour un tel élément x =
∑
n≥0[xn]πnK et ρ ∈ ]0, 1[ posons

|x|ρ = sup
n∈N
|xn|ρn/e

où e est l’indice de ramification de K|K0. On vérifie alors comme dans la preuve
de la proposition 1.4.9 que cette norme est multiplicative (la preuve est strictement
identique) i.e. est une valeur absolue. Cette valeur absolue s’étend en une valeur
absolue de Bb⊗K0

K. Le complété sur Bb⊗K0
K pour les (| · |ρ)ρ∈I est alors BI⊗K0

K

qui est donc intègre puisque les | · |ρ sont multiplicatives.

Corollaire 10.2.8. — Les anneaux BI [ 1
t ], Bcris, B+[ 1

t ] et B[ 1
t ] sont GK-réguliers au

sens de [27] déf. 1.4.1. On a de plus

B[ 1
t ]
GK = BI [

1
t ]
GK = K0

BGKe = Qp.

10.2.4. Fibrés équivariants plats sur Y \ V (t)

Définition 10.2.9. — 1. Pour I ⊂ ]0, 1[ un intervalle compact on note FibGKYI [ 1
t ] =

RepBI [ 1
t ](GK) la catégorie des BI [ 1

t ]-modules libres munis d’une action semi-
linéaire continue de GK .

2. On note
FibGKY [ 1

t ] = 2 - lim
←−
I

FibGKYI [ 1
t ]

la 2-limite projective de la catégorie fibrée précédente lorsque I varie.

D’après la proposition 10.1.1 le schéma Spec
(
BI [

1
t ]
)
muni de son action de GK

satisfait l’hypothèse faite dans la section 10.2.2 : les seuls sous-schémas fermés
invariants sont ∅ et Spec

(
BI [

1
t ]
)
. Le formalisme de cette section s’applique donc.

Définition 10.2.10. — On dit qu’un fibré équivariant (MI)I ∈ FibGKY [ 1
t ] est plat si

pour tout I, MI l’est.

D’après la section 10.2.2 on dispose donc de deux foncteurs adjoints

FibGKYI [ 1
t ]

πI∗ // VectK0 ,
π∗I

oo

où

πI∗M = MGK

π∗IV = V ⊗K0
BI [

1
t ].
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De plus,
dimK0 πI∗M ≤ rgM

avec égalité si et seulement si M est plat. L’application

π∗IπI∗M −→M

est de plus toujours injective (il s’agit du plus grand sous-fibré plat de M). Les
foncteurs (πI∗, π

∗
I ) induisent des équivalences entres FibGKYI [ 1

t ]
plat et VectK0

.
Soit maintenant (MI)I ∈ FibGKY [ 1

t ]. Les foncteurs précédents s’assemblent pour
définir un foncteur

(πI∗)I : FibGKY [ 1
t ] −→ 2 - lim

←−
I

VectK0
.

On note
π∗ : FibGKY [ 1

t ] −→ VectK0

le foncteur obtenu en prenant la limite projective

lim
←−
I

: 2 - lim
←−
I

VectK0 −→ VectK0 .

En fait, lorsque I ⊂ J et M = (MI)I ∈ FibGKY [ 1
t ], π∗MJ ⊂ π∗MI et donc

π∗M =
⋂
I

πI∗MI

= πI∗MI pour I « grand ».

Cela définit deux foncteurs adjoints comme précédemment

FibGKY [ 1
t ]

π∗ // VectK0

π∗
oo

tels que dimK0
π∗M ≤ rgM avec égalité si et seulement si M est plat. Ces deux

foncteurs induisent des équivalences inverses entre FibGKY [ 1
t ]
plat et VectK0

.

10.2.5. Fibrés équivariants cristallins. — Notons FibGKX\{∞} = RepBe(GK). Les
inclusions Be ⊂ BI [ 1

t ] fournissent un foncteur d’analytification

(−)an : FibGKX\{∞} −→ FibGKY [ 1
t ].

Puisque les morphismes Spec(BI [ 1
t ])→ Spec(Be) sont ϕ-invariants lorsque I varie, le

foncteur composé

FibGKX\{∞}
(−)an

−−−−−→ FibGKY [ 1
t ]

π∗−−−→ VectK0

se factorise via ϕ-ModK0
. C’est le foncteur que l’on note D dans la définition qui suit.

Définition 10.2.11. — 1. Pour (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
on note

V (D,ϕ) =
(
lim
←−
I

D ⊗K0 BI [
1
t ]
)ϕ=Id

∈ RepBe(GK).
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2. Pour M ∈ RepBe(GK) on note

D(M) = lim
←−
I

(
M ⊗Be BI [ 1

t ]
)GK ∈ ϕ-ModK0 .

On a donc un diagramme commutatif fourni par « le morphisme Y/ϕZ → X »

FibGKY [ 1
t ]

π∗ //
VectK0

π∗
oo

FibGKX\{∞}

(−)an

OO

D //
ϕ-ModK0

.
V
oo

OO

Proposition 10.2.12. — 1. Les deux foncteurs précédents

RepBe(GK)
D //

ϕ-ModK0

V
oo

sont adjoints l’un de l’autre où V est adjoint à gauche de D .
2. Le foncteur V est pleinement fidèle i.e.

Id
∼−−→ D ◦ V .

3. Pour M ∈ RepBe(GK)

V ◦D(M) ↪−→M

avec égalité si et seulement si dimK0 D(M) = rgBeM .
4. Pour R ∈

{
B[ 1

t ], B
+[ 1

t ], Bcris

}
on a les formules

V (D,ϕ) =
(
D ⊗K0

R
)ϕ=Id

= Γ
(
X \ {∞},E (D,ϕ)

)
,

D(M) =
(
M ⊗Be R

)GK
.

Démonstration. — Pour R ∈ {B[ 1
t ], B

+[ 1
t ], Bcris}, notons

VR(D,ϕ) =
(
D ⊗K0

R
)ϕ=Id

DR(M) =
(
M ⊗Be R

)GK
.

Si R =
(
BI [

1
t ]
)
I
, où I parcourt les intervalles compacts de ]0, 1[, on note VR := V et

DR := D . Il y a des inclusions naturelles VR ⊂ V et DR ⊂ D .
Si (d, h) est un couple d’entiers avec h ≥ 1 et R ∈ {B[ 1

t ], B
+[ 1

t ], Bcris, (BI [
1
t ])I}

alors Rϕ
h=pd ne dépend pas du choix de R. Cela est clair si R ∈ {B[ 1

t ], B
+[ 1

t ], Bcris}.
Pour R = (BI [

1
t ])I , remarquons que⋂

I

BI [
1
t ] ⊂M (Y ).
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Mais si f ∈
(⋂

I BI [
1
t ]
)ϕh=pd , alors son diviseur dans Div(Y ) est ϕ-invariant. Il

s’ensuit que le diviseur de tnf est positif pour n � 0 et donc tnf ∈ B pour n � 0.
Du théorème de Dieudonné-Manin on déduit donc que pour tout R,

VR = V .

On montre ensuite que pour R ∈ {B[ 1
t ], B

+[ 1
t ], Bcris, (BI [

1
t ])I},

DR ◦ VR(D,ϕ) = (D,ϕ).

Pour cela, puisque (D ⊗K0
K̂nr

0 )GK = D, quitte à remplacer K par K̂nr et GK par
IK , on peut supposer que le corps résiduel de K est algébriquement clos. Utilisant le
théorème de Dieudonné-Manin on est alors ramené au cas où (D,ϕ) est un isocristal
simple. Ce cas là se démontre par un calcul explicite qui ne pose pas de problème.

Pour R comme précédemment et M ∈ RepBe(GK) l’injectivité du morphisme
naturel

VR ◦DR(M) −→M

résulte du corollaire 10.2.8.
Il reste alors à démontrer l’indépendance en R du foncteur DR. Mais si M ∈

RepBe(GK) et R est comme précédemment l’inclusion

V ◦D(M) ↪−→M

induit par application de DR une inclusion

DR ◦ V ◦D(M) ↪−→ DR(M).

Le membre de gauche dans cette inclusion se réécrit

DR ◦ VR ◦D(M) = D(M)

et on conclut.

On peut maintenant donner la définition suivante et tirer les fruits de ce que l’on
vient d’établir.

Définition 10.2.13. — 1. Une Be-représentation de GK , M , est cristalline si

dimK0 D(M) = rgBeM.

2. Un fibré équivariant E ∈ FibGKX\{∞} est cristallin si la Be-représentation
H0(X \ {∞},E ) est cristalline.

3. Un fibré équivariant E ∈ FibGKX est cristallin si sa restriction à X \ {∞} l’est.

Ainsi, un fibré équivariant E sur X est cristallin si et seulement si E an[ 1
t ] est plat

comme « fibré équivariant sur Y \ V (t) ».
Le foncteur composé

RepQp(GK) −→ FibGKX −→ FibGKX\{∞}
D−−→ ϕ-ModK0

V 7−→ V ⊗Qp OX
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est le foncteur Dcris usuel. On en déduit donc qu’une représentation galoisienne V est
cristalline si et seulement si le fibré équivariant associé V ⊗Qp OX est cristallin.

Le théorème suivant ne pose alors pas de problème.

Théorème 10.2.14. — Les foncteurs D et V induisent des équivalences inverses
de catégories entre Be-représentations cristallines et isocristaux. Cela définit un
plongement de catégories tannakiennes

V : ϕ-ModK0
↪−→ RepBe(GK).

Toute sous-représentation d’une Be-représentation cristalline est cristalline. Si
M est une telle représentation le foncteur D induit une bijection entre les sous-
représentations de M et les sous isocristaux de D(M).

Enfin notons le critère suivant qui dit que le caractère cristallin peut se tester au
point générique de la courbe.

Proposition 10.2.15. — Un fibré équivariant E ∈ FibGKX\{∞} est cristallin si et
seulement si la M (Y )-représentation

E η ⊗Qp(X) M (Y ) ∈ RepM (Y )(GK)

est plate i.e.

dimK0

(
E η ⊗Qp(X) M (Y )

)GK
= rg(E ).

Démonstration. — Utilisant la formule

M (Y ) = lim
←−
I

Frac(BI),

cela résulte de que pour I un intervalle de ]0, 1[ et M ∈ RepBI [ 1
t ](GK), M est plat si

et seulement si M ⊗BI [ 1
t ] Frac(BI) est plat (prop. 10.2.6).

10.3. Fibrés log-cristallins

10.3.1. L’anneau Blog. — Rappelons qu’il y a un isomorphisme

L : 1 +mF
∼−−→ Bϕ=p

x 7−→ log[x].

On a un scindage canonique O×F = k×F × 1 + mF qui provient du relèvement de
Teichmüller [−] : kF = kK → K̂nr

0 ⊂ C. Étendons le morphisme L à O×F en posant

L |k×F
= 0.

Le morphisme de groupes L définit alors un morphisme d’anneaux

SymZO×F −→ B.
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Définition 10.3.1. — On note

Blog = B ⊗SymZO×F
SymZF

×,

muni du morphisme
L : F× −→ Blog

étendant canoniquement L : O×F → B. On définit les opérateurs suivants :

1. ϕ est l’unique automorphisme de Blog étendant ϕ sur B et vérifiant

ϕ ◦L = pL .

2. N : Blog → Blog est l’unique B-dérivation vérifiant : si x ∈ F× est tel que
v(x) = 1 alors

N(L (x)) = 1.

3. L’action de GK sur Blog est l’unique extension de l’action sur B telle que L
soit compatible à l’action de GK : pour σ ∈ GK et x ∈ F×,

L (x)σ = L (xσ−1) + L (x),

où xσ−1 ∈ O×F .

Le choix d’un élément x ∈ F× vérifiant v(x) = 1 définit un isomorphisme

B[X]
∼−−→ Blog

X 7−→ L (x).

Via cet isomorphisme on a ϕ(X) = pX, N(X) = 1 et pour σ ∈ GK , Xσ = X +

L (xσ−1).

10.3.2. Fibré équivariant associé à un (ϕ,N)-module

Définition 10.3.2. — On note (ϕ,N)-ModK0 la catégorie des triplets (D,ϕ,N) où
(D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0

, N : D → D est linéaire et vérifie Nϕ = pϕN .

Bien sûr, un tel opérateur N est nécessairement nilpotent. Soit (D,ϕ,N) ∈
(ϕ,N)-ModK0

. Regardons ⊕
d≥0

(
D ⊗K0

Blog

)ϕ=pd,N=0
.

C’est un module gradué sur

P =
⊕
d≥0

Bϕ=pd,N=0
log

muni d’une action semi-linéaire de GK . Le choix d’un x ∈ F× tel que v(x) = 1

détermine un isomorphisme
B[X]

∼−−→ Blog
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pour lequel N(X) = 1 et ϕ(X) = pX. Cela définit pour tout d ≥ 0 un isomorphisme

(D ⊗B)ϕ=pd ∼−−→ (D ⊗Blog)ϕ=pd,N=0(4)

y 7−→
∑
i≥0

(−1)i

i!
N i(y).Xi.

Ces isomorphismes définissent un isomorphisme de modules gradués⊕
d≥0

(D ⊗K0
B)ϕ=pd ∼−−→

⊕
d≥0

(D ⊗K0
Blog)ϕ=pd,N=0

Néanmoins cet isomorphisme n’est pas compatible à l’action de Galois. Plus
précisément, si l’on pose

log
x,σ

= L (xσ−1),

alors cela définit un cocycle

(log
x,σ

)σ∈GK ∈ Z1
(
GK , B

ϕ=p
)
.

Le choix d’un y ∈ F× vérifiant v(y) = 1 différent de x change le cocyle précédent par
un cobord :

log
y,σ

= log
x,σ

+ L (yx−1)σ −L (yx−1).

Via l’isomorphisme (4) l’action de GK sur (D ⊗B)ϕ=pd est donnée par

y 7−→ exp(−log
x,σ
N)(yσ).

Des considérations précédentes on déduit la proposition qui suit.

Proposition 10.3.3. — 1. Il y a un foncteur

E (−) : (ϕ,N)-ModK0
−→ FibGKX

(D,ϕ,N) 7−→
(⊕
d≥0

(
D ⊗K0

Blog

)ϕ=pd,N=0
)∼
.

2. Après oubli de l’action de GK on a

E (D,ϕ,N) ' E (D,ϕ).

3. L’opérateur de monodromie N : (D,ϕ) → (D, pϕ) définit un morphisme dans
FibGKX

N : E (D,ϕ) −→ E (D, pϕ) = E (D,ϕ)⊗ OX(−1).

Pour x ∈ F× vérifiant v(x) = 1, on dispose d’un 1-cocyle

(log
x,σ

)σ ∈ Z1(GK , H
0(X, OX(1))).

Alors,
(log

x,σ
⊗ Id ◦N)σ∈GK ∈ Z1

(
GK ,End(E (D,ϕ))

)
est un 1-cocyle en endomorphismes nilpotents dans End(E (D,ϕ)) qui définit un
1-cocyle (

exp(−log
x,σ
⊗ Id ◦N)

)
σ
∈ Z1

(
GK ,Aut(E (D,ϕ))

)
.
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Avec les notations de la définition 9.1.6 il y a alors un isomorphisme de fibrés
GK-équivariants

E (D,ϕ,N) ' E (D,ϕ)
GK∧
(

exp(−log
x,σ
⊗ Id ◦N)

)
σ
.

Remarque 10.3.4. — Supposons que l’on ait choisi x = (x(n))n∈N ∈ F = C[ de telle
manière que x(0) ∈ K× et |x(0)| 6= 1. Soit E la courbe elliptique de Tate sur K telle
que Erig = Grig

m /(x(0))Z. On a donc Tp(E) = {(ȳn)n≥0 | ȳn ∈ K
×
/(x(0))Z, ȳpn+1 =

ȳn et ȳ0 = 0} où l’on note ȳn la classe de yn ∈ K
×

modulo (x(0))Z. Il y a alors une
suite exacte de représentation de GK

0 // Zp(1) // Tp(E) // Zp // 0

(ε(n))n≥0
� //

(
ε(n)

)
n≥0

(ȳn)n≥0
� // lim

n→+∞
pn v(yn)

v(x(0))
.

On a alors log
x,σ
∈ Zp.t ⊂ Bϕ=p et ce cocyle définit l’extension précédente de Zp par

Zp(1).

Remarque 10.3.5. — La formule donnée dans le point (3) de la proposition précédente
est similaire à la description des représentations `-adiques de GK via le théorème de
la monodromie potentiellement semi-stable de Grothendieck. Plus précisément, soit
` 6= p et fixons une uniformisante πK de K. Il y a un morphisme surjectif canonique

t` : IK −→ Z`(1)

σ 7−→
(
σ
(
π

1/`n

K

)
/π

1/`n

K

)
n≥0

,

indépendant du choix des racines π1/`n

K de πK . Soit E la courbe de Tate sur K telle
que Erig = Grig

m /πZ
K . Comme dans la remarque 10.3.4 on a T`(E) = {(ȳn)n≥0 | ȳn ∈

K
×
/πZ

K , ȳ
`
n+1 = ȳn et ȳ0 = 0} où l’on note ȳn la classe de yn ∈ K

×
modulo πZ

K . On
a alors une suite exacte similaire à celle de la remarque 10.3.4

0 −→ Z`(1) −→ T`(E) −→ Z` −→ 0.

Le choix d’une suite compatible de racines `n-ièmes de πK dans K,
(
π

1/`n

K

)
n≥0

,
définit un scindage de la suite exacte de Z`-modules précédente i.e. un scindage de la
projection T`(E) → Z` donné par Z` 3 1 7→

(
π

1/`n

K

)
n≥0
∈ Tp(E). Le cocyle associé

est c` ∈ Z1(GK ,Z`(1)) défini par

c`(σ) = σ
(
π

1/`n

K

)
/π

1/`n

K

et vérifie c`|IK = t`. Soit maintenant ρ : GK → GL(V ) une représentation `-adique
de GK telle que ρ|IK se factorise à travers un sous-groupe ouvert et N : ρ → ρ(−1).
Alors,

c`N ∈ Z1(GK ,End(V )),
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où l’action de GK sur End(V ) est la représentation adjointe de ρ. Cela définit par
exponentiation un cocyle

exp(c`N) ∈ Z1(GK ,GL(V ))

et on peut définir la représentation `-adique

ρ
GK∧ exp(c`N).

10.3.3. Description en termes de la surface Xlog. — Soit z ∈ P non nul homogène de
degré d > 0. Après avoir fixé x ∈ F× tel que v(x) = 1 et donc un isomorphisme

B[X]
∼−−→ Blog

X 7−→ L (x),

on a une identification
Blog[ 1

z ]ϕ=Id = B[ 1
z ]ϕ=Id

[X
w

]
,

où w ∈ P1 est non nul et vérifie w|z. À partir de là on déduit facilement le lemme
suivant.

Lemme 10.3.6. — Il existe un unique faisceau quasi-cohérent A en OX-algèbres tel
que, si z ∈ P est homogène, alors

Γ(D+(z),A ) =
(
Blog[ 1

z ]
)ϕ=Id

.

L’action de GK sur OX s’étend en une action compatible sur A .

Définition 10.3.7. — On note

Xlog = Spec(A )
π−−→ X.

Le schéma Xlog est muni d’une action de GK et π commute à cette action. En fait,
après oubli de l’action de GK , Xlog → X est isomorphe à V(OX(1)). Plus précisément
on vérifie la proposition suivante.

Proposition 10.3.8. — Soit x ∈ F× vérifiant v(x) = 1 et (logx,σ)σ ∈ Z1(GK , B
ϕ=p)

le cocycle associé. Celui-ci définit un cocycle à valeurs dans les automorphismes
affines de V(OX(1))/X par translations par un élément de Bϕ=p = H0(X, OX(1)) ⊂
Aut

(
V(OX(1))/X

)
. On a alors, comme X-schéma muni d’une action de GK

Xlog = V(OX(1))
GK∧ (logx,σ)σ.

Contrairement au X-schéma muni d’une action de GK V(OX(1))→ X, Xlog → X

ne possède pas de section GK-invariante, la section nulle de V(OX(1)) n’étant pas
invariante par torsion par le cocycle de la proposition précédente.

On vérifie maintenant facilement le lemme qui suit.

Lemme 10.3.9. — Comme fibrés GK-équivariants on a une identification canonique

Ω1
Xlog/X

= π∗OX(−1).
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Le morphisme de faisceaux

d : OXlog
−→ Ω1

Xlog/X
= π∗OX(−1)

se décrit sur l’ouvert principal π−1(D+(z)) ⊂ Xlog comme

Blog[ 1
z ]ϕ=Id N−−→ Blog[ 1

z ]ϕ=p−1

= Blog[ 1
z ]ϕ=Id ⊗B[ 1

z ]ϕ=Id B[ 1
z ]ϕ=p−1

.

Soit maintenant (D,ϕ,N) ∈ (ϕ,N)-ModK0 . Le fibré GK-équivariant π∗E (D,ϕ) est
muni d’une connexion canonique

∇can = 1⊗ d : π∗E (D,ϕ) −→ π∗E (D,ϕ)⊗ Ω1
Xlog/X

.

Via le lemme 10.3.9 le morphisme OX -linéaire

N : E (D,ϕ) −→ E (D, pϕ) = E (D,ϕ)⊗ OX(−1)

induit un morphisme linéaire de fibrés GK-équivariants

π∗N : π∗E (D,ϕ) −→ π∗E (D,ϕ)⊗ Ω1
Xlog/X

.

Définition 10.3.10. — Pour (D,ϕ,N) ∈ ϕ-ModK0 on pose

∇N = ∇can + π∗N

comme connexion compatible à l’action de GK sur π∗E (D,ϕ).

Cela définit un foncteur de (ϕ,N)-ModK0 vers la catégorie de tels fibrés
équivariants à connexion. On vérifie alors la proposition suivante.

Proposition 10.3.11. — On a l’égalité

E (D,ϕ,N) = π∗
[
π∗E (D,ϕ)

]∇N=0
.

10.3.4. Description en termes de B-paires. — Dans la suite log p désigne une variable
formelle que l’on pourra spécialiser en un élément de K parfois. Ainsi, K[log p], resp.
B+

dR[log p], est l’anneau des polynômes à coefficients dans K, resp. B+
dR, de la variable

log p. Le logarithme usuel (rigide analytique) log : 1 + mK → K s’étend en un
logarithme (localement analytique) log : K× → K[log p].

Lemme 10.3.12 (cf. [26] sec. 4.2.1). — Le composé

O×F
L−−−→ Bϕ=p ↪−→ B+

dR

s’étend naturellement en un morphisme compatible à l’action de GK
F× −→ B+

dR[log p].

Démonstration. — Soit x ∈ F× = (C[)× tel que x(0) = p. On a alors [x]
p −1 ∈ Fil1B+

dR

et on peut donc définir

log([x]) = log p+ log
( [x]
p

)
= log p+

∑
i≥1

(−1)i−1

( [x]
p − 1

)i
i

∈ B+
dR[log p].
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Pour y ∈ F× il existe des entiers positifs a, b, tels que a ≥ 1 et
ya

xb
∈ O×F .

On pose alors

L (y) =
1

a

(
L (yax−b) + b log[x]

)
.

On vérifie que L (y) ne dépend pas des choix faits précédemment (les choix de x, a et b)
et définit bien un morphisme commutant à l’action de GK , L : F× → B+

dR[log p].

Corollaire 10.3.13. — À chaque choix d’un élément log p ∈ K est associé un
morphisme Blog → B+

dR étendant l’inclusion B ⊂ B+
dR. À un tel choix est également

associé une trivialisation de l’image du cocyle (logx,σ)σ ∈ Z1(GK , B
ϕ=p) dans

Z1(GK , B
+
dR) i.e. dans B+

dR, logx,σ = L (x)−L (x)σ.

Remarque 10.3.14. — Le corollaire précédent s’interprète de la façon suivante : le
module de Tate d’une courbe elliptique de Tate est une représentation de de Rham.

La preuve suivante nous a été communiquée par Pierre Colmez.

Proposition 10.3.15 ([26] théo. 4.2.4). — Pour chaque choix de log p ∈ K, le morphisme
déduit Blog ⊗K0

K → B+
dR est injectif.

Démonstration. — Si a ∈ K×, choisissons a[ ∈ C[ tel que (a[)(0) = a et notons ca :

GK → Qp la fonction définie par σ(a[)/a[ = εca(σ). On a alors ca(σ)t = (σ−1)·log [a[]
a .

On veut prouver que u = log [p[]
p est transcendant sur Frac(B). Supposons le

contraire, et notons P = Tn+an−1T
n−1 + · · ·+a0 ∈ Frac(B)[T ] le polynôme minimal

de u. Comme σ(u) = u + cp(σ)t, si σ ∈ GK , on a aussi Pσ(u + cp(σ)t) = 0, et par
unicité du polynôme minimal, on a

Tn + an−1T
n−1 + · · ·+ a0 = (T + cp(σ)t)n + σ(an−1)(T + cp(σ)t)n−1 + · · ·+ σ(a0),

et donc, en particulier, (σ − 1) · an−1 = −ncp(σ)t.
On en déduit qu’il existe

u′ ∈ Frac(B) ∩B+
dR, tel que (ϕ− p) · u′ = 0 et (σ − 1) · u′ = cp(σ)t, pour tout σ ∈ GK .

En effet, si u0 = −1
n an−1, alors u0 ∈ Frac(B) ∩ B+

dR est tel que (σ − 1) · u0 = cp(σ)t,
pour tout σ ∈ GK . Il s’ensuit que

(σ − 1)(ϕ− p) · u0 = (ϕ− p)(σ − 1) · u0 = (ϕ− p) · (cp(σ)t) = 0,

et donc (ϕ− p) ·u0 ∈ Frac(B)GK = K0. Comme ϕ− p : K0 → K0 est bijectif, il existe
a ∈ K0 tel que (ϕ− p) · a = (ϕ− p) · u0, et il suffit de poser u′ = u0 − a.

En posant v = u′

t , cela fournit un élément de Frac(B)ϕ=Id vérifiant (χ(σ)σ−1)·v =

cp(σ). Comme Frac(B)ϕ=Id = Frac(Be), et comme ∞ est le seul diviseur de X ayant
une orbite finie sous GK (prop. 10.1.1), on en tire v ∈ Be puisque les conjugués de v
sous GK vivent dans un Qp-espace de dimension finie.
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Enfin, tv = u′ ∈ B+
dR, et donc u

′ ∈ Bϕ=p, et il existe x ∈ O×
C[

tel que u′ = log[x].

Maintenant, log[x]− log [p[]
p est fixe par GK . Comme

(σ − 1) · (log[x]− log [p[]
p ) = log

[σ(x/p[)
x/p[

]
,

il s’ensuit que σ(x/p[)
x/p[

est une racine de l’unité, pour tout σ ∈ GK . Par compacité de
GK , cela implique qu’il existe N tel que (x/p[)N soit fixe par GK , et donc appartienne
à kK , ce qui est absurde car v(x/p[) = −1, et donc (x/p[)N /∈ OC[ .

Ceci permet de conclure.

Venons en au calcul de la B-paire associée à un (ϕ,N)-module. On vérifie
maintenant aisément la proposition suivante.

Proposition 10.3.16. — Il y a un isomorphisme de Spec(ÔX,∞)-schémas munis d’une
action de GK

Spec(B+
dR[log p])

∼−−→ Xlog ×X Spec(ÔX,∞).

De cela on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 10.3.17. — La B-paire associée au fibré équivariant E (D,ϕ,N) est(
D ⊗K0

Blog[ 1
t ]
)ϕ=Id,N=0

,
(
D ⊗K0

B+
dR[log p]

)N=0

,

où N : B+
dR[log p]→ B+

dR[log p] est la B+
dR-dérivation telle que N(log p) = 1.

Proposition 10.3.18. — Il y a un isomorphisme de B+
dR-représentations de GK

̂E (D,ϕ,N)∞
∼−−−−→

log p=0
D ⊗K0

B+
dR

Démonstration. — En spécialisant la variable log p en 0 on obtient un morphisme

(D ⊗K0
B+

dR[log p])N=0 −→ D ⊗K0
B+

dR.

On vérifie alors que l’application

y 7−→
∑
i≥0

(−1)i

i!
N i(y)(log p)i

est un inverse de l’application précédente.

Remarque 10.3.19. — Le point de la proposition précédente est que le cocyle
(log

x,σ
)σ devient trivial dans B+

dR et que donc dans l’isomorphisme du point (3) de
la proposition 10.3.3, le cocyle α = (exp(−log

x,σ
⊗ Id ◦ N)

)
σ
devenant trivial dans

GLB+
dR

( ̂E (D,ϕ)∞),

(E (D,ϕ)
GK∧ α)∞̂ = ̂E (D,ϕ)∞

GK∧ α ' ̂E (D,ϕ)∞.
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10.3.5. Fibrés log-cristallins. — Utilisant la proposition 10.3.15 qui implique que
l’anneau Blog est GK-régulier, on démontre la proposition suivante analogue aux
résultats de la section 10.2.5.

Proposition 10.3.20. — 1. Il y a deux foncteurs adjoints

RepBe(GK)
Dlog
//
(ϕ,N)-ModK0

Vlog

oo

définis par

Dlog(M) =
(
M ⊗Be Blog[ 1

t ]
)GK

Vlog(D,ϕ,N) =
(
D ⊗K0

Blog[ 1
t ]
)ϕ=Id,N=0

.

2. L’adjonction

Id
∼−−→ Dlog ◦ Vlog

est un isomorphisme et le foncteur Vlog définit un plongement de la catégorie
tannakienne (ϕ,N)-ModK0

dans la catégorie tannakienne RepBe(GK).
3. Pour M ∈ RepBe(GK) on a

dimK0
Dlog(M) ≤ rg(M)

et

Vlog ◦Dlog(M) ↪−→M

qui est un isomorphisme si et seulement si dimK0 Dlog(M) = rg(M).

On adopte alors les définitions suivantes.

Définition 10.3.21. — 1. Une Be-représentation M ∈ RepBe(GK) est log-
cristalline si dimK0

Dlog(M) = rg(M).
2. Un fibré équivariant E ∈ FibGKX\{∞} est log-cristallin si la Be-représentation

correspondante Γ(X \ {∞},E ) est log-cristalline.
3. Un fibré équivariant E ∈ FibGKX est log-cristallin si sa restriction à X \ {∞}

l’est.

Ainsi, un fibré E ∈ FibGKX est log-cristallin si et seulement si il existe (D,ϕ,N) ∈
(ϕ,N)-ModK0

tel que

E |X\{∞} ' E (D,ϕ,N)|X\{∞}.

Un tel (ϕ,N)-module est complètement déterminé canoniquement par application du
foncteur Dlog.
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10.4. Fibrés équivariants de de Rham

10.4.1. B+
dR-représentations génériquement plates. — Rappelons que BGKdR = K et

que pour tout i ∈ Z, (FiliBdR)GK = K si i ≤ 0 et 0 sinon. Notons RepBdR
(GK) les

représentations semi-linéaire continues de GK à valeurs dans un BdR-espace vectoriel
de dimension finie. La condition de continuité signifie qu’il existe un B+

dR-réseau
GK-invariant sur lequel l’action est continue (et alors l’action est automatiquement
continue sur n’importe quel réseau GK-invariant). Comme dans la section 10.2.2 on
a deux foncteurs adjoints

RepBdR
(GK)

(−)GK
//
VectK .

−⊗KBdR

oo

Pour W ∈ RepBdR
(GK), le morphisme d’ajonction

WGK ⊗K BdR −→W

est injectif, dimKW
GK ≤ dimBdR

W avec égalité si et seulement si

WGK ⊗K BdR
∼−−→W.

Ainsi, l’image essentielle du foncteur −⊗K BdR consiste en les W tels que

dimKW
GK = dimBdR

W.

On adopte maintenant la terminologie suivante. On pense à Spec(B+
dR) comme étant

un disque formel, Spec(BdR) étant le disque formel épointé associé.

Définition 10.4.1. — 1. Une BdR-représentation W est plate si dimKW
GK =

dimBdR
W .

2. Une B+
dR-représentation W est génériquement plate si la BdR-représentation

W [ 1
t ] est plate.

On a donc une équivalence

−⊗K BdR : VectK
∼−−→ RepplateBdR

(GK).

Remarque 10.4.2. — Soit K∞|K l’extension cyclotomique. Dans [29] le second auteur
a associé à une BdR-représentation un module à connexion sur K∞((t)) et montré que
la BdR-représentation est plate si et seulement si ce module à connexion est engendré
par ses section horizontales i.e. est régulier. Cela justifie la terminologie « plate »
utilisée.

On va maintenant classifier les B+
dR-représentations génériquement plates.

Appelons filtration d’un K-espace vectoriel de dimension finie V une filtration
décroissante Fil•V vérifiant FiliV = V pour i� 0 et FiliV = 0 pour i� 0. Pour une
telle filtration on définit une filtration décroissante sur V ⊗K BdR en posant

Filn(V ⊗K BdR) =
∑
i+j=n

FiliV ⊗K FiljBdR.
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Cette filtration est formée de B+
dR-réseaux GK-invariants dans V ⊗K BdR. De plus,

Filn(V ⊗K BdR) = tnFil0(V ⊗K BdR).

Proposition 10.4.3. — Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie. L’application

Fil•V 7−→ Fil0(V ⊗K BdR)

induit une bijection entre les filtrations de V et les B+
dR-réseaux stables sour GK dans

V ⊗K BdR. L’inverse de cette bijection associe à un réseau W la filtration définie par

FilnV = (tnW )GK , n ∈ Z.

Démonstration. — Soit Fil•V une filtration de V . Il y a une inclusion pour tout n

FilnV ⊂ (Filn(V ⊗BdR))GK .

Afin de vérifier que c’est une égalité, choisissons un scindage de la filtration :

V =
⊕
i∈Z

V i

FilnV =
⊕
i≥n

V i.

On a alors

Filn(V ⊗BdR) =
⊕
i+j≥n

V i ⊗K FiljBdR.

Puisque (FiliBdR)GK vaut 0 si i > 0 et K si i ≤ 0 on conclut que

FilnV = Filn(V ⊗BdR)GK .

Dans l’autre direction, soit W un B+
dR-réseau galois invariant dans V ⊗ BdR et

Fil•V = (t•W )GK la filtration induite de V . On veut montrer que l’inclusion∑
i+j=0

(tiW )GK ⊗ FiljBdR ⊂W

est une égalité. Il suffit de montrer qu’il existe des entiers (a1, . . . , an) ∈ Zn tels que

W '
n⊕
i=1

FilaiBdR

comme B+
dR-représentations. On procède pour cela par récurrence sur dimV .

Le cas dimV = 1 est évident. Soit donc dimV > 1, V ′ ⊂ V un sous-espace
de dimension dimV − 1 et V ′′ = V/V ′. Posons W ′ = W ∩ V ′ ⊗ BdR et
W ′′ = Im(W → V ′′ ⊗BdR). On a donc une suite exacte de B+

dR-représentations

0 −→W ′ −→W −→W ′′ −→ 0.
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Par hypothèse de récurrence appliquée à V ′ etW ′, il existe (a1, . . . , an−1) ∈ Zn−1 tels
que W ′ '

⊕n−1
i=1 FilaiBdR. Soit an ∈ Z tel que W ′′ ' FilanBdR. Puisque W [1/t] '

BndR, la classe de l’extension précédente est donnée par un élément de

ker(H1(GK ,

n−1⊕
i=1

tai−anB+
dR) −→ H1(GK , B

n−1
dR )).

Or ce noyau est trivial car on vérifie (Tate) que pour tout k ∈ Z,

ker(H1(GK ,FilkBdR)→ H1(GK , BdR)) = 0.

La proposition qui suit se déduit des considérations précédentes. Le point (2) résulte
soit de la démonstration précédente, soit du choix d’un scindage de la filtration de
notre espace vectoriel.

Proposition 10.4.4. — 1. Les foncteurs (V,Fil•V ) 7→ Fil0(V ⊗ BdR) et W 7→(
(W [ 1

t ]
GK , (t•W )GK )

)
induisent des équivalences inverses de catégories

entre K-espaces vectoriels filtrés de dimension finie et B+
dR-représentations

génériquement plates.
2. Une B+

dR-représentation W de rang n est génériquement plate si et seulement
si il existe (a1, . . . , an) ∈ Zn tels que W '

⊗n
i=1 t

aiB+
dR.

On remarquera l’analogie suivante avec les Grassmaniennes affines. Soit V un
C-espace vectoriel de dimension finie. Considérons

Gr(C) = GL
(
V ⊗ C((t))

)
/GL

(
V ⊗ CJtK

)
.

On pense à GL(V ⊗ C((t))) comme étant l’analogue algébrique du groupe de lacets
formé des applications continues S1 → GL(V ). Le groupe GL

(
V ⊗ CJtK

)
est un

analogue des lacets homotopiquements triviaux. Il y a une action de Gm sur la
Grassmanienne affine Gr qui est l’analogue de l’action du groupe de Jauge U(1) sur
Hom(S1,GL(V )) qui consiste à appliquer une rotation à un lacet. Si λ ∈ Gm cette
action est tout simplement obtenue en remplaçant t par λt. Si T est un tore maximal
de G = GL(V ) et µ ∈ X∗(T )+ on peut définir une cellule de Schubert affine Grµ dans
Gr qui forment une stratification du ind-schéma Gr,

Gr =
⋃

µ∈X∗(T )+

Grµ.

À un tel µ est associé un sous-groupe parabolique Pµ de GL(V ). Il y a alors une
fibration Zariski localement triviale en espaces affines

πµ : Grµ −→ G/Pµ

de la cellule de Schubert affine au dessus de la Grassmanienne usuelle. Au niveau des
C-points il s’agit de l’application qui à un réseau Λ ⊂ V ⊗ C((t)) associe la filtration

Fil•V =
(
t•Λ ∩ V ⊗ CJtK

)
/(V ⊗ tCJtK).

Le fait est qu’alors
πµ : GrGmµ

∼−−→ G/Pµ.
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On a alors
GrGm =

∐
µ∈X∗(T )+

G/Pµ.

Au niveau des C-points cela dit que les réseaux C×-invariants dans V ⊗ C((t)) sont
en bijection avec les filtrations de V via la même recette que celle donnée dans la
proposition 10.4.4. Maintenant, si σ ∈ GK on a tσ = χcycl(σ)t et on peut alors penser
à GK comme étant l’analogue du groupe de jauge U(1), si V ∈ VectK on a[

GL(V ⊗K BdR)/GL(V ⊗B+
dR)
]GK

=
∐

µ∈X∗(T )+

G(K)/Pµ(K).

10.4.2. Fibrés de de Rham

Définition 10.4.5. — Un fibré équivariant E ∈ FibGKX est de de Rham si la
B+

dR-représentation Ê∞ est génériquement plate.

Exemple 10.4.6. — D’après la proposition 10.3.16 et le corollaire 10.3.17 tout fibré
log-cristallin est de de Rham.

Exemple 10.4.7. — Une représentation V ∈ RepQp(GK) est de de Rham si et
seulement si le fibré équivariant V ⊗Qp OX est de de Rham.

De la proposition 10.4.4 on tire la suivante.

Proposition 10.4.8. — Il y a une équivalence de catégories entre la catégorie des fibrés
équivariants de de Rham sur X et celle des triplets (M,Fil•V, ι) où M ∈ RepBe(GK),
Fil•V est une filtration de V ∈ VectK et

ι : M ⊗Be BdR
∼−−→ V ⊗K BdR.

10.5. Faiblement admissible implique admissible

10.5.1. Rappels sur les ϕ-modules filtrés. — Soit VectFilK la catégorie exacte des
K-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une filtration décroissante finie comme
dans la section 10.4.1. Rappelons que l’on appelle polygone de Hodge de Fil•V le
polygone convexe d’origine (0, 0) et de pentes i ∈ Z avec multiplicité dimK griV . Son
point terminal a pour ordonnée

tH(Fil•VK) =
∑
i∈Z

i dimK griV.

Cela définit une fonction additive

tH : VectFilK −→ Z.

Si (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
on note

tN (D,ϕ)

le point terminal de son polygone de Newton. Enfin on note

ht(D,ϕ) = dimK0
D.
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Cela définit deux fonctions additives sur la catégorie abélienne ϕ-ModK0

tN , ht : ϕ-ModK0
−→ Z.

Définition 10.5.1. — 1. On note ϕ-ModFilK/K0
la catégorie des ϕ-modules filtrés

(D,ϕ,Fil•DK) où (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
et Fil•DK ∈ VectFilK .

2. On pose

deg(D,ϕ,Fil•DK) = tH(Fil•DK)− tN (D,ϕ)

rg(D,ϕ,Fil•DK) = ht(D,ϕ).

Cela définit deux fonctions additives

N

ϕ-ModFilK/K0

rg
66

deg (( Z.

Posons µ = deg
rg . Le formalisme de la section 5.5.1 s’applique. Plus précisément, le

foncteur

ϕ-ModFilK/K0
−→ VectK

(D,ϕ,Fil•DK) 7−→ DK

est un « foncteur fibre générique ». On dispose donc de filtrations de Harder-
Narasimhan dans ce contexte. Rappelons la définition suivante.

Définition 10.5.2. — Un ϕ-module filtré est faiblement admissible s’il est semi-stable
de pente 0.

Bien sûr il ne s’agit pas de la définition originelle (cf. [27]) mais d’une
réinterprétation de la condition de faible admissibilité due à Faltings.

10.5.2. Classification des fibrés cristallins en termes de ϕ-modules filtrés

Si (D,ϕ) ∈ ϕ-ModK0
on a

̂E (D,ϕ)∞ = DK ⊗K B+
dR.

De la proposition 10.4.3 on déduit donc la proposition suivante.

Proposition 10.5.3. — Il y a une équivalence de catégories exactes

ϕ-ModFilK/K0

∼−−→ FibGK ,crisX

(D,ϕ,Fil•DK) 7−→ E (D,ϕ,Fil•DK)

où E (D,ϕ,Fil•DK) est la modification GK-équivariante de E (D,ϕ) telle que

̂E (D,ϕ,Fil•DK)∞ = Fil0(DK ⊗K BdR).
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Un inverse du foncteur précédent associe au fibré cristallin E l’isocristal

D
(
E |X\{∞}

)
muni de la filtration donnée par

(
t•Ê∞

)GK .
Le lemme qui suit dit que le polygone de Hodge de la modification intervenant

dans la proposition précédente coïncide avec celui associé à la filtration.

Lemme 10.5.4. — Soient Fil•V ∈ VectFilK et W = Fil0(V ⊗K BdR). Si

V ⊗B+
dR = 〈e1, . . . , en〉

Fil0(V ⊗K BdR) = 〈t−a1e1, . . . , t
−anen〉

avec a1 ≤ · · · ≤ an, alors le polygone de Hodge de Fil•V a pour pentes (a1, . . . , an).

Démonstration. — Il suffit de choisir un scindage de la filtration comme au début de
la preuve de 10.4.3.

On en déduit le lemme qui suit.

Lemme 10.5.5. — On a

deg E (D,ϕ,Fil•DK) = deg(D,ϕ,Fil•DK).

Démonstration. — Cela résulte de la formule donnant le degré d’un fibré modifié

deg E (D,ϕ,Fil•DK) = deg E (D,ϕ)−
[
D ⊗K0

B+
dR : Fil0(DK ⊗K BdR)

]
.

10.5.3. Faiblement admissible implique admissible. — On peut maintenant récolter
les fruits de nos travaux.

Proposition 10.5.6. — Soit A = (D,ϕ,Fil•DK) ∈ ϕ-ModFilK/K0
ayant pour filtration

de Harder-Narasimhan
0 = A0 ( A1 ( · · · ( Ar = A.

Alors, la filtration de Harder-Narasimhan de E (A) est donnée par

0 = E (A0) ( E (A1) ( · · · ( E (Ar) = E (A).

En particulier, A est faiblement admissible si et seulement si E (A) est semi-stable de
pente 0.

Démonstration. — Les sous-fibrés localement facteur direct de E (A) sont en bijection
avec les sous-fibrés localement facteur direct de E (D,ϕ). De plus, d’après le
théorème 10.2.14, les sous-fibrés GK-invariants de E (D,ϕ)|X\{∞} sont en bijection
avec les sous-isocristaux de (D,ϕ). Le résultat découle alors de l’invariance de la
filtration de Harder-Narasimhan sous l’action de Galois et du lemme 10.5.5.
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On vérifie immédiatement que pour un tel A,

H0(X,E (A)) = Vcris(A).

Rappelons que l’on dit que A est admissible si

dimQp Vcris(A) = rg(A).

Théorème 10.5.7. — Soit A un ϕ-module filtré. Il est faiblement admissible si et
seulement si il est admissible. De plus :

1. Si tH(A) > tN (A) alors dimQp Vcris(A) = +∞.
2. Si tH(A) = tN (A), A est admissible si et seulement si dimQp Vcris(A) < +∞.

Démonstration. — Cela résulte du théorème de classification des fibrés. Plus
précisément, dimH0(X, OX(λ)) vaut 0 si λ < 0, 1 si λ = 0 et +∞ si λ > 0.

Remarque 10.5.8. — Le même schéma de preuve permet également de montrer qu’un
(ϕ,N)-module filtré est admissible si et seulement si il est faiblement admissible.

10.6. de Rham implique potentiellement log-cristallin

10.6.1. Fibrés log-cristallins et ϕ-modules filtrés

Définition 10.6.1. — On note (ϕ,N)-ModFilK/K0
la catégorie des (ϕ,N)-modules

filtrés c’est à dire les quadruplets (D,ϕ,N,Fil•DK) où (D,ϕ,N) ∈ (ϕ,N)-ModK0
et

Fil•DK ∈ VectFilK .

Si (D,ϕ,N) ∈ (ϕ,N)-ModK0
on a une identification

̂E (D,ϕ,N)∞ = D ⊗K0
B+

dR

obtenue en posant log p = 0 (prop. 10.3.18). Comme dans la proposition 10.5.3 on
obtient le résultat suivant.

Proposition 10.6.2. — Il y a une équivalence de catégories

(ϕ,N)-ModFilK/K0

∼−−→ FibGK ,log-cris
X

(D,ϕ,N,Fil•DK) 7−→ E (D,ϕ,N,Fil•DK)

où E (D,ϕ,N,Fil•DK) est la modification équivariante de E (D,ϕ,N) telle que

̂E (D,ϕ,N,Fil•DK)∞ = Fil0
(
DK ⊗K BdR

)
.
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10.6.2. Fibrés potentiellement log-cristallins. — Si E ∈ FibGKX et L|K est une
extension de degré fini de K dans K on note RL/KE ∈ FibGLX le fibré équivariant
obtenu par restriction de l’action de GK en une action de GL. Supposons L|K
galoisienne et soit E ∈ FibGLX de fibré sous-jacent E . Si τ ∈ GL on note uτ : τ∗E

∼−→ E
l’action de τ . Pour σ ∈ GK notons

E (σ) ∈ FibGLX

le fibré équivariant de fibré sous-jacent σ∗E et tel que l’action de τ ∈ GL soit donnée
par

τ∗(σ∗E ) = σ∗((στσ−1)∗E )
σ∗uστσ−1−−−−−−−−→ σ∗E .

On a la formule
(E (σ1))(σ2) = E (σ1σ2), σ1, σ2 ∈ GK .

Si f : E → E ′ est un morphisme de fibrés GL-équivariants il induit un morphisme
f (σ) : E (σ) → E ′(σ) qui est simplement le morphisme σ∗f au niveau des fibrés. Lorsque
σ ∈ GL, il y a un isomorphisme canonique

canσ : E (σ) ∼−−→ E

donné par uσ au niveau des fibrés.

Définition 10.6.3. — Supposons L|K galoisienne. Pour E ∈ FibGLX on appelle donnée
de descente de L à K sur E la donnée pour tout σ ∈ GK d’un isomorphisme

fσ : E (σ) ∼−−→ E

dans FibGLX vérifiant

fσ1σ2
= fσ2

◦ (fσ1
)(σ2), σ1, σ2 ∈ GK ,

fσ = canσ, σ ∈ GL.

Si E ∈ FibGKX , RL/KE est canoniquement muni d’une donnée de descente de L
à K. En effet, si E est le fibré sous-jacent à E , si pour σ ∈ GK , uσ : σ∗E

∼−→ E définit
l’action de GK , il suffit de poser fσ = uσ dans la définition précédente. On a alors la
proposition suivante dont la démonstration est formelle.

Proposition 10.6.4. — Le foncteur qui à E ∈ FibGKX associe RL/KE ∈ FibGLX muni de
sa donnée de descente induit une équivalence de catégories entre FibGKX et la catégorie
des fibrés GL-équivariants munis d’une donnée de descente de L à K.

Définition 10.6.5. — Un fibré GK équivariant E sur X est dit potentiellement log-
cristallin s’il existe une extension finie L de K dans K telle que RL/KE soit un fibré
GL-équivariant log-cristallin.

Supposons L|K galoisienne. Alors, L0|K0 l’est également et il y a un morphisme
de restriction Gal(L|K)→ Gal(L0|K0).
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Définition 10.6.6. — 1. Un (ϕ,N,GL/K)-module filtré est un (ϕ,N)-module filtré
(D,ϕ,N,Fil•DL) ∈ (ϕ,N)-ModFilL/L0

tel que, via Gal(L|K)→ Gal(L0|K0), D
est muni d’une action semi-linéaire de Gal(L|K) commutant à ϕ et N et laissant
invariant la filtration Fil•DL de D⊗L0 L. On note (ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0

la
catégorie correspondante.

2. On note

(ϕ,N,G)-ModFil =
⋃
L/K

(ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0
,

où L|K parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K dans K. On
l’appelle catégorie des (ϕ,N,G)-modules filtrés.

Dans le point (2) de la définition précédente, on utilise le fait que si L′|L|K sont
des extensions galoisiennes finies de K alors le foncteur d’extension des scalaires

(ϕ,N,GL/K)-ModFilL/L0
−→ (ϕ,N,GL′/K)-ModFilL′/L′0

est pleinement fidèle.

Proposition 10.6.7. — La catégorie des (ϕ,N,G)-modules filtrés est équivalente à celle
des fibrés GK-équivariants potentiellement log-cristallins.

Démonstration. — Pour A = (D,ϕ,N,Fil•NL) ∈ (ϕ,N)-ModFilL/L0
et σ ∈ Gal(L|K),

on calcule que
E (A)(σ) = E (A(σ)),

où
A(σ) = (D ⊗L0,σ|

L0

L0, ϕ⊗ ϕ,N ⊗ Id,Fil•DL ⊗L,σ L).

Il suffit alors d’appliquer la proposition 10.6.4.

10.6.3. Enoncé du théorème. — Rappelons qu’un fibré équivariant E ∈ FibGKX est de
de Rham si la B+

dR-représentation Ê∞ est génériquement plate i.e. Ê∞[ 1
t ] est engendré

par ses invariants sous GK . Géométriquement cela s’interprète en disant que le tiré
en arrière du fibré équivariant E sur le « disque formel épointé » Spec(BdR) est trvial.

Lemme 10.6.8. — Tout fibré GK-équivariant potentiellement de de Rham est de de
Rham.

Démonstration. — Il suffit de vérifier que toute BdR-représentation potentiellement
plate est plate. Mais si L|K est galoisienne de degré fini et W ∈ RepBdR

(GK),
WGL est un L = BGLdR -espace vectoriel de dimension finie muni d’une action semi-
linéaire de Gal(L|K). Puisque WGK = (WGL)Gal(L|K) on a dimLW

GL = dimKW
GK

(Hilbert 90).

Puisque tout fibré équivariant log-cristallin est de de Rham, on en déduit la
proposition suivante.
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Proposition 10.6.9. — Tout fibré GK-équivariant potentiellement log-cristallin est de
de Rham.

Le théorème principal de ce chapitre est la réciproque à la proposition précédente.

Théorème 10.6.10. — Tout fibré GK-équivariant de de Rham sur X est potentiellement
log-cristallin.

Le théorème précédent appliqué aux fibrés équivariants semi-stables de pente 0

permet de retrouver le théorème de la monodromie p-adique : toute représentation
de de Rham est potentiellement log-cristalline.

Étant donné un fibré équivariant E de de Rham on peut le modifier au point ∞
en un fibré équivariant E ′ de de Rham tel que

Ê ′∞ =
(
Ê∞[ 1

t ]
)GK

⊗K B+
dR

i.e. la B+
dR-représentation Ê ′∞ est plate. Le théorème 10.6.10 se réduit donc à l’énoncé

suivant.

Théorème 10.6.11. — Soit E ∈ FibGKX tel que Ê∞ soit une B+
dR-représentation plate

de GK . Alors E est potentiellement log-cristallin.

10.6.4. Le cas semi-stable. — On commence par démontrer le théorème 10.6.11
lorsque E est semi-stable. Soit donc λ la pente de E . Si λ = d

h , (d, h) = 1, quitte à
remplacer K par une extension non-ramifiée de degré fini, on peut supposer que kK
contient Fph . D’après le théorème 10.1.7 il existe alors un Dop

λ -espace vectoriel de
dimension finie V et une représentation continue

ρ : GK −→ GLDop
λ

(V )

tels que
E ' V ⊗Dλ OX(λ).

Comme C-représentation de GK ,

OX(λ)∞ ⊗ k(∞) = Ch,

où l’on rappelle que k(∞) = C. Il y a de plus un isomorphisme

Dλ ⊗Qp C 'Mh(C)

tel que l’action de Dλ sur OX(λ) induise sur OX(λ)∞ ⊗ k(∞) l’action canonique de
l’algèbre de matricesMh(C) sur Ch. On a alors un isomorphisme de C-représentations
de GK

(V ⊗Dλ OX(λ))∞ ⊗ k(∞) ' VC ⊗Mh(C) C
h,

où l’on note VC = V ⊗Qp C. On a donc

E∞ ⊗ k(∞) ' VC ⊗Mh(C) C
h,

où l’action semi-linéaire de σ ∈ GK est donnée par (ρ(σ) ⊗ σ) ⊗ σ⊕h, (ρ(σ) ⊗ σ)

désignant l’action sur V ⊗Qp C. Rappelons qu’il y a une équivalence de Morita entre
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Mh(C)-modules à droites et C-espaces vectoriels. Au Mh(C)-module M elle associe
M ⊗Mh(C) C

h. Au C-espace vectoriel W elle associe le module W ⊗C Ch, l’action de
la matrice A ∈Mh(C) étant donnée par Id⊗ tA. On a alors un isomorphisme naturel

VC ' (VC ⊗Mh(C) C
h)⊗C Ch.

C’est un isomorphisme de C-représentations de GK . On en déduit que VC est Hodge-
Tate de poids 0. D’après Sen ([61] 3.2) il en résulte que si IK ⊂ GK est le sous-groupe
d’inertie alors ρ|IK est d’image finie. Après une extension L|K de degré fini on a donc
RL/KE ' (RL/KV ) ⊗Dλ OX(λ) avec RL/KV non-ramifiée. Le fibré RL/KE est donc
cristallin. On a donc démontré le théorème 10.6.11 lorsque E est semi-stable.

10.6.5. Dévissage à un énoncé de cohomologie galoisienne

10.6.5.1. Calculs d’extensions. — Soient A1 = (D1, ϕ1, N1) et A2 = (D2, ϕ2, N2)

deux (ϕ,N)-modules filtrés. Le foncteur

(ϕ,N)-ModK0
−→ FibGKX

A 7−→ E (A)

induit une application

αA1,A2 : Ext1(ϕ,N)-ModK0

(
A1, A2

)
−→ ker

(
Ext1

FibGKX
(E (A1),E (A2))

→ Ext1Rep
B

+
dR

(GK)

(
Ê (A1)∞, Ê (A2)∞)

)
.

Le membre de droite

ker
(
Ext1

FibGKX
(E (A1),E (A2)) −→ Ext1Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê (A1)∞, Ê (A2)∞)

)
consiste en les classes d’extensions de E (A1) par E (A2) qui sont des fibrés équivariants
de de Rham. On a

Ext1(ϕ,N)-ModK0

(
A1, A2

)
= Ext1(ϕ,N)-ModK0

(1, A∨1 ⊗A2)

Ext1
FibGKX

(E (A1),E (A2)) = Ext1
FibGKX

(OX ,E (A1)∨ ⊗ E (A2))

= Ext1
FibGKX

(OX ,E (A∨1 ⊗A2))

Ext1Rep
B

+
dR

(GK)

(
Ê (A1)∞, Ê (A2)∞) = Ext1Rep

B
+
dR

(GK)(B
+
dR, Ê (A1)

∨
∞ ⊗ Ê (A2)∞)

= H1
(
GK , D

∨
1 ⊗K0 D2 ⊗K0 B

+
dR

)
= D∨1 ⊗K0

D2 ⊗K0
H1(GK , B

+
dR)

= D∨1 ⊗K0 D2 ⊗K0 H
1(GK , C).

Le lemme suivant permet de calculer les extensions de (ϕ,N)-modules dans le cas
dont nous aurons besoin plus tard.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



334 CHAPITRE 10. LE THÉORÈME DE LA MONODROMIE p-ADIQUE

Lemme 10.6.12. — Pour (D1, ϕ1, N1), (D2, ϕ2, N2) ∈ (ϕ,N)-ModK0 n’ayant aucune
pente de Dieudonné-Manin en commun il y a un isomorphisme

Hom (D1, D2)ϕ=p−1 ∼−−→ Ext1(ϕ,N)-ModK0

(
(D1, ϕ1, N1), (D2, ϕ2, N2)

)
.

Démonstration. — Soit (E,ϕ,N) qui est une extension entre nos deux (ϕ,N)-modules.
Puisque (D1, ϕ1) et (D2, ϕ2) n’ont pas de pente en commun, la suite exacte associée
de ϕ-modules est canoniquement scindée. On peut donc supposer que

(E,ϕ) = (D1, ϕ1)⊕ (D2, ϕ2).

Dans une telle décomposition, l’opérateur de monodromie N est de la forme

N =

(
N1 0

f N2

)
,

où f ∈ HomK0
(D1, D2). La condition Nϕ = pϕN se traduit alors en l’équation

f ◦ ϕ1 = pϕ2 ◦ f

soit encore
ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 = p−1f.

Notons
(D,ϕ,N) = (D1, ϕ1, N1)∨ ⊗ (D2, ϕ2, N2).

Faisons maintenant l’hypothèse suivante : les pentes de (D1, ϕ1) sont strictement plus
grandes que celles de (D2, ϕ2). Les pentes de Harder-Narasimhan du fibré E (D1, ϕ1)

sont donc strictement plus petites que celles de E (D2, ϕ2). D’après la proposition 9.2.3
on a donc

Ext1
FibGKX

(E (A1),E (A2)) = H1(GK ,Hom(E (A1),E (A2)))

= H1
(
GK , (D ⊗K0

Blog)ϕ=Id,N=0
)
.

L’application αA1,A2 s’identifie donc à l’application

βD,ϕ,N : Dϕ=p−1

−→ ker
(
H1
(
GK , (D ⊗K0 Blog)ϕ=Id,N=0

)
→ H1

(
GK , D ⊗K0 C

))
.

Celle-ci est définie pour tout (ϕ,N)-module filtré (D,ϕ,N) de pentes strictement
négatives, βD,ϕ,N = α1,(D,ϕ,N) où 1 = (K0, ϕ, 0). On vérifie le lemme suivant par un
calcul explicite.

Lemme 10.6.13. — Soit (D,ϕ) un ϕ-module de pentes strictement négatives que l’on
voit comme un (ϕ,N)-module en posant N = 0. Alors,

βD,ϕ,0 : Dϕ=p−1

−→ H1(GK , (D ⊗K0
B)ϕ=Id)

a 7−→ [(a⊗ logx,σ)σ]

où (logx,σ)σ ∈ Z1(GK , B
ϕ=p) est le 1-cocyle défini dans la section 10.3.2.
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10.6.5.2. Dévissage à un énoncé de cohomologie galoisienne d’espaces de Banach-
Colmez. — Soit E un fibré GK-équivariant tel que la B+

dR-représentation Ê∞ soit
plate. Notons

0 = E 0 ( E 1 ( · · · ( E r = E

sa filtration de Harder-Narasimhan. Toute B+
dR-représentation qui est un sous-

quotient d’une B+
dR-représentation plate est elle même plate. Il en résulte que pour

0 ≤ i < j ≤ r, (E j/E i)∞̂ est plate. Si r = 1 on sait d’après la section 10.6.4 que E est
potentiellement associé à un (ϕ,N)-module. Procédons maintenant par récurrence
sur r et supposons donc r > 1 et E r−1 potentiellement associé à un (ϕ,N)-module.
Quitte à remplacer K par une extension de degré fini on peut donc supposer que

E /E r−1 = E (A1), E r−1 = E (A2)

avec A1, A2 ∈ (ϕ,N)-ModK0
. La classe de l’extension équivariante

0 −→ E r−1 −→ E −→ E /E r−1 −→ 0

vit dans

ker
(
Ext1

FibGKX
(E (A1),E (A2)) −→ Ext1Rep

B
+
dR

(GK)

(
Ê (A1)∞, Ê (A2)∞)

)
.

D’après les calculs d’extension de la section précédente, afin de montrer que E est
associé à un (ϕ,N)-module extensions de A1 par A2, on est ramené à démontrer la
proposition suivante.

Proposition 10.6.14. — Soit (D,ϕ,N) un (ϕ,N)-module de pentes strictement
négatives. Alors,

βD,ϕ,N : Dϕ=p−1

−→ ker
(
H1
(
GK , (D ⊗K0 Blog)ϕ=Id,N=0

)
→ H1

(
GK , D ⊗K0 C

))
est un isomorphisme.

Commençons par remarquer que la pleine fidélité du foncteur associant à un
(ϕ,N)-module un fibré équivariant implique que βD,ϕ,N est toujours injective (si
l’extension de fibrés équivariants associée à une extension de (ϕ,N)-modules est
scindée alors l’extension de (ϕ,N)-modules l’est également). Il reste donc à montrer
sa surjectivité.

Montrons maintenant qu’il suffit de vérifier la proposition 10.6.14 précédente
lorsque N = 0 et D est isocline. Pour cela soit

D =

m⊕
i=1

Di

la décomposition en parties isoclines de D où Di est de pente λi avec λ1 > · · · > λm.
Puisque N : (D,ϕ)→ (D, pϕ), N |Dm = 0 et (Dm, ϕ, 0) est un sous-(ϕ,N)-module de
(D,ϕ,N). Notons D′ = Dm et D′′ = D/D′ comme (ϕ,N)-modules. On a bien sûr
une suite exacte

0 −→ (D′)ϕ=p−1

−→ Dϕ=p−1

−→ (D′′)ϕ=p−1

−→ 0.
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La suite exacte de fibrés équivariants

0 −→ E (D′, ϕ) −→ E (D,ϕ,N) −→ E (D′′, ϕ,N) −→ 0

induit une suite exacte

0 −→ Ext1
FibGKX

(
OX ,E (D′, ϕ)

)
−→ Ext1

FibGKX

(
OX ,E (D,ϕ,N)

)
−→ Ext1

FibGKX

(
OX ,E (D′′, ϕ,N)

)
.

En effet,

HomFibGKX
(OX ,E (D′′, ϕ,N)) = Hom(ϕ,N)-ModK0

(1, (D′′, ϕ,N)) = 0

car (D′′, ϕ) ne possède pas de pente nulle. La proposition 9.2.3 permet de réécrire la
suite exacte précédente sous la forme

0 −→ H1(GK , (D
′ ⊗B)ϕ=Id) −→ H1(GK , (D ⊗Blog)ϕ=Id,N=0)

−→ H1(GK , (D
′′ ⊗Blog)ϕ=Id,N=0).

Afin d’abréger les notations prenons la définition suivante.

Définition 10.6.15. — Pour un (ϕ,N)-module M on note

H1
g (GK , (M ⊗Blog)ϕ=Id,N=0) = ker

(
H1(GK , (M ⊗Blog)ϕ=Id,N=0)→ H1(GK ,M ⊗B+

dR)
)
.

De la suite exacte précédente on déduit une suite exacte

0 −→ H1
g (GK , (D

′ ⊗B)ϕ=Id) −→ H1
g (GK , (D ⊗Blog)ϕ=Id,N=0)

−→ H1
g (GK , (D

′′ ⊗Blog)ϕ=Id,N=0).

On a donc un diagramme commutatif à lignes exactes

0 // D′ϕ=p−1
//

βD′,ϕ
��

Dϕ=p−1
//

βD,ϕ,N

��

D′′ϕ=p−1
//

βD′′,ϕ,N
��

0

0 // H1
g (GK , (D

′ ⊗B)ϕ=Id) // H1
g (GK , (D ⊗Blog)ϕ=Id,N=0) // H1

g (GK , (D
′′ ⊗Blog)ϕ=Id,N=0).

Il en résulte que si βD′,ϕ et βD′′,ϕ,N sont des isomorphismes alors βD,ϕ,N en est
également un. Par récurrence sur le nombre de pentes de l’isocristal (D,ϕ) on est
donc ramené à montrer la proposition suivante.

Proposition 10.6.16. — Soit (D,ϕ) un isocristal isocline de pente strictement négative.
1. Si la pente de (D,ϕ) est différente de −1 alors H1

g

(
GK , (D ⊗B)ϕ=Id

)
= 0.

2. Si (D,ϕ) est de pente −1 alors l’injection

βD,ϕ : Dϕ=p−1

−→ H1
g

(
GK , (D ⊗B)ϕ=Id

)
a 7−→ [(a⊗ logx,σ)σ]

est un isomorphisme.
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Soit (D,ϕ) comme dans la proposition précédente. Remarquons maintenant que
l’on peut supposer kK algébriquement clos. Soient en effet IK ⊂ GK le sous-groupe
d’inertie. Si M = (D ⊗B+)ϕ=Id, il y a une suite d’inflation-restriction

0→ H1(Gal(k|kK),M IK )→ H1(GK ,M)→ H1(IK ,M)Gal(k|kK)

→ H2(Gal(k|kK),M IK ).

Puisque (B+)IK = W (k)Q on a

M IK = (D ⊗K0
W (k)Q)ϕ=Id = 0,

car (D,ϕ) ne possède pas de pente nulle. Il y a donc un isomorphisme

ResGKIK : H1(GK ,M)
∼−−→ H1(IK ,M)Gal(k|kK).

Soit Knr l’extension maximale non-ramifiée de K dans K. Puisque pour i > 0,
Hi(Gal(k|kK), k) = 0, par approximations successives on a

Hi(Gal(k|kK), K̂nr) = 0, i > 0.

Rappelons de plus que d’après Tate, CIK = K̂nr. La suite d’inflation-restriction

0→ H1(Gal(k|kK), CIK )→ H1(GK , C)→ H1(IK , C)Gal(k|kK) → H2(Gal(k|kK), CIK )

fournit donc un isomorphisme

ResGKIK : H1(GK , C)
∼−−→ H1(IK , C)Gal(k|kK).

Mettant ensemble les deux isomorphismes de restriction que l’on vient d’établir on
obtient un isomorphisme

ResGKIK : H1
g

(
GK , (D ⊗B+)ϕ=Id

) ∼−−→ H1
g

(
IK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)Gal(k|kK)
.

Puisque D = (D ⊗K0
W (k)Q)Gal(k|kK) on obtient donc que, si

β(D,ϕ)⊗W (k)Q : (D ⊗W (k)Q)ϕ=p−1

→ H1
g

(
IK , (D ⊗B+)ϕ=Id

)Gal(k|kK)

est un isomorphisme, alors βD,ϕ en est un. On est donc ramené à démontrer le
théorème lorsque kK est algébriquement clos.

Si kK est algébriquement clos on peut décomposer l’isocristal isocline (D,ϕ)

en somme directe d’isocristaux simples. La proposition 10.6.16 se réduit donc à la
proposition suivante de Colmez.

Proposition 10.6.17 ([13] prop. 10.11). — Supposons kK algébriquement clos. Soient
d, h deux entiers strictement positifs premiers entre eux. Si

u : (B+)ϕ
h=pd −→ Ch

x 7−→ (θ(x), θ(ϕ(x)), . . . , θ(ϕh−1(x))

notons

H1
g

(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
= ker

(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) u∗−−−→ H1
(
GK , C

h
))
.
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1. Si d = h = 1 alors H1
g

(
GK , (B

+)ϕ=p
)
est un Qp-espace vectoriel de dimension 1

engendré par la classe du cocycle (logx,σ)σ, classe qui est celle de l’extension
0 → Qp(1) → Vp(E) → Qp → 0 associée à une courbe elliptique de Tate E sur
K via le plongement Qp(1) = Qp.t ⊂ (B+)ϕ=p.

2. Si (d, h) 6= (1, 1) alors

H1
g

(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
= 0.

10.6.5.3. Interprétation en termes de l’exponentielle de Bloch-Kato des puissances du
caractère de Lubin-Tate. — Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons χLT h

: GK → Q×
ph

le caractère de Lubin-Tate. Il y a une suite exacte de GK-modules

0 −→ χdLT h
−→ (B+)ϕ

h=pd −→ B+
dR/t

dB+
dR −→ 0.

Celle-ci fournit une suite exacte

0 −→ K
δ−−→ H1(GK , χ

d
LT h

) −→ H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

)
−→ H1(GK , B

+
dR/t

dB+
dR) = H1(GK , C)

où δ est l’exponentielle de Bloch-Kato de χd
LT h

. On a donc

coker(δ) = ker
(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) θ∗−−→ H1(GK , C)
)
.

L’application composée

χdLT h
↪−→ (B+)ϕ

h=pd ↪→ B+
dR

est à valeurs dans tdB+
dR et définit donc par composition avec la projection sur grdB+

dR

une application
χdLT h

−→ C(d).

Pour 0 < i < h, on a une application composée

χdLT h
↪−→ (B+)ϕ

h=pd θ◦ϕi−−−−→ C.

Mises ensemble cela définit une application

χdLT h
−→ C(d)⊕ Ch−1

qui fournit la décomposition de Hodge-Tate de χd
LT h

χdLT h
⊗Qp C

∼−−→ C(d)⊕ Ch−1.

On a donc

H1
g (GK , χ

d
LT h

) := ker
(
H1(GK , χ

d
LT h

) −→ H1(GK , χ
d
LT h
⊗Qp C)

)
= ker

(
H1
(
GK , (B

+)ϕ
h=pd

) (θ∗,θ◦ϕ∗,...,θ◦ϕh−1
∗ )−−−−−−−−−−−−−−→ H1(GK , C(d)⊕ Ch−1)

)
,
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qui paramètre les extensions de Qp par χd
LT h

qui sont de de Rham. De façon
équivalente, H1(GK , χ

d
LT h

) paramètre les extensions de Qph-représentations de Qph
par χd

LT h
. La classe d’une telle extension

0 −→ χdLT h
−→ V −→ Qph −→ 0

est dansH1
g (GK , χ

d
LT h

) si et seulement si V est de de Rham comme Qp-représentation.
Voici maintenant la traduction de la proposition 10.6.17 en termes de représenta-

tions galoisiennes.

Proposition 10.6.18. — Soient d, h > 0 avec (d, h) = 1. Notons χLT h
: GK → Q×

ph
le

caractère de Lubin-Tate.
1. Si d = h = 1, l’exponentielle de Bloch-Kato δ : K → H1(GK ,Qp(1)) a pour

conoyau un Qp-espace vectoriel de dimension 1. En d’autres termes, si V est
une extension de Qp par Qp(1), alors soit V est cristalline isomorphe au module
de Tate d’une courbe elliptique ayant bonne réduction ordinaire, soit V est semi-
stable isomorphe au module de Tate d’une courbe elliptique de Tate.

2. Si (d, h) 6= (1, 1), l’exponentielle de Bloch-Kato

δ : K −→ H1(GK , χ
d
LT h

)

est un isomorphisme. En d’autres termes, toute Qph-représentation de
dimension 2 qui est une extension de Qph par χd

LT h
et qui est de de Rham en

tant que Qp-représentation est cristalline.

Remarque 10.6.19. — Le cas (1) de la proposition précédente découle en fait
facilement de la théorie de Kümmer (cf. [54]). Plus précisément, si K̂× désigne le
complété p-adique de K×, la théorie de Kümmer fournit une identification

H1(GK ,Qp(1)) = K̂× ⊗Zp Qp.

Il y a une application exponentielle

exp : K −→ K̂× ⊗Zp Qp
x 7−→ exp(pnx)⊗ p−n, n� 0

où exp(pnx) ∈ 1 +mK ⊂ K̂×. Cette application s’identifie à l’exponentielle de Bloch-
Kato. La valuation v : K× → Z s’étend en une application v : K̂× → Zp et on a une
suite exacte

0 −→ K
exp−−−→ K̂× ⊗Zp Qp

v⊗Id−−−−→ Qp −→ 0.

10.6.5.4. Preuve alternative lorsque le corps résiduel est fini d’après Hyodo. —
Supposons que le corps résiduel de K est fini c’est à dire K est une extension de
degré fini de Qp et reprenons la preuve du théorème 10.6.10 à la proposition 10.6.16,
juste avant le dévissage au cas d’un corps résiduel algébriquement clos.

Soit donc (D,ϕ) un isocristal isocline de pente strictement négative.
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Lemme 10.6.20. — Il existe une filtration Fil•DK de DK telle que (D,ϕ,Fil•DK) soit
admissible et FiliDK = 0 si i > 0.

Démonstration. — Si (D,ϕ) est simple il suffit de choisir une filtration Fil•DK

telle que tH(DK ,Fil•DK) = tN (D,ϕ) et FiliDK = 0 lorsque i > 0 (cette dernière
conditions est possible car la pente de D est strictement négative). En général,
supposons que l’on ait une extensions d’isocristaux

0 −→ (D′, ϕ) −→ (D,ϕ) −→ (D′′, ϕ) −→ 0.

Soit Fil•D′K , resp. Fil•D′′K , une filtration admissible de (D′, ϕ), resp. (D′′, ϕ), telle
que FiliD′K = 0, resp. FiliD′′K = 0, lorsque i > 0. Soit u : D′′ → D une section
K0-linéaire de D → D′′. Posons alors Fil•DK = Fil•D′K + u(Fil•D′′K). La suite de
ϕ-modules filtrés

0 −→ (D′, ϕ,Fil•D′K) −→ (D,ϕ,Fil•DK) −→ (D′′, ϕ,Fil•D′′K) −→ 0

est exacte. On conclut puisqu’une extension de ϕ-modules filtrés (faiblement)
admissibles est admissible (dans une catégorie de Harder-Narasimhan, une extension
entre objets semi-stables de pente 0 est semi-stable de pente 0).

Soit donc Fil•DK une telle filtration et V = Vcris(D,ϕ,Fil•DK), une représentation
cristalline à poids de Hodge-Tate positifs. Remarquons que puisque la filtration
Fil•DK est concentrée en degrés négatifs ou nuls,

Fil0(D ⊗BdR) ⊂ D ⊗B+
dR.

Il y a une suite exacte

0 −→ V −→ (D ⊗B+)ϕ=Id −→ (D ⊗B+
dR)/Fil0(D ⊗BdR) −→ 0.

Puisque les pentes de (D,ϕ) sont strictement positives, H0(GK , (D ⊗B+)ϕ=Id) = 0.
On en déduit une suite exacte

0 −→ H0(GK , (D ⊗B+
dR)/Fil0(D ⊗BdR))

δ−−→ H1(GK , V )

−→ H1(GK , (D ⊗B+)ϕ=Id) −→ H1(GK , (D ⊗B+
dR)/Fil0(D ⊗BdR)).

L’application naturelle

DK/Fil0DK −→ H0(GK , D ⊗B+
dR/Fil0(D ⊗BdR))

est un isomorphisme (cela résulte de ce que d’après Tate, pour a > 0, θ :

H0(GK , B
+
dR/t

aB+
dR)

∼−→ H0(GK , C) = K). L’homomorphisme de connexion δ

dans la suite exacte précédente est l’exponentielle de Bloch-Kato de V ([7] § 3) :

δ = expV : DK/Fil0DK −→ H1(GK , V ).

Notons maintenant

H1
g (GK , V ) = ker

(
H1(GK , V ) −→ H1(GK , V ⊗BdR

))
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qui paramètre les extensions de Qp par V qui sont de de Rham. L’exponentielle de
Bloch-Kato est à valeurs dans H1

g . La suite exacte précédente fournit l’égalité

H1
g (GK , (D ⊗B+)ϕ=Id) = coker

(
DK/Fil0DK

expV−−−−→ H1
g (GK , V )

)
.

Soit 1 ∈ ϕ-ModFilK/K0
l’unité de la catégorie tensorielle des ϕ-modules filtrés.

Puisque (D,ϕ) ne possède pas de pente 0 on a

Ext1(ϕ,N)-ModFilK/K0
(1, (D,ϕ,Fil•DK)) = Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK ,

où le facteur Dϕ=p−1

paramètre l’opérateur de monodromie dans l’extension (cf.
lemme 10.6.12) et DK/Fil0DK paramètre la filtration. Par application du foncteur
Vlog-cris à de telles extensions cela induit une application injective

Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK ↪−→ H1
g (GK , V ),

qui coïncide avec l’exponentielle de Bloch-Kato sur la seconde composante. L’énoncé
de la proposition 10.6.16 est alors équivalent à ce que cette application soit un
isomorphisme, c’est à dire : toute extension de Qp par V qui est de de Rham est
log-cristalline. Remarquons maintenant que l’application

H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR)) −→ H1(GK , D ⊗BdR)

est injective (c’est une conséquence de ce que la filtration Fil•DK est concentrée en
degrés négatifs ou nuls et des calculs de cohomologie galoisienne de Tate). On a donc

H1
g (GK , V ) = ker

(
H1(GK , V ) −→ H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR))

)
.

D’après Tate,

K
∼−−→ H1(GK , C)

1 7−→ −[log ◦χcyc],

qui induit un isomorphisme (toujours d’après les calculs de cohomologie galoisienne
de Tate)

Fil0DK
∼−−→ H1(GK ,Fil0(D ⊗BdR))

)
.

L’application déduite
H1(GK , V ) −→ Fil0DK

coïncide alors avec l’exponentielle duale de Bloch-Kato exp∗V (cf. preuve prop. 3.8 de
[7] ou bien [42] théo. 1.4.1) : via l’accouplement de dualité de Tate parfait

H1(GK , V
∗(1))×H1(GK , V )

∪−−→ H2(GK ,Qp(1)) = Qp
on a, pour x ∈ (Fil0DK)∗ = Dcris(V

∗(1))/Fil0Dcris(V
∗(1)) et y ∈ H1(GK , V ),

<expV ∗(1)(x), y> = trK/Qp<x, exp∗V (y)>.

La perfection des accouplement précédents couplée à l’injectivité de expV ∗(1) montrent
que exp∗V est surjectif.

On dispose donc d’une suite

0 −→ Dϕ=p−1

⊕DK/Fil0DK
α−−→ H1(GK , V )

β−−→ Fil0DK −→ 0,
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telle que β ◦ α = 0, α est injectif et β surjectif. On veut montrer que cette suite
est exacte. Il suffit pour cela de montrer que la dimension du Qp-espace vectoriel du
milieu est la somme de celle des termes extrêmes. D’après Tate,

dimH0(GK , V )− dimH1(GK , V ) + dimH2(GK , V ) = −[K : Qp] dimV.

Puisque (D,ϕ) ne possède pas de pente nulle, V GK = 0. Par dualité de Tate,

dimH2(GK , V ) = dimH0(GK , V
∗(1)) = dim Fil1(D∗)ϕ=p.

Utilisant la faible admissibilité de (D∗, ϕ,Fil•D∗K) appliquée au sous-isocristal
(D∗)ϕ=p ⊗Qp K0 de D∗ on vérifie que Fil1(D∗)ϕ=p = (D∗)ϕ=p. Soit W =

(D ⊗K0 W (k)Q)ϕ=p−1

comme représentation de Gal(k|kK). Notons u ∈ End(W )

l’action du Frobenius de Gal(k|kK). On a Dϕ=p−1

= ker(Id − u). De plus,
(D∗)ϕ=p = ker(Id− tu). On a donc dim(D∗)ϕ=p = dimDϕ=p−1

. On conclut.
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CHAPITRE 11

ϕ-MODULES ET FIBRÉS

Introduction

Ce chapitre a un triple but :
— Donner une classification des ϕ-modules sur B+ et en déduire que lorsque F est

algébriquement clos la catégorie des ϕ-modules sur B+ est équivalente à celle
des fibrés vectoriels sur la courbe.

— Faire le lien entre les classifications de ϕ-modules sur l’anneau de Robba données
par Kedlaya et notre classification des fibrés sur la courbe.

— Expliquer géométriquement le théorème de Berger ([4]) classifiant les B-paires
en termes de (ϕ,Γ)-modules.

Dans la section 11.1 on donne la classification des ϕ-modules sur B+ (théo. 11.1.12).
D’un point de vue géométrique cette classification s’énonce de la façon suivante (coro.
11.1.14) : pour a ( OF un idéal monogène non-nul, tout F -isocristal sur Spec(OF /a)
est isotrivial au sens où il provient par extension des scalaires d’un F -isocristal sur kF
via le choix d’une section de la projection OF � kF . Ce résultat a été utilisé dans [60]
afin de montrer que si K|Qp est un corps perfectoïde alors tout groupe p-divisible sur
OK/pOK est isogène à un groupe p-divisible provenant de kK . La preuve du résultat
passe par l’étrange anneau B et l’on montre en fait que les ϕ-modules sur B+ sont
équivalents aux ϕ-modules sur B.

Les résultats des sections 11.2 et 11.3 ne sont pas nouveaux. Ils sont entièrement
dus à Kedlaya ([46], [45], [44]) et Kedlaya et Liu ([47]). Nous les avons inclus par souci
de complétude afin de faire le lien avec notre point de vue ainsi que nos notations et
celles des auteurs précédents.

11.1. ϕ-modules sur B+

11.1.1. Définitions. — Rappelons (sec. 1.10.4) que l’on note

B = Bb,+/p

où

p = {x ∈ Bb,+ | v0(x) > 0} =
{ ∑
n�−∞

[xn]πn ∈ Bb,+ | ∃ε > 0, ∀n v(xn) ≥ ε
}
.
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Notons

m = ker(Bb,+E �WOE (kF )Q)

=
{ ∑
n�−∞

[xn]πnE ∈ B
b,+
E | ∀n v(xn) > 0

}
etmB = m/p. L’anneauB est local d’idéal maximalmB et de corps résiduelWOE (kF )Q.
Rappelons également que le morphisme naturel induit par l’inclusion Bb,+ ⊂ B+

B −→ B+/{x ∈ B+ | v0(x) > 0}

est un isomorphisme. Dans cette section on notera

L := WOE (kF )Q.

Définition 11.1.1. — Pour A ∈ {L,B+, B} on note

ϕ-modA

la catégorie formée des couples (M,ϕ) où M est un A-module libre de rang fini et
ϕ : M

∼−−→M un isomorphisme ϕE-linéaire.

Bien sûr, la catégorie ϕ-ModL est la catégorie tannakienne des k-isocristaux relatifs
à E. Cette catégorie abélienne est semi-simple, complètement décrite par le théorème
de Dieudonné-Manin lorsque kF est algébriquement clos. Pour A ∈ {L,B+;B},
la catégorie ϕ-ModA est tensorielle symétrique E-linéaire, munie d’un objet unité
1A = (A,ϕE), de duaux et de Hom internes. Plus précisément, on a

(M1, ϕ1)⊗ (M2, ϕ2) = (M1 ⊗AM2, ϕ1 ⊗ ϕ2)

Hom
(
(M1, ϕ1), (M2, ϕ2)

)
=

(
HomA(M1,M2), ψ

)
où ψ(f) = ϕ2 ◦ f ◦ ϕ−1

1 . Le dual de X ∈ ϕ-ModA est alors

X̌ := Hom (X,1A).

On dispose de la formule usuelle

X̌1 ⊗X2
∼−−→Hom (X1, X2).

Pour X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModA posons

H0(X) := Hom(1A, X) = Mϕ=Id

et
H1(X) := Ext1(1A, X) = coker

(
M

Id−ϕ−−−−→M
)
,

où les extensions sont prises au sens de Yoneda. On a alors

Hom(X1, X2) = H0(Hom (X1, X2)).

La catégorie ϕ-ModA est naturellement une catégorie exacte dans laquelle toute suite
exacte courte

0 −→ X1 −→ X2 −→ X3 −→ 0
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donne naissance à une suite exacte longue de E-espaces vectoriels

0 −→ H0(X1) −→ H0(X2) −→ H0(X3) −→ H1(X1) −→ H1(X2) −→ H1(X3) −→ 0.

Fixons une uniformisante π de E. On a alors des objets « à la Tate » dans ϕ-ModA,
pour n ∈ Z

A(n) := (A, πnϕE)

et des torsions à la Tate, si X = (M,ϕ)

X(n) := X ⊗A(n) = (M,πnϕ).

On a bien sûr A(n) = A(1)⊗n et A(0) = 1A.

11.1.2. Module gradué associé à un ϕ-module. — Il y a un morphisme de E-espaces
vectoriels pour deux ϕ-modules X et Y

H0(X)⊗E H0(Y ) −→ H0(X ⊗ Y ).

On peut ainsi former la E-algèbre graduée⊕
d≥0

H0(B+(−d)),

qui n’est rien d’autre que PE,π. D’après la proposition 4.1.6 on obtient la même algèbre
en remplaçant B+ par B : via l’application de réduction B+ → B on a

PE,π =
⊕
d≥0

H0(B+(−d))
∼−−→
⊕
d≥0

H0(B(−d)).

De plus, si X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+ alors

Γ•(X) =
⊕
d≥0

Γd(X) :=
⊕
d≥0

H0(X(−d)) =
⊕
d≥0

Mϕ=πd

est un PE,π-module gradué via H0(B+(−d))⊗H0(X(−d′))→ H0(X(−d− d′)). Cela
définit un foncteur

Γ• : ϕ-ModB+ −→ PE,π-modules gradués.

11.1.3. Changement de corpsE. — Soit E′|E une extension de degré fini. On suppose
les corps résiduels de E et E′, kE et kE′ , plongés dans OF . Pour A ∈ {L,B+, B} notons

ϕ-ModAE ⊗E E′

la catégorie formée des couples (X, ι) où X ∈ ϕ-ModAE et ι : E′ → End(X) est un
morphisme de E-algèbres. L’extension WOE (kE′)Q|E est l’extension maximale non-
ramifiée de E dans E′. Si (M,ϕ, ι) ∈ ϕ-ModAE ⊗E E′ on a une décomposition

M =
⊕

i∈Z/fE′/EZ

Mi,

où
Mi = {x ∈M | ∀a ∈WOE (kE′)Q, ι(a)(x) = ϕiE(a)x}.
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Alors,

ϕ : Mi
∼−−→Mi+1,

M0 est un AE ⊗WOE
(kE′ )Q

E′ = AE′ -module libre et(
M0, ϕ

fE′/E
)
∈ ϕ-ModAE′ .

Cela définit un foncteur

ϕ-ModAE ⊗E E′ −→ ϕ-ModAE′ .

Soit maintenant (M ′, ϕ′) ∈ ϕ-ModAE′ . Posons

M =

fE′/E−1⊕
i=0

M ′ ⊗AE′ ,ϕiE AE′ .

Pour 0 ≤ i ≤ fE′/E − 1 posons

ψi : M ′ ⊗AE′ ,ϕiE AE′ −→ M ′ ⊗AE′ ,ϕi+1
E

AE′

m⊗ x 7−→

{
m⊗ ϕE(x) si i < fE′/E − 1

ϕ′(m)⊗ ϕE(x) si i = fE′/E − 1.

Alors,

(
M,

fE′/E−1⊕
i=0

ψi
)
∈ ϕ-ModAE ⊗E E′.

On vérifie que les deux foncteurs précédents sont adjoints et induisent des équivalences
inverses de catégories

ϕ-ModAE ⊗E E′
∼−−→ ϕ-ModAE′ .

On dispose mainteant d’un couple de foncteurs adjoints

ϕ-ModAE′
πE′/E∗

//
ϕ-ModAE

π∗
E′/E

oo

qui est donné via l’équivalence ϕ-ModAE ⊗E E′ ' ϕ-ModAE′ par les formules

πE′/E∗(X, ι) = X

π∗E′/E(Y ) = Y ⊗E E′,

l’action de E′ sur Y ⊗E E′ étant l’action canonique. En termes de ϕ-modules,

π∗E′/E(M,ϕ) = (M ⊗AE AE′ , ϕfE′/E ⊗ ϕE′).
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11.1.4. Les ϕ-modules A(λ). — Soit toujours A ∈ {L,B+, B}. Fixons une uniformi-
sante π de E.

Définition 11.1.2. — Soit λ ∈ Q, λ = d
h avec h ≥ 1, d ∈ Z et (d, h) = 1. On pose

A(λ) = 〈e0, . . . , eh−1〉,

avec ϕ(ei) = ei+1 si 0 ≤ i < h− 1 et ϕ(eh−1) = πde0.

Supposons que kϕ
h
E=Id

F |Fq soit une extension de degré h, Fqh . Soit Eh|E l’extension
non-ramifiée associée. On a alors avec les notations de la section précédente

AE(λ) = πEh/E∗AEh(d).

Lorsque kF est algébriquement clos le théorème de Dieudonné-Manin affirme que
la catégorie abélienne ϕ-ModLE est semi-simple d’objets simples les L(λ), λ ∈ Q. Via
les foncteurs d’extension des scalaires

ϕ-ModB+ −→ ϕ-ModB −→ ϕ-ModL,

le ϕ-module B+(λ) s’envoie sur B(λ) et L(λ).

11.1.5. Classification des ϕ-modules. — La proposition qui suit généralise la
proposition 4.1.6.

Proposition 11.1.3. — Le foncteur de réduction

ϕ-ModB+ −→ ϕ-ModB
est pleinement fidèle.

Démonstration. — L’existence de Hom internes et la formule

Hom(X,Y ) = H0(Hom (X,Y ))

dans les catégories ϕ-ModB+ et ϕ-ModB montrent que la proposition est équivalente
à ce que si X ∈ ϕ-ModB+ et X = X ⊗B+ B alors

H0(X)
∼−−→ H0(X).

Soit donc X = (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+ . Fixons une base (e1, . . . , en) de M et soit A =

(aij)i,j ∈ GLn(B+) la matrice de ϕ dans cette base, ϕ(ej) =
∑
i aijei. Pour r ≥ 0

définissons une norme additive sur M en posant

‖ · ‖r : M −→ R ∪ {+∞}
n∑
i=1

xiei 7−→ inf
1≤i≤n

{vr(xi)}.

Par norme additive on entend les propriétés
‖m‖r = 0⇔ m = 0

‖λm‖r = vr(λ) + ‖m‖r
‖m1 +m2‖r ≥ inf{‖m1‖r, ‖m2‖r}.
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Les propriétés suivantes sont vérifiées :

— M est complet pour la famille de normes additives (‖ · ‖r)r>0,
— ‖ · ‖0 : M → R+ ∪ {+∞},
— ‖m‖0 = lim

r→
>

0
‖m‖r.

Si
Λ = {m ∈M | ‖m‖0 > 0},

un sous B+-module stable sous l’action de ϕ, on a alors

M ⊗B+ B = M/Λ.

Pour montrer que H0(M)
∼−→ H0(M/Λ) il suffit donc de démontrer que

Id− ϕ : Λ −→ Λ

est un isomorphisme.
Pour r ≥ 0 posons

‖A‖r = inf
1≤i,j≤n

vr(ai,j) ∈ R.

Puisque pour tout x ∈ B+ on a vr(ϕ(x)) = qv r
q
(x) où q est le cardinal du corps

résiduel de E, l’inégalité suivante est vérifiée :

‖ϕ(m)‖r ≥ q‖m‖ rq + ‖A‖r.

On en déduit par récurrence que pour tout entier k ≥ 1

‖ϕk(m)‖r ≥ qk‖m‖ r

qk
+

k−1∑
i=0

qi‖A‖ r
qi
.

Lorsque r = 0 cette formule donne

‖ϕk(m)‖0 ≥ qk‖m‖0 +
( k−1∑
i=0

qi
)
‖A‖0,

où ‖A‖0 ≥ 0. Ainsi, si m ∈ Λ vérifie ϕ(m) = m, de l’inégalité précédente on déduit
que ‖m‖0 = +∞ et donc m = 0. L’application Id− ϕ : Λ→ Λ est donc injective.

Soit maintenant r > 0 et m ∈ Λ. Il existe r0 > 0 et α ≥ 0 tels que pour 0 ≤ r′ ≤ r0

on ait ‖A‖r′ ≥ −αr′. Il existe donc des constantes A,B ∈ R telles que

k−1∑
i=0

qi‖A‖ r
qi
≥ Ak +B.

Puisque lim
k→+∞

‖m‖ r

qk
= ‖m‖0 > 0 on en déduit que

lim
k→+∞

‖ϕk(m)‖r = +∞.
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Cela étant vrai pour tout r > 0, M étant complet pour (‖ · ‖r)r>0, on en déduit que
Id− ϕ : Λ→ Λ possède un inverse donné par

Λ −→ Λ

m 7−→
∑
k≥0

ϕk(m).

Lemme 11.1.4. — Soit M un WOE (OF )-module libre de rang fini muni d’un
endomorphisme ϕE-linéaire ϕ : M →M . Soit MkF := M ⊗WOE (kF ). Alors,

Mϕ=Id ∼−−→Mϕ=Id
kF

.

Si kF ↪→ OF est une section de la projection OF � kF alors Mϕ=Id ⊗OE WOE (OF ) est
un sous-ϕ-module de M facteur direct.

Démonstration. — Fixons une base de M , ce qui permet de l’identifier à WOE (OF )n.
Pour montrer la première assertion il suffit de vérifier que

Id− ϕ : W (mF )n −→W (mF )n

est bijectif. Munissons WOE (OF )n de la topologie produit de la topologie faible sur
WOE (OF ). Si l’on pose pour r > 0, ‖(x1, . . . , xn)‖r = inf{vr(x1), . . . , vr(xn)} il
s’agit alors de la topologie déduite de la famille de normes additives (‖ · ‖r)r>0.
C’est également la topologie ([a], π)-adique sur M pour un a ∈ OF \ {0} vérifiant
v(a) > 0. Pour cette topologie, M est complet. On vérifie facilement que pour tout
m ∈WOE (mF )n,

lim
k→+∞

ϕk(m) = 0.

Ainsi, (Id− ϕ)|WOE
(mF )n

possède comme inverse l’application m 7→
∑
k≥0 ϕ

k(m). On

a donc Mϕ=Id ∼−−→Mϕ=Id
kF

.
Le noyau de WOE (OF ) → WOE (k) est contenu dans le radical de Jacobson de

WOE (OF ). On peut donc appliquer le lemme de Nakayama pour conclure que puisque
Mϕ=Id
kF

est facteur direct dans MkF , Mϕ=Id ⊗WOE
(kF ) WOE (OF ) est facteur direct

dans M .

Lemme 11.1.5. — Soient X,Y ∈ ϕ-ModBE . On a alors

Ext1(X,Y ) ' H1(X̌ ⊗ Y ).

Lemme 11.1.6. — Pour λ, µ ∈ Q on a

Ext1
(
B(λ), B(µ)

)
= 0

lorsque kF est algébriquement clos. L’annulation précédente est encore valable lorsque
kF est quelconque et λ 6= µ.
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Démonstration. — On a B(λ)∨ = B(−λ). De plus, B(−λ) ⊗ B(µ) est une somme
directe de ϕ-modules isomorphes à B(µ− λ). Il suffit donc de montrer que pour tout
ν ∈ Q, H1

(
B(ν)

)
= 0. Si ν = d

h avec (d, h) = 1, h ≥ 1 et d ∈ Z alors

H1
(
B( dh )

)
= coker

(
B

Id−πdϕh−−−−−−→ BE
)
.

Si d > 0 cela résulte de ce que

Id− πdϕh : WOE (OF )
∼−−→WOE (OF )

car πdϕh est topologiquement π-adiquement nilpotent et WOE (OF ) est π-adique. Si
d < 0 cela résulte de ce que

π−dϕ−h : coker
(
B

Id−πdϕh−−−−−−→ B
) ∼−−→ coker

(
B

π−dϕ−h−Id−−−−−−−−→ B
)

et du cas précédent d > 0. Si d = 0, après avoir fixé une section kF ↪→ OF de
la projection OF � kF , on a WOE (OF ) = WOE (kF ) ⊕ WOE (mF ). Puisque kF est
algébriquement clos,

coker
(
WOE (kF )

Id−ϕ−−−→WOE (kF )
)

= 0.

Puisque ϕ est topologiquement nilpotent pour la topologie faible sur WOE (mF ) et que
celui-ci est complet pour cette topologie,

Id− ϕ : WOE (mF )
∼−−→WOE (mF ).

D’où le résultat.

Théorème 11.1.7. — Supposons kF algébriquement clos.
1. Pour chaque choix d’un scindage kF ↪→ OF de la projection OF � kF , le foncteur

d’extension des scalaires de L à B+

ϕ-ModL −→ ϕ-ModB+

est essentiellement surjectif.
2. Tout X ∈ ϕ-ModB+ est isomorphe à une somme directe de B+(λ), λ ∈ Q.
3. Le foncteur de réduction des coefficients de B+ à B

ϕ-ModB+ −→ ϕ-ModB
induit une équivalence de catégories.

Démonstration. — D’après le théorème de Dieudonné-Manin, les points (1) et (2)
sont équivalents. La proposition 11.1.3 dit que le théorème revient alors à prouver
que tout X ∈ ϕ-ModB est isomorphe à une somme directe de B(λ), λ ∈ Q. Le
lemme 11.1.6 nous dit qu’il suffit de montrer qu’un tel X possède une filtration par
des sous-ϕ-modules facteurs directs dont les gradués sont isomorphes à des B(λ),
λ ∈ Q. Soit donc X = (M,ϕ). Notons MkF = M ⊗ L. Soit λ la plus petite pente
de Dieudonné-Manin de (MkF , ϕ). Si λ = d

h avec (d, h) = 1 et h ≥ 1, il existe un
WOE (kF )-réseau Λ ⊂MkF vérifiant

ϕhΛ ⊂ πdΛ et Λϕ
h=πd 6= 0.
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Soient e1, . . . , en ∈ M relevant une base de Λ. D’après le lemme de Nakayama c’est
une base de M . Notons ψ = π−dϕh. Soit A ∈ GLn(B) la matrice de ψ dans la base
(e1, . . . , en). Puisque la réduction de A dans WOE (kF )Q est dans Mn(WOE (kF )), il
existe B ∈ Mn(WOE (OF )) dont l’image dans Mn(B) coïncide avec A. On peut donc
trouver un WOE (OF )-module libre N muni d’un morphisme ϕh-linéaire ψ̃ : N → N

tel que
(N, ψ̃)⊗WOE

(OF ) B = (M,ψ).

D’après le lemme 11.1.4
N ψ̃=Id ∼−−→ Λϕ

h=πd 6= 0.

On peut donc trouver un morphisme non-nul

B(λ) −→ (M,ϕ),

qui après réduction via B → L définit un sous-isocristal L(λ) ↪→ (MkF , ϕ). D’après le
lemme de Nakayama, B(λ)→ (M,ϕ) est un sous-ϕ-module facteur direct.

Lorsque le corps kF n’est pas algébriquement clos on dispose également du théorème
suivant dont la démonstration est légèrement plus compliquée.

Théorème 11.1.8. — On ne suppose pas nécessairement kF algébriquement clos.
1. Pour chaque choix d’un scindage kF ↪→ OF de la projection OF � kF , le foncteur

d’extension des scalaires de L à B+

ϕ-ModL −→ ϕ-ModB+

est essentiellement surjectif.
2. Le foncteur de réduction des coefficients de B+ à B

ϕ-ModB+ −→ ϕ-ModB
induit une équivalence de catégories.

Démonstration. — Il suffit de prouver que le foncteur ϕ-ModL → ϕ-ModB est
essentiellement surjectif. Soit M ∈ ϕ-ModB de réduction MkF sur L. Soit λ = d

h la
plus petite pente de Dieudonné-Manin de MkF et Λ ⊂MkF un réseau satisfaisant

ϕh(Λ) ⊂ πdΛ.

Considérons la décomposition canonique

Λ = Λbij ⊕ Λnilp

relativement à l’action de l’opérateur π−dϕh. Ainsi, Λbij

[
1
π

]
est le facteur de pente λ

dans la décomposition de Dieudonné-Manin de MkF

[
1
π

]
. Notons

Λbij(−λ) =

h−1⊕
i=0

ϕi(Λbij)

sur lequel ϕ agit de façon bijective via

ϕ(x0, . . . , xh−1) =
(
π−dϕ(xh−1), ϕ(x0), . . . , ϕ(xh−2)

)
.
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On note de même Λ(−λ) qui est stable sous l’action de ϕ. On a ainsi Λ(−λ)
[

1
π

]
=

MkF ⊗L(−λ). Comme dans la preuve de 11.1.7, il existe un WOE (OF )-module libre N
muni d’un Frobenius ϕ tel que

(N,ϕ)⊗WOE
(OF ) B = (M,ϕ)⊗B(−λ)

(N,ϕ)⊗WOE
(OF ) OL = (Λ(−λ), ϕ).

Considérons alors le module

A = HomWOE
(OF )

(
Λbij(−λ)⊗OL WOE (OF ), N

)
muni du Frobenius défini par ϕ(f) = ϕ ◦ f ◦ ϕ−1. D’après le lemme 11.1.4

Aϕ=Id ∼−−→ Homϕ(Λbij(−λ),Λ(−λ)).

On en déduit l’existence d’un morphisme

Λbij(−λ)⊗OL WOE (OF ) −→ N

induisant l’inclusion Λbij(−λ) ↪→ Λ(−λ) après application de − ⊗WOE
(OF ) OL. Ce

morphisme induit lui-même un morphisme

u : Λbij(−λ)⊗OL B −→M ⊗B(−λ)

qui se réduit sur l’inclusion Λbij

[
1
π

]
⊗ L(−λ) ↪→ MkF ⊗ L(−λ). D’après le lemme de

Nakayama u est injectif et fait de (Λbij

[
1
π

]
⊗LB)⊗B(−λ) un sous B-module facteur

direct.
Avant d’aller plus loin, remarquons que la preuve du lemme 11.1.6 s’adapte pour

montrer que si µ1 6= µ2 et D1, D2 ∈ ϕ-ModL sont isoclines de pente 0 alors

Ext1(D1 ⊗L B(µ1), D2 ⊗B(µ2)) = 0.(5)

On peut maintenant procéder par récurrence sur le nombre de pentes de MkF pour
en déduire que

M ⊗B(−λ) '
r⊕
i=1

Ui ⊗L B(6)

pour des isocristaux isoclines (Ui)1≤i≤r de pentes strictement croissantes lorsque
l’indice i croît. Notons Dλ = End(B(−λ)) = End(L(−λ)) l’algèbre à division sur
E d’invariant λ. Il y a une action de Dλ sur M ⊗B(−λ) qui induit une action sur le
membre de droite de (6). Puisque

Hom(Ui ⊗L B,Uj ⊗L B) = 0

lorsque i > j, cette action respecte la filtration

Fil• =
⊕
i≥•

Ui ⊗L B.

De cela on déduit une action sur les gradués de cette filtration, c’est à dire une action
de Dλ sur les Ui ⊗L B, 1 ≤ i ≤ r. Puisque pour tout i l’isocristal Ui est isocline on a

End(Ui ⊗L B) = End(Ui)
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(cela se ramène au cas où kF est algébriquement clos) et l’action de Dλ sur Ui ⊗L B
provient donc d’une action sur Ui. Remarquons maintenant qu’il y a un isomorphisme
canonique de ϕ-modules sur B

M
∼−−→ HomDλ⊗B

(
B(−λ),M ⊗B(−λ)

)
.

Le foncteur HomDλ⊗B(B(−λ),−) étant exact sur la catégorie exacte des B-modules
libres munis d’une action deDλ, le ϕ-moduleM possède une filtration dont les gradués
sont isomorphes aux ϕ-modules

HomDλ⊗B(B(−λ), Ui ⊗L B) = HomDλ(L(−λ), Ui)⊗L B, 1 ≤ i ≤ r.

On conclut en utilisant l’annulation des groupes d’extensions (5).

11.1.6. ϕ-modules sur B+ et fibrés. — Définissons un foncteur

ϕ-ModB+
E
−→ FibXE .

Soit (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+
E
et

Γ•(M,ϕ) =
⊕
d≥0

MϕE=πdE

l’algèbre graduée sur PE,πE associée. Il lui est associé un faisceau quasi-cohérent

E (M,ϕ) = ˜Γ•(M,ϕ)

sur XE = Proj(PE,πE ). Avec les notations du théorème 11.1.8, si kF ↪→ OF est une
section de OF � kF et (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL alors

E (D ⊗L B+, ϕ⊗ ϕ) = E (D,ϕ),

où E (D,ϕ) est le fibré vectoriel associé à l’isocristal (D,ϕ). Du théorème 11.1.8 on
déduit donc que E (M,ϕ) est un fibré vectoriel.

Le théorème suivant se déduit maintenant du théorème 8.2.10 de classification des
fibrés.

Théorème 11.1.9. — Supposons F algébriquement clos. Le foncteur

E (−) : ϕ-ModB+
E
−→ FibXE

induit une équivalence de catégories tensorielles pour laquelle

H0(XE ,E (M,ϕ)) = H0(M,ϕ) = Mϕ=Id.

De plus, si E′/E est une extension de degré fini, πE′,E : XE′ → XE, il y a un
diagramme commutatif

ϕ-ModB+

E′

E (−)
//

πE′/E∗

��

FibXE′

πE′,E∗

��

ϕ-ModB+
E

E (−)
//

π∗
E′/E

OO

FibXE .

π∗
E′,E

OO

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



354 CHAPITRE 11. ϕ-MODULES ET FIBRÉS

Remarque 11.1.10. — Le foncteur E (−) : ϕ-ModB+
E
→ FibXE est exact. Cependant

son inverse ne l’est pas et l’équivalence de catégories précédente n’est pas un
équivalence de catégories exactes. Par exemple, il résulte du lemme 11.1.6 et de la
proposition 11.1.3 que pour tout X,Y ∈ ϕ-ModB+

E
on a Ext1(X,Y ) = 0 alors qu’en

général Ext1(E (X),E (Y )) 6= 0.

Remarque 11.1.11. — Le théorème précédent est faux lorsque F n’est plus
algébriquement clos. Via le théorème de classification 9.4.3, le foncteur ϕ-ModB+ →
FibX est pleinement fidèle d’image essentielle les fibrés associés à (λi, [ρi])i avec pour
tout i, ρi non-ramifiée i.e. ρi se factorise via Gal(F |F )→ Gal(kF |kF ).

Donnons maintenant une description de l’inverse du foncteur E (−) lorsque F est
algébriquement clos. Fixons le corps E et une uniformisante π de E. On noteX := XE ,
pour h ≥ 1, Ph := PEh,πE et Xh := XEh = Proj(Ph). Soit

P∞ = lim
−→
h≥1

Ph.

C’est une E-algèbre Q+-graduée,

P∞ =
⊕
λ∈Q+

P∞,λ,

où
P∞,λ =

⋃
h�1

(B+)ϕ
h=πhλ = (B+)ϕ

s=πr ⊗Es E∞

si λ = r
s avec (r, s) = 1 et E∞ est l’extension maximale non-ramifiée de E. Pour

E ∈ FibX et h ≥ 1 soit

Mh(E ) =
⊕
λ∈ 1

hZ

Γ(Xh, (π
∗
hE )(hλ)),

où πh : Xh → X et

M∞(E ) = lim
−→
h≥1

Mh(E ) =
⊕
λ∈Q

⋃
h�1

Γ(Xh, (π
∗
hE )(hλ)).

C’est un P∞-module Q-gradué.
La tour de courbes (Xh)h≥1 est un pro-revêtement galoisien de groupe Ẑ. Plus

précisément, si on note σ = ϕ ∈ Gal(E∞|E) alors Gal(Xh/X) = σZ/hZ. Le fibré en
droites OXh(1) = P̃h[1] est muni d’un isomorphisme

uh : σ∗OXh(1)
∼−−→ OXh(1)

vérifiant
σh−1∗uh ◦ · · ·σ∗uh ◦ uh = π ∈ Aut(OXh(1)).

Cet isomorphisme est celui associé à l’isomorphisme ϕ-linéaire de Ph-modules gradués

ϕ : Ph[1]
∼−−→ Ph[1].
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On dispose de même pour tout d ∈ Z d’un isomorphisme

u⊗dh : σ∗OXh(d)
∼−−→ OXh(d)

associé à l’isomorphisme ϕ-linéaire ϕ : Ph[d]
∼−−→ Ph[d]. Cela définit un isomorphisme

ϕ-linéaire de P∞-modules

ϕ : M∞(E )
∼−−→M∞(E ),

l’action de ϕ sur Γ(Xh, (π
∗
hE )(d)) étant définie par

ϕ : Γ(Xh, (π
∗
hE )(d))

σ∗−−−→ Γ(Xh, (σ
∗π∗hE )⊗ σ∗OXh(d))

Id⊗u⊗dh−−−−−−→ Γ(Xh, (σ
∗π∗hE )(d)) = Γ(Xh, (π

∗
hE )(d)),

puisque πh ◦ σ = πh.
Si (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+ on a

M∞(E (M,ϕ)) =
⊕
λ∈Q

⋃
h�1

Mϕh=πhλ .

Calculons en particulier M∞(OX(−µ)). Si µ = r
s avec (r, s) = 1, on a B+(µ) =

B+e1 ⊕ · · · ⊕ B+es sur lequel ϕ agit via ϕ(ei) = ei+1 si i < s et ϕ(es) = πre1. On a
alors

M∞(E (B+(µ))) = P∞[−µ]e1 ⊕ · · · ⊕ P∞[−µ]es,

où P∞[−µ] est graduée de telle manière que les éléments homogènes de degré λ soient
les éléments homogènes de degré λ−µ de P∞. De plus l’action de ϕ sur M∞(B+(µ))

est celle donnée par ϕ(ei) = ei+1 si i < s et ϕ(es) = πre1.
De ce calcul et du théorème de classification des fibrés on déduit que si ϕ-ModP∞

désigne la catégorie des P∞-modules Q-gradués M∞ munis d’un isomorphisme
ϕ-linéaire ϕ : M∞

∼−−→ M∞ et tels que M∞ soit isomorphe à une somme finie de
P∞[µ], µ ∈ Q, on a un foncteur

M∞(−) : FibX −→ ϕ-ModP∞ .

D’après le calcul explicite précédent, le composé

FibX
M∞(−)−−−−−−→ ϕ-ModP∞

−⊗P∞B
+

−−−−−−−−→ ϕ-ModB+

est un inverse du foncteur E (−).

11.1.7. Variante : ϕ-modules sur B+
ρ et F -isocristaux

Rappelons (sec. 1.10) que
B+ =

⋂
ρ>0

B+
ρ

avec ϕ : B+
ρ
∼−−→ B+

ρq ⊂ B+
ρ . Soit ρ ∈ ]0, 1[. Appelons ϕ-module sur B+

ρ un couple
(M,ϕ) oùM est un B+

ρ -module libre de rang fini et ϕ un endomorphisme semi-linéaire
de M induisant un isomorhisme

M ⊗B+
ρ ,ϕ

B+
ρ
∼−−→M
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(i.e. la matrice de ϕ dans une base de M est inversible). Des arguments identiques à
ceux de la section précédente fournissent l’énoncé suivant.

Théorème 11.1.12. — Le théorème 11.1.8 reste valable en remplaçant ϕ-ModB+ par
ϕ-ModB+

ρ
: pour tout (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+

ρ
de réduction (D,ϕ) ∈ ϕ-ModL et tout choix

de section kF ⊂ OF il y a un isomorphisme (non canonique)

(M,ϕ) ' (D,ϕ)⊗L B+
ρ .

Remarquons le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 11.1.13. — Le foncteur d’extension des scalaires

ϕ-ModB+ −→ ϕ-ModB+
ρ

est une équivalence de catégories. Un inverse est donné par le foncteur

(M,ϕ) 7−→
( ⋂
n≥0

ϕn(M), ϕ
)
.

Notons également le corollaire suivant (cf. sec. 1.10.3).

Corollaire 11.1.14. — Soit a ⊂ OF un idéal principal propre non nul et

B+
cris,ρ = Γ

((
Spec(OF /a)/Spec(Zp)

)
cris
, OSpec(OF /a)/Spec(Zp)

)[
1
p

]
l’anneau des périodes p-adiques cristallines associées à OF /a, ρ = |a|. Soit ϕ-ModB+

cris,ρ

la catégorie formée des B+
cris,ρ-modules libres de rang fini munis d’un isomorphisme

semi-linéaire. Choisissons une section kF ↪→ OF .

1. Pour tout (M,ϕ) ∈ ϕ-ModB+
cris,ρ

si (D,ϕ) = (M,ϕ) ⊗B+
cris,ρ

L il y a un
isomorphisme (non canonique)

(M,ϕ) ' (D,ϕ)⊗L B+
cris,ρ.

2. Le foncteur section globale induit une équivalence de catégorie entre F -isocris-
taux sur Spec(OF /a)/Spec(Zp) et ϕ-ModB+

cris,ρ
. Ainsi, tout F -isocristal sur

Spec(OF /a)/Spec(Zp) est isotrivial au sens où il est isomorphe à l’extension
des scalaires de kF à OF d’un F -isocristal sur Spec(kF )/Spec(Zp).

3. La catégorie des F -isocristaux sur Spec(OF /a)/Spec(Zp) est équivalente à celle
des « F -isocristaux convergents sur Sp(F ) » i.e. celle des ϕ-modules sur B+.

4. Lorsque F est algébriquement clos la catégorie des fibrés vectoriels sur la courbe
XF est équivalente à celle des F -isocristaux sur Spec(OF /a)/Spec(Zp) (il ne
s’agit pas d’une équivalence de catégories exactes, cf. rem. 11.1.10).
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11.2. ϕ-modules sur B et l’anneau de Robba d’après Kedlaya

11.2.1. Définitions et premières propriétés. — Rappelons que si I est un intervalle
compact dans [0, 1[ alors l’anneau BI est un anneau principal (3.5.1).

Définition 11.2.1. — 1. Soit I un intervalle de [0, 1[. On note ProjBI la catégorie
des BI -modules projectifs de type fini sur BI .

2. On note
FibYI := 2-lim

←−
J

ProjBJ

la 2-limite projective des catégories de BJ -modules libres de rang fini où J

parcourt les intervalles compacts contenus dans I i.e. les collections (MJ)J⊂I
de tels modules munis d’isomorphismes MJ ⊗BJ BJ′

∼−→ MJ′ , lorsque J ′ ⊂ J ,
satisfaisant les relations de compatibilité usuelles.

Soit I comme dans la définition précédente. D’après le théorème 3.5.1 le système
projectif (BJ)J⊂I,compact forme une algèbre de Fréchet-Stein au sens de la section 3
de [58]. Des corollaires 3.3 et 3.4 de [58] on tire la proposition suivante.

Proposition 11.2.2. — Il y a un foncteur sections globales

Γ : FibYI −→ ProjBI
(MJ)J 7−→ lim

←−
J

MJ

qui est une équivalence exacte de catégories. De plus

Γ
(
(MJ)J

)
⊗BI BJ

∼−−→MJ .

Rappelons que pour tout ρ ∈ ]0, 1[ l’anneau B]0,ρ] est de Bezout (3.5.7). On a donc
le résultat suivant.

Proposition 11.2.3. — Pour tout ρ ∈ ]0, 1[, FibY]0,ρ]
s’identifie via le foncteur sections

globales à la catégorie des B]0,ρ]-modules libres de rang fini.

On dispose également d’une notion de faisceau cohérent.

Définition 11.2.4. — On note

CohYI := 2-lim
←−
J

ModtfBJ

la 2-limite projective des catégories de BJ -modules de type fini où J parcourt les
intervalles compacts contenus dans I.

Utilisant la structure des modules de type fini sur un anneau principal et les
résultats de [58] (sec. 3, en particulier le corollaire 3.3) on déduit le résultat suivant.
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Proposition 11.2.5. — 1. Le foncteur sections globales induit une équivalence entre
CohYI et la catégorie des BI-modules isomorphes à

M ⊕
∏
y∈|YI |

Ny

avec M projectif de type fini et Ny est un B+
dR,y-module de type fini de torsion

tel que pour tout J ⊂ I compact l’ensemble des y ∈ |YJ | tels que Ny 6= 0 soit
fini.

2. Le foncteur sections globales induit une équivalence de catégories entre les
faisceaux cohérents (MJ)J tels que

sup
y∈|Y |

longk(y)MJ ⊗ k(y) < +∞

(où J est n’importe que intervalle tel que y ∈ |YJ |) et les BI-modules de
présentation finie.

11.2.2. Propriété de faisceau de I 7→ BI

Lemme 11.2.6. — Soit I un intervalle de [0, 1]. Notons I+ l’enveloppe convexe de
I ∪ {1} et I− celle de I ∪ {0}. On a alors

BI = BI+ +BI− .

Démonstration. — Pour x =
∑
�−∞ ∈ Bb on note

x+ =
∑
n≥0

[xn]πn

x− =
∑
n<0

[xn]πn.

Remarquons que pour ρ, ρ′ ∈ ]0, 1] avec ρ ≤ ρ′

|x+|ρ ≤ |x+|ρ′
|x−|ρ′ ≥ |x−|ρ′ .

Dès lors, si f ∈ BI , f =
∑
k≥0 fk est une série convergente dans BI avec fk ∈ Bb,

on a
f =

∑
k≥0

f+
k︸ ︷︷ ︸

∈BI−

+
∑
k≥0

f−k︸ ︷︷ ︸
∈BI+

.

Proposition 11.2.7. — Soient I, J ⊂ [0, 1] des intervalles tels que I ∩ J 6= ∅. Il y a
alors une suite exacte de Mayer-Vietoris

0 −→ BI∪J −→ BI ⊕BJ −→ BI∩J −→ 0.
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En d’autres termes, via les inclusions BI ⊂ BI∩J , BJ ⊂ BI∩J on a

BI∪J = BI ∩BJ
BI∩J = BI +BJ .

Démonstration. — La partie de l’énoncé BI∩J = BI +BJ résulte immédiatement du
lemme 11.2.6. Soit maintenant f ∈ BI ∩ BJ dont on veut montrer qu’il appartient
à BI∪J . On peut supposer que I 6⊂ J , J 6⊂ I et sup(I) < sup(J). Écrivons
(lemme 11.2.6)

f = a+ b, a ∈ BI+ , b ∈ BI− .
Puisque BI+ ⊂ BI∪J on a donc

b ∈ BI− ∩BJ .
Mais d’après la description explicite donnée dans la proposition 1.6.23 on a BI−∩BJ ⊂
BI∪J .

Remarque 11.2.8. — Soit I =
⋃
α∈A Jα un recouvrement d’un intervalle I de [0, 1] par

des sous-intervalles. On dit qu’il est admissible si pour tout compact K ⊂ I, il existe
un sous-ensemble fini A′ ⊂ A d’indices tel que K ⊂

⋃
α∈A′ Jα. Munissons la catégorie

des intervalles de [0, 1] de la topologie de Grothendieck dont les recouvrements sont les
recouvrements admissibles. Il résulte alors de la proposition précédente que O : I 7→ BI
est un faisceau pour cette topologie tel que pour tout intervalle I on ait H1(I, O) = 0.

Remarque 11.2.9. — La théorie des espaces perfectoïdes a apporté entre temps une
nouvelle preuve de la proposition 11.2.7 (cf. [22] théo. 2.1). Néanmoins nous avons
préféré inclure la preuve précédente bien plus élémentaire et largement suffisante pour
nos besoins.

11.2.3. Recollement de fibrés

11.2.3.1. Un lemme d’approximation
Lemme 11.2.10. — Soient B1, B2, A des E-algèbres de Banach munies de morphismes
B1 → A et B2 → A tels que l’application déduite B1 ⊕ B2 → A soit surjective. Soit
Z ∈ GLn(A). Il existe alors un voisinage de l’identité dans GLn(A) tel que toute
matrice dans ce voisinage s’écrive sous la forme

XZY Z−1

avec X ∈ GLn(B1) et Y ∈ GLn(B2).

Démonstration. — On sait que si D est une E-algèbre de Banach alors

exp : p2Mn(D0)
∼−−→ Id + p2Mn(D0)

d’inverse donné par le logarithme. L’application

(U, V ) 7−→ log
(

exp(U)Z exp(V )Z−1
)
∈Mn(A)

est alors définie sur un voisinage suffisamment petit de 0 ∈ Mn(B1) ⊕Mn(B2). On
peut alors appliquer le lemme 11.2.11 qui suit pour conclure.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2018



360 CHAPITRE 11. ϕ-MODULES ET FIBRÉS

Si D est une E-algèbre de Banach et f ∈ DJT1, . . . , TnK,

f =
∑
α∈Nn

aαT
α1
1 · · ·Tαnn ,

dans le lemme qui suit on dit que f est holomorphe au voisinage de 0 s’il existe ρ > 0

tel que

sup
α∈Nn

‖aα‖ρ|α| < +∞.

Lemme 11.2.11. — Soient C1, . . . , Cn, D1, . . . , Dm des E-algèbres de Banach munies
de morphismes

uij : Cj → Di, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Soient pour i ∈ {1, . . . ,m}
fi ∈ DiJT1, . . . , TnK

que l’on suppose holomorphe au voisinage de 0. Cela définit une fonction

g : U1 × · · · ×Un −→ D1 × · · · ×Dm

(x1, . . . , xn) 7−→
(
fi
(
ui1(x1), . . . , uin(xn)

))
1≤i≤m

sur des voisinages U1, . . . ,Un de 0 suffisamment petits dans C1, . . . , Cn.
Supposons que l’application linéaire tangente en 0

C1 ⊕ · · · ⊕ Cn −→ D1 ⊕ · · · ⊕Dm

(x1, . . . , xn) 7−→
( n∑
j=1

∂fi
∂Tj

(0)uij(xj)
)

1≤i≤m

soit surjective et pour tout i, fi(0, . . . , 0) = 0.
L’image de l’application g contient alors un voisinage de 0 (et ce quels que soient

les voisinages U1, . . . ,Un de 0 suffisamment petits choisis).

Démonstration. — C’est une conséquence du théorème de l’application ouverte et de
la méthode d’approximation de Newton. Plus précisément, d’après le théorème de
l’application ouverte de Banach et puisque E est de valuation discrète il existe une
section E-linéaire continue

s : D1 ⊕ · · · ⊕Dm −→ C1 ⊕ · · · ⊕ Cn

de l’application tangente en 0. On vérifie alors que si y ∈ D1⊕ · · ·⊕Dm est de norme
suffisamment petite alors la suite définie par récurrence{

u0 = s(y)

un+1 = un − s(g(un)− y)

est bien définie pour tout entier n et converge vers un élément x tel que g(x) = y.
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11.2.3.2. Recollement. — Si I ′ ⊂ I ⊂ [0, 1[ sont des intervalles il y a un foncteur de
restriction

FibYI −→ FibYI′

que l’on note E 7→ E |YI′
.

Proposition 11.2.12. — Soient I1, I2 deux intervalles de [0, 1[ vérifiant I1 ∩ I2 6= ∅. La
catégorie FibYI1∪I2 s’identifie à celle des triplets (E1,E2, ι) où E1 ∈ FibYI1 , E2 ∈ FibYI2
et ι : E1|YI1∩I2

∼−→ E2|YI2 .

Démonstration. — Il suffit de traiter le cas où I1 et I2 sont compacts, ce que l’on
suppose donc. Il y a un foncteur naturel de la catégorie FibYI1∪I2 vers celle des triplets
de l’énoncé. La pleine fidélité de ce foncteur résulte de ce que BI1∩BI2 = BI1∪I2 (prop.
11.2.7). Passons à la surjectivité essentielle. Les classes d’isomorphisme de triplets de
rang n s’identifient à l’ensemble quotient

GLn(BI1)\GLn(BI1∩I2)/GLn(BI2).

Il s’agit de montrer qu’il est trivial. Soit U ∈ GLn(BI1∩I2). Puisque BI1∪I2 est dense
dans BI1∩I2 on peut trouver

Z ∈ Mn(BI1∪I2) ∩GLn(BI1∩I2)

tel que UZ−1 soit aussi proche que l’on veut de l’identité de GLn(BI1∩I2). Utilisant la
proposition 11.2.7, d’après le lemme 11.2.10 il existe X ∈ GLn(BI1) et Y ∈ GLn(BI2)

tels que

UZ−1 = XZY Z−1

et donc

U = XZY.

Puisque BI1∪I2 est un anneau principal et det(Z) 6= 0, on peut écrire

Z = Z ′DZ ′′

où Z ′, Z ′′ ∈ GLn(BI1∪I2) et D est une matrice diagonale. Tout élément de BI1∪I2 ∩
B×I1∩I2 s’écrit sous la forme x1x2 avec x1 ∈ B×I1 et x2 ∈ B×I2 (cela résulte de la
description du spectre maximal de ces anneaux principaux). On en déduit que l’on
peut écrire D = D1D2 avec D1 ∈ GLn(BI1) et D2 ∈ GLn(BI2).

Remarque 11.2.13. — Avec les notations de la remarque 11.2.8 il résulte de la
proposition précédente que FibYI s’identifie à la catégorie des O-modules localement
libres.

Remarque 11.2.14. — De la structure des modules de type fini sur un anneau principal
on déduit que la proposition 11.2.12 s’étend à CohYI .
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11.2.4. Descente galoisienne

Proposition 11.2.15. — Soit I ⊂ [0, 1[ un intervalle compact d’extrémités dans |F | ∩
[0, 1[ et L|F une extension de degré fini.

1. BL,I est une BF,I-algèbre étale finie de degré [L : F ]. Si de plus L|F est
galoisienne alors BL,I |BF,I est galoisienne de groupe

Gal(L|F )
∼−−→ AutBF,I (BL,I).

2. La B0
F,I-algèbre B

0
L,I est presque étale au sens où pour tout ε ∈ mF

[ε]B0
F,I ⊂ trL/F (B0

L,I) ⊂ B0
F,I .

Démonstration. — On peut supposer que L|F est galoisienne. L’assertion est claire si
I = {0}. On suppose donc I 6= {0}. Notons d = [L : F ]. Soit α ∈ OL tel que L = F [α].
Choisissons b ∈ OF tel que

bOL ⊂ OF [α] ⊂ OL.

Pour tout entier k ≥ 0 considérons le morphisme de WOE (OF )-module

uk : WOE (OF )d −→ WOE (OL)

(λ0, . . . , λd−1) 7−→
d−1∑
i=0

λi
[
αi/p

k]
.

Modulo π, uk est l’inclusion OF [α1/pk ] ⊂ OL. On en déduit que uk est injectif et que
de plus

[b1/p
k

]WOE (OL) ⊂ Im(uk) + πWOE (OL).

Si I = [ρ1, ρ2] choisissons a1, a2 ∈ F tels que |a1| = ρ1, |a2| = ρ2. On a alors pour
∗ ∈ {L,F}

B0,b
∗,I := B0

∗,I ∩Bb = WOE (O∗)
[ [a1]
π , π

[a2]

]
.

On en déduit que le morphisme

vk :
(
B0,b
F,I

)d −→ B0,b
L,I

déduit de uk vérifie
[b1/p

k

]B0,b
L,I ⊂ Im(vk) + πB0,b

L,I .

Choisissons k � 0 de telle manière que

|a2| < |b1/p
k

|

et posons
δ = [a2b

−1/pk ] ∈ B00
L,I .

On a alors

[b1/p
k

]B0,b
L,I ⊂ Im(vk) + [b1/p

k

]δ
π

[a2]
B0
L,I

⊂ Im(vk) + [b1/p
k

]δB0
L,I .

ASTÉRISQUE 406



11.2. ϕ-MODULES SUR B ET L’ANNEAU DE ROBBA D’APRÈS KEDLAYA 363

Puisque δ est topologiquement nilpotent dans BL,I on en déduit que le conoyau de

v̂k : (B0
F,I)

d −→ B0
L,I

(λ0, . . . , λd−1) 7−→
d−1∑
i=0

λi[α
i/pk ]

est annulé par [b1/p
k

].
Pour k � 0 on a donc des inclusions

[b1/p
k

]B0
L,I ⊂ B0

F,I

[
[α1/pk ]

]
⊂ B0

L,I ,

desquelles il découle que

BL,I = BF,I

[
[α1/pk ]

]
=

d−1∑
i=0

BF,I [α
i/pk ].

Montrons maintenant qu’en fait

BL,I =

d−1⊕
i=0

BF,I [α
i/pk ].

Si ce n’était pas le cas alors le degré de [α1/pk ] dans l’extension algébrique

Frac(BL,I)|Frac(BF,I)

serait strictement plus petit que d. Mais l’action de Gal(L|F ) sur BL,I induit une
action

f : Gal(L|F ) −→ Aut
(
Frac(BL,I)|Frac(BF,I)

)
.

L’ensemble des conjugués de α1/pk , {σ(α1/pk) | σ ∈ Gal(L|F )}, étant de cardinal d,

{τ([α1/pk ]) | τ ∈ Im(f)} = {[σ(α1/pk)] | σ ∈ Gal(L|F )}

est de cardinal d. Ainsi, [α1/pk ] est de degré supérieur ou égal à d dans l’extension
algébrique précédente ce qui est une contradiction.

Il s’ensuit que [α1/pk ] est de degré d et que BL,I est un BF,I -module libre de
base (1, [α1/pk ], . . . , [α(d−1)/pk ]). De plus, Frac(BL,I) est une extension galoisienne de
groupe de Galois Gal(L|F ).

Notons Gal(L|F ) = {σ0, . . . , σd−1}. Le discriminant de la forme quadratique trace
dans la base (1, [α1/pk ], . . . , [α(d−1)/pk ]) est donné par

∆k = det
([
σi(α)j/p

k])2

0≤i,j≤d−1
.

Il appartient donc à WOE (OF ) et est congru modulo π au discriminant de la forme
quadratique trace de L|F dans la base (1, α1/pk , . . . , α(d−1)/pk) qui est lui-même la
racine pk-ième du discriminant associé à la base (1, α, . . . , αd−1). On a donc pour tout
ρ ∈ I

lim
k→∞

|∆k|ρ = 1.
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On en déduit que BL,I |BF,I est étale ainsi que l’assertion concernant le caractère
presque étale.

Remarque 11.2.16. — La proposition précédente redonne comme cas particulier une
preuve du corollaire 1.8.3.

Remarque 11.2.17. — Lorsque 1 ∈ I le raisonnement précédent ne marche pas
(cf. étape « Choisissons k � 0 de telle manière que |a2| < |b1/pk |... »). Le
résultat précédent est faux pour B]0,1] = B+

[
1

[$F ]

]
. Cela a des répercussions

importantes concernant la classification des ϕ-modules sur B+ et B lorsque F n’est
pas algébriquement clos (les ϕ-modules sur B+ ne satisfont pas la descente galoisienne
contrairement à ceux sur B, cf. 11.1.11).

De la méthode de Sen on déduit le résultat suivant.

Proposition 11.2.18. — Soit I ⊂ [0, 1[ un intervalle compact d’extrémités dans |F | ∩
[0, 1[. On a alors

BGF
F̂ ,I

= BF,I .

De plus, le foncteur d’extension des scalaires −⊗BF,I BF̂ ,I induit une équivalence de
catégories entre BF,I-modules libres de rang fini et B

F̂ ,I
-modules libres de rang fini

munis d’une action semi-linéaire continue de Gal(F |F ).

Ainsi, pour tout intervalle I ⊂ [0, 1[, FibYF,I s’identifie aux fibrés E ∈ FibY
F̂ ,I

munis

d’une action semi-linéaire de Gal(F |F ), (cσ)σ∈GF avec cσ : σ∗E
∼−→ E , continue au

sens où pour tout intervalle compact J ⊂ I l’action induite sur l’espace de Banach
Γ(YJ ,E ) est continue.

11.2.5. Fibrés ϕ-équivariants. — Si E = (MJ)J⊂I est un fibré sur YI on note ϕ∗E le
fibré (Mϕ−1(J) ⊗Bϕ−1(J),ϕ

BJ)J⊂ϕ(I) sur Yϕ(I).

Définition 11.2.19. — On note

1. On note FibY/ϕZ la catégorie des fibrés E sur Y = Y]0,1[ munis d’un
isomorphisme ϕ∗E ∼−→ E .

2. On note FibY ∪{0}/ϕZ la catégorie des fibrés E sur Y[0,1[ munis d’un isomorphisme
ϕ∗E

∼−→ E .

D’après 11.2.2 la catégorie FibY/ϕZ s’identifie à la catégorie ϕ-ModB formée des
couples (M,ϕ) où M est un B-module projectif de type fini et ϕ : M

∼−→ M est un
isomorphisme semi-linéaire. Quant-à FibY ∪{0}/ϕZ elle s’identifie à ϕ-ModB[0,1[

.
Soient R = lim

ρ→0
B]0,ρ], et E † = lim

ρ→0
B[0,ρ] (def. 1.8.1). Le premier est un anneau de

Bezout (3.5.8) et le second est un corps valué hensélien (1.8.2).
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Proposition 11.2.20. — 1. Soit I un intervalle de ]0, 1[ satisfaisant ϕ(I)∩I 6= ∅. La
restriction à YI induit une équivalente entre FibY/ϕZ et la catégorie des couples
(E , u) où E ∈ FibYI et

u : (ϕ∗E )|Yϕ(I)∩I

∼−−→ E |ϕ(I)∩I
.

2. Il en est de même pour FibY ∪{0}/ϕZ si I est un intervalle de [0, 1[ contenant 0.

Démonstration. — Remarquons que

⋃
n∈Z

ϕn(I) =

{
]0, 1[ dans le cas (1)

[0, 1[ dans le cas (2).

La proposition résulte alors de 11.2.12.

Exemple 11.2.21. — Fixons ρ ∈ ]0, 1[. Les classes d’isomorphisme de fibrés sur Y/ϕZ

s’identifient à l’ensemble quotient

GLn(B[ρq,ρ])\GLn(Bρq ),

où l’action de X ∈ GLn(B[ρq,ρ]) sur A ∈ GLn(Bρq ) est donnée par XAϕ(X)−1.

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 11.2.22. — Soient ϕ-ModR la catégorie des modules libres de rang fini
sur l’anneau de Robba munis d’un isomorphisme semi-linéaire et ϕ-ModE † celle des
E †-espaces vectoriels de dimension finie munis d’un isomorphisme semi-linéaire. Il y
a des équivalences

FibY/ϕZ
∼−−→ ϕ-ModR

FibY ∪{0}/ϕZ
∼−−→ ϕ-ModE † .

Remarque 11.2.23. — Si E ∈ CohY est muni d’une structure ϕ-équivariante alors la
condition (2) de 11.2.5 est satisfaite. On en déduit donc de la même façon que dans le
corollaire précédent que CohY/ϕZ s’identifie aux couples (M,ϕ) avec M un R-module
de type fini et ϕ un isomorphisme semi-linéaire.

Enfin on notera le résultat suivant parfois appelé « le cas facile du théorème de
Kedlaya ».

Proposition 11.2.24 (Kedlaya [44] prop. 5.11 et coro. 5.12). — Le foncteur de complétion

ϕ-ModE † −→ ϕ-ModE

est une équivalence de catégories et donc la classification de Dieudonné-Manin
s’applique à ϕ-ModE † .
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Démonstration. — D’après la proposition 11.2.15 les objets de ϕ-ModE † satisfont à
la descente galoisienne relativement à F̂ |F . Puisqu’il en est de même pour ϕ-ModE

on est ramené à montrer le résultat pour F algébriquement clos.
Pour λ ∈ Q on note E †(λ) l’isocristal isocline de pente λ usuel (defini sur Fq en

fait). Soit alors (V, ϕ) ∈ ϕ-ModE † . On procède par récurrence sur dimE †(V ) afin de
montrer que (V, ϕ) est somme directe de E †(λ), λ ∈ Q. Soit λ = d

h , (d, h) = 1, la plus
grande pente de Dieudonné-Manin de (V̂ , ϕ). Il existe alors un réseau Λ ⊂ V tel que
ϕh(Λ) ⊂ πdΛ (l’existence d’un tel réseau n’a aucun rapport avec la complétude ou
non de E †, cf. la preuve de Dieudonné-Manin donnée dans la section 2 du chapitre VI
de [65]). On peut alors appliquer le lemme 11.2.25 qui suit couplé à l’hypothèse de
récurrence pour conclure que (V, ϕ) est extension d’un isocristal de la forme

⊕
i E
†(µi)

par E †(λ)r, r ≥ 1, avec pour tout i, µi < λ. Pour conclure il suffit maintenant de
constater que

Ext1(E †(µ),E †(λ)) = 0

dès que λ > µ. Cela se ramène à vérifier que le conoyau de

E †
Id−π−dϕh−−−−−−−→ E †

est nul dès que d > 0 et h ≥ 1 ce qui ne pose pas de problème.

Lemme 11.2.25. — Soit Λ un OE †-module libre de rang fini muni d’un endomorphisme
semi-linéaire ϕ. Il y a alors une bijection

Λϕ=Id ∼−−→ Λ̂ϕ=Id.

Démonstration. — Soit A ∈Mn(OE †) l’inverse de la matrice de ϕ dans une base de Λ.
Quitte à remplacer cette base (ei)i par ([λ]ei)i avec λ ∈ F× tel que |λ| � 1 on peut
supposer que A mod π ∈Mn(OF ). Pour x =

∑
n≥0[xn]πn ∈ OE , k ∈ N et ρ ∈ ]0, 1[ on

note
‖f‖k,ρ = sup

0≤i≤k
|xi|ρi.

On notera que les semi-normes ‖·‖k,ρ sont sous-multiplicatives sur OE . Soit maintenant
X ∈ OnE tel que

ϕ(X) = AX.(7)

Si X = (xi)1≤i≤n on note ‖X‖k,ρ = sup1≤i≤n ‖xi‖k,ρ. Remarquons que si f ∈ OE †

vérifie f mod π ∈ OF alors pour ρ ∈ ]0, 1[ suffisemment proche de 0 on a |f |ρ ≤ 1

(regarder le polygone de Newton de f). Choisissons donc ρ0 ∈ ]0, 1[ tel que A ∈
Mn(B[0,ρ0]) et pour tout ρ ∈ [0, ρ0], supi,j |aij |ρ ≤ 1. Pour tout entier k ≥ 0, de
l’égalité (7) on tire que

‖X‖qk,ρ0
= ‖ϕ(X)‖k,ρq0 ≤ ‖X‖k,ρq0 .

De cela on déduit par récurrence que pour tout m ≥ 1,

‖X‖k,ρ0
≤ ‖X‖1/q

m

k,ρq
m

0

.
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Remarquons maintenant que si f ∈ OE \ πk+1OE

lim
m→+∞

‖f‖1/q
m

k,ρq
m

0

= ρi00 ,

où si f =
∑
i≥0[fi]π

i alors i0 ≤ k est le plus petit indice tel que fi0 6= 0. On en déduit
aussitôt que

sup
k
‖X‖k,ρ0

< +∞

et donc X ∈ Bn[0,ρ] dès que ρ < ρ0.

11.3. GAGA d’après Kedlaya-Liu

Via le morphisme de ind-schémas ϕ-invariant

lim
−→
I⊂]0,1[

Spec(BI) −→ X,

il y a un foncteur d’analytification

(−)an : CohX −→ CohY/ϕZ .

Théorème 11.3.1 (Kedlaya-Liu [47] théo. 8.7.8). — Le foncteur

(−)an : CohX −→ CohY/ϕZ

est une équivalence.

Démonstration. — Le cas des faisceaux cohérents de torsion est immédiat puisque si
y ∈ |Y | s’envoie sur x ∈ |X| via |Y |/ϕZ ∼−→ |X| alors B+

dR,y
∼−→ ÔX,x. On se ramène

alors aisément à montrer que

(−)an : FibX −→ FibY/ϕZ

est une équivalence. Commençons par la pleine fidélité. Utilisant les Hom internes on
est ramené à montrer que

H0(X,E ) = H0(Y/ϕZ,E an)

qui par définition est Γ(E an)ϕ=Id (cf. notations de la déf. 11.2.2). Soit donc E ∈ FibX .
Fixons un recouvrement fini

X =
⋃
i

Ui

tel que pour tout i, Ui = D+(ti) avec ti ∈ P homogène non nul et E |Ui soit trivial.
Notons Be,i = B[ 1

ti
]ϕ=Id et Be,ij = B[ 1

titj
]ϕ=Id. Après avoir fixé des trivialisations

des (E |Ui)i on obtient un cocycle

Aij ∈ GLn(Be,ij), AijAjk = Aik.

Dès lors
Γ(X,E ) =

{
(Xi)i ∈

∏
i

Bne,i
∣∣ AijXj = Xi

}
.
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Si I ⊂ ]0, 1[ est un intervalle compact on dispose alors d’un recouvrement

(8) Spec(BI) =
⋃
i

Spec(BI [ 1
ti

]).

On a alors E an = (MI)I où MI est donné par le cocycle de Cech précédent sur le
recouvrement (8) via les plongements

GLn(Be,ij) ⊂ GLn(BI [
1
titj

]).

Dès lors,

MI =
{

(Xi)i ∈
∏
i

BI [
1
ti

] | AijXj = Xi

}
.

Il s’en suit que

Γ(Y,E an) =
{

(Xi)i ∈
∏
i

lim
←−
I⊂]0,1[

(
BI [

1
ti

]
)
| AijXj = Xi

}
,

et donc

Γ(Y/ϕZ,E an) = Γ(Y,E an)ϕ=Id

=
{

(Xi)i ∈
∏
i

(
lim
←−
I⊂]0,1[

(
BI [

1
ti

]
))ϕ=Id ∣∣∣ AijXj = Xi

}
.

On a
lim
←−
I⊂]0,1[

(
BI [

1
ti

]
)
⊂M (Y ),

le corps des fonctions méromorphes sur Y (sec. 3.5.4). De plus la partie négative du
diviseur d’une telle fonction méromorphe est contenu dans le support du diviseur
de ti. Puisque

B = {f ∈M (Y ) | div(f) ≥ 0},
on en déduit que (

lim
←−
I⊂]0,1[

(
BI [

1
ti

]
))ϕ=Id

= Be,i.

Cela conclut quant à la pleine fidélité.
La surjectivité essentielle résulte du théorème 11.3.2. En effet, si E = ((MI)I , ϕ) ∈

FibY/ϕZ est de rang n et
u : OnY/ϕZ ↪−→ E

alors u est une modification au sens où son conoyau est un faiceau cohérent de
torsion : pour tout I, MI/u(BnI ) est de torsion. Mais se donner une telle modification
ϕ-équivariante est équivalent à se donner une collection de réseaux (Λy)y∈|Y |,
(B+

dR,y)n ⊂ Λy, vérifiant :

— ϕ(Λy) = Λϕ(y),
— Λy = (B+

dR,y)n pour presque tout y mod ϕZ.
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Cela est équivalent à se donner une collection de réseaux (Nx)x∈|X|, ÔnX,x ⊂ Nx
avec égalité pour presque tout x. Mais cela est encore équivalent à se donner une
modification

OnX ↪−→ F

avec F ∈ FibX . On a alors F an = E .

Pour d ∈ Z notons OY/ϕZ(d) = OX(d)an qui correspond au ϕ-module (B, π−dϕ) ∈
ϕ-ModB .

Théorème 11.3.2 (Kedlaya). — Soit E ∈ FibY/ϕZ de rang n. Pour d � 0 il existe un
monomorphisme

OnY/ϕZ ↪−→ E (d)

qui est donc une modification.

Nous n’allons pas donner la preuve en détails. Le point consiste à construire
suffisamment de sections globales de E (d) pour d� 0. Lorsque E = Fq((π)) la preuve
est donnée dans le théorème 4.3 de [36] en suivant un argument de Kedlaya ([44]).
On retrouve cet argument dans la preuve de la proposition 6.2.2 de [47] elle même
utilisée dans la démonstration du théorème 6.3.9 de [47].

Remarque 11.3.3. — Le théorème GAGA 11.3.1 précédent a été démontré en tout
premier dans l’article [22] (théo. 3.5) par l’un des auteurs afin de comprendre le lien
entre les résultats de ce texte et ceux de Kedlaya. La preuve donnée dans [22] de
GAGA n’est cependant pas naturelle. La méthode de démonstration consiste en effet
à vérifier que les deux théorèmes de classification des fibrés vectoriels, celui de ce livre
et celui de Kedlaya, coïncident via le foncteur d’analytification. La preuve précédente
de Kedlaya et Liu répond à la question posée dans la section 7.5 de [24] (après la
proposition 7.14) de donner une démonstration plus naturelle de GAGA.

Remarque 11.3.4. — Réciproquement, la preuve donnée dans le chapitre 8 de ce livre
du théorème de classification des fibrés s’adapte aussitôt pour donner une preuve du
théorème de Kedlaya de classification des ϕ-modules sur RF utilisant les périodes des
groupes p-divisibles (cependant il n’est pas impossible que certains des calculs dans
l’anneau de Robba RF avec F sphériquement complet effectués par Kedlaya tels que
ceux de la section 2.6 de [45] puissent s’interpréter en termes de quasi-logarithmes).
Néanmoins le lecteur affuté remarquera qu’afin de disposer de filtrations de Harder-
Narasimhan pour les fibrés sur Y/ϕZ on a besoin de savoir que ceux-ci sont extensions
successives de fibrés en droites. La seule méthode connue pour démontrer cela est
d’appliquer le théorème 11.3.2, résultat auquel on ne peut donc pas échapper pour
classifier les ϕ-modules sur RF .
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11.4. En résumé

On a donc obtenu le diagramme d’équivalence suivant :

FibX
∼

GAGA
// FibY/ϕZ ϕ-ModB

'

��

ϕ-ModB+
∼

si F alg clos
oo

ϕ-ModR F -isocristaux/Spec(OF /$F ).

En partant de la gauche, la première flèche horizontale GAGA est induite par le
morphisme de ind-schémas lim

−→
I⊂]0,1[
compact

Spec(BI) → X. La seconde égalité est donnée par

le foncteur sections globales qui à (MI)I associe le module projectif lim
←−
I

MI . Les

autres flèches sont simplement données par les inclusions B+ ⊂ B et B ⊂ R.
En termes géométriques l’équivalence

ϕ-ModB+
∼−−→ ϕ-ModB

lorsque F est algébriquement clos signifie que tout fibré ϕ-équivariant sur Y s’étend
canoniquement en un fibré ϕ-équivariant sur « Y ∪ {| · |1 = 1} ». Comme remarqué
précédemment (rem. 11.1.10) ce foncteur extension canonique n’est pas un foncteur
exact.

Remarque 11.4.1. — Il résulte donc du théorème de classification des fibrés que si
(M,ϕ) ∈ ϕ-ModB avec F algébriquement clos alors le module projectif M est un
B-module libre. Il n’y a pas de raison pour que ce soit le cas pour F parfait quelconque.
Remarquons de plus qu’en général les B-modules projectifs ne sont pas libres (i.e. tout
fibré sur Y est trivial) même si F est algébriquement clos bien que ce soit probablement
le cas lorsque F est sphériquement complet.

En toute généralité le foncteur

ϕ-ModE † −→ ϕ-ModR

est essentiellement surjectif. C’est une conséquence du fait que la filtration de Harder-
Narasimhan est scindée (9.4.1) et du théorème de classification 9.4.3 couplé à la
proposition 11.2.24. Cepdendant ce n’est pas une équivalence de catégories. Bien sûr
le foncteur précédent n’est pas pleinement fidèle. En termes géométriques, tout fibré
ϕ-équivariant sur Y s’étend de façon non-canonique en un fibré ϕ-équivariant sur
« Y ∪ {0} ».

Spécialisons nous maintenant en pente de Harder-Narasimhan λ ∈ Q. Alors,

ϕ-Modisoc.,−λ
E †

∼−−→ ϕ-Modss.,λ
R

est une équivalence où le membre de gauche est formé des isocristaux isoclines de
pente −λ au sens de Dieudonné-Manin et celui de droite des fibrés semi-stables de
pentes λ au sens de Harder-Narasimhan.

ASTÉRISQUE 406



11.5. LE THÉORÈME DE BERGER 371

11.5. Le théorème de Berger

Supposons maintenant que K|Qp est un corps local à corps résiduel parfait dont
on fixe une clôture algébrique K. Soit K∞ = K(ζp∞)|K. Notons Γ = Gal(K∞|K),
un sous-groupe ouvert de Z×p et K̃∞ le corps des normes non parfait tel qu’introduit
dans [64], un corps local de caractéristique positive. Rappelons que l’on a alors

K̂[
∞ =

(
K̃1/p∞

∞
)̂

.

Considérons l’anneau de Robba « classique » RK̃∞
et la catégorie associée de

(ϕ,Γ)-modules
(ϕ,Γ)-ModR

K̃∞
.

D’après le théorème principal de [11] on peut décompléter la complétion de K̃1/p∞

∞ en
utilisant l’action de Γ grâce à des traces à la Tate pour obtenir une équivalence

(ϕ,Γ)-ModR
K̃∞

∼−−→ (ϕ,Γ)-ModK̂[
∞

De cela et du théorème GAGA on déduit le théorème suivant de Berger (qui est
exprimé en termes de B-paires dans [4]).

Théorème 11.5.1 (Berger [4]). — Il y a équivalence de catégories entre (ϕ,Γ)-ModR
K̃∞

et fibrés Γ-équivariants sur XK̂[
∞
.

On remarquera que puisqu’il existe des représentations p-adiques non surconver-
gentes de Gal(K|K∞), l’action de Γ est essentielle dans le théorème précédent et le
foncteur

ϕ-ModR
K̃∞
−→ FibX

K̂[∞

n’est pas essentiellement surjectif.
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Anneaux de Fontaine
Acris,ρ, 96
B, 72
BWOE (OF ), 95, 153
B+
ρ , 92

B+
cris,ρ, 96

B+
dR,y, 130, 142

Bb, 62
Bb,+, 62, 92
BI , 72
Be, 248, 256
Blog, 315
E , 62
E †, 87
OE , 62
A, 62
R, 87
B, 97

(−)[,Q basculement généralisé, 100
Bϕ

h=πd un espace de Banach-Colmez,
150

BC espaces de Banach-Colmez, 286
BW (−) les bivecteurs, 95
Cy corps résiduel associé à y ∈ |Y |

lorsque F alg. clos, 116
CohHX faisceaux cohérents

H-équivariants, 292
D(−) module de Dieudonné, 155
DO(−) O-module de Dieudonné, 155
Div+(YI) les diviseurs effectifs sur YI ,

131

Div+(Y/ϕZ) diviseurs effectifs sur
Y/ϕZ, 239

E un corps local, 56
F un corps perfectoide de

caractéristique p, 56
Fq le corps résiduel de E, 56
htO(−) O-hauteur, 155
Ky le corps résiduel associé à y ∈ |Y |,

139
L (−) transformée de Legendre, 70
LT Q une loi de Lubin-Tate associées

à Q, 61
(Me,MdR, u) une B-paire associée à

un fibré, 305
M (Y ) fonctions méromorphes sur Y ,

146
M (Y/ϕZ) le corps des fonctions

méromorphes sur la courbe
analytique, 250

m+
y l’idéal de Bb,+ associé à y ∈ |Y |,

116, 139
my l’idéal de Bb associé à y ∈ |Y |,

116, 139
µ(−) pente de H.N. d’un fibré

vectoriel, 208
Newt polygone de Newton d’un

élément de Bb, 70
Newt I polygone de Newton d’un

élément de BI , 78
Newt

0
I polygone de Newton
« étendu » d’un élément de BI ,
76
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|.|ρ norme de Gauss, 64
||y|| distance à l’origine π = 0 de

y ∈ |Y |, 126, 141
OX(λ) un fibré de pente λ, 277
OX(d, h) un fibré de degré d et de

rang h, 277
OX(d) fibré tautologique de degré d

sur la courbe, 274
ordy ordre d’annulation en y ∈ |Y |,

130, 142
(ϕ,N,G)-ModFil la catégorie des

(ϕ,N)-Galois modules filtrés, 331
PF,E,π l’algèbre graduée de périodes,

237
Π+(b),Π−(b),Π(b) des produits de

Weierstrass, 243
py l’idéal de A associé à y ∈ |Y |, 116
ϕ le Frobenius, 63
(ϕ,N)-ModFilK/K0

la catégorie des
(ϕ,N)-modules filtrés, 329

ϕ-ModFilK/K0
la catégorie des

ϕ-modules filtrés, 327
ϕ-ModA la catégorie des ϕ-modules

sur A, 344
πE′/E morphisme entres courbes

associés à E′|E, 276
Prim les éléments primitifs, 106
Primd les éléments primitifs de degré

d, 106
Q un polynôme, 60

[−]Q relèvement de Teichmüller
généralisé, 61

RepB+
dR

(GK) la catégorie des
B+

dR-représentations galoisiennes,
305

RepBe(GK) la catégorie des
Be-représentations galoisiennes,
305

θ le morphisme thêta de Fontaine, 102
θy projection sur le corps résiduel

associé à y ∈ |Y |, 116, 139
tH point terminal du polygone de

Hodge, 211, 326
tN point terminal du polygone de

Newton, 210, 326
Vπ le π-Verschiebung, 58, 156
Vcris le foncteur Vcris, 329
|.|y valeur absolue sur le corps

résiduel associé à y ∈ |Y |, 116
v la valuation de F , 56
vr valuation de Gauss, 64
vy valuation sur le corps résiduel

associé à y ∈ |Y |, 116
WOE (−) vecteurs de Witt ramifiés, 58
XF,E la courbe, 248
|Y | les classes d’éléments primitifs

irréductibles, 116, 135
|YI | couronne dans |Y | définie par

l’intervalle I, 126
|Y
F̂
|GF−fin éléments d’orbite finie
sous Galois dans |Y

F̂
|, 136
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log-cristallin, 329
Descente galoisienne de l’ensemble
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admissible, 328
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Fibré ample sur la courbe, 263
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Fibré de de Rham, 326
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Fonctions méromorphes sur Y/ϕZ, 250
GAGA, 367
Groupe des classes d’idéaux de Be,

257
Isocristaux, 210, 278
L’algèbre graduée P , 237
L’espace Y , 116
La courbe, 248, 258
La suite exacte fondamentale, 246
Le morphisme θ, 102
Le théorème de Berger, 371
Norme de Gauss, 64
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ϕ-modules sur B+, 343
ϕ-modules sur B, 343
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326
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Sphère de Riemann, 215
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Ce travail est consacré à la découverte, la définition et
l’étude de la courbe fondamentale en théorie de Hodge
p-adique. On prend pour cela le point de vue de définir
et d’étudier les différents anneaux de périodes p-adiques
comme anneaux de fonctions holomorphes de la variable p.
L’étude de ces anneaux nous permet de définir la courbe.
On classifie ensuite les fibrés vectoriels sur celle-ci, un
théorème qui généralise en quelque sortes le théorème de
classification des fibrés vectoriels sur la droite projective.
Comme application on redémontre géométriquement les
deux théorèmes principaux de la théorie de Hodge p-adique :
faiblement admissible implique admissible et de Rham
implique potentiellement semi-stable.


