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JOINT ET TRANCHES POUR LES
00-CATEGORIES STRICTES

Dimitri Ara, Georges Maltsiniotis

Résumé. — Le but de cet ouvrage est de développer une théorie du joint et des
tranches pour les co-catégories strictes. A deux oo-catégories strictes, on en associe
une troisiéme qu’on appelle leur joint. Cette opération est compatible au joint usuel
des catégories & troncation prés. On montre que le joint définit une structure de
catégorie monoidale sur la catégorie des oco-catégories strictes et qu’il commute aux
limites inductives connexes en chaque variable. En particulier, on obtient ’existence
de certains adjoints a droite ; ces adjoints définissent des tranches co-catégoriques, en
un sens généralisé. On énonce des conjectures de fonctorialité du joint et des tranches
par rapport aux transformations lax et oplax supérieures et on démontre des premiers
résultats dans ce sens. Ces résultats sont utilisés dans un autre travail pour établir
un théoréme A de Quillen co-catégorique. Enfin, dans un appendice, on revisite le
produit tensoriel de Gray oo-catégorique. Un des principaux outils utilisés dans ce
travail est la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner.

Abstract (Join and slices for strict co-categories). — The goal of this book is to develop
a theory of join and slices for strict co-categories. To any pair of strict co-categories,
we associate a third one that we call their join. This operation is compatible with the
usual join of categories up to truncation. We show that the join defines a monoidal
category structure on the category of strict oo-categories and that it respects con-
nected inductive limits in each variable. In particular, we obtain the existence of
some right adjoints; these adjoints define co-categorical slices, in a generalized sense.
We state some conjectures about the functoriality of the join and the slices with re-
spect to higher lax and oplax transformations and we prove some first results in this
direction. These results are used in another paper to establish a Quillen Theorem A
for strict oo-categories. Finally, in an appendix, we revisit the Gray tensor product
of strict co-categories. One of the main tools used in this paper is Steiner’s theory of
augmented directed complexes.
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INTRODUCTION

Ce travail, méme s’il en est essentiellement indépendant, est issu d’un projet consa-
cré a la théorie homotopique des co-catégories strictes, projet constitué actuellement
des textes [5], [2], [9], [6], [7], [3] et [8], ainsi que de Darticle [21] de Gagna. Ces tra-
vaux sont motivés par le fait que les co-catégories strictes fournissent des modéles
des types d’homotopie plus proches de l'intuition géométrique que ceux fournis par
les catégories. Une description détaillée de ce projet et de ses motivations se trouve
dans U'introduction de [6]. C’est en travaillant sur un théoréme A de Quillen pour les
oo-catégories strictes, résultat principal de [6] et [7], que le besoin de définir une théo-
rie du joint et des tranches oco-catégoriques généralisées s’est fait sentir. En effet, non
seulement ’énoncé méme du théoréme A fait intervenir des tranches du type C\C , ol
c est un objet de C, mais surtout, sa démonstration, déja pour les 2-catégories strictes,
fait intervenir des tranches de la forme 0\07 ou c¢ est un n-simplexe du nerf de C
(voir la preuve de [16, théoréme 2.16], preuve inspirée des références originales [13]
et [14]). La motivation initiale du présent travail était de fournir les outils pour définir
et étudier ces tranches généralisées pour les oco-catégories en vue d’'une démonstra-
tion d’un théoréme A oo-catégorique. Néanmoins, les notions de joint et de tranches
oo-catégoriques sont, nous semble-t-il, des notions fondamentales de la théorie des
oo-catégories strictes dont 'intérét dépasse largement les applications qui les ont mo-
tivées.

Commengons par rappeler la situation pour le joint et les tranches en dimension 1,
c’est-a-dire pour les catégories. Si A et B sont deux catégories, on définit une nouvelle
catégorie A x B, appelée le joint de A et B, de la maniére suivante. Le graphe sous-
jacent a A * B est le graphe sous-jacent a la somme disjointe ATl B auquel on adjoint
une fléche jj , de a vers b pour tout couple (a,b) formé d’un objet a de A et d’un
objet b de B. Les identités et la composition sont définies de la maniére évidente. On
obtient ainsi un foncteur

Cat x Cat — Cat
(A,B) — A% B,
ot Cat désigne la catégorie des petites catégories. On vérifie facilement que le joint

définit une structure de catégorie monoidale sur Caz d’unité la catégorie vide. Cette
structure n’est pas bifermée mais est localement bifermée au sens suivant : pour toutes
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2 INTRODUCTION

petites catégories A et B, les foncteurs

Cat — A\ Cat . Cat — B\ Cat
Brs (A«B,ii: A= AxB) ' Aws (AxB,uis: B — A% B),

A AxB<2 B

désignent les foncteurs canoniques, admettent des adjoints a droite. On obtient ainsi
des foncteurs

A\ Cat — Cat B\ Cat — Cab
(Cru:A—=C) s \C < (Cov:B—=C) o Oy

qu’on appelle respectivement les foncteurs tranches généralisées au-dessous et au-
dessus. Explicitement, si u : A — C est un foncteur, les objets de la catégorie u\C’ sont
les cones inductifs sur le diagramme u et les morphismes sont les morphismes de cones
en un sens évident. De méme pour la catégorie C /v et les cones projectifs. Si ¢ est
un objet de C, on peut considérer ¢ comme un foncteur ¢ : e — C, ou e désigne
la catégorie finale, et la catégorie C\C au sens précédent n’est autre que la tranche
usuelle. Ainsi, les tranches u\C’ sont des tranches généralisées au sens ot on considére
des tranches au-dessous d’un diagramme quelconque a valeur dans C' et non pas
seulement d’un objet de C.

Ce point de vue sur les tranches ne joue traditionnellement pas un roéle important
en théorie des catégories, sans doute parce que les objets en jeu sont simples & décrire
explicitement. Néanmoins, le joint et ses deux adjoints sont au cceur de la théorie
des quasi-catégories (voir par exemple [24]) et sont un outil précieux pour obtenir la
structure de catégorie de modeéles de Joyal [25] sur les ensembles simpliciaux.

Le résultat principal de ce travail est la généralisation du formalisme du joint et
des tranches a la catégorie co-Cat des oo-catégories strictes. On définit un foncteur

00-Cat x 0o-Cat — co-Cat
(A, B) — AxB

qu’on appelle le joint co-catégorique. Ce foncteur est compatible au joint 1-catégorique
au sens suivant : si A et B sont deux catégories vues comme des oco-catégories, alors
leur joint oo-catégorique A x B est une 3-catégorie dont le tronqué 1-catégorique,
obtenu en appliquant 1’adjoint & gauche du foncteur d’inclusion de Cat dans oo-Cat,
est le joint 1-catégorique usuel. En effet, le joint co-catégorique Ax B s’obtient & partir
du joint 1-catégorique en ajoutant, pour tout objet a de A et toute fléche g : b — b’
de B, une 2-fleche dans le triangle formé de g, jp.q €t jpr o, pour toute fleche f: a — o
de A et tout objet b de B, une 2-fleche dans le triangle formé de f, jy o €t jo o et,
pour toute fleche de A et toute fléeche de B, une 3-fleche dans le tétraedre formé des
triangles du type précédent, et en quotientant par les relations évidentes. Notre joint
oo-catégorique est par ailleurs compatible au joint des ensembles simpliciaux (voir par
exemple [24, section 3]) au sens o1, si X et ¥ sont deux ensembles simpliciaux et si coo
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INTRODUCTION 3

désigne I’adjoint a gauche du nerf de Street [36], on a un isomorphisme canonique de
oo-catégories Coo (X *Y) > coo(X) * coo (V).

On montre que le joint co-catégorique définit une structure de catégorie monoidale
sur oco-Cat d’unité la oo-catégorie vide et que cette structure est localement bifermée.
Ainsi, pour toute co-catégorie A et toute co-catégorie B, les foncteurs

oo-Cat — A\oo-Cat . oo-Cat — B\ oo-Cat
Brs (AxB,u: A~ AxB) © A (Ax B,y B— AxB),

A AxB& B

désignent des oo-foncteurs canoniques, admettent des adjoints & droite. On obtient
ainsi des foncteurs

A\0o-Cat —+ co-Cat B\oo-Cat — oo-Cat
t coO
(Cou:A—=C)m (O © (Coo:B—C) s CTy.

Le premier foncteur définit les tranches oo-catégoriques généralisées au-dessous.
Si ¢ est un objet de C, on peut considérer ¢ comme un oo-foncteur ¢ : e — C, ou
e désigne la oo-catégorie finale, et on obtient une tranche ¢\C' de C au-dessous de
l'objet ¢. Dans ce cas particulier, on décrit explicitement la oo-catégorie C\C et on
retrouve les formules connues décrivant les cones n-catégoriques (voir [30] pour le
cas, plus général, des cylindres).

Nous avons décidé de réserver la notation C' Jv ,C%insi que la terminologie « tranches
au-dessus », & une variante de la co-catégorie C'/ . La catégorie oo-Cat posséde un
automorphisme remarquable qui envoie une oo-catégorie C' sur la co-catégorie C°
obtenue en renversant le sens des i-fléches de C' pour tout ¢ > 0. Le joint n’est pas
compatible & cet automorphisme et on obtient un foncteur

00-Lat x 0o-Cat — oo-Cat
(A, B) — (B°x A°)°

qui définit une seconde structure de catégorie monoidale sur la catégorie des
oo-catégories. Ce foncteur permet d’obtenir comme ci-dessus des foncteurs

A\oo-Cat — oo-Cat B\oo-Cat — oo-Cat
co t
(Cou:A—C)rC (CoiB=C) o Cpy.

C’est ce second foncteur qui définit les tranches co-catégoriques généralisées au-dessus.

Le ChOlX de pr1V1leg1er les oo-catégories U\C’ et C/U par rapport aux oo-ca-
tégories U\C et C / v est motivé par le fait que les premiéres admettent une descrip-
tion beaucoup plus simples que les derniéres. Par ailleurs, on a des isomorphismes
canoniques

0\o €o OCO o

Clo=(\C%)° et y\C=(C°/y°)".
Si A et B sont deux m-catégories strictes, pour un n > 0, leur joint est une
(2n + 1)-catégorie stricte. En tronquant cette (2n + 1)-catégorie en dimension n
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4 INTRODUCTION

(c’est-a~dire en appliquant ’adjoint a gauche du foncteur d’inclusion), on obtient une
n-catégorie Ax,, B qu’on appelle leur joint n-catégorique. On montre qu’on définit ainsi
une structure de catégorie monoidale sur n-Caz, la catégorie des n-catégories strictes,
et que cette structure est localement bifermée comme ci-dessus. Lorsque n = 1, on
retrouve la structure de catégorie monoidale définie par le joint 1-catégorique usuel.

Pour construire ce joint oo-catégorique, on adopte une stratégie inspirée, d’une part,
d’une esquisse de construction du produit tensoriel de Gray oo-catégorique donnée par
Street dans [40, section 9] et, d’autre part, d’idées de Steiner pour construire ce méme
produit tensoriel basées sur sa théorie des complexes dirigés augmentés [32].

La théorie de Steiner associe a tout complexe dirigé augmenté, c’est-a-dire a tout
complexe de chaines de groupes abéliens en degrés positifs augmenté et muni en
chaque degré d’un sous-monoide des chaines, une co-catégorie stricte. Un des résultats
importants de [32] donne des conditions suffisantes pour que la co-catégorie ainsi
associée soit libre au sens des polygraphes. La théorie de Steiner permet ainsi de
décrire en termes de complexes de chaines une sous-catégorie pleine de oo-Caz, que nous
appellerons la catégorie des oco-catégories de Steiner fortes, qui contient notamment la
catégorie © de Joyal [23], les orientaux de Street [36] et les cubes n-catégoriques. (Une
théorie alternative permettant de décrire ces oo-catégories de maniére combinatoire
est la théorie des complexes de parité de Street [37, 38].)

Afin de construire le joint co-catégorique, on commence par décrire, en termes de
produit tensoriel de complexes de chaines, le joint de deux complexes dirigés aug-
mentés, s’inspirant d’une construction analogue due a Street [37] dans le cadre des
complexes de parité. On obtient alors une structure de catégorie monoidale sur la
catégorie des complexes dirigés augmentés. On montre que cette structure induit une
structure de catégorie monoidale sur la catégorie des oo-catégories de Steiner fortes.
Il s’agit ensuite d’étendre cette structure a la catégorie de toutes les oo-catégories
strictes. Pour cela, suivant la stratégie de Street pour définir le produit tensoriel de
Gray [40, section 9], on utilise un théoréme d’extension de structures de catégorie
monoidale & la Day [19, 20]. Notre structure de catégorie monoidale n’étant pas bi-
fermée mais seulement localement bifermée, les résultats de Day ne s’appliquent pas
tels quels. On est donc conduit & généraliser un théoréme de Day au cas localement
bifermé. Enfin, la partie la plus délicate de la construction du joint co-catégorique
est la vérification des hypothéses de ce théggéme a la Day. Il s’agit essentiellement de
construire a la main les tranches U\O et C /v dans le cas ol les sources de u et v sont
des oco-catégories de Steiner fortes, et de vérifier que ces tranches ont les propriétés
universelles attendues.

Dans un appendice, on construit le produit tensoriel de Gray co-catégorique en sui-
vant une stratégie analogue. Rappelons que le produit tensoriel de Gray co-catégorique
est une généralisation co-catégorique du produit tensoriel introduit par Gray dans [22]
sur la catégorie des 2-catégories strictes. Ce produit définit une structure de catégo-
rie monoidale bifermée sur oo-Caz. Le produit tensoriel de Gray oco-catégorique a été
construit pour la premiére fois par Al-Agl et Steiner [1], généralisant une construction
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INTRODUCTION 5

analogue pour les co-groupoides due & Brown et Higgins [12]. Deux constructions al-
ternatives sont données par Crans dans sa thése [18]. Dans [32], Steiner propose une
nouvelle construction qui a l'avantage d’étre relativement explicite. Néanmoins, la
preuve de [32] est incompléte. En effet, dans la preuve de son théoréme 7.3, Steiner
affirme qu’il est évident que son produit tensoriel commute aux limites inductives,
sous-entendant que cette commutation est formelle, ce qui n’est pas le cas. Steiner
nous a cependant affirmé savoir compléter cette preuve, esquissant un argument [35].
Dans 'appendice A, on propose une démonstration alternative en adoptant la stra-
tégie qu’on a utilisé pour construire le joint. En particulier, on utilise de maniére
cruciale un théoréme de Day et, comme dans le cas du joint, la partie la plus délicate
du travail consiste & vérifier que les hypothéses du théoréme de Day sont satisfaites.

On formule de trés générales conjectures de fonctorialité du joint et des tranches.
Pour cela, on introduit la notion de co-catégorie de Gray, catégorie enrichie dans la
catégorie des co-catégories strictes munie du produit tensoriel de Gray. (On définit
également au passage la notion de oco-sesquicatégorie.) La oco-catégorie de Gray para-
digmatique est co-Cat, ), dont les objets sont les oo-catégories strictes, les 1-fleches
les co-foncteurs stricts, les 2-fléches les transformations oplax et les fleches supérieures
les transformations oplax supérieures. De méme, on introduit la notion de catégorie de
Gray gauche, catégorie enrichie dans la catégorie des co-catégories strictes munie du
produit tensoriel (C, D) — D®C obtenu en transposant celui de Gray. La oo-catégorie
de Gray gauche paradigmatique est co-Cat,,, obtenue en utilisant cette fois les trans-
formations lax. On conjecture I'existence de tranches pour les oco-catégories de Gray et
les co-catégories de Gray gauches au-dessus ou au-dessous d’un objet. En particulier,
si C' désigne une oco-catégorie stricte, on disposerait de oo-catégories de Gray

cs(ioo—(Cat et 0o-Catypan/C

oplax
et de co-catégories de Gray gauches
co
Cc\oo-Caty,, et oo-Caty,, / C-
On conjecture que les foncteurs @ x C' et C' @ proviennent de co-foncteurs de Gray et

de Gray gauches (c’est-a-dire des foncteurs enrichis) respectivement

o x C : co-Cat — C('xioo—(Cat

Cxe:oo-Cat,, — (C\oo-Caty,,

oplax oplax

et que Passociation (4,4 % C) — u\C', selon quon la considére comme un foncteur
en C ou en A, provient de oo-foncteurs de Gray gauches et de Gray respectivement

A\oo-Caty,, — co-Caty,,

(co-Caty,, ;Oc)o — oo-Cat

oplax»
ou ° est une dualité transformant une oco-catégorie de Gray gauche en une oo-catégorie
de Gray (et réciproquement). Dans ce texte, on s’intéresse spécifiquement a la derniére

co
conjecture, c’est-a-dire au oo-foncteur de Gray (oco-Cat,, / ¢')° — oo-Cat, ., car
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6 INTRODUCTION

c’est celui-ci qui nous permet de démontrer un théoréme A oo-catégorique dans [7].
Explicitons en petite dimension & quoi correspond 'action d’un tel co-foncteur sur les
cellules :

A
uJ{ — ’LL\C ’
C

A— A

ou les 2-fleches et 3-fleches a gauche du signe « — » sont des transformations lax et
des 2-transformations lax respectivement, et la 2-fléche a droite de ce signe est une
transformation oplax.

Ces conjectures sont étayées par le fait que les conjectures analogues pour les
complexes dirigés augmentés (vérifiant une hypothése anodine) sont vraies. Dans ce
texte, nous démontrons ces analogues en petites dimensions. Plus précisément, nous
montrons qu’on peut définir une correspondance comme dans l'illustration ci-dessus
en remplacant les co-catégories par des complexes dirigés augmentés, les co-foncteurs
par des morphismes de complexes dirigés augmentés, les transformations oplax par
des homotopies et les transformations lax par des antihomotopies, notion duale & celle
d’homotopie. On montre par ailleurs la sesquifonctorialité de cette correspondance.

Un des résultats principaux de ce travail est I'extension de cette correspondance
en basse dimension aux oco-catégories strictes, malheureusement sous des hypothéses
restrictives (mais suffisantes pour obtenir notre théoréme A co-catégorique dans [7]).
On montre qu’on peut définir une correspondance comme dans 'illustration ci-dessus
si on se restreint aux diagrammes obtenus en composant un diagramme comme dans
lillustration, ou A, A’ et C sont des co-catégories de Steiner fortes et u’ est un mono-
morphisme vérifiant une hypothése technique, par un co-foncteur quelconque C — C’
(en particulier, on ne demande pas que C’ soit une oo-catégorie de Steiner forte). On
montre que cette correspondance est sesquifonctorielle.

Ces résultats, dans le cas des complexes dirigés augmentés, sont obtenus en produi-
sant des formules explicites et par le calcul. Cette approche s’adapte a priori mal au
cas des oco-catégories mais nous montrons qu’on peut déduire le cas des oo-catégories
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INTRODUCTION 7

de celui des complexes dirigés augmentés. Pour ce faire, on utilise, d’une part, la den-
sité de la sous-catégorie pleine de oo-Cat formée des oo-catégories de Steiner fortes
et, d’autre part, un résultat, démontré dans ce texte, de stabilité des oo-catégories de
Steiner fortes par certaines sommes amalgamées. C’est des hypothéses de ce dernier
résultat que provient la condition restrictive sur u’'.

Aprés que nous avons rendu publique une premiére version de ce texte, Dominic
Verity nous a signalé que ses travaux sur les ensembles compliciaux permettraient
également de définir un joint co-catégorique. Dans [42, section 3], Verity définit un
joint des ensembles stratifiés, ensembles simpliciaux munis de la donnée supplémen-
taire de simplexes distingués dits fins. Il nous a affirmé qu’on pourrait montrer, en
utilisant un théoréme de Day, que ce joint induit un joint sur la sous-catégorie réflexive
formée des ensembles compliciaux. Or, en vertu de la conjecture de Street-Roberts
qu’il a démontrée [41], les ensembles compliciaux sont équivalents aux oo-catégories
strictes. Il est probable que ce joint co-catégorique serait isomorphe au nétre, méme
si la comparaison ne semble pas triviale.

Organisation du livre. — Le premier chapitre est consacré aux préliminaires sur les
oo-catégories strictes. On fixe nos notations et conventions et on rappelle quelques
constructions classiques. On définit la notion standard de co-catégorie stricte engen-
drée librement au sens des polygraphes et on dégage un résultat de commutation
aux limites inductives de ces co-catégories qui jouera un réle important dans la suite
du texte. On définit la notion de oo-transformation oplax en donnant des formules
explicites et on étudie quelques moyens de composer ces oco-transformations oplax.

Dans le deuxiéme chapitre, on rappelle la théorie des complexes dirigés augmen-
tés de Steiner et on y apporte quelques compléments. On définit les foncteurs A
et v de Steiner qui forment un couple de foncteurs adjoints entre la catégorie des
oo-catégories strictes et la catégorie des complexes dirigés augmentés. On introduit
les termes « complexe de Steiner » et « complexe de Steiner fort » pour désigner ce
que Steiner appelle les complexes dirigés augmentés a base unitaire sans boucle ou
fortement sans boucle. On rappelle les deux résultats fondamentaux de la théorie de
Steiner : le foncteur v restreint aux complexes de Steiner est, d’une part, pleinement
fidéle et, d’autre part, a valeurs dans la catégorie des co-catégories libres au sens des
polygraphes. On apporte ensuite les compléments suivants. On définit la notion de
complexe dirigé augmenté décent, notion peut-étre plus pertinente que celle de com-
plexe dirigé augmenté. On définit des endofoncteurs de dualité de la catégorie des
complexes dirigés augmentés et des notions de troncations pour ces complexes. On
étudie les compatibilités entre ces constructions et les foncteurs A\ et v de Steiner.
Enfin, on introduit les notions d’homotopie et d’antihomotopie entre morphismes de
complexes dirigés augmentés et, plus généralement, celles de n-homotopie et de n-an-
tihomotopie, et on décrit quelques opérations sur ces objets.

Dans le troisiéme chapitre, on décrit les limites inductives de complexes de Steiner
et on étudie la commutation du foncteur v & celles-ci. On introduit la notion de
systéme de Steiner et on montre que le foncteur ¥ commute aux limites inductives
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de ces systémes. On définit la notion d’inclusion rigide ordonnée entre complexes de
Steiner et on montre qu'une somme amalgamée de complexes de Steiner forts faisant
intervenir des inclusions rigides ordonnées forme un systéme de Steiner. Le premier
résultat joue un réle important dans la construction méme du joint et le second dans
les propriétés de fonctorialité du joint.

Le quatriéme chapitre est consacré a la catégorie © de Joyal. On la définit comme
une sous-catégorie pleine de la catégorie des co-catégories strictes en utilisant la notion
de sommes globulaires. On indique comment les préfaisceaux sur © compatibles & ces
sommes globulaires induisent des co-catégories. On étudie la restriction du foncteur A
de Steiner & ©. On montre que O est dans I'image du foncteur v de Steiner en utilisant
les résultats du chapitre précédent (ce résultat était déja connu de Steiner [34]).

Dans le cinquiéme chapitre, on s’intéresse & la question suivante : pour définir une
structure de catégorie monoidale sur une catégorie, sous quelles conditions suffit-il de
le faire sur une sous-catégorie dense? Un théoréme de Day répond & cette question
pour les catégories monoidales bifermées. On généralise ce résultat a ce qu’on appelle
les catégories monoidales localement bifermées qui, si la catégorie sous-jacente est lo-
calement présentable, sont les structures pour lesquelles le produit tensoriel commute
aux limites inductives connezes en chaque variable. C’est ce résultat qu’on utilisera
dans le chapitre suivant pour construire le joint.

Le sixiéme chapitre est le chapitre central du livre. C’est dans celui-ci qu’on
construit le foncteur joint et les tranches généralisées. On commence par des rappels
sur la structure de catégorie monoidale bifermée sur la catégorie des complexes
dirigés augmentés définie par le produit tensoriel. On en déduit, grace & un jeu
de suspensions déja présent sous une autre forme dans [37], une nouvelle structure
de catégorie monoidale sur cette méme catégorie; on appelle le produit de cette
structure le joint. On montre que cette structure est localement bifermée et qu’elle
induit une structure de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes de Steiner
forts. On transporte cette structure sur la sous-catégorie pleine de oo-Cat formée des
oo-catégories de Steiner fortes et on vérifie que les hypothéses de notre théoréme a la
Day dégagé dans le chapitre précédent sont satisfaites; c’est le contenu de la proposi-
tion 6.27, proposition clé de ce chapitre. On en déduit 'existence d’une structure de
catégorie monoidale localement bifermée sur la catégorie des co-catégories strictes.
On obtient ainsi un foncteur joint et des foncteurs tranches. On finit le chapitre par
une étude des compatibilités du joint et des tranches avec les dualités de la catégorie
des oco-catégories strictes.

Dans le septiéme chapitre, on montre comment on peut définir les orientaux
de Street et le nerf de Street formellement a partir des propriétés de notre joint
oo-catégorique, idée apparaissant déja dans [37]. Plus précisément, on montre que la
oo-catégorie finale est munie d’une unique structure de monoide pour la structure
de catégorie monoidale définie par le joint et que I'objet cosimplicial associé a ce
monoide est 'objet cosimplicial de Street. On démontre par ailleurs que ’adjoint a
gauche du nerf de Street est un foncteur monoidal pour le joint simplicial et le joint
oo-catégorique.
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Dans le huitiéme chapitre, on montre que la structure de catégorie monoidale
sur la catégorie des oo-catégories strictes définie par le joint induit par troncation
une structure de catégories monoidales sur la catégorie des n-catégories strictes pour
tout n > 0. On obtient de plus que cette structure est localement bifermée. On vérifie
que pour n = 1 on retrouve le joint et les tranches 1-catégoriques usuels.

Le but du neuviéme chapitre est de décrire par des formules explicites les tranches
au-dessous d’un objet qui ont été définies abstraitement dans le sixiéme chapitre.
En particulier, pour n = 2, on retrouve les formules définissant les tranches qui
apparaissent déja dans la littérature.

Le dixiéme chapitre est consacré aux tranches des complexes dirigés augmentés
et a leurs propriétés de fonctorialité. On définit explicitement des tranches générali-
sées pour les complexes dirigés augmentés et on montre que celles-ci ont la propriété
universelle attendue. On étudie des propriétés de fonctorialité de 'opération tranche.
On montre qu’a tout triangle commutatif & une antihomotopie prés, on peut asso-
cier un morphisme entre les tranches associées et qu’a tout cone commutatif & une
2-antihomotopie prés, on peut associer une homotopie entre les morphismes entre les
tranches associées. On étudie les compatibilités de ces constructions aux différentes
compositions.

Le onziéme chapitre contient d’importants résultats de fonctorialité des tranches
oo-catégoriques, analogues oo-catégoriques des résultats du chapitre précédent. On
montre qu’a tout triangle de oo-foncteurs commutatif & une transformation lax prés
se factorisant par un triangle de complexes de Steiner forts (et satisfaisant une hypo-
thése technique), on peut associer un oo-foncteur entre les tranches co-catégoriques
associées. De méme, on montre qu’a tout cone satisfaisant une condition analogue
on peut associer une transformation oplax. Enfin, on étudie les compatibilités de ces
constructions aux différentes compositions. Tous ces résultats sont obtenus & partir
des résultats analogues pour les complexes dirigés augmentés. Cette réduction au
cas des complexes dirigés augmentés utilise de maniére cruciale les résultats sur les
sommes amalgamées de complexes de Steiner forts établis dans le troisiéme chapitre.

L’appendice A est consacré au produit tensoriel de Gray oo-catégorique. On ap-
plique les techniques utilisées précédemment pour le joint pour construire le produit
tensoriel de Gray et montrer qu’il définit une structure de catégorie monoidale bi-
fermée sur la catégorie des oco-catégories strictes. On définit les co-catégories strictes
des foncteurs lax et oplax comme Hom interne a droite et & gauche. On discute les
compatibilités du produit tensoriel et de ces deux Hom internes avec les dualités de
la catégorie des oo-catégories strictes. On montre que, comme dans le cas du joint, le
produit tensoriel induit par troncation une structure de catégorie monoidale bifermée
sur la catégorie des n-catégories strictes pour tout n > 0.

Le but de I'appendice B est de montrer ’équivalence entre la définition concréte des
oo-foncteurs oplax donnée dans le premier chapitre et la notion abstraite définie en
termes du produit tensoriel oco-catégorique. Ceci nous permet de définir la composition
verticale des transformations oplax sans donner explicitement de formules. On utilise
par ailleurs cette équivalence pour associer a toute homotopie de complexes dirigés
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augmentés une transformation oplax de oco-catégories et on étudie les propriétés de
cette correspondance. Pour finir, on étudie le lien entre les co-catégories D1 ®C, DoxC
et XC, ou Dy et D; désignent les co-catégories associées aux ensembles ordonnés {0}
et {0 < 1}, et ¥ désigne la suspension, introduite dans cet appendice.

Enfin, dans 'appendice C, on dégage des conjectures de fonctorialités du joint et
des tranches dont les résultats du douziéme chapitre sont des cas particuliers. On
introduit la notion de %-sesquicatégorie, ou % est une catégorie munie d’un fonc-
teur vers la catégorie des ensembles. Dans le cas ou 9 est la catégorie oco-Cat des
oo-catégories strictes munie du foncteur ensemble des objets, on obtient la notion de
oo-sesquicatégorie. On introduit par ailleurs les notions de oo-catégorie de Gray et
de oco-catégorie de Gray gauche, co-catégories enrichies dans co-Cazz munie respective-
ment du produit tensoriel de Gray et du transposé de ce produit tensoriel. On donne
l'exemple de oo-Cat, ), (vesp. de oo-Caty,, ), oo-catégorie de Gray (resp. de Gray
gauche) dont les objets sont les co-catégories strictes, les 1-fleches les oco-foncteurs
stricts et les i-fleches pour ¢ > 1 les (¢ — 1)-transformations oplax (resp. lax). On
conjecture existence d’une oo-catégorie de Gray (resp. de Gray gauche) tranche au-
dessus ou au-dessous d’un objet d’une co-catégorie de Gray (resp. de Gray gauche). On
conjecture que les foncteurs joint et tranches co-catégoriques, vus comme foncteurs en
une de leurs deux variables, proviennent de oo-foncteurs de Gray ou de Gray gauches

(c’est-a-dire de foncteurs enrichis) entre des tranches de co-Cat, ), et co-Cat, .

Remerciements. — Les auteurs remercient Andrea Gagna pour les nombreuses co-
quilles qu’il a débusquées dans une version préliminaire de ce texte, ainsi que pour
I'exemple 3.4 qui lui est dii et qui montre que la premiére rédaction du troisiéme
chapitre était légérement incorrecte.

Notations et terminologie. — Si C est une catégorie, on notera Ob( () la classe de ses
objets. La catégorie opposée & C sera notée C°. Si &) est une seconde catégorie, la
catégorie des foncteurs de C vers ) sera notée Hom(C, ). On notera &ns la catégorie
des ensembles et oAb la catégorie des groupes abéliens. Si A est une petite catégorie,
on notera A la catégorie des préfaisceaux sur A, c’est-a-dire la catégorie Hom(A°, &)
des foncteurs de A° vers la catégorie des ensembles.

On dira qu’une catégorie est connexe si elle 0-connexe. Autrement dit, on ne consi-
dérera pas la catégorie vide comme une catégorie connexe. Ainsi, lorsqu’on parlera de
limites inductives connexes, on supposera que la catégorie source du systéme inductif
est non vide.
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CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES co-CATEGORIQUES

1.1. — On notera oo-Cat la catégorie des petites oo-catégories strictes et des
oo-foncteurs stricts entre celles-ci. Toutes les co-catégories et tous les oco-foncteurs
considérés dans ce texte seront stricts et on se permettra donc d’omettre ’adjectif
« strict ». Sauf mention expresse du contraire, ces oco-catégories seront de plus
supposées petites. Si C' est une oco-catégorie, pour ¢ > 0, on notera C; ’ensemble
de ses i-fleches ou i-cellules. Si x est une i-fléche pour ¢ > 0, on notera respective-
ment s(z) et t(z) les (i — 1)-fleches source et but de z. Plus généralement, pour j
tel que 0 < j < ¢, on notera s;(z) et t;(x) la j-source et le j-but de z, c’est-a-dire
les j-fléches source et but itérés de x en dimension j. On dira que deux i-fléches
x et y sont j-composables si on a s;j(x) = t;(y). Si et y sont j-composables, on
notera x *; y leur composé qu’on appellera parfois j-composé. Si x est une i-fléche
de C, on notera 1, la (i + 1)-fleche identité de z. On dira parfois qu’une (i + 1)-fléche
de la forme 1,, pour x une i-fléche, est triviale.

Afin de simplifier certaines formules, on adoptera les conventions suivantes. Pour
tous 4,7 > k > 0, si x est une i-fléeche de C, y une j-flecche de C' et qu’on a I'égalité
si(x) = tg(y), on notera x *j y la [-fleche, ot [ est le maximum de {i, j}, définie par

1y *py sie <y,
T *xp Yy = . .
THp 1y siiz=j,

ou 1., pour z = x,y, désigne I'identité itérée de z en dimension [. Par ailleurs, si i < j,

on considérera que I'opération *; est prioritaire sur I'opération *; de sorte qu'on a
Trykjz=(THy)*kj 2 et TH;ykz=x% (Y 2),

lorsque ces formules ont un sens.

1.2. — Soit n > 0. On considérera une n-catégorie C' comme une co-catégorie dont
les ensembles de j-fleches C; pour j > n ne contiennent que des cellules triviales. On
notera n-Cat la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des n-catégories.

Le foncteur d’inclusion n-Cat — oo-Cat des m-catégories dans les oo-catégories
admet un adjoint & gauche et un adjoint a droite qu’on notera respectivement

i, too-Cat — n-Cat et T2, : 00-Cat — n-Cat.
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12 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES oco-CATEGORIQUES

On appellera Tign le foncteur n-tronqué intelligent et Tgn le foncteur n-tronqué béte.
Explicitement, si C' est une oco-catégorie, on a

() = C; sii < n,
= Cp/~ siizn,

ou ~ est la relation d’équivalence sur C,, définie par « x ~ y s’il existe un zigzag
de (n + 1)-fleches de C entre = et y », et

b (C); = C; sii<n,
na C, sii>=n,

les compositions et identités étant héritées de celles de C de la maniére évidente.

On identifiera souvent Tgn(C) a une sous-oo-catégorie de C' via le morphisme d’ad-
jonction 72, (C) = C.

Par ailleurs, le foncteur 7'< admet lui-méme un adjoint a droite : le foncteur qui
associe a une n-catégorie C' la (n + 1)-catégorie dont le n-tronqué béte est C et telle
que pour toutes n-fleches x et y, il existe exactement une (n+1)-fleche de x vers y. En
particulier, le foncteur Tgn commute aussi bien aux limites projectives qu’aux limites
inductives.

1.3. — Soit C une oo-catégorie. Un ensemble multiplicatif de cellules de C' est un
ensemble M de cellules de C satisfaisant aux deux conditions suivantes :
(a) pour touti > 0 et toute i-fleche « de C, si x appartient a M, alors la (i + 1)-fléche
1, appartient a M ;
(b) pour tous i > j > 0 et tout couple x,y de i-fleches j-composables de C, si x
et y appartiennent & M, alors la i-fléeche composée x *; y appartient & M.
On dit qu'un ensemble F de cellules d’une co-catégorie C' engendre C' par compositions
si 'ensemble de toutes les cellules de C' est le plus petit ensemble multiplicatif de
cellules de C' contenant E. Dans ce cas, F contient nécessairement l’ensemble des
objets de C' et, pour tout ¢ > 0, toute i-fleche de C' est un composé d’un nombre fini
de i-fleches qui sont dans F ou sont des identités itérées de cellules appartenant & E.

1.4. — Soient C une oco-catégorie et E un ensemble de cellules de C. Pour ¢ > 0,
posons E; = ENC;. On dira que E engendre librement C' au sens des polygraphes si
(a) Eo = Co;
(b) pour tout ¢ > 0, toute co-catégorie D, tout oo-foncteur wu : 721(0) — D et toute
application f : E;11 — D;41 tels que, pour tout x dans F; 1, on ait

s(f(x)) = u(s(x)) et t(f(2)) = u(t(r)),

il existe un unique oo-foncteur u’: 72, (C) = D tel que

= f

2:(O)

/ /
U | =u et u
Tgi Ei+1

PROPOSITION 1.5. — Soient C' une co-catégorie et E un ensemble de cellules de C' qui
U’engendre librement au sens des polygraphes. Alors E engendre C par compositions.
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Démonstration. — Pour 4 > 0, on pose E; = ENC; et Eg; = Upgjgi £j. On va
montrer par récurrence sur ¢ = 0 que I'ensemble E¢; engendre T%(C) par compo-
sitions, ce qui prouvera la proposition. Pour ¢ = 0, I'assertion est évidente grace a
la condition (a) du paragraphe 1.4. Supposons donc l’assertion démontrée pour i et
démontrons-la pour i+1. Soit D la sous-(i+1)-catégorie de 72, ; (C') dont les j-fleches,
pour 0 < j < ¢, sont les j-fleches de C' et dont les (i+1)-fleches sont les composeés d’élé-
ments de F; 1 et d’identités itérées de j-fléches de C pour 0 < j < 4. Par hypotheése
de récurrence, I'ensemble E¢;11 engendre D par compositions. Il suffit donc de mon-
trer que TEZ-_H(C) = D ou, de maniére équivalente, que 'inclusion v : D — 7'21-4_1(0)
admet une section. Par définition, on a une inclusion u : 7'21-(0) — D et une inclusion
f+ Eiy1 — D;4q satisfaisant aux hypothéses de la condition (b) du paragraphe 1.4.
On en déduit Iexistence d’un oo-foncteur ' : 72, (C') = D tel que
!/

=u et u ‘Ei+1 = f.

La restriction de vu’ a T%(C) est donc l'inclusion Tgi(C) — TEHl(C) et la restriction
a F;11 Uinclusion E; 11 < C;y1, ce qui, en vertu de la partie unicité de la condition (b)
du paragraphe 1.4, prouve que u’ est une section de v, ce qu’il fallait démontrer. [

!
“lre )

PROPOSITION 1.6. — Soient P : A — oo-Cat un foncteur de source une petite caté-
gorie A, C une oo-catégorie et a une transformation naturelle de P wvers le foncteur
constant de valeur C. On suppose fixé, pour tout objet a de A, un ensemble E, engen-
drant librement la co-catégorie P(a) au sens des polygraphes, ainsi qu’un ensemble E
engendrant librement la co-catégorie C' au sens des polygraphes. On suppose que

(a) pour tout objet a de A, on a ay(E,) C E;

(b) pour toute fleche f :a — b de A, on a P(f)(E,) C Ep;
(c) Uapplication h_r)naeA E, — E induite par o est une bijection.
Alors le co-foncteur lignaeA P(a) — C induit par a est un isomorphisme de co-caté-
gories.

Démonstration. — Pour tout ¢ > 0, on pose E; = E N C; et, pour tout objet a de A,
E,; = E, N P(a);. Par hypothése, pour tout ¢ > 0, Papplication H_H)lA E,; = E;
induite par « est bijective. On va montrer par récurrence sur ¢ que, pour tout i > 0,
le tronqué béte (défini au paragraphe 1.2)

Tzz(hg P) ~ liél’sziP — 7'22»(0)
A A

du co-foncteur hﬂ " P — C induit par « est un isomorphisme, ce qui prouvera la pro-
position. Pour ¢ = 0, cela résulte de la bijectivité de ’application liEA Eqo0— E
et du fait que, en vertu de la condition (a) du paragraphe 1.4, on a Cy = Ejy
et P(a)o = Eq,0 pour tout a dans A. Supposons 'assertion établie pour un ¢ > 0
et prouvons-la pour ¢ + 1. Soient D une oo-catégorie et [ : 7'21- 1P — D une trans-
formation naturelle de but le foncteur constant de valeur D. Il s’agit de montrer
qu'il existe un unique oo-foncteur v : 7'21. 4+1(C) = D tel que, pour tout objet a
de A, on ait 5, =wvo T%H(aa). En vertu de I'hypothése de récurrence, il existe un
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14 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES oco-CATEGORIQUES

unique oo-foncteur u : T%-(C) — D tel que, pour tout objet a de A, la restriction

de 3, a TEZ-(P(CL)) soit égale & u o Tgi(aa). D’autre part, la bijectivité de Papplication
@A Eq4i+1 — Eiyq1 implique l'existence d’une unique application f : F;1 1 — Dt
telle que, pour tout objet a de A et tout 4, dans Eq ;41, on ait 8,(z,) = f(aa(za)). Or,
pour tout z dans Fj; 1, il existe un objet a de A et x, dans E, ;41 tel que © = aq(z,).
On a donc

s(f(x)) = s(f(aa(za))) = $(Ba(@a)) = Ba(s(xa))
= uta(s(2a)) = u(s(aa(ra))) = u(s(z))
et, de méme, t(f(x)) = u(t(r)). Comme E engendre librement C' au sens des po-

lygraphes, en vertu de la condition (b) du paragraphe 1.4, il existe donc un unique
oo-foncteur v : 7'27;_,'_1(0) — D tel que

U|72i(0) =u et 1}|EH1 = f.

Il reste & prouver que, pour tout objet a de A, on a 8, =vo 72i+1(0éa). Or, on a les
égalités

_ b _ b _ b
Balp (pray = 10 T<il0) =V () 0 T<il00) = WO T (@)l (o)
et, pour tout z, dans E, ;11, on a S (z,) = f(aa(za)) = v(ag(z,)) et donc
5a|Ea,i+l (U ° T<Z+1(Oéa))|Ea,i+1 ’

Comme E, engendre librement P(a) au sens des polygraphes, en vertu de la partie
unicité de la condition (b) du paragraphe 1.4, on a donc 8, = v o T2i+1(oza), ce qui
achéve la démonstration. O

REMARQUE 1.7. — On vérifie facilement que la proposition précédente reste vraie si
on remplace 'hypothése « E, engendre librement P(a) au sens des polygraphes » par
Ihypothese plus faible « E, engendre P(a) par compositions ». En revanche, on doit
toujours supposer que l’ensemble F engendre librement C' au sens des polygraphes.
On n’aura pas besoin de ce résultat dans la suite.

1.8. — Soit C' une co-catégorie. On définit une oco-catégorie C°, appelée le dual de C,
en inversant le sens des i-fléches de C pour tout 7 > 0. On vérifie immédiatement que
Papplication C' — C° définit un endofoncteur involutif D : co-Cat — oo-Cat.

Plus généralement, pour toute partie J de N* = N\ {0}, on définit un endofoncteur
involutif D : co-Cat — oco-Cat qui envoie une co-catégorie sur la co-catégorie obtenue
en inversant le sens des i-fleches pour tout ¢ dans J. On appellera D ;(C) le J-dual
de C. Par définition, on a D = Dys.

Deux autres dualités jouent un role particuliérement important. Si J est ’ensemble
des entiers strictement positifs impairs, on appellera le J-dual le dual impair et on
désignera D ;(C) par C°P. Si J est 'ensemble des entiers strictement positifs pairs,
on parlera du dual pair et on désignera D;(C) par C°°. Notons que si C est une
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oo-catégorie, on a C° = (C°P)®° = (C°°)°P. Pour cette raison, la oo-catégorie C° est
parfois notée C°°°P dans la littérature.

1.9. — Soient u,v : C — D deux oo-foncteurs. Une prétransformation oplax o de u
vers v consiste en la donnée, pour tout ¢ > 0 et toute i-fleche = de C', d’une (i+1)-fleche

Qg 1 Oy () ¥im1 - ¥1 Qg () %0 W(T) — V() %0 Qugg(z) *1 - i1 Uy (2)

de D. (Pour lire ces formules, il faut garder en téte les conventions énoncées au para-
graphe 1.1 : en particulier, pour k < [, 'opération xj, est prioritaire sur 'opération ;.)
Ainsi, si x est un objet de C, on dispose d’'une 1-fléche

de D; si z est une 1-fleche de C, on dispose d’une 2-fléche

u(s0(2)) s ute())

«@
asw)l P J{%(m)

v(s0(2)) — 5 vlto(w))

de D} si z est une 2-fleche de C, on dispose d’une 3-fléche
u(s1(x))

—_
u(so(x)) _u  Culto())
N u(ty(x))

s1(@)
Qg \/ X «
sg(x) N to(w)
</at1<z>

v(s1(x))
o(sol@)) oy ulto(x))
v(t1(2))
de D de source v, () *1 (Qy () *o u(x)) et de but (v(w) *o gy (z)) *¥1 s, () 5 €tC.
Une telle prétransformation oplax est une transformation oplax si elle satisfait aux

axiomes de fonctorialité suivants :
(a) pour tout ¢ > 0 et toute i-fleche x de C, on a
;= 1s ;

x

(b) pour tous ¢ > j > 0 et tout couple z,y de i-fleches j-composables de C, on a

Ay = (v(tj+1(x)) *0 Qg (y) ¥1 77 *j—1 Qs (y) *j O‘y)

$j1 (O %5 Oy (@) Hjim1 - ¥ Qg () o u(s511(Y))) -
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16 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES oco-CATEGORIQUES

REMARQUE 1.10. — On montrera dans lappendice B (voir notamment le corol-
laire B.2.6) que les transformations oplax entre co-foncteurs de C vers D peuvent s’in-
terpréter en termes du produit tensoriel de Gray oo-catégorique. Plus précisément, en
notant D, la catégorie associée a ’ensemble ordonné 0 < 1, de telles transformations
oplax correspondent aux oco-foncteurs D; ® C — D, ou ® désigne le produit tenso-
riel de Gray (voir le paragraphe A.16), ou encore, par adjonction, aux co-foncteurs
C — Hom,,,. (D1, D) (voir le paragraphe A.18).

REMARQUE 1.11. — La oo-catégorie Hom,,. (D1, D) de la remarque précédente est
isomorphe a la oo-catégorie HD des cylindres dans D introduite par Métayer dans [30]
(voir notre remarque B.1.16). Ainsi, les formules définissant les transformations oplax
se trouvent déja dans [30].

1.12. — Soient u,v : C — D deux oo-foncteurs. Une transformation lax de u vers v est
une transformation oplax de u® : C°° — D vers v : C°° — D,

REMARQUE 1.13. — On verra dans I'appendice B (voir le corollaire B.2.7) que les
transformations lax entre oo-foncteurs de C vers D correspondent aux oo-fonc-
teurs C @ D; — D.

REMARQUE 1.14. — Si u,v : C — D sont deux oo-foncteurs, on vérifie facilement
qu’une transformation oplax de u® vers v° n’est autre qu'une transformation oplax
de v vers u; on en déduit qu’une transformation oplax de u°P vers v°P est une trans-
formation lax de v vers wu.

Dans ce texte, on privilégiera les transformations oplax aux transformations lax. On
laisse le soin au lecteur d’expliciter la notion de transformation lax et de dualiser les
énoncés concernant les transformations oplax en des énoncés sur les transformations
lax.

1.15. — Soit u : C' — D un oo-foncteur. On vérifie immédiatement qu’on définit une
transformation oplax 1, de u vers u en posant, pour toute cellule x de C,

On appellera cette transformation oplax la transformation oplax identité de u.
1.16. — Soient vy, v1 : C — D deux oo-foncteurs et o une transformation oplax de vg
vers v1. Soit u : B — C un oo-foncteur. On vérifie immédiatement qu’on définit une
transformation oplax « * u de vou vers viu (qui sont des oo-foncteurs de B vers D)
en posant, pour x une cellule de B,

(a*u)p = ay(z).

De méme, si w : D — E est un oo-foncteur, on définit une transformation oplax
w* « de wyg vers wvy (qui sont des co-foncteurs de C' vers E) en posant, pour x une
cellule de C,

(w* )y = wlay).
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1.17. — Fixons une oo-catégorie C. Soient (A,v : A — C) et (B,w : B — C) deux
oo-catégories au-dessus de C' et ug,u; : A — B deux oo-foncteurs au-dessus de C.
Autrement dit, on a un diagramme

A~ B
~_

Uy

C

de oo-foncteurs formé de deux triangles commutatifs. On dira qu’'une transformation
oplax a de ug vers uy est au-dessus de C si w * « est la transformation oplax identité
de v.
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CHAPITRE 2

RAPPELS ET COMPLEMENTS
SUR LA THEORIE DE STEINER

Le but de ce chapitre est d’exposer la théorie développée par Steiner dans [32] et
d’y apporter quelques compléments.

2.1. — Dans ce texte, par « complexe de chaines » on entendra toujours « complexe de
chaines de groupes abéliens en degrés positifs ». On rappelle qu’un élément homogéne
d’un complexe de chaines K est un élément de la somme disjointe ensembliste des K,
pour n > 0. Le degré d’un élément homogéne z, c’est-a-dire I'unique n tel que x
appartienne a K, sera noté |z|.

2.2. — Un compleze dirigé augmenté est un triplet (K, K* e), ou

dn+1 dn dn—l d2 dl
K= .. K, K,_1 K Ko

est un complexe de chaines (de groupes abéliens en degrés positifs), e : Ko — Z est
une augmentation (on a donc ed; = 0) et K* = (K}')p>0 est la donnée pour tout n > 0
d’un sous-monoide K du groupe abélien K,,. (On ne demande aucune compatibi-
lité entre la différentielle et ces sous-monoides.) On appellera les sous-monoides K,
pour n > 0, les sous-monoides de positivité de K.

Un morphisme de complexes dirigés augmentés est un morphisme de complexes
de chaines augmentés qui respecte les sous-monoides de positivité. Plus précisément,
si (K,K*,e) et (K',K'" ¢') sont deux complexes dirigés augmentés, un morphisme
du premier vers le second est donné par un morphisme de complexes de chaines
f: K — K’ tel que €'fg = e et f,(K}) C K/* pour tout n > 0. On notera Cq, la
catégorie des complexes dirigés augmentés.

On désignera souvent, par abus de notation, un complexe dirigé augmenté par son
complexe de chaines sous-jacent.

2.3. — On définit un foncteur
A oo-Cat — Caa

de la maniére suivante.
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20 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE STEINER

Soit C' une oo-catégorie. Pour i > 0, le groupe abélien A\(C); est défini par les
générateurs
[x], pour z une i-fleche de C,

soumis aux relations

[z %, y] = [2] + [y], pour 0 < j < i et x et y des i-fleches j-composables.

Le sous-monoide de positivité A(C)¥ est le sous-monoide engendré par les généra-

teurs [x] pour z une i-fleche de C. Pour ¢ > 0, la différentielle d; : A(C); — A(C');—1 est
définie par
d([z]) = [t(z)] — [s(2)], pour z une i-fleche de C.

Enfin, Paugmentation A(C)g — Z est 'unique morphisme qui envoie, pour tout objet x
de C, le générateur [z] sur 1. On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un
complexe dirigé augmenté.

Siu: C — D est un oco-foncteur, on définit, pour tout ¢ > 0, un morphisme de
groupes abéliens A(u); : A(C); — A(D); en envoyant un générateur [z], pour = une
i-fleche de C, sur le générateur [u(z)]. On vérifie immédiatement qu’on obtient ainsi
un morphisme de complexes dirigés augmentés A(u) : A(C) — A(D) et que X ainsi
défini est bien un foncteur.

2.4. — On définit un foncteur
128 Gda — oo-Cat

de la maniére suivante.
Soit K un complexe dirigé augmenté. Pour ¢ > 0, les i-fleches de v(K) sont les

tableaux
z) ool oz
xy ..oal, @
tels que
(a) x5 appartient & K; pour e =0,1et 0 <k <73;
(b) d(z5) ==} | —a% ,poure=0,let0<k<i;
(c) e(xo) = 1 pour e =0,1;
) @

(d

La structure de oo-catégorie sur v(K) est définie de la maniére suivante. Soit

0 0 0
Ty .. Tpq X,

r= 1 1 1]’
Ty ... Ty T,

pour i > 0, une i-fleche de v(K). Si ¢ > 0, les sources et buts de x sont donnés par
les tableaux

S Sl o
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Pour tout ¢ > 0, 'identité de x est le tableau

Enfin, si
0 0 0 0 0 0
Lo o0 Tig Ty Yo - Yic1 Y
R 1 1 et y= 1 1 1
Ty ... Ti_q T Yo -+ Yi1 Y
sont deux i-fleches j-composables pour i > j > 0, on pose
e [V Y Tty al
iv=\ Lol 1y 1
Ty o T Tjgy T Yi oo T Y

On vérifie qu’on définit bien ainsi une co-catégorie.
Si x est une i-fleche de v(K') pour un ¢ > 0, on notera 27, pour 0 < k <iete =0,1,

les composantes du tableau
0 0 0
Ty - Tiq Xy
S 1 1]
Ty ... Ti_q X

On désignera par z; I'élément x? = xll et, pour k > i et e =0, 1, on posera zj, = 0.
Si maintenant f : K — K’ est un morphisme de complexes dirigés augmentés, on
vérifie qu’on définit un oco-foncteur v(f) : v(K) — v(K’) par la formule

xg e 17?71 :c? fa?) ... f(l’?q) f(x?)
r= 1 1 1 = f(z) = 1 1 1/
Ty .o Ty X fler) o flegy)  flz)

On vérifie immédiatement que v ainsi défini est bien un foncteur.

8

THEOREME 2.5 (Steiner). — Les foncteurs
A oo-Cat — Cqa, v: Cqa — 00-Cat

forment un couple de foncteurs adjoints.
Démonstration. — Voir [32, théoréme 2.11]. O

2.6. — Une base d'un complexe dirigé augmenté K est un ensemble gradué
B = (B;)i>o tel que, pour tout ¢ > 0,
(a) B; est une base du Z-module Kj ;
(b) B, engendre le sous-monoide K} de K;.
On identifiera souvent une base B = (B;);>0 & 'ensemble Hi>0 B;.
Soit K un complexe dirigé augmenté. On définit une relation de préordre < sur K;
en posant

<y <& y—z € K.
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22 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE STEINER

On vérifie immédiatement que si K admet une base, cette relation de préordre est une
relation d’ordre et que les éléments de B; sont les éléments minimaux de (K} \ {0}, ).
Ainsi, si K admet une base, cette base est unique.

On dira que le complexe dirigé augmenté K est a base s’il admet une base (néces-
sairement unique).

2.7. — Fixons A un groupe abélien libre muni d’une base B. Soit
T = Z Tp b
beB

un élément de A. On appellera support de x I’ensemble

supp(z) = {b € B | z; # 0}.

Notons A* le sous-monoide de A engendré par B. On définit deux éléments z et x_

de A* par
Ty = g Ty b et T_ = — E Ty b.
beB beB
x>0 xp <0

Onaalorsz =xy —x_.

En particulier, si K est un complexe dirigé augmenté admettant une base
B = (B;)i>0, pour tout z dans K; pour un ¢ > 0, on dispose, en appliquant le
paragraphe précédent au groupe abélien K; muni de sa base B;, d’une notion de
support de z et d’éléments x4 et z_ de K.

2.8. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B = (B;);>o0.
Pour i > 0 et x un élément de K;, on définit un tableau

<96>(1) x } <x>z1_1 <x>11 )

{x)

ot les (z)7 sont définis par récurrence descendante sur k de a0 :

— (@)} =z =(z);;

— (@, = d((@))- et (@)}, = d({x)})+ pour 0 < k <.

On vérifie facilement que ce tableau est une i-fleche de v(K) si et seulement si, d'une
part, x appartient & K} et, d’autre part, on a les égalités e((z))) = 1 = e((x)}). On
posera par ailleurs (z); = x et (z)7 = 0 pour tout k > ¢ et € = 0, 1. Lorsque (z) est
une i-fléche, ces conventions sont compatibles avec celles du paragraphe 2.4.

On dit que la base B de K est wunitaire si, pour tout ¢ > 0 et tout z dans B;,
le tableau (z) est une i-flache de v(K), ce qui revient a dire qu'on a l'égalité
e({z)g) = 1 = e((x)g)-

On dit qu’un complexe dirigé augmenté est & base unitaire s’il est & base et que
son unique base est unitaire. Si un complexe dirigé augmenté K est & base unitaire,
pour tout élément x de la base de K, on appelle la cellule (x) de v(K) I’atome associé
ax.
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2.9. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B. Pour ¢ > 0, on
note <; la plus petite relation de préordre sur B (= [[, B;) satisfaisant

v<;y st x| >4, |yl > i et supp((z)}) Nsupp((y))) # @.

On dit que la base B est sans boucle si, pour tout i > 0, la relation de préordre <; est
une relation d’ordre.

On dit qu’un complexe dirigé augmenté est a base sans boucle s’il est & base et si
sa base est sans boucle.

2.10. — On appellera complexe de Steiner un complexe dirigé augmenté a base dont
la base est unitaire et sans boucle.

On appellera oo-catégorie de Steiner une oo-catégorie dans 'image essentielle de
la restriction du foncteur v : Cqa — 0co-Cat a la catégorie des complexes de Steiner. Le
théoréme suivant affirme que le foncteur v induit une équivalence de catégories entre
la catégorie des complexes de Steiner et celle des co-catégories de Steiner.

THEOREME 2.11 (Steiner). — Pour tout complexe de Steiner K, le morphisme d’ad-
jonction

AMv(K))—= K

est un isomorphisme. En particulier, la restriction du foncteur v : Cqn — 0o-Cat a la
catégorie des complexes de Steiner est un foncteur pleinement fidéle.

Démonstration. — Voir [32, théoréme 5.6]. O

THEOREME 2.12 (Steiner). — Soit K un compleze de Steiner. Alors la oco-caté-
gorie v(K) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses atomes, c’est-a-
dire par les (z), ot x varie dans la base de K.

Démonstration. — Voir [32, théoréme 6.1]. O

2.13. — Soit K un complexe dirigé augmenté admettant une base B. On notera <y
la plus petite relation de préordre sur B satisfaisant

r<ny si xcsupp(d(y)-) ouy € supp(d(z)y),

o, par convention, d(b) = 0 si b est dans By. On dit que la base B est fortement sans
boucle si la relation de préordre <y est une relation d’ordre.

On dit qu'un complexe dirigé augmenté est a base fortement sans boucle s’il est &
base et si sa base est fortement sans boucle.

PROPOSITION 2.14 (Steiner). — Soit K un compleze dirigé augmenté admettant une
base B. Si la base B est fortement sans boucle, alors elle est sans boucle.

Démonstration. — Voir [32, proposition 3.7]. O
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2.15. — On appellera complexe de Steiner fort un complexe dirigé augmenté a base
dont la base est unitaire et fortement sans boucle. En vertu de la proposition pré-
cédente, un complexe de Steiner fort est un complexe de Steiner. On notera &t la
sous-catégorie pleine de la catégorie des complexes dirigés augmentés formée des com-
plexes de Steiner forts.

On appellera co-catégorie de Steiner forte une co-catégorie dans I'image essentielle
de la restriction du foncteur v : Cqa — oo-Cat & la catégorie des complexes de Steiner
forts. En vertu du théoréme 2.11, le foncteur v induit donc une équivalence de la
catégorie des complexes de Steiner forts vers la catégorie des co-catégories de Steiner
fortes.

EXEMPLE 2.16. — L’exemple suivant montre que la classe des co-catégories de Steiner
fortes est strictement incluse dans celle des oco-catégories de Steiner. Considérons la
3-catégorie C' définie par le diagramme

b

\g

d.

On vérifie facilement que A(C) est un complexe de Steiner, de base les éléments
de A(C) correspondant aux cellules « génératrices » de C (c’est-a-dire celles qui
sont nommeées dans le diagramme ci-dessus), et que le morphisme canonique
C — v(A(C)) est un isomorphisme. Néanmoins, il n’est pas vrai que A(C') soit un
complexe de Steiner fort : en effet, on a

BE<NA<ya <yl <nb<ng<np,

ou <y désigne la relation du paragraphe 2.13 et ou on a identifié les cellules généra-
trices de C' avec les éléments de la base de A(C') leur correspondant.

u

a———b a
CY,,//h A

! = f

‘ %B g
c——d c

v v

u

Dans la suite de ce chapitre, on introduit quelques compléments sur la notion de
complexe dirigé augmenté.

2.17. — On dira qu'un complexe dirigé augmenté K est décent si, pour tout x dans K,
on a e(x) > 0. Notons que tout complexe dirigé augmenté K a base unitaire, et donc
en particulier tout complexe de Steiner (et donc tout complexe de Steiner fort), est
décent puisque, par définition, si x est dans la base de K, on a e(x) = 1.

2.18. — Soient K un complexe dirigé augmenté et J une partie de N* = N\ {0}. On
définit un complexe dirigé augmenté D ;(K), appelé le J-dual de K, de la maniére
suivante :

— pour tout n > 0, on a
D;(K),=K, e D,jK) =K];

n

— Dj(K) a méme augmentation que K ;
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— la différentielle d’ de D;(K) est donnée, pour n > 1, par

n —

g - —d, sin appartient & J,
dy, sinon.

On vérifie immédiatement que K +— Djy(K) définit un endofoncteur involutif
Dy : Cqa — Caa de la catégorie des complexes dirigés augmentés.

Comme dans le cas des oo-catégories, trois dualités jouent un réle particuliérement
important. Si J est I’ensemble des entiers strictement positifs impairs, on appellera le
J-dual le dual impair et on désignera D ;(K) par K°P. Si J est I’ensemble des entiers
strictement positifs pairs, on parlera du dual pair et on désignera D;(K) par K.
Enfin, si J est I’ensemble des entiers strictement positifs, on appellera le J-dual le
dual et on désignera D j(K) par K°.

PROPOSITION 2.19. — Pour toute partie J de N*, les carrés de foncteurs

o0-Cat —22 50-Cat Can —22— Caa
I (O A
Gda D—J> Gda , oo-Cat T OO-C)LZf/,

ot les foncteurs horizontaux sont ceux définis au paragraphe précédent et au para-
graphe 1.8, sont commutatifs & isomorphisme canonique prés. En particulier, pour
toute co-catégorie C, on a des isomorphismes canoniques

A(CP) = (A(C))P, A7) = (M) et A(C®) = (MC))°,
et, pour tout complexe dirigé augmenté K, on a des isomorphismes canoniques
v(KP) ~ (v(K))?, v(K®)~w(K))® et v(K°) > (v(K))".

Démonstration. — Puisque D est une involution, ce foncteur est son propre adjoint
I’énoncé est donc équivalente par adjonction et il suffit de vérifier la commutativité
du premier.

Soit C' une oco-catégorie. Par définition, pour 7 > 0, le groupe abélien A\(D ;(C)); est
engendré par les [z], pour z dans D ;(C); = C;, soumis aux relations [z+}y] = [z]+[y],
pour z et y des i-fleches composables pour la j-composition *; de D;(C). Si j + 1
n’appartient pas & J, la composition *; est la composition *; de C'. Si j +1 appartient
a J, alors x et y sont composables pour *; si et seulement si y et  sont composables
pour *; et on a alors x ¥ y = y ; . Puisque [z] + [y] = [y] + [z], les relations
définissant A(D;(C)); sont donc les mémes que celles qui définissent A(C);. Puisque
par définition, on a D j(A(C)); = A(C);, on obtient donc I'égalité

AD;(C))i = Ds(ANC));.

On a également
AMD;(C))i = Dy(MC));
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puisque ces sous-monoides sont engendrés par les mémes générateurs. Enfin, si i > 0
et x appartient a C;, la différentielle d’ de A\(D;(C)) envoie [z] sur [¢'(z)] — [s'(2)],
ou s’ et t' désignent la source et le but dans D;(C). Si ¢ n’appartient pas a J,
on a §'(z) =s(z) et t/(x) = t(z), et donc d’([ 1) = d([z]), ou d désigne la diffé-
rentielle de A(C). Si ¢ appartient & J, on a s'(z) = t(x) et t'(x) = s(z), et donc
d'([z]) = —d([z]), ce qui montre que A(D;(C)) et D;(A(C)) ont méme différentielle.
L’égalité des augmentations étant évidente, ceci achéve la démonstration. O

2.20. — Soit K un complexe dirigé augmenté. On appellera dimension de K le plus
petit entier n > 0 tel que K; = 0 pour tout ¢ > n. Si un tel n n’existe pas, on dira
que K est de dimension infinie. Pour n > 0, on notera n-Cq, la sous-catégorie pleine
de Cq. formée des complexes dirigés augmentés de dimension au plus n.

Le foncteur d’inclusion n-Cqy < C4a admet un adjoint & gauche et un adjoint a
droite qu’on notera respectivement

Tint Caa = n-Caa et 72, ¢ Caa = n-Caa.

On appellera Tign le foncteur n-tronqué intelligent et Tgn le foncteur n-tronqué béte.
Explicitement, si K est un complexe dirigé augmenté, on a

K; sit<mn, K} sii<mn,
Ten(K)i = K /d(Kny1) sii=n, et 7L, (K)f=<K; sii=n,
0 sii>n, 0 sii>n,

ot K désigne I'image de K dans K,,/d(K,1), et

K; sii<n, b

0 sii>n,

e
K} sii<n,
0 sii>n,

les différentielles et augmentations étant héritées de celles de K de la maniére évidente.

2.21. — Fixons un entier n > 0. Si C est une n-catégorie, il est immeédiat que A(C) est
un complexe dirigé augmenté de dimension au plus n. De méme, si K est un complexe
dirigé augmenté de dimension n, il est immédiat que v(K) est une n-catégorie. Les
foncteurs A et v induisent donc des foncteurs

A:n-Caqa = n-Cat et v:n-Cat — n-Cqa

et ceux-ci forment un couple de foncteurs adjoints. Par définition, les carrés

n-Cat —— oo-Cat n-Caa — Caa
N
n-Gda e Gda s n-&w Ed OO—&Z&,

ou les fleches horizontales désignent les foncteurs d’inclusion, sont commutatifs.
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PROPOSITION 2.22. — Pour tout entier n > 0, les carrés

b i b
T<n T<n T<n
0co-Cat —— n-Ca co-Cat ——— n-Ca Caa —— n-Cya
Cao——n-Can,  Cin——n-Can,  00-Cat— n-Lat
Tg)n ""gn T<n

sont commutatifs & isomorphisme canonique pres.

Démonstration. — L’existence des fleches de comparaison dans ces carrés résulte for-
mellement de la commutativité des deux carrés du paragraphe précédent. Les commu-
tativités & isomorphisme prés du premier et du troisiéme carrés sont évidentes. Enfin,
la commutativité a isomorphisme prés du deuxiéme carré résulte par adjonction de la
commutativité du second carré du paragraphe précédent. O

PROPOSITION 2.23. — Soit K un complexe dirigé augmenté a base. Pour tout entier
n = 0, le morphisme canonique

Tignl/(K) — Z/Tign(K)
est un isomorphisme.

Démonstration. — Explicitons la fleche de comparaison o : 7L, v(K) = v7l, (K).
Par adjonction, puisque m‘ign(K ) est une n-catégorie, il s’agit de définir un co-fone-
teur v(K) — v7rl,(K). On obtient ce co-foncteur en appliquant le foncteur v
au morphisme canonique K — 7L, (K). Montrons que a : 7L, v(K) — vk, (K)
est un isomorphisme. Pour ¢ < n, il est évident que «; est une bijection. Pour
conclure, il suffit donc de montrer que «,, est une bijection. Décrivons explicitement
Qy, (TignV(K))n — (I/Tign(K))n. Une n-fléche de Tignl/(K) est la classe d’équivalence
d’un élément

0 0 0
Ty .. Tp_q T
1 1 1
Ty .. Tpoq Ty,

0 0 0 0 0 0
Ty .. Typoq Ty Y - Yn-1 YUn
= 1 1 1 et y= 1 1 1
Lo LTpn-1 Tn Yo oo Yn—1 Un
§’il existe
0 0 0
20 -+ Zn o Znpal
= 1 1 1
20 Zn  Rn+l

dans v(K),4+1 tel que z = s(z) et y = t(z). Concrétement, cette derniére condition
signifie qu’on a

0 0 0 0
To -+ Tpo1\ (Y - Yn-1
1 1 1 1
Ty cee Ty Y0 cee Yna

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2020



28 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE STEINER

et qu'il existe 2,41 dans K}, tel que d(z,11) = vy, — x%. On vérifie facilement
que la condition définissant la relation d’équivalence engendrée s’obtient de la méme
maniére mais en demandant que z,4; soit dans le sous-groupe de K, ;; engendré
par K ;. (Plus précisément, la cloture symétrique s’obtient en demandant que 2,41
soit dans K, ; ou dans —K,, et la cloture transitive de la cloture symétrique
en demandant que z soit dans K5, + (=K}, ;) qui n’est autre que le sous-groupe

engendré par K, ,.) Or, puisqu’on a supposé le complexe K a base, ce sous-groupe
est K41 tout entier. Par ailleurs, une n-fleche de I/Tign(K ) est un tableau

0 0 0
(a:o cee T tn>
1 1 1]’
Ty oo Ty_q by,
ott les x5, pour 0 < i <met e =0,1, sont dans K}, et t) =t est dans I'image de K}

dans K, /d(K,+1), satisfaisant aux conditions du paragraphe 2.4. L’application «,,
envoie la n-fleche donnée par la classe de

zy .. 20, oz
ry ..oxl @

0 0 0
(950 cee Tpq xn>
_ )
1 1 1
ry ... Ty_q T,

ott 20 = z1 désigne 'image de 20 = z! dans Ky /d(Kn41). Notre description de la re-
lation d’équivalence définissant les n-fleches de T1<7LI/(K ) montre que cette application
est une bijection, ce qui achéve la démonstration. O

IS 3©
S—

sur la n-fléche

REMARQUE 2.24. — Il n’est pas vrai en général que le morphisme de I’énoncé pré-
cédent soit un isomorphisme si on ne fait aucune hypothése sur le complexe dirigé
augmenté K ; un contre-exemple pour n = 0 est donné par le complexe de chaines
normalisé de I’ensemble simplicial A; muni des sous-monoides de positivité N2 C Z2
et 0 C Z en degré 0 et 1 respectivement.

2.25. — Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes de chaines. Rappelons
qu’une homotopie h de f vers g consiste en la donnée de morphismes de groupes
abéliens

hi : Kz — Li-&-l, pour ) > O,
satisfaisant & la condition
dit1hi + hi—ad; = gi — fi, pour i 2> 0,

en convenant que h_1 =0 et dg = 0. Pour ¢+ = 0, on a donc

diho = go — fo-
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2.26. — Soient f,g: K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. Une
homotopie h de f vers g est une homotopie entre les morphismes de complexes de
chaines sous-jacents satisfaisant & la condition supplémentaire suivante :

hi(K;) C Lj,,, pouri=0.

?

Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. Une
antihomotopie de f vers g est une homotopie de f° : K — L vers g°° : K — L°.
Explicitement, une antihomotopie h de f vers g consiste en la donnée de morphismes
de groupes abéliens

hi: K; - L;41, pouri =0,
satisfaisant aux conditions suivantes :

— pour tout ¢ > 0, on a

digrhi — hi—di = (=1)"(g; — f3),
en convenant toujours que h_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour i = 0, on a
diho = go — fo)
— pour tout 7 > 0, on a
hi(K{)C Lj, .

REMARQUE 2.27. — On verra dans Pappendice B (voir le paragraphe B.4.1) qu’une
homotopie entre morphismes de complexes dirigés augmentés de K vers L correspond
a la donnée d’un morphisme de A\(D1)® K vers L, ot Dy désigne la catégorie associée a
l’ensemble ordonné {0 < 1} et ® le produit tensoriel des complexes dirigés augmentés
(voir le paragraphe 6.2). On en déduira qu’on obtient la notion d’antihomotopie en
inversant les deux facteurs de A(D1) ® K, c’est-a-dire en considérant des morphismes
de K ® A\(Dq) vers L.

2.28. — Plus généralement, on va définir une notion de n-homotopie de complexes
dirigés augmentés pour tout n > 0. Soient K et L deux complexes dirigés augmenteés.
On définit simultanément par récurrence sur n > 0 les notions de n-homotopie de K
vers L et de n-homotopies de K vers L paralléles comme suit. Une 0-homotopie de K
vers L est un morphisme de complexes dirigés augmentés de K vers L. Deux telles
0-homotopies sont par définition toujours paralléles. Si n > 0, une n-homotopie H
de K vers L est la donnée de deux (n — 1)-homotopies h et k paralléles de K vers L,
ainsi que de morphismes de groupes abéliens

H,L' : Kz — Li+7L7 pour 1> 0,
satisfaisant aux conditions suivantes :
— pour tout ¢ > 0, on a
disnHi — (—1)"Hi—1d; = k; — h;,

en convenant que H_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour ¢ = 0, on a ’égalité

dnHo = k‘o — ho) 3
— pour tout ¢ > 0, on a

H{(K})C Lj,,.
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On dit alors également que H est une n-homotopie de h vers k. Deux n-homotopies
sont paralléles si elles vont toutes deux d’une méme (n — 1)-homotopie vers une méme
(n — 1)-homotopie.

Pour n = 1, on retrouve la notion d’homotopie de morphismes de complexes dirigés
augmentés.

On définit de méme une notion de n-antihomotopie pour tout n > 0 en remplagant
la relation liant H & h et k dans la définition d’une n-homotopie par 1’égalité

dipnH; — Hi—1di = (=1)'(ki — h;), pour i >0,

en convenant toujours que H_; = 0 et dy = 0 (en particulier, pour ¢ = 0, on a
dnHo = ko — hg). On retrouve également, pour n = 1, la notion d’antihomotopie.

REMARQUE 2.29. — Les notions de n-homotopie et n-antihomotopie peuvent égale-
ment s’interpréter en termes du produit tensoriel des complexes dirigés augmentés
(voir la remarque B.4.3).

On verra au paragraphe C.30 que les complexes dirigés augmentés munis des
n-homotopies (resp. des n-antihomotopies), pour n > 0, forment une oo-sesqui-
catégorie au sens du paragraphe C.3 et méme une oco-catégorie de Gray (resp. une
oo-catégorie de Gray gauche) au sens du paragraphe C.16. Dans la suite de ce
chapitre, on décrit quelques unes des opérations de ces structures.

Dans la suite de ce chapitre, on fixe K et L deux complexes dirigés augmentés.

2.30. — Soit h une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie) de K vers L, pour
un n > 0. On définit une (n + 1)-homotopie (resp. une (n + 1)-antihomotopie) 1p,
de h vers h en posant, pour ¢ > 0,

(14); = 0.

On appellera 1, 'homotopie identité (resp. I’antihomotopie identité) de h.

En particulier, si f : K — L est un morphisme de complexes dirigés augmentés, on
dispose d'une homotopie 1¢ de f vers f et d'une antihomotopie, également notée 1y,
de f vers f.

2.31. — Soient h et h’ deux (n — 1)-homotopies (resp. deux (n — 1)-antihomotopies)
de K vers L, pour un n > 1, et soit H une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
de h vers /. Si g : J — K est un morphisme de complexes dirigés augmentés,
on vérifie immédiatement, par récurrence, qu’on définit une n-homotopie (resp. une
n-antihomotopie) Hg de h'g vers hg (qui vont de J vers L) en posant, pour ¢ > 0,

(Hg)i = H;yg,.

De méme, si on a un morphisme de complexes dirigés augmentés g : L — M, on
définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie) gH de gh vers gh’ (qui vont
de K vers M) en posant, pour i > 0,

(9H)i = giynH,;.
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2.32. — Soient hg, hy et hy trois (n—1)-homotopies (resp. trois (n—1)-antihomotopies)
de K vers L, pour un n > 1, soient H une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
de hg vers hy et H' une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie) de hy vers hoy

Ry

On vérifie immédiatement qu’on définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
H' + H de hq vers hy en posant, pour 7 > 0,

(H'+H); = H; + H,.

2.33. — Soient fq, f1 et fo trois (n — 2)-homotopies (resp. trois (n — 2)-antihomo-
topies) de K vers L, pour un n > 2, soient h et k deux (n — 1)-homotopies (resp.
deux (n — 1)-antihomotopies) de fy vers fi, et A’ et k' deux (n — 1)-homotopies (resp.
deux (n — 1)-antihomotopies) de f vers fo, et soient enfin H une n-homotopie (resp.
une n-antihomotopie) de h vers k et H' une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)

VRN
s

On vérifie immédiatement qu’on définit une n-homotopie (resp. une n-antihomotopie)
H' + H de b/ + h vers k' + k (voir le paragraphe précédent) en posant, pour i > 0,

(H'+ H), = H! + H,.

On prendra garde au fait qu’on représente par « + » deux opérations différentes
sur les n-homotopies et n-antihomotopies (voir le paragraphe précédent pour la pre-
miére), ces opérations correspondant aux composition en codimension 1 et 2 respecti-
vement. Néanmoins, le contexte rendra toujours clair 'opération désignée par « + ».
Par ailleurs, dans ce texte, nous n’utiliserons ’opération introduite dans ce paragraphe
que dans le cas particulier ot H ou H’ est une identité.

2.34. — Soient f,g: K — Let f',¢' : L — M des morphismes de complexes dirigés
augmentés et soient h une homotopie (resp. une antihomotopie) de f vers g et k' une
homotopie (resp. une antihomotopie) de f’ vers ¢’

s 5
K/FL/WM
~_ v \,/{

g g

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2020



32 CHAPITRE 2. RAPPELS ET COMPLEMENTS SUR LA THEORIE DE STEINER

On définit une 2-homotopie (resp. une 2-antihomotopie) h'h de b/ g+ f'h vers g'h+h' f
(resp. de g’h + b/ f vers h'g + f’h) en posant, pour i > 0,

(W'h); = R h,.

Vérifions-le dans le cas des antihomotopies (c’est celui que nous utiliserons dans ce
texte). Pour ¢ > 0, avec les conventions adéquates pour le cas i = 0, on a

di+2h;+1hi — hih_yd; = di+2h;+1hi - h;dz#lhi + hidis1hi — Rih;_yd;
= (di+2h;+1 - h;di+1)hi + hg(diJrlhi = hy_1d;)
= (*1)”1(9;-&-1 - fi/+1)hi + (*1)%;(91‘ — fi)
= (=1'[(hig; + fizahi) = (Gigahs + 00 )],

d’ou 'assertion.
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CHAPITRE 3

LIMITES INDUCTIVES DE COMPLEXES DE STEINER

Le but de ce chapitre est de dégager des résultats de commutation du foncteur
v : Cqa — 00-Cat de Steiner & certaines classes de limites inductives.

3.1. — On peut montrer que la catégorie des complexes dirigés augmentés est lo-
calement présentable. En particulier, elle est cocompléte. Dans la suite du texte,
nous aurons besoin d’une description explicite de ses limites inductives. Soit donc
F : I — Cq, un foncteur de source une petite catégorie I. Notons (K (7), K (i)*, e(i))
le complexe dirigé augmenté F'(¢). On définit un complexe dirigé augmenté (K, K*,e)
de la maniére suivante. Le complexe de chaines K est la limite inductive des complexes
de chaines K (7). Rappelons que cette limite inductive est calculée degré par degré.
Pour n > 0, le sous-monoide K de K, est le sous-monoide engendré par les images
des K (i)} par les morphismes K (i), — K,. Enfin, 'augmentation e est donnée par
la propriété universelle de Ko = h%m@'e K (7)o. On vérifie facilement que (K, K*,e) est
bien la limite inductive de F.

3.2. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés & base. Un morphisme
f:+ K — L sera dit prérigide s’il envoie tout élément de la base de K sur un élé-
ment de la base de L. (On rappelle que si un complexe dirigé augmenté admet une
base, cette base est unique.) On dira que f est rigide si, de plus, pour tout élément b
de la base de K, on a f((b)%) = (f(b))5, pour ¢ = 0,1 et 0 < k < |b|. Lorsque K est
& base unitaire, cette derniére condition signifie exactement que, pour tout élément b
de la base de K, on a v(f)({b)) = (f(b)). On verra plus loin (proposition 3.10) que
les notions de morphismes prérigides et rigides coincident lorsque f est un monomor-
phisme.

REMARQUE 3.3. — Si f : K — L est un morphisme rigide entre complexes de Steiner,
de sorte que v(K) et v(L) sont en vertu du théoréme 2.12 engendrés librement au sens
des polygraphes par leurs atomes, le co-foncteur v(f) : v(K) — v(L) est rigide au sens
ou il provient d’un morphisme de polygraphes. Autrement dit, ce co-foncteur respecte
les générateurs au sens des polygraphes de v(L) et v(K) donnés par les atomes.
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ExXEMPLE 3.4. — L’exemple suivant montre qu'un morphisme prérigide n’est pas
nécessairement rigide, méme entre complexes de Steiner forts. Considérons les
2-catégories
ho

° ° k'
’ /_\
C=nm a/ ket S:o#o a/\U/ o,
~_V A
[ ) [ ]

—_— v

l

et le 2-foncteur u : C' — S défini par
uwlho) =u(h1) =h', wk)=Fk, ul)=10 et ula)=a *h'

On vérifie facilement que le morphisme f = A(u) : A(C) — A(S) est prérigide. En par-
ticulier, on a f([a]) = [@']. Néanmoins, on n’a pas v(f)({[a])) = ([¢/]). Par exemple,
on a f({[a])}) = [k'] +[1'] mais ([¢/])} = [K']. On verra plus loin que les 2-catégories C
et S sont des oo-catégories de Steiner fortes (cela résulte des propositions 4.13 et A.3,
ainsi que de 'isomorphisme C' ~ v(A(D1)®A(D1)), ot Dy désigne la catégorie associée
a Pensemble ordonné {0 < 1}). En particulier, les complexes A(C) et A\(S) sont de
Steiner forts et le co-foncteur v(f) s’identifie & wu.

3.5. — On dira qu'un foncteur F' : I — (Cq, de source une petite catégorie I est un
systeme prérigide (resp. un systéme rigide) s'il satisfait aux conditions suivantes :
(a) pour tout objet i de I, le complexe dirigé augmenté F'(i) est a base;
(b) pour tout morphisme f : i — ¢’ de I, le morphisme F(f) : F(i) — F(i') est
prérigide (resp. rigide).
PROPOSITION 3.6. — Si F : I — Cqa est un systéme prérigide, alors le complexe
dirigé augmenté hﬂie] F(i) est a base. Plus précisément, l’ensemble gradué

lim B(i),)
(%} (D)n n>0
0t (B(i)n)n>0 désigne la base de F(i), fournit une base de ce complexe dirigé aug-
menté. En particulier, les morphismes canoniques F(ig) — li%miel F(3), pour i un
objet de I, sont prérigides.
Démonstration. — Fixons n > 0. Par hypothése, on a

F(i)y ~ZBOn) et F(i)f ~ NBG),

Puisque F est un systéme prérigide, le foncteur ¢ — F(i),, se factorise par le foncteur
Z-module libre. Or celui-ci commute aux limites inductives et on a donc

(lity F)o = limy F (i), = L 20 = 7,88, 700),

icl iel
Par ailleurs, (h_r)n F)* est le sous-monoide engendré par les N(B(n) qui n’est autre

que N(h—rgiel B(i)"), d’out le résultat. O
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3.7. — On dira qu'un foncteur F' : I — Cq, de source une petite catégorie I est un
systéme de Steiner (resp. un systéme de Steiner fort) si F satisfait aux conditions
suivantes :

(a) F est un systéme rigide;

(b) pour tout objet ¢ de I, le complexe F(i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;

(¢) le complexe lim, _ F (i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;

(d) pour tout objet ig de I, le morphisme canonique F'(ig) — lim, F(3) est rigide.
Si de plus la petite catégorie I est connexe, on parlera de systéme de Steiner connexe
(resp. de systéme de Steiner fort conneze).

THEOREME 3.8. — Le foncteur v : Cqa — 00-Cat commute aux limites inductives des
systemes de Steiner.

Démonstration. — Soit F : I — (g, un systéme de Steiner. Il s’agit de montrer que
le morphisme canonique

lim »(F () = v (lim F(i))

iel iel
est un isomorphisme de oo-catégories. Pour ce faire, nous allons appliquer la proposi-
tion 1.6. En vertu du théoréme 2.12, les oo-catégories v(F'(7)), pour ¢ un objet de I,
et V(hﬂ F') sont engendrées librement au sens des polygraphes par les bases de F(i)
et lim F' respectivement (ou, plus précisément, par les atomes associés a ces bases).
Par hypothése, pour tout objet ig de I, le morphisme canonique F'(ig) — hﬂF est
rigide. Cela implique la condition (a) de la proposition 1.6. De méme, le fait que, par
hypothése, pour tout morphisme i — ¢’ de I, le morphisme F(i) — F(i') est rigide
entraine la condition (b). Enfin, la condition (c) résulte de la proposition 3.6. On peut
donc appliquer la proposition 1.6, ce qui achéve la démonstration. O

Dans la suite de ce chapitre, on va dégager des conditions suffisantes permettant
d’appliquer ce théoréme.

LEMME 3.9. — Soit f: K — L un monomorphisme prérigide entre complexes dirigés
augmentés a base. Alors, pour tout élément homogéne x de K, on a

flz)=flx)- et flzy) = fla)s

Démonstration. — Ecrivons x = x, — x_. Il s’agit de montrer que f(x,) — f(x_) est
la décomposition f(x) = f(z)+ — f(z)—, c’est-a-dire que les coefficients apparaissant
dans Vécriture de f(x1) et f(x_) selon la base de L sont positifs, et que les supports
de f(z4) et f(z_) sont disjoints. Le premier point est immeédiat et le second résulte
du fait que f est un monomorphisme prérigide, d’ou le résultat. O

PROPOSITION 3.10. — Un monomorphisme prérigide entre complexes dirigés augmen-
tés a base est rigide.

Démonstration. — Soit f : K — L un monomorphisme prérigide entre complexes
dirigés augmentés a base. Il s’agit de montrer que, pour tout élément b de la base
de K, ona f({b);) = (f(b))5, pour e = 0,1 et 0 < k < |b|. Par définition, les (b) sont
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obtenus en itérant la différentielle et les opérations x — x_ ou x — x4 selon la
valeur de €. Or, le morphisme f est compatible aux différentielles par définition et
aux opérations x — x_ et x — x4 en vertu du lemme précédent, d’otu le résultat. [

3.11. — On dira qu’'un foncteur F : I — &ns d’une petite catégorie I vers la caté-
gorie des ensembles est séparant si, pour tout objet ig de I, 'application canonique
F(ig) — lim, F(i) est une injection.
On dira qu’un foncteur F' : I — Cq, est un systeme séparant s’il satisfait aux

conditions suivantes :

(a) F est un systéme prérigide;

(b) pour tout m > 0, le foncteur I — &s qui envoie 4 sur la base de F(i), est

séparant.

PROPOSITION 3.12. — Si F' : I — Cqa est un systéme séparant, alors, pour tout
objet ig de I, le morphisme canonique F(ig) — hﬂz’el F(i) est un monomorphisme
rigide.
Démonstration. — Fixons un objet ig de I. On a déja vu (proposition 3.6) que le
morphisme F'(ig) — hﬂ F est prérigide. En vertu de la proposition 3.10, il s’agit donc
de montrer que ce morphisme est un monomorphisme. Notons (B(i)),>, la base du
complexe F(i). En vertu de la proposition 3.6,

liny B(i).
(%} ( )n n=0
est une base du complexe h_ngF Il s’agit donc de montrer que, pour tout n > 0, le
morphisme

g(Bli),) _, 7 (1, BG).,)

est un monomorphisme. Mais, puisque le systéme F est séparant, I'application
B(ig)n — lim, B(1),, est une injection et on obtient le résultat puisque le foncteur
Z-module libre préserve les monomorphismes. O

PROPOSITION 3.13. — Soit F': I — Cqa un systéme séparant. Pour tout morphisme
f i — i de I, le morphisme F(f) : F(i) — F(i') est un monomorphisme. En
particulier, un tel systéme est rigide.

Démonstration. — On a un triangle commutatif

F(f)

lim F :
otl, en vertu de la proposition précédente, les deux fléches obliques sont des mono-

morphismes. On en déduit qu’il en est de méme de F(f). La seconde assertion résulte
de la premiére en vertu de la proposition 3.10. O
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PROPOSITION 3.14. — St F : I — (g, est un systéme séparant a valeurs dans les
complexes dirigés augmentés a base unitaire, alors le complexe li_n%el F(i) est a base
unitaire.

Démonstration. — Notons (B(i)),>, la base du complexe F'(i). En vertu de la pro-
position 3.6, le complexe hglF est & base et sa base est

(11 B(i)n> .
ﬁ n>0
Fixons n > 0. Soit b un élément de h_r)niel B(i)n. Il s’agit de montrer qu’on a

e((b)o) =1 et e((b)g) =1,
ou e est "augmentation de lim F. I.’élément b provient d’un élément by de B(ig),, pour
un certain objet ig de I par Papplication canonique B(ig), — ligieI B(i)y,. De plus,
puisque B(ig) est a base unitaire, on a

e(io)({bo)g) =1 et e(io)({bo)o) = 1,
ot e(ig) désigne 'augmentation de F'(ip). En vertu de la proposition 3.12, le mor-

phisme F(ig) — lim, F(i) est rigide, ce qui permet de conclure. O

PROPOSITION 3.15. — Soit F' : I — Cqa un foncteur satisfaisant aux conditions
suivantes :
(a) F est un systéme séparant ;
(b) pour tout objet i de I, le complexe F(i) est de Steiner (resp. de Steiner fort) ;
(c) le complexe lim, F(i) est a base sans boucle (resp. a base fortement sans
boucle).
Alors F est un systéme de Steiner (resp. un systéme de Steiner fort). En particulier,
le foncteur v : Cqa — 00-Cat commute a la limite inductive de F.

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.13, la condition (a) entraine que F est
un systéme rigide. Par ailleurs, d’aprés la proposition 3.14, dont les hypothéses dé-
coulent des conditions (a) et (b), le complexe lim F” est & base unitaire. La condition (c)
implique donc que ce complexe est de Steiner (resp. de Steiner fort). Enfin, la propo-
sition 3.12, dont ’hypothése est précisément la condition (a), montre que, pour tout
objet ig de I, le morphisme canonique F'(ig) — hg F est rigide, ce qui achéve de prou-
ver la premiére assertion. La seconde résulte de la premiére et du théoréme 3.8. [

Terminons ce chapitre par I’étude du cas des sommes amalgamées.

3.16. — Soit f : K — L un morphisme de complexes dirigés augmentés a base. On
dira que f est une inclusion rigide ordonnée si

(a) f est un monomorphisme rigide ;

(b) si x et y sont des éléments de la base de K, alors on a

x<yy sietseulement si f(x) <y f(y),

ou <y désigne la relation de préordre du paragraphe 2.13.
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Notons que, en vertu du lemme 3.9, le sens direct dans I’équivalence de la condition (b)
est automatique si la condition (a) est satisfaite; le contenu de cette condition se
trouve donc dans I'implication réciproque.

LEMME 3.17. — Soit K un compleze dirigé augmenté a base fortement sans boucle
pour lequel la relation d’ordre <y est totale. Alors tout monomorphisme rigide de K
vers un compleze dirigé augmenté & base fortement sans boucle est une inclusion rigide
ordonnée.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait que si ¢ : F — F est une
injection croissante d’un ensemble totalement ordonné F vers un ensemble ordonné F',
alors, pour z et y dans F, on a x < y si et seulement si i(z) < i(y). O

LEMME 3.18. — Soit

K+« M-151L
un diagramme de complexes dirigés augmentés o base fortement sans boucle et
d’inclusions rigides ordonnées. Alors la somme amalgamée K 1y, L est un com-

plexe a base fortement sans boucle et les morphismes canoniques K — K 1l L
et L — K Il L sont des inclusions rigides ordonnées.

Démonstration. — La proposition 3.6 et la description explicite des sommes amal-
gamées ensemblistes entrainent immédiatement que ce diagramme, vu comme un
foncteur de I = o < @ — o vers (g, est un systéme séparant. Il résulte donc de la
proposition 3.12 que les morphismes canoniques

K—-KIOyL e L—KIUyL

sont des monomorphismes rigides. On va considérer dans la suite de cette démonstra-
tion les monomorphismes en jeu comme des inclusions.

Montrons que le complexe K II; L est fortement sans boucle. En vertu de la
proposition 3.6, la base de ce complexe est la somme amalgamée des bases de K et L
au-dessous de celle de M. On définit une relation < sur cette base en posant

def x, y sont dans la base de K et x <§ Y
Ty <— ou

z, y sont dans la base de L et x <& v,

oll on a noté <§ et <l§ la relation d’ordre du paragraphe 2.13 pour K et L respec-
tivement. Notons que si z et y sont a la fois dans la base de K et celle de L, cela
signifie qu’ils sont dans la base de M et le fait que 7 et j sont des inclusions rigides
ordonnées montre qu’on a

r <y sietseulementsi x <I]\\I4 Y.
En particulier, si x et y sont dans la base de K, on a

r <y sietseulementsi x <§ Y.
De méme, si x et y sont dans la base de L, on a

r <Xy sietseulementsi =z <§ Y.
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La cloture transitive de la relation < n’est autre que la relation de préordre <y du
paragraphe 2.13 pour K IIj; L. En effet, cela résulte du fait que pour z et y deux
éléments de la base de K Il L, si « appartient a supp(d(y)—) ou si y appartient
a supp(d(x),), alors = et y sont soit tous les deux dans la base de K, soit tous les
deux dans la base de L. Pour conclure, il suffit donc de montrer que la relation < est
sans cycle non trivial. Soit donc

ToST1 T =20

un cycle non trivial, c’est-a-dire tel que n > 2, qu'on va supposer minimal. Par
symétrie, on peut supposer que xo est dans la base de K. La relation <& étant sans
cycle non trivial, il existe un élément du cycle qui n’est pas dans la base de K et est
donc dans celle de L. Soit 4 le plus petit indice tel que x; ne soit pas dans la base
de K. On a nécessairement 0 < i < n. Puisqu’on a x;_1 < ; < x;11 et que x; n’est
pas dans la base de K, les éléments x;_; et z;41 sont nécessairement dans la base
de L. Les éléments ;1 < x; < x;+1 sont donc tous les trois dans la base de L.
Si n = 2, cela montre que zy < x1 < 2 est un cycle non trivial pour la relation g{g,
ce qui est exclu par hypothése. Si n > 2, par transitivité de la relation éé, on obtient
un cycle non trivial plus court en supprimant x; de notre cycle qui était pourtant
supposé minimal, ce qui est absurde.

Mountrons maintenant que K — K II; L est une inclusion rigide ordonnée (le cas
de L — K 1T L en résultera par symétrie). Il s’agit donc de montrer que si on a

T=ToSTI STy =Y

avec z et y dans la base de K, alors on a z <§ y, c’est-a-dire = < y. Ceci se démontre
par un argument similaire a celui qu’on a utilisé pour montrer que < est sans cycle
non trivial : on considére une chaine minimale pour laquelle on n’a pas x < y; elle
doit nécessairement contenir un élément qui n’est pas dans la base de K ; on en déduit
une chaine plus courte et donc une contradiction. O

THEOREME 3.19. — Un diagramme

K Ky K3 K4 K
I ATANA N o
Ly Ly L,

de complexes de Steiner forts dont les morphismes sont des inclusions rigides or-
données est un systéeme de Steiner fort. En particulier, la limite inductive d’un tel
diagramme est un compleze de Steiner fort et le foncteur v : Cqq — c0-Cat: commute
a cette limite inductive.

Démonstration. — En décomposant la limite inductive du diagramme en une somme
amalgameée itérée, le lemme précédent et le stabilité des inclusions rigides ordonnées
par composition impliquent que la limite inductive du diagramme est un complexe a
base fortement sans boucle. La proposition 3.6 et la description explicite des sommes
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amalgamées itérées ensemblistes entrainent que ce diagramme est un systéme sépa-
rant. Les hypothéses de la proposition 3.15 sont donc satisfaites et on conclut en
invoquant cette proposition. O

COROLLAIRE 3.20. — Soit

K+«—M-—L
un diagramme de complexes de Steiner forts et de monomorphismes rigides. On sup-
pose que la relation d’ordre <y sur la base de M est totale. Alors K11y, L est un com-
plexe de Steiner fort et le morphisme canonique v(K) I, v(L) — v(K 1 L) est
un isomorphisme.

Démonstration. — En vertu du lemme 3.17, les morphismes du diagramme sont des
inclusions rigides ordonnées et le résultat découle donc du théoréme précédent. O
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CHAPITRE 4

LA CATEGORIE © DE JOYAL

Ce chapitre est consacré a des rappels sur la catégorie O, introduite par Joyal
dans [23].

4.1. — Pour ¢ > 0, on notera D; la oco-catégorie qui coreprésente le foncteur
Fl; : oo-Cat — Ens qui envoie une oo-catégorie C sur Iensemble C; de ses i-fléches.
Cette oco-catégorie est en fait une i-catégorie. Elle admet une unique i-fléeche non
triviale qu’on appellera sa cellule principale. Pour tout k tel que 0 < k < 1, la
i-catégorie D; admet exactement deux k-fléches non triviales qui sont la source et le
but itérés en dimension k de sa cellule principale. Voici les graphes sous-jacents (sans
les identités) de D; pour i =0,1,2,3 :

/\
Do= e, Di=e——e, Dy=o | Zo e Dy=o 5]
~V A~ Vv
Il sera parfois utile d’étendre la notation D; au cas ¢ = —1 en convenant que D_; est

la co-catégorie vide.

Pour i > 0, on a des oo-foncteurs o;,7; : D;_1 — D; qui coreprésentent res-
pectivement les transformations naturelles source et but Fl; — Fl;_;. Explicitement,
o; : Di—1 = D; (resp. 7; : D;_1 — D;) envoie la cellule principale de D, _; sur la source
(resp. le but) de la cellule principale de D;.

Pour i > j > 0, on notera 0;-, T; :D; = D; les co-foncteurs définis par

Ul;»—O'i"'Oj+zUj+1 et f;:Ti'~'Tj+2Tj+1.
4.2. — Soient [ > 1 et i1,...,%, j1,-..,J1—1 des entiers positifs vérifiant les inégalités
ik > Jk < ki1, pour 0 < k < [.

On associe a ces entiers le diagramme

Di1 Di2 Di3 e Diz—l D’il
i D, Tiv iz D,, iz ... o %1 Dj,_, Til—1
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dans oo-Cat. On appellera somme globulaire la limite inductive d’un tel diagramme et
on la notera simplement

D;, lp,, ... p
Les co-catégories obtenues de cette maniére seront appelées des schémas de composi-
tion globulaires.

g1 U

4.3. — Pour 7 > 0, on notera
Ki:Dip1 = D;

le co-foncteur coreprésentant la transformation naturelle identité Fl; — Fl; 1. Concre-

tement, x; envoie la cellule principale de D;41 sur l'identité de la cellule principale

de D;. Pour ¢ > j > 0, on notera x] : D; — D; le co-foncteur défini par

J

i

Ry = Rj-Ri—2Ki—1.

Pour ¢ > 5 > 0, on notera
V% :D; — D; lp, D;

le oco-foncteur qui coreprésente la transformation naturelle *; : Fly g, Fl; — Fl;
de j-composition des i-fleches. Concrétement, V; envoie la cellule principale de D;
sur le j-composé des deux i-fleches de D; I, D; correspondant aux cellules princi-
pales des deux copies de D;.

4.4. — La catégorie © de Joyal est la sous-catégorie pleine de co-Caz formée des sché-
mas de composition globulaires. On notera O la sous-catégorie pleine de oo-Cat dont
les objets sont les schémas de composition globulaires ainsi que la oco-catégorie vide.

REMARQUE 4.5. — La catégorie © a été introduite par Joyal dans [23] avec un point
de vue différent de celui adopté ici. C’est Berger [10] et Makkai-Zawadowski [29] qui
ont prouvé indépendamment 1’équivalence des deux définitions.

PROPOSITION 4.6. — La catégorie © (et donc la catégorie ©4 ) est une sous-catégorie
dense de oo-Cat. Autrement dit, si C est une co-catégorie, le morphisme canonique

lim S —C
(8,5—=C)e®/c

est un isomorphisme de co-catégories.

Démonstration. — Voir le théoréme 1.12 de [10] ou le théoréme 4.10 de [43] appliqué
a exemple 4.18. O

PROPOSITION 4.7. — Soit J une partie de N*. Pour tout objet S de O, la co-catégorie
D;(S) (voir le paragraphe 1.8) est isomorphe a un objet de © .

Démonstration. — Cela résulte, par exemple, du fait que les co-catégories isomorphes
a un objet de © peuvent étre caractérisées de maniére intrinséque a la catégorie oco-Caz
munie du foncteur d’oubli vers les co-graphes (voir par exemple [43, exemple 4.18]).
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On donnera une démonstration directe dans [8] basée sur la description de O en termes
de produit en couronnes de [11] (voir également [17]). O

4.8. — La catégorie ©° est naturellement munie d’un objet co-catégorie interne. Plus
précisément, les objets

D;, pourz: >0,

et les morphismes

o; :D;_1 — Dy, pour ¢ > 0,
7 D1 — Dy, pour ¢ > 0,
ki Dijy1 — Dy, pour ¢ > 0,

V% :D; = D;lp, D;, pouri>j >0,

de ©, correspondant respectivement aux cellules, sources, buts, unités et compositions,
vérifient les axiomes duaux a ceux des oco-catégories. Il en résulte que tout préfaisceau
X : ©° — & sur O qui envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires, au

sens ou, pour toute somme globulaire D;, Hp,, ...Ip;  D;,, Papplication canonique

f‘j(Di1 HDh "'HDjl,l Di[) — F(Dzl) XF(D )y XF(D' ) F(Diz)

J1 Ji—1

est une bijection, définit une oco-catégorie. On notera X (D,) cette oo-catégorie. L’en-
semble de ses i-cellules, pour ¢ > 0, est X(D;) et les sources, buts, unités et com-
positions sont donnés par les applications X (0;), X (7;), X (k) et X (V%) pour des
valeurs de ¢ et j convenables. De plus, tout morphisme f : X — Y entre des pré-
faisceaux sur © envoyant les sommes globulaires sur des produits globulaires définit
un oo-foncteur fp, : X(Do) — Y (D,) entre les co-catégories associées. Ainsi, en no-
tant @glob la sous-catégorie pleine de © formée des préfaisceaux envoyant les sommes
globulaires sur des produits globulaires, on obtient un foncteur

@glob — oo-Cat.

Nous n’en aurons pas besoin dans la suite de ce texte mais on peut vérifier facilement
que ce foncteur est une équivalence de catégories, un quasi-inverse étant induit par le
nerf cellulaire oco-Cat — ©, foncteur « nerf » associé a I'inclusion © < oo-Cat.

4.9. — La catégorie ©_ posséde une propriété analogue & celle de © exposée au pa-
ragraphe précédent. Soit X, : (0,)° — & un préfaisceau sur O, qui envoie les
sommes globulaires sur des produits globulaires, c’est-a-dire tel que sa restriction X
a © envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires au sens du para-
graphe précédent. En vertu de ce méme paragraphe, un tel préfaisceau définit une
oo-catégorie X (D, ). De plus, les morphismes @ — D; de O, pour ¢ > 0, permettent
de munir cette co-catégorie d'un co-foncteur vers I’ensemble X (@), vu comme une
oo-catégorie dont les i-cellules sont triviales pour ¢ > 0. On notera X (D,) cette
oo-catégorie au-dessus de X (). Si x est un élément de X (&), on notera X (D),
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la fibre en  du oco-foncteur X (Do) — X4 (). On a ainsi

XD = J[ XiD.).
z€X (D)

Sify @ X4 — Y4 est un morphisme entre préfaisceaux sur ©4 envoyant les sommes
globulaires sur des produits globulaires, la restriction f de fi & © définit un
oo-foncteur fp, : X(Ds) — Y (D,) rendant le carré

commutatif. En particulier, si « appartient & X, (&) et y = (f4 )z (), alors on dispose
d’un co-foncteur X+(D )z = Yi(Da)y-

Ainsi, en notant (®+)g10b la sous-catégorie pleine de ®+ formée des préfaisceaux
envoyant les sommes globulaires sur des produits globulaires, on obtient un foncteur

(O )glob — 00-Cat | Ens,

ot oo-Cat | Ens désigne la catégorie des co-catégories au-dessus d’un ensemble. Nous
n’en aurons pas besoin dans la suite de ce texte mais on peut déduire facilement de
I’énoncé analogue pour © que ce foncteur est une équivalence de catégories.

Nous allons maintenant ¢tudier I'image de © par le foncteur A : co-Cat — Cqa.

4.10. — Fixons i > 0 et considérons la i-catégorie D;. Notons x sa cellule principale.
Pour k tel que 0 < k < i, les k-fleches non triviales de D; sont exactement si(x)
et t(z). Ces cellules seront également notées z{ et xj. De méme, on notera parfois
2Y, 2} ou x; la cellule .

On vérifie immédiatement que le complexe dirigé augmenté A\(D;) peut se décrire

de la maniére suivante. Pour £ > 0, on a

zdee)) s 0 <k <,
AD;)y, = ¢ zUeh) si k=1,

0 sik > .
On identifiera souvent les cellules non triviales de D; avec les éléments de la base
de A\(D;). De plus, on posera parfois 2 = 0 = z}. pour k > i. Pour k tel que 0 < k < i,
la différentielle envoie z% et x} sur x}_; — 2% . Les sous-monoides A(D;); sont les
sous-monoides engendrés par les bases canoniques et I’augmentation est donnée par
la somme des coefficients. Le complexe dirigé augmenté A(D;) est donc a base.

Soient k tel que 0 < k <4 et € = 0,1. On vérifie immédiatement qu’on a

(@) =
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pour n = 0,1 et [ tel que 0 <1 < k (voir le paragraphe 2.8 pour la notation (z)). En
particulier, on a

(zi)o =25 et (z7)o = o,
et la base de A\(D;) est unitaire.
Par ailleurs, la relation de préordre <y sur A(D;) est Pordre total

0 0 0 1 1 1
ToSNT] SN SNTj_1 SNT SN T;_q SN -+ <N 27 <N T,

ce qui prouve que la base de A(D;) est fortement sans boucle. Le complexe A(D;) est
donc un complexe de Steiner fort.

4.11. — Fixons deux entiers positifs ¢ et j. On notera x et y les cellules principales
respectives de D; et D;.
Supposons i > j. Le morphisme A(c?) : A(D;) — A(D;) est donné par

T~ yr, pour0<k<jete=0,1,
0
Tj Yj-
De méme, le morphisme A(7}) : A(D;) — A(D;) est donné par
L yp, pour0<k<jete=0,1,
1
Tj—= Y-
Supposons maintenant ¢ < j. Le morphisme )\(Ii;) : A(Dj) = A(D;) est donné par
Ty, pour0<k<jete=0,L1

Ainsi, x% et x,lc, pour k = i, sont envoyés sur y; et, pour k > ¢, sur 0.

Soient maintenant ¢ > j > 0 deux entiers. Considérons le morphisme de cocom-
position V;- :D; = D; Op, D;. Notons x la cellule principale de la source D; de V;'.
et y et z les cellules principales des deux copies de D; apparaissant de gauche a droite
dans D; [Ip; D;, vues comme des cellules de D; IIp,; D;. On utilisera les notations du
paragraphe 4.10 pour la cellule x et on les étendra de la maniére évidente a y et z :
on notera y; et zp, pour 0 < k <7 et e = 0,1, les sources et buts itérés de y et z, et
on identifiera ces cellules avec I'élément de A(D; IIp; D;) qu’elles définissent. Puisque
5(y) = t;(z), on a

y?:zjl- et yp=z2; powr0<k<jete=0,1.

On vérifie que les y5, 25, pour 0 < k < i et e =0, 1, modulo les relations ci-dessus et
les relations triviales y? =y} et z{ = z}, forment une base de A(D; IIp, D;). Avec ces
notations, le morphisme )\(Vj) est donné par

Tp > 2y, pour 0 < k < j,
Th & Uk pour 0 < k < j,
ai s yi + 25, pourj<k<iete=0,1.
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4.12. — Soit S = D, HUp,, ...HD_M1 D;, un schéma de composition globulaire. Par
définition, la co-catégorie S est limite inductive du foncteur Fg : Ig — oo-Cat associé

au diagramme décrit au paragraphe 4.2. On a donc un isomorphisme

A(S) =2 AD;,) Uy, - - - Ua,, ) ADi,),

ol le membre de droite est la limite inductive du foncteur Gg : Ig s, oo-Cat 2 Caa.
Cet isomorphisme s’étend au cas S = & en considérant les uniques foncteurs
Fg:@-)OO-Cd&etGglg—) cda.

PROPOSITION 4.13. — Pour tout objet S de ©4, le foncteur Gg est un systéme de
Steiner fort. En particulier, le complexze \(S) est un complexe de Steiner fort. De
plus, le morphisme d’adjonction S — vA(S) est un isomorphisme.

Démonstration. — 1l est immédiat que les morphismes

A(@}),M7;) : A(Dj) = A(D;),  pouri>j >0,

sont des inclusions rigides ordonnées. Le foncteur Gg : Is — Cq, vérifie donc les
hypothéses du théoréme 3.19, ce qui entraine la premiére assertion, ainsi que le fait
que A(S) est un complexe de Steiner fort. Ce méme théoréme donne de plus un
isomorphisme canonique

V)\(S) ~ V)\(D“) HV)\(DJ'I) N HV/\(Dv ) V)\(D”)

Ji—1
Pour obtenir la derniére assertion, il suffit donc de montrer que, pour tout k£ > 0, le
morphisme d’adjonction Dy — vA(Dg) est un isomorphisme, ce qui se vérifie facile-
ment par un calcul direct. U

REMARQUE 4.14. — Le fait que A(S), pour S un schéma de composition, est un com-
plexe de Steiner fort et que le morphisme d’adjonction S — vA(S) est un isomorphisme
est dit & Steiner [34]. On renvoie a ce méme texte pour une étude plus compléte des
liens entre complexes dirigés augmentés et schémas de composition globulaires.
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CHAPITRE 5

EXTENSION DE STRUCTURES
DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

Le but de ce chapitre est d’étendre un théoréme da & Day d’extension de struc-
tures de catégorie monoidale bifermée au cadre plus général des catégories monoidales
localement bifermées, qu’on introduit dans le chapitre.

5.1. — Soit ) une sous-catégorie pleine d’une catégorie C. Rappelons qu’on dit
que &) est une sous-catégorie dense de C si tout objet de C est limite inductive
canonique d’objets de ). Cela signifie la chose suivante. Soit X un objet de C. No-
tons é[)/X la catégorie dont les objets sont les couples (d, f : d — X), ou d est un
objet de &) et f un morphisme de C, et dont les morphismes entre deux tels couples
(d, f) et (d, f") sont les morphismes g : d — d’ de C tels que f'g = f. On a un
foncteur canonique pf[)/X — C qui envoie (d,d — X) sur d. Ce foncteur est muni
d’une transformation naturelle canonique vers le foncteur constant de valeur X. On
dit que X est limite inductive canonique d’objets de &) si cette transformation na-
turelle est un cone inductif universel ou, autrement dit, si la limite inductive de ce
foncteur existe et le morphisme canonique
@ d— X
(d,d—X)eD/ x

est un isomorphisme.

On vérifie facilement que si une sous-catégorie pleine &) de C contient une sous-
catégorie pleine dense dans C, alors ) est dense dans C.

Rappelons enfin que si la sous-catégorie pleine &) est une petite sous-catégorie D,
alors D est dense dans C si et seulement si le foncteur de C vers les préfaisceaux D
sur D défini par

X — (d — Homg(d, X))

est pleinement fidéle.

5.2. — Soit C une catégorie monoidale de produit tensoriel ®. On rappelle que C est
dite fermée a droite si, pour tout objet Y de C, le foncteur e ® Y : C — C admet un
adjoint & droite. De méme, on dit que C est fermée a gauche si, pour tout objet X
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48 CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

de C, le foncteur X ® e : C — C admet un adjoint a droite. On dit que C est bifermée
si elle est & la fois fermée a gauche et & droite.

En vertu d’un résultat classique sur les adjonctions paramétrées (voir par exemple
[28, chapitre IV, section 7, théoréme 3]), si C est fermée a droite, il existe un foncteur
Hoim% : C° x C— C et des bijections

Hom (X ® Y, Z) ~ Hom¢ (X, Hom%(Y, Z)),

naturelles en X, Y et Z dans C. De méme, si C est fermée a gauche, il existe un
foncteur Hom¥, : C° x C — C et des bijections

Hom¢(X ®Y, Z) ~ Hom¢(Y,Hom% (X, 7)),
naturelles en X, Y et Z dans C.

THEOREME 5.3 (Day). — Soient C une catégorie compléte et cocompléte, et ) une
sous-catégorie pleine de C munie d’une structure de catégorie monoidale. On suppose
qu’il existe une petite sous-catégorie pleine de &) dense dans C, des foncteurs

HH: 9" xC—2C
et des bijections
Hom (S, H(S', Z)) =~ Hom¢(S ® S’, Z) ~ Hom¢(S', H'(S, 7)),

naturelles en S, S’ dans &) et Z dans C.

Alors il existe une et une seule structure monoidale sur C (& unique isomorphisme
monoidal prés) donnée par un produit tensoriel commutant aux petites limites induc-
tives en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion ) — C s’étend en
un foncteur monoidal. De plus, cette structure monoidale est bifermée.

Démonstration. — Soit D une petite sous-catégorie pleine de ) dense dans C. On va
commencer par montrer que si S et S’ sont deux objets de ), on a un isomorphisme
canonique
S®S'~ lm s®5,
s—>5€eD/g
s'>S8'€D/g’
ou la limite inductive, comme toutes les limites inductives dans cette preuve, est
calculée dans C. On a, pour tout objet Z de C,
Home(lim (s ® §'), Z) ~ lim Hom(s ® ', Z)
s—S s—S
~ j /
~ lim Hom (s, H(S', Z))
s—S
= Homc(@ SvH(S/a Z))
s—S

~ HOmg(S,H(S’,Z))
~ HOmg(S@S/,Z),
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d’ott un isomorphisme canonique

S®S ~ lig(seas’).

s—S

De méme, en utilisant H’, on obtient un isomorphisme canonique
S® S ~ lig (S®s').
s'—=S’
On a donc
S®S ~ ligq(s@S’) ~ lim lim s® s,
s—S8 s—S s’ =S’
d’otl I'isomorphisme annoncé.
Etendons maintenant le produit tensoriel de &) a C. On est contraint de poser,
pour X et Y dans C,
XY= lm s® s'.
s—»XeD/x
s'=YeDyy
Le paragraphe précédent montre qu’on prolonge bien ainsi le produit tensoriel de ).
De méme, on va, étendre les foncteurs H et H' en des foncteurs C° x € — C. Pour X
et Y des objets de C, on pose
H(X,)Y)= Jim H(s,Y) et H'(X,Y)= Jim H'(s,Y).
s—XeD/x s—XeD/x

On va montrer qu’on a des bijections
Hom¢(X,H(Y,Z)) ~ Hom¢(X ® Y, Z) ~ Hom¢(Y, H' (X, Z)),

naturelles en X, Y et Z dans C. Faisons-le pour la bijection de gauche, celle de droite
se traitant de maniére analogue. On a

Home(X ®Y, Z) >~ Home(  lim  s®s',2)

s—X,s'=Y

12

im  Home(s® s, Z)
s—=X,s'=Y
im  Home(s, H(s', Z))

s—X,s'=>Y

12

~ Hom( limy s, lim H(s', 2))
s—X s'=Y

~ Hom¢(X, H(Y, Z)),

ce qu’il fallait démontrer. Ceci montre que le foncteur ® : C x € — C commute aux
limites inductives en chaque variable.

Pour conclure, il suffit de vérifier que la structure monoidale sur ) induit une
structure monoidale sur la catégorie € munie du produit qu’on vient de définir. Notons
I T'unité du produit tensoriel de ). On a, pour tout objet X de C,

IT@X ~1® lim s~ hgn([@s): lim s ~ X

s—=X s—X s—X
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50 CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

et, de méme, X ® I ~ X. Enfin, en utilisant le fait que le produit sur ¢ commute aux
limites inductives en chaque variable, on obtient, pour tous objets X, Y et Z de C,
les isomorphismes

(XeY)®Z~ lim (s®s)®s"
s—=X,s'=Y,s"=Z
~ lim s~ X (Y 2),

s—X,s'=Y,s"" =7

ce qui achéve la démonstration. O

REMARQUE 5.4. — Le résultat ci-dessus, purement formel, est attribué a Day par
Street dans [40]. Les références données par celui-ci sont [19] et [20].

Le but de la suite du chapitre est de généraliser le théoréme précédent en un
énoncé qui puisse s’appliquer & des produits tensoriels dont on suppose uniquement
qu’ils commutent aux limites inductives connezes.

5.5. — Soit C une catégorie monoidale. Une coaugmentation a gauche de C est la
donnée d’un endofoncteur M de C et de morphismes

M(X) %5 X®Y,
naturels en X et Y dans C. Plus formellement, on demande que ¢; soit une transfor-
mation naturelle
Mp L
de foncteurs de C x C vers C, oup: C x C — C désigne la premiére projection. De

méme, une coaugmentation & droite de C est la donnée d’un endofoncteur N de C et
de morphismes

XY & N(®Y),
naturels en X et Y dans C. Plus formellement, on demande que ¢ soit une transfor-
mation naturelle
® <N q
de foncteurs de Cx C vers C,ouq: Cx C — C désigne la seconde projection. Enfin, on

appellera bicoaugmentation de C la donnée d’une coaugmentation & gauche et d’une
coaugmentation a droite

M(X) S X®Y <& N(Y).

Par abus de langage, on dira parfois que M est une coaugmentation & gauche, sous-
entendant ainsi la transformation naturelle 1. De méme pour les coaugmentations a
droite et les bicoaugmentations.

EXEMPLE 5.6. — Soit C une catégorie monoidale possédant un objet initial @. Il
existe deux bicoaugmentations naturelles sur C :
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(a) la bicoaugmentation triviale : M et N sont les foncteurs constants de valeur &
et, pour tous objets X et Y de C, les morphismes

LX< o

sont 'unique morphisme @ - X ® Y';
(b) la bicoaugmentation pseudo-locale : M et N sont les foncteurs e @ @ et I R o
respectivement et, pour tous objets X et Y de C, les morphismes

X205 XY <2 2QY

sont induits par fonctorialité par les morphismes @ — Y et @ — X.
Notons que si la catégorie monoidale C est bifermée, ces deux bicoaugmentations sont
isomorphes en un sens évident.
Par ailleurs, si I'unité de la catégorie monoidale C est I’objet initial &, alors la
bicoaugmentation pseudo-locale induit une bicoaugmentation isomorphe :
(c) la bicoaugmentation locale : M et N sont ’endofoncteur identité de C et, pour
tous objets X et Y de C, les morphismes

XL XY~y

sont induits, & partir de la bicoaugmentation pseudo-locale, par les contraintes
dunitée X ~ X 0et QY ~Y.

5.7. — Soit C une catégorie monoidale munie d’une coaugmentation a droite N. On
dira que C est localement fermée a droite si, pour tout objet Y de C, le foncteur

= N(Y)\C
X—=(X®Y,:NY)=>X®Y)

admet un adjoint a droite. De méme, si C est munie d’une coaugmentation a gauche M,
on dira que C est localement fermée a gauche si, pour tout objet X de C, le foncteur

C— Mx)\C
Y5 (X®Y,0: MX)—> X®Y)

admet un adjoint & droite. Enfin, si C est munie d’une bicoaugmentation, on dira
que C est localement bifermée si elle est localement fermée & gauche et a droite.

Si C est une catégorie monoidale d’unité un objet initial, on appliquera parfois le
vocabulaire précédent sans préciser les coaugmentations auxquelles on fait référence.
On utilisera alors implicitement la bicoaugmentation locale de I’exemple 5.6.

Si une catégorie monoidale coaugmentée a droite C est localement fermée & droite,
alors, pour tout objet Y de C, le foncteur ¢ ® Y : C — C commute aux limites
inductives connexes. En effet, celui-ci se décompose en

C— N(Y)N\C LN C,

ou le premier foncteur est le foncteur canonique déja considéré et U est le foncteur
d’oubli. Or, puisque C est localement fermée & droite, ce premier foncteur admet un
adjoint a droite. On obtient ’assertion puisque le second commute toujours aux limites
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52 CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

inductives connexes (voir par exemple [31, proposition 3.3.8]). De méme, si C est
localement fermée a gauche, alors, pour tout objet X de C, le foncteur X ® e : C — C
commute aux limites inductives connexes. Ainsi, si C est localement bifermée, son
produit tensoriel commute aux limites inductives connexes en chaque variable.

REMARQUE 5.8. — Notons que si C est une catégorie monoidale avec un objet initial &
munie de la bicoaugmentation triviale (voir exemple 5.6), alors C est bifermée si et
seulement si elle est localement bifermée.

REMARQUE 5.9. — Soit C une catégorie monoidale d’unité un objet initial @. On
munit C de la bicoaugmentation locale. On a vu que si C est localement bifermée,
alors le produit tensoriel de C commute aux limites inductives connexes en chaque
variable. La réciproque est également vraie si on suppose que la catégorie C est loca-
lement présentable. En effet, on vérifie tout d’abord que, pour tout objet Y de C, le
foncteur ¢ — y'\ C du paragraphe 5.7 commute aux limites inductives. Cela résulte
du fait qu’il commute aux limites inductives connexes puisque le foncteur d’oubli
U: Y\@ — C est conservatif et commute aux limites inductives connexes, et du fait
qu’il envoie lobjet initial @ de C sur (@ ® Y,12) ~ (Y, 1y) qui est un objet initial
de y\ C. Par ailleurs, puisque la catégorie C est localement présentable, il en est de
meéme de la catégorie Y\ C. Or, il est bien connu qu’un foncteur entre catégories lo-
calement présentables qui commute aux limites inductives admet un adjoint & droite.
Ceci montre que C est localement fermée a droite. On montre de méme que C est
localement fermée a gauche. Nous n’utiliserons pas ce résultat dans la suite de ce
texte.

5.10. — Soit F : C — ) un foncteur. On notera EI(F) la catégorie dont les ob-
jets sont les triplets (X, f : F(X) — Y,Y), ot X est un objet de C, Y un objet
de &) et f:F(X)— Y un morphisme de &), et dont les morphismes de (X, f,Y)
vers (X', f/,Y’) sont les couples (g,h), ou g : X’ — X est un morphisme de C
et h:Y — Y’ un morphisme de &) tels que le carré

Fx) <9 px)

f lf/

Y4h>Y’

soit commutatif.
Notons que, dans le cas ou F' est le foncteur constant de valeur un objet initial
de ), la catégorie FI(F) est canoniquement isomorphe & la catégorie C° x 2.

5.11. — Soit C une catégorie monoidale munie d’une coaugmentation a droite N.
On notera Flg(C) la catégorie FI(N : C — C). Une variante du théoréme sur les
adjonctions paramétrées déja cité montre que, si C est localement fermée a droite,
alors il existe un foncteur

H:Fly(C) = C
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et des bijections

HomN(Y)\C((X ® KLQ)v (Z7g)) = HomC(XvH(Y7ga Z))a

naturelles en X dans C et (Y, g, Z) dans Flg(0).

De méme, si C est munie d’une coaugmentation a gauche M, on notera Flg(C) la
catégorie FI(M : C — () et on montre que, si C est localement fermée & gauche, alors
il existe un foncteur

H':Flg(C) — C
et des bijections
HomM(X)\a((X ® K Ll)v (Za f)) = HOma(K H/(X7 f) Z)>7
naturelles en Y dans C et (X, f, Z) dans Fly(C).

LEMME 5.12. — Soient F,G : I — C deux foncteurs de source une petite catégorie I
et de but une catégorie cocomplete C, et o : F — G une transformation naturelle.
Alors, pour tout objet Z de C et tout cone inductif (f; : F(i) — Z)ier de F vers Z,
on a une bijection canonique

Homl_rgF\a((lgG Jim ), (Z, f)) LHom ine((G(i), 02), (Z, fi)),

ou f: ligF — Z désigne le morphisme déduit du cone inductif (f;)icr-

Démonstration. — Un élément du membre de droite est donné par une famille de
morphismes (g; : G(i) = Z);cs satisfaisant g;a;; = f; pour ¢ dans I et qui est de plus
dans la limite projective en question, c’est-a-dire qui est telle que, pour tout h : ¢ — 4’
dans I, on ait g;;G(h) = g;. Cette derniére condition signifie exactement que (g;);er est
un cone inductif. On peut donc associer a la famille (g;);c; un foncteur h_I)IlG — Z.
Dire que ce foncteur est au-dessous de 11_1’I>1F signifie exactement qu’on a g;a; = f;
pour tout i dans I, d’ou ’assertion. O

THEOREME 5.13. — Soit C une catégorie compléte et cocompléte munie de deux endo-
foncteurs M, N : C — C commutant aux petites limites inductives connezes. Soit &)
une sous-catégorie pleine de C, stable par les endofoncteurs M et N, munie d’une
structure de catégorie monoidale et d’une bicoaugmentation dont les endofoncteurs
sous-jacents sont les restrictions de M et N a &). On suppose que &) contient un
objet initial de C, qu’il existe une petite sous-catégorie pleine de ) dense dans C, des
foncteurs

H:ﬁd(o@,a)ﬁ C et H':I?Ig((@,a)% C

ol on a posé
Fla(D. C) =FI(Njg: D— C) et Fly(D,C)=FI(M5: D~ 0),
des bijections

HomN(S/)\G((S ® s, t2),(Z,9)) ~ HOmg(S,H(SI,%Z)),

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2020



54 CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY

naturelles en S dans Q) et (S',g,Z) dans Flg(D, C), et des bijections
HomM(S)\U((S ® S/’ Ll)? (Z’ f)) _— HOmg(S/, H/(Sa fa Z))v

naturelles en S’ dans ) et (S, f,Z) dans Elg((@, 0).

Alors il existe une et une seule structure de catégorie monoidale sur C (& unique
isomorphisme monoidal prés) donnée par un produit tensoriel commutant aux petites
limites inductives connexes en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion
D — C s’étend en un foncteur monoidal. De plus, cette structure de catégorie mo-
noidale sur C admet une unique bicoaugmentation d’endofoncteurs sous-jacents M
et N prolongeant la bicoaugmentation de &), et la structure est localement bifermée
pour cette bicoaugmentation.

Démonstration. — Soit D une petite sous-catégorie pleine de ) dense dans C conte-
nant un objet initial @ de C. On va commencer par montrer que si S et S’ sont deux
objets de &), on a un isomorphisme canonique
S®S '~ 1 s® s,
s ~>£D/S
s'=S'eD/g’
ou la limite inductive, comme toutes les limites inductives dans cette preuve, est
calculée dans C (ou dans une tranche de ). Notons que ces limites inductives sont
connexes puisque D admet un objet initial. On a, pour tout objet (Z,g) de N(S’)\C,
Hom y gy, e(lim (s ® §,12), (Z,g)) = lim Hom o1\ o((s® §12). (Z,9)
s—S s—S
~ lim Homy (s, H(S', 9. Z))
s—S
~ Hom(lim s, H(S', 9. Z))
s—S

= Homg(S,H(S/,g, Z))

~ HomN(S,)\g((S ®S'12),(Z,9)),
d’oit un isomorphisme canonique

(S®8 1) = lim (s ® 5, 12)
s—S
dans v (S’ )\(3 et donc un isomorphisme canonique
S® 8 ~lim(s® )

s—S

dans C puisque la limite inductive en jeu est connexe et que le foncteur d’oubli

N(S )\0 — C commute aux limites inductives connexes. De méme, en utilisant H’,
on obtient des isomorphismes canoniques

(S®8u)~ lim (S®s,u)

s'—S’
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dans N(S)\C et v o)
®RS" ~ li ® s
s%’

dans C. On a donc
AT AR T] . /
S®8 ~lim(s®5)~lim lim s® s,
s—S s—S s’ =S’

d’ott I'isomorphisme annoncé.

Etendons maintenant le produit tensoriel de &) a C. Puisque pour tout objet Z
de C, la limite inductive canonique

lig s~7Z
saZGD/Z

est connexe, on est contraint de poser, pour X et Y dans C,
XY= ln s s
s %XGD/X
S/HYGD/Y
Le paragraphe précédent montre qu’on prolonge bien ainsi le produit tensoriel
de &). Par ailleurs, puisque ’endofoncteur M commute aux petites limites inductives
connexes, la transformation naturelle ¢; induit des morphismes

lim ¢q
MX)~ lim M(s)~  lim  M(s) —— lim s0s=XoY,
s—X s—X,s'=Y s—X,s'=>Y
naturels en X et Y dans C, qu’on notera également ¢;. De méme, la transformation
naturelle t5 induit des morphismes

X®Y <2 N(Y),

naturels en X et Y dans C. Il résulte également du paragraphe précédent que
ces morphismes ¢; et tp prolongent ceux définis sur ). Etendons maintenant les
foncteurs H et H' en des foncteurs Flg(C) — C et Fl,(C) — C respectivement.
Pour (X,g : N(X) — Y,Y) un objet de Flg(C) et (X, f : M(X) — Z,Z) un objet
de I;Ig(C), on pose

H(X,9,Y)= lim  H(s,goN(k),Y)
s XeD)x
et
H(X,f.Z2)= lim H'(s.foM(h),Z).
sTyXeD/x

On va montrer qu’on a des bijections
HomN(y)\G((X ® Yv? L2)7 (Zv g)) = Hom@(X, H(nga Z))a
naturelles en X dans C et (Y, g, Z) dans Flq(C), et des bijections

Hom (X ®Y,0),(Z, f)) ~ Hom(Y, H'(X, f, Z)),

M(X\C
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naturelles en Y dans C et (X, f,Z) dans ﬁg(a). Faisons-le pour la premiére famille
de bijections, la seconde se traitant de maniére analogue. On a

Hom .y (X ®Y)12),(Z, 9)) >~ Hom - vy (( lim  s® s',12),(Z,9))

s—X,s'=>Y

~ lim Hom lirg N(s/)\g(( lim s® s, lim 12),(Z,9))
s'=Y

oSy s'—=Y

12

(i_ HomN(s/)\G((5®5,7L2),(Z790N(k)))
s—>X,s’i>Y
(en vertu du lemme 5.12)

~ lim  Home(s, H(s',go N(k), Z))
s—>X,s’i>Y

~ Home( lim s, lim H(s',go N(k),Z))

s—oX sy
= Homg(X,H(Kg,Z)),

ce qu’on voulait démontrer. Ceci montre que le foncteur ® : € x € — C commute aux
limites inductives connexes en chaque variable.

Pour conclure, il suffit de vérifier que la structure monoidale sur &) induit une
structure monoidale sur ¢ munie du produit tensoriel qu'on vient de définir. On
procéde exactement comme dans la preuve du théoréme 5.3. O

COROLLAIRE 5.14. — Soient C une catégorie compléte et cocompléte, et &) une sous-
catégorie pleine de C munie d’une structure monoidale d’unité un objet initial de C et
contenant une petite sous-catégorie pleine dense dans C. On suppose qu’il existe des
foncteurs

H: I?Id(@, C)—C et H: I?Ig(p@, C) — C,
ol on a posé
Fla(D. C) = FI(D = 0) = Fly(D, 0),

des bijections
Hom g (S © S, 15), (Z,9)) ~ Home(S, H(S', g, Z)),

naturelles en S dans Q) et (S',g,Z) dans Flg(D, C), et des bijections
Homg, o((S & §',12), (Z, £)) = Homo(S', H'(S, £, 7)),

naturelles en 8" dans ) et (S, f, Z) dans Fly(D, C).

Alors il existe une et une seule structure de catégorie monoidale sur C (a unique
isomorphisme monoidal pres) donnée par un produit tensoriel commutant auz petites
limites inductives connexes en chaque variable et pour laquelle le foncteur d’inclusion
L — C s’étend en un foncteur monoidal. De plus, cette structure monoidale est
localement bifermée.

MEMOIRES DE LA SMF 165



CHAPITRE 5. EXTENSION DE STRUCTURES DE CATEGORIE MONOIDALE A LA DAY 57

Démonstration. — On applique le théoréme précédent pour M et N ’endofoncteur
identité et pour la bicoaugmentation locale de I’exemple 5.6. O

REMARQUE 5.15. — On peut également obtenir le théoréme 5.3 comme corollaire du
théoréme 5.13. Si &) contient un objet initial de C, il suffit d’appliquer ce théoréme
a ) munie de la bicoaugmentation triviale (voir exemple 5.6). Si ) ne contient
pas d’objet initial, il suffit de faire de méme en remplacant %) par la catégorie )
obtenue en ajoutant & ) un objet initial de C. On vérifie alors qu’on peut prolon-
ger la structure de catégorie monoidale et les foncteurs H et H' & 9 en posant
S~z ~S5® pour tout S dans ) et H(D,Z) = x = H'(,Z), ol * est un
objet final de C, pour tout Z dans C.
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CHAPITRE 6

JOINT ET TRANCHES co-CATEGORIQUES

Le but de ce chapitre est de définir le joint et les tranches co-catégoriques. Pour ce
faire, on commence par définir un joint pour les complexes de Steiner forts qu’on étend
aux oo-catégories grace & un théoréme a la Day établi dans le chapitre précédent.

6.1. — Soient K et L deux complexes de chaines (de groupes abéliens en degrés posi-
tifs, selon notre convention du paragraphe 2.1). Rappelons que leur produit tensoriel
K ® L est défini de la maniére suivante. On pose

(KeLy,= P Ki®Lj pourp>0,
i+j=p
120,520

et, pour x dans K; et y dans L; avec i+ j > 0,
d(z@y) =d(x) @y + (-)"z @ dy),

ou |z| désigne le degré de x, c’est-a~dire i. Ce produit tensoriel définit une structure
de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes de chaines. L’unité est don-
née par le complexe concentré en degré 0 de valeur Z. On dispose d’un morphisme
Vi, : K ®L — L ® K envoyant 2 ®y, pour z un élément homogeéne de K et y un élé-
ment homogéne de L, sur (—1)1*!I¥ly @ & qui définit une symétrie pour cette structure
de catégorie monoidale. De plus, cette catégorie monoidale symétrique est fermée.

Ce produit tensoriel s’étend aux complexes de chaines augmentés de la maniére
suivante. Si K et L sont deux complexes de chaines augmentés, on définit une aug-
mentation sur K ® L en posant

e(r ®@y) = e(w)e(y),

pour = dans Ky et y dans Lg. On obtient ainsi une structure de catégorie monoi-
dale symétrique fermée sur la catégorie des complexes de chaines augmentés. L’unité
est I'unité du produit tensoriel des complexes de chaines munie de ’augmentation
identité 17 : Z — Z.

6.2. — Dans [32, exemple 3.10], Steiner étend le produit tensoriel des complexes de
chaines augmentés aux complexes dirigés augmentés de la maniére suivante. Si K
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et L sont deux complexes dirigés augmentés, le complexe de chaines augmenté sous-
jacent & K®L est le produit tensoriel des complexes de chaines augmentés sous-jacents
a K et L et, pour p > 0, le sous-monoide de positivité (K ® L); est le sous-monoide
de (K ® L), engendré par les éléments de la forme z ® y, avec = dans K, y dans L
eti+j=p

Steiner montre [32, exemple 3.10 et p. 198] qu’on obtient ainsi une structure de
catégorie monoidale bifermée (voir le paragraphe 5.2) sur la catégorie des complexes
dirigés augmentés. L'unité Z' est définie de la maniére suivante : le complexe sous-
jacent est le complexe concentré en degré 0 de valeur Z, 'augmentation est l'identité 1y
et on a Z'5 = N. On vérifie facilement que Z' est un objet final de la catégorie des
complexes dirigés augmentés décents (voir le paragraphe 2.17). Notons par ailleurs
que v(Z') est la co-catégorie finale. On prendra garde que cette structure de catégorie
monoidale n’est pas symétrique. De fait, la symétrie vk, du paragraphe 6.1 n’induit
pas un morphisme de complexes dirigés augmentés car elle ne respecte pas les sous-
monoides de positivité a cause des signes apparaissant dans sa définition. De plus, on
peut exhiber des complexes dirigés augmentés K et L tels que K ® L et L ® K ne
soient pas isomorphes (par exemple K = A(D;) et L = A\(Dy)).

6.3. — Soit K un complexe de chaines augmenté de différentielle d et d’augmenta-
tion e. On notera XK le complexe de chaines de différentielle d’ défini par

/ sip=0,
(ZK)p_{

K, sip>0,

J - e sip=1,
P dp_1 sip> 1.
On appellera ce complexe la suspension de K.
Il est immeédiat que ¥ définit un isomorphisme de la catégorie des complexes de
chaines augmentés vers la sous-catégorie non pleine de la catégorie des complexes de

chaines formée des complexes K tels que Ky = Z et des morphismes f tels que fo = 1.
On notera X! l'inverse du foncteur X.

REMARQUE 6.4. — Si on considére un complexe de chaines augmenté K comme un
complexe de chaines muni d’un morphisme vers le complexe concentré en degré 0
de valeur Z, en suspendant ce morphisme avec la convention de signe usuelle, on
obtient un complexe de chaines qui différe du complexe XK qu’on a décrit ci-dessus :
ce complexe s’obtient en multipliant par —1 les différentielles d;, pour p > 1, du
complexe XK. Notre choix de signe est dicté par une compatibilité aux orientaux de
Street (voir la remarque 7.11).

6.5. — Soient K et L deux complexes de chaines augmentés. On définit un nouveau
complexe de chaines augmenté K x L, appelé le joint de K et L, par la formule

K+xL=Y"YSK®XL).

MEMOIRES DE LA SMF 165



CHAPITRE 6. JOINT ET TRANCHES co-CATEGORIQUES 61

(Cette formule a un sens puisque (XK @ XL)g =Z R Z ~Z.)
On obtient ainsi un foncteur
(K,L) — K + L.

Les contraintes d’associativité et d’unité du produit tensoriel des complexes de chaines
induisent des contraintes pour le joint. Le joint définit donc une structure de caté-
gorie monoidale sur la catégorie des complexes de chaines augmentés. L’'unité est le
complexe nul (muni de 'unique augmentation possible).
Explicitement, pour p > 0, on a
(K+L)p= P KoL,

i+1+j=p
iz=1,j2-1

ouonaposé K 1=Zet L_1=717. Ainsi, on a
(K*L)y ~K,®(Kp_1®@Lo)®-- P (KoQ Lp_1) ® Ly.

On notera @ le générateur positif de K_; et L_;. Si z est dans K; et y est dans L;
avec i + 1+ j = p, on notera x x y I’élément de (K « L), correspondant.

La différentielle du complexe K x L est donnée par

d(z*y) =drxy+ (—1)"H 1z« dy,
ol on a posé
dz =e(2)o
pour z de degré 0 et
d(@)=0 et |o]=-1.
En particulier, on a
dlzx@)=dxx@ et d(@ry) =D *dy.
Enfin, 'augmentation de K * L est donnée par
e(zx@)=e(z) et e(@xy)=ce(y),

pour z dans Ky et y dans Lg.
6.6. — Soit K un complexe dirigé augmenté. On notera XK le complexe dirigé aug-

menté défini par la suspension du complexe de chaines augmenté sous-jacent a K (voir
le paragraphe 6.3), les sous-monoides de positivité

. N sip=0,
(EK)p:{

-1 Sip>0,

et 'augmentation nulle e = Z 2 7.

On obtient ainsi un foncteur ¥ : Cqa — Cga. Il est immédiat que ce foncteur
définit un isomorphisme de la catégorie des complexes dirigés augmentés vers la sous-
catégorie non pleine Cdza de la catégorie des complexes dirigés augmentés formée des
complexes K tels que Ky = Z, K§ = N et d’augmentation nulle, et des morphismes f
tels que fo = 1z. On notera X! l'inverse du foncteur X.
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6.7. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. On définit un nouveau com-
plexe dirigé augmenté K x L, appelé le joint de K et L, par la formule

KxL=Y"YYK®XL).

(Cette formule a un sens puisque (XK ®X L)) =ZQZ ~Z, (CKQXL); =NNCZ
vaut N et 'augmentation de ce complexe est nulle car produit de deux augmentations
nulles.)

Explicitement, le complexe de chaines augmenté sous-jacent & K x L est le joint
des complexes de chaines sous-jacents & K et L et, si p > 0, le sous-monoide de
positivité (K x L); est le sous-monoide engendré par les éléments de la forme z x y,
avec x dans K et y dans L7, ou i et j satisfont ¢ > —1, 7 > —leti+1+j=p,en
convenant que K*; =Net L*; =N.

On obtient ainsi un foncteur

ada X Gda — Gda
(K,L) — K+L

qui définit une structure de catégorie monoidale sur la catégorie des complexes dirigés
augmentés. L’unité est le complexe nul muni de 'unique augmentation et des uniques
sous-monoides de positivité possibles. On notera @ ce complexe dirigé augmenté.
Cette notation est justifiée par le fait que @ est un objet initial de la catégorie des
complexes dirigés augmentés. De plus, la co-catégorie v(&) est la co-catégorie vide.
On prendra garde que cette structure monoidale n’est pas symétrique.

REMARQUE 6.8. — Cette opération joint est le pendant dans le monde des complexes
dirigés augmentés du joint des complexes de parité défini par Street dans [37, sec-
tion 5].

PROPOSITION 6.9. — Soit K un complexe dirigé augmenté. Alors les endofoncteurs
de la catégorie des complexes dirigés augmentés

L—KxL e L—LxK

commutent aux limites inductives connexes.

Démonstration. — La formule
KxL=Y"1ZK®XL)

montre que, pour établir le résultat, il suffit de vérifier que les foncteurs YK ® o,
e ® XL et le foncteur d’inclusion G§a — (4, (voir le paragraphe 6.6) commutent
aux limites inductives connexes. Les deux premiers foncteurs commutent & toutes les
limites inductives puisqu’ils admettent des adjoints & droite. En ce qui concerne le
troisiéme foncteur, il suffit de vérifier que la limite inductive dans Cy, d’un diagramme
connexe & valeurs dans 0§a est dans 0§a ; cela résulte du fait que les limites inductives
se calculent degré par degré dans Cy,, et du fait que la limite inductive d’un diagramme
connexe constant de valeur Z vaut Z. O
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PROPOSITION 6.10. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les applica-
tions
(K*L), = (LxK),
TxY = Y*x,
pour p = 0, définissent un isomorphisme

(K % L)% ~ L°P x K°P.

Démonstration. — La compatibilité aux augmentations, aux sous-monoides de posi-
tivité et la bijectivité sont évidentes. Il s’agit donc de vérifier la compatibilité aux
différentielles. Notons s : x x y — y x & I'application de ’énoncé. Pour tout élément
homogéne de K % L de la forme = x y et de degré au moins 1, on a, en notant d’ les
différentielles dual impair,

sd' (zxy) = (=D HWsd(z 5 y)
= (=)W s(dr oy + (—1)1*H 0« dy)
= (=)l s da 4+ (1) dy + z

et
ds(zy) =dyxz) =dyxz+ (—DVHyxdz
= (—D)W¥dy %z + (=1)WHFlly w dg
— (_1)|£\+1+|y\y % dx + (—1)|y|dy * 1,
d’ou le résultat. O

REMARQUE 6.11. — Outre la dualité triviale, la dualité considérée dans I’énoncé pré-
cédent est la seule dualité pour laquelle on ait un isomorphisme de ce type. En par-
ticulier, on n’a pas d’isomorphismes

(K*x L) ~L°*K* ou (KxL)°~K°*L°.

De fait, la preuve précédente ne s’adapte pas aux dualités paire et totale. Dans cette
preuve, et avec ses notations, on a utilisé le fait que I'égalité d'z = (—1)‘Z|dz reste
valable quand z est de degré 0 puisque dans cette formule, par convention, les diffé-
rentielles en degré 0 sont les augmentations, et que les dualités préservent les augmen-
tations (voir le paragraphe 2.18). Mais si d” et d”’ désignent les différentielles dual
pair et dual total, les égalités d”z = (—1)1*11dz et d"’z = —dz sont fausses lorsque
z est de degré 0.

6.12. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les morphismes canoniques
& — K et @ — L induisent des morphismes

K~Kx@—KxL—@xL~L
qu’on notera ¢; et to. On a donc des morphismes

K% K«L<& L.
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(Ce sont les morphismes de la bicoaugmentation locale associée au joint, voir
lexemple 5.6.) Explicitement, pour tout élément homogéne = de K et tout élément
homogéne y de L, on a

nE)=c+xa et w(y) =T*y.

6.13. — Soient K et L des complexes dirigés augmentés admettant des bases X et Y
respectivement. Il est immédiat que le complexe dirigé augmenté K x L admet pour
base I’ensemble

XxY={zxD|zeX}U{zxy|zveX,yeY}U{a*xy|yeY}

LEMME 6.14. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Pour tout élément
homogeéne de K x L de la forme x xy, toutr >0 ete=0,1, on a

(zxy)r = > () * (y)priremed?,
p+1+q=r
—1<p<a], —1<a<yl
ot on @ posé ()0, = (e((2))D)_ et ()L, = (e((=W)) pour 2 un dément homo-
géne de K ou L, et (&), =@ poure=0,1.

Démonstration. — Observons tout d’abord que si z est un élément homogéne de K
ou L, en ajoutant la convention dy = e & nos précédentes conventions, on a
d((z)2) = (2)1_; — (2)%_, pour tout 7 > 0 et ¢ = 0,1. (Rappelons qu’on a convenu

que (2)¢ = 0 pour € = 0,1 dés que r > |z|.) De plus, cette égalité reste valable
pour z = & si 'on convient que, pour € = 0,1, en plus de (@), = &, on a (&) =0

pour r = 0.

Démontrons maintenant le lemme. Pour r > |zxy| = |z|+1+|y|, les deux membres
de Iégalité sont nuls. Supposons donc 7 < |z x y|. On va démontrer le résultat par
récurrence descendante sur r de |z xy| & 0. Pour r = |z x y|, les deux membres de

I’égalité valent x xy. Supposons le résultat vrai pour r + 1 et montrons-le pour r. Par
hypothése de récurrence, on a, en sous-entendant les « mod 2 »,

d@xy)0) = > d(@)% )t

Pi4l4q =r+1
—1<p'<z], —1<q' <y

D DR AR AR G VR PR ()
p'+1+q =r+1
—1<p' <], ~1<q' <y

= > d@%W)xwn T Y (CD)P ) (T

p'+14+q =r+1 p'+14+q =r+1

—1<p' <z, 1<’ <yl —1<p’ <z, —1<a’ <yl

— 0 P p+1/,..\0 p+1

= > d((z)ps1) * (Y)g + > (=1)P"(z), * d((y)qi1)
ptltg=r p+1l+q=r

—2<p<z| -1, —1<g<|y] —1<p<|z|, —2<q<y| -1

(en posant p =p' — 1 et ¢ = ¢’ dans le terme de gauche et p = p/’
et ¢ = ¢’ — 1 dans celui de droite)
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+1
= > dl@b)xwr+ > ()P @) d((y)ht)
pA14q=r pF1tq=r
—1<p<|z], —1<q<y| —1<p<]z], —1<g<]yl

(car on a, d’une part, d((z),) =0 et d(<x>0|z‘+1) =0 et, d’autre
part, d({y)”"1") = 0 et d((y)P*| ) =0)
= > (d{@)p) > Wh + (1P @) * d((y)pt))-

p+1+g=r
—1<p<]z], —1<q<]y|

Or, si p est pair, la quantité sous le signe somme vaut
d({@)p1) * )k + (=P a)) * d((y)hi1)
= (@) * (W)g — (@)p * (w)g) — (@) * (whg — (@) * (W))
= (2)p* (y)q — (@)p * (Y)g

et, si p est impair,

d((z)0 1) * ()f + (—1)PTH(2)0 « d((y)11)
= ((@)p * )y — @)y * (W)a) + ((@)p * () — (@))% (1)7)

= (2)h * (y)h — (@)% ()0

Ainsi, on a
d(@xy))) = Y (@ * Wb — @y i)
p+1+g=r
—1<p<|a], —1<q<y]
et donc
@xy)l=" > @ @it et (wxyp= > (@)W,
pA-14-q=r pF14g=r
—1<p<|a], —1<g< |y —1<p<|a|, —1<a<]y|
ce qu’on voulait démontrer. O

PROPOSITION 6.15. — Si K et L sont des complexes dirigés augmentés a base unitaire,
alors il en est de méme de K x L.

Démonstration. — Notons X et Y les bases respectives des complexes K et L. Soient
z un élément de X et y un élément de Y. En vertu du lemme précédent, on a

(@xy)o = (@)% * ()5 + (@)o * ()1,
= (e(z0)@)— * (y)g + ()5 * (e(y0)2) +
=2 *(y)o +
=0 (y)g + (z)

= <.’L‘>8*®,

x)o* D+

0
o*x 9

et, par un calcul similaire,
{x*y)o =2 * (Y.
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On en déduit les égalités

e((wxy)g) =e((z)g) =1 et e((zxy)) =e((y)g) =
On a par ailleurs, pour € =0, 1,
(zx2)5 = (2)5*x@ et (Txy)g =D * ()5
et donc

e((zx2)g) =e((z)g) =1 et e((@*y)g) =e((y)g) =1,
ce qui achéve de prouver que le complexe K x L est & base unitaire. O

LEMME 6.16. — Soient f : K — K' et g : L — L' des morphismes entre complezes

dirigés augmentés a base. Considérons un élément homogéne de KxL de la forme xxy.

On suppose qu’il existe un élément homogeéne de K' < L' de la forme x’ xy’ tel que
(a) six ety sont différents de &, alors il en est de méme de x’ et y’, et on a

fa)) = () et g(y) = (),
(b) six =g, alors
=0 et g((y) =),
(c) siy =4, alors
) = (') et y =0
Alors on a

(frg)(zxy)) = (@' xy').

Démonstration. — Pour tout k > 0et e =0,1, on a

FrolacnD =o)X @y wytem?)

p+1lt+q=Fk
—1<p<|z], —1<a<y|

(en vertu du lemme 6.14 et avec ses conventions)

=X ) ralwgre )

p+1l+q=k
—1<p<|z], —1<q<y|

(en convenant que m (@) = & pour m = f,g)
_ Z <x/>zg) * <y/>s+1+a mod 27

p+1+q=k
’ ’
—1<p<a’], —1<q<ly’|

la derniére égalité découlant du fait que, d’'une part, on a f((z);) = 0 si p > [2|
et g((y)z/) = 0si ¢ > |¢| et, d’autre part, nos hypothéses entrainent les égalités
F({z)e ) = (@), et g(()')) = ()¢, (toujours avec les conventions du lemme 6.14).
Une seconde application du lemme 6.14 permet de conclure. O

PROPOSITION 6.17. — Si f : K — K’ et g : L — L' sont deuz morphismes rigides
(voir le paragraphe 3.2) entre complexes dirigés augmentés a base, alors leur joint
fxg: KxL— K'x L' est également rigide.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. O

PROPOSITION 6.18. — Soient f : K — K’ et g : L — L' des morphismes entre
complexes dirigés augmentés & base unitaire et x xy un élément de la base de K x L.
Supposons qu’il existe un élément ' %y’ de la base de K' x L' tel que

(a) six ety sont différents de &, alors il en est de méme de x’ et y', et on a

v()((x) =L@y et v(g)({y) =Ly,
(b) six =g, alors
P =2 et vg)ly) =1y,
(¢c) siy =4, alors
v(f)({) =1y ety =2,
Alors on a
v(f *9) (2 xY)) = Ligruy)-

En particulier, lorsque ' = f(x) et y' = g(y) vérifient les hypothéses ci-dessus (en
convenant que m(F) = @ pour m = f,g), on a

v(fxg)((zxy)) = (f(x) > g(y))-
Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme 6.16. O

PROPOSITION 6.19. — Soient K et L deux complezes dirigés augmentés a base unitaire
et xxy un élément de la base de K x L, avec x de degré i et y de degré j.
(a) Supposonsi >0 etj >0, et notons z la cellule principale de D; et t celle de D;.
Alors le diagramme

v(AD;) * A(D;)) &) V(K % L)

(zst)
. T (zx)

Dit14j ;
ou (x) : A(D;) = K et (y) : A(Dj) = L désignent les morphismes transposés
de (z) : D; = v(K) et (y) : D; — v(L) respectivement, est commutatif.

(b) Sii= —1, de sorte que x = & et D; = &, alors, en notant toujours t la cellule
principale de Dj, le triangle ci-dessus commute pour z = @ et (x) l'unique
morphisme de A(D;) = & vers v(K).

(c) Sij = —1, de sorte que y = @ et D; = &, alors, en notant toujours z la

cellule principale de Dy, le triangle ci-dessus commute pourt = @ et (y) l'unique
morphisme de \(D;) = @ vers v(L).
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Démonstration. — 11 s’agit de montrer qu’on a

v(()* () ((zx1) = (x*xy).
Celg/ résulte de la proposition précé(flgnte puisque, par définition, si ¢ > 0, on a
v((z))((2)) = (x) et, si j > 0, on a v({y))((t)) = (v)- O

PROPOSITION 6.20. — Si K et L sont des complezes dirigés augmentés décents (voir
le paragraphe 2.17) a base fortement sans boucle, alors il en est de méme de K x L.
De plus, les morphismes

t1:K—KxL et 15:L—KxL

sont des inclusions rigides ordonnées.

Démonstration. — Soit M un complexe dirigé augmenté décent admettant une base Z.
On rappelle (voir le paragraphe 2.13) qu’on note <y la plus petite relation de préordre
sur Z satisfaisant

r<ny si x€supp(d(y)-) ouy € supp(d(z)+),

ol, par convention, d(z) = 0 si z est dans Zy. De méme, on notera Sg la plus petite
relation de préordre sur Z U {@} satisfaisant

v <{y si zesupp(d(y)-) ouy € supp(d(z);),

ou cette fois-ci on a convenu que d(z); = e(2)@ et d(z)— = 0 si z est dans Zp, et
que d(2)+ = 0 et d(@)_ = 0. Par définition, la relation <g est la plus petite relation
de préordre prolongeant <y et vérifiant z Sg & pour tout z dans Z de degré 0 tel
que e(z) > 0. On en déduit immédiatement que la relation de préordre <§ est une
relation d’ordre si et seulement si la relation de préordre <y en est une.
Démontrons maintenant la proposition. Il est immédiat que le complexe K x L est
décent et il s’agit de montrer qu’il est & base unitaire. Notons X et Y les bases
respectives de K et L. On définit une relation sur la base X xY de K x L en posant
z<ga
B ou
zxy < xy & z =21, |z| est impair et y < ¢/
ou
x =21, |z| est pair et y =7 v
Par hypothése, les relations <y sur K et L sont des relations d’ordre et il en est donc
de méme des relations <§ . On en déduit facilement que la relation < est également
une relation d’ordre.
Soient z xy et ' xy’ dans X Y. Montrons que la relation < vérifie la propriété

xxy €supp(d(z’ xy')_) oua’ xy' €supp(d(zxy)L) = zxy=<a *xy,

ce qui établira que la relation de préordre <y du complexe K % L est une relation
d’ordre. Supposons tout d’abord que = * y appartienne au support de d(z’ * y')_.
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Puisqu’on a
d@ xy') - = (d@') xy + ()12l xd(y'))
=d(@)-xy +a" xd(y) 1y

la deuxiéme égalité résultant de la non-simplification de termes pour des raisons de
bidegrés, cela signifie que x x y appartient au support d’un des deux termes de cette
somme. Si x x y appartient au support de d(a’)_ x ¢, cela signifie que x appartient
au support de d(2')_ et donc que z < 2’. On a donc bien zxy < 2’ xy'. Si x xy
appartient au support de 2’ xd(y’)_y)', cela signifie que 2 = 2’ et que y appartient
au support de d(y') _yy«r. Ainsi, si [2/[ est impair, on a y <g ' et, si |2/ est pair,
onavy <§ y. On a donc dans tous les cas z xy < =’ xy’, ce qu’on voulait montrer. Si

maintenant 2’ xy’ appartient au support de d(z*y), on conclut de maniére analogue
en utilisant la formule

d(@xy)4 = d(@)4 *y + & *d(y)(_1ylai+-
Ceci achéve de montrer que K x L est a base unitaire.

Montrons enfin que le morphisme ¢1 : K — K % L est une inclusion rigide ordonnée,
le morphisme 15 : L — K x L se traitant de maniére analogue. Il est immédiat que
ce morphisme est une inclusion rigide. Soient = et 2’ dans la base de K. Il s’agit de
montrer 'implication

rx DN *x@ = z<ya.
Or on a
Tx DN D = zxD K2 *xD et rx@ <2 *x0 & z<na,
d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 6.21. — Si K et L sont des complexes de Steiner forts, alors il en est
de méme de K x L. De plus, les morphismes

t1:K—KxL et 15:L—KxL

sont des inclusions rigides ordonnées.
Démonstration. — Cela résulte des propositions 6.15 et 6.20. O

REMARQUE 6.22. — En vertu du corollaire précédent (et du fait que le complexe dirigé
augmenté & est de Steiner fort), la catégorie des complexes de Steiner forts est une
sous-catégorie monoidale de la catégorie monoidale des complexes dirigés augmentés
définie par le joint.

PROPOSITION 6.23. — Soient K un compleze de Steiner fort et F' : I — Cqa un
systeme de Steiner fort connexe (voir le paragraphe 3.7). Alors le foncteur

KxF: 1 Cq
i— KxF(i)

est un systéme de Steiner fort.
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Démonstration. — Le foncteur F' étant un systéme rigide, il en est de méme du fonc-
teur K * F': i — K % F(i) en vertu de la proposition 6.17. Par ailleurs, puisque d’aprés
le corollaire 6.21 les complexes de Steiner forts sont stables par joint, le foncteur
K x F est a valeurs dans les complexes de Steiner forts. Enfin, le foncteur K *
commutant aux limites inductives connexes (voir la proposition 6.9), le morphisme
canonique

hg(K*F(z)) — K*@F(i)

il iel
est un isomorphisme de complexes dirigés augmentés et, pour tout objet iy de I,
le morphisme canonique K x F'(ig) — ligiel(K * F(i)) s’identifie a travers cet iso-
morphisme au joint K x F'(ig) — K * lim, F(i) de K et du morphisme canonique
associé & F. On en déduit le résultat en invoquant de nouveau la proposition 6.17 et
le corollaire 6.21. U

COROLLAIRE 6.24. — Si K est un complexe de Steiner fort, alors le foncteur
Gda — oo—&lé
L—v(K«xL)

commute auz limites inductives des systémes de Steiner forts connexes.

Démonstration. — Puisque le foncteur v commute aux limites inductives des systémes
de Steiner forts (théoréme 3.8), 'assertion résulte de la proposition précédente. [

COROLLAIRE 6.25. — Soit K un complexe de Steiner fort. Alors le foncteur
9+ — 0o-Cat
S = v(K +A(S))

commute aux sommes globulaires.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent puisque, en vertu de la propo-
sition 4.13, les sommes globulaires proviennent de systémes de Steiner forts (qui sont
bien siir connexes). O

6.26. — Fixons K un complexe de Steiner fort. Soient C' une oo-catégorie et
u: v(K) — C un oo-foncteur. Nous allons définir une oo-catégorie 4\ C'. Il résulte du
corollaire précédent que le foncteur

(©4)° = &ns
S +— Hom ¢y (v (K x A(S)),C)

envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires au sens du paragraphe 4.9.
Ainsi, en vertu de ce méme paragraphe et avec ces notations, ce foncteur définit une
oo-catégorie Hom o ¢, (V(K * A(D,)), C') au-dessus de ’ensemble

Hom oo_¢0 (W (K * A(9)), C) = Hom ¢ (V(K x @), C) ~ Hom_¢, (V(K), C).
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On définit la co-catégorie u\C comme la fibre en u de cette co-catégorie au-dessus
de Hom ¢y (V(K), C). Autrement dit, avec les notations du paragraphe 4.9, on pose

u\C = Homae g (V(K % A(D)), O,

Explicitement, les i-fleches de 4\ C sont les oo-foncteurs v(K x A(D;)) — C' rendant
le triangle

V(K % \(D;)) —— C

V(Ll)T /

v(K)

commutatif.
Notons qu'un morphisme f : K — K’ entre complexes de Steiner forts induit, pour
toute co-catégorie C, une application

Hom e (V(K' % A(S)), C) — Homyo_gy (V(K % A(S)), C),

naturelle en S dans O, . Ainsi, toujours en vertu du paragraphe 4.9, pour tout triangle

commutatif
v(K) —2 k)
C ;

on obtient un co-foncteur 4/\C' — 4\ C.

PROPOSITION 6.27. — Fizons K un complexe de Steiner fort. Pour tout complexe de
Steiner fort L, toute co-catégorie C et tout oo-foncteur u : v(K) — C, on a une
bijection

Homy(K)\oo_am((u(K*L), v(1)), (C,u)) ~ Homoo_&w(u(L),u\C’),
naturelle en L et u.
Démonstration. — Si M est un complexe de Steiner fort et ¢ est un élément de la base
de M de degré i > 0, on notera, pour simplifier,
t; = ()5 pour 0<j<i (voir le paragraphe 2.8),
=0 et t', =2

On notera par ailleurs 2%, = g et g1, = 2.
On va produire des fonctions

i Hom, o (W # L), (01)), (C. ) = Homa 6 ((L), a0\ C)
et
Y- Hom o (v(L), U\C) - Hom,,(K)\oo-Caé((V(K * L), v(t1)), (C,u))

inverses 'une de 'autre.
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Commencons par ¢. Soit F' : v(K % L) — C un co-foncteur au-dessous de v(K). On
définit un oo-foncteur ¢(F) : v(L) — 4\C de la maniére suivante. Soit y : D; — v(L),
pour i > 0, une i-fleche de v(L). On doit lui associer une i-fleche p(F)(y) de 4\C,
¢’est-a-dire un oco-foncteur v(K + A(D;)) — C au-dessous de v(K). On pose

P(F)(y) = V(K *AD) L0 w(K + L) L C,
ot on a noté § : A(D;) — L le transposé de y : D; — v(L). Ce oo-foncteur étant le
composé de deux oo-foncteurs au-dessous de v(K), il est bien au-dessous de v(K).
Le fait que ¢(F) soit bien un oo-foncteur résulte de la naturalité en D;, et plus
généralement en S dans 0, du co-foncteur ¢(F)(y). En particulier, pour z un élément
de la base de K ou x = @, y un élément de la base de L de degré i et z la cellule
principale de D;, on a, pour j tel que —1 < j<iete=0,1,

P(F)((9))({x x 25)) = F((z*y5)).

De plus, cette formule détermine ¢(F') de maniére unique puisque les co-catégories
v(L) et v(K * A(D;)) sont engendrées librement au sens des polygraphes par leurs
atomes en vertu du théoréme 2.12.

Définissons maintenant ¢. Soit G : v(L) — ¢\ C un oo-foncteur. Il s’agit de définir
un oo-foncteur ¥ (G) : v(K * L) — C au-dessous de v(K). En vertu du théoréme 2.12,
la oo-catégorie v(K + L) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses
atomes. Il suffit donc de définir 1/(G) sur les atomes de v(K * L) et de vérifier les
compatibilités aux sources et aux buts. Soit x x y dans la base de K x L avec = de
degré i et y de degré j. On pose

(wxzj) G(w)
V(@) ((z*y)) = Dipiy; —— v(KxA(Dy)) —— C,
ou 2’ désigne la cellule principale de D, sij > 0, et 2’ = @ si j = —1 et, par convention,
G((2)) : v(K) — C désigne u.

Veérifions maintenant les compatibilités aux sources et aux buts. Fixons m > 0
et supposons que les formules ci-dessus définissent bien un m-foncteur. Il s’agit de
montrer que, pour tous x et y comme ci-dessus avec i+ 1+j=m+ 1, on a

P(G)(s((z*y))) = s(W(G)({zxy))) et P(G)(t((x*y))) = tL(G)((z*y))).

Montrons la premiére égalité, la seconde se démontrant de maniére analogue. Notons z
et 2’ les cellules principales respectives de D; et D;, en convenant que z = @ si i = —1
et 2/ = @ si j = —1. Puisque la oo-catégorie v(A(D;) * A(D;)) est engendrée librement
au sens des polygraphes par ses atomes, en vertu de la proposition 1.5, ses atomes
I'engendrent également par compositions et il existe donc une formule y exprimant
la source de (zi*zé) en fonction des (zi*zl’e/> avec —1 < k < i, -1 <1 < j,
0<k+14+1<i4+1+4j,e=0,1ete =0,1. On notera x[(z5 % 2 )] Pévaluation
de la formule x en les éléments z5  z/° . On a donc s((z; * 2/)) = x[(z5 * z/¢')]. Plus

j
généralement, il résulte de la proposition 6.19 que la méme formule y permet de
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calculer la source d’un atome (m xn), oit m est de degré i et n de degré j, d’un joint
quelconque de complexes dirigés augmentés a base unitaire M et N. On obtient ainsi

(G (s((z ) = (G (x[(f * 47 )
= X[$(G)((af * 57 )
(car ¥(G) est un m-foncteur et k+1+1<i+14+j=m+1)
= X[G(wi ) (ah * D),

ou 2z désigne la cellule principale de D; (en convenant toujours que 2" = @sil = —1),
cette derniére égalité résultant de la définition de 1 (G). Par ailleurs, on a

G((yE N (ag *2)) = G ({zf * 21°)).

En effet, si | = —1, c’est une conséquence des égalités

G(2)((z}, x @) = u((z})) = G({y)) ((} * 2))
et, pour [ > 0 et &/ = 0, cela résulte du calcul suivant :
G((y))(at x 2")) = G(si((y)) (et x =)
si(G () (25 x 2]'))
= G((y) (V(K x A(0))((2f, * =)
(par définition des sources des cellules de ¢,\C)

= G((y) (2} x4")),

la derniére égalité étant conséquence de la proposition 6.18 puisque o} ((2])) = (2]°).
La démonstration dans le cas ¢’ = 1 est analogue. En insérant cette égalité dans notre
calcul précédent, on obtient

= s(Y(G)((z*y))),

la derniére égalité résultant de la définition de (@), ce qui achéve de mon-
trer que ¢ (G) est bien un oo-foncteur. Ce oo-foncteur (G) est bien au-dessous
de v(K). En effet, par définition, pour = un élément de la base de K, on a
Y(G)({x * @) = u({z)). Le oo-foncteur (G)e; : ¥(K) — C coincide donc avec le
oo-foncteur u sur les atomes et on obtient le résultat puisque v(K) est engendrée
librement au sens des polygraphes par ses atomes en vertu du théoréme 2.12.
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Enfin, vérifions que ¢ et v sont bien des bijections inverses I'une de l'autre. Soient
F:v(K*L)— C au-dessous de v(K) et G : v(L) — 4\C deux oo-foncteurs. On a,
avec les notations précédentes,

bo(F)((z*y)) = o(F)((y)((x* 2})) = F((x*y))
et
eY(G) () (2 x 25)) = V(G)((z xy5)) = G((y)) ((x * 25)).

Les oo-foncteurs ¢o(F) et F' (resp. les co-foncteurs p1p(G) et G) coincident donc sur
les atomes et sont donc égaux, ce qu’il fallait démontrer. O

6.28. — Soit L un complexe de Steiner fort. On montre de méme que le foncteur
Gda — oo-Cat
K—v(K*L)

commute aux limites inductives des systémes de Steiner forts connexes. On en déduit
que le foncteur
(04)° — &ns
S — Homo gy (V(A(S) x L), C)
envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires. On définit alors, comme
dans le paragraphe 6.26, pour toute co-catégorie C' et tout co-foncteur v : v(L) — C|

co
une oo-catégorie C /v en posant

C /v = Home cu(v(A(Da) % L), C),.

(La décoration « co » dans cette notation sera expliquée dans le paragraphe 6.31 et
surtout dans la remarque 6.37.) On montre, comme dans la proposition précédente,
que, pour tout complexe de Steiner fort K, toute oo-catégorie C' et tout co-foncteur
v:v(L) = C, on a une bijection

HomV(L)\oo_g(w((z/(K*L), v(12)), (C,v)) =~ Hom gy (V(K), C/ v)s
naturelle en K et v.

THEOREME 6.29. — Il existe une et une seule (@ unique isomorphisme monoidal prés)
structure de catégorie monoidale sur oo-Cat de produit

* 1 00-Cat x o0o-Cat— oo-Cat
(A, B) — AxB
ayant les deux propriétés suivantes :
(a) le foncteur v g, : Sty — oo-Cat, ot la catégorie des complexes de Steiner
forts St¢ est munie de la structure de catégorie monoidale définie par le joint,
s’étend en un foncteur monoidal ;

(b) le foncteur  : co-Cat x co-Cat — 0o-Cat commute auz petites limites inductives
connezes en chaque variable.
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De plus, cette structure monoidale est localement bifermée (au sens du para-
graphe 5.7).

Démonstration. — Le théoréme résulte du corollaire 5.14 appliqué a C = oco-Cat
et ) la catégorie des oo-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15)
munie du joint (par l'identification de cette sous-catégorie a celle des complexes
de Steiner forts), la petite sous-catégorie dense étant la catégorie ©,. En effet, les
hypotheéses de ce corollaire sont précisément le contenu de la proposition 6.27 et du

paragraphe 6.28. O

6.30. — On appellera joint le produit monoidal
* OO—CLZ& X OO—C[Zf/ — OO—&Zf/

défini par le théoréme précédent. Si K et L sont des complexes de Steiner forts, on a,
en vertu de ce méme théoréme, un isomorphisme canonique

v(K)*v(L) ~v(K x L).

En particulier, si S et T sont deux objets de © ., puisqu’en vertu de la proposition 4.13
on a S ~vA(S) et T ~vA(T), on obtient un isomorphisme canonique

SxT ~v(A(S) % A(T)).

Plus généralement, si A et B sont deux oo-catégories, on a des isomorphismes cano-
niques
AxB ~ hg SxT

S—>AE@+/A
T—>B€@+/B

~  lim v(A(S) x A(T)).

5—A€6, /2

T—+BeOy/B
En effet, puisque la catégorie © est dense dans co-Cat et contient la oo-catégorie
vide, toute oo-catégorie est limite inductive canonique connexe d’objets de ©,. La
formule résulte alors du fait que le joint commute aux limites inductives connexes en
chaque argument.

L’unité du joint est 'image par v du complexe dirigé augmenté @, c’est-a-dire la

oo-catégorie vide qu’on notera également &. Si A est une oco-catégorie, on a donc

Ax T~ A~ A
Si A et B sont deux oo-catégories, on notera
A AxB&B

les oo-foncteurs

A AxT — AxB+— O+xB~ B,
ou les fleches pointant vers A x B sont induites par les oco-foncteurs @ — B et
@ — A. (Ce sont les oo-foncteurs de la bicoaugmentation locale associée au joint,
voir ’exemple 5.6.)
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6.31. — En vertu du théoréme 6.29, la structure de catégorie monoidale définie par
le joint est localement bifermée. Cela signifie exactement que les foncteurs

oo-Cat — A\oo-Cat
B~ (AxB,u;: A— AxB)
et
oo-Cat — B\ oo-Cat
A~ (A% B,i2: B— AxB)

admettent des adjoints & droite. On obtient donc des couples de foncteurs adjoints

oo-Cat — A\oo-Cat A\oo-Cat — oo-Cat
B (A% B,1) (C,A=5C) = y\C
et
oo-Cat = B\oo-Cat B\oo-Cat — oo-Cat
A (A% B, 12) (C,B%C)mChy .

Ainsi, si A et B sont des co-catégories et u: A — C et v : B — C des oo-foncteurs,
on a des bijections naturelles

HomA\OO_&w((A*B, 1), (C,u)) ~ Homeg ¢ (B, u\C),
HomB\w_&w((A*B, t2), (C,v)) ~ Hom_¢, (A, C’;OU).

Si C est une oco-catégorie et u : A — C' est un co-foncteur, on appellera la co-catégorie
u\C' la tranche de C' au-dessous de u. Si v : B — C est un oo-foncteur, on réservera
la no‘ggtion C /v et la terminologie « tranche de C au-dessus de v » & une variante
de €'/ y qu’on introduira dans la remarque 6.37.

Notons que, dans le cas ot la source de u est de la forme v(K) pour K un complexe
de Steiner fort, la co-catégorie u\C’ que ’on vient d’introduire coincide, en vertu de
la proposition C(""é.27, avec celle définie dans le paragraphe 6.26. De méme, pour la
oo-catégorie C'/ ¢ et la oo-catégorie définie au paragraphe 6.28.

REMARQUE 6.32. — La tranche U\C’ définie au paragraphe précédent est une tranche
généralisée au sens ou on prend la tranche de C' au-dessous d’'un oco-foncteur. Dans
le cas ot la source du oo-foncteur u est la co-catégorie finale, la donnée de u devient
équivalente & celle d’un objet de C' et on se trouve alors dans le cadre usuel des
tranches. Dans le chapitre 9, on décrira explicitement ces tranches au-dessous d’un
objet et on vérifiera que notre définition est compatible avec les définitions usuelles
quand C' est une 1-catégorie ou une 2-catégorie.

6.33. — Fixons A une oo-catégorie. Soient C' une oo-catégorie et v : A — C un
oo-foncteur. Par adjonction, pour ¢ > 0, on a

Homoo—&w(Di7 U\C) =~ HomA\oo—Ca//((A * Div Ll)v (07 u))
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Ainsi, une i-fleche de 4\ C est donnée par un oo-foncteur AxD; — C' faisant commuter
le triangle

A*DZ%C

7

A

Notons qu’avec les notations du paragraphe 4.9 (voir également le paragraphe 6.26),
on a un isomorphisme canonique

u\C ~ Hom e gz (A * Do, C)y.

PROPOSITION 6.34. — Les foncteurs
A:oo-Cat — Cqn et v: Cqa — 0c0-Cat

sont monoidal et monoidal laz respectivement, les catégories 0o-Cat et Cq, étant toutes
deuxr munies des structures de catégorie monoidale définies par le joint.

Démonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer que le foncteur A est monoidal.
On a évidemment A\(@) = @. Par ailleurs, si A et B sont deux co-catégories, on a, en
désignant par S et T' des objets de O,
AMA*B) ~ X( lin v(A(S) * \(T)))
S—AT—B
(en vertu du paragraphe 6.30)
~  lim Av(A(S) * A(T))
S—AT—B
(car le foncteur A est un adjoint & gauche)
~ 1 A(S) x A(T)
S%ﬁ%B

(en vertu du théoréme 2.11 puisque A(S) +x A(T) est de Steiner fort
d’apres la proposition 4.13 et le corollaire 6.21)

~ (lim A(S)) * ( lim A(T))

S—A T—B
(en vertu de la proposition 6.9)

~ Al §) < A( lim T)
S—A T—B
~ \(A) x A(B),
d’oul le résultat. O

PROPOSITION 6.35. — Soient A et B deux oco-catégories. On a un isomorphisme na-
turel canonique

(Ax B)°P = B % AP,
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Démonstration. — Commengons par observer que si S est un objet de ©4, alors le
complexe dirigé augmenté \(S)°P est un complexe de Steiner fort. En effet, d’aprés
les propositions 2.19 et 4.7, on a A(S)°P ~ A(S°P) ~ A\(T'), pour un certain 7" dans O,
et on conclut en vertu de la proposition 4.13. En particulier, si S et T sont deux objets
de ©, en vertu du paragraphe 6.30, on a

V()P % A(S)°P) = v(A(T)°P) % v(A(S)°P).

Ceci étant établi, considérons deux co-catégories A et B. On a, en désignant par S
et T des objets de O,

(Ax B)® ~ ( lim  v(A(S) * NT)))"
S—AT—B
(en vertu du paragraphe 6.30)
~ hﬂ v(A(S) * A(T))°P
S—AT—B
(puisque C +— C°P est une équivalence de catégories)
=l U *AT)™)
S—AT—B
(en vertu de la proposition 2.19)
~ hﬂ v(A(T)°P x A(S)°P)
S—AT—B
(en vertu de la proposition 6.10)
~ hﬂ v(A(T)°P) x v(A(S)°P)
S—AT—B
(en vertu du paragraphe préliminaire & cette preuve)
~ lim v(A(T)) * lim v(A(S)*)
T—B S—A
(en vertu du théoréme 6.29)
=~ (ling vA(T)* » (ling PA(S))”
T—B S—A
(par une nouvelle application de la proposition 2.19)

~ (lig T)° # (lim S)°P

T—B S—A
(en vertu de la proposition 4.13)
~ BP x AP,
ce qu’il fallait démontrer. O

PROPOSITION 6.36. — Soient C' une co-catégorie et v : B — C un oo-foncteur. On a
un isomorphisme canonique

C v = (yor\CP)%P.
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Démonstration. — En effet, pour toute co-catégorie A, on a des isomorphismes natu-
rels

Homeo_gus (A, (voP\CP)P) = Homoe g (AP, 40P\ CP)
~ HOmBop\oo-Caz/<(B0p *x AP 7P, (C°P v°P))
(par adjonction)
2 Hom pop, oo (A% B)*P,157), (CP, v°P))
(en vertu de la proposition précédente)
~ Hom . (A % B. 1), (C.v)

co
= Homoo—&u‘/(Aa C/ 'U)7
d’oul le résultat. O

REMARQUE 6.37. — Le foncteur
oo-Cat x co-Cat —  oo-Cat
(A,B)  — (B°x A°)°,
qu’on appellera le joint dual, définit une structure de catégorie monoidale sur oco-Cat
distincte de celle définie par le joint (et de celle définie par (A, B) — B x A). Notons

A+ B = (B° % A°)° ce produit tensoriel. Cette structure de catégorie monoidale est
également localement bifermée et on dispose donc de couples de foncteurs adjoints

oo-Cat — A\oo-Cat, A\oo-Cat — oo-Cat
B (A% B,u) (C,A% C) s y\C
et
oo-Cat — B\oo-Cat, B\oo-Cat — oo-Ca,
A (A¥ B, 1b) (C,B=C)~Cly
ou

AL AL BB
désigne la bicoaugmentation locale (voir 'exemple 5.6). Explicitement, avec des no-
tations évidentes, on a

/ 0 / 0
L1,4,B = lg,Bo, ac €t 1y A B =1] o Ao-

Ainsi, si A et B sont des co-catégories et u : A — C et v : B — C des oo-foncteurs,

on a des bijections naturelles

HomA\oo—&w((A * B, Lll)v (Cv u)) = Homoo—&w(Bv u\C)’
HomB\oo—C(zé((A */ B7 L/2)7 (Ca U)) = Homoo-Cab(Aa C/’U)
On vérifie immédiatement qu’on a des isomorphismes canoniques

C T (Cfyeo)® et y{C = (yeo\C0),
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ce qui explique les notations C;Ou et fiC . On a par ailleurs un isomorphisme cano-
nique

Cluy =~ (u O\CO)O.
On appellera la co-catégorie C/u la tmnche de C' au-dessus de u. Le choix de privi-

légier la co-catégorie C /u par rapport a C / u est dicté par les meilleures propriétés
formelles dont dispose C Ju-

6.38. — Soit
A—— A

N

un triangle commutatif de co-foncteurs. On va définir un oo-foncteur
U* . C/\C — c\C
Soit B un oo-catégorie. En vertu du lemme de Yoneda, il suffit de définir une
application
Homoo—azl/(Ba C/\C) — Homoo—ﬁaf/(Bv C\C)a
naturelle en B, ou encore, par adjonction, une application
HomA/\oo—(fa//((A/ * B, Ll)v (Cv C/)) - HomA\oo—Cal/((A * B, Ll)? (Ca C))
Il est immédiat, par naturalité de ¢1, que la précomposition par

uxB:AxB — A" xB

fournit une telle application. La naturalité en B résulte de la fonctorialité du joint et
on obtient donc bien un oco-foncteur u* : ¢\C' = ¢\C.

Ce oco-foncteur u* : \C’ — C\C’ peut se décrire de maniére alternative comme suit.
Par fonctorialité du joint, le co-foncteur u induit une application

Hom ¢ (A’ % S, C) — Homo g (A % S, C),

naturelle en S dans oco-Caz. En vertu du paragraphe 4.9, cette transformation naturelle
induit un oo-foncteur

\C =~ Homy gy (A" % Dy, C)er — Hom gy (A x Do, C). =~ \C

qui n’est autre que u*.

Puisque @ x B, pour B une oco-catégorie, est canoniquement isomorphe a B, il
résulte de 'adjonction définissant la oo-catégorie ¢\C' que celle-ci est canoniquement
isomorphe a C lorsque ¢ : @ — A est 'unique morphisme de source la co-catégorie
vide et de but A. On obtient donc un oo-foncteur

J\C—C

qu’on appellera co-foncteur d’oubli.
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En revenant au cas général, notons que le co-foncteur u* : \C — C\C est au-dessus
de C. Autrement dit, le triangle

N\C SN A\C
\./

ot les fleches obliques sont les co-foncteurs d’oubli, est commutatif.
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CHAPITRE 7

UNE APPLICATION :
CONSTRUCTION DU NERF DE STREET

Dans ce chapitre, on montre comment le joint permet de définir facilement les
orientaux et le nerf de Street [36].

7.1. — On notera A la catégorie des simplexes. Rappelons que ses objets sont les
ensembles ordonnés

A, ={0<1<---<n}, pourn >0,

et que ses morphismes sont les applications croissantes (au sens large) entre ceux-ci.
La catégorie des simplexes augmentée A se définit de la méme maniére en ajoutant
Pensemble ordonné A_; = @. On considérera souvent A et A, comme des sous-
catégories pleines de la catégorie Cat des petites catégories et donc comme des sous-
catégories pleines de oo-Caz. Avec ces conventions, la catégorie A devient une sous-
catégorie pleine de la catégorie © de Joyal et la catégorie A une sous-catégorie pleine
de ©4.

La catégorie A admet A_; comme objet initial et la somme disjointe ensembliste

(Ama An) d Am o An == Am+1+n

induit une structure de catégorie monoidale sur A, d’objet unité A_;. On munira
souvent implicitement la catégorie A de la structure de catégorie monoidale définie
par la somme.

Enfin, on rappelle que la catégorie des ensembles simpliciaux est la catégorie A
des préfaisceaux sur la catégorie A.

7.2. — Considérons la co-catégorie Ag, qui n’est autre que la co-catégorie finale. Cette
oo-catégorie est munie d’une et une seule structure de monoide dans la catégorie
monoidale (co-Cat, *, ). En effet, on a des uniques co-foncteurs

Ao*Aog)AO et ®*>A0

et ceux-ci vérifient trivialement les axiomes des monoides. Or, la donnée d’une struc-
ture de monoide sur Aq est équivalente & celle d’un foncteur monoidal A, — co-Cat
envoyant Ag sur Ay (voir par exemple [28, chapitre VII, section 5]), défini & unique
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isomorphisme monoidal pres. Il existe donc un unique (& unique isomorphisme mo-
noidal prés) foncteur monoidal

O+ : A+ —>OO-CQ(5

envoyant Ag sur Ag. Pour n > —1, on notera O, I'image de A, par ce foncteur.
Explicitement, on a
O, = Ag*---% Ao,

ot Aq apparait n + 1 fois dans le membre de droite. Par restriction, on obtient un
foncteur

O: A — oo-Cat
et donc un foncteur

Noo : 00-Cat — A
défini par

C+— (A, — Homg ¢ (O, C)).

Le but de la suite de ce chapitre est de démontrer que le foncteur O : A — co-Cav
n’est autre que l'objet cosimplicial de Street défini dans [36] et que le foncteur
Ny : 0o-Cat — A est donc le nerf de Street. En particulier, on obtiendra que O,
pour n > 0, est le n-iéme oriental de Street. Voici une représentation graphique des
premiers orientaux :

(9():]:)0:{0}7 O, =Dy = 0——1, Oy = /\\
—

)

_— N

OTS OT?) :
-] - 1%

Notons qu'une description analogue du n-iéme oriental en termes du joint des com-
plexes de parités apparait déja chez Street [37, section 6].

7.3. — On va définir, selon Steiner [32], un foncteur ¢ : Ay — Cqa. Fixons m > —1
et décrivons ¢(4,,). Le complexe de chaines sous-jacent & c(A4,,) est le complexe
normalisé associé & ’ensemble simplicial 4,,. Explicitement, pour n > 0, on a

C(Am)n = Z(Bn)a

B, ={(ig,--,in) |0 <ig < -+ < iy <M}
Pour n > 1, la différentielle d,, : Z(F») — Z(B»-1) est donnée par
dn(io, .- in) = > (1) (i, iks .- in),

k=0
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ol on a Posé (g, ...y lky.--yin) = (805« lh—1,8k+1s---,0n). Enfin, pour n > 0, les
sous-monoides de positivité sont les

(D) = NB

n

et augmentation e : Z(Po) — 7 est donnée par la somme des coefficients.
On vérifie immédiatement qu’on obtient bien ainsi un foncteur Ay — Cqa.

REMARQUE 7.4. — Le foncteur du paragraphe précédent est la restriction & A, d’un
foncteur ¢ : A — Cq, qui est étudié dans [9] (voir notamment la section 5).

PROPOSITION 7.5 (Steiner). — Pour tout m > —1, le compleze dirigé augmenté
c(Ay,) est un complexe de Steiner fort.

Démonstration. — La preuve est esquissée dans [32, exemple 3.8]. Pour une preuve
détaillée (et s’appliquant non seulement a A,, mais également a n’importe quel com-
plexe simplicial), voir |9, théoréme 8.6]. O

LEMME 7.6. — Pour tous m,n > —1, on a un isomorphisme canonique

c(Ap) *xc(An) =~ c(Amt14n)s
naturel en A, et A,, dans Ay .
Démonstration. — Par récurrence, il suffit de traiter le cas m = 0. Dans ce cas, on
définit un isomorphisme ¥ : ¢(Ap) x ¢(A,) = ¢(A14,) par

@*(io,...,ik)O—) (io—l—l,...,ik-i-l)
(0)x @ — (0)
(0) * (igy .- -%k) = (0,30 + 1,... 0k + 1).

Il est immédiat que cette application définit une bijection de la base du complexe
c(Ag)*c(Ay,) sur celle de ¢(A14,,) et quelle est compatible aux augmentations et aux
sous-monoides de positivité. Pour conclure, il suffit donc de vérifier la compatibilité

a la différentielle. Soit (g, ...,4;) un élément de la base de ¢(A,,). La compatibilité a
la différentielle pour les éléments de la forme @ * (ig,. .., i) est évidente. Pour ceux
de la forme (0) * (ig, ..., x), on a

X(d((0) (o, i)
= x(@ * (ig,...,ik) — (0) *d(ig, ..., ix))
k
= (io+ Lo v 1) = S (=D((0) % (s -y i8)
=0

k
—

= (ig+1,...,05+1) +Z DFYN0,i0 +1,. .0 +1,. .. i + 1)

k+1
= (ig+1,... zk+1+z Y00+ 1, ... i1+ 1, ip +1)
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=d(0,ig +1,...,0 +1)
=d(x((0) * (ig,-..,ik))),

ce qui achéve la démonstration. O

REMARQUE 7.7. — En particulier, pour m > —1, on a
c(Ap) = c(Ap) * - x c(Ag),

ot ¢(Ayp) apparait m+1 fois dans le membre de droite. Les complexes ¢(A_1) et ¢(Ap)
étant trivialement des complexes de Steiner forts, le fait que les ¢(A,,) sont des
complexes de Steiner forts (proposition 7.5) résulte donc aussi de la stabilité des
complexes de Steiner forts par le joint (corollaire 6.21).

PROPOSITION 7.8. — Pour tous m,n > —1, on a un isomorphisme canonique
v(ce(Am)) *v(c(An)) = v(c(Amy14n)),

naturel en A, et A, dans Ay .

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente, du fait
que les ¢(A,) sont des complexes de Steiner forts (proposition 7.5) et du caractére
monoidal du joint sur les complexes de Steiner forts (voir le théoréme 6.29). O

THEOREME 7.9. — Le foncteur O1 : A — oco-Cat est canoniquement isomorphe au
composé
A+ i) ada i) OO—C(Z(‘/.

En particulier, pour tout n > —1, on a O, ~v(c(A4,)).

Démonstration. — Le foncteur Oy : A — oo-Cat étant caractérisé par le fait qu’il est
monoidal et envoie Ag sur Ay, il suffit de vérifier que le foncteur ve : A, — oco-Cat
vérifie ces deux propriétés. Or, il est immeédiat qu’on a bien ve(Ag) ~ Ag et le caractére
monoidal du foncteur ve est donné par la proposition précédente, d’ou le résultat. [

COROLLAIRE 7.10. — Les foncteurs
O:A = o00-Cat et Ny :oo-Cat — A
sont isomorphes & l'objet cosimplicial de Street et au nerf de Street définis dans [36].

Démonstration. — En vertu du théoréme précédent, le foncteur O : A — oo-Cat est
isomorphe au foncteur A, — v(c(A,)) qui est l'objet cosimplicial de Street
d’apres [33, théoréme 3.2], d’ou le résultat. O

REMARQUE 7.11. — Dans ce chapitre, on a produit 'objet cosimplicial de Street et
le nerf de Street a partir de la structure de catégorie monoidale sur co-Cat définie par
le joint. Si on avait utilisé la structure de catégorie monoidale de la remarque 6.37,
on aurait produit I'objet cosimplicial A, — (O,) et le nerf C — Ny (C°). Quant
a la convention de signe exposée dans la remarque 6.4, elle aurait mené a 'objet
cosimplicial A,, — (O,,)° et au nerf C' — N (C°).
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7.12. — Rappelons briévement la définition du joint simplicial (voir par exemple [24,
section 3|). La structure de catégorie monoidale sur A, définie au paragraphe 7.1
s’étend par limites inductives canoniques en une structure de catégorie monoidale
sur la catégorie des ensembles simpliciaux augmentés Z: On vérifie que la catégorie
des ensembles simpliciaux forme une sous-catégorie monoidale de cette structure,
ou on a considéré qu'un ensemble simplicial est un ensemble simplicial augmenté
en Paugmentant au-dessus de Ay de I'unique maniére possible. On obtient ainsi un
foncteur

AxA—A

(X,)Y) » X xY,
qu’on appelle le joint simplicial. On vérifie immédiatement que 'unité de cette struc-
ture est l’ensemble simplicial vide. Par ailleurs, on montre que le joint simplicial
commute aux limites inductives connexes en chaque variable. Ainsi, en vertu de la
remarque 5.9, le joint simplicial définit une structure monoidale localement bifermée
(voir le paragraphe 5.7).

PROPOSITION 7.13. — Les foncteurs
Coo i A = 00-Cat et N :00-Cat — A,

0l Coo désigne l'adjoint a gauche de N, sont monoidal et monoidal lax respective-
ment, les catégories A et co-Cat étant toutes deux munies des structures de catégorie
monoidale définies par le joint.

Démonstration. — Par adjonction, il suffit de montrer que le foncteur ¢, est monoidal.
On a évidemment ¢ (&) = &. Produisons maintenant la contrainte de compatibilité
aux produits monoidaux. Puisque c,, commute aux limites inductives et que les deux
foncteurs joint commutent aux limites inductives connexes en chaque variable (I'un
en vertu du théoréme 6.29 et Uautre en vertu du paragraphe précédent), les foncteurs

(X,Y) = coo(X) % coo(Y) et (X,Y) > coo(X % Y)

de A x A dans oo-Cat commutent tout deux aux limites inductives connexes en chaque
variable. Par ailleurs, pour m > —1 et n > —1, on a, en vertu du théoréme 7.9, des
isomorphismes naturels

Coo(Am) * Coo(An) = Oy x O = Oppa14m = Coo(Amaiin) = Coo(Am * Ay),

ou A_; désigne I'ensemble simplicial vide. On obtient le résultat puisque tout en-
semble simplicial est limite inductive canonique de A, avec p > —1 et que cette limite
inductive est connexe. O

REMARQUE 7.14. — Un ingrédient clé a la démonstration de notre théoréme A de
Quillen co-catégorique dans [6] et [7] est un résultat de compatibilité (partielle) du
nerf de Street aux tranches oo-catégoriques et simpliciales, ces derniéres étant définies
par les adjoints a droite associés a la structure de catégorie monoidale localement
bifermée définie par le joint simplicial. On renvoie a [7, proposition 2.9] pour un
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énoncé précis et une preuve de ce résultat, ainsi qu’a [6, proposition 4.6] pour une
preuve qui n’utilise pas le joint dans le cas particulier des tranches au-dessous d’un
objet.
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CHAPITRE 8

JOINT ET TRANCHES n-CATEGORIQUES

Le but de ce chapitre est de montrer que le joint co-catégorique induit par tron-
cation un joint m-catégorique, et de montrer que pour n = 1 on obtient le joint
catégorique usuel.

Dans tout le chapitre, on fize un entier n > 0.

8.1. — On notera O,, la sous-catégorie pleine de la catégorie n-Cat des n-catégories
formée des objets de © qui sont des n-catégories. De méme, on notera (0,,)4+ la sous-
catégorie pleine de la catégorie n-Caz formée des objets de ©, qui sont des n-catégories.

On vérifie facilement que, si S est un objet de O, alors Tign(S) (voir le para-
graphe 1.2) est un objet de ©,,. En particulier, le foncteur Tign : 00-Cat — n-Cat induit
un foncteur ® — ©,, qui fournit un adjoint a gauche au foncteur d’inclusion ©,, — ©.
La catégorie ©,, est donc une sous-catégorie réflexive de ©. De méme, la catégorie
(©,,)+ est une sous-catégorie réflexive de © .

PROPOSITION 8.2. — La catégorie ©, (et donc la catégorie (0©,);) est une sous-
catégorie dense de n-Cat. Autrement dit, si C est une n-catégorie, le morphisme ca-
nonique
ligl S—C
(S,S*)C)G@n/c

est un isomorphisme de n-catégories.

Démonstration. — En vertu de la proposition 4.6, on obtient un isomorphisme en
remplacant ©,, par © dans la formule ci-dessus et il suffit donc de montrer que I'in-
clusion ©,/C < ©/C est un foncteur cofinal. Or, il résulte immédiatement du fait
que O, est un sous-catégorie réflexive de © que ce foncteur est un adjoint a droite,
d’ou le résultat. O

LEMME 8.3. — Soient p,q > 0 deux entiers. Si K est un compleze dirigé augmenté de

dimension p et L un complexe dirigé augmenté de dimension q, alors leur joint K x L
est un complexe dirigé augmenté de dimension p+ 1+ q.
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la formule explicite définissant le
joint des complexes dirigés augmentés (voir les paragraphes 6.5 et 6.7). O

LEMME 8.4. — Soient S un objet de (©,)1 et T un objet de (©4)+, ot p et ¢ sont
des entiers positifs. Alors le joint de S et T est une (p + 1+ q)-catégorie.

Démonstration. — En vertu du paragraphe 6.30, on a S*T ~ v(A(S)*A(T")). Puisque
les foncteurs A\ et v se restreignent en des foncteurs entre r-catégories et complexes
dirigés augmentés de dimension au plus r, le résultat est conséquence du lemme pré-
cédent. O

PROPOSITION 8.5. — Soient p,q > 0 deuz entiers. Si C est une p-catégorie et D une
q-catégorie, alors on a un isomorphisme canonique

CxD ~ h_n>q SxT.
(8,5—=C)e(©p)+/C
(T,T—D)E(©q¢)+/D

En particulier, le joint de C' et D est une (p + 1 + q)-catégorie.

Démonstration. — En vertu de la proposition 8.2, pour r = p, ¢, la catégorie (0,.) est
dense dans 7-Cat et on a donc

C ~ hgl S et D~ h_> T.
(8,5=C)E(Op)+/C (T, T—D)E(Oq)+/D

On obtient alors la formule de ’énoncé en utilisant la commutation du joint aux
limites inductives connexes en chaque variable (voir le théoréme 6.29). Ainsi, en vertu
du lemme précédent, le joint de C' et D est limite inductive de (p + 1 4 ¢)-catégories
et est donc une (p + 1 + g)-catégorie. O

8.6. — Soient C' et D deux n-catégories. On appelle joint n-catégorique de C et D la
n-catégorie
Cxp D = T;,L(C’ *x D).

Cette opération définit un foncteur

n-Cat x n-Cat — n-Cat

(C,D) — C %, D.
Si C' est une n-catégorie, on a
D *xy, C = Tign(Q*C) o~ Ti@(C’) =C
et, de méme,
Cx,o~C.
On notera, comme dans le cas de oco-Caz,
C% Cx, D2 D

les oo-foncteurs canoniques.

MEMOIRES DE LA SMF 165



CHAPITRE 8. JOINT ET TRANCHES n-CATEGORIQUES 91

Le but des énoncés suivants est d’établir que le joint n-catégorique définit une
structure de catégorie monoidale sur n-Cat.

LEMME 8.7. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les morphismes
canoniques K — Tign(K) et L — Tign(L) induisent un isomorphisme

Tign(K*L) ~ Tién(Tign(K) *'rign(L)).

Démonstration. — 1l s’agit de montrer que pour tout r tel que 0 < 7 < n, application
canonique

Qy : Tign(K * L), — Tlgn(T%n(K) *Tign(L))T
est une bijection. Si r < n, cette application n’est autre que I’application canonique
(K % L)y = (1, (K) * 75, (L))
Or, la description explicite du joint (voir les paragraphes 6.5 et 6.7) montre que cette
application est l'identité puisque Tign(K)p = K, et Tign(L)q = L, pour p,g <7 < n.

Traitons maintenant le cas » = n. Par définition, Tlgn(K * L), est le quotient du
groupe abélien

( B (KeL))eK.oL,

pF+ltq=n
n>p>—1,n>q>—1

par le sous-groupe

(X Ay @ Ly)) +d(Ky @ Lo) +d(Ko @ Ly) + d(Ks) + (L)

p/+1+q/:n+1
n>p'>—1,n>q¢ >—1

et Tign(rign(K) * Tlgn(L))n le quotient du groupe abélien

(B e L)) & Ka/dKa) & La/d(Lot)

pF+ltq=n
n>p>—1,n>q=>—1

par le sous-groupe

( 3 d(Ky ® Lq/)) 4 d(K, Jd(K 1) ® Lo) + d(Ko ® Ly /d(Lns1))

p'+1+¢'=n+1
n>p' >—1,n>q¢ >—1

(modulo un ajustement mineur pour traiter le cas n = 0). Puisque
d(Kn/d(Kn_H) ® Lo) = d(Kn ® LO) et d(Ko & Ln/d(Ln_H)) = d(K() ® Ln),

le morphisme canonique du premier quotient vers le second est un isomorphisme, ce
qu’il fallait démontrer. O

PROPOSITION 8.8. — Soient C et D deux co-catégories. Les oo-foncteurs canoniques
C— 'rign(C) et D — Tign(D) induisent un isomorphisme

Tign(C * D) ~ Tign(rign(C’) * Tlgn(D))
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Démonstration. — Commengons par démontrer le résultat dans le cas ou C = S
et D = T sont des objets de ©,. Observons tout d’abord que si U est un objet
de O, alors 7L (A(U)) est un complexe de Steiner fort. En effet, en vertu de la pro-
position 2.22, on a 7L, (M(U)) = A(7%,,(U)) et, la n-catégorie 7, (U) étant un objet
de ©, on conclut en vertu de la proposition 4.13. On a donc
Tign(S *T) =~ T;nu(A(S) *A(T))
(en vertu du paragraphe 6.30)
~ v, (A(S) * A(T))
(en vertu de la proposition 2.23)
~ vl (T4, (A(9)) * 75, (A(T)))
(en vertu du lemme précédent)
Tent(Ten(A(9)) * T, (M(T)))
Ten(r74, (AN(9)) % 75, (M(T)))
(puisque 7%, (A(U)) pour U = S, T est de Steiner fort)
Ten(TEnV(A(9)) * 75, (M(T)))
Ten(T5n () x 75y (T)),

ou le dernier isomorphisme résulte de la proposition 4.13.
Passons au cas général. On a, en désignant par S et T des objets de O,

12

\ ¢

12

12

T;n(C*D) ~ Tlgn( hﬂ SxT)
S—C,T—D
(en vertu du paragraphe 6.30)
~ 1 L, (S*T)
S%CTI;%HD
(puisque Tign est un adjoint & gauche)
~ lim 7L, (15, (S) x 76, (T))
S—C,T—D
(en vertu du cas précédent)
~ 74, (5, (lim §) x 7%, (lim 7))
S—=C T—D
(en vertu du théoréme 6.29)

~ T (76, (C) % 7, (D)),

ce qu’il fallait démontrer. O

PROPOSITION 8.9. — La structure de catégorie monoidale sur oco-Cat définie par le
joint induit une structure de catégorie monoidale sur n-Cat pour le joint n-catégorique.
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Démonstration. — Cela résulte formellement de la proposition précédente. En effet,
si A, B et C sont trois n-catégories, on a

Ax, (B*, C) = ign(A*Tign(B*C))
~ Tign(Tign(A) *Tign(B *C))
L

(Ax (Bx()),

R

P
<n

les deux isomorphismes résultant de la proposition précédente. De méme, on a
(Axp B)#y C = 74, (A% B) % O),

et la contrainte d’associativité du joint induit donc une contrainte d’associativité pour
le joint n-catégorique. Par ailleurs, on a vérifié au paragraphe 8.6 qu’on a

Tx, C=2C et Cx,2=C,

d’oul le résultat. O

LEMME 8.10. — Pour toute oco-catégorie A et pour tout i > mn, le oo-foncteur
kP : D; = Dy, coreprésentant l’identité (voir le paragraphe 4.3) induit un isomor-
phisme

T;n(A*Di) ~ Tign(A*Dn).

Démonstration. — Le n-tronqué intelligent du oco-foncteur <7 : D; — D,, étant un
isomorphisme, ’assertion résulte de la proposition 8.8. O

ProrosiTiON 8.11. — Si C est une n-catégorie et u : A — C est un co-foncteur,
alors les oco-catégories y\C' et C'/ 4, sont des n-catégories.

Démonstration. — Par dualit¢, il suffit de montrer 'assertion pour la co-catégorie 4\ C.
Par définition, les i-fleches de cette oco-catégorie sont les co-foncteurs AxD; — C au-
dessous de A. Puisque C est une n-catégorie, de tels oco-foncteurs ne dépendent que
du n-tronqué intelligent Tign(A * D;). Fixons ¢ > n. En vertu du lemme précédent,
le oo-foncteur D;;; — D; coreprésentant l'identité induit un isomorphisme sur ces
n-tronqués. L’application identité (’U,\C)z — (u\C’)iH, induite par k;, est donc une
bijection, d’ou le résultat. O

PROPOSITION 8.12. — Soient A et B des n-catégories. On a des couples de foncteurs
adjoints

n-Cat — A\n-Cat, A\n-Cat — n-Cat
B (Ax, B, 1) (C,A = C) = y\C
et
n-Cat — B\n-Cat, B\n-Cat — n-Cat
A= (A, B,) (C,B%C) s CJy.
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Démonstration. — Notons tout d’abord que 1’énoncé estclgien défini puisque, en vertu
de la proposition précédente, les co-catégories U\C et C / v sont des n-catégories. Par
ailleurs, on a
Homn—&w(Ba U\C) = Homoo-@al(Bv U\C)
= HomA\oo-Cal/((A * B7 Ll)a (Ca U))

(par adjonction définissant les tranches)

~ HomTi@(A)\oo-au((Tign(A* B), Tign(bl)), (C,u))
(par adjonction)

~ HomA\Oo_g,w((A *, B, 1), (C,u))

~ HomA\n_C,w((A *n B, 1), (C,u)),

ce qui établit la premiére adjonction. La deuxiéme s’en déduit par dualité. O

COROLLAIRE 8.13. — La structure de catégorie monoidale sur n-Cat définie par le joint
n-catégorique est localement bifermée. En particulier, le joint n-catégorique commute
aux limites inductives connexes en chaque variable.

Démonstration. — Cela découle immédiatement de la proposition précédente. O

REMARQUE 8.14. — On peut déduire par dualité des résultats analogues pour le joint
dual (voir la remarque 6.37). En particulier, le joint dual induit une structure de
catégorie monoidale localement bifermée sur n-Cat.

Dans la suite du chapitre, nous allons comparer le joint n-catégorique dans le cas

n = 1 avec le joint catégorique classique tel qu’exposé, par exemple, dans la section 3.1
de [25].

8.15. — Soient C' et D deux catégories. Le joint catégorique classique est la catégorie
C «{ D définie de la maniére suivante :
— on pose Ob(C +§ D) = Ob(C) []Ob(D);
— pour tous z et y dans Ob(C %§ D), on pose
Home(x,y) six et y sont dans Ob(C),
Homp(z,y) siz ety sont dans Ob(D),
* si « est dans Ob(C) et y dans Ob(D),
1) si « est dans Ob(D) et y dans Ob(C);

HomC*‘iD(‘ra y) =

— la composition et les identités sont définies de la maniére évidente.
On obtient ainsi un foncteur +§ : Cat x Cat — Cat. On vérifie que ce foncteur définit
une structure de catégorie monoidale sur Cat d’unité la catégorie initiale @. Fixons
maintenant A et B deux catégories. En utilisant le fait que & est 'unité de la structure
monoidale, on obtient des foncteurs

A A4S B & B,
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et donc des foncteurs
Cat — A\ Cat
B (Ax{B,11: A— Ax] B)
et
Cat — B\ Cat
A (A% B,ia: B— A%} B).
Ces foncteurs admettent des adjoints & droite qu’on appellera les tranches catégoriques
classiques au-dessous et au-dessus. En particulier, le foncteur joint catégorique clas-
sique commute aux limites inductives connexes en chaque variable. Dans le cas o A

et B sont la catégorie finale, on retrouve les tranches usuelles C\C et C /¢ au-dessous
ou au-dessus d’un objet ¢ de C.

LEMME 8.16. — Soit p > —1. On a un isomorphisme canonique Tigl((’)p) ~ A,

Démonstration. — En vertu du théoréme 7.9, on a O, ~ vc(A,) et donc, d’aprés
la proposition 2.23, 71,(0,) ~ 7L,vc(4y) =~ vl c(4,). Par ailleurs, puisque A,
appartient & O4, on a A, ~ vA(A,) en vertu de la proposition 4.13. Pour conclure, il
suffit donc de définir un isomorphisme Tiglc(Ap) — A(4,), ce qui est immédiat. O

LEMME 8.17. — Pour tous p,q > —1, on a un isomorphisme canonique
Ap*l Aq ﬁAp*f Q>
naturel en A, et A, dans AL .

Démonstration. — On vérifie immédiatement qu’on a A,*§ A, ~ Apy14,. Par ailleurs,
on a

Apr1 Ag =75 (A x Ay)

= Tigl (Tigl (Op) * Tigl (Og))
(en vertu du lemme précédent)

=~ Tigl (Op* Oy)
(en vertu de la proposition 8.8)

= Tigl(op+1+q)

~ Apiitg

d’ou le résultat. O

PROPOSITION 8.18. — Le joint 1-catégorique et le joint catégorique classique sont
canoniquement isomorphes. Autrement dit, on a un isomorphisme canonique

Cx1 D~Cx*§D,
naturel en C et D dans Cat.
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Démonstration. — Le lemme précédent donne un isomorphisme canonique
Cx1D—Cx{D

pour C' et D dans A . Or toute catégorie est limite inductive connexe d’objets de A
et les deux foncteurs commutent aux limites inductives connexes en chaque variable,
d’ou le résultat. O

COROLLAIRE 8.19. w© Si C' est une catégorie et u: A — C est un foncteur, alors les
catégories U\C et C/ u sont les tranches catégoriques classiques.

Démonstration. — En vertu du cas n =1 de la proposition 8.12 et de la proposition
précédente, les tranches U\C et C' /u vérifient les mémes propriétés universelles que
les tranches catégoriques classiques (voir le paragraphe 8.15), d’ou le résultat. O

REMARQUE 8%9 — Si C est une 1-catégorie et u : A — C est un 1-foncteur, alors
la catégorie C' /u coincide avec la oco-catégorie C' Ju de la remarque 6.37 (qui est
donc une catégorie). Cela résulte immédiatement du fait que D® = D si D est une
1-catégorie.
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CHAPITRE 9

DESCRIPTION EXPLICITE
DES TRANCHES AU-DESSOUS D’UN OBJET

Soient C' une oo-catégorie et ¢ un objet de C. En considérant ¢ comme un
oo-foncteur Do — C', le paragraphe 6.31 permet de définir une oo-catégorie ¢\C'. Le
but de ce chapitre est de décrire explicitement cette co-catégorie.

Dans ce chapitre, on utilisera librement les conventions sur les formules de com-
position de cellules dans une co-catégorie qu’on a fizées au paragraphe 1.1, ainsi que
les notations relatives aux atomes des complexes dirigés augmentés a base unitaire
introduites au paragraphe 2.8.

9.1. — Fixons ¢ > 0. Nous allons commencer par décrire la (i + 1)-catégorie Dy * D;.
On notera a I'unique objet de Dy et = la cellule principale de D;. En vertu de la
proposition 4.13 et du paragraphe 6.30, on a

DO * Di ~ V()\(Do) * A(Dz))

Par ailleurs, les paragraphes 4.10 et 6.13 montrent que le complexe A(Dg) x A(D;) a
pour base I’ensemble formé des

axQ, Dxxi, axy,

ol k varie entre 0 et i, et € = 0,1 (en se souvenant que z¥ = z}).

PROPOSITION 9.2. — Pour tout k tel que 0 < k<1 ete=0,1, on a
s(@xap)) = (@xal_y) et t(@xa5) = (@xah_y).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 1’égalité

d@xz5) =@ xd(z5) =D xxh | — DHxo_,. O
LEMME 9.3. — Pour tout k tel que 0 < k < i, toutl tel que 0 <l <k+1ete=0,1,
on a

(ax o) =axap
et
(ax25)] =Dxa)] +axa)_q,
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ot n vaut € si k=1 et 1 sinon. En particulier, on a
(axzi))=ax@ et (axx5)p=D*x].

Démonstration. — En vertu du lemme 6.14 (et avec ses conventions), on a

(axaf)] = (@)% * (@7)] + (a)g * (ef)i_y = ax 2]y
et
{axap)l = (a)ly * (i) + (a)o * (@f))_y = Dxa] +axa]_y,
ce qu’on voulait démontrer. O

PROPOSITION 9.4. — Pour tout k tel que 0 < k<iete=0,1, ona

s((axaf)) = axzy_y)

et
t({axzg)) = (@ xa) %o (axx) %1 - *p_1 (axa)_).
Démonstration. — C’est le cas | = k du lemme plus général suivant. O

LEMME 9.5. — Pour tous k,l tels que 0 < I < k<iete=0,1, ona

si{ax i) = (axw_4)
et
ti({axa5)) = (T xa]) *o (axad) %1 -+ %1 {axal_,),

oun vaut € si k=1 et 1 sinon.

Démonstration. — En vertu du lemme 9.3, on a (a*xz$)) = a * 2] ; et donc
si{axx%)) = (a*x]_,) par définition des atomes et de leurs sources.
Démontrons la deuxiéme égalité par récurrence sur [. Pour | = 0, en vertu du

lemme 9.3, on a {a* 25)} = @ * x{ et donc to({a*z5)) = (& * ). Supposons main-
tenant I’égalité démontrée au rang [ — 1 et montrons-la au rang [ < k. Par la propo-
sition 9.2 et I’hypothése de récurrence, on a

si—1((@* 2]} *o (axa() *1 -+ %0 (a* z]_5))
=(Dxa) ) xo (axxd) *1 - %o (@K} )
=t ({ax i)
et la cellule
u= ((@*a])*g (axxg) *1 %o (a*a)_y)) %1 (axz)_y)
est donc bien définie. Par ailleurs, en utilisant le lemme 9.3, on obtient
u=Gxa)] +axa) | = (axx5) =t ({axag)),.

Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a

sti(axzy))) = s(u) et tt((axzy))) = tw).
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Or, en utilisant la premiére égalité de I’énoncé, on a

s(ti(axa5))) = simi((axaf)) = (axzl_y) = sz ((axa)_y)) = s(u)
et, en utilisant 'hypothése de récurrence, on a

tti({a* i) = tim1((ax z3))
= (D xa]_y) %o (axxd) %1 - %o (@K x) o)
=ti_1((@xa)) o (axx0) *1 -2 (axa)_y) %1 (axz)_4))
= t(u),

d’oul le résultat. O

PROPOSITION 9.6. — Soit C une co-catégorie. Fizons

— ¢ un objet de C';

— d une i-fleche de C';

— pourtout k tel que0 < k < iete=0,1, af une (k+1)-fleche de C, avec al =al
vérifiant les égalités

c sik=0
s(og) =19 ) T et t(ag) =di ko apEr ko1 @)y,
o, stk >0,

ol on a Posé

. Jsk(d) sie=0,
P tkld) sie=1.

Alors il existe un et un seul co-foncteur h : DgxD; — C' tel que
c=h({la*x2)), d=h({(F*xx;)) et af =h({axzf)),
pour tout k tel que 0 < k <iete=0,1.

Démonstration. — En vertu du théoréme 2.12, la co-catégorie v(A(Dg) x A(D;)), iso-
morphe a la oo-catégorie Dy x D;, est engendrée librement par ses atomes au sens
des polygraphes. Cela signifie que la donnée d’un oco-foncteur h : Dy x D; — C' est
équivalente & donnée de

c=h(lax2)), di=h(@*af) et af=h(axaf)),

pour 0 < k < iete=0,1, avec d) = d} et o) = o}

;, compatibles aux sources et
aux buts. En vertu de la proposition 9.4, cette compatibilité pour les atomes de la
forme (a x x5,) s’exprime par les égalités de I’énoncé. Pour les atomes de la forme @*a5,
avec 0 < k < 7, en vertu de la proposition 9.2, ces compatibilités sont données par les
égalités
s(dy,) = dg—l et t(dy) = dllc—l'

Or, la donnée de ds, satisfaisant a ces égalités est équivalente a celle de d = dY = dj,
d’ou le résultat. O
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9.7. — Soient C une oco-catégorie et ¢ un objet de C. Par définition (voir le para-
graphe 6.33), les i-fleches de C\C correspondent aux oo-foncteurs h : Dy * D; — C
rendant le triangle

Do*DiL)C

7

Dg

commutatif. En vertu de la proposition précédente, un tel oco-foncteur est déterminé

par un couple (d, ), ot d est une i-fleche de C et « est une famille de cellules of,

de C,pour 0 < k<iete=0,1,avec af = o},

af 1 c—dg, 1-fleche,
o5 sap = dixgadx--x_1al_y, (k-+1)-fleche, pour 0 <k <i

ol on a posé

i = sp(d) sie=0,
tr(d) sie=1.
Dans la suite de ce chapitre, on identifiera les i-fléeches de C\C’ avec de tels
couples (d, ). On notera «; pour af = a.
Voici une représentation graphique des objets, des 1-fléches et des 2-fleches de C\C :

C

| AN

d, d04>d0,

Le but de la suite de ce chapitre est de décrire la structure de oco-catégorie de C\C
en termes des (d, a).

9.8. — En vertu de l'adjonction définissant la oo-catégorie C\C’, les sources, buts,
identités et compositions de cette oo-catégorie sont induits par les co-foncteurs

Doxo; : Dg*xD;_1 = DgxD; pouri}l,
Do*TilDo*Di_lg)Do*Di pouri}l,
Do*ﬁiIDo*DZ‘+1—>D0*Di pouri}O,

Do x V% : Do * D; — (Do * D;) Ipysp, (Do *D;)  pour i > j >0,

ou o, T;, K; et V;- désignent les co-foncteurs des paragraphes 4.1 et 4.3, et ot on a
identifié (DO * Dz) HDU*Dj (DO * Dz) et DO * (Dz HD]_ Dz)

Nous allons commencer par décrire concrétement les morphismes Dy x 0;, Do * 7;
et Dy * k;. On note toujours a 'unique objet de Dy.
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PROPOSITION 9.9. — Fizons ¢ > 1 et notons x la cellule principale de D;_1 et y celle
de D;. Alors le co-foncteur Do % o; : Do x D;_1 — Dg x D; est donné par

(ax &) — (a* D),

(@ *xf,) — (D *yL) pour 0 < k<i—1ete=0,1,
(@ xzim1) = (@ oy ),

(a*zf) — (axyg) pour 0 < k<i—1ete=0,1,
(axaia) w (axyyy).

De méme, le co-foncteur Do 7; : DgxD;_1 — Do xD; est donné par
T *yr) pour 0 < k<i—1ete=0,1,

a*yr) pour 0 < k<i—1ete=0,1,

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 6.18 et des formules

. We)  sio<k<i—1, . We)  si0<k<i—1,
ai((zi) = L et T({ai) =9} L
(yg_1) sik=1i-1, (yj_q)y sik=1i-1,

pour € =0, 1. O

PROPOSITION 9.10. — Fizonsi > 0 et notons x la cellule principale de D41 et y celle
de D;. Alors le co-foncteur Do x k; : Do x D11 — Do x D; est donné par

(@ *yi) pour 0 < k<iete=0,1,
(D *y;) pour e = 0,1,

(a*xyg) pour 0 < k <iete=0,1,
(a*y;) poure =0,1,

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition 6.18 et de la formule

(yp) si0<k <,
ri((25) = § i) sl k=14,
1(y1> Sik:i+1,

pour € =0, 1. ]
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9.11. — Fixons maintenant j tel que 0 < j < ¢. Nous allons décrire explicitement le
oo-foncteur

Do % V% : Do x D; = Do % D; Ip,,p, Do * D;.
Nous noterons z la cellule principale de 1'objet D; apparaissant dans la source

de Dg * V;-, et y et z les cellules principales des objets D; apparaissant de gauche a

droite dans le but de Do * V.
En vertu du paragraphe 4.11 et avec ses notations, une base du complexe dirigé

augmenté

)\(DO * Dl HDO*Dj DO * Dz) >~ )\(Do) * )\(Dl HD]. Dz)
est donnée par les

(ax@), (Txry;), (Dxz), (axy;), (axz),
pour 0 < k <7 et e =0,1, modulo les identifications

y?:z}, yp=2z2; pour0<k<jete=0,1,

1

ainsi que les identifications triviales y9 = y} et 20 = z}.
LEMME 9.12. — Pour tout k tel que j <k <i ete=0,1, la (k+ 1)-fleche
(@xy]y 1) %o (axzg) %151 (ax2_1) % (axz) %41 (a*yp)
de Do x D; lIpg.p,; Do * D, ot n vaut € si k= j+ 1 et 1 sinon, est bien définie.
Démonstration. — En vertu de la proposition 9.4, la j-fleche
(@ % zj) *g (ak 20) #1 -+ %1 (a*z)_y)
est bien définie. Puisque, pour [ < j — 1, on a
(@ xyl) = (2 %y = (8% 20) = si((@ % 2),
on en déduit que la cellule
(@ *y;?+1> * <a*28> ) ki (A z?_1>
est également bien définie. De plus, on a
sj(<® *y?Jrl) *0 <a*28> k1 ko1 (a*z?_ﬁ)
= (@*y?) 50 (@x 20) 1 - %51 <a*z?71>
= <®*z]1-> x0 (@x 20) #1 - %1 (ax29_,)
=t;({a*zp)),
la derniére égalité résultant du lemme 9.5, ce qui montre que la cellule
(@ xyjy1) %o (ax 20) %1 ki1 (a* ng1> j (a* zg)
est bien définie. Enfin, on a
si+1((@ % y]1) %o (ax 20) #1 - %1 (ax2f_1) *; (ax 2p))

= (@ xyliy) %o (ax29) %1 xjm1 (ax i) *; sj41({ax 2f))
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= <®*y;]+1> * <a*28> IR (a*z;-)_l) *, <a*z}>

(en vertu du lemme 9.5)

= (@ *y] 1) %o (axyg) *1 - %1 (axy)_y) %5 (axyf)

= tjr1({axyi)),
la derniére égalité résultant de nouveau du lemme 9.5, ce qui achéve de montrer que
la cellule de I’énoncé est bien définie. ]

LEMME 9.13. — Pour tout k tel que 7 < k < i, ¢ = 0,1 et pour tout I tel
que 0 <I<k+1,0ona
a*xy si0<I<j+1,
Do* Vi) ((axzi))) =axyl +axzi, sij+1<l<k+1,
axy; 1 +axzi_, sil=k+1,

et
Dyl +axz) 51 0< 1<y,

(Dox Vi) ((axaf)) = 4 2 FU T @*a daxziy o sil=gL,
Gxy +Dxz taxy | taxzy_ | sij+l1<I<k+1,
axyYj_4 Faxzj_, sil=k+1,

oun wvaut € sil ==k et1 sinon.
Démonstration. — Montrons la premiére égalité. On a, en utilisant le lemme 9.3,
(Do * V5)({a * z5))] = A(Do * V5)({a  x5)7)
= A(Dg x V;)(a *xzl )
= ax A(Vj)(z]_y),

ou d vaut € sil =k + 1 et 1 sinon, et on obtient I’égalité par la description de )\(V;)
donnée au paragraphe 4.11.

Montrons la seconde. Le cas [ = k + 1 s’obtient comme ci-dessus. Pour [ < k + 1,
en utilisant de nouveau le lemme 9.3, on a

(Do * Vi) ((a*25))} = A(Do* V5)({ax 25)})
= A(Do * Vi) (@ *xx] +axa) )
=@ x MV (a]) + ax A(VE)(2]_,)

et on obtient le résultat en utilisant de nouveau la description de )\(V;) donnée au
paragraphe 4.11. O

PROPOSITION 9.14. — Le oco-foncteur Dy *Vé : Do xD; = Do xD; Hpy«p,; DoxD; est
donné par

(ax @) — (a* ),
(@ xap) = (T *z) pour 0 < k < j,
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(Brxh) = (@xyl) pour 0 < k < 7,
(@ *xy,) = (D *ygp) *; (D * 25) pour j <k <iete=0,1,
(axz) = (a*2D) pour 0 < k < 7,
(axz}) = (axyt) pour 0 < k < 7,
(a*zf) — ug, pour j <k <iete=0,1,

ol
uf = (@ %yl ) %o (axzg) 151 {ax2)_q) % (ax 25) %541 (axyi),
avec 11 valant € sik =7+ 1 et 1 sinon.

Démonstration. — Le cas des atomes de la forme (@ % ) résulte de la naturalité de to
et, plus précisément, de la commutativité du carré

DoV
DQ * Di _— DO * (Dz HDj Dz)

D ——— D, Iip, Dy,
vi

J

ainsi que de la description explicite du oco-foncteur V§ : Dy — D; Op,; Dy (voir le
paragraphe 4.3).

Le cas de l'atome (a* @) et des atomes de la forme (azf) avec 0 < k < j est
conséquence de la proposition 6.18 et des formules

Vil(aR) = (=) et Vi((zi)) = (yk),
pour 0 < k < j.

Enfin, traitons le cas des atomes de la forme (a*zf) avec k > j. Soient [ tel
que 0 <1 < k+lete’ =0,1. Il s’agit de montrer égalité (DoxV5)({a * 2E))5 = (us)s .
Le membre de gauche a été calculé dans le lemme 9.13. Calculons celui de droite.

Sil<j+1 (et donc! < k), on a, en utilisant le lemme 9.3,

(ug)i = (su(uf)) = (axyi)i = axy_y.
Sij+1<i<k+1,0ona
(WR)i = (ax2D)f +(axyp)f
et donc, pour I = k + 1,
(uR)i = ax 2 +axy
et, pour j+ 1<l < k+1, en vertu du lemme 9.3,
(W)l = axzig+axyiy et (up)l =@xz +axz, + Dy +axyl,.
Sil=j+1,ona

ti(ug) = tl((@*y;-7+1> 0 (a % 20) %1 - - *j1 (a*z;)fﬁ *j <a*z,§>)
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et donc, toujours en utilisant le lemme 9.3,
(uip)l = (@ xyj )i +{ax20)] =Dy + @ xz] +axzy.
Enfin,sil<j+1,ona
ti(ug) = tl((g*y;7+1> s (@x20) 1+ k1 (ax 2 1))

et donc
1 0
(ug)] = (@ * y;]+1>l1 +laxzl )] =@yl +a*z,.
On a bien retrouvé dans tous les cas la valeur de (Do * V%) ({a * 25))" obtenue dans
le lemme 9.13, ce qui achéve la démonstration. O

ProOPOSITION 9.15. — Soient C' une oo-catégorie et ¢ un objet de C. Fizons une
i-fleche (d, «) de \C.
(a) Sii>1, on as(d,a) = (s(d),7), ou
Vi = g, pour 0 < k<i—1ete=0,1,
Yi-1 = 04?71-
(b) Sii>1, on at(d,a)=(t(d),y), ot
Vi = Qi pour0<k<i—1lete=0,1,
Yie1 = gy

(¢c) Sii>0, ona Ld,a) = (14,7), ot

Vi = Qi pour0 <k <iete=0,1,
V= pour e = 0,1,
Vit1 = la,.

Soit (e, B) une seconde i-fleche de A\C-
(d) Si (d,a) et (e, ) sont j-composables pour un j tel que 0 < j < 4, alors on a
(d, ) xj (e, B) = (d *j e,7), ot
’yg = ﬂg pour
Ve =ax  pour
et
e __ M 0 0 5 5
Vi = djpy %0 Bo *1 k-1 By % Bk *jv1 o
pour j <k<iete=0,1, ounwvaute sik=35+1 et 1 sinon.
Démonstration. — Ces formules sont la traduction, a travers la bijection de la propo-

sition 9.6 et du paragraphe 9.7, des formules obtenues dans les propositions 9.9, 9.10
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REMARQUE 9.16. — 1l résulte de la description de C\C’ obtenue dans la proposi-
tion précédente que cette oo-catégorie est isomorphe & une sous-oo-catégorie pleine
de la oo-catégorie HC' des cylindres dans C introduite par Métayer dans [30] (voir
notre remarque B.1.16 pour une définition abstraite de HC'). Plus précisément, cette
oo-catégorie est la fibre en ¢ du co-foncteur HC' — C' qui envoie un cylindre sur
sa « cellule source ». La oco-catégorie C\C apparait également dans [4] ou elle est
notée A(C,c).

REMARQUE 9.17. — Si C est une n-catégorie, il résulte immédiatement de la pro-
position 9.15 que la co-catégorie C\C est une n-catégorie. On retrouve ainsi un cas
particulier de la proposition 8.11.

9.18. — Soient C' une 2-catégorie et ¢ un objet de C. En vertu des résultats de ce
chapitre, en utilisant des notations adaptées au cas de la dimension 2, on obtient la
description suivante de la 2-catégorie ¢\C. Les objets de ¢\C sont les couples d, f),
ou d est un objet de C' et f : ¢ — d est une 1-fleche de C :

c

|

Si (d, f) et (d', f") sont deux objets de ¢\C, une 1-fleche du premier vers le second
est un couple (g, ), ot g : d — d’ est une 1-fleche de C et a : f/ — gf une 2-fleche

VN

d—>d/

Enfin, si (g, a) et (¢', ') sont deux telles 1-fleches, une 2-fleche de la premiére vers la
seconde est une 2-fleche v : g — ¢’ satisfaisant (y*o f) x;a=a’ :

Par ailleurs, si (d, f) est un objet et (g, a) est une 1-fleche de c\C,ona

1(d,f) = (1d7 lf) et 1(g,o¢) = lg.

Si(g,):(d, f) = (d,f") et (¢',a) : (d,f) = (d’, f") sont deux 1-fleches compo-
sables de C\C, on a

(9'sa") %0 (9,2) = (g9, (¢' 0 @) %1 ).
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Enfin, les compositions horizontales et verticales des 2-fléches de c\C sont héritées de
celles de C, ce qui achéve de décrire la 2-catégorie ¢\C.

REMARQUE 9.19. — La description de C\C donnée dans le paragraphe précédent
montre que cette 2-catégorie est la 2-catégorie c//C introduite par Bullejos et Ce-
garra dans [13, section 2.1|, 2-catégorie qui est, & une dualité prés, un cas particu-
lier de la construction des 2-catégories « comma 2 définie par Gray dans [22, para-
graphe 1.2.5]. C’est par contre notre 2-catégorie C\C’ qui est noté ¢//C par Cegarra
dans [14]. Dans [15], Chiche appelle les 2-catégories A\C et C\C la optranche lax de C
au-dessous de ¢ (voir sa définition 1.4.5) et la optranche colax de C au-dessous de ¢
(voir sa définition 1.4.7).

REMARQUE 9.20. — Lorsque C' est une 1-catégorie, la description explicite de C\C’
qu’on a donnée dans le cas ot C est une 2-catégorie montre que C\C’ est la tranche
1-catégorique usuelle. On retrouve ainsi un cas particulier du corollaire 8.19.
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CHAPITRE 10

FONCTORIALITES DES TRANCHES :
RESULTATS POUR LES COMPLEXES

Dans ce chapitre, on définit des tranches pour les complexes dirigés augmentés.
Ces tranches sont définies par des formules ad hoc dont on montre ensuite qu’elles
sont imposées par une relation d’adjonction. Elles sont par ailleurs compatibles aux
tranches co-catégoriques introduites dans le chapitre 6 lorsqu’on se restreint aux com-
plexes de Steiner forts. Une partie importante du chapitre est consacrée a I’étude des
propriétés de fonctorialité et de 2-fonctorialité de ces tranches pour les complexes
dirigés augmentés.

10.1. Tranches pour les complexes dirigés augmentés

10.1.1. — Fixons K un complexe dirigé augmenté. Soient M un complexe dirigé aug-
menté et g : K — M un morphisme. On va définir un complexe dirigé augmenté g\M .
On conviendra des égalités suivantes :

K,1=2, M_1=2Z, K'i=N, M =N, dy=e et g_1=1y

et, pour j < —2,

K;=0, M;=0, djy1=0 et g;=0.
On définit (g\M)o comme le sous-ensemble

(g\M)o C [] Homgn(K;, M; 1)
j=—1

constitué des éléments (u,;);>—1 vérifiant, pour j > 0,

(17" (djruy — uj—1dy) = e(u—1(1)).g;.
Notons qu’en convenant que u; = 0 pour tout j < —2, I’égalité ci-dessus reste vraie

pour tout j dans Z : pour j = —1, on obtient 1'égalité eu_; = e(u_1(1)).1z et,
pour j < —2, ’égalité 0 = 0. Pour ¢ > 1, on pose

(\M)i = [ Hom g (K, Mij41).

j>—1
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Pour i > 0, on définit la différentielle
d; : (g\M)l — (g\M)i—l
en envoyant u = (u;);>—1 sur d;(u) = (d;(u););>—1 défini par, pour j > —1,

di(u)j = (—1)j+1(di+j+1ll,j — 'U,jfldj).

Notons que pour j = —1, la formule se simplifie, en vertu de nos conventions,
en d;(u)_1 = d;u_;y. Par ailleurs, en étendant cette formule a tout j dans Z, en
convenant & nouveau que u; = 0 pour j < —2, on obtient bien que d;(u); = 0
pour j < —2.

On définit "'augmentation
e:(g\M)o —Z
en envoyant (u;);>—1 sur e(u_i(1)).
Enfin, les sous-monoides de positivité, pour ¢ > 0, sont les sous-ensembles
(g\M); C (g\M);
constitués des (u;);>—1 tels que, pour tout j > —1, on ait I'inclusion
ui(K3) C My ..
PRroOPOSITION 10.1.2. — Fizons K un compleze dirigé augmenté. Soient M un com-

plexe dirigé augmenté et g : K — M un morphisme. Alors g\M est bien un compleze
dirigé augmenté.

Démonstration. — Commengons par montrer que d; est bien & valeurs dans (g\M )o-
Soit u = (u;);j>—1 un élément de (g\M);. Il s’agit de montrer que, pour tout j > 0,
on a

(=17 (dj1di(w); — di(u)j—1d;) = e(di(u)-1(1)).g;-
Plus généralement, pour tout i > 1, tout u = (u;);>—1 dans (g\M); et tout j > —1,
on a

(=17 (diyjdi(u); — di(u);-1d;)

= (—1)j+1 (di+j(—1)j+1 (deHuj — uj,ldj) — (—l)j (diﬂuj,l — uj‘,gdjfl)d]}

= —diyjuj1d; + dipjuj1d;

=0.
En particulier, pour ¢ = 1, on a

(=1 (djradi(u); — di(w)j-1d;) = 0.
Pour j = —1, on trouve
€d1 (u),l = O,

et on a donc bien, pour tout j > 0,

(=17 (djqrdy (u); — di(w)j-1dy) = e(dy(u)-1(1)).g;.
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Montrons maintenant que, pour tout ¢ > 2, on a d;_1d; = 0. Soit donc v = (u;);>—1
un élément de (g\ M);. On a, pour tout j > —1,

(diadi(u)); = (1) (digjdi(w); — di(uw)j1d;) =0,
la derniére égalité résultant du calcul ci-dessus, d’ou 'assertion.
Enfin, la relation ed; (u)—; = 0 trouvée précédemment montre qu’on a bien ed; = 0,
d’ot le résultat. U

10.1.3. — Fixons K un complexe dirigé augmenté. Soit f : M — M’ un morphisme
de complexes dirigés augmentés au-dessous de K, c’est-a-dire un triangle commutatif

/N

M—>M’

de morphismes de complexes dirigés augmentés. On vérifie immédiatement qu’on as-
socie & f un morphisme de complexes dirigés augmentés g\M — g/\M " en envoyant,
pour tout ¢ > 0, un élément (u;);>—1 de (g\M); sur I'élément (fu;);>—1 de (¢/\M');.
On définit ainsi un foncteur

K\ Caa = Caa
(M, K % M) — g\ M.
ProrosiTION 10.1.4. — Fizons K un compleze dirigé augmenté. Les foncteurs
Cda — K\ Cda K\ Caa = Caa
L (KxL,u) (M,K % M)~ g\M
forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Soient L un complexe dirigé augmenté et M un complexe dirigé
augmenté muni d’un morphisme g : K — M. On va produire des fonctions

©: HomK\@da((K*L,Ll), (M, g)) — Homgda(L,g\M),
¢ : Home, (L, g\M) — HomK\cda((K*L’ u), (M, g)),

naturelles en L et (M, g), inverses l'une de l'autre.

Commengons par ¢. Soit F' : K *x L — M un morphisme au-dessous de K. On
définit un morphisme p(F) : L — g\M de la maniére suivante. Soient 7 > 0 et y
dans L;. On doit définir un élément ¢(F);(y) de (¢\M); et donc, pour tout i > —1,
un morphisme ¢(F);(y); : K; = M;4;41. Pour  dans K, on pose

o(F);(y)i(x) = Fit14j(z *y),
en convenant, pour ¢ = —1, d’identifier 1 dans K_; = Z avec @. Vérifions tout d’abord

que, pour j = 0, p(F)o(y) est bien dans (g\M)o~ 1l s’agit de voir que, pour tout i > 0,
on a

(1) (dig10(F)o(y)i — o(F)o(y)i—1di) = e(@(F)o(y)-1(1)).gi-
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Plus généralement, pour tout j > 0 et tout ¢ > —1, on a
(_1)i+1(di+j+190(F)j(y)i —o(F);(y)i-1d;)(z)

(=D (digjir Fipjpr (@ xy) = Fiyj(diz % y))
(D) (Erpjdigji (@ xy) — Fipj(diz % y))
(=)™ Fyj(digjir(z % y) — diz x y)

= (D)™ Fi (D)™ djy)

= Fiyj(zxdjy).
En revenant au cas j = 0, on a donc

(=) (dig10(F)o(y)i — @(F)o(y)i—1di)(x) = Fi(z * e(y) o)

puisque F' est au-dessous de K. D’ou ’assertion puisque

e(p(Fo(y)-1(1)) = eF; (T xy) = e(y).
Vérifions maintenant la compatibilité aux différentielles. Pour tout j > 1 et
tout ¢ > —1, on a
(djo(F)j()i(x) = (1) (ditjirp(F);(9)i — o(F)j(y)i-1di) (@)
= Fipj(wxdjy)
(par le calcul du début de la preuve)

= @o(F);j-1(djy)i(z),
d’ou la compatibilité aux différentielles. La compatibilité aux augmentations résulte
d’un calcul précédent :

e(e(Fo(y)) = e(e(Fo(y)-1(1)) = e(y).
La compatibilité aux sous-monoides de positivité étant évidente, on a bien établi
que p(F) : L — g\ M est un morphisme.

Définissons maintenant . Soit G : L — g\M un morphisme. Il s’agit de définir un
morphisme (G) : K x L — M au-dessous de K. Soient z un élément de K; et y un
élément de Lj avec i > —1, j > —1let i +14 j > 0. On pose

V(i1 (@ *y) = G;(y)i(@),
en convenant que G_1(9); = g;. Vérifions que ¢(G) est bien un morphisme au-dessous
de K. La compatibilité aux sous-monoides de positivité est évidente. Il est immédiat

que, pour tout 7 > 0, le morphisme ¥(G); est bien au-dessous de K ; en effet, pour x
dans K;, on a

Y(@)i(z* D) = G_1(9)i(z) = gi(x).

Ainsi, pour i = 0, on a

ep(Go(z D) = ego(z) = e(x).
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Par ailleurs, pour y dans Lg, on a

e((G)o(@ xy)) = e(Go(y)-1(1)) = eGo(y) = e(y),

ce qui montre la compatibilité de ¥(G)y aux augmentations. Montrons la compati-
bilité aux différentielles. Soient donc x dans K; et y dans L; avec 1 > —1, j > —1
eti+ 1+ >1.Sij=—1, de sorte qu'on peut supposer y = &, on a

Sij=0,o0na

di1(G)ip1(z * y) = dip1Go(y)i(z)

= (Go()i—1d; + (=1)"e(Go(y)-1(1))g:) ()
(par définition de (g\M)o)

= Go(y)i-1(di(x)) + (=1)""e(y)gi(x)
(par compatibilité de G aux augmentations)

= P(G)i(diw x ) + (1)) (G)i(x x e(y) @)
(car ¥(G); est au-dessous de K)

= (G )(dx *y + (—1)”’13: * e(y)@)

= (Q)idiy1(T xy).

Enfin, si j > 1, on a
ditj10(G)ivjr1(z*y) = digj+1G;(y)i()
= (Gj(y)irdi + (1) (d;(G5(y)))i) (x)
(par définition de d;(G;(y)))

= Gi(y)i—1(dix) + (=1)"H(G;-1(d;y))i(x)
= P(@)igj(diz xy) + (=1 P(G)iy (2 % djy)
= P(@)isj (diz xy + (1) 'z x djy)

= U(G)irjditj1(z*y),

ce qui achéve de montrer que ¥(G) : K * L — M est bien un morphisme au-dessous
de K.

Pour conclure, il suffit de vérifier que les applications ¢ et i sont bien inverses
I'une de I'autre, ce qui est immeédiat. O

10.1.5. — Fixons L un complexe dirigé augmenté. Soient M un complexe dirigé aug-

menté et g : L — M un morphisme. On définit un complexe dirigé augmenté M ;Og
en posant

M g = (gor\M*?)
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On laisse le soin au lecteur de décrire explicitement ce complexe dirigé augmenté. On
définit ainsi un foncteur

L\ Gda — cda
g co
(M,L—>M)HM/9.
PROPOSITION 10.1.6. — Fizons L un compleze dirigé augmenté. Les foncteurs
Cda — L\ Caa I\ Cda = Caa
K (K % L, t2) (M,L % M)— Mg

forment un couple de foncteurs adjoints.
Démonstration. — Le résultat se déduit par dualité des propositions 10.1.4 et 6.10

par un argument semblable & celui de la preuve de l’assertion analogue pour les
oo-catégories (proposition 6.36). O

COROLLAIRE 10.1.7. — La structure de catégorie monoidale sur Cqs définie par le
joint est localement bifermée.

Démonstration. — Cela résulte des propositions 10.1.4 et 10.1.6. U

REMARQUE 10.1.8. — On aurait pu montrer le corollaire précédent sans décrire ex-
plicitement les adjoints & droite. En effet, celui-ci résulte de la remarque 5.9 puisque
la catégorie Cq, est localement présentable et que le joint commute aux limites in-
ductives connexes en chaque variable (voir la proposition 6.9).

PROPOSITION 10.1.9. — Fizons K un compleze dirigé augmenté. Soient M un com-
plexe dirigé augmenté et g : K — M un morphisme. Alors, on dispose d’un morphisme
canonique

v(g\M) = v(g)\v(M),
ot ,/(g)\u(]\/[) désigne la tranche oco-catégorique introduite au paragraphe 6.31. De
plus, lorsque K est un complexe de Steiner fort, ce morphisme est un isomorphisme.

Démonstration. — La sous-catégorie © étant dense dans co-Cat (proposition 4.6), il
suffit de définir une application

Homoo—&zé(sv V(g\M)) - Homoo—Gu(Sa I/(g)\V(M))a

naturelle en S dans O, et de montrer que celle-ci est bijective lorsque K est un
complexe de Steiner fort. Soit donc S dans ©. En vertu de la proposition 4.13, on a
un isomorphisme naturel S ~ v(A(S)). En notant L le complexe de Steiner fort A(S),
on a des applications naturelles

Homoo ¢t (S, v(g\M)) =~ Homoe o (v (L), v(g\M))
~ Homg,, (\v(L), g\ M)

(par adjonction)
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~ Hom gda(L,g\M)
(en vertu du théoréme 2.11)

~ HomK\ada((K*Ia Ll)v (M7 g))

(par adjonction)
sy ool (VU % L), (10)), (v(M), (g))

2 Hom, ey contar (V) 5 (L), 1), (V(M), v(9))
~ Homo.cw (V(L), V(g)\z/(M))

(par adjonction)

~ Homee.cu (S, v(g)\V(M)),

2 Hom

ou 'application « est induite par le foncteur v et I'application 8 par la contrainte
du foncteur monoidal lax v (voir la proposition 6.34), d’out le morphisme recherché.
Notons que 'application « se factorise en

HomK\gda((K*Lq)7 (M,g)) — Hom)\V(K)\gda(()\u(K*L), (1)), (M, g))
=~ Hom,, o)\ oo-tar (V (K % L), v (1)), (V(M),v(9)))-

Ainsi, si K est un complexe de Steiner fort, cette application est une bijection en
vertu du théoréme 2.11 et du corollaire 6.21. Par ailleurs, toujours sous 'hypothése
que K est un complexe de Steiner fort, en vertu du théoréme 6.29, 'application 3 est
également une bijection, d’oil le résultat. O

10.2. Morphisme associé a un triangle

10.2.1. — Dans cette section, on fixe

K\_//K,

un triangle dans la catégorie des complexes dirigés augmentés commutant & une anti-
homotopie h de g vers ¢'f prés. On suppose de plus que le complexe L est décent
(voir le paragraphe 2.17). On va définir un morphisme de complexes dirigés augmentés

On conviendra que, pour tout ¢ < —1, on a

h; = 0.

Pour tout ¢ > 0, on définit un morphisme (f,h); : (¢/\L); — (g\L); en envoyant
u' = (uj : K = Liviyg)jz—1 sur (f,h)7(u') = ((f,h)i (u');)j>—1 défini par, pour
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tout j > —1,
uifi+e(uli(1)).h; sii=0,

I r. o
uj f sinon.

(f;h)i(u); = {

(On vérifiera dans la preuve de la proposition suivante que (f, h){ est bien a valeurs
dans (g\L)O.) Afin d’avoir une formule uniforme en ¢, on étendra parfois 'augmen-
tation e de L a tout élément homogeéne de L en posant e(z) = 0 si z est un élément
homogéne de degré non nul. Avec cette convention, pour tout i > 0, on a

(f, h)i (W) = ujfy + e(u’y(1)).hy.

Notons qu’en vertu de nos précédentes conventions cette égalité reste vraie pour tout j
dans Z. Enfin, remarquons qu’on a (f, h)f(uv')_1 =u’ ;.

PROPOSITION 10.2.2. — Les morphismes (f,h)f, pour ¢ > 0, définissent un mor-
phisme de complezes dirigés augmentés (f,h)* : ¢\L — g\ L.

*

Démonstration. — Commencons par vérifier que le morphisme (f, h){ est bien a va-
leurs dans (g\ L)o. Soit donc u' = (u});>—1 un élément de (g'\L)o. Par définition, en
posant z = u’ {(1) = (f,h)§(u')-1(1), on a, pour tout j dans Z,

dj+1u} - U}—1dj = (*1)j+1€(2)9§'-

Pour tout j > —1, on a

djp1(fih)o(u); — (f, h)o(u)j—1dy = djpa (uf fj + e(2)hy) — (W)_y fi—1 + e(2)hj—1)d;
= (djpruf — uj_yd;) f5 + e(2)(djrhy — hj1d;)
= (=1 e(2)gj f; + (=1 e(2)(g;f; — 95)
= (—1)]+1€(Z)gj7

ce qui montre que (f,h)§(u’) appartient & (g\L)o.

La compatibilité de (f,h)* & 'augmentation est évidente et la compatibilité aux
sous-monoides de positivité résulte du fait que L est décent. Il nous reste & montrer

la compatibilité aux différentielles. Soient donc i > 1 et u' = (u});>—1 un élément
de (g\L);. Pour tout j > —1, on a

di(f,0); (u); = (1) N diggr (f, 0)7 () — (f, 1)} (u')j-1d)

MEMOIRES DE LA SMF 165



10.2. MORPHISME ASSOCIE A UN TRIANGLE 117

la derniére égalité étant également valable quand ¢ = 1 puisqu’on a

e(dy (u')-1(1)) = edy (u') =0,

d’oul le résultat. O

10.2.3. — Un cas particulier important est celui ou le triangle

K\j/,

est commutatif et Pantihomotopie h est I'identité de ¢’ f = g (voir le paragraphe 2.30).
Dans ce cas, en vertu de la proposition précédente, on obtient un morphisme
(f,1)*: g'\L = ¢\L qu’on notera plus simplement

g/\L — g\L.
PRrROPOSITION 10.2.4. — Soit

KT/,

un triangle commutatif dans la catégorie des complexes dirigés augmentés. Alors le
carré

v\ D) — L (L)

J J

v(g)\V(E) 2 vig\v(E)

ot les morphismes verticauz sont ceuz de la proposition 10.1.9 et le foncteur v(f)*
celui du paragraphe 6.38, est commutatif.

Démonstration. — 11 s’agit de démontrer que les deux oco-foncteurs allant du coin
supérieur gauche au coin inférieur droit coincident sur les cellules ou, autrement dit,
que pour tout [ > 0, le carré

Hom e (D1, 1(g"\ L)) —25 Home.g, (D1, v(g\ L))

J J

Homoo—Ca//(Dlv l/(g/)\y(L)) W Hom . C’(z/(Dlv l/( )\V(L))
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est commutatif. Par définition de v(f)* et des morphismes canoniques (voir la preuve
de la proposition 10.1.9), cela revient a montrer que le carré

Hom ., (A(Dy), ¢\ L) ————— Hom,, (\(Dy), g\ L)

% Jw

(K" % A(Dy), L) —— Hom . ¢, (K % A\(D;), L),

Hom Foa (D) K\ Caa

K/\Gda

ou f* désigne la postcomposition par f*, f* A(D;) la précomposition par f x A(D;)
et ¢ les isomorphismes de (la preuve de) la proposition 10.1.4, est commutatif. Soit
donc G : A(D;) — ¢/\ L un morphisme. Soient x dans Kj; et y dans A(D;); avec i > —1,
j=z—-leti+145>0.517>0,0ona

V(G (e xy) = (fG)(y)i(z) = G(y)i(f(2)) = P(G)(f(2) *y),

la premiére et la derniére égalité résultant de la définition de ¥ et la deuxiéme de la
définition de f*. Si j = —1, on peut supposer y = & et on a

V(f*G) (@ x @) = g(z) = ¢'f(z) = ¥(G)(f(z) D),
la premiére et la derniére égalité résultant encore une fois de la définition de 1, d’ott
le résultat. O

10.2.5. — Un cas particulier du paragraphe 10.2.3 est celui d’un triangle commutatif

@\j/{

ou Dk et Iy désignent les uniques morphismes de source & et de buts respectifs K
et L, et 1 désigne I'antihomotopie identité de @ . En vertu de ce méme paragraphe,
on obtient un morphisme

Tk g\L = z\L-

On vérifie immédiatement que le morphisme de g\ L vers L qui, pour ¢ > 0, envoie
un élément (u;);>—1 de (@ \L)i sur u—1(1) dans L; est un isomorphisme. On obtient
donc un morphisme

g\L—>L

qu’on appellera morphisme d’oubli. Explicitement, ce morphisme envoie, pour ¢ > 0,
un élément (u;);>-1 de (g\L); sur u—1(1) dans L;.
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PROPOSITION 10.2.6. — Le morphisme (f,h)* : g\L — g\L est au-dessus de L.
Autrement dit, le triangle

(F.h)"
g\L———g\L

N,

ou U et U désignent les morphismes d’oubli, est commutatif.
Démonstration. — Pour tout i > 0 et tout u’ = (u});>—1 dans (¢/\L);, on a

U(f,h)" (') = u”y (1) =U'(u),

d’ou 'assertion. O

10.3. Fonctorialité des morphismes associés aux triangles

10.3.1. — Soit g : K — L un morphisme de complexes dirigés augmentés, ol le
complexe L est décent. Formons le triangle

K\j/(

ot 1, désigne I’antihomotopie identité de g. A partir de ce triangle, en vertu de la
pr0p051t10n 10.2.2, on obtient un morphisme (1x,14)* : g\L = g\L.

PROPOSITION 10.3.2. = On a (1g,14)* = lg\L.
Démonstration. — Cela résulte immeédiatement de la définition de (1x,14)*. O

10.3.3. — Considérons maintenant un diagramme

K f K/ f, Kl/
h R’
%[ / g"

L

de complexes dirigés augmentés, ou h et h’ sont des antihomotopies de g vers ¢’ f et
de ¢’ vers ¢’ f' respectivement. On suppose toujours le complexe L décent.
En composant ce diagramme, on obtient un triangle
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ou h" est Pantihomotopie h'f + h (voir les paragraphes 2.31 et 2.32) En vertu de la
proposition 10.2.2; on obtient donc un triangle

(F 1)
g"\L T, J\L

o fhf+h\)\ %h

de complexes dirigés augmentés.

La proposition suivante affirme que ce triangle est commutatif.
PROPOSITION 10.3.4. — On a (f,h)*(f', ) = (f'f,h [+ h)*.

Démonstration. — Solent i > 0 et u” = (u});>—1 un élément de (¢”\L);. En posant
z =u" (1) et en utilisant le fait que chacun des morphismes du triangle de I’énoncé
est au-dessus de L, pour tout j > —1, on obtient

()7 (f 07 (") = (f R (W) fi + e(2)hy
= (uf f; + e(2)R)) f; + e(2)h;
= u;'f]/fj + e(z)(h;vfj + h;)
= (f'f,0f+h);W");,
d’ou le résultat. O

10.4. Homotopie associée a un cone

10.4.1. — Dans cette section, on fixe un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ot h et h’ sont des antihomotopies de source g
et de buts respectifs ¢'f et ¢'f’, k est une antihomotopie de f vers f’ et H est une
2-antihomotopie (voir le paragraphe 2.28) de g’k+h vers h'. On suppose le complexe L
décent.

A partir de ces données, en vertu de la proposition 10.2.2, on obtient deux mor-
phismes

(f.R)*, (f' )" = g\ L — g\L.
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On va définir une homotopie (k, H)* de (f',h')* vers (f,h)*. Pour tout ¢ > 0, on
définit un morphisme (k, H); : (¢/\L)i — (¢\L)i+1 en posant, pour tout v’ = (u;);>-1
dans (g"\L); et tout j > —1,

u;+1kj + e(ul_l(l))H] sit = 0,

w1k sinon.

(k, H); (u'); = {

Comme dans la section 10.2, on étendra parfois 'augmentation e de L & tout élément
homogeéne de L en posant e(z) = 0 si z est de degré non nul. Avec cette convention,
pour ¢ > 0, on a

(k,H){(u); = u;-ij + e(u’1(1)).Hj.
On conviendra que, pour tout ¢ < —1, on a

H, = 0.

Pour j = —1, en vertu de cette convention ainsi que de nos précédentes conventions, on
trouve (k, H)f(v')-1 = 0. Plus généralement, on a (k, H)!(v'); = 0 pour tout j < —1
et I'égalité (k, H); (u'); = uj 1k +e(u’1(1)).H; est donc valable pour tout j dans Z.

PROPOSITION 10.4.2. — Les morphismes (k, H); : (¢/\L); — (g\L)i+1, pour i >0,
définissent une homotopie de (f',h')* vers (f,h)*.

Démonstration. — La compatibilité aux sous-monoides de positivité est évidente. Vé-
rifions que (k, H)* est bien une homotopie de complexes de chaines de (f’,h')*
vers (f,h)*. Soient i > 0 et u' = (uj);>—1 dans (¢\L);. Sii > 1, pour tout j > —1,
on a
(di1 (k H); + (b H);_qdi)(u'); = (=11 (dig o (b, H)F (0); — (K, H); (u') j-1d;)
+ (di(W) j41k; + e(di(u')-1(1)) Hj)
= (1) (i gk, H)F (u')j — (k H)F (u')j-1dy)
+di(u')j41k;
(puisque ed; = 0 pour tout i > 1)
= (1) N (dis oy ky — wikjo1d;)
+ (=1 (dig vy g — uidy )k,
= (=1 (djr by — kjod;)
= _Uj (fj - fJ)
=gy~
= ((f,h); = (f,h)7) (W)

Si maintenant ¢ = 0, de sorte qu’on a, pour tout j dans Z,

dj vy — v dy = (1) e(2)g),
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ol on a posé z = u_1(1), alors, pour tout j > —1, on a
(di(k, H)g)(w'); = (= 1)j+1(dj+2(k H)5(u); — (k, H)j(u')j-1d;)
= (=1 [dj 2 (ujyaky + e(2) Hy) — (W1 + e(2)Hj—1)d;]
= (- [d oy k4 e(2)(djroHy — Hj_1d;) — u;-kj,ldj]
= (-1 j+1[ (ujdjr + (=1)*2e(2) g 1)k,
+ (=17 e(2) (B} = (g541kj + hy)) — uikj—1dy]
— (1 (] dyky — ikyrdy + (~1Y ()] — hy)]
= (1) (djaky — kjo1dy) — e(2) (R — hy)
= —uj(fj — fj) — e(2) (K} — hy)
= (ujfj +e(2)h;) — (ujfj + e(2)h])
= ((f,h)5 = (f, h1)5)(W);,
d’ou le résultat. O

PROPOSITION 10.4.3. — L’homotopie (k, H)* de (f',h')* vers (f,h)*, qui sont deux
morphismes de g \L vers g\L au-dessus de L, est au-dessus de L au sens ou, en
notant U : g\L — L et U’ : ¢/\L — L les morphismes d’oubli, on a U(k,H)* = 1y.

Démonstration. — Pour tout i > 0 et u’ = (u});>-1 dans (¢/\L);, on a
Uk, H)*(u') = ((k, H)* (u') 1) (1) = 0 = 1pw (),

d’ou I'assertion. O

10.5. Fonctorialités des morphismes associés aux cones

10.5.1. — Considérons un diagramme
K 4> K’
\ L /

de complexes dirigés augmentés, ou h est une antihomotopie de g vers ¢’ f. On suppose
le complexe L décent.
A partir de ce diagramme, on peut former un diagramme

f
S,
1

h ':>1 h

MEMOIRES DE LA SMF 165



10.5. FONCTORIALITES DES MORPHISMES ASSOCIES AUX CONES 123

ot 1 désigne I’antihomotopie identité de f et 15 la 2-antihomotopie identité de h
(voir le paragraphe 2.30). On obtient donc, en vertu de la proposition 10.4.2, une
homotopie (15,14)* de (f, h)* vers (f, h)*.

PROPOSITION 10.5.2. — On a (15,1)* = 1(5py=-
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition de (1, 15)*. O

10.5.3. — Considérons maintenant un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,
de ¢’ vers ¢"f' et de ¢’ vers g” f" respectivement, k est une antihomotopie de f’
vers f” et H est une 2-antihomotopie de ¢”k + h’ vers h”. On suppose toujours le
complexe L décent.
A partir de ces données, en vertu des propositions 10.2.2 et 10.4.2, on obtient un
diagramme
(fll’h//)*
— ] 3 (f.h)"
* .
g"\F \M g\ 4\
(f',h')
En vertu de la proposition 10.3.4, on a

(f,h)*(f//7h//)* — (fllf,h//f+h)* et (f,h)*(f/,h/)* — (f/f7h//f+h)*,
et en composant ce diagramme on obtient donc une homotopie (f,h)*(k, H)*
de (f"f, 0" f+ h)* vers (f'f,h f+ h)*.
Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme
ﬂ—\;
’ 12
Koyt K

ot la 2-fleche courbée de devant est antihomotopie h'f + h, la 2-fléche courbée de
derriére, en pointille, Pantihomotopie h” f + h et la 3-fléche est la 2-antihomotopie
Hf + 1, (voir les paragraphes 2.31 et 2.33) de (¢"k+h)f +h=g"(kf)+ (W' f +h)
vers h''f + h. Pour tout n > 0, on a (Hf + 15), = (Hf), et on désignera plus
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simplement cette 2-antihomotopie par H f. On obtient donc, toujours en vertu de la
proposition 10.4.2, une homotopie (kf, Hf)* de (f"f,h" f + h)* vers (f'f,h'f + h)*.
PRrROPOSITION 10.5.4. — On a (f,h)*(k,H)* = (kf,Hf)*.

1"

Démonstration. — Soient i > 0 et u” = (u]

tout j > —1, en posant z = u” (1), on a
((fh)*(k, H)")i(u")j = (f, h)5a (K, H)F ()
= (k, H)j(u");f;
=uj  kifi + e(2)Hjf;
= (kf, H);(u");,

d’oul le résultat. O

)j>—1 un élément de (g”\L);. Pour

10.5.5. — De méme, considérons un diagramme
f, fl/
K f e K —1 K7
~_ " 5

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,
de g vers ¢’ ' et de ¢’ vers g" f” respectivement, k est une antihomotopie de f vers f’
et H est une 2-antihomotopie de g’k + h vers h’. On suppose toujours le complexe L
décent.
A partir de ces données, on obtient un diagramme
(fh')
(f”,h”)* /\
g"\L————g\L J@ o\L-
(f.h)"
En vertu de la proposition 10.3.4, on a
(f/,h/)*(f//,h//)* — (f”f/,h//f/+h//)* et (f, h)*(f”,h”)* — (f//f,h//f+h)*,
et en composant ce diagramme on obtient donc une homotopie (k, H)*(f”,h”)*
de (f/lf/, h//f/ + h/)* vers (f//f’ h//f‘ + h)*.
Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme
ﬂ—\
K 1" 11 K/l
A e

>H/
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ol la 2-flécche courbée de devant est I’antihomotopie h”f + h, la 2-fleche courbée
de derriére, en pointillé, 'antihomotopie h” f" + h' et la 3-fleche est la 2-antihomo-
topie H = (1 + H) + (R"k 4+ 13) (ot les « + » de gauche et de droite désignent
l'opération définie au paragraphe 2.33, celui du milieu celle définie au paragraphe 2.32
et h''k’ la 2-antihomotopie du paragraphe 2.34). Ceci a bien un sens puisque, h”k+ 15
étant une 2-antihomotopie de ((¢” f")k+h"f)+ h vers (b f +g'k)+h et 1y + H
une 2-antihomotopie de h” f' + (¢'k + h) vers h” f' + I/, H' est une 2-antihomotopie
de g"(f"k)+(h" f4+h) vers h” f'+h'. On désignera plus simplement H' par H+h"k. On
obtient donc une homotopie (f"k, H+h"k)* de (f" f',h" f'+h')* vers (f"f,h" f+h)*.

PROPOSITION 10.5.6. — On a (k, H)*(f",h")* = (f"k,H + h"k)*.

Démonstration. — Solent i > 0 et v’ = (u]);>—1 un élément de (y”\L);. Pour
tout j > —1, en posant z = u” (1), on a
((k, H)™ (£, 0"))a(u); = (R, H)F (f" 17); (u”);
= (f" "7 (") jak; + e(2)H;
= (uf 1 f]1 + e(2)h )k + e(2)H

= uj [ ks + e(2) (Hj + by 1 k)

= (f"k, H + h"k); (u");,
d’otu le résultat. O

10.5.7. — Enfin, considérons un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ot h, A’ et h’” sont des antihomotopies de g vers ¢’ f,
g [ et g f” respectivement, k et k' sont des antihomotopies de f vers f’ et f’ vers f”
respectivement et H et H' sont des 2-antihomotopies de g’k + h vers b/ et de g'k’ +h/
vers h'' respectivement. On suppose toujours le complexe L décent.

A partir de ces données, en vertu de la proposition 10.4.2, on obtient un diagramme

(f// h//)*

SR (k1)
\)ﬂ/

(f,h

g\L
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En composant ce diagramme on obtient une homotopie (k, H)*+(k', H")* de (f",h")*
vers (f,h)*.
Par ailleurs, en composant le diagramme de départ, on obtient un diagramme

f//
/Tk /
K \f@k/f K

ou k' désigne 'antihomotopie k' + k et H” la 2-antihomotopie H' + (144 + H)
(ou le « + » de gauche désigne l'opération définie au paragraphe 2.32 et celui de
droite celle définie au paragraphe 2.33). Ceci a un sens puisque, 144 + H étant une
2-antihomotopie de ¢'k’'+(¢g'k+h) vers g'k' + b’ et H' une 2-antihomotopie de ¢'k’+h’
vers b, H" est une 2-antihomotopie de ¢’ (k' + k) 4+ h vers h”. On désignera plus sim-
plement H” par H' + H. On obtient donc, toujours en vertu de la proposition 10.4.2,
une homotopie (H' + H, k' + k)* de (f"”,h")* vers (f, h)*.

PROPOSITION 10.5.8. — On a (k, H)*+ (k', H)* = (k' + k, H + H)*.

Démonstration. — Solent i > 0 et v’ = (u});>—1 un éément de (¢/\L);. Pour
tout j > —1, en posant z =u’_;(1), on a
((k, H)™ + (K, H')")iu"); = (k, H)T (u); + (K, H') (u');
= (ujrkj + e(2) Hj) + (W) 1K) + e(2) Hj)
= u;H(k; +kj) + e(z)(HJ’ + Hj)
= (kj +ka/+H):(u/)j’

d’ou le résultat. O
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CHAPITRE 11

FONCTORIALITES DES TRANCHES :
RESULTATS POUR LES co-CATEGORIES

Fixons C une oo-catégorie. Les tranches définies dans le chapitre 6 permettent
d’associer a tout co-foncteur u : A — C' une co-catégorie ¢\ C'. Le but de ce chapitre
est de montrer, sous des hypothéses techniques que 1'on conjecture étre superflues,
que cette correspondance s’étend en une correspondance

A

ul — U\C ’
C

s e e,

(’U/,a/)*
— ]
~ @ ealnd.

('U7a)*

ou les 2-fléches et 3-fleches & gauche du signe « — » sont des transformations lax
et des 2-transformations lax respectivement, et la 2-fleche & droite de ce signe est
une transformation oplax. Plus généralement, on conjecture que cette correspondance
s’étend en un oo-foncteur de Gray (voir la conjecture C.27).

11.1. Un lemme pour se ramener aux complexes dirigés augmentés

Le but de cette section est de démontrer un lemme technique qui nous permettra
de ramener les fonctorialités des tranches pour les co-catégories aux fonctorialités
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analogues pour les complexes dirigés augmentés qu’on a établies dans le chapitre
précédent.

11.1.1. — Dans cette section, et uniquement dans celle-ci, nous utiliserons la théo-
rie du produit tensoriel de Gray telle qu’elle est rappelée dans I'appendice A. Si C
et D sont deux oo-catégories, nous noterons C' ® D leur produit tensoriel (de Gray).
Rappelons (voir 'appendice B et plus particuliérement le corollaire B.2.6) que la don-
née d’une transformation oplax entre deux co-foncteurs de C' vers D correspond a celle
qu'un oo-foncteur D; ® C' — D, ot D; désigne la co-catégorie du paragraphe 4.1.

11.1.2. — Dans cette section, on fixe

K2 .r? K

deux morphismes de complexes dirigés augmentés et .S un complexe dirigé augmenté.
A partir de ces données, on définit deux foncteurs de L\ Cda vers Caa

(M,L % M)~ S®qg\M et (M,L< M) qg\M;

ainsi que deux foncteurs de 5 ( L)\oo—&zé vers oo-Cat :
(C,UL) % C) 5 v(S) @ hu(g\C et (C.r(L) % C) s bu(g)\C-

LEMME 11.1.3. — On suppose que K, K', L et S sont des complexes de Steiner forts
et que g’ est une inclusion rigide ordonnée (voir le paragraphe 3.16). Alors, pour tout
morphisme

A(Ma) 0 S @ ag\M = ag\M,
naturel en (M, a) dans L\ Caa, il existe un et un seul co-foncteur
Biow) 1 v(S) @ b (g")\C = bu(g)\C

naturel en (C,b) dans V(L)\oo—&zé, tel que, pour tout complexe de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

v(o(ar,a))

v(S) ® v(ag\ M) ——— (S ® q¢'\M) v(ag\M)
v(S) ® (v(ag)\V(M)) v(ag)\V(M),

Bw () ,v(a))

ot les isomorphismes verticaur proviennent de ceux de la proposition 10.1.9 et p
désigne la contrainte du foncteur monoidal lax v (voir la proposition A.19), soit com-
mutatif.
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Démonstration. — Par adjonction, la donnée d’un oo-foncteur

Biew :v(S) @ bw(g)\C = bu(g)\C

est équivalente a celle d’un co-foncteur

bu(g")\C — Homy,, (v(S), b (g)\O):

ou Hom,,, désigne le Hom interne a gauche du produit tensoriel, introduit au para-
graphe A.18. Par ailleurs, la sous-catégorie pleine de co-Cat formée des co-catégories de
Steiner fortes étant dense dans co-Cat (car elle contient 0, elle-méme dense dans co-Cas
d’aprés la proposition 4.6), la donnée d’un tel co-foncteur est équivalente a celle d’une
application

Homeo ¢ (V(T), b (¢/)\C) — Homoe oy (v(T'), Hom (v (S), b1 (9)\C)),

naturelle en T dans la sous-catégorie pleine &#¢ de Cq. formée des complexes de
Steiner forts (en vertu de la pleine fidélité du foncteur v restreint aux complexes de
Steiner forts, voir le théoréme 2.11). Par adjonction, la donnée d’une telle application
correspond a celle d’'une application

Homoo—@a&(V(T)7 bl/(g/)\o) — Homoo-&w(y(s) ® V(T)v bV(g)\C)a

ou, de nouveau par adjonction (voir le paragraphe 6.31), a celle d’une application

Hom,, e\ oo-tar (V(K) % v/(T), 11), (C,br(g')))
— Hom,, ;o1\ oo (V(K) % (v(S) @ v(T)), 1), (C, br(g))),

ou encore, en vertu de la propriété universelle de la somme amalgamée, a celle d'une
application

Hom,, 1)\ co-tar (V(L) Wy sy (v(K') % v(T)), 1), (C, D))
— Hom, |\ co-cu(V(L) Wy (i) (v(K) % (v(S) @ v(T))), €1), (C, b)),

otll €1 désigne la premiére inclusion canonique dans une somme amalgamée. Puisqu’on
demande que le oo-foncteur B¢ p) soit naturel en (C,b) dans V(L)\oo—(faé, en vertu du
lemme de Yoneda, la donnée de l’application ci-dessus pour tout (C,b) est équivalente
a celle d’un oo-foncteur

V(L) I, xy (W(K) % (v(S) @ v(T))) = v(L) gy ((K') % v(T))

au-dessous de v(L), naturel en T dans S, ou, ce qui revient au méme, d’un
oo-foncteur

v(K) * (v(S) @ v(T)) = v(L) Wy (W(K) % v(T))
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faisant commuter le carré

v(K) v(L),

v(g)
toujours naturel en T dans Sty.

En vertu de la stabilité des complexes de Steiner forts par produit tensoriel et
joint (proposition A.3 et corollaire 6.21) et de la compatibilité du foncteur v a ces
opérations (théorémes A.15 et 6.29), le complexe K % (S ® T') est un complexe de
Steiner fort et on a un isomorphisme canonique

V(K) * (n(S) @ v(T)) = v(K * (S & T)).

De méme, le complexe K’ T est un complexe de Steiner fort et on a un isomorphisme
canonique
V(K'Y xv(T) ~v(K' % T).

De plus, puisque, d’une part, le morphisme ¢’ : K/ — L est une inclusion rigide
ordonnée par hypothése et, d’autre part, le morphisme ¢; : K/ — K’ % T est une
inclusion rigide ordonnée en vertu du corollaire 6.21, le théoréme 3.19 entraine que
la somme amalgamée L Iy (K’ = T) est un complexe de Steiner fort et qu’on a un
isomorphisme canonique

V(L) ey (V(K') % v(T)) ~ v(L Tl (K’ T)).

Ainsi, puisque le foncteur v restreint aux complexes de Steiner forts est pleinement
fidéle, la donnée du oo-foncteur f(c 3y, naturel en (C,b) dans v( L)\oo-&z&, est équi-
valente & celle d’'un morphisme

o K+ (S®T) = LTk (K +T),

naturel en T dans ¢, faisant commuter le carré

Kx(S®T) —% Ll (K'+T)

K L.

g

Nous allons montrer qu'un morphisme
A(a) P S B ag\M = ag\M,

naturel en (M, a) dans L\ Cda, permet de définir un morphisme o/ comme ci-dessus.
En effet, par adjonction, le morphisme oy 4) correspond & un morphisme

ag'\M — M%da (S, ag\M),
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ol Homgcd désigne le Hom interne a gauche du produit tensoriel de Cq, (qui existe

en vertu du paragraphe 6.2). On dispose donc d’une application
Hom Caa (T7 ag/\M) — Hom Caa (Ta HOJ%da (Sa ag\M))a

naturelle en T dans Cq,, ainsi qu’en (M, a) dans L\ Cqa. Cette application correspond,
par adjonction, & une application

Hom Caa (T7 agl\M) — Hom Caa (S 024 CZ-‘7 ag\M),
ou, de nouveau par adjonction (voir la proposition 10.1.4), & une application

Hom (K'%«T,u1),(M,ag")) — HomK\gda((K* (S®T),u),(M,ag)),

K’ \Cda
ou encore, en vertu de la propriété universelle de la somme amalgamée, & celle d’une
application

HomL\@da((L My (K'%T),e1),(M,a)) — HomL\gda((L g (Kx(S®T)),e1), (M, a)).
Ainsi, le lemme de Yoneda fournit un morphisme
LUg (K*x(S®T)) — L1k (K'xT)
au-dessous de L ou, ce qui revient au méme, un morphisme
ap K« (S®T)— Lk (K'xT)

faisant commuter le carré

Kx(S®T) —X Lllg (K'+T)

K L.
g

Ce morphisme est naturel en T' dans Cq,.

Ainsi, on a associé & tout morphisme a(,s,q), naturel en (M,a) dans L\ Cda, un
morphisme o/ naturel en T' dans &#¢ (et méme dans Cg,). Or, on a montré que la
donnée d’un tel a7 est équivalente a celle d'un oo-foncteur 3¢ ), naturel en (C,b)
dans V(L)\oo—Ca&. On vérifie que la maniére dont est défini B¢ ) & partir de o,
lui-méme défini & partir de a(jz,q), s’exprime par la commutativité du diagramme de
I’énoncé, d’ou le résultat. O

REMARQUE 11.1.4. — La construction du lemme précédent est naturelle en S au sens
suivant. Si

(65 Sl ® ag/\M — ag\M et Q9 SQ ® ag/\M — ag\M

sont deux morphismes comme dans I’énoncé du lemme (en particulier, S; et So sont
des complexes de Steiner forts) et que f : S; — Sy est un morphisme de complexes

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2020



132 CHAPITRE 11. FONCTORIALITES DES TRANCHES POUR LES co-CATEGORIES

dirigés augmentés rendant le diagramme

S1® ag’\M

f®ag/\]\/[ ag\M

a2

S2 ® ag'\M
commutatif, alors le diagramme

v(S1) ® bw(g")\C ,

\

V(f)@bu(g’)\c by(g)\c

e

v(S2) @ bu(g")\C )

ol B1 et By sont les oo-foncteurs associés par le lemme a aq et as respectivement,
est également commutatif. Cela résulte immédiatement de la propriété d’unicité du
oo-foncteur 1 donnée par le lemme.

Les deux énoncés qui suivent sont des reformulations de ce lemme dans les cas
S =A(Dg) et S = A(Dq), ou Dg et Dy désignent les oco-catégories du paragraphe 4.1,
cas qui seront les seuls que nous utiliserons dans ce texte. Nous supposons, comme
dans le lemme, que les complexes K, K' et L sont des complexes de Steiner forts et
que le morphisme g’ est une inclusion rigide ordonnée.

COROLLAIRE 11.1.5. — Pour tout morphisme
A(M,a) * ag'\M — ag\M,
naturel en (M, a) dans L\ Caa, il existe un et un seul co-foncteur

Biew bv(g)\C = br(g)\C,

naturel en (C,b) dans V(L)\oo—&w, tel que, pour tout complexe de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le carré

v(Q(p,a))

V(ag’\M) V(ag\M)

NJ f

v(ag)\V(M) 5 v(ag)\W(M),

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9, soit commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’on obtient en reformulant le cas S = A(Dg) du lemme
précédent en utilisant le fait que A\(Dg) et ¥(A(Dg)) =~ Dy sont les unités des produits
tensoriels sur Cq, et co-Cat respectivement (voir les paragraphes 6.1 et A.16). O
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COROLLAIRE 11.1.6. — Pour toute homotopie

O‘EIW a)
/m
ag\M _— Tago ag\M,
-~ Vv

QX (M,a)

naturelle en (M, a) dans L\ Caa, il existe une et une seule transformation oplax

Blow
/H\’L
wENC  Sgn  b(g\C
S S ¢
Bc,v)

naturelle en (C,b) dans V(L)\oo-&w, telle que, pour tout complexe de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

V(aEJVI‘a))
/H\
U(ag/\L> V(F(\fy'a)) l/(ag\L)
e S

v((p,a))

Blu(ary,ua)
1
v(ag)\V(L) Aw v () v(ag)\V(L),
- Vv

B(w(a),v(a))

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9 et v(T'(yr,4)) désigne
la transformation oplax associée a I’homotopie I yrqy (voir le paragraphe B.4.6), soit
commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’on obtient en reformulant le cas S = A(D;) du lemme
précédent en utilisant la description des homotopies en termes de produit tensoriel
par A(D1) (voir le paragraphe B.4.1), la description des transformations oplax et de
leurs composés avec un oo-foncteur en termes de produit tensoriel par v¥(A(D1)) ~ Dy
(voir le corollaire B.2.6 et la proposition B.2.11) et la description de la transformation
oplax associée & une homotopie (voir le paragraphe B.4.6). O

REMARQUE 11.1.7. — La naturalité en (C,b) dans y(L)\co-Cat de la transformation
oplax A(¢ ) du corollaire précédent peut s’exprimer de la maniére suivante. Pour tout

triangle commutatif

C ———
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de oo-Cat, le diagramme

Blow
m
I Sl

B(C b)
Uy

/B(c, "
\C' A<C’ v Vu(g\Cs
\_/
Bior vy
ou les oo-foncteurs verticaux sont ceux induits par w vu comme morphisme

de y(K')\oo-Cat et de y(K)\oo-Cat respectivement, est commutatif au sens ou
on a

Uy * A(va) = A(C/,b’) * Uy .

La naturalité de ’homotopie I'(5/ 4) en (M, a) dans L\ Caa peut s’exprimer de maniére
analogue.

11.2. oo-foncteur associé a un triangle

11.2.1. — Dans cette section, on fixe

K@K,

un triangle dans la catégorie des complexes dirigés augmentés commutant & une an-
tihomotopie h de g vers ¢’ f prés.

Soit C' une oo-catégorie munie d’un oo-foncteur b : v(L) — C. On souhaite associer
a ces données un oco-foncteur

(1. 10)" 2 b(g\C = bu(g)\C

au-dessus de C. Nous y parviendrons sous ’hypothése que les complexes K, K’
et L sont des complexes de Steiner forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion
rigide ordonnée (voir le paragraphe 3.16).

Notons que lorsque C' = v(M) pour M un complexe dirigé augmenté et b = v(a)
pour a : L — M, on dispose bien d’un tel oco-foncteur. En effet, on a un triangle

K—)K’

N
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et donc, en vertu de la proposition 10.2.2, un oco-foncteur

v((f,ah)*) : v(ag\M) — v(ag\M)

qui, a travers les isomorphismes de la proposition 10.1.9, définit un co-foncteur comme
souhaité.

THEOREME 11.2.2. — On suppose que K, K' et L sont des complexes de Steiner
forts et que g est une inclusion rigide ordonnée. Soit C' une oo-catégorie munie d’un
oo-foncteur b : v(L) — C. Il existe un et un seul co-foncteur

(f,2:0)" = b (g")\C = br(g)\C

naturel en (C,b) dans V(L)\oo—&w, tel que, pour tout complere de Steiner fort M
muni d’un morphisme a : L — M, le carré

v(F.ah)*)
Vag\ M) —2 2 p(qg\ M)

Nl f

/
v(ag)\V(M) —>(f’h’u(a))* v(ag)\v(M) .
ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9, soit commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’affirme le corollaire 11.1.5 pour
ama) = (f,ah)" 1 ag\M — ag\M,

dont la naturalité résulte immédiatement des formules du paragraphe 10.2.1. O

REMARQUE 11.2.3. — En déroulant la preuve du théoréme précédent (et donc celle
du lemme 11.1.3) et en utilisant les formules du paragraphe 10.2.1 définissant le mor-
phisme (f,ah)* : qg\M — qg\M, on peut décrire le oo-foncteur (f,h,b)* de la
maniére suivante. Soit 7" un complexe de Steiner fort. Il suffit de décrire 'application
Homee - (V(T), b (¢)\C) — Homoe o (V(T), bu(g)\C)
induite par (f,h,b)*. Or, on a des bijections naturelles
Homoo—&zA(V(T)7 bl/(g’)\C) = Homy(L)\OO-CaL((V(L 115 (K/ * T))? V(El))v (Cv b))
- Homoo—&z&(y(L g (K/ td T))v C)7
Homoo—(fa//(V(T)v bl/(g)\c) =~ Homy(K)\oo—CaI/((V(K *T)v V(Ll))a (Cv bI/(g)))
C Homyo ¢y (v(K xT),C),

ol €7 désigne la premiére inclusion canonique, et ’application

Homoo—&w(V(T)7 bV(gl)\O) - Homoo—CaI/(V(T)a bV(g)\C)
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est induite par le morphisme
(f,h)x : KxT — L1y (K'xT)

défini de la maniére suivante :

) - J9@) sly=2
(f, h)«(z xy) {f(x)*y+e(y)h($) sinon,

ot on convient que f(@) = &, h(&) = 0 et e(y) = 0 si y n’est pas de degré 0. Nous
n’utiliserons pas cette description de (f, h,b)* dans la suite de ce texte.

11.2.4. — Considérons le cas particulier d’un triangle commutatif

K\j/,

de complexes dirigés augmentés, c’est-a-dire le cas ol h est I’antihomotopie identité
de g = ¢’ f. On suppose que les complexes K, K’ et L sont des complexes de Steiner
forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un oo-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g) et  =bu(g).
En vertu du théoréme 11.2.2, on dispose d’'un oco-foncteur
(f, 1_(]’ b)* : cl\C — C\C

Par ailleurs, en considérant le triangle commutatif

(i) — 2 k)
bu(g\/ ‘/u(g')
C
obtenu en appliquant le foncteur v et en composant par b : v(L) — C, on obtient, en
vertu du paragraphe 6.38, un oo-foncteur

)

v(f)": e \C = e\C.

PROPOSITION 11.2.5. — Les co-foncteurs (f,14,b)* et v(f)* du paragraphe ci-dessus
coincident.

Démonstration. — 1l résulte de la définition de v(f)* : ¢\C' — c\C (paragraphe 6.38)
que ce oo-foncteur est naturel en (C,b) dans v( L)\oo—&zé. Ainsi, en vertu de la carac-
térisation du oo-foncteur (f,1,b)* donnée par le théoréme 11.2.2, il suffit de vérifier,
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pour tout complexe de Steiner fort M muni d’un morphisme a : L — M, la commu-

tativité du carré

v((filag)™)
v(iag\M) ——— v(ag\M)

Jz

v(ag)\VIM) — = v(ag)\v(M),

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9, ce qui résulte de la
proposition 10.2.4. O

REMARQUE 11.2.6. — Si I'on ne suppose pas que le morphisme ¢’ est une inclusion
rigide ordonnée, le théoréme 11.2.2 ne fournit par de oco-foncteur (f,14,b)*. Dans ce
cas, il sera parfois commode de définir ce oo-foncteur par I’égalité de la proposition
précédente :

(f,1g,0)" = v(f)"

REMARQUE 11.2.7. — 1l résulte de la proposition 11.2.5 et de la convention de la
remarque précédente que, si g : K — L est un morphisme entre complexes de Steiner

forts, en considérant le triangle
o— 2% LK
1o,
\ oL,
L g
L

ou Dk et @y désignent les uniques morphismes de source & et de buts respectifs K
et L, le co-foncteur

(DK 1o, 0)" 1 e\C = 2\C=C
est le oo-foncteur d’oubli du paragraphe 6.38.

11.3. Fonctorialité des co-foncteurs associés aux triangles

11.3.1. — Soient g : K — L une inclusion rigide ordonnée entre complexes de Steiner
forts et C' une oo-catégorie munie d’un oco-foncteur b : v(L) — C. On pose ¢ = bv(g).
Formons, comme dans le paragraphe 10.3.1, le triangle commutatif

K\j/m

A partir de ce triangle, en vertu du théoréme 11.2.2, on obtient un oo-foncteur

(].K, 197 b)* . C\C — C\C

PROPOSITION 11.3.2. — On a (1x,1,4,b)* = Lo
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Démonstration. — En vertu de la proposition 11.2.5, on a (1x,14,b)* = v(1k)*, ol
v(1g)* est le co-foncteur du paragraphe 6.38. Or, il est immeédiat que v(1x)* est le
oo-foncteur identité. O

11.3.3. — Considérons maintenant un diagramme

K f K/ f, Kl/
h R’
%[ / g"

L

de complexes dirigés augmentés, ou h et h' sont des antihomotopies de g vers ¢’ f et
de ¢’ vers g"” f’ respectivement. On suppose que les complexes K, K’, K" et L sont des
complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et ¢’ sont des inclusions rigides
ordonnées.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g), d=bv(g) et " =buvig").
En composant le diagramme ci-dessus, on obtient un triangle

KI5 g

g g
L ,

ou h” est antihomotopie h'f + h. En vertu du théoréme 11.2.2, on obtient donc un
triangle

’ ,h, h,b *
N RALEAL NS

(f’yh’,k Ah,br
\C
de oo-foncteurs.
La proposition suivante affirme que ce triangle est commutatif.
PROPOSITION 11.3.4. — On a (f, h,b)*(f', 0, 0)* = (f'f, W' f + h,b)*.

Démonstration. — Par définition, les co-foncteurs (f, h,b)* et (f, h',b)* sont naturels
en (C,b) et il en est donc de méme de leur composé (f, h,b)*(f’, k', b)*. Ainsi, en vertu
de la caractérisation du co-foncteur (f’f,h'f +h,b)* donnée par le théoréme 11.2.2, il
suffit de vérifier I’égalité recherchée lorsque C' = v (M) pour M un complexe de Steiner
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fort et b = v(a) pour a : L — M. Or, cette égalité résulte de la proposition 10.3.4
appliquée au diagramme

KLk g
ah/ ah’
N'J %H
M . O

REMARQUE 11.3.5. — Si h est I’antihomotopie 14, alors, avec le convention énoncée
dans la remarque 11.2.6, la conclusion de la proposition précédente reste valable sans
supposer que g’ est une inclusion rigide ordonnée. En effet, dans la preuve de la pro-
position, cette hypothése sur ¢’ n’est utilisée que pour justifier 'existence de (f, h, b)*
et sa naturalité en (C,b).

PROPOSITION 11.3.6. — Le co-foncteur
(f7 ha b)* : C,\C — C\C
du théoréeme 11.2.2 est au-dessus de C. Autrement dit, le triangle

(£:h.0)"
\C re\C

NS

ot U et U désignent les co-foncteurs d’oubli, est commutatif.

Démonstration. — En appliquant la proposition 11.3.4 sous la forme donnée par la
remarque précédente au diagramme

g 2K
1ZL/
7]

ou Dy, pour M un complexe dirigé augmenté, désigne 'unique morphisme de &
vers M, on obtient ’égalité

(@K,lgL,b)*(f,h,b)* = (QK’;lgva)*'

Or, en vertu de la remarque 11.2.7, on a

K
L

(@K,lgL,b)* =U et (QK’»lgL,b)* — U/7

d’ou le résultat. O
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11.4. Transformation oplax associée a un cone

11.4.1. — Dans cette section, on fixe un diagramme

de complexes dirigés augmentés, o h et h' sont des antihomotopies de source g et
de buts respectifs ¢'f et ¢'f’, k est une antihomotopie de f vers f’ et H est une
2-antihomotopie de ¢’k + h vers h’. On suppose que les complexes K, K’ et L sont
des complexes de Steiner forts et que ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. En vertu du théo-
réme 11.2.2 et de la proposition 11.3.6, on peut associer a ces données des oo-foncteurs

(f,h D) (F 0 0) 2 bu (g )\C = bu(g)\C
au-dessus de C. Nous allons définir une transformation oplax

(f',n )
/fox
N LN Z O
N S ¢
(f:h,b)~

au-dessus de C.

Notons que lorsque C' = v(M) pour M un complexe dirigé augmenté et b = v(a)
pour a : L — M, on dispose bien d’une telle transformation oplax. En effet, on a un
diagramme

f/
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Or, en vertu du paragraphe B.4.6, cette homotopie induit une transformation oplax

v((f',ah")")
Vag\ M) vl vlag\ M),
transformation oplax qui, & travers les isomorphismes de la proposition 10.1.9, définit

une transformation oplax comme souhaitée.

THEOREME 11.4.2. — Soit C' une co-catégorie munie d’un oco-foncteur b : v(L) — C.
1l existe une et une seule transformation oplax
(f',h",0)"
R N
(f,h;b)"

naturelle en (C,b) dans V(L)\oo—&z& (voir la remarque 11.1.7), telle que, pour tout
complezxe de Steiner fort M muni d’un morphisme a : L — M, le diagramme

v((f',ah’)")
v(ag"\M) /”((\k@ v(ag\M)
v((f,ah)")
(f7,h" v(a))"
o ) 0 (ag) A1),
(f:hv(a))”

ot les isomorphismes verticaux sont ceux de la proposition 10.1.9 et v((k,aH)*) dé-
signe la transformation oplax associée a I’homotopie (k,aH)* par la construction du
paragraphe B.4.6, soit commutatif.

Démonstration. — C’est ce qu’affirme le corollaire 11.1.6 pour
(f',ah")"

Lay = ag\M @ ag\M ,
(f.ah)”

dont la naturalité résulte immédiatement des formules du paragraphe 10.4.1. O

REMARQUE 11.4.3. — En déroulant la preuve du théoréme précédent (et donc celle
du lemme 11.1.3) et en utilisant les formules du paragraphe 10.4.1 définissant ’homo-
topie (k,aH)*, on peut décrire la transformation oplax (k, H,b)*, ou plus précisément
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le oo-foncteur py(g')\C' — HomlaX(Dl,by(g)\C) qui lui est associé (voir la proposi-
tion B.2.5), de la maniére suivante. Soit 7' un complexe de Steiner fort. Il suffit de
décrire 'application

Hom o (V(T), bu(g')\C) — Hom g (v(T'), Homy,, (D1, b (g)\C))
induite par ce co-foncteur. Or, on a des bijections naturelles
Homoo—&w(V(T), bV(g/)\O) = HomV(L)\oo—C(w((V(L Mg (K/ *T))v V(el))v (Cv b))a

ou €1 désigne la premiére inclusion canonique, et

Homoo—Cal/(V(T)v Hoimlax(Dl’ bV(g)\C))
= Hom, ) (VK + (\(D) & 7). v(01)), (€. b(9)).

et I'application
Homo_¢ (V(T), bu(g')\C) — Homee ¢ (v(T'), Homy,, (D1, b (g)\C))
est induite par le morphisme
(k,H)y : K%x(AD1)®T) = L1y (K'xT)

défini de la maniére suivante :

(k; H).(x % @) = g(x),
(k, H)u(z* (dg @ ) = f'(2) xy + e(y)' (@),
(k, H).(z % (do ® ) = f(2) xy + e(y)h(),
(k, H)w(zx (dy @ y)) = k(z) *y + e(y) H(z),

ot d désigne la cellule principale de Dy et ol, en plus des conventions du para-
graphe 11.2.3, on convient que k(@) = 0 et que H(&) = 0. Nous n’utiliserons pas
cette description de (k, H,b)* dans la suite de ce texte.

11.5. Fonctorialités des transformations oplax associées aux cones

11.5.1. — Considérons un diagramme

K—>K’

N

de complexes dirigés augmentés, ou h est une antihomotopie de g vers ¢’ f. On sup-
pose que les complexes K, K’ et L sont des complexes de Steiner forts et que le
morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.
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Soit C' une oco-catégorie munie d’'un co-foncteur b : v(L) — C. On pose
c=bv(g) et ¢ =0bv(g).

A partir de ce diagramme, on peut former, comme dans le paragraphe 10.5.1, le
diagramme

On obtient donc, en vertu du théoréme 11.4.2, une transformation oplax (1y,15,b)*
de (f, h,b)* vers (f,h,b)*.

PROPOSITION 11.5.2. — On a (15,1p,0)* = 1(44p)--

Démonstration. — Le oo-foncteur (f,h,b)* est naturel en (C,b) par définition et il
en est donc de méme de sa transformation oplax identité 1(y; )+ (cela résulte for-
mellement du fait que les transformations oplax identité sont des identités pour la
composition horizontale par un oo-foncteur). Ainsi, en vertu de la caractérisation de
la transformation oplax (17,1p,b)* donnée par le théoréme 11.4.2, il suffit de dé-
montrer I’égalité recherchée lorsque C' = v(M) pour M un complexe de Steiner fort
et b = v(a) pour a : L — M. Or, cela résulte de la proposition 10.5.2 appliquée au
diagramme

K—)K’

N

ainsi que de la proposition B.4.9 qui affirme que v envoie une homotopie identité sur
une transformation oplax identité. O

11.5.3. — Considérons maintenant un diagramme

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,
de ¢’ vers ¢’ f' et de ¢’ vers ¢’ f” respectivement, k est une antihomotopie de f’ vers f”
et H est une 2-antihomotopie de g"”"k + h’ vers h”. On suppose que les complexes K,
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K', K" et L sont des complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et g” sont
des inclusions rigides ordonnées.
Soit C' une oco-catégorie munie d’'un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g), d=bv(g) et " =buv(g").

A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.3 et avec les mémes no-
tations, en utilisant les théoréemes 11.2.2 et 11.4.2, ainsi que la proposition 11.3.4, on
obtient deux transformations oplax

(f,h,b)* * (k,H,b)* et (kf,Hf,b)"

de (f"f,h"f + h,b)* vers (f'f,h'f + h,b)*, qui sont deux oo-foncteurs de /\C
vers ¢\C.

PROPOSITION 11.5.4. — On a (f,h,b)* x (k, H,b)* = (kf, Hf,b)*.

Démonstration. — Le oco-foncteur (f, h,b)* et la transformation oplax (k, H,b)* sont
naturels en (C,b) par définition et il en est donc de méme de la transformation oplax
composée (f, h,b)* x (k, H,b)* (cela résulte formellement de ’associativité de la com-
position horizontale d’un oo-foncteur et d’une transformation oplax). Ainsi, en rai-
sonnant comme dans la preuve de la proposition précédente, on se raméne au cas ol
C = v(M) pour M un complexe de Steiner fort et b = v(a) pour a : L — M. Or, ce
cas résulte de la proposition 10.5.4 appliquée au diagramme

ainsi que de la proposition B.4.8 affirmant que v envoie le composé horizontal d’un
morphisme et d’'une homotopie sur le composé horizontal du oco-foncteur et de la
transformation oplax associés. U

REMARQUE 11.5.5. — Pour les mémes raisons que celles données dans la re-
marque 11.3.5, si h est ’antihomotopie 14, la conclusion de la proposition précédente
reste valable sans supposer que ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.

PROPOSITION 11.5.6. — La transformation oplaz (k,H,b)* du théoréeme 11.4.2
de (f',h',b)* wvers (f,h,b)* est au-dessus de C. Autrement dit, on a l’égalité
Usx(k,H,b)* =1y, o0 U : A\C — C et U': ¢\C — C désignent les co-foncteurs
d’oubli.
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Démonstration. — En appliquant la proposition 11.5.4 sous la forme donnée par la
remarque précédente au diagramme

g% K F e K

y ZL/ h> H

L

oll Dy, pour M un complexe dirigé augmenté, désigne I'unique morphisme de @
vers M, on obtient ’égalité

(@K,lgL,b)**(k7H7b>* = (].gK”].l b)*
Or, en vertu de la remarque 11.2.7 et de la proposition 11.5.2, on a
(@K71QL7b)* =U et (1QK”116L7b)* = 1(gK’71®va)* = 1U’;
d’ou le résultat. O

o’

11.5.7. — De méme, considérons un diagramme

f/

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,
de g vers ¢' [’ et de ¢’ vers ¢” f" respectivement, k est une antihomotopie de f vers f’
et H est une 2-antihomotopie de ¢'k+h vers h’. On suppose toujours que les complexes
K, K', K" et L sont des complexes de Steiner forts et que les morphismes ¢’ et g” sont
des inclusions rigides ordonnées.

Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=buv(g), d=bv(g) et " =buv(g").
A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.5 et avec les mémes no-

tations, en utilisant les théoréemes 11.2.2 et 11.4.2, ainsi que la proposition 11.3.4, on
obtient deux transformations oplax

(k, H,b)* * (", 0", b)* et (f"k,H+h"k,b)*
de (fllfl7h/lf/ + h/7b)>k vers (f//f, h/lf + h’b)*'

PROPOSITION 11.5.8. — On a (k, H,b)* = (f",h",b)* = (f"k,H + h"k,b)*.

Démonstration. — La démonstration est une adaptation immédiate de la démonstra-
tion de la proposition 11.5.4, 'usage de la proposition 10.5.4 étant remplacé par celui
de la proposition 10.5.6. O
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11.5.9. — Enfin, considérons un diagramme

f/l

’ k/
K~ M K

hﬁ/ﬂ\k

de complexes dirigés augmentés, ou h, h’ et h” sont des antihomotopies de g vers ¢'f,

g [ et ¢’ f" respectivement, k et k' sont des antihomotopies de f vers f’ et de f’

vers f” respectivement et H et H' sont des 2-antihomotopies de g’k + h vers h’ et

de 'k’ +h' vers h"' respectivement. On suppose que les complexes K, K’ et L sont des

complexes de Steiner forts et que le morphisme ¢’ est une inclusion rigide ordonnée.
Soit C' une oco-catégorie munie d’un co-foncteur b : v(L) — C. On pose

c=bv(g) et ¢ =bv(g).

A partir de ces données, comme dans le paragraphe 10.5.7 et avec les mémes no-
tations, en utilisant le théoréme 11.4.2, on obtient deux transformations oplax

(k, H,b)* o (K, H',b)* et (k' +Fk H + H,b)*

de (f”,h”,b)* vers (f,h,b)* (la composition verticale des transformations oplax est
définie dans le paragraphe B.3.2).

PROPOSITION 11.5.10. — On a (k,H,b)* o (k',H',b)* = (k' + k,H' + H,b)*.

Démonstration. — Les transformations oplax (k, H,b)* et (k', H',b)* sont naturelles
en (C,b) par définition et il en est donc de méme de la transformation oplax composée
(k,H,b)* o (K', H',b)* (cela résulte de la compatibilité entre la composition horizon-
tale par un oco-foncteur et la composition verticale des transformations oplax, voir
I’appendice C qui montre que les co-catégories, co-foncteurs et transformations oplax
forment une sesquicatégorie). Ainsi, en raisonnant comme dans les démonstrations
précédentes, on se raméne au cas ou C' = v(M) pour M un complexe de Steiner fort
et b =wv(a) pour a: L — M. Or, ce cas résulte de la proposition 10.5.8 appliquée au
diagramme
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ot les 3-fleches sont, du bas vers le haut, les 2-antihomotopies aH et aH’, ainsi que de
la proposition B.4.10 affirmant que v envoie le composé horizontal de deux homotopies
sur le composé horizontal des deux transformations oplax associées. O
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APPENDICE A

PRODUIT TENSORIEL co-CATEGORIQUE

Le but de cet appendice est d’introduire le produit tensoriel de Gray et les Hom
internes a gauche et & droite correspondants, et de démontrer leurs principales pro-
priétés. La définition du produit tensoriel que nous adoptons est inspirée d’idées de
Steiner [32, Section 7.

A.1. — Onrappelle qu’on a défini au paragraphe 6.2, selon Steiner, le produit tensoriel
de deux complexes dirigés augmentés et qu’on obtient ainsi une structure de catégorie
monoidale bifermée sur la catégorie des complexes dirigés augmentés.

Si K et L sont deux complexes dirigés augmentés admettant des bases X et Y
respectivement, on vérifie immédiatement que le complexe dirigé augmenté K ® L
admet pour base I’ensemble

XY ={zy|lzeX,yeY}.

LEMME A.2 (Steiner). — Soient K et L des complexes dirigés augmentés a base. Pour
tout élément homogéne x de K et tout élément homogéne y de L, toutr > 0 ete = 0,1,
on a
(z@y); = > (x)5 © (y)premed?,
ptg=r
0<p<z], 0<g<]y|

Démonstration. — La formule est donnée dans [32, exemple 3.10] dans le cas ou z
et y sont dans la base de K et L respectivement. Elle se démontre par récurrence,
essentiellement comme la formule de notre lemme 6.14 O

PROPOSITION A.3 (Steiner). — Si K et L sont des complexes dirigés augmentés a
base unitaire (resp. a base fortement sans boucle), alors il en est de méme de K ® L.

En particulier, si K et L sont des complexes de Steiner forts, alors il en est de méme
de K® L.

Démonstration. — Voir [32, exemple 3.10]. O

REMARQUE A.4. — En vertu de la proposition précédente (et du fait que le complexe
dirigé augmenté Z’' du paragraphe 6.2 est de Steiner fort), la catégorie des complexes de
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Steiner forts est une sous-catégorie monoidale de la catégorie monoidale des complexes
dirigés augmentés définie par le produit tensoriel.

LEMME A.5. — Soient f : K — K’ et g : L — L' des morphismes entre complezes
dirigés augmentés o base et soient x un élément homogéne de K et y un élément
homogene de L. On suppose qu’il existe un élément homogéne x' de K et un élément
homogene 3y’ de L tels qu’on ait

f{x)) = (") et g((y) = ().
Alors on a

(fog(zey) = (=" ay).

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I'assertion
analogue pour le joint (lemme 6.16) en remplagant I'usage de la formule du lemme 6.14
par celui de la formule du lemme A.2. O

ProprosITION A.6. — Si f : K — K' et g: L — L' sont deux morphismes rigides
(voir le paragraphe 3.2) entre complexes dirigés augmentés & base, alors leur produit
tensoriel f @ g: K@ L — K' ® L' est également rigide.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme précédent. O

PROPOSITION A.7. — Soient f : K — K’ et g : L — L' des morphismes entre
complezes dirigés augmentés a base unitaire et soient x un élément de la base de K
et y un élément de la base de L. On suppose qu’il existe un élément x’' de la base
de K' et un élément y' de la base de L' tels qu’on ait

v()((x) =L@y et v(g)({y) =Ly,
v(f@g)((z@y) = Lway)-
En particulier, lorsque ©’ = f(z) et y' = g(y) vérifient les hypothéses ci-dessus, on a

v(f@g)((z@y) = (f(z) @ g(y)).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du lemme A.5. O

PROPOSITION A.8. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés a base unitaire,
x un élément de la base de K de degré i et y un élément de la base de L de degré j.
Notons z la cellule principale de D; et t celle de D;. Alors le diagramme

v(@em)
v(A(D;) ® A(D;)) ———=v(K® L)
(z®t>] Trou)

Diyj ,
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ot <xN> :AD;) = K et (};} : A(Dj) = L désignent les transposés de (x) : D; = v(K)
et (y) : Dj = v(L) respectivement, est commutatif.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer qu’on a

v((2)® ) ((z01) = (z©y).

Cela résulte de la proposition précédente puisque, par définition, on a
v((@)((2) = (@) et (L)1) = () =
ProPOSITION A.9. — Soient K un compleze de Steiner fort et F' : I — (g un
systéeme de Steiner fort (voir le paragraphe 3.7). Alors le foncteur
KQF:I— Cya
i K® F(i)

est un systéeme de Steiner fort.

Démonstration. — Le foncteur F étant un systéme rigide, il en est de méme du
foncteur K ® F': i — K ® F(i) en vertu de la proposition A.6. Par ailleurs, puisque
d’aprés la proposition A.3 les complexes de Steiner forts sont stables par produit ten-
soriel, le foncteur K ® F' est & valeurs dans les complexes de Steiner forts. Enfin, le
foncteur K ® e admettant un adjoint & droite, il commute aux limites inductives. Le
morphisme canonique

hﬂ(K@F(z)) — K®ligF(i)

iel iel
est donc un isomorphisme de complexes dirigés augmentés et, pour tout objet ig
de I, le morphisme canonique K ® F'(ig) — @iel(K ® F(i)) s’identifie a travers
cet isomorphisme au produit tensoriel K ® F(ig) - K ® lim, F(i) de K et du
morphisme canonique associé & F'. On en déduit le résultat en invoquant de nouveau
les propositions A.3 et A.6. O

COROLLAIRE A.10. — Si K est un complexe de Steiner fort, alors le foncteur
Gda — OO-&ZZ/
L—v(K®L)

commute aux limites inductives des systémes de Steiner forts.

Démonstration. — Puisque le foncteur v commute aux limites inductives des systémes
de Steiner forts (théoréme 3.8), I’assertion résulte de la proposition précédente. [

COROLLAIRE A.11. — Soit K un complexe de Steiner fort. Alors le foncteur
O — co-Cat
S v(K ® AS))

commute aux sommes globulaires.
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Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent puisqu’en vertu de la proposi-
tion 4.13, les sommes globulaires proviennent de systémes de Steiner forts. O

A.12. — Fixons K un complexe de Steiner fort. Soit C' une oo-catégorie. Nous allons
définir une oo-catégorie Hom, . (v(K),C). Il résulte du corollaire précédent que le
foncteur
©° — s
S — Homgeeu (V(K ® A(S)), C)

envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires, au sens du paragraphe 4.8.
Ainsi, en vertu de ce méme paragraphe, ce foncteur définit une oco-catégorie et c’est
cette oo-catégorie qu’on notera Hom,, (v(K),C). Autrement dit, avec les notations
du paragraphe 4.8, on pose

MIax(V(K)7 C) = Homoo-Caé(V(K ® )‘(Do>)a C)

Explicitement, les i-fleches de Hom,, . (v(K), C') sont les co-foncteurs de v(K @ A(D;))
vers C.

Notons qu'un morphisme f : K — K’ entre complexes de Steiner forts induit, pour
tout co-catégorie C, une application

Hom oo_cy (V(K' @ A(S)),C) — Homoo_gw (V(K @ A(S)), C),

naturelle en S dans ©. Ainsi, toujours en vertu du paragraphe 4.8, un tel morphisme
induit un oo-foncteur Hom,,. (v(K’),C) — Hom,,, (v(K), C).

PROPOSITION A.13. — Fizons K un compleze de Steiner fort. Pour tout complexe de
Steiner fort L et toute co-catégorie C, on a une bijection

Hom ¢, (V(K ® L), C) ~ Hom, ¢y (v(L), Homy,, (v(K), C)),
naturelle en L et C.

Démonstration. — Si M est un complexe de Steiner fort et ¢ est un élément de la base
de M de degré i > 0, on notera, pour simplifier, t5 = (¢)5, pour 0 < j < i (voir le
paragraphe 2.8 pour la notation (t)5).

On va produire des fonctions

¢ : Homy ¢y (V(K ® L), C) = Homyo gy (v(L), Homy,, (v(K), C))

et
¥+ Homo gy (v(L), Hom,,, (v(K), C)) — Hom ¢y (v(K @ L), C)
inverses l'une de l'autre.

Commengons par ¢. Soit F : v(K ® L) — C un oo-foncteur. On défi-
nit un oo-foncteur ¢(F) : v(L) — Hom, (v(K),C) de la maniére suivante.
Soit y: D; — v(L), pour ¢ > 0, une i-flecche de v(L). On doit lui associer une
i-fleche p(F)(y) de Hom,,. (v(K), ), c’est-a-dire un co-foncteur v(K @ A(D;)) — C.

On pose

v(K®3g)

p(F)(y) = v(K®\D)) VKoL) 50,
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ot on a noté g : A(D;) — L le transposé de y : D; — v(L). Le fait qu’on obtienne
bien ainsi un oco-foncteur résulte de la naturalité en D;, et plus généralement en S
dans ©, du oo-foncteur ¢(F')(y). En particulier, pour x un élément de degré ¢ de la
base de K, y un élément de la base de L et z la cellule principale de D;, on a, pour j
telque 0 < j<iete=0,1,

P(F)((9)((z @ 25)) = F({z ® y5))-

De plus, cette formule détermine p(F') de maniére unique puisque les co-catégories
v(L) et v(K ® A(D;)) sont engendrées librement au sens des polygraphes par leurs
atomes en vertu du théoréme 2.12.

Définissons maintenant . Soit G : v(L) — Hom,,, (v(K),C) un oco-foncteur. 11
s’agit de définir un oo-foncteur (G) : ¥(K ® L) — C. En vertu du théoréme 2.12,
la oo-catégorie v(K ® L) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses
atomes. Il suffit donc de définir ¢(G) sur les atomes de v(K ® L) et de vérifier les
compatibilités aux sources et aux buts. Soient = de degré ¢ dans la base de K et y de
degré j dans la base de L. On pose

(x®z])
Y(GE)((z®y) = Dipj ——
ou 2’ désigne la cellule principale de D;.

Vérifions maintenant les compatibilités aux sources et aux buts. Fixons m > 0
et supposons que les formules ci-dessus définissent bien un m-foncteur. Il s’agit de
montrer que, pour tous z et y comme ci-dessus avec i +j =m + 1, on a

P(G)(s((z@y))) = s((G)((z®@y))) et P(G)(t({x®y))) = tH(G)({z@y))).

Montrons la premiére égalité, la seconde se démontrant de maniére analogue. No-
tons z et 2z’ les cellules principales respectives de D; et D;. Puisque la oco-catégorie
v(A(D;) ® A(D;)) est engendrée librement au sens des polygraphes par ses atomes,
en vertu de la proposition 1.5, ses atomes ’engendrent également par compositions
et il existe donc une formule x exprimant la source de (z; ® z}) en fonction des
<z,§®zl’a/> avec 0 < k <4, 0< 1< j,k+l<i+j,e=01ete =0,1. On
notera x[(z{ ® z¢')] I'évaluation de la formule x en les éléments 2§ ® 2 . On a donc

V(K ® \(D;)) W ¢

s((z: ® 27)) = x[(2} ® 2<")]. Plus généralement, il résulte de la proposition A.8 que la
méme formule x permet de calculer la source d’un atome (m ® n), ot m est de degré i
et n de degré j, d’'un produit tensoriel quelconque de complexes dirigés augmentés a
base unitaire M et N. On obtient ainsi

25 @5 )))

= X[G((i N (% @ 2))),
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ot 2" désigne la cellule principale de Dy, cette derniére égalité résultant de la définition
de ¢(G). Par ailleurs, on a

Gy ) (k. © =) = G{y)) ({af © %))

En effet, pour ¢/ =0, on a

G (et ® =) = G(si((w)) ((af ® =)
= si(G((y) ({25 @ 2]'))
= G((y) (v(K @ A\0)) (2t @ 2)))
(par définition des sources des cellules de Hom,, (v(K), C))

= G(()((ai @ 2%)),
/0

la derniére égalité étant conséquence de la proposition A.7 puisque o}((z]")) = (2]°).
La démonstration dans le cas ¢’ = 1 est analogue. En insérant cette égalité dans notre
calcul précédent, on obtient

la derniére égalité résultant de la définition de ¥(G), ce qui achéve de montrer
que ¥(G) est bien un oo-foncteur.

Enfin, vérifions que ¢ et ¢ sont bien des bijections inverses I'une de 'autre. Soient
F:v(K®L)— CetG:v(L)— Hom,, (v(K),C) deux oo-foncteurs. On a, avec les
notations précédentes,

be(F)({z@y)) = o(F)({y)((x @ 25)) = F((x ® y))

et
P(G) () ({z ® 25)) = Y(G)((z @ y5)) = G({y))((z @ 25)).
Les oo-foncteurs 1o(F) et F (resp. les co-foncteurs p1p(G) et G) coincident donc sur

les atomes et sont donc égaux, ce qu’il fallait démontrer. O

A.14. — Soit L un complexe de Steiner fort. On montre de méme que le foncteur

Gda — oo-Cat
K—v(K®L)
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commute aux limites inductives des systémes de Steiner forts. On en déduit que le
foncteur

0° — &ns
S +— Homyo e (V(A(S) ® L), C)
envoie les sommes globulaires sur des produits globulaires. On définit alors,

comme dans le paragraphe A.12, pour toute oo-catégorie C, une oo-catégorie
Hom (v(L),C) en posant

HO7rnoplax(y(L)7 C) = Homoo_a,,/(u()\(D.) ® L)7 C)

oplax

On montre, comme dans la proposition précédente, que, pour tout complexe de Steiner
fort K et toute oco-catégorie C, on a une bijection

Hom . ¢ (¥ (K ® L), C) ~ Hom ¢y (v(K), moplax(y(L)7 C)),

naturelle en K et C.

THEOREME A.15. — Il existe une et une seule (d unique isomorphisme monoidal prés)
structure de catégorie monoidale sur co-Cat de produit

® : 00-Cat x 00-Cat — oo-Cat
(A, B) —A®DB

ayant les deux propriétés suivantes :

(a) le foncteur v|g, : Sty — oo-Cat, ot la catégorie des complexes de Steiner
forts Sty est munie de la structure de catégorie monoidale définie par le produit
tensoriel, s’étend en un foncteur monoidal ;

(b) le foncteur & : co-Cat x co-Cat — co-Cat commute aux petites limites inductives
en chaque variable.

De plus, cette structure monoidale est bifermée.

Démonstration. — L’assertion résulte du théoréme 5.3 appliqué & C = oco-Cat et ) la
catégorie des oo-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15) munie du produit
tensoriel (par I'identification de cette sous-catégorie a celle des complexes de Steiner
forts), la petite sous-catégorie dense de I’énoncé étant la catégorie ©. En effet, les
hypothéses de ce théoréme sont précisément le contenu de la proposition A.13 et du
paragraphe A.14. O

A.16. — On appellera produit tensoriel de Gray ou plus simplement produit tensoriel
le produit monoidal

® : 00-Cat x 00-Cat — oco-Cat

défini dans le théoréme précédent. Si K et L sont des complexes de Steiner forts, on
a, en vertu de ce méme théoréme, un isomorphisme canonique

v(K)®@v(L) ~v(KQL).
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En particulier, si S et T" sont deux objets de ©, puisqu’en vertu de la proposition 4.13
onaS~vA(S)et T ~vA(T), on obtient un isomorphisme canonique

S®T ~ v(\(S) ® \(T)).

Plus généralement, si A et B sont deux oo-catégories, on a des isomorphismes cano-
niques

A®B~ lim S®T=>~ lim vAS)AT)).

N S—)ﬁ@/A N S%z@/A ( ( ) ¢ ( ))
T—>B€@/B T—>BE®/B

En effet, puisque la catégorie © est dense dans oco-Cat, toute co-catégorie est limite
inductive canonique d’objets de ©. La formule résulte alors du fait que le produit
tensoriel commute aux limites inductives en chaque variable.

Notons que 'unité du produit tensoriel est I'image par v du complexe dirigé aug-
menté Z' du paragraphe 6.2, c’est-a-dire la oo-catégorie finale Dg. Si A est une
oo-catégorie, on a donc

ARDyg~A~DyR A.

REMARQUE A.17. — Le produit tensoriel défini au paragraphe précédent coincide
avec celui introduit par Al-Agl et Steiner dans [1] et étudié par Crans dans [18]. En
effet, le produit tensoriel étudié dans ces textes commutant aux limites inductives en
chaque variable, il suffit de vérifier que les deux produits tensoriels coincident sur une
sous-catégorie dense de oo-Caz. On peut vérifier que c’est le cas pour la sous-catégorie
pleine des cubes, c’est-a-dire des objets de la forme Ay ® --- ® Ay, o Ay apparait n
fois avec n > 0.

A.18. — En vertu du théoréme A.15, la structure de catégorie monoidale définie par
le produit tensoriel est bifermée. On obtient donc des foncteurs

Hom , jay : 00-Cat° x 00-Cat — oo-Cat et Hom,, : 00-Cat® x oo-Cat — oo-Cat

vérifiant, pour toutes oco-catégories A, B et C,

Hom ¢ (A ® B, C) ~ Hom ¢y (A, Hom B,())

oplax(
et
Homoo—C(w(A ® B, C) = Homoo—C’mi(Bv mlax(Av C))7

et ce de maniére naturelle en A, B et C. En particulier, pour tout i > 0, on a

HO7moplax(*4a B)l = Homoo_@m«,(Di ® A, B)

et
Hoimlax(Au B)1 = HomOO-CtZL(A ® Div B)

Notons que, dans le cas ot A est de la forme v(K) pour K un complexe de Steiner
fort, la oo-catégorie Hom,, . (v(K),C) que l'on vient d’introduire coincide, en vertu
de la proposition A.13, avec celle définie dans le paragraphe A.12. De méme pour le

foncteur Hom défini au paragraphe A.14.

oplax

MEMOIRES DE LA SMF 165



APPENDICE A. PRODUIT TENSORIEL co-CATEGORIQUE 157

PROPOSITION A.19. — Les foncteurs
A:oo-Cat = Caqn et v: Cqa — 00-Cat
sont monoidal et monoidal laz respectivement, les catégories co-Cat et Cqa étant toutes

deux munies des structures de catégorie monoidale définies par le produit tensoriel.

Démonstration. — La démonstration est une adaptation immeédiate de la preuve de
Passertion analogue pour le joint (proposition 6.34). O

PROPOSITION A.20. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Les appli-
cations

(K®L), = (LK),
TRQY— YT,
pour p = 0, définissent des isomorphismes
(KQL)P ~LPRQK® et (K®L)*~L*°®K®.
En particulier, les applications identité de (K ® L),, pour p > 0, définissent un

isomorphisme
(K® L) ~K°®L"°.

Démonstration. — Commengons par démontrer le résultat pour le dual impair. La
compatibilité aux augmentations, aux sous-monoides de positivité et la bijectivité
sont évidentes. Il s’agit donc de vérifier la compatibilité aux différentielles. Notons
s:x®y+— y®x Vapplication de I’énoncé. Pour tout élément homogéne de K ® L
de la forme = ® y et de degré au moins 1, on a, en notant d’ les différentielles dual
impair,

sd (w @y) = (—=1)"HWsd(z @ y)
= (~1)lHs(dz @ y + (—1)1*lz @ dy)
- (_1)|w\+|y\y ® dx + (—1)‘y|dy R
et
ds(z@y)=dyor)=dyes+(-)"yod
= (-)Vdy @z + (-1)¥Hely @ dr
= (=1)/*HWly @ de + (-1)¥dy @ x,

d’oit le premier isomorphisme. Le résultat pour le dual pair se démontre de maniére
analogue : en notant d’ les différentielles dual pair, on a

sd'(z@y) = (=) sd(z @ y)
= (D)l s (dr @ y + (-1) 2 @ dy)
— (_1)|$\+|y\+1y Qdx + (_1)\y|+1dy ®
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et
ds(zoy)=dyoz)=dyes+ (-1)¥yodz

= (-)VHdy @z + (~1)WFlEHy @ da

= (=)= @ de 4+ (-1 dy © 2,
et on obtient ainsi le deuxiéme isomorphisme. Le troisiéme se déduit des deux pre-
miers : I’application s o s, qui n’est autre que l'identité, définit un isomorphisme

(A® B)° = ((A® B)?)° ~ (B? @ AP)*° ~ (AP)*° ® (B?)** = A°®@ B°. O

REMARQUE A.21. — Outre la dualité triviale, les dualités considérées dans 1’énoncé

précédent sont les seules pour lesquelles on a des isomorphismes de ce type.

PROPOSITION A.22. — Soient A et B deuxr oco-catégories. On a des isomorphismes
naturels canoniques

(A B)? ~ B? @ A°? et (A® B)* ~ B ® A.
En particulier, on a un isomorphisme naturel canonique
(A® B)° ~ A° @ B°.
Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I'assertion

analogue pour le joint (proposition 6.35) en remplagant 1'usage de la proposition 6.10
par celui de la proposition A.20. O
PROPOSITION A.23. — Soient A et B deux oco-catégories. On a des isomorphismes
naturels canoniques

Hom A, B)°P ~ Hom,, (A°P, B°P),
A, B)*° ~ Hom,,, (A°°, B®),

(A, B)® ~ Hom,..(A°, B).

oplax(

Hoimoplax(

Hom

oplax oplax

Démonstration. — Notons D la dualité paire ou impaire. Pour toute oo-catégorie C,
on a

Hom . (C, D(Hom 1., (A4, B))) ~ Homee gy (D(C), Hom 1. (
~ Hom_c,(D(C) ® A, B)
(par adjonction)
~ Hom ¢ (D(D(C) ® A), D(B))
~ Hom,_¢u(D(A) ® C, D(B))
(en vertu de la proposition précédente)
~ Hom ¢ (C, Hom,, . (D(A), D(B))),
d’oil les deux premiers isomorphismes. Le troisiéme en résulte :
(4, B)° = (Hom, 10, (4, B)*P)*°

~ Hom,,, (A°?, B?)*

A, B))

Hom,, 1
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((A°P)%, (BP)%)
(A°, B°). O

~ Hom 10y

~ Hom 10y

PROPOSITION A.24. — Soient p,q > 0 deux entiers. Si A est une p-catégorie et B
une q-catégorie, alors on a un isomorphisme canonique

A®B~ lm  S®T.
(S,SHA)EGP/A
(T,T—»B)Eeq/B

En particulier, le produit tensoriel de A et B est une (p + q)-catégorie.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I'assertion
analogue pour le joint (proposition 8.5). O

Dans la suite de cet appendice on fize un entier n > 0.

A.25. — Soient A et B deux n-catégories. On appelle produit tensoriel n-catégorique
de A et B la n-catégorie
A®, B=1,(A® B).
Cette opération définit un foncteur
n-Cat x n-Cat — n-Cat
(A, B) — A®, B.

LEMME A.26. — Soient K et L deur complexes dirigés augmentés. Les morphismes
canoniques K — 7L, (K) et L — 71, (L) induisent un isomorphisme

Ten(K ® L) = 74, (16, (K) @ 7¢,,(L)).

Démonstration. — La preuve est une adaptation facile de la preuve de ’assertion
analogue pour le joint (lemme 8.7). O

PROPOSITION A.27. — Soient A et B deux co-catégories. Les co-foncteurs canoniques
A — 1L, (A) et B— 7L, (B) induisent un isomorphisme

Ten(A® B) = 7, (1, (A) @ 7¢,(B)).

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de ’assertion
analogue pour le joint (proposition 8.8). O

PROPOSITION A.28. — La structure de catégorie monoidale sur oo-Cat définie par le
produit tensoriel induit une structure de catégorie monoidale sur n-Cat pour le produit
tensoriel n-catégorique.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I’assertion
analogue pour le joint (proposition 8.9). O

ProrosIiTiION A.29. — Soit B wune n-catégorie. Pour toute oco-catégorie A, les
oo-catégories Hom (A, B) et Hom,,, (4, B) sont des n-catégories.

oplax
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Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I'assertion
analogue pour le joint (proposition 8.11). O

ProprosITION A.30. — La structure de catégorie monoidale sur n-Cat définie par le
produit tensoriel n-catégorique est bifermée, ses Hom internes étant donnés par les

restrictions de Hom .. et Hom,,  a n-Cat.

Démonstration. — La preuve est une adaptation immédiate de la preuve de I’assertion
analogue pour le joint (corollaire 8.13). O

A.31. — Pour n = 1, le produit tensoriel 1-catégorique n’est autre que le produit
cartésien. En effet, le produit tensoriel 1-catégorique comme le produit cartésien com-
mutant aux limites inductives en chaque variable, il suffit de démontrer que ces deux
foncteurs coincident sur une sous-catégorie dense de Caz. On peut le vérifier pour la
sous-catégorie pleine de Cat formée des A; x---x Ay, oit Ay apparait n fois avec n > 0.
Il s’agit alors de montrer qu’on a Tigl(Al ®--®A;) =A; X+ x Ay, ce qu'on vérifie
sans difficulté en utilisant les complexes dirigés augmentés.

De méme, si n = 2, on peut démontrer que le produit tensoriel 2-catégorique est le
produit tensoriel introduit par Gray dans [22]. Comme ci-dessus, il suffit de démontrer
qu’on a Ti@(Al ® QA 2 A Qg Qg A, oit ®g désigne le produit tensoriel
de [22], ce qu’on peut également faire en utilisant les complexes dirigés augmentés.
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APPENDICE B

COMPLEMENTS
SUR LES TRANSFORMATIONS OPLAX

Dans cet appendice, on montre que les transformations oplax entre oo-foncteurs
de C' vers D, définies par des formules explicites au paragraphe 1.9, sont en corres-
pondance canonique avec les oo-foncteurs de D; ® C' vers D. On étudie par ailleurs
le lien entre D; ® C, Dg *x C' et une suspension XC de C.

B.1. Description de la co-catégorie des cylindres

Si C est une oco-catégorie, le paragraphe A.18 permet de définir une co-catégorie
Hom,,, (D1, C). Le but de cette section est de décrire explicitement cette co-catégorie.

B.1.1. — Fixons ¢ > 0. Nous allons commencer par décrire la (i+ 1)-caté-
gorie D1 ® D;. On notera a la cellule principale de Dy et z celle de D;. En vertu de
la proposition 4.13 et du paragraphe A.16, on a

D; ® D; ~ v(A(D1) @ A(Dy)).

Par ailleurs, les paragraphes 4.10 et A.1 montrent que le complexe A(D;) ® A(D;) a
pour base ’ensemble formé des

0 1
ay @y, ay®x, a Ty,

ol k varie entre 0 et 4, et € = 0,1 (en se souvenant que z9 = z}).

PROPOSITION B.1.2. — Pour tout k tel que 0 <k <i,e=0,1ete’'=0,1, on a
s((af @ 2f)) = (a§ @) et t({af ®af) = (af @ wh1).
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 1’égalité
d(af @ of) = a§ @d(ef) = af ®xh_y —af ©af . 0
LEMME B.1.3. — Pour tout k tel que 0 < k <i,e=0,1, toutl tel que 0 <l < k+1

ete’=0,1, on a

ene’ & n 1—¢’
<a®$k>l = ay ®1‘l +a®l‘l71 5
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o n vaut € si k =1 et ' sinon, en convenant que 2°, = 0 = x',. En particulier,

on a
(a@a5)5 = af @a.
Démonstration. — En vertu du lemme A.2 et de la convention de ’énoncé pour le cas
l=0,o0ona
(a®af)i = (@)f © (@f)f +(a)f ® @) =af ®@a] +aa ],

ce qu’on voulait démontrer. O
ProrosiTION B.1.4. — Pour tout k tel que 0 < k<iete=0,1, on a

s({a®af) = (a @) _y) *-1 - %1 {a® xg) %o (ag ® )
et

t({a®af)) = {ag ® xf) %o (a @ 2g) *1 -+~ #p—1 (@@ 2f_y).
Démonstration. — C’est le cas | = k du lemme plus général suivant. O
LEMME B.1.5. — Pour tous k,l tels que 0 < I < k<iete=0,1, ona

si{a® 7)) = (@@ x_1) xi-1 - *1 {a @ 25) %o {ag ® 7°)
et

ti({a@ay)) = (ap @ 2") %0 (a @ ag) *1 -~ 11 (a®@a]_y),

o ng et my valent € si k=1 et 0 et 1 respectivement sinon.

Démonstration. — On va démontrer les deux égalités simultanément par récurrence
sur [. Pour [ = 0, en vertu du lemme B.1.3, pour ¢’ = 0,1, on a (a ® 25)§ = af @z,
et donc

so({la®af)) = (ag @ g°) et to({a @ xf)) = {ag @ 27').
Supposons maintenant 1’égalité démontrée au rang [ — 1 et montrons-la au rang [ < k.
Par la proposition B.1.2 et I’hypothése de récurrence, on a

tia((a@ay_o) xi—g -+ *1 (4 @ g) %o (ag @ 7°))
= (a@ay_y) ¥1-2 - %1 (a ® xp) %o (ag @ x]_y)
=si1((e@x_y))
et
si—1((ag © &) %0 (a @ x) #1 -~ %12 (a @ 27_,))
= (ag ®x7_1) %0 (a @ x0) ¥1 -+ ¥1—2 (a @ 27_,)
=tia((a@ai_y))
et les cellules
u=(a®@z;_y)x-1 ((a@]_o) ¥z - %1 (a®xp) *o {ag @ z]°)),

v=({a) @) *0 (a®@aQ) %1 -2 (a @] 5)) ¥_1 (a®@a] )
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sont donc bien définies. Par ailleurs, en utilisant le lemme B.1.3, on obtient
w=a®x_;+ae =s(la®af))
et de méme
y=a@z" +aa] =t({a®ap)),
Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a, d’une part,
s(si{fa®ap))) = s(u) et tsi((a@af))) = t(u)
et, d’autre part,
s(tila®ap))) = s(v) et t(ti((a ®x))) = t(v).
Or, en utilisant ’hypothése de récurrence, on a
s(si({a ® 23))) = s1-1((a ® a7))
= (a@x|_y) xi—2 -+ %1 {a @ xg) *o (ag @ x]_y)
=si1((@@ai_1) xio1 (@@ @) o) xi—g -+ %1 (a @ ap) *o (ag @ 27°))

- S(U)a

t(si1({a ®@ x))) = ti-1 ({0 © )

= (a@ay_y) *1-2 -+ %1 (a® xp) %o (ag @ x]_y)
=si-1((a®a]_y))
= si-1({ap ® 1]") %0 (a @ 20) %1 - -}z (@ @ a]_3) :i1 {a @ 2]_4))
= s(v)

et

tti({a® ) = ti-1({a ® 23))

= (ag ®7_1) %0 (a @ x0) *1 -+ *1-2 (a @ 7]_p)
=ti1((ag @ ") %0 (a @ ag) ¥1 -+ 2 (a®@a]_p) ¥ (@@ 2]_y))
=t(v),

d’ou le résultat. O
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PROPOSITION B.1.6. — Soit C' une co-catégorie. Firons

— c et d deux i-fleches de C';

— pour tout k tel que 0 < k < i ete = 0,1, af une (k+1)-fleche de C, avec o = o}
vérifiant les égalités

s(a5) = ap_y *p_1 - ¥y a(l) xgcp et tlag) =dj %o ag ¥ kg1 QY g,

ot, pour e = c¢,d, on a posé

R sp(e) sie=0,

€L = .
tp(e) sie=1.
Alors il existe un et un seul co-foncteur h: D1 ® D; — C' tel que
c=h((ag®@z;)), d=h({ag@w:)) et af=h({a®af)),

pour tout k tel que 0 < k <iete=0,1.

Démonstration. — En vertu du théoréme 2.12, la oo-catégorie v(A(D1) ® A(D;)), iso-
morphe & la oo-catégorie D1 ® D;, est engendrée librement par ses atomes au sens des
polygraphes. On conclut alors comme dans la preuve de la proposition 9.6 en utilisant
les propositions B.1.2 et B.1.4. ]

B.1.7. — Soit C une oo-catégorie. Par définition (voir le paragraphe A.18), les i-fleches
de Hom,,, (Dy,C) correspondent aux oo-foncteurs h : Dy ® D; — C. En vertu de la
proposition précédente, un tel co-foncteur est déterminé par un triplet (¢, d, a), ot ¢
et d sont des i-fleches de C' et « est une famille de cellules af de C, pour 0 < k < i
et e =0,1, avec o? I

i — %

Q5 D Qg *p_q k1 QKo € —> d5 kg o *1 - kg1 Ay, (k+ 1)-fleche,
otll, pour e = ¢, d, on a posé

. sp(e) sie=0,
€k = .
tr(e) sie=1.

Dans la suite de cette section, on identifiera les i-fleches de Hom,, (Dq, C) avec de
tels triplets (c,d, ). On notera a; pour af = a}.
Voici une représentation graphique des objets, des 1-fléches et des 2-fleches

de Hom,,,. (D1, C) :

0

€1
0 ¢ 1 0" | .l
c ) ——— ¢ Coﬂ/,co
o e
1 \ «
o o3| /e 8 N |
& S
0 1 0 A 1
: d§ ——— dj, @y db.
d;
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Le but de la suite de cette section est de décrire la structure de oo-catégorie
de Hom,, (D1, C) en termes des (¢, d, o).

B.1.8. — En vertu de l'adjonction définissant la oo-catégorie Hom,,, (D1,C), les
sources, buts, identités et compositions de cette oco-catégorie sont induits par les
oo-foncteurs

D;®o;:D1®D;—1 =+ D1 ®@D; pour i > 1,
Di®7:D1®Dim1 »D1®@D; pour i > 1,
D1®I€iID1®Di+14)D1®Di pourz)O,

D; ®V: D1 ®D; = (D1 ®D;) Up,gp, (D1 ®D;)  pouri>j >0,

ou o, Ti, K; €t Vé désignent les co-foncteurs des paragraphes 4.1 et 4.3, et ot on a
identifié (Dl X Dl) HD1®DJ- (D1 ® Dz) et D; ® (Dz HDj Dl)

Nous allons commencer par décrire concrétement les morphismes D1 ® o;, D1 ® 7;
et D1 ® k;. On note toujours a la cellule principale de Dj.

ProrosiTioN B.1.9. — Fizons i > 1 et notons x la cellule principale de D;_1 et y
celle de D;. Alors le co-foncteur D1 ® 0; : D1 ® D;_1 — D1 ® D; est donné par

(af ®@a5) — (a5 @ y5) pour 0 <k<i—1,e=0,1ete =0,1,
(af @ zi1) — (af @10 ;) pour ' = 0,1,

(a®zi) — (a®@yg) pour0 < k<i—1ete=0,1,
(a@zi1) = (a@y)y).

De méme, le co-foncteur D1 @ 7; : D1 ® D;_1 — D1 ® D; est donné par

<a0 ®x>r—><a8/®y,€€> pour0 <k<i—1,e=0,1ete =0,1,
(a§ ® i) > (0§ @y ) pour ' = 0,1,

(a®ay) — (a®yr) pour 0 < k<i—1ete=0,1,

(a® ;1) = (a@y;_y).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition A.7 et des formules

. W)  si0<k<i—1, . o) si0<hk<i—1,
oi((ai)) =1 % o et m({zf) =14} o
(y)q) sik=i-1, (yj_q) sik=1i-1,

pour € =0, 1. O
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ProPOSITION B.1.10. — Fizons ¢ = 0 et notons x la cellule principale de D;yq1 et y
celle de D;. Alors le co-foncteur D1 ® k; : D1 @ Djp1 — D1 ® Dy est donné par

(af @ x5) — (a§ @ y) pour 0 < k<i,e=0,1ete =0,1,
(af @ x) > (af @ y;) poure=0,1ete =0,1,
(af @ xipq) - Liae 0y pour ' = 0,1,
(a®x}) — (a®yL) pour 0 < k <iete=0,1,
(a®z5) — (a®y;) pour e =0,1,
(a @ xiq1) — Lia@y,)

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition A.7 et de la formule
(o) si0<k<i,
ri((@h) = § (wa) stk =i,
Liyy sik=i+1,
pour € =0, 1. O

B.1.11. — Fixons maintenant j tel que 0 < j < i. Nous allons décrire explicitement
le co-foncteur

Dy ®V§» :Di®D; 2Dy ®D; HD1®DJ- D, ® D;.

Nous noterons z la cellule principale de 1'objet D; apparaissant dans la source
de D1 ® V;, et y et z les cellules principales des objets D; apparaissant de gauche a
droite dans le but de D; ® V;

En vertu du paragraphe 4.11 et avec ses notations, une base du complexe dirigé
augmenté

)\(Dl ® D; IIp, gp, D1 @ Di) ~ A(D1) ® A(D; IIp, Dy)
est donnée par les
(0§ ®u5), {ag ®z), (@), (a®z),
pour 0 <k <i,e=0,1et e =0,1, modulo les identifications
y?:z}, yp=2z2; pour 0<k<jete=0,1,

1

ainsi que les identifications triviales y9 = y} et 2¥ = z1.
LEMME B.1.12. — Pour tout k tel que j <k <i ete=0,1, la (k+ 1)-fleche
((ag @ Y1) 0 (a® 29) *1 -+ %51 (a @ 27_1) %5 (a @ 2}))
41 ((a @) %5 (@@ yj_1) *j—1 -+ 1 (a®yg) %o (ag ® 214))

de D1 ® D; Ilp,gp; D1 @Dy, ot no et ny valent € sik =j+1 et 0 et 1 respectivement
sinon, est bien définie.
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Démonstration. — En vertu de la proposition B.1.4, la j-fléche
(a@yj_q)*j-1 - %1 (a @ yg) %o (ag @)
est bien définie. Puisque, pour [
ti((ag ® 2]%,)) = (ag ® 2) = {ag @ yi) = ti({ag @ y7)),

on en déduit que la cellule

<j—1,ona

(a®yj_1)*j-1- %1 (a @ yp) *o (ag © 2]7,)
est également bien définie. De plus, on a
tj(<a ®y]1-,1> *j—1 0 *1 (@@ y0> *0 <a0 ® Z_]+1>)
= (a@yj_1) *j—1 %1 (a@yp) %o (ag ® 2j)
=(a®yj_1)*j1--*1 (a®yg) %o (ag @y
=,

i({a®@yi)),
la derniére égalité résultant du lemme B.1.5, ce qui montre que la cellule
(a®@yg) % (a®@yj_1) %j-1 - %1 (@@ yg) *o (ag ® 2)%,)

est bien définie. On montre de méme que la cellule
(g @Yy *0 (@@ 20) %1 -+ %1 (a® 25_1) %5 (a ® 2)
est bien définie. Enfin, on a
sj+1({ap ® Y1) %0 (@ ® 20) %1+ %j_1 (a @ 25_1) *; (a © 2p))
= (ap @ yji1) %0 (a® 20) %1 -+ %1 (@ ® 25 _1) *; 5541 ({a ® 2))
= (ag ® Y1) *0 {a ® 20) 1 -+ #j-1 (@ ® 25 1)
*; (a®z}>*j <a®zj1471>*j71... {(a® z3) *o <a0®zj+1>
la derniére égalité résultant du lemme B.1.5, et
tiv1((a@yp) %5 (@@ yj_1) -1 %1 (@@ yg) *o (ag © 2)%,))
=ti11((a®yp) *j (@@ yj_1) *j-1 -+ %1 (a®@yg) %o (ag ® 21%4)
= <a(1) ®yj+1> *0 <a®y0) ¥k (a®y;)>
% (a ®yj1, D kim1 e *1 {(a®yg) o <a8®z}73rl>
(en vertu du lemme B.1.5)
= (ag @ Y1) *0 (@@ yg) ¥1 -+ %1 (a®@y)_;)
xj (a®y5) % (a@yj_1) -1 #1 (@ @yg) %0 {ag @ 2]%,)
= (ap @ Yli1) %0 (a®20) %1 -+ %1 (a®2) )
%5 (0@ 25) 5 {a® z5_) #jm1 5 (0 ® 2) %o (ag ® 274),

ce qui achéve de montrer que la cellule de I’énoncé est bien définie. O
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LemMME B.1.13. — Pour tout k tel que 7 < k < i, ¢ = 0,1 et tout 1 tel que
0<I<k+1,0na

Dy ® Vi) ({a®a}))] =

@z +a®y 5i0<1<7,
Ay +ad®@2" +a®yl sil=34+1,
AWy +ad®" +a®yl  ta®zl, sij+l<li<k+1,
a@y;_,+a®z sil=k+1,

ou o vaut € sil =k et 0 sinon, et

(D1 @ Vi) ({a®a})); =

@yt +a®z | si0<1<7,
Wyt +ay @t +a®z) sil=j+1,
ey tay@y' +a®y)  +a®z) | sij+l<l<k+]1,
a@y;_+a®z sil=k+1,

oun vaute sil =k et 1 sinon.

Démonstration. — Soit ¢’ € {0,1}. Pour I < k + 1, en utilisant le lemme B.1.3, on a
(D1 ® Vi) ({a @ 25)i = AD1® V) ({a ® 27)f )
= \D1® Vi)(a§ ® 2] +a®z})
= ay @ MV))(") +a@A(V)) (i)
et on obtient le résultat en utilisant la description de )\(V;) donnée au paragraphe 4.11.
Pour | = k£ + 1, en utilisant de nouveau le lemme B.1.3, on a

(D1® V) ({a®@a5)] = AD1® Vi)(a®ai) = a®\(Vj)(),

et on conclut en invoquant de nouveau le paragraphe 4.11. O

ProposIiTION B.1.14. — Le OO-fOVLCt@U/f’ D, ®V; :D1®D; - D1®D; HD1®Dj D ®D;
est donné par

(af @ 20) —~ (a5 ® 29) pour 0 < k< jete =0,1,

(af @ L) —~ (a5 @ yk) pour 0 < k< jete =0,1,

(af @ z5) = (a§ @ y) *; (af ® z5) pour j < k<i,e=0,1lete =0,1,
(a®xd) = (a® 22) pour 0 < k < 7,
(a@z}) = (a®y}) pour 0 < k < 7,
(a @ xf) — ug, pour j <k <iete=0,1,
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ol
uf, = ((ag @ yiy) %0 (a® 20) %1 -+ %1 (a®@25_1) % (a ® z}))
01 ((a@yp) *j (@ @yj_q) %j-1 -+ 1 (a @ yg) *o (ag ® 274,)),
avec 1y et m valant € sik =75+ 1 et 0 et 1 respectivement sinon.

Démonstration. — Le cas des atomes de la forme <a8/ ® x7,) résulte de la commutati-
vité des carrés

D1®V]
D; ® D; ———— D; ® (D; Iip, D;)

8®D11\ T8®(DiHDj D;)

DO 4 DZ _— DO ® (Dz HDJ- DZ) 9
D0®V}

ou 0 vaut o1 : Dg = Dy ou 71 : Dy — D1, ainsi que de la description explicite du
oo-foncteur V% : D; — D; Ip,; D; (voir le paragraphe 4.3).

Le cas des atomes de la forme (a ® zf) avec 0 < k < j est conséquence de la
proposition A.7 et des formules

Vil{z) = () et Vi(a) = (v,
pour 0 < k < J.

Enfin, traitons le cas des atomes de la forme (a ® x5,) avec k > j. Soient [ tel
que 0 <I<k+1ete =0,1. Il sagit de montrer I'égalité (D; ® V%) ((a ® xi))l&/ = (ui)lgl
Le membre de gauche a été calculé dans le lemme B.1.13. Calculons celui de droite.

Sil<j,ona

si(uf) = si({a @ yi_1) x1-1 -+ %1 {a @ yg) o {ag ® 2]2,))
et donc
(Wi)l = (@®yi_1)i + (g ® 2]41)] =a®ypy +ag® 2]
De méme, on a
(up)] = (ag ® yJ+1> +(a®@z) ) =a@y +a®z .
Sil=j+1,ona
si(ug) = si((a®@yp) 5 (a®yj 1) ki1 *1 (@@ yg) %0 {ag ® 2]%,))
et donc, en utilisant le lemme B.1.3,
(Wi)l = (@@ yp) +{ag @ 2f41 ) = ap @ y° +a®yi_y +ag @ 2.
De méme, on a
(i) ={ap @yl +(a® ) = ag @y +ap® 4" +a® 2.
Sij+1<i<k+1,ona

’ ’ ’

(up)i = (@@ zp)] + (@ @yE)
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et donc, pour j + 1 <l < k + 1, toujours en vertu du lemme B.1.3,

’ ’ 1—g’ ’ 1—g’
(Wi = a5 © %" +a®@z7y +ag @y~ +a@yT

et,pour l =k +1,
(up)l =a®z; +a®y;.

On a bien retrouvé dans tous les cas la valeur de (D; ® V¥)({a ® 25))¢" obtenue dans

le lemme B.1.13, ce qui achéve la démonstration.

O

PROPOSITION B.1.15. — Soit C une oo-catégorie. Fizons une i-fleche (c,d, )

de Hom,,, (D1, C).
(a) Sii>=1, onas(cd a)=(s(c),s(d),y), ot

Vi = g, pour 0 < k<i—1ete=0,1,
Yie1 = gy
(b) Sii>1, on at(c,d,a)=(t(c),t(d),v), ou
Vi = a5, pour0 < k<i—1ete=0,1,

(c) Sii>0, 0onalega) = e 1a,7), 0l

Vi = af, pour 0 < k<iete=0,1,
v =y pour e =0,1,
’Yi—&-l:lozi-

Soit (e, f,B) une seconde i-fleche de Hom,,. (D1, C).
(d) Si(c,d,a) et (e, f,B) sont j- composables pour un j tel que 0 <

(¢,d,a) *j (e, f,B) = (cxje,dx*; f,7), o

w=B  pour0<k <y,
Vi = aj, pour 0 < k < j

et
T = (d?.u *0 58 IR | 5?_1 *j 52)

. € .. A1 . 1 10
*j1 (0f % Q1 *j—1 %1 Qg *o ejH)

J <1, alors on a

pourj <k<iete=0,1, 0ung etn valente sik = j+1 et 0 et 1 respectivement

sinon.

Démonstration. — Ces formules sont la traduction, a travers la bijection de la proposi-
tion B.1.6 et du paragraphe B.1.7, des formules obtenues dans les propositions B.1.9,

B.1.10 et B.1.14.

O

REMARQUE B.1.16. — Il résulte de la description de Hom,, (D;,C) obtenue dans
la proposition précédente que cette oo-catégorie est isomorphe a la oo-catégorie HC
des cylindres dans C' introduite par Métayer dans [30] (voir également [27] pour une

description alternative de cette oo-catégorie).
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B.2. Transformations oplax et produit tensoriel

B.2.1. — Fixons deux oo-foncteurs u,v : C' — D. Le but de cette section est de mon-
trer que les transformations oplax de u vers v, telles que définies au paragraphe 1.9,
sont en bijection avec les oo-foncteurs H : D1 ® C' — D rendant commutatif le dia-
gramme

C

D,eC -2 _3p

]

c :

ou, d’une part, on a identifié C et Dy ® C et, d’autre part, o1, 7 : Dg — D7 désignent
les oo-foncteurs du paragraphe 4.1.

B.2.2. — Par adjonction, un co-foncteur H : D1 ® C' — D, comme dans le paragraphe
précédent, correspond & un co-foncteur K : C' — Hom,, (D1, D) rendant commutatif
le diagramme de oco-foncteurs

ol on a posé
7 = Homy, (01, D) : Hom,,.(D1, D) — Hom,,. (Do, D),
7! = Hom,,, (11, D) : Hom, (D1, D) — Hom,,, (Dy, D)

et identifié Hom,, (Do, D) & D (ce qui est licite puisque Dg est I'unité du produit
tensoriel).

L’action du co-foncteur 7n° sur les i-fléches, pour ¢ > 0, est par définition induite par
le co-foncteur o1 ®D; : Dg®D; — D1 ®D;. On en déduit qu’en utilisant la description
des i-fléches de Hom,, (D1, D) donnée au paragraphe B.1.7, on a 7%(c,d, o) = ¢. De
méme, on a 7' (c,d,a) = d.

0

B.2.3. — Considérons un morphisme de co-graphes K : C — Hom,,. (Dy, D) (c’est-a-
dire une application des cellules de C vers les cellules de Hom . (D1, D) qui préserve
la dimension des cellules et leurs sources et buts) rendant commutatif le diagramme
du paragraphe précédent. La commutativité de ce diagramme signifie exactement que
si x est une cellule de C, les deux premiéres composantes de K (x) sont u(z) et v(x).
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Notons a(z) la troisiéme composante et a, la (i+1)-fleche a(z);, ot i est la dimension
de z. Par définition, on a

g s ax)l | xigx a(@)) o ulz) = v(x) xo @)y * w1 al2)) .
Or, en vertu de la proposition B.1.15 et de la compatibilité de K aux sources, on a
a(z)] = si(a(z)) = alsi(@) = ag @)
et, de méme,
()] = ay (),
et donc
Qg Q| (z) ¥im1 " %1 Qg (z) 0 W(T) —> V(T) *0 gy (z) *¥1 " i1 Oy, (a)-

Autrement dit, 'application x — «, est une prétransformation oplax de u vers v au
sens du paragraphe 1.9.

PROPOSITION B.2.4. — Les morphismes de co-graphes K : C — Hom, (D1, D)
comme dans le paragraphe précédent sont en bijection avec les prétransformations
oplax de u vers v via lapplication définie au paragraphe précédent.

Démonstration. — 1l suffit de construire une application inverse a l'application défi-
nie au paragraphe précédent. On vérifie facilement qu’on obtient un tel inverse en
envoyant une prétransformation oplax o de u vers v sur le morphisme de oo-graphes
K : C — Hom,,, (D1, D) défini par, pour z une i-fleche de C, pour ¢ > 0,

K(z) = (u(z),v(2), a(z)),
otl, pour 0 </ < 4, on a posé
a(x)? = Qg (z) ©t a(sc)ll = Q4 () O

PROPOSITION B.2.5. — Les oo-foncteurs K : C — Hom,,, (D1, D) comme dans le
paragraphe B.2.2 sont en bijection avec les transformations oplar de w vers v via
Uapplication définie au paragraphe B.2.3.

Démonstration. — Soient K : C — Hom,, (D1, D) un tel co-foncteur, a(z) la troi-
siéme composante de K (x) pour x une cellule de C' et « la prétransformation oplax
associée. Commengons par vérifier que « est une transformation oplax. Si z est une
i-fleche de C, pour un ¢ > 0, on a, par fonctorialité de K,

(u(lz)v ’U(].z), a(lf)) = 1(u(;c),v(ac),a(3c))
et donc, en vertu de la proposition B.1.15,
(*1) a(lx)iJrl = 1a(m)i7

ou encore
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Si maintenant x et y sont deux i-fléches j-composables de C, pour i > j > 0, alors
on a, toujours par fonctorialité de K,

(u(@ *;5 ), v(z %5 ), alz +; y)) = (u(@), v(z), a(z)) *; (u(y), v(y), a(y))-
En vertu de la proposition B.1.15, on a donc

a(z x5 y)i = (tja1(v()) %0 a(y)g *1 - -1 a(y))_y * aly))
s (@) 5 o) g %51 -+ k1 a(@)g xo 5541 (u(y))),

(*2)

ou encore

gy = (0(841 (7)) %0 Qagy) #1 7+ %51 Qay_y () %5 )
*j4+1 (a$ 5 Qg (x) ¥j—1 " *1 Qg () *0 U(5j+1(y))) )
ce qui montre que « est bien une transformation oplax.
Pour conclure, en vertu de la proposition précédente, il nous suffit de montrer
que si K : C — Hom,. (Dy, D) est un morphisme de co-graphes comme dans le para-

graphe B.2.3 qui satisfait de plus aux relations (x1) et (x3), alors K est un oo-foncteur.
Si x est une i-fleche, pour un ¢ > 0, on a, pour k tel que 0 < k <4

a(lo) = a(sk(la))e = als(@)k = alz)y
et de méme, on a a(l,), = a(z)}, ce qui, en vertu de la relation (x;), montre
la compatibilité aux identités (voir la proposition B.1.15). Vérifions maintenant la
compatibilité aux compositions. Soient donc = et y deux i-fléches j-composables
de C, pour ¢ > j > 0. Un calcul similaire & celui qu’on vient de mener montre
quesi 0 < k< j,ona

a(z*y)p =aly)y et alzxy); = o).

Soit maintenant k tel que j < k < ¢. En utilisant la relation (x2), on obtient

alz#; y)i = olsk(@ x5 )k = alsi(@) %5 sk (y))r
= (tjr1(v(sk(@)) %o alsk(y))g *1 - %51 sk ()1 %5 alsk(y))k)
w1 (s (@) %5 sk (@)j 1 %1 %1 alsk(@)g %0 551 (ulsk(y))))
= (tjr1sk(v(@)) %0 a(y)g *1 -+ *j-1 Oé(y)?_l x5 o(y)y)
*j4+1 ( (55)2 *j ax )] 1 k-1 %1 04(55)(1) *0 8j+1(u(y)))~
Or, tjy1sk(v(z)) vaut s;41(v(z)) sik = j+1 et t;11(v(z)) sinon, et on obtient donc
bien la valeur de a(z *; y)? attendue (voir la proposition B.1.15). Un calcul similaire

montre I'assertion analogue pour o(z *; y);, ce qui achéve de montrer que K est un
oo-foncteur. O
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COROLLAIRE B.2.6. — Les oo-foncteurs H : D1 ® C — D rendant commutatif le
diagramme

C

] S

Doc-—2 _3p

C

sont en bijection canonique avec les transformations oplax de u vers v.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et du
paragraphe B.2.2. O

COROLLAIRE B.2.7. — Les oco-foncteurs H : C ® D1 — D rendant commutatif le
diagramme

C

] S

CoD —X—3D

C

sont en bijection canonique avec les transformations lax de u vers v.

Démonstration. — En vertu de la proposition A.22, en appliquant la dualité paire au
diagramme de 1’énoncé on obtient le diagramme

Creo
(gl)wmwl
(Dl)co ® O H* s Deo
(Tl)CO®CCOT -
v
Creo

et, puisque (D7) = Dy, (01)% = 07 et (11)° = 71, ce diagramme n’est autre que

CCO

X u(‘.O
7 ®CLOJ \

]:)1 ® Ceo L) Dee

1 ®CcoT /

CCO
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Le oo-foncteur H° définit donc, en vertu du corollaire précédent, une transforma-
tion oplax de u® vers v, c’est-a-dire une transformation lax de u vers v (voir le
paragraphe 1.9). O

REMARQUE B.2.8. — Les deux corollaires précédents justifient les notations
Hom,1.x(C, D) et Hom,, (C, D). En effet, les 1-flecches de ces oo-catégories sont
respectivement les co-foncteurs D1 ® C' — D et les oo-foncteurs C' ® D1 — D (voir le
paragraphe A.18) et correspondent donc respectivement, en vertu de ces corollaires,
aux transformations oplax et aux transformations lax entre oo-foncteurs de C' vers D
(voir le paragraphe B.3.1 pour plus de détails).

REMARQUE B.2.9. — On peut facilement déduire la remarque 1.14 des corollaires
précédents en utilisant les dualités de co-Caz (et notamment la proposition A.22).

ProposiTION B.2.10. — Soit « une transformation oplax de u wvers v. Notons
H:Dy®C — D le co-foncteur correspondant. Pour toute i-fleche x de C, pour
un i >0, la (i + 1)-fleche a, est limage par le co-foncteur

DD, 2% p,oc LD
de lunique (i + 1)-fleche non triviale de D1 ® D;.

Démonstration. — Notons K : C — Hom,,. (D1, D) le oo-foncteur correspondant a H
par adjonction. En vertu de la proposition B.2.5, en notant «(z) la troisiéme com-
posante de K (x) (voir le paragraphe B.1.7), on a a, = a(x);. Or, par adjonction, la
i-fleche K ()

D; % ¢ £ Hom,, (D1, D)
correspond au composé

Do, 224D ec LD
et, en vertu de la proposition B.1.6, la (i+1)-fleche a(x); est 'image par ce co-foncteur
de I'unique (i + 1)-fleche non triviale de D; ® D;, d’ot le résultat. O

PrOPOSITION B.2.11. — Soient vy, vy : C — D deux co-foncteurs et a une transfor-
mation oplax de vy vers vy. Notons H : D1 ® C — D le co-foncteur correspondant
a .

(a) Pour tout co-foncteur u : B — C, la transformation oplax o * u (voir le para-

graphe 1.16) correspond au co-foncteur
D, ®B 224D, 00D

(b) Pour tout co-foncteur w : D — E, la transformation oplax w+« (voir également
le paragraphe 1.16) correspond au co-foncteur

D,oC LD E.
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Démonstration. — Commengons par démontrer la premiére assertion. Par adjonction,
en notant K : C — Hom,,, (D, C) le transposé de H, cela revient & montrer que la
transformation oplax a * u correspond, dans la bijection de la proposition B.2.5, au
oo-foncteur

B % ¢ £ Hom,,, (D1, D).

Or, par définition (voir le paragraphe B.2.3), si x est une cellule de B, la transforma-
tion oplax 3 correspondant & Ku vérifie 8, = () et on a donc bien 8 = a * u.

De méme, établir la seconde assertion revient & montrer que la transformation
oplax w * a correspond, dans la bijection de la proposition B.2.5, au co-foncteur

Hom . . (D1,w)
—_—

¢ £ Hom,, (D1, D) Hom,,. (Dy, E),

ce qui se vérifie comme ci-dessus en utilisant de nouveau le paragraphe B.2.3. O

B.3. Composition verticale des transformations oplax

Dans cette section, on fize deux co-catégories C et D.

B.3.1. — Considérons la oo-catégorie Hom,, .. (C, D) (voir le paragraphe A.18). Par
définition, pour 7 > 0, ses i-fleches sont les oo-foncteurs D; ® C' — D. En particulier,
modulo l'identification C' ~ Dy ® C, ses objets sont les oo-foncteurs C' — D et ses
1-fleches les oo-foncteurs D; ® C' — D, les objets source et but étant obtenus par
précomposition par 01 @ C : C - D1 @ C et 4 ® C : C — D1 ® C respectivement,
en identifiant toujours C' et Dy ® C'. Ainsi, en vertu du corollaire B.2.6, les 1-fléches
de Hom, ), (C, D) d'un oo-foncteur u : C' — D vers un oo-foncteur v : €' — D
correspondent aux transformations oplax de u vers v.

B.3.2. — En vertu du paragraphe précédent, la composition des 1-fléches de la
oo-catégorie Hom, .. (C, D) définit une composition des transformations oplax.
Plus précisément, fixons u, v et w trois co-foncteurs de C' vers D. Si « est une
transformation oplax de u vers v et o une transformation oplax de v vers w, alors
on dispose d’une transformation oplax de u vers w qu’on notera o’ o a.

Cette composition peut se décrire de la maniére suivante. Les transformations
oplax « et o correspondent & des oo-foncteurs H : D1 ®C — Det H : D1 ® C — D.
Par ailleurs, le oo-foncteur Vé : D1 — D; llp, D; du paragraphe 4.3 induit un
oo-foncteur

Vi®C:D;®C — (Dy1Ip, D) ® C =~ (D; ® C) ¢ (D ® C).

La transformation oplax o’ o o correspond alors au oco-foncteur composé

1 ’
Dy ®C 2% (D, © 0) Te (Dy @ ¢) 2 b,
B.3.3. — Soit v : C — D un oo-foncteur. On peut voir w comme un objet
de Hom, .. (C, D) et on dispose donc d'une 1-flecche 1, de Hom, .. (C, D) qu'on
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verra comme une transformation oplax de u vers u. Explicitement, la transformation
oplax 1, correspond au oo-foncteur

D, ®C %% o™ p,

induit par le co-foncteur kg : D7 — Dy du paragraphe 4.1, oul on a encore identi-
fie Dy ® C et C. Par adjonction, elle correspond également, dans la bijection de la
proposition B.2.5, au oo-foncteur

Hom, . (ko,C) Hom (D1,u)
—_— —_—

c Hoimlax(DhC)

ou cette fois on a identific¢ Hom,,, (Do, C) et C.

mlax(Dla D)a

On a déja défini, au paragraphe 1.15, une transformation oplax 1,. Dans la suite
de cette section, sauf mention du contraire, 1, fera toujours référence a la transfor-
mation oplax que l'on vient d’introduire. On va montrer que les deux définitions sont
équivalentes.

ProrosITION B.3.4. — Fizons i > 0 et notons a la cellule principale de D1, b celle
de Dg et x celle de D;. Alors le co-foncteur kg @ D; : D1 ® D; = Do ® D; est donné
par

i,e=0,1ete =0,1,

(af ®@a5) > (b@ag)  pour <
<iete=0,1.

0<
(a ® xf) — Lib@as) pour 0 <
Démonstration. — Le cas des atomes de la forme (ag/ ® %) résulte, par fonctorialité,
des égalités kgo1 = 1p, = ko71. Par ailleurs, puisque A(ko)(a) = 0, 'image d’un
atome de la forme (a ® z5) est une identité. De plus, en utilisant le lemme B.1.3, on a

s((ko ® Di)({a ® 27))),, = (ko ® Di)(s((a @ z5))),
= (Mko) ® A(Dy))({a ® x7)})
= (A(ko) ® \(Di)(ag @ af, + ¢ @ w4
—b® i,
ott la derniére égalité résulte des relations A(kg)(ad) = b et A\(ko)(a) = 0. Or, la seule

k-fleche y de Do ® D; ~ D; telle que y, = b ® zf, est (b® «5,), d’oit le résultat. O

ProposiTioON B.3.5. — Soit u : C — D un oo-foncteur. Pour toute cellule © de C,
on a

Démonstration. — En vertu de la proposition B.2.11, on peut supposer que u est un
oo-foncteur identité. Si = est une i-fléeche de C, pour un i > 0, 'image de x par le
oo-foncteur

Hoimlax(“{(h C) 10— HO7rnlax(])1’ C)

est obtenue en composant

D1®DI%D0®D12D130
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En vertu de la proposition précédente, cette image est 1,. On a donc (1), = 1., ce
qu’on voulait démontrer. O

REMARQUE B.3.6. — La proposition précédente affirme que la transformation
oplax 1, définie dans cette section coincide avec la transformation oplax 1, définie
au paragraphe 1.15.

B.4. Homotopies et transformations oplax

B.4.1. — Soient f,g: K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. La
donnée d’une homotopie h de f vers g est équivalente a celle d’'un morphisme de
complexes dirigés augmentés H : A(D1) ® K — L rendant le diagramme

commutatif. En effet, ’assertion analogue pour les complexes de chaines est bien
connue et on vérifie immédiatement qu’elle s’étend aux complexes dirigés augmentés.
Explicitement, en notant a la cellule principale de D1, I’homotopie h associée & H est
définie par h(z) = H(a ® z) pour tout élément homogéne x de K.

REMARQUE B.4.2. — On déduit du paragraphe précédent, par dualité (en utilisant
notamment la proposition A.20), comme dans la preuve du corollaire B.2.7, qu’une
antihomotopie h de f vers g correspond & un morphisme de complexes dirigés aug-
mentés H : K ® A(D1) — L rendant le diagramme

K
K®)\(01)J d
H
K ® XDy) L
K®)\(T1)T f
K

commutatif.

REMARQUE B.4.3. — Plus généralement, pour n > 1, on peut vérifier que la donnée
d’une n-homotopie (voir le paragraphe 2.28) de K vers L correspond a la donnée d’un
morphisme

ADy)® K =L,
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les (n — 1)-homotopies source et but correspondant aux morphismes obtenus en pré-
composant par

Mon) @ K, 1) @ K : A(Dp—1) @ K — A(D,,) ® K.

On vérifie de méme qu’on obtient l'assertion analogue pour les n-antihomotopies (voir
également le paragraphe 2.28) en inversant les facteurs du produit tensoriel.

B.4.4. — Soient fy, f1 : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés et h

une homotopie de fy vers fi. Notons H : A\(D1)® K — L le morphisme correspondant.

(a) Pour tout morphisme g : J — K, 'homotopie hg (voir le paragraphe 2.31)
correspond au morphisme

AD) @ J 2PV Dy e Kk L.

En effet, par naturalité, un tel morphisme correspond bien & une homotopie
de fog vers f1g et, en notant a la cellule principale de Dy, pour x un élément
homogeéne de J, on a H(A(D1) ® g)(a ®@ z) = H(a ® g(x)) = h(g(x)).

(b) Pour tout morphisme g : L — M, homotopie gh (voir également le para-
graphe 2.31) correspond au morphisme

AD) @ K L L%

En effet, un tel morphisme correspond bien & une homotopie de gfy vers gf;
et, en notant a la cellule principale de Dy, pour x un élément homogéne de K,
on a gH(a,x) = g(h(x)).
Par ailleurs, pour tout morphisme de complexes dirigés augmentés f : K — L,
I’homotopie 1; (voir le paragraphe 2.30) correspond au morphisme

ADy) @ K 29K g Lo

induit par le oo-foncteur kg : D; — Do du paragraphe 4.1. En effet, par na-
turalité, un tel morphisme correspond bien a une homotopie de f vers f et,
en notant a la cellule principale de D;, pour z un élément homogéne de K,
ona f(Aky) @ K)(a®z)=f(0®x)=0.

B.4.5. — Soient fg, f1, fo : K — L trois morphismes de complexes dirigés augmentés,
h une homotopie de fy vers f; et A’ une homotopie de f; vers fo. D’aprés le para-
graphe B.4.1, ces homotopies correspondent & des morphismes H : A\(D;) ® K — L
et H' : A\(D;)® K — L respectivement. Par ailleurs, comme dans le paragraphe B.3.2,
on peut définir un morphisme H”' en composant

MVEHSK (H',H)
—_— —_—

A(Dy) ® K (A(D1) ® K) I (A(D1) ® K) L.

Le morphisme H” correspond a une homotopie de fy vers fo qui n’est autre que
I’homotopie A’ 4+ h (voir le paragraphe 2.32). En effet, en notant a, b et ¢ les cellules
principales des copies de A\(D1) apparaissant, dans 'ordre, dans la source de A\(V})® K,
puis de gauche & droite dans son but, on a, pour tout élément homogéne x de K,

H'(a@z)=H HOb@rz+c®z)=H b®z)+ H(c®z)=N(x)+ h(z),
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d’ou 'assertion.

B.4.6. — Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés augmentés. A
toute homotopie h de f vers g, on associe une transformation oplax v(h) de v(f)
vers v(g) de la maniére suivante. L’homotopie h correspond, en vertu du para-
graphe B.4.1, & un morphisme H : A(D;) ® K — L. On obtient un oo-foncteur
D; ® v(K) — v(L) en composant
H
D; @ v(K) ~ v(A(D1)) @ v(K) — v(A(Dy) ® K) " u(L),

ou la fleche du milieu est la contrainte du foncteur monoidal lax v (voir la proposi-
tion A.19). Ce co-foncteur correspond a son tour, cette fois en vertu du corollaire B.2.6,
a une transformation oplax qui, par naturalité des fleches en jeu, va de v(f) vers v(g).

ProrosiTioN B.4.7. — Soient f,g : K — L deux morphismes de complexes dirigés
augmentés avec K un complexe de Steiner fort. Le foncteur v induit une bijection
entre les homotopies de f vers g et les transformations oplax de v(f) vers v(g).

Démonstration. — Par adjonction, la correspondance h — v(h) du paragraphe précé-
dent peut se décrire comme le composé

Hom¢,, (A(D1) ® K, L) — Homg, (Av(A(D1) ® K), L)
= Homoo—@at/(l/(A(Dl) ® K)a V(L))
— Homoo. (V(A(D1)) ® v(K), v(L))
=~ Homoo—al//(Dl & V(K), Z/(L))v
oul la premiére application est induite par la coiinité du couple de foncteurs ad-
joints (A, v) et la troisiéme par la contrainte du foncteur monoidal lax v. Mais, puisque
K est un complexe de Steiner fort, il en est de méme de A(D;) ® K (voir la proposi-

tion A.3) et les théorémes 2.11 et A.15 entrainent que ces deux applications sont des
bijections, d’ou le résultat. O

Montrons maintenant la compatibilité aux compositions et identités de I’extension
de v aux homotopies.

ProrosiTioN B.4.8. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés et h une
homotopie entre morphismes de K wvers L.
(a) Pour tout morphisme de complezxes dirigés augmentés g : J — K, on a

v(hg) = v(h) * v(g).
(b) Pour tout morphisme de complezes dirigés augmentés g: L — M, on a

v(gh) = v(g) * v(h).
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Démonstration. — Notons H : A\(D1) ® K — L le morphisme correspondant a h. En
vertu de la proposition B.2.11 et du paragraphe B.4.4, les transformations oplax de
la premiére assertion correspondent aux deux co-foncteurs Dy ® v(J) — v(L) qu’on
peut définir & partir du diagramme

D;®v(J) —— v(A(D;) ® J)

D1®V(9)J J’(A(Dﬂ@g)

Dy ® v(K) —— v(A(Dy) @ K) 2% (1),

ou les fleches non nommées sont la contrainte du foncteur monoidal lax v. Or, le carré
de ce diagramme est commutatif par naturalité, d’ou la premiére assertion.

D’aprés les mémes résultats, les transformations oplax de la seconde assertion cor-
respondent aux deux maniéres de composer les trois co-foncteurs

Dy ® v(K) = v(A(D1) ® K) 225 w(L) 292 (),

otl, de nouveau, la fleche non nommeée est la contrainte du foncteur monoidal lax v,
d’ou le résultat. O

ProprosITION B.4.9. — Soit f : K — L un morphisme de complexes dirigés augmen-
tés. On a
l/(lf) = l,j(f).

Démonstration. — En vertu de la proposition B.3.5 et du paragraphe B.4.4, cela ré-
sulte de la commutativité, par naturalité, du diagramme

D; @ v(K) —— v(A(D1) ® K)
ng®u(K)J Ju(A(no)@K)

Do © v(K) ——s v(A(Do) ® K) — s (L),

ou les fleches non nommeées sont la contrainte du foncteur monoidal lax v. O

ProPOSITION B.4.10. — Soient fo, f1, fo : K — L trois morphismes de complezxes

dirigés augmentés, h une homotopie de fo vers f1 et h' une homotopie de f1 vers fs.
On a

v(h' +h) =v(h')ov(h).

Démonstration. — Notons H,H' : \(D;) ® K — L les morphismes correspondant
respectivement a h et /. En vertu des paragraphes B.3.2 et B.4.5, il suffit de montrer
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la commutativité du diagramme

D, @ v(K) V(DY) @ K)
v})(gw(K)J J(V(A(Vé)@]()
(D1 @ v(K)) k) (D1 @ v(K)) —— v((A(D1) ® K) Ll (A(Dy) ® K))
(W) (h) ly((Hl’H))
v(L),

ou les fleches non nommées sont induites par la contrainte du foncteur monoidal lax v
et, plus précisément, pour celle du bas, par le morphisme

(Dl HDO Dl) X I/(K) — V(/\(Dl HDO Dl) X K)

Or, le rectangle de ce diagramme est commutatif par naturalité. Pour conclure, il nous
suffit donc de vérifier la commutativité du triangle. En précomposant ce triangle par
les deux morphismes canoniques

Dy @ v(K) = (D1 @ v(K)) W, k) (D1 ® v(K)),

on obtient deux triangles qui commutent par définition de v(h) et v(h'), d’on le
résultat. O

REMARQUE B.4.11. — Dualement, si h est une antihomotopie de complexes dirigés
augmentés, on peut lui associer une transformation lax v(h). Les propositions B.4.7,
B.4.8, B.4.9 et B.4.10 entrainent, par dualité, leurs analogues pour les antihomotopies
et les transformations lax.

B.5. Joint et transformations oplax

B.5.1. — Soient C une oo-catégorie et ¢ un objet de C'. On définit un foncteur d’in-
clusion ¢\C' < Hom,,, (D1,C) de la maniére suivante. Pour tout i > 0, si (d,«) est
une i-fleche de ¢\C (voir le paragraphe 9.7), on lui associe la i-fleche (1.,d, @)
dimension 4. Le fait qu’on obtienne bien ainsi une i-fleche de Hom,, (D1, C) résulte
des paragraphes 9.7 et B.1.7, ainsi que de la formule

1 1 1
Qj_q *gp—1 - *¥ 0p % le = ap_q.

Par ailleurs, la fonctorialité de cette correspondance découle des propositions 9.15
et B.1.15, ainsi que de la formule ci-dessus.
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PROPOSITION B.5.2. — Pour toute co-catégorie C' et tout objet ¢ de C, le carré

c\C — Hom,, (D1, C)

| b

Doﬁc,

ot la fleche horizontale du haut est le co-foncteur défini au paragraphe précédent et m°
désigne le co-foncteur du paragraphe B.2.2, est cartésien.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la description de Iinclusion
c\C = Hom,,, (D1, C) donnée au paragraphe précédent. O

COROLLAIRE B.5.3. — Soient C une oco-catégorie et ¢ un objet de C. Pour toute
oo-catégorie A, on a une bijection naturelle entre les oo-foncteurs A — ¢\C' et les
transformations oplax entre co-foncteurs de A vers C' de source le co-foncteur constant
de valeur c. De plus, le but de la transformation oplax associée & un tel co-foncteur

est le composé de A — C\C N C, ou U désigne le co-foncteur d’oubli.

Démonstration. — La premiére assertion est conséquence immédiate de la proposition
précédente et de la description des transformations oplax en termes de Hom;,, (D1, C)
(proposition B.2.5). La seconde résulte de la commutativité du triangle

A\C ——————— Hom,, (D1, C)

N A

ot U désigne le co-foncteur d’oubli et 7! le co-foncteur du paragraphe B.2.2. O

b

COROLLAIRE B.5.4. — Soient C' une co-catégorie et ¢ un objet de C. Pour tout i > 0,
les i-fleches de C\C sont en correspondance bijective canonique avec les couples (d, o),
ot d est une i-fleche de C' et a est une transformation oplax du co-foncteur D; — C
constant de valeur ¢ vers le oo-foncteur d : D; — C.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent appliqué a A = D;. O

B.5.5. — Soit C' une oo-catégorie. On définit un co-foncteur D; ® C' — Dy % C' de
la maniére suivante. Si A est une oco-catégorie, en utilisant les adjonctions des para-
graphes 6.31 et A.18, ainsi que le co-foncteur du paragraphe B.5.1, on obtient une
application

Homo. (Do * C, A) = ] Homeeu(C, 0\ A)
a€Ap l

Homoo—&z&(ca Homlax(D17 A)) l> Homoo—@a[/(Dl & Oa A) 5

naturelle en A, et donc le oo-foncteur recherché en vertu du lemme de Yoneda.
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COROLLAIRE B.5.6. — Pour toute oco-catégorie C, le carré

c-2%pwC

| ]

DOL—l)Do*C,

ot la fleche verticale de droite est le co-foncteur défini au paragraphe précédent et o
désigne le co-foncteur du paragraphe 4.1, est cocartésien.

Démonstration. — Si A est une oo-catégorie, en vertu des adjonctions utilisées dans
le paragraphe précédent et de la proposition B.5.2, on a

Hom ¢ (Do x C, A) ~ H Homoo ¢ (C, a\A)
a€Apy

= H Homm-w<07m13X(DlaA)) ><Homoc_g,,l(C,A) {a}
a€Ap

= H Homoo—&z&(Dl @ C: A) X Hom e (C,A) {CL}

a€Ap
~ Homoe .y (D1 ® €, A) Xtom_ 4, (c,4) Homoe-cu (Do, A)
~ Homoo_@d,/((Dl ® 0) HC Do, A),

d’ou le résultat. O

B.6. Suspension et transformations oplax

B.6.1. — Soit C' une oo-catégorie et soient ¢ et d deux objets de C. On notera
Hom (e, d) la oco-catégorie des cellules de C' de 0-source ¢ et de 0-but d. On défi-
nit un foncteur d’inclusion Homq(¢,d)° < Hom,,.(D1,C) de la maniére suivante.
Pour tout ¢ > 0, on associe a une i-flecche de Hom (¢, d)°, qui correspond par défi-
nition a une (¢ + 1)-fleche f de C' de 0-source ¢ et de 0-but d, la i-fleche (1., 14, )
de Hom,,, (D1, C) (voir le paragraphe B.1.7), ou 1. et 14 désignent les identités itérées
respectives de ¢ et d en dimension ¢, et oul « est défini par

0 1
ap =t (f) et o =s,4(f),
pour 0 < k < i (en particulier, on a «; = f). Le fait qu'on obtienne bien ainsi une

i-fleche de Hom,, (D1, C) résulte du paragraphe B.1.7, ainsi que des formules

1 1 1 0 0 0
o1 *¥k—1 - *¥rog*o le=ap_; et lgxgog*p---*p_105_1 =ap_q.

Par ailleurs, la fonctorialité de cette correspondance découle de la proposition B.1.15,
ainsi que des formules ci-dessus.

PROPOSITION B.6.2. — Pour toute co-catégorie C' et tous objets ¢ et d de C, le
oo-foncteur d’inclusion Hom (¢, d)° < Hom,, (D1, C) induit un isomorphisme

Hom(c,d)° ~ {c} x¢ Hom,,,.(D1,C) x¢ {d},
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le membre de droite désignant la limite projective du diagramme

Hom,,.(D1,C

\/ \/

ot ¥ et ! sont les co-foncteurs du paragraphe B.2.2.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la description de Iinclusion
Hom(c,d)° — Hom,,, (D1, C) donnée au paragraphe précédent. O

COROLLAIRE B.6.3. — Soit C' une oco-catégorie et soient ¢ et d deux objets de C.
Pour toute oo-catégorie A, on a une bijection naturelle entre les oo-foncteurs
A — Hom(c,d)° et les transformations oplaz entre co-foncteurs de A vers C de
source le oo-foncteur constant de valeur ¢ et de but le oo-foncteur constant de
valeur d.

Démonstration. — L’assertion est conséquence immeédiate de la proposition précédente
et de la description des transformations oplax en termes de Hom,,, (D1, C) (proposi-
tion B.2.5). O

COROLLAIRE B.6.4. — Soit C une co-catégorie et soient c et d deuz objets de C'. Pour
tout i > 0, les transformations oplax du oco-foncteur D; — C' constant de valeur ¢
vers le co-foncteur D; — C' constant de valeur d sont en bijection naturelle avec les
(i+1)-fleches de C de 0-source c et de 0-but d. De plus, si une transformation oplaz o
et une (i + 1)-cellule f de C se correspondent dans cette bijection, alors, pour i > 1,
les i-cellules source et but de f correspondent aux transformations oplax axT; et axo;,
ot o; et T; désignent les co-foncteurs du paragraphe 4.1.

Démonstration. — La premiére assertion résulte de la bijection du corollaire précédent
dans le cas A = D; et la seconde de la naturalité de cette méme bijection appliquée
ao; et 7. O

B.6.5. — Soit C une oco-catégorie. La suspension de C est la oo-catégorie .C définie
de la maniére suivante :

— les objets de X.C sont 0 et 1;

— si z et y sont deux objets de X.C, on a

C° siz=0ety=1,
Homyeo(z,y) = ¢+  siz=y,

@ sinon;

— les compositions et les identités sont définies de la fagon évidente.
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On définit un co-foncteur D; ® C' — X.C comme suit. Soit A une oco-catégorie. On
vérifie immédiatement que la donnée d’un co-foncteur de X.C vers A correspond ala don-
née de deux objets a et b de A, images respectives des objets 0 et 1, et d’un co-foncteur
de Homy,~(0,1) = C° vers Hom 4 (a, b). Ainsi, on dispose de bijections naturelles

Homo.cur (2C, A) H Hom .. (C°, Hom 4 (a, b))
a,beAg

TT Homu.u(C Hom y (a,5)°).
a,beAg

En utilisant le co-foncteur du paragraphe B.6.1 et I'adjonction du paragraphe 6.31,
on obtient donc une application

Homoo.c(3C, A) = J] Homacgu(C, Hom 4(a,b)°)
a,beAg l
Hom ¢ (C, Hom,, (D1, A)) = Homyo_cr (D1 ® C, A),
naturelle en A, et donc un oco-foncteur Dy ® C' — XC' en vertu du lemme de Yoneda.

COROLLAIRE B.6.6. — Pour toute co-catégorie C, le oco-foncteur D1 @ C' — XC défini
au paragraphe précédent induit un isomorphisme

>C ~ DO HC (Dl ® C) Hc Do,
le membre de droite désignant la limite inductive du diagmmme

D;®C
\ ay 'xw /
ol o1 et 71 sont les co-foncteurs du paragraphe 4.1.

Démonstration. — Si A est une oco-catégorie, en vertu du paragraphe précédent et de
la proposition B.6.2, on a

Hom o.cu (2C, A)
~ J[ Homu.cu(C,Hom ,(a,b)°)

a,be Ay

= H {a} X Hom oo (C, A) Homw—W(Cvmlax(DlvA)) X Hom . ¢, (C,A) {b}
a,bcAgp

~ I {a} XHom cu(c.a) Homee (D1 @ C, A) Xpiom .4, (c.a) {0}
a,be Ay

~ Hom_¢ (Do, A) x Hom ¢, (D1 ® C, A) x Homee gy (Do, A)

Hom ¢, (C,A) Hom _¢. (C,A)
~ Homoo—&w(DO HC (Dl ® C) HC DOa A)7

d’ou le résultat. O
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APPENDICE C

FONCTORIALITES DES TRANCHES : CONJECTURES

Le but de cet appendice est de dégager des conjectures de fonctorialité des tranches
généralisant les résultats obtenus dans le chapitre 11. Pour formuler ces conjec-
tures, on a besoin, entre autres, d’introduire les notions de oo-sesquicatégorie, de
oo-catégorie de Gray (catégorie enrichie dans oco-Czz muni du produit tensoriel de
Gray), de oo-catégorie de Gray gauche, et de montrer que la sesquicatégorie des
oo-catégories, co-foncteurs et transformations oplax (resp. transformations lax) pro-
vient d’une co-catégorie de Gray oo-Cat resp. d’une co-catégorie de Gray gauche
oo-Cat,,,.). On commence par développer les notions correspondantes dans un cadre
monoidal (non nécessairement symétrique) général.

oplax (

C.1. — Soit % une catégorie munie d’un foncteur P : U — &ns A valeurs dans la
catégorie des ensembles qu’on appellera foncteur points. Une U-sesquicatégorie, ou
sesquicatégorie enrichie dans %, est une catégorie C munie d’un foncteur

MC:COX@—)Q)

et d’un isomorphisme de foncteurs

Cx 2 L q

\% /
Hom P

Ens ,

qui le plus souvent, pour simplifier, sera considéré comme étant l'identité. On dit
que C est la catégorie sous-jacente a une telle U-sesquicatégorie, que les objets
de C sont ses objets et que, pour x,y deux objets, Hom ;(z,y) est son objet de mor-
phismes de x vers y.
Si 9 est une catégorie monoidale d’objet unité I, on dispose d’un foncteur points
canonique
P =Homg(I,e): V— &,

d’ou une notion de Y-sesquicatégorie. Toutes les -sesquicatégories considérées
pour 9 une catégorie monoidale seront relatives a ce foncteur points. On remarque
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que le produit tensoriel de la catégorie monoidale ne joue aucun role dans cette
définition.

ExXEMPLE C.2. — Si 9 est la catégorie des ensembles avec comme foncteur points
le foncteur identité, une %-sesquicatégorie n’est autre qu’une catégorie. Si % est la
catégorie Cat des petites catégories munie du foncteur points Ob : Caz — Ens, alors on
vérifie facilement qu’une U-sesquicatégorie est ce qu’on appelle habituellement une
sesquicatégorie (voir par exemple [39, section 2]).

C.3. — Une oco-sesquicatégorie est une sesquicatégorie enrichie dans la catégorie oo-Cat
des oo-catégories munie du foncteur points Ob : oco-Caz — &ns, associant & une
oo-catégorie I’ensemble de ses objets ou, de fagon équivalente, est une sesquicatégorie
enrichie dans la catégorie monoidale co-Czz munie du produit tensoriel défini, au choix,
par le produit cartésien ou par le produit tensoriel de Gray (voir le paragraphe A.16),
puisque dans ces deux cas 1’objet unité est un objet final de co-Caz.

Soit C une oo-sesquicatégorie. Pour ¢ > 1, une i-fleche de C est une (i —1)-fleche de
la oo-catégorie Hom o (2, y), pour des objets z,y de C, et on dit que x est sa 0-source
et y son 0-but. Pour 0 < j < ¢, sa j-source et son j-but sont respectivement sa
(j — 1)-source et son (j — 1)-but comme cellule de Hom p(z,y). La commutativité
du triangle du paragraphe C.1 montre que les 1-fleches de C sont les fleches de sa
catégorie sous-jacente. Pour 0 < k < 4, 7, on dit qu’une i-fleche o de C et une j-fléche
B de C sont k-composables sila k-source de « est égale au k-but de 3, et alors si k > 0,
leur k-composé a3 est défini comme étant leur (k—1)-composé dans la co-catégorie
Hom »(z,y), ot = et y sont respectivement la O-source, nécessairement commune, et
le 0-but, nécessairement commun, de « et 8. Si k = 0, leur 0-composé « *¢ 8 n’est
défini que si i = 1 ou j = 1. Dans ce cas, soient x la 0-source de (3, y son 0-but, qui
est alors égal a la O-source de a, et z le 0-but de . Si i = 1, le 0-composé « *q B est
défini comme étant I'image de la cellule 8 de Hom s(z,y) par le oco-foncteur

Mﬁ(xaa) : Mc(x;y) - Mc(xaz)
et, si j = 1, comme étant 'image de la cellule o de Hom ;(y, z) par le co-foncteur
Hom (8, 2) : Hom(y, 2) — Hom ¢(z, 2).

Si x est un objet de C, Punité de x est 'unité 1, de z dans la catégorie sous-jacente
a C (qui est une 1-fleche de C) et si, pour 7 > 0, « est une i-fleche de C de 0-source x
et 0-but y, 'unité de a est son unité 1, comme cellule de Hom ,(z,y) (qui est une
(i + 1)-fleche de C). Ces données satisfont aux mémes axiomes que les données cor-
respondantes d’une oo-catégorie, sauf la régle de Godement pour la 0-composition
(autrement dit, pour 4,5 > 1, si a est une i-fleche de 1-source ag et 1-but a1 et 8 une
j-fleche de 1-source by et 1-but by et si a et 8 sont 0-composables

b a
~ Vo~ Vo
by ai
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le composé (axby)*1 (ag*p8) n’est pas en général égal au composé (a1 *o3)*1 (axgbo),
ce qui empéche de définir le 0-composé de a et 3). Ces données soumises a ces axiomes
fournissent une définition équivalente des co-sesquicatégories.

C.4. — Soient C' une oco-catégorie et ¢ un objet de C'. Dans la description explicite de la
oo-catégorie tranche C\C donnée dans le chapitre 9, les seules 0-compositions dans C
figurant dans les formules définissant les cellules de ¢\ C', ainsi que leurs compositions,
sont de la forme « %o B, ot @ ou S est une 1-fleche de C' (voir le paragraphe 9.7 et
la proposition 9.15). De plus, si (z,f : ¢ = z) et (2/, f': ¢ = a’) sont deux objet
de C\C et ¢ > 1, toute i-fleche non triviale de C qui est une composante d’une
cellule de la oo-catégorie MC\C((x, ), (&', f")) a comme 0O-source ¢ ou z et comme
0-but z’. Ainsi, aucune utilisation de la régle de Godement pour la 0-composition de C'
n’intervient pour vérifier que les formules du paragraphe 9.7 et de la proposition 9.15
définissent une co-catégorie mc\c((x, ), & ).

On en déduit que si C est une oo-sesquicatégorie, ¢ un objet de C et f:c — x,
f': ¢ = 2’ deux 1-fleches de C de source ¢, on peut définir une oco-catégorie notée
Hom \G(( ), (@, f) par les mémes formules que dans le cas d’une co-catégorie C.

En revanche, il n’est pas possible en général d’assembler, pour (z, f) et (z/, f')
variables, les co-catégories Mc\@((x, ), (@', ")) en une oo-sesquicatégorie. En effet,
étant donné une co-catégorie C' et un objet ¢ de C, on observe que dans la vérification
du fait que, si « et § sont une 2-fléche et une 1-fléche O-composables de C\C, alors
les formules de la proposition 9.15 définissant le composé « *g 8 définissent bien une
2-fleche de C\C’ on utilise la régle de Godement pour la 0-composition de C.

De fagon analogue, on peut définir une oo-catégorie Homco ((x N, @, 1) et,
pour g : x — cet ¢ : ' — ¢ deux 1-fleches de C de but’ c des oco-catégories
mc/c((m,g), (2',9')) et Hom e ((z,9),(¢',¢’)) mais, par contre, pas de oco-sesqui-
catégories associées. Pour pouvoir le faire, on a besoin d’une structure plus forte, celle
de oo-catégorie de Gray ou de oo-catégorie de Gray gauche (voir le paragraphe C.16
et la conjecture C.24).

C.5. — Soit % une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I. On
rappelle qu'une catégorie enrichie dans U, ou plus simplement U-catégorie, C est la
donnée
— d’une classe Ob(C) dont les éléments sont appelés les objets de C;
— pour tous z,y objets de C, d’un objet Hom¢(z,y) de U, appelé objet de mor-
phismes de x vers y;
— pour tous z,y, z objets de C, d’un morphisme

02y« : Home(y, 2) ® Home(z,y) — Home(z, 2)

de 9, appelé morphisme de composition ;
— pour tout z objet de C, d’un morphisme id, : I — Home(z,z) de %, appelé
morphisme d’unité,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2020



190 APPENDICE C. FONCTORIALITES DES TRANCHES : CONJECTURES

ces données satisfaisant aux conditions usuelles d’associativité et d’unité, autrement
dit rendant commutatifs les diagrammes

Ot,z,y®1
Hom(2,t) ® Hom¢(y, 2) ® Home(z,y) Hom(y,t) ® Home(z,y)

1®oz,yywk Jot,y,m

mc(z,t)®mc(x,z) Mc(xat)v

Ot,z,x

Home(z,y) ® [ ———— Home(,y) ¢+———— I ® Home(x, )

1®|d / \ Idy®1
Oy,z,z Oy,y,x

Home(z,y) ® Homeg(x, x) Hom¢(y,y) ® Home(z,v),

pour z,y,z,t objets de C (ot on omet pour simplifier les contraintes d’associativité
et d’unité de V).

Une Y-catégorie gauche est une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale
transposée de UV, c’est-a-dire dans la catégorie monoidale ayant méme catégorie sous-
jacente et méme unité que %) mais comme produit tensoriel le foncteur

Dx V- Y
(X,Y) =Y ®X,

obtenu & partir de ® en composant avec I'isomorphisme de symétrie du produit carté-
sien. Les notions de “V-catégorie et V-catégorie gauche sont bien distinctes, sauf dans
le cas ou la catégorie monoidale %V est symétrique, auquel cas ces deux notions sont
essentiellement équivalentes, la symétrie définissant une bijection entre %-catégories
et D-catégories gauches.

EXEMPLE C.6. — Une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale des ensembles,
avec comme produit tensoriel le produit cartésien, n’est autre qu'une catégorie ordi-
naire.

C.7. — Soient U et U deux catégories monoidales de produits tensoriels et unités
®, I et @', I’ respectivement, et F : U — % un foncteur monoidal lax. A toute
-catégorie C, le foncteur F associe une 9-catégorie C' = F,(C), appelée image
directe de C par F, définie comme suit :

— les objets de C’ sont les mémes que ceux de C;

— pour z,y objets de C’, Pobjet de morphismes de z vers y est F(Home(x,y));

— pour z,y, z objets de C’, le morphisme de composition est le composé

F(Home(y, 2)) @ F(Home(z,y)) — F(Home(y, =) ® Home(z,y)) — F(Home (2, 2),

la fleche de gauche venant de la contrainte de composition du foncteur monoidal
lax F' et la fleche de droite étant F(o, , »);
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— pour z objet de C’; le morphisme d’unité est le composé
I' = F(I) = F(Hom¢(z, x)),

la fléeche de gauche venant de la contrainte d’unité du foncteur monoidal lax F'
et la fléche de droite étant F'(id,).

ExEMPLE C.8. — Soit % une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet
unité I. Le foncteur

HomoU( ) VDV — Ens

s’enrichit en un foncteur monoidal lax & valeurs dans la catégorie des ensembles munie
du produit cartésien en définissant pour X, Y objets de U la contrainte de composition

Hom (I, X) x Homg(I,Y) = Homg(I, X ®Y)

par
:I=-Xy: I=>Y)—»2y:I~I®]l >XQY

et la contrainte d’unité
{*} = Homg(I, 1) par *— 1.

Pour toute U-catégorie C, 'image directe de C par ce foncteur monoidal lax est, en
vertu de l'exemple C.6, une catégorie ordinaire appelée catégorie sous-jacente & la
Y-catégorie C.

La catégorie sous-jacente & une V-catégorie gauche C’ est la catégorie sous-jacente
a C’, vue comme catégorie enrichie dans la catégorie monoidale transposée de .

C.9. — Soient % une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I,
et C une %-catégorie de catégorie sous-jacente C. On peut munir la catégorie C d’une
structure canonique de %V-sesquicatégorie, appelée V-sesquicatégorie sous-jacente a
la Y-catégorie C, comme suit. Le foncteur Hom, : C° x C — @ associe & un objet
(x,y) de C° x C l'objet Homc(z,y) de V. Si f : 2’ — x et g :y — v sont des
morphismes de C, la fleche Hom 4 (f, g) de % est définie par le diagramme commutatif

Ma(fvg)

Homc(z,y) LY

Hom¢ (2,
2T Toy,yywm/(lg)oyww,)

I'®Home(z,y) ® I TITY M Home(y,y') ® Home(z,y) ® Home (2, z)

(ot la fleche verticale de gauche vient de la contrainte d’unité de 9 et o on néglige
les contraintes d’associativité). Il est alors immédiat que le triangle

CxC—0 g

I-m Aﬂup([

du paragraphe C.1 est strictement commutatif.
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La %-sesquicatégorie sous-jacente & une %-catégorie gauche C' est la V-sesqui-
catégorie sous-jacente a C’, vue comme catégorie enrichie dans la catégorie monoidale
transposée de % (on rappelle que le produit tensoriel de % n’intervient pas dans la
définition d’'une Y-sesquicatégorie).

EXeEMPLE C.10. — Soit 9 une catégorie monoidale fermée a droite (voir le para-
graphe 5.2) de produit tensoriel ® et d’objet unité I, de sorte qu'il existe un foncteur
Hom%, : U° x U — U et une bijection

Hom (X ® Y, Z) ~ Homg(X,Hom%,(Y, Z)),

naturelle en X, Y et Z dans 9. On définit une Y-catégorie V9 ayant mémes objets
que % et telle que Homya(X,Y) = Hom%ip(X, Y) comme suit. La bijection ci-dessus,
appliquée a X = Hom%U(Y, Z), fournit un morphisme de %, dit d’évaluation,

evzy : Hom&(V,Z2) oY — Z

correspondant par cette bijection a 1H0J‘3U(Yz)' Le composé evz y (1l ® evy, x)

Hom%,(Y, Z) ® Hom$,(X,Y) ® X — Hom%,(Y, Z) @Y — Z

définit par adjonction le morphisme de composition. De méme, I'isomorphisme
I ® X ~ X définit par adjonction le morphisme d’unité I — Hom$,(X, X). Une
vérification simple mais fastidieuse prouve les propriétés d’associativité et d’unité
(voir par exemple [26]). La catégorie sous-jacente & la %-catégorie V¢ n’est autre
que la catégorie sous-jacente a la catégorie monoidale UV et la U-sesquicatégorie
sous-jacente & V4 est définie par le foncteur HOJ%U U x Y- .

Si la catégorie monoidale %, au lieu d’étre fermée & droite est fermée a gauche, de
sorte qu’il existe un foncteur Hoimgcp : V° x Y — D et une bijection

Homo)(X ® Y, Z) ~ Hom (Y, Hom% (X, Z)),

naturelle en X, Y et Z dans ), il faut se garder de croire qu’on puisse définir en
général une -catégorie ayant mémes objets que U et dont 'objet de morphismes
soit donné par m%. En revanche, en appliquant ce qui précéde a la catégorie mo-
noidale U’ transposée de 9, on déduit Pexistence d’une U-catégorie gauche V& ayant
mémes objets que U et dont 'objet de morphismes est défini par HOJ%U En effet, la
catégorie monoidale U’ est alors fermée a droite et, pour X,Y objets de 9, on a

Hom? (X,Y) = Hom%, (X,Y).

La catégorie sous-jacente a cette U-catégorie gauche est la catégorie sous-jacente a la

catégorie monoidale 9 et sa V-sesquicatégorie sous-jacente est définie par le foncteur
Hom®, : V° x UV — V.

C.11. — Soient 9 une catégorie monoidale de produit tensoriel ® et d’objet unité I,

et C et C’ deux catégories enrichies dans % (voir le paragraphe C.5). On rappelle

qu'un foncteur enrichi, ou plus simplement ?-foncteur, F de C vers C’ est la donnée
— d’une application Fy : Ob(C) — Ob(C’);
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— pour tous z,y objets de C, d’'un morphisme de %
v+ Home(2,y) — Home (Fo(x), Fo(y)),

ces données satisfaisant aux compatibilités usuelles aux compositions et aux unités,
autrement dit rendant commutatifs les diagrammes

Oz,y,x

Hom¢(y, 2) ® Home(z, )

F.y®@Fy, Fz e

OF( (2),Fq (y),Fo ()
4>

Hom ¢/ (Fo(y), Fo(2)) ® Home: (Fo (), Fo(y)) Hom¢, (Fo(x),Fo(2)),

Id%(\t)

omc, ]F(](

pour x,y, z objets de C.
Si C et C’ sont deux U-catégories gauches, un V-foncteur gauche de C vers C' est
un foncteur enrichi dans la catégorie monoidale transposée de % de C vers C'.

C.12. — Soient % une catégorie monoidale d’objet unité I, C et C’ deux catégories
enrichies dans 9 et F un foncteur enrichi de C vers C'. Le foncteur enrichi F induit un
foncteur ordinaire F' de la catégorie C sous-jacente a C vers la catégorie (' sous-jacente
a C’, appelé foncteur sous-jacent a IF, défini comme suit. Sur les objets, le foncteur
F est défini par application Fy. Si f : 2 — y est un morphisme de C, autrement
dit une fleche f : I — Homc(xz,y) de %, le morphisme F(f) de €' est défini par le
composé

f Fye
I —— Hom¢(x,y) —— Homg, (Fo(x), Fo(y)).

Le foncteur sous-jacent a un %V-foncteur gauche est son foncteur sous-jacent comme
foncteur enrichi dans la catégorie monoidale transposée de V.

C.13. — Soient % une catégorie monoidale et C une “U-catégorie. Pour toute partie
de Ob(C), on définit une V-catégorie, appelée sous-UV-catégorie pleine de C définie par
cette partie, dont la classe des objets est cette partie et dont les objets de morphismes,
les morphismes de composition et les morphismes d’unité sont induits par ceux de C.
L’inclusion de cette partie dans la classe des objets de C s’enrichit en un U-foncteur,
appelé V-foncteur d’inclusion. De méme, si C est une 9-catégorie gauche, toute
partie de Ob(C) définit une sous-V-catégorie gauche pleine de C et un UV-foncteur
gauche d’inclusion.
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C.14. — Soit % une catégorie monoidale. A une %-catégorie C, on associe une
Q-catégorie gauche *C, transposée de C, ayant mémes objets que C et, pour z,y
objets de C, comme objet de morphismes de x vers y

HOJt@(%Z/) = Mc(yv‘r)

De méme, & une ?-catégorie gauche C, on associe de fagon analogue une U-catégorie
transposée *C. Pour C une U-catégorie ou une U-catégorie gauche, la catégorie sous-
jacente & 'C est la catégorie opposée de la catégorie sous-jacente & C et on a **C = C.

Si C et C’ sont deux V-catégories (resp. deux U-catégories gauches) et F: C — C’
est un “U-foncteur (resp. un U-foncteur gauche), on définit le V-foncteur gauche
(resp. le W-foncteur) transposé 'F : *C — *C’ de la fagon évidente.

EXEMPLE C.15. — Soit % une catégorie monoidale bifermée (voir le paragraphe 5.2)
de produit tensoriel ®, de sorte qu’il existe des foncteurs

Hom¢,, Hom®%, : V° x U — U
et des bijections
Homgy(Y, Hom% (X, Z)) ~ Hom (X ® Y, Z) =~ Homq(X, Hom%,(Y, Z)),

naturelles en X, Y et Z dans 9, et soient V9 la U-catégorie et V& la UY-catégorie
gauche associées (voir 'exemple C.10). Pour X un objet de %), les affirmations sui-
vantes sont purement formelles (voir [26]).
(a) 1l existe un Y-foncteur canonique V¢ — V4 dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur e @ X : UV — V.
(b) Il existe un V-foncteur gauche canonique V& — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur X @ @ : UV — .
(c) 1 existe un Y-foncteur canonique V4 — V< dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur Hom%,(X, e) : U — .
(d) Tl existe un Y-foncteur gauche canonique *V<4 — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur Hom®%,(e, X) : U° — .
(e) Il existe un V-foncteur gauche canonique V& — V& dont le foncteur sous-jacent
est le foncteur Hom?% (X, @) : UV — .
(f) 1l existe un Y-foncteur canonique *V& — V4 dont le foncteur sous-jacent est le
foncteur Hom® (e, X) : U° — .

C.16. — Une co-catégorie de Gray est une catégorie enrichie dans la catégorie mo-
noidale des oo-catégories avec comme produit tensoriel le produit tensoriel de Gray
(voir le paragraphe A.16). Une oo-catégorie de Gray gauche est la variante gauche
de cette notion, autrement dit une catégorie enrichie dans la catégorie monoidale des
oo-catégories avec comme produit tensoriel le foncteur

(X,Y) Y @ X ~ (XP®RYP)P ~ (X©gY©)o

(voir la proposition A.22). Le produit tensoriel de Gray dans co-Cas n’étant pas symé-
trique, les notions de oco-catégorie de Gray et co-catégorie de Gray gauche ne sont pas
équivalentes. Si C est une oo-catégorie de Gray ou une oo-catégorie de Gray gauche
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et z,y deux objets de C, alors par définition Home(x,y) est une co-catégorie. On
vérifie immédiatement que les objets de Hom(x,y) sont les morphismes de source x
et but y dans la catégorie sous-jacente a C (voir I'exemple C.8). De plus, si C désigne
la co-sesquicatégorie sous-jacente & C, on a Hom p(z,y) = Home(x,y) (voir les para-
graphes C.3 et C.9). Pour ¢ > 1, une i-fleche de C sera par définition une i-fleche de
sa oo-sesquicatégorie sous-jacente C et de méme pour les sources, buts, compositions
et unités.

ExeEMPLE C.17. — Le foncteur identité de oo-Cat s’enrichit en un foncteur monoidal
lax de source oo-Caz munie du produit tensoriel défini par le produit cartésien et
de but co-Cat munie du produit tensoriel de Gray. Pour X,Y deux oo-catégories, la
contrainte de composition est

(Ix @py,px ®1y) : X ®Y = X x Y,

ol pour Z une oo-catégorie, p, désigne I'unique fléche de Z vers la oo-catégorie
finale, et la contrainte d’unité est 'identité (en vertu du paragraphe A.16, l'unité
du produit tensoriel de Gray est la catégorie finale). Or, une catégorie enrichie dans
la catégorie monoidale des oo-catégories avec comme produit tensoriel le produit
cartésien est simplement une co-catégorie (non nécessairement petite mais localement
petite). Ainsi, & une telle co-catégorie C, on associe une co-catégorie de Gray C, image
directe de C par ce foncteur monoidal lax, satisfaisant & I’égalité

Mc(x7 y) = l"OJ@(Jf, y)

ExeEMPLE C.18. — On rappelle que la catégorie monoidale oo-Caz, munie du produit
tensoriel de Gray, est bifermée (voir le théoréme A.15), de sorte que dans les notations
du paragraphe A.18, on a des bijections

Hom ¢y (B, Hom,, . (A, C)) ~ Homy ¢, (A ® B,C) ~ Hom,_¢., (A, Hom B,(C))

oplax(

naturelles en les co-catégories A, B,C. En vertu de 'exemple C.10, on a donc une
oo-catégorie de Gray oo—(Catoplax, appelée co-catégorie de Gray des co-catégories, dont
les objets sont les co-catégories et telle que pour tout couple A, B de oo-catégories,
I'objet de morphismes de A vers B soit Hom,, (A, B). La catégorie sous-jacente
a oo-Cat,,, n'est autre que oo-Caz. En vertu de la remarque B.2.8, les 2-fleches
de oo-Cat,,, sont les transformations oplax. Plus généralement, pour i > 0,
les (i + 1)-fleches de oo-Cat, ), sont appelées des i-transformations oplaz (une
O-transformation oplax est donc un oo-foncteur et une 1-transformation oplax
une transformation oplax ordinaire). De méme, on a une oo-catégorie de Gray
gauche oo-Cat,,,, appelée oco-catégorie de Gray gauche des oo-catégories, dont les
objets sont les oo-catégories et telle que pour tout couple A, B de oo-catégories,
lobjet de morphismes de A vers B soit Hom,, (A, B). La catégorie sous-jacente
a co-Cat,,, est co-Caz, et les 2-fleches de oo-Cat,, . sont les transformations lax (voir la
remarque B.2.8). Plus généralement, pour ¢ > 0, les (i + 1)-fleches de oo-Cat sont
appelées des i-transformations laz.

oplax
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C.19. — Soient C et C’' deux oo-catégories de Gray. Un co-foncteur de Gray de C
vers C’ est un foncteur enrichi de C vers C’ (voir le paragraphe C.11). De méme, si C
et C' sont deux co-catégories de Gray gauches, un oo-foncteur de Gray gauche de C
vers C’ est un foncteur enrichi de C vers C’.

C.20. — En vertu du paragraphe C.13, si C est une oo-catégorie de Gray, toute partie
de la classe des objets de C définit une sous-co-catégorie de Gray pleine de C et un
oco-foncteur de Gray d’inclusion. De méme, si C est une co-catégorie de Gray gauche,
toute partie de la classe des objets de C définit une sous-co-catégorie de Gray gauche
pleine de C et un co-foncteur de Gray gauche d’inclusion.

C.21. — Soit C une oo-catégorie de Gray. On définit une oco-catégorie de Gray C°P,
ayant mémes objets que C, en posant

Hom cop (7, y) = Hom¢ (y, ),

les morphismes de composition et d’unité étant définis de la maniére évidente (en
utilisant la proposition A.22), et deux oo-catégories de Gray gauches C® et C°, ayant
également mémes objets que C, en posant

HOJ(C“’ (I‘,y) = mc(xvy)opa
Homc. (z,y) = Home(y, x)°

(voir la proposition A.22), les morphismes de composition et d’unité étant toujours
définis de la maniére évidente. En particulier, a une oo-catégorie de Gray C, on en
associe trois autres COP, *C et, *C° (voir le paragraphe C.14). On définit de fagon ana-
logue, pour C une oo-catégorie de Gray gauche, une oco-catégorie de Gray gauche C°P
et deux oo-catégories de Gray C et C°.

Pour C une oo-catégorie de Gray ou une co-catégorie de Gray gauche, de catégorie
sous-jacente C, la catégorie sous-jacente & C°P et 4 C° est C°, la catégorie sous-jacente
a C° est C et on a des égalités

COPOP — [COCO — 00 —
COP CcO __ CCO op __ CO
- - K
COP° — (C°°P — (Cco7
CCOO — (Coco — (Cop‘

Si C et C’ sont deux oco-catégories de Gray et F : C — C’ est un co-foncteur de
Gray, on définit de la fagon évidente un co-foncteur de Gray FoP : C°P — C/°P et
des oo-foncteurs de Gray gauches F® : C®° — C'® et F° : C° — C’°. De méme,
si C et C’ sont deux oo-catégories de Gray gauches et F : C — C’ est un oo-foncteur

de Gray gauche, on définit un co-foncteur de Gray gauche FOP : C°P — C'°P et des
oo-foncteurs de Gray Fe : C®© — C'°© et F° : C° — C'°.
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REMARQUE C.22. — Les isomorphismes naturels

oplax (4, B)°P =~ Hom,,, (A°?, BP),
(A, B)*® = Hom o, (A%, B®),
(A, B)® ~ Hom,1,. (A%, B°),

pour A, B des oo-catégories (voir la proposition A.23), induisent des isomorphismes
de oco-catégories de Gray

Hom

Hom,,

Hom

oplax oplax

(co-Caty, ) 2, co-Cat

oplax

(00-Cat, ). )P —22 5 t(co-Caty,, ) ,

o

(OO—(CthaX)O — ‘ (OO—(CBtlaX)

~

et des isomorphismes de co-catégories de Gray gauches

(co-Cat, . ) ——y oo-Cat,,, ,

oplax

(OO—(CatlaX)Op CNO t(OO_<Catoplax) ’

(0co-Cat —2  t(co-Cat

oplax)o oplax)

de foncteurs sous-jacents respectifs C' +— C°P, C' +— C°° et C' +— C°.

ExEMPLE C.23. — En se souvenant que la catégorie monoidale oco-Ca¢, munie du
produit tensoriel de Gray, est bifermée (voir le théoréme A.15), de sorte que dans les
notations du paragraphe A.18 on a des bijections

Homoo-CaI/(B7 mlax(Av C)) = Homoo—@cw(A Y B7 C) = Homoo—C(lZ/(Av Hoim (B7 C))

naturelles en les oo-catégories A, B et C, on obtient comme cas particulier de
I'exemple C.15 les assertions suivantes pour C' une oco-catégorie.
(a) Il existe un oo-foncteur de Gray canonique oo-Cat, . — oo-Cat
foncteur sous-jacent est le foncteur @ ® C : co-Cat — oco-Cat.
(b) Il existe un co-foncteur de Gray gauche canonique co-Cat,,, — oo-Cat,,, dont
le foncteur sous-jacent est le foncteur C ® o : co-Cat — co-Cat.
(c) 1l existe un oo-foncteur de Gray canonique oo-Cat, ), — oo-Cat, ..
foncteur sous-jacent est le foncteur Hom, .. (C, ®) : 0o-Cat — oo-Car.
(d) T existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique ‘oo-Cat — oo-Caty,

oplax

dont le

oplax

dont le

oplax
dont le foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, . (8, C) oo-Cat® — oo-Cat.

(e) Il existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique oo-Cat,, — oo-Cat,,, dont
le foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, (C, ) : co-Cat — oco-Cat.

(f) Il existe un oo-foncteur de Gray canonique ‘oco-Cat,, — oco-Cat dont le

oplax
foncteur sous-jacent est le foncteur Hom,, (e, C) : co-Cat” — co-Cat.

CONJECTURE C.24. — (a) Soient C une oo-catégorie de Gray de oo-sesquicatégorie
sous-jacente C et c un objet de C.
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(a.1) Il existe une oco-catégorie de Gray canonique (C/c dont les objets sont les
couples (x,g) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche g : x — ¢ de C,
et telle que si (x,g) et (', g") sont deux tels couples, on ait

Home, ((z,9),(a",¢")) = Hom, (=, 9), (2", 9))
(voir le paragraphe C.4).
(a.2) Il existe une oco-catégorie de Gray canonique CC(i(C dont les objets sont les

couples (z, f) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche f : ¢ — = de C,
et telle que si (x, f) et (a', f') sont deux tels couples, on ait

Méic((x’ f)a (]"/7 f/)) = Méic(('x’ f)7 (37/, f/))

(voir le paragraphe C.4).
(b) Soient C une co-catégorie de Gray gauche de co-sesquicatégorie sous-jacente C
et ¢ un objet de C.
b.1) Il existe une co-catégorie de Gray gauche canonique (CCOC dont les objets
g yg / j
sont les couples (x,g) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche g: x — ¢
de C, et telle que si (x,g) et (x',g") sont deux tels couples, on ait
Hom .. ((z,9),(2',¢")) = Hom .. (2, 9), (2",9"))
¢/ G/c

(&
(voir le paragraphe C.4).
(b.2) Il existe une co-catégorie de Gray gauche canonique c\C dont les objets
sont les couples (z, f) formés d’un objet x de C et d’une 1-fleche f : ¢ — x
de C, et telle que si (x, f) et (2, f') sont deux tels couples, on ait

MC\C((xa f)a (1‘/7 f/)) = HomC\C((xa f)7 (37/, f/))

(voir le paragraphe C.4).
(c) Si C est une oco-catégorie de Gray et ¢ un objet de C, on a des isomorphismes
canoniques de co-catégories de Gray

co co
(C/C ~ (C\COP)OP ~ ((CCO/ C)co ~ (C\(Co)o’
co co
c\C = (C%/¢)%P = (\C?)* = (C°/ ¢)°
et, si C est une oco-catégorie de Gray gauche et ¢ un objet de C, on a des
isomorphismes canoniques de co-catégories de Gray gauches

C;OC ~ (C\Cop)op ~ ((CCO/C)CO ~ (éi(co)o’

co co
C\C ~ ((COP/ C)Op ~ (C\CCO)CO ~ ((CO/C)O’
tous ces isomorphismes étant compatibles entre eux via les dualités e°P, e°°

et o°.

REMARQUE C.25. — On remarque que pour démontrer cette conjecture, il suffit de
démontrer une seule des assertions (a.l), (a.2), (b.1) ou (b.2). En effet, il suffit alors
de définir les autres « tranches » par les formules pertinentes de ’assertion (c).
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EXEMPLE C.26. — On va s’intéresser plus spécialement au cas particulier de la conjec-
ture appliquée a la oo-catégorie de Gray oo-Cat,,,. et a la co-catégorie de Gray
gauche oo-Cat,,, . Ainsi, conjecturalement, pour toute oco-catégorie C, on dispose
d’une oco-catégorie de Cc%)ray oo-Cat, 1, /C des oo-catégories au-dessus de C' et d’une
oco-catégorie de Gray C'\oo-Cat,,,, des oo-catégories au-dessous de C. De méme, on
dispose d’une oo-catégorie de Gray gauche oo-Cat,,, / ¢ des oco-catégories au-dessus
de C et d’une oo-catégorie de Gray gauche ¢'\co-Caty,, des co-catégories au-dessous
de C. On note

OO_&léoplax/c(v C \Oo'caéoplax7 OO'C)‘wlax/ C et C\OO'&lf/laX

les catégories sous-jacentes a

co co
00-Catypiay/Cs C\00-Catypay,  o0-Caty,, /¢ et ¢\ oo-Catyyy,
respectivement. Les objets de 00-Cat )., /C ¢t de 0o-Caty / C sont les mémes que
ceux de oo-Caz/C'. De méme, les objets de C\oo Catgprax €t de O\ 0o-Caty,, sont les
mémes que ceux de '\ oo- Cat. Dans le tableau suivant, on indique les 2-diagrammes
définissant les morphismes d’un objet vers un objet « prime » dans ces quatre caté-
gories :

A—" s A A—" s A
=
Ao A A —> A
oo_c(lt/oplax/c oo_C)‘Zélax ;OC C$Cioo_cat/oplax C\OO_C(lélax )

a et v étant des transformations oplax et S et § des transformations lax. On vérifie
aussitot qu’on a des foncteurs d’inclusion canoniques

00-Cat|C — 00-Cat o1y /C s 00-Cat)C — 00-Catyay ;OC,

C\oo-Cat — C?(ioo-&woplax, C\oo-Cat — O\ 00-Cat

(en admettant que les morphismes dans les catégories buts se composent de la maniére
évidente) induisant l'identité sur les objets et envoyant les triangles commutatifs sur
les 2-triangles de méme contour munis de la transformation oplax ou lax unité.

CONJECTURE C.27. — Soit C' une co-catégorie.
(a) Il existe un oo-foncteur de Gray canonique oco-Cat
le foncteur sous-jacent est le composé

cOo
oplax — C’\oo—(Catoplax dont

oo-Cat — ¢\ oo-Cat — Csioo-&zéoplax ,
ot la fleche de gauche est le foncteur
exC: A (AxC,iy:C — Ax(C)

et la fleche de droite le foncteur d’inclusion canonique.
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(b) Il existe un oco-foncteur de Gray gauche canonique oco-Cat,, — C\oo—(Catlax
dont le foncteur sous-jacent est le composé

0o-Cat — ¢\oo-Cat — C\0o-Caty,,
ou la fleche de gauche est le foncteur
Cxe:A— (CxA iy :C—C*A)

et la fleche de droite le foncteur d’inclusion c%wm'que.

(c) Il existe un oo-foncteur de Gray canonique C\oo-Cat dont

est

—>oo(Cat

oplax oplax
le foncteur sous-jacent composé avec l’inclusion C\00- Cat — C\oo -Cat

le foncteur

oplax

C\oo-Cat — oo-Cat
(A, f:C—A) s AL}

(d) Il existe un co-foncteur de Gray gauche canonique (oo—CatOplax/C)o — oo-Caty,,
dont le foncteur sous-jacent composé avec l’inclusion

(OO'&ZL/O)O - (OO'C)al/oplax/Cj)O
est le foncteur

(00-Cat)C)° — oo-Cat
(A, f:A=C)=C) ).

(e) Il existe un oo-foncteur de Gray gauche canonique C’\oo—(Catlax — oo-Caty,,
dont le foncteur sous-jacent composé avec l’inclusion C\oo—&w — C\oo—&z&lax
est le foncteur

C\oo-Cat — oo-Cat
(A, f:C—=A)— pA.
dont

le foncteur sous-jacent composé avec Uinclusion (0o-Cat/C)° — (00-Caty,y | C)°
est le foncteur

(f) Il existe un oco-foncteur de Gray canonique (o0o-Cat,,, 700)0 — 00-Cat

(00-Cat))° — oo-Cat
(A, f: A= C)= nC.

REMARQUE C.28. — Les assertions (a)—(f) de la conjecture ci-dessus sont les ana-
logues pour le joint des assertions formelles (a)—(f) de I’exemple C.23 relatives au pro-
duit tensoriel de Gray. Par ailleurs, en utilisant les isomorphismes de la remarque C.22
ainsi que ceux de l’assertion (c) de la conjecture C.24, on remarque que pour prou-
ver l'assertion (b) (resp. (e), resp. (f)) de la conjecture C.27, il suffit de démontrer
lassertion (a) (resp. (c), resp. (d)) et réciproquement. De méme, la conjecture C.27
est equlvalente a la conjecture analogue pour le foncteur " et les « tranches » C /f
et f\C’ (voir la remarque 6.37).
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REMARQUE C.29. — L’assertion (f) de la conjecture C.27 est une vaste généralisation
des résultats du chapitre 11. Par exemple, si

est un diagramme dans oo-Caz, avec o une transformation lax, autrement ditcém
diagramme représentant une 1-flcche (f,a) : (A,c) = (4',c) de oo-Caty,, /C
(qui est une ﬂeche de sa catégorie sous-jacente oo-Caty,, / C) en appliquant le
foncteur (oo Caty oy / C) — oo-Cat sous-jacent au oo-foncteur de Gray canonique
(o0- (Catlax/ C) — oo-Cat, ), on obtient un oo-foncteur (f,a)* : \C — ¢\C,
généralisant celui du théoréme 11.2.2. Par fonctorialité, on obtient une généralisation
des résultats de la section 11.3. De méme, si

— T As TS g
A ﬂ A

est un diagramme dans oco-Cat, avec «, o' et [ des transformations lax et A
une 2-transformation lax, autrement C%it un diagramme représentant une 2-fléche
(B, A): (f,a) — (f’,(g;) de oo-Caty,, /¢, en appliquant le oo-foncteur de Gray
canonique (co-Caty,, / ¢')° — 0o-Cat, ., on obtient une 2-fleche de oo-Cat, ), , au-
trement dit une 2-transformation oplax de source (f’,h')* et but (f, h)*, généralisant
ainsi le théoréme 11.4.2.C0Enﬁn, une description plus précise de la oco-sesquicatégorie
sous-jacente & co-Cat,, /C fournirait une généralisation des résultats de fonctorialité
de la section 11.5.

C.30. — Les conjectures C.24 et C.27 sont étayées par le fait que des conjectures ana-
logues sont vraies pour les complexes dirigés augmentés. Plus précisément, on rappelle
que la catégorie monoidale Cq, des complexes dirigés augmentés, munie du produit
tensoriel, est bifermée (voir le paragraphe 6.2), de sorte qu’il existe des foncteurs
Hom? | Hom® : Cg, % Cqn — Cy, et des bijections

Home,, (L, Hom? (K, M)) ~ Homg, (K ® L, M)~ Homg, (K,Hom¢, (L, M)),

naturelles en les complexes dirigés augmentés K, L, M. En vertu de 'exemple C.10,
on dispose donc d’une Cqa-catégorie ayant mémes objets que Cq, et dont l'objet
de morphismes est défini par m% 1. et d’une Caa-catégorie gauche ayant égale-
ment les mémes objets que Cgq, et dont I'objet de morphismes est défini par m%da.
Comme le foncteur v : Cqy — 00-Cat s’enrichit en un foncteur monoidal lax (voir
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la proposition A.19), on peut appliquer la construction de l'image directe du para-
graphe C.7 pour obtenir une co-catégorie de Gray (Cga (resp. une oo-catégorie de Gray
gauche C§,) ayant comme objets les complexes dirigés augmentés et telle que pour
tous objets K, L,

Hom(cga (K,L) = V(Hom%da(K, L)) (resp. Hom s (K,L) = V(Hom%da(K, L))).

On remarque que, essentiellement par définition, pour ¢ > 0, les i-fléches de Hoim(cga (K,L)
(resp. de Hom: (K, L)) sont les i-homotopies (resp. les i-antihomotopies) de com-
plexes dirigés augmentés de K vers L (voir le paragraphe 2.28). En particulier, les
objets de HomCd (K,L) ou de Homs (K, L) sont les morphismes de K vers L.
De plus, il resulte facilement des theoremes 2.11 et A.15 ainsi que des propriétés
d’adjonction que si K est un complexe de Steiner fort, on a des isomorphismes
canoniques

Hom(cd (K,L) ~ Hom (v(K),v(L)) et mcfa(K,L) ~ Hom,, (v(K),v(L)).

oplax
En particulier, la sous-oo-catégorie de Gray pleine de Cga définie par les complexes
de Steiner forts s’identifie & la sous-co-catégorie de Gray pleine de co-Cat, ), définie
par les co-catégories de Steiner fortes (voir le paragraphe 2.15), et de méme pour les
sous-oo-catégories de Gray gauches pleines de C§, et oco-Caty,, correspondantes.

Par ailleurs, pour tout complexe dirigé augmenté L et tout couple de morphismes
g:K—L g:K — L (xesp. f:L = K, f': L = K') de Cq, de but L (resp. de
source L), on sait définir des complexes dirigés augmentés explicites

Hom§ (K, g), (K',¢)) et Homf((K,g), (K’ g'))
d (K ), (K", ) et Homg (K, f), (K", ")),

pouvant s’assembler pour former deux Cqa-catégories dont les objets sont les com-
plexes dirigés augmentés respectivement au-dessus et au-dessous de L et dont les ob-
jets de morphismes sont définis par Hom$ (K, g), (K’,¢')) et Hom% (K, f), (K', f")),
et deux Cqa-catégories gauches dont les objets sont aussi respectivement les complexes
dirigés augmentés au-dessus et au-dessous de L et dont les objets de morphismes
sont définis par Hom? (K, g),(K’,g')) et Hom® ¢ (K, f), (K’ f)). En appliquant la
construction de 'image directe du paragraphe C 7 par le foncteur monoidal lax v,
on obtient deux oo- categorles de Gray notées C§ o/ L €t L\(C et deux oco-catégories
de Gray gauches notées C§ / L et L\(C On peut démontrer que celles-ci satis-

(resp. Ho

font les affirmations de la conjecture C.24 relatives & la oo-catégorie de Gray C§,
et & la co-catégorie de Gray gauche C§ . En particulier, cela implique le cas de la
conjecture C.24 exposé dans ’exemple C.26 pour la sous-co-catégorie de Gray pleine
de co-Cat, ), et la sous-co-catégorie de Gray gauche pleine de oo-Cat,,, définies par
les oo-catégories de Steiner fortes.

De plus, si le complexe dirigé augmenté L est décent (voir le paragraphe 2.17), on
peut définir explicitement les morphismes de complexes dirigés augmentés pertinents

MEMOIRES DE LA SMF 165



APPENDICE C. FONCTORIALITES DES TRANCHES : CONJECTURES 203

pour construire les co-foncteurs de Gray et oo-foncteurs de Gray gauches correspon-
dant & 'analogue de la conjecture C.27 pour les complexes dirigés augmentés. Ceci
permet comme ci-dessus d’établir la conjecture C.27 si on se restreint aux oo-catégories
de Steiner fortes.

Ces résultats seront exposés plus en détails ailleurs. On espére pouvoir en déduire,
par un argument de densité et une version « enrichie » de la généralisation du théo-
réme de Day démontrée dans ce texte (théoréme 5.13), la conjecture C.27 en toute
généralité.
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Le but de cet ouvrage est de développer une théorie du joint et des tranches
pour les co-catégories strictes. A deux oco-catégories strictes, on en associe une
troisiéme qu’on appelle leur joint. Cette opération est compatible au joint usuel
des catégories & troncation prés. On montre que le joint définit une structure
de catégorie monoidale sur la catégorie des oo-catégories strictes et qu’il
commute aux limites inductives connexes en chaque variable. En particulier,
on obtient ’existence de certains adjoints a droite ; ces adjoints définissent des
tranches oo-catégoriques, en un sens généralisé. On énonce des conjectures
de fonctorialité du joint et des tranches par rapport aux transformations
lax et oplax supérieures et on démontre des premiers résultats dans ce sens.
Ces résultats sont utilisés dans un autre travail pour établir un théoréme A
de Quillen oo-catégorique. Enfin, dans un appendice, on revisite le produit
tensoriel de Gray oo-catégorique. Un des principaux outils utilisés dans ce
travail est la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner.

The goal of this book is to develop a theory of join and slices for strict
oco-categories. To any pair of strict oco-categories, we associate a third one
that we call their join. This operation is compatible with the usual join of
categories up to truncation. We show that the join defines a monoidal category
structure on the category of strict oo-categories and that it respects connected
inductive limits in each variable. In particular, we obtain the existence of some
right adjoints; these adjoints define oco-categorical slices, in a generalized sense.
We state some conjectures about the functoriality of the join and the slices with
respect to higher lax and oplazx transformations and we prove some first results
in this direction. These results are used in another paper to establish a Quillen
Theorem A for strict oo-categories. Finally, in an appendir, we revisit the
Gray tensor product of strict co-categories. One of the main tools used in this
paper is Steiner’s theory of augmented directed complexes.
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