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NOUVEAUX THEOREMES D’ISOGENIE

Eric Gaudron, Gaél Rémond

Résumé. — Etant donné une extension de type fini K du corps des nombres rationnels
et une variété abélienne C sur K, nous considérons la classe de toutes les variétés
abéliennes sur K isogénes (sur K) & une sous-variété abélienne d’une puissance de C.
Nous expliquons comment définir, dans cette classe et de maniére naturelle, une variété
abélienne C” dont 'anneau des endomorphismes controle toutes les isogénies entre
éléments de la classe, au sens suivant : si d désigne le discriminant de ’anneau des
endomorphismes de C” alors, pour tout couple de variétés abéliennes isogénes dans
la classe, il existe une isogénie entre elles dont le noyau est d’exposant au plus d. En
outre, nous montrons que ce nombre d permet de majorer plusieurs invariants attachés
4 un élément quelconque A de la classe, comme le plus petit degré d’une polarisation
sur A, le discriminant de son anneau d’endomorphismes ou le cardinal de la partie
invariante sous Galois du groupe de Brauer géométrique de A. Lorsque K est un corps
de nombres, le théoréme des périodes appliqué & C” et a sa période canonique fournit
une borne explicite pour d en termes du degré de K, de la dimension de C” et de
la hauteur de Faltings de C. Nous en déduisons donc des majorations explicites des
quantités mentionnées ci-dessus pour les isogénies, polarisations, endomorphismes et
groupes de Brauer, qui améliorent considérablement les résultats antérieurs.

Abstract (New isogeny theorems). — Given a finitely generated field extension K of
the rational numbers and an abelian variety C' over K, we consider the class of all
abelian varieties over K which are isogenous (over K) to an abelian subvariety of a
power of C. We show that there is a single, naturally constructed abelian variety C°
in the class whose ring of endomorphisms controls all isogenies in the class. Precisely,
this means that if d is the discriminant of this ring then for any pair of isogenous
abelian varieties in the class there exists an isogeny between them whose kernel has
exponent at most d. Furthermore we prove that, for any element A in the class, the
same number d governs several invariants attached to A such as the smallest degree
of a polarisation on A, the discriminant of its ring of endomorphisms or the size of
the invariant part of its geometric Brauer group. All these are bounded only in terms
of d and the dimension of A. In the case where K is a number field we can go further
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and show that the period theorem applies to C” in a natural way and gives an explicit
bound for d in terms of the degree of K, the dimension of C” and the stable Faltings
height of C'. This in turn yields explicit upper bounds for all the previous quantities
related to isogenies, polarisations, endomorphisms, Brauer groups which significantly
improve known results.

MEMOIRES DE LA SMF 176



TABLE DES MATIERES

1. Introduction . ............ o i 1
1.1, Motivation . .....coniii e 1
1.2. Notations et conventions ............. ..ot iiiiiinenn.. 2
1.3 Résultats ...oonoi e 4
1.4, Divisibilit .. ..ot 6
1.5. Cas des corps de NOMDIes .........cuuiutiuiniinti e, 7
1.6. Principe des démonstrations ........... ...t 9
1.7. Organisation du texte ............ouiiiiiiiiiii i 13

2. Ordres principaux et MaXimMaUX . ..........coueuiueitententeneeeeieeiennennen. 15

3. Support d’une variété abélienne ............ ... ... .. i 19

4. Degrés ponderés ...............o i 25

5. Isogénies nUCIEaires .................iiiiiiiiiiii 29

6. Factorisations ........... ...ttt e 35

7. Familles primaires ...............ooooiiiiiiii i 39

8. Anneaux de Lefschetz f-adiques ............ .. .. .. . i i 43

9. Anneaude Lefschetz .......... ... i 51

10. Volume normalisé .......... ... .o oot 59

11. Petite polarisation danslecassimple ................... ... ...l 63

12. Estimations générales ................c.. it 69

13. Action de Galois ..........couiniiniin i e 79

14. Unfaisceau sur A% ... . ... .. . . 87

15. Raffinements du théoréme des périodes ..................... ..., 91

16. Application du théoreme des périodes ............... ..., 97

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



vi TABLE DES MATIERES

17. Synthése et compléments .................. i 103
18. Exemples . ... 113
Index des notations .................oi it 119
Bibliographie .......... ... 121

MEMOIRES DE LA SMF 176



CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Motivation

Un théoréme d’isogénie a pour objet de répondre a la question : étant donné deux
variétés abéliennes isogénes A et B sur un corps K, comment controler le plus petit
degré d’une isogénie p: A — B entre elles? Dans les années 90, Masser et Wiistholz
(voir [19]) ont montré que, lorsque K est un corps de nombres, on peut borner deg ¢
en fonction du degré [K : Q] de K, de la dimension de A et de sa hauteur de Faltings
stable hp(A). Dans un travail précédent (voir [11]), nous avons donné une version
explicite de ce résultat. La démonstration repose de facon cruciale sur un énoncé
appelé le théoréme des périodes mais le passage de celui-ci au théoréme d’isogénie
était trés indirect.

Nous proposons ici une approche nouvelle de ce passage que nous pouvons décom-
poser en deux étapes : (1) nous introduisons une quantité naturelle T qui controle le
degré d’isogénie et (2) nous montrons que le théoréme des périodes donne de maniére
directe une majoration de Y. Le premier avantage de cette démarche est de fournir
de meilleures bornes mais un autre atout est que la partie (1) s’exprime de maniére
bien plus générale : le corps de base n’a pas besoin d’étre un corps de nombres, notre
construction est valide pour tout corps K de caractéristique nulle sur lequel une cer-
taine classe d’isogénie est finie. Par exemple, on sait d’aprés Faltings que c’est le cas
si K est une extension de corps de type fini de Q. En outre, notre quantité T s’ex-
prime aussi de facon intrinséque en termes de I’action du groupe de Galois Gal(K /K)
sur les modules de Tate f-adiques.

Enfin, si nous n’avons parlé jusqu’ici que de degré d’isogénie, nous donnerons en
fait toute une série de résultats montrant que YT controle aussi d’autres invariants
associés a une variété abélienne A sur K comme le plus petit degré d’une polarisation
sur A, le volume (ou discriminant) de son anneau d’endomorphismes End A ou le
cardinal de la partie invariante de son groupe de Brauer géométrique. Nous verrons
qu’ils sont tous majorés uniquement en fonction de Y et de dim A.

Dans la suite de cette introduction, nous définissons Y de la fagon la plus éco-
nomique pour énoncer nos résultats dans la généralité ci-dessus. Ensuite, nous nous
spécialiserons au cas des corps de nombres et, pour terminer, nous entrerons un peu
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

plus dans les détails pour donner d’autres descriptions de Y. Le lecteur intéressé seule-
ment par les majorations explicites dans le cas des corps de nombres peut se reporter
directement au théoréme 1.9 ci-dessous.

1.2. Notations et conventions

Dans ce texte, le corps de base de référence pour nos variétés abéliennes s’appel-
lera toujours K, si bien que lorsque cela ne sera pas précisé une variété abélienne
sera toujours une variété abélienne sur K. Plus occasionnellement, nous serons ame-
nés a considérer, pour un corps L contenant K, I’extension des scalaires A;, d’une
variété abélienne A sur K a L. Cependant, nous ne confondrons jamais A avec son
extension de sorte que, par exemple, ’anneau des endomorphismes de A, noté End A,
est bien formé uniquement des morphismes A — A de schémas en groupes au-dessus
de Spec K. De la méme facon, si B est une seconde variété abélienne sur K, nous
notons Hom(A, B) ’ensemble des morphismes A — B de variétés abéliennes et A
et B sont dites isogénes si cet ensemble contient une isogénie. En toute cohérence,
ceci s’applique aussi 4 la notion de sous-variété abélienne de A (un sous-schéma en
groupes connexe de A, pas d’une quelconque extension) ou de simplicité (A est simple
si ses deux seules sous-variétés abéliennes sont 0 et A).

Considérons maintenant un corps de caractéristique nulle K et une variété abé-
lienne non nulle C sur K. Nous lui associons I’ensemble C de toutes les variétés
abéliennes qui sont isogénes & une sous-variété abélienne d’une puissance de C. En
d’autres termes, il existe des variétés abéliennes simples C1,...,C; deux a deux non
isogénes et des entiers q1,...,q; > 1 tels que C est isogéne a

q1 qt
Ci' x - x Cf
et C est alors I’ensemble de toutes les variétés abéliennes isogénes & I'un des produits
Ci™ x---x O™,

oll my,...,m; parcourent tous les entiers naturels. Nous notons aussi C’ ’ensemble
des variétés isogénes a un tel produit ou les m; sont tous non nuls. Notre objectif est
de controler la totalité de I’ensemble des éléments de C a 'aide d’une unique classe
d’isogénie Cy C C que nous introduisons maintenant.

Comme K est de caractéristique nulle, le rang du Z-module End C; satisfait
rg End C; | 2dim C;. Nous pouvons donc définir Cy comme la classe d’isogénie de

CQ dim C1/rg End C;

2 X~’~XCfdimCt/rgEndCt.

Pour alléger, nous notons dans cette introduction n la dimension commune des élé-

ments de Cy c’est-a-dire
t
2(dim C;)?
n=y 2dmG)

— 1gEnd C; '
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1.2. NOTATIONS ET CONVENTIONS 3

Nous faisons maintenant I’hypothése cruciale que
Co est finie.

Comme nous 'avons déja mentionné ci-dessus, ceci est automatique si le corps K est
une extension de type fini de Q (voir [8, p. 211]).

Pour une variété abélienne A et un nombre premier ¢, nous notons 7;(A) le module
de Tate f-adique de A. Si A € Cp, on vérifie que Ty(A) ® Qy est un module libre de
rang 1 sur la Q-algébre End A ® QQ;. Nous notons Cp 4 la partie de Cy formée des
variétés abéliennes A telles que, pour tout nombre premier ¢, le module de Tate
T;(A) est un module libre (nécessairement de rang 1) sur End A ® Z,. Nous verrons
plus bas que Cop 4 est non vide. La finitude de Cy entraine celle de Cy » et permet
d’introduire la quantité suivante.

NOTATION 1.1. — Nous posons d = max{disc(End A) | A € Cp »} € N\ {0}.

Nous rappelons que, lorsque O est un anneau et un Z-module libre de rang fini,
son discriminant disc(Q) est la valeur absolue du déterminant de la matrice de terme
général Tro(z;z;) pour une base x1,...,zs de O sur Z ou Trp est la trace intrinséque
sur O c’est-a-dire que Trp(z) est la trace de 'endomorphisme O — O, y — zy.
Lorsque O = End A, ce discriminant est a rapprocher du volume vol(O) défini a travers
une métrique de Rosati (voir les parties 2 et 3 de [11]) : en effet vol(O)? est donné par
la méme formule que disc(Q) a ceci prés que Trp est remplacée par la trace Tr relative
a la variété abélienne A (voir page 2067 de [11]). Dans le cas particulier ou A € Cy
on vérifie que ces deux traces coincident de sorte que disc(End A) = vol(End 4)2. En
général, il n’y a pas égalité (on pourra consulter le lemme 2.10 de [26] ou la partie
3 de [23] pour des comparaisons) et nous utiliserons dans la suite le volume qui a
Pavantage de vérifier par exemple vol(End A™) = vol(End A)’”2 pour tout m > 1.

Le nombre d suffirait & énoncer tous nos résultats mais pour avoir des bornes un
peu meilleures (en particulier pour le degré des isogénies) nous utiliserons une seconde
quantité Y. Elle fait intervenir les analogues de n et d pour une partie finie non vide
T C{1,...,t} : en effet, la finitude de Cy entraine celle de la classe d’isogénie C'(()T) de

H CQ dim C;/rgEnd C;
%

ieT
. . 12 (T)
et nous notons ny la dimension des éléments de C;" ’ et

dr = max{disc(End A) | A € C((]T#Z}

ol C(SQ est défini comme Cy 4 par liberté des modules de Tate.

NOTATION 1.2. — Nous posons Y = max{d;/znT |0£T C{1,...,t}}.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Bien entendu, cette définition fournit immédiatement I’encadrement Y2 < d < Y27
et donc toute borne en fonction de T entraine une borne en fonction de d et récipro-
quement.

Lorsque A est une variété quelconque de C, donc isogéne & C™* x --- x C}"* pour
des entiers mq,...,m; > 0, nous posons

Z 2m;(dim C;)?
(rg End C; - rg Z(End C;))1/2

ot Z(EndC;) est le centre de anneau End C;. Comme End C; ® @ est un corps,
sa dimension sur son centre Z(End C;) ® Q est un carré. Ceci montre que la racine
carrée au dénominateur est un entier, qui divise rg End C; donc 2dim C;. Par suite,
e(A) est également un entier et 'on vérifie que 'on a dim A < e(A) < 2(dim A)? ainsi
que e(A) < ndim A.

Nous appelons exposant d’une isogénie ¢ ’exposant du groupe fini Ker ¢ et nous
notons exp ¢ = exp Ker ¢. Nous dirons qu’une variété abélienne A est & multiplication
maximale ou en abrégé que A est MM lorsque ’anneau End A est un ordre maximal
(voir chapitre 2). Cette notion, qui a été étudiée dans [25] (sans introduire la termi-
nologie), joue un role fondamental dans le présent travail. Rappelons ses propriétés
les plus utiles. Si A est une variété abélienne MM alors toute sous-variété abélienne B
de A est également MM et est de plus facteur direct de A [25, théoréme 1.2]|. Ceci
entraine directement que A est un produit de variétés abéliennes simples. En regrou-
pant les facteurs isogénes, nous constatons aussi que toute variété abélienne MM est
le produit de ses composantes isotypiques (voir le chapitre 3 pour des rappels sur
celles-ci). Enfin, toute variété abélienne est isogéne & une variété abélienne MM |25,
théoréme 1.1]. Cette derniére propriété entraine que la classe d’isogénie Cy contient
une variété abélienne MM. De plus, si A € Cy est MM, alors A € Cy 4 car, pour tout
nombre premier ¢, 'ordre End A ® Z, est principal (voir le corollaire 2.4). Nous en
déduisons en particulier que Cy » est non vide.

1.3. Résultats

Voici comment nous controlons isogénies, polarisations et endomorphismes en fonc-
tion de Y et d.

THEOREME 1.3. — Soit A une variété abélienne dans la classe C, de dimension g.

(1) Si B est une variété abélienne isogéne & A, il existe deur isogénies A — B
et B — A toutes deuz de degré au plus Y2¢(4) et d’exposant au plus d.

(2) Il exziste un faisceau inversible ample et symétrigue N sur A avec
hO(A,N) < (Sg)g/4~r3e(A)/2'

(3) L’entier vol(End A)? divise d"8Frd4,

Toutes les bornes peuvent étre améliorées si nous supposons que A est & multipli-
cation maximale.
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1.3. RESULTATS 5

THEOREME 1.4. — Soit A une variété abélienne MM dans C, de dimension g.

(1) Si B est une variété abélienne isogéne & A, il existe deur isogénies A — B
et B — A toutes deuz de degré au plus Y4 et d’exposant au plus d*/2.

(2) Il existe un faisceau inversible ample et symétrigue N sur A avec
RO(A,N) < (8g)9/47eA).

(3) Nous avons vol(End A) < YreEndA/2

Notre résultat suivant fait intervenir, pour une variété abélienne A de C, I’action du
groupe de Galois absolu Gal(K /K) sur les points de m-torsion de A(K) (notés A[m]),
sur le module de Tate f-adique de A (noté Ty(A)) et sur le groupe de Brauer géo-
métrique (noté Br(Ax) = HZ (A, Gn)). Par un léger abus de langage, nous disons
qu'un entier naturel divise d'/? (respectivement 2d%/2) si son carré divise 'entier d
(respectivement 4d?).

THEOREME 1.5. — Soit A une variété abélienne dans C, de dimension g.

(1) Pour toute variété abélienne B de C et tout entier m > 1 Uezposant du conoyau
de Uapplication naturelle

Hom(A, B) — Homg, %, ) (A[m], B[m])

divise d/2.

(2) En notant G, l’image de la représentation
Gal(f/K) — AutZ[ T[(A)

pour un nombre premier { et Z;[Gy] la sous-Zg-algébre de Endz, T;(A) engendrée
par Gy, nous avons

[T dise(z[G) | d.

¢
Si Ael', iy a égalité. -
(3) SiEnd Ay = End A alors lexposant du groupe fini Br(A?)Gal(K/K) divise 2d3/?

et son cardinal divise (4d®)9" 1.

Dans ’assertion (2), le discriminant d’une Z,-algébre libre de rang fini est défini
comme sur Z par le déterminant de la forme trace mais en prenant I'inverse de la
valeur absolue ¢-adique (de sorte & obtenir une puissance entiére positive de £). Le cas
d’égalité dans cette assertion (2) fournit une autre définition possible de d en termes
galoisiens.
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.4. Divisibilité

Nous verrons que, si A et B sont deux variétés abéliennes isogénes sur K, il existe
deux variétés abéliennes A; et B; et une suite d’isogénies

(%) A4 LB 5B
de sorte que :

e A, et By sont MM ;

e A; et Bp sont similaires ce qui signifie qu’il existe un entier m > 1 tel que AT
et B} sont isomorphes [25, p. 1174];

e l'isogénie ¢ engendre le End A;-module a gauche Hom(A, A;);

e l'isogénie x engendre le End B;-module & droite Hom(B1, B).

Nous exprimerons la condition sur ¢ en disant que l’isogénie ¢ est nucléaire &
gauche (et dualement y est nucléaire a droite). Cette notion sera étudiée en détails
dans le chapitre 5. Remarquons déja que si ¢ est nucléaire (a gauche ou a droite) elle
est de degré minimal. Ainsi, dans le cas ou une telle isogénie existe (ce n’est pas vrai
en général), le théoréme d’isogénie consiste & majorer son degré. Dans le cas général,
nous utiliserons la factorisation (x) pour majorer, de deux maniéres trés différentes,
d’une part les degrés nucléaires deg ¢ et deg x et d’autre part le degré entre similaires
deg 1. Les autres assertions du théoréme 1.3 s’établissent aussi en se ramenant au cas
MM par une isogénie nucléaire (ce qui explique que les bornes soient plus petites si
nous partons d’une variété qui est déja MM).

Ici, nous nous intéressons au fait que les isogénies nucléaires satisfont des propriétés
supplémentaires de divisibilité.

THEOREME 1.6. — Soit C; une classe d’isogénie contenue dans C. Il existe deux isogé-
nies nucléaires a gauche @1 et po entre éléments de C; telles que, pour toute isogénie
nucléaire a gauche ¢ entre éléments de C1, on ait deg ) | deg 1 et exp ) | exp ¢a. De
plus exp s | d.

Un exemple de Masser [18] montre qu’un résultat de ce type est impossible sans
Ihypothése de nucléarité. Dans son texte, il établissait une divisibilité (pour le degré)
en supposant que ’anneau des endomorphismes de la variété abélienne était de la
forme

H Mai (Z)

pour des entiers s,aj,...,as > 1. En remarquant que ceci est un exemple d’ordre
principal (au sens qui sera précisé dans le chapitre 2), nous pouvons donner une
généralisation de son énoncé.

THEOREME 1.7. — Soit A une variété abélienne dans la classe C.
(1) Si End A est principal, il existe deux isogénies p1: By — A et ¢a: By — A
telles que, pour toute variété abélienne B isogéne a A, il existe une isogénie
¥: B — A avec degtp | degp; < T et expp | exp o | d/2.

MEMOIRES DE LA SMF 176



1.5. CAS DES CORPS DE NOMBRES 7

(2) S’il existe un ordre principal O tel que O ® Q ~ End A ® Q alors il existe un
entier ¢ < Y2¢(4) de sorte que, pour tout couple B, B’ de variétés abéliennes
isogénes a A, il existe une isogénie 1: B — B’ avec degt) | ¢ et exp ) | d.

Nous déduirons ceci du méme principe que le théoréme précédent car ’hypothése de
principalité permet d’assurer qu’une isogénie de degré minimal est nucléaire (voir
lemme 5.5). Pour retrouver un résultat qui étend exactement le théoréme 2 de [18], il
convient bien stir, dans le cas des corps de nombres, de combiner ces divisibilités avec
la majoration de Y (et donc de d) que nous donnons ci-dessous.

1.5. Cas des corps de nombres

Nous supposons dans ce paragraphe que K est un corps de nombres. L’hypothése de
finitude de la classe d’isogénie Cy faite plus haut est donc automatique ici (par le
théoréme de Faltings). Nous faisons & nouveau intervenir la variété abélienne C' fixée
initialement et qui n’avait servi qu’a définir la classe C. Nous utilisons sa hauteur de
Faltings stable hp(C) (avec la normalisation initiale de Faltings) dont on trouvera
par exemple une définition au paragraphe 2.3 de [10].

THEOREME 1.8. — Lorsque K est un corps de nombres, nous avons

T < 241(en)*"n°[K : Q] max <1,log[K : QL hr(C) + gdim C) .

Cette estimation, jointe & d < Y27, se combine directement avec les théorémes 1.3
a 1.7 pour donner des versions explicites de tous ces énoncés dans le cas des corps de
nombres. Nous obtenons de cette facon des majorations brutes assez pointues. Nous al-
lons maintenant formuler des résultats un peu moins fins mais plus simples d’emploi et
qui nous permettront aussi de comparer avec les estimations connues jusqu’ici. L’idée
consiste & majorer toutes les quantités impliquées uniquement en fonction de [K : Q]
et de la dimension et la hauteur de Faltings de la variété abélienne A qui nous in-
téresse. Essentiellement, il s’agit de choisir C' = A comme variété de référence puis
de majorer n et e(A) par 2(dim A)2. De fagon précise, nous posons lorsque A est une
variété abélienne sur K de dimension g

=(4) = ((79)*7" [K : Q] max(1, log[K : (Q],hF(A))>2g .

Nous allons donc énoncer nos résultats en fonction de cette quantité. En fait, nous
pouvons aussi autoriser dans certains cas une extension du corps de base. En effet,
alors que dans les paragraphes précédents une telle extension était impossible parce
que le paramétre YT était trés sensible aux extensions (méme la valeur de n pou-
vait changer), ici en revanche 'influence du corps n’apparait qu’a travers son degré.
Concrétement, nous utilisons les résultats de [27] pour atteindre des isogénies qui
n’apparaissent qu’aprés extension des scalaires ou pour supprimer I’hypothése sur les
endomorphismes dans le cas du groupe de Brauer.
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THEOREME 1.9. — Soient A une variété abélienne de dimension g sur le corps de
nombres K et L/K une extension quelconque de K.

(1) Si B est une variété abélienne sur K telle que Ay et By, sont isogénes, il existe
deuz isogénies A — By et By, — Ajp toutes deur de degré au plus E(A)2
(respectivement Z(A) si Ap, est MM).

(2) Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec degy A < E(A)
(respectivement deg A < E(A) si A est MM).

(3) Nous avons vol(End A;) < E(A)9/? et, lorsque A est MM, nous avons
vol(End Ap) < E(A)Y/2.

(4) Pour tout entier m > 1, l’exposant du conoyau de Uapplication naturelle

End A — Endg, %, k) (A[m])

3/2

est au plus E(A).
(5) Nous avons

I dise(2[Im(Gal(K/K) — Autz, Ty(A))]) < Z(A)*.
4

(6) L’exposant du groupe fini Br(Af)Gal(?/K) est majoré par Z(A) et son cardinal
par B(A)09° 393,

L’assertion (1) améliore le théoréme 1.4 de [11] ot la borne Z(A)? était remplacée
par

244°

w(4) = ((149)%7" [K : Q] max(L, loglK : Q. hp(4))?)
qui elle-méme améliorait les résultats antérieurs de Masser et Wiistholz (non totale-
ment explicites). L’assertion (2) raffine quant a elle le théoréme 1.1 de [11] qui donnait
degy A < k(A). Dans le cadre de (3), nous pouvions montrer vol(End Ar) < k(A4)¢
a partir des méthodes de [11] : voir la proposition 2.12 de [26] qui est énoncée avec le
discriminant mais dont la démonstration s’applique aussi au volume.

Les majorations (4), (5) et (6) sont les premiéres versions explicites dans cette géné-
ralité. Pour (4), Masser et Wiistholz avaient obtenu dans [20] une premiére majoration
avec un exposant exponentiel en g (et la constante n’était pas explicite). Cantoral-
Farfan, Tang, Tanimoto et Visse ont considéré (4) et (6) dans [6] lorsque A est une
surface abélienne (g = 2) principalement polarisée : ils montrent alors que des bornes
explicites existent mais sans donner de formule compacte; & titre d’exemple, leur
théoréme 2.13 fournit (si End A = Z) un exposant de 512 pour la hauteur de Fal-
tings dans (4) 1a ot nous obtenons 8. Enfin, disons que l’assertion (6) (et avant elle
lassertion (3) du théoréme 1.5) est inspirée par les travaux de Skorobogatov et Zarhin
[30] qui ont montré la finitude du groupe Br(Af)Gal(K /K) et plus particuliérement
par leur article [23] avec Orr.

Répétons que, si les majorations du théoréme 1.9 sont plus simples & énoncer, la
combinaison des théorémes 1.3 &4 1.5 avec le théoréme 1.8 fournit la plupart du temps
de bien meilleures estimations surtout si des propriétés supplémentaires de A sont
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connues. [llustrons briévement ceci sur deux exemples (pour les isogénies). Tout
d’abord si A est une courbe elliptique, on distingue deux cas : si End A = 7Z alors A est
MM et e(A) = 2;si End A # Z alors e(A) = 1; de cette fagon, les théorémes 1.3 et 1.4
donnent la borne Y? dans les deux cas pour le degré d’isogénie ce qui conduit & un
exposant 2 pour la hauteur de Faltings alors que le théoréme 1.9 fournit I’exposant 4
dans le cas le pire. Remarquons que cet exposant 2 est le méme que celui obtenu dans
le théoréme 1.4 de [10] car la méthode que nous développons ici redonne exactement
Pargument elliptique de cet article (son intérét est d’amener le cas général au ni-
veau de précision du cas elliptique). Comme second exemple, considérons A = AJ* o
m > 1 et Ag est une surface abélienne avec rg End Ay = 2 mais non MM. L’exposant
de la hauteur dans le théoréme d’isogénie du théoréme 1.9 est 4(dim A)? = 16m? alors
que si nous revenons au théoréme 1.3 il est abaissé & 2e(A) = 8m. Nous détaillerons
d’autres cas particuliers dans le chapitre 17 ci-dessous.

Mentionnons pour conclure ce paragraphe la conjecture de Coleman qui fait ’objet
de [26] et [23]. Elle affirme que si K est un corps de nombres alors pour toute variété
abélienne A sur K le volume vol(End A) est borné uniquement en fonction de [K : Q]
et de dim A. Nous remarquons ici que cette conjecture équivaut & dire que Y est
borné uniquement en termes de [K : Q] et de n. En effet si T est ainsi contrdlé alors
lassertion (3) du théoréme 1.3 montre que vol(End A) I’est tandis que dans I’autre sens
on utilise la majoration T < d?” puisque d lui-méme est un volume d’endomorphismes.
En particulier, toutes les majorations du théoréme 1.9 deviennent uniformes si la
conjecture de Coleman est vraie (pour le groupe de Brauer ceci était déja établi dans
[23]). On pourrait méme se demander s’il est raisonnable de conjecturer que Y est
borné uniquement en fonction de [K : Q).

1.6. Principe des démonstrations

Nous esquissons dans ce paragraphe les constructions fondamentales de notre article
autour de deux objets centraux notés A(A) et A# associés & une variété abélienne A.
Ceux-ci permettent de montrer les propriétés suivantes de T (ou de d), déja évoquées
plus haut, qui conduisent & nos théorémes principaux.

(P1) T controle le degré des isogénies nucléaires entre éléments de C,

(P2) T controle le degré minimal d’une isogénie entre deux éléments MM similaires
de C,

(P3) Y est controlé de maniére directe par un théoréme des périodes lorsque K est
un corps de nombres.

Nous supposons que K est un sous-corps de C (on se raméne facilement a ce
cas). Pour une variété abélienne A sur K, nous notons simplement Q4 le réseau
des périodes du tore complexe Ac obtenu par extension des scalaires de K a C. Il
s’agit d’un Z-module libre de rang 2 dim A qui posséde aussi une structure naturelle
de End A-module & gauche (conformément & nos conventions générales, nous parlons
bien de End A et non de End A¢ méme si celui-ci agit aussi sur Q4).
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Nous appelons anneau de Lefschetz de A 'anneau
A(A) = EndEndA QA.

Nous étudierons les propriétés remarquables de cet anneau. Par exemple, si A et B sont
deux variétés abéliennes dans l’ensemble C’ introduit au paragraphe 1.2, alors il y a
un isomorphisme canonique entre A(A4) ® @ et A(B) ® Q qui permet d’identifier ces
deux Q-algébres. Puisque dans ce cas nous avons A x B € (', A(A x B) ® QQ est
aussi canoniquement isomorphe & A(A) ® Q. Par identification, nous voyons donc
A(A), A(B) et A(A x B) comme trois ordres d’une méme Q-algébre et nous avons
alors A(A x B) = A(A) N A(B). Une autre conséquence de cette identification est
que, comme la définition fait de Q4 un A(A)-module & gauche, nous obtenons une
action de A(A) ® Q sur Qp ® Q qui donne un sens & A(A)Q g, le sous-A(A)-module
de Q5 ® Q engendré par Qp.

Lorsque ¢: B — A est une isogénie nucléaire & gauche et que A est MM nous
établirons que ¢ induit un isomorphisme entre A(A)Qp et Q4 (lemme 9.9). Ceci
donne un isomorphisme entre le noyau de ¢ et A(A)Qp/Qp. On en déduit facilement
la divisibilité des exposants

exp ¢ = exp(A(A)Q2p/(p) | exp(A(4)/A(A x B))

(il suffit de vérifier que A(A x B) = A(A) N A(B) est formé des éléments de A(A) qui
laissent stable 25). Nous avons donc un controle de l'exposant de ¢ en termes des
anneaux de Lefschetz. Comme deg ¢ | (exp )24™ 4 nous en déduisons pour le degré

degp | [A(A) : A(A x B)PdimA

(nous montrerons en fait, par un argument un peu plus technique, un résultat plus
fin pour le degré mais cette version suffit ici pour expliquer la démarche).

La caractéristique la plus importante de ’anneau A(A) est qu’il s’incarne dans une
variété abélienne : nous montrerons en effet (théoréme 9.5) lexistence d’une variété
abélienne A% sur K avec

Qs ~A(A), A(A#*) = A(A) et End A%* ~ A(A)°P.

Ici, O°P désigne 'anneau opposé d’un anneau O, les deux derniers isomorphismes
sont des isomorphismes d’anneaux et, modulo ceux-ci, le premier est compatible aux
deux structures de module de Q4% sur A(A#) et End A#. En fait la variété A% est
uniquement déterminée a isomorphisme prés et est donc canoniquement associée a la
variété abélienne A (le seul choix sous-jacent est celui d’un plongement de K dans C).
La construction montre aussi que A% est isomorphe & une sous-variété abélienne
de A2 dim A.

Lorsque A parcourt C’, toutes les variétés A# obtenues sont isogénes entre elles.
Elles sont donc contenues dans une unique classe d’isogénie qui est exactement la classe
Co et elles se trouvent méme dans la partie Co 4 C Cp introduite pour définir d car la li-
berté du End A#-module §2 44 entraine celle des modules de Tate Tp(A%) ~ Q% ® Z,
(si A € C\C alors A% € C&T; pour T' une partie stricte de {1,...,t} comme dans
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la définition de Y). En particulier si A € C’ alors dim A# = n, g A(A) = 2n et
disc A(A) = vol(End A#)? < d (cette derniére inégalité vaut méme pour tout A € C).

Lorsque A, B € C', il existe une isogénie canonique 6: (Ax B)# — A% : c’est la seule
qui induit sur les réseaux des périodes Q4 gy# — Q4% l'inclusion A(A x B) C A(4)
de fagon compatible aux actions des anneaux de Lefschetz (lemme 9.10). En parti-
culier, l'indice [A(A4) : A(A x B)] peut se lire comme le degré de cette isogénie 6.
Revenons maintenant & la situation considérée précédemment out ¢: B — A est une
isogénie nucléaire a gauche avec A MM. Nous supposons A € C’ pour simplifier. Par
ce qui précéde, nous avons donc disc(A(A x B)) = (volEnd(A x B)#)? < d puisque
(A x B)# € Cy. Avec

disc(A(A x B)) = (disc A(A))[A(A) : A(A x B)]? = (vol End A%)?(deg 0)?,
nous trouvons pour l’isogénie nucléaire ¢
degcp | (dege)ZdimA < ddimA.

Cette majoration montre que le degré d’une isogénie nucléaire a gauche est borné en
termes de d (et donc de T), ce qui remplit notre objectif (P1) au moins si le but est
MM.

Pour (P2), nous procédons complétement différemment. Nous utilisons la majora-
tion vol End A# < d'/2 pour une variété abélienne MM. En fait, puisque A est produit
de variétés abéliennes simples, il suffit de traiter le cas simple c’est-a-dire de consi-
dérer deux variétés abéliennes MM simples A et B similaires et de controler le degré
d’une isogénie 1: A — B en fonction de vol End A#. Par simplicité, tout élément non
nul de Hom(A, B) est une isogénie donc le premier théoréme de Minkowski permet
de trouver un % dont la norme de Rosati est majorée par le volume de Hom(A, B)
pour cette méme norme. Celle-ci dépend d’un choix de polarisations sur A et B mais
nous montrerons qu’il est possible de renormaliser le volume pour qu’il devienne in-
dépendant des polarisations (chapitre 10). Ceci conduit & une majoration de deg en
fonction de ce volume renormalisé \7(;1Hom(A, B) (qui coincide avec le volume usuel
de End A si A = B). Ensuite, I’hypothése de similarité donne l’existence d’un entier
m > 1 avec A™ ~ B™ qui entraine

vol Hom(A, B) = vol Hom(A, B™)"/™ = vol Hom(A, A™)"/™ = vol End A.

Enfin, nous verrons aussi que lorsque A est simple et MM, la variété A# est similaire
4 une puissance de A (lemme 9.7) donc vol(End A#) est une puissance de vol End A et
nous pouvons comme prévu écrire la majoration de deg en fonction de vol(End A#).
Ceci répond donc au probléme (P2).

Jusqu’ici, nous avons employé la définition de d sous la forme disc End A# < d
dés que A € C’'. En fait, nous pouvons préciser cette inégalité de deux facons : d’une
part nous avons méme la divisibilité disc End A# | d et d’autre part il existe une
variété abélienne pour laquelle I’égalité est atteinte. Le premier fait montre que la
majoration deg ¢ < d¥™4 vue ci-dessus pour (P1) se raffine en deg ¢ | d¥™ 4 et nous
voyons apparaitre le principe des résultats du paragraphe 1.4 : les bornes pour les

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

isogénies nucléaires s’améliorent en des divisibilités. En revanche, il n’est pas possible
de transformer la majoration pour (P2) (basée sur le théoréme de Minkowski) en une
divisibilité.

Pour 1’égalité, nous verrons qu’il existe une unique variété abélienne de Cy notée C”
telle que d = disc End C® et (C°)# = C”. La variété abélienne C” est aussi caractérisée
par

ACh) = (] MA).
Aec’
En particulier, si A € C’, il existe une isogénie canonique 6': C* — A# (analogue a
ci-dessus) qui correspond & linclusion A(C®) C A(A) sur les réseaux des périodes.
Nous avons alors deg 6’ = [A(A) : A(C”)] d’ott la formule d = disc A(A)(deg’)? qui

donne la divisibilité annoncée.

L’existence de C? est aussi & la base de la propriété (P3) car c’est a elle que nous
appliquons le théoréme des périodes. La raison est que toute variété abélienne de la
forme A% (et donc en particulier Cb) posséde une période canonique notée id qui
provient de lidentité Q4 — Q4 dans A(A) a travers lisomorphisme Q44 ~ A(A)
et celle-ci a la propriété fondamentale de n’étre contenue dans le réseau des périodes
d’aucune sous-variété abélienne stricte de A# (lemme 9.6). L’application du théoréme
des périodes (voir 'introduction de [10]) donne donc une majoration de h°(A#, L) en
fonction de la norme ||id||z de la période canonique pour tout faisceau inversible
ample £ sur A#. Un argument de géométrie des nombres permet de construire £ de
sorte que hO(A#, L) soit de l'ordre de vol(End A#)]|id||%24™ A* (sans entrer dans les
détails, disons simplement que ’on traite d’abord le cas MM puis ’on se raméne au
cas général par isogénie) et donc le théoréme des périodes conduit aprés calculs & une
majoration de vol End A#. Dans le cas de C? c’est la majoration de d souhaitée pour
(P3).

Notons encore que cette application directe du théoréme des périodes évite to-
talement le recours a I’astuce de Zarhin (polarisation principale sur (A x ;1\)4) qui
intervenait dans [19] et [11] et expliquait en partie la taille de ’exposant dans x(A).
D’un autre coté, le lecteur aura remarqué que nous avons esquissé les grandes lignes
des démonstrations de (P1), (P2) et (P3) en ne faisant apparaitre que le parameétre d.
Nous les avons pourtant énoncées avec T car c’est sous cette forme qu’elles appa-
rajtront effectivement. Ce paramétre T correspond a l'usage d’une notion de degré
pondéré (chapitre 4) qui permet de séparer les contributions des différentes com-
posantes isotypiques. Bien que compliquant légérement la formulation de certains
énoncés intermédiaires dans le texte, cet outil est & l'origine de raffinements signifi-
catifs. Sans lui, par exemple, nous ne pourrions obtenir les exposants avec e(A) dans
le théoréme 1.3 et, par suite, 'exposant dans Z(A) serait un multiple de g3 et non
de ¢2.

Pour conclure cette présentation, signalons encore que C' > contient une information
de nature galoisienne : nous verrons en effet que, pour tout nombre premier ¢, nous
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avons A(C?) ® Z; ~ 7y[Gy] avec les notations de ’assertion (2) du théoréme 1.5 qui
devient une conséquence facile de cet isomorphisme.

1.7. Organisation du texte

Passons & présent en revue le contenu de notre article. Nous commengons par
des préliminaires algébriques sur les ordres (chapitre 2). Nous introduirons ensuite
la notion de support d’une variété abélienne (chapitre 3) qui facilite la description
des classes de variétés abéliennes qui nous intéressent : par exemple, les ensembles C
et C’ utilisés dans cette introduction deviendront simplement 1’ensemble des variétés
abéliennes de support contenu dans (pour C) ou égal & (pour C’) celui de la variété de
référence C. Dans le chapitre 4, modulo le choix d’un ordre total sur le support et d’une
fonction de poids sur celui-ci, nous définissons le degré pondéré d’une isogénie ou d’une
polarisation. Nous étudions ensuite en détails les propriétés des isogénies nucléaires
(chapitre 5) puis nous examinons (chapitre 6) différentes propriétés de factorisations
de morphismes ou de familles de morphismes entre variétés abéliennes qui conduisent
en particulier a la suite d’isogénies (x) mentionnée plus haut. Le chapitre 7 développe
quant & lui les manipulations de noyaux d’isogénies & la base du théoréme 1.6 de
divisibilité.

Le cceur technique du texte est formé par les chapitres 8 et 9. Dans le second,
nous définissons A(A) et A# et étudions leurs propriétés jusqu’au théoréme 9.12 qui
est I’étape principale vers l’assertion (P1) décrite ci-dessus. Une partie de ces résul-
tats sur A(A) s’établissent par localisation et nous ont donc conduits & présenter
d’abord (chapitre 8) un avatar ¢-adique A;(A) de A(A) défini en termes du mo-
dule de Tate Ty(A) et qui contient déja essentiel de I'information sur A(A) puisque
A(A) ® Zy ~ A¢(A) pour tout nombre premier £.

Le chapitre 10 décrit ensuite le volume normalisé utile pour montrer (P2) tandis
qu’au chapitre 11 des arguments de géométrie des nombres (améliorant ceux de la
partie 4 de [11]) fournissent une petite polarisation sur une variété abélienne simple.
Le chapitre 12 contient les estimations pour les isogénies, polarisations et volumes
qui sont regroupées dans les théorémes 1.3 et 1.4. Les majorations du théoréme 1.5
sont elles démontrées dans le chapitre 13 ol nous établissons aussi I'existence de C®
(a la notation pres). Les trois chapitres suivants s’articulent autour du théoréme des
périodes. En guise de préliminaires, nous montrons l’existence du faisceau £ sur A%
auquel nous ’appliquerons (chapitre 14). Nous énongons ensuite (chapitre 15) le théo-
réme des périodes précis que nous utilisons : basé sur celui de [10], il doit étre un peu
raffiné pour inclure le degré pondéré et surtout pour ne faire intervenir que les sous-
variétés abéliennes de la variété A sur K a laquelle il est appliqué (alors que dans
[10] toutes les sous-variétés abéliennes de I’extension A intervenaient). Enfin, nous
employons le théoréme au chapitre 16 pour montrer le théoréme 1.8.

A ce stade, I’essentiel de nos résultats sont établis. Il nous reste, au chapitre 17, a les
reformuler 1égérement pour aboutir exactement aux théorémes ci-dessus et & donner
quelques calculs pour le théoréme 1.9. Nous faisons aussi 4 ce moment-14 le lien entre
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les notations de l'introduction et celles utilisées plus loin : 'usage de C, C, Cy et C’
disparait au profit d’un support T, T se note plutét Y(T') et C* devient T”; de la
méme fagon, la lettre n n’est plus réservée & la dimension des éléments de Cy puisque
celle-ci peut étre notée dim 7”. Nous mentionnons encore dans ce chapitre d’autres cas
particuliers de nos théorémes (comme les puissances des courbes elliptiques) en vue
d’applications. Finalement, le dernier chapitre contient des exemples pour illustrer le
calcul de A(A) et A# dans quelques cas de variétés abéliennes A.

Meéme si cela sera bien siir reprécisé au cours du texte, signalons que ’hypothése sur
le corps de base des variétés abéliennes se restreindra progressivement : il sera quel-
conque jusqu’au chapitre 6 et dans le chapitre 8, deviendra un corps de caractéristique
nulle au chapitre 7, un sous-corps de C du chapitre 9 au chapitre 14 puis un corps de
nombres aux chapitres 15 et 16.

Nous remercions Pascal Autissier pour ses remarques sur une version antérieure de
notre texte.
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CHAPITRE 2

ORDRES PRINCIPAUX ET MAXIMAUX

Nous rassemblons dans ce chapitre divers résultats préliminaires sur les ordres qui
se déduisent assez directement du livre de Reiner [24]. Lorsque R est un anneau de
Dedekind de corps des fractions K, nous appellerons R-ordre une R-algébre O qui,
comme R-module, est de type fini et sans torsion et telle que, pour toute extension L
(corps commutatif) de K, la L-algébre O ® g L est semi-simple (si K est de caracté-
ristique nulle, il suffit de vérifier que O ® K est une K-algébre semi-simple, voir [24,
p. 99-100]). L’absence de torsion montre que O est un sous-anneau de O ® K ; on dit
aussi que O est un R-ordre de la K-algébre O @ K. Un R-ordre O est dit maximal
lorsque le seul R-ordre O’ de O ® K tel que O C O’ est O lui-méme. Les cas que
nous utiliserons correspondent & R = 7Z (on abrége alors Z-ordre en ordre) et aux
anneaux d’entiers f-adiques R = Z; (pour tout nombre premier £). Le lien avec les
variétés abéliennes vient bien str du fait que si A est une variété abélienne (sur un
corps quelconque) alors ’anneau des endomorphismes End A est un ordre.

Lorsque M est un sous-R-module de type fini de O ® K, nous définissons ses ordres
a gauche et a droite par

OyM)={z€cOQK |zM C M} et O4M)={2€ O®K | Mz C M}.

On vérifie que ce sont bien des R-ordres de la K-algébre O ® K (voir [24, p. 109]).
Remarquons une fois pour toutes que I’hypothése de semi-simplicité que nous avons
imposée dans la définition d’un R-ordre O entraine que 'algébre O ® K est séparable
selon la terminologie de Reiner (voir [24, (7.18)]) et nous permet donc d’utiliser tous
les énoncés de son livre qui reposent sur cette hypothése comme c’est le cas de ceux
des paragraphes 10, 11 et 22 par exemple.

Un anneau O est dit principal a gauche si tous ses idéaux & gauche sont principaux
c’est-a-dire s’écrivent Ox pour x € O. 1l est dit principal & droite si tous ses idéaux a
droite s’écrivent 2O pour = € O. Dans le cas des R-ordres (R et K étant fixés comme
ci-dessus), nous disposons des propriétés suivantes.

PROPOSITION 2.1. — Lorsque O est un R-ordre, les assertions suivantes sont équiva-
lentes.

(1) O est principal & gauche.
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16 CHAPITRE 2. ORDRES PRINCIPAUX ET MAXIMAUX

(2) O est principal & droite.
(3) Tout idéal & gauche T de O tel que T ® K = O ® K est principal.
(4) Tout idéal & droite T de O tel que T @ K = O ® K est principal.

De plus, si O vérifie ces conditions, il est mazximal.

Démonstration. Commencons par établir que (3) entraine la maximalité de O. D’aprés
le corollaire (10.4) de [24], il existe un R-ordre maximal O’ tel que O C O’ C O® K.
Comme le R-module O’ est de type fini, il existe 7 € R\ {0} tel que 7O’ C O. Alors
Z = rO’ est un idéal a gauche de O qui vérifie Z® K = O ® K. Par (3) il existe
x € O avec 7O’ = Oz. Notons y = 7'z € O ® K. L’inclusion O C O’ = Oy donne
1€0Oydouy € (O K)* et y=! € O. Puisque O’ est un anneau, y> € 0’ = Oy
d'oty = (y?)y~! € O. Ainsi y € O* donc O = Oy = O’ est bien maximal. Montrons
maintenant (3) = (1). Soit Z un idéal a gauche de O. Parce que la K-algébre
O ® K est semi-simple et artinienne, 1’idéal & gauche Z ® K de O ® K admet un
supplémentaire (voir I'implication (i) = (iv) de [24, (7.1)]) c’est-a-dire un idéal a
gauche J de O ® K tel que O® K = (Z® K) & J. Considérons alors les idéaux a
gauche 7' = JNO et TP T de O. Puisque (ZdZ') ® K = O ® K, 'hypothese (3)
montre qu’il existe z € © avec TS Z' = Oz. Ecrivons t =a+bavecac T et be T'.
Une vérification directe fournit Z = Oa. Nous avons donc bien (3) = (1) et méme
(3) <= (1) puisque l'autre implication est tautologique. En considérant ’anneau
opposé, nous en déduisons (4) <= (2). Il reste seulement a voir (3) < (4) ou
méme seulement (3) = (4) par le méme argument d’anneau opposé. Supposons donc
(3) et soit 7 un idéal & droite de O tel que T Q@ K = O ® K. D’aprés le corollaire
(22.8) de [24], T = {z € O® K | ZzZ C I} a pour ordre & gauche O donc il existe
r € R\ {0} tel que rZ~! C O est un idéal & gauche de O. Par hypothése, rZ~! = Ox
pour x € O. Par le théoréme (22.7) de [24], Z = (Z~1)7! = (Ozr~ 1)~ = rz~10.
Cette principalité clot la démonstration. O

Au vu de ces propriétés, nous dirons simplement qu’un R-ordre est principal lors-
qu’il satisfait les conditions (1) & (4). Contrairement & la terminologie dans le cas
commutatif, nous ne demandons pas qu’un R-ordre principal soit intégre.

LEMME 2.2. — Soient O et O’ des R-ordres.

(1) O et O sont principauz si et seulement si O x O est un R-ordre principal.

(2) Si O est principal alors, pour tout entier n > 1, l’algébre de matrices M, (O) est
un R-ordre principal.

(3) Si O est un R-ordre principal, tous les ordres mazimaux de O ® K sont princi-
PAUL.

Démonstration. (1) Tout idéal a gauche de O x O’ s’écrit comme le produit de deux
idéaux a gauche de O et O’ respectivement. (2) Comme la multiplication & gauche
autorise les opérations élémentaires sur les lignes, un idéal & gauche de M,(O) est
entiérement déterminé par le sous-O-module de O™ engendré par les lignes des ma-
trices de l’idéal. Il est principal si et seulement si ce module est engendré par n
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CHAPITRE 2. ORDRES PRINCIPAUX ET MAXIMAUX 17

éléments de O™, propriété qui est satisfaite si O est principal. (3) Soit O; C O ® K
un ordre maximal. Il existe un idéal & gauche Z de O tel que O; soit 'ordre & droite
de T : O1 = O4(Z) (voir [24, (22.21)]). Par hypothése, nous pouvons écrire Z = Oa
avec a € (0O ® K)* donc O1 = 0q(Oa) = {z € O® K | Oaz C Oa} = a~*Oa. Ainsi
01 est conjugué donc isomorphe & O et en particulier il est principal. O

En général, il existe des R-ordres maximaux non principaux (par exemple si R = 7,
choisir pour O 'anneau des entiers de Q(1/—2019)) mais ce n’est pas vrai dans le cas
local.

ProprosITION 2.3. — Soient R un anneau de valuation discréte complet et O
un R-ordre. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) O est mazimal.
(2) O est principal.
(3) Il existe un isomorphisme de R-algébres

O ~ f[ Mnl (Ai)a
=1

our >0etny,...,n. > 1 sont des entiers et chaque A; est un R-ordre principal
qui est un anneau local intégre.

Démonstration. (3) = (2) découle du lemme précédent et (2) = (1) résulte de
la proposition 2.1. Montrons (1) = (3) : par semi-simplicité O ® K s’écrit comme
[I;—; M,,(D;) ot D; est un corps (gauche). La projection de O sur M,,(D;) est
un R-ordre O; de sorte que O C []'_, O;. La maximalité entraine qu’il y a égalité
et que chaque O; est maximal. D’aprés [24, (12.8)], D; contient un unique R-ordre
maximal A; et celui-ci est local, intégre et principal (tous les idéaux sont méme
bilatéres et puissances de I'idéal maximal). Ensuite [24, (17.3)] montre que tout ordre
maximal de M, (D;) est isomorphe & M,,,(A;) (précisément (17.3) suppose que K est
le centre de D; mais (10.5)(iii) montre que c’est vrai sans cette hypothése). O

Mentionnouns le principe local-global (dans le cas qui nous intéresse).

COROLLAIRE 2.4. — Si O est un ordre, il y a équivalence entre :

(1) O est mazimal.
(2) OQ® Zy est mazimal pour tout nombre premier £.
(3) O ®Zy est principal pour tout nombre premier .

Démonstration. (1) <= (2) est conséquence de [24, (11.6)] tandis que (2) < (3)
découle de la proposition précédente. O

Enfin nous utiliserons un énoncé de structure de modules sur des anneaux de ma-
trices.
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18 CHAPITRE 2. ORDRES PRINCIPAUX ET MAXIMAUX

LEMME 2.5. — Soient A un R-ordre intégre et principal, n > 1 un entier et M
un M, (A)-module & gauche de type fini. Si M est sans torsion comme R-module
alors il existe un entier m > 0 tel que l’on ait un isomorphisme de M, (A)-modules &
gauche M ~ M, (A).

Démonstration. Supposons dans un premier temps n = 1. Puisqu’il est sans R-torsion,
M s’injecte dans le A® K-espace vectoriel & gauche M ® K de dimension finie notée m.
Si m > 1, nous pouvons lui appliquer le théoréme (27.8) de [24] qui montre que
M ~ A™~! @ I pour un idéal 4 gauche (non nul) I de A. Par hypothése I est principal
et, comme A est intégre, I ~ A. Ainsi M ~ A™ (y compris si m = 0) d’ou le résultat.
Lorsque n est quelconque, notons e; € M, (A) pour 1 < ¢ < n la matrice dont le
seul coeflicient non nul est celui d’indice (7,%) égal & 1. Puisque la somme des e; vaut
la matrice identité, nous avons M = @ _; e;M. Chaque e;M est un A-module &
gauche et ils sont tous isomorphes comme on le voit en faisant agir les matrices de
permutations. D’aprés le cas n = 1, e; M est isomorphe & A™ pour un entier m > 0.
Ceci fournit un isomorphisme M ~ A™" de A-modules et 1’on vérifie que la structure
de M, (A)-module est bien celle donnée par la multiplication matricielle & gauche
sur M, ,(A). O
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CHAPITRE 3

SUPPORT D’UNE VARIETE ABELIENNE

Nous introduisons dans ce chapitre des notations qui facilitent considérablement la
manipulation des composantes isotypiques des variétés abéliennes.

Un corps de base K étant fixé une fois pour toutes, nous ne considérons que des
variétés abéliennes sur K sans le repréciser et cela vaut aussi pour les notions de
simplicité ou d’isogénie.

DEFINITION 3.1. — Nous notons S l’ensemble des classes d’isogénie de variétés abé-
liennes simples. Si A est une variété abélienne, son support est la partie de S formée
des classes des sous-variétés abéliennes simples de A. Nous le notons Supp A C S.

On vérifie directement que deux variétés abéliennes isogénes ont le méme support
(ainsi Supp A= Supp A pour la variété duale), que si B est une sous-variété abélienne
ou un quotient de A alors Supp B C Supp A et que le support d’un produit est 'union
des supports.

Nous rappelons qu'une variété abélienne est dite isotypique si elle est isogéne a la
puissance d’une variété abélienne simple. Les composantes isotypiques d’une variété
abélienne sont ses sous-variétés abéliennes isotypiques maximales (pour une liste de
propriétés élémentaires de celles-ci, nous renvoyons au paragraphe 3.2 de [26]). Ainsi,
d’aprés notre définition, une variété abélienne est isotypique si et seulement si son
support est un singleton. Plus généralement, le support d’une variété abélienne est en
bijection avec ’ensemble de ses composantes isotypiques : en effet, toute sous-variété
abélienne simple est contenue dans une composante, deux sous-variétés abéliennes
simples isogénes sont contenues dans la méme composante et réciproquement toute
composante isotypique contient au moins une sous-variété abélienne simple et si elle

en contient deux elles sont isogénes. En particulier, le support est toujours une partie
finie de S.

NOTATION 3.2. — Soient A une variété abélienne et T une partie de S. Nous notons

A7 la plus grande sous-variété abélienne de A dont le support est contenu dans T'.
Lorsque T est un singleton {x} nous écrivons A, = Ar.
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20 CHAPITRE 3. SUPPORT D’UNE VARIETE ABELIENNE

Cette notation rend explicite la bijection précédente : elle s’écrit a présent = — A,
et nous avons Supp A = {z € S | A, # 0}. De la méme fagon, pour une partie T
de S, nous constatons Ar = Y ., A,. L’application de somme de l'assertion (2) du
lemme 3.2 de [26] se voit comme une isogénie canonique

Dy H A, — A
reS

ou dans le produit seuls un nombre fini de facteurs sont non nuls. Cette écriture des
composantes isotypiques sous la forme A, x € Supp A, n’est bien siir qu’un moyen
canonique de les énumérer mais il s’avére fort commode, par exemple lorsque nous
disposons de deux variétés abéliennes A et B : tout morphisme ¢: A — B respecte
les composantes isotypiques et ceci s’écrit simplement ¢(A,) C B, pour tout x € S.
Un peu plus généralement, introduisons encore une notation qui sera importante dés
le chapitre suivant.

NoTATION 3.3. — Soient ¢: A — B un morphisme de variétés abéliennes et T une
partie de S. Nous notons pp: A — Br le morphisme induit par .

De maniére cohérente, nous notons aussi ¢, = @{} pour x € S. Voici quelques
propriétés élémentaires de ces morphismes induits entre composantes isotypiques.
LEMME 3.4. — Soit p: A — B un morphisme de variétés abéliennes.

(1) ¢ est surjectif si et seulement si @, est surjectif pour tout x € S.
(2) Ker est fini si et seulement si Ker ¢, est fini pour tout x € S.
(3) ¢ est une isogénie si et seulement si p, est une isogénie pour tout x € S.

Démonstration. Ces trois propriétés découlent immédiatement du fait que

<I>BO<H%> =pody

zeS
sachant que ® 4 et &5 sont des isogénies. |

La formule que nous venons d’écrire montre aussi que, pour tout couple de variétés
abéliennes A et B, 'application

Hom(4,B) — ][ Hom(A.,B.)
zeS
¢ — (Pz)oes

est injective et de conoyau fini (généralisation de 1’assertion (7) de lemme 3.2 de [26])
puisque si nous identifions son but &

Hom (H AL ] Bw> ,

zeS zeS

alors elle s’écrit ¢ — (IDJ_B1 o ¢ o &y, clairement injective et de conoyau annulé
par deg ® 4.
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Voici encore la traduction en termes de morphismes de quelques relations entre
supports.

LEMME 3.5. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.

(1) Nous avons Supp A N Supp B = 0 si et seulement si Hom(A, B) = 0.

(2) Nous avons Supp A C Supp B si et seulement s’il existe un entier n et un
morphisme surjectif B™ — A.

(3) Nous avons Supp A N Supp B C SuppC si et seulement si le sous-Z-module
Hom(C, B) o Hom(A, C) de Hom(A, B) est d’indice fini.

Démonstration. (2) S’il existe un morphisme surjectif B™ — A alors, par Passertion (1)
du lemme précédent, ’application induite B} — A, est surjective pour tout z € S.
Ainsi A, # 0 force B, # 0 ce qui signifie bien Supp A C Supp B. Réciproquement, si
cette inclusion vaut, pour z € Supp A, les deux variétés A, et B, sont isogénes a des
puissances non nulles d’une méme variété abélienne simple donc il existe un entier
n, et une surjection Bl* — A,. Avec n = max{n, | £ € Supp A}, nous avons un
morphisme surjectif B]) — A, pour tout € S donc une surjection

n

(1) — I
zeS z€eS
puis le résultat souhaité grace aux isogénies ®p et ®4. (3) Nous avons vu
que Hom(A, B) était d’indice fini dans le produit des Hom(A;, B,). En utilisant
ceci pour les trois modules d’homomorphismes, nous devons montrer que l’inclu-
sion de I’énoncé vaut si et seulement si Hom(Cy, B;) o Hom(A4,, C,) est d’indice fini
dans Hom(A,, B;) pour tout z € S, ou méme pour tout € Supp ANSupp B puisque
sinon A, = 0 ou B, = 0 donne Hom(A,, B;) = 0. En d’autres termes, il s’agit de
voir que pour z € Supp A N Supp B le sous-module Hom(C,, B;) o Hom(A4,,C,)
de Hom(A;, B;) est d’indice fini si et seulement si C, # 0. En remplacant chaque
composante isotypique par une variété isogéne, cela découle du fait immédiat que,
pour une variété abélienne non nulle D et trois entiers n, m, £ avec nm # 0, 'inclusion
Hom(D*, D™) o Hom(D"™, D*) C Hom(D"™, D™) est une égalité si £ # 0 mais Iinclu-
sion du sous-module nul dans un module infini si £ = 0 (on peut par exemple écrire
Hom (D™, D™) = M, »(End D) et ainsi de suite). Enfin (1) est un cas particulier
(facile) de (3) avec C' = 0. O

La conclusion de Dassertion (2) signifie aussi que A est isogéne & une sous-
variété abélienne d’une puissance de B. Remarquons que cette condition (sous
la forme de 1’énoncé) apparait dans le lemme 2.2 de [25] dont la derniére phrase
peut étre reformulée en disant que lapplication en question est injective si et
seulement si Supp C' C Supp A. De son coté, lassertion (3) permet de renforcer le
lemme 3.4 de [11] : au lieu de ’hypothése ad hoc que A ou B est isogéne a une
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sous-variété abélienne de C, il est valable sous la condition plus faible (et mini-
male) que Supp AN Supp B C Supp C' (puisque la démonstration utilise seulement
que Hom(C, B) o Hom(A, C') engendre Hom(A4, B) @ Q).

NOTATION 3.6. — Pour une variété abélienne A nous notons da ’application

S — N, x+— dim A,.

On constate que deux variétés abéliennes A et B sont isogénes si et seulement
si dg = dp. Par suite, I’ensemble des classes d’isogénie est en bijection avec l’en-
semble des applications f: S — N presque nulles (c’est-a-dire dont le support
{z € S| f(z) # 0} est fini). Un peu plus généralement dp < d4 équivaut a l’existence
d’un morphisme B — A de noyau fini ou encore d’une surjection A — B.

Nous pouvons distinguer les éléments de S suivant le type d’endomorphismes des
variétés simples correspondantes. Nous souhaitons en particulier isoler ceux ayant
multiplication complexe. Comme nous ne faisons pas d’extension de corps, nous tra-
vaillons avec la propriété suivante.

DEFINITION 3.7. — Une variété abélienne A est dite CM’ si End A contient un ordre
commutatif de rang 2dim A (comme Z-module).

On vérifie que cette notion est stable par isogénie, produit ou passage & une sous-
variété abélienne, ce qui entraine qu’il existe une partie Scy de S telle qu’une variété
abélienne A est CM' si et seulement si Supp A C Sow.

Usuellement on dit plutot que A est CM lorsque Az est CM'. Par exemple, une
courbe elliptique sur K = @Q peut étre CM ou non mais elle n’est jamais CM’ (en
fait si K = @Q ’ensemble Scye est vide). Nous avions introduit dans [12] (et utilisé
dans [26]) une autre propriété : nous disions que A est CCM (complétement CM)
lorsqu’elle est CM et que End A = End A%. Nous avons directement les implications
suivantes :

ACCM = A CM = A CM.

Il nous semble que cette notion intermédiaire CM’ est plus pertinente que CCM. En
premier lieu, elle dépend uniquement de A sans aucune référence a Az. Nous ver-
rons plus bas que c’est aussi la définition qui intervient naturellement dans ce travail.
Ici remarquons que tous les résultats de [12] énoncés avec hypothése CCM sont en
fait valables sous la condition plus faible CM’ : il suffit de le voir pour la proposi-
tion et la démonstration de celle-ci s’adapte presque sans changements (les variétés
abéliennes A; qui interviennent ne sont plus nécessairement géométriquement simples
mais elles sont CM’ ce qui suffit & assurer que F; est un corps CM et le théoréme
fondamental de la multiplication complexe s’applique méme si I'image de ¢ n’est pas
End A¢c ® Q tout entier).

En revanche, dans [26], ce probléme de définition a entrainé une confusion que
nous corrigeons ici : la proposition 2.6 est incorrecte telle qu’énoncée, il faut rem-
placer CCM par CM’ (Perreur est dans le paragraphe qui précéde : Iégalité de = 2g
n’entraine pas End A7z = End A ; en revanche elle signifie exactement que A est CM').
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Heureusement, ceci n’a aucune influence sur les autres énoncés de [26] puisque, lors
des deux applications de cette proposition 2.6 (dans les démonstrations des proposi-
tions 1.2 et 2.9), on utilise (a travers la proposition 2.7) le résultat de [12] qui, comme
nous venons de le voir, reste valide avec CM’ au lieu de CCM. Remarquons encore
que, dans le langage du présent texte, la proposition corrigée s’énonce : si A est MM
et Supp A N Scwr = 0 alors toute isogénie cyclique de source A est nucléaire & droite
(voir ci-dessous la définition 5.1).
Nous terminons par un lemme technique qui nous sera utile par la suite.

LEMME 3.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes. Il existe un unique élément
a € (Hom(A, B)oHom(B, A))®Q tel que pour tous ¢ € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B)
on ait poa =1 et oo = . De plus a est un élément central de End B® Q et on
a o =1idpg si et seulement si Supp B C Supp A.

Démonstration. Montrons d’abord 'unicité. Si a et 3 sont deux éléments vérifiant les
conditions demandées, nous pouvons les écrire

n m
a=Y @io et B=) ¢ioy]
i=1 i=1
ou ¢;, p; € Hom(A, B) ® Q et v;,v¢; € Hom(B, A) @ Q; alors

n m
a=) gioviof=aof=3 aocgioyi=0
i=1 i=1
Pour 'existence, notons T' = Supp A N Supp B. Puisque ’'application de restriction
End B — End Br x End Bg\r

est injective et de conoyau fini, nous pouvons définir o par ar = idp, et ag\r = 0.
De plus, dans le diagramme

(Hom(A, B) o Hom(B, A)) @ Q — (EndB)® Q@

(Hom(Ar, Br) oHom(Br,Ar)) @ @ — (End Br) ® Q,

les fleches de gauche et du bas sont des isomorphismes (pour la seconde cela découle
de lassertion (3) du lemme précédent) donc o € (Hom(A, B) o Hom(B, A)) ® Q. Pour
vérifier les relations de I’énoncé (¢ = aop et ¢ = Y o) et la centralité (eoy = xow
pour x € End B) il suffit de les montrer aprés application de ()7 et (-) g\ ot elles
deviennent évidentes (pg\7 et ¥g\r étant nuls). Enfin la construction montre aussi
a = idp si et seulement si Bg\r = 0 soit Supp B = T ou encore Supp B C Supp A. [J
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CHAPITRE 4

DEGRES PONDERES

En nous appuyant sur le formalisme du chapitre précédent, nous introduisons main-
tenant des notions de pondération des degrés d’isogénies et de faisceaux inversibles qui
seront cruciales pour séparer les contributions des composantes isotypiques. Lorsque
A est une variété abélienne, < un ordre sur S et z € S, nous notons A<, la sous-
variété abélienne Ay, cg)y<,) et de méme pour A-, ou <, et -, lorsque ¢ est un
morphisme de variétés abéliennes.

DEFINITION 4.1. — Soient < un ordre total sur S et p: S — R une application.

(1) Pour une isogénie ¢: A — B entre variétés abéliennes, on pose

de - p(z)
D(g,=.p) =[] <g%> -

z€S deg P<z

(2) Pour un faisceau inversible ample L sur une variété abélienne A, on pose

(h°<A<x, £) )"‘“”) '

DL, =,p) =[] hO(A<y, L)

zeS

(3) Pour une variété abélienne A, on pose

D(A,=,p) = [] Card(A, N A,)P@.
z€S

La finitude du support assure que chaque produit est un produit fini (puisque si z &
Supp A le facteur correspondant vaut 1) et donc que ces formules définissent bien des
nombres réels strictement positifs. Lorsque p est la fonction constante égale a 1, nous
trouvons avec les notations de (1) et (2) : D(¢p, <,p) = degp et D(L, <X, p) = h°(A, L)
(pour tout ordre). Notons aussi que D(pot), <,p) = D(p, X, p)D(¢, X, p) si p et 1 sont
des isogénies.

Voici quelques propriétés élémentaires de ces degrés.

LEMME 4.2. — Soient = et p comme dans la définition, A et B deux variétés abélien-
nes, p: A — B une isogénie et deuz faisceaur inversibles amples L sur A et M
sur B.
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(1) On a D(A,=,p) =D(®4,=,p).
(2) On a D(p"M, =%,p) = D(p, X,p)D(M, =, p).
(3) Ona

et
D(‘Ca jap) = D(A7 jap)_l H hO(AJT?‘C)p(m)
zeS

Démonstration. (1) Si x € S, 'isogénie (P 4)<, s’écrit comme composée des applica-
tions de somme

T4 — A< x A — Az,

y=2z
Comme la premiére fléche s’écrit (P 4) <, xida, et que la seconde a un noyau isomorphe
a Az, N Az, nous trouvons deg(®4) <, Card(A<, NA;) = deg(Pa) =<, d’ou le résultat.
(2) Puisque (¢*M)|a, = ¢} (M)p,.), nous avons h®(Ar, p* M) = (deg ¢1)h°(Br, M)
pour tout 7' C S. On en tire les formules voulues en prenant T'= {y € S | y < =} puis
T ={ye€S|y=<uz}pourtout z € S.(3) La premiére assertion découle de (1) et de la
formule ®p o ([T,cg%z) = 9o ®a. Pour la seconde, on emploie (1) et (2) pour obtenir
D(L, =,p)D(A, %,p) = D(®* L, <,p) qui est bien le produit des h°(A,, £)P(*). O

Le passage a une isogénie duale revient & renverser 'ordre sur S.

LEMME 4.3. — Soient < un ordre total sur S, > [’ordre opposé, p: S — R une
application et ¢: A — B une isogénie. Alors D(p, =,p) = D(¢, =,p).
Démonstration. Dans le diagramme & lignes exactes
0 — A — A — A/Ar — 0
le l% l,\
0 — Br — B — B/Br — 0

les trois fleches verticales sont des isogénies qui vérifient degp = (degpr)(deg))
(puisque leurs noyaux forment aussi une suite exacte par le lemme du serpent).
Lorsque nous dualisons le second carré,

B/Br — B
e
A/JAr — A

les applications horizontales sont injectives. Nous pouvons donc identifier A/Ar a
une sous-variété abélienne de A. Or A/Ar est isogéne & A/Ar donc & Ag\r (quasi-
supplémentaire de Ar) puis & (A\) s\r (car A et A sont isogénes). Puisque la seule

sous-variété abélienne de A isogéne a (A\) s\r est (ﬁ) s\7» c’est & celle-ci que nous
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avons identifié A/Ap. La méme chose valant pour B, l'isogénie h) correspond donc
a (@)s\r et nous concluons degy = (degyr)(degPs\r). Si z € S, nous utilisons
cette formule pour T={y € S|y >z} et T ={y € S|y = z} pour obtenir

deg P<,  degyyy

deg D=, deggys
qui donne directement le résultat. O

Des manipulations analogues avec la dualité donnent 1’énoncé suivant ol nous
utilisons la notation classique (voir [22, p. 60]) ¢.: A — A pour le morphisme associé
4 un faisceau inversible £ sur A (caractérisé par ¢z (z) = 77 L ® L2~ € Pic?(A%) =
AK) ot ¢ Az — Az est la translation par z € A(K)).

LEMME 4.4. — Soient =< un ordre total sur S, > lordre opposé, p: S — R une appli-
cation, L un faisceau inversible ample sur A et ¢o: A — A la polarisation associée
alors D(QSL, j7p) = D(‘C7 jap)D(L7 tap)

Démonstration. La composée
Ar (®e)r (A)p =~ A//AS\\T — A

coincide avec ¢, ~donc nous avons deg(¢z)r = hO(Ar, £)? Card(ArNAg\r) ™" puis
par quotient
deg(¢c)r  h(Ar, L)?
deg(éc)s\r  hO(As\r, £)%
Nous écrivons ceci pour T ={y € S |y 2z} et T ={y € S|y = =} et multiplions.
Cela donne D(¢z, <,p)D(d., =,p) = D(L, =<,p)*D(L, =,p)?. Avec br = s (voir [13,

(7.8)]) et le lemme précédent, il reste seulement & prendre la racine carrée. O
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CHAPITRE 5

ISOGENIES NUCLEAIRES

Nous passons ici en revue les définitions et propriétés de base.

DEFINITION 5.1. — Soit p: A — B une isogénie entre deux variétés abéliennes sur un
corps. Lisogénie ¢ est dite nucléaire & gauche si Hom(A, B) = End B - ¢, nucléaire
& droite si Hom(A, B) = ¢ - End A.

Remarquons immédiatement que ¢ est nucléaire & droite si et seulement si I’isogénie
duale @: B — A est nucléaire a gauche. Ce fait nous permettra de ne citer que les
énoncés pour les isogénies nucléaires & gauche, quitte a en déduire si nécessaire les
résultats correspondants a droite par dualité.

Deux familles d’exemples d’isogénies nucléaires & droite se déduisent des résultats
de [26] : d’une part, nous avons déja rappelé au chapitre 3 (lors de la discussion de
la multiplication complexe) une condition suffisante pour qu’une isogénie cyclique
soit nucléaire & droite; d’autre part, pour toute variété abélienne A, 'isogénie cano-
nique ® 4 du produit des composantes isotypiques de A vers A est nucléaire & droite
comme le montre 'argument (immeédiat) donné dans la démonstration de la proposi-
tion 3.4 de [26].

La terminologie nucléaire s’explique par la caractérisation suivante en termes de
noyaux.

LEMME 5.2. — Soit p: A — B une isogénie. Il y a équivalence entre :

(1) ¢ est nucléaire & gauche ;
(2) Ker g est lintersection des Ker 1 pour ¢ € Hom(A, B) ;
(3) Ker g est lintersection des noyaux des isogénies A — B.

Démonstration. (1) <= (2) découle de I'équivalence ¢ € End B - ¢ <= Ker ¢ C Ker.
(2) = (3) est évident.

Pour déduire (2) de (3), nous écrivons ¥ = (ny) + ¢) — ((n — 1) + ¢) donc
Ker(ny + ¢) N Ker((n — 1)1 + ¢) C Kerty pour tous ¢ € Hom(A,B) et n € Z. 1l
reste & remarquer que, pour n assez grand, ny + ¢ et (n — 1)1 + ¢ sont des isogénies
puisque n — deg(ny + ¢) est un polynéme non nul (deg ¢ # 0). |
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Pour plus de souplesse dans la suite, nous introduisons une variante locale.

DEFINITION 5.3. — Soit £ un mombre premier. Une isogénie p: A — B est
dite L-nucléaire a gauche si Hom(A,B) ® Zy = (EndB ® Z4) - ¢, a droite si
Hom(A,B)®Z¢ = ¢ - (End A ® Zy).

Bien entendu, la remarque ci-dessus pour @ vaut encore pour la £-nucléarité. Nous
obtenons sans difficulté un principe local-global.

LEMME 5.4. — Soit p: A — B une isogénie. Il y a équivalence entre :

(1) ¢ est nucléaire & gauche ;
(2) ¢ est £-nucléaire 4 gauche pour tout nombre premier £ ;
(3) ¢ est £-nucléaire & gauche pour tout nombre premier £ divisant deg .

Démonstration. (1) = (2) est clair, (2) = (3) tautologique. Pour voir (3) = (1),
notons G le groupe abélien fini Hom(A, B)/(End B - ¢). Comme la multiplication
[deg¢]: A — A se factorise & travers ¢, nous avons (deg¢)Hom(A,B) C End B - ¢
donc exposant de G divise deg ¢. Maintenant (3) signifie que la composante ¢-pri-
maire G ® Z; est nulle pour tout ¢ | deg ¢ et entraine bien G = 0 soit (1). O

En particulier, une isogénie de degré premier a £ est ¢-nucléaire & gauche (et a
droite).

En général, si A et B sont isogénes, il n'y a pas d’isogénie nucléaire entre eux
puisque le End B-module Hom(A, B) n’est pas nécessairement libre. C’est toutefois
le cas sous une condition de principalité (voir chapitre 2).

LEMME 5.5. — Soient p: A — B une isogénie et £ un nombre premier.

(1) Si ¢ est nucléaire (a gauche), elle est de degré minimal.

(2) Si End B est principal et ¢ de degré minimal, alors ¢ est nucléaire & gauche.

(3) Si End B ® Zy est principal et si la valuation £-adique vo(deg p) est minimale
alors ¢ est £-nucléaire a gauche.

(4) SiEnd B est mazimal et si deg ¢ divise tous les degrés d’isogénies A — B alors
@ est nucléaire a gauche.

Démonstration. (1) Vu la définition, degp | deg pour toute isogénie ¢p: A — B.
(2) Choisissons une isogénie x: B — A. L’idéal a gauche Hom(A, B)x de End B est
principal donc Hom(A, B)x = End B - X’ ou X’ € End B. En particulier, x' = a0 x
d’ou lon tire Hom(A,B) = End B - a. Par ¢ = o a pour un S € End B nous
voyons que « et 3 sont des isogénies et, par minimalité de deg, B est un isomor-
phisme; ainsi EndB -« = EndB - foa = EndB - ¢. (3) Nous avons de méme
Hom(A, B) ® Z; = (End B ® Z¢)a pour o € Hom(A, B) ® Z,. Si ¢ € Hom(A, B) vé-
rifie @« — ¢ € ¢ - Hom(A, B) ® Z; alors Hom(A, B) ® Z; = (End B ® Z¢)v. Ensuite
@ s’écrit Bo ot B € End B® Zy et 8 € End B® Q. Ainsi deg 8 € Q N Z; puis, par
minimalité de vy(deg ¢), nous voyons vy(deg 8) = 0. Alors (3 est un élément inversible
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de End B®Zy et donc ¢ = ot vérifie bien Hom(A, B)®Z, = (End BQZy)p. (4) s’ob-
tient grace au lemme précédent en faisant varier £ dans (3) (voir corollaire 2.4). O

Examinons maintenant le comportement des isogénies nucléaires par rapport a la
composition.

LEMME 5.6. — Soient ¢: A — B et p: B — C deuz isogénies et £ un nombre premier
tels que p o est £-nucléaire & gauche. Alors

(1) ¢ est £-nucléaire & gauche;
(2) si @ est £-nucléaire a droite, 1 est £-nucléaire ¢ gauche.

Démonstration. (1) Si f € Hom(B,C) ® Zy alors fo € Hom(A,C)® Z;, =
(EndC ® Zgy)p o p dou f € (EndC ® Zg)p. (2) Si ¢ € Hom(A4,B) ® Zy,
pog € Hom(A,C) ® Zy = (EndC ® Zy4)p o ¢ donc, comme (EndC ® Zy)p =
Hom(B,C) ® Z; = ¢(End B ® Zy), il vient g € (End B ® Z;)v. O

En faisant varier £ par le lemme 5.4, cet énoncé vaut a l’identique sans £ mais il
permet aussi d’établir le résultat suivant.

LEMME 5.7. — Soient ¢v: A — B et p: B — C deux isogénies de degrés premiers
entre eux. Alors p o1 est nucléaire 4 gauche si et seulement si ¢ et ¥ le sont.

Démonstration. Par le lemme 5.4, il suffit de démontrer ’assertion avec ¢-nucléaire
pour £ premier. Si ¢ o1 est £-nucléaire & gauche, il en va de méme de ¢ (lemme 5.6,
(1)). Si £ ) degt, v est f-nucléaire & gauche. Si £ | dege alors £ ) degy par
hypothése donc ¢ est £-nucléaire a droite puis ¢ est £-nucléaire a gauche (lemme 5.6,
(2)). Réciproquement, supposons ¢ et 9 f-nucléaires a gauche. Si £ [ degy
alors ¢! € Hom(C, B) ® Zy donc Hom(A,C) ® Zy = pp *Hom(A,C) ® Zy C
¢ -Hom(A, B) ® Zy = ¢p(End B ® Z)Y = p(End B ® Z¢)p~otp C (End C ® Zg)pip.
Si £ J deg® on a de méme Hom(A,C) ® Z, = (Hom(A,C) ® Z,)yp~1y C
(Hom(B,C) ® Z¢) = (End C ® Zg) ). O

Nous aurons également besoin d’un résultat sur le produit fibré sous une condition
similaire de coprimalité.

LEMME 5.8. — Soient f: B — A et g: C — A deux isogénies de degrés premiers entre
eut.

(1) Le produit fibré D = B x4 C est une variété abélienne, les morphismes struc-
turauz f': D — C et g¢: D — B sont des isogénies avec Ker f' ~ Ker f
et Ker g’ ~ Kerg.

(2) Si f est nucléaire & gauche, il en va de méme de f’.
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Démonstration. Nous réalisons D comme le noyau du morphisme de variétés abélien-
nes (f,—g): B x C — A. Ceci fournit directement Ker f' = DN (B x 0) ~ Ker f
et de méme Kerg’ ~ Kerg. Comme D a la méme dimension que A, B et C,
il reste seulement & voir que D coincide avec sa composante neutre D°. Or
f' (D% = f/(D) = C par dimension donc D/D° s’identifie & Ker f’/(D° N Ker f’).
Ceci fournit Card(D/D°) | deg f. On a de méme Card(D/D°) | degg d’ott D = D°
par coprimalité. (2) Fixons un premier £ et montrons que f’ est f-nucléaire a gauche.
Sif fdegf = degf’, il n’y a rien & faire. Sinon ¢ J degg d’ou Hom(D,C) ® Z; =
g '(Hom(B,A) ® Zs)g' = g '(EndA ® Zy)f og = g Y (End A ® Zy)go f' =
(End C ® Zy) f'. |

Nous avons encore un énoncé sur les puissances.

LEMME 5.9. — Soit ¢: A — B wune isogénie nucléaire a gauche. Pour tout n > 1,
p*™: A™ — B™ est nucléaire a gauche.

Démonstration. Dans Hom(A"™, B™) ~ M,,(Hom(A, B)), la puissance ¢*™ s’identifie &
la matrice diagonale de coefficients diagonaux égaux a . Il est alors clair que cette ma-
trice engendre M, (End B-¢) comme module a gauche sur M,,(End B) ~ End(B™). O

Rappelons que, comme dans [25], deux variétés abéliennes isogénes sont dites si-
milaires lorsqu’elles ont des puissances isomorphes.

COROLLAIRE 5.10. — Soient A et B deux variétés abéliennes similaires. S’il existe
une isogénie nucléaire a4 gauche B — A alors c’est un isomorphisme. Si End A est
principal alors A et B sont isomorphes.

Démonstration. 11 suffit de démontrer la premiére assertion puisque lorsque End A est
principal toute isogénie de degré minimal est nucléaire & gauche (assertion (2) du
lemme 5.5). Soit donc ¢: B — A une isogénie nucléaire & gauche. Par hypothése, il
existe n > 1 tel que A™ et B™ sont isomorphes. Par suite les seules isogénies B" — A"
nucléaires a gauche sont les isomorphismes. D’aprés le lemme 5.9, nous avons donc
(deg )™ = 1 puis ¢ est un isomorphisme. |

Plus généralement, ces arguments (et la dualité) permettent de montrer que si A
et B sont deux variétés abéliennes isogénes dont I'une a un anneau d’endomorphismes
principal alors, pour tout entier n > 1, le degré minimal d’une isogénie A™ — B"™ est
le degré minimal d’une isogénie A — B élevé a la puissance n.

Considérons une variété abélienne A telle que End A = 7Z et B une variété abélienne
qui lui est isogéne mais non isomorphe (en particulier End B = 7Z). D’aprés I’assertion
(2) du lemme 5.5, il existe deux isogénies ¢: A — B et ¢: B — A nucléaires a gauche.
En revanche ¢ x 9p: A x B — B x A n’est pas nucléaire & gauche puisque son but
et sa source sont isomorphes. Cet exemple montre que le produit de deux isogénies
nucléaires a4 gauche n’est pas en général nucléaire & gauche. C’est toutefois le cas
lorsque leurs sources sont & supports disjoints.
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LEMME 5.11. — Soient p: A — B et ¢: C — D deuz isogénies nucléaires & gauche.
Si Hom(A, C) = 0 alors ¢ x 1 est une isogénie nucléaire & gauche.

Démonstration. C’est immédiat puisque I’hypothése entraine que Hom(A, D)
et Hom(C, B) sont nuls et donc que tout morphisme A x C — B x D s’écrit
f X gavec f € Hom(A, B) et g € Hom(C, D). |
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FACTORISATIONS

Une isogénie nucléaire factorise tous les morphismes entre deux variétés abéliennes
fixées mais une telle isogénie n’existe pas toujours. En faisant varier I'une des deux
variétés dans une famille, nous obtenons un résultat inconditionnel de factorisation.

Pour ’énoncer, nous considérons une famille (stable par isomorphismes) A de va-
riétés abéliennes (toutes sur le méme corps de base qui reste fixé) et les axiomes de
stabilité suivants :

(A1) Si A;, A € Aalors A; x Ay € A.
(A2) Si A€ Aet A est une sous-variété abélienne de A alors A’ € A.

Nous avons aussi la propriété duale de (A2) :
(A2)* Si A € Aet A’ est une sous-variété abélienne de A alors A/A’ € A.

Si nous définissons A* = {4 | A € A} alors A vérifie (A1) si et seulement si
A* vérifie (A1) tandis que A vérifie (A2) si et seulement si A* vérifie (A2)* (en effet,
si A’ est une sous-variété abélienne de A alors A/A’ est la duale d'une sous-variété
abélienne de A).

PROPOSITION 6.1. — Soient A une famille non vide de variétés abéliennes vérifiant
(A1) et (A2) et B une variété abélienne quelconque. Il existe C € A et un morphisme
surjectif f: B — C tel que tout morphisme B — A avec A € A se factorise a
travers f.

Démonstration. Considérons la famille de tous les sous-schémas en groupes de B qui
s’écrivent comme noyau d’un morphisme B — A avec A € A puis leur intersection G.
Le quotient f: B — C = B/G vérifie clairement la propriété de factorisation donc il
suffit de vérifier que C est une variété abélienne élément de A. Or, par noethérianité,
G est une intersection finie de Ker f; ou f;: B — A;, A; € Apuis G = Ker(f1,..., fn)
ou (f1,...,fn): B— Aavec A= A; x--- x A, € Apar (Al). Ainsi C s’identifie &
I'image de ce morphisme donc & une sous-variété abélienne de A qui appartient a A
par (A2). O

Le couple (C, f) est unique a isomorphisme prés. De maniére compacte, nous pou-
vons écrire sa propriété sous la forme Hom(B, A) = Hom(C, A) - f. Nous dirons dans
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cette situation que f engendre ou est un générateur de Hom(B, 4). Nous déduisons
aussi de la proposition sa version duale : si A vérifie (A1) et (A2)*, il existe D € A
et g: D — B de sorte que Hom(A, B) = g - Hom(A, D).

Nous introduisons maintenant des familles auxquelles s’applique ce résultat.

DEFINITION 6.2. — Soient A et B deux variétés abéliennes. Nous dirons que B est une
descendante de A o gauche (respectivement, & droite) s’il existe un entier naturel n
et une sous-variété abélienne C de A™ telle que B ~ C (respectivement, B ~ A™/C).
Nous dirons que B est une descendante de A s’il existe un entier naturel n et deux
sous-variétés abéliennes emboitées C C D de A™ telles que B ~ D/C. Nous notons
D(A) (respectivement Dy(A), Da(A)) Uensemble des descendantes de A (respective-
ment, des descendantes a gauche, & droite).

Ces familles sont en fait minimales pour les propriétés précédentes.

LEMME 6.3. — Soit A une variété abélienne.

(1) Dgy(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (Al
(2) Da(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (A
(3) D(A) est le plus petit ensemble contenant A et vérifiant (Al

~—_ =

Démonstration. 11 s’agit d’une suite de vérifications trés élémentaires. Contentons-
nous de montrer & titre d’illustration que D(A) vérifie (A1) et (A2). SiC C D C A"
et C' C D' C A™ alors C x C' C D x D' C A"*™ et D/C x D'/C’ est isomorphe
a (D x D")/(C x C'). D’un autre coté, toute sous-variété abélienne de D/C s’écrit
E/Cpour CCECDCA™ O

Ce lemme contient aussi les inclusions suivantes (trés simples par ailleurs) : si
x € {g,d,0} alors D,(A) C D(A) et si B € D,(A) alors D,(B) C D.(A). Les défini-
tions donnent aussi directement D, (A™) = D.(A) et 'on en déduit que si A et B sont
similaires alors D,(A) = D.(B). Par dualité, nous avons Dy(A4) = {E | B € ’Dg(;l\)}.
Le lecteur trouvera dans le chapitre 18 divers exemples de variétés abéliennes pour
lesquelles nous explicitons les ensembles correspondants D, (+).

Faisons & présent le lien avec les isogénies nucléaires.

LEMME 6.4. — Dans le cadre de la proposition 6.1, si B est isogéne a un élément
de A, alors f est une isogénie nucléaire & gauche.

Démonstration. Soit g: B — A une isogénie avec A € A. Il existe donc ¢: C — A tel
que g = po f puis Ker f C Ker g est fini. Comme f est surjectif, c’est une isogénie et
elle est nucléaire & gauche car tout morphisme B — C se factorise a travers f. O

Dans le cas des descendantes & gauche, nous obtenons une équivalence.

LEMME 6.5. — Soit p: A — B une isogénie. Elle est nucléaire 4 gauche si et seulement
si elle factorise tous les morphismes de Hom(A, Dy(B)).
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Démonstration. Un sens découle du lemme précédent. Pour ’autre, supposons ¢ nu-
cléaire & gauche et soient C € Dy(B) et ¢: A — C. Par définition nous disposons
d’une injection ¢: C — B™ et 9 induit n morphismes A — B qui se factorisent
tous par ¢. Nous avons donc ¢ o ¥ = x o ¢ pour un morphisme x: B — B". Alors
x(B) C ¢(C) donc x s’écrit Lo A avec A: B — C et nous trouvons bien ¢y = Aop. [

En particulier, lorsque deux variétés abéliennes A et B sont isogénes, il n’existe pas
en général d’isogénie A — B nucléaire & gauche mais il existe toujours une isogénie
A — C nucléaire a gauche vers une descendante a gauche C de B qui factorise tous
les morphismes A — B.

Nous utiliserons principalement ce qui précéde en lien avec la notion de variété
abélienne MM (définie dans l'introduction).

LEMME 6.6. — Toute variété abélienne admet dans sa classe d’isogénie une descen-
dante a gauche MM et une descendante a droite MM.

Démonstration. Le coté gauche découle de la proposition 2.3 de [25], le droit s’en
déduit par dualité. O

En revanche, il n’y a pas en général de variété MM non nulle dans Dy(A) N Dy(A)
(voir 'exemple des variétés A, développé dans le chapitre 18).

LEMME 6.7. — Soit A une variété abélienne MM. Nous avons Dg(A) = Dq(A) = D(A).
Toutes les descendantes de A sont MM. Deux descendantes isogénes de A sont simi-
lagres.

Démonstration. Si B € D(A) nous écrivons B ~ D/C ou C C D C A™ sont des
sous-variétés abéliennes. Par le théoréme 1.2 de [25], C' et D sont MM et C est un
facteur direct de D. Par suite, B est isomorphe & une sous-variété abélienne de D
donc de A™ d’ou B € Dy(A). Comme B est facteur direct de A™, nous avons aussi
B € Dy4(A). Le méme résultat montre que B est MM. Enfin, la derniére assertion
résulte de la proposition 1.5 de [25] appliquée & une puissance de A. O

Ainsi la relation de descendance devient symétrique dans une classe d’isogénie
de variétés MM : si A et B sont MM et isogénes alors B € D(A) si et seulement
si A € D(B) puisque ceci équivaut & dire que A et B sont similaires.

COROLLAIRE 6.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes isogénes. Si B est MM,
il existe un entier n > 1 et une isogénie A™ — B™ nucléaire & gauche.

Démonstration. Nous avons vu qu'il existait C € Dy(B) et ¢p: A — C nucléaire a
gauche. Par le lemme précédent, B et C' sont similaires d’ot C"* ~ B™ pour un entier
n > 1. Ainsi la composée de p*™: A™ — C"™ et de I'isomorphisme C™ ~ B™ répond
au probléme par le lemme 5.9. O
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Le lemme 6.7 permet aussi de voir que, si A est simple et End A principal, alors
les descendantes de A sont les puissances de A. En effet, une sous-variété abélienne B
d’une telle puissance est isogéne & A™ pour un certain entier m € N (puisque A est
simple). Par le lemme 6.7, elle est donc similaire & A™. Comme End A™ = M,,,(End A)
est principal (lemme 2.2), le corollaire 5.10 montre que B est isomorphe a A™.

Mentionnons un résultat de finitude.

LEMME 6.9. — Soient A une variété abélienne et d un entier. Il n’y a qu’un nombre
fini d’éléments (& isomorphisme prés) de D(A) de dimension au plus d.

Démonstration. 1l s’agit d’une généralisation assez directe de la proposition 1.4 de [25]
et de sa démonstration. En effet, cet énoncé donne le résultat pour Dy(A) et donc en
particulier le présent lemme si A est MM. Si A est quelconque, nous choisissons une
variété abélienne A’ isogéne a A et MM puis deux isogénies p: A — A’ et p: A’ — A
telles que p o est la multiplication par un entier N > 1. Si B € D(A), il existe n > 1
et C C D C A™ avec B ~ D/C. Posons B’ = (¢*™)(D)/(¢*™)(C) € D(A’). Par le
cas MM, il n’y a qu'un nombre fini de choix pour B’ lorsque dim B = dim B’ < d.
Puisque ¢ *" induit une isogénie B’ — B de noyau contenu dans Ker[N], il n’y a
également qu’un nombre fini de choix pour le quotient B. O
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CHAPITRE 7

FAMILLES PRIMAIRES

Ce chapitre s’articule autour de la définition suivante.

DEFINITION 7.1. — Une famille G de classes d’isomorphie de groupes abéliens finis
est dite primaire si pour tout couple de groupes abéliens finis G et G' de cardinauz
premiers entre eur nous avons : G x G' € G <— G,G' €gG.

Dans un premier temps, nous traduisons cette notion en termes numeériques.

DEFINITION 7.2. — Une partie N' de N\ {0} est dite primaire si, pour tout couple
d’entiers naturels non nuls n et n’ premiers entre euzx, nous avons : nn' € N <+

n,n' € N.

Il revient au méme de dire que la famille de groupes {Z/nZ | n € N'} est primaire
au sens précédent ou encore que la fonction caractéristique de N est multiplicative
(au sens de la théorie analytique des nombres).

LEMME 7.3. — Une partie primaire de N\ {0} est stable par pged et ppcm. En par-
ticulier son plus petit élément est le pgced de tous ses éléments et, s’il existe, le plus
grand élément en est le ppcm.

Démonstration. Elémentaire. O

Nous notons rad: N\ {0} — N\ {0} application qui & un entier associe son radical
(le produit des nombres premiers qui le divisent) et exp ’application qui & un groupe
fini associe son exposant.

LEMME 7.4. — Soit u une application de l’ensemble des classes d’isomorphie de grou-
pes abéliens finis vers N\ {0} telle que
(1) radou | exp;
(2) si G et G' sont deuz groupes abéliens finis de cardinaux premiers entre eut,
uw(G x G') = u(G@)u(G).
Si G est une famille primaire comme dans la définition 7.1 alors u(G) est une partie
primaire de N \ {0}.
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Démonstration. Soient n et n’ deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Sup-
posons dans un premier temps nn’ € u(G). Ecrivons nn’ = u(G") avec G” € G puis
G’ = G x G’ de sorte que les couples (Card G, Card G'), (Card G,n’) et (n, Card G’)
soient premiers entre eux (cela signifie seulement que 1’on regroupe les composantes
primaires de G” en mettant celles correspondant a des premiers divisant n dans G
et les autres dans G’). Alors G,G' € G et nn' = u(G)u(G’) par (2). D’aprés
(1), les couples (u(G),n’') et (n,u(G’)) sont premiers entre eux ce qui entraine
n=u(G) et n’ = u(G') donc n,n’ € u(G). Réciproquement, supposons n,n’ € u(G).
Nous écrivons n = u(G1) avec G; € G puis G; = G X Gy ou radCardG | n
et pged(n, Card G3) = 1. Par (2), n = u(G)u(G2) et u(G2) est premier a n d’aprés

(1). Ainsi n = u(G). De méme, nous pouvons écrire n’ = u(G') avec G’ € G
et rad Card G’ | n’. En particulier, Card G et Card G’ sont premiers entre eux donc,
par (2), nn’ = u(G x G') € u(G). O

Nous utiliserons ce lemme pour u = Card ou v = exp mais il s’applique aussi & des
variantes comme u = rad exp, ou u = Card / exp voire u = pged(exp?,2019).

Dans le reste de ce chapitre, nous montrons que certaines familles de noyaux d’isogé-
nies sont primaires. Nous supposons que le corps de base K de nos variétés abéliennes
est de caractéristique nulle afin de pouvoir sans risque identifier un noyau d’isogénie
au groupe abélien fini de ses K-points. Voici tout d’abord un résultat préliminaire de
fission d’isogénie.

LEMME 7.5. — Soient f: A — B une isogénie et Ker f = G & G’ une décomposition
de son noyau telle que les cardinaux de G et G' sont premiers entre euz. Il existe
une factorisation de f en deux isogénies p: A — C et ¢p: C — B pour lesquelles

Kerp = G et Kery ~ G'. De plus C est isomorphe & une sous-variété abélienne
de A x B.

Démonstration. Puisque pged(Card G,Card G’) =1, nous pouvons écrire
G = Ker f N Ker[Card G] qui montre que G est défini sur K et que C = A/G est
I'image du morphisme ([Card G], f): A — A x B. La factorisation est immédiate et
Kery =Ker f/G ~ G'. |

Citons aussi une variante sans fixer ’isogénie de départ.

COROLLAIRE 7.6. — Soient A et B deux variétés abéliennes isogénes et n > 1 un
entier. Il existe une sous-variété abélienne C' de A X B et deux isogénies ¢: C — A
et : C — B telle que raddeg ¢ | n et degt)p est premier a n.

Démonstration. 11 suffit de choisir une isogénie quelconque f: A — B et une décom-
position Ker f = G & G’ ou rad Card G | n et Card G’ est premier & n. Le lemme
fournit le résultat quitte a renverser l'isogénie entre A et C (ce qu’il est possible de
faire sans changer le radical de son degré). O
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Tout est maintenant en place pour montrer que les familles de noyaux d’isogénies
qui nous intéressent sont primaires. Pour énoncer le résultat, nous introduisons une
notation : dans le cadre de la proposition 6.1, le noyau de f ne dépend que de B et A,
nous le notons Ker(B, A).

THEOREME 7.7. — Soit B une famille de variétés abéliennes telle que
(1) si B € B et B’ isogéne a B alors B' € B;
(2) si B1,Bsy € B, il existe B € B et des morphismes By — B, By — B de noyauz
finis.
Alors la famille de tous les noyauzx d’isogénies nucléaires o gauche entre éléments
de B est primaire. Si de plus A est une famille de variétés abéliennes vérifiant (Al)

et (A2) telle que tout élément de B est isogéne & un élément de A alors la famille
{Ker(B, A) | B € B} est primaire.

Démonstration. Pour alléger et traiter en paralléle les deux résultats, nous dirons ici
qu’une isogénie est convenable si elle est nucléaire a gauche entre éléments de B dans
le premier cas et si elle remplit les conditions de la proposition 6.1 entre sa source
dans B et A dans le second cas. Par le lemme 6.4, une isogénie convenable est toujours
nucléaire & gauche. Nous notons G la famille des noyaux des isogénies convenables.
Nous devons montrer que G est primaire. Soient donc deux groupes abéliens finis G
et G’ de cardinaux premiers entre eux. Supposons tout d’abord G x G’ € G. Fixons
une isogénie convenable f: B — A avec Kerf ~ G x G'. Le lemme 7.5 fournit
une factorisation f = pop ot p: B — C et ¢: C — A vérifient Kerp ~ G et
Ker® ~ G’. Pour établir G’ € G montrons que 7 est convenable. Pour cela notons
d’abord que C € B par (1) puisque C est isogéne & B € B. Par le lemme 5.7, ¢ est
nucléaire & gauche. Cela suffit dans le premier cas, dans le second nous considérons
un morphisme g: C — A’ avec A’ € A. Nous savons que g o ¢ se factorise a travers
f =1 oy donc g se factorise & travers 1. Ceci montre que ¥ est convenable et donc
G’ € G. Par symétrie G € G. Pour la réciproque supposons & présent G,G’ € §.
Fixons des isogénies convenables f: B — A et f': B — A’ avec Kerf ~ G et
Ker f' ~ G'. Par (2), choisissons C' € B tel que A et A’ sont isogénes a des sous-variétés
abéliennes de C. Dans le second cas, nous imposons méme C € A. Sélectionnons
encore des variétés abéliennes simples D1, ..., D,, vérifiant les propriétés suivantes :
Ax Dy x---xD, est isogéne & C'; si D; est isogéne & une sous-variété abélienne de A
alors D; est isomorphe & une sous-variété abélienne de A ; sinon D; est isomorphe a
une sous-variété abélienne de C'. Ces conditions assurent que A= Ax Dix---xD, est
un élément de B et, dans le second cas, de A. De méme B=Bx Dix.---x D, €B.
Montrons alors que f: fxid: B— A (de noyau G) est convenable. Soit g: B> E
ot E = A dans le premier cas et E € A dans le second. Nous devons montrer que g
se factorise a travers f Or g est la donnée de morphismes B — F et D; — E donc
il suffit de voir que ceux-ci se factorisent & travers les facteurs de f Pour D; c’est
immeédiat puisque tout D; — E se factorise & travers idp,. Montrons donc seulement
qu’un morphisme B — E se factorise & travers f. Dans le second cas, cela revient
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exactement & dire que f est convenable. Dans le premier cas, B — FE se décompose en
morphismes B — A et B — D;. Si D; n’est pas isogéne & une sous-variété abélienne
de A alors le morphisme B — D; est nul. Nous pouvons donc nous limiter & un
morphisme h: B — D avec D C A (ceci inclut D = A). Comme f est nucléaire a
gauche, toh = xo f pour l'inclusion ¢: D — A et un endomorphisme x de A. Ensuite,
X(A) C D donc x s’écrit ¢t o A pour A: A — D et nous avons bien la factorisation
cherchée h = X\ o f. Ceci termine la démonstration du fait que fest convenable. De
meéme, nous pouvons remplacer f’ par une isogénie convenable, de méme noyau G’
et de but isogéne a C. En d’autres termes, nous aurions pu faire notre choix initial
d’isogénies convenables f et f’ en imposant de plus A et A isogénes. Nous le supposons
désormais.

Appliquons a présent le corollaire 7.6 aux variétés A et A’ et n = Card G’. Notons
p: A" — Aet ¢p: A” — A’ les isogénies obtenues. Nous avons A” € B et, dans le
second cas, A” € A (par A” C A x A"). Formons alors les trois carrés cartésiens :

B" ﬁ) _/> B’

B,
lfé lf{ lf’
B, Lo o4 Low
[ e

f

B —

et posons [ = fiofs: B” — A”.Lelemme 5.8 s’applique aux trois carrés (coprimalité
des degrés) et en particulier toutes les isogénies f1, fo, f1, f4 sont nucléaires & gauche.
Il en va donc de méme de f” (lemme 5.7). De plus G x G’ ~ Ker fo®Ker f§ C Ker f” et
il y a égalité puisque deg " = deg f2-deg f}. Ceci termine de prouver G x G’ € G dans
le premier cas. Dans le second, nous devons encore établir que f” est convenable. Soit
donc g: B” — E € A. Nous devons montrer que g se factorise a travers f” c’est-a-dire
Ker f” = Ker fo @ Ker f; C Kerg et par symétrie il suffit d’établir Ker fo C Kerg.
Comme f5 est de degré premier & N = deg¢’o f5, on a N Ker fy = Ker f5 donc il suffit
méme de voir N Ker f, C Ker g soit Ker f, C N~! Ker g = Ker Ng. Or Ng se factorise
a travers ¢’ o fi en un morphisme ¢’: B — E qui lui-méme (f étant convenable) se
factorise a travers f en ¢”: A — E. Nous avons alors Ng = g"” o p o f] o fo qui donne
bien Ker fo C Ker Ng comme prévu. O

Les conditions (1) et (2) du théoréme sont satisfaites par exemple si B est formée
d’une seule classe d’isogénie ou bien si B est stable par isogénies et produits. Lors-
qu’une famille A vérifiant (A1) et (A2) est fixée (comme par exemple A = D,(A) ou
A = D(A)) nous pouvons remplir simultanément les conditions (1) et (2) et ’hypo-
thése que tout élément de B est isogéne 4 un élément de A en choisissant pour B la
réunion des classes d’isogénie d’une partie idoine de A comme :

— un singleton,
— A tout entier,
— {AeA|da< f}ou f: §— NU{oo} est une application arbitraire.
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CHAPITRE 8

ANNEAUX DE LEFSCHETZ /-ADIQUES

Dans ce chapitre, la lettre ¢ désigne toujours un nombre premier différent de la
caractéristique du corps de base K (fixé¢) de nos variétés abéliennes. Lorsque A est
une variété abélienne (sur K donc), nous notons T;(A) son module de Tate ¢-adique
qui est un Zy-module libre de rang 2 dim A. L’anneau des endomorphismes End A agit

naturellement sur Ty(A) et, pour ¢ € End A, nous notons encore ¢ ’endomorphisme
induit de Ty(A).

DEFINITION 8.1. — Dans ce cadre, nous appelons anneau de Lefschetz £-adique
de A lanneau des endomorphismes du End A ® Zg-module Ty(A) et nous le notons

Ay (A) = Endgng A®%Zy (TZ(A))

Comme sous-Zg-module de Endg,(T¢(A)), lanneau A,;(A) est notamment
un Zg-module libre de rang fini.

La terminologie s’inspire de celle de Milne [21] qui appelle groupe de Lefschetz le
groupe des symplectomorphismes de Ay(A) ® Q, (voir ci-dessous).

LEMME 8.2. — Si A et B sont deux variétés abéliennes, nous disposons d’un mor-
phisme d’anneaux naturel Ay(A x B) — Ag(A) dont le conoyau est fini. De plus ce
morphisme est injectif si et seulement si Supp B C Supp A.

Démonstration. Nous écrivons Ty(A x B) = Ty(A) & Ty(B) et, pour définir notre
morphisme, nous montrons que, si u est un End(A X B) ® Zs-endomorphisme de
T,(A) ® Ty(B), il laisse stable le sous-module T;(A) et lapplication induite est
(End A ® Zy)-linéaire. En effet, si nous notons p;: A x B — A x B le projecteur sur
le premier facteur, son action sur T;(A X B) correspond au projecteur sur Ty(A) et la
formule u o p; = p; o u donne bien la stabilité. De méme pour ¢ € End A la relation
uwo (p x idg) = (¢ X idp) o u entraine que l’application induite respecte I’action
de ¢ sur Ty(A). Pour établir le reste de ’énoncé, nous utilisons le lemme 3.8. Il nous
donne deux entiers m, N > 1 ainsi que des morphismes ¢1,...,p, € Hom(A, B)
et ¢1,...,%, € Hom(B, A) tels que I'élément 8 = Y | ¢; 0 9; € End B est central
et vérifie ¢ o 8 = N et S0 p = N pour tous ¢y € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B) (le
lien avec 1’élément o de I’énoncé du lemme 3.8 est donné par 5 = Na).
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Afin de montrer la finitude du conoyau, nous montrons qu'’il est de N-torsion
c’est-a-dire que pour v € Ay(A) nous devons montrer que Nv provient d’un élément
de Ay(A x B). Posons pour cela w = Z?:l @i o v o ;. Vérifions en premier lieu
que w € Ay(B) : cela signifie w o x = x ow pour tout x € End(B) et résulte du calcul
suivant ol nous avons omis de noter la composition pour alléger

N’LUX = Z (Pivai Z %W/JzXﬂ Z Z %U%X%l/}g

i=1 =1 j=1
= Z Z Pitixpv; = Z Bxeiv; = Z Nxepjvh; = Nxw.
i=1 j=1 j=1

De maniére analogue, nous montrons

n n

Ypw = Z Ypivh; = Z v = Noy

i=1 i=1
pour tout ¥ € Hom(B,A) et wo ¢ = p o Nv pour ¢ € Hom(A4, B). Ces égali-
tés montrent que 'endomorphisme Nv X w de Ty(A) & Ty(B) définit un élément de
Ay(A x B) d’ou le résultat pour le conoyau.

Supposons & présent Supp B C Supp A. Nous conservons les notations précé-

dentes et nous avons maintenant S = [N]. Soient u un élément du noyau de
Ay(A x B) — Ag(A) et y € Ty(B). Nous avons

sz Zsoz (Wi(y)) =

car ¥;(y) € Ty(A) et u est nul sur Ty(A). Nous avons donc u(y) = 0 (car Ty(A X B) est
sans torsion) et ainsi u est également nul sur Ty(B) d’ou u = 0.

Réciproquement, supposons que notre application Ay(A x B) — Ay(A) soit in-
jective. Pour avoir l'inclusion Supp B C Supp A4, nous devons montrer 3 = [N]. Or
Pélément x = S —[N] du centre de End(B) définit un élément de A,(B). Par construc-
tion, il vérifie x o ¢ = 0 et 9 o x = 0 pour tous ¢ € Hom(B, A) et ¢ € Hom(A, B).
Ceci signifie que le produit 0 x x définit un élément de Ay(A X B) et notre hypothése
d’injectivité fournit donc bien x = 0. O

La premiére partie du lemme permet de voir Ty(A) et symétriquement Ty(B) comme
A¢(A x B)-modules et donc de formuler le résultat important suivant.

PROPOSITION 8.3. — Soient A et B deux variétés abéliennes. L’application naturelle
HOIIl(A, B) Q Zp —> HOInAe(AxB)(Tg(A), TZ(B))

est un isomorphisme.

Démonstration. Nous pouvons voir cette application comme 1’une des quatre compo-
santes de
End(A X B) Q %y —> EndAg(AxB)(TZ(A X B))
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en vertu de la décomposition End(A x B) ~ End A ® Hom(A, B) & Hom(B, A) ® End B
et de méme pour End(Ty(A) ® T;(B)). Il nous suffit donc en fait de montrer la bijec-
tivité de
a: EndA® Z;, — EndAZ(A)(Tg(A))
pour toute variété abélienne A (c’est le cas A = B de I’énoncé sachant que A,(A?) agit
sur Ty (A) a travers A;(A)). Nous pouvons méme nous contenter d’établir que o ® idg,
est un isomorphisme car nous savons que End A ® Z;, — Endz, (T¢(A)) est un mor-
phisme injectif dont I'image est un Z,-module saturé (voir [13, (12.10)]). Maintenant
I’isomorphisme
End A ® Q; — Endy,a)eq,(Te(4) @ Q)

est une conséquence du résultat de bicommutation dans une algébre centrale simple
(théoréme 4.10 page 222 de [16]) : dans la Q-algébre B = Endq,(T¢(4) ® Q)
centrale simple, nous voyons % = End A ® QQy comme sous-Q,-algébre semi-simple ;
alors le commutant de 2 dans B s’identifie & Endy (T¢(A) ® Q) =~ Ay(A) @ Qg et le
bicommutant & Endy,4)eq, (Te(A) ® Q) ; le théoréme affirme que ce dernier coincide
avec 2. O

L’écriture dans cette démonstration de Ay(A) ® Qp comme commutant montre
aussi qu’il s’agit d’une QQ-algébre semi-simple (exercice 12 page 226 de [16]) et donc
que Ay(A) est un Zy-ordre au sens du chapitre 2.

Dans le cadre du lemme 8.2, si Supp B C Supp A, nous avons un isomorphisme
Ay(A x B) @ Qp ~ Ay(A) ® Q. Par suite, lorsque Supp A = Supp B, nous trouvons
en composant un isomorphisme naturel Ay(A) @ Qp ~ Ay(B) ® Q. Il est facile de voir
(en considérant A x B x C') que si Supp A = Supp B = Supp C les trois isomorphismes
naturels entre Ay(A) ® Qp, Ae(B) ® Qr et Ay(C) ® Q, sont compatibles, ce qui nous
permet d’identifier ces espaces. Formellement, nous associons & chaque partie finie T’
de S la Qy-algébre

Wi(T) = lim  Ay(A) @ Q.
Supp A=T

Chaque projection ma: Wy(SuppA) — Ay(A) ® Q¢ est un isomorphisme et
nous pouvons alors identifier sans risque A¢(A) & son image réciproque 7, (Ay(A))
dans Wy (Supp A). Par exemple, lorsque Supp B C Supp A, lapplication du lemme 8.2
s’écrit maintenant comme une inclusion Ay(A x B) C Ay(A). Au-dela, ces identifica-
tions autorisent une formulation simple des faits suivants.

LEMME 8.4. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.

(1) Si Supp A = Supp B alors Ay(A x B) = Ay(A) N Ay(B).

(2) SiSupp B C Supp A, Ay(A x B) ={u e Ay(A4) | u(Ty(B)) C Ty(B)}.

(3) Sil existe une isogénie A — B de degré premier a £ alors Ag(A) = Ae(B).

(4) Si l’on a une suite exacte 0 - A — B — C — 0 avec Supp A = Supp B alors
A(B) € A(A).

(5) Sil’on a une suite exacte 0 - A — B — C — 0 avec Supp B = Supp C alors
A¢(B) C Ag(O).
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Démonstration. Grace & notre identification, si SuppA = SuppB et
u€A(A) @ Qe =Ae(B)® Qe mnous avons u(p(x))=e(u(zr)) pour tous
¢ € Hom(A, B) ® Q¢ et = € Ty(A) ® Q. Dans ce cas, pour montrer que u € Ay(A)
il suffit de montrer que, comme endomorphisme de Ty(A) ® Qy, il laisse stable le
sous-module Tp(A). (1) Nous avons Ay(A x B) C Ae(A) N Ay(B) et réciproquement
siu € Ap(A) N Ag(B) il laisse stable Ty(A) et T;(B) donc T;(A x B) = T;(A) @ T;(B).
(2) L’action de Agz(A) sur Ty(B) ® Q, est donnée par I’'application A;(4A) @ Qp =
Ay(A x B)® Q¢ — Ae(B) ® Q. Ainsi u € Ay(A) laisse stable T;(A) & T;(B) si et
seulement si son action sur T;(B) ® Q, laisse stable Ty(B). (3) Immédiat puisque
l'isogénie en question induit un isomorphisme T;(A) — Tp(B). (4), (5) La suite
exacte induit une suite exacte de Zs;-modules 0 — Tp(A) — Ty(B) — T,(C) — 0.
Notons ¢: A — B et m: B — C. Soit u € Ay(B). Si Supp A = Supp B et = € Ty(A)
alors t(u(z)) = u(u(z)) € Ty(B) donc u(z) € Ty(A) = (Ty(A) ® Q) N~ HTy(B));
ainsi u € Ay(A) dans ce cas. Si Supp B = SuppC et z € Tp(C) on écrit z = 7(y)
pour y € Ty(B) puis u(z) = u(nw(y)) = 7(u(y)) € T;(C) donc u € Ay(C). O

Dans (5) il est indispensable que A soit une variété abélienne : si B — C' est
un morphisme surjectif dont le noyau n’est pas connexe, nous n’avons pas en
général Ay(B) C Ay(C) (Pobstruction pour faire la méme démonstration est que
Ty(B) — T¢(C) n’est pas surjectif).

Lorsque A et B sont a supports disjoints, I’égalité End(A x B) = End A x End B
entraine Ay(A x B) = Ag(A) x Ay(B). Nous en déduisons que si T et U sont deux
parties finies disjointes de S, 'algébre W,(T'UU) s’identifie canoniquement au produit
Wi(T) x We(U). Par suite

Wy(T) = [ We({x}).
zeT
Nous pourrions aller plus loin et définir un unique espace

We(S) = [ We({z}) = lim  Wy(T) = lim A¢(A4) ® Q

€S TCS fini A

puis remplacer Ay(A) par son image réciproque dans W,(S) (isomorphe a
Ag(A) x We(S \ Supp A)). Avec cette convention, le lemme précédent deviendrait
valable sans aucune condition de support.

Si 2A est une R-algébre, une anti-involution de 2l est un automorphisme invo-
lutif 1: A — A de R-modules tel que (uv)! = vful pour tous u,v € A Rap-
pelons que, pour toute variété abélienne A, on dispose d’un accouplement parfait
er: To(A) x Ty(A) — Zy [22, p. 186].

LEMME 8.5. — Soit T une partie finie de S. Il existe une anti-involution t sur Wy(T)
vérifiant la propriété suivante : pour tout u € Wy(T'), pour toute variété abélienne A de
support T, pour tous x € Ty(A)@Q, ety € Ty(A)@Qy, on a eg(z, uly)) = er(ul (z),y).
De plus Ag(A) = Ay(A)T pour toute variété abélienne A avec Supp A = T.
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Démonstration. Fixons une variété abélienne A dont le support est T'. Si u € Wy(T),
la non-dégénérescence de e; permet de définir, par la formule de ’énoncé, u! comme
application T;(A) ® Q; — Ty(A) ® Q. Pour vérifier ut € W, (T'), nous devons montrer
que si ¢ € End A alors uf o ¢ = ¢ ouf. Or, pour = et y comme dans 1’énoncé, la
formule (I) de [22, p. 186] donne

eo(ul(9(2)),y) = ec(p(x), u(y)) = eo(z, (u(y)))
= eo(z,u(@(y))) = ec(ul(z),3(y)) = er(p(ul(2)),y),

d’ou le résultat. Si maintenant B est une seconde variété abélienne dont T est le
support, il existe une surjection ¢: A™ — B pour un entier n > 1 convenable.
L’égalité a établir vaut pour A™ par somme directe des modules de Tate. Pour B,
siz € Ty(B)® Q et 3 € Ty(B) ® Qy, il existe z € Ty(A™) ® Q avec ' = p(z) et
donc

eo(@’,u(y)) = erz, B(u(y))) = eelz, w(@(Y))) = ex(u' (), 5(y)) = er(p o ul(2),9),
ou les premier et cinquiéme e; correspondent & B, les trois autres a A™. Comme
uf € Wy(T), nous avons ¢ o ul(z) = ut o p(z) = uf(2’), ce qui démontre la formule
pour B. Enfin, pour la derniére assertion, nous avons si u € W,(T)

ue A(A) = u(Ty(A) C Ty(A) <= el(Te(A),u(T(A))) C Z

puisque 'accouplement est parfait. Par la formule d’adjonction, ceci est encore équi-
valent a u'(Ty(A)) C Ty(A) soit ul € Ag(A). O

Nous pouvons aussi formuler ceci en termes de forme de Riemann /-adique : si
u€ Wy(T), SuppA =T, z,y € Ty(A) @ Qg alors pour tout faisceau £ € Pic(A) on
aec(z,u(y)) = ec(uf(x),y). Ceci résulte immédiatement de la définition e, (x,y) =
eo(z, o (y)) [22, p. 186] puisque u commute & ¢r.

Ce lemme permet des raisonnements par dualité : par exemple les assertions
(4) et (5) du lemme 8.4 deviennent duales 'une de l'autre. Il fait aussi le lien
avec les définitions de Milne [21] qui (au moins lorsque K est algébriquement
clos) appelle groupe de Lefschetz le groupe (algébrique dont les K-points sont)
{ueAy(A) ® Qe | wul =1}

Nous terminons cette étude ¢-adique par un résultat technique que nous pourrons
interpréter dans le chapitre suivant comme un contrdle de la ¢-partie d’un noyau
d’isogénie. Avant de ’énoncer nous donnons un lemme auxiliaire.

LEMME 8.6. — Soient Aq,...,A, des anneauz locauz, ay,...,as et by,...,bs des en-
tiers naturels et N un sous-groupe d’indice fini de M = []_; M, p,(A;). Nous sup-
posons que N engendre M en tant que module & gauche sur O = [[i_; M,,(A;) et
nous posons S = {u € O |uN C N}. 5i0 < j <s, écrivons

M] = H Mai,bi(Ai) cM et (9_7 = H Mal(Az) co

1<i<j 1<i<j
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puis Nj = NN M; et S; =S NO;. Alors pour tous 0 < j < h < s nous avons

Carth/Nh< Card 0, /S), max{bjq1,....bn}
Card M;/N; — \ Card 0;/S; :

Démonstration. Fixons temporairement un indice 7. Vérifions d’abord que, de toute
famille génératrice du M, (A;)-module My, ,(A;), on peut extraire une famille & b;
éléments qui 'engendre. L’anneau A; étant local, le lemme de Nakayama [24, (6.11)]
montre que 'on peut, pour cette assertion, remplacer A; par son corps résiduel. Or,
si A; est un corps, tout sous-M,, (A;)-module de M,, p, (A;) est un A;-espace vectoriel
a gauche dont la dimension est un multiple de a; (méme argument que dans la démons-
tration du lemme 2.5). Ceci permet d’extraire la famille cherchée en demandant sim-
plement que chaque élément évite le module engendré par les précédents. Appliquons
maintenant ce résultat a la famille m;(N) ou m;: M — Mg, »,(A;) est la projection
sur le i-éme facteur. Nous obtenons des éléments ny, ..., np, de m;(N) tels que le mor-
phisme ¢;: My, (A;)% — M,, 5, (A;) défini par ¢; (ug, . .., up,) = ugng+- - -+up,np, est
surjectif. Nous avons S;N C N; d’ou m;(S;)n; C m(N;) C My, p,(A;) pour tout
1 < j < b;. Nous en déduisons ;(m;(S;)%) C m;(N;) et donc ¢; induit un morphisme
de groupes surjectif

(Mo, () /75(S:))" — Ma, b, (D) /mi(N;).

Nous retenons que le cardinal du but est plus petit que celui de la source. De
plus, comme m;(N;) =~ N;/N;_1, le quotient Mg, p,(A;)/m;(N;) est isomorphe
a (M;/N;)/(M;—1/N;_1) ce qui nous permet d’écrire

Card Mh/Nh

h
Card M, /N, - H Card(Ma, b, (A;)/m:(N;)).

i=j+1
Le résultat découle alors de la majoration obtenue pour le membre de droite modulo
une formule entiérement analogue pour O et S. O

L’exposant max{bj;1,...,b,} ne peut pas étre remplacé par une quantité plus
petite, comme on peut le voir & partir de ’exemple suivant (qui se généralise immé-
diatement & plusieurs facteurs ou & un anneau local & corps résiduel fini) : si A est un
corps fini, M = M, ,(A) et N le sous-groupe de M des matrices dont toutes les lignes
sauf la premiére sont nulles, alors N engendre M sur O = M,(A), S est ’ensemble
des matrices de O dont tous les éléments non diagonaux de la premiére colonne sont
nuls et donc M/N ~ Ale=Db 0/S ~ A*~1,

Lorsque B est une variété abélienne et x € Supp B, la variété abélienne B, est
isotypique donc la @Q-algébre End B, ® @Q est simple. En particulier, son centre
Z(End B, ® ®) est un corps de nombres et la dimension de End B, ® QQ comme
espace vectoriel sur celui-ci est un carré. Ceci nous permet d’associer & B la fonction

{: S — N
T — [End B, ?Q: Z(End B, ® Q)]1/2
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avec la convention £g(z) =0 si z &€ Supp B.

THEOREME 8.7. — Soient A et B des variétés abéliennes telles que Supp B C Supp A.
L’exposant du groupe fini Ay(A)Ty(B)/Ty(B) est inférieur a celui de Ag(A)/Ae(AX B).
Si End(A) ® Z; est mazimal, pour tout ordre total < sur S et tout x € S, nous avons

Card((A¢(A)T,(B) N (Te(B=<z) ® Qr))/Te(B<z))
Card((A¢(A)Ty(B) N (Ty(B<z) ® Qr))/Te(B<z))
)

< (Card(Ag(ij /A(A x B) mAe(ij))>§B(z)
~ \Card(A¢(A<z)/Ae(A X B)NAy(Azz)) :

Démonstration. La premiére assertion est élémentaire : si m est I’exposant
de A (A)/A¢(A x B), nous voyons que mAy(A) laisse Ty(B) stable donc
mAy(A)Ty(B) C Ty(B) d’ou le résultat. Pour la seconde, rappelons que nous avons
une application injective de conoyau fini End A — [],.qEnd A, (voir chapitre 3).
Notre hypothése de maximalité entraine End A ® Z, ~ Hme sEnd A, ® Z; et que
chacun des facteurs est un Z-ordre maximal. Nous leur appliquons la proposition 2.3
pour écrire End A ® Z, ~ Hle M., (A;) ot les A; sont des Zg-ordres locaux, intégres
et principaux et nous choisissons ’ordre des indices de sorte que ’application qui & 4
associe z € S tel que M,.(A;) est un facteur de End A, ® Z, soit croissante pour
lordre donné sur S. Fixons maintenant un z € S comme dans I’énoncé et notons
{j +1,...,h} les indices qui lui correspondent. En tant que End A ® Z;-module
a gauche, Ty(A) s’écrit [[;_, T; ou T; est un M,,(A;)-module & gauche. Par le
lemme 2.5, T; ~ M, ,,(A;) pour un certain entier a; ot Paction de M,,(A;) est
donnée par multiplication matricielle & gauche. L’écriture du module de Tate
Ty(A) = [I;_; My, 4, (A;) permet le calcul de 'anneau de Lefschetz ¢-adique de A et
nous trouvons

Ag(A) = [ Ma,(25)P

(anneau opposé) ot, cette fois, la structure de Ay(A)-module a gauche de T;(A) s’ob-
tient par multiplication matricielle & droite. De plus, ces manipulations préservent le
lien entre les facteurs et les composantes isotypiques. En particulier, si O = Ay(A)
et que nous utilisons la notation du lemme précédent pour les produits partiels, nous
avons
Oj = Ag(A<z) et Oh = Ag(ij)

Considérons a présent le O-module & gauche M = Ay(A)Ty(B). En utilisant le
lemme 2.5 comme ci-dessus, nous pouvons écrire M =~ [[7_, My, ,(A;) pour certains
entiers b;. Nous pouvons toujours identifier les facteurs associés & x :

Mj=MnN(Ty(Bz:) ® Q) et My =Mn (T(B=)® Qo).

Notons encore N = T;(B) ¢ M. Comme T;(B<,) est un sous-Z;-module saturé
de Ty(B) (le quotient s’identifiant & Ty(B/B<,)), nous avons

Nj=NNM;=Nn(TyB<z) ® Q) = Te(Bx.)
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et, de méme, Np, = Ty(B=<;). Puisque A¢(A x B) = {u € Ay(A) | u(Te(B)) C T;(B)},
tous les ingrédients du lemme précédent sont réunis (quitte a transposer les matrices)
et sa conclusion donnera notre résultat si nous montrons max(b;11,...,bn) < €g(x).
Or écriture de M comme produit donne en particulier T(B) @ Q¢ = [[_; My, o, (A; ® Q)
dont nous tirons (proposition 8.3)

End B ® Qg [ EndAe(B)®Qe (TZ(B) ® Qz)

S
= Enda, ()00, (Te(B) ® Qo) ~ [ [ M, (A: @ Qo).
i=1
Les facteurs correspondent & nouveau aux composantes isotypiques donc

h
EndB, @ Q,~ [[ M, (A:i® Qo).
i=j+1

En écrivant cette algébre comme

(End B; ® Q) ®z(End B,oq) (Z(End B; ® Q) ® Q)

c’est-a-dire comme le produit tensoriel d’une algébre centrale simple de dimen-
sion £p(z)? par un produit de corps, nous voyons que chacun de ses facteurs est
une algebre simple de dimension £g(z)? sur son centre (voir [16, p. 219]) d’ou
Ep(x)? = b2[A; @ Qu : Z(A; @ Q)] puis b; < Ep(z) pour tout i avec j <i < h. O

L’argument de cette démonstration montre en particulier que si l’anneau
End A ® Z, est principal alors il en va de méme de Ay(A). En fait, le raisonne-
ment est parfaitement réversible : si Ay(A) est principal, nous pouvons l’écrire sous
la forme []_, M,,(A;)°P et alors le A;(A)-module T,(A) est isomorphe comme
ci-dessus & un produit []_; My, 4,(A;) pour certains entiers n; de sorte qu’avec
End A®Z, ~ Endy,(4) T¢(A) nous trouvons bien que End A®Z, ~ [Ti_, My, (A;) est
principal.
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CHAPITRE 9

ANNEAU DE LEFSCHETZ

Dans ce chapitre, nous supposons que le corps de base K de nos variétés abéliennes
est un sous-corps de C. Lorsque A est une variété abélienne sur K, nous notons )4
le réseau des périodes et t4 l'espace tangent de la variété abélienne complexe Ag,
qui s’écrit donc t4/Q4 comme tore complexe. Méme si nous utilisons I’extension des
scalaires de K & C pour nos définitions, nous ne confondons en aucune facon A et Ac
et, en particulier, la notation End A désigne toujours ’anneau des endomorphismes
de A, qui peut étre plus petit que End Ac. Nous voyons donc t4 et 24 comme
End A-modules a gauche et nous noterons plus bas d ¢: t4 — t4 'application induite
par ¢ € End A.

DEFINITION 9.1. — Nous appelons anneau de Lefschetz de la variété abélienne A l’an-
neau des endomorphismes du End A-module Q4 et le notons A(A) = Endgnga Q4.

Cette notion joue bien sir un role complétement analogue & son avatar f-adique
étudié dans le chapitre précédent. Sans surprise, ses propriétés de base s’énoncent de
maniére identique. En fait, dans la plupart des cas, nous pouvons méme les déduire du
cas f-adique puisque 'isomorphisme naturel Q4 ® Z, ~ Ty(A) fournit immédiatement
A(A)®Zy ~ Ay(A) pour tout nombre premier ¢ (isomorphisme de comparaison). Ainsi,
lorsqu’un résultat se teste localement, nous obtiendrons directement la version globale.
Dans les autres cas, une preuve exactement semblable fonctionne. Ces remarques
permettent d’énoncer rapidement les faits ci-dessous.

LEMME 9.2. — Si A et B sont deuz variétés abéliennes, nous disposons d’un mor-
phisme d’anneauz naturel A(A x B) — A(A) dont le conoyau est fini. De plus ce
morphisme est injectif si et seulement si Supp B C Supp A.

L’anneau A(A) est un ordre. Lorsque Supp A = Supp B, nous disposons d’un iso-
morphisme canonique A(A) ® Q ~ A(B) ® Q qui nous permet de poser
W({T)= lim AA)RQ
Supﬁ:T

pour une partie finie T de S et d’identifier A(A) & son image dans W (Supp A). Cette
Q-algébre W(T') est la somme des W ({z}), z € T et posséde une anti-involution {
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correspondant & l’adjonction par rapport a une forme de Riemann quelconque sur ¢4
pour tout A de support 7T'.

LEMME 9.3. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes.
(1) Si Supp A = Supp B alors A(A x B) = A(A) N A(B).
(2) On a A(A) = A(A)T.
(3) Sil’on a une suite exacte 0 - A — B — C' — 0 avec Supp A = Supp B alors

A(B) C A(4).

(4) Si lon a une suite exacte 0 - A — B — C — 0 avec Supp B = Supp C alors
A(B) C A(O).

(5) L’application naturelle Hom(A, B) — Hompaxp)(24,2B) est un isomor-
phisme.

(6) La variété abélienne A est MM si et seulement si A(A) est un ordre mazimal.
Le dernier énoncé du chapitre précédent admet lui aussi une traduction directe.

PRrROPOSITION 9.4. — Soient A et B deuxr variétés abéliennes sur K telles que
Supp B C Supp A. L’exposant de A(A)Qp/Qp divise celui de A(A)/A(A x B).
Si A est MM, nous avons pour tout ordre total <X sur S et tout x € S
Card A(A)Qp N (2., ® Q)/p., | (Card A(A<z)/A(A x B)N A(Ajw)>53($>
Card A(A)Qp N (B, ®WQ)/0B_, Card A(A4;)/A(AXx B)NA(A<:) '
Démonstration. La divisibilité correspond & une inégalité entre ¢-parties pour tout /¢

et la f-partie d’un groupe fini s’obtient par produit tensoriel avec Z, : il suffit donc
d’appliquer le théoréme 8.7. O

Nous passons maintenant aux résultats spécifiques & A(A) (qui vont nous permettre
en particulier d’interpréter les groupes de la proposition comme des noyaux d’isogé-
nies). Ils reposent tous sur le fait que A(A) ® R/A(A) admet une structure naturelle
de variété abélienne complexe provenant d’une variété sur K.

THEOREME 9.5. — Si A est une variété abélienne, il existe une variété abélienne A%
unique G isomorphisme pres telle que :

(1) Supp A# = Supp 4,

(2) A(A%) = A(A) et

(3) Qu# ~ A(A) comme module sur A(A%) = A(A).

De plus, A# est isomorphe & une sous-variété abélienne de A2d4™A,

Démonstration. L’unicité résulte de I’assertion (5) du lemme 9.3 : en effet, si A%
vérifie (1), (2) et (3) et si Supp B = Supp A, nous avons
Hom(A*, B) =~ Homy(a)na(s) (A(4), 25)

donc, si A vérifiait les mémes propriétés que A%, nous aurions Hom(A#, B) ~
Hom(A, B) pour tout B et cet isomorphisme de foncteurs force A# ~ A. Pour l’exis-
tence, considérons d’abord le tore complexe A’ = Endg t4/Endz Q4 ot la structure
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complexe sur Endg t4 est celle héritée de t4 au but, c’est-a-dire que si v € Endg t4
nous définissons su par (iu)(z) = i(u(z)) pour tout = € t4. Notons g = dim A et
choisissons une base e1,...,eaq de Q4. Elle fournit par u — (u(e1),...,u(ezy)) des
identifications Endyz Q4 ~ Qig et Endrty ~ t2Ag , la seconde étant un C-isomorphisme
d’apres le choix effectué. Ainsi A’ ~ Aég est une variété abélienne complexe. Mainte-
nant A(A) ® R = Endgng agr ta est un sous-espace vectoriel complexe de Endpg ta
(car End A ® R agit C-linéairement sur ¢4) et son intersection avec 24 = Endyz Q4
coincide avec A(A). Par conséquent A(A) ® R/A(A) est une sous-variété abélienne
complexe de A’. En fait A(A) ® R est méme l'intersection des noyaux de toutes les
applications C-linéaires

Endrty — Endgrta
u — wuodyp—dpou

lorsque ¢ parcourt End A. Par suite A(A) ® R/A(A) est la composante neutre de I'in-
tersection des noyaux des applications A,: A" — A’ induites. Nous voulons mainte-
nant définir A# comme sous-variété de A9 de sorte que dans I’isomorphisme A’ ~ A%"
la sous-variété A(A)@R/A(A) s’identifie & Aﬁ. Pour cela, il suffit de vérifier que les A,
définissent des morphismes qujg — qujg provenant d’applications pu,: A%9 — A%
par extension des scalaires (puisqu’alors A% sera la composante neutre de l'inter-
section des Kerp,). Or, si nous notons M, € My,(Z) la matrice de ¢ € End A
dans la base de Q4 fixée, le calcul montre que p, = [M,] — ¢*?9 convient ou
[M,]: A%9 — A?9 est l'application induite par la matrice M.,.

Il reste & montrer que la variété abélienne A# ainsi construite vérifie les pro-
priétés requises. Nous avons déja Supp A# C Supp A d’aprés I'injection A% C A29
qui entraine aussi A(A x A#) = A(A) par le lemme 9.3, assertions (1) pour
A(A%9H1) = A(A) et (3) pour A(A29+1) C A(Ax A#). Considérons alors les deux mor-
phismes a: A(A) = A(A x A#) — A(A#) (lemme 9.2) et B: A(A%) — Q% = A(A)
donné par B(v) = v(idg,) pour v € A(A#). On constate que B o « est I'identité
sur A(A) : en effet, 'action de A(A) sur Q44 induite par o est la restriction de celle
sur Q4 = Endz Q4 qui est naturellement donnée par composition (u(u') = w o u’
siu € A(A) et v € Endy Q4); par suite S(a(u)) = a(u)(idg,) = voidg, = u.
Nous savons que « est de conoyau fini donc A(A) et A(A#) ont le méme rang
et f o a = id entraine que « et § sont des isomorphismes. L’injectivité de o donne
Supp A C Supp A% (lemme 9.2) et sa surjectivité fournit bien A(A) = A(A#). Enfin
Pégalité B o a = id traduit exactement ’isomorphisme de modules de (3). |

Dans la suite, nous considérons l'isomorphisme Q44 ~ A(A) comme fixé (ce qui
rend A# unique & unique isomorphisme prés) et nous nous autorisons donc & identifier
Qa# et A(A). En particulier A# posséde une période privilégiée correspondant &
lunité de A(A) que nous notons simplement id € Q 4.

LEMME 9.6. — Soit A une variété abélienne.
(1) Si B est une sous-variété abélienne de A* telle que id € Qp alors B = A*.
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(2) L’application f — d f(id) donne un isomorphisme Hom(A#, A) — Q4.

Démonstration. (1) Puisque B C A%, nous avons A(A# x B) = A(A#) donc Qp est
un sous-A(A#)-module de Q44 = A(A¥). Comme il en contient un générateur,
Qp = Qu# puis B = A#. (2) D’aprés l'assertion (5) du lemme 9.3 (comme au
début de la démonstration du théoréme) 'application f +— d f est un isomorphisme
de Hom(A#, A) dans Homy(4)(A(A),Q4) d’out le résultat. O

Voici quelques autres propriétés élémentaires de A# (nous traitons ici de faits
généraux ; pour des exemples explicites, voir le chapitre 18).

LEMME 9.7. — Soient A et B deux variétés abéliennes & supports disjoints.

(1) (A x B)# ~ A% x B#.

(2) End A% ~ A(A#)°P et donc rg End A% = 2dim A% .

(3) A est MM si et seulement si A% est MM. Lorsque c’est le cas (A,)* = (A%),
pour tout x € S.

(4) (A*)# = A% (A™)# = A* pour tout n > 1.

(5) Si A est simple alors A¥ est isogéne a A* ou k = 2dim A/rgEnd A. Si de plus
A est MM alors A% et AF sont similaires.

Démonstration. (1) Nous avons en effet A(A x B) ~ A(A) @ A(B). (2) Application de
lassertion (5) du lemme 9.3. (3) L’équivalence est une traduction de ’assertion (6)
du méme lemme. La seconde partie découle de (1) puisque A est le produit des A,.
(4) Reformulations de A(A#) = A(A) et A(A") = A(A). (5) Puisque A% a le méme
support que A, elle est isogéne & une puissance de celle-ci. D’autre part, Q4 ® Q est
un End A ® Q-espace vectoriel & gauche de dimension &k donc A(A) ® Q est isomorphe
4 Mj,(End A ® Q)°P. Cela donne rg A(A) = 2k dim A soit dim A% = dim A*. Si A est
MM, le lemme 6.7 conclut puisque A# € D,(A) d’aprés le théoréme 9.5. |

L’existence de A# permet de démontrer la caractérisation suivante des descen-
dantes de A.

THEOREME 9.8. — Soient A et B deux variétés abéliennes de méme support. Alors
A(A) C A(B) si et seulement si B € D(A).

Démonstration. Si B € D(A) nous pouvons écrire B ~ D/C pour des sous-variétés
abéliennes C C D C A™. Alors SuppA = SuppA™ = SuppD = SuppB et le
lemme 9.3 permet de conclure : A(A) = A(A™) par lassertion (1), A(A™) C A(D)
par Dassertion (3) et A(D) C A(B) par lassertion (4). Réciproquement, supposons
A(A) C A(B). Cette inclusion confére & Qp une structure de A(A)-module (de type
fini) donc il existe un morphisme surjectif A(4)" — Qp de A(A x B)-modules.
Nous le voyons comme un élément de Homa(axp)(Q7%4,05) ~ Hom((4%)", B)
d’aprés l'assertion (5) du lemme 9.3. Alors le morphisme ¢: (A#)* — B ob-
tenu est surjectif car dg: t(4#)» — tp l'est et son noyau (d@) ' (Qp)/Qa#)n =

MEMOIRES DE LA SMF 176



CHAPITRE 9. ANNEAU DE LEFSCHETZ 55

(Kerd ¢ + Qa#yn)/Qazyn =~ Kerdp/(Kerdp N Qq#)n) est une sous-variété abé-
lienne de (A#)". Ainsi B € Dy(A*) et, comme A% € D,(A), nous avons bien
B € D(A). O

Si nous supposons seulement SuppB C SuppA alors nous pouvons écrire
B eD(A) < A(A x B) = A(A) (en effet dans ce cas B € D(A) < A x B € D(A)
< A(A) C A(A x B) et nous avouns toujours A(A x B) C A(A4)).

Nous avons aussi une description d’un morphisme factorisant Hom(B,D(A))
comme dans la proposition 6.1.

LEMME 9.9. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes telles que C € D(A)
et : B — C une isogénie. Alors v engendre Hom (B, D(A)) si et seulement si Q¢ est
le A(A)-module engendré par d¥(Qp).

Démonstration. Comme C € D(A), nous avons A(A x C) = A(A) donc Q¢ est
un A(A)-module. Notons ' le sous-A(A)-module engendré par d+ () et choisis-
sons une présentation finie

AA)™ L A4 — @ — 0

(suite exacte de A(A)-modules) pour des entiers n,m > 1. Nous allons appliquer de
maniére répétée 'assertion (5) du lemme 9.3. Tout d’abord, le morphisme de A(A)-mo-
dules f s’écrit d o pour un morphisme a:: (A%)™ — (A#)™. Nous définissons la variété
abélienne D comme le quotient (A#)"/a((A#)™). Par construction D € D(A) et Qp
s’identifie & €'. Alors le morphisme de A(A X B)-modules Q5 — Q' induit par d
se reléve en une isogénie ¢: B — D et de méme l'inclusion ' C Q¢ provient d’une
isogénie x: D — C avec ¥ = x o . Pour établir I’énoncé, nous devons montrer
que 9 engendre Hom(B,D(A)) si et seulement si x est un isomorphisme. Pour cela,
il suffit en fait de montrer que ¢ engendre Hom(B,D(A)). Soit donc w: B — D’
un morphisme quelconque avec D’ € D(A). Puisque A(A x D') = A(A), Qps est
un A(A)-module donc contient A(A)dw(Qp) = dw(A(A)QB) = dw((dp) 1(Qp)) ce
qui montre que w se factorise a travers ’isogénie ¢. O

En raisonnant par dualité ou par une démonstration directe analogue, on
montre que si C € D(A) alors ¢: C — B factorise Hom(D(A), B) si et seule-
ment si d¢(Q¢) est le plus grand A(A)-module contenu dans Qp. L’isogénie du
lemme 9.9 (qui est en particulier nucléaire & gauche, lemme 6.4) a pour noyau le
groupe A(A)Q2p/Qp qui fait I'objet de la proposition 9.4. D’aprés les lemmes 6.5
et 6.7, nous savons méme que toute isogénie nucléaire a gauche vers une variété
abélienne MM s’écrit sous cette forme. Nous connaissons donc un contrdle du noyau
de ces isogénies par un groupe de la forme A(A)/A(A x B). Nous interprétons
également celui-ci comme un noyau d’isogénie.
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LEMME 9.10. — Soient A et B deux variétés abéliennes telles que Supp B C Supp A.
Il existe une isogénie canonique 0: (A x B)# — A% vérifiant d0(id) = id. Elle est
nucléaire & gauche et ’on a Ker ~ A(A)/A(A x B).

Démonstration. L’existence de 6 découle une nouvelle fois de lassertion (5) du
lemme 9.3 : dans 'isomorphisme

Hom((A x B)#, A%*) — Homp axp)(A(A x B),A(A)),

nous définissons § comme I’antécédent de l'inclusion A(A x B) C A(A). Le lemme
précédent montre alors que # engendre Hom((A x B)#,D(A#)) donc est nucléaire &
gauche (lemme 6.4). O

En particulier, si A et B ont le méme support alors A% et B# sont isogénes. Ce
fait et les assertions (1) et (5) du lemme 9.7 entrainent

rgEnd A, 418 End C,

reSupp A rESupp

ot C, est une variété abélienne quelconque de support {z}. On comparera cette
dimension avec la fonction v(-) utilisée dans [11, p. 2091] (dans un but analogue)
méme s’il n’y a pas ici d’extension & la cloture algébrique.

L’anneau A(A) permet également de caractériser les variétés CM'.

LEMME 9.11. — Soient A et B deux variétés abéliennes.

(1) A(A) est commutatif si et seulement si A est CM’.
(2) Si A et B sont MM, CM’ et isogénes alors elles sont similaires.

Démonstration. (1) Comme A et A% ont le méme support, I'une est CM’ si et seule-
ment si I'autre I’est. Par définition, A% est CM’ si End A# ~ A(A) contient un ordre
commutatif de rang 2 dim A#. Etant donné que I’on a toujours rg End A# = 2 dim A#
(lemme 9.7), cela revient bien & demander que A(A) soit commutatif. (2) Ici A(A)
et A(B) sont deux ordres maximaux de la Q-algébre A(A) ® Q@ = A(B) ® Q. Par la
premiére assertion, celle-ci est commutative donc un produit de corps de nombres. Un
tel produit contient un unique ordre maximal (le produit des anneaux d’entiers) d’ou
A(A) = A(B). Par le théoréme 9.8 nous avons B € D(A) et le lemme 6.7 entraine
alors que A et B sont similaires. O

Pour conclure ce chapitre, nous reformulons la proposition 9.4 sous la forme qui
nous servira plus tard (chapitre 12) a l’aide des lemmes 9.9 et 9.10 et en termes de
degrés pondérés (chapitre 4).

THEOREME 9.12. — Soient A et B deux wvariétés abéliennes sur K telles que
Supp B C Supp A. Notons 0: (A x B)#* — A% [I’isogénie canonique et 1 un généra-
teur de Hom(B,D(A)). Alors expt | exp 6. Si de plus A est MM, nous avons pour
tout ordre total <X sur S et toute application p: S — [0, +00]

D(wa jvp) S D(G, japé.B)-
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Démonstration. Le noyau de 1 est isomorphe & A(A)Qp/Qp (lemme 9.9), celui de 0
a A(A)/A(A x B) (lemme 9.10). De plus, si T est une partie de S, le réseau des
périodes de l'image de ¥ s’identifie & (A(A)Qp) N (Np, ® Q) (dans Np ® Q). Ainsi
Ker ¢ ~ A(A)QB N (QBT & Q)/QBT
Lorsque A est MM, (A#)r et (Ar)# coincident (lemme 9.7) donc d 67 induit sur les
réseaux des périodes l'injection de A(A x B) N (A(Ar) ® Q) = A(A x B) N A(Ar)
dans A(Ar) ce qui permet d’écrire
Ker 01 ~ A(AT)/A(A X B) N A(AT)
En utilisant alors T ={y € S |y 2z} et T = {y € S | y < x} dans ces deux formules,

nous voyons que la divisibilité de la proposition 9.4 élevée a la puissance p(z) donne
bien par produit I'inégalité des degrés pondérés voulue. O

Dans les cinq chapitres suivants, nous conservons ’hypothése que K est un sous-
corps de C (méme si ce n’est pas utile partout).
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CHAPITRE 10

VOLUME NORMALISE

Soient A et B deux variétés abéliennes isotypiques. Lorsque A et B sont respecti-
vement munies de polarisations £ et M, nous avons défini dans la partie 2 de [11] une
métrique de Rosati sur Hom(A, B)®R et donc un covolume euclidien vol(Hom(A, B)).
Ici nous modifions ce volume (dans le cas isotypique) en posant

— hO(A, L)"/?%9

VOI(I'IOIH(147 B)) = W VOl(HOm(A, B))
ot g = dim A, h = dim B, r est le rang du Z-module Hom(A, B) et 'on convient que
Pexpression vaut toujours 1 lorsque r = 0 (c’est-a-dire y compris lorsque gh = 0).
Cette renormalisation permet de s’affranchir du choix des polarisations.

ProposITION 10.1. — La quantité \7(;1(Hom(A, B)) est indépendante des polarisations
L et M utilisées pour la définir.

Démonstration. Soient £ et L' deux polarisations sur A et M, M’ de méme
sur B. Nous désignons par (-,-)z am et (-,-)z am les deux produits scalaires associés
sur Hom(A, B) ® R, par Vz s et Vi aqr les volumes de Hom(A, B) correspondants.
Notons ¢1,...,¢, une base de Hom(A, B) puis ¢ = gbz,l o¢r € (EndA) @ Q

et x = dpamr 0 q&]j € (End B) ® Q. Par définition, Vg,’M, est égal au déterminant de
la matrice de terme général
(pisei)erm = Tr(piodz o@jodu)
= Tr(<pio¢o¢zlo@o§(\o¢M)
(pioth,x 0 9j)c,Mm-

Nous en déduisons

VZ p = det(ot) det(xo) V2 o,
ol ot) et xo désignent les endomorphismes de Hom(A, B) ® QQ donnés respective-
ment par ¢ — p oY et ¢ — x o . Maintenant I’application (EndA4) @ Q@ — Q
décrite par 91 — det(ot) est une norme de la Q-algébre (End A) ® @ au sens de
la page 178 de [22] tout comme I’application usuelle de degré v; +— deg(¢1). L’hy-
pothése que A est isotypique signifie que l'algébre (End A) ® @Q est simple donc par
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le lemme page 179 de [22] les deux normes précédentes sont toutes deux puissances
d’une méme norme réduite. Comme, pour la multiplication par un entier n, nous
avons deg[n] = n?9 et det(o[n]) = n”, nous en déduisons det(otp;) = deg(v1)"/?9.
Ceci fournit det(ov)) = h®(A, L)"/9h°(A, L')~"/9 et, de maniére totalement analogue
sur la variété abélienne isotypique B, det(xo) = h%(B, M')"/"h0(B, M)~"/" (avec
deg x = deg¥). En reportant dans la formule pour les volumes, nous voyons appa-
raitre ’égalité
hO(A, L9, hO(A,L)79

RO(B, M')r/ LM = hO(B, M)r/h £,M

qui montre bien que les deux facons de calculer vol conduisent au méme résultat. [

Si nous voulions étendre ceci au cas général non isotypique, il faudrait utiliser des
degrés pondérés mais nous n’en aurons pas besoin dans ce texte. La normalisation
rend le volume invariant par dualité.

fBOPOSITION 10.2. - Si A et B sont deuzx variétés abéliennes isotypiques, nous avons
vol(Hom(A, B)) = vol(Hom(B, A)).

Démonstration. Soient L et /\/l des polarlsatlons sur A et B. Comme page 2075 de [11],
nous pouvons choisir £ et M sur A et B avec ppops = [m] et qﬁﬂoqﬁM [n] pour des
entiers m,n > 1. Puisque ¢ 75, ¢ = [mn], nous pouvons remplacer L par Lo et M
par ME™ de fagon a supposer m = n. Alors, en écrivant r, g, h comme dans la dé-
finition, m?? = deg ¢ degp; = hO(A, L£)2h°(A, L)? et m2h = hO(B,M)2hO(§,M\)2
d’out

hO(A, £)r/29 B hO(E’M\)rﬂh

hO(B, M)r/2h h()(;f’ E)'r/2g ’

La formule 4 montrer se réduit donc a vol(Hom(A, B)) = vol(Hom(B, A)) pour ces
choix particuliers de polarisations. Or pour ¢, € Hom(A, B) nous avons

(P = Tr(podztododum)
Tr(p o gz o [ml~ o Bo gL o [ml)
= Tr(podzovody)
_ Tfeddovosy)
= (&P xz
donc Iisomorphisme Hom(A, B) — Hom(B, A), ¢ — $ est une isométrie. O

Nous avons aussi un résultat pour le produit.

LEMME 10.3. — Sofignt A, B et C trois variétés abéliennes telles que AxC et B sont
isotypiques. Alors vol(Hom(A x C, B)) = vol(Hom(A, B))vol(Hom(C, B)).
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Démonstration. Le fait que A x C' soit isotypique montre que A9™C et C4™4 gont
isogénes donc

dim A dim C dimA x C

Ceci entraine la formule puisqu’en choisissant des polarisations quelconques sur A,
B, C et la polarisation produit sur A x C, nous avons vol(Hom(A x C,B)) =
vol(Hom(A, B)) vol(Hom(C, B)). O

rgHom(A,B) rgHom(C,B) rgHom(A x C,B)

Bien entendu, le résultat analogue pour Hom (B, A x C) vaut également soit par la
méme démonstration soit en utilisant la dualité.

COROLLAIRE 10.4. — Soient A, A’, B et B’ quatre variétés abéliennes isotypiques.
Si A et A’ d’une part et B et B' d’autre part sont similaires alors vol(Hom(A, B)) =
vol(Hom(A’, B)).

Démonstration. Le lemme précédent (et Passertion symétrique) montre
vol(Hom(A™, B™)) = vol(Hom(A, B))™™
pour tous entiers naturels n,m > 1. Par similarité, nous pouvons choisir ces entiers
avec A" ~ (A")" et B™ ~ (B’)™ d’ou le résultat. O
Examinons & présent la variation par isogénie.
LEMME 10.5. — Soient A, B, C des variétés abéliennes isotypiques et p: C — B une
isogénie. Si h = dim B et r = rg Hom(A, B) alors
vol(Hom(A, B)) < (deg ¢)"/*"vol(Hom(A, C)).
Démonstration. Nous fixons des polarisations £ et M sur A et B et équipons C
de p* M. La formule de projection h°(C, p* M) = deg ¢ - h°(B, M) montre qu’il suffit
de vérifier vol(Hom(A4, B)) < vol(Hom(A, C)) pour ces polarisations. Or l'injection
Hom(A,C) — Hom(A, B), 1 — ¢ o 1) préserve les normes de Rosati d’aprés la pro-
position 2.8 de [11]. O
Par dualité, nous avons de méme
vol(Hom(C, A)) < (deg ¢)"/*"vol(Hom(B, A)).
Plusieurs formules de [11] s’expriment plus simplement avec le volume normalisé

vol. Clest par exemple le cas de la notation W; page 2084, du théoréme 4.5 ou de
I’énoncé suivant (basé sur le premier théoréme de Minkowski).

LEMME 10.6. — Si A et B sont deux variétés abéliennes simples isogénes alors il
existe une isogénie A — B de degré au plus vol(Hom(A, B))?9/? o1, g = dim A et
d =rgEnd A.
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Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate de la premiére assertion de la
proposition 4.1 de [11] sachant que d | 2g puisque nous sommes en caractéristique
nulle. O

Gréace au corollaire 10.4, nous utiliserons ce lemme sous la forme : si A, B et C sont

trois variétés abéliennes simples similaires alors il existe une isogénie B — C' de degré
au plus vol(End A)29/¢,
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CHAPITRE 11

PETITE POLARISATION DANS LE CAS SIMPLE

Nous commengons par un résultat de géométrie des nombres.

THEOREME 11.1. — Soient A un réseau et C C A ® R un cone convexe ouvert tel
que C'N—C = {0}. Alors il existe x € AN C tel que vol(C' N (z — C)) < vol(A).

Démonstration. Notons E = A ® R, n = dimFE et fixons un produit sca-
laire (-,-) sur E. Les hypothéses sur C entrainent que le cone (fermé) dual
C'={leEV|VzelC, () >0} est dintérieur non vide (on montre que cet
intérieur contient (y,-) si y est le point de norme minimale de I’enveloppe convexe
de {z € C | ||z|| = 1}). Choisissons ¢ dans l'intérieur de C” tel que AN Ker £ = {0}. 11
existe € > 0 tel que pour tout z € E \ {0} la forme linéaire £ — e(x/||z||,-) appartient
encore & C’. Par suite, si z € C, il vient £(x) — ¢|jz| > 0. Ceci montre que pour
tout @ > 0 'ensemble {z € C | £(z) < a} est borné (contenu dans la boule de rayon
a/e centrée en lorigine) donc {x € ANC | £(z) < a} est fini. En particulier, ¢ atteint
son infimum sur A N C (intersection qui est non vide puisque le cone ouvert contient
des boules de rayons arbitraires) et en un unique point z puisque A N Ker ¢ = {0}.
Nous avons donc ANCN{y € E | {(y) < {(z)} = {z} dou

AN(C—-z)n{ye E[L(y) <0} ={0} =An(z-C)n{y e E|L(y) = 0}
par symeétrie centrale avec A —x =z — A = A. Il vient
=An((C-2)n{ye By <0} Uz -C)n{ye B Uy) >0}))

DAN(C—z)Nn(z—C).

Maintenant (C — z) N (x — C) est un corps convexe symétrique ne contenant
aucun point de A \ {0}. Par le premier théoréme de Minkowski, nous avons
vol((C' — z) N (xz — C)) < 2" vol(A). Par translation et homothétie,

vol((C = 2) N (z — C)) = vol(C N (22 — C)) = 2 vol(%C’ N(z— %C)).

La conclusion s’obtient simplement par (1/2)C = C puisque C est un cone. O
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Cette démonstration est une adaptation de celle de Rogers donnée page 368 de [15].
Il serait intéressant de savoir quelle hypothése rajouter au théoréme pour obtenir une
famille libre maximale d’éléments z vérifiant la méme inégalité (suffirait-il que A\ {0}
ne rencontre pas la frontiére de C'?).

Nous appliquons ceci dans un cadre matriciel ot les notations sont celles de la page
2074 de [11]. Les dimensions sont sur R.

THEOREME 11.2. — Considérons un corps K € {R, C,H}, deuz entiersr,d > 1 et un
réseau Q du R-espace vectoriel Hs(IK)" muni de la norme de Hilbert-Schmidt. Alors
il existe x € Q défini positif tel que

vol(Q2).

im im Ma: dim Hs(K) + 1
Natats 1 ()0 7o) dim Mt () <()

(r/2) dim Hs(K)
o)

Démonstration. Le cone C' C Hs(K)" des éléments définis positifs vérifie les hypo-
theéses du théoréme 11.1 qui fournit donc x € QN C avec vol(C N (x — C)) < vol(£2).
Ecrivons z = y? avec y défini positif puis CN(z—C) = y(y~'Cy~'Nn(I—y~1Cy~ 1))y ot
I est 1'unité (Is, . .., I;) de Mats(IK)". On constate y~1Cy~! = C donc si ¢ est I'appli-
cation Hs(K)" — Hs(IK)", z — yzy alors vol(C' N (xz — C)) = det ¢ - vol(C N (I — C)).
Maintenant I’écriture de la norme de Hilbert-Schmidt en termes de valeurs propres
montre que si A € Hs(K) vérifie |A — (1/2)Is||lus < 1/2 alors A est défini po-
sitif; comme |(Is — A) — (1/2)Is]lus = ||A — (1/2)I5||us il en va de méme de
Is — A. Par suite, si B est la boule ouverte de Hs(IK) de centre (1/2)I5 et de rayon
1/2 alors B ¢ C N (I — C) donc vol(C N (I —C)) > vol(B)". Or dans R" la
boule B(0,1/2) est de volume (7/4)"/2/T'(n/2 + 1) > ((n + 1)/2)~™/2 donc, ici,
vol(B)™! < ((dim Hs(K) + 1)/2)(1/2dimHs(K) puis. en combinant nos inégalités,
det o < ((dim Hs(K) 4 1)/2)(7/2) dimHs5(K) yo](Q). Pour calculer det ¢, diagonalisons
y:y = p lup ot pp* = I et u diagonale. Alors ¢ est la composée de z — p~lzp,
Z > uzu, z — pzp~ ! donc det ¢ est le déterminant de z — wzu. Lorsque r = 1, u est
une matrice de diagonale (ug,...,us) avec u; > 0 et le déterminant de z — uzu se
calcule facilement comme

s 24+(6—1)[K:R] 5 (2/6) dim Hs (KK)
i=1 =1

5 §[K:R] s (1/6) dim Mats (K)
NMats (K)/R(U) = (H Uz) = (H uz) .
i=1 i=1

Comme la norme de x est le carré de celle de wu, nous trouvons bien
det p = NMaté(K)r/R(:ﬂ)dimH‘S(K)/dimMat‘s(]K) lorsque » = 1 et ceci s’étend par
produit & r quelconque. O

tandis que

En utilisant ce résultat au lieu du lemme 4.4 de [11], nous obtenons la version
suivante du théoréme 4.5 de [11].
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THEOREME 11.3. — Soient A une variété abélienne simple, g sa dimension, d le rang
de End A et h le rang de NS(A). Il existe une isogénie ¥: A — A et un faisceau
inversible N' ample et symétrique sur A avec

(deg )~ "h(A, N)?" < (89)9"/?vol(Hom(A, A)).

Démonstration. Nous utilisons le lemme 4.3 de [11] et ses notations. Commengons
par préciser (3). Nous avons |¢.|> = Tr(¢. o QSTL) = Tr(¢z 0 ;' o bz o b7) =
Tr(¢c o ¢z) = Tr([m]) = 2gm tandis que |u(¢z)|fs = m||I||ig = rdm. Par pro-
portionnalité [|(¢)|lus = (rd/29)Y/2|¢| pour tout ¢ € Hom(A4, A) ® R. Par ailleurs,
pour un tel ¢ et avec la notation § introduite dans la démonstration du lemme 4.3 de
[11]7

Nitats (67 /R (L(9)) = Nind aor /R (0(0)) = (deg ()%

~ ~ \ d/2g
deg ¢\ /% hO(A, L)
= d/2g ([ 0 7L = d/2g [ 2 V0%~
(deg ) ( i ) (deg ) H(A.L)

(nous avons Ngnqaeq/q = degd/ 29 car deux normes sur l'algébre simple
EndA ® @ sont puissances l'une de lautre [22, p. 179]). Par définition,
d = dimMats(KK)" et h = dimHs(K)". Nous appliquons alors le théoréme 11.2
au réseau Q = {t(¢n) | N € Picgym(A)} de Hs(IK)". Nous obtenons donc N ample
et symétrique avec

0/ A h/2g
WA, N (W) = Nasuessr/m (1) < ((fr -+ 1)/2)"? vol(2).

Autrement dit, nous avons

Par le lemme 4.2 de [11], tout élément ¢ € Hom(A, A) avec § = ¢ vérifie 2(¢) € Q
donc

vol(9) < 2" vol(¢(Hom(A4, A)) N Hs(K)").

Si nous notons As(IK) les matrices anti-hermitiennes de Mats(IK), nous avons une
somme directe orthogonale Mats(K) = Hs(K) @ As(K) qui se transporte par ¢~ !
dans Hom(A, A) ® R. Nous en déduisons

vol({ € Hom(4, 4) | § = p}) vol({y € Hom(4, 4) | § = —¢})
vol(Hom(A4, A))
= [Hom(4, 4) : {p € Hom(4, 4) | § = ¢} & { € Hom(4, 4) | § = —}]

< 2min(h,d—h) )
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En utilisant ||c(¢)||lzs = (r6/29)'/?|¢| nous trouvons

h/2 “
vol(Q) < (2”;> gmin(h,d—h) vol(Hom(,fl\, A)A) .
g vol({y € Hom(A, A) | g = —p})

Si h = d le dénominateur vaut 1. Lorsque h < d, nous obtenons

h -~
vol() < <2’"5> . gmin(hd—n) (g _ p)(a-n)/2 Yol (Hom(4, 4))

g [pld=h
si ¥ est choisi de norme minimale non nulle sous la condition 1//; = —1) (premier
théoréme de Minkowski). Lorsque h = d, nous choisissons arbitrairement 1 (par

exemple 1) = @) et admettons par convention (d — h)(@=")/2 = 1, de sorte que la

formule est encore valable. Par la proposition 2.11 de [11], nous avons

-~

e (REDY
lv] > (29) (4. L) (deg )™ /=9.

Il vient
h/2 _aN@=m/2 (10
VOI(Q) < <2T§> 2min(h,d7h) (d h) h (4’ ‘E)
g 29 A
x (deg )"~ D/29 yol(Hom(A, A)).

En reportant dans la majoration de h°(A, N')?" nous trouvons bien une expression
de la forme voulue

(d—h)+h
0 ~.
(deg )4 RO (A, N )2 < 9P (ZOE%%) vol(Hom(A, A))%
= ¢%"vol(Hom(A4, A))*

ou il reste & majorer la constante

o h/r+1 <27“5> gmin(h,d—h)/h <d_h>(d_h)/h.
2 9 29

Pour cela, nous distinguons suivant les quatre cas de la classification d’Albert. Nous

rappelons h = d =ret § = 1 danslecas I; h = 3r, d = 4r et § = 2 dans le cas

II; h=r,d=4r et § =1 dans le cas ITII; A = r§% et d = 2r§? dans le cas IV. En

substituant, ¢ vaut selon les cas

2r 2r\ */? r\* 2r263(62 + 1)
—, 4| — ;21— ———
g g g g

De plus, on a selon les cas

r<g, 2r<g, 4r<g, r8®°<g

(voir le théoréme 7.3 de [25] et en particulier (4) pour le cas III). Ainsi ¢ est majoré
par 4 dans les trois premiers cas et 2(6 + 1/6) dans le dernier. Lorsque g > 2, nous
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obtenons ainsi ¢ < /8¢ dans tous les cas. Si g = 1, ’énoncé est trivial puisqu’une

courbe elliptique admet une polarisation principale ¥ = ¢n (et \7(;1(Hom(A, A\)) =
volEndA > 1). O

Si nous minorons simplement degzp par 1, nous obtenons un faisceau ample et
symétrique de degré au plus g! (8g)9/4vol(Hom(A A))g/h alors que le théoréme 4.5 de
[11] fournissait le majorant g!(7g>/ 2)gvol(Hom(A A))9. Mais nous pouvons exploiter
la présence de deg 1.

COROLLAIRE 11.4. — Soient A une variété abélienne simple, g sa dimension et h le
rang de NS(A). Soit x: B — C une isogénie ot B est similaire & A et C similaire
a A. Il existe un faisceau inversible N ample et symétrique sur A avec

RO(A,N) < (89)9/*(deg x)*/? vol(End A)9/".
Démonstration. Par les résultats du chapitre précédent (similarité : corollaire 10.4,
isogénie : lemme 10.5) vol(Hom(A, A)) = vol(Hom(B,C)) < (deg x)%?9 vol(End A).
Vu le résultat & montrer, nous pouvons supposer x de degré minimal parmi toutes

les isogénies d’une variété abélienne similaire & A vers une variété abélienne similaire
a A. En particulier deg x < deg. La conclusion découle alors d’un calcul direct. [J
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CHAPITRE 12

ESTIMATIONS GENERALES

Dans ce chapitre, nous allons combiner les résultats des trois chapitres précédents
afin de donner des majorations pour les degrés minimaux d’isogénies et de polarisa-
tions ainsi que pour les volumes d’endomorphismes en fonction d’une quantité que
nous pourrons par la suite controler grace au théoréme des périodes. Cette quantité
doit comporter un facteur de la forme D(6, <, -) pour majorer le degré d’une isogénie
nucléaire par le théoréme 9.12 ainsi qu’un facteur de volume pour estimer le degré
d’une isogénie entre similaires (voir le lemme 10.6 et le commentaire qui le suit).
Ces deux ingrédients apparaissent aussi dans le corollaire 11.4 qui nous permettra
de batir une petite polarisation. La maniére exacte dont ils sont combinés dans la
définition 12.1 ci-dessous s’expliquera lors de I'application du théoréme des périodes
(voir chapitre 16).

Lorsque p et ¢ sont deux fonctions S — R dont I'une est de support fini, nous
posons peq = » ¢ p(x)q(x). Nous définissons une fonction v: S — N par la propriété
v(z) = dim C# pour tout z € S et toute variété abélienne C' de support {z}. Nous
fixons aussi une partie finie T de S.

DEFINITION 12.1. — Nous notons Y(T') le supremum des nombres réels de la forme

1/pev
(D(&, =,p) H vol(End Af)l’(w)>

zeS

ot A et B sont des variétés abéliennes avec SuppB C SuppA C T, A est MM,
0: (A x B)* — A# [l’isogénie canonique, < un ordre total sur S et p: S — [0, +oo|
une fonction croissante pour <, & support fini et telle que p e v # 0.

Nous n’excluons pas pour le moment que Y(7') puisse étre infini (auquel cas les
énoncés qui suivent sont creux) mais notons Y(7') > 1. Nous donnerons dans le
chapitre suivant un critére pour la finitude a la fois de Y(T') et de la quantité d(T')
que nous introduisons maintenant, avec la convention que le ppcm d’une famille non
bornée d’entiers est infini.
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DEFINITION 12.2. — Nous notons d(T') le ppecm des entiers naturels de la forme

(deg 0)? H vol(End A%)?
zeS
ot A et B sont des variétés abéliennes avec SuppB C SuppA C T, A est MM
et 0: (A x B)* — A¥ est Iisogénie canonique.

Nous verrons en fait plus loin que le ppcm peut aussi étre remplacé par un maximum
en cas de finitude. Nous rappelons que, pour une variété abélienne A, une fonction
€a: S — N a été définie avant le théoréme 8.7. Si A et A’ sont isogénes, nous avons
§a=¢&a.

Voici le théoréme d’isogénie en fonction de Y(T") et d(T).

PRrOPOSITION 12.3. — Soient A et B deux variétés abéliennes isogénes avec
Supp A C T. Il existe deux isogénies A — B et B — A de degré au plus A et
d’exposant au plus 6 ot

(1) A=T(T)54* et § = d(T)Y/? si A est MM,

(2) A =T(T)*4% et § = d(T) en général.

Démonstration. (2) découle de (1) en choisissant une variété abélienne MM isogéne
a A et B (voir lemme 6.6) et en composant les isogénies. Dans (1) il suffit méme
d’exhiber une isogénie B — A, autre s’en déduisant par dualité (A est MM). Choi-
sissons alors un générateur ¢: B — D de Hom(B,D(A)) ainsi qu’un ordre total =<
sur S tel que £4 est croissante. Le théoréme 9.12 appliqué avec la fonction p = 14
caractéristique de Supp A (elle aussi croissante) donne

degy = D(¥, X,14) < D(0, %,64)
et
expy < expf < degb

ott §: (A x B)# — A% est l'isogénie canonique. Par le lemme 6.7, D est similaire
a A. En vertu de la proposition 1.7 de [25], il existe pour tout € Supp A un entier
ng > 0 et trois variétés abéliennes simples similaires Uy, V,, W, avec A, ~ U}* x V,
et Dy ~ Ul'* x W,. Par la remarque qui suit le lemme 10.6, il existe une isogénie
W, — V, de degré au plus vol(End U,)*s ot k, est l'entier 2dim U,/ rgEndU,.
Comme A# ~ U# est similaire & U*=, nous avons vol(End U, )** = vol(End U#)/*=
(voir le lemme 10.3 et le corollaire 10.4). En faisant le produit des isogénies D, — A,
et en composant avec 1 nous obtenons une isogénie B — A de degré au plus

D(0,=,€4) H vol(End A%)Y/k=
zeS
et d’exposant au plus
deg 0 H vol(End A%)Y/kz
zeS
11 reste seulement & majorer 1/k, <1 < £4(x) pour voir apparaitre A et §. |

MEMOIRES DE LA SMF 176



CHAPITRE 12. ESTIMATIONS GENERALES 71

Passons aux polarisations. Nous introduisons une nouvelle fonction £ : S — @ en
posant & (z) = €a(z) si A, est CM' et & (z) = €a(x)/2 sinon.

PROPOSITION 12.4. — Soit A une variété abélienne MM de dimension g sur K
avec Supp A C T. Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A avec

hO(A,N) < (89)9/* X (T)%a*.

Démonstration. Puisque A est produit de simples et que &/, est la somme des fonc-
tions £’ associées a ces facteurs, il suffit de montrer ceci lorsque A est simple. Dans
ce cas, le corollaire 11.4 donne N avec

hO(A,N) < (89)%/*(deg x)"/? vol(End A)9/ 8 NS(4)

ol nous pouvons choisir x comme un générateur de Hom(A, D(A)). Nous majorons
donc deg x par D(0,<,£4) = (deg §)é4W) (théoréme 9.12) pour 6: (A x 121\)# — A*,
< un ordre quelconque et y l'unique élément du support de A. D’autre part
vol(End A#) = vol(End A)k2 ot k =2g/rgEnd A donc

(deg x)'/? vol(End A)9/ & NS(4) < D(9, <, p) vol(End A#)P¥)

ou p est nulle en dehors de y et

B 1 (rgEnd A)?2
p(y) = max <2§A(y)a 491"gNS(A)> .

Il nous reste seulement & voir p = £/4. Nous le vérifions dans les quatre cas de la
classification d’Albert. Avec les notations du tableau page 202 de [22], nous avons
€a(y) = d, rgEnd A = ed? et rgNS(A) = ned? donc p(y) = (d/2) max(1,ed/2ng).
Si Aest CM alorsd=1,e=2getn=1/2 (cas IV) d’ou p(y) = 1 = &,(y). Dans
tous les autres cas, de est un diviseur strict de 2g (voir le corollaire page 182 et la
définition page 183 de [22]) donc ed/2ng < 1/2n. Ceci est majoré par 1 sauf dans le
cas IIT ou n =1/4 : ici d = 2 et 2e divise strictement g (voir le théoréme 7.3 de [25],
assertion (4) pour ed? # 2g) donc ed/2ng = 4e/g < 1 également. Ainsi, si A n’est pas

CM/, p(y) = d/2 = Ea(y)/2 = E4(y). O

Une combinaison immédiate (par image réciproque) avec la borne d’isogénie montre
que le résultat vaut pour A quelconque en remplagant 'exposant par (4 + &) e v.
Nous pouvons faire un petit peu mieux (pour la contribution des composantes CM').

PROPOSITION 12.5. — Soit A une variété abélienne de dimension g avec Supp A C T'.
Il existe un faisceau inversible ample et symétrique N' sur A avec

BO(AN) < (8g)7/ 1 (T)2eam€w)®r.

Démonstration. Parmi tous les couples (B,v) ou B est une variété abélienne MM
et ©p: A — B une isogénie, nous en fixons un tel que deg soit minimal. Ceci en-
traine que @ engendre Hom(A, D(B)) puisque tout générateur de cet ensemble est
une isogénie (lemme 6.4) et de but MM (lemme 6.7). Pour x € Supp B, écrivons
B, ~ Ul x V, ou ngy > 0 et U, V, sont simples et similaires (proposition 1.7 de
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[25]). Notons x,: U, — W, un générateur de Hom(Ux,D(l/];)). En particulier, W,

et U,, sont similaires (lemme 6.7). Par le corollaire 11.4, il existe un faisceau inversible
ample et symétrique £, sur U, avec

WO (Uy, L) < (8dim Uy) ™ Y=/%(deg x,)"/? vol (End U, ) ¥ Ur/ e NS(Uz),

Comme W, est similaire a V,,, le méme corollaire donne un faisceau M, sur V, pour
lequel h®(V,, M,) est majoré par exactement la méme quantité. Nous avons

vol(End U, )3 U=/re NS(Us) < yol(End Uf)glﬂ’m @)

par le calcul fait dans la démonstration précédente. Si nous notons N la polarisation
sur A obtenue par image réciproque de la polarisation produit de tous les £, (n, fois)
et M., il vient

hP(A,N) < (89)%/*(deg ) H (deg xo) "= +V/2 vol(End B¥)¢ (),

zE€Supp A

Si A, est CM/, il en va de méme de B, et donc de U, ; par suite U, et (/]; sont

similaires (lemme 9.11) donc degyx, = 1 (idy, € Hom(U,, D(U,)) se factorise a
travers le générateur x,). D’un autre coté, pour tout R C Supp A, 'isogénie

H X;LZ-H: H U:z+1 _ H W£I+1
TER zER zER
est nucléaire & gauche d’aprés les lemmes 6.5 (pour x), 5.9 (pour x?=*1) et 5.11 (pour
le produit). En particulier, elle est de degré minimal donc par la proposition 12.3 de
degré au plus YT(T)%4r*”. Si nous choisissons R comme ’ensemble des = € Supp A
tels que A, n’est pas CM’ alors
[T (egxo)™ " = T (degxa)™ " < T(T)$rn® = T(T)*EA—ww,
zE€Supp A TER
Il reste & majorer par le théoréme 9.12
degy = D(¢, 2,1) < D(, =,€a)
o, ici, @ est I'isogénie canonique (B x A)# — B# et < un ordre sur S tel que £4 est
croissante puis
(deg ) [ vol(End B#)$4@ < 1 (T)saev.
eSS
En reportant dans la majoration de h°(A, ) nous obtenons le résultat cherché. [J

Nous avons ensuite un résultat pour le volume. La fonction d4 a été introduite
page 22 et, pour une fonction f: S — R & support fini, nous abrégeons max(f) =

max{f(z) |z € S}.

PROPOSITION 12.6. — Soit A une variété abélienne avec Supp A C T'.
(1) Si A est MM, vol(End A) < Y(T)rgFnd4/2,
(2) Si A est produit de ses composantes isotypiques, vol(End A) < YT (T)2da%¢4,
(3) On a vol(End A) < Y(T)2(ve¢a) max(da/v),
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(4) On a vol(End A) < Y(T)dastat(vela)max(daga/v),

Démonstration. Pour établir (1), nous pouvons supposer que A est isotypique. La
formule & montrer vaut pour A si et seulement si elle vaut pour I'une de ses puis-
sances A" (n > 1) et elle est aussi invariante par similarité. Par suite, comme une
puissance de A est similaire & une puissance de A#, il suffit de 1’établir pour A#.
Dans ce cas, nous avons vol(End A#) < Y(T)d™ A% par définition de Y(T). Il reste
donc seulement & rappeler rg End A% = 2dim A%,

Remarquons que si A est isotypique alors les majorations (2), (3) et (4) sont
identiques. En particulier (2) est par produit conséquence de chacune des as-
sertions (3) et (4) que nous démontrons maintenant. Nous choisissons pour
cela une variété abélienne B MM 1sogene a A, un générateur ¢: A — Dy
de Hom(A D(B)) et un générateur : A = D, de Hom(A D(B)) Nous avons
bien str ¢ ) Hom(Dl,Dg) o C End A. Fixons de plus une polarlsatlon M sur D,
et notons £ = ¢*M puis N = VL = (p o 1/1) M sur D,. Avec ces choix de
polarisations, nous avons, pour tout x € Hom(Dy, 1/7\2), I’égalité des normes de Rosati
|1Zo X © p| = |x| : en effet, par la proposition 2.8 de [11] ceci se traduit par

29 P agg—1  xox
W(‘P M 1'80 X'N) = (Mg)
(ot g = dim A) et découle directement de la formule de projection. Nous en déduisons
donc

(M7 XN

vol(End A) < vol(Hom(D1, Dy)).

Le membre de gauche est bien la quantité que nous voulons majorer (indépendante de
la polarisation £, voir proposition 2.9 de [11]) tandis que, puisque D; et Dy sont MM
donc produits de leurs composantes isotypiques, le membre de droite est le produit
des

hO((Dy)e, Ny

hO((D1)z; Ma)

rg End A, /2dim A,
> vol(Hom((D1)z, (D2)s))

vol(Hom((D1)., (D2) ) = (

pour x € Supp A.
Nous utilisons rg End A, /2dim A, = (d4/v)(z), Ny = (¢ 0 ($))2)* M, et le corol-
laire 10.4 ((D1), (D2)s et B, sont similaires) pour réécrire ceci

(deg . - deg(¥),) *4/*)*) vol(End B,).
Par conséquent, nous avons pour tout ordre < sur S
vol(End A) < vol(End B)D(p o 0, =, da/v).

Nous procédons différemment & ce stade pour établir (3) et (4). Dans le premier cas,
nous écrivons

D(poth,=,da/v) < deg(p o) ™¥(1a/¥) = (deg ¢ - deg rp)max(da/),
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Vu le choix de ¢ et ) comme générateurs et si 0; et 65 sont les isogénies canoniques
(B x A)# — B* et (B x A)# — B¥, le théoréme 9.12 fournit

degp = D(p,=,14) < D(61,=%,64)

et, de méme, degty < D(6s,=<,€4). Par ailleurs, en raisonnant comme en (1), nous
avons

max(da/v)
vol(End B) = [ vol(End Bf)(%4/@" < <H vol(End Bf)€A<w>)

€S z€S

car d4/v < £4. En combinant nos inégalités, nous obtenons

max(da/v)

vol(End A) < <D(91, <,€4) [] vol(End Bf)iA@) D(Ba, <, £4)max(da/v)
z€eS

Il reste donc & choisir I'ordre < de sorte que &4 soit une fonction croissante pour

reconnaitre que le terme entre parenthéses et D(62,<,€4) sont tous deux majorés

par Y(T)"*¢4, ce qui donne (3). Pour (4), nous écrivons avec le lemme 4.3

D(QD o {Z;a j, dA/V) = D(SO, jy dA/V)D(TZ7 ja dA/V) = D((P, ja dA/V)D(wv iy dA/V)'
En utilisant les mémes notations #; et f3, nous majorons

D(QO’ ja dA/V) < D(ela jadAgA/V)

et
DY, =, da/v) < D, =, 14/E4) > Aa8a/Y) < D(By, =, 1 4)mex(dala/v),

Comme D(0s,=,14) = deg 03 = D(02,=,14), nous pouvons renverser ’ordre. Avec la
formule pour vol(End B) et d4/v < €4, nous majorons finalement vol(End A) par

(D(Ol, <,daéa/v) [ vol(End B;f)<dAfA/V><m>> D(B, <, 14)02x(daga/v)
zeS

Si nous choisissons l'ordre < de sorte que d €4 /v soit croissante alors 14 est automa-
tiquement croissante et donc la définition de Y (T') majore le terme entre parenthéses
par Y (T)%4%4 et D(6y, =,14) par Y(T)"*!4, d’ot le résultat. O

Observons que le renversement de ’ordre présent dans cette démonstration (expli-
cite dans (4), implicite dans deg 121\ = deg 1 pour (3)) est nécessaire car nous ne saurions
pas traiter une majoration plus naturelle comme D(01, <X, dala/v)D(02,=,dala/V)
dans la mesure o1, sauf dans des cas trés particuliers ou elle est constante, la fonction
da€a/v ne peut pas étre croissante pour les deux ordres opposés < et >. Notons
aussi qu’il n’y a pas de comparaison possible entre les majorations (3) et (4) : il est
facile de trouver des variétés abéliennes pour lesquelles l'exposant dans (3) est stric-
tement supérieur & celui de (4) et inversement. Mentionnons encore ici un lemme qui
nous sera utile plus tard et qui donne en particulier une majoration de I’exposant de
Passertion (3).
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LEMME 12.7. — Si A est une variété abélienne, on a les inégalités €4 < da et
(v e £4) max(da/v) < max(1, (dim A4)3/2).

Démonstration. La premiére inégalité découle de £4(x)? | rgEnd A, | 2da(x) pour
tout € Supp A. Pour la seconde, nous pouvons supposer g = dim A > 2. Notons alors
x € Supp A un élément qui réalise le maximum de d4 /v puis B = Ag\ () et h = da(z).
Nous avons v e 4 = v e g + v(x)éa(x) < 2(dim B)? + hv(z) = 2(g — h)? + hv(z).
Ainsi (v @ £4) max(da/v) < 2h(g — h)? + h? < ¢3/2 en majorant h(g — h) < g2/4
et h%2 < g%h/2 (puisque g > 2). O

Nous examinons pour terminer ce chapitre une notion liée au volume qui nous
sera utile dans le chapitre suivant. Lorsque A est une variété abélienne, nous notons
Tr: End A® Q — Q la trace associée (voir définition 2.1 de [11]) que l’on peut décrire
comme la restriction 8 End AQQ C End Q4®Q ~ Ms 4im 4(Q) de la trace matricielle.
En particulier Tr(id4) = 2dim A. Si maintenant O est un ordre de End A ® @, nous
notons OV le sous-groupe {¢ € End A ® Q@ | Tr(¢O) C Z} et nous définissons l'ex-
posant volumique de O comme I'exposant du groupe fini OV /O (Uinclusion O C OV
c’est-a-dire 'intégralité Tr(O) C Z provient du fait que O préserve un réseau O 4
de Q4 ®Q). Le lien avec le volume apparait dans la premiére des propriétés ci-dessous
de cet exposant volumique que nous notons evo(O).

LEMME 12.8. — Soient A et B deuz variétés abéliennes a supports disjoints et O C O’
deux ordres de End A ® Q.

(1) evo(O) | vol(0)? | evo(O)&ErdA ¢car vol(0)? = Card OV /0.
(2) evo(O') | evo(O) | evo(O') exp(O'/0)2.

(3) evo(End A) = evo(End A™) pour tout n > 1.

(4) evo(End A x B) = ppcm(evo(End A), evo(End B)).

(5) evo(End A) = evo(End A).

Démonstration. (1) Le volume de O, calculé comme toujours relativement a
une métrique de Rosati, est indépendant du choix de la métrique et nous
avons vol(O)? = |det M| lorsque M est la matrice de terme général Tr(pip;)
ol ¢1,...,¢4 est une base de O sur Z (voir la proposition 2.9 de [11] et sa dé-
monstration). Or, dans cette base de End A ® @ sur @, I'inclusion O C OV devient
7% C M~'7Z% ce qui donne bien |det M| = Card OV /O. Nous avons donc montré
la seconde formule et la premiére en découle puisque OV et donc OV /O est en-
gendré par d = rgO = rgEnd A éléments. (2) Nous avons O Cc O’ C (O")Y c OV
et exp(O'/O)OV C (O)V directement sur la définition. (3) Parce que la trace (donnée
par A™) d’une matrice de M, (End A® Q) ~ End A™ ® Q coincide avec la somme des
traces (données par A) des coefficients diagonaux, une telle matrice (¢;;) appartient
a (End A™)V si et seulement si

Tr((¢i;) o Mn(End A)) C Z <= Y  Tr(g;; 0 End A) C Z.

i,J
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Ceci entraine (End A™)Y = M,,((End A)Y) donc le groupe (End A™)Y/End A" est la
somme de n? copies du groupe (End A)Y/End A d’ou 1’égalité des exposants. (4) Ici
End A x B ~ End A x End B et la trace d’un couple (¢, 1) € End A x B est la somme
des traces de ¢ et 1. On en déduit (End Ax B)Y ~ (End A)Y x (End B)V et le résultat.
(5) L’anti-isomorphisme End A — End A, ¢ — § conserve la trace. O

Ces faits de base permettent déja de nous ramener & A# dans le cas MM.

COROLLAIRE 12.9. — Si A est une variété abélienne MM, on a evo(End A) =
evo(End A%).

Démonstration. Comme A et A¥ sont toutes deux le produit de leurs composantes
isotypiques respectives, l'assertion (4) du lemme montre qu’il suffit de traiter le
cas ol A est isotypique. Le résultat provient de ’assertion (3) puisqu’alors Ad™ A7
et (A#)dim A gont similaires. O

Nous étendons les notions de volume et d’exposant volumique & ’anneau de Lef-
schetz A(A) pour une variété abélienne quelconque. Le plus simple est de dire que nous
les définissons comme les quantités déja associées 4 ’'anneau opposé A(A)°P ~ End A%
(lemme 9.7) : vol(A(A)) = vol(End A¥) et evo(A(A)) = evo(End A#). Cependant,
si nous reprenons les définitions en termes de la trace End A# @ Q — @ associée
a A% nous constatons que ces définitions deviennent entiérement intrinséques & l’an-
neau A(A) : en effet, cette trace provenant de A# coincide avec la trace intrinséque
A(A) ® Q@ — @ donnée par la représentation réguliére (a droite ou a gauche). Nous
pouvons donc définir A(A)Y C A(A) ® Q puis evo(A(A)) et vol(A(A)) sans réfeé-
rence & A%. Ceci a aussi ’avantage de définir un volume sur I’espace vectoriel réel
W (Supp A)®R sans référence & A. Par exemple si B est une seconde variété abélienne
de méme support alors vol(A(A x B)) = [A(A) : A(A x B)]vol(A(A)). Nous voyons
ainsi apparaitre un lien direct avec d(T') : en effet [A(A) : A(A x B)] est le degré de
I'isogénie canonique 0: (A x B)#* — A# tandis que si A est MM alors

vol(A(A)) = vol(End A#) = [ vol(End A%),
z€S
ce qui nous donne (définition 12.2) vol(A(A x B)) | d(T)'/? dés que Supp A C T.

LEMME 12.10. — L’entier d(T) est le ppcm des vol(A(A))? = vol(End A#)% ou A
parcourt les variétés abéliennes de support inclus dans T. C’est aussi vrai si l'on se
restreint auz variétés de support égal o T'.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, la définition 12.2 se réécrit

d(T) = ppcm vol(A(A x B))?
ou A et B parcourent les variétés abéliennes avec A MM et Supp B C Supp A C T.
Pour la premiére assertion, il s’agit de voir que pour toute variété abélienne B de
support inclus dans T DPentier vol(A(B))? divise un entier de la forme précédente
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vol(A(A x B))? : il suffit pour cela de choisir A de méme support et MM. Pour
obtenir la deuxiéme assertion, nous constatons que, si B est une variété abélienne
de support inclus dans T' et C' une variété arbitraire de support T\ Supp B, alors
vol(A(B x C)) = vol(A(B)) vol(A(C)) et donc vol(A(B))? divise bien un entier de la
forme vol(A(A))? pour A= B x C. O

Les informations sur I’exposant qui nous seront utiles dans la suite sont regroupées
dans I’énoncé suivant.

LEMME 12.11. — Soit A une variété abélienne. Il existe une descendante B € D(A),
MM et isogéne a A, et un ordre maximal O C End A ® Q de sorte que O ~ End B
et exp(A(B)/A(A))O C End A. De plus evo(End A) | vol(A(A))?.

Démonstration. Nous choisissons D € D(A), MM et isogéne & A, puis un gé-
nérateur : A — B de Hom(A,D(D)). Ceci assure B € D(A) et B est MM
par le lemme 6.7. Comme A(A) C A(B) (théoréme 9.8), l'isogénie canonique
: (A x B)# = A% — B# = D# a pour noyau A(B)/A(A). Le théoréme 9.12 montre
que Pexposant de 1 divise N = exp(A(B)/A(A)). En particulier N¢p~! € Hom(B, A)
donc 'ordre maximal @ = ¢! o End B o9 de End A ® @ vérifie NO C End A.
Ainsi 'exposant de O/O N End A divise N et I'assertion (2) du lemme 12.8 donne
evo(End A) | evo(ONEnd A) | N2 evo(0O). Le corollaire 12.9 pour B entraine evo(O) =
evo(End B#) | vol(End B#)2 = vol(A(B))? et comme N divise [A(B) : A(A)] nous
trouvons evo(End A) | [A(B) : A(A)]2 vol(A(B))? = vol(A(A))2. O

Les divisibilités vol(End A)? | evo(End A)™8Fnd4 et vol(A(A)) |
binent avec ce lemme pour donner un contrdle de volume vol(End A
indépendant de la proposition 12.6.

d(T)/? se com-
) | d(T)rgEndA/Q
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CHAPITRE 13

ACTION DE GALOIS

Nous établissons dans ce chapitre plusieurs énoncés quantitatifs ou intervient 1’ac-
tion du groupe de Galois G = Gal(K/K) sur des objets associés & une variété abé-
lienne (K étant toujours un sous-corps de C). Pour les formuler, nous avons besoin
d’une propriété de finitude que nous examinons maintenant. Lorsque T est une partie
finie non vide de S, nous posons avec les notations du chapitre 9 :

NT)= (] AA)CcW(D).
Supp A=T
Nous utilisons cet anneau pour donner le critére de finitude des quantités Y (T') et d(T)
annoncé au début du chapitre 12.

PROPOSITION 13.1. — Soient T' une partie finie de S et A(T') l’ensemble des variétés
abéliennes de support T'. Les sept assertions suivantes sont équivalentes.

(1) A*(T) est un réseau de W (T).

(2) Il existe une variété abélienne A € A(T) avec A(A) = A°(T).

(3) Il existe une variété abélienne A € A(T) telle que A(T) C D(A).

(4) L’ensemble {A(A) | A€ A(T)} de sous-anneauzr de W(T') est fini.

(5) Chaque classe d’isogénie contenue dans A(T) est finie.

(6) La quantité Y(T) est finie.

(7) La quantité d(T) est finie.

Démonstration. (6) => (5) est une conséquence du théoréme d’isogénie fourni par
la proposition 12.3 puisqu’une variété abélienne fixée A n’a qu’un nombre fini de
quotients par un groupe fini de cardinal au plus A. (5) = (4) L’ensemble des A%
pour A € A(T) est contenu dans une classe d’isogénie donc est fini. Il en va donc
de méme de lensemble des A(A) = A(A#) (théoréme 9.5). (4) = (2) Notons
Ai,..., A, € A(T) des variétés telles que {A(A) | A€ A(T)} = {A(41),...,A(An)}.
Ainsi A°(T) = A(A1)N---NA(A,) = A(A; x --- x A,,) (lemme 9.3). L’équivalence de
(2) et (3) découle immédiatement de la caractérisation de D(A) par le théoréme 9.8
tandis que I'implication (2) = (1) est immédiate. De son coté, (1) = (7) est une
conséquence du lemme 12.10 puisque si A € A(T) l'inclusion A°(T) C A(A) donne

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2023



80 CHAPITRE 13. ACTION DE GALOIS

vol(A(A))? | vol(A*(T))2. Tl nous reste donc & voir (7) = (6). Fixons pour cela A,
B, 0, < et p comme dans la définition 12.1 et nous constatons

1/pev
<D(0, <,p) [] vol(End A;‘f)f’(ﬂc)) < d(T)'/?
zeS

grace a D(0, <,p) < D(0, <,1,4)™2*(P) et max(p) < pewv. O

Nous supposons dans toute la suite de ce chapitre que T' C S remplit ces conditions.
Rappelons que d’aprés un théoréme de Faltings c’est toujours le cas lorsque K est
une extension de corps de type fini de @ (voir le corollaire page 211 de [8]).

Parmi toutes les variétés abéliennes A vérifiant la condition (2), il en existe une
privilégiée a savoir celle qui vérifie A ~ A# : elle ne dépend que de la partie 7.

NOTATION 13.2. — Nous notons T” unique variété abélienne de support T telle
que (T*)# =T° et A(T") = A°(T).

Dés que A vérifie (2) nous avons A# = T”. La variété abélienne T” satisfait éga-
lement P’assertion (3) de la proposition et D(T") est ’'ensemble de toutes les variétés
abéliennes de support contenu dans T' (en effet une telle variété est trivialement des-
cendante d’une variété de support T donc de T°). Si T’ est une partie de T, elle
vérifie aussi les conditions (1) & (7) (par exemple car YT(T") < YT(T) se lit sur la dé-
finition 12.1) et A”(T) est un sous-anneau de A*(T") x A’(T \ T") (strict en général,
voir l'exemple a la fin du chapitre 18).

LEMME 13.3. — Nous avons d(T) = vol(A(T?))?.

Démonstration. Nous avons vu d(T) | vol(A®(T))? dans la démonstration de (1) =

(7) ci-dessus a partir du lemme 12.10 et I’égalité en découle puisque le ppcm est atteint
pour A =1". O

De la méme fagon, nous pouvons écrire
d(T) = max vol(A(A))? = max vol(End A%)?
Supp ACT Supp A=T
et, dans la définition 12.2, le ppcm peut également étre remplacé par un maximum.
Notons aussi I’encadrement
T(T)2 < d(T) < T(T)Zdime

ou la premiére inégalité a été vue dans la démonstration de (7) = (6) ci-dessus
tandis que la seconde s’obtient en choisissant p = 14 dans la définition 12.1.

Lorsque A est une variété arbitraire de support T, nous avons (A x T°)# = T°
(puisque A(A) N A(T”) = A(T”)) et nous disposons donc, par le lemme 9.10, d’une
isogénie canonique §: T° — A#.
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PROPOSITION 13.4. — Il existe une partie non vide T' C T telle que, pour tout ordre
total X sur S pour lequel la fonction caractéristique p = 1/ est croissante et toute
variété abélienne A de support T et MM, nous avons

1/pev
Y(T) = <D(0, =<,p) [ ] vol(End A;f*)P(f)) — q(T")V/2dim(T)’
€S

0w 0: T° — A# est lVisogénie canonique.

Démonstration. Dans la définition 12.1, il n’y a pas de restriction & limiter le su-
premum aux variétés A de support égal & T puisque remplacer A par son produit
avec une variété abélienne MM de support T\ Supp A augmente la quantité considé-
rée. De méme, nous pouvons de plus nous limiter & B = T” car I'isogénie canonique
0: T — A# se factorise a travers toutes les isogénies canoniques (A x B)# — A# en
vertu de A(T”) € A(Ax B) C A(A). Montrons a présent que, pour p et < quelconques,
le nombre
a<,p =D(0,=,p) [] vol(End A#)P()
zeS

est indépendant du choix de la variété abélienne A de support T' et MM. En revenant
a la définition 4.1 du degré pondéré, il suffit de voir que c’est le cas de

Brs = (deg f7/) vol(End A%,)
pour toute partie 7" de T. Formons pour cela le diagramme

0 — (T — T — (T\T) — 0

I |7
0 — A#, — A* — A7

™nr 0

ol 6 est lisogénie canonique (associée au support T \ T") et T° — (T \ T") est la
composée de T” — (T")° x (T'\ T")* (donnée par A°(T) C A*(T") x A*(T'\T")) et de la
seconde projection. Notre diagramme de variétés abéliennes correspond (en passant
aux réseaux des périodes) a un diagramme de Z-modules libres

0 — ANDTNW(T) — AN(T) — ANT\T) — 0

| | !

On constate que ce diagramme est commutatif et que la seconde ligne est exacte (elle
est méme scindée). Comme les trois fléches verticales sont toutes des injections entre
modules de méme rang et que A’(T) N W(T") est visiblement saturé dans A°(T),
la premiére ligne est exacte si I'on omet le 0 final. Enfin le morphisme d’anneaux
A’ (T) — A°(T'\ T") est surjectif car son image, étant le réseau des périodes d’une
variété abélienne (T°/(T”)r/) de support T\ T”, est un sous-A°(T \ T')-module et
contient 1.
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Tout ceci entraine
Br = [A(Ar:) : A(T) N W (T")] vol(A(Ar))
vol(A®(T)) vol(A> (T \ T"))~*

puis

=TI (@)”“) 10 (vow({y €T |y = x}»)”@
= \Be oo \VOl(A*({y € T'| y > x}))
Nous voyons que ces quantités sont bien indépendantes du choix de A et si T” est une
partie de T telle que 17- est croissante pour < alors a< 1., = vol(A”(T”)). Comme une
fonction croissante p: S — [0, 400 & support dans T est une combinaison linéaire &
coeflicients positifs de telles fonctions caractéristiques croissantes et que p — log a< ,

et p — p e v sont deux formes linéaires a coefficients positifs, nous constatons que le
1/pev

<p estatteint pour un tel p =17 O

maximum de o

Cette démonstration montre aussi que Y(T') est égal au maximum des nombres
réels d(T")'/? dim(T")" lorsque T" parcourt les parties non vides de T
Pour énoncer nos résultats quantitatifs, nous notons

6* = ppem{exp(A(A)/A°(T)) | A € A(T), A est MM}

et

A° = [A(A) : A°(T)] = deg b
pour une variété abélienne A de support T et MM (ou §: T” — A# est Iisogénie
canonique). Cette seconde définition ne dépend pas du choix de A car tous les ordres
maximaux de A”(T) ® Q ont le méme volume (voir [24, (25.3)]). Nous avons

5b | Ab | d(T)1/2 < T(T)dime.

De plus si nous remplacons T par 77 C T alors §° est remplacé par un diviseur et de
méme pour A® (il suffit de faire un produit par une variété MM de support 7' \T' de
la méme fagon que dans la démonstration du lemme 12.10).

Si A est une variété abélienne et m > 1 un entier, nous notons A[m] le groupe
des K-points de m-torsion sur lequel agit G = Gal(K/K). Si B est une seconde
variété abélienne, nous notons Homg(A[m], B[m]) lensemble des morphismes de
groupes A[m| — B[m] qui respectent I’action de G. Tout ¢ € Hom(A, B) induit un tel
morphisme donc nous avons une application naturelle Hom(A, B) — Homg (A[m], B[m]).

PROPOSITION 13.5. — Soient A et B deuzx variétés abéliennes de supports inclus
dans T. Alors & Homg(A[m], Bm]) est contenu dans l’image de Hom(A, B) pour
tout m > 1.

Démonstration. Soit uw € Homg (A[m|, B[m]) et notons I' C A[m] x B[m] son graphe.
Puisque u est G-équivariant, I" est stable par G donc le quotient 7: A x B — C
= (A x B)/T existe comme variété abélienne sur K. D’aprés le lemme 12.11, il
existe une variété abélienne MM D € D(C) et un ordre maximal @ de EndC' ® Q
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tels que exp(A(D)/A(C))O C EndC. Ici A’(Supp(A x B)) € A(C) C A(D) donc
exp(A(D)/A(C)) | 6°. En particulier 60O C EndC. Comme I' N (0 x B) = 0, nous
pouvons identifier B & une sous-variété abélienne de C. D’aprés le corollaire 1.3 de
[25], il existe une sous-variété abélienne B’ de C avec C = B+ B’ et BN B’ C B[6°].
Par suite C/(B’ + B[6°]) ~ B/B[6"] ~ B et la composée

AxB-5C—B

s’écrit comme (—Y;, [6°]) pour un certain x € Hom(A4, B).

Par conséquent, I' = Kern est contenu dans le noyau de ce morphisme donc si
x € A[m] nous avons (—¥, [6°])(z,u(x)) = 0 soit 6’ u(z) = x(z) d’ott le résultat. [

Cette démonstration peut étre vue comme une simplification de ’argument prin-
cipal de [20]. On sait que la proposition 13.5 entraine 'isomorphisme conjecturé par
Tate

Hom(A, B) ® Zy ~ Homg(Te(A), Ty (B))

pour tout nombre premier £ et toutes variétés abéliennes A et B de supports
inclus dans T. Lorsque A = B, il est équivalent de dire (par bicommuta-
tion) que l'anneau Zg[p,(G)] engendré par l'image de la représentation ¢-adique
pe: G — Auty,(Ty(A)) est d’indice fini dans Ay(A). En fait, si SuppA = T, le
morphisme induit pg: G — Wy(T)* est indépendant de A donc ’anneau Z4[p;(G)] ne
dépend que de T'.

Nous allons relier cet anneau & T°. Auparavant, nous incluons, faute d’une référence
adéquate, un fait de base sur les modules de Tate.

LEMME 13.6. — Soient A une variété abélienne, £ un nombre premier et M un sous-
module d’indice fini de T;(A) stable sous Uaction de G. Alors il existe une variété
abélienne B et une isogénie p: B — A telles que Ty()(Ty(B)) = M.

Démonstration. Sil'entier a > 0 est tel que £*T;(A) C M alors M /¢*T,;(A) définit un
sous-groupe fini H de A[¢%] ~ T,(A)/¢*Ty(A) qui est stable sous G. Nous pouvons
donc former le quotient 7: A — B = A/H comme variété abélienne sur K et nous
notons ¢: B — A l'isogénie telle que 7o ¢ = [£%]. Restreinte aux points de £*-torsion,
cette égalité donne ¢(B[¢*]) = Kerm = H. En identifiant Papplication B[¢%] — A[¢?]
induite par ¢ et Vapplication f: Ty(B)/£*Ty(B) — T;(A)/¢*T;(A) induite par Ty(p),
nous en déduisons que 'image de f est M/£°T;(A) d’ou le résultat. O

Voyons maintenant que la Zg-algébre engendrée par 'image de la représentation
galoisienne coincide avec 'anneau de Lefschetz ¢-adique de T7.

PrOPOSITION 13.7. — Pour toute variété abélienne A de support T et tout nombre
premier £, nous avons

Zalpe(G)] = A (T) ® Zy = Ag(T").
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Démonstration. Les identifications
Ag(T") = MT*) @ Ty = Qpoye @ T = Qps @ Ty = Ty(T°)

permettent de voir Ay(7”) comme le module de Tate f-adique de T°. Comme
Z¢[pe(G)] est d’indice fini dans Ty(T”), le lemme fournit une isogénie B — T telle
que le module de Tate de B s’identifie & Zg[p¢(G)]. Nous en déduisons (assertion (2)
du lemme 8.4)

A(T” x B) = {u € A(T°) | w(Ze[pe(G)]) C Zglpe(G)]}
= Zu[pe(G)] C Ag(T").

Par définition de 7”, nous avons A(T” x B) = A(T*) N A(B) = A(T”) donc, par
extension des scalaires & Zg, on a Ay(T” x B) = Ay(T") qui est I’égalité cherchée. [

Cette propriété permet d’améliorer et de simplifier le théoréme 4.6 de [23] : pour
toute variété abélienne A, il existe une variété abélienne B isogéne 4 une sous-variété
abélienne de A24m 4 telle que End B® Zy ~ Z4[ps(G)]°P pour tout nombre premier £.
En effet, il suffit de choisir B = (Supp A)” : on a End B ® Z; ~ Ay(B)° (lemme 9.7
(2)) et B est isogéne a A% C A2dimA4 (théoréme 9.5). L’exposant 2 dim A améliore le
Q(dim A) de [23] et il n’est pas nécessaire de faire intervenir une algébre de matrices.

Par ailleurs, nous avons immédiatement un contrdle de lindice de Z;[p/(G)]
dans Ay(A).

COROLLAIRE 13.8. — Pour toute variété abélienne A de support contenu dans T

TT1Ae(A) = Zelpe(GN] | A | A(T)Y2.
£

Démonstration. Par la proposition, le produit vaut [A(A) : A°(Supp A)]. O
Ce corollaire fournit ainsi une version quantitative du théoréme 2.7 de Deligne [7].

Le dernier objet associé au groupe de Galois que nous pouvons controler est le
sous-groupe invariant Br(A?)G du groupe de Brauer géométrique.

PROPOSITION 13.9. — Soit A une variété abélienne de support inclus dans T telle
que End A7z = End A.

L’exposant du groupe fini Br(A%)® divise 26° vol(A(A x ;1\))2 | 2d(T)3/2. Par suite,
Card BI.(A?)G | (2d(T)3/2)(dim A)(2dim A—1)—rg NS(A) .

Rappelons [30, (5)] que pour tout entier m > 1 la suite exacte de Kummer en
cohomologie étale fournit une suite exacte

0 — (NS(A%) ® Z/mZ)¢ % HZ(Ag, pm)® —— Br(Az)[m]¢.
Nous controlons séparément ’exposant des conoyaux de a et b.

LEMME 13.10. — Pour tout m > 1, on a 26" Cokera = 0.
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Démonstration. D’apreés le lemme 2.6 de [23] (donné lorsque m est une puissance de
nombre premier mais qui s’étend directement par somme), nous pouvons écrire un
diagramme commutatif

NS(A) NS(A) &+ Hom(4, A)

| |

(NS(Ag) ® Z/mZ)% —2— HZ (Az, pim )¢ ——— Homg(A[m], A[m]).

Soit u € HZ(Az, pm)¥. D’aprés la proposition 13.5, l'image de 6°u dans le
groupe Homg(A[m), A[m]) provient d’un morphisme ¢: A — A. L'élément ¢ + &
appartient 4 NS(A) C Hom(A, A) et son image dans Homg(A[m], A[m]) est 26°u car
u donne un 8lément symétrique de Homg (A[m], A[m]) (voir [23, (11)]). Le diagramme
montre alors que 26°u est dans I'image de a d’ou le résultat. O

Dans le deuxiéme cas, la méthode est apparentée a celle de [23] mais nous employons
I’exposant volumique au lieu du discriminant.

LEMME 13.11. — Pour tout entier m > 1, on a evo(End (A% X A\f)) Cokerb = 0.

Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ot m = £ pour un nombre premier £ et n > 1.
Si nous notons Y le Z,[G]-module HZ (Az, Z(1)) alors Y ® Z,/mZg ~ HZ (Az, pim)
donc en formant la suite exacte de Z[G]-modules libres

0 —NSAx)®Zy —Y — Z — 0,
nous avons Z ® Zg/mZy ~ Br(Az)[m] et ainsi b est (Y/mY)¢ — (Z/mZ)C. En

-~

abrégeant O = End(Az x A), il va nous suffire de montrer qu'il existe un morphisme
de Z¢[G]-modules Z — Y tel que la composée

Z —Y — 7

soit la multiplication par evo(Q). En effet si ce morphisme existe la multiplication
(Z/mZ)¢ — (Z/mZ)C par evo(O) se factorise & travers b d’oul le résultat. L’existence
d’un tel morphisme Z — Y est équivalente a celle d’un sous-Z;[G]-module Z’ de Y
tel que evo(O)Y C (NS(Ax) ® Z¢) ® Z’' que nous allons maintenant établir.

Nous voyons O comme sous-anneau de O; = Endz(Q24 x Q3) qui est muni de la
trace Tr: O; — Z des Z-endomorphismes. Nous posons O+ = {f € Oy | Tr(fO) = 0},
un sous-Z-module saturé de O;. La restriction de Tr: O; — Z a O est la trace
donnée par Az x A\f qui nous a servi & définir OV donc evo(0). L’application
bilinéaire O x O — Z, (z,y) — Tr(zy) est non dégénérée (son discriminant étant
vol(0)? # 0) donc O N O+ = 0 et nous pouvons identifier OV & Hom(O,Z). Ainsi
si f € O; l'application © — Z,p — Tr(fp) correspond & un élément 3 de OV
c’est-a-dire Tr(fp) = Tr(p) pour tout ¢ € O. Par définition evo(O)OV C O donc
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evo(O)f = evo(O)y + evo(O)(f — ) € O @ O*. Notons v: O; — O 'application li-
néaire ainsi définie par v(f) = evo(O). On vérifie qu’elle respecte la décomposition

01 = End(Q24) ® Hom(24,9 7) ® Hom(Q 3,Q24) @ End(€2 3)
ainsi que l’involution de dualité sur O; : ’y(f) = ﬁ) (car Tr(flfg) = Tr(flfg)
et O est stable par f — f) En faisant le produit tensoriel avec Zy, nous avons
evo(0)(018%Z) C (O@Zz)@(OJ‘(@ZO C O1®%Zy.1ci O10Z; = Endy, (Tg(A)XTg(A\))
admet une action du groupe G qui laisse stable le sous-module O ® Z;, ainsi que
I’extension de la trace Tr: O; ® Zy — Z,.

Par suite Ot ® Z, = {f € 01 ® Zy | Te(f(O ® Zy)) = 0} est aussi un
sous-Zy[G]-module de O; ® Z,. Enfin Y = HZ(Ag,Z(1)) sidentifie au sous-
Z4|G)-module de Oy ® Z; correspondant aux morphismes Ty(A) — Ty(A) autoduaux
et NS(A%) ® Zy =Y N (O ® Zy). Les propriétés de v montrent que (y ® idz,)(Y) C
NS(A%) ® Z, de sorte qu’il suffit de poser Z' = Y N (Ot ® Z;) pour avoir
evo(O)Y C (NS(Ay) ® Zs) & Z'. O

Démonstration de la proposition 13.9. Puisque nous avons une suite exacte

0 — Cokera — Br(Ax)[m]® — Cokerb — 0,

la combinaison des deux lemmes ci-dessus montre que I'exposant de Br(Az)[m]|¢ =

Br(A%)%[m] divise 26” evo(End(Az x A\?)) Ceci étant vrai pour tout m > 1 il en va
de méme de I'exposant de Br(Ax)°.

En outre I’hypothése End Az = End A entraine End(Ag x A\f) = End(4 x A\) et
le lemme 12.11 fournit evo(End(A x A)) | vol(A(A x A))2. Ceci donne I’assertion sur

I’exposant et celle sur le cardinal s’en déduit car, comme
Br(A%) ~ (Q/Z)"

ou 7 est Ventier rg HZ (Az, Z¢(1)) — rg NS(A) = rg A> Hom(Ty(A), Z¢) — rg NS(A) =
(dim A)(2dim A — 1) — rg NS(A), le sous-groupe Br(A)[E] des éléments d’ordre di-
visant un entier E > 1 est isomorphe a (Z/EZ)". O
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CHAPITRE 14

UN FAISCEAU SUR A#

Ce chapitre présente un résultat technique qui nous servira dans la suite & majorer
Y (T) via un théoréme des périodes. Il s’agit de construire un faisceau inversible ample
sur A% (lorsque A est simple et MM) qui contréle le volume de End A%.

Nous commencons par un énoncé de géométrie des nombres dont la démonstration
nous a été communiquée par Pascal Autissier. Lorsque (€2, ||-||) est un réseau euclidien,
nous notons p()) son rayon de recouvrement c’est-a-dire le plus petit nombre réel p
tel que toute boule fermée de rayon p de 2 ® R contienne un point de €.

PROPOSITION 14.1. — Soient (Q, || - ||) un réseau euclidien de rang n et € un réel
tel que 0 < £ < 1. Pour tout réel v > 2p(Q2)/e il existe une famille libre wy,...,w,
d’éléments de Q avec ||w;|| <r pour 1 <i<n et

n 1/n
vol <@ Zwi> >r(l—e).
i=1

Démonstration. — Nous construisons les w; par récurrence. Pour ¢ > 1, nous suppo-
sons une famille libre wy,...,w;_1 déja construite et notons

V; = Vectr (w1, ...,wi—1) COQ R

(donc V; = {0}). Fixons un vecteur unitaire e; € V;-. Par définition du rayon de recou-
vrement, nous pouvons choisir un élément w; de 2 tel que ||w; — (r — p(Q))e; ]| < p(2).
Nous avons bien |jw;|| < r. D’autre part, pour la distance d sur Q ® R associée a la
norme || - ||, il vient

d(wi, Vi) = d((r — p(@))es, Vi) — d((r — p(Q))es,w;) > 7 — 20(Q) > r(1 — ) > 0.

En particulier, la famille wq,...,w; est libre. Finalement, lorsque w,, est construit,
nous obtenons

vol (EnB Zwi> = ﬁd(wi, Vi)> (r(1—¢)". O
i=1 i=1
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Comme depuis le début du chapitre 9, le corps de base K est un sous-corps de C et
I’extension des scalaires qui s’en déduit permet de définir, pour une variété abélienne A
sur K, son espace tangent t4, son réseau des périodes 24 et par suite A%. Ici nous
notons de plus || - ||z, pour un faisceau inversible ample £ sur A, la norme hermitienne
associée sur t4 qui est donnée par ||z||2 = H(z,2) pour z € t4 si H: t4 xtg — C est
la forme de Riemann de ’extension de £ a C (voir paragraphe 2.4 de [10]).

THEOREME 14.2. — Soient A une variété abélienne simple et MM sur K, L un fais-
ceau inversible ample et symétrique sur A et € €]0,1[ un réel. Pour tout réel

4dim A 5
w2 mp( A)

il existe un faisceau inversible N ample et symétrique sur A% vérifiant
lid|3, < 2dim A% - p et

hO(A# ) > vol(End A#)(u(1 — £)?)4m 4%,

Démonstration. Notons ¢ = dim A et k = dim A% /dim A. Appliquons la proposi-
tion 14.1 au réseau euclidien (4, | - ||z) de rang n = 2g et au réel . Nous obtenons
une famille libre wq,...,way de Q4 vérifiant les conditions de la proposition avec
r = v/kp. Désignons a présent par f; (1 < i < 2g) l'image réciproque de w; par
I'isomorphisme Hom(A#, A) — Q4 du lemme 9.6. Définissons alors

29
N=Q L
i=1

sur A%. Ce faisceau (symétrique) est ample car le morphisme (f1, ..., fag): A% — A9
est fini : comme lors de la démonstration du théoréme 9.5, ’application sur les espaces
tangents s’écrit A(A) @ R — tig, u = (u(w1),...,u(wsy)) donc est injective. Pour la
norme de I’identité, nous avons

2g 2g
lidi% = DIl fiid)|Z = D lwill2 < 29r® = 2dim A% - .
i=1 i=1

Parce que A est MM, A% est similaire & A* donc, par le corollaire 10.4, il vient

hO(A#,N)l/k
hO(A, L)

ot le dernier volume est défini par la métrique de Rosati associée & A et L. Par
I'isomorphisme Hom(A#, A) — Q4 et I'égalité h°(A, L) = vol(Q4), nous pouvons
écrire

vol(Hom(A#, A)) Q4 : @77, Zwi] vol(@;2, Zfs) Vol Zf:)

hO(A, L) [Hom(A#, A): @2, Zf;] vol(®Y, Zuw;)  vol(@22, Tw;)

vol(End A#)'/* = vol(Hom(A#, A)) = vol(Hom(A#, A))
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Nous minorons le dénominateur par (r(1 —¢€))29 par le choix des w;. Pour le numéra-
teur, les inégalités d’Hadamard et arithmético-géométrique entrainent

vol(eBZfz)<H|fz|< (29)" (Zmﬁ’) (29) 9Tr<Zﬁ f)

=1

En revenant & la formule pour vol(End A#), nous trouvons donc
vol(Bnd A#)\ ' (Te(3, £l o )’
hO(A# N) 2gkp(1 —€)?

Finalement, par définition de I’involution de Rosati généralisée T sur Hom(A#, A)
(voir page 2064 de [11]), nous calculons

29 2g R 2g
= ¢pe=> fiopcofi=)» ¢noflofi
i=1 =1

i=1

donc Z?il f;r o f; =id4# a pour trace 2dim A% = 2kg d’ot le résultat. O
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CHAPITRE 15

RAFFINEMENTS DU THEOREME DES PERIODES

Nous démontrons ici & partir des résultats de [10] une nouvelle version du théoréme
des périodes. En effet, le théoréme 1.2 de [10] présente un inconvénient pour le présent
texte : le minimum essentiel §(4,, £, ) qu’il utilise est défini en faisant intervenir toutes
les sous-variétés abéliennes de A,. En pratique, cela demande lors de son application
de faire une extension de corps et donc, par exemple, au cours de la recherche d’une
isogénie A — B, nous trouvons plutdt une isogénie Ax — Bz. Cette contrainte
pouvait étre contournée par un argument de trace dans [11] (voir le lemme 3.3) mais
ici notre démarche plus directe interdit ce va-et-vient dans une extension. Nous devons
donc modifier le théoréme des périodes pour faire apparaitre la quantité (plus petite
que 0(4,, Ls))

d5(A, L) =supd(As, Lo, By)
B

ou B parcourt les sous-variétés abéliennes de A ((A4, L) est une variété abélienne
polarisée sur K, o un plongement K — C et la définition de §(A4,, L,, B,) donnée
page 360 de [10] sera rappelée ci-dessous). Heureusement la souplesse du théoréme-
clef 4.5 de [10] permet cette modification : nous choisirons les sous-variétés abéliennes
Blo] de son énoncé comme extensions de sous-variétés abéliennes de A et il s’agira
essentiellement de minorer £,. Concrétement, nous reprendrons en fait une petite
partie de la démonstration du théoréme-clef au lieu de 1'utiliser tel quel afin de réduire
certaines constantes.

Nous commengons par quelques préparatifs avant d’énoncer notre résultat. Nous
fixons un corps de nombres K et une variété abélienne polarisée (A, L) sur K de
dimension g. Pour toute extension K’ de K et toute sous-variété abélienne stricte B
de Ak nous posons

deg, B\ " ro(B, L)\ !
o) (degL A) VB =
ot t = dim A — dim B (par un léger abus de notations nous confondons ici £ avec son
extension & K'). Nous définissons ensuite

= min z(B) et y =min y(B)
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ou, dans les deux cas, B parcourt toutes les sous-variétés abéliennes strictes de A
Le réel = est celui défini page 362 de [10] (puisque toutes les sous-variétés abéliennes
de A proviennent de Az). Avec deg, B = (g — t)!h%(B, L) et g!/(g — t)! < ¢, nous
obtenons z < y < gz tandis que le choix B = 0 donne y < y(0) = h°(A, L)~ /9 (en
particulier y < 1).

L’intérét d’employer y plutot que z s’explique par le fait suivant, qui nous per-
mettra de nous restreindre aux sous-variétés abéliennes de A et donc de ne pas faire
d’extension de corps.

PROPOSITION 15.1. — Il existe une sous-variété abélienne stricte B de A avec
y =y(B).

Démonstration. Choisissons une sous-variété abélienne stricte By de Ay telle que
y = y(Bo) et de dimension minimale pour cette propriété. Si By s’écrit Bz pour une
sous-variété abélienne B de A, nous avons terminé. Sinon il existe ¢ € Gal(K/K)
tel que o(Bg) # By. Notons alors B; la composante neutre de By N o(Bg) et
By = By + 0(Bp). D’aprés la proposition 3.1 de [26], nous avons

h®(By, L) (By, L) < h®(Bo, L)h°(a(Bo), £) = h®(Bo, £)*.
En divisant par h%(A4, L), ceci devient
Y(B1)9 =4 By (By)o=4m B < (2= B

oll, pour couvrir le cas Bs = A, nous donnons une valeur arbitraire & y(A), disons y.
Ceci permet d’écrire dans tous les cas y < y(B3).

En utilisant y(Bg) = y, dim By 4+ dim By = 2dim By et ¢ — dim By > 0, il vient
y(B1) < y donc y(B1) = y. Mais dim By < dim By contredit le choix de By : cette
absurdité donne la proposition. O

Voici le résultat principal de ce chapitre.

THEOREME 15.2. — Si (A, L) est une variété abélienne polarisée de dimension g sur
un corps de nombres K, nous avons

1 1
[K:Q] 2 S (A LE < 10(eg)*y (hr(4) + 199" ~ 0.92glogy) .
’ o: K—C V7

Comme promis, nous rappelons la définition de §(Ay,L,, B,) qui intervient
dans 6, (A4, £). Elle repose sur la métrique sur ’espace tangent (associée a la forme de
Riemann) mentionnée avant le théoréme 14.2. Comme ici K n’est plus un sous-corps
fixé de € mais que nous faisons varier le plongement ¢: K — C, nous notons || - ||z«
la norme sur t4, donnée par l'extension L, de £ & A, et d. , la distance associée.
Alors nous définissons

5(A0,EU,BU) = min{dﬁﬁ(w,tgd) | w € QAO‘ \QBU}-
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Lorsque B est nulle, nous retrouvons le diamétre d’injectivité p(A4,, L) autrement
dit la plus petite norme d’une période non nulle de A,. Le lemme matriciel suivant
dd & Autissier contrdle ce diamétre.

PRrOPOSITION 15.3. — Sous les mémes hypothéses, nous avons

1 1 1 .
(K : Q] o.;_@ oA, L2 =2 (hF(A) + 5 logh (A,c)) +5,59.

Démonstration. Lorsque h°(A, £) = 1 I'inégalité découle du corollaire 1.4 de [1] dans
lequel € est choisi de sorte que 6 = 2,3 x w(1 —¢). Le cas général s’obtient par isogénie,
exactement comme dans la démonstration de la proposition 3.6 de [10]. |

Pour établir le théoréme 15.2, nous allons suivre [10] en commengant par une
réduction du probléme similaire & celle de la page 363 de op. cit.

LEMME 15.4. — Pour démontrer le théoréeme 15.2, nous pouvons supposer g > 2
ety <1/3798.

Démonstration. Si g = 1 et Ly désigne la polarisation principale sur A, nous avons
65(A,£)? = 6(Ay,L5,0)% = p(Ay,(Lo)s)?/y pour tout o: K — C. Il suffit alors
d’observer que I'inégalité souhaitée

[K%Q] 2 o <1co>a>251062(hF(A)“’9)

o: K—C P
est une conséquence directe du lemme matriciel qui donne la borne (positive)
2,3(hp(A) + 2,4). Supposons maintenant g > 2 et y > 1/3798. Cette valeur nu-
mérique est choisie pour avoir 2,3 < 10(eg)?9y. Comme p(4,,Ly) < §,(A, L) (en
considérant B = 0 dans la définition) il suffit ici d’établir

1 1
— < 23(hr(A) —0,92glogy + 1,9¢°).
(K : Q] 0:;_)@ p(As, Lo)? (hr(4) )
Ceci découle immédiatement du lemme matriciel qui, grace ay < h°(A, £)~1/9, fournit

le majorant 2,3(hr(A) — 0,5g logy + 2,4g). |

Nous entamons maintenant la démonstration du théoréme 15.2. Pour cela, nous
choisissons, pour chaque ¢: K — C, une sous-variété abélienne B[o] de A, qui pro-
vient d’une sous-variété abélienne de A et qui vérifie y(B[o]) = y. Ceci est possible
en vertu de la proposition 15.1. Nous pouvons aussi assurer que B[o] et B[a] se cor-
respondent comme dans I’énoncé du théoréme 4.5 de [10] dont nous reprenons les
notations J, et &, et dont nous allons suivre la démonstration de trés prés pour
montrer

1 - 2
K : Q] Z (g) < 56,1929z x 1,11994> (hF(A) —0,92glogy + 17992)
: o: K—C o
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lorsque g > 2 et y < 1/3798. Nous suivons pas a pas [10] : le paragraphe 4.3.2 permet
de remplacer K par une extension pour prouver cette formule puis nous procédons
exactement comme dans la partie 6 de la page 368 a la page 379. Notons que pour
assurer la formule (2) page 369, il est nécessaire de corriger légérement la présentation :
il convient de fixer le parameétre n (début de 6.2) avant le choix du modéle de Moret-
Bailly (début de 6.1) afin de prendre un modéle de (A4, L&) pour obtenir (2) (voir [5]
ol ceci est rétabli dans le bon ordre). Cette correction ne modifie en rien les calculs
qui suivent.

Par ailleurs, nous notons que dans la proposition 4.3 de [10] nous pouvons rempla-
cer deg, B par h°(B, L) puisque l'on a en fait b < h°(B, L£)? (voir le paragraphe 2.2).
Nous répercutons ceci aprés I'inégalité (7) page 375 lors de l'usage de cette proposi-
tion en remplagant deg, B[] par h%(Blo], L,). Cette altération se propage de facon
transparente dans les formules (8), (11) et (13). Nous arrivons ainsi & la page 379.
Dans la premiére formule, nous choisissons 78 au lieu de 105 ce qui remplace 280 par
208 (deux fois). On vérifie par le calcul que ce changement ne modifie pas la valeur
13,2 qui suit (nous avons le droit d’utiliser z < 1/2141 puisque nous avons méme
x <y < 1/3798). De cette fagon, nous obtenons une inégalité (17) modifiée ou 106 est
remplacé par 79 et ol la seule autre différence est la présence de h®(BJ[o], £, ) dans ;.
Ensuite nous modifions réellement les ultimes calculs. Vu la formule que nous voulons
montrer, il suffit de combiner cette version de (17) avec l'estimation ci-dessous qui
remplace la proposition 6.8.

LEMME 15.5. — Nous avons

1 3
max (79, Ryt ”4”) < 1,1199¢? (hr(A) — 0,92glogy + 1,9¢7) .

Démonstration. Les inégalités hp(A) > —3g/2, g > 2 et y < 1/3798 entrainent
1,1199¢° (hp(A) — 0,92glogy + 1,99%) > 4(4 x 1,9 — 3 + 1,8410g 3798) > 79.

Nous majorons ensuite les différents termes qui apparaissent dans ’expression de N;.
La minoration hp(A) > —3g/2 montre que le majorant dans la proposition 4.6 de [9]
est positif donc, avec h®(A, £) < y~9, nous obtenons

o 2
gmax(0, Bmax () < 9(0,69 + 1)hp(A) + g° log(15,2g) — % (% + 1) log v.

Par ailleurs, le lemme matriciel (proposition 15.3) et le lemme 3.19 de [5] couplé a la
minoration hp(A) > —3g/2 qui assure 2,3hp(A) + 5,59 > e conduisent &

g 1 g 1 1

log max (1, ) < Zlogmax | e, —— _

(K : Q] o—:;@ p(As, Lo) 2 (K : Q] U:;_)C p(Ao, Lo)?
< g log(2,3hr(A) — 1,15glog y + 5,59).

Nous majorons alors ce logarithme en utilisant l'inégalité loga < ea — log(ee)

vraie pour tous a,e > 0. Maintenant, par le choix de BJo], nous constatons
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RO(Blo], L) = y9~4mBllp0(A £) < y~dimBlol < =(9=1) En  majorant encore
2e, < g9 et en regroupant nos estimations, nous arrivons a

2
Ny <g(0,6g+1+1,15¢)hp(A)—g <g4 +9(2,5+4 0,575¢) — 2> logy
log 12

2g9

+ ¢3log(15,29) + 2glog g + 2,75eg® — glog(es) +

Choisissons alors € = 1/29. Avec g > 2, nous voyons que le facteur devant logy est
plus petit que 0,92¢g%(0,6g + 1 + 1,15¢) tandis que la somme des cinq derniers termes
est majorée par 1,85¢%(0,6g + 1 + 1,15¢). Finalement z < 1/3798 entraine de méme

3rgx

3 1 3
1,85¢3(0,69 + 1+ 1,15¢) + — + < 1,9¢%(0,6¢ + 1 + 1,15¢)

7
qui donne le résultat en observant 0,6g + 1 + 1,15¢ < 1,1199¢. O

Nous pouvons maintenant conclure la démonstration du théoréme 15.2. Grace au
lemme 15.4, nous supposons g > 2 et y < 1/3798 ce qui permet d’utiliser la majoration
de la moyenne des (£,/d,)? que nous venons d’établir. Par ailleurs, le fait que B|o]
provienne d’une sous-variété abélienne de A assure §, = §(Ay, L, Blo]) < 65(4, L).
Ceci étant rappelé, le théoréme 15.2 découle donc du lemme suivant et de 'inégalité

581 % 1,1199 < 10.

LEMME 15.6. — Pour tout plongement o: K — C, nous avons
T e?9
=<
&y ~ 2mg?
Démonstration. Notons ici b = dim B[o]. Par définition de &, (page 362 de [10]) et
linégalité y(B[o]) = y < gz, il vient
o wBo)? gy (3BT g 82
&y 2?eh-ly — y(Blo])

= e
Par b! < g, cette expression est majorée par g297!/g!? et I'on conclut par 'inégalité
de Stirling g! > (g/e)?\/2ng. O

Si, au lieu de reprendre une partie de sa démonstration, nous avions utilisé le
théoréme 4.5 de [10] tel quel avec ce lemme, nous aurions obtenu & la place du théo-
réme 15.2 que nous venons d’établir I’estimation un peu moins précise en g

1

) > m < 3,67(eg)*?g*ymax(1, hr(A) + glog V/7,log g! — glogy)
o: K—C
(avec deg Blo] < deg A < gly™9 et 23/27 < 3,67).

En plus d’étre un théoréme des périodes ne nécessitant pas d’extension de corps,
notre théoréme 15.2 présente un autre avantage (par rapport au théoréme 1.2 de
[10]) du fait que nous avons conservé y au lieu de le remplacer par son majorant
hO(A, £)~'/9. Ceci nous autorisera a considérer d’autres majorants de y. Ce n’est
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pas possible directement sur ’énoncé du théoréme 15.2 mais le devient sur la version
légérement affaiblie suivante.

COROLLAIRE 15.7. — Si (A, L) est une variété abélienne polarisée de dimension g sur
un corps de nombres K, nous avons

1 1 29 2
K0 g:;_)@ 5. (A.L) < 10(eg)*?y max (hr(A) + 1,99° — 0,92glog y,0,92g).
En effet, on vérifie sans peine que le membre de droite de I’inégalité du corollaire est
une fonction croissante de y (car c’est le cas de |0, +oo[— R,y — ymax(1,c — logy)
quel que soit le réel ¢). Cette remarque permet d’introduire un degré pondéré dans le
théoréme des périodes.

LEMME 15.8. — Pour tout ordre < sur S et toute fonction croissante p: S — [0, +o00[
avecpedy #0, on a
'D(E, j,p)l/p.dA < y—l.

Démonstration. Si la formule est vraie pour deux fonctions p et g, elle ’est aussi
pour p + q ainsi que pour ap ou « > 0. Par suite, il suffit de la montrer lorsque p est
une fonction caractéristique croissante, disons p(w) = 1siw > v et p(w) = 0siw <X v
ou v € S est fixé. Or dans ce cas
0 0
D(E,j,p) _ H ZO(Ajwﬂ‘C) _ f]l (A7£)
(A-<wa L:) h (Ajva E)

w>v

tandis que peds = ). dimA, = dimA,, = g — dim A<, d’ou le résultat par
définition de y. O
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CHAPITRE 16

APPLICATION DU THEOREME DES PERIODES

Nous combinons maintenant les résultats des deux chapitres précédents pour majo-
rer T(T') (définition 12.1) lorsque K est un corps de nombres. Pour que cette définition
ait un sens, nous fixons un plongement privilégié o: K — C qui permet de voir K
comme sous-corps de C et donc de disposer de A# et des objets associés pour une
variété abélienne A sur K. Lors des applications des énoncés du chapitre précédent
(théoréme des périodes ou lemme matriciel), nous ne garderons que la contribution
de o dans les expressions en moyenne sur tous les plongements.

Pour contrdler Y(T'), nous avons besoin (comme dans I'introduction) de fixer une
variété abélienne de référence de support 7. Dans la suite, C sera donc une variété
abélienne quelconque sur le corps de nombres K et nous majorerons Y (Supp C). Nous
associons a C' les notations suivantes :

n = dim C* et H = max <hF(C) + gdim C,loglK : Q) 1> .

THEOREME 16.1. — Pour toute variété abélienne C sur K, nous avons

Y (Supp C) < 241(en)**n’[K : Q]H.

Nous écrivons pour alléger T = Y (Supp C) et C° = (SuppC)” (notation 13.2).
La majoration de YT passera ci-dessous par une inégalité de la forme (en premiére
approximation) T < a + blog Y ou a,b > 0 s’expriment en fonction de n, [K : Q], H.
Celle-ci entraine clairement une majoration de YT parce que nous savons a priori
que T est fini (voir chapitre 13). En réalité, notre démonstration (comme celle initiale
de Masser et Wiistholz ou celle de [11]) pourrait redonner cette finitude. Il s’agirait
de garder trace des variétés impliquées afin de ne manipuler que des quantités finies.
Nous préférons toutefois ne pas alourdir 'argument et utilisons donc le théoréme de
Faltings de finitude des classes d’isogénie sur un corps de nombres plutot que de le
réétablir.

Nous donnons deux estimations préliminaires avant d’entamer la démonstration du
théoréme 16.1. La premiére concerne les hauteurs de Faltings.
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98 CHAPITRE 16. APPLICATION DU THEOREME DES PERIODES

Pour z € S, nous choisissons une variété abélienne A, sur K, simple et MM, de
support {z} et dont la hauteur de Faltings est minimale dans sa classe d’isogénie.
Une telle variété existe par le corollaire 1.3 de [28].

LEMME 16.2. — Nous avons
(1) Y sesuppc Pr(Az) + 5 dim A, < hp(C) + 3 dim C.
(2) hp(C”) < (n/2)(2H — 3+ 1ogY).

Démonstration. — (1) Soit D une variété abélienne MM isogéne & C et telle que
hp(D) < hp(C) 28, corollaire 1.3]. Comme D est MM, elle est isomorphe & un produit
H:f:l D; de variétés abéliennes simples D; [25, théoréme 1.6]. Notons z; 'unique
élément du support de D; de sorte que Supp C = Supp D = {z1,...,2:} (les z; ne
sont pas nécessairement distincts). Nous avons donc hr(D;) > hp(Ag,) et dim D; =

i

dim A,,. En tenant compte de 'inégalité de Bost, nous obtenons ainsi

¢
3 .. 3 . 3 ..
hp(D) + 5d1mD=ZhF(Di)+§d1mDi > Y hr(Az) + 5 dim A,
i=1 z€Supp C
et cela donne la conclusion par le choix de D. (2) Posons A = [[, g, ¢ Az- L'isogénie

canonique 0: C° — A# est de degré A” < Y™ (chapitre 13) donc
hp(C?) < hp(A%) + glog T.

Puisque A, est simple et MM, A# est similaire & A%+ (lemme 9.7 (5)) pour un entier
k, > 1 donc sa hauteur de Faltings vaut k,hp(A;). Comme k, < dim A# = n, nous
déduisons de (1)

3 3
# —_ :
hr(A )—|—§n— E k, (hF(Am)+2d1mAx>

z€Supp C
3
Sn(hp(C)+2dimC> <nH. O

Nous considérons a présent un réel € avec 0 < € < 1 et nous lui associons la quantité
_exp(4,1n?)
=——=

Elle permet d’énoncer la version suivante du théoréme 14.2.

Trn/2 ([K . Q] (2H + 4n? + 0,92n% log T))Zn—l '

PROPOSITION 16.3. — Pour tout élément © € SuppC, il existe un faisceau
inversible N, ample et symétrique sur A% avec [id|3, , < 2dimA¥ - p et

RO (A% N,) > vol(End A%)(u(1 — 5)2)dimAf'

Démonstration. — Fixons x € Supp C et posons A = A, ainsi que g = dim A. Nous
choisissons un faisceau ample et symétrique £ sur A avec h°(A, £) minimal et nous
lui appliquons le théoréme 14.2. Il s’agit donc simplement de vérifier que ’expression
4gp(24)%/(e% dim A#) est majorée par u. Supposons tout d’abord g > 2. D’aprés le
lemme 1 de [2], on a p(Q4) < 1/9/2X2,(24) 0lt Aay(Q4) est le plus grand minimum
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du réseau euclidien 2 4 muni de la forme de Riemann de £,. Nous majorons alors ce
minimum au moyen du second théoréme de Minkowski, le covolume du réseau étant
égal a h(A, L), et nous obtenons

RO(4, £)t/a\ 2 n
) < o (UEEE0) 0o,

Le quotient du milieu peut étre majoré avec le théoréme 15.2 appliqué a la variété
abélienne simple (A, £). En effet, dans ce cas, on a y = h%(A,L)~/9 et §,(A, L) =
p(As, L) si bien que le théoréme donne

hO(A, L£)Y/9

(A, L7 = 0K Q)(e9)* (hr(A) +1,99* +0,9210g h°(4, L)) -

Par ailleurs la proposition 12.4 montre h%(A,L£) < (8¢)9/4Y¢4*”. Nous avons ici
ghov = & (z)v(x) < n€&y(x) (puisque SuppA = {z}). Si A n’est pas CM/,
Eh(r) =¢€a(x)/2 < g/2.51 Aest CM/, £y (z) =1 < g/2. Ainsi, dans tous les cas, nous
avons h’(A, L) < (8¢g)9/4Y9"/2. En particulier, avec le point (1) du lemme précédent
combiné & 1,99 + 0,23glog(8g) — 3g/2 < 2¢% et g < n, nous en déduisons

hO(A, L)'/9 )
A L) : ’ , , |
p(Ag, L) — 10[K : Q](eg)*? (H + 2n* 4 0,46n°log 1)

En reportant ces estimations dans la borne pour p(Q4) et en utilisant g < dim A% il

vient

4g
€2 dim A# P

911/4,9/4 201
(24)” < = (10g(eg)) ™" T/

x (K : Q] (2H + 4n® + 0,92n% log T))2g_1 .

Il reste & constater que la fonction de g dans ce majorant est plus petite que exp(4,1¢3)
(pour g > 2) et & utiliser ¢ < n pour observer que ce majorant est inférieur
a p. Lorsque g = 1, nous procédons de méme mais h°(A4,£) = 1 et la majo-
ration du rayon de recouvrement s’améliore en p(Q4)? < p(4y,L,)"2/2 (voir
la démonstration du lemme 3.28 de [5]). Pour le lemme matriciel, nous utilisons
p(As, Ls)72 < [K : Q](2hr(A) + 6,1) (voir page 358 de [10]) et notre lemme 16.2
pour majorer hp(A) < H — 3/2. Ainsi

4g

2
2 dim A#"

K:Q

(Qa)’ < T (H+31) <. 0

Nous entamons maintenant la démonstration du théoréme 16.1.

Puisqu’il s’agit de majorer T, nous utilisons la proposition 13.4 avec la va-
riété abélienne MM A = HmGSupp ¢ Az. Ainsi, si 0 désigne l'isogénie canonique

C* — A* =T] A#

T )

z€Supp C il existe un ordre total < sur S et une fonction
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p: S — [0, 400[, croissante pour =<, nulle en dehors de Supp C et telle que p e v # 0
de sorte que

1/pev
T= <D(97 =,p) H vol(End Aﬁ)P(w))

zeS
(nous ne faisons pas usage du fait que p peut méme étre choisie comme la fonction
caractéristique d’une partie de Supp C).

Pour tout € Supp C, la proposition 16.3 fournit un faisceau N, sur A%. Nous
formons le faisceau produit N sur A# = HmeSuppcAf et nous allons appliquer le
théoréme des périodes (théoréme 15.2) & la variété abélienne polarisée (C°,0*N) de
dimension n. Nous avons tout d’abord grace au lemme 9.6

b . s .
0o (C*,0°N)? < [lid[Fepro = lidIFo = D llidlZ, 0
zE€Supp C
<2 Z dimAf - U= 2nu.
z€Supp C
D’un autre coté,
D(O"N,=,p) = D(0,%,p)DWN,=,p)
= D(97 j?])) H hO(Af7N$)p(w)
zeS

> D0, =,p)(u(1 —€)*)P* [] vol(End A% )7,

z€eS

Comme la fonction p est croissante, nous pouvons utiliser le lemme 15.8 pour majorer
D(O*N, =, p)'/P*¥ < y~! ou y est associé au couple (C?, §*N). Ainsi y~' > pu(1 —
€)?Y. Grace a la croissance de son second membre, nous pouvons remplacer y par
(u(1 —¢)2Y)~! dans le corollaire 15.7. En nous limitant & la place o, il vient

p(l—e)*Y
[K : Q)6,(CP,0*N)
Nous employons d,(C®,0*N)? < 2nu et la majoration de hy(C”) donnée par le
lemme 16.2. Nous en déduisons
T < 20n[K : Q)
T (1-e)?
De plus comme H > 1, on a (2H — 3)/2 4 1,9n > 0,92 et si nous supposons ¢ < 1/2
pour assurer u(1 — €)% > 1, le maximum est réalisé par le second terme. Réécrivons
alors la majoration en factorisant le terme n/2 :
10(en)?"n?[K : Q) (
(1-¢)?
Il reste a injecter la définition de p, & choisir une valeur pour ¢ et & nous débarrasser
des termes logarithmiques en Y. Pour cette partie calculatoire, nous supposons ici

5 < 10(en)?*™ max (0,92n, hp(C”) +1,9n% 4 0,92n log(u(1 — E)QT)).

(en)?" max (o,gzn, g (2H — 3 +1log T) + 1,902 + 0,92n log (u(1 — 5)2T)).

T < 2H — 3 +2,84log T + 3,8n + 1,84log(u(1 — €)?)) .
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n > 2 et nous traiterons le cas n = 1 différemment. Nous aurons recours plusieurs fois
au lemme technique (mais élémentaire) suivant.

LEMME 16.4. — Soient a,a, N des nombres réels positifs tels que Na > 1
et P et Q deur polynomes de degré au plus a o coefficients réels positifs. Po-
sons f(z) =P(z) +Q(z)logNz. Si f(a) > exp(a + 1/log Na) alors la fonction
z +— 2z 1log f(2) est décroissante sur [, +0o[. C’est en particulier le cas si a = 3,
Na > 2e et f(a) > 37.

Démonstration. Montrons que la dérivée (22f(2))~1(zf'(2) — f(2)log f(z)) est néga-
tive sur lintervalle indiqué. Or zf'(z) vaut

2P'(2)+2Q'(2)log N2+Q(2) < aP(z)+aQ(z)log N2+ lofg(]z\gz < (a + loglNa) f(2).

Puisque [ est croissante, ceci est bien majoré par f(z)log f(z). La derniére assertion
résulte de l'estimation numeérique log 37 > 3 + 1/ log 2e. |

Nous fixons ¢ = 1/100 et nous raisonnons par labsurde en supposant
T > 241(en)?"n’[K : Q)H. Grace a la valeur de p (et & la majoration 1,84 x 4,1 < 7,55),
I'inégalité précédant le lemme entraine
2n,,2 .
1< 10(en)*"n?*[K : Q]
- (1-¢)27

1
<2H — 3+ (2,84 4+ 0,92n)log T + 3,68 log (z-: - 1)

+ 7,551 + 3,8n + 1,84(2n — 1) log ([K : Q](2H + 4n® + 0,92nlog 1)) ) :

Isolons dans cette formule la quantité M = 2H + 4n? + 0,92n%log Y. Remarquons en
vue d’appliquer le lemme que M > 75. Ainsi nous en déduisons que (log M)/T est
une fonction décroissante de Y sur [a,+oo[ ot a = 241(en)*"n°[K : QJH (ici
N = 1). Comme c’est également le cas de (logY)/T, il en est donc de méme
du membre de droite de l'inégalité ci-dessus. Par conséquent, dans le cadre de
notre démonstration par I’absurde, nous pouvons supposer que nous avons égalité
T = 241(en)?"n’[K : Q]H. Avec la majoration 2,84 + 0,92n < 2,34n, nous obtenons

10

1< —
~ 241(1 — e)?n3H

<2H — 34 2,34n((2n + 5) log n + 2n + log(241[K : Q]H))

1
47,5513 + 3,8n + 3,68 log (8 - 1) +1,84(2n — 1) log[K : Q]M) ,

oll maintenant M s’écrit
M = 2H + 4n? 4 0,92n2((2n + 5) log n + 2n + log(241[K : Q]H)).

Nous continuons sur le méme principe : le membre de droite de la nouvelle inégalité
est une fonction décroissante de n sur [2,+o0[; ici, nous réemployons le lemme 16.4
(a = 2, N = €) pour voir que n~*log M décroit puisque M est bien de la forme
P(n) + Q(n)log(en) avec deux polynomes de degré au plus 3; les autres termes se
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traitent en combinant la décroissance des fonctions n — (2n — 1)/n?, n — (logn)/n?
et n— (14 logn)/n. Il suffit donc de traiter le cas n = 2. Notre inégalité devient

1 2H +4,68(91og2 + 4 + log(241[K : Q]H))

5
< -
= 964(1 —)2H (
1
+ 65 + 3,68 log <E — 1> +5,52log[K : Q]M> .

Voyons & présent ceci comme une fonction du paramétre H (le degré [K : Q]
étant fixé). La fonction (log241H)/H est décroissante sur [1,+o0o[ et nous traitons
H — (log M)/H par le lemme 16.4 avec oo = max(1,log[K : Q]) et N = 241. Nous
pouvons donc supposer H = max(1,log[K : Q]). Considérons ensuite la variation de
notre second membre avec [K : Q]. Si [K : Q] < 2, on a H = 1 donc nous avons
trivialement une fonction croissante de [K : QQ]. D’un autre coté, si [K : Q] > 3,
il vient H = log[K : @] : nous constatons ici que les fonctions (log241H)/H
et (logM)/H sont décroissantes en [K : @]; dans le second cas, le lemme 16.4
s’applique avec z = log[K : Q] > a =1log 3 et N = 241 car M s’écrit maintenant

M =2z + 16 + 3,68(910g 2 + 4 + z + log 2412).

Cette étude en [K : Q] montre que nous pouvons supposer [K : Q] € {2,3}. Une
simple vérification numérique conduit alors a une contradiction dans les deux cas.
C’est le cas [K : Q] = n = 2 qui détermine le choix de ¢ et la valeur 241 : si elle était
remplacée par 240, aucun réel € ne permettrait d’obtenir la contradiction. Nous avons
donc terminé la démonstration du théoréme 16.1 lorsque n > 2.

Enfin, si n = 1, la démarche se trouve grandement simplifiée puisque nous pouvons
employer un lemme matriciel au lieu du théoréme des périodes. En effet, comme nous
I’avons vu dans la démonstration du lemme 15.4, le second membre du théoréme 15.2
peut é&tre remplacé par 2,3y(hr(A) + 2,4) lorsque A est une courbe elliptique. En ap-
pliquant ceci & la courbe elliptique C” et avec les mémes estimations y~* > u(l —¢€)2Y
et §,(C?,0°N)? < 2u (il se trouve qu’ici la valeur de p est indifférente), nous abou-
tissons a

T<23[K:QJ(1—-¢)2(2H+1,8+1logT).
Nous pouvons faire tendre £ vers 0. Montrons T < 17[K : Q]H. Nous pouvons
supposer T = 17[K : Q]H par décroissance. Toujours par la méme méthode, nous
nous limitons successivement & H = max(1,log[K : Q]) puis 2 < [K : Q] < 3. Il reste
donc deux calculs directs qui donnent la contradiction souhaitée.
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CHAPITRE 17

SYNTHESE ET COMPLEMENTS

Le but de ce chapitre est de démontrer les théorémes de I'introduction et de donner
quelques énoncés supplémentaires.

Dans un premier temps, nous établissons (principe de Lefschetz) qu'il suffit de
prouver les théorémes 1.3 & 1.7 lorsque K est un sous-corps de C, afin de pouvoir
nous placer dans le cadre des chapitres 12 et 13. Nous utilisons donc les notations de
I'introduction et disposons en particulier de la classe C de variétés abéliennes sur le
corps K de caractéristique nulle. Notons C un ensemble de représentants des classes
d’isomorphie dans C. Nous considérons ’ensemble de tous les objets suivants :

— les variétés abéliennes A de C. ,
— les morphismes ¢: A — B pour A,B €C,
— les faisceaux inversibles symétriques N sur A € C.

D’une part, cet ensemble est dénombrable : C st car il ne contient, & dimension bor-
née, qu’'un nombre fini de classes d’isogénie et chacune d’entre elles est dénombrable
puisque le nombre d’isogénies de source fixée et de degré borné est fini; lorsque A
et B sont fixés, les groupes Hom (A, B) et Picgym (A) sont dénombrables comme Z-mo-
dules de type fini. D’autre part, chaque élément de cet ensemble provient (comme tout
objet algébrique) d’un sous-corps de type fini de K. En prenant le compositum de
tous ces corps, nous pouvons donc fixer un sous-corps Ko C K, de degré de transcen-
dance dénombrable sur @), tel que chaque objet de notre ensemble provient d’un objet
sur K. Ces propriétés étant conservées par une extension algébrique, nous supposons
sans restriction que K est algébriquement clos dans K. Comme K est de degré de
transcendance dénombrable, il est isomorphe & un sous-corps de C.

Il reste a vérifier que si les théorémes 1.3 & 1.7 sont vrais pour K alors ils le sont
pour la classe C sur K. Pour cela remarquons que, si nous partons de la classe des
variétés abéliennes A sur K| telles que Ax € C, alors les définitions du paragraphe 1.2
donnent les mémes valeurs pour n, d, T que celles obtenues pour C et e(Ax) = e(A).
De méme, comme les ensembles de morphismes sont conservés par extension & K,
nous constatons que A est MM si et seulement si Ax ’est ou qu’une isogénie ¢
sur K est nucléaire & gauche si et seulement si g 1’est. Ces faits permettent de voir
immédiatement que les théorémes 1.3, 1.4, 1.6 et 1.7 s’étendent. Pour les assertions
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faisant intervenir ’action de Galois (théoréme 1.5), nous utilisons de plus que Ky est
algébriquement clos dans K. Ceci signifie que, pour des clétures algébriques Ky C K
de K, et K, nous avons K N K, = K. Nous obtenons par conséquent un morphisme
surjectif

Gal(K/K) — Gal(KKy/K) ~ Gal(Ky/K))

a travers lequel Gal(K /K) agit sur les objets provenant de K. Si A est une variété
abélienne sur K avec A € C, c’est le cas des points de torsion A(Kp)tors = Ax (K )tors
de sorte que pour tout entier m > 1 nous avons

Homg,) % /k) (Ax[m], Bk[m]) = Homg )%,/ ko) (A[m], BIm])

ol B est une seconde variété abélienne sur Ky avec Bg € C. De la méme fagon, I'ac-
tion galoisienne sur les deux modules de Tate Ty(A) = Ty(Ak) est la méme donc le
groupe Gy de l'assertion (2) du théoréme 1.5 peut étre défini indifféremment a l’aide
de A ou de Af. Enfin les deux groupes de Galois agissent également de fagon com-
patible sur Br(Az) = Br(A%-) de sorte que Br(Az)GalK/K) = Br(AKfO)Gal(KO/KO).
La conjonction de ces faits montre bien que le théoréme 1.5 s’étend lui aussi & K et
donc que nous pouvons remplacer K par K; dans tous les énoncés de 'introduction
sans perte de généralité.

Nous supposons donc dorénavant que K est un sous-corps de C. Notre seconde
tache consiste a faire le lien entre les notations 1.1 et 1.2 d’une part et les défini-
tions 12.1 et 12.2 d’autre part. Pour cela, nous notons 7' le support de la variété
abélienne C' utilisée dans l'introduction. De cette facon, la classe C est formée des va-
riétés abéliennes de support contenu dans 7' tandis que C’ correspond aux variétés de
support égal a T'. De son coté, Cy est la classe d’isogénie contenant toutes les variétés
abéliennes A# pour A € C’. On remarque que d’aprés la proposition 13.1 la finitude
de Cy est équivalente a celle des quantités Y(T') et d(T) (car la démonstration de (5)
= (4) donne en fait (5) = Cy finie = (4)). Montrons maintenant d = d(T'). Nous
avons

d= sup disc(End A) et d(T) = sup disc(End A¥)
AECo 4 Aec

(voir la notation 1.1 et la formule qui suit le lemme 13.3). Pour toute variété abé-
lienne A, le réseau des périodes 2 4» est un module libre sur End A# (théoréme 9.5 et
assertion (2) du lemme 9.7) donc Ty(A#) ~ Q44 ® Zy est libre sur End A# ® Z, pour
tout nombre premier . Dés lors si A € C’ alors A% € Cy 4 et ceci donne d(T) < d. Pour
établir Pautre inégalité, considérons A € Co . Ici Ty(A) est un End A ® Zg-module
libre de rang 1 (pour tout £) donc la définition 8.1 donne

Ag(A) ~ Endgng ARZ, EndA® Zy ~ (EndA ® Zg)()p.
Par suite

disc(End A) = H disc(End A ® Z,) = H disc(A¢(A)) = disc A(A4).
¢ ¢

Ceci se réécrit en disc(End A) = disc(End A*) et fournit directement d < d(T).
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Nous avons donc bien d = d(T) et I'égalité T = T (T') s’en déduit en comparant la
notation 1.2 (ot dpv = d(T") pour T’ C T') avec la proposition 13.4 et la remarque qui
la suit (ot dim(7”)* = ng puisque (T7)° € CST,)). Notons au passage que ces égalités
montrent que d(T) et T(T") ne dépendent pas de la fagon dont K est plongé dans C
bien que celle-ci intervienne dans leurs définitions 12.1 et 12.2. Avant de démontrer
les théorémes, identifions une derniére notation du paragraphe 1.2 : l’entier e(A).
Si x € Supp A, pour toute variété abélienne simple C, de support {z}, la composante
isotypique A, est isogéne & C?= ol n, = dim A,/ dim C,. Ainsi la définition se lit

2n, (dim C,,)?
A) = )
e(4) Z (rgEnd C, - rg Z(End Cy))1/2

rE€Supp A

Comme End A, ® Q ~ M, (End C, ® Q), nous avons rg End A, = n2 rg End C, ainsi
que rg Z(End A;) = rg Z(End C). Par suite

B rgEnd A, 1/2 2(dim A;)?
e(4)= >, <rgZ(EndAw)> rgFnd A, A%V

zESupp A
Munis de ces trois égalités d = d(T'), T = Y(T) et e(A) = £4 @ v, nous déduisons
trés facilement les résultats du paragraphe 1.3 de ceux des chapitres 12 et 13. En effet,
pour le théoréme 1.3,
(1) découle de assertion (2) de la proposition 12.3,
(2) de la proposition 12.5 avec (264 —&'y)ov < (3/2){s0v = 3e(A)/2 car &y > £4/2,
(3) de la derniére phrase du chapitre 12.

Dans le théoréme 1.4,

(1) résulte de l’assertion (1) de la proposition 12.3,
(2) de la proposition 12.4 avec &y < €4,
(3) de l’assertion (1) de la proposition 12.6.
Pour obtenir le théoréme 1.5,
(1) nous combinons la proposition 13.5 et la divisibilité 6° | d(T)'/?;
(2) lorsque A € (' (c’est-a-dire SuppA = T) la proposition 13.7 donne
74|G¢]) = A°(T) ® Zy donc

[ I dise(2[Ge]) = dise A°(T) = d(T)
4

d’ou Iégalité; si A € C\ C’ le produit vaut d(Supp A) qui divise d(T) ;
(3) nous combinons la proposition 13.9 et la majoration

g(2g — 1) —1gNS(A) < 2¢® — 2.

Nous en venons maintenant aux résultats de divisibilité du paragraphe 1.4. Pour
I’exposant, nous utilisons les estimations suivantes.

LEMME 17.1. — Soit ¢: B — A une isogénie. Si ¢ engendre Hom(B,D(A)) alors
expp | 6°. Si ¢ est nucléaire a gauche alors exp ¢ | (6°)2.
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Démonstration. Choisissons (lemme 6.6) une variété abélienne C' € D(A) isogéne a A
et MM. Nous avons

A°(Supp A) € A(A x B) € A(A) C A(C)

(la derniére inclusion provenant du théoréme 9.8) donc I’exposant du groupe quo-
tient A(A)/A(A x B) divise celui de A(C)/A°(Supp A) qui, par définition, divise &°.
Si ¢ engendre Hom(B,D(A)), le théoréme 9.12 montre que exp ¢ divise I’exposant
de Ker((A x B)# — A#) ~ A(A)/A(A x B) d’ot la premiére assertion. Pour la se-
conde, considérons des générateurs ¢, : B — D; de Hom(B,D(C)) et {ﬁ\g: A — D,
de Hom(;l\, ’D(C'\)) Comme D; et Dy sont des descendantes isogénes de C, elles sont
similaires (lemme 6.7) donc il existe n > 1 avec D} ~ D¥ ce qui permet de considérer
la composée 15" 0" B® — A™. D’aprés le lemme 5.9, ¢*™ est nucléaire & gauche
donc il existe x: A™ — A" telle que ¥, ™ 0 ;™ = x 0 <™. Alors

expp =expe " | exp(x o ") | exp(¥5 ") exp(h") = exp(vh1) exp(th2)

et il reste a appliquer la premiére assertion aux générateurs 1, et @ O

Etablissons le théoréme 1.6. La famille des noyaux des isogénies nucléaires a gauche
entre éléments de C; est primaire d’aprés le théoréme 7.7 (avec B = C;). Par le
lemme 7.4 (avec u = deg ou u = exp) il en va de méme des familles de leurs de-
grés ou de leurs exposants. Comme ces deux familles sont finies (C; est finie par
Passertion (5) de la proposition 13.1), nous pouvons leur appliquer le lemme 7.3 qui
fournit existence de ;1 et yo. La divisibilité exp 2 | d découle du lemme précédent
avec (0°)2 | d(T).

Pour obtenir lassertion (1) du théoréme 1.7, nous suivons le méme principe en ap-
pliquant cette fois le théoréme 7.7 a la famille des noyaux Ker(B, D(A)) ou B parcourt
les variétés abéliennes isogénes & A. Nous pouvons identifier cette famille & celle des
noyaux des isogénies ¢g: B — A o, pour chaque B isogéne 4 A, nous avons choisi une
isogénie pp de degré minimal parmi les isogénies B — A : en effet, par principalité,
@p est nucléaire & gauche (lemme 5.5) donc engendre Hom(B, Dy(A)) (lemme 6.5) ici
égal & Hom(B,D(A)) car A est MM (lemme 6.7). Ainsi la famille des deg ¢ et celle
des exp ¢ p sont primaires d’ou le résultat voulu avec 1 = ¢p,, Y2 = vp, et Y = ppB.
L’inégalité degp; < T°(4) découle de Iassertion (1) du théoréme 1.4, la divisibilité
exp gy | d'/? du lemme 17.1.

Montrons assertion (2) du théoréme 1.7. Par le théoréme 1.1 de [25], il existe
une variété abélienne Ag isogeéne a A telle que End 4y ~ O. Nous apphquons las-
sertion (1) & Ap et a sa duale AO (dont I'anneau des endomorphismes End AO ~ (°p
est aussi prln(:lpal) Nous obtenons en particulier deux isogénies ¢;: By — Ag et
po: By — Ao qui maxumsent respectlvement le degré des isogénies vers Ag et AO
Notons x1: B — Ag et xa: B — Ag deux isogénies de degré minimal. Par ce qui pré-
céde, deg x1 | deg o1 < T exp x1 | /2, deg x2 | deg s < T et exp xo | d*/2.
Nous obtenons donc le resultat souhaité avec 1 = xz o x1 et ¢ = (deg ¢1)(deg ).
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Pour conclure la démonstration des théorémes de l'introduction, il reste a établir
les énoncés du paragraphe 1.5 sur les corps de nombres. S’il n’y a rien & faire pour le
théoréme 1.8 identique au théoréme 16.1, des calculs supplémentaires sont nécessaires
pour aboutir au théoréme 1.9. Tout d’abord, nous utilisons les résultats de [27] sous
la forme suivante.

LEMME 17.2. — Soient A et B deux variétés abéliennes sur K de dimension g et L une
extension de K telle que A, et By, sont isogénes. Il existe un corps L' avec K C L' C L
tel que End(A x B)r, = End(A x B)p, et

(1) [L': K] < (69)%9 dans tous les cas,

(2) [I':K]<12sig=1et

(3) [/ : K] <2 si End Az = Z.

Démonstration. Notons K’ la plus petite extension de K telle que Hom(Ag/, Bx/) =
Hom(Az, By). C’est une extension galoisienne de K, notée K4 p dans [27] dont
le théoréme 1.2 montre [K' : K| < F(g,g) avec les notations de cet article. On
a F(1,1) = 12 et l'on vérifie facilement F(g,g) < (69)%9 pour tout g. Lorsque
End Az = 7Z (et donc End By = Z) la proposition 1.3 de [27] fournit [K' : K] < 2.
Posons alors L’ = K’ N L. Il nous reste a vérifier End(A x B)r, = End(A x B)p. Par
construction, nous avons Hom(Ay/, Br/) = Hom(Ar, Br). En particulier, il existe une
isogénie A;, — Bj, qui provient donc d’un morphisme v: Ay, — By, qui est auto-
matiquement une isogénie. Notons N = deg et x: By, — A, une isogénie telle
que x oY = [N]. Si ¢ € End Ay, le morphisme v, o ¢: A, — By provient d'un
morphisme Ay, — Br, donc de méme N¢ = x o1y o ¢ provient de ¢’ € End Ap/.
Comme Ker[N] C Ker ¢’ il existe ¢” € EndAy, avec ¢’ = N¢” et nous obtenons
¢ = (¢"). Ainsi End Ay = End Ar. On montre exactement de la méme fagon
End By, = End By, et Hom(Bp:, Ar/) = Hom(Br, Ar) d’otu la conclusion. O

Venons-en & la démonstration du théoréme 1.9 dont les notations sont maintenant
en vigueur. Pour les uniformiser, nous posons B = A dans les assertions (2) a (6).
De plus, comme L n’intervient pas dans (2), (4), (5) et (6), nous pouvons le fixer
arbitrairement dans ces cas-1a : nous prenons L = K pour (2), (4) et (5) mais L = K
pour (6). Notons ensuite L’ 'extension donnée par le lemme pour ces choix de A, B,
K, L. Par construction, il suffit de démontrer (1) et (3) en remplagant L par L. Nous
travaillons donc sur le corps de nombres L’. Posons T' = Supp Ap.

LEMME 17.3. — Si g > 2, nous avons g!(8¢)9/4Y(T)%" < Z(A).

Démonstration. Nous employons le théoréme 16.1 avec C = Ap,. Nous majorons
n<2g%et [L': Q] < (69)Y[K : Q).
En particulier H < max(1 + 3g/2,1 + 2glog6g) max(1,hr(A),log[K : Q]). Le
premier maximum vaut 1+ 2glog 6g donc la formule de I’énoncé découle de I'inégalité
g!"/27" (89)/%9241(2e9%)"" (29°)° (69)* (1 + 29 log 69) < (69)*

qui s’obtient de maniére élémentaire. O
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Munis de cette estimation, nous déduisons facilement le théoréme 1.9 lorsque g > 2.
En effet, dans son énoncé,

(1) découle de ’assertion (1) du théoréme 1.3 (respectivement du théoréme 1.4 si Ay,
donc Az est MM) avec e(Ar/) < 292 et T(T)292 < E(A).

(2) découle de l'assertion (2) du théoréme 1.3 (respectivement du théoréme 1.4
si A est MM) avec g!(8¢)9/4Y(T)29° < B(A).

(3) s’obtient dans le cas MM avec I’assertion (3) du théoréme 1.4 et rg End Ay, < 2g2
tandis que dans le cas général nous utilisons ’assertion (3) de la proposition 12.6
combinée & 2(v @ 4, ) max(da, /v) < ¢° (lemme 12.7).

(4) et (5) proviennent des assertions (1) et (2) du théoréme 1.5 avec
d<T(T)% <E(A)2.

(6) se déduit de la proposition 13.9 avec 21/3d1/2 < 21/37(T)%9" < E(A) car
Br(Af)Gal(?/K) est un sous-groupe de Br(AF)Gal(F/Ll) (avec K = L') et,
par choix de L, nous avons End A7z = End Ay, puisque L = K dans ce cas-la.

Bien entendu, nous pourrions procéder exactement de méme dans le cas g = 1
avec le théoréme 16.1. Simplement, nous n’obtiendrions pas la constante numérique 7
dans =Z(A). Nous allons donc distinguer plusieurs sous-cas et utiliser des résultats de
[10] et [11] pour aboutir & une constante plus petite.

Nous supposons donc g = 1 et remarquons d’abord que les assertions (2) et (6) du
théoréme 1.9 sont immédiates puisque d’une part la courbe elliptique A admet une po-
larisation principale et d’autre part Br(Az) = {0} (on a r = 0 dans la démonstration
de la proposition 13.9).

Examinons en premier lieu le cas ot A1/ est CM’. Ici nous procédons comme lorsque
g > 2 : le théoréme 16.1 avec C = A, ou n = 1 et la majoration [L': Q] < 12[K : Q]
conduisent &

T(T) < 241 x 12 x €?(1 4+ log 12)[K : Q] max(hr(A), log[K : Q],1)

< T4470[K : Q] max(hp(A),log[K : Q],1) < E(A)'/2.
Nous en déduisons immédiatement les assertions (1), (4) et (5). Dans (3), nous verrons
dans le chapitre suivant (aprés le lemme 18.1) que AL/ et Af, sont similaires. Nous
avons alors volEnd Ay, = volEnd Af, (corollaire 10.4) et vol End Af, < Y(T) par
définition de T(T'). Nous concluons donc & nouveau par Y(T) < Z(A)1/2.

Nous supposons dorénavant End Ay, = Z. Ceci rend D'assertion (3) claire puisque
volEnd A7, = v/2 (on rappelle que la norme de Rosati de Iidentité de Ay, est v/2 car
sa trace vaut 2g = 2). Il nous reste a établir (1), (4) et (5).

Nous montrons (1) a l’aide des théorémes d’isogénie de [10] et [11]. Le théoréme 1.4
de [10] fournit une isogénie Az — By de degré au plus

108K : Q)? max(hp(A),log[K : Q],1)* < E(A).

Si celle-ci provient d’une isogénie A7, — Bpr/ nous avons terminé sinon A est
nécessairement CM et la proposition 10.2 de [11] donne la conclusion (avec
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4 x 2,85 x 10° < 10'3 < 716). Dans les deux cas bien entendu une isogénie A;, — By,
induit par dualité une isogénie de méme degré.

Enfin, pour obtenir les assertions (4) et (5), il suffit, comme plus haut, de vérifier
T(T) < E(A)Y2. Cela découle de I’énoncé légérement plus précis (2,1 x 106 < 7%)
suivant car nous avons L = K dans (4) et (5).

LEMME 17.4. — Si A est une courbe elliptique sur un corps de nombres K, alors
T(Supp A) < 2,1 x 10°[K : Q] max(hr(A),log[K : Q],1).

Démonstration. Nous suivons la méme approche que pour le théoréme 16.1 mais
en raffinant quelques ingrédients. Comme nous avons déja établi ci-dessus une
meilleure borne lorsque A est CM’, nous pouvons supposer End A = Z. Ceci en-
traine A% ~ A? (voir si nécessaire le début du chapitre suivant). Nous notons pour
alléger T = YT(Supp A) et H; = max(hp(A),log[K : Q],1). Si 0: A — A# est
l’isogénie canonique, nous avons T = 2(deg 6)1/ 2 car volEnd A# = 4. Par suite,
hr(A%) < hp(A#) + (1/2)logdegd < 2H; + log(Y/2). La principale différence d’avec
le chapitre 16 se situe dans l'usage de l’assertion suivante qui se substitue a la
proposition 16.3 :

(¥) il existe un faisceau inversible ample et symétrique N sur A% tel que I’entier
h = hO(A# N) vérifie h < 62[K : Q]>H? et |id|3, < 2h/\/h —1/4.

Nous établissons ceci en suivant la construction du paragraphe 7.3 de [10]. Soit donc
(w1,wsz) une base minimale du réseau 24 muni de la forme de Riemann associée a la
polarisation principale £ de A. Nous avons wy = 7wy ot |7 > 1 et |Re7| < 1/2 tandis
que ||w1||%2 = p(A, £)? = (Im7)~ 1. Notons f; (1 <i < 2) I'image réciproque de w; par
I'isomorphisme Hom(A#, A) — Q4 du lemme 9.6, h = ||7]2| et N = (ffL)®" @ f5 L.
Nous avons bien h = h°(A#, N) tandis que

i3 = hllwillz + llwzllZ2 = (A + |7*)p(A, £)* < 2h//h — 1/4
résulte du calcul fait en haut de la page 387 de [10]. D’un autre coté, la proposi-
tion 15.3 (lemme matriciel) fournit [K : Q]~'p(A, £)~2 < 2,3hp(A)+5,5 < 7,8H; d’ott
h<|r2<(Im7)2+1/4 < ((7,8)2+ 1/4)[K : Q)>H?. L'égalité (7,8)% + 1/4 = 61,09
conclut la démonstration de ().

Nous appliquons & présent le théoréme des périodes 15.2 & la surface abélienne
(A°,0*N). Nous avons (en omettant dans les normes la mention du plongement pri-
vilégié o: K — C)

3o (A, 60°N)? < [lidl5. 5 = [lid]I3, < 2h/V/h —1/4
et, pour un ordre arbitraire <,
D(O*N,=,14) = hO(A°, 0" N) = deg 0 - h®(A*, N') = Y2h/4.
Nous pouvons ainsi, grace au lemme 15.8, remplacer y par (T+vh/2)~! dans le corol-
laire 15.7 et nous obtenons
1 h—1/4
K : Q)] 2h

< 10(2e)* (&) max(hp(A°) + 7,6 + 1,841og(TV'h/2),1,84)
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puis (avec hp(A”) < 2H; + log(Y/2))
< 40(2¢)*
= /1-1/4h

Comme dans le chapitre 16, il suffit de montrer que ceci conduit & une contradiction
si T =2,1x 10°[K : QH;. En majorant log[K : Q] < Hy, il vient

4
%(4,84H1 +2,841og Hy + 47 + 0,92log ).

Une étude de fonction en h montre que sur I'intervalle [1,62H7e?1] le second membre
atteint son maximum en 'une des extrémités. Il suffit donc d’aboutir & une contradic-
tion en substituant h = 1 ou h = 62H2e*H1. Dans les deux cas, le membre de droite
obtenu est une fonction décroissante de H; donc nous pouvons prendre H; = 1 et un
calcul direct conclut. O

(K : Q](2H; + 2,8410g(Y/2) + 7,6 + 0,92log h).

2,1 x10° <

La démonstration du théoréme 1.9 est ainsi terminée. Comme nous ’avons dit
dans l’introduction, les bornes qu’il fournit peuvent trés souvent étre améliorées pour
des variétés abéliennes particuliéres. En voici un nouvel exemple, basé sur le lemme
précédent.

COROLLAIRE 17.5. — Soient E une courbe elliptique sur un corps de nombres K,
g > 1 un entier et A une variété abélienne isogéne a E9. Alors il existe deuz isogénies
A — EY9 et E9 — A toutes deux de degré majoré par

(2,1 x 10°[K : Q] max(hp(E),log[K : Q],1))%.

Démonstration. Nous combinons la majoration de T du lemme avec ’assertion (1) du
théoréme 1.3 ou 1.4 puisque, si End E = Z, E9 est MM et e(EY9) = 2g tandis que,
si End E est de rang 2, alors e(E9) = g. |

Ce résultat est celui évoqué dans la remarque 2.3 de [17] qui se trouve ainsi justifiée
(et légérement améliorée puisque (2,1 x 10%)? < 10'?). La dépendance exponentielle
en g est optimale car si p: E — E’ est une isogénie nucléaire entre courbes elliptiques
alors p*9: B9 — (E’)9 est également nucléaire (lemme 5.9) donc de degré minimal
(deg ¢)9 (voir également Iobservation qui suit le corollaire 5.10).

Concluons ce chapitre par une variante des théorémes d’isogénie qui tire parti de
I'information sur ’exposant.

PROPOSITION 17.6. — Soient A, B et C trois variétés abéliennes sur un corps de
nombres K telles que A et B sont toutes deux isogénes & une méme sous-variété
abélienne d’une puissance de C. Alors il existe deux isogénies p: A — B etp: B — A

telles que 1 o o = [N] ot N est un entier naturel non nul plus petit que Z(C)2.
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Démonstration. Par P'assertion (1) du théoréme 1.3, il existe une isogénie ¢: A — B
d’exposant N < d. L’inclusion Ker ¢ C Ker[N] donne l’existence de ¢: B — A telle
que o = [N]. Pour majorer N, nous utilisons d < Y27 ott n = dim C# < 2(dim C)?
et Dinégalité Y2(mO)* < =(C) qui découle du lemme 17.3 si dimC > 2 et du
lemme 17.4 si dimC' = 1. |

La nouveauté est que la borne pour N ne dépend pas des variétés A et B qui
peuvent étre en particulier de dimension arbitraire.
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CHAPITRE 18

EXEMPLES

Nous détaillons dans ce chapitre plusieurs exemples pour illustrer les notions intro-
duites dans le texte. En particulier, pour une variété abélienne A, nous présentons le
calcul de ses descendantes (chapitre 6), de son anneau de Lefschetz A(A) (chapitre 9)
et de la variété abélienne A# associée. Pour disposer de ces deux derniers objets, nous
nous plagons, sauf mention explicite du contraire, sur un sous-corps K de C.

Considérons en premier lieu le cas out End A = Z. Ici A est simple et MM. Nous
avons donc D(A) = D,(A) = Dy(A) (lemme 6.7). De plus, si n > 1, toute sous-variété
abélienne de A" est isomorphe & A™ pour un entier 0 < m < n par principalité
de End A (en effet, le corollaire 5.10 assure que toute variété abélienne similaire & A
lui est isomorphe et on applique la proposition 1.7 de [25]). Par suite

D(A) = {A™ | m € N}.

De son coté, Q4 est un End A-module libre de rang 2¢g (ot g = dim A) donc
A(A) ~ Myy(Z). La variété abélienne A% est une descendante de A de dimen-
sion rg A(A)/2 = 2g% donc A# ~ A2?9. Remarquons que, si une variété abélienne B est
isogéne a A sans lui étre isomorphe, nous avons aussi End B = Z et A(B) ~ M,(Z)
mais A(A) et A(B) ne sont pas égaux (I’égalité donnerait B € D(A) par le théo-
réme 9.8 puis B ~ A); nous pouvons cependant écrire A(B) = zA(A)z~! pour
un élément inversible z de A(A) ® Q : par principalité, tous les ordres maximaux
de M5,(Q) sont conjugués (voir la démonstration du lemme 2.2).

Nous examinons ensuite la situation ot A est une courbe elliptique CM’. L’ordre
End A est de rang 2 sur Z et c’est un sous-anneau de I’anneau des entiers du corps
quadratique imaginaire End A ® Q. Rappelons quelques faits sur les modules sur un
tel ordre.

LEMME 18.1. — Soient O un ordre tel que O ® Q est un corps quadratique et M
un O-module de type fini sans torsion.

(1) M est somme directe de O-modules de rang 1.
(2) Si M est derang 1 et que {x € ORQQ | M C M} = O alors il existe un entier
n > 1 tel que M™ ~ O™.
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Démonstration. Ces deux propriétés sont liées au fait que O est un anneau de Goren-
stein. Nous sommes dans la situation de la partie 7 de [4] et, de plus, comme tout idéal
non nul de O est un Z-module de rang 2, il est immédiat que la propriété (c) de cette
référence (page 19) est satisfaite. Par suite il en va de méme des propriétés (b) et (a).
L’assertion (a) donne immédiatement notre assertion (1) (voir aussi le théoréme 1.7
de [3]) tandis que le corollaire 7.3 de [4] montre que, dans le cadre de (2), M est
un O-module projectif. Il est par conséquent isomorphe & un idéal inversible de O
(voir page 4 de [29]). Le groupe de ces idéaux inversibles est fini par exemple comme
conséquence du théoréme de Jordan-Zassenhaus [24, (26.4)] donc il existe un entier
n > 1 tel que M®" ~ O. Le module somme directe M™ est lui aussi projectif donc
d’aprés la proposition 7 de [29] de la forme O™ ! & P pour un O-module projectif P.
En prenant la puissance extérieure n-éme on constate que P ~ M®" ~ O d’ou le
résultat. O

Dans notre situation, le module 24 est de rang 2 sur Z donc de rang 1 sur End A.
Nous avons aussi

EndA={p€EndAQ@Q | ¢ -Q4 CQ4}.

Ceci entraine en particulier A(A) ~ End A. Ainsi A% est une courbe elliptique iso-
géne & A, ayant le méme anneau d’endomorphismes que A et telle que Q4% est
un End A-module libre de rang 1. Comme ce n’était pas forcément le cas de Q4,
nous n’avons pas en général A#* ~ A. Remarquons au passage que la classe d’iso-
morphisme de A# dépend de la facon dont le corps K est plongé dans C de méme
que la classe d’isomorphisme de 24 comme End A-module en dépend (il est donc
possible que A# soit isomorphe a4 A pour un choix de plongement et non isomorphe
pour un autre). Quoi qu’il en soit, si A et A# ne sont pas nécessairement isomorphes,
elles sont toujours similaires : d’aprés 'assertion (2) du lemme ci-dessus, il existe un
entier n > 1 tel que Q% ~ (End A)"; ainsi les A(A)-modules Q4 et Q( %)~ sont
isomorphes et cela nous donne un isomorphisme A" ~ (A#)" par l’assertion (5) du
lemme 9.3. Déterminons maintenant les descendantes de A. Si B € D(A) alors Qp est
un A(A)-module de type fini sans torsion donc, d’aprés ’assertion (1) de notre lemme,
il est somme de modules de rang 1. Cela signifie que B est produit de courbes ellip-
tiques. Nous en déduisons que D(A) est ’ensemble de tous les produits de courbes
elliptiques E vérifiant End A C End F (puisqu’en appliquant ce qui précéde a F cette
inclusion s’écrit aussi A(4) C A(F)). Comme la courbe A est isomorphe a sa duale,
nous avons encore dans ce cas D(A) = Dy(A) = Dy(A).

Les deux exemples précédents couvrent toutes les courbes elliptiques en caractéris-
tique nulle. Faisons & présent une petite incursion en caractéristique non nulle pour
mentionner le cas des courbes elliptiques supersinguliéres. Nous supposons donc ici,
contrairement a notre hypothése générale, que la caractéristique du corps K est un
nombre premier p et que E est une courbe elliptique telle que End E est de rang 4. Le
corps non commutatif End F ® Q est une algébre de quaternions sur Q). Lorsque ¢ est
un nombre premier différent de p, le module de Tate T (E) est isomorphe a Z? ; comme
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End E®Q; s’injecte dans 1’algébre des endomorphismes de T;(E)®Q, ~ Q7, il y a un
isomorphisme End EQQ, ~ M (Q,). Par définition de ’anneau de Lefschetz ¢-adique,
A¢(E) ® Qg est le commutant de End E ® Q¢ dans Endg, (T¢(E) ® Q). Ici ces deux
algebres coincident donc Ay(E) ® Qg est le centre de M2 (Qy) soit Ay(E) @ Qr ~ Q
ce qui entraine Ay(E) ~ Z,. En particulier, il ne peut pas exister d’analogue de la
construction du chapitre 9 en caractéristique p au sens oil aucune variété abélienne
E# sur K ne peut satisfaire Ty(E#) ~ A,(E) puisque le module de Tate est toujours
un Zg-module de rang pair. Par ailleurs E est MM d’aprés le théoréme 4.2 de [31]
donc D(E) = Dy(E) = Dq(E) et les résultats de [25] montrent que D(E) est formé
des produits de courbes elliptiques similaires & E. D’aprés un théoréme de Deligne
(voir théoréme 33 de [14]), un tel produit est isomorphe & une puissance de E dés
qu’il y a au moins deux facteurs donc nous pouvons méme dire que D(E) est formé
des courbes elliptiques similaires & E et des puissances de E.

Alors que toutes les variétés abéliennes considérées jusqu’ici étaient simples,
nous allons détailler maintenant un exemple de variété non isotypique. Le corps
de base K est de nouveau un sous-corps de C, p est un nombre premier et nous
fixons deux p-isogénies p: F1 — FEs et ¢¥: E3 — E4 de courbes elliptiques non
CM’ avec Supp E; # Supp E; (autrement dit E; et E3 ne sont pas isogénes).
Nous supposons Ker¢ C E;(K) et Keryp C E3(K). Soit I l'ensemble des p — 1
isomorphismes de groupes x: Kerp — Kerv. Nous associons & chaque x € I son
graphe Gy, C Ker ¢ x Ker 4 puis la variété abélienne quotient A, = (E; x E3)/Gy.
Identifions tout d’abord les composantes isotypiques de A,. Elles sont au nombre de
deux puisque bien entendu Supp A, = Supp E; U Supp E3. De plus la composée

E12E1X{0}%E1XE3—)AX

est injective (G, N (E1 x {0}) = {0}) donc son image est isomorphe & E; et c’est la
composante isotypique de A, correspondant & Supp E;. On obtient bien stir de méme
la seconde composante, isomorphe & Es5. En fait, ceci nous montre que le morphisme
quotient By x E3 — A, s’identifie au morphisme canonique ® 4 introduit au cha-
pitre 3 et, en particulier, c’est une isogénie nucléaire & droite. Notons que les deux
composantes isotypiques de A, sont MM mais que A, ne I'est pas (sinon @4 serait
un isomorphisme). Nous pouvons déterminer son anneau d’endomorphismes.

LEMME 18.2. — Pour tout x €I, l’anneau End A, est isomorphe & {(a,b) € Z* | a = b[p]}.

Démonstration. Si f € End Ay, le morphisme fo ®4 : Ey x E3 — A, se factorise
en 4 ogolge End(E; x E3) puisque ® A, est nucléaire a droite. Les hypothéses
sur E; et E3 donnent End(E; x E3) = Z? donc il nous suffit de déterminer & quelle
condition un couple (a, b) € Z? passe au quotient par G, . Cette condition s’écrit (a, b)-
Gy C Gy c’est-a-dire (ay, bx(y)) € G, pour tout y € Ker ¢ ou encore x(ay) = bx(y)
pour tout y € Kery. Comme ) est un isomorphisme de groupes, ceci équivaut a
(a —b) - Ker p = 0 d’ou le résultat puisque Ker ¢ ~ Z/pZ. O

Examinons ensuite le lien entre les différents A,
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LEMME 18.3. — Soient x,x’' € I.
(1) Les variétés abéliennes A, et A, sont isomorphes si et seulement si x = £x’.
(2) Les variétés abéliennes A?~" et Ai,_l sont isomorphes.

Démonstration. (1) Par le méme argument que dans la démonstration précédente, tout
isomorphisme A, — A,/ se reléve en un isomorphisme F; x E3 — E; x E3 donc de la
forme (+1,=+1). Ainsi A, et A,/ sont isomorphes si et seulement s’il existe un choix
de signes tel que (+£1,+1)G, = G,. Il est patent que ceci équivaut & x = £x’. (2) Il
s’agit de trouver un automorphisme « de EY et un automorphisme 3 de Ef 1 tels
que (a, ﬁ)(Gi_l) = GZ,_I. 11 suffit de choisir & = id et  induisant I’automorphisme
(x' o x 1P~ du FFp-espace vectoriel (Ker)P~!. Pour vérifier que ce choix de 3 est
possible notons que det((x’ o x1)P71) = (det x’ o x"1)?~! = 1; or dans la composée

End(ngl) ~ M, 1(Z) — Mp_1(Fp) ~ M,_1(End Ker¢) ~ End((Ker 1/1)7’_1)

la restriction SLj,_1(Z) — SL,_1(IF,) est surjective (on le voit par exemple en uti-
lisant que le but est engendré par des transvections) donc tout automorphisme de
déterminant 1 de (Ker)?~! provient bien d’un automorphisme de E5™". O

L’assertion (2) établit que A, et A,/ sont toujours similaires donc elles auront

exactement les mémes descendantes, A(Ay) = A(Ay) et AF = Af/. Nous allons
expliciter ces objets ci-dessous.
On montrerait de la méme fagon que pour tous x, x1,---,Xxn € I (n > 1) il existe

X €1Itel que Ay, x---x A, =~ A;_l X A, (comportement partiellement analogue
a celui décrit par la proposition 1.7 de [25] bien que nous ne soyons pas ici dans le
cas MM). L’argument de ce lemme va nous permettre de traiter de quotients plus
généraux que les A,. Pour simplifier I’écriture, nous notons (4;,...,A,) pour des
variétés abéliennes Ay, ..., A, I'ensemble des produits A" X --- x A7~ ou m; € N
pour 1 < < n.

LEMME 18.4. — Soient a et b deux entiers naturels et H wun sous-groupe de
(Ker ) x (Ker)®. Alors la variété abélienne (E$ x EY)/H appartient

<E17E27E37E47 {AX | X € I}>

Démonstration. Notons H; = H N ((Ker )¢ x {0}°) et Hy = H N ({0}¢ x (Ker)?)
puis H3 un supplémentaire de H; + Hs dans H (au sens de la structure d’espace
vectoriel sur F, que H hérite de (Kerp)® x (Ker)®). Nous avons clairement
H = H, ® Hy ® Hs. Ecrivons encore p;: (Kerp)® x (Kery)® — (Kerg)?® et
p2: (Ker)® x (Kerv)® — (Ker)® les projections de sorte que par construction
p1(H) = pi1(H1 ® H3) ~ Hy @ Hs et po(H) = pa(H2 & H3) ~ Hy @ Hz. Maintenant,
suivant le méme principe que dans la démonstration précédente, nous pouvons
faire agir des automorphismes de déterminant 1 de (Ker¢)? et (Kert))® sans chan-
ger la variété abélienne quotient. Par conséquent (en abrégeant h; = dim H;
pour 1 < 4 < 3), nous pouvons supposer pi(H3) = (Kerp)" x {0}o=hs
p1(Hy) = {0} x (Ker )" x {0}*~"1~"s et de méme pa(Hz) = (Kert)"s x {0}°~",
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p2(Ha) = {0}'s x (Kery)hz x {0}°~h2=hs. De cette facon, la variété abé-
lienne EY x E%/H est isomorphe &

((EP* x E}*)/Hz3) x E¢M~hs 5 gl gb=he=ha y phe,

Enfin, si nous écrivons H3z comme somme Hy = H{ ®---® H ,’13 de droites vectorielles,
nous pouvons & nouveau faire agir des automorphismes de déterminant 1 pour avoir
pa(HY) = {0}~ x (Ker ) x {0}~ et p(HY) = {0}~ x (Ker ) x {0}~ (1 < i < hy).
Alors H! s’identifie 2 un graphe G,, C Ker pxKer ) pour x; € I et (B x E2)/Hj est
isomorphe au produit des A,,. O

Fixons maintenant x’ € I et déterminons les descendantes & gauche de A = A,.
Si B € Dy(A) il existe par définition un entier n > 0 tel que B est une sous-
variété de A™. Notons B’ la composante neutre de I'image réciproque de B dans
le quotient E} x Ef — A™. Le noyau de l'isogénie B’ — B est contenu dans
GY C (Kerp)™ x (Kert)". D’un autre cdté, comme sous-variété abélienne de
E? x EY, la variété B’ est isomorphe & E{ X Eg pour des entiers a,b avec 0 < a,b < n
(voir le premier exemple ci-dessus). Nous pouvons donc écrire B’ comme l'image
d’un morphisme injectif v: E{ x Eg — ET x EF. Parce qu'un morphisme in-
jectif a: By — ET' est formé de n entiers premiers entre eux, nous constatons
a~1((Ker ¢)") = Ker ¢ et nous en déduisons (avec une propriété analogue pour E3)
que 7 ((Kerp)® x (Kery)") = (Kerp)® x (Kerw)®. Ce groupe contient donc
H = y'(G?%,). La construction montre donc que B =~ (Ef x E%)/H est de la forme
considérée dans le lemme ci-dessus et ainsi nous avons établi

DQ(A) c <E1,E27E3)E4;{AX | X € I}>

Nous voyons aussi facilement (E1, E3, {A, | x € I}) C Dy4(A) puisque E; et E3 sont
isomorphes & des sous-variétés abéliennes de A (ses composantes isotypiques) et
les A, lui sont similaires. En revanche Ey ne peut pas étre isomorphe & une sous-
variété abélienne de A™ puisque, étant isotypique, celle-ci serait contenue dans 'une
des deux composantes isotypiques de A™ isomorphes & ET et EZ et donc nous
aurions Fs € D(E;) ou Es € D(E3) qui est absurde dans les deux cas puisque
D(E,) ={E7" | m € N} et D(E3) = {EF* | m € N} (premier exemple). De la méme
facon, il vient E4 & Dy(A) et nous pouvons conclure

Dy(A) = (Ev, Es, {Ay | x € I}).

Pour les descendantes a droite, nous raisonnons par dualité. Comme les courbes el-
liptiques sont autoduales, nous pouvons écrire une suite d’isogénies

EyxE3 — A—s Eyx By — A — B, x Ej,

ou la composée des deux premiéres fléches est ¢ x ¢ tandis que celle des deux secondes
est @ x 9 ou les p-isogénies @ et 1 sont définies par ¢ o ¢ = [p] et ¥ o ¢y = [p]. Par
conséquent A s’obtient a partir de ¢ et v de la méme fagon que A s’obtient a partir
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de ¢ et ¥ (modulo un isomorphisme entre Ker ¢ et Ker{p\ obtenu par dualité). Ainsi
Dy(4) = (Ez, By, {4, | x € I})

et donc
Dy(A) = (B2, Ba, {Ax | x € I}).
Ensuite D(A) = {B | B € Dy(C), C € Dy(A)} = Dy(Ey x E4 x A) et, si B est
une sous-variété abélienne de ET x E} x A", nous voyons comme ci-dessus dans le
quotient E?" x E3" — EI x E} x A™ que B est de la forme du lemme. Nous pouvons
donc conclure
D(A) = <E1,E2,E3,E4, {AX | X € I}>

Notons que A et A donnent ici un exemple de variétés abéliennes isogénes avec
A& D(A) et A ¢ D(A) : en effet, A ne peut étre ni un produit de courbes ellip-
tiques (sinon A en serait un aussi) ni 'un des A, puisque Dg(_;l\) # Dy(A) = Dy(Ay).

Utilisons ce calcul de descendantes pour identifier la classe d’isomorphisme de A%.
Comme A7 est isogéne a (E; x E3)# ~ E? x E? et est une descendante & gauche
de A, il y a trois possibilités :

QA#:E%XE:)?,
e A* ~ A, x Ay, pour x1,x2 €1,
.A#gElengXpourXeI.

Le premier cas est exclu car A# serait MM alors que A ne Pest pas. Si nous étions
dans le second cas, nous aurions Dy(A#) = Dy(A) # D(A) alors que la démonstration
du théoréme 9.8 montre Dy(A#) = D(A). Par suite, nous sommes dans le troisiéme
cas. Comme dans le cas des courbes elliptiques CM’ il n’est pas possible de préciser
plus le choix de x € I (qui dépend par exemple de la fagon dont le corps K est plongé
dans C). Nous en déduisons le calcul de A(A) = (End A#)°P : en raisonnant comme
plus haut, End A% est le sous-anneau de End(E? x E2) ~ My(Z)? formé des couples
de matrices qui laissent stable {0}2 x Gy C E1 x Es x Ey x E3. Explicitement nous
trouvons (aprés transposition pour passer a l’anneau opposé)

A(A)={<<Z Z)(Z ;Z)) EMQ(Z)2|c,g,d—h€pZ}.

Une conséquence de ce calcul est que l'inclusion (voir chapitre 13)
A’(Supp A) C A’ (Supp E1) x A’ (Supp FEs)

est stricte : en effet, dans I’écriture matricielle, le membre de droite contient

le couple (id,0) alors que ce n’est pas le cas du membre de gauche puisque
A’ (Supp A) C A(A).
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Etant donné une extension de type fini K du corps des nombres rationnels
et une variété abélienne C' sur K, nous considérons la classe de toutes les
variétés abéliennes sur K isogénes (sur K) & une sous-variété abélienne d’une
puissance de C. Nous expliquons comment définir, dans cette classe et de
maniére naturelle, une variété abélienne C° dont I'anneau des endomorphismes
controle toutes les isogénies entre éléments de la classe, au sens suivant : si d
désigne le discriminant de I’anneau des endomorphismes de C° alors, pour
tout couple de variétés abéliennes isogénes dans la classe, il existe une isogénie
entre elles dont le noyau est d’exposant au plus d. En outre, nous montrons
que ce nombre d permet de majorer plusieurs invariants attachés & un élément
quelconque A de la classe, comme le plus petit degré d’une polarisation sur A,
le discriminant de son anneau d’endomorphismes ou le cardinal de la partie
invariante sous Galois du groupe de Brauer géométrique de A. Lorsque K est
un corps de nombres, le théoreme des périodes appliqué a C” et & sa période
canonique fournit une borne explicite pour d en termes du degré de K, de
la dimension de C” et de la hauteur de Faltings de C. Nous en déduisons
donc des majorations explicites des quantités mentionnées ci-dessus pour les
isogénies, polarisations, endomorphismes et groupes de Brauer, qui améliorent
considérablement les résultats antérieurs.

Given a finitely generated field extension K of the rational numbers and
an abelian variety C' over K, we consider the class of all abelian varieties
over K which are isogenous (over K) to an abelian subvariety of a power of
C. We show that there is a single, naturally constructed abelian variety C”
in the class whose ring of endomorphisms controls all isogenies in the class.
Precisely, this means that if d is the discriminant of this ring then for any pair
of isogenous abelian varieties in the class there exists an isogeny between them
whose kernel has exponent at most d. Furthermore we prove that, for any
element A in the class, the same number d governs several invariants attached
to A such as the smallest degree of a polarisation on A, the discriminant of
its ring of endomorphisms or the size of the invariant part of its geometric
Brauer group. All these are bounded only in terms of d and the dimension of
A. In the case where K is a number field we can go further and show that
the period theorem applies to C? in a natural way and gives an explicit bound
for d in terms of the degree of K, the dimension of C* and the stable Faltings
height of C. This in turn yields explicit upper bounds for all the previous
quantities related to isogenies, polarisations, endomorphisms, Brauer groups
which significantly improve known results.
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