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COMPLEXES DE MODULES EQUIVARIANTS
SUR UALGEBRE DE STEENROD
ASSOCIES A UN (Z/2)"-CW-COMPLEXE FINI

Dorra Bourguiba, Jean Lannes, Lionel Schwartz, Said Zarati

Résumé. — Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe fini.

Dans ce mémoire nous étudions deux complexes de modules sur A, l'algébre de
Steenrod modulo 2, munis d’une action compatible de H*V, la cohomologie modulo 2
de V, complexes tous deux associés & X. Le premier, que nous appelons le « complexe
topologique », est défini & ’aide de la filtration par les orbites de X. Le second, que
nous appelons le « complexe algébrique », est défini en termes de la structure de
H*V-A-module instable dont est munie Hj, X, la cohomologie modulo 2 équivariante
de X (ce qui signifie que nous pouvons remplacer dans cette définition H}, X par un
H*V-A-module instable arbitraire). Ces deux complexes sont de longeur dimyz/, V' et
peuvent étre coaugmentés par Hj, X ; nous construisons en outre un morphisme x du
complexe algébrique vers le complexe topologique compatible avec la coaugmentation.

Nous montrons en particulier que ces deux complexes coaugmentés sont acycliques
si et seulement si Hj, X est libre comme H*V-module. Dans ce cas k est un isomor-
phisme ce qui implique que tous les termes du complexe topologique sont des modules
instables sur ’algébre de Steenrod.

Pour illustrer le résultat évoqué ci-dessus nous étudions en détail le cas ou Hj, X
est libre de dimension 1 comme H*V-module. Ceci a lieu si (et en un certain sens
seulement si) X est la compactification a 'infini d’une représentation linéaire réelle (de
dimension finie) de V. Dans certains cas particuliers nous donnons des informations
trés précises sur la structure du complexe (topologique ou algébrique) associé a X.

Il existe un chevauchement notable entre la partie topologique de notre mémoire et
Particle « Syzygies in equivariant cohomology in positive characteristic », de Allday,
Franz et Puppe, qui vient d’apparaitre. Cependant nos techniques sont trés différentes
des leurs : le nom « Steenrod » ne figure pas dans leur article tandis que notre étude
fait un usage intensif de la théorie des H*V-A-modules instables (en particulier celle
des foncteurs Fix) qui est un sous-produit des recherches sur la conjecture de Sullivan.

Les relations entre notre travail et celui de Allday, Franz et Puppe sont examinées
en détail.
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La relation entre notre travail et larticle de Bob Oliver « Higher limits via Steinberg
representations » est également examinée.

Le « complexe algébrique » associé & un H*V-A-module instable, auquel nous avons
fait allusion plus haut, est obtenu formellement & partir d’une filtration décroissante
naturelle des H*V-A-modules instables (dans la catégorie abélienne de ces objets)
définie en termes des foncteurs Fix ; nous montrons enfin que cette filtration coincide
(en un sens évident) avec la filtration par la codimension du support des H*V-modules
sous-jacents.

Abstract (Complexes of equivariant modules over the Steenrod algebra associated with
a finite (Z/27)"-CW-complex)

Let V be an elementary abelian 2-group and X be a finite V-CW-complex.

In this memoir we study two cochain complexes of modules over the mod 2 Steen-
rod algebra A equipped with a compatible action of H*V, the mod2 cohomology
of V, both associated with X. The first, which we call the “topological complex,” is
defined using the orbit filtration of X. The second, which we call the “algebraic com-
plex,” is defined in terms of the unstable H*V-A-module structure of Hj, X, the mod 2
equivariant cohomology of X (which means that we can replace, in the definition of
the algebraic complex, Hj, X with any unstable H*V-A-module). Both complexes are
of length dimy,, V' and can be coaugmented over Hy, X ; furthermore we construct
a morphism k from the algebraic complex into the topological complex, compatible
with the coaugmentation.

We show in particular that both coaugmented complexes are acyclic if and only if
H3, X is free as an H*V-module. In this case « is an isomorphism which implies that
all terms of the topological complex are unstable modules over the Steenrod algebra.

To illustrate the result above, we study in detail the case when Hj, X is a free of
dimension 1 as an H*V-module. This happens if (and in some sense only if) X is the
compactification at infinity of a (finite dimensional) real linear representation of V.
In special cases we provide very precise information on the structure of the terms of
the complex (topological or algebraic) associated to X.

There is a noteworthy overlap between the topological part of our memoir and
the article “Syzygies in equivariant cohomology in positive characteristic,” by Allday,
Franz and Puppe, which has just appeared. However our techniques are quite different
from theirs: the name “Steenrod” does not show up in their article, whereas our
study makes intensive use of the theory of unstable H*V-A-modules (in particular the
functors Fix) which is a by-product of researches on the Sullivan conjecture.

The relations of our work with the work of Allday, Franz and Puppe are investigated
in detail.

The connexion between our work and Bob Oliver’s in “Higher limits via Steinberg
representations” is investigated as well.

The “algebraic complex” associated to an unstable H*V-A-module, alluded above, is
formally obtained using a natural decreasing filtration of unstable H*V-A-modules (in
the abelian category of such objects) defined in terms of functors Fix ; we show finally
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that this filtration coincides (in an obvious sense) with the filtration by codimension
of support of the underlying H*V-modules.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Soit V' un 2-groupe abélien élémentaire; V' est donc isomorphe a (Z/2)™ pour un
certain entier n. Nous verrons le plus souvent V' comme un Z/2-espace vectoriel dont
la dimension n sera notée dim V.

Soit X un V-CW-complexe (que nous supposerons le plus souvent fini, pour une
référence sur la notion de CW-complexe équivariant, voir par exemple [15, Chap. II,
Sect. 1]). Nous étudions dans ce mémoire deux complexes de « modules équivariants
sur ’algébre de Steenrod modulo 2 » (cette notion sera bien str précisée dans la suite
de cette introduction) associés & X. Le premier est défini a ’aide de la filtration par
les orbites de X (voir ci-aprés), nous 'appellerons le « complexe topologique ». Le
second est défini de fagon plus algébrique ; nous ’appellerons pour cela le « complexe
algébrique ».

Le complexe topologique

Soit W C V un sous-groupe; la codimension de W, vu comme un sous-espace
vectoriel de V, est notée codim W.

Soit p un entier avec —1 < p < n :=dim V' ; on pose

FR,X= | xV,
codim W <p

W décrivant ’ensemble des sous-groupes de V' de codimension inférieure ou égale & p
et XW désignant le sous-V-CW-complexe de X constitué des points fixes par . On
a donc une filtration croissante de X par des sous-V-CW-complexes :

0)=F 1 XCFyXCcF,XCc---CF,.1XCF,X=X.
On observera que on a Fg X = XV et que F,,_1 X est le sous-V-CW-complexe de X
constitué des points dont le groupe d’isotropie est non trivial. Le sous-V-CW-com-
plexe F,,_1 X sera aussi noté Sing, X (« partie singuliére » de l’action de V sur X);

louvert complémentaire X — Sing;, X est la réunion des orbites libres (« partie régu-
liere » de laction de V sur X). On définit un complexe de cochaines

0 X->C X2 X555 C X5 5C X>5050—---

top top top top top
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X CHAPITRE 0. INTRODUCTION

en posant
Cfop X :=X7PH},(F, X,Fp_1 X;Fs)
= P T PH(V;F2) ®@u-(vywim Hyyw (X", Singy) XV Fa)

codim W=p

et en prenant pour cobord le connectant de la triade (Fp41 X,Fp X, Fp_1 X). Dé-
cryptons un peu la notation. Les notations H}, (—;F2) et H*(V;F;) désignent res-
pectivement la cohomologie V-équivariante modulo 2 et la cohomologie modulo 2 du
groupe V. Si E = (E™),,cz est un « objet » gradué et s un entier relatif alors ¥°F dé-
signe 1'objet gradué (E™*),,ez. Ci-dessus X" est considéré comme un V/W-espace
et H*(V/W;F3) est identifiée & une sous-algébre de H*(V; Fy).

L]
top

-1 0 . 2 iz 4 (Ve
top X — Cgop X 5 le complexe coaugmenté associé est noté Cg, ) X.

Notre premier résultat est le suivant :

Le complexe Cf, ) X est muni d’une coaugmentation naturelle Hj (X;Fy) =:

THEOREME 0.1. — Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-compleze
fini. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Le H*(V;F3)-module H}, (X ;) est libre.

(ii) Le compleze coaugmenté Cg,,

X est acyclique.

Ici deux commentaires s’imposent :

1) Le probléme analogue, le 2-groupe abélien élémentaire V' étant remplacé par un
tore T et H}, (—;F2) par H:.(—;Q), est étudié en détail dans [1].

2) Peu de temps avant ’achévement de la rédaction de ce mémoire est apparu
le preprint de [2] qui traite notamment de V-espaces. Le théoréme ci-dessus est un
cas particulier du théoréme 10.2 de cette référence (dans lequel ét‘Op X est appelé the
augmented Atiyah-Bredon sequence for X). Nous décrivons ci-aprés les techniques que
nous employons pour démontrer le théoréme 0.1. Nous reviendrons sur [2, Theorem
10.2] dans la derniére partie de cette introduction.

Nous démontrons I’énoncé 0.1 en exploitant les structures « linéaires » de H}, (—; F2)
que nous passons en revue ci-aprés. La cohomologie que nous considérons dans ce mé-
moire (en particulier dans la suite de cette introduction) est a coefficients dans Fa,
a lexception des sections 1, 2 et 10 dans lesquelles V' est un ¢-groupe abélien élé-
mentaire avec £ un nombre premier arbitraire et o la cohomologie est & coefficients
dans [Fy. Dans tous les cas nous allégerons H*(—; F,) en H*(—) et H}, (—;F,) en H}, (—);
H*(V;F¢) = Hj, (point; Fy) sera simplement notée H*V'.

Soit (X,Y) une paire de V-espaces. La cohomologie équivariante Hj,(X,Y") est
un Fs-espace gradué. C’est un H*V-module (au sens gradué) ; on rappelle que H*V est
isomorphe a une algébre de polynoémes, & coefficients dans Fs, en n indéter-
minées, chacune de degré 1. Soit A lalgébre de Steenrod modulo 2. La coho-
mologie équivariante H} (X,Y) est un A-module et cet A-module est instable
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LE COMPLEXE ALGEBRIQUE xi

(Sq" : HP(X,Y) — HPT(X,Y) est trivial pour ¢ > m); puisque l'on a
H*V = Hj,(point) il en est de méme pour H*V. L’application de structure

H*V @ Hi,(X,Y) - Hi (X, Y)

est A-linéaire ; on rappelle que la structure d’algébre de Hopf de A fait du produit ten-
soriel de deux A-modules (resp. A-modules instables) un A-module (resp. A-module
instable). On dit que H{, (X,Y") est un H*V-A-module instable ; la catégorie de ces ob-
jets est notée V-U (la catégorie des A-modules instables est elle notée Uf). Si (X,Y) est
une paire de V-CW-complexes finis alors H}, (X,Y") est de type fini comme H*V-mo-
dule ; la sous-catégorie pleine de V-U dont les objets sont les H*V-A-modules instables
qui sont de type fini comme H*V-modules est notée Vie-U4.(V

Le complexe algébrique

Nous décrivons maintenant un complexe de cochaines uniquement défini en fonction
du H*V-A-module instable Hj, X.
Le complexe Cg,, X n’est rien d’autre que le terme E; de la suite spectrale conver-
geant vers Hj, X définie par la filtration V-équivariante de X introduite plus haut. La

filtration décroissante de Hj, X associée, disons

* _ 10 1 n n+l _

est définie par

Fz(’l) v X i=ker(H, X — HjFp_1 X)
pour 0 < p < n+ 1. On peut définir une seconde filtration de Hj, X, variante de la
précédente, en posant

FP

WHPX =[] ker(HyX — HyX");

codim W<p
on observera que ’on a Fz(yl)H*VX C Fz(’z)Ht,X pour tout p.

Supposons a présent que X est un V-CW-complexe fini. Dans ce cas cette seconde
filtration peut étre définie « algébriquement » en termes de la structure de H*V-A-mo-
dule instable de Hj,X. Précisons un peu. Soient W C V un sous-groupe et
Fixjywy @ V-U — V/W-U «le» foncteur adjoint a gauche du foncteur « ex-
tension des scalaires » V/W-U — V-U, N — H*V ®u-v,/w N (pour un « primer » sur
les foncteurs Fix voir la section 1); ’homomorphisme Fixy,w)Hj, X — H*V/WX w
adjoint de I’homomorphisme de H*V-A-modules instables Hj, X — Hj X W=
H*V Qu-vyw H"{/./WXW induit par l'inclusion i : X" — X est un isomorphisme et
P'unité d’adjonction

Nnw,w) : H?/X — H'V ®H*V/W FIX(Vﬁw)H}k/X

(1) Dans Particle [33] la catégorie des H*V-A-modules instables (resp. des H*V-A-modules instables
de type fini comme H*V-modules) est notée H*V-U (resp. H*Vi¢-U). La seule justification de la
notation adoptée dans ce mémoire est d’obtenir des formulations plus compactes.
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xii CHAPITRE 0. INTRODUCTION

s’identifie & H} ¢ (voir 1.1). On est donc amené & introduire, pour tout H*V-A-module
instable M, une filtration décroissante (par des sous-H*V-A-modules instables)

M=F'M>F'M>--->F"M >F""'M =0
en posant

FPM = () ker(nuw): M — H'V @gvyw Fixyw)M)
codim W<p

telle que 'on a F?Z)H*VX = FPH{, X. On constate que F'M et F*M peuvent étre
définis en termes de la structure de H*V-module de M : FIM est la H*V-torsion
et F™" M est constitué des éléments annulés par une puissance de 1’idéal d’augmenta-
tion H*V. Nous montrerons que toute la filtration (FPM)o<p<n+1 peut étre en fait
définie en termes de la structure de H*V-module de M : c’est la « filtration par la
codimension du support » (voir section 9). On observera que si M est de type fini
comme H*V-module alors F"M est le plus grand sous-H*V-module fini de M ; nous
le noterons Pfyy M (Pf pour « partie finie »).

Disposant de la filtration décrite ci-dessus, on définit un complexe de cochaines
C*M de la fagon suivante. Soit M — I® une résolution injective de M dans la
catégorie V-U; on pose CPM = HP(FPI*/FP*[®) et on prend pour cobord le
connectant évident. A nouveau C®M est muni d’une coaugmentation naturelle
M :=C'M — C°M; le complexe coaugmenté associé est noté C* M. Supposons
M de type fini comme H*V-module; on constate que CPM vérifie alors une formule
analogue & celle que nous avons donnée plus haut pour Cf, X :

"M = P BV ®uvw RPlyw (Fixy,w)M).
codim W=p
Expliquons la notation. Si M est de type fini comme H*V-module alors il en est de
méme pour Fixy,yyM comme H*V/W-module; RPPfy,y, désigne le p-iéme foncteur
dérivé a droite de I'endofoncteur Pfy y de V/Wie-U.
Notre deuxiéme résultat est le suivant :

THEOREME 0.2. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et M un H*V-A-module
instable qui est de type fini comme H*V-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le H*V-module M est libre.

(ii) Le complexe coaugmenté C*M est acyclique.

Posons 6;1g X = (~J‘H*VX; les deux complexes Ce X et 6;1g X sont reliés :

L]
top
PROPOSITION 0.3. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini.

(a) Il existe un homomorphisme de complexes de cochaines coaugmentés

P agng — ézopX
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ILLUSTRATIONS xiii

tel que »xP est un homomorphisme de H*V-A-modules pour —1 < p < n (et lidentité
pour p=—1).
(b) Si le H*V-module H}, X est libre alors s est un isomorphisme.

Le lecteur notera que ’adjectif « instable » n’apparait pas a la fin de ’énoncé du
point (a) ci-dessus; en effet le A-module Cfop X n’est pas a priori instable pour p > 0.
Cependant le point (b) implique :

SCHOLIE 0.4. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Si Hy, X est libre comme H*V-module alors le A-module C{,, X est instable pour
tout p.

Illustrations

Nous illustrons les énoncés 0.1, 0.2 et 0.3 en considérant des représentations li-
néaires réelles d’un 2-groupe abélien élémentaire V ~ (Z/2)™.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie m muni d’une action linéaire de V.
Soient f la dimension du sous-espace invariant EV et w,,,_;(E) la (m — f)-iéme classe
de Stiefel-Whitney de E (w,,_s(E) appartient 8 H™ =/ V et est un produit d’éléments
de H'V — {0}).

L’isomorphisme de Thom fournit un isomorphisme de H*V-A-modules instables
Hy(E,E — {0}) = Y w,_;(E)H'V; H},(E,E — {0}) est donc un exemple
de H*V-A-module instable qui est libre de dimension de dimension 1 comme
H*V-module. En fait, un résultat de J-P. Serre [40, §2, corollaire] (voir 9.14) implique
que la correspondance E — H{,(E, E — {0}) induit une bijection entre classes d’iso-
morphisme de représentations linéaires réelles (de dimension finie) de V' et classes
d’isomorphisme de H*V-A-modules instables qui sont libres de dimension 1 comme
H*V-modules (voir 7.6).

Supposons que F est un espace euclidien et que V' agit par isométries; on a d’apreés
ce qui précéde Hi (D(E),S(E)) = %/ w,,_;(E)H*V (les notations D(—) et S(—)
désignent respectivement la boule et la sphére unité d’un espace euclidien), soit encore
HyS(E @ Ro) 2 X wo,—p(E)H*V @ H*V (R désigne l'espace euclidien R muni de
Paction triviale de V).

Le théoréme 0.1 (en prenant X = S(E ®Ry)), le théoréme 0.2 et la proposition 0.3
conduisent par exemple a 1’énoncé suivant :

PROPOSITION 0.5. — Soit Ey¢g le plus grand ouvert de E sur lequel 'action de V' est
libre et V\E,¢g le quotient de cette action (V\E,s; est une variété de classe C* ).

On a un isomorphisme canonique de H*V-A-modules instables
H: (V\FEyg) & SR "Ply (W (E) H*V).

(La notation H} désigne ici la cohomologie modulo 2 & support compact.)
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L’ouvert E.s; est le complémentaire d’'un ensemble de sous-espaces vectoriels et
l’étude de la cohomologie des espaces du type V\E,s; a fait I'objet de nombreuses
recherches ; Nguyen Dang Ho Hai nous a signalé a ce sujet les références [14] et [12].

Nous explorons plus en détails le cas F = @[V]@h, en clair le cas ou F est la
somme directe de h copies de la représentation réguliére réelle réduite de V'; on a
alors EV = 0, dimE = h (2" — 1) et wj, (2n—1) = ch, (cy désignant le produit des
éléments de H'V — {0}). On a :

Clop S(E ®Ro) = C2, S(E @ Ro) = C*(ctH'V) @ C*(H'V);

les complexes ci-dessus (qui sont des complexes de cochaines dans la catégorie Vig-U)
sont acycliques d’aprés 0.1 ou 0.2, le premier isomorphisme est donné par 0.3. La
spécificité de ces exemples tient & ce que les deux complexes de gauche sont naturel-
lement munis d’une action (a droite) du groupe GL(V'), que l'isomorphisme s de 0.3
est équivariant et que l'action respecte la décomposition en somme directe de droite.
Posons

M(V, h) := R"Pfy (b H'V) (2 C(cp H'V) = S"H; (V\R[VIE!);

nous montrons que (M(V,h))° (le sous-espace des éléments de degré 0 de M(V,h))
est isomorphe comme F3[GL(V)]-module a droite & la duale Stj,, de la représenta-
tion de Steinberg modulo 2 de GL(V') (voir 8.1) et que M(V, h) est engendré comme
H*V-module par (M(V, h))°.

Comme St} est un objet projectif de la catégorie des Fo[GL(V)]-modules a droite,
le foncteur Hom g, (gL (v)))or (Sty,, —) = : e9(—) est exact, si bien que 1’on peut obtenir
de nouveaux complexes acycliques (dans la catégorie ), en appliquant ce foncteur
aux complexes ci-dessus. Le cas h = 2 de ce programme est intimement relié au récent
article [19] de Nguyen Dang Ho Hai dans lequel il obtient, & I’aide d’un résultat d’Inoue
[27], le « dual de Poincaré » de l’isomorphisme de A-modules instables suivant

YETHI(V\RVIE) = P I -1)
0<i<n
(la notation J(k), k entier naturel, désigne « le k-iéme U-injectif de Brown-Gitler »,
voir le début de la section 2 : J(k) = Jo(k)). Ceci doit permettre de faire le lien

entre les complexes acycliques e‘s}(a'(c%,H*V)) et les résolutions injectives minimales
de [20].

Sur le théoréme 10.2 de [2]

Avant d’énoncer une version édulcorée du théoréme en question, nous rappelons la
notion de j-syzygie (dans le cas particulier qui nous intéresse) :

DEFINITION 0.6. — Soient M un H*V-module N-gradué et j > 0 un entier. On dit
que M est une H*V-j-syzygie, H*V-j-syzygie s’il existe une suite exacte de H*V-mo-
dules N-gradués

0-M-—->I°>51t' ... 577!
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avec LO LY, ... L3~ libres (on convient que tout M est une H*V-0-syzygie).

THEOREME 0.7 (Allday, Franz et Puppe [2]). — Soient V' un 2-groupe abélien élé-
mentaire, X un V-CW-compleze fini et j > 0 un entier. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) le H*V-module sous-jacent ¢ H{, X est une H*V-j-syzygie ;

(ii) on a HP ét'OpX =0 pourp<j—2.

Ce théoréme est bien une généralisation du théoréme 0.1 :

Pour j = n la propriété (i) ci-dessus coincide avec la propriété (i) de 0.1 (voir le
scholie 5.23) ; la propriété (ii) ci-dessus implique quant a elle la propriété (ii) de 0.1
grace & un lemme facile [1, Lemma 5.6] (lemme 4.13 dans le cas qui nous occupe).

Allday, Franz et Puppe obtiennent le théoréme 0.7 a ’aide de résultats d’algébre
commutative concernant la catégorie des H*V-modules N-gradués. L’article [2] fait
d’ailleurs suite a Particle [1] ou le role de ’algébre de polynémes Fo[Uy, Us, ..., U]
(~ H*V) était tenu par ’algébre de polynomes Q[T1, T3, ..., T,] (~ H*(BT;Q), T tore
de rang n).

Nous démontrons une version du théoréme 0.7 (théoréme 0.9 ci-dessous) en uti-
lisant, comme pour le théoréme 0.1, la théorie des H*V-A-modules instables (sous-
produit des recherches sur la conjecture de Sullivan) et plus précisément la théorie
des H*V-A-modules instables qui sont de type fini comme H*V-modules. En fait la
structure des H*V-A-modules instables qui sont de type fini comme H*V-modules est
beaucoup plus accessible que celle des H*V-modules N-gradués de type fini généraux
(voir la section 9 et en particulier la sous-section 9.3).

Avant d’énoncer le théoréme 0.9 nous devons introduire une définition :

DEFINITION 0.8. — Soient M un H*V-A-module instable de type fini comme H*V-mo-
dule et 57 > 0 un entier. Nous dirons que M est une (Vig-U)-j-syzygie, (Vie-U)-j-sy-
zygie s’il existe une suite exacte dans la catégorie Vie-U
0-M-—->I°>Lt' ... 577!
avec L°, LY, ... L7~ libres comme H*V-modules (nous convenons que tout M est une
(Vie-U)-0-syzygie).
THEOREME 0.9. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-compleze
fini et j > 0 un entier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) H{, X est une (Vie-U)-j-syzygie ;
(ii) le H*V-module sous-jacent & Hj, X est une H*V-j-syzygie ;
(iii) on a H? C§,, X = 0 pour p < j — 2.
Ce théoréme est essentiellement conséquence de sa version algébrique :
THEOREME 0.10. — Soient M un H*V-A-module instable qui est de type fini comme
H*V-module et j > 0 un entier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) M est une (Vie-U)-j-syzygie;

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2024



xvi CHAPITRE 0. INTRODUCTION

(ii) le H*V-module sous-jacent & M est une H*V-j-syzygie ;
(iii) on a HP C*M =0 pourp < j — 2.

et de la généralisation suivante du point (b) de la proposition 0.3 :

ProPOSITION 0.11. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-com-
pleze fini et j > 0 un entier. Si le H*V-module sous-jacent ¢ Hi, X est une H*V-j-sy-
zygie, alors ’homomorphisme de H*V-A-modules

P égng — afopX

est un isomorphisme pour p < j.

L’implication (ii)=(i) du théoréme 0.10 est assez piquante. Nous montrons en fait
un énoncé plus précis :

PRrROPOSITION 0.12. — Soient M un H*V-A-module instable qui est de type fini comme
H*V-module et j > 1 un entier.

1l existe un complexe de cochaines coaugmenté dans la catégorie Vig-U
~ i—1
LSM = (M — LM — LiM — --- — L' M),
dépendant fonctoriellement de M, qui vérifie la propriété suivante :

Si le H*V-module sous-jacent & M est une H*V-j-syzygie alors EJ'M est acyclique
et les H*V-modules sous-jacents aux L;?M, 0<k<j—1, sont libres.

(Pour une explicitation du complexe i;M , voir la proposition 5.32, la remarque
5.33 et la sous-section 8.4.)

Nous obtenons la proposition ci-dessus par des techniques d’algébre homologique.
Précisons un peu. Soit W ’ensemble des sous-espaces W de V ; W est ordonné par
inclusion et peut donc étre vu comme une catégorie. Nous considérons la catégorie
des foncteurs définis sur W et & valeurs dans la catégorie £ des Fa-espaces vectoriels.
L’outil principal qui nous permet d’arriver & un énoncé du type 0.12 est I’explicitation
d’une résolution injective, dans la catégorie abélienne £V, d’un objet arbitraire (sous-
section 8.2).

On observera au passage (remarque 8.43) que les techniques évoquées ci-dessus
apportent un nouvel éclairage sur le complexe C*M.
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CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LA THEORIE DES FONCTEURS Fix

Soient £ un nombre premier (il n’y a aucune raison dans cette section de se limi-
ter au cas £ = 2), V un {-groupe abélien élémentaire et W C V un sous-groupe;
Phomomorphisme canonique, ¢ : V' — V/W, induit un homomorphisme (injectif)
de A-algebres instables ¢* : H*V/W — H*V. La notation A désigne ici 'algébre de
Steenrod modulo ¢, la cohomologie modulo ¢ d’un espace est le type méme d’une
A-algebre instable, pour une définition explicite de la catégorie U (resp. K) des A-mo-
dules instables (resp. A-algébres instables) voir par exemple [31, 1.7.1 (resp. 1.7.2)];
rappelons que nous avons convenu d’abréger la notation H*(—;F,) en H*. On note

FiX(V,W) VU — V/W—Z/l
«le » foncteur adjoint a gauche du foncteur « extension des scalaires »
V/W-U — V-U, N — H*'V Qu-y;w N

(pour des commentaires concernant les guillemets qui entourent Particle défini voir 1.9
et 1.10, la notation V-U est la généralisation évidente de celle introduite pour ¢ = 2).
On a donc, par définition,

Homy: (M, H"V ®g-v,w N) = Homy,w.y (Fixy,w)M, N),
pour tout H*V-A-module instable M et tout H*V/W-A-module instable N.

Les foncteurs Fixy, ) sont introduits et étudiés dans [34] (ce sont des avatars des
foncteurs Fixy/ v, définis pour V. = V' & V", introduits et étudiés dans [33]). Le
foncteur Fix(y vy : V-U — U est aussi noté Fixy dans [33]. Ce foncteur est introduit
et étudié dans [31] (ou il est d’ailleurs simplement noté Fix). On rappelle ci-dessous
I'origine de cette notation.

Soit X un espace muni d’une action de V. Soient X 1’espace fonctionnel
hom(EV,X) et i : X — X Dlapplication induite par Papplication EV — pt;
on observera que l’inclusion i est une équivalence d’homotopie. L’action de V,
au but et a la source, munit hom(EV, X) d’une action de V x VP et induit
via ’homomorphisme V' — V x VP v +— (v,v~!), une action de V sur X telle
que i est V-équivariante. On observera également que Hj,i : Hj,X — Hj, X est un
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isomorphisme. L’espace (X)V (= homy (EV, X)) est appelé I'espace des points fixes
homotopiques de I’action de V sur X et noté X"V,

L’inclusion XV < X induit un homomorphisme de H*V-A-modules instables
Hy X — Hj, XV = H*'V®H*XV et par adjonction un homomorphisme de H*V-A-mo-
dules instables vx : Fixy Hj, X — H*X V. On note Ax ’homomorphisme composé

(Fixy (H} 1)) ™!

Fixy Hp X Fixy Hi, X —— H*(X)V = H*X!V,

On montre dans [31, Chap. 4] que Ax est en fait sous-jacent & un homomorphisme

de A-algébres instables qui est « souvent » un isomorphisme.
Pareillement, on définit un homomorphisme de H*V/W-A-modules instables

Ux : FiX(va)H*VX — H*{//WXW

comme adjoint de ’homomorphisme Hj, X — H}*,XW = H'V Qu-vyw H‘*//WXW in-
duit par 'inclusion XW < X. (Mutatis mutandis on peut définir une transformation
naturelle Ax : Fixy w)Hj, X — H;‘,/WX bW qui vérifie des propriétés analogues a

celles que l'on a pour W =V.)

PROPOSITION 1.1. — Si X est un V-CW-complexe fini alors I’homomorphisme
vx : Fixy,wHy X — H;/WXW
est un isomorphisme.

SCHOLIE 1.2. — Soit X un V-CW-complezxe fini. L’unité d’adjonction
H:/X — H*V ®H*V/W FIX(V7w)H"k/X
s’identifie a I’homomorphisme de H*V-A-modules instables Hi, X — Hj XW.

Démonstration. — « Abstract nonsense ». Soient M un H*V-A-module instable, N
un H*V/W-A-module instable, f : M — H*V ®y-y/w N un homomorphisme et
f: Fix(ywyM — N son adjoint, alors f est le composé¢ de l'unité d’adjonction
M — H*V Qy-v,w Fix(y,w)M et de 'homomorphisme H*V ®u-v/w f O

La démonstration de la proposition 1.1 est renvoyée a la fin de cette section. Avant
cela nous rappelons, de maniére assez détaillée et relativement « self-contained »,
la théorie (algébrique) des foncteurs Fix. C’est en fait un sous-produit de celle des
foncteurs T pour laquelle nous renvoyons a [31]. La présentation que nous en donnons
ci-aprés est légérement différente de celle de [33], [34] et [31, Chap. 4] (pour le cas
W =V); le lecteur est invité & la comparer & [16, §2|.

On commence par quelques observations trés simples concernant le produit fibré

V' x V de deux copies de V au-dessus de V/W (en clair, le sous-groupe de V x V
V/W

constitué des couples (z,t) avec z = t mod W) ; on observe que ’homomorphisme
canonique de A-algébres instables

H'V ® HV-oSHY(V x V)
H*V/W V/W

MEMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DES FONCTEURS Fix 3

est un isomorphisme. On observe également que I’homomorphisme de groupes
v WeV -V x V(z,y)— (x+y,y) est un isomorphisme. On a donc un iso-
v/wW

morphisme canonique de A-algébres instables
H'V & H'V 2HWHV.
H*V/W
ScHOLIE 1.3. — Soient ¢ : H*V — H'W ® H*V [’homomorphisme de A-al-
gebres instables induit par [application linéaire WV — V,(z,y) —z+y et

N un H*V-A-module instable, alors on a un isomorphisme canonique de H*V-A-mo-
dules instables, naturel en N,

H'V ®@g-vyw N = H'W ® N,
H*W ® N étant un H*V-module via ¢.

Démonstration. — Soient « et § les deux homomorphismes V. x V — V respec-
v/wW

tivement induits par la premiére et seconde projection. On constate que 'on a des
isomorphismes canoniques de H*V-A-modules instables

H*V Qu*v/W N = (H'V ®u*v/W H*V) ®u-v N,

H*V @y-y/w H*V étant un H*V-module & gauche via o* et un H*V-module & droite
via #*. On a donc d’aprés ce qui précéde

H*V @u-yyw N = (H*'W @ H'V) ®u-v N,

H*W ® H*V étant un H*V-module & gauche wia (a o u)*, clest-a-dire
’homomorphisme de A-algébres instables induit par Dapplication linéaire
WeV -V (x,y) »z+y, e¢ un H*V-module & droite wvia (8 o ¢)*, c’est-a-dire
I’homomorphisme de A-algébres instables induit par la projection W eV — V. [O

On rappelle que 'on note Ty : U — U V’adjoint & gauche du foncteur U — U,
N — H*W ® N (Tw est « canonisé » dans [31], d’ou l'article défini). Soit M un A-mo-
dule instable ; comme Ty « préserve les produits tensoriels », Ty M est naturellement
un Ty H*V-A-module instable. Le scholie ci-dessus entraine :

PROPOSITION 1.4. — Soient M et N deuxr H*V-A-modules instables. On a un isomor-
phisme, naturel en M et N,

HOIHV_U(M, H*V ®H*V/W N) = HOIHV_L{(H*V ®TwH*V TwM, N),

H*V étant dans le membre de droite un TwH*V-module via ’homomorphisme de A-al-
geébres instables ¢ : TwH*V — H*V adjoint de ¢. En d’autres termes le fonc-
teur V-U — V-U,M — H*V @7, u-v TwM est un adjoint & gauche du foncteur
V-U — V-U,N — H*V @u-y;w N.
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Démonstration. — On a
HOIIlV: u(M, H*V ®H*V/W N) = HOIIlv_ u(M, H'W ® N)

d’aprés 1.3. Or linclusion Homy: (M, H*W ® N) C Homy (M, H*W ® N) s’identifie
par adjonction & l’inclusion

HOIIIV'_(/{(H*V QTywH*V TwM, N) C HOII]],{(TV[/M,N).

On s’en convainc grace a [33, proposition 1.3.1] : faire K = L = H*V, E = W et
prendre pour ¢ : K — H*E ® L ’homomorphisme de A-algébres instables que I'on a
intentionnellement noté ¢ dans 1.3. O

L’endofoncteur de la catégorie V-U
M — H'V @1y u-v TwM

(H*V étant un TwH*V-module via I’adjoint de ¢), qui apparait dans la proposi-
tion 1.4, jouera un role important dans ce mémoire; pour alléger nous le noterons
EFix(y,w). Cette notation entend suggérer le lien avec le foncteur Fix(y, 1) que nous
précisons ci-aprés ([34, proposition 3.1]). (Dans [16], EFixy,w)M est noté WM,
* : H*V — H*W désignant ’homomorphisme de A-algébres instables induit par
I'inclusion ¢ de W dans V.)

PROPOSITION-DEFINITION 1.5. — Soit M un H*V-A-module instable; on a un iso-
morphisme de H*V-A-modules instables, naturel en M

EFiX(ww)M ~ H'V ®H*V/W FiX(V’W)M.
En d’autres termes on a un isomorphisme naturel, entre endofoncteurs de V-U,

EFixwvw) = ew,w) o Fixw,w),
ew,wy : V/W-U — V-U désignant le foncteur N — H*V @~y w N.

Démonstration. — Soit Eqy,wy : V-U — V-U le foncteur N — H*V ®y«y/w N ; la pro-
position 1.4 dit que EFix(y,1) est adjoint a gauche de E(y, /). On a un isomorphisme
naturel, entre endofoncteurs de V-U,

Ewvw) = eww) o Ow,w),

Owwy : V-U — V/W-U désignant le foncteur oubli évident. Comme les fonc-
teurs Fixqy,wy : V-U — V/W-U et eqywy : V/W-U — V-U sont respectivement
adjoints & gauche des foncteurs ey, et O(v,w), on a un isomorphisme naturel
EFix(v,wy = ev,w) o Fix(v,w) (spécialisation de [37, Chap. IV, §8, Theorem 1|, noter
Pordre des facteurs dans la composition ci-dessus!). O

REMARQUE 1.6. — Pour W = V I’isomorphisme naturel de 1.5 est celui de la propo-
sition 4.5 de [31]. La démonstration que nous en donnons ci-dessus est plus directe
que celle de [31] qui imite la démonstration de la proposition « topologique » 4.2 de
cette référence.
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Nous dégageons incidemment une variante de la proposition 1.1 dont la démonstra-
tion sera évoquée a la fin de cette section. Soient X un V-espace et W un sous-groupe
de V. On note ayy : W @V — V ’homomorphisme de groupes (z,y) — = + y;
on fait agir W @ V sur X wvia aw. On note dw x : Hjy X — H'V Qu-v/w Hi xW
I’homomorphisme composé

Hy X — HiygyX — Hygy X"V 2 H'W @ Hy X" 2 H'V @u.vyw Hy XV,

la fleche de gauche étant induite par ap et celle de droite par l'inclusion de XW
dans X ; dw,x est un morphisme dans la catégorie V-U/. On note

Evx : EFixv,uw)Hy X — Hy XV
I’homomorphisme de H*V-A-modules instables adjoint de dw x .

PROPOSITION 1.7. — Si X est un V-CW-complexe fini alors I’homomorphisme
Evx : EFixqyw)Hp X — Hy XV
est un isomorphisme.

Les formules de 1.5 « s’inversent » aisément :

PROPOSITION 1.8. — Soit s : V/W — V une section linéaire de ¢ : V. — V/W. On
considére H*V/W comme un (H*V/W,H*V)-bimodule, la structure de H*V/W-mo-
dule a gauche étant la structure évidente et la structure de H*V-module a droite étant
induite par ’homomorphisme (surjectif) de A-algébres instables s* : H*V — H*V/W.
Soit M un H*V-A-module instable ; on a un isomorphisme de H*V/W-A-modules in-
stables, naturel en M :

Fixqyuy )M = H'V/W Qu-v EFix(y,w)M.

COMMENTAIRE 1.9. — Il n’est pas difficile de se convaincre a priori de I’existence d’un
adjoint a gauche pour le foncteur ey, (existence que nous avons implicitement
admise dans notre exposition). En fait, les propriétés d’adjonction des foncteurs T
impliquent cette existence. Précisons un peu. Soit e5 : V/W-U — V-U le foncteur
défini via s*. On fait les deux observations suivantes :

(O1) L’endofoncteur Oy, oes : V/W-U — V/W-U est I'identité.

(O2) Soit fs : V-U —» V/W-U, M — H*V/W Qu+v M, le foncteur défini grace a la
structure de bimodule sur H*V/W considérée en 1.8; {5 est adjoint a gauche de es.

On a ew,w)y = ew,w) o Ow,w) o es d’aprés (O1). Le foncteur ey, admet
donc comme adjoint & gauche le composé f, o EFix(y, ), d’aprés 'observation (Os)
et la proposition 1.4. On retrouve ainsi 1’énoncé 1.8. On vérifie que le foncteur
fy o EFix(y,w) s’identifie au foncteur Fix yy 4v/wy de [33, 1.3.4]") via 'isomorphisme
évident H*V/W = H*s(V/W).

(1) Signalons incidemment une coquille dans la derniére formule de la page 14 de cette référence :
Fix{, doit étre remplacé par Fixy /.
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COMMENTAIRE 1.10. — L’expression que donne la proposition 1.8 pour le foncteur
Fix(y,w) dépend du choix de s. Cela peut paraitre inesthétique, mais ce n’est pas
surprenant car un foncteur adjoint est défini a isomorphisme fonctoriel (canonique)
prés. Expliquons le phénoméne dans le cas qui nous occupe. Notons H*V/W-s le
(H*V/W, H*V)-bimodule introduit en 1.8 ; soient sq et s; deux sections linéaires de g,
alors les deux bimodules H*V/W-sq et H*V/W-s1 (avec toutes leurs structures) sont
canoniquement isomorphes.

On fait maintenant la liste des propriétés des foncteurs Fix (et EFix) immé-
diatement impliquées par celles des foncteurs T.

PROPOSITION 1.11. — Le foncteur EFix(y ) est exact.

Démonstration. — Cette exactitude résulte de celle du foncteur Ty et du fait
que H*V est un Ty H*V-module plat via @. O

PROPOSITION 1.12. — Le foncteur Fix(y,w est ezact.

Démonstration. — Compte tenu de la proposition 1.5, cette exactitude résulte de celle
du foncteur EFix(y ) et du fait que H*V est un H*V/W-module fidélement plat. [

PROPOSITION 1.13. — Soient M; et My deux H*V-A-modules instables. On a un
isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel en My et My :

EFiX(V,W) (Ml RH*V Mz) = EFiX(V’W) (Ml) Ru*V EFiX(Vyw) (Mg)

Démonstration. — Résulte du fait que le foncteur Ty, préserve les produits tensoriels.
O

Compte tenu de 1.8 (ou 1.5), la proposition 1.13 fournit aisément ’énoncé suivant
(qui généralise le théoréme 4.6.2.1 de [31]) :

COROLLAIRE 1.14. — Soient My et My deuxr H*V-A-modules instables. On a un iso-
morphisme de H*V/W-A-modules instables, naturel en My et My :

FiX(V,W) (Ml Ru*V MQ) = FiX(V)W) (Ml) ®H*V/W FiX(V,W) (M2)

Le slogan pour la proposition 1.13 (resp. le corollaire 1.14) est que les foncteurs
EFix (resp. Fix) « préservent les produits tensoriels ». Voici quelques conséquences
de cette préservation.

Soit S un A-module instable ; les deux énoncés qui suivent font intervenir le foncteur
de V-U — V-U,M — S ® M. On observera que pour S = X, ce foncteur est le
foncteur suspension.
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COROLLAIRE 1.15. — Soit S un A-module instable.
(a) On a un isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel en le H*V-A-mo-
dule instable M (et en le A-module instable S) :

EFix(v,w) (S ® M) = TwS ® EFixyv,w)M.

(b) Si S est fini, alors on a un isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel
en le H*V-A-module instable M (et en le A-module instable fini S) :

EFix(y,w) (S ® M) = S ® EFix(y,w) M.

Démonstration. — Le point (b) est conséquence du point (a) car si S est fini alors on
a un isomorphisme (canonique) de A-modules instables Ty, S = S. Pour démontrer le
point (a) on observe que 'on a SQ M = (S®@H*V) ®u~y M, on vérifie I'isomorphisme
EFix(y,w) (S @ H*V) = Ty S ® H*V et on invoque la proposition 1.13. O

COROLLAIRE 1.16. — Soit S un A-module instable.
(a) On a un isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel en le H*V-A-mo-
dule instable M (et en le A-module instable S) :

Fixqyw)(S ® M) = TwS ® Fix(y,w) M.

(b) Si S est fini, alors on a un isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel
en le H*V-A-module instable M (et en le A-module instable fini S) :

FiX(V7w)(S ® M) =~ S ® FiX(V’W)M.

PROPOSITION-DEFINITION 1.17. — Soient V' un £-groupe abélien élémentaire, W C V
un sous-groupe, My et My deuxr H*V-A-modules instables et p un entier naturel.

(a) La structure de H*V-module gradué de Torg*V(Ml, Ms) peut étre naturellement
enrichie en une structure de H*V-A-module instable. Le H*V-A-module instable ainsi
obtenu sera toujours noté Torg*V(Ml, Ms).

(b) On a un isomorphisme de H*V/W-A-modules instables

Fix(y,w) Torh V' (My, Ma) 2 Tory /W (Fix(yw) My, Fixvw) Ma),
naturel en My et M.

Démonstration. — Rappelons pour commencer la théorie des projectifs de la catégorie
abélienne V-U. Cette théorie est banale :

— Le foncteur M — MP*, k € N, défini sur la catégorie V-U et & valeurs dans la
catégorie des [Fy-espaces vectoriels, est représentable :

M* = Homy.y(H*V ®@ F(k), M),

F(k) désignant le A-module instable librement engendré par un élément de degré k;
H*V ® F(k) est donc « tautologiquement » un projectif de V-U (compte tenu de sa
définition, on dit aussi qu’il est libre).

— Tout objet de V-U est fonctoriellement quotient d’une somme directe de ces
projectifs tautologiques. En particulier V-U a assez de projectifs.

— Tout projectif de V-U est isomorphe & une telle somme directe.
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8 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DES FONCTEURS Fix

Aprés ce préalable, passons a la démonstration.
Soit M; < P; ., ¢ = 1,2, une résolution projective de M; dans la catégorie V-1 ;
on considére le H*V-A-module instable

©, :=H, Tot (P1,e Qu-v Ps,e)

(la notation Tot désigne le totalisé d’un bicomplexe). Les arguments habituels
montrent que ©, « est indépendant » du choix des résolutions et que I'on a des
isomorphismes canoniques

@p = Hp (PL. QH*V MQ) et @p = Hp (Ml QQH*v PQ’.).

On fait les deux observations suivantes :
— Le H*V-module sous-jacent & un projectif de V-U est libre.

— Le foncteur Fixy,w) : V-U — V/W-U transforme projectif en projectif. Ceci
résulte formellement du fait que Fix(y w est adjoint & gauche d’un foncteur exact.

La premiére observation montre que M; < P; , est une résolution libre du H*V-mo-
dule sous-jacent & M; et conduit au point (a) : le H*V-module sous-jacent & ©, est
bien Tor?*V(Ml, My). La seconde observation et I'exactitude de Fix(y,;y montrent
que Fix v,y M; — Fix(y,w)P; « est une résolution projective dans la catégorie V/W-U
et 'on obtient le point (b) en invoquant le fait que Fix(y ) « préserve les produits
tensoriels » (corollaire 1.14) et le point (a). O

REMARQUE 1.18. — Soit gtens,, : V-U — V-U (resp. dtensps, : V-U — V-U) le
foncteur M +— M; @u-v M (resp. M — M ®Qu-v Ms); gtensy;, (resp. dtensyy,) est
exact a droite et ’'on a

Tory ¥ (My, Ms) = (L, gtens,, )(Ma) = (L, dtensyy, ) (M) = ©,.

Voici une spécialisation du point (b) de la proposition précédente que nous utilise-
rons dans les sections 4 et 5.

COROLLAIRE 1.19. — Soient M un H*V-A-module instable et p un entier naturel; on
a un isomorphisme de H*V/W-A-modules instables

Fix(y,w) Torh ¥ (H*W, M) = Tory VW (Fy, Fixev,w)M),
naturel en M.

Démonstration. — On a Fixy,w)H*W =2 F, (pour s’en convaincre on peut voir H*W
comme le produit tensoriel H*V ®g-v/w Fy et invoquer 1.26). O

On clot la liste déroulée ci-dessus par la proposition-définition 1.20 ci-aprés;

cette proposition traite de la « fonctorialité en W » des H*V-A-modules instables
EFix(y,w)M, sa démonstration est laissée au lecteur.
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PROPOSITION-DEFINITION 1.20. — Soient Wy et Wi deux sous-groupes de V
avec Wo C Wi. La transformation naturelle Ty, — Tw, induit une transformation
naturelle

p(Wo, Wl) : EFiX(V,Wo) - EFiX(le).
Soient Wy, Wy et Wy trois sous-groupes de V- avec Wo C Wy C Wy ; on a :

p(W07 WQ) = p(W17 W2) © p(W07 Wl)

Soit W un sous-groupe de V ; la transformation naturelle p(0, W) s’identifie & une
transformation naturelle id — EFix(y,w qui sera aussi notée p(v,w)-

REMARQUE 1.21. — D’aprés 1.4, les endofoncteurs EFix(y,w,) et EFix w,) sont
respectivement adjoints a gauche des endofoncteurs E(y,w,) et E(y,w,) (on rappelle
que Eqywy est le foncteur V-U — V-U,N — H*V ®pu«y w N). On vérifie que la
transformation naturelle p (Wy, W1) correspond par adjonction a la transformation
naturelle o (W1, Wy) : Eqv,w,) — Eqv,w,) telle que o (W1, Wy)n est I'épimorphisme
canonique H*V ®y-v/w, N — H*V @~y w, N (spécialisation de [37, Chap. IV, §7,
Theorem 2|).

REMARQUE 1.22. — Soient Wy, Wi deux sous-groupes de V avec Wy C Wi et X
un V-CW-complexe fini. On vérifie que le diagramme

Ev
EFix(y,w) Hy X ——% HyX"Wo

P(Woﬁwl)l l

Ev
EFix(y,w,) Hy X —5 Hy XM

est commutatif (pour des raisons évidentes on a précisé ci-dessus la notation Evy de
1.7 en Evy x).

REMARQUE 1.23. — L’homomorphisme de restriction Hj, X Wo _, Hi, X Wi qui appa-
rait dans la remarque précédente peut s’écrire H*V gy, 7, 7 désignant ’homomor-
phisme de restriction Hj, /WOX Wo _, H3, /WOX Wi La version « purement algébrique »
de cette observation est la suivante :

Soit M un H*V-A-module instable. On considére ’lhomomorphisme de H*V-A-mo-
dules instables

p(Wo, W1),, + EFix(y,wy) M — EFixy,w,) M
et ’homomorphisme de H*V/Wy-A-modules instables
PV /Wo, W1/ Wo) Fix oy T X(Viwe) M — BFIX (v wo wi ywo) Fixvawe) M
(la notation p(_ _) est introduite a la toute fin de 1.20); on a 'identification

p(Wo, W1),, = H'V ®@u-v/w, p(V/Wg,Wl/WO)FiX(VyWO)M-
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On s’en convainc en contemplant les identités :

Ewvw) = ew,wo) © Eqvywo,wi ywo) © Oy, Bviwe) = e(vwg) 01d 0 Ovwy)

(id désigne ici le foncteur identique de la catégorie V/Wy-U) et en observant que
la transformation naturelle o (W1, Wy) : Ew,w,) — E@,w,) de 1.21 est induite

par o (W1/Wo,0) : Eqvywy,wy ywo) — Evyw,,0) = id.

Compte tenu de 1.5 la transformation naturelle p(y,wy : id — EFix(y, 1) s’identifie
a une transformation naturelle id — e(y,w) o Fix(y,w) ; on constate sans surprise que
Pon a I’énoncé suivant :

PROPOSITION 1.24. — Soit k(v,w) : EFixv,wy — ew,w) o Fix(v,w) ’isomorphisme
naturel de 1.5, alors la transformation naturelle composée

P(V,W) . R(v,w) .
— EFixww) — eww) o Fixww)

id

est l'unité de I’adjonction du couple de foncteurs adjoints (Fixv,wy,ew,w))-

Démonstration. — Elle fait intervenir les unités des adjonctions, pour les paires de
foncteurs adjoints (Fixv,wy,ewv,w)) et (EFixqy,wy, eqv,w) 0 O(v,wy) et la co-unité de
'adjonction de la paire de foncteurs adjoints (e(v,wy, O(v,w)). Les détails (fastidieux)
sont laissés au lecteur. O

On en vient maintenant & des propriétés plus techniques des foncteurs Fix (1.25,
1.26 et 1.27) qui auront un role a jouer dans notre mémoire.

Compte tenu de 1.1, 1.5 et 1.8, les énoncés 1.25, 1.26 et 1.27 ci-aprés constituent
le pendant algébrique de la simple observation suivante :

Soit X un V/U-CW-complexe fini tel que I’action de V/U sur X est libre. Si I'on
considére X comme un V-CW-complexe (fini) alors on a

W _ X pour W cCU,
¢ pour W ¢ZU.

PropPoOSITION 1.25. — Soient V' un £-groupe abélien élémentaire et W, U des sous-
groupes ; soit N un H*V/U-A-module instable fini.

(a) Sil’on a W C U alors I’lhomomorphisme de H*V-A-modules instables

PV - Voyeyon © BV rrvyu N — EFixw,w) (H'V ®@u-v/u N)

(introduit en 1.20) est un isomorphisme.

(b) Sil'on a W ¢ U alors EFix(y,w)(H*V ®u-v,u N) est nul.
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Démonstration. — 11 faut montrer en particulier que ’'on a

H*V ®H*V/U N pour W C U,

* HV® v Tw (H*V Q- N) =
(%) TV Tw( a-v/u N) {0 pour W ¢ U,

H*V étant ci-dessus un Ty H*V-module & droite via @ ou ce qui revient au méme via
I’homomorphisme composé

s

TWH*V ~ (H*V) Hom(W,V) __Ti H*V"

m; désignant la projection sur la composante indexée par l'inclusion ¢ de W dans V.
Comme Ty « commute aux produits tensoriels », on dispose d’un isomorphisme (na-
turel en N) de Ty H*V-A-modules instables

Tw (H*V ®u-vyu N) = TwH*V &1y, wevyo Tw N.

Si N est fini alors on a Tw N = N, ce que l'on peut préciser ainsi : ’homorphisme
canonique ToN — Ty N induit par ’'inclusion de 0 dans W est un isomorphisme. Il
en résulte

Tw (H*V ®u-vyu N) = TwH*V @1y, wevyo N,

N étant Ty H*V/U-module a gauche via ’homomorphisme composé
Tw H*'V/U = (H*V/U)HemWV/U) 0, H*V/U,

mo désignant la projection sur la composante indexée par I’homorphisme nul de W
dans V/U. On note k : W — V/U I’homorphisme composé gy o i, gy désignant la
surjection canonique V' — V/U; on obtient au bout du compte un isomorphisme
(naturel en N) de H*V-A-modules instables

H'V @rypu-v Tw(H*V Qu+v/U N) 2 H'V Su+v/U K Qu+v/U N
avec
K .=H'V/U Q(H*V/U)Hom(W,V/U) H*V/U,

H*V/U étant a gauche un (H*V/U)Hom(W:V/U)_module & droite via . (la projection
sur la composante indexée par ) et H*V/U étant a droite un (H*V/U)Hem(W:V/U)_mo-
dule & gauche via my. On constate que l'on a

P H*V/U pour k =0,
o pour kK # 0,

ce qui conduit bien & (x).

Pour achever la démonstration, il reste a vérifier que dans le cas W C U l'inverse
de I’isomorphisme (*) coincide avec la transformation naturelle p(y,y) introduite en
1.20, ou encore que le composé de p(y, ) et de I'isomorphisme (*) est Iidentité. Cette
derniére vérification est immédiate. O

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2024



12 CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DES FONCTEURS Fix

COROLLAIRE 1.26. — Soient V' un £-groupe abélien élémentaire et W, U des sous-
groupes ; soit N un H*V/U-A-module instable. Si N est fini, alors on a un isomor-
phisme de H*V/W-A-modules instables, naturel en N

H*V/W ®y-vyuy N pour W C U,

Fix(v,w) (H*V Qu-v/U N) = {0 pour W ¢ U

Démonstration. — Conséquence de 1.8 et 1.25. O
Compte tenu de 1.24, la proposition 1.25 peut étre reformulée ainsi :

ProPOSITION 1.27. — Soient V' un £-groupe abélien élémentaire et W, U des sous-
groupes ; soit N un H*V/U-A-module instable fini. Alors l'unité d’adjonction

nv,wy
R ——

H*V ®H* v/U N H*V ®H*V/W FiX(V’W) (H*V ®H*V/U N)

est un isomorphisme si 'on a W C U et est nulle si U'on a W ¢ U.

Démonstration de la proposition 1.1. — Elle est analogue a celle que I'on trouve dans
[31, paragraphe 4.7]. On la divise en trois étapes.

1) On étend la transformation naturelle vx en une transformation naturelle entre
foncteurs définis sur la catégorie des paires de V-espaces

V(X,Y) : FIX(Vy[/)H)’{/ (X, Y) — HT//W(XW,YW)

On observe que I’énoncé suivant est vérifié :

PROPOSITION 1.28. — Soit (X,Y) une paire de V-espaces, alors le diagramme d’ho-
momorphismes de H*V/W-A-modules instables

Fixv,w)

0
FiX(va)H*V(X, Y) EFiX(ww)H*{/Y

V(X,Y)J' ZVYl

* 9 *
Hy (XY, YY) —2—  SH

w
viwY

est commutatif.
(Au-dessus de la fleche horizontale du haut 8 désigne le connectant, en cohomologie

V-équivariante de la paire (X,Y), au-dessus de la fleche horizontale du bas 8 désigne
le connectant, en cohomologie V/W-équivariante de la paire (XW,YW).)

On en déduit que si vy et v(x,y) sont des isomorphisme alors il en est de méme
pour vx.

2) On vérifie que v(x y) est un isomorphisme pour (X,Y) = (D™, S™=1) x V/U
avec m un entier naturel et U un sous-groupe de V. Compte tenu du point (b) de
1.16 (avec S = X™FF,), il suffit d’effectuer cette vérification pour m = 0, c’est-a-dire
de se convaincre que vx est un isomorphisme pour X = V/U.

MEMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THEORIE DES FONCTEURS Fix 13

On pose donc X = V/U. On a Hj, X = H*'V Qy-v,u H*V/UX = H*V Qu-vyu Fe, si
bien que ’on peut appliquer 1.26 ; on obtient :

H"{,/WX pour W C U,

Fix H X =
Vv {0 pour W ¢ U.

Dans les deux cas le second membre est égal & Hj, /WX W en effet :

W _ X pour WcCU,
0 pour W¢U.

Dans le cas W ¢ U il n’y a plus rien & démontrer; passons au cas W C U. Par
« abstract nonsense » (méme argument que pour 1.2), le diagramme

nwv,wy
E—

H*VX H*V ®H*V/W FIX(wa)H*VX

l J,H*V®H*V/W vx

est commutatif. Il est clair que la fleche verticale de gauche et la fléche horizontale du
bas sont des isomorphismes ; 'unité d’adjonction 7y, ) est un isomorphisme d’aprés
1.27. 11 en résulte que H*V ®yu-y/w vx est un isomorphisme et donc que vy en est
un aussi puisque H*V est un H*V/W-module fidélement plat.

3) Soit maintenant X un V-CW-complexe fini arbitraire. Soit Sk,, X son m-iéme
squelette; on montre que vg,_ x est un isomorphisme par récurrence sur l’entier m
grace a la deuxiéme étape. Comme l'on a par hypothése X = Sk,, X pour m assez
grand la démonstration de la proposition 1.1 est achevée.

COROLLAIRE 1.29. — Si (X,Y) est une paire de V-CW-complezes finis alors v x y) est
un tsomorphisme.

Démonstration de la proposition 1.7. — On étend la transformation naturelle Evx en
une transformation naturelle entre foncteurs définis sur la catégorie des paires de V-es-
paces

Evixyy : EFixqyw)H} (X, Y) — Hy (XW, YY)
et on procéde mutatis mutandis comme précédemment. On obtient du méme coup
I’énoncé suivant :

COROLLAIRE 1.30. — Si (X,Y) est une paire de V-CW-complexes finis alors
Ev(x,y) est un isomorphisme.
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CHAPITRE 2

RAPPELS SUR LES INJECTIFS DES CATEGORIES V-1 ET Vi-U

Comme dans la section précedente, ¢ est un nombre premier arbitraire, V est
un f-groupe abélien élémentaire, H*V est la cohomologie modulo ¢ de V et A est
I’algébre de Steenrod modulo ¢. Rappelons que les notations V-U et Vis-U désignent
respectivement la catégorie des H*V-A-modules instables et sa sous-catégorie pleine
dont les objets sont les H*V-A-modules instables qui sont de type fini comme H*V-mo-
dule. Cette derniére hypothése intervient trés souvent dans ce mémoire, aussi nous
abrégerons souvent « H*V-A-module instable de type fini comme H*V-module » en
« H*Vig-A-module instable ». Les catégories V-U et Vig-U sont toutes deux des ca-
tégories abéliennes qui ont assez d’injectifs. C’est formel dans le cas de V-U (voir
ci-dessous) ; cela l’est moins dans le cas de Vie-U (pour une généralisation voir [23,
Theorem 0.1]). La référence principale pour cette section est [33].

On commence par exhiber quelques injectifs de ces catégories.

1) On note Jy (k), k € N, le H*V-A-module instable caractérisé, a isomorphisme
prés, par l'isomorphisme fonctoriel en le H*V-A-module instable M :

Homy: (M, Jy (k) = Hompy, (M*,Fy)

(MF* désigne ci-dessus le Fy-espace vectoriel constitué des éléments de degré k
de M). Il est clair que Jy (k) est un injectif de V-U. On constate qu’il est fini
et donc a fortiori de type fini comme H*V-module. L’homomorphisme canonique
M — [lpenuem, ar Jv(K) est par construction injectif; il en résulte que la catégo-
rie V-U a assez d’injectifs.

2) Soient W un sous-groupe de V et & > 0 un entier. L’isomorphisme,

Homy: (M, H"V ®n-vyw Jvyw (k) & Homy .y (Fixev,w) M, Jv,w(k))

et I'exactitude du foncteur Fix(y,yy montrent que H*V ®y-«v/w Jy, w (k) est un injectif
de V-U. On constate & nouveau qu’il est de type fini comme H*V-module.

Ce qui précéde se généralise; l'exactitude du foncteur Fix vy, est équivalente &
I’énoncé suivant :

PROPOSITION 2.1. — Si I est un V/W-U-injectif alors H*V @u-v w I est un V-U-in-
jectif.
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3) Soient E un ¢-groupe abélien élémentaire et I un injectif de V-U. On montre
que H*E® I est un injectif de V-U (comme dans les énoncés 1.15 et 1.16, la structure
de H*V-A-module instable de H*E ® I provient « exclusivement » de celle de I).
Evidemment, si L est un facteur direct, comme A-module (instable), de H*E, alors
L ® I est encore un injectif de V-U ; L ® I est de type fini comme H*V-module si
et seulement si L est isomorphe & (F;)™ avec m € N et si I est de type fini comme
H*V-module.

On énonce maintenant le théoréme de classification des H*V-A-modules instables
injectifs [33, théoréme 0.12]. Cet énoncé nécessite I'introduction de deux notations :

— L désigne un systéme de représentants pour les classes de U-isomorphismes des
facteurs directs indécomposables de H*(Z/¢Z)?, d parcourant N (chacune de ces
classes est donc représentée dans £ une et une seule fois) ;

—W désigne ’ensemble des sous-groupes de V.

THEOREME 2.2. — Soit I un V-U-injectif. Alors il existe une unique famille de car-
dinaux (ar,w,k)(L,w,k)ecxwxn telle que I est isomorphe a la somme directe

@ (L ® (HV @u-vyw Jvyw (k) =mr,
(L,W,k)ELXWXN
(Réciproguement tout H*V-A-module instable de cette forme est un V-U-injectif.)

On montre dans [33] que le théoréme ci-dessus a pour sous-produit 1’énoncé suivant
(voir [33, théoréme 0.13]) :

THEOREME 2.3. — Soient M un H*V-A-module instable et i : M — E une enve-
loppe injective de M dans la catégorie V-U. Si M est de type fini comme H*V-mo-
dule alors E est isomorphe a4 une somme directe finie de V-U-injectifs de la forme
H*V ®u-vyw Jv,w (k). En particulier E est aussi de type fini comme H*V-module.

En observant qu'un V-U-injectif qui est de type fini comme H*V-module est
un Vie- U-injectif (V- U-injectif est une abréviation pour injectif de la catégo-
rie Vi¢-U), on peut dédoubler (voire détripler) le théoréme 2.3 :

THEOREME 2.4. — La catégorie Vie-U a assez d’injectifs.

THEOREME 2.5. — Soit I un Vig-U-injectif. Alors il existe une unique application
a: W xN — N, a support fini, en clair avec a(W, k) = 0 en dehors d’un sous-
ensemble fini de W x N, telle que I est isomorphe & la somme directe

P EVwvw Ty w (k) 70,
(W,k) €W XN

(Réciproqguement tout H*V-A-module instable de cette forme est un Vig-U-injectif.)

Démonstration. — La partie « unicité » est conséquence de celle de 2.2. O
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SCHOLIE 2.6. — Un Vig-U-injectif est aussi un V-U-injectif. Soient M un objet
de Vig-U et i : M — E un morphisme de V-U alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) ¢ est une enveloppe injective dans la catégorie V-U ;
(ii) ¢ est une enveloppe injective dans la catégorie Vis-U.

PROPOSITION-DEFINITION 2.7. — L’application & support fini a : W x N — N qui
apparait dans 2.5 ne dépend que de la classe d’isomorphisme de I ; on la note aj.
Soient M un objet de Vig-U eti: M — E une enveloppe injective dans cette catégorie,
alors application ag ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M ; on la note ay;.
Les conditions M = 0 et ap; = 0 sont équivalentes.

Démonstration. — La premiére partie de la proposition résulte de 'unicité qui figure
dans I’énoncé 2.5, la deuxiéme de « l'unicité » de ’enveloppe injective, la troisiéme
est triviale. O

PROPOSITION 2.8. — Soit Wun sous-groupe de V.

(a) Soit I un V-U-injectif. Alors EFixy,w) I (resp. Fixy,wy 1) est un V-U-injectif
(resp. V/W-U-injectif).

(b) Soit I un Vig-U-ingectif. Alors EFixy,wy I (resp. Fixqy,wy I) est un Vig-U-in-
jectif (resp. V/Wis-U-injectif ).

Démonstration. — Pour le (a) wutiliser 2.2, 1.15 (resp. 1.16), lisomorphisme
TwH*E = (H*E) FomW.E) et 1.25 (resp. 1.26). Pour le (b) utiliser 2.5 et 1.25
(resp. 1.26). O

Comme la catégorie Vis- U a assez d’injectifs et que les algébres H*V et H*V/W sont
noethériennes, le point (b) de 2.8 implique ’énoncé suivant (pour une preuve alter-
native dans le cas de Fixy = Fix(y,y voir [33, lemme 2.4.2], pour une vaste généra-
lisation, avec une approche trés différente, voir [16, Theorem 1.4]) :

PROPOSITION 2.9. — Soit M un H*V-A-module instable. Si M est de type fini comme
H*V-module alors EFixy,w )M (resp. Fixy,w)M) est de type fini comme H*V-module
(resp. H*V/W-module).

Dans le cas particulier W = V on obtient (voir & nouveau [33, lemme 2.4.2]) :

COROLLAIRE 2.10. — Soit M un H*V-A-module instable. Si M est de type fini comme
H*V-module alors le A-module instable Fixy M est fini.

La proposition 2.9 montre que le foncteur EFix(y,wy : V-U — V-U (resp. Fix(y,w) :
V-U — V/W-U) induit un foncteur EFixy,wy : Vie-U — Vip-U (resp. Fixy,wy :
Vie-U — V/Wie-U). Compte tenu de 1.7, le point (b) de la proposition-définition
ci-apres est le pendant algébrique de I’énoncé trivial suivant : soient X un V-CW-com-
plexe fini et Wy, W, deux sous-groupes de V, on a (XW’A‘)W1 = XWitW2,
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18 CHAPITRE 2. RAPPELS SUR LES INJECTIFS DES CATEGORIES V-U ET Vi-U

PROPOSITION-DEFINITION 2.11. — Soient Wy et Wy deux sous-groupes de V.
(a) L’isomorphisme fonctoriel Ty, o Tw, = Tw,ew, et le morphisme fonctoriel
Tw,ew, = Tw,+w, induisent un morphisme fonctoriel

JV EFiX(V,Wl) o EFiX(V’WQ) — EFiX(V’W1+W2)

tel que s est un épimorphisme pour tout H*V-A-module instable.
(b) Si M est un H*Vis-A-module instable alors pp; est un isomorphisme; en
d’autres termes p induit isomorphisme fonctoriel

EFiX(V7W1) (¢] EFiX(V,Wz) = EFiX(V,W1+W2)

entre endofoncteurs de Vig-U.

On montre I'existence d’un morphisme fonctoriel canonique

JV EFiX(V’Wl) ] EFiX(V:WZ) - EFiX(V7W1+W2)

tel que pps est un épimorphisme pour tout H*V-A-module instable; on laisse
au lecteur le soin de vérifier qu’il est bien induit par l’isomorphisme fonctoriel
Tw.

, © Tw, = Tw,ew, et le morphisme fonctoriel Tw, gw, — Tw, 1w,

La proposition 1.4 dit que le foncteur EFixyw) : V-U — V-U est l'ad-
joint & gauche du foncteur Ewwy : V-U — V-U,N — H'V @u-vyw N.
Le scholie 1.3 dit que 'on a un isomorphisme naturel de H*V-A-modules in-
stables Eqy,y )N & H*W ® N le membre de gauche étant muni de la structure
de H*V-module induite par ’homomorphisme W & V. — V,(z,y) — z + y.
Il en résulte que le H*V-A-module instable (E(v,w,) © Eqv,w,))(IN) est naturel-
lement isomorphe & H*(Ws & W;) ® N, cet A-module instable étant muni de
la structure de H*V-module induite par I’homomorphisme Wy & W7 @ V. — V,
(z2,21,4) +— ® + x1 + y. En considérant le monomorphisme évident
H*(Wy + W;) — H*(W; @ W1) on constate au bout du compte que lon dis-
pose d’'un monomorphisme naturel iy : Ew,w,+w,) N — (Ew,w,) © Ew,w,)) (V).
Par adjonction on obtient un épimorphisme naturel

17378 (EFiX(V,Wl) o EFiX(qu))(M) —» EFiX(V,W1+W2)M. O

On prend tout d’abord M = H*V ®y-y,w N avec N un H*V/W-A-module instable
fini. La proposition 1.25 entraine que l'on a dans ce cas un (Vi¢-U)-isomorphisme
(EFix(v,w,)oEFix(v,w,)) (M) = Ewv,w, +w,)M ; ar est nécessairement un (Vi¢- U)-iso-
morphisme, en effet, en un degré donné, pys est une surjection entre deux Fy-espaces
vectoriels de méme dimension finie. Il en résulte compte tenu de 2.5 que p; est un
isomorphisme pour I un (Vi¢-U)-injectif. On obtient le cas général en considérant le
début 0 — M — I® — I' d’une résolution injective de M dans la catégorie Vi¢-U.

L’énoncé ci-dessous précise le point (b) de 2.8 [34, proposition 3.3.3] :

PROPOSITION 2.12. — Les deuz foncteurs EFixyw) : Vig-U — Vig-U et Fixywy :
Vie-U — V/Wis-U préservent les enveloppes injectives.
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Démonstration. — On suit celle de [34]). Soient M un H*Vis-A-module instable et
i : M — E une enveloppe injective de M dans la catégorie Vis-U.

1) Le cas du foncteur EFix(y,5). On note 7y la transformation naturelle
M — H*V ®u-vyw Fixqyw)yM = EFixqy,w)M et on identifie i et EFixy,w (i)
avec des inclusions M C E et EFixwyw)M C EFixy,w)E. La proposition 1.27
montre que le H*V-A-module instable E se décompose naturellement en une somme
directe EFix(v,w)E © kerng et I'on a kerny = M Nkerng. Soit maintenant P un
sous-module de EFixy w)E avec P NEFixy,w)M = 0; on constate que P s’identifie
avec un sous-module de E vérifiant PN M = 0. On a donc P = 0. O

2) Le cas du foncteur Fix(yy). Soit @ un sous-module de Fixqy y)E avec
Q NFixy,w)yM =0, alors le produit tensoriel H*V ®y-y/w @ s’identifie & un
sous-module de EFix(yy)E dont I'intersection avec EFixyw)E est triviale, on a
donc H*V ®p+yyw Q@ = 0 d’aprés le 1). Ceci implique Q = 0 puisque H*V est
un H*V/W-module fidélement plat. O

Soit M un H*Vi¢-A-module instable ; les propositions 1.25, 1.26 et 2.12 permettent
d’exprimer l'invariant a (définition 2.7) de EFix(y,wyM et Fix(y,5)M en fonction de
celui de M :

SCHOLIE 2.13. — Soit M un H*Vis-A-module instable.
(a) Soient U un sous-groupe de V' et k un entier naturel; on a

{aM(U, k) pour W C U,

apFixy,w,M (U, k) = pour W ¢ U

(b) Soient U un sous-groupe de V/W et k un entier naturel; on a
arixy. M (U, k) = an (g (U), k),

q désignant la surjection canonique de V dans V/W.

Le scholie ci-dessus conduit a I’énoncé suivant (qui est implicite dans la démons-
tration de [34, lemme 3.2.3], pour une généralisation voir [23, Corollary 2.13]) :

PROPOSITION 2.14. — Soit M un H*Vi¢-A-module instable. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) ap (U, k) =0 pour tout (U, k) avec U # 0 ;
(ii) EFixqy,w)yM = 0 pour tout W #0;
(ii-bis) EFixy,wyM = 0 pour tout W avec dimW =1;
(iii) Fix(y,wyM =0 pour tout W # 0 ;
(ili-bis) Fix(y,w)yM = 0 pour tout W avec dimW =1;
(iv) M est fini.

(1) Signalons incidemment une coquille dans la version publiée de cette démonstration : dans le
diagramme qui y apparait, les fléches verticales pointent dans la mauvaise direction.
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N

Démonstration. — D’aprés 2.13 la condition (i) est équivalente & chacune des
conditions (ii), (ii-bis), (iii) et (iii-bis). Si (i) est satisfaite alors M s’injecte
dans @, y(Jv(k))2¥©F) qui est fini; on a donc (i)=>(iv). On montre facilement
qu’un H*V-A-module instable fini s’injecte dans une somme directe finie de Jy (k)
(voir la proposition 2.16 ci-aprés); on en déduit (iv)=-(i). O

REMARQUE 2.15. — L’implication (iv)=-(iii) de la proposition 2.14 est en fait trés
élémentaire :

Soit M un H*V-A-module instable fini et N un H*V/W-A-module instable. On a
Homp-~y (M,H*V ®gu«y/w N) = 0 (homomorphismes dans la catégorie des H*V-mo-
dules gradués). En effet il est facile de se convaincre que si W est non nul alors tout
sous-H*V-module fini de H*V ®g-y/w N est trivial (voir lemme 3.12). On a a fortiori
Homvy. (M, H*V ®y-v;w N) = 0 et donc Fixy,wyM = 0.

Compte tenu de 1.5 la méme remarque vaut pour l'implication (iv)=-(ii).

Soit M un H*V-A-module instable, on note | M| I'élément de N U {+o00} défini
par | M| := sup{k; M* # 0} (on a donc ||0] = 0).

ProOPOSITION 2.16. — Soit M un H*V-A-module instable fini; M admet une résolu-
tion injective dans la catégorie Vig-U dont chaque terme est une somme finie de Jy (k)
et dont la longueur est inférieure ou égale a ||M||.

Démonstration. — Celle-ci généralise celle de [32, proposition 6.1.3]. Le cas ||M|| =0
est trivial. On suppose ||[M|| > 1 et on considére ’homomorphisme canonique

M)
i M— P M eIy(k).
k=0
Par construction 4 est injectif. De plus 4 est un isomorphisme en degré || M|| si bien
que l'on a || coker || < ||M]| — 1. On conclut par récurrence. O

On achéve cette section par deux commentaires :

COMMENTAIRE 2.17. — La théorie des Vi¢- U-injectifs est un outil important dans la
preuve, par le premier et quatriéme auteur [9], de la conjecture de Landweber et Stong
[30] sur la profondeur d’un anneau d’invariants Fs[X1, Xo, ..., X,]¢, G désignant un
sous-groupe de GL,, (F;). Nous verrons également en 9.3 que cette théorie fournit une
démonstration (assez détournée!) du résultat de Serre concernant les idéaux homo-
génes de H*V stables sous ’action de ’algébre de Steenrod.

COMMENTAIRE 2.18. — Comme nous l’avons rappelé en préambule & la démonstration
de 1.14 le fait que V-U a assez de projectifs est formel. La situation est différente dans
le cas de Vis-U : on peut se convaincre de ce qu’'un objet P de Vi¢-U est projectif si
et seulement 'on a P ~ (H*V)®™ avec m € N. Il en résulte que Vi¢-U n’a pas assez
de projectifs, en effet on a Homy;,. ;,(H*V, M) = M si bien qu'un objet M de Vi-U,
avec M% = 0, qui est quotient d’un projectif, est nul.
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SUR LES DERIVES DU FONCTEUR « PARTIE FINIE »

Soit M un H*Vis-A-module instable. Il n’est pas difficile de se convaincre que
lensemble des sous-H*V-A-modules finis de M (ordonné par inclusion) posséde un
plus grand élément (voir 3.3); nous l'appelons la partie finie de M. L’endofoncteur
de Vig-U qui associe & M sa partie finie est un foncteur (additif) exact & gauche;
I’étude de ses foncteurs dérivés & droite est le principal objet de cette section.

Cette théorie est réminiscente de celle de la cohomologie locale dont nous rappelons
la définition ci-aprés.

Soient R un anneau (commutatif unitaire) noethérien, a C R un idéal et M
un R-module. On pose

To(M) == Anny(a'),
teN

Annj;(a?) désignant le sous-module de M constitué des éléments annulés par la puis-
sance t-iéme de l'idéal a; T'y(M) est souvent appelé la a-torsion de M. Deux obser-
vations :

— Si M est de type fini alors la suite croissante de sous-modules (Annys(a?))sen est
stationnaire si bien que I'on a I'q(M) = Annj,(a’) pour un certain .

~Onalq(M)=T ;(M), a désignant le radical de a (voir 9.3).

Il est clair que le foncteur I'y est exact & gauche; I’étude de ses foncteurs dérivés
& droite est la théorie de la cohomologie locale initiée par Alexander Grothendieck
[21]. On pourra trouver une exposition approfondie de cette théorie, de sa version
Z-graduée et de ses liens avec la géomeétrie algébrique dans [10].

On prend maintenant pour R I'anneau H*V'.

PROPOSITION 3.1. — Soit M un H*V-A-module instable et a C H*V un idéal homo-
géne et stable sous l’action de A.

(a) Le sous-H*V-module Annps(a) de M est stable sous laction de A.
(b) Le sous-H*V-module T'y(M) de M est stable sous l’action de A.
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Démonstration. — On peut montrer Sq° Annys(a) C Annyy(a) par récurrence sur 1’en-
tier 7 en contemplant I’égalité Sq'azx = Zj+k=i(San)(qux), a dans a et  dans M.
Le (b) est conséquence du (a) puisque si a est homogene et stable sous I'action de A
alors il en est de méme pour al. O

REMARQUE 3.2. — Si a est un idéal de H*V homogeéne et stable sous I'action de A
alors il en est de méme pour /a (voir 9.12). Comme 'on a T’y = ' /5, on peut supposer
lorsque ’on considére les foncteurs I'y qui apparaissent dans 3.1, que les idéaux a sont
radiciels (a = v/a). La liste de ces idéaux a été déterminée par Serre (voir 9.10) ; elle
est indexée par les parties P de W telles que la relation d’ordre sur P, définie par
Iinclusion, est 1’égalité.

On prend enfin pour a I’idéal H*V (constitué des éléments de H*V de degré stric-
tement positifs).

COROLLAIRE-DEFINITION 3.3. — Soit M un H*V-A-module instable. Si M est de
type fini comme H*V-module alors T'g.\, (M) est le plus grand sous-H*V-A-module
fini de M ; nous 'appelons la partie finie de M. Nous la notons Pf(M) (ou Pfy (M)
quand la mention de V' nous semble utile voire nécessaire).

Démonstration. — Nous savons déja que le sous-H*V-module I'gz., (M) de M est
stable sous I’action de A. Si M est de type fini comme H*V-module alors I'g., (M) est
fini. En effet il existe dans ce cas un entier naturel t; tel que I'g., (M) est
un H*V/(H*V)"-module de type fini et D’algébre H*V/(H*V)™ est finie. De plus,
si N est un sous-H*V-A-module fini de M alors il existe un entier ty5 tel que N est
annulé par (H*V)V, O

Nous considérons dans ce mémoire les dérivés a droite de ’endofoncteur Pf, qui
comme nous l’avons observé ci-dessus est un avatar de I’endofoncteur I'g.,,, dans la
catégorie abélienne V;;- U, et non dans celle des H*V-modules, la graduation de H*V
étant oubliée, ou encore dans celle des H*V-modules Z-gradués. Il existe cependant,
comme le souligne Henn dans [23], une analogie formelle entre les énoncés de la pré-
sente section et certains des énoncés de la théorie de la cohomologie locale. Le contexte
dans lequel travaille Henn est bien plus général que le notre : H*V est remplacée par
une A-algébre instable K qui est de type fini comme algébre graduée, et la catégorie
Vie-U par celle des K-A-modules instables qui sont de type fini comme K-modules
gradués. Nous recommandons au lecteur désireux d’approfondir la discussion précé-
dente de consulter 'introduction de [23].

Nous allons relier les R"PfM (M objet de Vis-U) au foncteur W — EFix(y, )M
implicitement introduit dans la proposition-définition 1.20.

PROPOSITION-DEFINITION 3.4. — On pose Wy := W — {0} (on rappelle que la nota-
tion W désigne l’ensemble des sous-groupes W C V' ); W (resp. Wyp) est ordonné par
inclusion et peut donc étre vu comme l’ensemble des objets d’une catégorie que l’on
note encore W (resp. Wq).
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On considére les deux catégories W et Vig-U et on se donne un H*Vig-A-module
instable M. Alors lapplication entre objets

W — EFix(v.w)M = H'V @g-v,w Fixyuw) M

se prolonge canoniquement en un foncteur de W dans Vig-U. On note Vs la restric-
tion de ce foncteur @ Wy. On note ¥ : Vig-U — (Vig-U)W0 le foncteur M — Wy,
(¥ pr pourra donc aussi étre noté U(M)).

Démonstration. — La « partie proposition » de 1’énoncé ci-dessus résulte de la
proposition-définition 1.20. O

En préalables respectifs aux énoncés 3.9 et 3.13, nous rappelons ci-dessous quelques
points qui nous seront utiles de la théorie des « dérivés de la limite » d’un foncteur a
valeurs dans une catégorie abélienne.

RAPPELS 3.5. — (R.1) Soit C une petite catégorie finie (en clair nous supposons que
I’ensemble des objets et I’ensemble des morphismes de C sont finis, hypothése qui
simplifiera notre exposition); soit A une catégorie abélienne avec assez d’injectifs.
On note A€ la catégorie des foncteurs définis sur C et & valeurs dans A; la catégorie
A€ est une catégorie abélienne avec assez d’injectifs. Le foncteur lime : A¢ — A est
’adjoint & droite du « foncteur diagonal » A : A — A€, qui associe & un objet a de A
le foncteur A, : C — A envoyant tout C-objet sur a et tout C-morphisme sur id,. Le
foncteur lime est un foncteur additif exact & gauche; son k-iéme dérivé & droite est
noté lim£ (on a donc lim% = lime).

(R.2) Soit maintenant C un ensemble ordonné fini (que l’on peut voir comme une
petite catégorie finie), nous rappelons I’expression trés concréte que ’on a dans ce cas
pour les lim:.

Soit F un foncteur de C dans A ; on note L*(F) le A-complexe de cochaines défini
de la fagon suivante :

— Soit k > 0 un entier ; on note SiC I’ensemble des k-simplexes de C (un k-simplexe
de C est un sous-ensemble o C C, totalement ordonné a k + 1 éléments) et on pose

L*(F) := H F(supo).
oc€SKC
On observera que ’ensemble S;C est fini si bien que le produit ci-dessus existe sans
hypothése supplémentaire sur la catégorie abélienne A ; la raison d’étre de cette ob-
servation est que nous allons prendre A = Vi;-U et que dans cette catégorie seuls les
produits finis existent.
— Le cobord d : L¥(F) — LF*1(F) est défini de la maniére habituelle :
On identifie le groupe abélien Hom 4 (L*(F), L¥*1(F)) au produit

H Hom4(F(supo), F(supT));
(0,7)€SKCXSk4+1C

on adg,) =0pourc ¢ 7etdy, = (=1)*@) F((supo,sup)) pour o C 7. Pré-
cisons la notation : (supo,sup7) désigne 'unique C-morphisme de sup o dans sup T
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et v(o,7) le cardinal du sous-ensemble de o constitué des éléments c¢ vérifiant
¢ < v(o,7) avec {y(o,7)} =7 — 0.

Pour tout £ > 0, on a un isomorphisme limé F = H*L*(F), canonique et naturel
en F. Pour k = 0 ceci résulte de la définition méme de lim¢ F. Pour £ > 0 on peut
s’en convaincre de la fagon suivante :

1) Soient J un objet de A et v un élément de C. On considére le foncteur
JHome(=7) de C dans A; ce foncteur est déterminé, & isomorphisme preés, par l'iso-
morphisme Hom 4c (F, JHome(=7)) = Homy4(F(v),J) naturel en F. On vérifie que
I'on a H* L*(JHome(=7)) = 0 pour k > 0.

Pour ce faire on peut, par exemple, invoquer les arguments ci-aprés. Soient
C<y (resp. C.y) le sous-ensemble ordonné de C constitué des éléments ¢ < v
(resp. ¢ < 7) et ||C<+|| (resp. ||C<~l||) le polyédre associé; soit K un injectif (ar-
bitraire) de .A. On constate que le complexe Hom 4 (L®(JHome(=7)) K) s’identifie
au complexe de chaines polyédrales de ||C<,| & coefficients Hom 4(J, K). On ob-
tient Hom 4(HF L*(JHome(=7)) K) = 0 pour k& > 0 en observant que ||C<,| est
isomorphe au cone de ||C | (pour k = 0 on obtient Hom 4 (HF L* (JHome(=7)) K) =
Hom4(J,K), ce qui est bien compatible avec I’isomorphisme canonique
lime JHome(=7)) 22 7 voir le point (b) de 3.6).

On observera que I'isomorphisme Hom 4¢ (F, JHome (=) = Hom 4 (F(v), J) montre
que JHome(—7) est un injectif de AC si J est un injectif de A.

2) Soit F un objet de A€ ; soit (i : F(c) — J.)ecc une famille d’homomorphismes
injectifs avec J, un injectif de A. Cette famille induit tautologiquement un homomor-
phisme injectif i : F' — [ . i{omC(*’c) (c’est 1a argument que 1’on invoque pour
montrer que si A a assez d’injectifs alors il en est de méme pour A°). En particulier
si F est un injectif de A€ alors F est facteur direct dans un produit (fini) d’injectifs
de A€ du type considéré précédemment ; on a donc encore dans ce cas H* L*(F) = 0
pour k£ > 0.

3) Soient F un objet de A€ et F' — I*® une résolution injective dans cette catégorie.
On consideére le bicomplexe L*(I*) (on utilise ici « the usual sign trick » pour trans-
former un complexe de complexes en bicomplexe, voir par exemple [41, 1.2.5], la diffé-
rentielle horizontale d}"? : L?(1?) — LP*!(I?) est donnée par la différentielle de L®(19)
et la différentielle verticale d®¢ : LP(I9) — LP(I971) est (—1)PLP(I? — I7t1)). Ce qui
précéde montre que pour tout k > 0, le A-objet H*Tot L*(I*) est & la fois canonique-
ment isomorphe au A-objet H* lim¢ I'* (« commencer par dériver horizontalement » )
et au A-objet H*L®*(F) (« commencer par dériver verticalement »). Précisons. Par
construction le complexe L*(F') est muni d’une coaugmentation lime¢ F' — L*(F); en
d’autres termes on dispose d’un homomorphisme de .A-complexes c® lim¢ F' — L*(F),
c®a, a objet de A, désignant le A-complexe (a — 0 — 0---). En appliquant le foncteur
Tot & ’homomorphisme de bicomplexes c® lim¢ I* — L*(I*) on obtient un homomor-
phisme de A-complexes 7, : lime¢ I®* — Tot L*(I°®). Pareillement, en appliquant le
foncteur Tot & Phomomorphisme de bicomplexes L*(c*F) — L*(I*), c*F désignant
le A¢-complexe (F — 0 — 0---), on obtient un homomorphisme de .A-complexes
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nn : L*(F) — Tot L*(I*). La précision promise est la suivante : H*(n,) et H*(ny,) sont
des isomorphismes pour tout k£ > 0.

(R.3) Soit 0 — F' — F — F” — 0 une suite exacte dans la catégorie AC.
Comme le foncteur L®(—) est exact, on a une suite exacte de .A-complexes
0 — L*(F") — L*(F") — L*(F’") — 0 et donc un connectant 9 : H*L®*(F") — HFL®(F").
En reprenant ’argument de bicomplexe détaillé ci-dessus, on se convainc que ce

connectant s’identifie au connectant 8 : limf F” — limf+! F’.

On rassemble dans 1’énoncé ci-dessous les points évoqués dans le 1) du (R.2) :

SCHOLIE-DEFINITION 3.6. — Soient A une catégorie abélienne avec assez d’injectifs
et C un ensemble ordonné fini; soient J un objet de A et v un objet de C.

(a) On a limk, JHome(=7) = 0 pour k > 0.

(b) Soit a un objet de A; on note Y, : Hom gc (A, JHome(=7) 5 Hom 4(a, J)
et D, : Hom e (A,, JHome (=) = Hom 4 (a,lime J) les isomorphismes respecti-
vement donnés par Yoneda et la définition méme de lime. Alors le A-morphisme
(DyoY;h)(idy) : J — limg JHome(=7) est un isomorphisme.

(c) Si J est un injectif de A alors J1o™e(=7) est un injectif de AC (ce type d’injectif
est dit tautologique ).

(d) Si F est un injectif de A alors F(v) est un injectif de A pour tout objet v
de C.

Un foncteur de C dans A isomorphe & un foncteur de la forme JHome(=7) (J ar-
bitraire) est dit co-induit.

REMARQUE 3.7. — Les points (b) et (c) de 3.6 (qui sont triviaux) impliquent
facilement le point (a) si 'on adopte le point de vue du (R.1) sur les dérivés
de lim. En effet, si J — I® est une résolution injective dans la catégorie A alors
JHome(=7) _, e Home(—7) est une résolution injective dans la catégorie A€ et le
complexe lime I® Home(—7) g’identifie a I°.

Revenons maintenant au foncteur ¥,,. Par définition Wy, est la restriction & W,
du foncteur W — Vi-U, W +— EFixy w)M, disons T »m- Les homomorphismes
M = U (0) — Up (W) = Up (W), W décrivant Wy, fournissent un (Vie-2)"Yo-mor-
phisme Ajp; — Uy (la notation Ay est introduite dans le rappel (R.1) de 3.5), soit en-
core un Vis- U-morphisme M — limyy, ¥y, naturel en le H*Vi¢-A-module instable M,
que nous notons pys. Cette définition peut étre paraphrasée ainsi : puisque 0 est un
objet initial de W, on dispose d’un homomorphisme canonique T Mm(0) — limyy T M
et cet homomorphisme est un isomorphisme ; pps est 'homomorphisme

M = {I\/M(O) = th\/I}M — HmWo((I;M)\WO = limWO\I/M.

REMARQUE 3.8. — La proposition 1.24 montre que pjs est aussi induite par le produit
des unités d’adjonction M — H*V ®y-y,w Fixy,w)M.
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PROPOSITION 3.9. — Soit M un H*Vi¢-A-module instable ; on a dans Vi¢-U une suite
exacte

0 —— PIM —S— M —2 limyy, ¥y —— RIPfM —— 0
et pour k > 0 un isomorphisme

lim}y, ¥y = RFMPE M.

Démonstration. — Elle repose sur certaines propriétés du foncteur ¥ (introduit en
3.4) que nous rassemblons dans ’énoncé ci-apres.

PROPOSITION 3.10. — Le foncteur additif U : Vig-U — (Vig-U)"™° posséde les pro-
priétés suivantes :

(a) U est exact;

(b) ¥ envoie injectifs sur injectifs ;

(c) pour tout injectif I de Vis-U, la suite de Vig-U-morphismes

0 —— PfI —=— 1 —2 limy, ¥(I) —— 0

est exacte.

L’exactitude du foncteur ¥ résulte immédiatement de celle des foncteurs EFix (v, ).
O

Compte tenu de 2.5 il suffit de vérifier le fait que W(I) est injectif pour
I =H"V @u-vyw Jyyw(k) avec (W,k) € W x N. Soit U un objet de Wy, la
proposition 1.25 montre que I’on a
T Homwo (UW) - hour W # 0,
() (U) =
0 pour W = 0.
On peut donc supposer W # 0. Dans ce cas la proposition 1.25 implique plus préci-
sément que 1’on a un isomorphisme W(I) 22 I Homwo(=W) et donc que W(I) est bien
injectif (point (c) de 3.6).

La encore on peut supposer I = H*V ®y-v w Jy w (k). Le cas W = 0 est trivial :
on a PfI =1 et Uy = 0 (voir la remarque 2.15, on rappelle que les notations ¥_
et U(—) sont interchangeables). Passons au cas W # 0 :

— D’une part on a PfI = 0; cette égalité découle de 1’énoncé 3.11 (que nous
vérifierons une fois achevée la démonstration en cours).

— D’autre part le fait que p; est un isomorphisme est & nouveau conséquence
de l'isomorphisme ¥(I) & T Homyw, (W) En effet on constate que I’isomorphisme
(D7 o Y;')(idr) évoqué dans le point (b) de 3.6 coincide dans le cas présent avec p;.

LEMME 3.11. — Soit N un H*V/Wys-A-module instable. Si W est non nul alors on a
Pfy (H*V ®u«yyw N) = 0.

Démonstration. — Ce lemme ne concerne en fait que la structure de H*V/W-module
de N ; il est conséquence du suivant :
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LEMME 3.12. — Soient W un sous-groupe de V et r : V. — W une rétraction li-
néaire ; soit N un H*V/W-module. Alors le H*V-module H*V ®+v/w N, vu comme
un H*W-module via I’homomorphisme r* : H*W — H*V | est un H*W-module libre.

Démonstration. — On note ¢ : W @ V/W — V lisomorphisme induit par . Comme
g o ¢ (on rappelle que g est ’homomorphisme canonique V' — V/W) et r o ¢ sont
respectivement les projections sur V/W et W, isomorphisme

o H'V 5> H'(W e V/W) = H'W @ H*V/W

est un isomorphisme de H*V/W-modules (& droite) et un isomorphisme de H*W-mo-
dules (a gauche), H*V étant un H*W-module (& gauche) via r*. On en déduit que ¢* in-
duit un isomorphisme de H*W-modules (& gauche) H*V ®y«yyw N 2 H*W @ N. [

Fin de la démonstration de la proposition 8.9. — On met en oeuvre la définition des
lim{“,\,0 en termes d’injectifs de la catégorie (Vie- U)o (voir le rappel (R.1) de 3.5).

Soit M — I°® une résolution injective dans la catégorie V- U. D’aprés les points
(a) et (b) de la proposition 3.10, ¥ (M) — ¥(I*) est une résolution injective de (M)
dans la catégorie (Vi-U)"°. D’aprés le point (c) de cette proposition la suite de
complexes de cochaines dans la catégorie Vi¢- U

0 — PE(I*) — I* 22 limyy, O(I*) — 0

est exacte. On obtient le résultat de la proposition 3.9 en considérant la longue suite
exacte associée des groupes de cohomologie et en observant que l'on a HI® = M
et H*I* = 0 pour k > 0. 0d

Nous complétons notre étude des foncteurs dérivés de la partie finie par divers
énoncés d’annulation de ces foncteurs que nous utiliserons par la suite.

PROPOSITION 3.13. — Les foncteurs dérivés R¥Pfy : Vig-U — Vig-U sont nuls
pour k > dim V.

Démonstration. — Le cas V' = 0 est trivial (Oy¢- U est la sous-catégorie pleine de U dont
les objets sont les A-modules instables finis et Pfj est le foncteur identique) ; on sup-
pose V # 0. La proposition 3.9 dit que I’on a un isomorphisme RFPfy, M = liIn{c,\jO Loy,
pour k£ > dim V. Les formules pour les dérivés de lim que I'on a données dans le rap-
pel (R.2) de 3.5 montrent que les limf,\jol sont nuls pour £ > dim V. En effet cette
inégalité implique que 'ensemble Si_1 W, est vide. O

PROPOSITION 3.14. — Soit M un H*V-A-module instable fini. On a R*PfM = 0 pour
tout k > 0.

Démonstration. — La proposition 2.16 dit en particulier que ’on dispose d’une réso-
lution injective M — I*® dans la catégorie Vis-U avec I* fini pour tout k. On a donc
PfI®* =1I°, d’ou le résultat. O

PROPOSITION 3.15. — Soient W un sous-groupe de V et M un H*V/Wi-A-module
instable. Si W est non nul alors on a RFPfy (H*V Qu-vyw M) = 0 pour tout k > 0.
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Démonstration. — Soit M — I°® une résolution injective de M dans la catégo-
rie V/Wy-U. Comme H*V est plat sur H*V/W, la proposition 2.1 implique
que H*V Qp-yvyw M — H*V Qpu-yyw I° est une résolution injective dans la
catégorie Vi¢-U. Or on a Pfy (H*V ®gu+y w I*) = 0 d’aprés 3.11. O

En vue d’une future référence (démonstration de la proposition 3.21), nous énon-
cons une variante de la proposition ci-dessus, dont la démonstration utilise le méme
argument.

PRrROPOSITION 3.16. — Soient N un H*V-A-module instable fini, W un sous-groupe
non nul de Vet M un H*V/Wit-A-module instable. Alors on a

Ext{, (N, H'V @gevyw M) =0
pour tout k > 0.

Démonstration. — On a Homy,,. 1(N, J*) = Homy,, (N, PfyJ®) = 0, J® désignant
la résolution injective de la démonstration précédente. O

PROPOSITION 3.17. — Soit M un H*Vi¢-A-module instable ; soit dpy, M la dimension
projective du H*V-module sous-jacent ¢ M.
Alors on a RFPfy M = 0 pour 0 < k < dim V — dp, M.

La démonstration de la proposition ci-dessus utilise essentiellement la proposition
3.18 ci-dessous dont la démonstration est renvoyée a la fin de cette section (la propo-
sition 3.18 est équivalente & la proposition 3.2.1 de [9] qui est un point clef de cette
référence).

PROPOSITION 3.18. — Soit M un H*Vig-A-module instable; soit i : M — E une
enveloppe injective de M dans la catégorie Vig-U. Alors on a l'inégalité

dpy E < dpy M.
Soit i : M — E une enveloppe injective de M dans la catégorie Vis-U. La proposi-
tion 3.18 implique l'inégalité
dpy (cokeri) < dpy M +1;
on en déduit par récurrence que M admet une résolution injective dans la catégo-

rie Vie-U

0-M-—I'ST ... 5Tk 500
avec dpy I¥ < dpyM + k. On conclut & I'aide de 1’énoncé ci-aprés (équivalent a
un énoncé de [8]), concernant les H*V-modules gradués, qui implique Pfy I* = 0
pour k < dimV — dpy M.

PROPOSITION 3.19. — Soit M un H*V-module gradué de type fini. Les deux conditions
sutvantes sont équivalentes :

(i) dpy M =dimV;

(ii) Pfy M # 0.
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(Evidemment dpy,(—) désigne ci-dessus la dimension projective d’'un H*V-module
et Pfy (—) la « partie finie » d’'un H*V-module de type fini.)

Démonstration. — On pose, comme on ’a fait jusqu’a présent, n = dim V. Soit M
un H*V-module gradué. En considérant une résolution libre « minimale » M « L,
de M, c’est-a-dire telle que le bord du complexe Fy ®p+«y Lo est nul on constate que
la condition (i) est équivalente & la suivante (on utilise ici le « lemme de Nakayama
gradué ») :

(i-bis) Tor Vv (Fy, M) # 0.

Or on a un isomorphisme de H*V-modules gradués :

(%) Tor V' (Fy, M) = =" 7, (M),

Tv (M) désignant le sous-module de M constitué des éléments annulés par l'idéal
d’augmentation de H*V. Pour s’en convaincre, se rappeler que H*V est isomorphe a
une algébre de polyndémes en n indéterminées de degré 1 et considérer une résolution
libre « & la Koszul » de Fy. La condition (i) est donc encore équivalente a la suivante :

(i-ter) Tv (M) # 0.

On suppose maintenant M de type fini. Il est clair que on a (i-ter)=-(ii). On a
aussi (ii)=(i-ter), en effet si x est un élément non nul de degré maximal de Pfy M
alors z appartient a 7y (M). 0o

Les propositions 3.13 et 3.17 impliquent :

COROLLAIRE 3.20. — Soit M un H*V-A-module instable. Si le H*V-module sous-
jacent & M est libre de dimension finie alors on a R*¥Pfy M = 0 pour k # dim V.

Démonstration de la proposition 3.18. — La démonstration ci-aprés est une variante
de celle de [9, proposition 3.2.1].

Soit i : M — FE une enveloppe injective de M dans la catégorie Vi¢-U. D’apreés 2.5,
on peut supposer

E= EB HV @u-vyu Jvyu(m))® v
(U,m)eWxN
avec ay,m € N et ay,, = 0 pour m assez grand. Soit Wg le sous-ensemble de W
constitué des U tels qu’il existe m avec ay,m, # 0; on constate que 'on a
dpy (E) = sup codimU.
UeWr
Soit W C V pour lequel ce sup est atteint. On pose p = dpy (E); on a donc
codimW = p. D’aprés 2.12, Fixy,w)(i) : Fixqy,w)M — Fixw,w)E est une enve-
loppe injective de Fix(y,)M dans la catégorie (V/W)y-U. Le choix de W fait qu'il
existe un entier m tel que H*V ®y-v/w Jy w(m) est un facteur direct de E et donc,
d’apreés 1.26, que Jy/y (m) est un facteur direct de Fix(y,yy . Comme Jy y(m) est
enveloppe injective de ¥™F, (dans la catégorie V-U), Fix(y,w)M contient un sous-
module isomorphe & un sous-module non nul de ¥™F5 donc & X™F5 lui-méme. On voit
donc que le H*V/W-module gradué sous-jacent & Fix(y )M contient un sous-module
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isomorphe & ¥™F; pour un certain entier m, c’est-a-dire que 1/ (Fix(v,w)M) est
non nul (la notation 7 a été introduite au cours de la démonstration de 3.19) ou encore

que ’on a Torg*v/ W(IF2, Fix(y,w)yM) # 0 (isomorphisme (*) de la démonstration pré-
citée). D’aprés 1.19 on a aussi TorE*V(H*VV, M) # 0 ce qui implique bien 'inégalité
dpy (M) = p. O

Complément : localisation de V;¢- U/ modulo les objets finis

Notre référence pour la théorie de la localisation dans les catégories abéliennes est
18, Chap. IT1].

Soit F la sous-catégorie pleine de Vis-U dont les objets sont les H*V-A-modules
instables finis. Cette sous-catégorie est épaisse (en clair : si0 - M’ — M — M" — 0
est une suite exacte de Vis-U alors M est fini si et seulement si M’ et M" le sont) si
bien que ’on peut considérer la catégorie quotient (Vie-U)/F. Nous nous proposons,
en suivant & nouveau [23], de reformuler dans le langage de [18, Chap. III| certains
des résultats de cette section.

Soit M un H*Vi¢-A-module instable. On dit que M est F-fermé si l'on a
Ext’{c,tf_u(N, M) =0 pour k = 0 et k =1, quand N est fini. On observera que la
condition pour k£ = 0 équivaut & Pf M = 0; si cette condition est vérifiée on dit
que M est F-réduit.

On note Q : Vig-U — (Vie-U)/F le foncteur canonique.

— La proposition 3.9 dit en particulier que le (Vis-U)/F-morphisme

Q(pM) M —>limW0\I/M

est un isomorphisme. En effet, le noyau et le conoyau de pjs sont finis [18, Chap. III,
lemme 2].

— Si M est fini alors limyy, ¥ps est nul, par exemple parce que l'on a PfM = M
et RIPfM = 0 (voir 3.14). (En fait le foncteur ¥, est lui-méme nul, voir la remarque
2.15.) Le foncteur

Vﬁf-u — th-u, M — limWO\I/M
induit donc [18, Chap. III, Cor. 2| un foncteur, disons S : (Vie-U)/F — Vie-U tel
que le foncteur composé Q o S est naturellement isomorphe au foncteur identique
de (Vie-U)/F (S est pour « section »).

— Pour tout M, le H*V;4-A-module instable limyy, ¥js est F-fermé.

Vérifions cette affirmation. Par définition de lim on a une suite exacte dans Vie-U :

0 — limyy, Tar — LO(Tyy) -5 LYW )

(notations introduites dans le rappel (R.2) de 3.5). Comme d’aprés 3.16 Uy, (W) est
F-fermé pour tout W dans W , il est de méme pour LO(W¥ ) et L1(¥ ). On a donc
encore une suite exacte courte

0 — limyy, ¥y — LO(¥p) —imd — 0

avec LO(W /) F-fermé et im d F-réduit ; il en résulte bien que limyy, ¥y, est F-fermé.
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Ceci implique formellement que le foncteur S est adjoint & droite du foncteur Q et
plus précisément que la transformation naturelle

PM M — (S o Q)(M) = limWO\IIM
est 'unité de cette adjonction. En conclusion :

PROPOSITION 3.21. — La sous-catégorie F de Vig-U est localisante et I’endofoncteur
Vie-U — Vig-U, M — limyy, ¥, muni de la transformation naturelle p, est un
endofoncteur de localisation de Vig-U modulo F.
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CHAPITRE 4

LE COMPLEXE TOPOLOGIQUE

Soit X un V-CW-complexe fini. Rappelons la définition, donnée dans I'introduction,
des complexes de chaines Cg, X et C§,  X. On définit une filtration croissante de X
par des sous-V-CW-complexes :

.
top

P)=F1XCFoXCFHXcCc--CF,XC--CF, 1 XCF, X=X

en posant
— w
FR,X= | xV
codim W <p
pour —1 < p < n; cette filtration induit une filtration de la construction de Borel
EV xy X. Le complexe Cg, X est le terme E}™ de la suite spectrale, associée a cette
derniére filtration, convergeant vers la cohomologie modulo 2 de EV xy X. En clair
on pose CfopX =X "PH{(F, X,F,_1 X) et on prend pour cobord le connectant de
la triade EV xy (Fpy1 X,Fp, X,F,_1 X). Les deux observations suivantes permettent

de préciser la structure de Cp, X :

— Le théoréme d’excision pour les CW-complexes montre que ’on a un isomor-
phisme (de H*V-A-modules instables)

Hy (Fp X, Fpo1 X) = @ H'V ®p-vyw Hy (X, Singy /i XW).
codim W=p

Décryptons le membre de droite. Le sous-V-CW-complexe X" C X est considéré ci-
dessus comme un V/W-espace et Singy X W c XW désigne le sous-espace (stable
sous laction de V/W) constitué des points dont 'isotropie (pour Paction de V/W)
est non triviale.

— Les H*V/W-A-modules instables H*{,/W(XW7 Singy, X" sont finis.

Comme la propriété ci-dessus joue un role important dans notre mémoire nous en
proposons une démonstration ab initio dans 'interméde ci-aprés oit nous analysons
H} (X,Y) pour une paire de V-CW-complexes finis telle que ’action de V sur X —Y est
libre.
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Intermede de topologie générale

LEMME 4.1. — Soient G un groupe discret et (X,Y) une paire de G-espaces; on
suppose que Y est fermé dans X et qu’il existe un voisinage ouvert de Y dans X,
stable sous l'action de G, qui se rétracte par déformation G-équivariante sur'Y .

Si laction de G sur X —Y est topologiquement libre alors I’homomorphisme cano-
nique
H*(G\X,G\Y) — Hg(X,Y)

est un isomorphisme.

(Une action continue d’un groupe topologique G sur un espace Z est dite topolo-
giquement libre si pour tout point de Z il existe un voisinage ouvert U de ce point,
stable sous ’action de G, et une application continue G-équivariante de U dans G ;
si G est discret fini et Z séparé alors une action libre est topologiquement libre.)

Démonstration. — Soit N le voisinage en question. On a H(X,Y) = HE (X, N) puis

H(X,N) 2 H5(X — Y, N —Y) par excision. Comme l'action de G sur X — Y (et

N —Y) est topologiquement libre on a

H5(X — Y, N — V) 2 HY(G\(X — V), G\(N — )
=H"(G\X — G\Y,G\N - G\Y).

Puis on a H*(G\X — G\Y,G\N — G\Y) = H*(G\X,G\N), a nouveau par excision.

Enfin, comme la rétraction par déformation G-équivariante de N sur Y induit une

rétraction par déformation de G\N sur G\Y, on a H*(G\X,G\N) 2 H*(G\ X, G\Y).
O

SCHOLIE 4.2. — Soient X un V-CW-compleze fini et Y un sous-V-CW-complexe. Si
Uaction de V sur X —Y est libre alors :

(a) lhomomorphisme canonique H*(VAX,V\Y) — H{ (X)Y) est un isomor-
phisme ;

(b) H},(X,Y) est fin.

Démonstration. — Le (b) résulte du (a) puisque (V\X,V\Y) est une paire de
CW-complexes finis. L’hypothése du lemme 4.1 est satisfaite dans notre contexte
(voir [15, Chap. II, (1.17), Exc. 3]), d’ou le point (b). O

SCHOLIE 4.3. — Soient X un V-CW-compleze fini et Y un sous-V-CW-compleze. Si
Paction de V sur X =Y est libre alors on a un isomorphisme canonique de H*V-A-mo-
dules instables

Hy (X,Y) = H(V\(X - Y)).
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(La notation HY désigne ci-dessus la cohomologie modulo 2 & support compact.
Posons Z = X — Y et notons 7 : Z — V\Z le passage au quotient ; la structure
de H*V-A-module instable de H}(V'\Z) est donnée par 'isomorphisme

H}(V\Z) := co}l{im H*(V\Z,V\Z — K)
= colim H*(V\Z, V\(Z — 7 (K))) = colim Hy, (2, Z — 1K),
K décrivant I’ensemble des compacts de V\Z ordonné par inclusion.)
Démonstration. — On dispose du lemme suivant :

LEMME 4.4. — Soit (A,B) une paire de CW-complezes finis. L’homomorphisme
H*(A,B) — H*(A — B) induit par linclusion de paires (A — B,0) — (A, B) se
factorise par un isomorphisme canonique H*(A, B) 2 HX(A — B).

Démonstration. — Soient C ’ensemble des compacts K de A— B ordonné par inclusion
et D le sous-ensemble de C constitué des K tels que A— K se rétracte par déformation
sur B. Comme D est cofinal dans C (voir [35, Theorem 6.1|[22, proposition A.5]), on
a

H!(A-B) & cl(()lelng (A-B,(A-B)—-K);

or les inclusions de paires (A, B) — (A,A— K) «— (A— B, (A— B) — K) induisent des
isomorphismes en cohomologie, la premiére par ’hypothése faite sur K et la seconde
par excision. O

Le lemme ci-dessus et le point (a) du scholie 4.2 montrent que l'on a un isomor-
phisme canonique de A-modules instables

Hy (X,Y) = H(VAX — V\\Y)) = H(V\(X - Y)).

Pour en finir avec le scholie 4.3 il reste a se convaincre que c’est bien un isomorphisme
de H*V-A-modules instables. On pose A = V\X et B = V\Y. Soit N un voisinage
ouvert de Y dans X, stable sous I'action de V', qui se rétracte par déformation V-équi-
variante sur Y ; on note L le compact X — N (stable sous l’action de V') et K son
image dans A (qui se rétracte par déformation sur B). On considére le diagramme
commutatif

H*(A,B) «—%— H*(4,A-K) —— H*(A—B,(A- B) - K)

ugl uml udl
Hi(X,Y) —%— HL(X,X - L) —2— HL(X -Y,(X -Y) - L)

(les indices g, m et d sont pour gauche, milieu et droite!). On observe que
toutes les fleches de ce diagramme sont des isomorphismes. En effet a, 3, Vg
et a sont des isomorphismes d’aprés ce qui précéde et vq en est un parce que
l'action de V sur X — Y est libre. L’isomorphisme du scholie 4.3 est le composé
yovilofBoa™ i Hi(X,Y) — H:(V\(X,Y)), v désignant I’homomorphisme cano-
nique H*(A — B,(A— B) — K) —» H*(V\(X,Y)) qui comme on I’a vu plus haut est
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un isomorphisme. Or par définition méme de la structure de H*V-A-module instable
de H(V\(X,Y)), yovy "' est un homomorphisme de H*V-A-modules instables. [

Archivons au passage ce que dit la parenthése qui suit I’énoncé 4.3 :

SCHOLIE 4.5. — Soit Z un espace topologique muni d’une action topologiquement libre
de V. Alors ’homomorphisme de A-algébres instables composé

H'V — HyZ = H*(V\Z) — H(V\Z)

munit la cohomologie & support compact modulo 2, HX(V\Z), d’une structure
de H*V-A-module instable.

REMARQUE 4.6. — On peut démontrer (de maniére assez détournée!) 4.2 en invoquant
le corollaire 1.29 et la proposition 2.14 puisque ’hypothése de 4.2 est équivalente
a X" =YW pour tout sous-groupe W de V de dimension 1.

Fin de I'intermede de topologie générale
Nous archivons les deux observations qui précédent 4.1 :

PROPOSITION 4.7. — Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini.
(a) On a pour tout p un isomorphisme de H*V-A-modules instables, naturel en X :

PC,X 2 P HV @pevyw Hyp (XY, Singy X W).

codim W=p
b) Le H*V/W-A-module instable H X% Sing XW) est fini pour tout W.
v/wW v/wW

Le complexe étop

X est associé & la coaugmentation naturelle
PX=C b X »C X =H,XV
dont C?

top top
top X est muni. Formalisons (lourdement) la définition de celle-ci.
Soit (Fy' X)_1<p<n la filtration croissante « triviale » de X définie par

¢ pourp=-—1

tr )
FpX =

{X pour 0 < p<n.

Le complexe obtenu en remplagant dans la définition de Cg,, X la filtration (F, X ) par
la filtration (F‘;,”X ) est Hi, X — 0 — 0--- ; ’homomorphisme de ce dernier complexe
dans Cg,,
plus haut.

Venons-en maintenant & la démonstration du théoréme 0.1 dont nous reproduisons
I’énoncé :

X, induit par les inclusions F, X C F‘;fX , est la coaugmentation évoquée

THEOREME 4.8. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le H*V-module sous-jacent o H}, X est libre.
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(if) Le compleze coaugmenté G;OP X est acyclique.

Soit M un H*V-module N-gradué. Les deux conditions suivantes sont équivalentes
(conséquence du « lemme de Nakayama gradué ») :

— M est libre comme H*V-module;

~Tort"V(Fy, M) = 0.

Il suffit donc de se convaincre de 1’égalité Torlf*V(IFg,H"{,X ) = 0. Pour cela on
observe que le point (a) de 4.7 entraine que la dimension projective du H*V-module
sous-jacent & C{,, X est inférieure ou égale & p et on invoque le lemme ad hoc suivant :

LEMME 4.9. — On considére une suite exacte de H*V-modules de la forme suivante :

0—>M—>CO_,CI_,,.._,CP_,“._>CT_1dT__iCT_)O'
Si Uon suppose Tord V(Fy,CP) = 0 pour 0 < p < 7 et k > p, alors on a
Torf V' (Fy, M) = 0 pour k > 0.

Démonstration. — On procéde par récurrence sur I'entier r. Le cas r = 0 est trivial.
On franchit le pas de récurrence en considérant la suite exacte

0-M-—-C">C'—> ... 5CP 5. s kerd" 1 50

et en observant que I'on a Torl Y (Fy,kerd”=!) = 0 pour k > r — 1 (utiliser la suite
exacte courte 0 — kerd"™! — C""! — C" — 0). O

Démonstration de Uimplication (i)=(ii). — Pour V = 0 il n’y a rien & démontrer ; on
suppose donc V' # 0.

On constate tout d’abord que l'on a bien H™! égopX = 0, c’est-a-dire que la
coaugmentation n : Hj, X — Hj X V' est injective. En effet la théorie de Smith dit
en particulier que ker7 est un H*V-module de torsion™® ; il est donc nul si H}, X est

un H*V-module libre.

Le cas dimV = 1. — D’aprés ce qui précéde la longue suite exacte en cohomologie
équivariante modulo 2 de la paire (X, X") donne en fait une suite exacte courte
0— H;, X - Hy XV - 71 H} (X, X") — 0 (sans hypothése sur dim V).

top X est le complexe de cochaines

Or pour dim V = 1, le complexe C
\% - v
HyX - Hy X" - S Hy (X, X");

il est bien acyclique.

(1) Soit ¢y le produit des éléments non nuls de H!'V, la théorie de Smith dit que n[c‘_,l} est un
isomorphisme (résultat facile & obtenir dans le cas qui nous occupe), en clair que tout élément du
noyau ou du conoyau de 1 est annulé par une puissance de cy .
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Le cas dimV > 2. — On procéde par récurrence sur 'entier dim V.

Comme nous allons étre amené a faire varier le 2-groupe abélien élémentaire V
nous préciserons, lorsque cela nous semblera nécessaire, les notations C{,_ X, Ce

top
et F, X en CtopVX CtopVX et Fp v X.
Explicitons I’hypothése de récurrence :

top

(HR) Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X’ un V'-CW-complexe fini
avec HY, X’ libre comme H*V’'-module. Si I'on a dim V' < dimV alors le complexe
Ctop v X' est acyclique.

Nous divisons notre démonstration en deux étapes.

Premiére étape. — On montre que si (HR) est vérifiée alors on a H?Ce, X = 0

pour p < dimV — 1.

top

En préalable nous démontrons deux propositions, 4.10 et 4.11, concernant respec-
tivement CtopX et Cf,, X, dans lesquelles 'hypotheése « H, X est un H*V-module
libre » n’intervient pas, ni d’ailleurs I’hypothése dim V' > 2. Nous posons & nouveau
dimV =: n.

Soit W C V un sous-groupe ; X" est un sous-V-CW-complexe de X que I’on peut
considérer comme un V/W-CW-complexe (fini), ce que nous faisons ci-aprés.

On note X"
On a (" C,

top

topX la n-iéme suspension (terme & terme) du complexe Ctop
X)™! = Z"Hy X et (E"C;Op )P = X" PH}(Fp, X,Fp_1 X) pour
0 < p < n, ce qui montre que X" topX est un complexe de cochaines coaugmenté,
dans la catégorie des H*V-A-modules instables.

PropPoOSITION 4.10. — On a wun isomorphisme canonique de complexes de
H*V/W-A-modules instables :

FiX(V,W) (2 C.

top ) =Y Ctop V/W XW

Démonstration. — On vérifie tout d’abord que (F, X)"V s’identifie a F), v,y X" (il
est opportun ici de noter que notre définition des F,X fait sens pour tout p > —1
et donne F,X = X pour p > dimV). On invoque ensuite le fait que le foncteur
Fix(y,w) « commute & la suspension » (point (b) de 1.16), la proposition 1.28 et le
corollaire 1.29. O

La proposition ci-dessous concerne le foncteur ¥ : Vie-U — (Vie-U)Y0 introduit
en section 3.

PROPOSITION 4.11. — Le (Vi-U)"Wo-complere ¥ (X"
suivantes :

(a) Pour 0 < p < n le foncteur ¥(X™ CY, X) : Wo — Vig-U est une somme directe
finie de foncteurs co-induits (terminologie introduite en 3.6).

(b) Le foncteur ¥(X" Cy,, X) est nul.

(¢c) Pour0<p<mnetk>0on alim’f,v y(xnCP

top X) posséde les propriétés

X) = 0.

top
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(d) Pour 0 < p < n le (Vig-U)-morphisme
psncr x NP CE X — limy, U(E" CE X)

top top top

est un isomorphisme.

Le H*Vi¢-A-module instable ™ CfOpX est isomorphe & une somme directe de la
forme €@

H*V ®u-v/w Nw avec Ny un H*V/W-A-module instable fini (voir
4.7).

On pose My = H*V ®y-v;w Nw et on suppose p # n. La proposition 1.25

codim W=p

R

Mpomwo (= W) (méme argument que dans la démonstration du

implique ¥(My ) =

point (b) de 3.10).
On a EFix(y,w) (X" Cf,,, X) = 0 pour W # 0 puisque X" Cf, |
Conséquence du point (a) ci-dessus et du point (a) de 3.6.
La suite exacte de 3.9 et le résultat d’annulation 3.15 montrent que pjy,,] est un

isomorphisme. O

X est fini (voir 2.15).

On suppose maintenant que Hj, X est libre comme H*V-module.

On observe que si Hy, X est libre comme H*V-module alors Hy, y, X W est libre
comme H*V/W-module. En effet, on a un isomorphisme de H*V/W-A-modules in-
stables H*‘}/WXW = Fix(y,w)Hj, X (proposition 1.1) et le corollaire 1.19 conduit &
I’énoncé suivant :

ProrosITION 4.12. — Soit M un H*V-A-module instable; si M est libre comme
H*V-module, alors le H*V/W-A-module instable Fixw,w)M est libre comme
H*V/W-module.

Démonstration. — On a Tor?*v/W(Fg,Fix(v,W)M) = 0 d’aprés 1.19. O

La proposition 4.10 et ’hypothése de récurrence (HR) montrent que le complexe
Fixy,w) (X" Cg,p X) est acyclique pour W # 0. On en déduit que le complexe
U(xn Ce,, X) est également acyclique. En effet on a

top
(2" Co, X)(W) = HV ®-vyw Fixp,w)(E" ChopX)

top top

.
top

et H*V est un H*V/W-module plat. La coaugmentation
(X" Hiy X) — (" Cp,, X)

top

peut donc étre vue comme une résolution de Pobjet ¥(X™ Hj, X) dans la catégo-
rie (Vie-U)™°. Le point (c) de la proposition 4.11 dit que cette résolution est une ré-
solution limyy,-acyclique (limyy, désigne ici le foncteur exact & gauche F +— limyy, F'
de (Vig-U)™o dans Vi-U), résolution tout aussi adaptée pour étudier les foncteurs
dérivés de limyy, qu’une résolution injective, si bien que ’on a :

—HP limyy, ¥ (X" C§,, X) = 0 pour p = —1,0;
—HP limyy, ¥ (X" Cg,, X) = limﬁ’,\,0 ¥ (X" H}, X) pour p > 0.

Comme le point (b) de 1.15 montre que le foncteur ¥ : Vig-U — (Vig-U)"™Y « com-
mute a la suspension », 'isomorphisme ci-dessus peut étre remplacé par :
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—HP limyy, ¥(2" Cp

top X) = X" lim},, ¥(Hj, X) pour p > 0.

La proposition 3.9 et le corollaire 3.20 entrainent que ’homomorphisme ppy x :
Hy X — limy, U(H}, X) est un isomorphisme ou ce qui revient au méme que
I’homomorphisme pxnmyx @ X" H) X — limyy, U(X"H} X) est un isomorphisme.
Ce dernier point et les points (d) et (b) de 4.11 montrent que ’homomorphisme
de (Vie-U)-complexes
2" Ce

top

pzn at.opX X — thO\I/(En C:Op X)
est un épimorphisme dont le noyau est le (Vi¢-U)-complexe, disons N®, défini par

N = 3" Cf,, X et NP =0 pour p # n.
Les énoncés 3.9 et 3.20 montrent aussi que l'on a limf,vo Y(Hy X) = 0 pour

0<p<n—1. On obtient donc H? limy, ¥ (X" ~t'0p

qui compte tenu de ce qui précéde implique bien HP X" ét'opX = 0, soit encore

Hpét'opX:O,pourp<n—1. O

X) =0pourp < n—1ce

Seconde étape. — On montre que ’on a aussi HP égop X=0pourp=n—1letp=n.

En fait, cette étape n’utilise pas I’hypothése « Hj, X libre comme H*V-module » :

LEMME 4.13. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Si lon a HP C3,, X = 0 pour p < dim V' — 2 alors Cg,, X est acyclique.

Ce lemme est un cas particulier d’un lemme trés général concernant la suite spec-
trale cohomologique associée a une filtration décroissante d’un espace (voir [1, Lemma
5.6]). Cependant, pour le confort du lecteur, nous en explicitons une démonstration
ci-apres.

Démonstration. — Le cas dimV = 0 est trivial; le cas dimV = 1 est implicitement
traité au début de la démonstration de I'implication (i)=-(ii) de 4.8. On suppose donc
dimV > 2; on pose & nouveau n := dim V.

On considére la suite spectrale « cohomologique », (E,),>1, convergeant vers H{, X,
associée & la filtration V-équivariante de X par les F, X, introduite au début de cette
section.

On se convainc tout d’abord que cette suite spectrale dégénére au terme E,.

On a par définition ES™ = HP C,, X ; on a donc par hypothése ES* = 0 pour
p # 0,n — 1,n. Il en résulte que les seules différentielles qui peuvent étre non nulles,
pour r > 2, sont les d, : E? — E79T1=" On montre que celles-ci sont nulles en
introduisant la suite spectrale (“ET)TZl associée a la filtration triviale de X également
évoquée au début de cette section, et le morphisme canonique de suites spectrales,
disons 7, de (*E,),>; dans (E,),>1. On observe que la suite spectrale (*"'E;),>; est
vraiment triviale : *E* = 0 pour p # 0 et *EY* = *E%* = H# X pour tout r > 1.
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On suppose r > 2 et on contemple le diagramme commutatif

trEg,q dr trE:,q-i-l—'r =0

d d
B0 _dr Erati-r

fourni par le morphisme de suites spectrales 1. Pour » = 2 on sait que ’homomor-
phisme 7 : "EJ? — EJ? est un isomorphisme : c’est une conséquence de I'égalité
HOCp,, X = 0; ceci montre que la différentielle dp : Ey — E37" est nulle et que
’homomorphisme 7 : "EJ? — E3? est un isomorphisme. En itérant 'argument, on

montre que toutes les différentielles d,. : E®'¢ — E74+1=" sont nulles pour r > 2.

On sait maintenant que la suite spectrale (E,),>; dégénére au terme E,. En consi-
dérant & nouveau le morphisme 7, on se convainc que ’homomorphisme canonique
E%* — Hy X est un isomorphisme. Il en résulte El*=0pourp=n—1letp=n,
c’est-a-dire HP C§,, X =0 pourp=n—1et p=n. O

COROLLAIRE 4.14. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
pleze fini. Si Hi, X est libre comme H*V-module alors le A-module

y-dmV g (X, Sing, X)

est instable.

Démonstration. — On procéde toujours par récurrence sur l'entier n = dim V. La
encore le cas n = 0 est trivial; on suppose donc n > 1 et on montre que si I’énoncé
est vrai pour dimV = n — 1 alors il ’est aussi pour dim V' = n.

Compte tenu du point (a) de la proposition 4.7, le théoréme 4.8 dit en particulier
que l'on a un épimorphisme de A-modules

P HYVewvw 2"VH] (XY, Singy, XW) — ST Hi (X, Singy, X).
dim W=1

Pour tous les W ci-dessus, X" est un V/W-CW-complexe fini avec H3, /WX W libre
comme H*V/W-module (proposition 4.12); la source de ’épimorphisme en question
est donc un A-module instable d’aprés '’hypothése de récurrence. Du coup il en est
de méme pour le but. O

COROLLAIRE 4.15. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. $i Hy, X est libre comme H*V-module alors le A-module C{,, X est instable
pour tout p.

L’énoncé ci-dessous précise ’énoncé 4.14 :
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THEOREME 4.16. — Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. St Hi, X est libre comme H*V-module alors on a un isomorphisme canonique
de H*Vi¢-A-modules instables

YT"H (X, Singyy X) = R"PTH, X
(n:=dimg/,, V).

Démonstration. — Le cas n = 0 est trivial. Le cas n = 1 sera traité séparément. On
suppose n > 2 et on reprend la suite exacte de complexes

Psn 88 X

0 N* 2 Cpp X ———2— limyy, ¥(E" Cfp, X) —— 0

top

implicitement introduite a la fin de la premiére étape de la démonstration de I'impli-
cation (i)=>(ii) de 4.8. Comme le complexe X" X est acyclique si Hj, X est libre
comme H*V-module, le connectant

H" ! limyy, ¥(£" CL,, X) — H" N® = Hi, (X, Sing,, X)

top

.
top

est un (V- U)-isomorphisme. On a déja vu que lon a un (Vie-U)-isomorphisme
H" ! limyy, U(5" Cf,, X) = S" limly, ! U(H; X) et 3.9 dit que limly, U(H; X) est

(Vie-U)-isomorphe & R"PfH}, X. O
Le cas » = 1. On a une suite exacte
0—-H,X -HVeHXY - 2 'H(X,X") -0
dans la catégorie Vie-U et H*V @ H* XV est Pf-acyclique d’aprés 3.20. O

La démonstration que nous venons de donner du théoréme 4.16 dans le cas n =1
sera généralisée en 5.12. Ce théoréme sera revisité en 6.14.

Bande-annonce. — Comme expliqué dans 'introduction le théoréme 4.8 admet une
généralisation, & savoir le théoréme 0.7 di a Allday, Franz et Puppe. Le théoréme
0.9 est une version de ce théoréme que nous démontrerons en section 6 (I’énoncé 6.20
reproduit I’énoncé 0.9).
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LE COMPLEXE ALGEBRIQUE

Dans cette section nous associons 4 un H*V-A-module instable M un complexe de
cochaines
M -C'M -C*M—---C°PM — --- - C" M,

coaugmenté par M ; nous le notons C*M (on a donc C M= M). Nous étudions
ce complexe quand M est de type fini comme H*V-module. Dans la prochaine sec-

? X, associé a un V-CW-complexe fini X, au

tion nous comparerons le complexe Cg

complexe é;lg X :=C" Hy X que nous appelons le complexe algébrique associé a X.

Nous montrerons en particulier que si Hj, X est libre comme H*V-module alors les
deux complexes sont isomorphes.

Filtration d’un H*V-A-module instable

Soient V' un 2-groupe abélien élémentaire de dimension n, W C V un sous-groupe
et M un H*V-A-module instable.

On rappelle que 'on note
nvwy,y - M — H'V @u-vyw Fixow,w)M
I'unité de I'adjonction de la paire de foncteurs adjoints (e(v,w, FiX(V’W)).
On définit une filtration décroissante de M par des sous-H*V-A-modules instables
M=F'M>F'M>--->F'MD>F""'M=0
en posant

FPM = ﬂ ker (’I](ww)M ‘M — H*V Qu+v/w FiX(ww)M)
codim W<p
(I'égalité M = FOM tient au fait que ’ensemble {WW; codim W < 0} est vide!). Compte
tenu de la proposition 1.24, on peut alternativement définir cette filtration en posant

FPM = ﬂ ker (p(V,W)M ‘M — EFiX(V’W)M).
codim W<p
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44 CHAPITRE 5. LE COMPLEXE ALGEBRIQUE

Soient Wy et Wi deux sous-groupes de V avec Wy C Wy, la proposition 1.20 dit que
l'on a piv,w,) = p(Wo, W1) 0 p(v,w,) ; on peut donc également dans la définition de F?
remplacer n codim W<p par n codim W=p—1-

Trois commentaires concernant cette définition :

1) L’exactitude des foncteurs EFix implique :

PROPOSITION 5.1. — Soient M un H*V-A-module instable, M’ C M un sous-objet,
et p un entier naturel. On a ’égalité FPM' = M’ NFPM.

2) Le scholie 1.2 (ou la proposition 1.7) conduit & I’énoncé ci-dessous et fournit du
méme coup une motivation pour la définition ci-dessus (voir la partie de I'introduction
qui suit Uintertitre « Le complexe algébrique ») :

PROPOSITION 5.2. — Soit X un V-CW-compleze fini. Alors on a

FPHyX = (] ker(HpX — HyX").
codim W<p

3) La théorie de Smith algébrique [16][33, théoréme 0.5] et [40, §2, corollaire] im-
pliquent que F* M est la H*V-torsion de M (sans aucune hypothése sur le H*V-A-mo-
dule instable M, voir 9.15). Concernant F" M, on a :

ProOPOSITION 5.3. — Soit M un H*V-A-module instable. Si l’on suppose que M est
de type fini comme H*V-module alors on a F*M est la partie finie PIM de M.

Démonstration. — Soit N C M un sous-H*V-A-module instable fini; I'implication
(iv)= (ii-bis) de 2.14 montre N C F" M. Puisque les foncteurs EFix(y,y) sont exacts,
on a EFix(y,w)(F*M) = 0 pour dim W = 1. Si I'on suppose M de type fini comme
H*V-module alors il en est de méme pour F"M et implication (ii-bis)=>(iv) de 2.14
montre que F" M est fini. O

On voit donc que F'M et F"M peuvent étre définis en termes de la structure
de H*V-module de M, au moins sous ’hypothése que celle-ci est de type fini. On
verra dans la section 9 que c’est en fait le cas de tous les FP M (méme sans I'hypothése
que M est de type fini comme H*V-module).

On sera aussi amené a considérer le gradué de la filtration de M par les FPM :

Gr?M :=F°M /FP™ M, 0 <p<n.

Il est clair que les applications M — FPM et M — GrP M peuvent étre considérées
comme des endofoncteurs de V-U et comme des e