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COMPLEXES DE MODULES ÉQUIVARIANTS
SUR L’ALGÈBRE DE STEENROD

ASSOCIÉS À UN (Z/2)n-CW-COMPLEXE FINI

Dorra Bourguiba, Jean Lannes, Lionel Schwartz, Saïd Zarati

Résumé. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V -CW-complexe fini.
Dans ce mémoire nous étudions deux complexes de modules sur A, l’algèbre de

Steenrod modulo 2, munis d’une action compatible de H∗V , la cohomologie modulo 2
de V , complexes tous deux associés à X. Le premier, que nous appelons le « complexe
topologique », est défini à l’aide de la filtration par les orbites de X. Le second, que
nous appelons le « complexe algébrique », est défini en termes de la structure de
H∗V -A-module instable dont est munie H∗VX, la cohomologie modulo 2 équivariante
de X (ce qui signifie que nous pouvons remplacer dans cette définition H∗VX par un
H∗V -A-module instable arbitraire). Ces deux complexes sont de longeur dimZ/2 V et
peuvent être coaugmentés par H∗VX ; nous construisons en outre un morphisme κ du
complexe algébrique vers le complexe topologique compatible avec la coaugmentation.

Nous montrons en particulier que ces deux complexes coaugmentés sont acycliques
si et seulement si H∗VX est libre comme H∗V -module. Dans ce cas κ est un isomor-
phisme ce qui implique que tous les termes du complexe topologique sont des modules
instables sur l’algèbre de Steenrod.

Pour illustrer le résultat évoqué ci-dessus nous étudions en détail le cas où H∗VX
est libre de dimension 1 comme H∗V -module. Ceci a lieu si (et en un certain sens
seulement si)X est la compactification à l’infini d’une représentation linéaire réelle (de
dimension finie) de V . Dans certains cas particuliers nous donnons des informations
très précises sur la structure du complexe (topologique ou algébrique) associé à X.

Il existe un chevauchement notable entre la partie topologique de notre mémoire et
l’article « Syzygies in equivariant cohomology in positive characteristic », de Allday,
Franz et Puppe, qui vient d’apparaître. Cependant nos techniques sont très différentes
des leurs : le nom « Steenrod » ne figure pas dans leur article tandis que notre étude
fait un usage intensif de la théorie des H∗V -A-modules instables (en particulier celle
des foncteurs Fix) qui est un sous-produit des recherches sur la conjecture de Sullivan.

Les relations entre notre travail et celui de Allday, Franz et Puppe sont examinées
en détail.
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La relation entre notre travail et l’article de Bob Oliver « Higher limits via Steinberg
representations » est également examinée.

Le « complexe algébrique » associé à un H∗V -A-module instable, auquel nous avons
fait allusion plus haut, est obtenu formellement à partir d’une filtration décroissante
naturelle des H∗V -A-modules instables (dans la catégorie abélienne de ces objets)
définie en termes des foncteurs Fix ; nous montrons enfin que cette filtration coincide
(en un sens évident) avec la filtration par la codimension du support des H∗V -modules
sous-jacents.

Abstract (Complexes of equivariant modules over the Steenrod algebra associated with
a finite (Z/2Z)n-CW-complex)

Let V be an elementary abelian 2-group and X be a finite V-CW-complex.
In this memoir we study two cochain complexes of modules over the mod 2 Steen-

rod algebra A equipped with a compatible action of H∗V , the mod2 cohomology
of V , both associated with X. The first, which we call the “topological complex,” is
defined using the orbit filtration of X. The second, which we call the “algebraic com-
plex,” is defined in terms of the unstable H∗V-A-module structure of H∗VX, the mod 2
equivariant cohomology of X (which means that we can replace, in the definition of
the algebraic complex, H∗VX with any unstable H∗V-A-module). Both complexes are
of length dimZ/2 V and can be coaugmented over H∗VX ; furthermore we construct
a morphism κ from the algebraic complex into the topological complex, compatible
with the coaugmentation.

We show in particular that both coaugmented complexes are acyclic if and only if
H∗VX is free as an H∗V-module. In this case κ is an isomorphism which implies that
all terms of the topological complex are unstable modules over the Steenrod algebra.

To illustrate the result above, we study in detail the case when H∗VX is a free of
dimension 1 as an H∗V-module. This happens if (and in some sense only if) X is the
compactification at infinity of a (finite dimensional) real linear representation of V .
In special cases we provide very precise information on the structure of the terms of
the complex (topological or algebraic) associated to X.

There is a noteworthy overlap between the topological part of our memoir and
the article “Syzygies in equivariant cohomology in positive characteristic,” by Allday,
Franz and Puppe, which has just appeared. However our techniques are quite different
from theirs : the name “Steenrod” does not show up in their article, whereas our
study makes intensive use of the theory of unstable H∗V-A-modules (in particular the
functors Fix) which is a by-product of researches on the Sullivan conjecture.

The relations of our work with the work of Allday, Franz and Puppe are investigated
in detail.

The connexion between our work and Bob Oliver’s in “Higher limits via Steinberg
representations” is investigated as well.

The “algebraic complex” associated to an unstable H∗V-A-module, alluded above, is
formally obtained using a natural decreasing filtration of unstable H∗V-A-modules (in
the abelian category of such objects) defined in terms of functors Fix ; we show finally
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that this filtration coincides (in an obvious sense) with the filtration by codimension
of support of the underlying H∗V-modules.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Soit V un 2-groupe abélien élémentaire ; V est donc isomorphe à (Z/2)n pour un
certain entier n. Nous verrons le plus souvent V comme un Z/2-espace vectoriel dont
la dimension n sera notée dimV .

Soit X un V-CW-complexe (que nous supposerons le plus souvent fini, pour une
référence sur la notion de CW-complexe équivariant, voir par exemple [15, Chap. II,
Sect. 1]). Nous étudions dans ce mémoire deux complexes de « modules équivariants
sur l’algèbre de Steenrod modulo 2 » (cette notion sera bien sûr précisée dans la suite
de cette introduction) associés à X. Le premier est défini à l’aide de la filtration par
les orbites de X (voir ci-après), nous l’appellerons le « complexe topologique ». Le
second est défini de façon plus algébrique ; nous l’appellerons pour cela le « complexe
algébrique ».

Le complexe topologique

Soit W ⊂ V un sous-groupe ; la codimension de W , vu comme un sous-espace
vectoriel de V , est notée codimW .

Soit p un entier avec −1 ≤ p ≤ n := dimV ; on pose

FpX :=
⋃

codimW ≤ p

XW ,

W décrivant l’ensemble des sous-groupes de V de codimension inférieure ou égale à p
et XW désignant le sous-V-CW-complexe de X constitué des points fixes par W . On
a donc une filtration croissante de X par des sous-V-CW-complexes :

∅ = F−1X ⊂ F0X ⊂ F1X ⊂ · · · ⊂ Fn−1X ⊂ FnX = X.

On observera que l’on a F0X = XV et que Fn−1X est le sous-V-CW-complexe de X
constitué des points dont le groupe d’isotropie est non trivial. Le sous-V-CW-com-
plexe Fn−1X sera aussi noté SingVX (« partie singulière » de l’action de V sur X) ;
l’ouvert complémentaire X − SingVX est la réunion des orbites libres (« partie régu-
lière » de l’action de V sur X). On définit un complexe de cochaînes

C0
topX → C1

topX → C2
topX → · · · → CptopX → · · · → CntopX → 0→ 0→ · · ·

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2024



x CHAPITRE 0. INTRODUCTION

en posant

CptopX := Σ−p H∗V (FpX,Fp−1X;F2)

=
⊕

codimW=p

Σ−p H∗(V ;F2)⊗H∗(V/W ;F2) H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ;F2)

et en prenant pour cobord le connectant de la triade (Fp+1X,FpX,Fp−1X). Dé-
cryptons un peu la notation. Les notations H∗V (−;F2) et H∗(V ;F2) désignent res-
pectivement la cohomologie V-équivariante modulo 2 et la cohomologie modulo 2 du
groupe V . Si E = (Em)m∈Z est un « objet » gradué et s un entier relatif alors ΣsE dé-
signe l’objet gradué (Em−s)m∈Z. Ci-dessus XW est considéré comme un V/W-espace
et H∗(V/W ;F2) est identifiée à une sous-algèbre de H∗(V ;F2).

Le complexe C•topX est muni d’une coaugmentation naturelle H∗V (X;F2) =:

C−1
topX → C0

topX ; le complexe coaugmenté associé est noté C̃•topX.
Notre premier résultat est le suivant :

Théorème 0.1. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le H∗(V ;F2)-module H∗V (X;F2) est libre.
(ii) Le complexe coaugmenté C̃•topX est acyclique.

Ici deux commentaires s’imposent :
1) Le problème analogue, le 2-groupe abélien élémentaire V étant remplacé par un

tore T et H∗V (−;F2) par H∗T (−;Q), est étudié en détail dans [1].
2) Peu de temps avant l’achèvement de la rédaction de ce mémoire est apparu

le preprint de [2] qui traite notamment de V-espaces. Le théorème ci-dessus est un
cas particulier du théorème 10.2 de cette référence (dans lequel C̃•topX est appelé the
augmented Atiyah-Bredon sequence for X). Nous décrivons ci-après les techniques que
nous employons pour démontrer le théorème 0.1. Nous reviendrons sur [2, Theorem
10.2] dans la dernière partie de cette introduction.

Nous démontrons l’énoncé 0.1 en exploitant les structures « linéaires » de H∗V (−;F2)

que nous passons en revue ci-après. La cohomologie que nous considérons dans ce mé-
moire (en particulier dans la suite de cette introduction) est à coefficients dans F2,
à l’exception des sections 1, 2 et 10 dans lesquelles V est un ℓ-groupe abélien élé-
mentaire avec ℓ un nombre premier arbitraire et où la cohomologie est à coefficients
dans Fℓ. Dans tous les cas nous allègerons H∗(−;Fℓ) en H∗(−) et H∗V (−;Fℓ) en H∗V (−) ;
H∗(V ;Fℓ) = H∗V (point;Fℓ) sera simplement notée H∗V .

Soit (X,Y ) une paire de V-espaces. La cohomologie équivariante H∗V (X,Y ) est
un F2-espace gradué. C’est un H∗V-module (au sens gradué) ; on rappelle que H∗V est
isomorphe à une algèbre de polynômes, à coefficients dans F2, en n indéter-
minées, chacune de degré 1. Soit A l’algèbre de Steenrod modulo 2. La coho-
mologie équivariante H∗V (X,Y ) est un A-module et cet A-module est instable
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LE COMPLEXE ALGÉBRIQUE xi

(Sqi : Hm
V (X,Y ) → Hm+i

V (X,Y ) est trivial pour i > m) ; puisque l’on a
H∗V = H∗V (point) il en est de même pour H∗V . L’application de structure

H∗V ⊗H∗V (X,Y )→ H∗V (X,Y )

est A-linéaire ; on rappelle que la structure d’algèbre de Hopf de A fait du produit ten-
soriel de deux A-modules (resp. A-modules instables) un A-module (resp. A-module
instable). On dit que H∗V (X,Y ) est un H∗V-A-module instable ; la catégorie de ces ob-
jets est notée V-U (la catégorie des A-modules instables est elle notée U). Si (X,Y ) est
une paire de V-CW-complexes finis alors H∗V (X,Y ) est de type fini comme H∗V-mo-
dule ; la sous-catégorie pleine de V-U dont les objets sont les H∗V-A-modules instables
qui sont de type fini comme H∗V-modules est notée Vtf -U .(1)

Le complexe algébrique

Nous décrivons maintenant un complexe de cochaînes uniquement défini en fonction
du H∗V-A-module instable H∗VX.

Le complexe C•topX n’est rien d’autre que le terme E1 de la suite spectrale conver-
geant vers H∗VX définie par la filtration V-équivariante de X introduite plus haut. La
filtration décroissante de H∗VX associée, disons

H∗VX = F0
(1) ⊃ F1

(1) ⊃ · · · ⊃ Fn(1) ⊃ Fn+1
(1) = 0,

est définie par
Fp(1)H

∗
VX := ker (H∗VX → H∗V Fp−1X)

pour 0 ≤ p ≤ n + 1. On peut définir une seconde filtration de H∗VX, variante de la
précédente, en posant

Fp(2)H
∗
VX :=

⋂
codimW<p

ker (H∗VX → H∗VX
W ) ;

on observera que l’on a Fp(1)H
∗
VX ⊂ Fp(2)H

∗
VX pour tout p.

Supposons à présent que X est un V-CW-complexe fini. Dans ce cas cette seconde
filtration peut être définie « algébriquement » en termes de la structure de H∗V-A-mo-
dule instable de H∗VX. Précisons un peu. Soient W ⊂ V un sous-groupe et
Fix(V,W ) : V- U → V/W-U « le » foncteur adjoint à gauche du foncteur « ex-
tension des scalaires » V/W-U → V- U , N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N (pour un « primer » sur
les foncteurs Fix voir la section 1) ; l’homomorphisme Fix(V,W )H

∗
VX → H∗V/WX

W

adjoint de l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables H∗VX → H∗VX
W =

H∗V ⊗H∗V/W H∗V/WX
W induit par l’inclusion i : XW → X est un isomorphisme et

l’unité d’adjonction

η(V,W ) : H∗VX → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )H
∗
VX

(1) Dans l’article [33] la catégorie des H∗V-A-modules instables (resp. des H∗V-A-modules instables
de type fini comme H∗V-modules) est notée H∗V-U (resp. H∗Vtf -U). La seule justification de la
notation adoptée dans ce mémoire est d’obtenir des formulations plus compactes.
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xii CHAPITRE 0. INTRODUCTION

s’identifie à H∗V i (voir 1.1). On est donc amené à introduire, pour tout H∗V-A-module
instable M , une filtration décroissante (par des sous-H∗V-A-modules instables)

M = F0M ⊃ F1M ⊃ · · · ⊃ FnM ⊃ Fn+1M = 0

en posant

FpM :=
⋂

codimW<p

ker (η(V,W ) : M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M)

telle que l’on a Fp(2)H
∗
VX = FpH∗VX. On constate que F1M et FnM peuvent être

définis en termes de la structure de H∗V-module de M : F1M est la H∗V-torsion
et FnM est constitué des éléments annulés par une puissance de l’idéal d’augmenta-
tion H̃∗V . Nous montrerons que toute la filtration (FpM)0≤p≤n+1 peut être en fait
définie en termes de la structure de H∗V-module de M : c’est la « filtration par la
codimension du support » (voir section 9). On observera que si M est de type fini
comme H∗V-module alors FnM est le plus grand sous-H∗V-module fini de M ; nous
le noterons PfVM (Pf pour « partie finie »).

Disposant de la filtration décrite ci-dessus, on définit un complexe de cochaines
C•M de la façon suivante. Soit M → I• une résolution injective de M dans la
catégorie V- U ; on pose CpM = Hp(FpI•/Fp+1I•) et on prend pour cobord le
connectant évident. À nouveau C•M est muni d’une coaugmentation naturelle
M := C−1M → C0M ; le complexe coaugmenté associé est noté C̃•M . Supposons
M de type fini comme H∗V-module ; on constate que CpM vérifie alors une formule
analogue à celle que nous avons donnée plus haut pour CptopX :

CpM =
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W RpPfV/W (Fix(V,W )M).

Expliquons la notation. Si M est de type fini comme H∗V-module alors il en est de
même pour Fix(V,W )M comme H∗V/W-module ; RpPfV/W désigne le p-ième foncteur
dérivé à droite de l’endofoncteur PfV/W de V/Wtf - U .

Notre deuxième résultat est le suivant :

Théorème 0.2. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et M un H∗V-A-module
instable qui est de type fini comme H∗V-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) Le H∗V-module M est libre.
(ii) Le complexe coaugmenté C̃•M est acyclique.

Posons C̃•algX := C̃•H∗VX ; les deux complexes C̃•topX et C̃•algX sont reliés :

Proposition 0.3. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini.

(a) Il existe un homomorphisme de complexes de cochaînes coaugmentés

κ : C̃•algX −→ C̃•topX
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tel que κ p est un homomorphisme de H∗V-A-modules pour −1 ≤ p ≤ n (et l’identité
pour p = −1).

(b) Si le H∗V-module H∗VX est libre alors κ est un isomorphisme.

Le lecteur notera que l’adjectif « instable » n’apparaît pas à la fin de l’énoncé du
point (a) ci-dessus ; en effet le A-module CptopX n’est pas a priori instable pour p > 0.
Cependant le point (b) implique :

Scholie 0.4. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Si H∗VX est libre comme H∗V-module alors le A-module CptopX est instable pour
tout p.

Illustrations

Nous illustrons les énoncés 0.1, 0.2 et 0.3 en considérant des représentations li-
néaires réelles d’un 2-groupe abélien élémentaire V ≃ (Z/2)n.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie m muni d’une action linéaire de V .
Soient f la dimension du sous-espace invariant EV et wm−f (E) la (m−f)-ième classe
de Stiefel-Whitney de E (wm−f (E) appartient à Hm−f V et est un produit d’éléments
de H1V − {0}).

L’isomorphisme de Thom fournit un isomorphisme de H∗V-A-modules instables
H∗V (E,E − {0}) ∼= Σf wm−f (E) H∗V ; H∗V (E,E − {0}) est donc un exemple
de H∗V-A-module instable qui est libre de dimension de dimension 1 comme
H∗V-module. En fait, un résultat de J-P. Serre [40, §2, corollaire] (voir 9.14) implique
que la correspondance E 7→ H∗V (E,E − {0}) induit une bijection entre classes d’iso-
morphisme de représentations linéaires réelles (de dimension finie) de V et classes
d’isomorphisme de H∗V-A-modules instables qui sont libres de dimension 1 comme
H∗V-modules (voir 7.6).

Supposons que E est un espace euclidien et que V agit par isométries ; on a d’après
ce qui précède H∗V (D(E),S(E)) ∼= Σf wm−f (E) H∗V (les notations D(−) et S(−)

désignent respectivement la boule et la sphère unité d’un espace euclidien), soit encore
H∗V S(E ⊕ R0) ∼= Σf wm−f (E) H∗V ⊕ H∗V (R0 désigne l’espace euclidien R muni de
l’action triviale de V ).

Le théorème 0.1 (en prenant X = S(E⊕R0)), le théorème 0.2 et la proposition 0.3
conduisent par exemple à l’énoncé suivant :

Proposition 0.5. – Soit Erég le plus grand ouvert de E sur lequel l’action de V est
libre et V \Erég le quotient de cette action (V \Erég est une variété de classe C∞).

On a un isomorphisme canonique de H∗V-A-modules instables

H∗c(V \Erég) ∼= Σf+n RnPfV (wm−f (E) H∗V ).

(La notation H∗c désigne ici la cohomologie modulo 2 à support compact.)
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L’ouvert Erég est le complémentaire d’un ensemble de sous-espaces vectoriels et
l’étude de la cohomologie des espaces du type V \Erég a fait l’objet de nombreuses
recherches ; Nguyen Dang Ho Hai nous a signalé à ce sujet les références [14] et [12].

Nous explorons plus en détails le cas E = R̃[V ]⊕h, en clair le cas où E est la
somme directe de h copies de la représentation régulière réelle réduite de V ; on a
alors EV = 0, dimE = h (2n − 1) et wh (2n−1) = chV , (cV désignant le produit des
éléments de H1V − {0}). On a :

C̃•top S(E ⊕ R0) ∼= C̃•alg S(E ⊕ R0) ∼= C̃•(chV H∗V )⊕ C̃•(H∗V ) ;

les complexes ci-dessus (qui sont des complexes de cochaînes dans la catégorie Vtf -U)
sont acycliques d’après 0.1 ou 0.2, le premier isomorphisme est donné par 0.3. La
spécificité de ces exemples tient à ce que les deux complexes de gauche sont naturel-
lement munis d’une action (à droite) du groupe GL(V ), que l’isomorphisme κ de 0.3
est équivariant et que l’action respecte la décomposition en somme directe de droite.
Posons

M(V, h) := RnPfV (chV H∗V ) (∼= Cn(chV H∗V ) ∼= Σ−nH∗c(V \R̃[V ]⊕hrég )) ;

nous montrons que (M(V, h))0 (le sous-espace des éléments de degré 0 de M(V, h))
est isomorphe comme F2[GL(V )]-module à droite à la duale St∗V , de la représenta-
tion de Steinberg modulo 2 de GL(V ) (voir 8.1) et que M(V, h) est engendré comme
H∗V-module par (M(V, h))0.

Comme St∗V est un objet projectif de la catégorie des F2[GL(V )]-modules à droite,
le foncteur Hom(F2[GL(V )])op(St∗V ,−) =: eSt

V (−) est exact, si bien que l’on peut obtenir
de nouveaux complexes acycliques (dans la catégorie U), en appliquant ce foncteur
aux complexes ci-dessus. Le cas h = 2 de ce programme est intimement relié au récent
article [19] de Nguyen Dang Ho Hai dans lequel il obtient, à l’aide d’un résultat d’Inoue
[27], le « dual de Poincaré » de l’isomorphisme de A-modules instables suivant

eSt
V (Σ−n H∗c(V \R̃[V ]⊕2

rég))
∼=

⊕
0≤i≤n

J(2i − 1)

(la notation J(k), k entier naturel, désigne « le k-ième U-injectif de Brown-Gitler »,
voir le début de la section 2 : J(k) = J0(k)). Ceci doit permettre de faire le lien
entre les complexes acycliques eSt

V (C̃•(c2
V H∗V )) et les résolutions injectives minimales

de [20].

Sur le théorème 10.2 de [2]

Avant d’énoncer une version édulcorée du théorème en question, nous rappelons la
notion de j-syzygie (dans le cas particulier qui nous intéresse) :

Définition 0.6. – Soient M un H∗V-module N-gradué et j ≥ 0 un entier. On dit
que M est une H∗V-j-syzygie, H∗V-j-syzygie s’il existe une suite exacte de H∗V-mo-
dules N-gradués

0→M → L0 → L1 → · · · → Lj−1
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avec L0, L1, . . . , Lj−1 libres (on convient que tout M est une H∗V-0-syzygie).

Théorème 0.7 (Allday, Franz et Puppe [2]). – Soient V un 2-groupe abélien élé-
mentaire, X un V-CW-complexe fini et j ≥ 0 un entier. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est une H∗V-j-syzygie ;
(ii) on a Hp C̃•topX = 0 pour p ≤ j − 2.

Ce théorème est bien une généralisation du théorème 0.1 :
Pour j = n la propriété (i) ci-dessus coïncide avec la propriété (i) de 0.1 (voir le

scholie 5.23) ; la propriété (ii) ci-dessus implique quant à elle la propriété (ii) de 0.1
grâce à un lemme facile [1, Lemma 5.6] (lemme 4.13 dans le cas qui nous occupe).

Allday, Franz et Puppe obtiennent le théorème 0.7 à l’aide de résultats d’algèbre
commutative concernant la catégorie des H∗V-modules N-gradués. L’article [2] fait
d’ailleurs suite à l’article [1] où le rôle de l’algèbre de polynômes F2[U1, U2, . . . , Un]

(≃ H∗V ) était tenu par l’algèbre de polynômes Q[T1, T2, . . . , Tn] (≃ H∗(BT ;Q), T tore
de rang n).

Nous démontrons une version du théorème 0.7 (théorème 0.9 ci-dessous) en uti-
lisant, comme pour le théorème 0.1, la théorie des H∗V-A-modules instables (sous-
produit des recherches sur la conjecture de Sullivan) et plus précisément la théorie
des H∗V-A-modules instables qui sont de type fini comme H∗V-modules. En fait la
structure des H∗V-A-modules instables qui sont de type fini comme H∗V-modules est
beaucoup plus accessible que celle des H∗V-modules N-gradués de type fini généraux
(voir la section 9 et en particulier la sous-section 9.3).

Avant d’énoncer le théorème 0.9 nous devons introduire une définition :

Définition 0.8. – Soient M un H∗V-A-module instable de type fini comme H∗V-mo-
dule et j ≥ 0 un entier. Nous dirons que M est une (Vtf - U)-j-syzygie, (Vtf - U)-j-sy-
zygie s’il existe une suite exacte dans la catégorie Vtf- U

0→M → L0 → L1 → · · · → Lj−1

avec L0, L1, . . . , Lj−1 libres comme H∗V-modules (nous convenons que tout M est une
(Vtf- U)-0-syzygie).

Théorème 0.9. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-complexe
fini et j ≥ 0 un entier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) H∗VX est une (Vtf- U)-j-syzygie ;
(ii) le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est une H∗V-j-syzygie ;
(iii) on a Hp C̃•topX = 0 pour p ≤ j − 2.

Ce théorème est essentiellement conséquence de sa version algébrique :

Théorème 0.10. – Soient M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme
H∗V-module et j ≥ 0 un entier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est une (Vtf- U)-j-syzygie ;
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(ii) le H∗V-module sous-jacent à M est une H∗V-j-syzygie ;
(iii) on a Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j − 2.

et de la généralisation suivante du point (b) de la proposition 0.3 :

Proposition 0.11. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-com-
plexe fini et j ≥ 0 un entier. Si le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est une H∗V-j-sy-
zygie, alors l’homomorphisme de H∗V-A-modules

κp : C̃palgX −→ C̃ptopX

est un isomorphisme pour p ≤ j.

L’implication (ii)⇒(i) du théorème 0.10 est assez piquante. Nous montrons en fait
un énoncé plus précis :

Proposition 0.12. – Soient M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme
H∗V-module et j ≥ 1 un entier.

Il existe un complexe de cochaînes coaugmenté dans la catégorie Vtf- U

L̃•jM = (M → L0
jM → L1

jM → · · · → Lj−1
j M),

dépendant fonctoriellement de M , qui vérifie la propriété suivante :

Si le H∗V-module sous-jacent à M est une H∗V-j-syzygie alors L̃•jM est acyclique
et les H∗V-modules sous-jacents aux LkjM , 0 ≤ k ≤ j − 1, sont libres.

(Pour une explicitation du complexe L̃•jM , voir la proposition 5.32, la remarque
5.33 et la sous-section 8.4.)

Nous obtenons la proposition ci-dessus par des techniques d’algèbre homologique.
Précisons un peu. Soit W l’ensemble des sous-espaces W de V ; W est ordonné par
inclusion et peut donc être vu comme une catégorie. Nous considérons la catégorie
des foncteurs définis sur W et à valeurs dans la catégorie E des F2-espaces vectoriels.
L’outil principal qui nous permet d’arriver à un énoncé du type 0.12 est l’explicitation
d’une résolution injective, dans la catégorie abélienne EW , d’un objet arbitraire (sous-
section 8.2).

On observera au passage (remarque 8.43) que les techniques évoquées ci-dessus
apportent un nouvel éclairage sur le complexe C•M .

MÉMOIRES DE LA SMF 181



SUR LE THÉORÈME 10.2 DE [2] xvii

Remerciements. – Dorra Bourguiba, Jean Lannes et Saïd Zarati tiennent à remer-
cier la Société Mathématique de Tunisie dont les congrès annuels ont contribué à la
maturation de ce travail.

Jean Lannes et Saïd Zarati ont bénéficié du programme Recherches en Binôme du
CIRM.

Jean Lannes a bénéficié de l’hospitalité du CMLS.
Lionel Schwartz a bénéficié du soutien du VIASM (Hanoï) lors de plusieurs visites

ces dernières années, en particulier à l’automne 2019, visites durant lesquelles il a
travaillé sur le contenu de ce mémoire.

Enfin, les quatre auteurs remercient le rapporteur pour sa lecture approfondie et
ses recommandations judicieuses.

Dédicace. – Nous dédions ce mémoire à notre collègue et ami Michel Zisman qui nous
a quittés peu avant sa parution.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2024





CHAPITRE 1

RAPPELS SUR LA THÉORIE DES FONCTEURS Fix

Soient ℓ un nombre premier (il n’y a aucune raison dans cette section de se limi-
ter au cas ℓ = 2), V un ℓ-groupe abélien élémentaire et W ⊂ V un sous-groupe ;
l’homomorphisme canonique, q : V → V/W , induit un homomorphisme (injectif)
de A-algèbres instables q∗ : H∗V/W → H∗V . La notation A désigne ici l’algèbre de
Steenrod modulo ℓ, la cohomologie modulo ℓ d’un espace est le type même d’une
A-algèbre instable, pour une définition explicite de la catégorie U (resp. K) des A-mo-
dules instables (resp. A-algèbres instables) voir par exemple [31, 1.7.1 (resp. 1.7.2)] ;
rappelons que nous avons convenu d’abréger la notation H∗(−;Fℓ) en H∗. On note

Fix(V,W ) : V- U → V/W-U

« le » foncteur adjoint à gauche du foncteur « extension des scalaires »

V/W-U → V- U , N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N

(pour des commentaires concernant les guillemets qui entourent l’article défini voir 1.9
et 1.10, la notation V- U est la généralisation évidente de celle introduite pour ℓ = 2).
On a donc, par définition,

HomV- U (M,H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= HomV/W-U (Fix(V,W )M,N),

pour tout H∗V-A-module instable M et tout H∗V/W-A-module instable N .
Les foncteurs Fix(V,W ) sont introduits et étudiés dans [34] (ce sont des avatars des

foncteurs FixV ′,V ′′ , définis pour V = V ′ ⊕ V ′′, introduits et étudiés dans [33]). Le
foncteur Fix(V,V ) : V- U → U est aussi noté FixV dans [33]. Ce foncteur est introduit
et étudié dans [31] (où il est d’ailleurs simplement noté Fix). On rappelle ci-dessous
l’origine de cette notation.

Soit X un espace muni d’une action de V . Soient X l’espace fonctionnel
hom(EV,X) et i : X → X l’application induite par l’application EV → pt ;
on observera que l’inclusion i est une équivalence d’homotopie. L’action de V ,
au but et à la source, munit hom(EV,X) d’une action de V × V op et induit
via l’homomorphisme V → V × V op, v 7→ (v, v−1), une action de V sur X telle
que i est V-équivariante. On observera également que H∗V i : H∗VX → H∗VX est un
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isomorphisme. L’espace (X)V (= homV (EV,X)) est appelé l’espace des points fixes
homotopiques de l’action de V sur X et noté XhV .

L’inclusion XV ↪→ X induit un homomorphisme de H∗V-A-modules instables
H∗VX → H∗VX

V = H∗V ⊗H∗XV et par adjonction un homomorphisme de H∗V-A-mo-
dules instables νX : FixV H∗VX → H∗XV . On note λX l’homomorphisme composé

FixV H∗VX
(FixV (H∗V i))−1

−−−−−−−−−−→∼=
FixV H∗VX

νX−−−−→ H∗(X)V = H∗XhV .

On montre dans [31, Chap. 4] que λX est en fait sous-jacent à un homomorphisme
de A-algèbres instables qui est « souvent » un isomorphisme.

Pareillement, on définit un homomorphisme de H∗V/W-A-modules instables

νX : Fix(V,W )H
∗
VX → H∗V/WX

W

comme adjoint de l’homomorphisme H∗VX → H∗VX
W ∼= H∗V ⊗H∗V/W H∗V/WX

W in-
duit par l’inclusion XW ↪→ X. (Mutatis mutandis on peut définir une transformation
naturelle λX : Fix(V,W )H

∗
VX → H∗V/WX

hW qui vérifie des propriétés analogues à
celles que l’on a pour W = V .)

Proposition 1.1. – Si X est un V-CW-complexe fini alors l’homomorphisme

νX : Fix(V,W )H
∗
VX → H∗V/WX

W

est un isomorphisme.

Scholie 1.2. – Soit X un V-CW-complexe fini. L’unité d’adjonction

H∗VX → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )H
∗
VX

s’identifie à l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables H∗VX → H∗VX
W .

Démonstration. – « Abstract nonsense ». Soient M un H∗V-A-module instable, N
un H∗V/W-A-module instable, f : M → H∗V ⊗H∗V/W N un homomorphisme et
f̃ : Fix(V,W )M → N son adjoint, alors f est le composé de l’unité d’adjonction
M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M et de l’homomorphisme H∗V ⊗H∗V/W f̃ .

La démonstration de la proposition 1.1 est renvoyée à la fin de cette section. Avant
cela nous rappelons, de manière assez détaillée et relativement « self-contained »,
la théorie (algébrique) des foncteurs Fix. C’est en fait un sous-produit de celle des
foncteurs T pour laquelle nous renvoyons à [31]. La présentation que nous en donnons
ci-après est légèrement différente de celle de [33], [34] et [31, Chap. 4] (pour le cas
W = V ) ; le lecteur est invité à la comparer à [16, §2].

On commence par quelques observations très simples concernant le produit fibré
V ×
V/W

V de deux copies de V au-dessus de V/W (en clair, le sous-groupe de V × V

constitué des couples (z, t) avec z ≡ t mod W ) ; on observe que l’homomorphisme
canonique de A-algèbres instables

H∗V ⊗
H∗V/W

H∗V → H∗(V ×
V/W

V )
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est un isomorphisme. On observe également que l’homomorphisme de groupes
ι : W ⊕ V → V ×

V/W
V, (x, y) 7→ (x+ y, y) est un isomorphisme. On a donc un iso-

morphisme canonique de A-algèbres instables

H∗V ⊗
H∗V/W

H∗V ∼= H∗W ⊗H∗V.

Scholie 1.3. – Soient φ : H∗V → H∗W ⊗ H∗V l’homomorphisme de A-al-
gèbres instables induit par l’application linéaire W ⊕ V → V, (x, y) 7→ x+ y et
N un H∗V-A-module instable, alors on a un isomorphisme canonique de H∗V-A-mo-
dules instables, naturel en N ,

H∗V ⊗H∗V/W N ∼= H∗W ⊗N,

H∗W ⊗N étant un H∗V-module via φ.

Démonstration. – Soient α et β les deux homomorphismes V ×
V/W

V → V respec-

tivement induits par la première et seconde projection. On constate que l’on a des
isomorphismes canoniques de H∗V-A-modules instables

H∗V ⊗H∗V/W N ∼= (H∗V ⊗H∗V/W H∗V )⊗H∗V N,

H∗V ⊗H∗V/W H∗V étant un H∗V-module à gauche via α∗ et un H∗V-module à droite
via β∗. On a donc d’après ce qui précède

H∗V ⊗H∗V/W N ∼= (H∗W ⊗H∗V )⊗H∗V N,

H∗W ⊗ H∗V étant un H∗V-module à gauche via (α ◦ ι)∗, c’est-à-dire
l’homomorphisme de A-algèbres instables induit par l’application linéaire
W ⊕ V → V, (x, y) 7→ x+ y, et un H∗V-module à droite via (β ◦ ι)∗, c’est-à-dire
l’homomorphisme de A-algèbres instables induit par la projection W ⊕ V → V .

On rappelle que l’on note TW : U → U l’adjoint à gauche du foncteur U → U ,
N 7→ H∗W ⊗N (TW est « canonisé » dans [31], d’où l’article défini). SoitM un A-mo-
dule instable ; comme TW « préserve les produits tensoriels », TWM est naturellement
un TWH∗V-A-module instable. Le scholie ci-dessus entraîne :

Proposition 1.4. – Soient M et N deux H∗V-A-modules instables. On a un isomor-
phisme, naturel en M et N ,

HomV- U (M,H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= HomV- U (H∗V ⊗TW H∗V TWM,N),

H∗V étant dans le membre de droite un TWH∗V-module via l’homomorphisme de A-al-
gèbres instables φ̃ : TWH∗V → H∗V adjoint de φ. En d’autres termes le fonc-
teur V- U → V- U ,M 7→ H∗V ⊗TW H∗V TWM est un adjoint à gauche du foncteur
V- U → V- U , N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N .
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Démonstration. – On a

HomV- U (M,H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= HomV- U (M,H∗W ⊗N)

d’après 1.3. Or l’inclusion HomV- U (M,H∗W ⊗N) ⊂ HomU (M,H∗W ⊗N) s’identifie
par adjonction à l’inclusion

HomV- U (H∗V ⊗TW H∗V TWM,N) ⊂ HomU (TWM,N).

On s’en convainc grâce à [33, proposition 1.3.1] : faire K = L = H∗V , E = W et
prendre pour φ : K → H∗E ⊗ L l’homomorphisme de A-algèbres instables que l’on a
intentionnellement noté φ dans 1.3.

L’endofoncteur de la catégorie V- U

M 7→ H∗V ⊗TW H∗V TWM

(H∗V étant un TWH∗V-module via l’adjoint de φ), qui apparaît dans la proposi-
tion 1.4, jouera un rôle important dans ce mémoire ; pour alléger nous le noterons
EFix(V,W ). Cette notation entend suggérer le lien avec le foncteur Fix(V,W ) que nous
précisons ci-après ([34, proposition 3.1]). (Dans [16], EFix(V,W )M est noté TWi∗M ,
i∗ : H∗V → H∗W désignant l’homomorphisme de A-algèbres instables induit par
l’inclusion i de W dans V .)

Proposition-Définition 1.5. – Soit M un H∗V-A-module instable ; on a un iso-
morphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en M

EFix(V,W )M ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M.

En d’autres termes on a un isomorphisme naturel, entre endofoncteurs de V- U ,

EFix(V,W )
∼= e(V,W ) ◦ Fix(V,W ),

e(V,W ) : V/W-U → V- U désignant le foncteur N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N .

Démonstration. – Soit E(V,W ) : V- U → V- U le foncteur N 7→ H∗V ⊗H∗V/WN ; la pro-
position 1.4 dit que EFix(V,W ) est adjoint à gauche de E(V,W ). On a un isomorphisme
naturel, entre endofoncteurs de V- U ,

E(V,W )
∼= e(V,W ) ◦ O(V,W ),

O(V,W ) : V- U → V/W - U désignant le foncteur oubli évident. Comme les fonc-
teurs Fix(V,W ) : V- U → V/W - U et e(V,W ) : V/W-U → V- U sont respectivement
adjoints à gauche des foncteurs e(V,W ) et O(V,W ), on a un isomorphisme naturel
EFix(V,W )

∼= e(V,W ) ◦ Fix(V,W ) (spécialisation de [37, Chap. IV, §8, Theorem 1], noter
l’ordre des facteurs dans la composition ci-dessus !).

Remarque 1.6. – Pour W = V l’isomorphisme naturel de 1.5 est celui de la propo-
sition 4.5 de [31]. La démonstration que nous en donnons ci-dessus est plus directe
que celle de [31] qui imite la démonstration de la proposition « topologique » 4.2 de
cette référence.
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Nous dégageons incidemment une variante de la proposition 1.1 dont la démonstra-
tion sera évoquée à la fin de cette section. Soient X un V-espace et W un sous-groupe
de V . On note aW : W ⊕ V → V l’homomorphisme de groupes (x, y) 7→ x + y ;
on fait agir W ⊕ V sur X via aW . On note δW,X : H∗VX → H∗V ⊗H∗V/W H∗VX

W

l’homomorphisme composé

H∗VX → H∗W⊕VX → H∗W⊕VX
W ∼= H∗W ⊗H∗VX

W ∼= H∗V ⊗H∗V/W H∗VX
W ,

la flèche de gauche étant induite par aW et celle de droite par l’inclusion de XW

dans X ; δW,X est un morphisme dans la catégorie V- U . On note

E νX : EFix(V,W )H
∗
VX → H∗VX

W

l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables adjoint de δW,X .

Proposition 1.7. – Si X est un V-CW-complexe fini alors l’homomorphisme

E νX : EFix(V,W )H
∗
VX → H∗VX

W

est un isomorphisme.

Les formules de 1.5 « s’inversent » aisément :

Proposition 1.8. – Soit s : V/W → V une section linéaire de q : V → V/W . On
considère H∗V/W comme un (H∗V/W,H∗V )-bimodule, la structure de H∗V/W-mo-
dule à gauche étant la structure évidente et la structure de H∗V-module à droite étant
induite par l’homomorphisme (surjectif) de A-algèbres instables s∗ : H∗V → H∗V/W .
Soit M un H∗V-A-module instable ; on a un isomorphisme de H∗V/W-A-modules in-
stables, naturel en M :

Fix(V,W )M ∼= H∗V/W ⊗H∗V EFix(V,W )M.

Commentaire 1.9. – Il n’est pas difficile de se convaincre a priori de l’existence d’un
adjoint à gauche pour le foncteur e(V,W ) (existence que nous avons implicitement
admise dans notre exposition). En fait, les propriétés d’adjonction des foncteurs T

impliquent cette existence. Précisons un peu. Soit es : V/W-U → V- U le foncteur
défini via s∗. On fait les deux observations suivantes :

(O1) L’endofoncteur O(V,W ) ◦ es : V/W-U → V/W-U est l’identité.
(O2) Soit fs : V- U → V/W-U ,M 7→ H∗V/W ⊗H∗V M , le foncteur défini grâce à la

structure de bimodule sur H∗V/W considérée en 1.8 ; fs est adjoint à gauche de es.
On a e(V,W ) = e(V,W ) ◦ O(V,W ) ◦ es d’après (O1). Le foncteur e(V,W ) admet

donc comme adjoint à gauche le composé fs ◦ EFix(V,W ), d’après l’observation (O2)

et la proposition 1.4. On retrouve ainsi l’énoncé 1.8. On vérifie que le foncteur
fs ◦ EFix(V,W ) s’identifie au foncteur FixW,s(V/W ) de [33, 1.3.4](1) via l’isomorphisme
évident H∗V/W ∼= H∗s(V/W ).

(1) Signalons incidemment une coquille dans la dernière formule de la page 14 de cette référence :
Fix′V doit être remplacé par FixV ′ .
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Commentaire 1.10. – L’expression que donne la proposition 1.8 pour le foncteur
Fix(V,W ) dépend du choix de s. Cela peut paraître inesthétique, mais ce n’est pas
surprenant car un foncteur adjoint est défini à isomorphisme fonctoriel (canonique)
près. Expliquons le phénomène dans le cas qui nous occupe. Notons H∗V/W -s le
(H∗V/W,H∗V )-bimodule introduit en 1.8 ; soient s0 et s1 deux sections linéaires de q,
alors les deux bimodules H∗V/W -s0 et H∗V/W -s1 (avec toutes leurs structures) sont
canoniquement isomorphes.

On fait maintenant la liste des propriétés des foncteurs Fix (et EFix) immé-
diatement impliquées par celles des foncteurs T.

Proposition 1.11. – Le foncteur EFix(V,W ) est exact.

Démonstration. – Cette exactitude résulte de celle du foncteur TW et du fait
que H∗V est un TWH∗V-module plat via φ̃.

Proposition 1.12. – Le foncteur Fix(V,W ) est exact.

Démonstration. – Compte tenu de la proposition 1.5, cette exactitude résulte de celle
du foncteur EFix(V,W ) et du fait que H∗V est un H∗V/W-module fidèlement plat.

Proposition 1.13. – Soient M1 et M2 deux H∗V-A-modules instables. On a un
isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en M1 et M2 :

EFix(V,W )(M1 ⊗H∗V M2) ∼= EFix(V,W )(M1)⊗H∗V EFix(V,W )(M2).

Démonstration. – Résulte du fait que le foncteur TW préserve les produits tensoriels.

Compte tenu de 1.8 (ou 1.5), la proposition 1.13 fournit aisément l’énoncé suivant
(qui généralise le théorème 4.6.2.1 de [31]) :

Corollaire 1.14. – Soient M1 et M2 deux H∗V-A-modules instables. On a un iso-
morphisme de H∗V/W-A-modules instables, naturel en M1 et M2 :

Fix(V,W )(M1 ⊗H∗V M2) ∼= Fix(V,W )(M1)⊗H∗V/W Fix(V,W )(M2).

Le slogan pour la proposition 1.13 (resp. le corollaire 1.14) est que les foncteurs
EFix (resp. Fix) « préservent les produits tensoriels ». Voici quelques conséquences
de cette préservation.

Soit S un A-module instable ; les deux énoncés qui suivent font intervenir le foncteur
de V- U → V- U ,M 7→ S ⊗M . On observera que pour S = ΣFℓ ce foncteur est le
foncteur suspension.
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Corollaire 1.15. – Soit S un A-module instable.
(a) On a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en le H∗V-A-mo-

dule instable M (et en le A-module instable S) :

EFix(V,W )(S ⊗M) ∼= TWS ⊗ EFix(V,W )M.

(b) Si S est fini, alors on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel
en le H∗V-A-module instable M (et en le A-module instable fini S) :

EFix(V,W )(S ⊗M) ∼= S ⊗ EFix(V,W )M.

Démonstration. – Le point (b) est conséquence du point (a) car si S est fini alors on
a un isomorphisme (canonique) de A-modules instables TWS ∼= S. Pour démontrer le
point (a) on observe que l’on a S⊗M ∼= (S⊗H∗V )⊗H∗V M , on vérifie l’isomorphisme
EFix(V,W )(S ⊗H∗V ) ∼= TWS ⊗H∗V et on invoque la proposition 1.13.

Corollaire 1.16. – Soit S un A-module instable.
(a) On a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en le H∗V-A-mo-

dule instable M (et en le A-module instable S) :

Fix(V,W )(S ⊗M) ∼= TWS ⊗ Fix(V,W )M.

(b) Si S est fini, alors on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel
en le H∗V-A-module instable M (et en le A-module instable fini S) :

Fix(V,W )(S ⊗M) ∼= S ⊗ Fix(V,W )M.

Proposition-Définition 1.17. – Soient V un ℓ-groupe abélien élémentaire, W ⊂ V
un sous-groupe, M1 et M2 deux H∗V-A-modules instables et p un entier naturel.

(a) La structure de H∗V-module gradué de TorH
∗V

p (M1,M2) peut être naturellement
enrichie en une structure de H∗V-A-module instable. Le H∗V-A-module instable ainsi
obtenu sera toujours noté TorH

∗V
p (M1,M2).

(b) On a un isomorphisme de H∗V/W-A-modules instables

Fix(V,W ) TorH
∗V

p (M1,M2) ∼= TorH
∗V/W

p (Fix(V,W )M1,Fix(V,W )M2),

naturel en M1 et M2.

Démonstration. – Rappelons pour commencer la théorie des projectifs de la catégorie
abélienne V- U . Cette théorie est banale :

– Le foncteur M 7→ Mk, k ∈ N, défini sur la catégorie V- U et à valeurs dans la
catégorie des Fℓ-espaces vectoriels, est représentable :

Mk ∼= HomV- U (H∗V ⊗ F(k),M),

F(k) désignant le A-module instable librement engendré par un élément de degré k ;
H∗V ⊗ F(k) est donc « tautologiquement » un projectif de V- U (compte tenu de sa
définition, on dit aussi qu’il est libre).

– Tout objet de V- U est fonctoriellement quotient d’une somme directe de ces
projectifs tautologiques. En particulier V- U a assez de projectifs.

– Tout projectif de V- U est isomorphe à une telle somme directe.
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Après ce préalable, passons à la démonstration.
Soit Mi ← Pi,•, i = 1, 2, une résolution projective de Mi dans la catégorie V- U ;

on considère le H∗V-A-module instable

Θp := Hp Tot (P1,• ⊗H∗V P2,•)

(la notation Tot désigne le totalisé d’un bicomplexe). Les arguments habituels
montrent que Θp « est indépendant » du choix des résolutions et que l’on a des
isomorphismes canoniques

Θp
∼= Hp (P1,• ⊗H∗V M2) et Θp

∼= Hp (M1 ⊗H∗V P2,•).

On fait les deux observations suivantes :
– Le H∗V-module sous-jacent à un projectif de V- U est libre.
– Le foncteur Fix(V,W ) : V- U → V/W-U transforme projectif en projectif. Ceci

résulte formellement du fait que Fix(V,W ) est adjoint à gauche d’un foncteur exact.
La première observation montre que Mi ← Pi,• est une résolution libre du H∗V-mo-

dule sous-jacent à Mi et conduit au point (a) : le H∗V-module sous-jacent à Θp est
bien TorH

∗V
p (M1,M2). La seconde observation et l’exactitude de Fix(V,W ) montrent

que Fix(V,W )Mi ← Fix(V,W )Pi,• est une résolution projective dans la catégorie V/W-U
et l’on obtient le point (b) en invoquant le fait que Fix(V,W ) « préserve les produits
tensoriels » (corollaire 1.14) et le point (a).

Remarque 1.18. – Soit gtensM1
: V- U → V- U (resp. dtensM2

: V- U → V- U) le
foncteur M 7→ M1 ⊗H∗V M (resp. M 7→ M ⊗H∗V M2) ; gtensM1

(resp. dtensM2
) est

exact à droite et l’on a

TorH
∗V

p (M1,M2) = (Lp gtensM1
)(M2) = (Lp dtensM2)(M1) = Θp.

Voici une spécialisation du point (b) de la proposition précédente que nous utilise-
rons dans les sections 4 et 5.

Corollaire 1.19. – Soient M un H∗V-A-module instable et p un entier naturel ; on
a un isomorphisme de H∗V/W-A-modules instables

Fix(V,W ) TorH
∗V

p (H∗W,M) ∼= TorH
∗V/W

p (Fℓ,Fix(V,W )M),

naturel en M .

Démonstration. – On a Fix(V,W )H
∗W ∼= Fℓ (pour s’en convaincre on peut voir H∗W

comme le produit tensoriel H∗V ⊗H∗V/W Fℓ et invoquer 1.26).

On clôt la liste déroulée ci-dessus par la proposition-définition 1.20 ci-après ;
cette proposition traite de la « fonctorialité en W » des H∗V-A-modules instables
EFix(V,W )M , sa démonstration est laissée au lecteur.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THÉORIE DES FONCTEURS Fix 9

Proposition-Définition 1.20. – Soient W0 et W1 deux sous-groupes de V

avec W0 ⊂ W1. La transformation naturelle TW0
→ TW1

induit une transformation
naturelle

ρ (W0,W1) : EFix(V,W0) → EFix(V,W1).

Soient W0, W1 et W2 trois sous-groupes de V avec W0 ⊂W1 ⊂W2 ; on a :

ρ (W0,W2) = ρ (W1,W2) ◦ ρ (W0,W1).

Soit W un sous-groupe de V ; la transformation naturelle ρ(0,W ) s’identifie à une
transformation naturelle id→ EFix(V,W ) qui sera aussi notée ρ(V,W ).

Remarque 1.21. – D’après 1.4, les endofoncteurs EFix(V,W0) et EFix(V,W1) sont
respectivement adjoints à gauche des endofoncteurs E(V,W0) et E(V,W1) (on rappelle
que E(V,W ) est le foncteur V- U → V- U , N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N). On vérifie que la
transformation naturelle ρ (W0,W1) correspond par adjonction à la transformation
naturelle σ (W1,W0) : E(V,W1) → E(V,W0) telle que σ (W1,W0)N est l’épimorphisme
canonique H∗V ⊗H∗V/W1

N → H∗V ⊗H∗V/W0
N (spécialisation de [37, Chap. IV, §7,

Theorem 2]).

Remarque 1.22. – Soient W0, W1 deux sous-groupes de V avec W0 ⊂ W1 et X
un V-CW-complexe fini. On vérifie que le diagramme

EFix(V,W0)H
∗
VX

E νW0,X−−−−−→∼=
H∗VX

W0

ρ (W0,W1)

y y
EFix(V,W1)H

∗
VX

E νW1,X−−−−−→∼=
H∗VX

W1

est commutatif (pour des raisons évidentes on a précisé ci-dessus la notation E νX de
1.7 en E νW,X).

Remarque 1.23. – L’homomorphisme de restriction H∗VX
W0 → H∗VX

W1 qui appa-
raît dans la remarque précédente peut s’écrire H∗V ⊗H∗V/W0

r, r désignant l’homomor-
phisme de restriction H∗V/W0

XW0 → H∗V/W0
XW1 . La version « purement algébrique »

de cette observation est la suivante :
Soit M un H∗V-A-module instable. On considère l’homomorphisme de H∗V-A-mo-

dules instables

ρ(W0,W1)M : EFix(V,W0)M −→ EFix(V,W1)M

et l’homomorphisme de H∗V/W0-A-modules instables

ρ(V/W0,W1/W0)Fix(V,W0)M
: Fix(V,W0)M −→ EFix(V/W0,W1/W0) Fix(V,W0)M

(la notation ρ(−,−) est introduite à la toute fin de 1.20) ; on a l’identification

ρ(W0,W1)M = H∗V ⊗H∗V/W0
ρ(V/W0,W1/W0)Fix(V,W0)M

.
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On s’en convainc en contemplant les identités :

E(V,W1) = e(V,W0) ◦ E(V/W0,W1/W0) ◦ O(V,W0), E(V,W0) = e(V,W0) ◦ id ◦ O(V,W0)

(id désigne ici le foncteur identique de la catégorie V/W0- U) et en observant que
la transformation naturelle σ (W1,W0) : E(V,W1) → E(V,W0) de 1.21 est induite
par σ (W1/W0, 0) : E(V/W0,W1/W0) → E(V/W0 , 0) = id.

Compte tenu de 1.5 la transformation naturelle ρ(V,W ) : id→ EFix(V,W ) s’identifie
à une transformation naturelle id→ e(V,W ) ◦ Fix(V,W ) ; on constate sans surprise que
l’on a l’énoncé suivant :

Proposition 1.24. – Soit κ(V,W ) : EFix(V,W ) → e(V,W ) ◦ Fix(V,W ) l’isomorphisme
naturel de 1.5, alors la transformation naturelle composée

id
ρ(V,W )−−−−→ EFix(V,W )

κ(V,W )−−−−→ e(V,W ) ◦ Fix(V,W )

est l’unité de l’adjonction du couple de foncteurs adjoints (Fix(V,W ), e(V,W )).

Démonstration. – Elle fait intervenir les unités des adjonctions, pour les paires de
foncteurs adjoints (Fix(V,W ), e(V,W )) et (EFix(V,W ), e(V,W ) ◦ O(V,W )) et la co-unité de
l’adjonction de la paire de foncteurs adjoints (e(V,W ),O(V,W )). Les détails (fastidieux)
sont laissés au lecteur.

On en vient maintenant à des propriétés plus techniques des foncteurs Fix (1.25,
1.26 et 1.27) qui auront un rôle à jouer dans notre mémoire.

Compte tenu de 1.1, 1.5 et 1.8, les énoncés 1.25, 1.26 et 1.27 ci-après constituent
le pendant algébrique de la simple observation suivante :

Soit X un V/U -CW-complexe fini tel que l’action de V/U sur X est libre. Si l’on
considère X comme un V-CW-complexe (fini) alors on a

XW =

{
X pour W ⊂ U ,
∅ pour W ̸⊂ U .

Proposition 1.25. – Soient V un ℓ-groupe abélien élémentaire et W , U des sous-
groupes ; soit N un H∗V/U -A-module instable fini.

(a) Si l’on a W ⊂ U alors l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables

ρ(V,W )H∗V⊗H∗V/UN
: H∗V ⊗H∗V/U N → EFix(V,W )(H

∗V ⊗H∗V/U N)

(introduit en 1.20) est un isomorphisme.

(b) Si l’on a W ̸⊂ U alors EFix(V,W )(H
∗V ⊗H∗V/U N) est nul.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 1. RAPPELS SUR LA THÉORIE DES FONCTEURS Fix 11

Démonstration. – Il faut montrer en particulier que l’on a

(∗) H∗V ⊗TW H∗V TW (H∗V ⊗H∗V/U N) ∼=

{
H∗V ⊗H∗V/U N pour W ⊂ U ,
0 pour W ̸⊂ U ,

H∗V étant ci-dessus un TWH∗V-module à droite via φ̃ ou ce qui revient au même via
l’homomorphisme composé

TWH∗V ∼= (H∗V )Hom(W,V ) πi−−−−→ H∗V,

πi désignant la projection sur la composante indexée par l’inclusion i de W dans V .
Comme TW « commute aux produits tensoriels », on dispose d’un isomorphisme (na-
turel en N) de TWH∗V-A-modules instables

TW (H∗V ⊗H∗V/U N) ∼= TWH∗V ⊗TW H∗V/U TWN.

Si N est fini alors on a TWN ∼= N , ce que l’on peut préciser ainsi : l’homorphisme
canonique T0N → TWN induit par l’inclusion de 0 dans W est un isomorphisme. Il
en résulte

TW (H∗V ⊗H∗V/U N) ∼= TWH∗V ⊗TW H∗V/U N,

N étant TW H∗V/U -module à gauche via l’homomorphisme composé

TW H∗V/U ∼= (H∗V/U)Hom(W,V/U) π0−−−−→ H∗V/U,

π0 désignant la projection sur la composante indexée par l’homorphisme nul de W
dans V/U . On note κ : W → V/U l’homorphisme composé qU ◦ i, qU désignant la
surjection canonique V → V/U ; on obtient au bout du compte un isomorphisme
(naturel en N) de H∗V-A-modules instables

H∗V ⊗TW H∗V TW (H∗V ⊗H∗V/U N) ∼= H∗V ⊗H∗V/U K ⊗H∗V/U N

avec

K := H∗V/U ⊗(H∗V/U)Hom(W,V/U) H∗V/U,

H∗V/U étant à gauche un (H∗V/U)Hom(W,V/U)-module à droite via πκ (la projection
sur la composante indexée par κ) et H∗V/U étant à droite un (H∗V/U)Hom(W,V/U)-mo-
dule à gauche via π0. On constate que l’on a

K ∼=

{
H∗V/U pour κ = 0,
0 pour κ ̸= 0,

ce qui conduit bien à (∗).

Pour achever la démonstration, il reste à vérifier que dans le cas W ⊂ U l’inverse
de l’isomorphisme (*) coïncide avec la transformation naturelle ρ(V,W ) introduite en
1.20, ou encore que le composé de ρ(V,W ) et de l’isomorphisme (*) est l’identité. Cette
dernière vérification est immédiate.
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Corollaire 1.26. – Soient V un ℓ-groupe abélien élémentaire et W , U des sous-
groupes ; soit N un H∗V/U -A-module instable. Si N est fini, alors on a un isomor-
phisme de H∗V/W-A-modules instables, naturel en N

Fix(V,W )(H
∗V ⊗H∗V/U N) ∼=

{
H∗V/W ⊗H∗V/U N pour W ⊂ U ,
0 pour W ̸⊂ U .

Démonstration. – Conséquence de 1.8 et 1.25.

Compte tenu de 1.24, la proposition 1.25 peut être reformulée ainsi :

Proposition 1.27. – Soient V un ℓ-groupe abélien élémentaire et W , U des sous-
groupes ; soit N un H∗V/U -A-module instable fini. Alors l’unité d’adjonction

H∗V ⊗H∗V/U N
η(V,W )−−−−→ H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )(H

∗V ⊗H∗V/U N)

est un isomorphisme si l’on a W ⊂ U et est nulle si l’on a W ̸⊂ U .

Démonstration de la proposition 1.1. – Elle est analogue à celle que l’on trouve dans
[31, paragraphe 4.7]. On la divise en trois étapes.

1) On étend la transformation naturelle νX en une transformation naturelle entre
foncteurs définis sur la catégorie des paires de V-espaces

ν(X,Y ) : Fix(V,W )H
∗
V (X,Y )→ H∗V/W (XW , YW ).

On observe que l’énoncé suivant est vérifié :

Proposition 1.28. – Soit (X,Y ) une paire de V-espaces, alors le diagramme d’ho-
momorphismes de H∗V/W-A-modules instables

Fix(V,W )H
∗
V (X,Y )

Fix(V,W ) ∂−−−−−−−→ Σ Fix(V,W )H
∗
V Y

ν(X,Y )

y Σ νY

y
H∗V/W (XW , YW )

∂−−−−→ Σ H∗V/WY
W

est commutatif.
(Au-dessus de la flèche horizontale du haut ∂ désigne le connectant, en cohomologie

V-équivariante de la paire (X,Y ), au-dessus de la flèche horizontale du bas ∂ désigne
le connectant, en cohomologie V/W-équivariante de la paire (XW , YW ).)

On en déduit que si νY et ν(X,Y ) sont des isomorphisme alors il en est de même
pour νX .

2) On vérifie que ν(X,Y ) est un isomorphisme pour (X,Y ) = (Dm,Sm−1) × V/U
avec m un entier naturel et U un sous-groupe de V . Compte tenu du point (b) de
1.16 (avec S = ΣmFℓ), il suffit d’effectuer cette vérification pour m = 0, c’est-à-dire
de se convaincre que νX est un isomorphisme pour X = V/U .
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On pose donc X = V/U . On a H∗VX
∼= H∗V ⊗H∗V/U H∗V/UX

∼= H∗V ⊗H∗V/U Fℓ, si
bien que l’on peut appliquer 1.26 ; on obtient :

Fix(V,W )H
∗
VX

∼=

{
H∗V/WX pour W ⊂ U ,
0 pour W ̸⊂ U .

Dans les deux cas le second membre est égal à H∗V/WX
W , en effet :

XW =

{
X pour W ⊂ U ,
∅ pour W ̸⊂ U .

Dans le cas W ̸⊂ U il n’y a plus rien à démontrer ; passons au cas W ⊂ U . Par
« abstract nonsense » (même argument que pour 1.2), le diagramme

H∗VX
η(V,W )−−−−→ H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )H

∗
VXy yH∗V⊗H∗V/W νX

H∗VX
W ←−−−− H∗V ⊗H∗V/W H∗V/WX

W

est commutatif. Il est clair que la flèche verticale de gauche et la flèche horizontale du
bas sont des isomorphismes ; l’unité d’adjonction η(V,W ) est un isomorphisme d’après
1.27. Il en résulte que H∗V ⊗H∗V/W νX est un isomorphisme et donc que νX en est
un aussi puisque H∗V est un H∗V/W -module fidèlement plat.

3) Soit maintenant X un V-CW-complexe fini arbitraire. Soit SkmX son m-ième
squelette ; on montre que νSkmX est un isomorphisme par récurrence sur l’entier m
grâce à la deuxième étape. Comme l’on a par hypothèse X = SkmX pour m assez
grand la démonstration de la proposition 1.1 est achevée.

Corollaire 1.29. – Si (X,Y ) est une paire de V-CW-complexes finis alors ν(X,Y ) est
un isomorphisme.

Démonstration de la proposition 1.7. – On étend la transformation naturelle EνX en
une transformation naturelle entre foncteurs définis sur la catégorie des paires de V-es-
paces

Eν(X,Y ) : EFix(V,W )H
∗
V (X,Y )→ H∗V (XW , YW )

et on procède mutatis mutandis comme précédemment. On obtient du même coup
l’énoncé suivant :

Corollaire 1.30. – Si (X,Y ) est une paire de V-CW-complexes finis alors
Eν(X,Y ) est un isomorphisme.
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CHAPITRE 2

RAPPELS SUR LES INJECTIFS DES CATÉGORIES V- U ET Vtf- U

Comme dans la section précedente, ℓ est un nombre premier arbitraire, V est
un ℓ-groupe abélien élémentaire, H∗V est la cohomologie modulo ℓ de V et A est
l’algèbre de Steenrod modulo ℓ. Rappelons que les notations V- U et Vtf - U désignent
respectivement la catégorie des H∗V-A-modules instables et sa sous-catégorie pleine
dont les objets sont les H∗V-A-modules instables qui sont de type fini comme H∗V-mo-
dule. Cette dernière hypothèse intervient très souvent dans ce mémoire, aussi nous
abrégerons souvent « H∗V-A-module instable de type fini comme H∗V-module » en
« H∗Vtf -A-module instable ». Les catégories V- U et Vtf - U sont toutes deux des ca-
tégories abéliennes qui ont assez d’injectifs. C’est formel dans le cas de V- U (voir
ci-dessous) ; cela l’est moins dans le cas de Vtf - U (pour une généralisation voir [23,
Theorem 0.1]). La référence principale pour cette section est [33].

On commence par exhiber quelques injectifs de ces catégories.
1) On note JV (k), k ∈ N, le H∗V-A-module instable caractérisé, à isomorphisme

près, par l’isomorphisme fonctoriel en le H∗V-A-module instable M :

HomV- U (M, JV (k)) ∼= HomFℓ
(Mk,Fℓ)

(Mk désigne ci-dessus le Fℓ-espace vectoriel constitué des éléments de degré k

de M). Il est clair que JV (k) est un injectif de V- U . On constate qu’il est fini
et donc a fortiori de type fini comme H∗V-module. L’homomorphisme canonique
M →

∏
k∈N

∏
u∈HkM

JV (k) est par construction injectif ; il en résulte que la catégo-
rie V- U a assez d’injectifs.

2) Soient W un sous-groupe de V et k ≥ 0 un entier. L’isomorphisme,

HomV- U (M,H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k)) ∼= HomV/W-U (Fix(V,W )M, JV/W (k))

et l’exactitude du foncteur Fix(V,W ) montrent que H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k) est un injectif
de V- U . On constate à nouveau qu’il est de type fini comme H∗V-module.

Ce qui précède se généralise ; l’exactitude du foncteur Fix(V,W ) est équivalente à
l’énoncé suivant :

Proposition 2.1. – Si I est un V/W-U-injectif alors H∗V ⊗H∗V/W I est un V- U-in-
jectif.
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3) Soient E un ℓ-groupe abélien élémentaire et I un injectif de V- U . On montre
que H∗E⊗ I est un injectif de V- U (comme dans les énoncés 1.15 et 1.16, la structure
de H∗V-A-module instable de H∗E ⊗ I provient « exclusivement » de celle de I).
Evidemment, si L est un facteur direct, comme A-module (instable), de H∗E, alors
L ⊗ I est encore un injectif de V- U ; L ⊗ I est de type fini comme H∗V-module si
et seulement si L est isomorphe à (Fℓ)m avec m ∈ N et si I est de type fini comme
H∗V-module.

On énonce maintenant le théorème de classification des H∗V-A-modules instables
injectifs [33, théorème 0.12]. Cet énoncé nécessite l’introduction de deux notations :

–L désigne un système de représentants pour les classes de U-isomorphismes des
facteurs directs indécomposables de H∗(Z/ℓZ)d, d parcourant N (chacune de ces
classes est donc représentée dans L une et une seule fois) ;

–W désigne l’ensemble des sous-groupes de V .

Théorème 2.2. – Soit I un V- U-injectif. Alors il existe une unique famille de car-
dinaux (aL,W,k)(L,W,k)∈L×W×N telle que I est isomorphe à la somme directe⊕

(L,W,k)∈L×W×N

(L⊗ (H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k)))
⊕ aL,W,k .

(Réciproquement tout H∗V-A-module instable de cette forme est un V- U-injectif.)

On montre dans [33] que le théorème ci-dessus a pour sous-produit l’énoncé suivant
(voir [33, théorème 0.13]) :

Théorème 2.3. – Soient M un H∗V-A-module instable et i : M → E une enve-
loppe injective de M dans la catégorie V- U . Si M est de type fini comme H∗V-mo-
dule alors E est isomorphe à une somme directe finie de V- U-injectifs de la forme
H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k). En particulier E est aussi de type fini comme H∗V-module.

En observant qu’un V- U-injectif qui est de type fini comme H∗V-module est
un Vtf - U-injectif (Vtf - U-injectif est une abréviation pour injectif de la catégo-
rie Vtf - U), on peut dédoubler (voire détripler) le théorème 2.3 :

Théorème 2.4. – La catégorie Vtf- U a assez d’injectifs.

Théorème 2.5. – Soit I un Vtf- U-injectif. Alors il existe une unique application
a : W × N → N, à support fini, en clair avec a(W,k) = 0 en dehors d’un sous-
ensemble fini de W × N, telle que I est isomorphe à la somme directe⊕

(W,k)∈W×N

(H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k))
a(W,k)

.

(Réciproquement tout H∗V-A-module instable de cette forme est un Vtf- U-injectif.)

Démonstration. – La partie « unicité » est conséquence de celle de 2.2.
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Scholie 2.6. – Un Vtf- U-injectif est aussi un V- U-injectif. Soient M un objet
de Vtf- U et i : M → E un morphisme de V- U alors les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) i est une enveloppe injective dans la catégorie V- U ;
(ii) i est une enveloppe injective dans la catégorie Vtf- U .

Proposition-Définition 2.7. – L’application à support fini a : W × N → N qui
apparaît dans 2.5 ne dépend que de la classe d’isomorphisme de I ; on la note aI .
Soient M un objet de Vtf- U et i : M → E une enveloppe injective dans cette catégorie,
alors l’application aE ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M ; on la note aM .
Les conditions M = 0 et aM = 0 sont équivalentes.

Démonstration. – La première partie de la proposition résulte de l’unicité qui figure
dans l’énoncé 2.5, la deuxième de « l’unicité » de l’enveloppe injective, la troisième
est triviale.

Proposition 2.8. – Soit Wun sous-groupe de V .
(a) Soit I un V- U-injectif. Alors EFix(V,W ) I (resp. Fix(V,W ) I) est un V- U-injectif

(resp. V/W-U-injectif).
(b) Soit I un Vtf- U-injectif. Alors EFix(V,W ) I (resp. Fix(V,W ) I) est un Vtf- U-in-

jectif (resp. V/Wtf- U-injectif).

Démonstration. – Pour le (a) utiliser 2.2, 1.15 (resp. 1.16), l’isomorphisme
TWH∗E ∼= (H∗E)Hom(W,E), et 1.25 (resp. 1.26). Pour le (b) utiliser 2.5 et 1.25
(resp. 1.26).

Comme la catégorie Vtf - U a assez d’injectifs et que les algèbres H∗V et H∗V/W sont
noethériennes, le point (b) de 2.8 implique l’énoncé suivant (pour une preuve alter-
native dans le cas de FixV = Fix(V,V ) voir [33, lemme 2.4.2], pour une vaste généra-
lisation, avec une approche très différente, voir [16, Theorem 1.4]) :

Proposition 2.9. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si M est de type fini comme
H∗V-module alors EFix(V,W )M (resp. Fix(V,W )M) est de type fini comme H∗V-module
(resp. H∗V/W-module).

Dans le cas particulier W = V on obtient (voir à nouveau [33, lemme 2.4.2]) :

Corollaire 2.10. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si M est de type fini comme
H∗V-module alors le A-module instable FixVM est fini.

La proposition 2.9 montre que le foncteur EFix(V,W ) : V- U → V- U (resp. Fix(V,W ) :

V- U → V/W-U) induit un foncteur EFix(V,W ) : Vtf - U → Vtf - U (resp. Fix(V,W ) :

Vtf - U → V/Wtf - U). Compte tenu de 1.7, le point (b) de la proposition-définition
ci-après est le pendant algébrique de l’énoncé trivial suivant : soient X un V-CW-com-
plexe fini et W1, W2 deux sous-groupes de V , on a (XW2)

W1 = XW1+W2 .
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Proposition-Définition 2.11. – Soient W1 et W2 deux sous-groupes de V .
(a) L’isomorphisme fonctoriel TW1

◦ TW2
∼= TW1⊕W2

et le morphisme fonctoriel
TW1⊕W2

→ TW1+W2
induisent un morphisme fonctoriel

µ : EFix(V,W1) ◦ EFix(V,W2) → EFix(V,W1+W2)

tel que µM est un épimorphisme pour tout H∗V-A-module instable.
(b) Si M est un H∗Vtf-A-module instable alors µM est un isomorphisme ; en

d’autres termes µ induit isomorphisme fonctoriel

EFix(V,W1) ◦ EFix(V,W2)
∼= EFix(V,W1+W2)

entre endofoncteurs de Vtf- U .

On montre l’existence d’un morphisme fonctoriel canonique

µ : EFix(V,W1) ◦ EFix(V,W2) → EFix(V,W1+W2)

tel que µM est un épimorphisme pour tout H∗V-A-module instable ; on laisse
au lecteur le soin de vérifier qu’il est bien induit par l’isomorphisme fonctoriel
TW1

◦ TW2
∼= TW1⊕W2

et le morphisme fonctoriel TW1⊕W2
→ TW1+W2].

La proposition 1.4 dit que le foncteur EFix(V,W ) : V- U → V- U est l’ad-
joint à gauche du foncteur E(V,W ) : V- U → V- U , N 7→ H∗V ⊗H∗V/W N .
Le scholie 1.3 dit que l’on a un isomorphisme naturel de H∗V-A-modules in-
stables E(V,W )N ∼= H∗W ⊗ N le membre de gauche étant muni de la structure
de H∗V-module induite par l’homomorphisme W ⊕ V → V, (x, y) 7→ x + y.
Il en résulte que le H∗V-A-module instable (E(V,W2) ◦ E(V,W1))(N) est naturel-
lement isomorphe à H∗(W2 ⊕ W1) ⊗ N , cet A-module instable étant muni de
la structure de H∗V-module induite par l’homomorphisme W2 ⊕ W1 ⊕ V → V,

(x2, x1, y) 7→ x2 + x1 + y. En considérant le monomorphisme évident
H∗(W2 + W1) → H∗(W2 ⊕ W1) on constate au bout du compte que l’on dis-
pose d’un monomorphisme naturel µ̃N : E(V,W1+W2)N ↪→ (E(V,W2) ◦ E(V,W1))(N).
Par adjonction on obtient un épimorphisme naturel

µM : (EFix(V,W1) ◦ EFix(V,W2))(M) ↠ EFix(V,W1+W2)M.

On prend tout d’abord M = H∗V ⊗H∗V/W N avec N un H∗V/W-A-module instable
fini. La proposition 1.25 entraîne que l’on a dans ce cas un (Vtf - U)-isomorphisme
(EFix(V,W1)◦EFix(V,W2))(M) ∼= E(V,W1+W2)M ; µM est nécessairement un (Vtf - U)-iso-
morphisme, en effet, en un degré donné, µM est une surjection entre deux F2-espaces
vectoriels de même dimension finie. Il en résulte compte tenu de 2.5 que µI est un
isomorphisme pour I un (Vtf - U)-injectif. On obtient le cas général en considérant le
début 0→M → I0 → I1 d’une résolution injective de M dans la catégorie Vtf -U .

L’énoncé ci-dessous précise le point (b) de 2.8 [34, proposition 3.3.3] :

Proposition 2.12. – Les deux foncteurs EFix(V,W ) : Vtf- U → Vtf- U et Fix(V,W ) :

Vtf- U → V/Wtf- U préservent les enveloppes injectives.
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Démonstration. – On suit celle de [34](1). Soient M un H∗Vtf -A-module instable et
i : M → E une enveloppe injective de M dans la catégorie Vtf - U .

1) Le cas du foncteur EFix(V,W ). On note ηM la transformation naturelle
M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M = EFix(V,W )M et on identifie i et EFix(V,W )(i)

avec des inclusions M ⊂ E et EFix(V,W )M ⊂ EFix(V,W )E. La proposition 1.27
montre que le H∗V-A-module instable E se décompose naturellement en une somme
directe EFix(V,W )E ⊕ ker ηE et l’on a ker ηM = M ∩ ker ηE . Soit maintenant P un
sous-module de EFix(V,W )E avec P ∩EFix(V,W )M = 0 ; on constate que P s’identifie
avec un sous-module de E vérifiant P ∩M = 0. On a donc P = 0.

2) Le cas du foncteur Fix(V,W ). Soit Q un sous-module de Fix(V,W )E avec
Q ∩ Fix(V,W )M = 0, alors le produit tensoriel H∗V ⊗H∗V/W Q s’identifie à un
sous-module de EFix(V,W )E dont l’intersection avec EFix(V,W )E est triviale, on a
donc H∗V ⊗H∗V/W Q = 0 d’après le 1). Ceci implique Q = 0 puisque H∗V est
un H∗V/W-module fidèlement plat.

Soit M un H∗Vtf -A-module instable ; les propositions 1.25, 1.26 et 2.12 permettent
d’exprimer l’invariant a (définition 2.7) de EFix(V,W )M et Fix(V,W )M en fonction de
celui de M :

Scholie 2.13. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable.
(a) Soient U un sous-groupe de V et k un entier naturel ; on a

aEFix(V,W )M (U, k) =

{
aM (U, k) pour W ⊂ U ,
0 pour W ̸⊂ U .

(b) Soient U un sous-groupe de V/W et k un entier naturel ; on a

aFix(V,W )M (U, k) = aM (q−1(U), k),

q désignant la surjection canonique de V dans V/W .

Le scholie ci-dessus conduit à l’énoncé suivant (qui est implicite dans la démons-
tration de [34, lemme 3.2.3], pour une généralisation voir [23, Corollary 2.13]) :

Proposition 2.14. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) aM (U, k) = 0 pour tout (U, k) avec U ̸= 0 ;
(ii) EFix(V,W )M = 0 pour tout W ̸= 0 ;

(ii-bis) EFix(V,W )M = 0 pour tout W avec dimW = 1 ;
(iii) Fix(V,W )M = 0 pour tout W ̸= 0 ;

(iii-bis) Fix(V,W )M = 0 pour tout W avec dimW = 1 ;
(iv) M est fini.

(1) Signalons incidemment une coquille dans la version publiée de cette démonstration : dans le
diagramme qui y apparaît, les flèches verticales pointent dans la mauvaise direction.
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Démonstration. – D’après 2.13 la condition (i) est équivalente à chacune des
conditions (ii), (ii-bis), (iii) et (iii-bis). Si (i) est satisfaite alors M s’injecte
dans

⊕
k∈N(JV (k))aM (0,k) qui est fini ; on a donc (i)⇒(iv). On montre facilement

qu’un H∗V-A-module instable fini s’injecte dans une somme directe finie de JV (k)

(voir la proposition 2.16 ci-après) ; on en déduit (iv)⇒(i).

Remarque 2.15. – L’implication (iv)⇒(iii) de la proposition 2.14 est en fait très
élémentaire :

Soit M un H∗V-A-module instable fini et N un H∗V/W-A-module instable. On a
HomH∗V (M,H∗V ⊗H∗V/W N) = 0 (homomorphismes dans la catégorie des H∗V-mo-
dules gradués). En effet il est facile de se convaincre que si W est non nul alors tout
sous-H∗V-module fini de H∗V ⊗H∗V/W N est trivial (voir lemme 3.12). On a a fortiori
HomV- U (M,H∗V ⊗H∗V/W N) = 0 et donc Fix(V,W )M = 0.

Compte tenu de 1.5 la même remarque vaut pour l’implication (iv)⇒(ii).

Soit M un H∗V-A-module instable, on note ∥M∥ l’élément de N ∪ {+∞} défini
par ∥M∥ := sup{k;Mk ̸= 0} (on a donc ∥0∥ = 0).

Proposition 2.16. – Soit M un H∗V-A-module instable fini ; M admet une résolu-
tion injective dans la catégorie Vtf- U dont chaque terme est une somme finie de JV (k)

et dont la longueur est inférieure ou égale à ∥M∥.

Démonstration. – Celle-ci généralise celle de [32, proposition 6.1.3]. Le cas ∥M∥ = 0

est trivial. On suppose ∥M∥ ≥ 1 et on considère l’homomorphisme canonique

i : M −→
∥M∥⊕
k=0

Mk ⊗ JV (k).

Par construction i est injectif. De plus i est un isomorphisme en degré ∥M∥ si bien
que l’on a ∥ coker i∥ ≤ ∥M∥ − 1. On conclut par récurrence.

On achève cette section par deux commentaires :

Commentaire 2.17. – La théorie des Vtf - U-injectifs est un outil important dans la
preuve, par le premier et quatrième auteur [9], de la conjecture de Landweber et Stong
[30] sur la profondeur d’un anneau d’invariants Fℓ[X1, X2, . . . , Xn]

G, G désignant un
sous-groupe de GLn(Fℓ). Nous verrons également en 9.3 que cette théorie fournit une
démonstration (assez détournée !) du résultat de Serre concernant les idéaux homo-
gènes de H∗V stables sous l’action de l’algèbre de Steenrod.

Commentaire 2.18. – Comme nous l’avons rappelé en préambule à la démonstration
de 1.14 le fait que V- U a assez de projectifs est formel. La situation est différente dans
le cas de Vtf - U : on peut se convaincre de ce qu’un objet P de Vtf - U est projectif si
et seulement l’on a P ≃ (H∗V )⊕m avec m ∈ N. Il en résulte que Vtf - U n’a pas assez
de projectifs, en effet on a HomVtf - U (H∗V,M) ∼= M0 si bien qu’un objet M de Vtf - U ,
avec M0 = 0, qui est quotient d’un projectif, est nul.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 3

SUR LES DÉRIVÉS DU FONCTEUR « PARTIE FINIE »

Soit M un H∗Vtf -A-module instable. Il n’est pas difficile de se convaincre que
l’ensemble des sous-H∗V-A-modules finis de M (ordonné par inclusion) possède un
plus grand élément (voir 3.3) ; nous l’appelons la partie finie de M . L’endofoncteur
de Vtf - U qui associe à M sa partie finie est un foncteur (additif) exact à gauche ;
l’étude de ses foncteurs dérivés à droite est le principal objet de cette section.

Cette théorie est réminiscente de celle de la cohomologie locale dont nous rappelons
la définition ci-après.

Soient R un anneau (commutatif unitaire) noethérien, a ⊂ R un idéal et M

un R-module. On pose

Γa(M) :=
⋃
t∈N

AnnM (at),

AnnM (at) désignant le sous-module de M constitué des éléments annulés par la puis-
sance t-ième de l’idéal a ; Γa(M) est souvent appelé la a-torsion de M . Deux obser-
vations :

– Si M est de type fini alors la suite croissante de sous-modules (AnnM (at))t∈N est
stationnaire si bien que l’on a Γa(M) = AnnM (at0) pour un certain t0.

– On a Γa(M) = Γ√a (M),
√
a désignant le radical de a (voir 9.3).

Il est clair que le foncteur Γa est exact à gauche ; l’étude de ses foncteurs dérivés
à droite est la théorie de la cohomologie locale initiée par Alexander Grothendieck
[21]. On pourra trouver une exposition approfondie de cette théorie, de sa version
Z-graduée et de ses liens avec la géométrie algébrique dans [10].

On prend maintenant pour R l’anneau H∗V .

Proposition 3.1. – Soit M un H∗V-A-module instable et a ⊂ H∗V un idéal homo-
gène et stable sous l’action de A.

(a) Le sous-H∗V-module AnnM (a) de M est stable sous l’action de A.

(b) Le sous-H∗V-module Γa(M) de M est stable sous l’action de A.
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Démonstration. – On peut montrer Sqi AnnM (a) ⊂ AnnM (a) par récurrence sur l’en-
tier i en contemplant l’égalité Sqiax =

∑
j+k=i(Sqja)(Sqkx), a dans a et x dans M .

Le (b) est conséquence du (a) puisque si a est homogène et stable sous l’action de A

alors il en est de même pour at.

Remarque 3.2. – Si a est un idéal de H∗V homogène et stable sous l’action de A

alors il en est de même pour
√
a (voir 9.12). Comme l’on a Γa = Γ√a, on peut supposer

lorsque l’on considère les foncteurs Γa qui apparaissent dans 3.1, que les idéaux a sont
radiciels (a =

√
a). La liste de ces idéaux a été déterminée par Serre (voir 9.10) ; elle

est indexée par les parties P de W telles que la relation d’ordre sur P , définie par
l’inclusion, est l’égalité.

On prend enfin pour a l’idéal H̃∗V (constitué des éléments de H∗V de degré stric-
tement positifs).

Corollaire-Définition 3.3. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si M est de
type fini comme H∗V-module alors ΓH̃∗V (M) est le plus grand sous-H∗V-A-module
fini de M ; nous l’appelons la partie finie de M . Nous la notons Pf(M) (ou PfV (M)

quand la mention de V nous semble utile voire nécessaire).

Démonstration. – Nous savons déjà que le sous-H∗V-module ΓH̃∗V (M) de M est
stable sous l’action de A. Si M est de type fini comme H∗V-module alors ΓH̃∗V (M) est
fini. En effet il existe dans ce cas un entier naturel t0 tel que ΓH̃∗V (M) est
un H∗V/(H̃∗V )t0 -module de type fini et l’algèbre H∗V/(H̃∗V )t0 est finie. De plus,
si N est un sous-H∗V-A-module fini de M alors il existe un entier tN tel que N est
annulé par (H̃∗V )tN .

Nous considérons dans ce mémoire les dérivés à droite de l’endofoncteur Pf, qui
comme nous l’avons observé ci-dessus est un avatar de l’endofoncteur ΓH̃∗V , dans la
catégorie abélienne Vtf - U , et non dans celle des H∗V-modules, la graduation de H∗V

étant oubliée, ou encore dans celle des H∗V-modules Z-gradués. Il existe cependant,
comme le souligne Henn dans [23], une analogie formelle entre les énoncés de la pré-
sente section et certains des énoncés de la théorie de la cohomologie locale. Le contexte
dans lequel travaille Henn est bien plus général que le notre : H∗V est remplacée par
une A-algèbre instable K qui est de type fini comme algèbre graduée, et la catégorie
Vtf - U par celle des K-A-modules instables qui sont de type fini comme K-modules
gradués. Nous recommandons au lecteur désireux d’approfondir la discussion précé-
dente de consulter l’introduction de [23].

Nous allons relier les RkPfM (M objet de Vtf - U) au foncteur W 7→ EFix(V,W )M

implicitement introduit dans la proposition-définition 1.20.

Proposition-Définition 3.4. – On pose W0 :=W − {0} (on rappelle que la nota-
tion W désigne l’ensemble des sous-groupes W ⊂ V ) ; W (resp. W0) est ordonné par
inclusion et peut donc être vu comme l’ensemble des objets d’une catégorie que l’on
note encore W (resp. W0).
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On considère les deux catégories W et Vtf- U et on se donne un H∗Vtf-A-module
instable M . Alors l’application entre objets

W 7→ EFix(V,W )M ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M

se prolonge canoniquement en un foncteur de W dans Vtf- U . On note ΨM la restric-
tion de ce foncteur à W0. On note Ψ : Vtf- U → (Vtf- U)W0 le foncteur M 7→ ΨM

(ΨM pourra donc aussi être noté Ψ(M)).

Démonstration. – La « partie proposition » de l’énoncé ci-dessus résulte de la
proposition-définition 1.20.

En préalables respectifs aux énoncés 3.9 et 3.13, nous rappelons ci-dessous quelques
points qui nous seront utiles de la théorie des « dérivés de la limite » d’un foncteur à
valeurs dans une catégorie abélienne.

Rappels 3.5. – (R.1) Soit C une petite catégorie finie (en clair nous supposons que
l’ensemble des objets et l’ensemble des morphismes de C sont finis, hypothèse qui
simplifiera notre exposition) ; soit A une catégorie abélienne avec assez d’injectifs.
On note AC la catégorie des foncteurs définis sur C et à valeurs dans A ; la catégorie
AC est une catégorie abélienne avec assez d’injectifs. Le foncteur limC : AC → A est
l’adjoint à droite du « foncteur diagonal » ∆ : A → AC , qui associe à un objet a de A
le foncteur ∆a : C → A envoyant tout C-objet sur a et tout C-morphisme sur ida. Le
foncteur limC est un foncteur additif exact à gauche ; son k-ième dérivé à droite est
noté limk

C (on a donc lim0
C = limC).

(R.2) Soit maintenant C un ensemble ordonné fini (que l’on peut voir comme une
petite catégorie finie), nous rappelons l’expression très concrète que l’on a dans ce cas
pour les limk

C .
Soit F un foncteur de C dans A ; on note L•(F ) le A-complexe de cochaînes défini

de la façon suivante :
– Soit k ≥ 0 un entier ; on note SkC l’ensemble des k-simplexes de C (un k-simplexe

de C est un sous-ensemble σ ⊂ C, totalement ordonné à k + 1 éléments) et on pose

Lk(F ) :=
∏

σ∈SkC
F (supσ).

On observera que l’ensemble SkC est fini si bien que le produit ci-dessus existe sans
hypothèse supplémentaire sur la catégorie abélienne A ; la raison d’être de cette ob-
servation est que nous allons prendre A = Vtf - U et que dans cette catégorie seuls les
produits finis existent.

– Le cobord d : Lk(F )→ Lk+1(F ) est défini de la manière habituelle :
On identifie le groupe abélien HomA(Lk(F ),Lk+1(F )) au produit∏

(σ,τ)∈SkC×Sk+1C

HomA(F (supσ), F (sup τ)) ;

on a d(σ,τ) = 0 pour σ ̸⊂ τ et d(σ,τ) = (−1)ν(σ,τ)F ((supσ, sup τ)) pour σ ⊂ τ . Pré-
cisons la notation : (supσ, sup τ) désigne l’unique C-morphisme de supσ dans sup τ
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et ν(σ, τ) le cardinal du sous-ensemble de σ constitué des éléments c vérifiant
c < γ(σ, τ) avec {γ(σ, τ)} = τ − σ.

Pour tout k ≥ 0, on a un isomorphisme limk
C F
∼= Hk L•(F ), canonique et naturel

en F . Pour k = 0 ceci résulte de la définition même de limC F . Pour k > 0 on peut
s’en convaincre de la façon suivante :

1) Soient J un objet de A et γ un élément de C. On considère le foncteur
JHomC(−,γ) de C dans A ; ce foncteur est déterminé, à isomorphisme près, par l’iso-
morphisme HomAC (F, J

HomC(−,γ)) ∼= HomA(F (γ), J) naturel en F . On vérifie que
l’on a Hk L•(JHomC(−,γ)) = 0 pour k > 0.

Pour ce faire on peut, par exemple, invoquer les arguments ci-après. Soient
C≤γ (resp. C<γ) le sous-ensemble ordonné de C constitué des éléments c ≤ γ

(resp. c < γ) et ∥C≤γ∥ (resp. ∥C<γ∥) le polyèdre associé ; soit K un injectif (ar-
bitraire) de A. On constate que le complexe HomA(L•(JHomC(−,γ)),K) s’identifie
au complexe de chaînes polyédrales de ∥C≤γ∥ à coefficients HomA(J,K). On ob-
tient HomA(Hk L•(JHomC(−,γ)),K) = 0 pour k > 0 en observant que ∥C≤γ∥ est
isomorphe au cône de ∥C<γ∥ (pour k = 0 on obtient HomA(Hk L•(JHomC(−,γ)),K) =

HomA(J,K), ce qui est bien compatible avec l’isomorphisme canonique
limC J

HomC(−,γ)) ∼= J , voir le point (b) de 3.6).
On observera que l’isomorphisme HomAC (F, J

HomC(−,γ)) ∼= HomA(F (γ), J) montre
que JHomC(−,γ) est un injectif de AC si J est un injectif de A.

2) Soit F un objet de AC ; soit (ic : F (c)→ Jc)c∈C une famille d’homomorphismes
injectifs avec Jc un injectif de A. Cette famille induit tautologiquement un homomor-
phisme injectif i : F →

∏
c∈C J

HomC(−,c)
c (c’est là l’argument que l’on invoque pour

montrer que si A a assez d’injectifs alors il en est de même pour AC). En particulier
si F est un injectif de AC alors F est facteur direct dans un produit (fini) d’injectifs
de AC du type considéré précédemment ; on a donc encore dans ce cas Hk L•(F ) = 0

pour k > 0.
3) Soient F un objet de AC et F → I• une résolution injective dans cette catégorie.

On considère le bicomplexe L•(I•) (on utilise ici « the usual sign trick » pour trans-
former un complexe de complexes en bicomplexe, voir par exemple [41, 1.2.5], la diffé-
rentielle horizontale dp,qh : Lp(Iq)→ Lp+1(Iq) est donnée par la différentielle de L•(Iq)

et la différentielle verticale dp,qv : Lp(Iq)→ Lp(Iq+1) est (−1)pLp(Iq → Iq+1)). Ce qui
précède montre que pour tout k ≥ 0, le A-objet HkTotL•(I•) est à la fois canonique-
ment isomorphe au A-objet Hk limC I

• (« commencer par dériver horizontalement »)
et au A-objet HkL•(F ) (« commencer par dériver verticalement »). Précisons. Par
construction le complexe L•(F ) est muni d’une coaugmentation limC F → L•(F ) ; en
d’autres termes on dispose d’un homomorphisme de A-complexes c• limC F → L•(F ),
c•a, a objet de A, désignant le A-complexe (a→ 0→ 0 · · · ). En appliquant le foncteur
Tot à l’homomorphisme de bicomplexes c• limC I

• → L•(I•) on obtient un homomor-
phisme de A-complexes ηv : limC I

• → TotL•(I•). Pareillement, en appliquant le
foncteur Tot à l’homomorphisme de bicomplexes L•(c•F ) → L•(I•), c•F désignant
le AC-complexe (F → 0 → 0 · · · ), on obtient un homomorphisme de A-complexes
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ηh : L•(F )→ TotL•(I•). La précision promise est la suivante : Hk(ηv) et Hk(ηh) sont
des isomorphismes pour tout k ≥ 0.

(R.3) Soit 0 → F ′ → F → F ′′ → 0 une suite exacte dans la catégorie AC .
Comme le foncteur L•(−) est exact, on a une suite exacte de A-complexes
0→ L•(F ′)→ L•(F ′)→ L•(F ′)→ 0 et donc un connectant ∂ : HkL•(F ′′)→ HkL•(F ′).
En reprenant l’argument de bicomplexe détaillé ci-dessus, on se convainc que ce
connectant s’identifie au connectant ∂ : limk

C F
′′ → limk+1

C F ′.

On rassemble dans l’énoncé ci-dessous les points évoqués dans le 1) du (R.2) :

Scholie-Definition 3.6. – Soient A une catégorie abélienne avec assez d’injectifs
et C un ensemble ordonné fini ; soient J un objet de A et γ un objet de C.

(a) On a limk
C J

HomC(−,γ) = 0 pour k > 0.

(b) Soit a un objet de A ; on note Ya : HomAC (∆a, J
HomC(−,γ))

∼=→ HomA(a, J)

et Da : HomAC (∆a, J
HomC(−,γ))

∼=→ HomA(a, limC J) les isomorphismes respecti-
vement donnés par Yoneda et la définition même de limC. Alors le A-morphisme
(DJ ◦Y−1

J )(idJ) : J → limC J
HomC(−,γ) est un isomorphisme.

(c) Si J est un injectif de A alors JHomC(−,γ) est un injectif de AC (ce type d’injectif
est dit tautologique).

(d) Si F est un injectif de AC alors F (γ) est un injectif de A pour tout objet γ
de C.

Un foncteur de C dans A isomorphe à un foncteur de la forme JHomC(−,γ) (J ar-
bitraire) est dit co-induit.

Remarque 3.7. – Les points (b) et (c) de 3.6 (qui sont triviaux) impliquent
facilement le point (a) si l’on adopte le point de vue du (R.1) sur les dérivés
de lim. En effet, si J → I• est une résolution injective dans la catégorie A alors
JHomC(−,γ) → I• HomC(−,γ) est une résolution injective dans la catégorie AC et le
complexe limC I

• HomC(−,γ) s’identifie à I•.

Revenons maintenant au foncteur ΨM . Par définition ΨM est la restriction à W0

du foncteur W → Vtf - U ,W 7→ EFix(V,W )M , disons Ψ̂M . Les homomorphismes
M = Ψ̂M (0)→ Ψ̂M (W ) = ΨM (W ), W décrivant W0, fournissent un (Vtf - U)W0-mor-
phisme ∆M → ΨM (la notation ∆M est introduite dans le rappel (R.1) de 3.5), soit en-
core un Vtf - U-morphisme M → limW0 ΨM , naturel en le H∗Vtf -A-module instable M ,
que nous notons ρM . Cette définition peut être paraphrasée ainsi : puisque 0 est un
objet initial de W, on dispose d’un homomorphisme canonique Ψ̂M (0) → limW Ψ̂M

et cet homomorphisme est un isomorphisme ; ρM est l’homomorphisme

M = Ψ̂M (0) ∼= limWΨ̂M → limW0
(Ψ̂M )|W0

= limW0
ΨM .

Remarque 3.8. – La proposition 1.24 montre que ρM est aussi induite par le produit
des unités d’adjonction M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M .
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Proposition 3.9. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable ; on a dans Vtf- U une suite
exacte

0 −−−−→ PfM
⊂−−−−→ M

ρM−−−−→ limW0
ΨM −−−−→ R1PfM −−−−→ 0

et pour k > 0 un isomorphisme

limk
W0

ΨM
∼= Rk+1PfM.

Démonstration. – Elle repose sur certaines propriétés du foncteur Ψ (introduit en
3.4) que nous rassemblons dans l’énoncé ci-après.

Proposition 3.10. – Le foncteur additif Ψ : Vtf- U → (Vtf- U)W0 possède les pro-
priétés suivantes :

(a) Ψ est exact ;
(b) Ψ envoie injectifs sur injectifs ;
(c) pour tout injectif I de Vtf- U , la suite de Vtf- U-morphismes

0 −−−−→ Pf I
⊂−−−−→ I

ρI−−−−→ limW0
Ψ(I) −−−−→ 0

est exacte.

L’exactitude du foncteur Ψ résulte immédiatement de celle des foncteurs EFix(V,W ).

Compte tenu de 2.5 il suffit de vérifier le fait que Ψ(I) est injectif pour
I = H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k) avec (W,k) ∈ W × N. Soit U un objet de W0, la
proposition 1.25 montre que l’on a

Ψ(I)(U) =

{
I HomW0

(U,W ) pour W ̸= 0,
0 pour W = 0.

On peut donc supposer W ̸= 0. Dans ce cas la proposition 1.25 implique plus préci-
sément que l’on a un isomorphisme Ψ(I) ∼= I HomW0

(−,W ) et donc que Ψ(I) est bien
injectif (point (c) de 3.6).

Là encore on peut supposer I = H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k). Le cas W = 0 est trivial :
on a Pf I = I et ΨI = 0 (voir la remarque 2.15, on rappelle que les notations Ψ−
et Ψ(−) sont interchangeables). Passons au cas W ̸= 0 :

– D’une part on a Pf I = 0 ; cette égalité découle de l’énoncé 3.11 (que nous
vérifierons une fois achevée la démonstration en cours).

– D’autre part le fait que ρI est un isomorphisme est à nouveau conséquence
de l’isomorphisme Ψ(I) ∼= I HomW0

(−,W ). En effet on constate que l’isomorphisme
(DI ◦Y−1

I )(idI) évoqué dans le point (b) de 3.6 coïncide dans le cas présent avec ρI .

Lemme 3.11. – Soit N un H∗V/Wtf-A-module instable. Si W est non nul alors on a
PfV (H∗V ⊗H∗V/W N) = 0.

Démonstration. – Ce lemme ne concerne en fait que la structure de H∗V/W-module
de N ; il est conséquence du suivant :
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Lemme 3.12. – Soient W un sous-groupe de V et r : V → W une rétraction li-
néaire ; soit N un H∗V/W-module. Alors le H∗V-module H∗V ⊗H∗V/W N , vu comme
un H∗W-module via l’homomorphisme r∗ : H∗W → H∗V , est un H∗W-module libre.

Démonstration. – On note ϕ : W ⊕ V/W → V l’isomorphisme induit par r. Comme
q ◦ ϕ (on rappelle que q est l’homomorphisme canonique V → V/W ) et r ◦ ϕ sont
respectivement les projections sur V/W et W , l’isomorphisme

ϕ∗ : H∗V → H∗(W ⊕ V/W ) = H∗W ⊗H∗V/W

est un isomorphisme de H∗V/W-modules (à droite) et un isomorphisme de H∗W-mo-
dules (à gauche), H∗V étant un H∗W-module (à gauche) via r∗. On en déduit que ϕ∗ in-
duit un isomorphisme de H∗W-modules (à gauche) H∗V ⊗H∗V/W N ∼= H∗W ⊗N .

Fin de la démonstration de la proposition 3.9. – On met en oeuvre la définition des
limk

W0
en termes d’injectifs de la catégorie (Vtf - U)W0 (voir le rappel (R.1) de 3.5).

Soit M → I• une résolution injective dans la catégorie Vtf - U . D’après les points
(a) et (b) de la proposition 3.10, Ψ(M)→ Ψ(I•) est une résolution injective de Ψ(M)

dans la catégorie (Vtf - U)W0 . D’après le point (c) de cette proposition la suite de
complexes de cochaînes dans la catégorie Vtf - U

0→ Pf(I•)→ I•
ρI•−→ limW0Ψ(I•)→ 0

est exacte. On obtient le résultat de la proposition 3.9 en considérant la longue suite
exacte associée des groupes de cohomologie et en observant que l’on a H0I• = M

et HkI• = 0 pour k > 0. □□
Nous complétons notre étude des foncteurs dérivés de la partie finie par divers

énoncés d’annulation de ces foncteurs que nous utiliserons par la suite.

Proposition 3.13. – Les foncteurs dérivés RkPfV : Vtf- U → Vtf- U sont nuls
pour k > dimV .

Démonstration. – Le cas V = 0 est trivial (0tf - U est la sous-catégorie pleine de U dont
les objets sont les A-modules instables finis et Pf0 est le foncteur identique) ; on sup-
pose V ̸= 0. La proposition 3.9 dit que l’on a un isomorphisme RkPfVM ∼= limk−1

W0
ΨM

pour k > dimV . Les formules pour les dérivés de lim que l’on a données dans le rap-
pel (R.2) de 3.5 montrent que les limk−1

W0
sont nuls pour k > dimV . En effet cette

inégalité implique que l’ensemble Sk−1W0 est vide.

Proposition 3.14. – Soit M un H∗V-A-module instable fini. On a RkPfM = 0 pour
tout k > 0.

Démonstration. – La proposition 2.16 dit en particulier que l’on dispose d’une réso-
lution injective M → I• dans la catégorie Vtf - U avec Ik fini pour tout k. On a donc
Pf I• = I•, d’où le résultat.

Proposition 3.15. – Soient W un sous-groupe de V et M un H∗V/Wtf-A-module
instable. Si W est non nul alors on a RkPfV (H∗V ⊗H∗V/W M) = 0 pour tout k ≥ 0.
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Démonstration. – Soit M → I• une résolution injective de M dans la catégo-
rie V/Wtf - U . Comme H∗V est plat sur H∗V/W , la proposition 2.1 implique
que H∗V ⊗H∗V/W M → H∗V ⊗H∗V/W I• est une résolution injective dans la
catégorie Vtf - U . Or on a PfV (H∗V ⊗H∗V/W I•) = 0 d’après 3.11.

En vue d’une future référence (démonstration de la proposition 3.21), nous énon-
çons une variante de la proposition ci-dessus, dont la démonstration utilise le même
argument.

Proposition 3.16. – Soient N un H∗V-A-module instable fini, W un sous-groupe
non nul de V et M un H∗V/Wtf-A-module instable. Alors on a

ExtkVtf - U (N,H∗V ⊗H∗V/W M) = 0

pour tout k ≥ 0.

Démonstration. – On a HomVtf - U (N, J•) = HomVtf - U (N,PfV J
•) = 0, J• désignant

la résolution injective de la démonstration précédente.

Proposition 3.17. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable ; soit dpVM la dimension
projective du H∗V-module sous-jacent à M .

Alors on a RkPfVM = 0 pour 0 ≤ k < dimV − dpVM .

La démonstration de la proposition ci-dessus utilise essentiellement la proposition
3.18 ci-dessous dont la démonstration est renvoyée à la fin de cette section (la propo-
sition 3.18 est équivalente à la proposition 3.2.1 de [9] qui est un point clef de cette
référence).

Proposition 3.18. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable ; soit i : M → E une
enveloppe injective de M dans la catégorie Vtf- U . Alors on a l’inégalité

dpV E ≤ dpVM.

Soit i : M → E une enveloppe injective de M dans la catégorie Vtf - U . La proposi-
tion 3.18 implique l’inégalité

dpV (coker i) ≤ dpVM + 1 ;

on en déduit par récurrence que M admet une résolution injective dans la catégo-
rie Vtf - U

0→M → I0 → I1 → · · · → Ik → · · ·
avec dpV I

k ≤ dpVM + k. On conclut à l’aide de l’énoncé ci-après (équivalent à
un énoncé de [8]), concernant les H∗V-modules gradués, qui implique PfV I

k = 0

pour k < dimV − dpVM .

Proposition 3.19. – Soit M un H∗V-module gradué de type fini. Les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) dpVM = dimV ;
(ii) PfVM ̸= 0.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 3. SUR LES DÉRIVÉS DU FONCTEUR « PARTIE FINIE » 29

(Evidemment dpV (−) désigne ci-dessus la dimension projective d’un H∗V-module
et PfV (−) la « partie finie » d’un H∗V-module de type fini.)

Démonstration. – On pose, comme on l’a fait jusqu’à présent, n = dimV . Soit M
un H∗V-module gradué. En considérant une résolution libre « minimale » M ← L•
de M , c’est-à-dire telle que le bord du complexe F2 ⊗H∗V L• est nul on constate que
la condition (i) est équivalente à la suivante (on utilise ici le « lemme de Nakayama
gradué ») :

(i-bis) TorH
∗V

n (F2,M) ̸= 0.
Or on a un isomorphisme de H∗V-modules gradués :

(∗) TorH
∗V

n (F2,M) ∼= Σn τV (M),

τV (M) désignant le sous-module de M constitué des éléments annulés par l’idéal
d’augmentation de H∗V . Pour s’en convaincre, se rappeler que H∗V est isomorphe à
une algèbre de polynômes en n indéterminées de degré 1 et considérer une résolution
libre « à la Koszul » de F2. La condition (i) est donc encore équivalente à la suivante :

(i-ter) τV (M) ̸= 0.
On suppose maintenant M de type fini. Il est clair que l’on a (i-ter)⇒(ii). On a

aussi (ii)⇒(i-ter), en effet si x est un élément non nul de degré maximal de PfVM

alors x appartient à τV (M). □□
Les propositions 3.13 et 3.17 impliquent :

Corollaire 3.20. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si le H∗V-module sous-
jacent à M est libre de dimension finie alors on a RkPfVM = 0 pour k ̸= dimV .

Démonstration de la proposition 3.18. – La démonstration ci-après est une variante
de celle de [9, proposition 3.2.1].

Soit i : M → E une enveloppe injective de M dans la catégorie Vtf - U . D’après 2.5,
on peut supposer

E =
⊕

(U,m)∈W×N

(H∗V ⊗H∗V/U JV/U (m))⊕ aU,m

avec aU,m ∈ N et aU,m = 0 pour m assez grand. Soit WE le sous-ensemble de W
constitué des U tels qu’il existe m avec aU,m ̸= 0 ; on constate que l’on a

dpV (E) = sup
U∈WE

codimU.

Soit W ⊂ V pour lequel ce sup est atteint. On pose p = dpV (E) ; on a donc
codimW = p. D’après 2.12, Fix(V,W )(i) : Fix(V,W )M → Fix(V,W )E est une enve-
loppe injective de Fix(V,W )M dans la catégorie (V/W )tf - U . Le choix de W fait qu’il
existe un entier m tel que H∗V ⊗H∗V/W JV/W (m) est un facteur direct de E et donc,
d’après 1.26, que JV/W (m) est un facteur direct de Fix(V,W )E. Comme JV/W (m) est
enveloppe injective de ΣmF2 (dans la catégorie V- U), Fix(V,W )M contient un sous-
module isomorphe à un sous-module non nul de ΣmF2 donc à ΣmF2 lui-même. On voit
donc que le H∗V/W-module gradué sous-jacent à Fix(V,W )M contient un sous-module
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isomorphe à ΣmF2 pour un certain entier m, c’est-à-dire que τV/W (Fix(V,W )M) est
non nul (la notation τ a été introduite au cours de la démonstration de 3.19) ou encore
que l’on a TorH

∗V/W
p (F2,Fix(V,W )M) ̸= 0 (isomorphisme (*) de la démonstration pré-

citée). D’après 1.19 on a aussi TorH
∗V

p (H∗W,M) ̸= 0 ce qui implique bien l’inégalité
dpV (M) ≥ p.

Complément : localisation de Vtf - U modulo les objets finis

Notre référence pour la théorie de la localisation dans les catégories abéliennes est
[18, Chap. III].

Soit F la sous-catégorie pleine de Vtf - U dont les objets sont les H∗V-A-modules
instables finis. Cette sous-catégorie est épaisse (en clair : si 0→M ′ →M →M ′′ → 0

est une suite exacte de Vtf - U alors M est fini si et seulement si M ′ et M ′′ le sont) si
bien que l’on peut considérer la catégorie quotient (Vtf - U)/F . Nous nous proposons,
en suivant à nouveau [23], de reformuler dans le langage de [18, Chap. III] certains
des résultats de cette section.

Soit M un H∗Vtf -A-module instable. On dit que M est F-fermé si l’on a
ExtkVtf - U (N,M) = 0 pour k = 0 et k = 1, quand N est fini. On observera que la
condition pour k = 0 équivaut à PfM = 0 ; si cette condition est vérifiée on dit
que M est F-réduit.

On note Q : Vtf - U → (Vtf - U)/F le foncteur canonique.
– La proposition 3.9 dit en particulier que le (Vtf - U)/F-morphisme

Q(ρM ) : M −→ limW0
ΨM

est un isomorphisme. En effet, le noyau et le conoyau de ρM sont finis [18, Chap. III,
lemme 2].

– Si M est fini alors limW0
ΨM est nul, par exemple parce que l’on a PfM = M

et R1PfM = 0 (voir 3.14). (En fait le foncteur ΨM est lui-même nul, voir la remarque
2.15.) Le foncteur

Vtf - U → Vtf - U , M 7→ limW0ΨM

induit donc [18, Chap. III, Cor. 2] un foncteur, disons S : (Vtf - U)/F → Vtf - U tel
que le foncteur composé Q ◦ S est naturellement isomorphe au foncteur identique
de (Vtf - U)/F (S est pour « section »).

– Pour tout M , le H∗Vtf -A-module instable limW0
ΨM est F-fermé.

Vérifions cette affirmation. Par définition de lim on a une suite exacte dans Vtf - U :

0→ limW0
ΨM → L0(ΨM )

d−→ L1(ΨM )

(notations introduites dans le rappel (R.2) de 3.5). Comme d’après 3.16 ΨM (W ) est
F-fermé pour tout W dans W0 , il est de même pour L0(ΨM ) et L1(ΨM ). On a donc
encore une suite exacte courte

0→ limW0
ΨM → L0(ΨM )→ im d→ 0

avec L0(ΨM ) F-fermé et im d F-réduit ; il en résulte bien que limW0
ΨM est F-fermé.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



COMPLÉMENT : LOCALISATION DE Vtf - U MODULO LES OBJETS FINIS 31

Ceci implique formellement que le foncteur S est adjoint à droite du foncteur Q et
plus précisément que la transformation naturelle

ρM : M → (S ◦Q)(M) = limW0
ΨM

est l’unité de cette adjonction. En conclusion :

Proposition 3.21. – La sous-catégorie F de Vtf- U est localisante et l’endofoncteur
Vtf- U → Vtf- U , M 7→ limW0

ΨM , muni de la transformation naturelle ρ, est un
endofoncteur de localisation de Vtf- U modulo F .
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CHAPITRE 4

LE COMPLEXE TOPOLOGIQUE

SoitX un V-CW-complexe fini. Rappelons la définition, donnée dans l’introduction,
des complexes de chaînes C•topX et C̃•topX. On définit une filtration croissante de X
par des sous-V-CW-complexes :

∅ = F−1X ⊂ F0X ⊂ F1X ⊂ · · · ⊂ FpX ⊂ · · · ⊂ Fn−1X ⊂ FnX = X

en posant

FpX :=
⋃

codimW ≤ p

XW ,

pour −1 ≤ p ≤ n ; cette filtration induit une filtration de la construction de Borel
EV×V X. Le complexe C•topX est le terme E•,∗1 de la suite spectrale, associée à cette
dernière filtration, convergeant vers la cohomologie modulo 2 de EV ×V X. En clair
on pose CptopX := Σ−p H∗V (FpX,Fp−1X) et on prend pour cobord le connectant de
la triade EV ×V (Fp+1X,FpX,Fp−1X). Les deux observations suivantes permettent
de préciser la structure de CptopX :

– Le théorème d’excision pour les CW-complexes montre que l’on a un isomor-
phisme (de H∗V-A-modules instables)

H∗V (FpX,Fp−1X) ∼=
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ).

Décryptons le membre de droite. Le sous-V-CW-complexe XW ⊂ X est considéré ci-
dessus comme un V/W-espace et SingV/WX

W ⊂ XW désigne le sous-espace (stable
sous l’action de V/W ) constitué des points dont l’isotropie (pour l’action de V/W )
est non triviale.

– Les H∗V/W-A-modules instables H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ) sont finis.

Comme la propriété ci-dessus joue un rôle important dans notre mémoire nous en
proposons une démonstration ab initio dans l’intermède ci-après où nous analysons
H∗V (X,Y ) pour une paire de V-CW-complexes finis telle que l’action de V surX−Y est
libre.
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Intermède de topologie générale

Lemme 4.1. – Soient G un groupe discret et (X,Y ) une paire de G-espaces ; on
suppose que Y est fermé dans X et qu’il existe un voisinage ouvert de Y dans X,
stable sous l’action de G, qui se rétracte par déformation G-équivariante sur Y .

Si l’action de G sur X −Y est topologiquement libre alors l’homomorphisme cano-
nique

H∗(G\X,G\Y ) −→ H∗G(X,Y )

est un isomorphisme.

(Une action continue d’un groupe topologique G sur un espace Z est dite topolo-
giquement libre si pour tout point de Z il existe un voisinage ouvert U de ce point,
stable sous l’action de G, et une application continue G-équivariante de U dans G ;
si G est discret fini et Z séparé alors une action libre est topologiquement libre.)

Démonstration. – Soit N le voisinage en question. On a H∗G(X,Y ) ∼= H∗G(X,N) puis
H∗G(X,N) ∼= H∗G(X − Y,N − Y ) par excision. Comme l’action de G sur X − Y (et
N − Y ) est topologiquement libre on a

H∗G(X − Y,N − Y ) ∼= H∗(G\(X − Y ), G\(N − Y ))

= H∗(G\X −G\Y,G\N −G\Y ).

Puis on a H∗(G\X − G\Y,G\N − G\Y ) ∼= H∗(G\X,G\N), à nouveau par excision.
Enfin, comme la rétraction par déformation G-équivariante de N sur Y induit une
rétraction par déformation de G\N sur G\Y , on a H∗(G\X,G\N) ∼= H∗(G\X,G\Y ).

Scholie 4.2. – Soient X un V-CW-complexe fini et Y un sous-V-CW-complexe. Si
l’action de V sur X − Y est libre alors :

(a) l’homomorphisme canonique H∗(V \X,V \Y ) → H∗V (X,Y ) est un isomor-
phisme ;

(b) H∗V (X,Y ) est fini.

Démonstration. – Le (b) résulte du (a) puisque (V \X,V \Y ) est une paire de
CW-complexes finis. L’hypothèse du lemme 4.1 est satisfaite dans notre contexte
(voir [15, Chap. II, (1.17), Exc. 3]), d’où le point (b).

Scholie 4.3. – Soient X un V-CW-complexe fini et Y un sous-V-CW-complexe. Si
l’action de V sur X−Y est libre alors on a un isomorphisme canonique de H∗V-A-mo-
dules instables

H∗V (X,Y ) ∼= H∗c(V \(X − Y )).
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(La notation H∗c désigne ci-dessus la cohomologie modulo 2 à support compact.
Posons Z = X − Y et notons π : Z → V \Z le passage au quotient ; la structure
de H∗V-A-module instable de H∗c(V \Z) est donnée par l’isomorphisme

H∗c(V \Z) := colim
K

H∗(V \Z, V \Z −K)

= colim
K

H∗(V \Z, V \(Z − π−1(K))) ∼= colim
K

H∗V (Z,Z − π−1(K)),

K décrivant l’ensemble des compacts de V \Z ordonné par inclusion.)

Démonstration. – On dispose du lemme suivant :

Lemme 4.4. – Soit (A,B) une paire de CW-complexes finis. L’homomorphisme
H∗(A,B) → H∗(A − B) induit par l’inclusion de paires (A − B, ∅) ↪→ (A,B) se
factorise par un isomorphisme canonique H∗(A,B) ∼= H∗c(A−B).

Démonstration. – Soient C l’ensemble des compacts K de A−B ordonné par inclusion
et D le sous-ensemble de C constitué des K tels que A−K se rétracte par déformation
sur B. Comme D est cofinal dans C (voir [35, Theorem 6.1][22, proposition A.5]), on
a

H∗c(A−B) ∼= colim
K∈D

H∗(A−B, (A−B)−K) ;

or les inclusions de paires (A,B) ↪→ (A,A−K)←↩ (A−B, (A−B)−K) induisent des
isomorphismes en cohomologie, la première par l’hypothèse faite sur K et la seconde
par excision.

Le lemme ci-dessus et le point (a) du scholie 4.2 montrent que l’on a un isomor-
phisme canonique de A-modules instables

H∗V (X,Y ) ∼= H∗c(V \X − V \Y )) = H∗c(V \(X − Y )).

Pour en finir avec le scholie 4.3 il reste à se convaincre que c’est bien un isomorphisme
de H∗V-A-modules instables. On pose A = V \X et B = V \Y . Soit N un voisinage
ouvert de Y dans X, stable sous l’action de V , qui se rétracte par déformation V-équi-
variante sur Y ; on note L le compact X − N (stable sous l’action de V ) et K son
image dans A (qui se rétracte par déformation sur B). On considère le diagramme
commutatif

H∗(A,B)
ᾱ←−−−− H∗(A,A−K)

β̄−−−−→ H∗(A−B, (A−B)−K)

νg

y νm

y νd

y
H∗V (X,Y )

α←−−−− H∗V (X,X − L)
β−−−−→ H∗V (X − Y, (X − Y )− L)

(les indices g, m et d sont pour gauche, milieu et droite !). On observe que
toutes les flèches de ce diagramme sont des isomorphismes. En effet ᾱ, β̄, νg
et α sont des isomorphismes d’après ce qui précède et νd en est un parce que
l’action de V sur X − Y est libre. L’isomorphisme du scholie 4.3 est le composé
γ ◦ ν−1

d ◦ β ◦ α−1 : H∗V (X,Y ) → H∗c(V \(X,Y )), γ désignant l’homomorphisme cano-
nique H∗(A−B, (A−B)−K)→ H∗c(V \(X,Y )) qui comme on l’a vu plus haut est
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un isomorphisme. Or par définition même de la structure de H∗V-A-module instable
de H∗c(V \(X,Y )), γ ◦ ν−1

d est un homomorphisme de H∗V-A-modules instables.

Archivons au passage ce que dit la parenthèse qui suit l’énoncé 4.3 :

Scholie 4.5. – Soit Z un espace topologique muni d’une action topologiquement libre
de V . Alors l’homomorphisme de A-algèbres instables composé

H∗V → H∗V Z = H∗(V \Z)→ H∗c(V \Z)

munit la cohomologie à support compact modulo 2, H∗c(V \Z), d’une structure
de H∗V-A-module instable.

Remarque 4.6. – On peut démontrer (de manière assez détournée !) 4.2 en invoquant
le corollaire 1.29 et la proposition 2.14 puisque l’hypothèse de 4.2 est équivalente
à XW = YW pour tout sous-groupe W de V de dimension 1.

Fin de l’intermède de topologie générale

Nous archivons les deux observations qui précèdent 4.1 :

Proposition 4.7. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini.

(a) On a pour tout p un isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en X :

Σp CptopX
∼=

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ).

(b) Le H∗V/W-A-module instable H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ) est fini pour tout W .

Le complexe C̃•topX est associé à la coaugmentation naturelle

H∗VX =: C−1
topX → C0

topX = H∗VX
V

dont C•topX est muni. Formalisons (lourdement) la définition de celle-ci.
Soit (Ftr

p X)−1≤p≤n la filtration croissante « triviale » de X définie par

Ftr
p X =

{
∅ pour p = −1,

X pour 0 ≤ p ≤ n.

Le complexe obtenu en remplaçant dans la définition de C•topX la filtration (FpX) par
la filtration (Ftr

p X) est H∗VX → 0→ 0 · · · ; l’homomorphisme de ce dernier complexe
dans C•topX, induit par les inclusions FpX ⊂ Ftr

p X, est la coaugmentation évoquée
plus haut.

Venons-en maintenant à la démonstration du théorème 0.1 dont nous reproduisons
l’énoncé :

Théorème 4.8. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est libre.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



FIN DE L’INTERMÈDE DE TOPOLOGIE GÉNÉRALE 37

(ii) Le complexe coaugmenté C̃•topX est acyclique.

Soit M un H∗V-module N-gradué. Les deux conditions suivantes sont équivalentes
(conséquence du « lemme de Nakayama gradué ») :

–M est libre comme H∗V-module ;
– TorH

∗V
1 (F2,M) = 0.

Il suffit donc de se convaincre de l’égalité TorH
∗V

1 (F2,H
∗
VX) = 0. Pour cela on

observe que le point (a) de 4.7 entraîne que la dimension projective du H∗V-module
sous-jacent à CptopX est inférieure ou égale à p et on invoque le lemme ad hoc suivant :

Lemme 4.9. – On considère une suite exacte de H∗V-modules de la forme suivante :

0→M → C0 → C1 → · · · → Cp → · · · → Cr−1 dr−1

−→ Cr → 0.

Si l’on suppose TorH
∗V

k (F2, C
p) = 0 pour 0 ≤ p ≤ r et k > p, alors on a

TorH
∗V

k (F2,M) = 0 pour k > 0.

Démonstration. – On procède par récurrence sur l’entier r. Le cas r = 0 est trivial.
On franchit le pas de récurrence en considérant la suite exacte

0→M → C0 → C1 → · · · → Cp → · · · → ker dr−1 → 0

et en observant que l’on a TorH
∗V

k (F2, ker dr−1) = 0 pour k > r − 1 (utiliser la suite
exacte courte 0→ ker dr−1 → Cr−1 → Cr → 0).

Démonstration de l’implication (i)⇒(ii). – Pour V = 0 il n’y a rien à démontrer ; on
suppose donc V ̸= 0.

On constate tout d’abord que l’on a bien H−1 C̃•topX = 0, c’est-à-dire que la
coaugmentation η : H∗VX → H∗VX

V est injective. En effet la théorie de Smith dit
en particulier que ker η est un H∗V-module de torsion(1) ; il est donc nul si H∗VX est
un H∗V-module libre.

Le cas dimV = 1. – D’après ce qui précède la longue suite exacte en cohomologie
équivariante modulo 2 de la paire (X,XV ) donne en fait une suite exacte courte
0→ H∗VX → H∗VX

V → Σ−1 H∗V (X,XV )→ 0 (sans hypothèse sur dimV ).

Or pour dimV = 1, le complexe C̃•topX est le complexe de cochaînes

H∗VX → H∗VX
V →

−1

Σ H∗V (X,XV ) ;

il est bien acyclique.

(1) Soit cV le produit des éléments non nuls de H1V , la théorie de Smith dit que η[c−1
V ] est un

isomorphisme (résultat facile à obtenir dans le cas qui nous occupe), en clair que tout élément du
noyau ou du conoyau de η est annulé par une puissance de cV .
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Le cas dimV ≥ 2. – On procède par récurrence sur l’entier dimV .
Comme nous allons être amené à faire varier le 2-groupe abélien élémentaire V

nous préciserons, lorsque cela nous semblera nécessaire, les notations C•topX, C̃•topX

et FpX en C•top,V X, C̃•top,V X et Fp,V X.
Explicitons l’hypothèse de récurrence :
(HR) Soient V ′ un 2-groupe abélien élémentaire et X ′ un V ′-CW-complexe fini

avec H∗V ′X
′ libre comme H∗V ′-module. Si l’on a dimV ′ < dimV alors le complexe

C̃•top,V ′ X
′ est acyclique.

Nous divisons notre démonstration en deux étapes.

Première étape. – On montre que si (HR) est vérifiée alors on a Hp C̃•topX = 0

pour p < dimV − 1.
En préalable nous démontrons deux propositions, 4.10 et 4.11, concernant respec-

tivement C̃•topX et C•topX, dans lesquelles l’hypothèse « H∗VX est un H∗V-module
libre » n’intervient pas, ni d’ailleurs l’hypothèse dimV ≥ 2. Nous posons à nouveau
dimV =: n.

Soit W ⊂ V un sous-groupe ; XW est un sous-V-CW-complexe de X que l’on peut
considérer comme un V/W-CW-complexe (fini), ce que nous faisons ci-après.

On note Σn C̃•topX la n-ième suspension (terme à terme) du complexe C̃•topX.
On a (Σn C̃•topX)−1 = Σn H∗VX et (Σn C̃•topX)p = Σn−p H∗V (FpX,Fp−1X) pour
0 ≤ p ≤ n, ce qui montre que Σn C̃•topX est un complexe de cochaînes coaugmenté,
dans la catégorie des H∗V-A-modules instables.

Proposition 4.10. – On a un isomorphisme canonique de complexes de
H∗V/W-A-modules instables :

Fix(V,W ) (Σn C̃•topX) ∼= Σn C̃•top,V/W XW .

Démonstration. – On vérifie tout d’abord que (FpX)W s’identifie à Fp,V/W XW (il
est opportun ici de noter que notre définition des FpX fait sens pour tout p ≥ −1

et donne FpX = X pour p ≥ dimV ). On invoque ensuite le fait que le foncteur
Fix(V,W ) « commute à la suspension » (point (b) de 1.16), la proposition 1.28 et le
corollaire 1.29.

La proposition ci-dessous concerne le foncteur Ψ : Vtf - U → (Vtf - U)W0 introduit
en section 3.

Proposition 4.11. – Le (Vtf- U)W0-complexe Ψ(Σn C•topX) possède les propriétés
suivantes :

(a) Pour 0 ≤ p < n le foncteur Ψ(Σn CptopX) :W0 → Vtf- U est une somme directe
finie de foncteurs co-induits (terminologie introduite en 3.6).

(b) Le foncteur Ψ(Σn CntopX) est nul.
(c) Pour 0 ≤ p ≤ n et k > 0 on a limk

W0
Ψ(Σn CptopX) = 0.
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(d) Pour 0 ≤ p < n le (Vtf- U)-morphisme

ρΣn Cp
topX

: Σn CptopX → limW0Ψ(Σn CptopX)

est un isomorphisme.

Le H∗Vtf -A-module instable Σn CptopX est isomorphe à une somme directe de la
forme

⊕
codimW=p H∗V ⊗H∗V/WNW avec NW un H∗V/W-A-module instable fini (voir

4.7).
On pose MW = H∗V ⊗H∗V/W NW et on suppose p ̸= n. La proposition 1.25

implique Ψ(MW ) ∼= M
HomW0

(−,W )

W (même argument que dans la démonstration du
point (b) de 3.10).

On a EFix(V,W ) (Σn CntopX) = 0 pour W ̸= 0 puisque Σn CntopX est fini (voir 2.15).
Conséquence du point (a) ci-dessus et du point (a) de 3.6.
La suite exacte de 3.9 et le résultat d’annulation 3.15 montrent que ρMW ] est un

isomorphisme.

On suppose maintenant que H∗VX est libre comme H∗V-module.
On observe que si H∗VX est libre comme H∗V-module alors H∗V/WX

W est libre
comme H∗V/W-module. En effet, on a un isomorphisme de H∗V/W-A-modules in-
stables H∗V/WX

W ∼= Fix(V,W )H
∗
VX (proposition 1.1) et le corollaire 1.19 conduit à

l’énoncé suivant :

Proposition 4.12. – Soit M un H∗V-A-module instable ; si M est libre comme
H∗V-module, alors le H∗V/W-A-module instable Fix(V,W )M est libre comme
H∗V/W-module.

Démonstration. – On a Tor
H∗V/W
1 (F2,Fix(V,W )M) = 0 d’après 1.19.

La proposition 4.10 et l’hypothèse de récurrence (HR) montrent que le complexe
Fix(V,W ) (Σn C̃•topX) est acyclique pour W ̸= 0. On en déduit que le complexe
Ψ(Σn C̃•topX) est également acyclique. En effet on a

Ψ(Σn C̃•topX)(W ) ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )(Σ
n C̃•topX)

et H∗V est un H∗V/W-module plat. La coaugmentation

Ψ(Σn H∗VX)→ Ψ(Σn C•topX)

peut donc être vue comme une résolution de l’objet Ψ(Σn H∗VX) dans la catégo-
rie (Vtf - U)W0 . Le point (c) de la proposition 4.11 dit que cette résolution est une ré-
solution limW0-acyclique (limW0 désigne ici le foncteur exact à gauche F 7→ limW0 F

de (Vtf - U)W0 dans Vtf - U), résolution tout aussi adaptée pour étudier les foncteurs
dérivés de limW0

qu’une résolution injective, si bien que l’on a :
– Hp limW0

Ψ(Σn C̃•topX) = 0 pour p = −1, 0 ;
– Hp limW0

Ψ(Σn C̃•topX) ∼= limp
W0

Ψ(Σn H∗VX) pour p > 0.
Comme le point (b) de 1.15 montre que le foncteur Ψ : Vtf - U → (Vtf - U)W0 « com-

mute à la suspension », l’isomorphisme ci-dessus peut être remplacé par :
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– Hp limW0 Ψ(Σn C̃•topX) ∼= Σn limp
W0

Ψ(H∗VX) pour p > 0.

La proposition 3.9 et le corollaire 3.20 entraînent que l’homomorphisme ρH∗V X
:

H∗VX → limW0
Ψ(H∗VX) est un isomorphisme ou ce qui revient au même que

l’homomorphisme ρΣn H∗V X
: Σn H∗VX → limW0 Ψ(Σn H∗VX) est un isomorphisme.

Ce dernier point et les points (d) et (b) de 4.11 montrent que l’homomorphisme
de (Vtf - U)-complexes

ρΣn C̃•topX
: Σn C̃•topX −→ limW0

Ψ(Σn C̃•topX)

est un épimorphisme dont le noyau est le (Vtf - U)-complexe, disons N•, défini par
Nn = Σn CntopX et Np = 0 pour p ̸= n.

Les énoncés 3.9 et 3.20 montrent aussi que l’on a limp
W0

Ψ(H∗VX) = 0 pour
0 < p < n− 1. On obtient donc Hp limW0

Ψ(Σn C̃•topX) = 0 pour p < n − 1 ce
qui compte tenu de ce qui précède implique bien Hp Σn C̃•topX = 0, soit encore
Hp C̃•topX = 0, pour p < n− 1.

Seconde étape. – On montre que l’on a aussi Hp C̃•topX = 0 pour p = n− 1 et p = n.
En fait, cette étape n’utilise pas l’hypothèse « H∗VX libre comme H∗V-module » :

Lemme 4.13. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe
fini. Si l’on a Hp C̃•topX = 0 pour p ≤ dimV − 2 alors C̃•topX est acyclique.

Ce lemme est un cas particulier d’un lemme très général concernant la suite spec-
trale cohomologique associée à une filtration décroissante d’un espace (voir [1, Lemma
5.6]). Cependant, pour le confort du lecteur, nous en explicitons une démonstration
ci-après.

Démonstration. – Le cas dimV = 0 est trivial ; le cas dimV = 1 est implicitement
traité au début de la démonstration de l’implication (i)⇒(ii) de 4.8. On suppose donc
dimV ≥ 2 ; on pose à nouveau n := dimV .

On considère la suite spectrale « cohomologique », (Er)r≥1, convergeant vers H∗VX,
associée à la filtration V-équivariante de X par les FpX, introduite au début de cette
section.

On se convainc tout d’abord que cette suite spectrale dégénère au terme E2.

On a par définition Ep,∗2 = Hp C•topX ; on a donc par hypothèse Ep,∗2 = 0 pour
p ̸= 0, n− 1, n. Il en résulte que les seules différentielles qui peuvent être non nulles,
pour r ≥ 2, sont les dr : E0,q

r → Er,q+1−r
r . On montre que celles-ci sont nulles en

introduisant la suite spectrale (trEr)r≥1 associée à la filtration triviale de X également
évoquée au début de cette section, et le morphisme canonique de suites spectrales,
disons η, de (trEr)r≥1 dans (Er)r≥1. On observe que la suite spectrale (trEr)r≥1 est
vraiment triviale : trEp,∗1 = 0 pour p ̸= 0 et trE0,∗

1 = trE0,∗
r = H∗VX pour tout r ≥ 1.
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On suppose r ≥ 2 et on contemple le diagramme commutatif

trE0,q
r

dr−−−−→ trEr,q+1−r
r = 0

η

y η

y
E0,q
r

dr−−−−→ Er,q+1−r
r

fourni par le morphisme de suites spectrales η. Pour r = 2 on sait que l’homomor-
phisme η : trE0,q

2 → E0,q
2 est un isomorphisme : c’est une conséquence de l’égalité

H0 C̃•topX = 0 ; ceci montre que la différentielle d2 : E0,q
2 → E2,q−1

2 est nulle et que
l’homomorphisme η : trE0,q

3 → E0,q
3 est un isomorphisme. En itérant l’argument, on

montre que toutes les différentielles dr : E0,q
r → Er,q+1−r

r sont nulles pour r ≥ 2.

On sait maintenant que la suite spectrale (Er)r≥1 dégénère au terme E2. En consi-
dérant à nouveau le morphisme η, on se convainc que l’homomorphisme canonique
E0,∗
∞ → H∗VX est un isomorphisme. Il en résulte Ep,∗2 = 0 pour p = n − 1 et p = n,

c’est-à-dire Hp C̃•topX = 0 pour p = n− 1 et p = n.

Corollaire 4.14. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. Si H∗VX est libre comme H∗V-module alors le A-module

Σ− dimV H∗V (X,SingVX)

est instable.

Démonstration. – On procède toujours par récurrence sur l’entier n = dimV . Là
encore le cas n = 0 est trivial ; on suppose donc n ≥ 1 et on montre que si l’énoncé
est vrai pour dimV = n− 1 alors il l’est aussi pour dimV = n.

Compte tenu du point (a) de la proposition 4.7, le théorème 4.8 dit en particulier
que l’on a un épimorphisme de A-modules⊕

dimW=1

H∗V ⊗H∗V/W Σ−(n−1) H∗V/W (XW ,SingV/WX
W )→ Σ−n H∗V (X,SingVX).

Pour tous les W ci-dessus, XW est un V/W-CW-complexe fini avec H∗V/WX
W libre

comme H∗V/W-module (proposition 4.12) ; la source de l’épimorphisme en question
est donc un A-module instable d’après l’hypothèse de récurrence. Du coup il en est
de même pour le but.

Corollaire 4.15. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. Si H∗VX est libre comme H∗V-module alors le A-module CptopX est instable
pour tout p.

L’énoncé ci-dessous précise l’énoncé 4.14 :
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Théorème 4.16. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. Si H∗VX est libre comme H∗V-module alors on a un isomorphisme canonique
de H∗Vtf-A-modules instables

Σ−n H∗V (X,SingVX) ∼= RnPf H∗VX

(n := dimZ/2 V ).

Démonstration. – Le cas n = 0 est trivial. Le cas n = 1 sera traité séparément. On
suppose n ≥ 2 et on reprend la suite exacte de complexes

0 −−−−→ N• −−−−→ Σn C̃•topX
ρΣn C̃•top X

−−−−−−−→ limW0
Ψ(Σn C̃•topX) −−−−→ 0

implicitement introduite à la fin de la première étape de la démonstration de l’impli-
cation (i)⇒(ii) de 4.8. Comme le complexe Σn C̃•topX est acyclique si H∗VX est libre
comme H∗V-module, le connectant

Hn−1 limW0Ψ(Σn C̃•topX) −→ Hn N• = H∗V (X,SingVX)

est un (Vtf - U)-isomorphisme. On a déjà vu que l’on a un (Vtf - U)-isomorphisme
Hn−1 limW0

Ψ(Σn C̃•topX) ∼= Σn limn−1
W0

Ψ(H∗VX) et 3.9 dit que limn−1
W0

Ψ(H∗VX) est
(Vtf - U)-isomorphe à RnPf H∗VX.

Le cas n = 1. On a une suite exacte

0→ H∗VX → H∗V ⊗H∗XV → Σ
−1H∗V (X,XV )→ 0

dans la catégorie Vtf - U et H∗V ⊗H∗XV est Pf-acyclique d’après 3.20.

La démonstration que nous venons de donner du théorème 4.16 dans le cas n = 1

sera généralisée en 5.12. Ce théorème sera revisité en 6.14.

Bande-annonce. – Comme expliqué dans l’introduction le théorème 4.8 admet une
généralisation, à savoir le théorème 0.7 dû à Allday, Franz et Puppe. Le théorème
0.9 est une version de ce théorème que nous démontrerons en section 6 (l’énoncé 6.20
reproduit l’énoncé 0.9).
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CHAPITRE 5

LE COMPLEXE ALGÉBRIQUE

Dans cette section nous associons à un H∗V-A-module instable M un complexe de
cochaînes

C0M → C1M → C2M → · · ·CpM → · · · → CnM,

coaugmenté par M ; nous le notons C̃•M (on a donc C̃−1M = M). Nous étudions
ce complexe quand M est de type fini comme H∗V-module. Dans la prochaine sec-
tion nous comparerons le complexe C̃•topX, associé à un V-CW-complexe fini X, au
complexe C̃•algX := C̃•HVX que nous appelons le complexe algébrique associé à X.
Nous montrerons en particulier que si H∗VX est libre comme H∗V-module alors les
deux complexes sont isomorphes.

Filtration d’un H∗V-A-module instable

Soient V un 2-groupe abélien élémentaire de dimension n, W ⊂ V un sous-groupe
et M un H∗V-A-module instable.

On rappelle que l’on note

η(V,W )M
: M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M

l’unité de l’adjonction de la paire de foncteurs adjoints (e(V,W ),Fix(V,W )).
On définit une filtration décroissante de M par des sous-H∗V-A-modules instables

M = F0M ⊃ F1M ⊃ · · · ⊃ FnM ⊃ Fn+1M = 0

en posant

FpM :=
⋂

codimW<p

ker (η(V,W )M
: M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M)

(l’égalitéM = F0M tient au fait que l’ensemble {W ; codimW < 0} est vide !). Compte
tenu de la proposition 1.24, on peut alternativement définir cette filtration en posant

FpM :=
⋂

codimW<p

ker (ρ(V,W )M
: M → EFix(V,W )M).
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Soient W0 et W1 deux sous-groupes de V avec W0 ⊂ W1, la proposition 1.20 dit que
l’on a ρ(V,W1) = ρ(W0,W1)◦ρ(V,W0) ; on peut donc également dans la définition de Fp

remplacer
⋂

codimW<p par
⋂

codimW=p−1.
Trois commentaires concernant cette définition :
1) L’exactitude des foncteurs EFix implique :

Proposition 5.1. – Soient M un H∗V-A-module instable, M ′ ⊂ M un sous-objet,
et p un entier naturel. On a l’égalité FpM ′ = M ′ ∩ FpM .

2) Le scholie 1.2 (ou la proposition 1.7) conduit à l’énoncé ci-dessous et fournit du
même coup une motivation pour la définition ci-dessus (voir la partie de l’introduction
qui suit l’intertitre « Le complexe algébrique ») :

Proposition 5.2. – Soit X un V-CW-complexe fini. Alors on a

Fp H∗VX =
⋂

codimW<p

ker (H∗VX → H∗VX
W ).

3) La théorie de Smith algébrique [16][33, théorème 0.5] et [40, §2, corollaire] im-
pliquent que F1M est la H∗V-torsion de M (sans aucune hypothèse sur le H∗V-A-mo-
dule instable M , voir 9.15). Concernant FnM , on a :

Proposition 5.3. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si l’on suppose que M est
de type fini comme H∗V-module alors on a FnM est la partie finie PfM de M .

Démonstration. – Soit N ⊂ M un sous-H∗V-A-module instable fini ; l’implication
(iv)⇒ (ii-bis) de 2.14 montre N ⊂ FnM . Puisque les foncteurs EFix(V,W ) sont exacts,
on a EFix(V,W )(F

nM) = 0 pour dimW = 1. Si l’on suppose M de type fini comme
H∗V-module alors il en est de même pour FnM et l’implication (ii-bis)⇒(iv) de 2.14
montre que FnM est fini.

On voit donc que F1M et FnM peuvent être définis en termes de la structure
de H∗V-module de M , au moins sous l’hypothèse que celle-ci est de type fini. On
verra dans la section 9 que c’est en fait le cas de tous les FpM (même sans l’hypothèse
que M est de type fini comme H∗V-module).

On sera aussi amené à considérer le gradué de la filtration de M par les FpM :

GrpM := FpM /Fp+1M, 0 ≤ p ≤ n.

Il est clair que les applications M 7→ FpM et M 7→ GrpM peuvent être considérées
comme des endofoncteurs de V- U et comme des endofoncteurs de Vtf - U si l’on suppose
que M est de type fini comme H∗V-module. Ces endofoncteurs « commutent » aux
sommes directes dans V- U et aux sommes directes finies dans Vtf - U (qui coïncident
avec les produit finis).

On dégage maintenant quelques propriétés de la filtration introduite ci-dessus (et
de son gradué) lorsque M est de type fini comme H∗V-module.

On explicite d’abord cette filtration dans le cas où M est un objet injec-
tif indécomposable de Vtf - U , c’est-à-dire, d’après le théorème 2.5, dans le cas
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M = H∗V ⊗H∗V/U JV/U (k) avec (U, k) ∈ W × N. Le H∗V/U -A-module instable
JV/U (k) est fini et il ne coûte en fait pas plus cher de supposer plus généralement
M = H∗V ⊗H∗V/U N avec N un H∗V/U -A-module instable fini.

Proposition 5.4. – Soient U ⊂ V un sous-groupe et N un H∗V/U -A-module instable
fini. Alors on a

Fp (H∗V ⊗H∗V/U N) =

{
H∗V ⊗H∗V/U N pour p ≤ codimU,

0 pour p > codimU,

soit encore

Grp (H∗V ⊗H∗V/U N) =

{
H∗V ⊗H∗V/U N pour p = codimU,

0 pour p ̸= codimU.

Démonstration. – Conséquence de la proposition 1.27.

L’énoncé ci-dessus ouvre la voie au suivant :

Proposition-Définition 5.5. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et p un en-
tier avec 0 ≤ p ≤ n. Soit

Πp
M : M −→

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M

le produit des homomorphismes η(V,W ),M pour codimW = p.

(a) La restriction de Πp
M à Fp+1M est nulle.

(b) L’image de la restriction de Πp
M à FpM est contenue dans le sous-H∗V-A-mo-

dule instable ⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (Fix(V,W )M).

(Décodons la notation : Fix(V,W )M est d’après 2.9 un H∗V/W-A-module instable
de type fini comme H∗V/W-module et PfV/W désigne l’endofoncteur « partie finie »
de V/Wtf - U . La somme directe ci-dessus s’identifie bien à un sous-module de la pré-
cédente car H∗V est plat sur H∗V/W .)

On note

Π
p

M : GrpM −→
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (Fix(V,W )M)

l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables induit par Πp
M .

(c) L’homomorphisme Π
p

M est un isomorphisme si M est un Vtf- U-injectif.

Conséquence de la définition même de Fp+1M .
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Démonstration du (b). – 1) On commence par le cas M = H∗V ⊗H∗V/U N avec U un
sous-groupe de V et N un H∗V/U -A-module instable fini :

– Si l’on a codimU < p alors on a FpM = 0 d’après 5.4 et (b) est trivialement
vérifié.

– Si l’on a codimU > p alors on a W ̸⊂ U pour tout W avec codimW = p. Il en
résulte Πp

M = 0 d’après 1.27 et (b) est encore trivialement vérifié.

– Si l’on a codimU = p alors il existe un seul W avec codimW = p et W ⊂ U
à savoir U lui-même si bien que, compte tenu de 1.25 et 1.5, le seul facteur non
nul de

⊕
codimW=p H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M est H∗V ⊗H∗V/U Fix(V,U)M . On a

Fix(V,U)M ∼= N d’après 1.26 et donc PfV/U (Fix(V,U)M) = Fix(V,U)M ; le point (b)
est bien vérifié.

2) D’après 2.5 un Vtf - U-injectif est une somme directe finie de H∗V-A-modules
instables du type considéré ci-dessus ; le point (b) est donc vérifié si M est Vtf - U-in-
jectif.

3) On en vient enfin au cas général. D’après 2.4 il existe un homomorphisme injectif
de H∗V-A-modules instables i : M → I tel que I est Vtf - U-injectif. Le diagramme
suivant :

FpM
restriction de Πp

M−−−−−−−−−−−→
⊕

codimW=p H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M

Fp i

y y⊕codim W=p H∗V⊗H∗V/W Fix(V,W ) i

FpI
restriction de Πp

I−−−−−−−−−−→
⊕

codimW=p H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )I

est commutatif (fonctorialité). La contemplation de ce diagramme montre que le point
(b) est vérifié pour M . Détaillons un peu. On pose P = Fix(V,W )M , J = Fix(V,W )I

et j = Fix(V,W ) i. L’homomorphisme j est injectif puisque le foncteur Fix(V,W ) est
exact ; il en résulte j−1(PfV/W (J)) = PfV/W (P ). Soient x un élément de FpM et y
son image dans H∗V ⊗H∗V/W P ; le fait que le point (b) soit vérifié pour I entraîne
que y appartient à l’image inverse

(H∗V ⊗H∗V/W j)−1(H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (J)).

Or cette image inverse s’identifie à

H∗V ⊗H∗V/W j−1(PfV/W (J)) = H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (P ) ;

en effet, puisque H∗V est un H∗V/W-module plat, le produit tensoriel par H∗V « com-
mute aux produits fibrés ».

Démonstration du (c). – À nouveau il suffit de vérifier que Π
p

M est un isomorphisme
pour M = H∗V ⊗H∗V/U N avec U un sous-groupe de V et N un H∗V/U -A-module
instable fini ; pour cela on utilise encore 1.27.
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La notion de H∗V-A-module instable e-fini

La proposition 5.4 et la démonstration des points (b) et (c) de la proposition 5.5
suggère d’introduire la définition ad hoc suivante :

Définition 5.6. – Nous dirons qu’un H∗V-A-module instable M est e-fini s’il est
isomorphe à une somme directe de la forme⊕

U∈W
H∗V ⊗H∗V/U NU

avec NU un H∗V/U -A-module instable fini.
(L’intrigant préfixe « e » de notre terminologie « e-fini » est pour « extension des

scalaires ».)

Exemple 5.7. – Un Vtf - U-injectif est e-fini.

Ce que l’on a appris en démontrant 5.4 et 5.5 conduit au scholie suivant :

Scholie 5.8. – Soient NU , U ∈ W, des H∗V/U -A-modules instable finis ; on pose

M =
⊕
U∈W

H∗V ⊗H∗V/U NU .

(a) Les H∗V/U -A-modules instables finis NU sont uniquement déterminés, à iso-
morphisme près, en fonction du H∗V-A-module instable M . Plus précisément on a :

NU ∼= PfV/U (Fix(V,U)M).

(b) Soit p un entier. On a :

FpM ∼=
⊕

codimU≥p

H∗V ⊗H∗V/U NU etGrpM ∼=
⊕

codimU=p

H∗V ⊗H∗V/U NU .

Les propositions 3.14 et 3.15 fournissent l’énoncé suivant :

Proposition 5.9. – Soit M un H∗V-A-module instable e-fini. Alors on a RpPfM = 0

pour p > 0 ; en d’autres termes M est Pf-acyclique.

Corollaire-Définition 5.10. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et

0→M → C0 → C1 → · · · → Cp → · · ·

une résolution de M dans la catégorie Vtf-U , telle que Cp est e-fini pour tout p ≥ 0.
Alors on a RpPfM ∼= HpPfC• pour tout p ≥ 0.

On dira qu’une résolution comme ci-dessus est une résolution e-finie de M .
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Corollaire 5.11. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et S un A-module in-
stable fini ; on munit le produit tensoriel S⊗M de sa structure évidente de H∗V-A-mo-
dule instable. Alors on a un isomorphisme canonique de H∗V-A-modules instables
(finis)

RpPf (S ⊗M) ∼= S ⊗ RpPfM

pour tout p ≥ 0 (en particulier les foncteurs dérivés RpPf « commutent à la suspen-
sion »).

Démonstration. – Soit M → I• une résolution injective de M dans la catégorie Vtf -U .
La résolution S ⊗M → S ⊗ I• n’est pas en général injective mais elle est toujours
e-finie.

Pour clore notre discussion sur la notion de H∗V-A-module instable e-fini, nous
montrons que les énoncés 5.10 et 5.11 conduisent à une démonstration alternative du
théorème 4.16 :

Exemple 5.12. – Soit X un V-CW-complexe fini avec H∗VX libre comme H∗V-mo-
dule. Le théorème 4.8 dit que

0→ Σn H∗VX → Σn C0
topX → · · · → Σn CptopX → · · · → Σn CntopX → 0

est une résolution de Σn H∗VX dans la catégorie Vtf -U . On fait les constatations
suivantes :

– Σn CptopX est e-fini pour tout p ;
– Pf (Σn CptopX)=0 pour tout p < n ;
– Σn CtopX

∼= H∗V (X,SingVX) est fini.
On a donc RnPf (Σn H∗VX) ∼= H∗V (X,SingVX) d’après 5.10. D’autre part on a

RnPf (Σn H∗VX) ∼= Σn RnPf H∗VX d’après 5.11.

Remarque 5.13. – La démonstration ci-dessus dit aussi que l’on a RpPf H∗VX = 0

pour p < n ce qui est en accord avec 3.20.

On reviendra sur le théorème 4.16 dans la prochaine section et on montrera en
particulier sa relation avec [24].

Complexe associé à un H∗V-A-module instable

Soit M un H∗V-A-module instable ; on définit un complexe de cochaînes dans la
catégorie V- U

C•M = (C0M → · · · → CpM → Cp+1M → · · · → CnM → 0→ 0→ · · · )

de la façon suivante :
On choisit une résolution injective M → I• de M dans la catégorie V- U . On pose

CpM = HpGrpI•
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et on prend pour cobord CpM → Cp+1M l’homomorphisme connectant
HpGrpI• → Hp+1Grp+1I• associé à la suite exacte de complexes de cochaînes

0→ Grp+1I• → FpI•/Fp+2I• → GrpI• → 0.

Les mantras habituels de la théorie des résolutions injectives montrent que C•M est
indépendant du choix de la résolution injective de M et que la correspondance
M 7→ C•M est fonctorielle en M .

Remarque 5.14. – Si l’on a, comme Bourbaki, des scrupules de théorie des en-
sembles, on peut choisir pour résolution injective de M une résolution « standard ».
Précisons un peu. Soient E∗ la catégorie des F2-espaces vectoriels N-gradués et
O : V- U → E∗ le foncteur oubli (notation locale !). On observe que O admet un
adjoint à droite Õ, que ÕOM est un V- U-injectif, et que l’unité de l’adjonction
M → ÕOM est injective ; la suite est routine.

Le complexe C•M est naturellement coaugmenté parM . On peut s’en convaincre en
procédant comme dans la section 4. On considère la filtration décroissante « triviale »
de M définie par

FptrM =

{
M pour p = 0,

0 pour 1 ≤ p ≤ n+ 1.

Le complexe obtenu en remplaçant dans la définition de C•M les Fp par les Fptr est
C•trM := (M → 0 → 0 → · · · ). L’homomorphisme de complexes C•trM → C•M

fournit la coaugmentation évoquée plus haut ; le complexe coaugmenté M → C•M est
noté C̃•M .

Proposition 5.15. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable.
(a) Le complexe C•M est un complexe dans la catégorie Vtf- U .
(b) Pour 0 ≤ p ≤ n on a un isomorphisme canonique de H∗V-A-modules instables

CpM ∼=
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W RpPfV/W (Fix(V,W )M)

(la notation RpPfV/W ci-dessus désigne le p-ième dérivé de l’endofoncteur PfV/W
de V/Wtf- U).

Démonstration. – Soit M → I• une résolution injective de M dans la catégorie Vtf - U .
C’est aussi une résolution injective dans la catégorie V- U (voir section 2) ; cette ob-
servation démontre le point (a). Passons au point (b). Le scholie 5.8 dit que l’on a

GrpI• ∼=
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (Fix(V,W )I
•).

D’après le point (b) de la proposition 2.8, Fix(V,W )M → Fix(V,W )I
• est une résolution

injective dans la catégorie V/Wtf - U ; on a donc

Hp PfV/W (Fix(V,W )I
•) ∼= RpPfV/W (Fix(V,W )M).
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Comme H∗V est plat sur H∗V/W on obtient bien au bout du compte un isomorphisme
canonique

HpGrpI• ∼=
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W RpPfV/W (Fix(V,W )M)

c’est-à-dire le point (b) (qui implique le point (a) !).

Pendant algébrique du théorème 4.8

Il s’agit de l’énoncé suivant :

Théorème 5.16. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable. Les deux propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Le H∗V-module sous-jacent à M est libre.
(ii) Le complexe coaugmenté C̃•M est acyclique.

Elle est identique à celle de l’implication (ii)⇒(i) du théorème 4.8.

L’ingrédient essentiel de cette démonstration est le corollaire 3.20.
Soient M un H∗Vtf -A-module instable et M → I• une résolution injective de M

dans la catégorie Vtf - U . On considère la suite spectrale « cohomologique » (Er)r≥1

définie par la filtration du complexe I• par les FpI•. Cette suite spectrale, à valeurs
dans la catégorie Vtf - U , est indépendante du choix de I• et fonctorielle en M .

– On a Ep,q1 = Hp+qGrpI• et la différentielle d1 : Ep,q1 → Ep+1,q
1 est l’homomor-

phisme connectant associé à la suite exacte de complexes

0→ Grp+1I• → FpI•/Fp+2I• → GrpI• → 0,

si bien que C•M n’est rien d’autre que la ligne q = 0 de E1 vue comme un complexe
de cochaînes.

– Comme GrpI• est nul pour p < 0 ou p > n, Ep,q1 ̸= 0 implique p ≥ 0 et p ≤ n.
La suite spectrale dégénère donc a priori au terme En+1. On observera que Ep,q1 ̸= 0

implique aussi p+ q ≥ 0.
– L’isomorphisme GrpI• ∼=

⊕
codimW=p H∗V ⊗H∗V/W PfV/W (Fix(V,W )I

•) déjà uti-
lisé dans la démonstration du point (b) de 5.15 donne pareillement l’isomorphisme

Ep,q1
∼=

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Rp+qPfV/W (Fix(V,W )M) ;

compte tenu de la proposition 3.13, cet isomorphisme montre finalement que Ep,q1 ̸= 0

implique p ≥ 0, p ≤ n, p+ q ≥ 0 et q ≤ 0.
– Puisque M → I• est une résolution, l’aboutissement de la suite spectrale est

connu :

Ep,q∞ =

{
GrpM pour p+ q = 0,

0 pour p+ q > 0.
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(Pour se convaincre de l’égalité Ep,−p∞ = GrpM , on vérifie que l’image de l’homomor-
phisme H0FpI• → H0I• s’identifie à FpM .)

On suppose maintenant que la condition (i) est vérifiée. La proposition 4.12 et le
corollaire 3.20 montrent que l’on a Ep,q1 = 0 pour q ̸= 0. Il en résulte que la suite
spectrale dégénère au terme E2. On en déduit HpC•M = Ep,02 = Ep,0∞ = 0 pour p > 0.
Pour p = 0 on obtient H0C•M = E0,0

2 = E0,0
∞ = Gr0M . Comme le H∗V-module sous-

jacent à M est libre et a fortiori sans torsion on a F1M = 0 et donc Gr0M ∼= M (on
peut contourner l’argument F1M = 0 en observant que la considération de la suite
spectrale donne GrpM = 0 pour p > 0). Pour se convaincre de ce que l’isomorphisme
H0C•M ∼= M obtenu ci-dessus est bien induit par la coaugmentation, considérer la
suite spectrale, disons (trEr)r≥1, définie par la filtration de I• par les FptrI

• (suite
spectrale particulièrement triviale : trE

0,0
1
∼= M et trE

p,q
1 = 0 pour (p, q) ̸= (0, 0)) et

invoquer la commutativité du diagramme

trE
0,0
1 −−−−→ trE

0,0
∞y y

E0,0
1 −−−−→ E0,0

∞

dans lequel les flèches verticales sont induites par les inclusions Fptr ⊂ Fp.

Maintenant que la démonstration de l’implication (i)⇒(ii) du théorème 5.16 est
achevée, nous dégageons, en vue d’une future utilisation, un énoncé qui résulte faci-
lement de ce que nous avons appris, lors de cette démonstration, sur la suite spec-
trale (Er)r≥1 obtenue en filtrant une résolution injective I• d’un H∗Vtf -A-module
instable M arbitraire par les FpI• :

Scholie 5.17. – Pour tout H∗Vtf-A-module instable M , on a Hp C•M = 0 pour
p ≥ sup (1,dimV − 1).

Démonstration. – On pose comme d’habitude n = dimV . On a vu notamment que
l’on a :

(1) Ep,q1 = 0 pour q > 0 et p > n ;
(2) Ep,q∞ = 0 pour p+ q > 0.
Le point (1) implique Ep,02 = Ep,0∞ pour p ≥ n − 1 ; le point (2) implique Ep,0∞ = 0

pour p ≥ 1. Or on a par définition même Hp C•M = Ep,02 .

Généralisation du théorème 5.16

Le théorème 5.20 ci-après (reproduisant 0.10) est le pendant algébrique d’une
version du théorème 10.2 de [2] que nous avons évoquée dans l’introduction (théo-
rème 0.9) ; nous verrons en section 6 que le théorème 5.20 implique le théorème 6.20
(reproduisant 0.9) qui est la version en question.

L’énoncé 5.20 fait intervenir les deux définitions suivantes (reproduisant 0.6 et 0.8) :

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2024



52 CHAPITRE 5. LE COMPLEXE ALGÉBRIQUE

Définition 5.18. – Soient M un H∗V-module N-gradué et j ≥ 0 un entier. On dit
que M est une H∗V-j-syzygie s’il existe une suite exacte de H∗V-modules N-gradués

0→M → L0 → L1 → · · · → Lj−1

avec L0, L1, . . . , Lj−1 libres (on convient que tout M est une H∗V-0-syzygie).

Définition 5.19. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et j ≥ 0 un entier. Nous
dirons que M est une (Vtf - U)-j-syzygie s’il existe une suite exacte dans la catégo-
rie Vtf- U

0→M → L0 → L1 → · · · → Lj−1

avec L0, L1, . . . , Lj−1 libres comme H∗V-modules (nous convenons que tout M est une
(Vtf- U)-0-syzygie).

Théorème 5.20. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et j ≥ 0 un entier. Les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est une (Vtf- U)-j-syzygie ;
(ii) le H∗V-module sous-jacent à M est une H∗V-j-syzygie ;
(iii) on a Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j − 2.

Ce théorème nous permettra en section 6 de retrouver le théorème 0.7 en utilisant,
comme pour le théorème 0.1, la théorie des H∗-A-modules instables.

Passons à sa démonstration. L’implication (i)⇒(ii) est évidente. Nous vérifions
(ii)⇒(iii) et (iii)⇒(i).

Démonstration de l’implication (ii)⇒(iii) de 5.20. – On commence par deux énoncés
bon marché qui concernent les H∗V-modules N-gradués.

Lemme 5.21. – Soit M un H∗V-module N-gradué. Si M est une H∗V-j-syzygie alors
on a TorH

∗V
k (F2,M) = 0 pour k > sup (0,dimV − j).

Démonstration. – On note N le conoyau de la dernière flèche sur la droite dans la
définition 5.18 ; on a donc une suite exacte de H∗V-modules N-gradués de la forme

0→M → L0 → L1 → · · · → Lj−1 → N → 0

avec L0, L1, . . . , Lj−1 libres (on suppose j ≥ 1).
On constate que l’on a TorH

∗V
k (F2,M) = TorH

∗V
k+j (F2, N) pour k > 0 ; or on a

TorH
∗V

k+j (F2, N) = 0 pour k + j > dimV .

Scholie 5.22. – Soit M un H∗V-module N-gradué. Si M est une H∗V-j-syzygie alors
on a dpVM ≤ sup (0,dimV − j).

Scholie 5.23. – Soit M un H∗V-module N-gradué. Les conditons suivantes sont équi-
valentes

(i) M est une H∗V-j-syzygie avec j ≥ n ;
(ii) M est une H∗V-n-syzygie ;
(iii) M est libre.
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(Pour (iii)⇒(ii) contempler la suite exacte 0 → M → M → 0 · · · → 0 avec
n termes 0 !)

Remarque 5.24. – Le scholie ci-dessus montre que dans les définitions d’une
H∗V-j-syzygie et d’une (Vtf - U)-j-syzygie on peut imposer j ≤ n := dimV .

On revient maintenant aux H∗V-A-modules instables :

Proposition 5.25. – Soient M un H∗V-A-module instable et W un sous-groupe
de V . Si le H∗V-module sous-jacent à M est une H∗V-j-syzygie alors la dimension
projective du H∗V/W-module sous-jacent au H∗V/W-A-module instable Fix(V,W )M

vérifie l’inégalité suivante :

dpV/W Fix(V,W )M ≤ sup (0, codimW − j).

Démonstration. – Il s’agit d’une généralisation de celle de la proposition 4.12. On
considère à nouveau l’isomorphisme de H∗V/W-A-modules instables

Fix(V,W ) TorH
∗V

k (H∗W,M) ∼= Tor
H∗V/W
k (F2,Fix(V,W )M)

du corollaire 1.19.
On observe que l’on a un isomorphisme TorH

∗V
k (H∗W,M) ∼= Tor

H∗V/W
k (F2,M),

disons de F2-espaces vectoriels gradués (invoquer par exemple l’isomorphisme cano-
nique H∗W ∼= F2⊗H∗V/W H∗V ). Le H∗V-module M étant une H∗V-j-syzygie est a for-
tiori une H∗V/W-j-syzygie si bien que le lemme 5.21 implique TorH

∗V
k (H∗W,M) = 0

pour k > sup (0, codimW − j). Il en résulte Tor
H∗V/W
k (F2,Fix(V,W )M) = 0 pour

k > sup (0, codimW − j).

Corollaire 5.26. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et W un sous-groupe
de V ; soit p la codimension de W dans V . Si le H∗V-module sous-jacent à M est une
H∗V-j-syzygie alors on a Rp+qPfV/W (Fix(V,W )M) = 0 pour sup(0, p− j) + q < 0.

Démonstration. – Conséquence des propositions 3.17 et 5.25.

Fin de la démonstration de l’implication (ii)⇒(iii) de 5.20. – Le résultat d’annulation
ci-dessus est exactement ce qu’il nous faut pour adapter la démonstration que nous
avons donnée plus haut de l’implication (i)⇒(ii) du théorème 5.16.

On suppose j ≥ 1 (il n’y a rien à démontrer pour j = 0 !). Dans ce cas le H∗V-mo-
dule sous-jacent à M est sans torsion si bien que l’on a Gr0M = M et GrpM = 0

pour p > 0. En reprenant la suite spectrale considérée dans la démonstration du
théorème 5.16 on obtient Hp C•M = 0 pour 0 < p ≤ j − 2 et H0 C•M ∼= M (cet
isomorphisme étant induit par la coaugmentation).

Démonstration de l’implication (iii)⇒(i) de 5.20. – On peut supposer j ≤ dimV (re-
marque 5.24). Dans le cas j = 0, il n’y a rien à démontrer. Le cas j = 1 est trivial :
H−1 C̃•M = 0 signifie que la coaugmentationM → H∗V ⊗FixVM (= EFix(V,V )M) est
injective.
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Proposition 5.27. – Soit V un 2-groupe abélien élémentaire avec dimV ≥ 2. Soit
M un H∗Vtf-A-module instable. Si Hp C̃•M est nul pour p ≤ dimV − 2, alors :

(a) le complexe C̃•M = 0 est acyclique ;
(b) le H∗V-module sous-jacent à M est libre.

Démonstration. – Le point (a) résulte trivialement du scholie 5.17. Le point (b) ré-
sulte ensuite de l’implication (ii)⇒(i) de 5.16.

La proposition ci-dessous est la version algébrique de la proposition 4.10 :

Proposition 5.28. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et W un sous-groupe
de V . On a des isomorphismes canoniques de complexes de H∗V/Wtf-A-modules in-
stables

Fix(V,W ) C•V M
∼= C•V/W Fix(V,W )M, Fix(V,W ) C̃•V M

∼= C̃•V/W Fix(V,W )M.

Démonstration. – Nous avons précisé ci-dessus la notation C•, C̃• en C•V , C̃•V (resp.
C•V/W , C̃•V/W ) pour souligner que dans le membre de gauche (resp. de droite) le
foncteur C•, C̃• est défini sur la catégorie Vtf - U (resp. V/Wtf - U). Pareillement, nous
précisons ci-après la notation FpM , introduite au début de cette section, en FpVM .

La proposition 5.28 est essentiellement conséquence du lemme suivant :

Lemme 5.29. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable, W un sous-groupe de V

et p un entier naturel. Les deux H∗V/Wtf-A-modules instables FpV/WFix(V,W )M

et Fix(V,W )F
p
VM , vus comme des sous-objets de Fix(V,W )M (le second peut être vu

ainsi car le foncteur Fix(V,W ) est exact), coïncident.

Démonstration. – Soit I un (Vtf - U)-injectif contenant M ; comme Fix(V,W ) est exact,
on peut également identifier Fix(V,W )M à un sous-objet de Fix(V,W )I. Les égalités

– FpVM = M ∩ FpV I (proposition 5.1),
– Fix(V,W )(M ∩ FpV I) = (Fix(V,W )M) ∩ (Fix(V,W )F

p
V I) (exactitude de Fix(V,W )),

– FpV/WFix(V,W )M = Fix(V,W )M ∩ FpV/WFix(V,W )I (proposition 5.1),
montrent qu’il suffit de vérifier le lemme pour M injectif (dans la catégorie Vtf - U).
Compte tenu de la classification des (Vtf - U)-injectifs (voir 2.5) on est ramené à vérifier
le lemme pour M = H∗V ⊗H∗V/U N avec U ⊂ V et N un H∗V/U -A-module instable
fini.

On suppose donc M de cette forme. La proposition 5.4 donne

FpVM =

{
M pour p ≤ codimU

0 pour p > codimU

et par conséquent

Fix(V,W )F
p
VM =

{
Fix(V,W )M pour p ≤ codimU

0 pour p > codimU.
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Le corollaire 1.26 donne quant à lui

Fix(V,W )M ∼=

{
H∗V/W ⊗H∗V/U N pour W ⊂ U ,
0 pour W ̸⊂ U .

On obtient

FpV/WFix(V,W )M =

{
Fix(V,W )M pour p ≤ codimU

0 pour p > codimU,

en invoquant à nouveau 5.4 (V étant remplacé par V/W ).

Soit maintenant M → I• une résolution injective de M dans la catégo-
rie Vtf - U ; comme le foncteur Fix(V,W ) est exact et transforme les (Vtf - U)-injectifs
en (V/Wtf - U)-injectifs (voir le point (b) de 2.8), Fix(V,W )M → Fix(V,W )I

• est une
résolution injective de Fix(V,W )M dans la catégorie V/Wtf - U , si bien que le lemme
5.29 conduit formellement à la proposition 5.28. □□

Soit M un H∗Vtf -A-module instable. On note E1M le terme E1 de la suite spectrale
de la démonstration de l’implication (i)⇒(ii) de 5.16 ; E1M est donc un H∗Vtf -A-mo-
dule instable (Z×Z)-gradué, dépendant fonctoriellement de M , dont la structure est
rappelée ci-dessous :

– Soit Tgn le sous-ensemble de Z × Z constitué des couples (p, q) vérifiant p ≥ 0,
p ≤ n, p+ q ≥ 0 et q ≤ 0 (Tg est pour triangle !) ; on a Ep,q1 M = 0 pour (p, q) ̸∈ Tgn.

– Il existe des homomorpismes d1 : Ep,q1 M → Ep+1,q
1 M (de H∗Vtf -A-modules in-

stables) avec d1 ◦ d1 = 0 ; en d’autres termes E•,q1 M est un complexe de cochaînes
dans la catégorie Vtf - U .

– Le (Vtf - U)-complexe de cochaînes C•M est E•,01 M .

Le point (b) de la proposition 5.27 et la proposition 5.28 conduisent à l’énoncé
suivant :

Proposition 5.30. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et j ≥ 0 un entier. Si
l’on a Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j − 2, alors :

(a) Fix(V,W )M est un H∗V/W-module libre pour tout sous-groupe W de V

avec codimW ≤ j ;

(b) on a Ep,q1 M = 0 pour p ≤ j et q ̸= 0.

Démonstration du (a). – Soit W un sous-groupe de V avec codimW ≤ j. D’après
la proposition 5.28, on a Fix(V,W ) C̃•M ∼= C̃•V/W Fix(V,W )M ; puisque le foncteur
Fix(V,W ) est exact, la condition Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j−2 implique Hp C̃•V/W M = 0

pour p ≤ j − 2. Le point (b) de la proposition 5.27 dit alors que Fix(V,W )M est
un H∗V/W-module libre.
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Démonstration du (b). – On a vu que l’on a

Ep,q1
∼=

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Rp+qPfV/W (Fix(V,W )M) ;

la proposition 3.20 dit que l’on a Rp+qPfV/W (Fix(V,W )M) = 0 pour q ̸= 0, compte
tenu du point (a).

La proposition suivante paraît au premier abord assez ad hoc. Elle affirme l’exis-
tence d’un mystérieux bicomplexe B•,•M dont certaines propriétés nous permettront
d’achever la démonstration en cours. La construction de ce bicomplexe sera effectuée
dans la sous-section 8.4 ; les propriétés évoquées ci-dessus y seront vérifiées. En fait
l’introduction de B•,•M n’est pas si artificielle : nous verrons en 8.4 qu’elle apporte un
éclairage un peu plus concret sur le complexe C•M dont la définition dans la présente
section est plutôt formelle.

Proposition 5.31. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable.
Il existe un bicomplexe B•,•M de cochaînes dans la catégorie Vtf- U , dépendant

fonctoriellement de M , qui possède les propriétés Bi, i = 0, 1, 2, décrites ci-après.
(B0) On a Bp,qM = 0 pour (p, q) ̸∈ Tgn.
Soit BE1M le terme E1 de la suite spectrale associée à B•,•M obtenue « en dérivant

verticalement ».
(B1) On a pour tout (p, q) un isomorphisme canonique de H∗Vtf-A-modules in-

stables β : BEp,q1 M ∼= Ep,q1 M tel que le diagramme de H∗Vtf-A-modules instables

BEp,q1 M
d1−−−−→ BEp+1,q

1 M

β

y∼= β

y∼=
Ep,q1 M

d1−−−−→ Ep+1,q
1 M

est commutatif.
(B2) Si j ≥ 2 est un entier tel que Fix(V,W )M est un H∗V/W-module libre pour

tout sous-groupe W de V avec codimW ≤ j, alors Bp,qM est un H∗V-module libre
pour p ≤ j.

Fin de la démonstration de l’implication (iii)⇒(i) du théorème 5.20 à l’aide de 5.30
et 5.31. – On suppose toujours j ≥ 2. On définit un bicomplexe B•,•j M de cochaînes
dans la catégorie Vtf - U , dépendant fonctoriellement de M , de la manière suivante :

On pose

Bp,qj M =

{
Bp,qM pour p ≤ j − 1,

0 pour p ≥ j.
Les cobords, horizontaux et verticaux, de B•,•j M sont induits par ceux du bicom-
plexe B•,•M (B•,•j M est un quotient de B•,•M).

On note (BjErM)r≥1 la suite spectrale associée à B•,•j M obtenue « en dérivant
verticalement ». Par construction on a BjE

p,q
1 M = BEp,q1 M pour p ≤ j − 1 et donc

BjE
p,q
1 M ∼= Ep,q1 M pour p ≤ j − 1 (propriété (B1) de 5.31).
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On suppose maintenant Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j − 2. On note C•j M le complexe

C0M → C1M → · · · → Cj−1M → 0→ 0→ · · ·

(C•j M est un quotient de C•M). La définition même de C•M et le point (b) de
5.30 montrent BjE

•,0
1 M ∼= C•j M et BjE

•,q
1 M = 0 pour q ̸= 0. On en déduit que

la suite spectrale (BjErM)r≥1 dégénère au terme E2 et que l’homologie du com-
plexe TotB•,•j M (le totalisé du bicomplexe B•,•j M) est canoniquement isomorphe
à celle du complexe C•j M . Il en résulte que l’on a un isomorphisme canonique
H0 TotB•,•j M ∼= M et l’égalité Hk TotB•,•j M = 0 pour 1 ≤ k ≤ j − 2. D’autre part
le point (a) de 5.30 et la propriété (B2) de 5.31 montrent que tous les termes du
complexe TotB•,•j M sont libres comme H∗V-modules.

On constate au bout du compte que l’on dispose de l’énoncé suivant :

Proposition 5.32. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et j ≥ 2 un entier. Si
l’on a Hp C̃•M = 0 pour p ≤ j − 2 alors :

(a) Les H∗Vtf-A-modules instables Totk B•,•j M , 0 ≤ k ≤ j − 1, sont libres comme
H∗V-modules.

(b) Il existe un homomorphisme canonique ηj : M → Tot0 B•,•j M tel que

0 −→M
ηj−→ Tot0 B•,•j M

d−→ Tot1 B•,•j M
d−→ · · · d−→ Totj−1 B•,•j M

est une suite exacte de H∗Vtf-A-modules instables.
(On observera que les Totk B•,•j sont des endofoncteurs de Vtf - U que ηj et les

cobords de Tot• B•,•j sont des transformations naturelles.)

L’énoncé ci-dessus fournit une solution « fonctorielle » à la question de l’implication
(iii)⇒(i) du théorème 5.20.

Remarque 5.33. – La condition j ≥ 2 qui apparaît dans l’énoncé 5.32 peut être
remplacée par j ≥ 1 (qui n’est pas vraiment une restriction !). On explique pourquoi
ci-après. On verra en 8.4 que l’on a B0,0M = H∗V ⊗FixVM , soit encore B0,0M = C0M

(en fait cette égalité est forcée par les propriétés (B0) et (B1) de 5.31). On a donc
B0,0

1 M = C0M , Bp,q1 M = 0 pour (p, q) ̸= (0, 0) et TotB•,•1 M = C•1M . Pour avoir le
point (b) on prend pour η1 l’unité d’adjonction M → H∗V ⊗ FixVM .

Exemple 5.34. – La proposition 5.32 pour j = 2 (« baby case »)
On extrait de 8.4 les informations suivantes :
– B0,0M = EFix(V,V )M (= H∗V ⊗ Fix(V,V )M = H∗V ⊗ FixVM) ;
– B1,0M =

⊕
codimW=1 EFix(V,V )M ;

– B1,−1M =
⊕

codimW=1 EFix(V,W )M ;
– d0,0 : B0,0M → B1,0M l’homomorphisme diagonal évident ;
– d1,−1 : B0,0M → B1,0M la somme directe indexée par W des homomorphismes

ρ(W,V )M : EFix(V,W )M → EFix(V,V )M (introduits en 1.20).
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Le diagramme

B0,0(M)
d0,0

−−−−→ B1,0M

d1,−1

x
B1,−1M

est le bicomplexe B•,•2 M dont il est question dans 5.32.
On oublie maintenant la machinerie des quatre dernières sous-sections de la sec-

tion 8, on prend ce qui précède comme définition de B•,•2 M et on esquisse (en petits
caractères) une démonstration ab initio de 5.32 pour j = 2.

On commence par faire les observations suivantes :
1) On a B0,0M = C0M .
2) On a coker d1,−1 ∼= C1M . Précisons un peu. Le cas dimV = 1 est facile ; il peut

être vu comme une conséquence de la première partie de 3.9. Le cas général en résulte
grâce à la remarque 1.23.

3) Les H∗Vtf -A-instables B0,0M et B1,0M sont manifestement des H∗V-modules
libres. Il en est de même pour B1,−1M si l’on a H−1C̃•M = 0 . En effet cette
condition équivaut au fait que le H∗V-module M est sans torsion (théorie de
Smith algébrique). Soit W un sous-groupe de V , compte tenu de la proposition
5.28 et de l’exactitude des foncteurs Fix, on a H−1C̃•V/WFix(V,W )M = 0 et donc
Fix(V,W )M est aussi un H∗V/W-module sans torsion. Si W est de codimension 1,
alors Fix(V,W )M est un H∗V/W-module libre puisque H∗V/W est principal et
que Fix(V,W )M est un H∗V/W-module de type fini (proposition 2.9). L’isomor-
phisme EFix(V,W )M ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M montre enfin que EFix(V,W )M est
un H∗V-module libre.

4) Soit π : B1,0M → C1M l’épimorphisme induit par l’isomorphisme de la deuxième
observation ; on constate que π ◦ d0,0 s’identifie à d0 : C0M → C1M .

5) On constate que les deux complexes de cochaînes

C0M
d0

−−−−→ C1M

et

B0,0M ⊕ B1,0M

[
d0,0 d1,−1

]
−−−−−−−−−−→ B1,0M

(le totalisé du bicomplexe introduit plus haut) ont même cohomologie.
On en déduit que l’on dispose d’une suite exacte de H∗Vtf -A-instables de la forme

0 −−−−→ M −−−−→ B0,0M ⊕ B1,0M

[
d0,0 d1,−1

]
−−−−−−−−−−→ B1,0M

et donc que M est une (Vtf - U)-2-syzygie (fonctoriellement en M).
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CHAPITRE 6

COMPARAISON ENTRE LES COMPLEXES
ALGÉBRIQUE ET TOPOLOGIQUE

Le premier objet de cette section est de démontrer la proposition 0.3 qui compare
les complexes C̃•algX et C̃•topX asociés à un V-CW-complexe fini X. Le second est
d’utiliser cette comparaison pour obtenir la version topologique du théorème 5.20 à
savoir le théorème 6.20 (reproduisant 0.9).

Notre démonstration va comporter une courte incursion dans la théorie des ca-
tégories dérivées, aussi nous commençons par rappeler quelques énoncés classiques
d’algèbre homologique qui apparaissent dans cette théorie.

Soit A une catégorie abélienne ; soit Ch≥0(A) la catégorie (abélienne) des com-
plexes de cochaînes dont les termes sont des objets de A. Soient Z• et K• deux
objets de Ch≥0(A), on note [Z•,K•] le groupe abélien des classes d’homotopie de
morphismes de Z• dans K•.

L’énoncé clef (voir par exemple [28, I, Theorem 6.2]) est le suivant :

Théorème 6.1. – Soit K• un complexe de cochaînes dont les termes sont des objets
injectifs de A, alors le foncteur contravariant Z• 7→ [Z•,K•], défini sur la catégo-
rie Ch≥0(A) et à valeurs dans la catégorie des groupes abéliens, envoie un quasi-
isomorphisme sur un isomorphisme.

(On rappelle qu’un quasi-isomorphisme est un morphisme de complexes qui induit
un isomorphisme en homologie.)

On suppose maintenant que A a assez d’injectifs. Soit C• un complexe de cochaînes
dont les termes sont des objets de A ; un « remplacement injectif » de C• est la donnée
d’un complexe de cochaînes I• dont les termes sont des objets injectifs de A et d’un
quasi-isomorphisme ϕ : C• → I•. L’hypothèse faite sur A garantit l’existence de
remplacements injectifs pour tout C•.
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Corollaire 6.2. – On considère un diagramme dans la catégorie Ch≥0(A)

C•
ϕ−−−−→ I•

f

y
D•

ψ−−−−→ J•

avec ϕ et ψ des remplacements injectifs.
Il existe un homomorphisme de complexes F : I• → J•, unique à homotopie près,

tel que le diagramme suivant

C•
ϕ−−−−→ I•

f

y F

y
D•

ψ−−−−→ J•

est commutatif à homotopie près.

Démonstration. – On prend K• = J• dans 6.1. La classe de F est l’image inverse
de ψ ◦ f par l’isomorphisme [I•, J•]→ [C•, J•] induit par ϕ.

En prenant ci-dessus pour f l’identité de C• on obtient un « énoncé d’unicité »
pour les remplacements injectifs :

Corollaire 6.3. – Soient ϕ : C• → I• et ϕ′ : C• → I ′• deux remplacements injectifs
dans la catégorie Ch≥0(A). Alors il existe une équivalence d’homotopie H : I• → I ′•,
unique à homotopie près, telle que ϕ′ est homotope à H ◦ ϕ.

Scholie 6.4. – On reprend les hypothèses de 6.2 et on suppose en outre que f est
un quasi-isomorphisme. Alors F (qui apparaît dans la conclusion de 6.2) est une
équivalence d’homotopie (toujours unique à homotopie près).

Ces rappels étant faits, on prend pour A la catégorie abélienne Vtf - U .
On définit un foncteur G : Ch≥0(Vtf - U) → Ch≥0(Vtf - U) par le procédé déjà

utilisé dans la section 5. On pose (GC•) p := HpGrp C• et on prend pour cobord
l’homomorphisme connectant HpGrp C• → Hp+1Grp+1 C• associé à la suite exacte
0 → Grp+1 C• → Fp C•/Fp+2 C• → Grp C• → 0. Le foncteur G donne naissance à
un foncteur G : Ch≥0(Vtf - U) → Ch≥0(Vtf - U) de la façon suivante : on choisit un
remplacement injectif ϕ : C• → I• et on pose GC• := G I•. On observera que l’on
dispose d’une transformation naturelle GC• → GC•. On observera également que
si f : C• → D• est un quasi-isomorphisme alors G f est un isomorphisme ; en d’autres
termes le foncteur G se factorise à travers la catégorie dérivée.

Remarque 6.5. – Les remplacements injectifs de C• tels que les termes de I• sont
des sommes directes du type de celles qui apparaissent dans le theorème 2.5 forment
un ensemble. Cette observation permet de se débarasser d’éventuels scrupules « en-
semblistes » concernant la définition du foncteur G.
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Exemple 6.6. – Soit M un objet de Vtf - U . Soit c•M le complexe de cochaînes

M → 0→ 0→ · · · ;
alors G c•M est le complexe C•M de la section 5. On constate que l’on a
G c•M = c•(M/F1M) et que la coaugmentation de C•M est fournie par le composé
de l’homomorphisme canonique c•M → c•(M/F1M) et de l’homomorphisme naturel
G c•M → G c•M .

Soit C• l’un des deux complexes ΣdimV C•topX (X un V-CW-complexe fini) ou
C•M (M un H∗Vtf -A-module instable), introduits respectivement dans les sections 4
et 5 ; C• est un complexe de cochaînes dans la catégorie Vtf - U qui possède la propriété
suivante : pour tout entier p ≥ 0, Cp est isomorphe à une somme directe de la forme⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W NW

(W sous-groupe de V ) avec NW un H∗V/W-A-module instable fini (ce qui implique
Cp = 0 pour p > dimV ). Nous dirons qu’un complexe de ce type est e-fini spécial.

Proposition 6.7. – Soit C• un complexe de cochaînes dans la catégorie Vtf- U que
l’on suppose e-fini spécial.

(a) Les complexes C• et GC• sont canoniquement isomorphes.
(b) L’homomorphisme naturel GC• → GC• est un isomorphisme.

Démonstration du (a). – On commence par rappeler la définition des troncations bru-
tales d’un complexe. Soient

C• = (C0 → C1 → · · · → Cp → Cp+1 → · · · )
un complexe de cochaînes dans une catégorie abélienne et p ≥ 0 un entier ; on note
σ≥p C• le sous-complexe

0→ 0→ · · · → 0→ Cp → Cp+1 → Cp+2 → · · ·
de C• (p-ième troncation « brutale » de C•) . Ces sous-complexes définissent une
filtration décroissante de C• :

C• = σ≥0 C• ⊃ σ≥1 C• ⊃ · · · ⊃ σ≥p C• ⊃ · · · .
Soit maintenant C• un complexe de cochaînes dans la catégorie Vtf - U ; si C• est e-fini
spécial alors, d’après 5.4, la filtration de C• par les Fp C• coïncide avec celle par les
σ≥p C•. Le point (a) de la proposition résulte du point (a) de l’énoncé ci-dessous dont
la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 6.8. – Soit C• = (C0 → C1 → C2 → · · · ) un complexe de cochaînes dans
une catégorie abélienne. Le terme E•,•1 de la suite spectrale associée à la filtration par
les troncations brutales vérifie les deux propriétés suivantes :

(a) E•,01 (vu comme un complexe grâce à d1) s’identifie à C• ;
(b) Ep,q1 est nul pour q ̸= 0.

(Le point (b) est là en vue d’une future référence.)
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On va utiliser une résolution injective, au sens de Cartan-Eilenberg, de C•. Rap-
pelons un peu de quoi il s’agit.

On note C•,• le bicomplexe de cochaînes du premier quadrant défini par :

C•,q =

{
C• pour q = 0,

0 pour q > 0.

Une résolution injective de Cartan-Eilenberg de C• est la donnée d’un bicomplexe
de cochaînes du premier quadrant I•,•, dont tous les termes sont injectifs, et d’un
homomorphisme de bicomplexes η : C•,• → I•,•, telle que six propriétés sont vérifiées
(voir [13, Chap. XVII]). La première, la seule que nous utiliserons ci-après, est que
η : Cp = Cp,0 → Ip,• est une résolution injective. Cette propriété implique, par un
argument trivial de suites spectrales (considérer les « cohomologies verticales »), que

C• = TotC•,•
Tot η−−−−→ Tot I•,•

est un remplacement injectif de C•.
On fixe maintenant un entier k ≥ 0 et on considère les deux suites spectrales

du premier quadrant, disons IIEp,qr (0, k) et IIEp,qr (1, k) (la décoration II indique que
l’on commence par mettre en œuvre le cobord vertical), associées respectivement aux
bicomplexes Grk C•,• et Grk I•,•, convergeant vers les cohomologies de TotGrk C•,•

et TotGrk I•,•.
Le lemme clef est le suivant :

Lemme 6.9. – L’homomorphisme η : C•,• → I•,• induit pour tout couple (p, q) un
isomorphisme IIEp,q1 (0, k) ∼= IIEp,q1 (1, k).

Démonstration. – 0) On constate, compte tenu de 5.4 et de la définition même
de IIEp,q1 (0, k), que l’on a

IIEp,q1 (0, k) =

{
Ck pour (p, q) = (k, 0),

0 pour (p, q) ̸= (k, 0).

1) Comme on l’a rappelé plus haut η : Cp = Cp,0 → Ip,• est une résolution
injective et par définition encore IIEp,q1 (1, k) est Hq Grk Ip,•. On va déterminer cette
cohomologie en remplaçant la résolution injective η : Cp → Ip,• par une résolution
injective η′ : Cp → I ′• adaptée à la forme particulière de Cp.

On a par hypothèse

Cp ∼=
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W NW

avec NW un un H∗V/W-A-module instable fini ; soit NW → K•
W une résolution in-

jective dans la catégorie V/Wtf - U dont tous les termes sont finis (une telle résolution
existe d’après 2.16), alors

Cp →
⊕

codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W K•
W
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est une résolution injective dans la catégorie Vtf - U (invoquer la platitude du
H∗V/W-module H∗V et la proposition 2.1) : c’est la résolution injective η′ : Cp → I ′•

évoquée plus haut.
D’après 5.4, on a cette fois

Grk I ′• =

{
I ′• pour p = k,

0 pour p ̸= k.

On en déduit

Hq Grk I ′• ∼=

{
Ck pour (p, q) = (k, 0),

0 pour (p, q) ̸= (k, 0),

le premier isomorphisme étant induit par η′, et donc

Hq Grk Ip,• ∼=

{
Ck pour (p, q) = (k, 0),

0 pour (p, q) ̸= (k, 0),

le premier isomorphisme étant induit par η.
La démonstration du lemme est achevée. Pour compléter celle du point (b) de la

proposition on observe que l’on a TotGrk C•,• = Grk TotC•,• et
TotGrk I•,• = Grk Tot I•,• et on considère l’homomorphisme de complexes de
chaînes G TotC•,• → G Tot I•,• induit par η. C’est un isomorphisme car le lemme
implique que l’homomorphisme (G TotC•,•) p → (G Tot I•,•) p, induit par η, est un
isomorphisme pour tout p.

Remarque 6.10. – La démonstration que nous avons donnée du lemme 6.9 montre
en fait que les deux suites spectrales IIEp,qr (0, k) et IIEp,qr (1, k) (qui sont isomorphes)
dégénèrent au terme E1.

Soit X un V-CW-complexe fini ; le complexe C•topX n’est pas en général un ob-
jet de Ch≥0(Vtf - U) à cause de l’apparition du foncteur Σ−p dans la définition du
terme CptopX (considérer le cas où l’action de V sur X est libre). Aussi, pour pouvoir
appliquer la proposition 6.7, nous allons commencer par « instabiliser » C•topX à l’aide
de l’endofoncteur Σ̃ dont nous rappelons ci-dessous la définition et les propriétés dont
nous aurons besoin.

On note Σ̃ : U → U l’adjoint à droite du foncteur Σ : U → U (voir [32, § 2.3]).
En fait Σ̃ peut être explicité très concrètement : soit M un A-module instable, ΣΣ̃M

s’identifie (via la co-unité de l’adjonction) au sous-A-module de M constitué des élé-
ments x vérifiant Sq0 x = 0 (Sq0 x := Sq|x|x, |x| désignant le degré de x). Ceci montre
en particulier, [32, proposition 8.1.1], que l’homomorphisme L ⊗ Σ̃M → Σ̃(L ⊗M),
naturels en les A-modules instables L et M , est un isomorphisme si l’on a Σ̃L = 0

(on dit alors que L est réduit) ; il en résulte que l’endofoncteur Σ̃ : U → U induit des
endofoncteurs, toujours noté Σ̃, des catégories abéliennes V- U et Vtf - U (dans ce der-
nier cas invoquer le fait que H∗V est noethérien). On observera que les endofoncteurs
composés Σ̃Σ sont les foncteurs identité (l’unité de l’adjonction est un isomorphisme).
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Proposition-Définition 6.11. – Soit p ≥ 0 un entier ; on note Σ̃ p le p-ième itéré
de Σ̃.

(a) Soit M un A-module instable ; Σ̃ pM s’identifie au plus grand sous-A-module
instable du A-module Σ−pM .

(b) Soit M un H∗V-A-module instable ; le plus grand sous-A-module instable du
H∗V-A-module Σ−pM est stable sous l’action de H∗V et s’identifie au H∗V-A-module
instable Σ̃ pM .

(c) Soient W ⊂ V un sous-groupe et N un H∗V/W-A-module instable ; le
H∗V-A-module instable Σ̃ p(H∗V ⊗H∗V/W N) est naturellement isomorphe au
H∗V-A-module instable H∗V ⊗H∗V/W Σ̃ pN .

Démonstration. – Le cas p = 0 est trivial. Le cas p ≥ 1 se démontre par une récurrence
immédiate à partir du cas p = 1. Dans ce dernier cas, on se convainc grâce aux rappels
précédents. Donnons un peu plus de détails pour le point (c).

Soit γ : H∗V ⊗H∗V/W Σ̃N → Σ̃(H∗V ⊗H∗V/W N) l’adjoint de l’homomorphisme

Σ (H∗V ⊗H∗V/W Σ̃N) = H∗V ⊗H∗V/W ΣΣ̃N → H∗V ⊗H∗V/W N.

On a vu lors de la démonstration du lemme 3.12 qu’une rétraction de groupes
r : V →W fournit en particulier un isomorphisme de A-modules instables
H∗V ⊗H∗V/W N ∼= H∗W ⊗ N , naturel en le H∗V/W-A-module instable N . On
en déduit que l’on dispose d’un diagramme commutatif dans la catégorie U

H∗V ⊗H∗V/W Σ̃N
γ−−−−→ Σ̃(H∗V ⊗H∗V/W N)

∼=
y ∼=

y
H∗W ⊗ Σ̃N

γU−−−−→ Σ̃(H∗W ⊗N)

dans lequel γU est l’isomorphisme évoqué plus haut (celui de [32, proposition 8.1.1]).
Le U-homomorphisme sous-jacent à γ est donc un isomorphisme si bien qu’il en est
de même pour γ.

Nous voici armés pour définir et décrire « l’instabilisé » de C•topX que nous notons
C•utopX. Nous posons

C•utopX := Σ̃n(ΣnC•topX)

(ci-dessus n désigne, comme convenu dans ce mémoire, la dimension de V ). Par
construction C•utopX est un complexe (de cochaînes) dont les termes sont des
H∗V-A-modules instables et qui est un sous-complexe de C•topX, dans la catégorie des
complexes dont les termes sont des H∗V-A-modules. Précisons. Les isomorphismes

CputopX
∼= Σ̃ p(Σ̃n−pΣn−p)Σ pCptopX

∼= Σ̃ pΣ pCptopX

et la proposition 6.11 montrent :
– que CputopX est le plus grand sous-A-module instable de CptopX

– que CputopX un sous-H∗V-A-module de CptopX

MÉMOIRES DE LA SMF 181



CHAPITRE 6. COMPARAISON ENTRE LES COMPLEXES ALGÉBR. ET TOPOL. 65

– et que l’on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

CputopX
∼=

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Σ̃ p H∗V/W (XW ,SingV/WX
W ).

Proposition 6.12. – Le complexe C•utopX est e-fini spécial.

Démonstration. – Il suffit de se convaincre de ce que le H∗V/W-A-module instable
Σ̃ p H∗V/W (XW ,SingV/WX

W ) est fini. Or celui-ci est en particulier un sous-module du
module Σ−p H∗V/W (XW ,SingV/WX

W ) qui est fini.

On rappelle que l’on a posé C•algX := C•H∗VX (resp. C̃•algX := C̃•H∗VX), C• dési-
gnant le foncteur de Vtf - U dans Ch≥0(Vtf - U) introduit dans la section 5. Nous sommes
maintenant en mesure d’exhiber un homomorphisme de complexes de cochaînes (resp.
complexes de cochaînes coaugmentés), de H∗V-A-modules, κ : C•algX → C•topX (resp.
κ : C̃•algX → C̃•topX) qui sera un isomorphisme si l’on suppose H∗VX libre comme
H∗V module.

On note c•X le complexe c•H∗VX = (H∗VX → 0 → 0 → · · · ) ; c•X est un objet
de Ch≥0(Vtf - U). Nous avons vu dans la section 4 que l’on dispose d’un homomor-
phisme de complexes de cochaînes de H∗V-A-modules η : c•X → C•topX (qui fournit la
coaugmentation de C̃•topX). On note ηu : c•X → C•utopX l’homomorphisme Σ̃n(Σnη) ;
par construction ηu est un morphisme de Ch≥0(Vtf - U) et l’on a η = ι◦ηu, ι désignant
l’inclusion C•utopX ↪→ C•topX. On note C̃•utopX le complexe coaugmenté grâce à ηu ; il
est clair que ι se prolonge en un homomorphisme de complexes de cochaînes coaugmen-
tés, prolongement que nous notons encore ι. On considère le Ch≥0(Vtf - U)-morphisme

G ηu : G c•X → GC•utopX.

Par définition G c•X est C•algX ; les propositions 6.7 et 6.12 fournissent un isomor-
phisme canonique ν : C•utopX → GC•utopX. On prend pour

κ : C•algX −→ C•topX

l’homomorphisme ι ◦ ν−1 ◦G ηu. En contemplant le diagramme commutatif

G c•X
G ηu−−−−→ G C•utopXy y

G c•X
G ηu−−−−→ GC•utopX

on se convainc que ν−1 ◦G ηu et κ se prolongent respectivement en des homomor-
phismes C̃•algX → C̃•utopX et C̃•algX → C̃•topX. Ce dernier est encore noté κ ; par
construction il est l’identité pour • = −1. Ceci achève la vérification du point (a)
de 0.3.

La proposition 6.13 ci-après dit que l’homorphisme de complexes de H∗V-A-mo-
dules κ que nous venons de définir est une transformation naturelle de foncteurs
(contravariants en X) en un sens facile à deviner. Précisons tout de même. Soient X
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et Y deux V-CW-complexes finis et f : X → Y une application V-équivariante. On
a f(XW ) ⊂ f(YW ) pour tout sous-groupe W de V et a fortiori f(FpX) ⊂ f(FpY )

(la filtration Fp est introduite en section 4) si bien que f induit un homomorphisme
de complexes de H∗V-A-modules C̃•top Y → C̃•topX, disons C̃•top(f). Notons d’autre
part C̃•alg(f) : C̃•alg Y → C̃•algX l’homomorphisme de complexes de H∗V-A-modules
instables induit par l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables f∗ : H∗V Y → H∗VX

(le foncteur Vtf - U → Ch≥−1(Vtf - U),M 7→ C̃•M , introduit en section 5, est covariant
en M). En reprenant chaque étape de la définition de κ on constate que l’énoncé
suivant est vérifié :

Proposition 6.13. – Soient X et Y deux V-CW-complexes finis et f : X → Y une
application V-équivariante. Le diagramme de complexes de H∗V-A-modules

C̃•alg Y
κY−−−−→ C̃•top Y

C̃•alg(f)

y C̃•top(f)

y
C̃•algX

κX−−−−→ C̃•topX

est commutatif.
On a précisé ci-dessus la notation κ : C̃•algX → C̃•topX en κX pour souligner la

naturalité en X de κ . . . qui est le propos de l’énoncé.

On en vient maintenant au point (b) de 0.3 :

Proposition 6.14. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-com-
plexe fini. Si H∗VX est libre comme H∗V-module alors l’homomorphisme de complexes
de cochaînes de H∗V-A-modules (coaugmentés par H∗VX)

κ : C̃•algX −→ C̃•topX

est un isomorphisme.

Démonstration. – D’apès 4.15 tous les termes du complexe C•topX sont des A-mo-
dules instables, en d’autres termes on a C•utopX = C•topX et ηu = η ; l’homo-
morphisme κ : C•algX → C•topX est le composé ν−1 ◦ G η. Le théorème 4.8 dit que
η : c•X → C•topX est un quasi-isomorphisme, ce qui entraîne que G η est un isomor-
phisme.

La proposition ci-dessus dit en particulier que si H∗VX est libre comme H∗V-module
alors l’homomorphisme de H∗V-A-modules

RnPf H∗VX
∼= CnalgX

κn
X−→ CntopX := Σ−n H∗V (X,SingVX)

est un isomorphisme ; on retrouve le résultat de 4.16.
La proposition ci-dessous montre que l’homomorphisme κ : C•algX → C•topX peut

s’exprimer en fonction des κp : Cpalg,V/W XW → Cptop,V/WXW (la présence en indice
de V/W est là pour signaler que l’on considère XW comme un V/W-espace) pour
p = dimV/W .
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Proposition 6.15. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-com-
plexe fini et p un entier avec 0 ≤ p ≤ n.

Soit
décpalg : CpalgX −→

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Cpalg,V/WXW

l’isomorphisme de H∗V-A-modules instables induit par l’isomorphisme du point (b) de
5.15 et celui de 1.1.

Soit
décptop : CptopX −→

⊕
codimW=p

H∗V ⊗H∗V/W Cptop,V/WXW

l’isomorphisme de H∗V-A-modules donné par le point (b) de 4.7.
Alors le diagramme de de H∗V-A-modules

CpalgX
décp

alg−−−−→
⊕

codimW=p H∗V ⊗H∗V/W Cpalg,V/WXWyκp
X

y⊕codim W=p H∗V⊗H∗V/W κp

XW ,V/W

CptopX
décp

top−−−−→
⊕

codimW=p H∗V ⊗H∗V/W Cptop,V/WXW

est commutatif.

Démonstration. – On propose une démonstration en kit. Les pièces de ce kit sont
les énoncés 6.16, 6.17 et 6.18 ci-après ; les mots-clef de la notice de montage sont
« fonctorialité » et « naturalité ».

Proposition-Définition 6.16. – Soit W un sous-groupe de V . On a un isomor-
phisme canonique de complexes de H∗V-A-modules

ιtop,W : C•top,V X
W ∼= H∗V ⊗H∗V/W C•top,V/W XW

(à gauche XW est vu comme un V-espace, à droite comme un V/W-espace).

Démonstration. – On constate que l’on a Fp,VX
W = Fp,V/WX

W .

Proposition-Définition 6.17. – Soient W un sous-groupe de V et N un
H∗V/W-A-module instable. On a un isomorphisme canonique de complexes de
H∗V-A-modules instables

C•V (H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= H∗V ⊗H∗V/W C•V/W N.

Dans le cas N = H∗V/WX
W (et donc H∗V ⊗H∗V/W N = H∗VX

W ) cet isomorphisme
est noté

ιalg,W : C•alg,V X
W ∼= H∗V ⊗H∗V/W C•alg,V/W XW .

Démonstration. – On observe que si N → I• est une résolution injective dans la
catégorie V/W-U alors H∗V ⊗H∗V/W N → H∗V ⊗H∗V/W I• est une résolution injective
dans la catégorie V- U (variante de l’argument utilisé dans la démonstration de 3.15).
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Proposition 6.18. – Soit W un sous-groupe de V . Le diagramme

C•alg,V X
W ιalg,W−−−−→∼= H∗V ⊗H∗V/W C•alg,V/W XWyκV,XW

yH∗V⊗H∗V/W κV/W,XW

C•top,V X
W ιtop,W−−−−→∼= H∗V ⊗H∗V/W C•top,V/W XW

est commutatif.

Démonstration. – On reprend la définition de la transformation naturelle κ et on
utilise les points suivants :

– Soit C• un complexe de cochaînes dans la catégorie V/Wtf - U ; on a un isomor-
phisme GV (H∗V ⊗H∗V/W C•) ∼= H∗V ⊗H∗V/W GV/W C• (l’endofoncteur G de la
catégorie Ch≥0(Vtf - U) est introduit au début de cette section, la signification de V
et V/W en indice est transparente).

– Soit C• un complexe de cochaînes dans la catégorie V/Wtf - U ; si C• est e-fini spé-
cial (cette terminologie est introduite juste avant l’énoncé 6.7) alors il en est de même
pour H∗V ⊗H∗V/W C• (qui est un complexe de cochaînes dans la catégorie Vtf - U).

– L’isomorphisme ιtop,W de 6.16 induit un isomorphisme de complexes de cochaînes
C•utop,V X

W ∼= H∗V ⊗H∗V/W C•utop,V/W XW dans la catégorie Vtf - U (invoquer le point
(c) de 6.11).

Fin de la démonstration de la proposition 6.15. – On constate (« par fonctorialité »)
que les homomorphismes décpalg, décptop coïncident respectivement avec les produits,
indexés par les W de codimension p, des composés

Cpalg,V X −−−−→ Cpalg,V X
W

ιpalg,W−−−−→∼= H∗V ⊗H∗V/W C•alg,V/W XW ,

Cptop,V X −−−−→ Cptop,V X
W

ιptop,W−−−−→∼= H∗V ⊗H∗V/W C•top,V/W XW ,

et on observe que la naturalité de κ (voir 6.13) dit que le diagramme

Cpalg,V X −−−−→ Cpalg,V X
Wyκp

X

yκp

XW

Cptop,V X −−−−→ Cptop,V X
W

est commutatif.

La proposition 6.15 conduit à l’énoncé ci-dessous qui est une généralisation (prendre
j = dimV ) de la proposition 6.14 :

Proposition 6.19. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-com-
plexe fini et j ≥ 0 un entier. Si le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est une H∗V-j-sy-
zygie, alors l’homomorphisme de H∗V-A-modules

κpX : C̃palgX −→ C̃ptopX
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est un isomorphisme pour p ≤ j.

Démonstration. – L’implication (ii)⇒(iii) du théorème 5.20 montre que l’on a
Hp C̃•H∗VX = 0 pour p ≤ j − 2. Le point (a) de 5.30 dit alors que Fix(V,W )H

∗
VX est

libre comme H∗V/W-module pour codimW ≤ j.
Comme l’on a H∗V/WX

∼= Fix(V,W )H
∗
VX (proposition 1.1) la proposition 6.14 dit

que κV/W,XW : C̃•alg,V/W X → C̃•top,V/W X est un isomorphisme pour codimW ≤ j.
La proposition 6.15 montre que κpX : C̃palgX → C̃ptopX est un isomorphisme pour
0 ≤ p ≤ j ; le cas particulier p = −1 est trivial.

Nous sommes à présent en mesure d’obtenir la version topologique du théorème
5.20 :

Théorème 6.20. – Soient V un 2-groupe abélien élémentaire, X un V-CW-complexe
fini et j ≥ 0 un entier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) H∗VX est une (Vtf- U)-j-syzygie ;
(ii) le H∗V-module sous-jacent à H∗VX est une H∗V-j-syzygie ;
(iii) on a Hp C̃•topX = 0 pour p ≤ j − 2.

L’implication (i)⇒(ii) est toujours triviale !

Démonstration de (ii)⇒(iii). – Le théorème 5.20 dit que la condition (ii) implique
Hp C̃•algX = 0 pour p ≤ j − 2. Compte tenu de 6.19 cette dernière condition implique
Hp C̃•topX = 0 pour p ≤ j − 2.

Démonstration de (iii)⇒(i). – Soit W un sous-groupe de V ; l’exactitude du fonc-
teur Fix(V,W ) et la proposition 4.10 montrent que la condition (iii) implique
Hp C̃•top,V/WX

W = 0 pour p ≤ j − 2. On suppose maintenant codimW ≤ j ; on a
a fortiori Hp C̃•top,V/WX

W = 0 pour p ≤ codimW − 2 si bien que le lemme 4.13
implique que C̃•top,V/WX

W est acyclique. L’implication (ii)⇒(i) du théorème 4.8
montre alors que H∗V/WX

W est libre comme H∗V/W-module. La proposition 6.14
dit ensuite que κXW ,V/W : C̃•alg,V/W X → C̃•top,V/W XW est un isomorphisme. Du
coup, la proposition 6.15 montre que l’homomorphisme κpX : C̃palgX → C̃ptopX est
un isomorphisme pour p ≤ j et donc que l’on a Hp C̃•algX = 0 pour p ≤ j − 2. On
conclut en invoquant l’implication (iii)⇒(i) du théorème 5.20.

Nous achevons cette section en expliquant comme promis le lien entre le théorème
4.16 et la suite spectrale du théorème 0.3 de [24]. Dans cet article Henn considère
un G-CW-complexe X, disons avec G un groupe de Lie compact, et étudie entre
autres une suite spectrale convergeant vers la cohomologie équivariante modulo ℓ

(ℓ un nombre premier fixé) de sa partie ℓ-singulière Xs (Xs est constitué des points
fixés par un élément d’ordre ℓ). Le point de départ de [24] est [29], cependant Henn
mentionne dans son introduction que le cas où G est abélien ne nécessite pas les
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résultats de Jackowski-McClure et est très élémentaire. Nous prenons G = V . Soit
X un V-CW-complexe ; Henn utilise implicitement le fait que l’application canonique

Xs = SingVX = colimWop
0
XW −→ hocolimWop

0
XW

est une équivalence d’homotopie et donc qu’il en est de même pour l’application (tout
aussi canonique)

EV ×V SingVX −→ hocolimWop
0

EV ×V XW .

Les cas n = 0 et n = 1 (n := dimV ) sont triviaux ; nous supposons n ≥ 2. On dispose
d’une suite spectrale cohomologique du premier quadrant

Ep,q2 = lim
W0

p Hq
VX

W ⇒ Hp+q
V SingVX.

Compte tenu de la proposition 3.9, on a sous l’hypothèse « H∗VX libre comme H∗V-mo-
dule » :

Ep,∗2 =


H∗VX pour p = 0,

0 pour 1 ≤ p ≤ n− 2,

RnPf H∗VX pour p = n− 1.

Soit b : H∗V SingVX → E0,∗
2 = H∗VX l’homomorphisme de bord ; le composé de l’ho-

momorphisme de restriction H∗VX → H∗V SingVX et de b est l’identité. Pour s’en
convaincre considérer l’application

hocolim
Wop

0

EV ×V XW → hocolim
Wop

0

EV ×V X

(la colimite homotopique de droite étant celle du foncteur « constant », W 7→ EV ×V X)
et utiliser un argument de fonctorialité. Nous laissons au lecteur le soin d’achever
l’analyse du cas n = 2 et nous supposons n ≥ 3. Dans ce cas il existe a priori une
seule différentielle non triviale à savoir dn−1 et l’on a une suite exacte canonique (de
H∗V-A-modules instables)

Σ H∗VX
Σ dn−1−→ Σn−1 RnPf H∗VX −→ H∗V SingVX

b−→ H∗VX
dn−1−→ Σn−2 RnPf H∗VX ;

comme b est surjectif la différentielle dn−1 est triviale.
La discussion précédente conduit à l’énoncé suivant :

Proposition 6.21. – Soit X un V-CW-complexe fini. Si H∗VX est libre comme
H∗V-module alors on a des isomorphismes canoniques de H∗V-A-modules instables :

H∗V SingVX
∼= H∗VX ⊕ Σn−1RnPf H∗VX ;

H∗V SingVX
∼= H∗VX ⊕ Σ−1H∗V (X,SingVX) ;

H∗V (X,SingVX) ∼= Σn RnPf H∗VX.
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CHAPITRE 7

ILLUSTRATIONS

Dans cette section nous illustrons par quelques exemples certains des énoncés des
sections précédentes. Toutes ces illustrations dérivent peu ou prou de la considération
de représentations linéaires réelles d’un 2-groupe abélien élémentaire V .

Proposition 7.1. – Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’une
action linéaire de V , en d’autres termes une représentation linéaire réelle de dimension
finie du groupe V .

On pose n = dimZ/2 V , m = dimRE et f = dimRE
V (EV désigne le sous-espace

de E constitué des vecteurs invariants par V ).
On note wk(E) la k-ième classe de Stiefel-Whitney, appartenant à HkV , de la

représentation linéaire E.
On note enfin Erég le plus grand ouvert de E sur lequel l’action de V est libre

et V \Erég le quotient de cette action (V \Erég est une variété de classe C∞).
(a) La classe wm−f (E) est produit de classes de H1V − {0}.
(b) On a un isomorphisme canonique de H∗V-A-modules instables

H∗c(V \Erég) ∼= Σf+n RnPfV (wm−f (E) H∗V ).

(On rappelle que la notation H∗c désigne la cohomologie modulo 2 à support com-
pact, pour ce qui est de la structure de H∗V-A-module instable de H∗c(V \Erég) voir le
scholie 4.5.)

Démonstration. – Comme V est un groupe fini on peut supposer, ce que nous faisons
ci-après, que la représentation linéaire E est orthogonale, en clair que le R-espace
vectoriel E est euclidien et que V agit par isométries.

On considère le fibré vectoriel euclidien EV ×V E → BV que l’on note ξ(E) ;
les classes de Stiefel-Whitney de la représentation E sont par définition celles
de ξ(E). Soit u un élément du dual V ∗ de V ; R muni de l’action de V définie par
v.x = (−1)u(v)x est une représentation orthogonale notée Ru. Si l’on identifie H1V

avec V ∗ alors on a w1(Ru) = u. La représentation orthogonale E est isomorphe à
une somme directe

⊕
i∈I Rui

(I ensemble fini à m éléments). On note J (resp. K)
le sous-ensemble de I constitué des éléments i de I avec ui = 0 (resp. ui ̸= 0) ;
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par définition J a f éléments. Puisque l’on a ξ(E) ∼=
⊕

i∈I ξ(Rui), la classe de
Stiefel-Whitney « totale » est le produit

∏
i∈I(1 + ui) =

∏
i∈K(1 + ui) ; on a donc en

particulier wm−f (E) =
∏
i∈K ui ce qui donne le point (a).

Passons au point (b). L’isomorphisme de Thom conduit à l’énoncé suivant :

Proposition 7.2. – Soit S(E ⊕R0) la sphère unité de la représentation orthogonale
E ⊕ R0 de V . On a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V S(E ⊕ R0) ∼= Σf wm−f (E) H∗V ⊕ H∗V.

Démonstration. – Pour alléger la notation on pose S := S(E ⊕ R0). On note respec-
tivement N+ et N− les points (0, 1) et (0,−1) de S ; comme ces points sont fixes sous
l’action de V , les ouverts S−N+ et S−N− sont stables sous l’action de V . On note
respectivement st+ et st− les projections stéréographiques de S−N+ et S−N− sur E ;
on vérifie que ces deux homéomorphismes sont V-équivariants.

On considère maintenant le diagramme commutatif

H∗V S −−−−→ H∗V (S−N−)x x
H∗V

=−−−−→ H∗V

dans lequel les flèches verticales sont les homomorphismes de A-algèbres instables
H∗V (point) → H∗V (−) ; celle de droite s’identifie via H∗V (st−) à l’homomorphisme
H∗V → H∗V E et est donc un isomorphisme. On en déduit que la longue suite exacte
de la paire (S,S − N−) en cohomologie équivariante donne en fait une suite exacte
courte canoniquement scindée

0→ H∗V (S,S−N−)→ H∗V S→ H∗V (S−N−)→ 0

soit encore un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V S ∼= H∗V (S,S−N−) ⊕ H∗V.

Or on a par excision H∗V (S,S − N−) ∼= H∗V (S − N+, (S − N+) − N−) et le membre
de droite s’identifie via H∗V (st+) à H∗V (E,E − {0}) qui d’après l’isomorphisme de
Thom pour le fibré ξ(E) est un H∗V-module libre de dimension 1 (engendré par la
classe de Thom). On dispose dans notre contexte d’un énoncé plus précis concernant
H∗V (E,E − {0}) qui permet d’achever la démonstration de 7.2 :

Lemme 7.3. – On a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V (E,E − {0}) ∼= Σf wm−f (E) H∗V.

Démonstration. – Soit Ẽ l’orthogonal de EV dans E ; EV et Ẽ sont stables par V
et l’on a un isomorphisme de représentations orthogonales E ∼= EV ⊕ Ẽ. La paire
d’espaces (EV ×V E,EV ×V (E − 0)) s’écrit

(EV , EV − {0})× (EV ×V Ẽ,EV ×V (Ẽ − 0)) ;
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on en déduit que l’on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V (E,E − {0}) ∼= Σf H∗V (Ẽ, Ẽ − {0}).

Par définition même de la classe d’Euler de ξ(Ẽ) (ici modulo 2), l’homomorphisme
composé

H∗V
isomorphisme de Thom−−−−−−−−−−−−−−−→ H∗V (Ẽ, Ẽ − {0}) −−−−→ H∗V Ẽ

∼= H∗V

est la multiplication par cette classe. Comme la classe d’Euler de ξ(Ẽ) coïncide
avec wdim ξ(Ẽ)(ξ(Ẽ)) = wm−f (ξ(Ẽ)) = wm−f (ξ(E)) := wm−f (E), que wm−f (E) est
non nulle (point (a)) et que H∗V est intègre, on constate que l’homomorphisme
de H∗V-A-modules instables H∗V (Ẽ, Ẽ − {0}) → H∗V Ẽ

∼= H∗V est injectif et que
son image s’identifie à wm−f (E) H∗V .

On achève maintenant la démonstration du point (b) à l’aide du théorème 4.16. La
stratégie est la suivante :

1) On vérifie tout d’abord que le V-espace S := S(E ⊕ R0) admet une structure
de V-CW-complexe fini. On pourrait invoquer [26], mais nous effectuerons cette véri-
fication de manière explicite ci-après.

2) On constate que la proposition 7.2 dit en particulier que H∗V S est un H∗V-module
libre (de dimension 2).

3) Compte tenu de 7.2, le théorème 4.16 donne un isomorphisme de H∗V-A-modules
instables

H∗V (S,SingV S) ∼= Σn RnPfV (Σf wm−f (E) H∗V ⊕ H∗V ).

4) On observe que l’on a RnPfV (Σfwm−f (E)H∗V ) ∼= ΣfRnPfV (wm−f (E)H∗V )

d’après 5.11 et RnPfV H∗V = 0 car H∗V est un Vtf - U-injectif (le cas n = 0 est trivial).
5) On a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V (S,SingV S) ∼= H∗c(V \(S− SingV S))

d’après le scholie 4.3.
6) On observe que la projection stéréographique st+ induit un homéomorphisme

V-équivariant de S− SingV S sur Erég.
On s’acquitte enfin de la promesse faite en 1) :

Triangulation hyperoctaèdrique de la sphère unité d’une représentation orthogonale
de dimension finie d’un 2-groupe abélien élémentaire. – Soient R une représentation
orthogonale de dimension d de V et ui : V → Z/2, 1 ≤ i ≤ d, des formes linéaires
telles que l’on a R ∼=

⊕
1≤i≤d Rui

. On note :

– ϱ : V → (Z/2)d le produit des homomorphismes ui,
– {ε1, ε2, . . . , εd} la base canonique de (Z/2)d,
– {e1, e2, . . . , ed} la base canonique de Rd,
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– Ud la représentation orthogonale
⊕

1≤i≤d Rε∗i de (Z/2)d, en clair Ud est l’espace
euclidien Rd muni de l’action de (Z/2)d définie par

εi.ej =

{
−ej pour i = j,

ej pour i ̸= j.

Soit ∆d−1 le (d − 1)-simplexe standard de Rd, c’est-à-dire l’enveloppe convexe des
points e1, e2, . . . , ed. On pose

Od−1 :=
⋃

ε∈(Z/2)d

ε.∆d−1 ;

Od−1 est l’hyperoctaèdre standard de Rd (O2 est l’octaèdre standard de R3). La pro-
jection radiale

Od−1 → Sd−1 = S(Ud) = S(R), x 7→ x

∥x∥
est un homéomorphisme, disons τ , qui est la triangulation hyperoctaèdrique mention-
née dans l’intertitre.

Par construction le groupe (Z/2)d agit sur Od−1 et τ : Od−1 → S(Ud) est
(Z/2)d-équivariante ; l’action de (Z/2)d sur Od−1 induit via ϱ une action de V

et τ : Od−1 → S(R) est V-équivariante.
Soit Σm l’ensemble des m-simplexes de Od−1 ; les m-cellules de la structure

de V-CW-complexe de S(R) sont indexées par V \Σm.

Remarque 7.4. – Le point (b) de la proposition 7.1 dit en particulier que le A-module
instable H∗c(V \Erég) est une suspension (f+n)-ième d’un A-module instable. Existe-t-
il une explication « topologique » de ce phénomène ? (On peut supposer f = 0 puisque
l’espace V \Erég est homéomorphe au produit EV × V \Ẽrég ≃ Rf × Ẽrég.)

La proposition ci-dessous dit notamment que tous les H∗V-A-modules instables qui
sont libres de dimension 1 comme H∗V-modules, sont ceux qui apparaissent dans le
lemme 7.3.

Proposition 7.5. – Soit M un H∗V-A-module instable qui est libre de dimension 1

comme H∗V-module.
(a) Il existe un entier naturel f et un élément e de H∗V , produit d’éléments

de H1V − {0}, tels que l’on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

M ∼= Σf eH∗V.

(b) Le couple (f, e) est uniquement déterminé par la classe d’isomorphisme de M .

Démonstration. – Le théorème 5.16 dit entre autres que l’unité d’adjonction
ηM : M → H∗V ⊗ FixVM (FixV := Fix(V,V )) est injective et que son conoyau
est de torsion ; en fait la théorie de Smith algébrique [16, 33] dit que ηM [c−1

V ] est un
isomorphisme pour tout H∗Vtf -A-module instable M , cV désignant le produit de tous
les éléments de H1V − {0}. Il en résulte dimH∗V M = dimH∗V (H∗V ⊗ FixVM) =

dimF2 FixVM (pour la première égalité oublier la graduation et tensoriser par le
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corps des fractions de H∗V ) ; on a donc ici dimF2 FixVM = 1. Cette égalité montre
qu’il existe un entier naturel f , uniquement déterminé, tel que le A-module instable
FixVM est isomorphe à Σf F2 si bien que l’on peut identifier H∗V ⊗FixVM à Σf H∗V .
Soit g le générateur de M (l’article est défini parce que le groupe des unités de H∗V est
trivial !) ; on pose ηM (g) = Σf e. On constate que l’idéal eH∗V de H∗V est stable
sous l’action de A et que ηM induit un isomorphisme M ∼= Σf eH∗V . Le fait que e est
un produit d’éléments de H1V − {0} est conséquence d’un résultat de Serre [40, §2,
corollaire] (voir 9.14). En effet ce résultat dit que l’idéal eH∗V contient un produit
d’éléments de H1V − {0}, disons π, comme e divise π, e est également un produit
d’éléments de H1V − {0}.

Scholie 7.6. – La correspondance

E 7→ H∗V (E,E − {0})

induit une bijection entre classes d’isomorphisme de représentations linéaires réelles
de V et classes d’isomorphisme de H∗V-A-modules instables qui sont libres de dimen-
sion 1 comme H∗V-module.

Remarque 7.7. – Soit (e, f) comme dans la proposition 7.5. Il est facile de se
convaincre directement de l’isomorphisme de A-modules instables

FixV (Σf eH∗V ) ∼= Σf F2.

Soit ι : Σf eH∗V → Σf H∗V l’inclusion évidente, on considère la suite exacte
de H∗V-A-modules instables 0 → Σf eH∗V

ι→ Σf H∗V → coker ι → 0. Comme
coker ι est un H∗V-module de torsion, FixV (coker ι) est nul, comme FixV est exact,
FixV (ι) est un isomorphisme.

D’après le point (b) de 1.16 on a FixV (Σf H∗V ) ∼= Σf FixV (H∗V ) et on constate
que l’on a FixV (H∗V ) ∼= F2.

Remarque 7.8. – Posons

M :=

d⊕
i=1

Σfi ei H
∗V

avec (fi, ei) comme dans la proposition 7.5. Le A-module instable FixVM est iso-
morphe à la somme directe

⊕d
i=1 Σfi F2 et est donc un A-module instable trivial.

Cette observation montre qu’un H∗V-A-module instable de la forme H∗V ⊗N avec N
un A-module instable fini (H∗V-A-module instable qui est libre de dimension finie
comme H∗V-module) ne peut être isomorphe à une somme directe du type ci-dessus
si N n’est pas trivial. En effet on a FixV (H∗V ⊗ N) = N , à nouveau d’après le
point (b) de 1.16.

Remarque 7.9. – Reprenons les notations de la proposition 7.2. Cette proposition et
la remarque précédente montrent que l’on a un isomorphisme de A-modules instables

FixV H∗V S(E ⊕ R0) ∼= Σf F2 ⊕ F2.
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Cet isomorphisme illustre la proposition 1.1 (avec W = V ). En effet l’espace des
points fixes (S(E ⊕ R0))

V est la sphère S(EV ⊕ R0) qui est de dimension f .

Etude du complexe C̃• (cV H∗V )

On prend maintenant pour E la représentation régulière réelle que l’on note R[V ] ;
il sera commode de considérer les vecteurs de R[V ] comme des fonctions f : V → R,
l’action d’un élément v0 de V étant définie par la formule (v0.f)(v) = f(v + v0). On
munit R[V ] du produit scalaire V-équivariant

(f, g) 7→ 1

|V |
∑
v∈V

f(v)g(v)

(|V | désignant le cardinal de V ). Le sous-espace invariant (R[V ])V est constitué des
fonctions constantes, il est de dimension 1 engendré par la fonction constante 1. On
pose R̃[V ] := ((R[V ])V )

⊥. En clair R̃[V ] est le sous-espace de R[V ], stable sous l’ac-
tion de V , constitué des fonctions f vérifiant

∑
v∈V f(v) = 0 ; R̃[V ] est appelée la

représentation réelle régulière réduite de V . On dispose de deux isomorphismes de
représentations orthogonales de V :

R[V ] ∼=
⊕
u∈V ∗

Ru, R̃[V ] ∼=
⊕

u∈V ∗−{0}

Ru ;

le second montre que la classe de Stiefel-Whitney w2n−1(R̃[V ]) (qui est aussi la classe
d’Euler modulo 2 de R̃[V ]) est le produit cV :=

∏
u∈H1V−{0} u. Le lemme 7.3 se

spécialise en H∗V (R̃[V ], R̃[V ]−{0}) ∼= cV H∗V . Nous allons étudier ci-après le complexe
de H∗V-A-modules instables C̃• (cV H∗V ) (voir section 5). D’après le théorème 5.16 ce
complexe est acyclique, si bien que la coaugmentation cV H∗V → C• (cV H∗V ) peut
être vue comme une résolution du H∗V-A-module instable cV H∗V (1). Notre stratégie
va être d’utiliser la proposition 6.14.

On commence par quelques observations :
(O1) On a S(R[V ]) = S(R̃[V ] ⊕ R0) (la représentation R0 au second membre est

engendrée par la fonction constante 1 qui est un vecteur unitaire de R[V ] fixe sous
l’action de V ).

(O2) Le sous-espace (R[V ])W , W sous-groupe de V , s’identifie à R[V/W ] ; plus
précisément (R[V ])W vu comme une représentation orthogonale de V/W s’identifie
à R[V/W ] et (S(R[V ]))W s’identifie à S(R[V/W ]).

(O3) Compte tenu de (O1) et de la proposition 7.2, on a un isomorphisme canonique
de H∗V-A-modules instables

H∗V S(R[V ]) ∼= cV H∗V ⊕H∗V ;

(1) En fait la recherche d’une résolution de ce type a été le point de départ de ce mémoire !

MÉMOIRES DE LA SMF 181



ETUDE DU COMPLEXE C̃• (cV H∗V ) 77

l’inclusion H∗V → H∗V S(R[V ]) et la projection H∗V S(R[V ]) → H∗V s’identifient res-
pectivement aux homomorphismes de H∗V-A-modules instables

H∗V = H∗V (point)→ H∗V S(R[V ]) et H∗V S(R[V ])→ H∗V {1} = H∗V.

(O4) Compte tenu de (O3), on a un isomorphisme canonique de complexes
de H∗V-A-modules instables

C̃• (H∗V S(R[V ])) ∼= C̃• (cV H∗V )⊕ C̃• (H∗V )

et les homomorphismes canoniques C̃• (H∗V ) ↔ C̃• (H∗V S(R[V ])) s’identifient aux
homomorphisme évidents.

(O5) On a C• (H∗V ) = (H∗V → 0 → 0 → · · · ) et la coaugmentation
H∗V → C0 (H∗V ) est l’identité (observer que H∗V est un Vtf - U-injectif avec
F1H∗V = 0). Même chose pour C•top ({1}) ; l’isomorphisme κ : C̃• (H∗V )→ C̃•top ({1})
fourni par la proposition 6.14 « est » l’identité.

Nous sommes maintenant en mesure de décrire le complexe C̃• (cV H∗V ). La pro-
position 6.14 et les observations précédentes montrent que l’on a un isomorphisme
canonique de complexes de H∗V-A-modules instables

C̃• (cV H∗V ) ∼= ker (C̃•top S(R[V ])→ C̃•top {1}).

On pose

M(V ) := ker ( H∗V (S(R[V ]),SingV S(R[V ]))→ H∗V ({1},SingV {1})) ;

on observera que l’on a H∗V ({1},SingV {1}) = 0 pour V ̸= 0 !
Le H∗V-A-module instable M(V ) a deux avatars : un avatar « topologique »

M(V ) ∼= Σ−n H∗c(V \R̃[V ]rég) et l’autre « algébrique » M(V ) ∼= RnPfV (cV H∗V )

(n := dimV ). On constate que l’on a M(V ) = F2 pour n = 0 et n = 1,
et M(V ) ∼= JV (1) pour n = 2 (JV (1) est l’un des V- U-injectifs « tautologiques »
introduits au début de la section 2). Nous verrons plus bas que M(V ) est naturelle-
ment muni d’une action à droite de GL(V ), compatible en un sens adéquat avec sa
structure de H∗V-A-module instable ; le point culminant dans cette direction est la
proposition 7.31.

Voici la forme du complexe (acyclique) C̃• (cV H∗V ) :

0→ cV H∗V → H∗V →
⊕

codimW=1

H∗W →
⊕

codimW=2

H∗V ⊗H∗V/W M(V/W )

→ · · · →
⊕

codimW=n−1

H∗V ⊗H∗V/W M(V/W )→ M(V )→ 0.

(On constate par inspection que cV H∗V → C• (cV H∗V ) est une résolution injective
dans la catégorie Vtf - U pour n ≤ 2.)

Remarque 7.10. – On aurait pu définir mutatis mutandis C̃•top (X,Y ) pour une paire
(X,Y ) de V-CW-complexes finis et montrer que C̃• (H∗V (X,Y )) et C̃•top (X,Y ) sont
naturellement isomorphes si H∗V (X,Y ) est libre comme H∗V-module. L’isomor-
phisme C̃• (cV H∗V ) ∼= ker (C̃•top S(R[V ]) → C̃•top {1}) aurait pu être remplacé
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par C̃• (cV H∗V ) ∼= C̃•top (S(R[V ]), {1}) ce qui nous aurait évité quelques contorsions
disgracieuses.

Action de GL(V ) sur C̃• (cV H∗V ). – La spécificité du complexe C̃• (cV H∗V ) (et plus
généralement des complexes C̃• (chV H∗V ), h ∈ N) parmi les complexes C̃• (eH∗V ),
avec e un produit arbitraire d’éléments de H1V − {0}, est la suivante :

L’action à gauche tautologique de GL(V ) sur V induit une action à droite de GL(V )

sur H∗V qui préserve la structure de A-module instable. En ce qui concerne la struc-
ture de H∗V-module, cette action est « tordue » :

Définition 7.11. – Soit M un H∗V-A-module instable muni d’une action à droite
de GL(V ) qui préserve la structure de A-module instable de M . Nous dirons que cette
action est tordue si l’on a

(c x). α = (α∗c) (x. α)

pour tout α dans GL(V ), tout x dans M et tout c dans H∗V .

Comme cV est invariant sous l’action à droite de GL(V ) sur H∗V , le H∗V-A-module
instable cV H∗V est également muni d’une action à droite tordue de GL(V ). On
va voir ci-après que celle-ci se prolonge en une action à droite tordue de GL(V )

sur C̃• (cV H∗V ). Précisons lourdement. Soit GL(V )td-V- U la catégorie dont les objets
sont les H∗V-A-modules instables munis d’une action à droite tordue de GL(V ) et
dont les morphismes sont les V- U-morphismes GL(V )-équivariants ; C• (cV H∗V ) est
un complexe dans cette catégorie et la coaugmentation cV H∗V → C0 (cV H∗V ) est
un GL(V )td-V- U-morphisme.

Définition « topologique » de l’action de GL(V ) sur C̃• (cV H∗V ). – Soit X un V-es-
pace muni d’une action à gauche (continue) de GL(V ). Nous pourrions imiter la
définition 7.11 et dire que cette action est tordue si l’on a

α.(x+ v) = α.x+ α(v)

pour tout α dans GL(V ) et tout v dans V (les actions de GL(V ) et V sur X sont
respectivement notées (α, x) 7→ α.x et (v, x) 7→ v+x). Cependant nous n’introduirons
pas cette terminologie car il est équivalent de dire que X est muni d’une action à
gauche (continue) du produit semi-direct V ⋊ GL(V ) (le groupe affine de V ) qui
prolonge celle de V .

Proposition 7.12. – Soit X un V-espace muni d’une action à gauche (continue)
de V ⋊ GL(V ) qui prolonge celle de V .

(a) Le H∗V-A-module instable H∗VX est naturellement muni d’une action à droite
tordue de GL(V ).

(b) Soit Y un sous-espace de X stable sous l’action de V ⋊GL(V ) (et donc de V )
alors le H∗V-A-module instable H∗V (X,Y ) est naturellement muni d’une action à
droite tordue de GL(V ) et les V- U-morphismes

H∗V (X,Y ) −−−−→ H∗VX −−−−→ H∗V Y
∂−−−−→ Σ H∗V (X,Y )
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sont GL(V )-équivariants.

Démonstration. – On vérifie le point (a) ; la vérification du point (b) est laissée au
lecteur. L’action tautologique de V ⋊ GL(V ) sur V induit une action à gauche de
V ⋊ GL(V ) sur EV et on constate que l’action diagonale de V ⋊ GL(V ) sur EV ×
X induit une action à gauche de GL(V ) sur le quotient topologique V \(EV × X),
naturelle en X. En considérant l’application (V ⋊ GL(V ))-équivariante X → point,
on obtient un diagramme commutatif

GL(V )× (V \(EV ×X)) −−−−→ V \(EV ×X)y y
GL(V )× BV −−−−→ BV,

dans lequel la flèche horizontale du haut est l’action introduite ci-dessus et celle du
bas l’action de GL(V ) sur BV induite par l’action tautologique de GL(V ) sur V . Le
point (a) de la proposition en résulte.

Corollaire 7.13. – Soit X un V-CW-complexe fini. Si l’action de V sur X se pro-
longe en une action à gauche (continue) de V ⋊GL(V ) alors la structure de complexe
de cochaînes dans la catégorie V- U-complexe de Σn C̃•topX se raffine naturellement
en une structure de complexe de cochaînes dans la catégorie GL(V )td-V- U .

(La suspension n-ième, n = dimV , n’est là que pour garantir que les termes du
complexe en question sont « instables ».)

Démonstration. – On constate que les sous-espaces FpX sont stables sous l’action
de V ⋊GL(V ) (observer que si W est un sous-groupe de V et α un élément de GL(V )

alors on a α.XW = Xα(W )). Il en résulte que le connectant

H∗V (FpX,Fp−1X) −→ Σ H∗V (Fp+1X,FpX)

est GL(V )-équivariant et donc que Σn C̃•topX est un GL(V )td-V- U-complexe de co-
chaînes.

Armés de l’énoncé 7.13 nous pouvons maintenant vérifier ce que nous avons affirmé
plus haut concernant le complexe C̃• (cV H∗V ) :

– L’action tautologique de V ⋊ GL(V ) sur V induit une action à gauche de
V ⋊ GL(V ) sur S(R[V ]) qui prolonge celle de V et qui fixe le point 1 ; C̃•top S(R[V ])

et C̃•top {1} sont donc des GL(V )td-V- U-complexes de cochaînes (on peut oublier ici
la suspension n-ième compte tenu de 4.15).

– L’homomorphisme C̃•top S(R[V ]) → C̃•top {1} est un morphisme dans la ca-
tégorie de ces complexes ; son noyau C̃• (cV H∗V ) acquiert donc la structure
de GL(V )td-V- U-complexe de cochaînes.
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Définition « algébrique » de l’action de GL(V ) sur C̃• (cV H∗V ). – On peut munir
C̃• (cV H∗V ) d’une structure de GL(V )td-V- U-complexe de cochaînes de façon pure-
ment algébrique :

Proposition 7.14. – Soit M un H∗V-A-module instable. Si M est muni d’une action
à droite tordue de GL(V ) alors celle-ci peut être naturellement prolongée à C̃•M .

Avant d’attaquer la démonstration de cette proposition on introduit une définition
et on dégage un énoncé (dont la vérification est immédiate) qui seront utiles à notre
exposition.

Proposition-Définition 7.15. – Soit M un H∗V -A-module instable.
Soit α un élément de GL(V ) ; on note θαM le A-module instable M muni

de la structure de H∗V-module définie via l’isomorphisme α∗ : H∗V → H∗V et
θα : V- U → V- U le foncteur M 7→ θαM .

Si M est muni d’une action à droite tordue de GL(V ) alors les applications
M →M,x 7→ x.α, α ∈ GL(V ), sont des V- U-morphismes, disons aα : M → θαM

vérifiant aαβ = (θαaβ) ◦ aα, pour tous α et β dans GL(V ) et a1GL(V )
= idM .

Réciproquement, une famille (aα : M → θαM)α∈GL(V ) de V- U-morphismes, véri-
fiant les propriétés ci-dessus donne une action à droite tordue de GL(V ) sur M en
posant x.α = aα(x).

Elle va faire intervenir les trois propositions 7.16, 7.17, et 7.18 ci-après.

Proposition 7.16. – Soient M un H∗V -A-module instable, M → I• une résolution
injective de M dans la catégorie V- U et α un élément de GL(V ). Alors θαM → θαI

•

est une résolution injective de θαM dans la catégorie V- U .

Démonstration. – Les foncteurs θα sont exacts et préservent les injectifs (observer
que l’on a HomV- U (−, θα−) = HomV- U (θα−1−,−)).

Proposition 7.17. – Soit M un H∗V -A-module instable muni d’une action à droite
tordue de GL(V ), (aα : M → θαM)α∈GL(V ) la famille de V- U-morphismes associée
à cette action (voir 7.15) et M → I• une résolution injective de M dans la catégo-
rie V- U .

Alors on dispose d’une famille (a•α : I• → θαI
•)α∈GL(V ) d’homomorphismes de

complexes dans la catégorie V- U , unique à homotopie près, homomorphismes qui font
commuter les diagrammes

M −−−−→ I•

aα

y a•α

y
θαM −−−−→ θαI

•

et tels que a•αβ est homotope à (θαa
•
β) ◦ a•α pour tous α, β dans GL(V ) (et

que a•1GL(V )
est l’identité).

Démonstration. – Mantras de la théorie des résolutions injectives.
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Proposition 7.18. – Soient M un H∗V -A-module instable et α un élément
de GL(V ). Alors les deux filtrations (FpθαM)p∈N et (θαFpM)p∈N de θαM coïncident
(la filtration (Fp−)p∈N est introduite au début de la section 5).

La démonstration de 7.18 est reportée après la fin de celle de 7.14.

Fin de la démonstration de 7.14. – Soit M → I• une V- U-résolution injec-
tive dans la catégorie V- U . On a défini en section 5 le complexe C•M en po-
sant CpM := HpGrpI• (la notation Grp− désigne le quotient Fp − /Fp+1−)
et en prenant pour cobord le connectant associé à la suite exacte de complexes
0→ Grp+1I• → FpI•/Fp+2I• → GrpI• → 0. Les propositions 7.16 et 7.18 conduisent
à l’énoncé suivant (que nous archivons en vue de futures références) :

Scholie 7.19. – Soient M un H∗V -A-module instable et α un élément de GL(V ). On
a un isomorphisme naturel de complexes de H∗V -A-modules instables C̃• θαM ∼= θα C̃•M .

La proposition 7.17 implique quant à elle que la famille de V- U-morphismes

(Cp(aα) : CpM → Cp θαM = θαCpM)α∈GL(V )

définit une action à droite tordue de GL(V ) sur CpM , uniquement déterminée par
l’action à droite tordue de GL(V ) sur M , que les cobords CpM → Cp+1M sont
GL(V )-équivariants et qu’il en est de même pour la coaugmentation M → C0M .
Expliquons par exemple la première implication : les égalités à homotopie près vérifiées
par la famille d’homomorphismes de V- U-complexes

(Grp(a•α) : GrpI• → GrpθαI
• = θαGrpI•)α∈GL(V )

deviennent des égalités après application du foncteur Hp.

Démonstration de 7.18. – Comme l’on a par définition

FpM :=
⋂

codimW<p

ker (ρ(V,W )M
: M → EFix(V,W )M),

la proposition 7.18 est conséquence de la suivante :

Proposition 7.20. – Soit M un H∗V-A-module instable. Soit α un élément
de GL(V ) ; on note encore α l’automorphisme de la catégorie W qu’il induit. On a
un isomorphisme dans la catégorie (V- U)W

Ψ̂(θαM) ∼= θα ◦ Ψ̂(M) ◦ α−1,

naturel en M .
(La notation Ψ̂(M), ou Ψ̂M , désigne le foncteur W 7→ EFix(V,W )M de W

dans V- U .)

Démonstration. – On commence par le lemme suivant :
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Lemme 7.21. – Soient α un élément de GL(V ) et W un sous-groupe de V . On a un
isomorphisme fonctoriel entre endofoncteurs de V- U :

EFix(V,W ) ◦ θα ∼= θα ◦ EFix(V,α−1(W )).

Démonstration. – Les endofoncteurs de V- U , θα et EFix(V,W ), sont respective-
ment adjoints à gauche des endofoncteurs de V- U , θα−1 et E(V,W ) (on rappelle
que E(V,W ) est l’endofoncteur M 7→ H∗V ⊗H∗V/W M). Il est donc équivalent de
montrer que l’on a un isomorphisme fonctoriel entre endofoncteurs de V- U :

θα−1 ◦ E(V,W )
∼= E(V,α−1(W )) ◦ θα−1 ,

ou encore :
E(V,W ) ◦ θα ∼= θα ◦ E(V,α−1(W )).

En clair il faut vérifier que l’on a pour tout H∗V-A-module instable M un isomor-
phisme de H∗V-A-modules instables

H∗V ⊗H∗V/W θαM ∼= θα (H∗V ⊗H∗V/α−1(W ) M)

naturel en M . Il s’agit d’un phénomène très général : soient A un anneau, B un sous-
anneau de A, ϕ : A → A un automorphisme d’anneau, M un A-module à gauche
et θϕM le A-module à gauche « obtenu en tordant l’action de A sur M par ϕ », alors
l’application

A×M → A⊗ϕ(B) M, (a, x) 7→ ϕ(a)⊗ϕ(B) x

induit un isomorphisme

A⊗B θϕM ∼= θϕ(A⊗ϕ(B) M)

de A-modules à gauche.

On achève la démonstration de 7.20 à l’aide de la remarque 1.21. Précisons un
peu. Soit i(V,W ) : EFix(V,W ) ◦ θα → θα ◦EFix(V,α−1(W )) l’isomorphisme fonctoriel du
lemme 7.21. Soient W0 et W1 deux sous-groupes de V avec W0 ⊂W1 ; on doit vérifier
que le diagramme

EFix(V,W0) θαM
i(V,W0)M−−−−−−→ θαEFix(V,α−1(W0))M

ρ(W0,W1)θαM

y yθαρ (α−1(W0),α
−1(W1))M

EFix(V,W1) θαM
i(V,W1)M−−−−−−→ θαEFix(V,α−1(W1))M

est commutatif (la notation ρ(W0,W1) est introduite dans la proposition-définition 1.20).
En invoquant 1.21, on se ramène, par la même stratégie que précédemment, à vérifier
qu’un diagramme « naturel » de la forme

θα−1E(V,W0)N
∼=←−−−− E(V,α−1(W0)) θα−1Nx x

θα−1E(V,W1)N
∼=←−−−− E(V,α−1(W1)) θα−1N
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est commutatif, N étant un H∗V-A-module instable arbitraire et les isomorphismes
horizontaux étant les isomorphismes naturels considérés dans la démonstration du
lemme 7.21. Cette vérification est routine.

Corollaire 7.22. – Soit M un H∗V-A-module instable. Soit α un élément
de GL(V ) ; on note encore α l’automorphisme de la catégorie W0 qu’il induit.
On a un isomorphisme dans la catégorie (V- U)W0

Ψ(θαM) ∼= θα ◦Ψ(M) ◦ α−1,

naturel en M .

Démonstration. – Par définition le foncteur Ψ(M) : W0 → V- U est la restriction
de Ψ̂(M) à W0.

La proposition 7.17 conduit également à l’énoncé suivant :

Proposition 7.23. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable. Si M est muni d’une
action à droite tordue de GL(V ) alors sa partie finie PfM est stable sous cette
action et les H∗Vtf-A-modules instables RkPfM , k ≥ 1, sont aussi naturellement
munis d’une action à droite tordue de GL(V ). En d’autres termes, les foncteurs
RkPf : Vtf- U → Vtf- U , k ≥ 0, induisent canoniquement des foncteurs RkPf :

GL(V )td-Vtf- U → GL(V )td-Vtf- U .
(Le lecteur décodera sans peine la notation GL(V )td-Vtf - U .)

Démonstration. – La partie de l’énoncé concernant PfM est triviale ; elle per-
met d’ailleurs d’identifier Pf (θα−) et θαPf (−). Passons à la partie concernant
les RkPfM . Soient M → I• et (a•α : I• → θαI

•)α∈GL(V ) la famille d’homo-
morphismes de complexes dans la catégorie Vtf - U fournie par 7.17 ; la famille
(HkPf (a•α) : RkPfM → θαRkPfM)α∈GL(V ) définit une action à droite tordue
de GL(V ) sur RkPfM , uniquement déterminée par l’action à droite tordue de GL(V )

sur M .

Scholie 7.24. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et α un élément de GL(V ).
Pour tout entier k ≥ 0, on a un isomorphisme naturel de H∗Vtf-A-modules instables
RkPf θαM ∼= θαRkPfM .

Coïncidence des actions de GL(V ) sur C̃• (cV H∗V ) définies topologiquement et
algébriquement. – Sans surprise les deux structures que l’on vient de définir
sur C̃• (cV H∗V ), respectivement de façon topologique et algébrique, coïncident.
Ceci résulte de la proposition 6.14 et la proposition 7.25 ci-dessous. Avant d’énoncer
cette dernière, deux observations. Soit X un V-CW-complexe fini muni d’une action
à gauche (continue) de V ⋊ GL(V ) qui prolonge celle de V :

– Le H∗V-A-module instable H∗VX est naturellement muni d’une action à droite
tordue de GL(V ) d’après le point (a) de 7.12 si bien que le complexe C̃•H∗VX est
naturellement muni d’une action à droite de GL(V ) d’après 7.14.
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– Le complexe C̃•topX est naturellement muni d’une action à droite de GL(V )

d’après 7.13.

Proposition 7.25. – Soit X un V-CW-complexe fini. Si l’action de V sur X se
prolonge en une action à gauche (continue) de V ⋊GL(V ) alors l’homomorphisme de
complexes

κ : C̃•H∗VX −→ C̃•topX

introduit en section 6 est GL(V )-équivariant.
(On rappelle que l’on a posé C̃•H∗VX =: C̃•algX en section 6 pour faire pendant à

la notation C̃•topX.)

Démonstration. – Elle repose essentiellement sur la proposition 6.13. On trouvera les
détails ci-après (détails techniques, d’où les petits caractères).

On commence par dégager cinq énoncés, 7.26, 7.27, 7.28, 7.29 et 7.30, dont la
vérification ne présente pas de difficultés.

Lemme-Définition 7.26. – Soient X un V-espace et α un élément de GL(V ). L’es-
pace X muni de l’action de V définie via l’isomorphisme α : V → V est un V-espace
noté θαX. L’homéomorphisme Eα × id : EV × X → EV × X induit un homéomor-
phisme

V \(EV × θαX)) −→ V \(EV ×X),

noté hα, qui fait commuter le diagramme

V \(EV × θαX)
hα−−−−→ V \(EV ×X)y y

BV
Bα−−−−→ BV.

Scholie 7.27. – Soient X un V-espace et α un élément de GL(V ). L’homomorphisme

h∗α : H∗VX −→ θα H∗V θαX

est un isomorphisme de H∗V-A-modules instables.

SoientX un V-CW-complexe fini et α un élément de GL(V ) ; il est clair que θαX est
encore un V-CW-complexe fini. En observant que les énoncés 7.26 et 7.27 s’étendent
mutatis mutandis aux paires de V-espaces, on obtient :

Scholie-Definition 7.28. – Soient X un V-CW-complexe fini et α un élément
de GL(V ). L’isomorphisme h∗α : H∗VX → θα H∗V θαX se prolonge en un isomorphisme,
toujours noté h∗α : C̃•topX → θα C̃•top θαX, de complexes de H∗V-A-modules.

On note encore h∗α : C̃•H∗VX → θα C̃•H∗V θαX l’isomorphisme naturel de com-
plexes de H∗V-A-modules donné par 7.19 et 7.28.

MÉMOIRES DE LA SMF 181



ETUDE DU COMPLEXE C̃• (cV H∗V ) 85

Proposition 7.29. – Soient X un V-CW-complexe fini et α un élément de GL(V ).
Le diagramme de complexes de H∗V-A-modules

C̃•H∗VX
κX−−−−→ C̃•topX

h∗α

y∼= h∗α

y∼=
θα C̃•H∗V θαX

θα κ θαX−−−−−−→ θα C̃•top θαX

est commutatif (par souci de clarté on précise la notation κ : C̃•H∗VX → C̃•topX

en κX : C̃•H∗VX → C̃•topX).

Proposition-Définition 7.30. – Soit X un V-espace muni d’une action à gauche
(continue) de V ⋊ GL(V ) qui prolonge celle de V . Soit α un élément de GL(V ) ;
on note tα : X → θαX l’homéomorphisme V-équivariant x 7→ α.x. La famille d’ho-
momorphismes de H∗V-A-modules instables (θαt∗α ◦ h∗α : H∗VX → θαH∗VX)α∈GL(V )

coïncide avec celle qui donne (voir 7.15) l’action à droite tordue de GL(V ) sur H∗VX

(introduite dans le point (a) de 7.12).

On en vient maintenant à la démonstration proprement dite de la proposition.

Soit V un V-CW-complexe fini muni d’une action à gauche (continue) de
V ⋊ GL(V ) qui prolonge celle de V . D’après la proposition 6.13 le diagramme
de complexes de H∗V-A-modules

(Nα)

C̃•H∗V θαX
κ θαX−−−−→ C̃•top θαX

C̃•(t∗α)

y∼= C̃•top(tα)

y∼=
C̃•H∗VX

κX−−−−→ C̃•topX

est commutatif. Soit (θαNα) le diagramme obtenu en appliquant le foncteur θα
à (Nα) ; en « concaténant » le diagramme commutatif θα (Nα) et celui de 7.29, on
obtient au bout du compte un diagramme commutatif de la forme suivante :

C̃•H∗VX
κX−−−−→ C̃•topX

ag
α

y∼= ad
α

y∼=
θα C̃•H∗VX

θα κX−−−−→ θα C̃•topX

(les exposants g et d pour gauche et droite). On vérifie enfin, à l’aide de l’énoncé
7.30 (et de son extension aux paires de (V ⋊GL(V ))-espaces) et de l’énoncé 7.19, que
les familles d’homomorphismes (ag

α)α∈GL(V ) et (ad
α)α∈GL(V ) correspondent (voir 7.15)

aux actions à droite tordues respectivement introduites en 7.14 et 7.13.
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Quelques informations sur le GL(V )td-H∗V -A-module instable M(V ). – La théorie
que nous venons de développer concernant C̃• (cV H∗V ), où plus directement la pro-
position 7.23, montre que le H∗V -A-module instable M(V ) est canoniquement muni
d’une action à droite tordue de GL(V ) ; le sous-espace M0(V ) des éléments de degré
zéro est donc en particulier muni d’une action à droite de GL(V ).

Proposition 7.31. – Le GL(V )td-H∗V -A-module instable M(V ) possède les proprié-
tés suivantes :

(a) M(V ) est engendré comme H∗V-module par M0(V ) ;
(b) comme F2[GL(V )]-module à droite M0(V ) est isomorphe au dual St∗V de la

représentation de Steinberg (modulo 2) StV de GL(V ) (on convient de poser StV = F2

pour dimV = 0 et dimV = 1).
(Pour des rappels concernant StV voir par exemple 8.1.)

Démonstration du (a). – On procède par récurrence sur l’entier n = dimV . Le cas
n = 0 est trivial ; on franchit le pas de récurrence en observant que le cobord⊕

dimW=1 H∗V ⊗H∗V/W M(V/W )
dn−1

−−−−→ M(V )

de C̃• (cV H∗V ) est surjectif.

Démonstration du (b). – On suppose n ≥ 2.
On va utiliser l’égalité M(V ) := RnPf(cV H∗V ) et l’isomorphisme RnPf(cV H∗V ) ∼=

limn−1
W0

Ψ(cV H∗V ) fourni par la proposition 3.9.
On détermine ci-après le foncteur Ψ(cV H∗V ) et plus généralement le foncteur

Ψ(eH∗V ), e désignant un produit d’éléments de H1V − {0}.

Proposition-Définition 7.32. – Soit e un produit d’éléments de H1V −{0} ; soit W
un sous-groupe de V .

(a) La classe e s’écrit de façon unique comme un produit e′e′′ avec e′ (resp. e′′) un
produit d’éléments de H1V − {0} dont la restriction à W est nulle (resp. non nulle).
La classe e′ est notée eW (on a en particulier e0 = e et eV = 1).

(b) Si W ′ est un sous-groupe de V avec W ′ ⊂W alors eW ′ est un multiple de eW
et l’on a une inclusion canonique eW ′ H∗V ⊂ eW H∗V .

(c) Le foncteur Ψ(eH∗V ) est le foncteur

W0 → Vtf- U , W 7→ eW H∗V.

Démonstration. – Les points (a) et (b) sont triviaux ; on démontre le point (c). On
écrit e = u1u2 · · ·ur, avec (u1u2, . . . , ur) une suite finie d’éléments de H1V − {0} ; il
est clair que l’on a un isomorphisme canonique de H∗V -A-modules instables :

eH∗V ∼= u1 H∗V ⊗H∗V u2 H∗V ⊗H∗V · · · ⊗H∗V ur H∗V.

La proposition 1.13 montre que l’on a :

EFix(V,W )(eH∗V ) ∼= EFix(V,W )(u1 H∗V )⊗H∗V EFix(V,W )(u2 H∗V )

⊗H∗V · · · ⊗H∗V EFix(V,W )(ur H∗V ).
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On est donc amené à déterminer EFix(V,W )(uH∗V ) pour u un élément de H1V −{0}.
Pour cela on considère la suite exacte de H∗V -A-modules instables

0 −−−−→ uH∗V
⊂−−−−→ H∗V −−−−→ H∗ keru −−−−→ 0

(on rappelle que l’on identifie H1V et V ∗). Puisque le foncteur EFix(V,W ) est exact
on a aussi une suite exacte de H∗V -A-modules instables :

0→ EFix(V,W )(uH∗V )→ EFix(V,W )(H
∗V )→ EFix(V,W )(H

∗ keru)→ 0.

En observant que l’on a H∗V ∼= H∗V ⊗H∗V/V F2 et H∗ keru ∼= H∗V ⊗H∗V/ keruF2 et en
utilisant la proposition 1.25 on obtient des isomorphismes canoniques de H∗V -A-mo-
dules instables :

EFix(V,W )(H
∗V ) ∼= H∗V et EFix(V,W )(H

∗ keru) ∼=

{
H∗ keru pour u|W = 0,
0 pour u|W ̸= 0.

Dans le cas u|W = 0 la proposition 1.25 montre également que l’homomorphisme
EFix(V,W )(H

∗V ) → EFix(V,W )(H
∗ keru) s’identifie à l’épimorphisme canonique

H∗V → H∗ keru.

Il en résulte que le monomorphisme EFix(V,W )(uH∗V )→ EFix(V,W )(H
∗V ) s’iden-

tifie à l’inclusion uH∗V ↪→ H∗V dans le cas u|W = 0 et à l’identité de H∗V dans
le cas u|W ̸= 0. Le monomorphisme EFix(V,W )(eH∗V )→ EFix(V,W )(H

∗V ) s’identifie
donc à l’inclusion eW H∗V ↪→ H∗V .

On détermine la valeur de Ψ(eH∗V ) sur les morphismes de W0 en observant
que Ψ(H∗V ) est le « foncteur constant »W 7→ H∗V et en considérant la transformation
naturelle de foncteurs de W0 dans Vtf - U induite par l’inclusion eH∗V ↪→ H∗V .

Exemple 7.33. – Soit W un sous-groupe de V , on pose c(V,W ) := q∗cV/W , q dési-
gnant la surjection canonique V → V/W ; on a donc

c(V,W ) :=
∏

u∈V ∗, u|
W

=0, u ̸=0

u

(en particulier c(V,0) = cV et c(V,V ) = 1). Soit h ≥ 0 un entier, la proposi-
tion précédente dit que l’on a Ψ(chV H∗V )(W ) = ch(V,W ) H∗V et que l’image
par Ψ(chV H∗V ) d’une inclusion W ′ ⊂ W (vue comme morphisme de W0) est
l’inclusion ch(V,W ′) H∗V ⊂ ch(V,W ) H∗V .

Suite de la démonstration du (b) de 7.31. – Soient E la catégorie des F2-espaces
vectoriels, et M un H∗Vtf -A-module instable ; on note Ψ0(M) : W0 → E le fonc-
teur W 7→ (Ψ(M)(W ))0 (le F2-espace vectoriel constitué des éléments de degré 0

du H∗V-A-module instable Ψ(M)(W )). Comme l’on a pour tout k ≥ 0 l’égalité
limk

W0
Ψ0(M) = (limk

W0
Ψ(M))0 (invoquer par exemple le rappel (R.2) de 3.5), la
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proposition 3.9 implique (RnPfM)0 ∼= limn−1
W0

Ψ0(M). On a donc en particulier
M0(V ) ∼= limn−1

W0
Ψ0(cV H∗V ). On constate que l’on a :

Ψ0(cV H∗V )(W ) =

{
F2 pour W = V ,

0 pour W ̸= V ;

en effet la classe c(V,W ) (notation de 7.33) est de degré strictement positif pour W ̸= V

et est égale à 1 pour W = V .
Récapitulons : on a M0(V ) ∼= limn−1

W0
F, F désignant le foncteur deW0 dans E défini

par

F(W ) =

{
F2 pour W = V ,
0 pour W ̸= V ,

(la valeur de F sur les objets force la valeur de F sur les morphismes).
Soit E : W0 → E le foncteur « constant à valeur F2 » (E := ∆F2

avec la nota-
tion du (R.1) de 3.5). On observe que l’on a E = FHomW0

(−,V )
2 , égalité qui entraîne

HomEW0 (G,E) = HomE(G(V ),F2) pour tout objet G de EW0 et donc que E est un
injectif de EW0 . Soit i : F → E l’homomorphisme correspondant à l’isomorphisme
F(V ) ∼= F2 ; i est injectif ((E, i) est en fait une enveloppe injective de F dans la
catégorie EW0). On note Q le conoyau de i ; on a :

– limn−1
W0

F ∼= limn−2
W0

Q pour n > 2,
– limn−1

W0
F ∼= coker (limn−2

W0
E −→ limn−2

W0
Q) pour n = 2.

On a

Q(W ) =

{
F2 pour W ̸= V

0 pour W = V

et Q(W ′ ⊂ W ) = idF2
pour W ̸= V . Soit W0,n le sous-ensemble ordonné de W

constitué des W avec W ̸= 0 et W ̸= V ; soit ∥W0,n∥ le polyèdre associé. On constate
que le complexe L•(Q) (voir le rappel (R.2) de 3.5) s’identifie au complexe de cochaînes
polyédrales modulo 2 de ∥W0,n∥ si bien que l’on a

limn−2
W0

Q ∼= Hn−2(∥W0,n∥;F2).

Pareillement, le complexe L•(E) s’identifie au complexe de cochaînes polyédrales mo-
dulo 2 du cône sur ∥W0,n∥ et l’homomorphisme L•(E)→ L•(Q) à l’homomorphisme
induit par l’inclusion de ∥W0,n∥ dans ce cône si bien que l’on a pour tout n ≥ 2 :

limn−1
W0

F ∼= H̃n−2(∥W0,n∥;F2)

(voir 8.13). Comme l’on peut définir StV par StV := H̃n−2(∥W0,n∥;F2) on obtient
bien au bout du compte un isomorphisme canonique

M0(V ) ∼= (StV )
∗
.

Il reste à se convaincre qu’il s’agit d’un isomorphisme de F2[GL(V )]-modules à
droite. Pour cela on réexamine la proposition 3.9 dans le contexte des H∗Vtf -A-modules
instables munis d’une action à droite tordue de GL(V ).
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Soient M un H∗Vtf -A-module instable et M → I• une résolution injective dans
la catégorie Vtf - U . Les connectants associés à la suite exacte de complexes (voir le
point (c) de 3.10)

0 −−−−→ Pf(I•)
⊂−−−−→ I•

ρI•−−−−→ limW0 Ψ(I•) −−−−→ 0

fournissent des Vtf - U-morphismes naturels ∂ : limk
W0

Ψ(M) → Rk+1Pf (M) pour
tout k ≥ 0 (∂ est un isomorphisme pour k > 0). Nous avons déjà montré que
si M est muni d’une action à droite tordue de GL(V ) alors il en est de même
pour Rk+1Pf (M) (proposition 7.23). Nous allons d’abord montrer, de façon formelle,
que limk

W0
Ψ(M) est aussi canoniquement muni d’une action à droite tordue de GL(V )

et que pour cette action l’homomorphisme ∂ ci-dessus est GL(V )-équivariant. Nous
décrirons ensuite (proposition 7.38) cette action de GL(V ) sur limk

W0
Ψ(M) en termes

de la définition « combinatoire » des dérivés de lim (rappel (R.2) de 3.5). Passons à
la réalisation de ce programme :

Supposons M muni d’une action à droite tordue de GL(V ). On dispose donc (pro-
position 7.15) d’une famille (aα : M → θαM)α∈GL(V ) d’homomorphismes dans la ca-
tégorie Vtf - U avec aαβ = (θαaβ) ◦ aα pour tous α et β dans GL(V ) et a1GL(V )

= idM .
Le fait que θαM → θαI

• est encore une résolution injective dans la catégorie Vtf - U
(proposition 7.16) entraîne (proposition 7.17) que l’on dispose également d’une famille
(a•α : I• → θαI

•)α∈GL(V ) d’homomorphismes de complexes dans la catégorie Vtf - U ,
unique à homotopie près, homomorphismes qui font commuter les diagrammes

M −−−−→ I•

aα

y a•α

y
θαM −−−−→ θαI

•

et tels que a•αβ est homotope à (θαa
•
β) ◦ a•α pour tous α, β dans GL(V ) (et

que a•1GL(V )
est l’identité).

Soit Réd l’endofoncteur M 7→ M/Pf(M) de la catégorie Vtf - U . La transforma-
tion naturelle, entre endofoncteurs de Vtf - U , ρ : id → limW0

Ψ(−), qui apparaît
dans la proposition 3.9, induit d’après cette proposition une transformation naturelle
ρ̄ : Réd→ limW0

Ψ(−) telle que ρ̄I est un isomorphisme si I est injectif (point (c) de
3.10). On note b•α l’homomorphisme de complexes composé

limW0 Ψ(I•)
(ρ̄I• )

−1

// Réd(I•)
Réd(a•α)// Réd(θαI

•) = θαRéd(I•)
θαρ̄I• // θα limW0

Ψ(I•).

Il est clair que b•αβ est homotope à (θαb
•
β) ◦ b•α pour tous α, β dans GL(V ) (et

que b•1GL(V )
est l’identité) : la famille (b•α : limW0

Ψ(I•) → θα limW0
Ψ(I•)α∈GL(V )

fournit une action à droite tordue de GL(V ) sur les limk
W0

Ψ(M), k ≥ 0, unique-
ment déterminée par l’action à droite tordue de GL(V ) sur M . La contemplation du
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diagramme commutatif de complexes (dont les deux lignes sont exactes)

0 −−−−→ Pf(I•)
⊂−−−−→ I•

ρI•−−−−→ limW0 Ψ(I•) −−−−→ 0

Pf(a•α)

y a•α

y b•α

y
0 −−−−→ θαPf(I•)

⊂−−−−→ θαI
• θαρI•−−−−→ θα limW0

Ψ(I•) −−−−→ 0

montre que les homomorphismes naturels ∂ : limk
W0

Ψ(M) → Rk+1Pf (M) sont
GL(V )-équivariants.

La façon dont nous avons obtenu ci-dessus une action à droite tordue de GL(V )

sur les limk
W0

Ψ(M) est très formelle ; nous allons ci-dessous décrire cette action en
termes un peu plus concrets, dans la ligne du (R.2) de 3.5.

Définition 7.34. – On reprend les notations du (R.2) de 3.5.
Soient F un foncteur de C dans A et ϕ un automorphisme de C (en clair une

permutation qui respecte l’ordre).
On note λ•ϕ : L•(F )→ L•(F ◦ϕ) l’homomorphisme de complexes tel que le A-mor-

phisme

λkϕ : Lk(F ) :=
∏

σ∈SkC
F (supσ) −→

∏
σ∈SkC

F (ϕ supσ) =: Lk(F ◦ ϕ)

est le produit
∏
σ∈SkC πϕσ, πϕσ désignant la projection du produit à la source sur le

facteur d’indice ϕσ à savoir F (supϕσ) = F (ϕ supσ).
On note encore λkϕ : limk

C F → limk
C (F ◦ ϕ) la transformation naturelle Hk(λ•ϕ) ; la

transformation naturelle λ0
ϕ : limC F → limC (F ◦ ϕ) est aussi simplement notée λϕ.

La vérification de l’énoncé suivant est immédiate :

Proposition 7.35. – Soient F un foncteur de C dans A (notations du (R.2) de 3.5).
(a) Soient ϕ et ψ deux automorphismes de C. Alors le composé des homo-

morphismes λ•ϕ : L•(F ) → L•(F ◦ ϕ) et λ•ψ : L•(F ◦ ϕ) → L•(F ◦ (ϕ ◦ ψ)) est
λ•ϕ◦ψ : L•(F )→ L•(F ◦ (ϕ ◦ ψ)).

(b) Soit Γ un sous-groupe d’automorphismes de C avec F ◦ ϕ = F pour tout ϕ
dans Γ ; soit k ≥ 0 un entier. Alors les λkϕ : limk

C F → limk
C (F ◦ ϕ), ϕ parcourant Γ,

définissent une action à droite de Γ sur limk
C F .

Proposition 7.36. – On reprend les notations du (R.2) de 3.5.
Soient F un foncteur de C dans A, ϕ un automorphisme de C et F → I• une

résolution injective dans la catégorie AC. Alors les deux propriétés suivantes sont
vérifiées :

–F ◦ ϕ→ I• ◦ ϕ une résolution injective dans la catégorie AC ;
– le A-morphisme induit entre k-ième objets de cohomologie par l’homomor-

phisme de A-complexes λϕ : limC I
• → limC (I• ◦ ϕ) s’identifie au A-morphisme

λkϕ : limk
C F → limk

C (F ◦ ϕ).
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Démonstration. – La première propriété est évidente : l’endofoncteur F 7→ F ◦ ϕ
de AC est exact et préserve les injectifs. Passons à la seconde. La famille d’homomor-
phismes de complexes (λ•ϕ : L•(Iq) → L•(Iq ◦ ϕ))q∈N définit un homomorphisme de
bicomplexes L•(I•)→ L•(I• ◦ϕ) que l’on note λ•,•ϕ . La seconde propriété est obtenue
en appliquant le foncteur Hk au diagramme commutatif de complexes

limC I
• ηv−−−−→ TotL•(I•)

ηh←−−−− L•(F )

λϕ

y Totλ•,•
ϕ

y λ•ϕ

y
limC (I• ◦ ϕ)

ηv−−−−→ TotL•(I• ◦ ϕ)
ηh←−−−− L•(F ◦ ϕ)

(pour les notations se reporter au dernier point du (R.2) de 3.5).

On revient maintenant au cas A = Vtf - U , C =W0 et F = Ψ(M). On constate que
l’énoncé (technique !) suivant est vérifié :

Lemme 7.37. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable et α un élément de GL(V )

(que l’on peut aussi considérer comme un automorphisme de W0). L’homomorphisme
θα ρM : θαM → θα limW0

Ψ(M) admet la factorisation suivante :

θαM
ρ θαM−−−−→ lim

W0

Ψ(θαM)
∼=−→ θα lim

W0

(Ψ(M) ◦ α−1)
θα λα−−−→ θα lim

W0

Ψ(M),

la deuxième flèche étant induite par l’isomorphisme de 7.22.

Ce lemme conduit à la proposition ci-dessous.

Proposition 7.38. – Soient M un H∗Vtf-A-module instable muni d’une action
à droite tordue de GL(V ), k ≥ 0 un entier et α un élément de GL(V ) ; soit
aα : M → θαM , α ∈ GL(V ), l’homomorphisme x 7→ x.α.

Alors l’homomorphisme limk
W0

Ψ(M) → θα limk
W0

Ψ(M) donnée par l’action à
droite tordue de GL(V ) sur limk

W0
Ψ(M) admet la factorisation suivante :

k

lim
W0

Ψ(M)
limk

W0
Ψ(aα)

−−−−−−−−→
k

lim
W0

Ψ(θαM)
∼=−→ θα

k

lim
W0

(Ψ(M) ◦ α−1)
θα λ

k
α−−−→ θα

k

lim
W0

Ψ(M),

la deuxième flèche étant induite par l’isomorphisme de 7.22.

Démonstration. – On reprend le diagramme commutatif

I•
ρI•−−−−→ limW0

Ψ(I•)

a•α

y b•α

y
θαI

• θαρI•−−−−→ θα limW0
Ψ(I•)

considéré plus haut. Soit c•α l’homomorphisme de complexes composé

lim
W0

Ψ(I•)
limW0

Ψ(a•α)
−−−−−−−−→ lim

W0

Ψ(θαI
•)

∼=−→ θα lim
W0

(Ψ(I•) ◦ α−1)
θα λα−−−→ θα lim

W0

Ψ(I•).
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En utilisant la commutativité du diagramme

I•
ρI•−−−−→ limW0

Ψ(I•)

a•α

y limW0
Ψ(a•α)

y
θαI

• ρ θαI•−−−−→ limW0
Ψ(θαI

•)

(naturalité de ρ) et le lemme 7.37 on constate que le diagramme

I•
ρI•−−−−→ limW0 Ψ(I•)

a•α

y c•α

y
θαI

• θαρI•−−−−→ θα limW0 Ψ(I•)

est aussi commutatif. On en déduit b•α = c•α (car ρI• est surjectif).

On prend enfin M = cV H∗V , k = n− 1 (n = dimV ) et on se focalise sur le degré
zéro. On rappelle que l’on a posé F := Ψ0(cV H∗V ).

On constate que l’on a EndEW0 (F) = {0, id} et donc que tout automorphisme
de F est l’identité. On constate également que l’on a F◦α = F pour tout α dans GL(V )

et donc que les λn−1
α : limn−1

W0
F→ limn−1

W0
F définissent une action à droite de GL(V )

sur limn−1
W0

F (point (b) de 7.35). Ces constations faites, la proposition 7.38 permet
de se convaincre que si l’on munit limn−1

W0
F de cette action alors l’homomorphisme

limn−1
W0

F→ M0(V ), considéré plus haut, est GL(V )-équivariant.
On reprend ensuite la suite exacte 0 → F → E → Q → 0. On observe que l’on a

aussi E◦α = E et Q◦α = Q pour tout α dans GL(V ). En contemplant les diagrammes
commutatifs de complexes

0 −−−−→ L•(F) −−−−→ L•(E) −−−−→ L•(Q) −−−−→ 0

λ•α

y λ•α

y .λ•α

y
0 −−−−→ L•(F) −−−−→ L•(E) −−−−→ L•(Q) −−−−→ 0

dont les lignes sont exactes (et en invoquant, si l’on en éprouve le besoin, le rappel
(R.3) de 3.5) on voit que la suite exacte

limn−2
W0

E −−−−→ limn−2
W0

Q −−−−→ limn−1
W0

F −−−−→ 0

est une suite exacte de F2[GL(V )]-modules à droite. Ceci achève (finalement !) la
démonstration du point (b) de la proposition 7.31.

Les complexes C̃• (chV H∗V ), h ∈ N

Les résultats concernant le complexe C̃• (cV H∗V ) que nous venons de présenter
s’étendent mutatis mutandis aux complexes C̃• (chV H∗V ), h ∈ N (on aura intérêt à
traiter séparément le cas h = 0... qui est vraiment trivial).
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Posons
M(V ;h) := RnPf(chV H∗V ) ∼= Σ−n H∗c(V \(R̃[V ]⊕h)rég)

(on a donc M(V ; 1) = M(V )).
– Le complexe C• (chV H∗V ) est obtenu en remplaçant M(−) par M(−;h).
– L’énoncé obtenu en remplaçant M(−) par M(−;h) dans l’énoncé 7.31 reste va-

lable pour h ≥ 1.
Précisons la seconde affirmation ci-dessus et tirons-en les conséquences :

Proposition 7.39. – Soient h et h′ deux entiers avec 1 ≤ h ≤ h′. L’inclu-
sion de H∗Vtf-A-modules instables, ch

′

V H∗V ↪→ chV H∗V , induit un isomorphisme
M0(V ;h′) ∼= M0(V ;h) et un homomorphisme surjectif M(V ;h′) ↠ M(V ;h)

de GL(V )td-H∗Vtf-A-modules instables.
(La terminologie GL(V )td-H∗Vtf-A-module instable est transparente.)

Démonstration. – Compte tenu du point (a) de 7.31, la seconde partie de la pro-
position résulte de la première. Pour démontrer celle-ci on considère le diagramme
commutatif

limn−1
W0

(Ψ(ch
′

V H∗V ))0
∼=−−−−→ M0(V ;h′)y y

limn−1
W0

(Ψ(chV H∗V ))0
∼=−−−−→ M0(V ;h)

dans lequel les isomorphismes horizontaux sont fournis par la proposition 3.10 (on sup-
pose V ̸= 0) et les flèches verticales sont induites par l’inclusion ch

′

V H∗V ↪→ chV H∗V ,
disons ι ; on conclut en observant que la transformation naturelle
Ψ(ch

′

V H∗V ))0 → Ψ(chV H∗V ))0 induite par ι est un isomorphisme fonctoriel d’après 7.32.

Relation entre M(V ;h) et M(V ; 2h). – Pour décrire cette relation il nous faut intro-
duire l’endofoncteur « double » de la catégorie U , foncteur noté Φ (voir par exemple
[32, §2.3]). Rappelons sa définition. Soit M un A-module instable, on note ΦM le
A-module instable défini par

(ΦM)k =

{
M

k
2 si k est pair

0 sinon
et Sqi(Φx) =

{
Φ(Sq

i
2x) si i est pair

0 sinon,

Φx désignant l’élément de (ΦM)2k associé à un élément x de Mk. L’application,
ΦM → M,Φx 7→ Sq|x|x (|x| désignant le degré de x) est A-linéaire ; elle fournit une
transformation naturelle, que l’on note λ, de Φ dans 1U . SoitK une A-algèbre instable ;
ΦK est muni d’une structure naturelle de A-algèbre instable et λK : ΦK → K est
un homomorphisme de A-algèbres instables qui par définition même d’une A-algèbre
instable coïncide avec l’élévation au carré. Si M est muni d’une structure de K-A-mo-
dule instable alors ΦM est naturellement muni d’une structure de ΦK-A-module
instable. On note EΦ : V- U → V- U le foncteur

M 7→ H∗V ⊗ΦH∗V ΦM,
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H∗V étant ci-dessus un ΦH∗V-module via λH∗V ; la transformation naturelle
λ : Φ→ 1U induit une transformation naturelle EΦ→ 1V- U que l’on note Eλ.

Proposition 7.40. – Le foncteur EΦ possède les cinq propriétés suivantes :
(a) Le foncteur EΦ est exact.
(b) Si M est un H∗V-A-module instable de type fini comme H∗V-module alors il en

est de même pour EΦ(M).
(c) Si M est un H∗V-A-module instable e-fini (terminologie introduite en 5.6) alors

il en est de même pour EΦ(M).
(d) Soient M un H∗V-A-module instable et α un élément de GL(V ), on a un

isomorphisme de H∗V-A-modules instables, naturel en M :

EΦ(θαM) ∼= θα EΦ(M).

(e) Si M est un H∗V-A-module instable muni d’une action à droite tordue de GL(V )

alors EΦ(M) est aussi naturellement muni d’une telle action. En d’autres termes
l’endofoncteur EΦ de V- U induit un endofoncteur de GL(V )td-V- U .

On note tout d’abord que H∗V est un ΦH∗V-module libre de dimension finie (avec
F2 ⊗ΦH∗V H∗V isomorphe à l’algèbre extérieure Λ∗V ).

(a) Le foncteur Φ est exact et H∗V est un ΦH∗V-module plat.
(b) Le ΦH∗V-module ΦM est de type fini.
(c) Soient W un sous-groupe de V et N un H∗V/W-A-module instable. On constate

que l’on a un isomorphisme de H∗V-A-modules instables

H∗V ⊗ΦH∗V Φ(H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= H∗V ⊗H∗V/W (H∗V/W ⊗ΦH∗V/W ΦN)

(naturel en N) et que si le H∗V/W-A-module instable N est fini alors il en est de
même pour le H∗V/W-A-module instable H∗V/W⊗ΦH∗V/WΦN (parce que H∗V/W est
un ΦH∗V/W-module libre de dimension finie).

Le point (e) résulte formellement du point (d) et de 7.15. L’isomorphisme en
question dans le point (d) est induit par l’application H∗V × ΦM → EΦ(M),
(a,Φx) 7→ α∗a⊗ΦH∗V Φx.

Proposition 7.41. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable.
(a) On a un isomorphisme de H∗Vtf-A-modules instables

RpPf (EΦ(M)) ∼= EΦ (RpPfM)

(naturel en M) pour tout entier naturel p.
(b) Si M est muni d’une action à droite tordue de GL(V ) alors l’isomorphisme

ci-dessus préserve les actions à droite tordues données par 7.23 et le point (e) de
7.40.
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Soit r : M → I• une résolution injective dans la catégorie Vtf - U . Comme les
injectifs de cette catégorie sont e-finis, les trois premiers points de la proposition 7.40
montre que EΦ(r) : EΦ(M) → EΦ(I•) est une résolution e-finie au sens de la partie
définition de 5.10. La partie corollaire de 5.10 permet de conclure.

On note (localement) ν l’isomorphisme naturel du point (d) de 7.40 et on reprend
les notations de 7.17.

Soit s : EΦ(I•)→ J• un remplacement injectif dans la catégorie Vtf - U (terminolo-
gie introduite au début de la section 6) ; on constate que s ◦EΦ(r) : EΦ(M)→ J• est
une résolution injective. Comme θαs : θαEΦ(I•)→ θαJ

• est également un remplace-
ment injectif, il existe un homomorphisme de complexes b•α, unique à homotopie près,
tel que le diagramme

EΦ(I•)
s−−−−→ J•

νI•◦EΦ(a•α)

y b•α

y
θαEΦ(I•)

θαs−−−−→ θαJ
•

est commutatif à homotopie près (voir 6.2). Il en résulte que le diagramme

EΦ(M)
s◦EΦ(r)−−−−−→ J•

νM◦EΦ(aα)

y b•α

y
θαEΦ(M)

θα(s◦EΦ(r))−−−−−−−−→ θαJ
•

est commutatif. Comme les actions de GL(V ) sur RpPfM) et RpPf (EΦ(M)) sont
respectivement définies par les homomorphismes Hp(a•α) et Hp(b•α), les deux commu-
tativités ci-dessus impliquent le point (b).

Corollaire 7.42. – On a un isomorphisme canonique de GL(V )td-H∗Vtf-A-modules
instables :

M(V, 2h) ∼= EΦ (M(V, h))

pour tout entier naturel h.

Démonstration. – On prend M = chV H∗V , p = n, dans l’énoncé précédent et l’on
observe que l’homomorphisme Eλ : EΦ(chV H∗V ) → chV H∗V induit un isomorphisme
de GL(V )td-H∗Vtf -A-modules instables EΦ(chV H∗V ) ∼= c2h

V H∗V .
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CHAPITRE 8

MODULES DE STEINBERG ET ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

L’objectif de cette section est double :

– Dégager diverses connexions entre notre travail et l’article [38] de Bob Oliver.

– Expliciter la construction du bicomplexe B•,•M évoqué dans la proposition 5.31,
bicomplexe qui joue un rôle crucial dans la démonstration de l’implication (iii)⇒(i) du
théorème 5.20 (et par ricochet dans celle de l’implication (iii)⇒(i) du théorème 6.20).

Spécialisation dans notre contexte des résultats de [38]

Tout d’abord un commentaire :

Commentaire 8.1. – Soient Ab la catégorie des groupes abéliens et FZ le foncteur
de W0 dans Ab défini par

FZ(W ) =

{
Z pour W = V ,
0 pour W ̸= V .

Bob Oliver signale dans l’introduction de [38] qu’il est facile de déduire des isomor-
phismes

lim∗
W0

FZ ∼= Ext∗Z(∆Z,FZ) ∼= H∗HomAbW0 (P•,FZ),

P• désignant une résolution projective « standard » de ∆Z dans AbW0 , que les groupes
abéliens limk

W0
FZ sont isomorphes, de façon naturelle, aux groupes de cohomologie

H̃k−1(∥W0,n∥;Z) et en particulier que limn−1
W0

FZ est isomorphe au dual du Z-module
de Steinberg de GL(V ).

La catégorie Vtf - U n’ayant pas assez de projectifs (voir 2.18) nous avons choisi en
3.5 de présenter une variante (fort classique) de ce qui précède à savoir une définition
des foncteurs dérivés de lim comme groupe de cohomologie d’un complexe « combi-
natoire » L•(−). Dans le cas où l’on considère des foncteurs de W0 dans Ab on a
L•(−) = HomAbW0 (P•,−).
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Ce commentaire étant fait, nous expliquons ci-après ce que donne le résultat prin-
cipal de [38] dans notre contexte.

On spécialise la proposition 5 de [38] en prenant p = 2, A = A2(V )(:= W0). Soit
F un foncteur de W0 dans E (catégorie des F2-espaces vectoriels) ; cette proposition
dit que l’on dispose d’un E-complexe de la forme

C0
St(F )→ C1

St(F )→ · · · → CkSt(F )
dk

→ Ck+1
St (F )→ · · · → Cn−1

St (F )

dont le k-ième groupe de cohomologie est isomorphe à limk
W0

F . Précisons : On a

CkSt(F ) =
∏

dimW=k+1

St∗W ⊗ F (W ) =
⊕

dimW=k+1

St∗W ⊗ F (W )

(la notation St∗W désigne ci-dessus le F2-espace vectoriel dual de l’espace de la re-
présentation de Steinberg modulo 2 de GL(W ), le produit et la somme directe sont
indexées par l’ensemble des sous-groupes W ⊂ V de dimension k + 1) ; le cobord

dk :
⊕

dimW=k+1

St∗W ⊗ F (W ) −→
⊕

dimW ′=k+2

St∗W ′ ⊗ F (W ′)

a pour matrice [ dkW ′,W : St∗W ⊗ F (W )→ St∗W ′ ⊗ F (W ′) ] avec

dkW ′,W =

{
(rW ′,W )∗ ⊗ F (W ⊂W ′) pour W ⊂W ′

0 pour W ̸⊂W ′,

rW ′,W désignant l’homomorphisme canonique de StW ′ dans StW (pour une définition
de cet homomorphisme on pourra se reporter à 8.1).

Exemple 8.2. – On suppose V ̸= 0 et on prend pour F le foncteur ∆F2
, à savoir le

foncteur constant à valeur F2. On a limW0
∆F2

= F2 et limk
W0

∆F2
= 0 pour k > 0 ;

en effet on a ∆F2
= FHomW0

(−,V )
2 , égalité qui montre que ∆F2

et un objet injectif
de EW0 . On constate donc que l’on dispose d’un complexe acyclique, que nous notons
Lu• = (Lu0 → Lu1 → · · · → Lun), avec Luk =

⊕
dimW=k St∗W (on convient que l’on

a St0 = F2), le cobord dk :
⊕

dimW=k St∗W →
⊕

dimW ′=k+1 St∗W étant donné par la
matrice d’homomorphismes [ dkW ′,W ] avec

dkW ′,W =

{
(rW ′,W )∗ pour W ⊂W ′

0 pour W ̸⊂W ′

(on convient que l’on a rU,0 = idF2 pour dimU = 1). Le complexe Lu• est le dual du
complexe (b) de la page 22 de [36] (avec A = F2) dont nous reparlerons en 8.1 ; ceci
explique notre notation.

Soit maintenant F un foncteur de W0 dans Vtf - U . Par les mêmes formules que
ci-dessus on définit un complexe C•St(F ) dans la catégorie Vtf - U . On se convainc
aisément que limk

W0
F est isomorphe à Hk C•St(F ) comme H∗Vtf -A-module instable.

Soit M un H∗Vtf -A-module instable. Le complexe C•St(ΨM ) est muni d’une coaug-
mentation « tautologique » limW0

ΨM → C•St(ΨM ) ; en composant à la source par
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l’homomorphisme ρM de 3.9 on obtient une nouvelle coaugmentation que l’on note
d−1 : M → C•St(ΨM ). Le complexe coaugmenté associé

M =: C−1
St (ΨM )

d−1

→ C0
St(ΨM )→ C1

St(ΨM )→ · · · → Cn−1
St (ΨM )

est noté C̃•St(ΨM ). Compte tenu de ce qui précède, la proposition suivante est une
simple reformulation de la proposition 3.9 :

Proposition 8.3. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable ; on a pour tout entier k ≥ 0

un isomorphisme de H∗Vtf-A-modules instables :

RkPfM ∼= Hk (C̃•St(ΨM )[1]).

Décodons la notation. Le k-ième terme de C̃•St(ΨM )[1] est le (k − 1)-ième terme
de C̃•St(ΨM ) : on a « décalé » C̃•St(ΨM ) « de 1 vers la droite ».(1)

Exemple 8.4. – Cet exemple fait suite à l’exemple 8.2.

Soit N un A-module instable fini. La proposition 1.25 (avec U = V ), ou le point (b)
du corollaire 1.15, implique que ΨH∗V⊗N est le foncteur constant ∆H∗V⊗N ; on a donc
C̃•St(ΨH∗V⊗N )[1] = Lu• ⊗ (H∗V ⊗ N). Ce complexe est acyclique ce qui est bien en
accord avec les propositions 8.3 et 3.15.

Considérons plus généralement un H∗V-A-module instable M qui est libre de di-
mension finie comme H∗V-module. La théorie de Smith algébrique dit que le A-module
instable FixVM est fini et que l’unité d’adjonction η : M → H∗V ⊗ FixVM est in-
jective (η s’identifie d’ailleurs au cobord d−1 du complexe C̃•M qui est acyclique
d’après 5.16). Puisque le foncteur Ψ : Vtf - U → (Vtf - U)W0 est exact, η induit un mo-
nomorphisme ΨM ↪→ ΨH∗V⊗FixV M si bien que le complexe C̃•St(ΨM )[1] s’identifie à
un sous-complexe de Lu• ⊗ (H∗V ⊗ FixVM).

On observe que tous les termes du complexe C̃•St(ΨM )[1] sont des H∗V-A-mo-
dules instables qui sont libres de dimension finie comme H∗V-modules. En effet
le k-ième terme de ce complexe, 0 ≤ k ≤ n, est par définition une somme di-
recte finie de H∗V-A-modules instables de la forme EFix(V,W )M avec dimW = k

et EFix(V,W )M ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M est libre comme H∗V-module d’après 4.12
(et de type fini comme H∗V-module d’après 2.9).

La proposition 8.3 et le corollaire 3.20 montrent que Hk (C̃•St(ΨM )[1]) est nul
pour 0 ≤ k ≤ n − 1 et isomorphe à RnPfM pour k = n ; on note ε l’homomor-
phisme de H∗Vtf -A-modules instables de St∗V ⊗ (H∗V ⊗ FixVM) (le n-ième terme

(1) Nous avons adopté la convention de [41] : Si C est un complexe de cochaînes (C[p])k = Ck−p ;
si C est un complexe de chaînes (C[p])k = Ck+p.
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de C̃•St(ΨM )[1]) dans RnPfM induit par cet isomorphisme. On dispose donc d’une
suite exacte dans la catégorie Vtf - U de la forme

0→M →
⊕

dimW=1

St∗W ⊗ EFix(V,W )M → · · · →
⊕

dimW=k

St∗W ⊗ EFix(V,W )M →

→ · · · →
⊕

dimW=n−1

St∗W ⊗ EFix(V,W )M → St∗V ⊗ (H∗V ⊗ FixVM)
ε→ RnPfM → 0,

telle que la suite exacte sous-jacente dans la catégorie des H∗V-modules de type fini
est une résolution libre du H∗V-module fini RnPfM .

Voici une spécialisation concrète de ce qui précède : on prend M = cV H∗V . Le
complexe C̃•St(ΨcV H∗V )[1] est le sous-complexe de Lu• ⊗ H∗V dont le k-ième terme
est
⊕

dimW=k St∗W ⊗ c(V,W )H
∗V .

On rappelle que nous avons posé M(V ) := RnPf (cV H∗V ). L’homomorphisme
ε : St∗V ⊗H∗V → M(V ) s’identifie à l’application M0(V )⊗H∗V → M(V ) induite par
la structure de H∗V-module de M(V ). Comme ε est H∗V-linéaire il suffit de vérifier
cette affirmation en degré zéro : c’est essentiellement ce que nous avons fait au tout
début de la démonstration du point (b) de la proposition 7.31.

8.1. Quelques rappels sur les modules de Steinberg

Soit V un Z/2-espace vectoriel de dimension finie.
Soient d et c deux entiers naturels ; on note Bd,c(V ) l’ensemble des sous-espaces W

de V avec dimW ≥ d et codimW ≥ c (d ≤ dimW ≤ dimV − c). L’en-
semble Bd,c(V ) est ordonné par inclusion ; l’action à droite évidente du groupe GL(V )

sur Bd,c(V ) respecte cet ordre. On observera que l’on a en particulier B0,0(V ) = W
et B1,0(V ) =W0.

Soit n la dimension de V ; pour n ≥ 1, on pose

StV := H̃n−2 (B1,1(V );F2).

La notation H̃n−2 (B1,1(V );F2) désigne le (n− 2)-ième groupe d’homologie réduite, à
coefficients F2, du polyèdre associé à l’ensemble ordonné B1,1(V ).

Tous les groupes d’homologie apparaissant ci-après seront à coefficients F2 ; ce
choix des coefficients est justifié par les applications que nous avons en vue. . .il nous
permettra par ailleurs de ne pas nous préoccuper de questions de signes !

Cette définition donne StV = F2 pour n = 1. On convient que l’on a StV = F2

pour n = 0 (cette convention sera justifiée en 8.12).
On note respectivement S•I l’ensemble N-gradué des simplexes et C•I le com-

plexe des chaînes polyédrales, à coefficients F2, d’un ensemble ordonné I (C•I =

F2[S•I]). On note S̃•I et C̃•I les versions augmentées (S̃−1I := {point}). Soit I ′ un
sous-ensemble de I ; on pose C•(I, I

′) := C•I/C•I
′ (ou, ce qui revient au même,

C•(I, I
′) := C̃•I/C̃•I

′ =: C̃•(I, I
′)).

On rappelle maintenant la définition de l’homomorphisme rV,H : StV → StH ,
H hyperplan de V , évoqué en 8. 1.
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On constate que l’on a

S•B1,1(V )− S•B1,2(V ) =
∐

codimH=1

(S̃•B1,1(H))[−1]

(le coproduit est indexé par l’ensemble des hyperplans H de V , la notation [−1]

désigne le décalage de 1 vers la droite). Il en résulte :

C•(B1,1(V ),B1,2(V )) ∼=
⊕

codimH=1

(C̃•B1,1(H))[−1].

La composition

H̃n−2 B1,1(V )→ Hn−2 (B1,1(V ),B1,2(V )) ∼=
⊕

codimH=1

H̃n−3 B1,1(H)

donne un homomorphisme StV →
⊕

codimH=1 StH . Le composé de cet homomor-
phisme et de la projection sur le facteur indexé par H est noté rV,H .

Remarque. – Dans le cas dimV = 2, l’homomorphisme StV →
⊕

codimH=1 StH
s’identifie à l’homomorphisme H̃n−2 B1,1(V )→ Hn−2 B1,1(V ).

Convention. – Dans le cas dimV = 1, on convient de prendre rV,H = idF2
.

On définit pareillement un homomorphisme StV → StV/D pour D une droite de V .
On constate que l’on a

S•B1,1(V )− S•B2,1(V ) =
∐

dimD=1

(S̃•B1,1(V/D))[−1]

(le coproduit est indexé par l’ensemble des droites D de E). Il en résulte :

C•(B1,1(V ),B2,1(V )) ∼=
⊕

dimD=1

(C̃•B1,1(V/D))[−1].

La composition

H̃n−2 B1,1(V )→ Hn−2 (B1,1(V ),B2,1(V )) ∼=
⊕

dimD=1

H̃n−3 B1,1(V/D)

donne un homomorphisme StV →
⊕

dimD=1 StV/D. Le composé de cet homomor-
phisme et de la projection sur le facteur indexé par D est noté sV,V/D.

Remarque. – Dans le cas dimV = 2, l’homomorphisme StV →
⊕

dimD=1 StV/D

s’identifie à l’homomorphisme H̃n−2 B1,1(V )→ Hn−2 B1,1(V ).

Convention. – Dans le cas dimV = 1, on convient de prendre sV,V/D = idF2
.

Proposition 8.5. – Soient respectivement D et H une droite et un hyperplan de V
avec D ⊂ H. Alors le diagramme

StV
rV,H−−−−→ StH

sV,V/D

y sH,H/D

y
StV/D

rV/D,H/D−−−−−−→ StH/D
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est commutatif.

Démonstration. – Par hypothèse, on a dimV ≥ 2. Le cas dimV = 2 découle des
remarques et conventions ci-dessus. On suppose dimV > 2. On a

S•B1,1(V )− (S•B1,2(V ) ∪ S•B2,1(V ))

= (S•B1,1(V )− S•B1,2(V )) ∩ (S•B1,1(V )− S•B2,1(V ))

=

( ∐
codimH=1

{σ; supσ = H}

)
∩

( ∐
dimD=1

{σ; inf σ = D}

)
=
∐
D⊂H

{σ; inf σ = D, supσ = H}.

Il en résulte :

C•(B1,1(V ),B1,2(V )) ∪ B2,1(V )) ∼=
⊕
D⊂H

(C̃•B1,1(H/D))[−2].

La commutativité du diagramme de complexes

C̃•B1,1(V ) −−−−→ C•(B1,1(V ),B1,2(V ))y y
C•(B1,1(V ),B2,1(V )) −−−−→ C•(B1,1(V ),B1,2(V )) ∪ B2,1(V ))

permet de conclure.

Dualité. – L’application W 7→ W⊥ fournit un isomorphisme canonique d’ensembles
ordonnés Bd,c(V )→ B op

c,d(V
∗). On en déduit un isomorphisme de F2-espaces vectoriels,

disons δ : StV
∼=−→ StV ∗ (δ est GL(V )-équivariant si l’on fait agir GL(V ) sur StV ∗ via

l’isomorphisme GL(V )→ GL(V ∗), α 7→ (α∗)−1).

La vérification de la proposition suivante est laissée au lecteur :

Proposition 8.6. – Soit D une droite de E ; le diagramme suivant

StE
sE,E/D−−−−−→ StE/D

δ

y δ

y
StE∗

r
E∗,D⊥−−−−−→ StD⊥

est commutatif (on identifie l’hyperplan D⊥ de E∗ à (E/D)∗).

MÉMOIRES DE LA SMF 181



8.1. QUELQUES RAPPELS SUR LES MODULES DE STEINBERG 103

Retour sur le complexe de Lusztig. – On commence par observer que ∥B1,0(V )∥ (le po-
lyèdre associé à l’ensemble ordonné B1,0(V )) est contractile. En effet, puisque B1,0(V )

possède un plus grand élément, à savoir V , ∥B1,0(V )∥ est un cône de sommet le
0-simplexe {V } et de base ∥B1,1(V )∥ (B1,0(V )− {V } = B1,1(V )).

On considère ensuite la filtration de ∥B1,0(V )∥ induite par la filtration croissante
(Fp B1,0(V ))−1≤p≤n de B1,0(V ) définie par Fp B1,0(V ) = B1,n−p(V ) (on a donc
Fp B1,0(V ) = ∅ pour p = −1, 0 et Fn B1,0(V ) = B1,0(V )) et la suite spectrale associée
(Erp,q)r≥1 en homologie modulo 2. On a

E1
p,q = Hp+q(B1,n−p(V ),B1,n+1−p(V )).

L’égalité (pour p ≥ 1)

S•B1,n−p(V )− S•B1,n+1−p(V ) =
∐

dimW=p

(S̃•B1,1(W ))[−1]

implique

E1
p,q
∼=

{⊕
dimW=p StW pour p ≥ 1 et q = −1,

0 sinon.

Remarque 8.7. – On utilise ici que l’on a H̃k B1,1(V ) = 0 pour k < n − 2

(n := dimV ≥ 3). Pour le confort du lecteur, nous reproduisons la démonstration de
cette propriété, que l’on trouve à la page 12 de [36], par une méthode que Lusztig
attribue à Jon Folkman [17]. On considère le « recouvrement », disons F , de B1,1(V )

par les B1,0(H), H décrivant l’ensemble, disons H, des hyperplans de V . Soit P une
partie non vide de H ; l’intersection

⋂
H∈P B1,0(H) possède un plus grand élément (si⋂

H∈P H ̸= 0) ou est vide (si
⋂
H∈P H = 0) si bien que B1,1(V ) a le type d’homotopie

du nerf de F , disons N(F). Si le cardinal de P est strictement inférieur à n alors⋂
H∈P B1,0(H) est non vide ; le (n − 2)-squelette de N(F) coïncide donc avec le

(n − 2)-squelette du simplexe « standard » sur l’ensemble H. L’égalité H̃k N(F) = 0

pour k < n− 2 en résulte.

L’isomorphisme précédant la remarque et le fait que l’aboutissement de la suite
spectrale est l’homologie modulo 2 d’un espace contractile montrent que la suite

0→ E1
n,−1

d1

→ E1
n−1,−1

d1

→ · · · d1

→ E1
p,−1

d1

→ · · · d1

→ E1
1,−1

est exacte et que le conoyau de la dernière flèche est isomorphe à F2. On dispose donc
d’un complexe, acyclique pour V ̸= 0, le complexe de Lustig [36, p. 22],

Lu• := (Lun
dn→ Lun−1 · · · → Lup

dp→ Lup−1 → · · · → Lu1
d1→ Lu0)

avec Lup =
⊕

dimW=p StW (on rappelle que l’on a posé St0 = F2) dont les opérateurs
de bord sont explicités ci-dessous.
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Proposition 8.8. – Le p-ième opérateur de bord du complexe de Lusztig

dp : Lup :=
⊕

dimW=p

StW −→
⊕

dimW ′=p−1

StW ′ =: Lup−1

est donné par

πW ′ ◦ dp ◦ ιW =

{
rW,W ′ pourW ′ ⊂W,

0 pourW ′ ̸⊂W ,

ιW et πW ′ désignant respectivement l’inclusion de StW dans Lup et la projection
de Lup−1 sur StW ′ .

Démonstration. – On traite d’abord le cas p = n. L’opérateur de bord dn est le
composé

Hn−1(B1,0(V ),B1,1(V ))
∂−→ H̃n−2 B1,1(V ) −→ Hn−2(B1,1(V ),B1,2(V )).

Or la flèche de gauche est un isomorphisme car ∥B1,0(V )∥ est contractile et celle de
droite est par définition le produit des rV,H , H décrivant l’ensemble des hyperplans
de V . On passe ensuite au cas général. Soit W un sous-groupe de V avec dimW = p ;
on considère l’application de triples évidente

(B1,0(W ),B1,1(W ),B1,2(W ))→ (B1,n−p(V ),B1,n+1−p(V ),B1,n+2−p(V )).

En remplaçant V parW dans l’argument que l’on vient de donner pour dn, on constate
que dp◦ιW est le produit des rW,W ′ ,W ′ décrivant l’ensemble des hyperplans deW .

Quand cela nous paraîtra utile nous préciserons la notation Lu• en Lu•,V .
Nous exploitons maintenant l’isomorphisme Bd,c(V ) ∼= B op

c,d(V
∗), dont nous avons

traité plus haut sous l’intertitre « Dualité », pour décrire Lu•,V ∗ en termes des sous-
groupes W de V .

On a
Lup,V ∗ =

⊕
codimW=p

StW⊥ ∼=
⊕

codimW=p

StV/W

(l’isomorphisme ci-dessus provient des isomorphismes δ : StV/W
∼=→ St(V/W )∗

et (V/W )∗ ∼= W⊥). On pose Lup,2 :=
⊕

codimW=p StV/W , on dispose donc d’un
second complexe de Lusztig, tout aussi acyclique que le premier,

Lu•,2 := (Lun,2 → · · · → Lup,2
dp→ Lup−1,2 → · · · → Lu0,2),

dont les opérateurs de bord sont explicités ci-dessous.
Les propositions 8.8 et 8.6 conduisent à la suivante :

Proposition 8.9. – Le p-ième opérateur de bord du second complexe de Lusztig

dp : Lup,2 :=
⊕

codimW=p

StV/W −→
⊕

codimW ′=p−1

StV/W ′ =: Lup−1,2
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est donné par

πW ′ ◦ dp ◦ ιW =

{
sW,W ′ pourW ′ ⊂W,

0 pourW ′ ̸⊂W ,

ιW et πW ′ désignant respectivement l’inclusion de StV/W dans Lup,2 et la projection
de Lup−1,2 sur StV/W ′ .

Les complexes de cochaînes HomF2
(Lu•,F2) et HomF2

(Lu•,2,F2) seront respecti-
vement notés Lu• et Lu•2 ; tout comme Lu• et Lu•,2 les complexes Lu• et Lu•2 sont
acycliques. Quand cela nous paraîtra utile voire nécessaire ces notations seront préci-
sées par un V en indice.

8.2. Algèbre homologique dans la catégorie abélienne EW

On rappelle que l’on note respectivement E et W, la catégorie des F2-espaces vec-
toriels et l’ensemble ordonné par inclusion des sous-groupes de V (que l’on peut voir
comme une catégorie).

Commentaires. – Dans cette sous-section on change de paradigme : on remplace
EW0 par EW . Expliquons la raison de l’apparition de W0 dans notre mémoire. Celui-
ci est influencé par les travaux de Henn [23][24] eux-mêmes influencés par ceux de
Jackowski et McClure [29]. Soient G un groupe de Lie compact, ℓ un nombre premier
fixé, ÂG la catégorie (introduite par Quillen [39]) dont les objets sont les ℓ-groupes
abéliens élémentaires E ⊂ G et dont les morphismes sont les applications linéaires
E → E′ induite par une conjugation dans G et enfin AG la sous-catégorie pleine
de ÂG obtenue en excluant l’objet 0 ; Jackowski et McClure montrent que l’espace
classifiant BG, « en ℓ », peut être obtenu comme une colimite homotopique, indexée
par AG, des B C(E), C(E) désignant le centralisateur de E dans G. Comme l’on a
C(0) = G, le résultat en question manquerait de sel si 0 n’était pas exclu ! L’article
[38] est un sous-produit de la collaboration d’Oliver avec Jackowski et McClure.

Soit F un foncteur de W dans E . On définit une filtration décroissante de F

F = filt01F ⊃ filt11F ⊃ · · · ⊃ filtn1F ⊃ filtn+1
1 F = 0

en prenant

(filtp1F )(U) :=

{
F (U) pour dimU ≥ p,
0 pour dimU < p.

On pose Grp1F := filtp1F/filtp+1
1 F .

Soit W un sous-groupe de V , on note SW le foncteur de W dans E défini par

SW (U) :=

{
F2 pourU = W,

0 pourU ̸= W.
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Il est clair que SW est un objet simple de EW . On constate que l’on a

filtp1F/filtp+1
1 F ∼=

⊕
dimW=p

F (W )⊗ SW

(si E est un objet de E et S un objet de EW alors la notation E⊗S désigne le foncteur
U 7→ E ⊗S(U)). Ceci implique en particulier que les SW sont les seuls objets simples
de EW .

On introduit maintenant les projectifs et injectifs « tautologiques » de EW :
– On note PW le foncteur W → E , U 7→ F2[HomW(W,U)] ; le lemme de Yoneda

donne HomEW (PW , F ) = F (W ), ce qui montre que PW est un objet projectif de EW .
On observe que l’on dispose pour tout objet F de EW d’un épimorphisme canonique⊕

W∈W F (W )⊗PW ↠ F ; ceci montre à la fois que EW a assez de projectifs et qu’un
projectif de EW est facteur direct d’une somme directe de PW .

– On note IW le foncteur W → E , U 7→ FHomW(U,W )
2 ; le lemme de Yoneda donne

cette fois HomEW (F, IW ) = (F (W ))∗, ce qui montre que IW est un objet injectif
de EW . Soit E un F2-espace vectoriel, on constate que le foncteur E⊗IW coïncide avec
le foncteur W → E , U 7→ EHomW(U,W ) ; on en déduit que l’on a HomEW (F,E⊗ IW ) =

HomE(F (W ), E) et donc que E ⊗ IW est un objet injectif de EW . On dispose pour
tout objet F de EW d’un monomorphisme canonique F ↪→

∏
W∈W F (W ) ⊗ IW =⊕

W∈W F (W )⊗IW ; il en résulte que EW a assez d’injectifs et qu’un injectif de EW est
facteur direct d’une somme directe de IW .

Résolution projective de S0 dans la catégorie EW . – On considère le EW -épimorphisme
canonique ε : P0 → S0 (qui est en fait une couverture projective) ; on se propose de
« prolonger » ε en une résolution projective.

Soit k un entier naturel ; on pose

Pk :=
⊕

dimZ=k

StZ ⊗ PZ

et on note

dk+1 : Pk+1 =
⊕

dimZ′=k+1

StZ′ ⊗ PZ′ −→
⊕

dimZ=k

StZ ⊗ PZ = Pk

la transformation naturelle dont la composante d’indices Z,Z ′ (convention « matri-
cielle »), disons dk+1Z,Z′ , est donnée par

dk+1Z,Z′ =

{
rZ′,Z ⊗ νZ′,Z pour Z ⊂ Z ′

0 pour Z ̸⊂ Z ′,

νZ′,Z désignant l’unique élément non trivial de HomEW (PZ′ ,PZ).

Proposition 8.10. – La suite de EW -morphismes

0←− S0
ε←− P0

d1←− P1
d2←− · · · dn←− Pn,

est une résolution projective de S0 dans la catégorie EW .
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Démonstration. Soit U un sous-groupe non nul de V . On constate que

P0(U)
d1U←− P1(U)

d2U←− · · · dnU←− Pn(U)

est le « complexe de Lusztig » Lu•,U et que S0(U) est nul ; or Lu•,U est acyclique.
Dans le cas U = 0, on a Pk(U) = 0 pour k > 0 et εU est un isomorphisme.

Corollaire 8.11. – Soit W un sous-groupe de V ; on a

ExtkEW (S0,SW ) =

{
St∗W pour k = dimW,

0 pour k ̸= dimW.

Démonstration. – On constate que l’on a HomEW (Pk,SW ) = 0 pour k ̸= dimW

et HomEW (Pk,SW ) = St∗W pour k = dimW .

Remarque 8.12. – On a Ext0EW (S0,S0) = HomEW (S0,S0) = F2 ; cette observation
peut être vue comme une justification de notre convention St0 = F2.

On remplace maintenant le foncteur SW de l’énoncé 8.11 par un foncteur
F :W → E arbitraire. On pose C•1F := HomEW (P•, F ) (P• → S0 étant ici la
résolution projective de 8.10). Explicitons ce complexe de cochaînes. On a

Ck1F :=
⊕

dimZ=k

St∗Z ⊗ F (Z)

et le cobord

dk : Ck1F =
⊕

dimZ=k

St∗Z ⊗ F (Z) −→
⊕

dimZ′=k+1

St∗Z′ ⊗ F (W ′) = Ck+1
1 F

est l’homomorphisme dont la composante d’indice Z,Z ′ (convention matricielle), di-
sons dkZ′,Z , est donnée par

dkZ′,Z =

{
(rZ′,Z)∗ ⊗ F (Z ⊂ Z ′) pour Z ⊂ Z ′,
0 pour Z ̸⊂ Z ′.

Par définition même on a :

Proposition 8.13. – Soient F un foncteur de W dans E et k un entier naturel ;
on a

HkC•1F = ExtkEW (S0, F ).

Le complexe d’Oliver C•StF dont nous avons traité en 8.1 est, à décalage près, le
tronqué (brutal) σ≥1C•1F ; ce phénomène n’est pas surprenant :
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Relation entre Extp+1
EW (S0, F ) et limp

W0
(F ◦ i). – La notation i qui apparaît dans l’in-

tertitre ci-dessus désigne le « foncteur inclusion canonique » de W0 dans W. On pose
K := ker (ε : P0 → S0).

Proposition 8.14. – Soit F un foncteur de W dans E ; on a un E-isomorphisme
canonique

HomEW (K, F ) ∼= limW0
(F ◦ i).

Démonstration. – On constate que l’on a

K(U) =

{
F2 pourU ̸= 0,

0 pourU = 0.

Il en résulte HomEW (K, F ) = HomEW0 (∆F2 , F ◦ i).

Corollaire 8.15. – Soient F un foncteur de W dans E et k un entier naturel ; on
a un E-isomorphisme canonique

ExtkEW (K, F ) ∼= limk
W0

(F ◦ i).

Démonstration. – On observe que le foncteur EW → EW0 , F 7→ F ◦ i est exact et
transforme injectifs en injectifs.

Proposition 8.16. – Soit F un foncteur de W dans E ; on a une suite exacte dans E

0→ HomEW (S0, F )→ F (0)→ limW0
(F ◦ i)→ Ext1EW (S0, F )→ 0

et pour k > 0 un isomorphisme

limk
W0

(F ◦ i) ∼= Extk+1
EW (S0, F ).

Démonstration. – On considère la longue suite exacte des Ext associée à la suite
exacte dans EW , 0→ K→ P0 → S0 → 0.

Résolution projective de SW (W ⊂ V ) dans la catégorie EW . – Soient W un sous-
groupe de V et k un entier naturel ; on pose

Pk,W :=
⊕
Z⊃W

dimZ/W=k

StZ/W ⊗ PZ

et on note

dk+1 : Pk+1,W =
⊕
Z′⊃W

dimZ′/W=k+1

StZ′/W ⊗ PZ′ −→
⊕
Z⊃W

dimZ/W=k

StZ/W ⊗ PZ = Pk,W

la transformation naturelle dont la composante d’indices Z,Z ′ (convention « matri-
cielle »), disons dk+1Z,Z′ , est donnée par

dk+1Z,Z′ =

{
rZ′/W,Z/W ⊗ νZ′,Z pour Z ⊂ Z ′

0 pour Z ̸⊂ Z ′,

νZ′,Z désignant l’unique élément non trivial de HomEW (PZ′ ,PZ).
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On note encore ε : P0,W = PW → SW le EW -épimorphisme canonique (qui est à
nouveau une couverture projective).

Proposition 8.17. – Soit W un sous-groupe de V avec codimW = p ; la suite
de EW -morphismes

0←− SW
ε←− P0,W

d1←− P1,W
d2←− · · · dp←− Pp,W ,

est une résolution projective de SW dans la catégorie EW .

Démonstration. Soit U un sous-groupe de V . Si W est un sous-groupe strict de U
alors P•,W (U) s’identifie au complexe Lu•,U/W qui est acyclique et SW (U) est nul.
Dans le cas U = W , on a Pk,W (U) = 0 pour k > 0 et εU est un isomorphisme.
Si W n’est pas contenu dans U alors P•,W (U) et SW (U) sont nuls.

Corollaire 8.18. – Soient W et Z deux sous-groupes de V . On a un isomorphisme
canonique

ExtkEW (SW ,SZ) ∼=

{
St∗Z/W pour W ⊂ Z et k = dimZ/W ,
0 sinon.

Démonstration. – On constate que l’on a

Homk
EW (Pk,W ,SZ) ∼=

{
St∗Z/W pour W ⊂ Z et k = dimZ/W ,
0 sinon.

Résolution injective de SV dans la catégorie EW . – On considère le EW -monomor-
phisme canonique η : SV → IV (qui est en fait une enveloppe injective) ; on se propose
de « prolonger » η en une résolution injective.

Soit k un entier naturel ; on pose

Ik :=
⊕

codimW=k

St∗V/W ⊗ IW

et on note

dk : Ik =
⊕

codimW=k

St∗V/W ⊗ IW −→
⊕

codimW ′=k+1

St∗V/W ′ ⊗ IW
′
= Ik+1

la transformation naturelle dont la composante d’indices W ′,W (convention « matri-
cielle »), disons dkW ′,W , est donnée par

dkW ′,W =

{
s∗V/W ′,V/W ⊗ νW,W ′ pour W ⊃W ′

0 pour W ̸⊃W ′,

νW,W ′ désignant ici l’unique élément non trivial de HomEW (IW , IW ′
).

Proposition 8.19. – La suite de EW -morphismes

0 −→ SV
η−→ I0

d0

−→ I1
d1

−→ · · · d
n−1

−→ In,

est une résolution injective de SV dans la catégorie EW .
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Démonstration. Soit U un sous-groupe strict de V . On constate que

I0(U)
d0

U−→ I1(U)
d2

U−→ · · ·
dn−1

U−→ In(U)

est le « complexe de Lusztig » Lu•2,U et que SV (U) est nul ; or Lu•2,U est acyclique.
Dans le cas U = V , on a Ik(U) = 0 pour k > 0 et ηU est un isomorphisme.

Résolution injective de SZ (Z ⊂ V ) dans la catégorie EW . – Soient Z un sous-groupe
de V et k un entier naturel ; on pose

Ik,Z :=
⊕
W⊂Z

dimZ/W=k

St∗Z/W ⊗ IW

et on note

dk : Ik,Z =
⊕
W⊂Z

dimZ/W=k

St∗Z/W ⊗ IW −→
⊕
W ′⊂Z

dimZ/W ′=k+1

St∗Z/W ′ ⊗ IW
′

= Ik+1,Z

la transformation naturelle dont la composante d’indices W ′,W (convention « matri-
cielle »), disons dkW ′,W , est donnée par

dkW ′,W =

{
s∗Z/W ′, Z/W ⊗ νW,W ′ pour W ⊃W ′

0 pour W ̸⊃W ′,

νW,W ′ désignant l’unique élément non trivial de HomEW (IW , IW ′
).

On note encore η : SZ → IZ = I0,Z le EW -monomorphisme canonique (qui est à
nouveau une enveloppe injective).

Proposition 8.20. – La suite de EW -morphismes

0 −→ SZ
η−→ I0,Z

d0

−→ I1,Z
d1

−→ · · ·

est une résolution injective de SZ dans la catégorie EW .

Démonstration. – Soit U un sous-groupe de V . Si U est un sous-groupe strict de Z
alors I•,Z(U) s’identifie au complexe Lu•2,Z/U qui est acyclique et SZ(U) est nul. Dans
la cas U = Z, on a Ik,Z(U) = 0 pour k > 0 et ηU est un isomorphisme. Si U n’est pas
contenu dans Z alors I•,Z(U) et SZ(U) sont nuls.

Remarques 8.21. – Le lecteur aura noté que les quatre démonstrations des pro-
positions 8.10, 8.17, 8.19 et 8.20 sont mutatis mutandis les mêmes. Nous présentons
ci-dessous, en petits caractères, des arguments conceptuels qui auraient pu éviter ces
répétitions (tout en rallongeant l’exposition !).

1) Dualité (suite)
On note Ef la sous-catégorie pleine de E dont les objets sont les F2-espaces vectoriels

de dimension finie. Par « general nonsense » on a un isomorphisme fonctoriel

(EWV

f )
op ∼= (Eop

f )
Wop

V
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(rappelons que lorsque nous sommes amenés à faire varier le 2-groupe abélien élémen-
taire V , nous précisons, si nécessaire, la notation W en WV ).

Or on dispose :
– d’un isomorphisme d’ensembles ordonnés Wop

V

∼=→ WV ∗ , à savoir l’application
U 7→ U⊥ ;

– d’un isomorphisme fonctoriel Eop
f

∼=→ Ef , à savoir le foncteur E 7→ E∗.
Il existe donc un isomorphisme fonctoriel canonique, disons

D : EWV ∗
f

∼=−→ (EWV

f )
op
.

Explicitons. Soit F un foncteur de WV ∗ dans Ef ; DF est le foncteur de WV dans Ef ,
U 7→ F (U⊥)

∗. Il est clair que le foncteur D est exact et qu’il transforme les objets
projectifs (resp. injectifs) de la catégorie abélienne EWV ∗

f en objets injectifs (resp.
projectifs) de la catégorie abélienne EWV

f . Donnons deux exemples. Considérons le
foncteur PW⊥ :WV ∗ → Ef , W désignant un sous-groupe de V ; on constate que l’on
a DPW⊥ = IW . Considérons le foncteur S0W∗ : WV ∗ → Ef ; on constate que l’on a
D S0V ∗ = SV .

La discussion précédente montre que l’on peut obtenir la résolution injective de
8.19 en appliquant le foncteur D à la résolution projective de 8.10 (V étant remplacé
par V ∗).

2) Extensions de Kan
Soit Z un sous-groupe de V on noteW≤Z (resp.W≥Z) le sous-ensemble (ordonné)

de W constitué des W avec W ⊂ Z (resp. W ⊃ Z) ; on note i≤Z : W≤Z → W (resp.
i≥Z : W≥Z → W) l’inclusion canonique. On identifiera respectivement les catégo-
ries W≤Z et W≥Z aux catégories WZ et WV/Z auxquelles elles sont canoniquement
isomorphes.

On note
RanZ : EWZ −→ EW

le foncteur extension de Kan à droite le long de i≤Z , c’est-à-dire l’adjoint à droite du
fonteur EW → EWZ , F 7→ F ◦ i≤Z . Soit G un foncteur deWZ dans E ; on constate que
l’on a :

(RanZ G)(U) =

{
G(U) pour U ⊂ Z,
0 pour U ̸⊂ Z,

et que la co-unité d’adjonction ϵG : RanZ G ◦ i≤Z → G est un isomorphisme.
On note

LanZ : EWV/Z −→ EW

le foncteur extension de Kan à gauche le long de i≥Z c’est-à-dire l’adjoint à gauche du
fonteur EW → EWV/Z , G 7→ G ◦ i≥Z . Soit F un foncteur de WV/Z dans E ; on constate
que l’on a :

(LanZ F )(U) =

{
F (U) pour U ⊃ Z,
0 pour U ̸⊃ Z,

et que l’unité d’adjonction ηF : F → LanZ F ◦ i≥Z est un isomorphisme.
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Les deux propositions suivantes sont immédiates :

Proposition R. – Soit Z un sous-groupe de V .
(a) Les deux foncteurs F 7→ F ◦ i≤Z et RanZ sont exacts.
(b) Le foncteur F 7→ F ◦ i≤Z envoie projectifs sur projectifs.
(c) Le foncteur RanZ envoie injectifs sur injectifs.
(d) Pour tout entier k ≥ 0, tout foncteur F :W → E et tout foncteur G :WZ → E,

on a un isomorphisme (naturel) :

ExtkEWZ (F ◦ i≤Z , G) ∼= ExtkEW (F,RanZ G).

Proposition L. – Soit Z un sous-groupe de V .
(a) Les deux foncteurs G 7→ G ◦ i≥Z et LanZ sont exacts.
(b) Le foncteur G 7→ G ◦ i≥Z envoie injectifs sur injectifs.
(c) Le foncteur LanZ envoie projectifs sur projectifs.
(d) Pour tout entier k ≥ 0, tout foncteur F : WV/Z → E et tout foncteur

G :W → E, on a un isomorphisme (naturel) :

ExtkEWV/Z
(F,G ◦ i≥Z) ∼= ExtkEW (LanZ F,G).

Le fait que LanW est exact et envoie projectifs sur projectifs permet de déduire
8.17 de 8.10 (avec V remplacé par V/W ). Pareillement, le fait que RanZ est exact et
envoie injectifs sur injectifs permet de déduire 8.20 de 8.19 (avec V remplacé par Z).

Résolution injective d’un foncteur arbitraire deW dans E . – Soit F un foncteur deW
dans E .

– Soient W et Z deux sous-groupes de V avec W ⊂ Z (alternativement, de façon
plus pédante, soit W ⊂ Z un morphisme de W). On pose

IW⊂ZF := St∗Z/W ⊗ F (Z)⊗ IW ;

IW⊂ZF est un objet injectif de EW .
– Soient W ′,W,Z trois sous-groupes de V avec W ′ ⊂ W ⊂ Z et dimW/W ′ = 1.

On note
dW

′⊂W⊂Z
h : IW⊂ZF → IW

′⊂ZF

le EW -morphisme induit par
– l’homomorphisme s∗Z/W ′,Z/W : St∗Z/W → St∗Z/W ′ ,
– l’identité de F (Z),
– l’unique EW -morphisme non trivial de IW dans IW ′

.
– Soient W,Z,Z ′ trois sous-groupes de V avec W ⊂ Z ⊂ Z ′ et dimZ ′/Z = 1. On

note
dW⊂Z⊂Z′

v : IW⊂ZF → IW⊂Z′F

le EW -morphisme induit par
– l’homomorphisme r∗Z′/W,Z/W : St∗Z/W → St∗Z′/W ,
– l’homomorphisme F (Z ⊂ Z ′),
– l’identité de IW .

MÉMOIRES DE LA SMF 181



8.2. ALGÈBRE HOMOLOGIQUE DANS LA CATÉGORIE ABÉLIENNE EW 113

– On organise la famille {IW⊂ZF} en un objet (Z× Z)-gradué de EW . On pose :

Ip,qF :=
⊕

W⊂Z, codimW=p, codimZ=−q

IW⊂ZF ;

par définition, Ip,qF est nul pour (p, q) ̸∈ Tgn (on rappelle que Tgn est le sous-
ensemble de Z × Z constitué des couples (p, q) vérifiant p ≥ 0, p ≤ n, p + q ≥ 0

et q ≤ 0).

On note dp,qh : Ip,qF → Ip+1,qF , le EW -morphisme induit par les dW
′⊂W⊂Z

h (on a
dp,qh = 0 si (p, q) ou (p+ 1, q) n’appartient pas à Tgn).

On note dp,qv : Ip,qF → Ip,q+1F , le EW -morphisme induit par les dW⊂Z⊂Z′
v (on a

dp,qv = 0 si (p, q) ou (p, q + 1) n’appartient pas à Tgn).

Proposition-Définition 8.22. – Soit F un foncteur de W dans E ; soit (p, q) un
élément de Z× Z.

(a) Le EW -diagramme

Ip,q+1F
dp,q+1
h−−−−→ Ip+1,q+1F

dp,q
v

x dp+1,q
v

x
Ip,qF

dp,q
h−−−−→ Ip+1,qF

est commutatif.

(b) Le EW -morphisme composé

Ip,qF
dp,q
h−−−−→ Ip+1,qF

dp+1,q
h−−−−→ Ip+2,qF

est nul.

(c) Le EW -morphisme composé

Ip,qF
dp,q
v−−−−→ Ip,q+1F

dp,q+1
v−−−−→ Ip,q+2F

est nul.

Le EW -objet bigradué {Ip,qF}(p,q)∈Z×Z, muni des cobords dp,qh et dp,qv , est un bi-
complexe de cochaînes dans la catégorie EW que l’on note I•,•F .

Elle résulte de 8.5.

On considère la résolution injective SZ → I•,Z de la proposition 8.20. Soit q un
entier avec −n ≤ q ≤ 0 ; on a tout fait pour que la suite de EW]-morphismes

I0,qF −→ · · · −→ Ip,qF
dp,q
h−→ Ip+1,qF −→ · · · −→ In,qF

coïncide avec
⊕

codimZ=−q F (Z)⊗ I•,Z [−q].
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On considère la résolution projective P•,W → SW de la proposition 8.17 et le
E-complexe de cochaînes HomEW (P•,W , F ). Soit p un entier avec 0 ≤ p ≤ n ; on
constate cette fois que la suite de EW]-morphismes

Ip,−nF −→ · · · −→ Ip,qF
dp,q
v−→ Ip,q+1F −→ · · · −→ Ip,0F

s’identifie à
⊕

codimW=p HomEW (P•,W , F )[−p]⊗ IW .

On note Tot I•,•F le totalisé du bicomplexe défini ci-dessus ; Tot I•,•F est donc
un complexe de cochaînes dans la catégorie EW dont tous les termes sont injectifs.
Soit k ≥ 0 un entier ; on constate que l’on a

Totk I•,•F =
⊕

W⊂Z, dimZ/W=k

St∗Z/W ⊗ F (Z)⊗ IW

et donc en particulier

Tot0 I•,•F =
⊕
W

F (W )⊗ IW , Tot1 I•,•F =
⊕

W⊂Z, dimZ/W=1

F (Z)⊗ IW .

On note η : F →
⊕

W F (W )⊗ IW = Tot0 I•,•F le EW -monomorphisme canonique.

Proposition 8.23. – Soit F un foncteur de W dans E. Le EW -morphisme composé

F
η−−−−→ Tot0 I•,•F

d0
Tot−−−−→ Tot1 I•,•F

est nul (la notation d0
Tot est transparente) et F η→ Tot I•,•F est une résolution injec-

tive de F dans la catégorie EW .

Démonstration. – On vérifie tout d’abord l’égalité d0
Tot ◦ η = 0 . Soient W et Z deux

sous-groupes de V avec W ⊂ Z et dimZ/W = 1 ; soit π la projection de Tot1 I•,•F

sur F (Z)⊗IW . Par construction π◦(d0
Tot◦η) est la somme dans HomEW (F, F (Z)⊗IW )

des deux homomorphismes suivants :
– le composé de l’homomorphisme F → F (W ) ⊗ IW « donné par Yoneda » et de

l’homomorphisme F (W )⊗ IW → F (Z)⊗ IW induit par F (W ⊂ Z),
– le composé de l’homomorphisme F → F (Z) ⊗ IZ « donné par Yoneda » et de

l’homomorphisme F (Z) ⊗ IZ → F (Z) ⊗ IW induit par l’unique EW -morphisme non
trivial de IZ dans IW .

L’égalité d0
Tot ◦ η = 0 est donc équivalente à la commutativité des diagrammes

suivants
F (Z)⊗ IZ −−−−→ F (Z)⊗ IWx x

F −−−−→ F (W )⊗ IW

dont la vérification est immédiate.
On montre maintenant que F

η→ Tot I•,•F est bien une résolution injective de F
dans la catégorie EW . On pose Γ•F := Tot I•,•F et on note Γ̃•F le complexe co-
augmenté défini par η ; on considère ci-après F 7→ Γ̃•F comme un foncteur défini
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sur la catégorie EW et à valeurs dans la catégorie des EW -complexes de cochaînes
coaugmentés. Le foncteur Γ̃• possède les deux propriétés suivantes :

1) Il est exact. En effet, il est manifeste que le foncteur F 7→ IW⊂ZF est exact.
2) Pour tout sous-groupe Z de V le complexe Γ̃• SZ est acyclique. En effet, on

constate que Γ̃• SZ coïncide avec la résolution injective de 8.20.
On en déduit que le complexe Γ̃•F est acyclique pour tout F en utilisant la filtration

décroissante de F par les filtk1F, 0 ≤ k ≤ n+1. En effet, on a filtn+1
1 F = 0, filt01F = F

et le quotient Grk1F := filtk1F/filtk+1
1 F est isomorphe à une somme directe de SZ (avec

dimZ = k) pour tout k avec 0 ≤ k ≤ n.

Remarque 8.24. – Par construction le complexe I•,qF [q] est une résolution injective
du foncteur Grq+n1 F dans la catégorie EW (voir la démonstration du point (b) de 8.22).
Nous approfondissons cette remarque ci-après.

Soit k un entier avec 0 ≤ k ≤ n − 1. Soit ϵk l’élément de Ext1EW (Grk1F,Grk+1
1 F )

associé à la suite exacte

0→ Grk+1
1 F → filtk1F/filtk+2

1 F → Grk1F → 0 ;

un argument formel montre que le produit de Yoneda ϵk+1 ⌣ ϵk est nul pour k ≤ n−2.
Soit ek : I•,k−nF [k − n] [1] → I•,k+1−nF [k + 1 − n] l’homomorphisme de complexes
induit par le cobord vertical du bicomplexe I•,•F . On observe que l’on a par définition

I•,q (filtk1F/filtk+2
1 F ) =

{
I•,qF pour q = k − n, k + 1− n
0 pour q ̸= k − n, k + 1− n

et que le cobord vertical du bicomplexe I•,• (filtk1F/filtk+2
1 F ) est ek [n−k−1]. Comme

la proposition 8.23 dit que Tot I•,• (filtk1F/filtk+2
1 F ) est une résolution injective du

foncteur filtk1F/filtk+2
1 F , un argument presque aussi formel que celui évoqué précé-

demment montre que ek représente ϵk. Ceci implique que le composé ek+1 ◦ ek est
homotopiquement nul. En fait ce composé est nul ; cette annulation est cruciale dans
notre construction du bicomplexe I•,•F (point (c) de 8.22). Bernhard Keller nous a
signalé que ce phénomène n’était par contre pas formel en général. Précisons. Soient
A une catégorie abélienne avec assez d’injectifs et A un objet de A, muni d’une fil-
tration décroissante A = A0 ⊃ · · · ⊃ Ak ⊃ · · · ⊃ An+1 = 0. Soient ϵk les éléments
de Ext1A(Ak/Ak+1, Ak+1/Ak+2) définis comme ci-dessus (qui vérifient ϵk+1 ⌣ ϵk = 0

pour k ≤ n−2) ; en général, il n’est pas possible d’exhiber des résolutions injectives I•k
de Ak/Ak+1 et des homomorphismes de complexes ek : I•k [1]→ I•k+1 qui représentent
ϵk et vérifient ek+1 ◦ ek = 0. Bernard Keller nous a indiqué que l’on peut trouver des
informations sur cette question dans [4, 3.1].

8.3. Sur les foncteurs de W dans V-U vus comme certaines suites de foncteurs de W
dans E

Le début de cette sous-section est vraiment sans surprises d’où les petits caractères.
Soit M un objet de V-U . La donnée de M est équivalente aux données suivantes :

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2024



116 CHAPITRE 8. MODULES DE STEINBERG ET ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

– une suite (Mk)k∈N de E-objets (Mk est constitué des éléments de degré k de M) ;
– des E-morphismes, disons µ(k, h) : Mk → Mk+|h|, h désignant un élément (ho-

mogène) de H∗V dont le degré est noté |h| (µ(k, h) est la multiplication par h),
– des E-morphismes, disons α(k, θ) : Mk → Mk+|θ|, θ désignant un élément (ho-

mogène) de A dont le degré est noté |θ| (α(k, θ) est fourni par l’action de θ sur Mk),
les E-morphismes ci-dessus satisfaisant la liste, disons (R), des relations ci-dessous :
– µ(k, h1 + h2) = µ(k, h1) + µ(k, h2) (h1 et h2 de même degré)
– µ(k, h2h1) = µ(k + |h1|, h2) ◦ µ(k, h1)

– α(k, θ1 + θ2) = α(k, θ1) + α(k, θ2) (θ1 et θ2 de même degré)
– α(k, θ2θ1) = α(k + |θ1|, θ2) ◦ α(k, θ1)

– α(k + |h|, θ) ◦ µ(k, h) =
∑
µ(k + |θ′′|, θ′h) ◦ α(k, θ′′) avec ∆θ =

∑
θ′ ⊗ θ′′,

∆ : A→ A⊗A désignant la diagonale de l’algèbre de Steenrod.
La discussion (un peu lourde !) ci-dessus montre que la donnée d’un foncteur F

de W dans V-U est équivalente à celle d’une suite de foncteurs F k de W dans E
(F k(U), U ⊂ V , est l’ensemble des éléments de degré k de F (U)) et de transforma-
tions naturelles m(k, h) : F k → F k+|h|, h désignant un élément (homogène) de H∗V ,
et a(k, θ) : F k → F k+|θ|, θ désignant un élément (homogène) de A, transformations
naturelles qui satisfont une liste de relations, disons (S), calquée sur la liste (R)

(µ(−;−) est remplacé par m(−,−) et α(−,−) par a(−,−)).

Définition 8.25. – Soient S un foncteur de W dans E et F un foncteur de W
dans V-U . On note HomEW (S, F ) le H∗V-A-module instable dont le F2-espace vectoriel
des éléments de degré k et HomEW (S, F k) et dont la structure est donnée par les
E-morphismes HomEW (S,m(k, h)) et HomEW (S, a(k, θ)).

Exemple 8.26. – Soit W un sous-groupe de V et F un foncteur de W dans V-U ;
on a HomEW (PW , F ) = F (W ).

Proposition 8.27. – Soient S un foncteur de W dans E et F un foncteur de W
dans Vtf- U . Si S(W ) est de dimension finie pour tout sous-groupe W de V alors
HomEW (S, F ) est de type fini comme H∗V-module.

Démonstration. – On considère le EW -épimorphisme canonique⊕
W∈W

S(W )⊗ PW ↠ S

(on observera incidemment que l’existence de cet épimorphisme entraîne que la caté-
gorie EW a assez de projectifs). Cet épimorphisme induit un (V-U)-monomorphisme

HomEW (S, F ) ↪→
⊕
W∈W

(S(W ))∗ ⊗ F (W )

(observer que F (W ) est de dimension finie en chaque degré). On conclut en invoquant
le fait que H∗V est noethérien.
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La proposition-définition ci-dessous étend la définition 8.25. La première partie de
la proposition est immédiate ; la seconde résulte du fait que si I est un objet injectif
de (V-U)W alors, pour tout entier k ≥ 0, Ik (I en degré k) est un objet injectif de EW .

Proposition-Définition 8.28. – Soient p un entier naturel, S un foncteur de W
dans E et F un foncteur de W dans V-U .

On note ExtpEW (S, F ) le H∗V-A-module instable dont le F2-espace vectoriel des
éléments de degré k est ExtpEW (S, F k) et dont la structure est donnée par les E-mor-
phismes ExtpEW (S,m(k, h)) et ExtpEW (S, a(k, θ)).

Soit P• → S une résolution projective dans la catégorie EW alors on a un isomor-
phisme canonique

ExtpEW (S, F ) ∼= Hp HomEW (P•, F ).

Soit F → I• une résolution injective dans la catégorie (V-U)W alors on a un
isomorphisme canonique

ExtpEW (S, F ) ∼= Hp HomEW (S, I•).

La proposition 8.29 et le corollaire 8.30 (avatar de 8.3) ci-après, illustrent les dé-
finitions 8.25 et 8.28. Soit M un H∗V-A-module instable ; on rapelle que la notation
Ψ̂M désigne le foncteur de W dans V-U , W 7→ EFix(V,W )M .

Proposition 8.29. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable. On a un isomorphisme
canonique de H∗Vtf-A-modules instables

PfM ∼= HomEW (S0, Ψ̂M ).

Démonstration. – Soit F un foncteur de W dans E ; on a

HomEW (S0, F ) ∼= H0 HomEW (P•, F ),

P• → S0 étant la résolution projective de 8.10, c’est-à dire

HomEW (S0, F ) ∼=
⋂

dimW=1

ker (F (0)→ F (W )).

Soit maintenant M un H∗V-A-module instable. L’isomorphisme ci-dessus donne

HomEW (S0, Ψ̂M ) ∼=
⋂

dimW=1

ker (M → EFix(V,W )M).

Par définition le membre de droite est le terme FnM de la filtration décroissante de M
introduite au début de la section 5. Or on a FnM = PfM si M est de type fini comme
H∗V-module (proposition 5.3). □

Corollaire 8.30. – Soit M un H∗Vtf-A-module instable. On a pour tout entier
k ≥ 0, un isomorphisme canonique de H∗Vtf-A-modules instables

RkPfM ∼= ExtkEW (S0, Ψ̂M ).
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Démonstration. – Soit M → I• une résolution injective dans la catégorie Vtf - U alors
Ψ̂M → Ψ̂I• est une résolution injective dans la catégorie (Vtf - U)W (remplacer Ψ

par Ψ̂ dans la démonstration des points (a) et (b) de 3.9). On conclut à l’aide de 8.28
(dernière partie de la proposition) et 8.29.

Remarque 8.31. – On observera que les énoncés 8.16 et 8.30 redonnent 3.9.

8.4. Construction du bicomplexe Bp,qM

Soient M un H∗V-A-module instable et FpM le p-ième terme de la filtration dé-
croissante de M introduite en section 5. Par définition on a :

FpM =
⋂

codimW<p

ker (M = Ψ̂M (0)→ Ψ̂M (W )) ;

ceci motive la définition ci-après.

Définition 8.32. – Soit F un foncteur deW dans E ou V-U . On définit une filtration
décroissante de F (0) :

F (0) = filt02 F (0) ⊃ · · · ⊃ filtp2 F (0) ⊃ · · · ⊃ filtn2 F (0) ⊃ filtn+1
2 F (0) = 0

en prenant
filtp2 F (0) :=

⋂
codimW<p

ker (F (0)→ F (W )).

On pose Grp2 F (0) := filtp2 F (0)/filtp+1
2 F (0).

Remarque 8.33. – La filtration de F (0) que nous venons d’introduire se prolonge
en fait en une filtration décroissante de F :

F = filt02F ⊃ · · · ⊃ filtp2F ⊃ · · · ⊃ filtn2F ⊃ filtn+1
2 F = 0

en prenant
(filtp2F )(U) :=

⋂
codimW<p

ker (F (U)→ F (U +W )).

Il est clair que l’on a tout fait pour avoir filtp2 F (0) = (filtp2F )(0). Si M est
un H∗Vtf -A-module instable alors filtp2 Ψ̂M s’identifie à Ψ̂FpM . Pour s’en convaincre
observer que le foncteur M 7→ Ψ̂M est exact et que 2.11 implique l’identification
Ψ̂EFix(V,W )M (U) = Ψ̂M (U +W ).

Le formalisme ci-dessus permet de définir pour tout foncteur F : W → A, avec
A = E ou A = V-U , un A-complexe de cochaînes, que nous notons C•2F . La définition
de C•2F imite celle du complexe C•M , associé en section 5 à tout H∗V-A-module
instable M , de telle sorte que l’on ait C•2 Ψ̂M = C•M .

Explicitons. Soit F → I• une résolution injective de F dans la catégorie AW ;
C•2F est le complexe de cochaînes dans la catégorie A dont le p-ième terme est
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HpGrp2 I
•(0) et dont le cobord est donné par le connectant associé à la suite exacte

de A-complexes

0→ Grp+1
2 I•(0)→ filtp2 I

•(0)/filtp+2
2 I•(0)→ Grp2 I

•(0)→ 0.

Là encore, les mantras de la théorie des résolutions injectives montrent que le complexe
C•2F est indépendant du choix de I•.

Proposition 8.34. – Si F est un foncteur de W dans V-U alors on a

C•2F = C•F (0).

Démonstration. – Observer que si F → I• est une résolution injective de F dans
la catégorie (V-U)W alors F (0) → I•(0) est une résolution injective de F dans la
catégorie V-U (voir le point (d) de 3.6).

Corollaire 8.35. – Soit M un H∗V-A-module instable ; on a

C•2 Ψ̂M = C•M.

Soient M un H∗V-A-module instable et M → I• une résolution injective de M dans
la catégorie V- U . Nous avons mis en oeuvre dans la démonstration de l’implication
(i)⇒(ii) du théorème 5.16 la suite spectrale définie par la filtration du complexe I•

par les FpI• ; nous notons ci-après E•,•1 M son terme E1. La ligne E•,q1 M , munie de
la différentielle d1, est un complexe de cochaines dans la catégorie V- U et C•M n’est
rien d’autre que E•,01 M .

Soit maintenant F un foncteur de W dans A, avec A = E ou A = V- U , et F → I•

une résolution injective de F dans la catégorie AW ; nous notons E•,•1 F le terme E1

de la suite spectrale associée à la filtration du complexe I•(0) par les filtp2 I
•(0). À

nouveau E•,•1 F ne dépend pas du choix de I• et C•2F n’est rien d’autre que E•,01 F . La
proposition 8.34 et le corollaire 8.35 se généralisent immédiatement :

Proposition 8.36. – Si F est un foncteur de W dans V- U alors on a

E•,•1 F = E•,•1 F (0).

Corollaire 8.37. – Soit M un H∗V-A-module instable ; on a

E•,•1 Ψ̂M = E•,•1 M.

Exemple 8.38. – Le E-complexe C•2 SV est canoniquement isomorphe au complexe
de Lusztig Lu•2,V et E•,q1 est nul pour q ̸= 0 . On vérifie ces affirmations ci-après. On
considère la résolution injective SV → I• de 8.19. Comme l’on a IW (0) = F2 pour tout
sous-groupe W de V , on constate que l’on a I•(0) = Lu•2,V . On a d’autre part

filtp2 I
W (0) =

{
IW (0) pour codimW ≥ p,
0 pour codimW < p,

si bien que la filtration de I•(0) par les filtp2 I•(0) coïncide avec celle par les troncations
brutales σ≥p I•(0) (pour la définition de la troncation brutale on pourra se reporter
à la démonstration du point (a) de 6.7). On conclut à l’aide du lemme 6.8.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 2024



120 CHAPITRE 8. MODULES DE STEINBERG ET ALGÈBRE HOMOLOGIQUE

Nous en arrivons à présent à la définition du bicomplexe B•,•M , M désignant
un H∗V-A-module instable, évoqué dans la proposition 5.31 ; nous suivons toujours la
même stratégie :

– nous définissons d’abord B•,•F pour F un foncteur de W dans E ,
– nous étendons ensuite la définition ci-dessus aux foncteurs F de W dans V- U

grâce au yoga de la sous-section 8.4,
– nous faisons enfin F = Ψ̂M .

Définition 8.39. – Soit F un foncteur de W dans E. On pose

B•,•F := (I•,•F )(0),

I•,•F désignant le EW -bicomplexe introduit en 8.22 ; B•,•F est donc un E-bicomplexe
de cochaînes avec

Bp,qF =
⊕

W⊂Z, codimW=p, codimZ=−q

St∗Z/W ⊗ F (Z),

dont les cobords horizontaux et verticaux sont obtenus « en évaluant en 0 » ceux de
8.22.

Proposition-Définition 8.40. – Soit F un foncteur de W dans E.
Soit BE•,•1 F le terme E•,•1 de la suite spectrale associée à B•,•F obtenue « en déri-

vant verticalement ». Alors on a un isomorphisme canonique

BE•,•1 F ∼= E•,•1 F,

préservant les différentielles d1 (en clair, on considère ici BE•,•1 F et E•,•1 F comme
des bicomplexes avec cobord vertical nul, suivant en cela [13]).

Démonstration. – 1) D’une part la proposition 8.23 dit que F η→ Tot I•,•F est une
résolution injective de F dans la catégorie EW si bien que E•,•1 F peut être vu comme
le terme E1 de la suite spectrale définie par la filtration du E-complexe (Tot I•,•F )(0)

par les filtp2 (Tot I•,•F )(0).
2) D’autre part BE•,•1 F est obtenu de la façon suivante :
Soit p ≥ 0 un entier ; on considère le sous-bicomplexe FpII(I

•,•F )(0) de (I•,•F )(0)

(notation de [13]) défini par

(FpII(I
•,•F )(0))

s,t
=

{
(Is,tF )(0) pour s ≥ p,
0 pour s < p.

La filtration (décroissante) du bicomplexe (I•,•F )(0) par les FpII(I
•,•F )(0) induit

une filtration du complexe Tot (I•,•F )(0) = (Tot I•,•F )(0) par des sous-complexes
FpII(Tot I•,•F )(0) := Tot (FpIII

•,•F )(0) ; BE•,•1 F est le terme E1 de la suite spectrale
définie par la filtration du E-complexe (Tot I•,•F )(0) par les FpII(Tot I•,•F )(0).

Or on constate que l’on a

filtp2 (Tot I•,•F )(0) = FpII(Tot I•,•F )(0).

MÉMOIRES DE LA SMF 181



8.4. CONSTRUCTION DU BICOMPLEXE Bp,qM 121

Ceci résulte de l’argument déjà utilisé dans l’exemple 8.38. :

p

filt
2

IW (0) =

{
IW (0) pour codimW ≥ p,
0 pour codimW < p.

Soit F un foncteur de W dans V- U ; on définit B•,•F , qui est maintenant un
bicomplexe de cochaînes dans la catégorie V- U , en posant

Bp,qF :=
⊕

W⊂Z, codimW=p, codimZ=−q

St∗Z/W ⊗ F (Z)

et en explicitant les cobords, horizontaux et verticaux, « par les mêmes formules » que
précédemment. Alternativement, on peut définir B•,•F en adoptant le point de vue
de 8.4. Donnons quelques détails. Soit k un entier naturel ; on note degk : V- U → E
le foncteur M 7→ Mk et Degk : (V- U)W → EW le foncteur F 7→ degk ◦ F . On
prend degkB•,•F := B•,•DegkF , la (V- U)-structure de B•,•F est obtenue en appli-
quant le foncteur B•,•, défini sur la catégorie EW et à valeurs dans la catégorie des
E-bicomplexes de cochaînes, aux EW -morphismes DegkF → Degk

′
F donnés par la

(V- U)-structure des F (U), U ⊂ V (voir la sous-section 8.4). Ce point de vue permet
d’étendre l’énoncé 8.40 aux foncteurs de W dans V- U :

Proposition-Définition 8.41. – Soit F un foncteur de W dans V- U .

Soit BE•,•1 F le terme E•,•1 de la suite spectrale associée à B•,•F obtenue « en déri-
vant verticalement ». Alors on a un isomorphisme canonique

BE•,•1 F ∼= E•,•1 F,

préservant les différentielles d1.

Démonstration. – On a par définition degk B•,•F = B•,•DegkF . D’autre part, comme
le foncteur Degk est exact et envoit injectifs sur injectifs, on a un isomorphisme
canonique degk E•,•1 F ∼= E•,•1 DegkF , naturel en F .

Définition 8.42. – Soit M un H∗V-A-module instable. On pose

B•,•M := B•,• Ψ̂M ;

B•,•M est donc un bicomplexe de cochaînes dans la catégorie V- U dont les termes
sont donnés par l’égalité

Bp,qM :=
⊕

W⊂Z, codimW=p, codimZ=−q

St∗Z/W ⊗ EFix(V,W )M.
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Vérification des affirmations de la proposition 5.31. – Si M est un H∗Vtf -A-module
instable alors il en est de même pour les Bp,qM d’après 2.9.

– La propriété (B0) est satisfaite par définition.
– Compte tenu de l’égalité BE•,•1 M = BE•,•1 Ψ̂M , la propriété (B1) est un cas

particulier de 8.41.
– L’isomorphisme EFix(V,W )M ∼= H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M de 1.5 implique immé-

diatement la propriété (B2).

Remarque 8.43. – Soit M un H∗V-A-module instable, l’isomorphisme

BE•,•1 Ψ̂M
∼= E•,•1 M

apporte un éclairage concret sur le complexe C•M introduit en section 5. Expliquons
pourquoi. Comme l’on a, par définition, C•M = E•,01 M , l’isomorphisme ci-dessus dit
en particulier que l’on dispose d’un isomorphisme

C•M ∼= coker (d•,−1
h : B•,−1M → B•,0M).

Toujours par définition, on a

B•,0M = Lu•2,V ⊗ EFix(V,V )M

et

B•,−1M =
⊕

codimZ=1

Lu•2,Z [−1]⊗ EFix(V,Z)M.

L’homomorphisme de (V- U)-complexes d•,−1
h est induit par

– les homomorphismes de E-complexes Lu•2,Z [−1] → Lu•2,V définis en termes des
homomorphismes rV/W,Z/W : StV/W → StZ/W (W ⊂ Z ⊂ V ),

– les (V- U)-morphismes EFix(V,Z)M → EFix(V,V )M .
On observera que dans le cas M = H∗VX, X désignant un V-CW-complexe

fini, c’est-à-dire dans le cas où l’on considère le complexe C•algX, l’homomor-
phisme EFix(V,Z)M → EFix(V,V )M s’identifie à l’homomomorphisme restriction
H∗VX

Z → H∗VX
V .

Illustrons cette remarque par un cas particulier. On prend M = cV H∗V

avec V ̸= 0. On a vu lors de la démonstration du point (b) de la proposition 7.31
que l’on a (Deg0 Ψ̂cV H∗V )(W ) = 0 pour W ̸= V (le cas W = 0, exclu en sec-
tion 7, est trivial) ; il en résulte l’égalité deg0 B•,−1(cV H∗V ) = 0 et l’isomorphisme
deg0 C•(cV H∗V ) ∼= Lu•2,V . Une méthode alternative pour démontrer le point (b)
de 7.31 est de se convaincre que cet isomorphisme est équivariant pour les actions à
droite de GL(V ) et de procéder ensuite par récurrence sur la dimension de V .
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CHAPITRE 9

FILTRATION PAR LA CODIMENSION DU SUPPORT
ET FONCTEURS Fix

Cette section comporte trois sous-sections. La première est un rappel d’algèbre
commutative : pour le confort du lecteur on explicite la définition de la filtration par
la codimension du support d’un module sur un anneau commutatif. Dans la deuxième
on montre que la filtration par la codimension du support du H∗V-module (V étant
un 2-groupe abélien élémentaire) sous-jacent à un H∗Vtf -A-module instable coïncide
avec celle définie en termes de foncteurs Fix. Dans la troisième on fait quelques com-
mentaires concernant le lien entre les deux premières sous-sections et le joli résultat
(vieux de 60 ans) de Serre concernant les idéaux homogènes de H∗V stables sous
l’action des opérations de Steenrod.

À partir de 9.2, énoncé 9.8 excepté, on suppose ℓ = 2.

9.1. Filtration par la codimension du support

Soit R un anneau (commutatif unitaire) ; on note SpecR son spectre : l’ensemble
des idéaux premiers p de R, muni de la topologie de Zariski.

Soit M un R-module ; soit k ≥ 0 un entier. On pose

FkM :=
⋂

ht(p)<k

ker (M →Mp).

Les notations ht(p) et Mp ci-dessus désignent respectivement la hauteur de l’idéal
premier p [7, Chap. VIII, §1, no 3, définition 6] et le localisé de M en p. Pour le confort
du lecteur rappelons la définition « concrète » [7, Chap. VIII, §1, no 3, proposition 7-a)]
de ht(p) : c’est la borne supérieure des entiers n tels que l’on a p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pn = p

avec pi premier pour 0 ≤ i ≤ n. Les sous-modules FkM fournissent une filtration
décroissante naturelle de M :

M = F0M ⊃ F1M ⊃ · · · ⊃ FkM ⊃ · · ·

que l’on appelle la filtration par la codimension du support. On fait ci-après quelques
observations naïves qui sont censées justifier cette terminologie.
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– Rappelons que le support d’un R-module M est le sous-ensemble de SpecR

constitué des idéaux premier p tels que l’on a Mp ̸= 0 ; on le note Supp (M).
– Notons ℓp : M → Mp l’homomorphisme canonique. Soit x un élément de M ,

les deux conditions suivantes sont équivalentes (on utilise l’exactitude du foncteur
localisation en p) :

(i) ℓp(x) = 0 ;
(ii) p ̸∈ Supp (Rx).
Il en résulte que x ∈ FkM et p ∈ Supp (Rx) implique ht(p) ≥ k.
– Soit a un idéal de R, nous notons Var(a) le sous-ensemble {p; a ⊂ p} de SpecR (ce

sous-ensemble est fermé par définition, il est classiquement noté V(a) mais le lecteur
devinera aisément pourquoi nous avons écarté cette notation dans notre mémoire).
Soient M ′ un sous-module de M et Ann(M ′) son idéal annulateur ; si M ′ est de type
fini alors on a Supp (M ′) = Var (Ann(M ′)) [6, Chap. II, §4, no 4, proposition 17] si bien
que le support de M ′ est fermé dans SpecR et que l’on peut parler de sa codimension
(dans SpecR), que l’on note codimSupp (M ′) [7, Chap. VIII, §1, no 2]. Ce qui précède
conduit à l’énoncé suivant (utiliser notamment [6, Chap. II, §4, no 4, corollaire de la
proposition 16] et [7, Chap. VIII, §1, no 3, définition 6 et proposition 7-a)]) :

Proposition 9.1. – Soient M un R-module et M ′ un sous-module de type fini de M .
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M ′ ⊂ FkM ;
(ii) M ′ = FkM ′ ;
(iii) codimSupp (M ′) ≥ k.

Corollaire 9.2. – Soient R un anneau noethérien et M un R-module de type fini.
Alors pour tout sous-module M ′ de M et tout entier k ≥ 0 les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) M ′ ⊂ FkM ;
(ii) M ′ = FkM ′ ;
(iii) codimSupp (M ′) ≥ k.

(En particulier on a codim Supp (FkM) ≥ k.)

Exemple. – Soit K un corps ; on prend pour R l’anneau K[X1, X2, . . . , Xn] des poly-
nômes en n indéterminées à coefficients dans K. Dans ce cas :

(1) La dimension de Krull de R [7, Chap. VIII, §1, no 3, définition 5] est égale à n
[7, Chap. VIII, §2, no 4, corollaire 1].

(2) Soit p un idéal premier de R, alors on a les équivalences suivantes :
(2.1) ht(p) = 0 ⇐⇒ p = {0} ;
(2.2) ht(p) = 1 ⇐⇒ p = Ra avec a irréductible ;
(2.3) ht(p) = n ⇐⇒ pmaximal.
Soit M un R-module.
– Le point (1) implique que l’on a FkM = 0 pour k > n.
– Le point (2.1) montre que F1M est la torsion de M .
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– Si M est de type fini alors FnM est de dimension finie en tant qu’espace vectoriel
sur K (utiliser [6, Chap. IV, §1, no 4, théorèmes 1 et 2] et le nullstellensatz).

9.2. Comparaison entre la filtration d’un H∗V-A-module instable définie en termes des
foncteurs Fix et la filtration par la codimension du support du H∗V-module sous-
jacent

Soit M un H∗V-A-module instable. Nous avons défini dans l’introduction (et mis
en œuvre dans la section 5) une première filtration décroissante naturelle de M , par
des sous-H∗V-A-modules instables,

M = F0M ⊃ F1M ⊃ · · · ⊃ FkM ⊃ · · · ⊃ FnM ⊃ Fn+1M = 0

en posant

FkM =
⋂

codimW<k

ker (η(V,W ),M : M → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )M).

D’autre part le H∗V-module sous-jacent àM admet une seconde filtration décroissante
naturelle, par des sous-H∗V-modules, à savoir la filtration par la codimension du
support qui est du même type, compte tenu du fait que H∗V est isomorphe à un
anneau de polynômes, à coefficients dans F2, en n indéterminées (voir l’exemple à la
fin de 9.1.1).

Proposition 9.3. – Soit M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme
H∗V-module. La filtration de M définie en termes des foncteurs Fix et la filtration
par la codimension du support du H∗V-module sous-jacent coïncident (en tant que
filtrations par des sous-H∗V-modules).

Démonstration. – Notons (localement) Fk1M les sous-H∗V-A-modules instables de la
première filtration et Fk2M les sous-H∗V-modules de la seconde. Soit M ⊂ I une
inclusion de H∗V-A-modules instables alors on a

(1) FkjM = M ∩ Fkj I

pour j = 1, 2. Cette égalité résulte pour j = 1 de l’exactitude des foncteurs EFix

(voir 5.1) et pour j = 2 de celle des foncteurs de localisation en p. Comme la caté-
gorie Vtf - U a assez d’injectifs, l’égalité (1) montre qu’il suffit de vérifier 9.3 pour M
injectif. Compte tenu de la classification des (Vtf - U)-injectifs (voir 2.5) on est ramené
à vérifier 9.3 pour M = H∗V ⊗H∗V/W N avec W ⊂ V et N un H∗V/W-A-module
instable fini. On conclut en constatant que si M est de cette forme alors on a

(2) FkjM =

{
M pour k ≤ codimW,

0 pour k > codimW.

Le cas j = 1 a déjà été traité dans la section 5 (proposition 5.4). Reste à traiter le
cas j = 2.
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On pose PW := ker(H∗V
i∗→ H∗W ), i désignant l’inclusion de W dans V ; PW est

un idéal homogène de H∗V stable sous l’action de l’algèbre de Steenrod. Cet idéal
est premier, puisque H∗W est intègre, sa hauteur est la codimension de W (invoquer
par exemple [7, Chap. VIII, §2, no 4, corollaire 2]). On observera que i∗ induit un
isomorphisme canonique de A-algèbres instables

H∗V ⊗H∗V/W F2
∼= H∗W

(F2 étant considéré ci-dessus comme un H∗V/W-A-module instable).

Le H∗V/W-A-module instable fini N admet une filtration finie

0 = N−1 ⊂ N0 ⊂ N1 ⊂ · · · ⊂ Nr = N

avec Ns/Ns−1
∼= ΣkF2, k ∈ N, pour 0 ≤ s ≤ r. Du coup le H∗V-A-module instable M

admet une filtration finie

(3) 0 = M−1 ⊂M0 ⊂M1 ⊂ · · · ⊂Mr = M

avec Ms/Ms−1
∼= Σk H∗W ∼= Σk (H∗V/PW ), k ∈ N, pour 0 ≤ s ≤ r. Le cas j = 2 de

l’égalité (2) en résulte. Détaillons lourdement :

Soient R un anneau et p un idéal premier de R ; on a Supp (R/p) = Var(p)

et (R/p)p est le corps des fractions de l’anneau intègre R/p, en particulier
ℓp : R/p→ (R/p)p est injective. Spécialisons : on a Supp (H∗V/PW ) = Var(PW )

et ℓPW
: H∗V/PW → (H∗V/PW )PW

est injective. On en déduit par récurrence sur
la longueur de la filtration (3) que l’on a Supp (M) = Var(PW )([6, chapitre II,
§4, no4, proposition 16 (i)]) et que ℓPW

: M → MPW est injective. Les égalités
codimSupp (M) = ht(PW ) ([7, Chap. VIII, §1, no 3, définition 6 et proposition 7-a)]),
ht(PW ) = codimW , et l’implication (iii)⇒(ii) de 9.1 montrent que l’on a Fk2M = M

pour k ≤ codimW . L’injectivité de ℓPW
: M → MPW (et à nouveau l’égalité

ht(PW ) = codimW ) implique Fk2M = 0 pour k > codimW .

Scholie 9.4. – Soit M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme H∗V-mo-
dule ; soit FkM le k-ième sous-H∗V-A-module instable de la filtration de M définie
en termes des foncteurs Fix. Alors on a

FkM = +
codimW=k

ΓPW

(ΓPW
désigne ci-dessus la PW -torsion de M , voir le début de la section 3).

Scholie 9.5. – Soit M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme H∗V-mo-
dule. Alors les sous-H∗V-modules de la filtration par la codimension du support du
H∗V-module sous-jacent sont stables sous l’action de l’algèbre de Steenrod.

Compte tenu de 5.2, on a également :
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Scholie 9.6. – Soit X un V-CW-complexe fini. Alors la filtration décroissante
de H∗VX définie par

Fk H∗VX =
⋂

codimW<k

ker (H∗VX → H∗VX
W )

coïncide (en tant que filtration par des sous-H∗V-modules) avec la filtration par la
codimension du support du H∗V-module sous-jacent.

Remarque 9.7. – Les quatre énoncés précédents font intervenir la notion de
« H∗V-module sous-jacent à un H∗V-A-module instable » et non celle de « H∗V-mo-
dule N-gradué sous-jacent à un tel objet » ; en d’autres termes nous avons oublié (au
sens mathématique) les N-graduations « compatibles » de H∗V et des H∗V-A-modules
instables. Le lecteur pourra trouver un précis d’algèbre commutative dans le contexte
gradué (en fait Z-gradué... mais qui peut le plus peut le moins), dans [11, 1.5.1] ; en
particulier une théorie de la filtration par la codimension du support dans le contexte
N-gradué est implicite dans cette référence.

Sur l’hypothèse de finitude qui figure dans les énoncés 9.3, 9.4 et 9.5. – Nous avons
supposé dans les énoncés en question que le H∗V-A-module instable M est de type fini
comme H∗V-module. Nous avions deux raisons pour cela. La première était que dans
notre contexte (sections 3, 4, 5 et 6) cette condition était satisfaite, la seconde que
cela simplifiait notre exposition. En fait cette restriction peut être levée. Pour cela on
doit apporter de légères modifications à la démonstration que nous avons donnée de
9.3, modifications que nous décrivons brièvement ci-après.

1) On remplace le théorème de classification des Vtf - U-injectifs par celui de classi-
fication des V- U-injectifs (respectivement 2.5 et 2.2).

2) On observe que les foncteurs localisation en p et les foncteurs EFix, qui sont
des adjoints à gauche, commutent aux sommes directes arbitraires si bien que l’on
est ramené à nouveau au cas où M est un V- U-injectif indécomposable et plus gé-
néralement au cas M = S ⊗ (H∗V ⊗H∗V/W N) avec S un A-module instable et N
un H∗V/W-A-module instable fini.

3) On revisite le point (a) de 1.16. Soit P un H∗V-A-module instable ; on vérifie
que l’unité d’adjonction

η(V,W ),S⊗P : S ⊗ P −→ H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )(S ⊗ P )

s’identifie au produit tensoriel de l’homomorphisme ιS : S = T0S → TWS et de
l’unité d’adjonction η(V,W ),P : P → H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )P . Comme ιS admet une
rétraction naturelle, à savoir l’homomorphisme TWS → T0S = S, on constate que
l’on dispose de la variante suivante de la proposition 1.27 :

Proposition 9.8. – Soient V un ℓ-groupe abélien élémentaire et W , U des sous-
groupes ; soient S un A-module instable et N un H∗V/U -A-module instable fini. Alors
l’unité d’adjonction

S ⊗ (H∗V ⊗H∗V/U N)
η(V,W )−−−−→ H∗V ⊗H∗V/W Fix(V,W )(S ⊗ (H∗V ⊗H∗V/U N))
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est un monomorphisme (scindé) si l’on a W ⊂ U et est nulle si l’on a W ̸⊂ U .

Cette proposition implique la généralisation ci-dessous de la proposition 5.4 :

Proposition 9.9. – Soient U un sous-groupe de V , S un A-module instable et N
un H∗V/U -A-module instable fini. Alors on a

Fk (S ⊗ (H∗V ⊗H∗V/U N)) =

{
S ⊗ (H∗V ⊗H∗V/U N) pour k ≤ codimU,

0 pour k > codimU.

(Ci-dessus Fk est défini en termes des foncteurs Fix.)

9.3. Compléments

La spécificité de la filtration par la codimension du support d’un H∗V-module
gradué muni d’une action « compatible et instable » de l’algèbre de Steenrod tient
essentiellement au résultat ci-dessous dû à Jean-Pierre Serre [40, §2, proposition (1)].
On rappelle que la racine (ou le radical) d’un idéal a d’un anneau R, est le sous-
ensemble de R constitué des éléments dont une puissance appartient à a ; ce sous-
ensemble est aussi un idéal de R, il est noté

√
a. On dit que a est radiciel si l’on a

a =
√
a ; l’idéal

√
a est radiciel.

Théorème 9.10. – Soient a un idéal homogène de H∗V stable sous l’action de l’al-
gèbre de Steenrod. Soit Wa le sous-ensemble de W constitué des sous- groupes W ⊂ V
tels que l’on a a ⊂ PW et qui sont maximaux pour cette propriété. Alors on a :

√
a =

⋂
W∈Wa

PW .

Compte tenu d’un lemme bien connu sur les idéaux premiers d’un anneau (voir par
exemple [3, proposition 1.11 (ii)]) ce théorème admet le corollaire suivant :

Corollaire 9.11. – Soient p un idéal premier homogène de H∗V stable sous l’ac-
tion de l’algèbre de Steenrod. Alors il existe un sous-groupe W de V , uniquement
déterminé, tel que l’on a p = PW .

On se propose de montrer que la théorie des Vtf - U-injectifs conduit à une démons-
tration de 9.10.

Lemme 9.12. – Soit a un idéal de H∗V . Si a est homogène et stable sous l’action de
l’algèbre de Steenrod alors il en est de même pour

√
a.

Démonstration. – Le fait que
√
a est homogène est un cas particulier d’un résultat

général sur les idéaux homogènes d’un anneau gradué (voir par exemple [42, Chap.
VII, §2, Theorem 8 (b)]). Dans le cas de l’anneau gradué H∗V on peut se convaincre
de ce que

√
a est homogène grâce à l’observation triviale ci-après. Soit x un élément,

pas nécessairement homogène, de H∗V alors les deux conditions suivantes sont équi-
valentes :
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(i) il existe m dans N− {0} avec xm ∈ a ;
(ii) il existe m dans N avec x2m ∈ a.
Cette observation conduit aussi à une preuve du fait que

√
a est stable sous l’action

de l’algèbre de Steenrod. Soient x un élément, cette fois homogène, de
√
a et i un

entier. Il existe un entier m tel que l’on a x2m ∈ a. Comme a est stable sous l’action
de l’algèbre de Steenrod on a aussi Sq2mi x2m ∈ a ; l’égalité Sq2mi x2m

= (Sqix)2
m

montre Sqix ∈ a.

On va démontrer l’énoncé d’algèbre commutative 9.10 en utilisant l’énoncé d’al-
gèbre linéaire 9.13.

Soit M un A-module instable. Rappelons que l’on dit que M est réduit si pour
tout entier i l’opération Sqi : M i →M2i, souvent notée Sq0, est injective. Rappelons
également l’origine de cette terminologie. Si M est une A-algèbre instable alors les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la F2-algèbre graduée sous-jacente à M est réduite (au sens de l’algèbre com-
mutative) ;

(ii) le A-module instable sous-jacent à M est réduit (au sens ci-dessus).

Cette équivalence provient du fait que l’on a Sq0 x = x2 pour tout x dans M .
Ces rappels étant faits, nous pouvons énoncer :

Proposition 9.13. – Soient M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme
H∗V-module et i : M → E une enveloppe injective (dans la catégorie Vtf- U). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) le A-module sous-jacent à M est réduit ;
(ii) E est isomorphe à une somme directe de la forme⊕

W∈W
(H∗W ) aW

avec aW ∈ N (H∗W étant un H∗V-A-module instable via l’homomorphisme ca-
nonique de A-algèbres instables H∗V → H∗W ).

Démonstration de (ii)⇒(i). – Si (ii) est vérifiée alors le A-module instable sous-jacent
à E est réduit (par exemple parce que les F2-algèbres H∗W sont réduites) et il en est
donc de même pour M .

Démonstration de (i)⇒(ii). – On sait a priori , d’après 2.5, que E est isomorphe à
une somme directe de la forme⊕

(W,k)∈W×N

(H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k)) aW,k

avec aW,k ∈ N et aW,k = 0 pour k assez grand. Comme l’on a

H∗V ⊗H∗V/W JV/W (0) ∼= H∗V ⊗H∗V/W F2
∼= H∗W,

il suffit de montrer que (i) implique aW,k = 0 pour k > 0.
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On dispose d’une inclusion canonique de H∗V-A-modules instables, disons
ιV,k : ΣkF2 ↪→ JV (k) (en fait JV (k) est une enveloppe injective de ΣkF2). En
effet, on a par définition HomV- U (ΣkF2, JV (k)) = HomF2

(F2,F2) et l’unique homo-
morphisme non nul de ΣkF2 dans JV (k) est nécessairement injectif. En appliquant
le foncteur H∗V ⊗H∗V/W − à l’inclusion canonique ιV/W,k, on obtient une inclusion
de H∗V-A-modules instables, tout aussi canonique, ΣkH∗W ↪→ H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k)

(en fait H∗V ⊗H∗V/W JV/W (k) est une enveloppe injective de ΣkH∗W ). Ce qui
précède permet de conclure. Si l’on a aW,k ̸= 0, alors E contient un sous-module P
isomorphe à ΣkH∗W ; si M est réduit on a i−1(P ) = 0 pour k > 0 (puisque dans ce
cas l’opération Sq0 est nulle sur i−1(P )) et donc P = 0 (propriété d’une enveloppe
injective) ce qui force aW,k = 0 pour k > 0.

Fin de l’interlude linéaire. Revenons à la démonstration de 9.10. Soit a un idéal
homogène de H∗V stable sous l’action de l’algèbre de Steenrod. Les trois conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) l’idéal a est radiciel (a =
√
a) ;

(ii) la F2-algèbre H∗V/a est réduite ;
(iii) le A-module instable H∗V/a est réduit.

(Pour (ii)⇐⇒ (iii) voir la discussion qui précède 9.13.)
Compte tenu du lemme 9.12, le cas particulier où a est radiciel du théorème 9.10

implique le cas général ; on suppose donc a radiciel. Dans ce cas, d’après la proposi-
tion 9.13, H∗V/a admet une enveloppe injective, dans la catégorie Vtf -U , de la forme

i : H∗V/a→ H∗W1 ⊕H∗W2 ⊕ · · · ⊕H∗Wr

avec W1,W2, . . . ,Wr une suite finie de sous-groupes de V .
Soient q : H∗V → H∗V/a l’homorphisme canonique de A-algèbres instables et

πk : H∗V/a→ H∗Wk l’homomorphisme de H∗V-A-modules instables composé de i et
de la projection sur le facteur H∗Wk. Le composé πk ◦ q : H∗V → H∗Wk coïncide avec
l’homomorphisme de A-algèbres instables induit par l’inclusion, disons jk : Wk ↪→ V .
Détaillons lourdement. Posons φk := πk ◦ q, puisque φk est un homomorphisme
de H∗V-A-modules instables, on a φk(a) = j∗k(a)φk(1) pour tout a dans H∗V et
donc φk = λ j∗k en posant λ = φk(1) ; λ = 0 est interdit car φk est non nul (propriété
d’enveloppe injective).

Arrivé là, on a déjà démontré le théorème de Serre. En effet, on a a = ker(i ◦ q) et
donc, d’après ce qui précède,

a =

r⋂
k=1

PWk
.

On peut « nettoyer » l’égalité ci-dessus de la façon suivante. Soit M ax le sous-
ensemble de {W1,W2, . . . ,Wr} constitué des éléments maximaux pour l’inclusion alors
on aussi

a =
⋂

W∈M ax

PW .
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En fait ce nettoyage est inutile dans notre contexte. Considérons à nouveau l’enveloppe
injective

i : H∗V/a→ H∗W1 ⊕H∗W2 ⊕ · · · ⊕H∗Wr := E.

Les propriétés d’enveloppe injective font que l’on a Wk ̸⊂Wl et Wl ̸⊂Wk pour k ̸= l

(en termes plus pédants que la relation d’ordre sur {W1,W2, . . . ,Wr} définie par
l’inclusion est l’égalité). Détaillons. Supposons Wk ⊂ Wl, alors on a πk = ρ ◦ πl,
ρ désignant l’homomorphisme H∗Wl → H∗Wk induit par cette inclusion. Identifions
H∗Wk à un sous-module de E ; l’égalité πk = ρ ◦ πl entraîne i−1(H∗Wk) = 0, contra-
diction.

Commentaires. – 1) La démonstration que nous avons donnée du théorème 9.10 est
bien moins « géodésique » que la démonstration originale de Serre ! Signalons cepen-
dant que notre méthode de « linéarisation » fournit des informations supplémentaires
sur les idéaux satisfaisant les conditions du théorème.

2) On peut donner une démonstration du théorème 9.10 à l’aide de la partie II de
[25]. En effet celle-ci implique que H∗V/

√
a se plonge comme A-algèbre instable dans

un produit fini
∏
k H∗Vk et on conclut comme ci-dessus. Il est à signaler que la partie

II de [25] se déduit, là encore par un « principe de linéarisation », de la partie I de
cette référence qui traite des A-modules instables « aux nilpotents près ».

3) Nous avons supposé ℓ = 2 afin que H∗V soit commutative et rester dans le confort
douillet de l’algèbre commutative. Si l’on veut rester dans ce cadre pour ℓ > 2, il faut
remplacer H∗V par sa sous-algèbre, disons PV , engendrée par le Bockstein des classes
de degré 1 (PV est isomorphe à un anneau de polynômes, à coefficients dans Fℓ, en n
indéterminées de degré 2) et l’algèbre de Steenrod A par sa sous-algèbre, disons A′,
engendrée par les opérations de Steenrod Pi. C’est ce que fait Serre dans [40].

4) Serre utilise le théorème 9.10 pour obtenir l’énoncé suivant :

Corollaire 9.14. – Soit a un idéal de H∗V vérifiant les hypothèses du théo-
rème 9.10. Si a est non nul alors il contient un produit d’éléments de H1V − {0}.

Démonstration. – On reprend les notations de 9.10. Puisque a est non nul, on a
W ̸= V pour tout W dans Wa ; il existe donc, pour tout W dans Wa, une forme
linéaire uW non nulle sur V et nulle sur W . On considère uW comme un élément
de H1V − {0} ; par construction

∏
W∈Wa

uW appartient à
√
a . Une puissance de ce

produit appartient à a.

On pose cV :=
∏
u∈H1V−{0} u. Il est bien connu que l’énoncé ci-dessus conduit au

suivant :

Proposition 9.15. – Soit M un H∗V-A-module instable. Soit x un élément de M ,
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) x est un élément de torsion du H∗V-module sous-jacent à M ;
(ii) il existe un entier naturel m tel que l’on a cmV x = 0.
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Démonstration de (i)⇒(ii). – Cette implication résulte de 9.14 et du lemme suivant
dû à Landweber et Stong ([30, proposition 3]) :

Lemme 9.16. – Soit Ann(x) ⊂ H∗V l’idéal annulateur de x. Alors l’idéal√
Ann(x) est stable sous l’action de A.

Démonstration. – Soient a un élément de H∗V , x un élément de M et m un entier
avec 2m > |x| (|x| désigne le degré de x). On a Sq2mi(a2m

x) = (Sqia)2
m

x pour tout
entier i ≥ 0. Cette identité montre que a ∈

√
Ann(x) implique Sqia ∈

√
Ann(x).
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CHAPITRE 10

STRATÉGIES POUR ℓ > 2

L’incorporation à notre mémoire de cette dernière section a été suggérée par le
rapporteur ; nous y donnons quelques informations sur les modifications à apporter,
pour ℓ > 2, aux énoncés et démonstrations des sections 0 et 3 à 9 dans lesquelles nous
avons supposé ℓ = 2. Il est clair que cette section est une simple esquisse(1) et qu’elle
est influencée par l’article [2] de Allday, Franz et Puppe.

Soient ℓ un nombre premier et V un ℓ-groupe abélien élémentaire ; on pose
n := dimZ/ℓ V .

– Pour ℓ = 2, H∗V est canoniquement isomorphe, en tant qu’algèbre N-graduée, à
l’algèbre symétrique Sym(H1V ) ∼= Sym(V ∗), la graduation de Sym(V ∗) étant donnée
par (Sym(V ∗))k = Symk(V ∗).

Il en résulte que H∗V est de dimension homologique n (au sens N-gradué, voir par
exemple [5, §8, no7]).

– Pour ℓ > 2, H∗V est canoniquement isomorphe, en tant qu’algèbre N-gra-
duée, au produit tensoriel de l’algèbre extérieure Λ(H1V ) ∼= Λ(V ∗), la gradua-
tion de Λ(V ∗) étant donnée par (Λ(V ∗))k = Λk(V ∗), et de l’algèbre symétrique
Sym(βH1V ) ∼= Sym(V ∗) (β désigne ici le Bockstein H1V → H2V qui est injectif),
la graduation de Sym(V ∗) étant donnée par (Sym(V ∗))k = Symk/2(V ∗) pour k pair
et (Sym(V ∗))k = 0 pour k impair.

La dimension homologique de Λ(V ∗) est +∞. Par exemple, pour n = 1, la résolu-
tion projective minimale de Fℓ (la structure de Λ(V ∗)-module de Fℓ étant donnée par
l’augmentation ε : Λ(V ∗) → Fℓ) est de la forme Fℓ

ε← L0 ← L1 ← · · · ← Lp ← · · ·
avec Lp = Λ(V ∗) pour tout p dans N, l’homomorphisme Lp ← Lp+1 étant la multipli-
cation par le générateur canonique de H1V . Il en résulte que la dimension homologique
de H∗V est +∞ (bien que celle du « facteur » Sym(V ∗) soit encore n).

Pour tenir compte de ce « défaut de régularité » de H∗V pour ℓ > 2, il faut modifier
certains des énoncés que nous avons pour ℓ = 2 et adapter leurs démonstrations. Nous
donnons trois exemples ci-après.

(1) Ou plutôt un programme.
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Au préalable, pour allèger, nous introduisons les notations suivantes dans le cas
ℓ > 2 :

– La sous-A-algèbre instable de H∗V engendrée par H1V est notée ΛV (on se
rappellera que ΛV est, comme H∗V , « contravariante en V »).

– La sous-A-algèbre instable de H∗V engendrée par βH1V est notée PV (P est
pour « partie polynômiale », PV est « contravariante en V ») ; l’idéal d’augmentation
de PV est noté P̃V .

On fera en outre les observations suivantes :
– La A-algèbre instable ΛV est un quotient de H∗V . On dispose en effet d’un

isomorphisme canonique de A-algèbres instables ΛV ∼= H∗V/P̃V H∗V .
– Par contre la A-algèbre instable PV n’est pas un quotient de H∗V car tout

homomorphisme de A-algèbres instables de H∗V dans PV est trivial (se factorise à
travers Fℓ). On constate donc que l’isomorphisme canonique d’algèbres N-graduées
H∗V ∼= ΛV ⊗ PV évoqué plus haut ne peut être un isomorphisme de A-algèbres
instables.

Passons maintenant aux exemples promis.

Premier exemple. – On définit le complexe coaugmenté C̃•topX pour tout ℓ par les
mêmes formules que pour ℓ = 2. Le pendant dans le cas ℓ > 2 du théorème 4.8 est le
théorème suivant impliqué par [2, Theorem 8.5].

Théorème 10.1 (Allday, Franz et Puppe). – Soient ℓ un nombre premier impair, V
un ℓ-groupe abélien élémentaire et X un V-CW-complexe fini.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le PV-module sous-jacent à H∗VX est libre.
(ii) Le complexe coaugmenté C̃•topX est acyclique.

Avant d’adapter la démonstration que nous avons donnée du théorème 4.8, com-
mençons par faire l’observation suivante :

On a, pour tout H∗V-module N-gradué M , un isomorphisme canonique

ΛV ⊗H∗V M ∼= Fℓ ⊗PV M

(Fℓ étant un PV-module via l’augmentation) et plus généralement

TorH
∗V

p (ΛV,M) ∼= TorPVp (FℓM)

pour tout entier naturel p.
Cette observation montre en particulier :

Proposition 10.2. – Soit M un H∗V-module N-gradué. Les deux conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) M est libre comme PV-module ;
(ii) TorH

∗V
1 (ΛV,M) = 0.
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Pour adapter la démonstration que nous avons donnée de l’implication (ii)⇒(i) du
théorème 4.8 il suffit de se convaincre de ce que l’on a

TorH
∗V

p (ΛV,H∗V ⊗H∗V/W N) = 0

pour tout sous-groupe W ⊂ V et tout H∗V/W-module N-gradué N , sous l’hypothèse
p > codimW . Compte tenu de l’isomorphisme

TorH
∗V/W

p (Λ(V/W ), N) ∼= TorP(V/W )
p (Fℓ, N),

cette annulation résulte des deux points suivants :
– On a pour tout H∗V-module N-gradué Q un isomorphisme canonique

TorH
∗V

p (Q,H∗V ⊗H∗V/W N) ∼= TorH
∗V/W

p (Q,N).

– En tant que H∗V/W-module N-gradué, ΛV est isomorphe à une somme directe
de suspensions (itérées) de Λ(V/W ).

Observons incidemment que la proposition 10.2 et les deux points ci-dessus donnent
également :

Scholie 10.3. – Soit N un H∗V/W-module N-gradué. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) N est libre comme P(V/W )-module ;
(ii) H∗V ⊗H∗V/W N est libre comme PV-module.

Passons maintenant à l’adaptation de la démonstration que nous avons donnée
de l’implication (i)⇒(ii) du théorème 4.8. Cette démonstration se fait par récur-
rence sur la dimension de V et la clef de cette récurrence est la proposition 4.12
qui dit que si M est un H∗V-A-module instable libre comme H∗V-module alors, pour
tout sous-groupe W de V , le H∗V/W-A-module instable Fix(V,W )M est libre comme
H∗V/W-module. La variante pour ℓ > 2 de la proposition 4.12 est la suivante :

Proposition 10.4. – Soient M un H∗V-A-module instable et W un sous-groupe
de V ; si M est libre comme PV-module, alors le H∗V/W-A-module instable
Fix(V,W )M est libre comme P(V/W )-module.

Démonstration. – C’est une variante de celle de la proposition 4.12. D’après le point
(b) de 1.17 on dispose d’un isomorphisme de H∗V/W-A-modules instables

(∗) Fix(V,W ) TorH
∗V

p (Q,M) ∼= TorH
∗V/W

p (Fix(V,W )Q,Fix(V,W )M)

pour tout H∗V-A-module instable Q et tout entier naturel p.
On prend Q = H∗V ⊗H∗V/W Λ(V/W ) et p = 1. Le corollaire 1.26 dit que

le H∗V/W-A-module instable Fix(V,W )(H
∗V ⊗H∗V/W Λ(V/W )) est isomorphe au

H∗V/W-A-module instable Λ(V/W ). Compte tenu de la proposition 10.2, il faut
montrer que le premier membre de l’isomorphisme (*) est nul pour notre choix de Q
et de p. En fait le H∗V-A-module instable TorH

∗V
p (Q,M) est nul pour p > 0. Pour s’en

convaincre on invoque à nouveau le fait que l’on a, pour tout H∗V-module N-gradué
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M et tout entier naturel p, des isomorphismes canoniques (disons de Fℓ-espaces
vectoriels N-gradués)

TorH
∗V

p (H∗V ⊗H∗V/W Λ(V/W ),M) ∼= TorH
∗V/W

p (Λ(V/W ),M).

Remarque 10.5. – Allday, Franz et Puppe montrent dans [2] que l’on ne peut pas
remplacer « libre comme PV-module » par « libre comme H∗V-module » dans la condi-
tion (i) du théorème 10.1. Pour cela ils considèrent, à la toute fin de leur article,
l’exemple X = ΣV avec V = Z/ℓ (ΣV désignant la suspension de V vu comme un
espace discret, munie de l’action évidente du groupe V ) et constatent que C̃•topX est
acyclique alors que H∗VX n’est pas libre comme H∗V -module.

Deuxième exemple. – On s’intéresse maintenant à l’énoncé 9.3. La version ℓ > 2 de
cet énoncé est la suivante :

Proposition 10.6. – Soit M un H∗V-A-module instable qui est de type fini comme
H∗V-module. La filtration de M définie en termes des foncteurs Fix et la filtration par
la codimension du support du PV-module sous-jacent coïncident (en tant que filtrations
par des sous-PV-modules).

Précision et remarque. – – La filtration de M « définie en termes des foncteurs Fix »
mentionnée ci-dessus est définie par les mêmes formules que dans le cas ℓ = 2.

– Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) M est de type fini comme H∗V-module ;
(ii) M est de type fini comme PV-module.
La démonstration de la proposition 10.6 est mutatis mutandis la même que celle

de la proposition 9.3 (rappelons que nous avons exposé la théorie des foncteurs Fix

en section 1 et celle des U-injectifs en section 2 sans restriction sur ℓ).

Troisième exemple. – Nous avons dégagé dans la sous-section 8.2 quelques points
d’algèbre homologique concernant la catégorie abélienne EW des foncteurs définis sur
l’ensemble ordonné W des sous-groupes de V (vu comme une catégorie) et à valeurs
dans la catégorie des F2-espaces vectoriels. La sous-section 8.2 s’appuie sur la sous-
section 8.1 dans laquelle nous avons supposé ℓ = 2 pour ne pas avoir à nous préoccuper
du signe qui apparaît dans la définition du décalage d’un complexe... mais ce signe
disparaît quand on prend l’homologie si bien que l’on peut supposer ℓ arbitraire.
La sous-section 8.2 sert essentiellement à la construction dans la sous-section 8.4
d’un bicomplexe B•,•M (définition 8.42) associé à tout H∗V-A-module instable M ,
bicomplexe qui joue un rôle crucial dans la démonstration de l’implication (iii)⇒(i)
du théorème 5.20. Les propriétés de B•,•M (sous l’hypothèse M de type fini comme
H∗V-module) listées dans la proposition 5.31 sont vérifiées après la définition 8.42.
Pour ℓ > 2 on doit remplacer dans l’énoncé de la propriété (B2) (la dernière de la
liste évoquée ci-dessus) « H∗V/W-module libre » par « P(V/W )-module libre » (resp.
« H∗V-module libre » par « PV-module libre ») ; pour sa vérification on peut invoquer
la proposition 10.4 et l’implication (i)⇒(ii) du scholie 10.3.
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Soient V un 2-groupe abélien élémentaire et X un V -CW-complexe fini
Dans ce mémoire nous étudions deux complexes de modules sur A, l’algèbre de

Steenrod modulo 2, munis d’une action compatible de H∗V , la cohomologie modulo 2

de V , complexes tous deux associés à X. Le premier, que nous appelons le « complexe
topologique », est défini à l’aide de la filtration par les orbites de X. Le second, que
nous appelons le « complexe algébrique », est défini en termes de la structure de
H∗V -A-module instable dont est munie H∗VX, la cohomologie modulo 2 équivariante
de X (ce qui signifie que nous pouvons remplacer dans cette définition H∗VX par un
H∗V -A-module instable arbitraire). Ces deux complexes sont de longeur dimZ/2 V et
peuvent être coaugmentés par H∗VX ; nous construisons en outre un morphisme κ du
complexe algébrique vers le complexe topologique compatible avec la coaugmentation.

Nous montrons en particulier que ces deux complexes coaugmentés sont acycliques
si et seulement si H∗VX est libre comme H∗V -module. Dans ce cas κ est un
isomorphisme.

Let V be an elementary abelian 2-group and X be a finite V -CW-complex.
In this memoir we study two cochain complexes of modules over the mod2

Steenrod algebra A equipped with a compatible action of H∗V , the mod2 cohomology
of V , both associated with X. The first, which we call the “topological complex,”
is defined using the orbit filtration of X. The second, which we call the “algebraic
complex,” is defined in terms of the unstable H∗V -A-module structure of H∗VX,
the mod2 equivariant cohomology of X (which means that we can replace, in the
definition of the algebraic complex, H∗VX with any unstable H∗V -A-module). Both
complexes are of length dimZ/2 V and can be coaugmented over H∗VX; furthermore
we construct a morphism κ from the algebraic complex into the topological complex,
compatible with the coaugmentation.

We show in particular that both coaugmented complexes are acyclic if and only if
H∗VX is free as an H∗V -module. In this case κ is an isomorphism.
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